ICMSC-USP
POS-GRADUACAD

CONTRIBUICOES PARA A RESOLUGAO NUMERICA

DE EQUAGCOES POLINOMIAIS

‘Sandra Maria Venturelli Ferreira Dias

Orientador: Prof. Dr. Maximilian Emil Hehl

Tese apresentada ao Instituto de
Ciencias Matematicas de Sao Car-
los da Universidade de Sao Paulo
para obtengdo do titulo de Doutor
em Ciencias (Matematica).

SAO CARLOS
1983



A meus pais,
ao Waldir,

a Melissa e a Mariana

dedico este trabalho.



AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Dr. Maximilian Emil Hehl, incansavel Orien-
tador deste trabalho, agradecemos a orientagao segura e dedica-
da, o constante incentivo e a renovagao de coragem e entusiasmo

que sempre nos proporcionou.

Ao Prof. Dr. Odelar Leite Linhares e ao Prof. Dr.
Ruy Madsen Barbosa, agradecemos a grande colaboragao em nossos

estudos e a inestimavel oportunidade que nos concederam inician

do-nos na pesquisa.

Aos colegas do Departamento de Ciéncias de Computa -
cdo e Estatistica do ICMSC-USP, em especial & Prof? Dr? Célia

Maria Finazzi de Andrade, agradecemos o permanente apoio.

Aos colegas do IBILCE-UNESP, de Sao José do Rio Pre
to, nossos agradecimentos pelo interesse e esforgos realizados

pOT NOSSO pProgresso na carreira universitaria.

Ao Claudio Rondon agradecemos a paciente e cuidado-
sa colaboragao que nos prestou no processamento dos programas

necessarios a realizagao deste trabalho.

A Dirce Buzato, pela datilografia esmerada, nNOsSsos

agradecimentos.

Este trabalho foi par-
cialmente financiado pe
las instituigoes: CAPES,
(NPq, FAPESP e FINEP.



CONTRIBUTIONS FOR THE NUMERICAL RESOLUTION

OF POLYNOMIAL EQUATIONS

Sandra Maria Venturelli Ferreira Dias

Adviser: Prof.Dr. Maximilian Emil Hehl

ABSTRACT

This work is intended to present contributions
to solve problems which occur in the application of iterative
methods for solving polynomial equations, thus amplifying the
numerical computational means already available.

We present two new techniqués, called Initial Pha
se and Variant of the Initial Phase, in chapter 2, by means of
which we determine one or more initial approximations to the
root of the smaller modulus of a polyﬂomial equation.

In chapter 3 of this work, a new iterative me -
thod, called MIDREM is proposed. This method gives not only the
root of a polynomial equation but also its multiplicity.

Considerations about Graeffe's method to solve
real polynomial equations are presented in chapter 4. It is well
known that this method has been considered inadequate for compu-
tational purposes due to the frequent occurreﬁce of overflows.
Our proposed programme avoids this inconvenience and makes the

method computationally efficient.
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INTRODUCKO

Na literatura matematica existem muitos métodos ite-
rativos de resolucao de»equagées polinomiais. No entanto, a maio
ria destes métodos apresentam dois tipos de dificuldades. Uma de
las, € a necessidade de escolhermos a aproximacao com a qual se
iniciara o processo de determinacao de uma raiz. Embora existam
numerosos resultados sobre regides no plano complexo que contém
raizes de uma equacao polinomial, a determinacdo de uma aproxima
¢ao inicial ainda € um dos problemas com que se depara quem ne-
cessita resolver uma equagao, pois aquela que € uma '"boa" aproxi
magao inicial para um determinado método iterativo, pode nao sé-
lo para um outro método.

A segunda dificuldade apresentada pelos métodos ite-
rativos de modo geral, € que a maioria destes métodos sao menos
eficientes na determinacgao de raizes quando estas sao multiplas.
Como nas aplicagoes praticas, aparecem equagoes polinomiais com
raizes multiplas, muifos autores desenvolveram métodos de deter-
minacao de raizes que incluem informacGes sobre a multiplicidade
da raiz a ser determinada. No entanto, na pratica, estes métodos
s3do pouco usados, pois dependem do conhecimento prévio da multi-
plicidade de uma raiz desconhecida.

Um dos objetivos deste trabalho € expor métodos que
resolvam estes dois problemas. |

Assim, no Capitulo 1, introduzimos algumas notagoes
e consideracdes que julgamos necessarias para o desenvolvimento

deste trabalho.
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No Capitulo 2 apresentamos duas técnicas, que denomi
namos Fase Inicial e Variante da Fase Inicial, para a determina-
cao de uma ou mais aproximacoes iniciais para a raiz de menor mo
dulo de uma equagao polinomial.

Mostramos também que quando determinamos a aproxima-
cdo inicial usando a Fase Inicial e o método de Newton aplicadoa
u(x) =p(x)/p'(x) =0 podemos determinar, sem analisarmos os coefi
cientes da equacao polinomial real p(x), se suas raizes sao tais
que sendo o uma raiz de multiplicidade m da equagao entao -a tam
bém € raiz de multiplicidade m da equacao.

No Capitulo 3, mostramos que se aplicarmos © método
de Newton

u(zi)

Z. = Z_ -
i+1 i u'(zii

a u(z) =p(z)/p'(z) =0 e nao a u(z) =p(z) =0, podemos determinar
nao s6 uma raiz o de p(z) =0 como também sua multiplicidade m.

Ainda neste capitulo, propomos o método iterativo,
que denominamos MIDREM, para a determinagao de uma raiz e ‘sua
multiplicidade.

No Capitulo 4, descrevemos o método de Graeffe para
a determinacao de todas as raizes de uma equagao polinomial real.
Alguns programas ja existentes deste método sao proprios apenas
para a resolugcao de equagOes polinomiais com raizes reais distin
tas e bem separadas. Muitos autores julgam este método inadequa-
do para o uso em computadores devido a grande dificuldade de ob
tengao das raizes mdltiplas e/ou complexas e, principalmente, de
vido a alta ordem de grandezé dos numeros resultantes das suces-
sivas quadragoes dos coeficientes da equacao realizadas pelo mé

todo.
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Nosso objetivo, nesse capitulo, & justamente apresen

tar a programacao que realizamos do método de Graeffe, evitando
a ocorréncia de overflow's e analisar seu desempenho computacio-

nal.

No Apendice I, apresentamos os algoritmos correspon-
dentes aos métodos que propomos nos Capitulos 2 e 3.
No Apéndice II, apresentamos a programagao FORTRAN

que elaboramos do método de Graeffe.



“CAPTTULO 1

NOTACAO E PRELIMINARES

Introduzimos algumas notacdoes basicas, conceitos ma-
tematicos e consideracoes que julgamos necessarios ao desenvolvi
mento deste trabalho.

Trataremos, basicamente, da determinacao de raizes
de equagoes polinomiais que, de modo geral, denotaremos na for-

ma

_ n n-1 | _
p(z)-alz tasz *o.otazta =0

com alfO e aiec para i=1,2,...,n+l,

Diremos que a equacdo polinomial € real se seus coe-
ficientes a;, i=1,2,...,n+l, sao reais.

Se todas as raizes da equagao polinomial s3ao reais,
denotaremos a equagao por

p(x)=axn+axn_l+...+ax+a =0

1 27 n n+1
Diremos que uma raiz a € real se o eR e que uma raiz

o € complexa se a=a+ib com b # 0.
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1.1, Ordem de convergéncia e indice de eficiencia de

um metodo iterativo

Vamos estabelecer a ordem com que a sequéncia 2927

Zysenes gerada por um método iterativo, converge para um limite

(¢ 2%

Seja e, = z, -a.

Dizemos que a convergéncia € de primeira ordem se

lim = C c 0<C«<1
Lim —Tzzrr‘ om

A convergéncia € linear se 0<|C|<1 e

n+l C

]

lim
n-> n

Dizemos que a convergéncia € geometrica se

e = Ce n=0,1,2,... onde 0 < |C| <1,

Se existe p>1 tal que para algum K>0 temos

entao dizemos que a ordem de convergencia da sequéncia € p.

Observamos que a ordem de convergéncia de uma sequeén

cia gerada por um método iterativo de determinagao de raiz, ou,
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equivalentemente, que a ordem de convergéncia de um método de de
terminagao de raiz, depende da equacao que esta sendo resolvida,
da multiplicidade da raiz a ser determinada e do valor inicial
24

Podemos comparar os varios métodos iterativos de re-
solugdo de equagoes considerando apenas suas ordens de convergen
cia. No entanto, faz mais sentido compara-los considerando a efi
ciéncia computacional de cada método. Assim, sendo p a ordem de
convergéncia do processo iterativo e s o numero de novos calcu -
los de valores numéricos do polinomio e de suas derivadas que
sao necessarios em cada passo, define-se Tndice de eficiencia E

do método por

Observamos que um método € tanto melhor quanto maior
- - . - .~ - - -
€ o seu indice de eficiencia:; e, que, usualmente, negligencia-se
o fato de que algumas vezes sao necessarios varios calculos do

valor do polinomio e de suas derivadas para o inicio do processo.

1.2. Consideragoes sobre o erro na determinagao de

raizes

A maioria dos métodos de determinacdo de raizes de
~ - Cd ) - . -
equagoes apresentam problemas com ralzes multiplas ou muito pro-
ximas.
No caso de raizes miltiplas estes problemas sao de
dois tipos:
0 primeiro deles € que a ordem de convergéncia para

uma raiz de multiplicidade m>1 € distintamente menor que a ordem -
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de convergéncia para uma raiz simples, a menos que o método seja
alterado de modo a incluir informagOes sobre a multiplicidade.

0 segundo problema € a imprecisdo dos calculos dos

valores do polindomio na vizinhanga de uma raiz.

Surge, entao, a pergunta: Qual € o efeito que a impre
cisao nos valores do polinomio acarreta sobre a precisdo da raiz?
Para respondé-la, suponhamos que X seja uma aproximacao para a
raiz o de multiplicidade m e que ao calcularmos p(x) obtenhamos

um valor aproximado p(x). Entao
lp(x) - p(x)| < ¢ (1.2.1)

para algum e aceitavel.
Suponhamos agora, que para um certo z tenhamos

p(z) =0. Quanto de erro pode z conter? Temos

p(z) = (z-o)" 2 (1.2.2)

" Usando (1.2,1) em (1.2.2) concluimos que podemos ter

e (2-w)t 2(a)

- m.
ou seja, € possivel que

1/m (1.2.3)

lz - a| = e1/m ‘ m'

p(™ ()
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1/m

Como para € pequeno e m>1 o termo e € muito maior

que €, torna-se claro que ha uma grande perda de precisao no
- - . - .

caso de raizes multiplas; enquanto que no caso de raizes sim-
. -~ - . . . - - .

ples a variagao € proporcional a €. Por isso, raizes multiplas,

sao em geral , mal condicionadas no sentido de serem sensiveis

aos erros nos calculos dos valores do polinomio.

Esta instabilidade exibida nos calculos € confinada
a uma regiao que inclue a raiz e que Wilkinson /47/ denomina cir
culo de indeterminacao da raiz. Ou seja, justamente dentro da
regido onde a raiz esta localizada, € impossivel determina-la,a
menos que se aumente a precisao dos calculos aritméticos. A so-
lugao para este mal condicionamento €, portanto, o uso da arit-
mética de dupla precisao.

Observamos que embora a instabilidade nos calculos
possa ser influenciada por detalhes no calculo do valor do poli
nomio, pelo comprimento da palavra da maquina e por erros de
arredondamento, a maior causa esta no mal condicionamento das

-
raizes.

No entanto, raizes simples também podem ser mal con
dicionadas. Esta claro que podemos esperar que raizes  simples
muito proximas 'comportem-se' como raizes miltiplas. Contudo,as

- . - - -~ -
raizes podem ser mal condicionadas mesmo quando sao simples e

bem separadas. E o caso mostrado pelo famoso exemplo de Wilkin-

son /48/ quando ele considera a equagao polinomial

0 19

P(x) = (x-1) (x-2)+.. (x-20)=x20-210x1% + ... + 20t =0
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cujas raizes sao obviamente simples e bem separadas;. contudo, u-
ma pequena variagao num dos coeficientes deste polinomio causa

muita imprecisao nas raizes. Assim € que com uma pequena mudanga

absoluta da ordem de 2—23 no coeficiente de xlg ele passa a ser
-210.000000119 e as raizes da equagadao polinomial perturbada
p(x) +2’23x19 =0, com 9 decimais sao:

1.000000000 8.917250249

2.000000000 20.846908101

3.000000000 10.095266145 + 0,6435009041
4.000000000 11.793633881 +1.6523297281
4.999999928 13.992358137 + 2.5188300701
6.000006944 16.730737466 + 2.8126248941
6.999697234 19.502439400 + 1.9403303471
8.007267603

Wilkinson mostra que nesta equagao polinomial a difi
culdade & causada pelo espagamento regular das raizes e observa
que, na pratica, isto € mais perigoso que a existéncia de raizes
de alta multiplicidade.

Ja a equagao polinomial

0
p(x) = I

J

(x-279) = 0
1

cujas raizes nao sao bem separadas tem, no entanto, todas as rai

zes bem condicionadas com respeito a pequenas mudangas relativas
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nos coeficientes a; (mudangas de a; para ai(l +¢)), mas nao com
respeito a pequenas mudangas absolutas nos coeficientes a; ( mu-

dangas de a; para a i re).

1.3. A precisao dos resultados

Sejam &1, &2, coes &n as n aproximagOes das  raizes
de uma equagao polinomial p(z) =0 de grau n, obtidas por um pro-
grama computacional de um método qualquer de determinacao de rai
zes. Em gerél, consideramos que.o programa foi bem sucedido em
uma particular equagao se pelo menos uma das seguintes condigoes

sao satisfeitas:

(1) as n aproximagoes &j das raizes sao "boas' aproximagdes das

verdadeiras raizes o da equacao.

(ii) as n aproximagoes &j sdo tais que, em aritmética de ponto
flutuante e precisao finita, os coeficientes éj, j=1,2, ...

..., n+l, do polindmio reconstruido
+
p(z) = a; it

sao 'boas'" aproximagoes dos coeficientes aj, j=1,2,..,n+l,do

polindomio original p(z).

Uma maneira de verificarmos se a condigao (i) foi

satisfeita € testarmos se

oy = 85| < e.max(1, ]3]



onde € € um limite pré-determinado do erro relativo.

Este tipo de teste tem grandes limitagoes, pois para
o aplicarmos devemos, necessariamente, conhecer as rafizes verda-
deiras. Por isso, todos os programas que elaboramos testam a pre
cisao das aproximagoes &j usando a condigao (ii). A seguir, mos

tramos como realizamos esta avaliacgao.

1.4. Reconstrucdao do polinomio

Depois que a equagao polinomial de grau n, p(z) 0,
foi completamente fatorada, todos os fatores sao multiplicadosem
aritmética de dupla precisao para gerar um polinomio de grau n
cujos coeficientes sao multiplicados pelo coeficiente a; do ter-
mo de maior grau de p(z). O polinomio resultante destes produtos
€ o polinomio reconstruido. Pela comparagdo dos coeficientes 3
do polinomio original p(z) com os coeficientes éj do polinomio
reconstruido p(z), podemos estimar o quanto a fatoragao represen
ta uma satisfatoria aproximagao da fatoragao verdadeira de
p(z) = 0. Wilkinson /47/ e /48/ apresenta informacoes detalhadas
a este respeito.

Assim,sendo &1, &2, coes &n as raizes obtidas pela

aplicagao de um método qualquer, a reconstruciao dos coeficientes

do polinomio pode ser realizada de duas maneiras:

(1) Se p(x) € um polinomio real e a determinagao das raizes Q.
J
foi realizada de modo que as raizes complexas e suas conjuga

das estao em localizag6es adjacentes, entao

ﬁ(x)={{,__[(XZ-ZXRe&n+|an|2)(xz-ZXRe&n_z¢|&n_2|2)]...(x-&z)}(x—&l)}al
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Observamos que nos programas que elaboramos, aqueles

que determinam raizes reais e complexas de equagGes polinomiais
reais zeram as partes imaginarias das raizes reais. Assim, um
simples teste, verificando se a parte imaginaria de uma raiz &j

€ nula ou nao, indicara se o correspondente fator a ser conside-

rado no produto acima € (x-&j) ou (x2-2xRe&j +|&.]2).
(2) Se p(z) &€ um polindomio que pode ser complexo e/ou se as rai-
zes complexas nao estao em localizagoes adjacentes, entao

B(z) = {{[(z=8 ) (z-&__)]...(2-3,)}(z=3;) }ay

Em qualquer dos dois casos, uma vez obtido p(z), de-
terminamos o maior erro relativo entre os coeficientes de p(z) e

p(z), calculando

a.-a.
_15_;L se a. #0
§ = max |§,] onde 3§, = j J
2<j<n+l J
' a . =0
aJ se aJ
Por fim, testamos se § < 10-k. Se o teste falhar, o

programa imprime uma mensagem especificando que o polinomio re-

construido tem menos de k digitos significativos corretos.

1.5. Consideracoes sobre a deflagao

Os métodos de determinagao de raizes de equagdes poli
nomiais podem ser classificados como aqueles que fornecem uma sO

raiz ou um par de raizes a cada aplicagao do processo; ou aqueles

1
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que determinam todas as raizes simultaneamente. Os que propomos
e/ou analisamos neste trabalho sao do primeiro tipo; e, por isso,
exigem alguma técnica de deflacdao para a remogao das raizes ja
determinadas.

Wilkinson, mostra em /48/ que a deflagao ''para a
frente' realizada através da formula usual de recorréncia de Hor
ner € instavel se removermos primeiro uma raiz de mdodulo consi-
deravelmente maior que os modulos das raizes restantes e que a
deflacao "para tras'" € instavel se removermos primeiro uma raiz
de modulo consideravelmente menor que os moédulos das demais rai
zes.

Por isso, na programacao dos métodos aqui apresenta-
dos usamos, de modo explicito, a deflagao '"para a frente", que
denominamos simplesmente de deflagao, e procuramos sempre deter-
minar as raizes em ordem crescente de modulo. Assim,  aplicamos
Horner se desejamos remover uma Unica raiz ou dividimos o polindo
mio por um polinomio quadratico se queremos remover um par de
raizes complexas conjugadas ou um par de raizes reais miltiplas
como ocorre no método MIDREM que apresentaremos para a determi-
nacao das raizes e suas multiplicidades.

A deflagao explicita € quando muito semi-estavel no
sentido que os efeitos acumulados depois de muitas deflagoes po-
dem resultar numa significativa perda de precisdo. Isto € parti-
culamente verdadeiro se um dos polinomios deflacionados & consi-
deravelmente mais mal condicionado que o polianio original.

Uma estratégia pratica para evitarmos este inconve -
niente na determinagao da proxima raiz € aplicarmos o método em
uso sobre o polinomio deflacionado até verificarmos que as apro;

ximagoes obtidas estao convergindo para alguma raiz do polinomio

deflacionado; e, entao, reaplicarmos o método sobre esta ultima
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aproximagao usando, agora, o polinomio original de grau n. Esta

claro

lho €

que esta reaplicagao do método tera bem poucas iteragoes.

1.6. Computador Digital

O computador digital que utilizamos para este traba

um Sistema Digital marca DIGITAL modelo PDP 11/45 do Labo

ratorio de Computagao do Instituto de Ciéncias Matemdaticas de

Sao Carlos, da Universidade de Sao Paulo, que tem as seguintes

caracteristicas principais:

memoria principal dev128 K palavras, 200 nseg., palavra de

16 bits;
aritmética de ponto flutuante;

discos magnétiecos (3), modelo RK11l J, capacidade de 7,2
Mbytes, tempo de transferéncia de 11,1 pseg/palavra, tem-

po médio de acesso de 50 mseg.;

impressora, modela LP11 VA, velocidade de 300 linhas por

minuto, 132 caracteres por linha;

leitora de cartoes, modelo CR11 VA, velocidade de 200 car

toes por minuto;

terminais: 1 de video modelo VT52Z, capacidade da tela de
80 caracteres por linha e 24 linhas por tela, formatado ;
3 impressores modelo LA36, com velocidade de saida de 30

caracteres por segundo.



1.7. Comentarios diversos

As quase seis centenas de equagoes polinomiais

12

que

serviram para os testes de nossos programas foram obtidas de va-

rios textos da literatura matematica ou foram construidas

para

que testassemos casos especiais dos métodos que propomos e/ou a-

nalisamos. Muitas foram especialmente construidas segundo as exi

géncias contidas em /28/. As equagoes polinomiais que testamos es

tao assim distribuidas:

Equagoes Polinomiais Reais com
to i T i i iz |rai
grau dasrgzigalzes todiim;ie;:;zes 2?%§§;ﬁ§2;5 nu&figla.;Z::§: total
2 13 5 - 8 8 18
3 70 - 29 20 10 99
4 80 32 41 40 9 153
5 40 - 51 32 4 91
6 32 6 22 20 8 60
7 11 - 15 8 - 26
8 16 5 11 9 3 32
9 7 - 5 5 - 12
10 9 - 4 9 2 13
11 1 - 2 1 - 3
12 ) 1 3 3 2 9
13 4 - - 2 - 4
14 2 - 1 - - 3
15 3 - 3 3 1 6
16 3 - 1 1 - 4
17 2 1 - 1 - 3
18 - - 2 - - 2
19 1 - 2 - - 3
20 2 - 3 2 - 5
50 - - 1 - - 1
Total] 301 50 196 164 47 547




13

Equagoes polinomiais
complexas com
grau mgyﬁgg?;s total
2 -1 6
3 3 16
4 - 10
5 2 7
6 - 3
7 - 1
8 1 2
9 - 1
10 1 1
14 - 1
Total 8 48

Observamos que sempre € conveniente que todos o0s coe
ficientes da equagao p(z) =0 tenham a mesma ordem de grandeza.ls

to pode ser obtido através de uma transformagdo nas raizes de mo

do que

z » 10¥z" ou z - Zsz'

Se suspeitamos existirem varias raizes muito proxi-

mas numa vizinhanga de Zg =x04+iy0, a transformagao
> -
z Zg - 2

aumentara o coeficiente de separagao das raizes.

Algumas vezes a transformagao

2 » 1
Z

melhora o comportamento numérico do método utilizado.
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Tais transformagoes sao consideradas como auxiliares

na obtencao de raizes de equagdes polinomiais probleméticas‘ ao

método utilizado e nao foram por nds usadas nos testes que efe -
tuamos dos métodos que propomos e/ou analisamos. .

Finalizamos este capitulo de consideragbes prelimina

res repetindo a ja conhecida observagao: Nenhum método de resolu

cao de equacoes determina satisfatoriamente todas as raizes de

todas as equagoes.



CAPITULO 2

SOBRE A DETERMINACAO DE VALORES INICIAIS

2.1. Introducao

Embora existam numerosos resultados sobre regides no
plano complexo que contém raizes de uma equagao polinomial, a de
terminagao de um valor inicial para a obtengdo de uma raiz ain-
da € um dos pontos mais cruciais e problematicos ao usarmos a
maioria dos métodos iterativos nao intervalares de resolugdao de
equagoes.

Neste capitulo apresentaremos duas téecnicas (uma no
item 2.2.2, denominada Fase Inicial e outra no item 2.,2.4. deno-
minada Variante da Fase Inicial) para a determinagdo de uma ou
mais aproximag¢les iniciais para a raiz de menor médulo da equa -

¢do de coeficientes complexos
p(z) =alzn-+azzn'1-+... +az+a =0 (2.1.1)

As técnicas de determinacao de um valor inicial que
desenvolveremos a seguir podem ser aplicadas a varios métodos
iterativos. No entanto, nos preocuparemos fundamentalmente com
um método que €, em esséncia, o método de Newton aplicado a
u(z) =p(z)/p' (z) = 0.

Mostraremos também que quando determinamos a aproxi-

magao inicial usando a Fase Inicial e esta modificagdo do método
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de Newton podemos determinar, sem analisar os coeficientes de
uma equagdo polinomial real, se suas ralzes sdo tais que sendo
o uma raiz de multiplicidade m da equacao entdo -o também € raiz

de multiplicidade m da equagao.
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2.2. A determinacao de valores iniciais

2.2.1. Um circulo que contem pelo menos uma raiz de

p(z) =0

Em /36/, Pomentale considera a classe dos processos

iterativos definidos por

Zi41 T 2t ¢k(zi)’ k=2,3,...
onde
' (k-2)
oy (2) = (k-1) (LRl (2.2.1)
(p'/p)

e demonstra o seguinte teorema:

Teorema 2.1.: Seja Al = -p(z) /p'(2) e sejam

Aj==¢j(z), j=2,3,... as fungoes definidas por (2.2.1). Entao,

para cada k, o circulo centrado em z com raio

1 1/k

- o1/
p—n . IAloAZ'oo Akl

contém pelo menos uma raiz de (2.1.1).

Demons tracao: De (2.2.1), com O =Ak, temos

1 (pr/p D
b x-1)(p'/p) K9

Derivando a expressao
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onde oy sao raizes de p(z) =0, obtemos

n
& D) - ok lk-nt o —2

i=1 (z-ai)

Portanto,
- ' n n
P M O,
5| < o (K-2)] (k=27
k (k-1) | (p'/p) 1 D'
| o |

Mas

1, k-2 ' /) D (pr/py 53 o /p)
IO k-2) ' /p) F" 3 (k3 ' Ay &1

Entao obtemos

. k
min |z-a.|" < n|A, A,... A
l<i<n i 1 72 k|

o que demonstra o teorema.

Observemos que fazendo k=2 em (2.2.1), obtemos o pro
cesso iterativo

oL p(z;)p' (z5) (2.2.2)

o)t eeet)

Z.
i+1
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Fazendo '(z.) : "(z2:))2
. . ) Z. 1R} . -
LS LR L 0 M MR (2.2.3)
p(z;) p(z;) P (z;)

podemos escrever (2.2.2) na forma

S
= 1 .
zi+_ (2.2.4)

2

z.
1+1

Portanto, para este método iterativo, o raio obtido

do Teorema 2.1. &

o= /o . JIAI.AZ{
ou
o = /n / /]s,] (2.2.5)
Assim, quando pretendemos determinar uma raiz de
(2.1.1) usando o método iterativo (2.2.2), temos uma maneira

simples e eficiente para determinarmos uma vizinhanga circular,
de centro z e raio p dado por (2.2.5), que contém pelo menos uma
raiz de (2.1.1). Permanece, no entanto, o problema da determina
¢ao da aproximagao inicial. Para resolvermos esta questdao, que

denominamos Fase Inicial, procedemos da seguinte forma:

2.2.2. Fase Inicial - Um circulo que contém pelo me

nos a raiz de menor modulo de p(z) =0

Inicialmente, observamos que, de agora em diante,im

pomos a (2.1.1) a condigao 3,41 # 0.

1. Determinamos o raio 8§ de um circulo centrado na ori-

gem que nao contenha nenhuma raiz de (2.1.1).
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2. Usamos (2.2.5) para determinarmos o raio Py de um cirgulo de

centro § que contém pelo menos uma raiz de (2.1.1).

3. Analogamente, usamos (2.2.5) para determinarmos o raio Py de

um circulo de centro -8 que contém pelo menos uma raiz de

(z2.1.1).

Como aproximacao inicial consideramos:

a)

b)

ou

ou

Xg =8+ P se P €0,
(2.2.6)
Xg = =8 =y e 0y <P
se a raiz a ser determinada € real;
Py, Py,
zO=(G+T) + =i se Py £P,
(2.2.7)

P2y . P2
zo—-(6+-2-)+—2-1 se P, <Py

se a raiz a ser determinada € complexa.

Observamos que como o Teorema 2.1 nos assegura que

p+0 quando z+a, entdo se a=a+ib e af# 0, o circulo de me-

nor raio entre py € P, determina de que lado do eixo real locali

za-se a raiz o de menor modulo. Assim, como aproximagdo inicial

nor raio.

ou

podemos considerar qualquer ponto pertencente ao circulo de me

Observamos também que se o intervalo

(6, s + 0] se p; < P,
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nao € muito grande, também podemos considerar
XO =34 sé pl $ pz
ou (2.2.8)

be = -4 <
0 5€ Py < Py
como aproximagao inicial real; ou

24 =6 +vyi com Y=min{6.ol} se Py $P,y

z0=-6-+Y1 com y=m1n{6,pz} se P, <Py .

como aproximagdo inicial complexa. No caso real ha avantagem de

serem conhecidos todos os valores envolvidos no calculo de Xqp .

Esta claro que nem sempre sabemos se a raiz a ser
determinada & real ou complexa. Mais adiante apresenta
remos -alguns resultados que ajudam a elucidar esta questao.

Se nada sabemos a respeito das raizes de (2.1.1), o
passo 1 da Fase Inicial pode ser realizado usando o seguinte re

sultado bastante conhecido e encontrado, por exemplo, em /49/:

N3o existe nenhuma raiz de (2.1.1) no circulo

lz| <6, onde

§ = max{61,62.63}, sendo
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o n a.
611 = max{1l, ) —L |}
j=1 n+l
1 a a.
{ 531 = max (72|, 1+ max |-} (2.2.10)
n+l 2¢jsntn+l
la ' | n+1
8 5 _n*l’ onde o = ) IaJI2
- /o 3=l

Se a equacgdo cuja raiz desejamos determinar € real
e se sabemos, a priori, que todas as suas raizes sao reais, en-
tao a determinacdo de um intervalo que ndo contenha nenhuma raiz
€ mais simples e mais rapida. £ o que demonstramos no teorema  que

propomos a seguir.

Teorema 2.2.: Consideremos a equacao polinomial de

grau n

P(x) = a;x + a,x + ..o vaxta

#0

= 0; an+1

cujas raizes Gys Op,eee, O com kgn sdao reais e tais que

(ﬁ_sai+l‘ Entao, nenhuma raiz de p(x) =0 pertence ao intervalo
[-6,5 ] e todas as raizes de p(x) =0 pertencem ao intervalo
[-Y,'y] onde
2 2
) 341 1/2 a, -2a1 ag 1/2
§ = > . e vy = 7
4n T %%n+1 %1 a)

Demonstracao: Escrevendo p(x) na forma fatorada, te-

mos
M3
(X' 0'1)

n = s

p(x) = a;

i=1



23

onde m, i=1,2,...,k, sao as multiplicidades de o .

Diferenciando ¢n p(x) obtemos

. k .
.(X) = z ml
P x) i=1 X%
Diferenciando esta expressao e multiplicando por
(-1), temos
p'l(0 - p( P _ ; S -
pz(x) i=1 (x-ay)

‘Fazendo x =x, onde x, €R esta mais proximo de a, que

de qualquer outra raiz de p(x) =0, temos

2
. m p'T(x4) -p(xy)p"(xy)
0« —L— < 3 0 (2.2.11)
(Xo'al P (Xo)
e portanto
2
2 (Xo“al) PZCXO)
(xg =ay)™ > - > 3
1 p' (XO) 'P(XOJP”(XO)

Ou seja, dado um valor Xg podemos determinar um in

tervalo de centro X, e amplitude

) 'pz(xo) . 1/2

p' £ (x0) =P (xg)P"(xg) |

-que nao contém nenhuma raiz de p(x) =0.

Em particular, se X, =0 temos
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p(0) =a_ ,;» Pp'(0)=a e p"(0) =2a_ _;

Portanto, nenhuma raiz de p(x) =0 pertence ao inter

valo ES, -6], com

az 1/2
s = | n+l (2.2.12)
an -~ Zan+l an-l

Analogamente, fazendo y =1/x e colocando Yo =0, con -
cluimos que todas as raizes de p(x) =0 pertencem ao intervalo

(v, v], com

2 2 1/2
4y T 8135
Y = 5 , 0 que demonstra o teorema.
a
L

Observamos que o denominador de (2.2.12) e sempre

maior que zero pois todas as raizes da equagao sdo reais.

Exemplo 2.1. - Para ilustrar a execucdo da Fase Ini

cial, consideremos a equacao polinomial

p(z) = 24 -6z3 +1222 -10z +3 = 0

Suponhamos que nao sabemos se suas raizes sao reais

ou complexas. Entao aplicando (2.2.10), temos

5, = 0.103448276, §, = 0.2 e 6§, = 0.176166066

§.} = 0.2

e tanto, § = 10
portanto max {61.62 3

Concluimos entao que o circulo |z| s 0.2 n3o contém

nenhuma raiz de p(z) =0.
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Agora, determinamos o raio Py de um circulo de cen-

tro 0.2 que contém pelo menos uma raiz de p(z) =0. Obtemos

2
= (R (0.2) p''(0.2)
§,(8) = [p W) ] T Tp(0.z) T 4-815051020

e, portanto,
Py = /n / 5,(8) = 0.911443074

Procedendo de maneira analoga, determinamos o raio
de um circulo de centro -0.2 que contém pelo menos uma raiz de

p(z) = 0. Obtemos

2
-5y = |[R(=0.2 1" pt(=0.2)
S,(=5) [p(-o.z)] 077 2.180989583

e, entao,

p, = /n/ /5,(-8) = 1.354263580

Como Py < Py (ou, como 82(6) > SZC-é)) , concluimos
que a raiz de menor modulo de p(z) =0 tem parte real positiva ou
nula.

Como aproximag¢ao inicial, podemos considerar, por
(2.2.8), x5 =6 = 0.2 através da qual calculamos x; imediatamente;

ou, usando (2.2.6), x, =8 *+ o, =1.111443074.

0
Mais adiante, mostraremos como determinar se a vraiz
e real ou complexa.
Na figura seguinte representamos a Fase Inicial gra-

ficamente. As verdadeiras raizes de p(z) = 0 sao 1 (tripla e 3.



>
>

A
52
v

Exemplo 2.2- Para ilustrar a determinacdo de uma a-

proximacao 2, complexa, consideremos a equagao

p(z) = z4 +4 = 0

cujas raizes sao 1 *i,

Aplicando (2.2.10) encontramos Séiﬂ_e concluimos que
o circulo |z| €1 nao contém nenhuma raiz de p(z) =0.

Agora, aplicando (2.2.5) determinamos o0 raio Py de
um circulo de centro 1 que contém pé1§ menos uma raiz de 'p(z) =0.

Obtemos

s.(s) = [ ) "W . 176
A S eon M- e R

e,portanto

oy = /n/ /I5,(6)| = 1.507556723
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Como valor inicial, também podemos considerar o da-

do por (2.2.7) que resulta em

o] p V '
2y = (8 + L) +-%li =1.,753778362 + 0.7537783621
&

Exemplo 2.3. - A restrigd@o que todas as raizes de

uma equag¢ao polinomial sejam reais &€ satisfeita, em particular,
por muitos conjuntos de polinomios ortogonais. Consideremos,por

exemplo, o polinomio de Laguerre L,(x) dado por

p(x) =L, (x) =x* -16x> +72x% -96x + 24 =0

Usando (2.2.12) para a execugao do passo 1 da Fase

Inicial, temos

2 1/2
§ = -77——5———— = 0.316227766

Concluimos, portanto, que nao existe raiz de p(x) =0
no intervalo [-0.316227766, +0.316227766).

Aplicando (2.2.5) a § e =8 , obtemos

82(6 ) 25037.21435 =» = 0.012639707

Py

Sz(-é ) 2.739036285 = Py = 1.208456725
Concluimos, entdo, eque a raiz de menor modulo & posi
tiva (como esperavamos , pois todas as raizes de L4(x) =0 sdao po

sitivas) e pertence ao intervalo

(8,8+p ) = (0.316227766, 0.328867473)
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Como aproximagao inicial tomamos, por (2.2.6),

X, = 6§ + = 0.328867473

0 P1

Observamos que a verdadeira raiz € 0.3225476896,

Exemplo 2.4 - Para ilustrar a determinagao de uma

aproximagao inicial para uma raiz de uma equagao polinomial de

coeficientes complexos, consideremos a equagao
p(z) = 25 - (6+3i)z% + (9+12i)z = (2+11i) = 0

cuja raiz € 2+i de multiplicidade 3.

Aplicando (2.2.10) encontramos 8= 0.561833219 ¢ con-
cluimos que o circulo [z| € 0.561833219 n3o contém nenhuma raiz
da equadao.

Como

S,(8) =0.340425249-0.916554211i=> |S,(6)[=0.977732567

S,(-8) =0.291771255-0.2687293601=> |5, (-5 ) | =0.396668545

concluimos que o circulo de centro § e raio

py = /3 . 1751663122

/T5,(8)]

contém pelo menos a raiz de menor moédulo da equagao.

Como aproximagao inicial tomamos, por (2.2.7)

Zy = 1.437664780 + 0.8758315611i
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2.2.3. = Um caso especial revelado na Fase Inicial

O Teorema 2.3 que propomos a seguir tem a grande van
tagem de nos permitir descobrir, a partir de um simples teste
entre os raios Py € Py determinados por (2.2.5), se uma equagao
polinomial real que tendo uma raiz a, real ou complexa,
de multiplicidade m tem também a raiz -o de multiplicidade m.

No entanto, antes de apresentarmos este teorema, ne
cessitamos distinguir que tipo de equagéovpélinomiél real tem

tais raizes. E o que estabelecemos no Lema seguinte.

Lema: Uma equagdo polinomial real é do tipo

p(z) =ajz”+a 2" Pea ™ e v 2fva =0 (2.2.13)

com n par se, e somente se, sendo a uma raiz de p(z) =0 com mul
tiplicidade m ent3o -o também € raiz de p(z) =0 com multiplici-

dade m.

Demonstracao: Inicialmente, mostremos que sendo @

uma raiz de p(z) =0 entdo -o também € raiz de p(z) =0. Isto €

imediato, pois por hipotese, n € par. Entdo

p(-a) = p(a) =0

Mostremos agora que as raizes o e -a ‘de p(z) = 0,
tem a mesma multiplicidade. Temos dois casos a considerar:

19 Caso: Se o = a ¢ R, entao

(z-a)(z+a) = 22 - a°



escrever:

do ambos os

tes de Q(z)
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Entao, como a e -a sdao raizes de p(z) =0, podemos

p(z) = (z¢- a%) . Q2)

2 2 n-2 n-3 n-4
(z"-a") [qlz +qzz +q32- +... +qn-22+q'n—l]

Desenvolvendo o lado direito da igualdade e igualan-
membros termo a termo, concluimos que os coeficien

sao determinados recorrentemente por:

9 2

4 = &

q; = a. + azq. », para j=3,4,...,n-1
J j j-2 ’ :

~Mas, por hipdtese, aj=0 para todo j par, e entao

qj=0 para todo j par. Portanto, Q(z) € um polindmio do mesmo

tipo de p(z) pois Q(z) tem grau par e seus coeficientes dos

termos de poténcias impares sao nulos. Assim, se a € raiz de

Q(z)=0 entao -a também & raiz de Q(z)=0. Consequentemente, a e

-o sdo raizes de p(z)=0 de mesma multiplicidade.

20 Caso: Se a =a+ib com b#0 entéé
- = 2.2 2. .2
(z-a) (z-a) (z+a) (z+0) = [(z=a) “+b“] [(z+a) “+b"]

Como, por hipotese, o e -a sao raizes de p(z)=0, en

tio o € -o também sao raizes de p(z)=0. Temos, entao

2
plz) = [(z-a)2+b2] [(z+a)2+b ] Q(z)
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Considerando
Q,(z) = [(z+a)%+b%] Q(2)

temos
p(z) = [(z-a)2+b2] Q, (2)

Portanto, de maneira analoga ao 1° caso, concluimos
que Q;(z) e Q(z) sdao polindmios do mesmo tipo de p(z); ou seja,
ambos tem grau.par (n-2 e n-4, respectivamente) e tem coeficien
tes dos termos de poténcias impares nulos. Assim, se o € raiz
de Q(z) =0 entao -o também o €; e, portanto, o e -a sao raizes

de p(z) =0 de mesma multiplicidade.

Agora mostremos que se uma equagao polinomial é tal
que tendo uma raiz o de multiplicidade m tem também a raiz -0
de mesma multiplicidade, entdo a equacdo € do tipo (2.2.13) com
n par.

Assim, indiquemos as possiveis raizes complexas de

p(z)=0, por

K‘
N
 §
N
=
]
N
=

k’

onde z. =a.+ib. comb. #£0;
J J J J
e por qj as multiplicidades das raizes zj, j=1,2,...,k

Indiquemos as possiveis raizes reais de p(z) =0 por

rl, -rl, rz, —rz, RO

e por m, as multiplicidades das raizes ri, i=1,2,...,s8.
Inicialmente, concluimos que p(z) € um polindmio de

grau n par, pois
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Resta-nos mostrar que os coeficientes dos termos de
poténcias impares de p(z) sdao nulos. Pelo Teorema da Decomposi-

cao, podemos escrever:

. - - 4
p(z) = ap ((z-2) (2-7) (z+2)) (2+2)]) © x ...

q
x((2-2,) (2-7) (2+2,) (2+7) ) x

my mg
((z-r) (zer ) Tl x((z-1) (241 )]
Portanto
= T 2¢ 12 1% ((z+a ) 24 bz}qj T [zz—r?]mi
p(z) = a, jgl[(z-aj) + by ] J 3 j i=1 i

0 que demonstra nosso lema.

Teorema 2.3.: Consideremos a equa¢ao polinomial real

de grau n

p(z) = a,z" +a

1 z * ... *az+a =0 (2.2.14)

n+l

com a__ ; #0. Sejam Cl(é,pl) e CZ(ﬂS,pz) circulos de centros§ e

-5 e raios P ePy determinados por (2.2.5). Entao Py = se, €

P2
somente se, sendo a * ib raizes de (2.2.14) com multiplicidades m

entao -a 3 ib também sao raizes de (2.2.14) com multiplicidades m.

Demonstracao: Devido ao Lema anterior, para demons -
trarmos este teorema basta mostrarmos que Py = P, S€, e somente

se, p(z) =0 &€ uma equacgao poiinomial de grau n  par do tipo



34

(2.2.13). E o que demonstramos a seguir:

De (2.2.13) obtemos

. _ - n-1 n-3
p'(z) =n a, 2z + (n-Z)asz .t zan-lz
e
p'"(z) = n(n—l)a1 Zn-Z + (n-2)(n-3)a32n'4 + e +Zan_1
Assim, como em (2.2.13) n €& par, para qualquer z te-
mos
p(z) =p(-2), p'(z) =-p'(-2) e p"(z) =p"(-2)
Entao
[p'(m]z_ PU(5) . [p())F . pr(=s)
p(s) P(8) p(-8) p(-8)
0 que mostra que se p(z) =0 &€ uma equacao polinomial real de
grau n par do tipo (2.2.13), entao Py = Py
Agora suponhamos que
(2) = a,2%+a,2" L +a =2 +a_z+a__.=0 (2.2.15)
P 1 2 3 RS S U
e mostremos que se p; = P, entao p(z) = 0 deve ser do tipo

(2.2.13) com grau n par

Inicialmente, observemos que Py = Py significa

pZ(_s ) [pcz(s )__ p(s )pn(s )]:pz (5 ) [p'z(-ﬁ)-p(-é )p"(“ﬁ )] (202-]6)



Supondo que (2.2.15) tenha grau n par, temos

n . n-1 n ..
p'z(z) = ) (n—i+l)2a§zz(n‘l)+ 2 ) Y (n-i+1)(n-j+1)aia.zzn—1 J
i=1 i=1 j=i+l J
n-1 .
p(2)p"(2) = I (n-i+1)(n-i)aj2?("71)
i=1
n-1 n+l il
v 11 (ei]) (i) e (n-j41) m-5) Jasa 2 R
i=1 j=i+l 1)
Entao
n .
" : 2_2(n-
p'2(2)-p(2)p"(2) = ] (n-i+1)ajz?(*71) 4
n-1 n+l ‘ . .
vy I (2@)-(i-5)%-i-j)a a2 270
i=l j=i+l J
Como
n+l . n n+l s . .
pi(-2) = § al2? M, 7 T (cntagal?nninite
i=1 i=1 j=i+1
Temos, entao
| 2 , noondl 5 2 2(2n-i-j+l
P(2)=p’(-2) [p' “()-p(@p"(2)) = I I (n-1+1)a;az (2n-1-3+1)
1=1 j=1
n+l n-1 n+l 2(2n-i+1)-j-k .

' . 2 . 2
2(n+1)-(j~k)"~-j-klasa.a z
Vh T, oot

+
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n n nt+l

+ Z Z Z (-l)j+k Z(n-i.,.l)aizajakzZ(Zn—i+l)"j-k

+

n n+l n-1 n+l i+ )
e 1T L 1 e 22 (en) ket]ayaiaay
i=1 j=i+1 k=1 2=k+1

2(2n+1)-i-j-k-4

Ou seja,
2 y 2 " =
P(z) = p“(-2)[p'"(2) -p(2)p"(2)) =
_ 4 dn-2 5 3 4n-3’+(4 -6) 3, Z4n-4+(_2n+3)azazz4n-4
- nalZ = alaZZ n al 3 1 2
3. _4n-5 2 4n-5 3. _4n-6
—12a1a4z +4alaza32 +(4n—20)alasz
2 4n-6 2,2 4n-6
-(4n—20)a1a2a4z +(6n-14)alasg +
+(-4n+4)a1a§a324n'6 +(n--l)agzan'6 + eees
Calculando
= nl ' 2 "
Po(z) = p“(z)[p'“(-2) -p(-2)p"(-2)]
observamos que os coeficientes de poténcias pares de P(z) e

Pl(z) sao iguais e que os coeficientes de poténcias impares de
P(z) e P, (2) sdo simétricos. Assim, como por hipotese, &€  vali-
da a igualdade (2.2.16) para algum z =68 # 0, entao os coeficien-
tes de poténcias impares de P(z) e Pl(z) devem ser nulos. Temos

entao

tZaiaz =0 = a, =0 pois a;# 0 por hipdtese.

3 2 _
t12a1a4+ 4a1a2a3 =0 = g

4 0, etc..
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Concluimos entao, que p(z) =0 € necessariamente u-

ma equagao polinomial do tipo (2.2.13).
Resta-nos mostrar qué n € par. Suponhamos, por ab
surdo, que n seja impar. Neste caso, para que a hipotese (2.2.16)
seja valida, os coeficientes dos termos de poténcias pares de
P(z) e Pl(z) € que deveriam ser nulos, pois eles € que seriam

simétricos entre si. Entao teriamos

o que € um absurdo. Logo, n deve ser par, o que demonstra o teo

rema.

Conseqliencia

Em outras palavras, o teorema anterior significa
que se, ao determinarmos a aproximacdo inicial para uma raiz de
(2.1.1) usando (2.2.5) na Fase Inicial, ocorrer que Py =P, €n-
tao, uma vez refinada esta aproximacgao e deterhinada uma  raiz

o =a+ib de multiplicidade m, teremos determinado também:

1) a raiz -a de multiplicidade m se b=20,

2) as raizes -a-ib, -a+ib e a-ib de multiplicidades m se b#0.

Exemplo 2.5 - Consideremos o exemplo 2.2. anterior.

La, obtivemos

p1=p2=l.507556723 e ZO=1+1

Mas p(zO) =0. Logo Z =1*i s3ao raizes da equagao; e, pelo Teore
ma 2.3., -1%i também sao raizes da equacgao. Assim, neste caso ,

todas as raizes foram determinadas.
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2.2.4. Uma Variante da Fase Inicial

A seguir propomos uma outra forma de aplicarmos a
Fase Inicial para a determinagao de uma aproximagao para uma
raiz de uma equagdo polinomial cujas raizes sao reais. A diferen
¢a entre esta variante e a Fase Inicial que apresentamos no item
2.2.2, € que aqui, no passo 1, determinamos um intervalo que con
tenha pelo menos uma raiz da equacao. No teorema que propomos a
seguir mostraremos como este intervalo, que decorre do Teorema

2.1, € determinado.

Teorema 2.4: Seja p(x) =0 uma equagao polinomial de

grau n cujas n raizes oy sao reais e nao nulas. Entao o interva

lo [-8,8] onde

n 2 1/2

a .

5 = |2t (2.2.17)
a_ - 2a .

n

n-lan+1

contém pelo menos uma raiz de p(x) =0

Demonstracao: Como vimos, a demonstragdao do Teorema

2.1. € obtida mostrando-se que

min
l1gign

2-0.

com Aj =¢j(z) dado por (2.2.1) para j =2,3,...

Fazendo z =0, k=2 e considerando que
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2
a )
= 1 _ _ n+l
b2 TS 7 5. . >0
n n-1"n+1l

concluimos que o circulo de centro na origem e raiod dado  por
(2.2.17) contém pelo menos uma raiz de p(x) =0, o que demonstra

o teorema.

Para determinarmos de que lado do eixo real estia a
raiz o de menor modulo de p(x) =0, basta aplicarmos os passos 2

e 3 da Fase Inicial. Desta forma, temos

Variante da Fase Inicial

Sendo p(x) =0 uma equagao polinomial de raizes reais

nao nulas:

1) Determinamos, por (2.2.17), o intervalo (-6, 5] que contém pe

lo menos uma raiz de p(x) = 0.

2) Usando (2.2.5) determinamos o raio Py de um intervalo de cen-

tro § que contém pelo menos uma raiz de p(x) =0.

3) Usando (2.2.5) determinamos o raio 0, de um intervalo de centro

-8 que contém pelo menos uma raiz de p(x) =0.
4) Como aproximagao inicial, consideramos

Xq = $ se py € P,
ou

= -4 se_p2 < oy

pois o intervalo de menor amplitude contém pelo menos a raiz

de menor médulo de p(x) = 0.
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Exemplo 2.6 - A aplicagao de (2.2.17) a equagdao po

linomial do exemplo 2.3. anterior resulta em

2 1/2
§ = 4(24) . = 0.632455532

(-96) 2 - 2(72) (24)

Portanto, a equacao tem pelo menos uma raiz no in-
tervalo (-0.632455532, 0.632455532).
Para determinarmos um intervalo de centro ¢ que

contenha pelo menos uma raiz da equacao, calculamos

! 2 "
5,(8) = lliﬁil] - P"(8) . 3,361168928
p(6) p(8)

e, portanto, de (2.2.5), temos Py = 0.595031087

Para determinarmos um intervalo de centro -§ que

contenha pelo menos uma raiz da equagao, calculamos

= P 9) 2 pr(-9) = 1.320631084
2000 23y | T meEy oo

e, portanto, Py = 1.740360581

Como Py < P2 concluimos que o intervalo de centro
§ e raio Py contém pelo menos a raiz de menor mddulo; ou, mais
especificamente, o intervalo [6 “Pys 6] = (0.037424445,0.632455532]

contém pelo menos a raiz de menor modulo da equacgdo.
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_Observamos que se a equagao polinomial real tem
raizes complexas, em alguns casos, podemos determinar um circu-

lo |z]| ¢ § que contenha pelo menos uma raiz da equagao, fazendo

naz 1/2
s = > n+l
ay -Zan_lan+l

Assim, por exemplo, para p(z)=23+4zz+z+4 =0 cujas
raizes sao ti e —4,obtemos § = 1.244342034,

No entanto, isto em geral nao € valido. Assim, por
exemplo, para p(z) =zz+22+2 =0 cujas raizes sao -1%i, teriamos
s=(8/0)1/%}

Ja, a equacao p(z) = 23422 4746 =0 cujas raizes sao
-3 e 1+i fornece § =5.196152423 o0 que implica num c{rqulb que con

tem todas as raizes.

2.2.5- Um caso especial que ocorre na Variante da

Fase Inicial

Xn-l

Teorema 2.5: Seja p(x)=a1xn+a2 *...%a x+a =0

n+1l

com a #0 uma equagao cujas raizes sao reais e de mesmo mddulo

n+l

a. Entao, o raio §determinado por (2.2.17) € igual a a.

Demonstracao: Suponhamos que p(x) =0 tenha k30 ral

zes reais positivas e q»0 raizes reais negativas, todas de médg
lo a, com k e q nao simultaneamente nulos. Entao,escrevendo a ¢

quagao na sua forma fatorada temos

p(x) = ay (x-0) X (x+)?  com k+q =n

Desenvolvendo (x-a)k e (x+a)? através da férmula bi
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nomial e efetuando o produto dos dois polinomios resultantes,te

mos

cujas raizes

a OLn

n+l1 21

0Ln-l - al(q—k)an—l

o [ea K
an"al[(q—l)'(k-l)
2 -
an-1=al[(q?2)-(q?1)(kﬁl)+(k%2)]an-2=al{Lﬂng:E]an 2

Portanto

2 2a2
n+l na,

2 - 2
-2 2 2_,.2 (q-k)“-n| _2n-2
an an—]_an+l [al(q—k) -2a1 ng)—n.]a

na
§%=

naZn _ 2
R e T ¢ A
2n-2

naoa

o que demonstra o teorema.

Exemplo 2.7 - Consideremos a equagao

2

p(x) = xs-3x4-18x3-+54x +81x -243 = 0

sao 3 (tripla) e -3 (dupla).

Aplicando (2.2.17), obtemos

2 1/2
5 - 5(243) -9 -3

(81)2'2(54)(-243)
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Observamos que se p(x)=0 € uma equagao do 2° grau

de raizes o e-3 entao

p(x) = xz - (a+3)x + oB

Supondo que o raiod dado por (2.2.17) seja igual

a o, temos

e, entao, |al = 3]

Assim, concluimos que se p(x)=0 tem grau 2, entao €

valida a reciproca do Teorema 2.5.

Na prética haveria grande aplicacao do Teorema 2.5
se sua reciproéa fosse verdadeira para qualquer n, pois, entao,
bastaria que p(§) se anulasse para que tiv€ssemos determinado o
modulo de todas as raizes da equacao. Contudo, a reciproca do
Teorema 2.5. nao € valida para todo n, pois, por exemplo, para a

equagao
p(x) = (x-1) (x-2) (x-2/ V7 ) =

= VT x3-(3/7 +2)x%+(2/ 7 +6)x-4 = 0

obtemos § 2=1. Assim, p(1)=0 sem que, no entanto, todas as rai -

zes tenham o mesmo modulo.
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2.2.6. 0 uso da Fase Inicial e de outros métodos de
determinacdao de rafzes

Observamos que a técnica que descrevemos na Fase
Inicial pode ser usada para a obtencao de um valor inicial atra-
ves de outros métodos iterativos de determinagéd de raizes pois
varios métodos iterativos possibilitam a construgao de uma vizi
nhanga circular C(z,p), de centro z e raio p, cujo raio tende a
zero quando z tende para uma raiz.

Assim, por exemplo, em /29/, o autor mostra que O

método de Laguerre

np(x,)

. =X. = ‘
HETL b £ 4 D) (aeDpt 2y np(x)p () )

que determina raizes reais de equacgoes polinomiais reais, forne

ce o raio

s, tv/(n-l)(nSZ-Si)
n

o= vn / (2.2.18)

onde S1 e S, sao definidos por (2.2.3) e n € o grau da equagao.
Assim, se na Fase Inicial, usarmos (2.2.18) ao in-

vés de (2.2.5) para obtermos os raios Py € dos passos 2 e 3,

P2
estaremos determinando um valor inicial para a raiz de menor mo

dulo,pelo método de Laguerre.

O resultado que apresentamos a seguir esta direta-
mente relacionado com o método iterativo de Newton e pode ser

encontrado, por exemplo, em /30/.
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Teorema 2.6: Consideremos a equacgao polinomial

(2.1.1). Entao, dado algum nimero 8 tal que p'(8§)#0, existe
pelo menos uma raiz de (2.1.1) no circulo C(6, p), de centro §

e raio p dado por

___pp'((zi (2.2.19)

P =n

Entao, se na Fase Inicial usarmos (2.2.19) para a
determinagao dos raios Pp € Py dos passos 2 e 3, estaremos de-
terminando um valor inicial para a raiz de menor médulo da equa

¢ao, pelo método de Newton.

Em /49/ e /36/, os autores apresentam

1/k
p = |k (i) j%%%%—s' / para kgn (2.2.20)

como sendo o raio de um circulo de centro z que contém pelo me-
nos uma raiz de (2.1.1). Esta ¢&, portanto; uma outra forma de
obtermos os raios P1 € Py dos passos 2 e 3 da Fase Inicial.
Observamos que (2.2.19) também pode ser obtido co=-
mo um caso particular de (2.2.20). Basta que em (2.2.20) facamos

k=1,

2.2.7. A determinagao de dois ou mais valores ini-

ciais

Existem varios métodos que para serem aplicados na
determinacao de uma raiz necessitam de mais de um valor inicial.

Assim, por exemplo, os métodqs da bissecgao /30/,de Muller com
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bisseccdo sucessiva e interpolagdo parabolica inversa e da falsa
posigdo ou Regula Falsi /30/ que determinam raizes reais de equa
coes polinomiais reais, necessitam de dois valores iniciais reais
X € X, tais

e g tais que

p(xe).p(xd) <0

Desta exigéncia fica claro que estes métodos nao de-
terminam uma raiz real de multiplicidade par.

0 método da secante /30/ também necessita de duas
aproximagoes iniciais, mas ndo exige que estas satisfacam a con-
digao acima. Pode, por isso, ser aplicado na determinagao de uma
raiz de multiplicidade qualquer.

A técnica que descrevemos na Fase Inicial pode ser
aplicada com sucesso para determinar os dois valores iniciais pa

ra estes métodos. Basta que consideremos

X =6 e xd=<5+p1 se 01502
ou (2.2.21)

xe=—(6+pz) e xd=-6 se pz<pl

Observamos que, neste caso, as aproximagoes sao obti
das mais rapidamente se realizarmos a Fase Inicial usando (2.2.12)
para determinarmos § e (2.2.19) para obtermos os raios Pp e Py

dos circulos C(S, py) e C(-8,p,).

No caso de necessitarmos de trés valores iniciais,

como no método de Muller /31/, por exemplo, podemos considerar:
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ou (2.2.22)

S + e,
x0=-c3, X, = =3 e X,

-(8+p,)  se o, <Py

Observamos que para o método de Muller as aproxima -
coes iniciais podem ser reais mesmo que a raiz a ser determi
nada seja complexa. Neste caso, € necessdrio, no entanto, que u-

semos (2.2.10) para a determinagao de § .

2.3. Um teorema que auxilia a identificar se a raiz
a ser determinada € real ou nao

Até o momento, vimos como determinar um circulo que
contém pelo mencs a raiz de menor modulo e que valor considerar
como inicial quando sabemos se a raiz € real ou complexa. Contu-
do, ainda nao sabemos como determinar se esta raiz € real ou nao.
O teorema que propomos a seguir ajuda-nos a elucidar este proble

ma.

Teorema 2.7 - Seja p(x) =0 uma equagao polinomial de

grau n cujas raizes Qs Opsese, Opo com k<n, sao reais e tais que

. L 0.

i nE Se a aproximacao inicial real X #ai es ta mais proxima

de a; que de qualquer outra raiz, entao

] 2 (3]
PIx)l " PTg) (2.3.1)

S,(x,) =
20 P (xg) P (x;)
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Demonstragao - A prova deste teorema decorre imedia-

tamente de (2.2.11).

Em /39/, o autor demonstra um resultado mais restri-
to que o Teorema 2.7, pois ele exige que as raizes sejam reais e
distintas.

Do teorema 2.7, também podemos concluir que se Sz(xo)\< 0
entao a equagao polinomial real tem raizes complexas. Assim, se
na determinacao dos circules C(6 , pl) e C(-6, pz) algum dos S,
€ negativo entao, podemos assegurar que a equagao polinomial

real tem alguma raiz complexa.

Exemplo 2.8 - No Exemplo 2.2 anterior, vimos que

S,(8) = 8,(-8)=-1.76

Podemos concluir entao que os circulos C(S§, pl) e

C(-s, pz) contém pelo menos um par de raizes complexas conjuga -

das .

Exemplo 2.9 - Consideremos a equagao

p(z) = zs+4z4+223+8z2+z+4'= 0

cujas raizes sao *i (duplas) e —4.

Realizando o passo 1 da Fase Inicial por (2.2.10) ob

temos S = 0,396059017.

Como

S,(8)=-2,468219983 e S,(-6) =-2,442973694

concluimes que o circulo C(G,pl) onde
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Dl = 1.423288925

contém pelo menos um par de raizes complexas conjugadas . Ent3ao,

podemos considerar a aproximagao inicial

2y = 1,107703480 + 0,7116444631

se usarmos (2.2.7), ou a aproximagao inicial

25 = 0 ,396059017(1+1)

se usarmos (2.2.9).

Exemplo 2.10 - Seja a equagao

p(z) = 2> +2° - 4z2+6 =0

cujas raizes sao 1l:ti e -3,

Us ando (2.2.10) para a execugao do passo 1 da  Fase

Inicial, obttemos &6 =1. Executando os passos 2 e 3, temos

S,(1) = -1.9375 py =1.244342034

2,474358297

S,(-1) =0.49 0,

Concluimos entao que o circulo C(§, pq) contém pelo
menos um par de raizes complexas conjugadas .
Executando o passo 4 da Fase Inicial, obtemos a

aproximagao inicial
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2y T 1.622171017+0.622171017 i

se wsarmos (2.2.7), ou a aproximagao inicial

ZO = 1+i

se usarmos (2.2.9)

No Apendice I, apresentamos os algoritmos correspon-

dentes a Fase Inicial e a Variante da Fase Inicial.



CAPTITULO 3

MIDREM - UM METODO ITERATIVO DE DETERMINACAO DE UMA RAIZ E SUA
MULTIPLICIDADE

3.1. Introdugao

Na literatura matematica encontramos varios métodos
de determinagao de uma raiz da equagao polinomial de grau n,
p(z) =0, que dependem do prévio conhecimento da multiplicidade m
da raiz a ser determinada. Abaixo relacionamos alguns destes mé-
todos,’supondo sempre que a aproximagao inicial Zg esteja sufi -
cientemente proxima da raiz o procurada e que m € a multiplicida
de desta raiz.

Em 1949, Bodewig provou que o método modificado de

Newton, apresentado, por exemplo, em /10/ ou em /2/

p(z;)
i+l 17 p'(z)

i=0,1,2,... (3.1.1)

converge quadraticamente para a quando k=m e que se k#m entao a
convergéncia € linear.

O processo iterativo apresentado em /10/

p(z.)p'(z;)
z. . = 2.-k 1 1 , i%0,1,2,..4{3.1.2)

p'%(zy) -p(z;)p" (2;)
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converge com ordem, no minimo, 2 para k=1 e m qualquer e com or
dem, no minimo, 3 para k=1/2 e m=1. Observamos que se k=1 en-
tao (3.1.2) € o método (2.2.2) que consideramos no Cap. 2 e que,
neste caso, o método independe da multiplicidade m.

O processo iterativo apresentado em /10/

z. . = % (2 i=0,1,2,... (3.1.3)

i+1 i+l * Z'i'+l)’

onde

2" p(z;) p(z;)p' (z;)
-+1 =2Z. _mﬁ e ZH =7. -
1 1 p (z. i+1 1

1

p' 4(z,)p(z))p" (z;)

€ de ordem, no minimo, 3 quando a multiplicidade m de o é qual-
quer.

O processo iterativo apresentado em /21/

z.. =12z, - np (3.1.4)

p' +{(2T[(n-1)p' *-npp"]} 1/

para i=0,1,2,... e onde o valor do polinomio e de suas derivadas
sao calculados no ponto Z. s € conhecido como método de Laguerre
para ralizes miltiplas. Este método converge cubicamente para
uma raiz o de multiplicidade m qualquer.

Também converge cubicamente para uma raiz o de mul-

tiplicidade m qualquer, o processo iterativo apresentado em /21/

P(Zi) 0,1,2 3.1.5
hd =Z' - .= 1, ge e . -
1+1 1 e+l p(zi)p"(zi) 1 ’ ( )

i Zp'(Zi)
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denominado método de Halley para raizes multiplas.
Além do método (3.1.2) para k=1, existem varios ou-
tros métodos cujas ordens de convergéncia independem da multipli

cidade da raiz a ser determinada. Dentre eles, relacionamos o]

processo iterativo seguinte, apresentado em /21/,

=z, - PP L i=0,1,...  (3.1.6)
p'2-Lppr- p’ (o -p'p]

A
2(p' “-pp")

onde o polinomio e as derivadas envolvidas sao calculadas no pon
to z.. Este método converge cubicamente para uma raiz, qualquer

que seja sua multiplicidade.

Na tabela seguinte relacionamos a ordem de convergén
cia p, o nimero s de novos calculos de p(z) e suas derivadas que
sao necessarios em cada passo e o indice de eficiéncia E de ca-

da um dos métodos acima relacionados.

método | p s E

(3.1.1) 1 2 1. se k#m
2 1.41 se k=m

(3.1.2) | 2 | 3| 1.26 se k=1 e m>l
3] 3| 1.44 se k=1/2 e m=1

(3.1.3)
(3.1.4) | 3 3 1.44
(3.1.5)

g

(3.1.6)f 3 4 1.32
TE B
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Estes e outros métodos que dependem da multiplicida-

de foram desenvolvidos para melhorarem o desempenho dos métodos

que lhes deram origem quando aplicados na determinagao de raizes

muiltiplas . No entanto, na pratica, tais métodos sao pouco utili -

zados , pois dependem do conhecimento prévio da multiplicidade da
ralz a ser determinada.

Neste capitulo, mostramos que aplicando o método de

Newton a u(z) =p(z)/p'(z) =0 e nao a p(z) =0, podemos determinar

nao s6 uma raiz o de p(z) =0, como tamtém, sua multiplicidade m.

Propomos também o método iterativo, que denominamos

MIDREM, para a determinagao das raizes e suas multiplicidades e

apresentamos os algoritmos de MIDREM quando aplicado a

1) equagOes polinomiais cujas raizes sdo todas reais.

2) equagOes polinomiais reais cujas raizes sdo reais

e/ou complexas.
3) equacoes polinomiais de coeficientes complexos.

Para cada algoritmo, apresentamos varios exemplos
que ilustram sua aplicagao. Todas as aproximagoes iniciais wusa
das nestes exemplos foram obtidas pela aplicagao da Fase Inicial
descrita no Capitulo 2.

No Apéndice I, apresentamos os algoritmos de MIDREM

quando aplicados a 1) e a 2).
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3.2. O_método MIDREM

3.2.1. Descricdao do metodo

Consideremos a equagao polinomial

p(x) = alxn + azxn_1 + ..o +vax+a =0 (3.2.0)

. Pl g .
cujas raizes sao todas reais.

Se o & uma raiz de (3.2.1) com multiplicidade m, po-

demos escrever

p(x) = (x-a)™ g(x), com g(a) #0 (3.2.2)

e entao a € uma raiz simples de u(x) =p(x)/p'(x) =0.

ou

Derivando u(x), obtemos

oy = 20 -~ p(0p" (x)
p'"(x)

Aplicando o método de Newton a u(x) =0, obtemos

X. =x. - P (xi) P(xi)

. (3.2.3)
e p’z(xi)-p(xi)p”(xi) P'(x;)

-x. - p(xl)P (Xl) (3.2.4)

L p Pl -p(x)p" (xg)

Xi+1

para i=0,1,2,...
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Teorema 3.1: Seja o uma raiz da equagao polinomial

p(x)=0 e sejam a multiplicidade de a. Seja p'(x)#0 para todo
Xx#a pertencente a uma vizinhanca V de a. Entao, se a aproximagao

inicial X esta suficientemente proxima de a, temos que

(i) o processo iterativo (3.2.4) converge para a raiz a, € a con
vergéncia €, pelo menos, de ordem 2.

(ii) 1lim q(x.) =m, sendo

' 2
P y) (3.2.5)

S
—~
~
'—l-
—
[}
L
]

p' 2 (Xi)-p (Xi)p"(xi)

Demonstracgao: Como observamos anteriormente, o pro-

cesso iterativo (3.2.4) decorre da aplicagao do método de Newton
a u(x)=p(x)/p'(x) =0. Assim, sob as condigoes estabelecidas e
amplamente conhecida a convergéncia do processo.

A ordem de convergéncia no minimo quadratica decorre
do fato de o ser raiz simples de u(x)=0.

Resta-nos portanto, demonstrar a parte (ii) do teore

ma.

De (3.2.1) temos

p ) = (=)™ (mg )+ (x-a)g’ (x) )7

P (x)=m(m-1) (x-a)™ 2 g(x)+2m(x-0)™ g (3) + (x-0)"g" (x)
Temos também que
p()P" () = (x-0) "M% fm(m-1) g (x) +2m(x-0) g (X) g* (x)+

+(x-0) “g () 2" (%))
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Entao

p' 2 (x)-p (x)p" (x) = (x-a) 2™ 2

{(x-0) *[g" 2 (x)-g (x)g" () )+
+mg2(x)}

Portanto, quando X; >0, temos

2 2
P (%) m gz(xi)
2 = = m
P'U(xy) -px)p () mgllx;)
0 que conclue a demonstragao do teorema.
Observamos que a aplicacdo do método de Newton a

u(x)=p(x)/p'(x) =0 e nao a p(x) =0 acarreta uma maior indetermi-

nagdo numérica nos valores do polinOmio, porque

u(x)
u' (x)

. PP (x)
p' % (x)-p (x)p" (x)

(x-a)zm-lg[mg+(x-u)g') -

(x-0) 2™ 2 (  mg+(x-0)g' ) “~g fm(m-1) g+2m(x-0) g' +(x-0)2g") 3

(x-0) (1+(x-a)g'/mg]
(x-0)(, g' "
1+ (x-9) [(%;)..%;]

Verificamos entdo, que ha um consideravel cancelamen
to no denominador de u(x)/u'(x). Na pratica, durante os calcu-
los, este cancelamento pode se restringir a subtragoes de quanti
dades aproximadamente iguais. Contudo, usando-se dupla precisio,
somente o aumento da velocidade de convergénéia ja era considera

do, por varios autores, suficiente para compensar o aumento da
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regiao onde os calculos sao mal -condicionados. A esta vantagem a
crescentamos as que indicamos em (1) e (2) e concluimos que . a
aplicacao do método de Newton a p(x)/p'(x) =0 € nado a p(x) =0 con

duz -nos a um mé€todo iterativo mais atraente que o de Ne wton.

3.2.2. Concepgao de MIDREM

Do Teorema 3.1 concluimos que o método (3.2.4) quan

do aplicado a equagOes polinomiais permite -nos:

(1) Determinar a aproximagao inicial da raiz o de me
nor modulo de (3.2.1), como mostramos no Capitu-

lo 2.

(2) Refinar esta aproximacao determinando a raiz a,

com ordem de convergéencia, no minimo, 2.

(3) Determinar, por (3.2.5), a multiplicidade de «a.

Por estas razoes denominamos MIDREM ao Método Itera-
.tivo de Determinagao das Raizes e suas Multiplicidades. Sua con
cepcao basica € a seguinte:

Dada uma aproximagao inicial X da raiz o a ser de-
terminada, calculamos uma aproximacgao d da multiplicidade m de
o por (3.2.5) e uma aproximagao X4 da raiz por (3.2.4). Com . a
aproximagao Xy determinamos nova aproximagao a da multiplicidade
e nova aproximagao X, da raiz, e assim sucessivamente.

Observamos que se existirem raizes nulas na equagao
polinomial a ser resolvida, estas devem ser deflacionadas antes

da aplicacao de MIDREM.
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Exemplo 3.1 - Mostramos no Exemplo 2.3 do Capitulo 2

que orintervalo
(0.316 227766, 0.32886 7473]

contém pelo menos a raiz de menor moédulo da equagao
p(x) = L4 (x) = x4—16x3+72x2-%x+24 =0

Considerando X, =0.316227766, obtemos

i . .
X5 9

0 0.316227766 1.013250302

1 | 0.322589352 | 1.000087520
2 | 0.322547684 | 1.000000000

3 | 0.322547684 1.000000000

Para evitarmos a necessidade de calcularmos varias
aproximagoes para a multiplicidade e também porque algumas vezes
es tas aproximagoes oscilam em torno da multiplicidade, cons idera
mos que o processo de determinagao da multiplicidade termina quan
do

343 - a3l <0.505,; se q;,y<1
ou

|qi+l-qi|<0.5 se Qq;, 21

e entao, a multiplicidade da raiz €

n = [ag, +0.5]

onde, com esta notagdo queremos indicar o arredondamento simétri
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Cco seguido de truncamento, ou seja, o menor inteiro maior ou

igual a gg,.q * 0.

Observamos que podemos esperar que uma aproximagao i
nicial "demasiadamente" toa da raiz, ou seja, uma aproximagao ini
cial localizada dentro da regiao de indeterminagdo da raiz, ndao
nos permita determinar a multiplicidade por (3.2.5). Este Trisco
€ afastado se a aproximagao inicial for determinada pela técnica
que apresentamos no Capitulo 2, sob a denominacao de Fase Ini -
cial, com X determinado por (2.2.8). Quando se usa (2.2.6) para
determinar x;, em alguns casos, pode ocorrer que X esteja muito
proximo da raiz desejada se esta € real.

Esta claro que o valor inicial pode ser determinado
por qualquer um dos processos existentes de determinagao de va-
lor inicial para raiz. Neste tratalho, entretanto, usamos sempre
o determinado pela Fase Inicial.

No item 2.2.4, mostramos como determinar uma aproxi -
magao inicial de uma raiz de uma equacgdo polinomial cujas raizes
sao reais, usando a Variante da Fase Inicial. Contudo, nao deve-
mos usar esta aproximagao se além da raiz pretendemos, tamtém,dg
terminar a multiplicidade por (3.2.5), pois, neste caso, como
mos tramos no Teorema 2.5, pode ocorrer que a aproximagao inicial

seja a propria raiz.

3.2.3. Determinacao da raiz e sua multiplicidade quan
do_todas as raizes da equacao sao reais

O Teorema 2.7 nos assegura que se todas as raizes da
equacao polinomial p(x) =0 sao reais e se x; # o es ta mais proxi

mo da raiz o de menor modulo que de qualquer outra raiz da equa-
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¢ao, entao

'( . 2 i .
5,(x,) = |2 PIO)

Portanto, neste caso,

qi=Q(x-) T — >

onde Sl(xi)

1]
?1
tel
[
"

No entanto, na pratica, pode ocorrer
Sz(xi) >0 para i=0,1,2,...,k e Sz(xk+l)so (3.2.6)

mesmo qgando todas asvrafzes da equagao sao reais. Isto ocorre de
vido a erros de;arrendondamento existentes principalmente quando
a‘raiz}real_d avsér deferminada € multipla e a aproximagao xk+1-'
pertence a fegiéb de indeterminacgao de a.

Ass im, se sabemes que a equagao polinomial que esta-
mos res olvendo tem apenés‘raizes reais, uma ocorréncia do  tipo
(3.2.6) implica em que aceitemos Xy 41 comb a melhor aproximagﬁo
de a que podemos determinar por este método. Neste caso, se a
multiplicidadé m de a ainda nao tiver sido determinada, conside-

ramos qk’=q(xk) como a melhor aproximagao da multiplicidade e to
mamos

m = [qk + O.S]v

A seguir, déscrevemos MIDREM quando aplicado na equa

cao polinomial p(x) =0 de grau n para obtencao de suas raizes
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al,az,...,as com sgn e suas respectivas multiplicidades m,

my, ...,Mm; quando todas as raizes sdo reais. A obtengdo dos valo

res iniciais para as raizes & realizada pela aplicacdo da Fase
Inicial descrita no Capitulo 2.

Olservamos que como mostramds anteriormente, todos

os calculos em aritmética de ponto flutuante realizados neste mé

todo, com excecao dos valores de a; devem ser realizados em du

pla precisao.

3.2.4. Aplicacao de MIDREM em equacoes polinomiais
cujas raizes sao reais

Inicialmente, determinamos uma aproximagao inicial
para a raiz de menor moédulo de p(x) =0, usando a Fase Inicial e
utilizando (2.2.12) para a determinagao do raig § de um circulo
de centro na origem que nao contenha nenhuma raiz da equagao. Os
passos 2 e 3 sao realizados usando (2.2.5) e fazendo, por exem-
plo, j=0 se p1=p, Para que uma vez determinada a raiz a de multi
plicidade m, um simples teste do valor de j revele se -a tam-
m & raiz da equagao. No passo 4, a aproximagao inicial € deter
minada por (2.2.8).
Uma vez determinada a aproximagdo inicial x, da raiz

o, calculamos a aproximagao qq da multiplicidade de o usando

2 2
P é(x;) $1(x;)
q; =q(x;) = = (3.2.7)
LU pr B )ap(xp (k) Sp(%)

A seguir, determinamos x; usando

p(x;)p' (x;) S, (x;)
X;41 =%X; - vi .2 =xi-+—l—fi— (3.2.8)
p' (Xi)'p(xi)p"(Xi) SZ(X-)
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utilizando os calculos ja realizados em (3.2.7).
Com a aproximagao x, reaplicamos (3.2.7) para obter—
mos qq, € assim, sucessivamente, fazendo i=0,1,2,...
O processo de determinacao da multiplicidade termiﬁa

quando

a) Iqi+1 - qi( < O‘Sqi+1 se qi+l<l

ou

laj41 - qi| <0.5 se  q;,q>1

ou

b) $,(x;,1) €0

No caso a), a multiplicidade da raiz o €

n e fayeq +0.5]

oy

e no caso b),

=
]

[aj +0.5]

0 processo de determinagao da raiz por (3.2.8) termi

na se uma das seguintes condigoes for satis feita:

lp(xi+1)|5100x € e |xi+1—xi|51:.max(l,lxi+1l)

ou | | (3.2.9)

§,(x54)80

onde € € o limite superior de erro tolerado para a raiz.

Se ocorrer que num passo i algum dos testes de aceita
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cao da raiz sejam satisfeitos antes que a multiplicidade tenha

sido determinada, fazemos
» = oy +05)

Como no caso de raiz simples pode ocorrer que o in-
teiro m resulte nulo, testamos se m=0. Caso seja, fazemos m=1.

Se num estagio k, a multiplicidade m for determinada
sem que se tenha encontrado a raiz, continuamos o processo de re

finamento da aproximagao usando o processo iterativo

Xij01 = 70 +xl), ik, kel ... (3.2.10)
onde
. P(xy) . p(x)p' (%)
Xje1 = X "M —— 417X "7
’ : P'(x;) ’ bop () -p ()P (x)

que, como vimos em (3.1.3), € de ordem, no minimo, 3 quando apli -
cado na determinacao de uma raiz o de multiplicidade m qualquer.

Também aqui o processo de refinamento da raiz termi-
na se um dos testes (3.2.9) for satisfeito.

0 processo de determinagao da raiz € abandonado por
falta de convergéncia se a raiz nao for determinada num numero
pré -fixado de iteragOes . As razoes para este comportamento podem

ser:

1. O numero de iteracdes pré -fixado € pequeno.

2. A precisao & € muito pequena com relagao aos €r-

ros de arredondamento.
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Uma vez determinada uma raiz o e sua multiplicidade

m, fazemos my =m e procedemos da seguinte forma:

(i) Se m>1, dividimos p(x) por xz—Zax+a2 obtendo as-
sim o polinomio deflacionado p(x) de grau n-2.Fa
zemos m=m-2 e repetimos esta etapa até que m=0

ou m=1.

(ii) Se m=1, dividimos p(x) por x-o obtendo o polind -

mio deflacionado p(x) de grau n-1, Fazemos m=0 .

(iii) Quando m=0 testamos se j=0. Caso seja, tomamos
a= -0 como raiz, fazemos m=m , j#0 e retornamos
a etapa (i). Quando j#0, se n>2 reaplicamoso pro
cesso de determinacao da multiplicidade e daraiz
ao polinomio deflacionado para obtermos a proxi -
ma raiz e sua multiplicidade. Fazemos isto suces
sivamente até que todas as raizes do polinodmio
original tenham sido determinadas, ou até que o
polinomio deflacionado tenmha grau 1 ou 2, quando
entdao, resolvemos a equagao linear ou quadrati-

ca correspondente .

Obs ervamos que uma vez determinada a multiplici-
dade m de uma raiz o de p(x)=0 poderiamos usar, para a continua-
¢do do refinamento da raiz o proprio método (3.2.8) ou qualquer
outro que dependa da multiplicidade. Optamos pelo método (3.1.3)
porque seu indice de eficiéncia, E=1.44, € maior ou igual acs de

mais métodos citados no item 3.1.

Obs ervamos também que quando determinamos uma raiz a

partir de um polinomio deflacionado, uma vez determinada uma
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aproximagao que satis faca uma das condigoes de aceitacao da raiz,
€ conveniente reaplicarmos mais uma vez o método (3.1.3) sobre
es ta aproximagao, usando o polinomio original de grau n para, co
mo vimos no item 1.5, evitarmos uma possfvel perda de precisao

nas raizes determinadas apds varias deflagOes.

A seguir apresentamos alguns exemplos que ilustram a
aplicagao de MIDREM em equagles polinomiais cujas raizes sao to
das reais . No Apendice I, apresentamos o algoritmo correspondente.

Embora todas as equagOes tenham sido testadas usando
aritmética de dupla precisao via PDP 11/45, preferimos apresentar
a maioria dos exemplos usando aritmética de 9 decimais via HP-21

para, assim, melhor expor as varias caracteristicas do método.

Exemplo 3.2 - Consideremos a equagao

0

p(x) =x7 +16x> + %x? +256x + 256

Usemos a Fase Inicial para determinarmos a aproxima-
¢ao inicial para a raiz. Executando o passo 1 por (2.2.12) obte-
mos § = 2.

Na tabela a seguir apresentamos os resultados obti -

dos nas aplicagoes dos passos 2 e 3.

§ =2 5= -2

p'(x)/p(x) 0.666666667 | 2.
(p' (x)/p(x)}? | 0.444444445 | . 4.
S, 0.111111112 1.
o 5.999999975 2.
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Concluimos , portanto, que o circulo de centro -2 e

raio 2 contém pelo menos a raiz de menor médulo da equagao.
Considerando, por (2.2.8), x0=—6= -2 como aproxima

¢ao inicial, temos

(b /P (x)) 7

Qp =

e
] P (x9) /P (x()
X17% -
Sz(xo)

Como p(x4)=0, concluimos -4 € a raiz da equacgao com
multiplicidade

m= [qy +0.5] = 4

Obs ervamos que se tivéssemos usado (2.2.6) para de-
terminarmos a aproximagao inicial, obteriamos Xq = -4, Entao, a

aproximagdao inicial seria a propria raiz, o que impediria a de-

terminacao da multiplicidade.

Exemplo 3.3 - Consideremos a equagao

p(x) = x0 -36x° +540x"* ~4320x° + 19440x°

-46656x + 46656 = 0

Aplicando a Fase Inicial para determinarmos a aproxi

magao inicial concluimos, por (2.2.12), que &=2.449489743 e que
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X, =6 € a aproximagdo inicial desejada.

Prosseguindo como no exemplo anterior, obtemocs

Xy =6. e 9y =6

Como p(x;) =0, concluimes que a equagdo tem a raiz 6

de multiplicidade 6.

Obs ervamos que dentre todas as equagOes que usamos pa
ra os testes do programa de MIDREM para a determinacao das rai-
zes e suas multiplicidades quando a equagao s& tem raizes reais,

47 eram equagoes do tipo
p(x) = (x-)"

Em todas estas equagoes o comportamento revelado nos
Exemplos 1 e 2 se repetiu. Ou seja, em todas elas, com aritméti-
ca de dupla precisao, e determinando a aproximag¢do inicial pela
Fase Inicial com o uso de (2.2.12) no passo 1, (2.2.5) nos pas-

sos 2 e 3 e (2.2.8) no passo 4, obtivemos exatamente, em uma uni

ca iteracao, a raiz e sua multiplicidade.

O exemplo a seguir € tastante simples, mas ilustra

bem alguns comportamentos atipicos de algumas equagoes .

Exemplo 3.4 - Consideremos a equagao

p(x) = x° -2.8x2+2.6x -0.8 = 0

cujas raizes sao 0.8 e 1 (dupla).

Executando a Fase Inicial para a determinagao de um

valor inicial, com o uso de (2.2.12) e (2.2.8) para a obtengao de



§ e de X, respectivamente, encontramos

Xo

=3

=0.529812943

Aplicando MIDREM, obtemos

1 X3 P (x;) CH

0 1529812943 | -0.059731838 | 2.782062596
1 .879548266 0.001154136 | 0.054976929
2 .893179446 0.001063236 | 0.219852277
3 .920691899 0.000759125 | 0.756721625
4 963616145 0.000216593 | 1.541857785
5 995174423 0.000004545 | 1.950314399

Observamos que embora a aproximagao inicial

mais préxima da raiz 0.8 que da raiz dupla 1, o método acaba con

vergindo para a raiz 1, o que ja & constatado na segunda iteragao

pois

x, £ (8,6 +pg]=(0.529812943, 0.892988555]

Realizando os testes de aceitagdo das aproximagdes da

multiplicidade, concluimos que

9541 =931 >0.5a5,;

para

i=0,1,2,3

|q4 —q3|>0.5 e |q5-q4|<0,$

Portanto

m

[qs +0.5])

yA
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Como a multiplicidade foi determinada, continuamos o

processo de determinagao da raiz, pelo método (3.1.3). Obtemos

P’ (xg)/p (x5)
Sz(x

= 0.999939158

]
Xg = Xg

5)

P(Xs)
xg = X. -m —>=— =1,000060543

5 1
p'(xg)
Portanto

Xg = (xé +xg)/2 = 0,999999851

Como p(x6) = —Z.XIO'IO concluimes que, com aritméti-
ca de ponto flutuante de 9 decimais seguida de arredondamento si

meétrico, 0.999999851 &€ raiz dupla da equagao.

Exemplo 3.5 - Quando aplicamos o algoritmo de MIDREM

para a determinagao de todas as raizes de

p(x) = x> - 11x% +34x3 - 46x%+29x - 7 =0
o btivemos :
Raizes M ITR IT™
0.1000000005254637D+0 1 4 3 2

0.6999999978981453D+01 1 - -

onde ITR e ITM indicam, respectivamente, o numero de iteragoes

realizadas para a obtengdo da raiz e sua multiplicidade.
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Obts ervamos que mesmo usando aritmética de dupla pre-

cisdo, as raizes desta equagao nao foram determinadas com fanta
precisao quanto a desejavel. De modo geral, isto  ocorre com equa

coes do tipo

p(x)

"
—~
~
1
Q
bt

ou

[}
~
~
}
Q

p(x)

com varios q; #1.

Este comportamento ocorre porque, como vimos no item
1.2, as raizes miltiplas sao,em geral, mal condicionadas no sen
tido de serem sensiveis aos erros nos calculos doé valores do po
lindmio. Esta claro também que as raizes obtidas apds a deflagao
de raizes qué sofreram este tipo de problema nao podem, por sua
vez, serem determinadas com exatidao.

Obs ervamos também que em equagoes do tipo (3.2.11)
com n grande, as sucessivas deflacoes de raizes nao muito preci-
sas podem acabar prejudicando a exata determinagao das multipli-
cidades das rafzes sulsequentes. Por isso, € interessante a re-
construgao do polinomio a partir das raizes determinadas e do
coeficiente do termo de maior grau do polinomio original, como a

presentamos no item 1.4,

A ocorrencia de (3.2.6) mesmo quando todas as raizes
da equagao sao reais € ilustrada no exemplo seguinte, o qual

também s ofre as limitagoes que acabamos de expor.



Exemplo 3.6 - Consideremos a equagao

plx) = xs - 9x4 +30x3 - 46x2 +33x - 9 =0

cujas raizes sao 1 (tripla) e 3(dupla).

Aplicando a Fase Inicial obtemeos, por (2.2.12),
§ = 0.557086015
e, por (2.2.3),

$,(8) = 15.62776999 e S,(-8) =1.395426940

Entdo, considerando a aproximagao inicial Xg =8,

temos

i X5 So(x;) q

0 0.5570860 15 15.62776999 3.688225858
1 1.042889078 1631.255784 2.912194712

2 1.000636893 |-1400893.025

Como Sz(xz) <0 entao

m = [q1-+o.s] =3

72

ob

Assim, com 9 decimais seguidas de arredondamento si-

métrico, obtemos a raiz 1.000636893 de multiplicidade 3.

Exempio 3.7 - Aplicando o método na equagao

p(x) = x8 - 7x% 4+ 15x% - 10x%+1 =0

obtemos
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Raizes M | TTR | 1M

-0.3472963553338607D+00 | 1 | 5 3
0.5472963555338607D%00 | - | - | -
-0.1000000000000000D0+01 | 1 | 6 | 4
0.1000000000000000D+01 | - | - .
-0.1532088886237956D+01 | 1 | 6 4
0.1532088886237956D+01 | - | - ;
0.1879385241571817D+01 | 1 | - -
-0.1879385241571817D+01 | - | - -

Obs ervamos que, neste exemplo, as raizes foram deter

minadas duas a duas devido a aplicagao do Teorema 2.3.

3.2.5 - A determinacao de uma raiz complexa e de sua

multiplicidade

MIDREM pode ser aplicado inclusive em equacdes poli-
nomiais com coeficientes e/ou raizes complexas.

Como vimos, se a equagdo polinomial € real e X é
uma aproximagdao inicial nao muito proxima da raiz o a ser deter-
minada e se Sz(xo] <0 entao o deve ser complexa. Neste caso, de
vemos considerar umé aproximacao inicial complexa e aplicar
(3.2.4) com aritmética complexa.

Assim, na determinagao da multiplicidade de a, deve-

mos considerar

p'%(z)

p'%(2)-p(2;)p"(2;)

si(zi)

3.2.12
sy| ¢ )

qi=q(zi) =

uma vez que as aproximagoes z; sao complexas .
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Na verdade, uma versao mais completa do Teorema 3.1

€ a seguinte:

Teorema 3.1* - Seja f(z) uma funcao de uma variavel

complexa, holomorfa sobre o dominio F do plano complexo e seja
o uma raiz com multiplicidade m de f(z)=0. Suponhamos que f'(z)#0
para todo z#o de F. Entao, se a aproximagao inicial complexa Zg

esta suficientemente proxima de o, temcs que

(i) o processo iterativo (3.2.4) converge para a
raiz a-e a convergéncia € de ordem, no minimo,2.

(ii) 1im q(;i) = m, sendo

Z.>0
1

£ (25

£z )-£(z; )£ (2;)

qQ(z;) =49 =

Este teorema € demonstrado de maneira analoga ao Teo

rema 3.1.

No entanto, se a raiz o a ser determinada & complexa

pode ocorrer que

Sz(xi) >0 para i=0,1,...,k e Sz(xk+1)~$0

0 que como vimos no item 3.2.2 também pode ocorrer se todsas as

raizes da equagao sao reais.

Assim, se nada sabemos sobre a raizes da equagao,
€ necessario nos certificarmos se o € real ou nao. Isto € reali-

zado no algoritmo que descrevemos a seguir.



| | 75
3.2.6 - Aplicac3o de MIDREM quando nao temos informa

coes sobre as raizes da equacao polinomial
real

Inicialmente determinamos , pela Fase Inicial, uma
aproximacao real X, para a raiz de menor modulo de p(z) =0 fazen
do, por exemplo, j =0 se Py =Py Assim, uma vez determinada a
raiz o de multiplicidade m, sateremos se -o também € raiz de mul
tiplicidade m da equagao.

Obs ervamos que o raio § do passo 1 deve ser determi-
nado por (2.2.10).

Pode acontecer que

(1) S, = S,(xy) <0

Neste caso, a raiz o deve ser complexa. Para deter-
mina-la, consideramos uma aproximagao inicial complexa 2 usando
(2.2.7) ou (2.2.9) e calculamos a aproximagao Qq da multiplicida
de de o por (3.2.12). |

A seguir, determinamos 2 us ando (3;2.8) com aritme-
tica complexa.

Com a aproximacgio Zq reaplicamos (3.2.12) para obter
mos qps € assim sucessivamente .

O processo de determinagao da raiz complexa termina

quando uma das condigoes a seguir for satisfeita:

Ip(zi+l)| < 100 x ¢ e |zi+1-zi]se.max(1,}zi+1|)

ou quando

SZ(Zi+1) >0

onde € € um limite de precisao pre-fixado.
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(2) 8, =5,(xy) >0

Neste caso, nao satemos se a raiz o € real ou nao.En

tao, usando (3.2.8), calculamos uma nova aproximagao real Xx e

1
testamos se

lp(x1) | < 100xe
Caso seja, testamos se

|x; - x5l <€ max(1,|xq])

Se este teste for satisfeito, a raiz € real e foi de

terminada; caso contrario, testamos se
S, =5,(xq) >0 , (3.2.13)

Caso seja, fazemos Xy =x; e calculames o novo valor
real X, €, assim, sucessivamente. Caso o teste (3.2.13) seja fal'
so, devemos verificar se esta aproximagao pertence ou n3o a re-

giao de indeterminagdo da raiz. Isto & realizado, testando se

/k

Ip(x) e’ (3.2.14)

onde k=mse m ja € conhecido ou k =n se m ainda nao foi determi
nado; pois, como vimos no item 1.2, se m € a multiplicidade da

1/m

raiz entao ¢ nos dé uma estimativa do quéntdbde erro a apro-
ximagao pode conter. |

Se o teste (3.2.14) for satisfeito, entao a raiz €
real e a aproximagdo pertence a regiao de indetermihagéo da raiz,

o que implica que a aceitemos como raiz.
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Se o teste (3.2.14) nao for satisfeito, entdo a raiz

deve ser complexa. Consideramos entao, a aproximagao inicial.
Zg =Xq $

e prosseguimos como na etapa (1).

Observamos que na etapa (1) (ou na (2)), uma vez co-

nhecida uma aproximagao z. (ou xi) para a raiz o, determinamos a

i

aproximagao q; para a multiplicidade usando (3.2.12) (ou(3.2.7)).

O processo de determinagao da multiplicidade termina

quando
9541 - 93l <05 a5,;  se a5 <l
ou
|qi+1— qi] < 0.5 se qj,1 21
Entao

m = [q;,, +0.5]

Se ocorrer que num passo i algum teste de aceitagao
da raiz seja satisfeito sem que a multiplicidade tenha sido de -

terminada, fazemos

= gy +0-5]

Como no caso de raiz simples pode ocorrer que o in
teiro m resulte nulo, testamos se m=0. Caso seja, fazemos m=1.
Se num estagio k, a multiplicidade m for determina-
da sem que se terha encontrado a raiz, continuamos o processo de

determinacio da raiz, usando o método (3.2.10) com aritmética
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real ou complexa Conforme éstejamos na etapa (2) ou (1), respec-
tivamente. |

Se estamos na etapa (1), ou seja, se estamos determi
nando uma raiz complexa, pode ocorrer que a aproximagao inicial
zy seja a prépria raiz. Neste caso, fazemos m=1.

Tanto no caso real quanto no complexo, o processo de
determinagao da raiz &€ abandonado por falta de convergencia se a
raiz nio for determinada num nimero pré€ -fixado de iteragdes.

O processo também € abandonado se, na etapa (1), pa-

ra algum z; obtermos Sz(zi) =0,
Uma vez determinada uma raiz o e sua multiplicidade

m, realizamos o processo da deflagao da seguinte forma:
a) Fazemos m; =m.

b) Se a raiz a foi determinada pela etapa (2), ou se
ja, se o € real e se m>1 dividimos o polindmio por zz-Zaz + uze
fazemos m=m-2 tantas vezes quantas sejam necessarias até obte_!
mos m=1 ou m=0, Se obtermos m=1, dividimes o polinomio por z-a.

Fazemos n =n-m; € seguimos para o passo d).

c) Se a raiz o foi determinada pela etapa (1), ou se
ja, se a=a*ib fazemos my = 2m e entao dividimos sucessivamente o
polinomio por zz- 2az + (a2+b2) e fazemos m, =m,-2 tantas vezes

quantas necessarias até obtermos m, =0 . Fazemos entao n=n—2m1.

d) Uma vez realizado o passo b) ou c), testamos se
j=0. Caso seja, entdo -oa também & raiz, de multiplicidade m,da
equagao. Em conseqliéncia, fazemos j=-1, a=-0 e m=m, € volta -
mos ao passo b) ou c) conforme seja o caso.

Quando j #0, se n>2 reaplicamos o processo de deter

minagio de uma raiz e sua multiplicidade ao polinomio deflaciona



79
do. Fazemos isto sucessivamente, até que todas as rafzes tenham
sido ‘determinadas , Ou até que o polindmio ”deflacionado tenha
grau 1 ou 2, quando entao resolvemos a equagdo linear ou quadra-
tica correspondente.

Também aqui € conveniente o uso da es tratégia apre-
sentada no algoritmo anterior com a finalidade de se evitar uma
possivel perda de precisido nas raizes determinadas apés  varias
deflagoes ,

A seguir, apresentamos alguns exemplos que ilustram
a aplicagao de MIDREM quando nao temos informagoes sobre as
raizes da equacao polinomial real. No Apendice I, apresentamos

o algoritmo correspondente.

Exemplo 3.8 - Aplicando o método na equagao

3

p(z) = z° - 5022

+701z-3030 =0

cujas raizes sdo 10 ti e 30, obtemoss=1, $,(1) = 0.024984421
e S,(-1) = 0.017165280

Entao considerando Xg =1, obtemos

i Xs SZ(xi)

0 1.000000000 0.024984421
1 | 11.16613329 | 0.132059149
2 | 4.084393857 | 0.053965764
3 | 10.89024099 |-0.126399921

Como SZ(XS) <0 e p(xs) = - 34,2547980, concluimos que
a raiz a ser determinada deve ser complexa. Entao, considerando

2 =10.89024099 +i, obtemos
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i

q.

1

0 10.89024099+1.,0000000001
1 10 .,58599240+1.033611159i

0.881429446
0.889138325

Como ]ql—qol <0.5 entdo m = [q;+0.5] =1,

Assim, passamos a aplicar o método (3.2.10) e obte-
mos :
i z! z z.
i i i
2| 10.23925448 10.20863464 10.22394456
+1.0611425761 +1,1367473 A1 +1,098944985i
31 9.983827171 10 .0 2168450 10.00275584

+1.0157509551

10 .00000150
+1.00000 36581

+) .9834271301

9.999998499
+0.9999964091

+0.999589043i

10 ,00000000
+1,0000000 341

Exemplo 3.9 - Este exemplo, tal como o exemplo 3.4,

ilustra o fato de que em algumas equagoes polinomiais, tomando-
se a aproximagao inicial por (2.2.6) ou por (2.2.8), acabamos de
terminando nao a raiz de menor modulo, mas sim uma raiz de modu-

lo maior. Assim, consideremos a equagao

2

p(z) =22 -222% 41652 -450 =0

cujas raizes sao 6 +3i e 10.

Realizando o passo 1 da Fase Inicial por (2.2.10)con
cluimos que o circulo |z| <8 = 1 n3o contém nenhuma raiz da equa
cao.’

Como

SZ(G) = 0,040027341 e S,(=68) = 0.032045676




concluimos que o circulo de centro & e raio Py

8.657295842

contém pelo menos a raiz de menor modulo da equagdo.

81

| Assim, considerando a aproximagao inicial por
(2.2.8), obtemos
Xy $,(x;) q; p(x;)
1.000000000 | 0.032045676 4,10 2454545 -306 .
11.12379908 0.819578372 1.700429906 39.61764510
9.683395731 9.994166697 0.802537023 |-7.144936500
9.966769237 905.5929526 0.978773218 |-0.821971600
9.999644900 7929913.502 0.999772733 |-0.,008876800
9.999999972 3.6982248x10 0.999999973 |-0,000001300
10 .000000002
Observamos que aplicando os testes de aceitagao da

multiplicidade obtemos

laz-q,1 <0.5q,

e entao m = [q3+0.5] =1

Se considerarmos a aproximagao inicial por (2.2.6),

obtemos
Xy =8 +p; = 9.657295842

e entao

i X3 S,(x;) q p(x;)

0| 9.657295842 | 8.532019592 0.786877015 | -7.668284700
1| 9.960983755 | 656.9359274 0.975086217 | -0.963288000
2| 9.999510295 | 4169614.643 0.999686585 | -0.012241200
3| 9.999999943 14 1 0.,999999959 | -0.00000 1600

10 .000000010

2.4414062x10
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Também aqui observamos que
lql-q0]< 0°5ql
e entao

m =]ﬁ1+0.5]=1

Exemplo 3.10 - Seja a equagao

p(z) = z4+16 =0

Aplicando a Fase Inicial, obtemos
§ =1 e 82(1) =SZ(-1) =-0,650519031

Portanto

Py =Py = 2.479704856

Como S,(1) e S,(-1) sao negativos, as raizes contidas
nos circulos C(S§ ,p1) € C(-8,p,) devem ser complexas .

Assim, considerando a aproximag¢ao inicial

2y, =6 (1+1i) = 1+1

0

obtemos

i Y .
i 9

0 | 1.000000000(1+i) | 3.250000000
1 | 1.230769231(1+i) | 1.930901219
2 | 1.428879210 (1+i) | 0.878718353
3 | 1.396009970 (1+i) | 0.961639233
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Como_]qs-—qzl <0.5q,, entdom = (q3+0.5’| =1,

Uma vez que a multiplicidade ja foi determinada, pas

samos a usar o método (3.1.3). Obtemcs

i 2! VAN Z.
i i i

4 1.413860641(1+i) 1.414572723(1+1) 1.414216682(1+i)
5 1.414213552(1+1) 1.414213562(1+1) 1.414213557(1+1)

6 1.414213562(1+1) 1.414213562(1+1) 1.414213562(1+1)

Obs ervameos que calculando os valores de q; para estas

Ultimas aproximagdes , obtemos

q, = 1.000006638, q; =1 e qg =1
Como p; =p, concluimos que as raizes da equagao sao

+1.414213562 +1,4142135621

3.2.7. Aplicagao de MIDREM em equagoes polinomiais
com coeficientes complexos

Ao aplicarmos a Fase Inicial para a determinagao de
um valor inicial para uma raiz o de uma equagao polinomial
p(z)=0 com coeficientes complexos, devemos usar (2.2.10) para ob
termos 0 raio § de um circulo de centro na origem que nao conte-
nha nenhuma raiz da equagao.

Como os coeficientes de' p(z) sao complexos, entao
SZ(G) e SZ(-G) podem ser complexosb. Assim, na determin»agéo de
uma raiz de p(z) =0, a aproximagao inicial deve ser complexa quer

a raiz a ser determinada seja real quer seja complexa.
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Portanto, na determinagao da raiz e da multiplicida
de devemos usar (3.2.8) e (3.2.12) com aritmética complexa.
Es ta claro que neste caso, nao € valido o Teorema
2.3 e que se a raiz o de multiplicidade m determinada é comple
xa, para a obtengao de sua complexa conjugada (caso exista) sera
necessario nova aplicagiao do método.
Observamos que quando a equagao polinomial € real e
nao temos informagoes sobre suas raizes, também podemos aplicar
MIDREM na forma acima descrita, ao invés de usarmos a descrita no

item 3.2.6.

Exemplo 3.11 - Para ilustrar a aplicagao de  MIDREM

em equagoes polinomiais com coeficientes complexocs, consideremos
a equagao

p(z) = z° - (6+3i)z% + (9+12i)z - (2+11i) = 0

do exemplo 2.4 do Capitulo 2. Naquele exemplo, vimos que podemos

considerar a aproximagao inicial

2p = 1.437664780 + 0.8758315611

Entao, obtemos

2
' /
9 = [P () /2 (o)) = 2,999999995

Sz(zo)

p' (z())/P(Zo)
Sz(zo)

z; = g = 1,999999998+1.,0000000101

Como p(zl) =0, concluimos que z, € raiz tripla da
equacao. Observemcs que a raiz exata da equagdao € z =2+i de mul-

tiplicidade 3.



CAPTTULO 4

CONSIDERAGOES SOBRE 0 METODO DE GRAEFFE

4.1. Introdugao

Este método que € uma das mais bonitas e estimulan
tes aplicagOes da teoria das equagOes € aplicavel a equagbes po
linomiais reais. Foi exposto inicialmente, em 1826, por Dande-
lin e, mais tarde, em 1834, por Lobachevski. Em 1837, Graeffe
introduziu-o no campo das aplicagOes praticas.

0 método de Graeffe € de dificil programacgio, como
afirmam todos os textos que o apresentam. Alguns programas ja
elaborados deste método sd3o prdprios apenas para a resolugao de
equacdes polinomiais com raizes reais distintas e bem separadas
(Ver, por exemplo, /8/). As maiores dificuldades encontradas na
sua programagao sao: obtengao das raizes complexas, obtencao das
raizes multiplas e o fato de que as sucessivas quadragdes exigi
das pelo método "sobrecarregam" rapidamente os computadores ,mes
mo aqueles que tenham capacidade para grandes nUmeros.

A seguir descrevemos o método de Graeffe. As dedu-
coes de suas formulas podem ser encontradas, por exemplo em /37/,
/12/ ou /14/. Expomos também alguns aspectos computacionais com
0s quals tivemos que nos preocupar para sua programagao. No fi-
nal do capitulo apresentamos alguns exemplos que ilustram sua
aplicagao e alguns tipos de equacoes polinomiais que podemos clas

sificar como "problematicas'" para o método. No Apéndice II apre
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sentamos a programagao FORTRAN do método.

4.2. Descricao do metodo

4.2.1. Concepgao do metodo

Consideremos a equacao polinomial real de grau n

p,(2) = alzn +azzn-1 t.ooovazva =0 (4.1.1)

cujas raizes a. e €, i=1,2,...,n.

Escrevendo (4.1.1) na forma fatorada

p (2) =a;(z-a;) (z-a,) ... (z-a ) =0

a equagao

p{D ) = (1), (2) b, (-2)=a% (u-od) (w=e) .. (o) = 0

onde u=z%, & tal que suas raizes sao os quadrados das raizes de
(4.1.1).

Assim, basicamente, o método de Graeffe consiste em
construir, a partir de (4.1.1) a equacgao pél)(u) =0 cujas rai-
zes sao os quadrados das raizes de pn(z)=0. Procedendo de manei
ra analoga com pél)(u) =0, obtemos a equacgao péz)(y) =0 cujas
raizes s3ao os quadrados dos quadrados das raizes de p (z) =0; e,
assim sucessivamente. Ao fim de M passos teremos um polinomio cu
jas raizes sao as poténcias 2M_&simas das rafzes a; de (4.1.1).

As operacoes para quadrar raizes com as quais obte-

mos os polinomios pém)(z) para z=2°M ¢ m=0,1,...,M-1 sao:
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a§m+l) _ [a(m)]z

(m+1) _ _qy3-1 [ m2, , i (m (m
a: = (=1 ) + 2 - Soas s
3 (-1) 3, iil( 1) 353 3j4i
se j*ign+l e j-i>0, com j=2,3,...,n+l e 2(0) =aj para

j=1,2,...,n+1,
Para minimizarmos os erros de arredondamento, 0s-
m)y 2 . . P -
termos [ag )] devem ser adicionados por ultimo e as operagoes de

vem ser realizadas em dupla precisao.

4.2.2- Obtencao das rafzes

Escrevendo as raizes aj como
0. =p.e J para j=1,2,...,n

teremos que se todas as raizes tem modulos distintos, entao

agm) 1/2m

pj = -fﬁr' 9 J=1a2a'°°1n (4']‘2)

j-1

para m "suficientemente grande', o que na pratica significa que
continuamos o proceséo de quadrar ralizes até que as aproximagdes
das grandezas tenham se estabilizado no numero de casas decimais
que desejamos.

Uma das dificuldades no uso do método de Graeffe a-

parece quando algumas raizes sao p-modulo maltiplas; ou seja,quan

do ha p raizes de mesmo médulo. Estas dificuldades sao de dois ti

pos:
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a) As relacoes (4.1.2) nao sao, em geral, muito corretas, o que

dificulta a determinacdo dos médulos das raizes.

b) Como algumas raizes podem ser complexas, ndo € muito simples

determinarmos as raizes conhecendo apenas seus modulos.

No entanto, tais dificuldades sao superadas com a

determinacao dos coeficientes pivotais.

Definig¢ao: Um coeficiente agm) € pivotal se

,(m-1) ]2
- (.yitl . % l
1 - (-1) . < 8

as
J

onde 8 €& um limite especificado denominado limite pivotal.

%m) e a(m) sao sem

Observamos que os coeficientes a n+l

pre pivotais, nao precisando, portanto, serem testados.
A partir de coeficientes pivotais sucessivos, deter
minamos o médulo p das raizes a e a multiplicidade £ de p, pois

nao € dificil deduzir que

1
SM
g . (M)y|27¢
‘!{ p = -——————(—l) ak+£—'
Yo 2 (M)
: k

onde M € o nimero de quadragdes realizadas.

Entdo, no método de Graeffe, procuramos os coeficien
tes pivotais e com eles determinamos os modulos e suas multipli-
cidades. Depois, comecando com o menor dos médulos Py (a fim de
minimizarmos os efeitos dos erros de arredondamento), testamos
se ay =*p, € uma raiz real de pn(z) =0. Se for, dividimos pn(z)

pelo fator z=0y - Obtemos, assim, pn_l(z) tal que
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p (2) = (z-0)p__;(2)

Se a multiplicidade g, de o € maior que 1, testa-
mos se ak==ipk € uma raiz de pn_l(z), e assim sucessivamente.Eg
te processo € continuado até que tp, falhe no teste de aceita -
cao das raizes reais (que apresentaremos no item 4.2.3) e €,por
isso, o méodulo de uma raiz complexa.

Entao, tomamos o pr6ximo menor py € assim sucessiva
mente, repetindo este processo para cada mddulo x> até que to-
das as raizes reais tenham sido determinadas.

Resta-nos, entao, a equagao polinomial pt(z)=0 com
t <n, cujas raizes sao todas complexas. Se pt(z) =0 for quadra-
tica, resolvemos diretamente esta equacao e todas as raizes es
tarao determinadas. Se t >2, uma vez que todas as raizes reais
ja foram determinadas, as multiplicidades dos mddulos de raizes
ainda desconhecidas s3o pares. Assim, para cada um destes modu-
los existem fatores reais de pt(z) da forma Q(p,q) =zz+pz +q tal
que se as raizes de Q(p,q) =0 s3o o e o entao q=a.a ; e se
o tem méddulo p entao q =p2.

Assumamos que q =p§, onde Py € o menor mddulo cuja
multiplicidade g, indica a existéncia de um tal fator quadrati-
co.

Se o processo para a determinagao de p, que descre
vemos a seguir, levar-nos a £y -2 raizes de mddulo Py entao o
fator restante & z° —pﬁ. O processo € o seguinte:

Escrevemos pt(z) com t<n na forma

- 2 t-2
ajzt+a,2" el vag g = (2Pepae) (02T b,

sb. _,z+b, 1) (4.1.3)

-3,
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Desenvolvendo o segundo membro de (4.1.3) e igualan

do termo a termo os dois membros, obtemos

-~
b1 =3

< b2 = az-pb1 (4.1.4)

\ bk = ak-pbk_l-qbk_z; k=3,4,...,t-1

De (4.1.3) concluimos que

Ay, = qbt_1 (4.1.5)

Assim, (4.1.5) € uma equagao polinomial de grau t-2
em p, e alguma raiz real desta equagao € o valor de p em (4.1.3).

Como q=p§ entao p = -2p, cos 6, e, portanto

2

p <dq : (4.1.6)

Pode-se mostrar que cada solugao real de (4.1.5) que
satisfaz (4.1.6) corresponde ao fator quadratico Q(p,q) de pt(z)
e €, portanto, o produto de duas raizes de modulo Py *

Resta-nos determinar os coeficientes de p no polin§

mio (4.1.5). Para isso, escrevemos
b k=12, (4.1.7)

Entao, a partir de (4.1.4) podemos estabelecer as

t

relagoes de recorréncia para os ¢, S para k=1,2,...,t-1 que sao:

f

K,j7T7%k1,5-173%%=2,5 ¢ IT2:3. .00k

=0 - 1 4.1.8
ﬁ Ck,j 0 ; 3>k ( )

\Ck,1=ak'qck-2,1
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Usandb (4.1.8) podemos reescrever (4.1.5) na forma

841 T4 L Cypq 5P (4.1.9)

Se a equacao (4.1.9) tem grau <2 (o que equivale a
pt(z) =0 ser de grau g4), resolvemos a equagao quadratica ou 1i
near (4.1.9). Caso contrario, usamos, novamente, o método de qua
drar raizes. Mas, como agora estamos interessados apenas nas rai
zes reais cujos modulos satisfazem (4.1.6), ndo precisaremos, de
novo, resolver equagoes do tipo (4.1.9).

As raizes reais p de (4.1;9) que satisfazem Ipl(&i
fornecem-nos as raizes complexas de pt(z)=0, pois se
Q(p.q) = 2° .t|p|z+p2 € um fator quadratico de pt(z) =0, entao as

raizes o de mddulo Py sao
a =54 (lpl+i v 4o§-p2)

A seguir apresentamos os testes para aceitagao das

raizes reais ou complexas.

4.2.3- Teste de aceitacdo das raizes

Para testar se os fatores linear ou quadratico sao

fatores de pn(z), consideramos como em /5/bou /6/:

n n-1
T(z) = |ai|z +la,|z + e +|an|z +|an+1|

-Em seguida, fazemos
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a) w=~-a se estivermos testando se o polindmio linear z-o apro-

xima um fator de pn(z) =0; e, calculamos

by =&y

(4.1.10)

o
1

k - ak-ka—l; kzz’sgqvo,n."l
Consideramos a aproximagao suficiente, se

T(p+2ep) - T(ptep)>|by |

onde € € o limite tolerado de erro relativo de uj com relacao a

Oj-

b) w=p e q=p se estivermos testando se o polindmio quadra-

tico z” +pz +q aproxima um fator de pn(z) =0; e calculamos

14
<b2 =a, -wb1 | (4.17.11)
LPB =ay -“mk_l -qbk_z; k=3,4,...,n+l

Consideramos a aproximagao suficiente, se

T(p +2ep) - T(p+ep) 2 Lwb_ +b

S Wb +b o (4.1.12)

Ao invés de testarmos (4.1.12), podemos considerar a

aproximagao suficiente se

T(p +2ep) - T(p +€p) 2 +¢/b2' -bnb

n+l n+2

sendo que, neste caso, calculamos também,bn+2 fazendo k=n+2 em

(4.1.11) com a =0.

n+2
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Observamos que T(p +2¢p) e T(p + €p) sao calculadoé

pelo algoritmo da divisao sintética (4.1.10) e que todas as 6pg
ragoes do método devem ser realizadas em dupla precisao, para

que os erros de arredondamento sejam minimizados.

4.3. Consideracoes sobre alguns detalhes computacio

nais

4,3.1- Ordem de determinacao dos modulos das raizes

De modo geral, o método de Graeffe determina os md
dulos o em ordem decrescente. Assim, a fim de minimizarmos os
efeitos dos erros de arrendondamento durante a deflacao, deter-
minamos as raizes na ordem inversa de obtencdao de seus modulos.

Em /5/, o autor mostra que existem equagdes polino
miais excepcionais, como aquelas que contém pelo menos um poli-
nomio ciclotdomico de grau impar como um fator, e que, neste ca-
so, os modulos das raizes nio séo-determinados, necessariamente,
em ordem decrescente,

Muito embora, quando se usa a deflagdo explicita
"para a frente'" seja sempre conveniente determinarmos as raizes
em ordem crescente de médulos, n3o ha grande vantagem em incluir
mos, na programagao, a verificagao deste caso particular,ja que

na pratica, os casos excepcionais nao sao muito freqllentes.

4.3.2. Determinacao de M, e, n e §

No inicio da descrigao do método de Graeffe afirma

mos que ao fim de M quadragdes obtemos uma equagdao cujas raizes
~ -~ . M - . '

sao as poténcias 2 -€simas das raizes a. de pn(z)=0. Como saber,

J
- X . . ~ Lol ”
porem, em que M devemos parar a iteragao que quadra raizes?
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Da descricao do método de Graeffe percebemos também

que ha necessidade de determinarmos, previamente, as cbﬁstantes

€

es§. Em /5/, onde encontramos também muitas interessantes dis

cussoes e tabelas sobre estas quantidades, o autor estabelece a

seguinte sequéncia para a determinacao destas constantes.

1) Primeiramente, decidimos com que erro relativo ¢ determinare

2)

3)

4)

mos as raizes aj de pn(z)=0. Depois, decidimos que constante
n usaremos, onde n>¢ & o coeficiente de separagao. entre os
modulos P das raizes. Assim, por exemplo, n=0.1% significa

que esperamos que dois mdédulos sucessivos mas diferentes, Px

€ Pra1e sejam considerados como iguais a menos de
Prey < (1=n)py = 0.999p, -

Depois determinamos o numero M de quadracles a serem realiza
das. Consideramos como M o primeiro maior inteiro que seja
maior ou iguala,3-(3.3)1og10n+(0.1)n. Observamos, entao, que
quanto maior for o n escolhido, mais répido sera o processo,

pois menor sera o numero de quadracdes M.

Determinamos, a seguir, o limite pivotal § <1, calculando

2
r=(-m2Mt, =Py -1, s=LlZt)
n/2 e+l

Podemos também estimar o nimero H de digitos significativos a
serem atingidos nas operagoes de quédragées. Assim, para ob-
termos o modulo pi com um erro relativo €, o namero total H
de digitos significativos a serem atingidos nas M operacdesde

quadragdoes € limitado por
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H0.3 M (n-1) - logloe
ou
H=0.3M(&£*-1) - logyg €

onde £* € a mais alta multiplicidade £ das raizes com mddulos i

guais ou aproximadamente iguais, 1gE&gn.

0 uso do esquema acima pode ser necessario em equa
goes polinomiais problematicas. No entanto, num programa de
uso geral fazemos um minimo M=10 e um maximo MMAX =15 de qua -
dragdes com § =107% e e=10"5. Assim, se com M quadragbes  ndo
nos foi possivel determinar todas as raizes, realizamos mais u-
ma quadragao e assim sucessivamente, até o maximo MMAX quadra
coes. Se ainda assim ndo conseguimos determinar todas as rai
zes, o programa imprime as raizes ja determinadas e uma mensa -
gem de erro correspondente. Em equagoes polinomiais de grau bai
x0 (ng6) podemos usar M e MMAX menores, mantendo os § e € aci-
ma. Para equagbGes polinomiais problematicas como aquelas em que
n € grande e as raizes s3ao muito préximas, isto &, que tém
aj/aj+l muito proximos de 1, devemos usar e e § consideravelmen

te menores enquanto aumentamos M e MMAX; ou, entao, aplicarmos o

esquema de determinacao de M, §, ne e .

4.3.3- Como evitar overflow's

Ja mencionamos que os coeficientes de pém)(z) tor-
nam-se muito grandes depois de algumas iteracoes. Assim, compu-
tadores como PDP-11 com que trabalhamos, cujos limites maximo e

38 -38

minimo s3ao de aproximadamente 10 e 10 para os numeros de

ponto flutuante, podem '"'sobrecarregarem-se' rapidamente, muitas
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vezes antes de havermos separado adequadamente as raizes. Na
verdade, a ndao ser que tomemos alguma precaugao, 0COrrerao over
flow's e undeflow's no método de Graeffe, mesmo para computado-
res que tenham capacidade para grandes numeros. Este inconvenien
te foi um dos responsaveis para que este método tenha sido con-
siderado, por varios autores, inadequado para uso computacional.

A técnica que usamos para evitar esta dificuldade,
no método de Graeffe, foi trabalhar com os coeficientes dos po-
linomios pﬁm)(z), m=0,1,...,M-1 em aritmética de dupla precisao

e "escala-los" através da sub-rotina

ESCAL: que "escala" nimeros em dupla precisao colo

cando-os na forma

y(641y) tal que 6:'13' < |yl <64, para y#0 e lyel

Isto nos obrigou programar também as sub-rotinas:

REESC: que transforma numeros em‘dupla precisao que
estdo na forma y(64Y) em nimeros em dupla

precisao da forma x(64IX) tal que Ix =0,

ADIC: que adiciona numeros da forma x(64IX) e
y(64¥y) com x e y em dupla precisao.

DPEXP: que calcula, em dupla precisao, et onde
t=x(647%),

DPLOG: que calcula, em dupla precisao, nt onde

t=x(641%),
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Embora esta técnica tenha aumentado a complexidade
computacional ja inerente ao método de Graeffe, ela melhorou
sensivelmente seu desempenho tornando-o ndao so programavel como
mais eficiente.

A seguir relacionamos algumas referéncias que apre
sentam outras técnicas para se evitar overflow's e underflow's,
ou mesmo modificagdes do método de Graeffe.

Em /33/, os autores consideram a equagao (4.1.1)na

forma normalizada
p(Z) = Z +a*z’ ‘ +c|. +a*

* = s = B
onde al -ai/a1 para i =2,3,...,n+l

e sugerem que, em alguns casos, € possivel "escalarmos' a equa-
¢ao normalizada, dividindo-se seus coeficientes por um fator'de

escala",s, elevado a poténcia i, sendo

s = |a ll/n
n

de modo que

i .
ai = a{/s , i=1,2,...,n

se tornam os coeficientes do polinomio ''escalado'. Assim, as rqi
zes o) da equag@o polinomial "escalada" estd@o associadas as rai
zes o da equagao original por meio da relagao

a, = [ ui, i=1,2,...,n.

Uma modificagao do método de Graeffe, denominada al
goritmo de Grau, na qual € contornado o problema da alta ordem
de grandeza dos nimeros devido as quadragbes € encontrada em/17/.

Esta modificagao € adequada a equagdoes polinomiais cujas raizes
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sdo reais e distintas. Uma generalizacao do algoritmo de Grau
aplicavel a equacgdes polinomiais reais de raizes reais ou com-
plexas, simples ou multiplas, € apresentada em /18/.

Em 1924, Brodetsky e Smeal /7/ introduziram modifi
cacoes no método de Graeffe. O método por eles proposto permite
obter diretamente as raizes reais ja com os seus sinais e tam-
bém o argumento e o modulo no caso de pares de raizes complexas.
Contudo, esta modificacdo falha no caso de raizes miltiplas ou
quando ha varios pares de raizes complexas de mesmo moédulo, a
menos que sejam introduzidos ajustamentos para tais casos.

Em /4/, /5/,-/6/ e /38/, encontramos um processo
denominado resultante ou subresultante, conforme a técnica se-
guida, que usa o método das quadracoes. Em /6/ os autores obser
vam que apesar do titulo de /5/,0 método que propoem e programa
ram nao € uma mecanizacdo do método de Graeffe. Nestes trabalhos
encontramos a técnica que usamos para evitar o problema causado
pela alta ordem de grandeza dos niimeros resultantss das quadra-
goes. Em /4/, ha também uma ampla discussao sobre coeficientes

pivotais.

A seguir, apresentamos alguns resultados obtidos

com a aplicagao deste mé€todo.

Exemplo 4.1.- Em /5/, Bareiss afirma que D. H. Leh

mer escreveu em The Graeffe process as applied Zo power senies
- Mith. Tables Aids Comput. 1(1945),377- 383 que o método de Graef
fe falha completamente em casos de equacoes muito simples como,

por exemplo,

p(z) A " +1 =10

cujas raizes sao as raizes primitivas da unidade.
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No entanto, com a programacao que elaboramos para o

4 -6

método de Graeffe, com M=10, $=10"" e e=10 " obtemos as ral

Zes

Parte Real Parte Imaginaria

-0.8090169943749474D+00 +0.5877852522924731D+00

0.3090169943749474D+00 +0,5910565162951536D+00

Quando a equagao polinomial foi reconstruida a par-
tir destas raizes, os novos coeficientes coincidem com os coefi-

cientes do polinomio original em pelo menos 16 digitos.

Exemplo 4.2.- As raizes 1,de multiplicidade 12,e 7

da equacao

p(2) =213 - 19212 + 150211 - 682210 + 20352 - 425728 +
+ 646827 - 72602° +60392° - 36852 + 16062° -
- 47422 4+852-7 = 0
foram determinadas exatamente com M=6, &= 1074 e e=107°,

Exemplo 4.3.- A equagao

5 3

p(z) =z —524 +9z -922 +5z2-1 =20

ilustra o fato de que o método de Graeffe nem sempre determina
os modulos das raizes em ordem decrescente.
Assim, com M=7, & =107% e ¢ =10_6, obtemos as rai

Zes
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Parte Real

Parte Imaginaria

(3)
(2)
(1)
(1)
(1)

0.,3819660112501052D+00
0.2618033988749895D+01
0.1000000000000000D+01
0.5000000000000000D+00
0.5000000000000000D+00

0.0000000000000000D+00
0.0000000000000000D+00
0.00000006000000000D+00
0.8660254037844387D+00
-0.8660254037844387D+00

Os numeros colocados entre parénteses antes das rai

zes indicam a ordem em que os mddulos foram determinados.

A razao deste comportamento & o fator ciclotomico

contido na equagao que na forma fatorada € escrita como

p(2) = (20 -1% (- 2505,

Exemplo 4.4.- A equacao

5 4 3

8 7 +29152% - 26482° +

p(z)=4z" - 68z
2

+4612% - 15882

+:735z2% +432z2 - 243 = 0

ilustra o fato de que o método de Graeffe nem sempre determina os

modulos das raizes em ordem decrescente, e que isto pode ocorrer

mesmo em equagoes que nao tenham fatores ciclotomicos.

Z€es

4

Assim, com M=7, § =10"" e ¢ = 10'6, obtemos as rai

-0.4142135623730951D+00
0.1000000000000000D+01
0.10000000000000600D+01
0.1000000000000000D+01
0.4500000000000388D+01
0.4500000000000388D+01
0.2414213562375074D+01
0.2999999999997241D+01
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Os modulos foram determinados na ordem inversa de a

presentacao das raizes,

Exemplo 4.5.- As raizes da equagdo de Hermite

H, (x) = 128x - 1344x” + 3360x° - 1680x = 0

determinadas pelo método de Graeffe com M=7, §= 10-6 e €

10
foram

0.0000000000000000D+00
0.8162878828589646D+00
-0.8162878828589646D+00
0.1673551628767471D+01
-0.1673551628767471D+01
0.2651961356835234D+01
.-0.2651961356835234D+01

Exemplo 4.6 - Para a equagao

p(x) =x° - 36x° +540x" -4320x° + 1 9440 x*

+ 46656 =0

~-46656x

cuja raiz € 6 de multiplicidade 6, os resultados obtidos com

e=10"%, §=107% e M=6,...,41 foram

0.6000000000000020D +01
0.6000000000000020D +01
0.6000000000000020D +01

e as demais raizes nao foram determinadas .

No entanto, usando €= 10 -6, §=10 -8 e M=30 todas as
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raizes foram determinadas.

Exemplo 4.7 - A equagao

5 4 3

+135x" -540x

-18x #1215x° -1458x + 729 = 0

p(x) = x°

cuja raiz € 3 de multiplicidade 6 forneceu os seguintes resulta-

dos come=10"% §=120"% ¢ M=6,...,10.

Raizes

Parte Imaginaria
0.0000000000000000D +00

Parte Real

0.2999999999999996D +01
0.2999999999999996D +01 | 0.0000000000000000D +00

0.2999999999999996D +01 | 0.0000000000000000D +00

0.2999999999999996D +01
0.3000000000000008D +01
0.3000000000000008D +01

0.0000000000000000D +00

0.3650024149988857D-07
0.3650024149988857D- 07

-6 -8

Usando €=10 ~, &§=10 e M=230, todas as raizes

foram bem determinadas .

Exemplo 4.8 - A equagao

4 3 2

- 2020x~ +1039109x" -

p(x) =x 19199090x + 90090000 = 0

cujas raizes sao 9, 10, 1000 e 1001 forneceu os seguintes resul-

3

tados quando se usou € =107% e 5=1073:
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M - Raizes

6 0.9486832980505141 D + 01
0.9486832980505141 D+ 01
0.1000499875062463 D + 04
0.1000499875062463.D + 04

10 0.9000000100231522 D+ 01
0.1000000011000124 D+ 02
0.1000499875062463 D+ 04
0.1000499875062463 D+ 04

12 0.9000000000000021 D+ 01
0.1000000000000043 D+ 02
0.9999960000424055 D+ 03
0.1001004033321102 D+ 04

16 0.9000000000000001 D+ 01
0.1000000000000000 D+ 02
0.9999999999999998 D+ 03
0.1001000000000002 D + 04

Observamos que M =6 nao foi suficiente para separar

- - -

as raizes, enquanto que com M =10 houve separagao entre as rai-
zes 9 e 10 mas nao entre 1000 e 1001. Com M=12, ja ha separagao
entre as raizes embora nao exista suficiente precisdo nas duas
de maiores médulos. Somente com M= 16 (ou mais) todas as raizes

satisfazem as exigencias de separagao e precisao.



CAPITULO 5

CONCLUSOES

Um dos objetivos deste trabalho foi apresentar
novas técnicas para a determinacao de aproximacdes a serem usa-
das em métodos iteratives de resolugao de equacoes polinomiais .
Assim, no Capitulo 2, propomos a Fase Inicial que, como demons -
tramos, determina um ou mais valores iniciais para a raiz de me
nor médulo da equagao polinomial p(z) =0. Provamos também que o
uso conjunto da Fase Inicial e da modificagao do método de New-
ton que consiste na aplicagao de Newton a u(x) =p(x)/p'(x) =0 per
mite -nos determinar, muito facilmente, sem que analisemos o0s coeg
ficientes da equagao polinomial real p(x) =0, se suas raizes sdo
tais que sendo o uma raiz de multiplicidade m da equagao entao
-a também & raiz de mesma multiplicidade. Como o teste a ser
usado para a identificacgao destes casos € muito simples e ja faz
parte da Fase Inicial, esta constatagdao, que € de grande impor-
tancia quando desejamos determinar todas as raizes da  equagao,
nao aumenta a complexidade computacional do métod_o.

Provamos também um teorema que nos ajuda a identifi-
car se a raiz a ser determinada € real ou complexa, desde que
wemos conjuntamente a Fase Inicial e aquela modificagao de New-
ton.

Ainda no Capitulo 2, propomos a Variante da Fase Ini

cial que também determina uma ou mais aproximagOes iniciais para
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a raiz de menor mdédulo de uma equacao polinomial real e mostra-
mos que, em alguns‘ casos , o valor inicial assim determinado € a
prépria raiz procurada.
Estas duas técnicas de determinacao de valores ini-
ciais que propomos, consistem de algoritmos simples, eficientes e
aplicaveis em varios métodos iterativos . Ambas se revelaram bas-
tante eficazes em todas as aplicacOes praticas realizadas.
Um outro objetivo deste trabalho foi provar que com
o método de Newton aplicado a u(z) = p(z)/p'(z) = 0 determinamos
nao s6 uma raiz de p(z) = 0 como também sua multiplicidade. As-
sim, no Capitulo 3, propomos um novo método iterativo, denomina-
do MIDREM, que determina todas as raizes (e suas multiplicidades)
de uma equagao polinomial e apresentamos os algoritmos de MIDREM

quando aplicados a
1) equagoes polinomiais com todas as raizes reais

2) equagOes polinomiais reais com raizes reais e/ou

complexas

3) equagoes polinomiais de coeficientes complexos

Em todas as aplicagoes praticas que realizamos , usa
mos a Fase Inicial para a determinagao de cada valor a ser utili
zado por MIDREM.

Embora nossos es tudos tenham se restringido a equa-
coes polinomiais, mos tramos também que podemos usar esta modi fi -
cacio de Newton para determinar a multiplicidade de uma raiz, nu

" ma classe muito mais ampla de fungoes.
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Dos testes que realizamos, podemos concluir que:

1) Dentre as 551 equagoes de grau n<l0 testadas, 91,29% tiveram
todas as raizes e multiplicidades bem determinadas e 6,53% ti
veram varias raizes (mas nao todas) determinadas. As 2,18% res

tantes nao tiveram nenhuma raiz determinada.

2) Dentre as 44 equagoes de grau 10<ng20 testadas, 65,91% tive-
ram todas as raizes e multiplicidades bem determinadas e
22,73% tiveram varias raizes (mas nao todas) determinadas. As

11,36% restantes nao tiveram nenhuma raiz determinada.

3) Todas as 47 equagoes testadas do tipo p(z)=(z-a)n tiveram suas

raizes e multiplicidades exatamente determinadas em uma Unica

iteragao.
4) Em equagoes do tipo p(x) =(x-a1)n(x-a2) como, por exemplo, a
citada no exemplo 3.5 ou a equacao p(x) =(x-9)4(x-900) as

multiplicidades foram exatamente determinadas, mas as raizes

tem poucos digitos significativos.

5) Em equagoes mal condicionadas devido ao espagamento regular
das raizes, poucas (ou nenhuma) raizes sdo determinadas. As

determinadas tem poucos digitos significativos.

No Capitulo 4, apresentamos consideragoes sobre 0
método de Graeffe para a resolugiao de equagbes polinomiais reais.
Devido ao inconveniente da frequente e rapida ocorréncia de
overflow's varios autores consideram este método inadequado para
uso computacional. Nosso objetivo foi apresentar uma técnica que,
sem modificar o método, evitasse este problema. Assim, mostramos
que realizando uma conveniente ''escalagdo dos coeficientes  das

equagoes envolvidas no método, conseguimos nosso objetivo de tor
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nar o método de Graeffe computacionalmente eficiente. No Apendi-
ce II, apresentamos a programagéo FORTRAN do método, utilizando

estas "escalagoes".



APENDICE I

Nesta secgdo, apresentamos os algoritmos correspon-
dentes aos métodos que propomos nos Capitulos Z e 3,
Observamos que suporemos que a equagao polinomial a

ser resolvida nao tem raizes nulas,

A. Algoritmo da Fase Inicial

A.1. Para a determinagao de uma aproximagao inicial

para a raiz de menor médulo de

p(z) =alzn+azzn'1 + e +ahz +a = 0

com a4 #0 e a£R, para i=1,2,...,n*1 quando nao

sabemos se as ralzes da equagdo sao reais ou nao,

(1) Calculamos &=max{§, §,, 63} onde
-1 n | a.
61 = max{1l, } -5-‘1-}
j=1{ “n+l
-1 a, a.
§," = max{ ) , 1 + max | eed—|}
n+l 2€j<n qn+1
a n+l
§5 = ntl onde o = ) Ia.'z
/o =1

(2) Calculamos S = [S,(6)] e SS = |S,(~8)|, onde

2

S,(x) = [L(Lp XX)] - p" XX)
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(3) Fazemos J=-1. Se S <SS vamos para (4). Se S =S8

vamos para (6). Se S >SS vamos para (7).

=v n/SS

(4) Calculamos DZ

(5) Se sz(-a) >0 fazemos Xg =-§

o P COAEDE L P A8
0 5,(-6) P s, -9)

e vamos para (9). Caso contrario, fazemos

Zg =-§+vyi com y=min{§, pz} e vamos para (10).
(6) Fazemos J = 0
(7) Calculamos p; =V n/s

(8) Se 82(6) >0 fazemos X =§

o - BB L R (A
0 5,(6) L0 s, 6

e vamos para (9). Caso contrario, fazemos

zg= S+yi com Y==min{6,pl} e vamos para (10).
(9) Fazemos IND=0 e vamos para (11).

(10) Fazemos IND=-1.

(11) Finalizamos o processo.
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Observagoes:

1. Podemos determinar apenas um dos raios (plou pz).
pois

P& py<=> [S,(8)] 2 [S,(-8)]

o, <py==> [5,(8)] < [S,(-8)]

2. Como aplicaremos o algoritmo A.l para a determina
¢ao da aproximagao inicial a ser usada por MIDREM para a determi
nagao da raiz e sua multiplicidade, calculamos, aqui mesmo, a
aproximagao q, para a multiplicidade e’a aproximagao x; para a
raiz. Se nao se vai usar o algoritmo A.1 em MIDREM, estes cdalcu-

los nao devem ser realizados neste algoritmo.

A.2. Para a determinagao de uma aproximagao inicial,
por (2.2.8), para a raiz de menor méddulo de p(x)=0, quando sabe-

mos que todas as raizes da equagdo sdo reais:

(1) Calculamos 6 =

(2) Calculamos S =SZ(6) e SS:=SZ(-6)’ onde

§,(x) = [ '(x)]2 . 2
2 x %(?)_ p”(X)

(3) Fazemos J=-1. Se S <SS vamos para (4). Se S =SS

vamos para (5). Se S >SS vamos para (6).
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(4) Fazemos X, = -4,

o = COBEN’ L R COAS)
0 $,(-6) L0 5,0
e vamos para (7).

(5) Fazemos J=0.

(6) Fazemos X4 =4,

B T34 TCO D N 1 €37 10))
0 s, (8) L0 s

(7) Finalizamos o processo.

Observamos que aqui nao ha necessidade de deter-

minarmos os raios pl e pz.

B. Algoritmo da Variante da Fase Inicial

Para a determinagao de uma aproximagao inicial para
a raiz de menor modulo da equagao polinomial p(x)=0 cujas raizes

sao reais e nao nulas.

A nica diferenga entre o algoritmo desta técnica e
0 que apresentamos anteriormente em A.2 € que aqui, o passo (1) €

realizado calculando-se

a2 1/2
§ = “nty

2
ap-2a, 13541
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C. Algoritmo de MIDREM quando aplicado em equagoes

polinomiais cujas rafzes sao reais

O esquema do método € o seguinte:

o
Usando o Alg. A.2 ou o Alg. B,

determina-se as aprox. Xy € X,

para a raiz, a aprox. q, paraa Determina-se novo
X, por (3.2.10)

multiplicidade e o valor de J.

O—

Aceita-se Xy N Faz-se A ?u}t'dM
como raiz? [ x, =X Ja fol deter
0 "1 minada?

S

N Amilt. M 35
foi determina-

Determina-se a
aprox. q, por

da?
(3.2.7)
Determina-se
M S
i - - A mult. po
Determina-~ de ser deter
se M

. . . 2
Deflaciona-se o polin. minada?

tantas_vezes quantas
necessarias

Faz-se Qu=4; €
determina-se no

Faz-se J=-1 e

- vo X, por
X) =X 1

(3.2.8)

Im&s as
raizes foram
determinadas?
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A seguir ap;esentamos mais detalhadamente, o algorit
mo deste processo.
Observémos que as variaveis reais envolvidas neste
algoritmo devem estar em dupla precisdo, com éxcegéo de qp © 49,
que sdo usadas exclusivamente no calculo da multiplicidade.Obser
vamos também que o polinomio original p(x) € preservado em pl(x)

e que seu grau original N € preservado em NN.
(1) Fazemos pl(x) =p(x), NN=N, n=100e e IR=0,

(2) Usando o Algoritmo A.2 ou o Algoritmo B, deter
minamos as aproximagdes Xy € X; para a raiz de menor médulo da

equagdao e a aproximagao q, para a multiplicidade desta raiz.
(3) Fazemos K=0 e L=1.

(4) Testamos se |p(x1)| <n. Caso seja, vamos para

(5); caso contrario, vamos para (6).

(5) Testamos se

le-xol <€ .max(l,]xll)

Se o teste for satisfeito, vamos para (8); caso

contrario, vamos para (6).

61 Caleul S p'(x) ]2  p"(xp)
(6) Caleulamos 5 * h x| = PGy

(7) Se S, <0 vamos para (8); caso contrario, vamos pa

ra (10).
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(8) Testamos se K=0 Caso seja, fazemos

K=1, M= (q0+o.5]

e vamos para (9); caso contrario, vamos para (lY).

(9) Se M=0 fazemos M=1 e vamos para (19), caso axnré

rio, vamos para (19).

(10) Testamos de L ¢ LIM., Caso seja, fazemos L=L+1 e

vamos para (11). Caso contrario, vamos para (29) abandonando 0

processo por falta de convergencia. O valor de IR indicara quan-

tas ralizes foram determinadas.

(18).

(15).

(11)

(12)

(13)

(14)

Fazemos xO =x1.

Testamos se K=0. Caso seja, calculamos

p' (xq)/P(xy))?
0 0
S

q, =
2

e vamos para (13); caso contrario, vamos para

Se q1<1 vamos para (14), caso contrario, para

Testamos se Iql-q0|< 0.5q,. Caso seja, fazemos

M==[q1-+0.5] e vamos para (17); caso contrario, vamos para (16).

(15) Se |a;- qq) <0.5 fazemos M=[q,+0.5] e vamos pa

ra (17); caso contrario, prosseguimos.
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(16) Fazemos Qg =4 calculamos

P! (xq)/p(xp)

S,

X1 =Xy

e vamos para (4).

(17) Fazemos K=1 e testamos se M=0, Caso seja, fa-

zemos M=1 e vamos para (18); caso contrario, prosseguimos.

(18) Calculamos
p' (XO)/P(XO)
S,

&

z =X -M p(xo)/P'(Xo)
x, =% (y+2)

1 72
e vamos para (4).

(19) Fazemos MULT =M

(20) Fazemos I1 =IR+M e X(I) =x1 para I = IR+1,
IR*2,..., I1l.

(21) Fazemos IR=11 e testamos se N >M, Caso seja,va

mos para (22); caso contrario, vamos para (29).

(22) Testamos o valor de M., Se M>1, vamos para (23);

se M=1, vamos para (24); se M <1, vamos para (25).

(23) Tomamos para p(x) o quociente da divisao do po-

linémio p(x) anterior por
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o] il
-

2, _ .2
(x -xl) = X 2x1x+x1

Fazemos M=M-2 e vamos para (22).

(24) Tomamos para p(x) o quociente da divisdo do po-

linomio p(x) anterior por X=Xy .

(25) Fazemos N =N - MULT e testamos se a variavel J
definida no Algoritmo A.2 ou no Algoritmo B € nula. Caso seja,
fazemos Xy ==Xy, M=MULT, J = -1 e vamos para (20). Caso contra-

rio, prosseguimos.

(26) Testamos N. Se N > 2, vamos para (2). Se N=2,re
solvemos a equagdao quadratica e vamos para (28). Se N <2, prossg

guimos.

(27) Se N >0, resolvemos a equagao linear e vamos pa

ra (28); caso contrario, prosseguimos.

(28) Fazemos IR=NN o que indica que todas as raizes

e suas multiplicidades foram determinadas.

(29) Finalizamos o processo.

O algoritmo de MIDREM para a determinagao das raizes
e suas multiplicidades quando a equagao polinomial real a ser re
solvida pode ter raizes reais e/ou complexas, € composto de 2
partes: uma, analoga ao Algoritmo C, para a determinagaoc de uma
raiz € sua multiplicidade se a raiz & real e a outra, também an3
loga ao Algoritmo C, mas com aritmética complexa, para a determi

nagao de uma raiz e sua multiplicidade se a raiz € complexa.
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ao metodo

APENDICE II

Nesta segdao, apresentamos o programa correspondente

de Graeffe que & composto de 13 sub-rotinas e do pro-

grama principal escritos em linguagem FORTRAN.

SUBROUTIN
¥EC, ICHAVE

NMETEKM
QRAIZ=
MODUL=

REC(OR=
RECUN=
DETERM
PARAMETRQOS =
N
COEF
DELTA
EPSIL
M
MMAX
PARAMETROS =
NUMR
IR,7Z1

ERRQM
GaMa

REC
ICHAVE

&UBPRO
. QRAIZ,

DOUBLE PR
*,DIFERE,R
DIMENSION
¥Unc(z21),R
*REAL(20)
NCOR1=N+1
NUMR=1

E GRAEF(N COEF, DPLTA.EPbIL M,MMAX ,NUMR,2ZR,21,ERROM,GAMA,R
)

INA AS RAIZES NULAS. CHAMA 0s SUBPROGRAMAS:
QUE REALIZA AS GUADRACOES DOS COEFICIENTES,
QUE DETERMINA 0S MODULOS DAS RAIZES,SUAS MULTI=-
PLICIDADES E AS RAIZES REAIS.
QUE DFRTERMINA A EQUACAO (4.1.9).
QUE RECONSTROI O POLINOMIO,
INA AS RAIZES COMPLEXAS, CASO EXISTAM.
DE ENTRADAS ,
«GRAU DA EQUACAD P(Z)=0,
«VETOR QUE CONTEM 0S8 CUEFICTENTES DE P(Z)=0,
=LIMITE DO COEFICIENTE PIVOTAIL,.
=LIMITE DF FRRO RELATIVO DDS MODULOS,
=NUMFRO DFE QUADRACOES A SEREM REALIZADAS,
«NIUMEROQ MAXIM0 DE QUADRACOFS POSSIVEILS.,
DE SAIDA:
“NUMERO DE #A1ZKS DETERMINADAS.
-VFETORFRS QUE CONTEM, RESPECTIVAMENTE, AS PARTES
REAIS E IMAGINARIAS DAS RAIZES.

=ERRO. MAXIMO DOS COQEFICLENTES DO POLINOMIO RECONSTRULDO,

«LIMITE DE ERRO RELATIVQ DOS COEFICIENTES DU POLINDMIOD
RECONSTRUILDO, ,
=VETOR QUE CONTEM 0S COEF,. DO POLIN, RECONSTRUIDO,
=CHAVE DE PKOGRAMAS

se] APENAS NUMR RATZES FORAM DETERMINADAS,

, NAD HA RECONSTRUCAQ DO POIINOMIO.

= 0 NENHUM ERRO,

= 1 0S COEFICLIENTES DO POLINOMIO RECONSTRUIDO TEM

ERRD MALOR QUE GAM3p,

GRAMAS NECESSAKINS:

WMODUL , RECOR, TESTE, TESTC,ESCAL .REESC,L,RECON,

ECISION C,2,QUQC,ROMOD,ZR,21,R0,RREAL,C1,C2,C3,P,0,T,DISC
OM, QNEG,ERROM,AUX,COEF,REC,AUXILI,DELTA,EPSIL,GAMA

C(19,19),1C(19,19),a(21,3),IA(21,3),COEF(21),QUDC(21),1I0
EC(21). RDMUD(ZO).MULIC(ZOJ ZR(20),21(20),R0O(20),MR0O(20),R



alg)

10
20

30

40

50

60
10
80

90

109
110

120

130

140

150

160

170

HA RAIZ RULA?
I¥ (COEF(NCOE1)) 30,20,30
ZRHUMRI=O,0DOO
NUMR=NUMR+
NCOk1=8COR1 =1
G Ta 106
NCDOH=NC(IR]1 =]
tSCALANDO 0SS CURFICLENTES,
Ny 40 I=1,NCURY
A(1l,1)=COEF(I)
1a(1,1)=0 ' _
CALUL ESCALCA(CI.1),Ia(C1,1))
QUADRANDD 0S8 CORFICIENTES,
CALL QRAIZ(A,1A,.NCUOR,M)

DETEEMINACAQ DOS MOLULOS E RESPECTIVAS MULTIPLICIDADES,

DETERMINACAN DAS RALZES REALS,

CALL MUDULCA,IA NCOK M, DELTA,EPSTL ,ROMOD ,MULTC, IDIMEN, NUMR,ZR)

K=NiMKe1

IF (k) #0,80,060

PO 70 1=1,K
21(1)=0.0D00

1F (IDIMEN) 290,290,990
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EXISTE4 RAIZES CUMPLEXAS OU HA NECKSSIDADE DE MAIS QUADRACOES.

DETKRMINACAO DAS RAIZES COMPLEXAS,
NCOR1=NCUOR+1
GO £Q 170
ITESTE=0
CAaLL REESC(AC1,1),1A(1,1))
CALL REESC(A(2,1),1A(2,1))
Calblh REESC(A(3I 1),18(3,1))
Ci=a(1i.,1)
C2=A(2,1)
C3=A(3,1)
NDISC=2C2%C2=4.D0NXCL%C3
T=2.D00%CH '
(2==Cy
1¥ (DISC) 1%0,330,140
ICRALZ=2
RKEAL(1)=C2/7
GU TO 220
DISC=NSURT(DISC)
ICKAIZ=3
REKEAL(1)S(C2+DTSCI/T
RREAL(C2)=(C2~D1SC)/T
GO TO 220
I¥ (IIESTE) 310,160,310
.HA APENAS MA1S DUAS RALZES COMPLEXAS CONJUGADAS,
ZR{WUMKR)=C2/T
Z1(RUMR)SDSQRT(=DISC)Y/T
KeWNUMK+1
ZR(K)ISZR(NUMR)
Z1(K)==Z1(NUMR)
NUMK=zK
G TO 320
DO 280 I=1,IDIMEN
ROM=KOMOD (1)
JJIs0 . 5xMULTC( 1)

 Q=ROM&ROM

GNEG==Q
DO 280 J=1,JdJ
IF (NCURw2) 310.100.,180
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DETERMINACAQ DA FQUACAQ RECURKRENTE.
180 CALL RECURCA,IANCUR,Q, C IC)
GHRAU DA KECORKENTE.
NCUSNCUR=Y
IF (8CU=g) 190,200,210
190 CALL KEESC(C(1.1),IC(1,1))
CALL KEESC(C(Z,1),1C(2,1))
ICRAT¢CSZ
KkeAL(L)==C(2,11/C(1,1)
G [0 230G
200 CALL wrkSC(C(1.1),1CC1,1))
CAal:l ri'réAC(C(2.1J:JC(2n1))
CALL FEESC(C(3,1),1C(3,1))
Cl=C(1.,1)
C2=C(2.1)
C3=C(3,1)
ITESTE=]
GO 10O 120
A RECOKRENTE TkEM GRAU MAIOQR QUE 2.
WUADKANDU 0S8 COEFICLENTES DA RECORRFNTE,
210 CALL QKAIZ(C,IC  NCU,M)
ICRALIZ=Y
CALL MODUL(C,IC.NCU.M DLLTA EPSIL,R0O,MRO, IDM.ICRAIZ RREAL)
220 k=ICkAfZ=1
1F (K) 300,300,230
ANALISE DAS RAIZES REAIS DA RECDRRENTE.
230 ICRAIZ=K
DO 280 INDICE=1,ICRAIZ
PERREALCINDLICE) . .
240 T=P¥P<4,0D00XQ
IF (1) 250,480,280
TESTANDU SE Z¥#2+P%Z+Q F FATOR DO POLINOMIO,
2450 CALL TESTR(A,IA NCORI,ROM,EPSTL,DIFERE)
p==P :
CALL TEJTC(A.LA.NCUQ.P.QNEG.DIFERE.OUOC.IQUDC.ICHAVE)
IF (ICHAVE) 280,280,260
1} FATUR QUADRATICO ESTA BEM DETERMINADO,
DETERMINACAY DAS RAIZES COMPLEXAS.
260 ZR(NUMK)ISO.S5DOO*P
ZI(NUMRISO,.5D00#DSURT(=T)
K=NUMR+ L '
ZROK)YSLR(NJMR)
21(R)s=Z1 (NUMR)
NUMR=K+1
CONSIDERA=SE O POLINOMIO DEWLACIONADO,
NCOK=NCU
NCURISNCORS L
DI 270 K=l ,NCOURY
ACK,1)=QUUC(K)
270 1A(K,1)=1QU0C(K)
280 CUONTINUE
290 JIF (Ne=nNUMK+1) 320,320,300
300 Ms=Me|
IF (MMAX=M) 310,50,50
HEM TODAS AS RAIZES FURAM DETERMINADAS.
310 NUMR=NUMR=1 ' '
ICHAVE==]
RETURN
RECONSTRUCAO DO POLINOM1G,
320 AUX=CUOEFK(1)
L CAall KECONCNLZZR.Z1.AUX. ch;
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330
340
350
360
370
340

390

e lrnn]GACAN vl FRRU
weCulSTRUIDOD,.

BUASH D00

NCHrRTS 4]

i 370 1=1.56COKY

AUALLLsCUEF(T)

IF (AUKILI) 330,340,330

4AXIMQ 0O0S COEFICIENTES DO POLINOMIO

ERKRUMSDABS((KEC(I)=AUXILI)ZAUXILY)

GO Tu 350
ERRUMEZDABS(KEC(Y))

1F (AUX=BEKROM) 360,370,370

AUASEKKRUM
CunTlwik

1F (ErrkumeGAMAY)
{CHAveL=U

e FUbky

[Crave=l

AN BT O

b D

380, 350, 390

SUBKUUTLNE QRATZ(A,LA,NCOR,¥M)

120

KEALLLZACAU DAS QUADRACOES DUS COEFICIENTES DA EQUACAQ POLINO=

MIAL HEAL P(Z)z0,

PAPA#ETRUS = UK EWTRADA:

10

20

30

SCUK =GRAU DA EQUACAU,

Vi eNUMERO DF

A,1A =NAS COLUNAS 1,
"ESCALADUS" DE P(Z)=0?
CUNTEM, KESPECTIVAMENTH,

DAS EQUACUKS RESBULTANTES

v(Z)=o0.

SUBPKUGRAMAS NECESSARLOISS

DOUsLE PRECISION A,Y
PIMENSION A(21,3),1A(21,3)
EQUIVALENCE (LREST, IKEST)
N1SNCLKS]

PO 1 Isl,nl

all.2)=A(l1l,1)
1ACI.2)=1IACLl,1)
ACI,3)=0,0D00

LACL,3)=0

CONT I NUE

ICuUNT=1

DO 90 I=1,N]}

DO 69 L=1,1

ISL=1+4L

IF (18LenN1) 20,20,70
ITLSl=L

IF (1TL) 00,860,330
LREST=M0D (L, 2)
Y=A(lTL,2)¥A(ISL,2)
LY=1ACLTL,2)+1ACLISL,.2)

ALIC

k.,

QUADKACORS A SEREM REALIZADAS,
FSTAS MATRIZES CONTEM 0S5 COEFICIENTES

NA SAIDA, AS COLUNAS 2 E 3

0S COEFICIENTES “"ESCALADDS®

DE MMe} £ MM QUADRACOES DFE

¥ KSCAL,
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40

50

(X{]
70

BO
90

PAR

PAR

CAbLL boCali(X,L1Y)
1F (LREST) 40,46G,50

CALL A0IC(ACL,3) 1A (t.3),2,1Y,AC(L,3),1ACT,3))
GO Ty 80
Y==y

CAaLL ADIC(ACI.3),1A(I,3).Y,IY,ACTI,3),1A(1,3))
Conyflair
ACL,3)=¢,0000%na(1,3)

CALL ESCAL(A(T.3),1A(I,3))
Y=A(I.2)Y*A(L. 2)
I¥=1lA(l,2)+1A(1.2)

CALL ESCRL(Y,1IY)

Cabb ADIC(ACL, 3V, IACL,3).Y, 1Y, ACL,3),1IAC1,3))
IREST=»UD(1,2)

IV (IrESY) #8O,80,99
a(l,3)1==-001,3)

CunTIaUb

1COUNT=ICUNT+Y

IF (Mu=ICUnT) 120,100,100
ny liv I=1,hK1
4(1.2)sA01,3)
1ACL;2)=1ACL,3)
a(1,3350,9000

1A(1,3)=0

CONTINUE

GU YU 10

KETUKRDN

N
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SUBKROUTLRE MUDUL(A;IA.NCUR.M.DELTA.EPSIL.ROMUD.MULTC.IDIMEN.NUMR.Z

*u) .

DETEKMINACAD DUS #ODULUS, SUAS MULTIPLICIDADES E DAS RAIZES
KEALS.
Ak TRUS = Db ENTRADA:

R,1A ~l§AS COLUNAS 1, ESTAS MATRIZES CONTEM 0S COEFICIENTES
"ESCALADGSY Dr P(Z)S0, AS COLUNAS 2 E 3 CONTEM, RES=

PLCTIVAMENTE, 0S5 COEFICIENTES "ESCALADUSY DAS EQUA-
CUES RESULTANTES DE Mei E M QUADRACOES DE P(Z)=0.

NCORr «GRAU DA EQUACAQD.

M =NUMERD DE QUADRACOES A SEREM REALIZADAS,

DELTA <LIMITE DO CUEFICIENTE PIVOTAL.

EPSIL  =LIMITE DE ERRO RELATIVO DOS MODULOS.

AMETRUS = DE SATDA:
ROMOD =VETOR QUE CONTEM AS MULTIPLICIDADES DOS MODULDOS DAS
~ RAIZES CUMPLEXAS. -

LDIMEN «DIMPNSAH DO VETOR MULTC,

NUMK =NUMPRO DE KAIZES DETERMINADAS,

VA =VETOR QUE CUNTEM AS RAIZES RKALS DETERMINADAS,

SUBPRUGRAMAS NECESSARINS:

ESCAL, REESC, DPLOUG, DPEXP, TESTE, TESTR,

DOUBLE PRECISION A,B,KOM,ROMOD,ZR,T,XX,AUX,%,DIFERE,DELTA,EPSIL

DIMENSIUN A(21,3),14(21,3),1PIVU(21),8(21), IB(21),R0“(20).MRUM
*,ROMOD20) ,MULTC(20) ,ZR(20)

(20)

EQUIVALENCE (AUX,wW), (IPIVU(!).MROM(lll (1T, MULT) (IROM,K1), (IXX,1C

¥ONTE)
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PETERMINACAD DudS CulFICIENTEDS PIVOTALIS,.

Ou v¥0 I=g,5CUk

InUsied

Invsvun(lnu, )

1 (B(1,32) 19,770,119

T=A(1,2)%n(1,2)

lT:ln(L.é)+lA(l 2)

CALL EDMCAL(CT, 1™

T:T/A(L.J)

LEsiiwta(L,3)

LE (1T=%) 29,20,70

[F (104¢2) 70,30,30

Cabb RErC(T, 1M

kajuzsi

I (I«%0) 590,53,40

RAIO=eRAfJ

IF (ABS(1e=RAIOI=DELTA) 60,70,70

IPLVOU() )=t

Gu Tu BO

IPIVU(L)SO

CUunliinUg

NCORIsNCURY L

IPIVu(nCURL =]
VETERMINACAD DUS mOLULUS DAS KATZES F DAS MULTIPLICIDADES DODS
AupuLus,

ALKz D%%M

LNO=G

AULT=]

1=1

INOD= L+

JsIspeMiupd

1F (1PiVU(J)) 90.90,110

R.UM(J.)31\(\."3)/‘\(?’1[“,1{03)

IROUMSIA(I,3)=TA UL ,3)

Cabu ESCALCRUM(CT) , IniiM)

P Crum(Y)) 120,130,130

Rigm (L )s=KUM(1)

CALL DPLUGIRUMOLE) p TRUM, KX, IXX)

T=AUX* LD

XXSAX/T

CALL ESCALIXX,¥XX)

CALL DPEXPOAR, TXX, UML), IRUM)

itk (IkumeZ20) 140,140,190

Iy (IRM+20) 150,150,160

ROM(I)=0,2D00

IROM=0

GU Tu 174

CALL hEESC(ROM(Y), I HUM)

MROM(1)=IND '

1F (NCUR1=J)190,190,180

MULT=J

1=sI1+1

IS

GO TO 100 _
DETERMINACAQ DAS KRAIZES REAILS,

IDIMEn=Q

MeNUS1s~-1

DU 240 K1s=MULT,1,MENQS)

ICONTE=Q

INDEMROM(KT)

WERUM(KL1)
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CcALCUULY DU PRIMELIRO MEMBRO DA DESIGUALDADE QUE TESTA A
ACEII‘ACAUJ)E UMA RAI’/.,REAL.
J=1 o o o
CALL teotbE(RsIALCUR]Y JuasbPSIL.DIFERE)
200 10 ICESInD=ICUNTESS
TeSTAUDU SE A KALZ B REAL,
210 CALL TESIK(AL LA NCURT, W, DIFFERE, B, IR, I[CHAVE)
1 (JCHAVE) 250,250,220 '
EACOR T nUU=Sk Limad RALZ REAL.
R2C wH( tyMk)=a o
gt Eousine
1CH sdr st CUliLE+1
CundiDeka=Sk [ POLINOMIO DEFLACTONADD,
DS 30 1=g2, NCUW
n(l,1)=r(L)
230 1401,1)=iB(1)
NCURI=ECHK]L =)
NCURSNCURL=!L
JaJd+1]
IF (J=INDICE) 210,240,240
240 CONTINUE
RETURN
250 IF (w) 270,270,260
260 wEew
Gu TO 210
GUARDA~=SE 0Os MODULOS DAS RAIZES NAQ DETERMINADAS E SUAS RESPEC~
TIVAS MULTIPLICIDADES,
270 IDIMENSIDIMEN+1
ROMOD(IDIMEN)=ROM(K])
MULTCC(IDIMEN)=INDICEw,)
GO TO 240
END
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SubKUUTINE RECUR(A,TA,NCDK,G,Co1C0)

UTENCAU DA pEUACAU (4,1.9) ATRAVES DAS RELACQOES DE
RECUREENCLAS (4.1.%),

Pakhwpe IkuUs « DE ENTRADA:

A, A =&SLTAS MATRIZES TEM 3 CULUNAS, YMAS APENAS AS COLUNAS
1 SERAQ AQI!T USADAS. ELAS CONTEM 08 COEFICIENTES
"LOSCALALOS" DA EQUACAU P(2)=30,

itk =GRAU DA FWIACALL,

J =GUADKRADD o MODULYD DA HALZ.

PARAMETROS = DF SATDA:

10

20

30

40

S

60

70
80O

90

C,IC =MATRIZFES QUE CONTEM, NAS COLUNAS §, 0OS COEFICIENTES
PESCALADOS"Y DA FQUACAU (4.1.9).
SURPRUGRAMAS NECHSSARIOS: e8CAL E ADIC

DuUnbLe PRECISION A,C,AUX, 3

GIMERSIUN C(19,19),1C0(149,19),a021,3),10(21,3)
NCUOKZaNCUR =]

DU 6 KRSl , NCUR?

KMISKK=]

KVM2TKhwY

1.“' (""‘“I) 1‘)'10l’)0

C(KE,1)=A(KR, 1)

1IC(hK,1)=1A(KK, 1)

Gu Ty 34

AUXS=CULKML, 1)¥0Q

JAauL=1C(Rht1Z,))

CaLl ESCAL(AUK,TAUX)

CALL ALIC(AC(KKE,1),TACRK,1),AUX,JAUX,C(KK,1),1C(KK,1})
DU 710 I=4,KK

1F (hMZ) B0,40,40

Jsl=|

Ik (hig=1) 50,60,00

Cihk,1)==C(KML,J)

JC(RRn 1)} LC(KML L)

Gu Ty 70

AUX=CLEMZ, 1) %G

TAUK=L1C(RM2,1)

CALUL ESCAL(AUX,TAUX) .
Calite ADIC(CCEKML,J)  IC(RML ,J) ,AUX, TAUX.C(KK,I),1C(KK,I))
C(KK,1)==C(Kh, 1)

Cusilule

CundtTlinub

i Y0 KR=1,NHNCUR2
CINCUKRZLKR)ISC(NCDR2,KK)*Q

CALL ESCAL(C(NCORZ,1),,IC(NCOR2,1))
I=HCURe1L

AUuX=ep(I,1) .

CALL AUiC(C(NCURZ.l).IC(HCURZal).AUX.IA(I.!).C(NCURZ.l).IC(NCORZ.I

¥))
U0 1u0 RR=2,H4CUOKE
KMl SNCUR=KK

100 C(ad1,1)=C(HCUKRZ,KK)

e FUkw
i
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SUbrUUThivk: TEOSTH (A, LA, wCUORE ,, RUMUL,EPSIL,DTFERE)

CALCULL, PUK mUrmEk, UG PRIMETRD MEMBRO DA DESIGUALDADE

WUk TESTA A ACclTACAL DAS RAIZES,

PAkAvig Thus = D eNTRADAS

AelA  =bNpUkA ES5TAS MATRIZES TENHAM 3 COLUNAS, APENAS

125

43 COLUNAS )} SERAU AWUL USADAS. ELAS CONTEM OS COE-

FICIENTES "ESCALADOS™ DA FQUACAO P(Z2)=0,
NCURE =huMek we CORPICIENTRES DA FQUACAU,
RUMUL = AUOULO wuk ESTA SENDU TESTADN,
erFoll =LIYLTF Lz EkKY rReELATLIVO DO ¥ODULO,

PARAMEIRUO = Vit SAIDAS

10

20
30

40

50

SIFEKE=RESULTADY DO PRIMEIRY “EMBRO DA DESIGUALDADE.

SUSPRUGRAMA HECESSAKIG: REESC,

buvobe PreCLlS1UN A ePSIL,T1,TTL,AUX,R0OMUD,CTEL,CTE2,X,DIFERE

Dlvendlun A(21,3),1iA8(2143)
T1s0. 0LV

IrisQavuv

AUASEPSLLYEPSIL
AUKSKUMIL¥AUA
CIrEI=RUSUDTYAUA
CleEdsnurtjuty bS] L*ruUAuD
D 29 1=I.QCUnl’

1V (ACLL.10) 19,330,249

f:'ﬂ(l-l)

Gu I'g 30
X:A(I,l)
IXsiati.1)
CALL KREESU(X,1X)
Tis11#C 14
TTISTT1*Crle+X
GU Tu Hv
TI1sTI#C LR
ITISTT1I%C Y d
Cunilisbp -
pltEkisil=ill
KE LUK

ptit)
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SUbRLIUT 1t FEoTK(A, TA,DCURY pw,WIFERE B8, 1Ih, ICHAVE)

CnuCuly, FUN BORNEK, DU SEGUNDD MEMBRO DA DESIGUALDADE
wiue Leola A ACELITACAL e 1imA RAVZ REAL,.

PARAHEIRUE = Ur ENTRADAS

A, LA ~ESTAS MATRIZES TEM 3 COLUNAS, MAS AGUI APENAS
AS COLUNAS 1 SAQ USALAS, ELAS CONTEM OS
CubpFICIENTES "kSCALADOS™ DA EQUACAD P(Z)=0.

NCURL  =MUMER(L 0k Cukr ICIENTES DA EQUACAU,

w ~walZ QU ESTA SkNDD TESTADA,

DIFeKE =VALDE DI PRIME[EO YEMRRO DA DESIGUALDADE QUE

TESTE A RALZ,. ‘
e ld wVETiIRES WUE COntepv OS5 COEFICIENTES "ESCALADOS"
DU pOLIMOsIU DEFLACLUONADOD,

o

PARKAMETRKUS = DL SAIDAZ

10

20
30
40
50

60

70

ICHAVE =Cravi DE PrRUOGKAMAS:
=1 A KALZ Fi]l ACETITA,
=0 wd KaTZ wAg Pl ACELLA,

SUgPRUGHAMAS NMECrESSAKIOS: eSCaAL, REESC E ADIC,

DOUBLE PRECISION A,B,w,DIFERE,AUX
UIMENSION Alecl,3),1A(21,3),6(21),16(21)
r(l1)=a(1.,1)
fs(l)=1A(Cl,1)
vl 1o i=2,n5CUr
Jsi=l
AUXSAFR(J)
LAUK=[B(J)
CALL rSCAL(AUX, JAUX)
CALL ﬂUIC(A(I.l)J]A(lpl)'AU£01AUXlB(I).IB(I))
ConfLale
auX=p(NCuURl)
IAUA= s (NCUK]T)
I (AUK) 20,00,30
AUK=~AULK '
IF (fAUA=2) 40,440,740
IV CLabA+2dr T0,50,50
CaLls FERSC(AUX,TALX)
IF (DIFERE<AJX) 70,70,60

A RALZ vUL ACEITA,
IChaVE=1
RETUERN

A kale nAU FOL ACELTA,
1ICHAVLE=U
REIUhh
ENnD

126



NN oan

oo aGoan

127

SUBROUTINE TESTC(A,IA,NCOR,wW,0,0IFFERE,B, 18, 1CHAVE)

CALCULO DU SEGUHDU MEMBERO DA DESIGUALDADE QUE TESTA A
ACEITACAU DE Uwv FATUR QUADRATICO, '

PARAMSETHUS = D ENTHADAS

A, LA =ESTAS “WATKIZES TEM 3 COLUNAS, MAS AQUI SUMENTE AS
CULUNAS 1 SEFRAG USADAS, ELAS CONTEM (S COEFICIENTES
"ESCALADOSY DE P(2)=0. ’

NCUK ~GKAU DA pQUACAU,

Aogud ~COEFICIENTES DU FATUR QUADRATICO Z¥#%24W*Z+Q QUE
ESTA SE4DU TESTADD,

DIrpRE =VALNR D0 pPRIMELIRO MEMBRO DA DESIGUALDADE QUE
TESTA O FATUR QUADRATICO, '

B,In VETORES WUt CUNTEM 0S5 COFEFICTENTES "ESCALADOS"

DO POLLNUMIO DEFLACLUNADO,

PARARETRIUS = DE SATDA:

10

20
30

40
50

60
70

ICHAVE =CHAVE DE PRGGRAVAL

21 =0 FATUR GUADRATICO FOUI ACEITO.
=0 =0 FATOUR QUADRATICO NAQ FDI ACEITO,
SUBPROGRAMAS NFCESSARIOS: ESCAL, REESC E ADIC,

DOUBLE PRECISION A,BE,wW,Q,DIFERE,AUX,BN,BN1,BNM2
DIMENSION A(21,3),1A(21,3),B8(21),IRB(21)
EQUIVALENCE (BNM2,AUX),(1BN1,J)

NCORI=NCOR+1

B(1)=A(1,1)

IsC(1)=1a(1,1)

AUX=w¥B (1)

JAUX=IR(1)

CALL ESCAL(AUX,IAUX)

CALL ADIC(A(Z2,1).,1A(2,1),AUX,1AUX,B(2),18(2))
DO 10 1=3,NCOR} ’

Jul=}

K=I=2

BN=WEB(J)

IBN=IB(J)

BNI=Q¥*R(K)

IBNI=IB(K)

CALL ESCAL(BN,IBN)

CALL ESCAL(BNI,IRBN]) ‘ _
CALL ADIC(BN,IRN,BN1,IBN:,AUX,IAUX)
CALL ADICCA(IL1),s1A(CI,L1),AUX,TIAUX,B(I),IB(C]))
CONTINUE

BNEB(NCOR)

IBN=IB(NCOR)

IF (IBN=20) 20,20,80

IF (IBN+20) 80,30,30

CALL REESC(BR,IBN)

BN1=B(NCOKR1)

IRK1=IB(NCORL)

IF (IBN1=~20) 40.40,80

IF (IBN1420) 80,50,50

CALL REESC(BMN1,IBN1)

BNM2=QSBN*BN

BN=WSBN$BN]

BNI=BRNI%BN]

AUX=RBN{=BN=RNM?

IF (AUX) 60,90,70

AUXz=epAUX

DIFERESDIFERE*DIFERE
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80

90

10

20
30
40
50
60

70

80

90
100

110
120
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IF (DIFERe=AUX) 80,90,90
ICHAVE=O0

RETURN

ICHAVE=1

RETURMN

END

SUBROUTINE ADIC(X,1X,Y,IY,Z,12)

ADICIUNA NUMEROS DA FORMA X¥(64%%IX) E Y#(64%%1Y) COM
X E Y EM DUPLA PRECISAQU,

0 RESULTADO DA OPERACAQ E Z¥(64%¥12),

SURPROGRAMA NECESSARIO: ESCAL,

DOUBLE PRECISION X,X,Z2,F,.G
IF (X)) 20,10,20
=Y
I12=1Y
RETUEN .
IF (YY) 50,30,50
7=X
T2=1X
RETURN
IDIF=s]1X-1Y
1¥ (IDLIF) 80,60,70
ZzX+Y
GO TO 40
FzX
IF=1X .
G=Y
GO TO 90
F=Y
IF=1Y
G=X
IDIF==IDIF
IF (16=]1DIF) 100,100,110
Z=F
I2=1F
RETURN
FAZENDO G=Grs64, IDIF VEZES.,
DO 120 1=1,IDI¥
Gz0,015625D00%¢G
CONTINUE
Z=F+G
I12=1IF
CALL ESCAL(Z,12)
RETURHN
END
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10
20

30
40

50
60

70
80

90

100

10

20
30
40

50
60

70
80

SUBROUTINE ESCAL(Y,IY)

"ESCALA" NUMEROS EM DUPLA PRECISAO COLOCANDO=0S NA

FORMA Y*(64%%]1Y) TAL QUE 1/64 ¢ 1YL & 64, PARA Y=0

E LY INTEIRO.

DOUBLE PRECISION Y,Z
A CONSTANTE 0,015625%1./64,
IF (YY) 10,100,20
YALD
GO TO 30
7=y
IF (64,0000=2) 40,50,5%0
2=20.01%5625000%2
IY=1Y+}
GO TO 30
IF (Z=0.,015625D00) ©0,70,70
2=64,0D00O%Z
1YsIYy=-1
GO TO S0
IF (Y) B0,90,90
L ¥
RETUHEN
Y=2
RETURN
1Y=0
KRETIIRN
END

SUBRUUTINE REESC(Y,1Y)

TRANSFORMA NUMEROS EM DUPLA PRECISAO QUE ESTAQ NA
FORMA Y*¥(64%%1Y) EM NUMEROS EM DUPLA PRECISAQ DA
FORMA X*(64¥*1X) TAL QUE IX=0,

DOUBLE PRbCIbION Y
IF (IY+420) 10,20,20
¥Y=0,0000

GO0 To 70

IF (1Y=20) 30,30,50
IF (1Y) 40,80,40
Y264,0000%Y**]Y

GO TO 70

¥Y=1,00+437

WRITE(3,60)

FORMAT(46X, 'EXPOENTE « OVERFLOW NA REESCALA')
IY=0

RETURK

END

129
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10

20
30

40
50

60

70

10
20

30

SUBROUTINE DPEXP(X,IX,Z,12)

CALCULA, EM DUPLA PRECISAO,
0 RESULTADO DA OPERACAD E 72¥%(64%¥%12),
SUBPRUGRAMA NECESSAKLIO: ESCAL,.

DOUBLE PRECISION X,Y,Z

Z=DEXP(X)

I1Z=0

IF (I1X) 10,50,60
Is=IX

I1=26%]

DO 40 J=1,11
IREST=MOD(1IZ,2)

IF (IREST) 20,30,20

2=64,0D00%*2
12=212-1
Z2=DSQRT(Z)
1221272

CALL ESCALC(Z,1IZ)
CONTINUE

RETURN

CALL ESCAL(Z,.IZH
RETURN

I=6*]X

pe 70 J=1,1
2=2%7

12Z=12+1%2

CALL ESCAL(Z,IZ)
CONTINUE

RETURN

ERND

SUBROUTINE DPLOG(X,IX,Y,IY)
CALCULA, EM DUPLA PRECISAN LN(X*(64%%1X)),
0 RESULTADO DA OPERACAQ E Y*(64%¥1Y),
SUBPROGRAMA NECESSARID:

DOUBLE PRECISION X,Y,w

W=64,0D00
IF (X)) 10,10,30
WRITE(3,20)

FORMAT(37X, *NECESSITOU=-SE DO LOG DE DM NUMERO NAO

¥=0.0D00
1¥=0
RETURN

Y=DLOG(W) *IX4DLOG(X)

1Y=0
CALL ESCAL(Y,1Y)

‘RETURN

END

ESCAL.

EXP(X*(64*%]IX)),

130
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SUBRUUTTINE RECON(N,ZF,Z1,

COF,RrEC)

RFECONSTRUCAN DO POLTNDMTIQ A PARTIR DE SUAS RAIZES E D

COEFICLENTE DO THERHM

PARAMETROS = Dk ENTRADA:

N =GRAU DA RGUACAL
ZRL,ZI=VETORKS Gt Cln

DE mALOR POTENCIA DO POL, ORIGL

POLINOMIAL,

Tem, RESPECTIVAMENTE, AS PARTES

REEATS E IMAGINARIAS DAS RATZES.

COF  =COEFICTENTE DU
NOMITO NRIGINAL,

PARAMETROS = Dk SATDA:
REC «VETOR QUE CONTEM 03 COEFICIFNTES DO POLINOMIOD

10
20

30

44
50

&0

710

80
20
100
110
120

130

140
150

RECONSTRULDA,

IMPLICIT REAL*B(A~H,Q<2)

DIMENSION REC(21),ZR(20),

Nish+)

DO 10 I=si,.N,2
REC(I)=0.0000
RECCI+1)=0,0D00
REC(rH{) = 1 apoo
I=1

NTIRAlSK=1
ZREAL=ZR(I)
ZIMAG=ZI(Y)
IND=]e=N

CIF €ZIMAG) 30,90,30

AUXI=ZREAL*ZEEAL
AUXZ2=ZIMAG*L1IMAG
AUXEIsAUXI+AUX2
AUX22ZREAL+ZREAL
Jsi

IF (InD+d) solﬁ()lb(l

TERMD DE MAINR DUTRNCIA DO POLI-

Zl(?D)

JeJ+i
GO TU 49
REC(J)= PEL(J+2)+AUXI*RrC(J)

INGICE=J+1

KEC(J)= REC(J)=AUX2*REC(INDICE)

JeIRDICE
IF (J=NTIKA1) 60,60,70

REC(W1)=AUX1#REC(NL)
Isl+2

IF (N~1) 140,20,20

J=1

IF (IND+J) 110,110,120
Js=IND+1

INDICE=J+1

REC(N)ISAUXI#REC(H)=AUX2¥KEC(NT)

REC(J)=REC(INDICE)-RFC(J)*ZRFAL

JEINDICE

IF (J=N) 120,120,130
REC(N1)==REC(N1)Y*ZREAL
I=l+t v

GO TO 80

DO 150 I=1,Nt
RECC(IISREC(1)*COF

~ RETURN

END
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40
50
60
70
HO
90

100

110
120

130
140

150

160
176

180
190

200
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PROGRAMA PRINCIPFAL
TESTE DO METODO DF GRAEFFF.
IMPLICIT REAL¥R(A=H,)=7)
DIMENSION COEF(21),REC(21),2R(20),21(20)
NDATA G/1,De14/
READ(2,10)N,M
FORMAT(213)
IF (M) 20,20,30
M=10
MMAX=15
DELTA=Y . D=4
FPS1L=1.D-6
G T 50
KEAD(2,40)MMAX ,DELTA EPSIL,
FORMAT(YS,2030,.186)
N1=N+}
READ(2,60)(COEF(I).1=1,n1)
FORMAT(2030,16)
WRITE(3,70)N
FORMAT(IH1 42X, 'COEFICIENTES DO POLINOMIO DE GRAUY',13,/7/7)
DO 80 I=1,N1
WRITE(3,90)1,CREF(T)
FOKMAT(460X,"A(?,12,')=',D23,.14)
CALL GRAEF(N,COEF,DELTA,EPSIL M, MMAX , NUMR,ZR,2T,ERROM,G,REC,ICHAVY)
ARITEC(3,100)IM,DELTA,EPSLT,
FORMAT(//a1 X, *NUMER(G DF QUADRACOES REALIZADAS =',14,/42X,'LIMITE D

¥ COEF. PLVQATAL ¢ DELTE =',D23,16,/42X,'LIMITE DO ERRN DAS RAIZES
¥ EPSILO =',D23.16,//)

NENHUM ERRQ.
WRITE(3,120) _
FORMAT(/21X, ' RATZES=PARTE Y , 12X, 'REAL' 13X, 'E', 10X, *IMAGINARIA?,/)
WRITE(3,130)(2R(I).Z21IC(1),I=L,N)
FORMAT(33X,D23.16,7X.,D23.16)
WRITE(3,140) )
FORMATC(//741%,'COEFICIENTES DO POLINOMIO RECONSTRUIDO'Z/)
DU 1%0 1=1,n1t
WRITE(3,90)L,REC(I])
GO Ta 200

APENAS NUMR RATZES FORAM DETERMINADAS.

NAQ HA RECONSTRUCAD DO POLINOMIOQ.
IF (WUMR) 200,200,170
wRITE(3,120)
WRITEC3IL130)CZRCIDLZ21IC(1),I1=1,NUMR)
GO Ty 200

US COEFICIENTES DO POLINOMIO RECONSTRUIDO TEM ERRO MAIQOR QUE G,
WRITE(3,190)ERROM
FORMAT(//35X, "ERRQ MAXIMO NOS COEFICIENTES=S',D25.16)
GO0 TO 1190 ‘
CALL EXIT
END ‘
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