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CONTRIBUTIONS FOR THE NUMERICAL RESOLUTION

OF POLYNOMIAL EQUATIONS

Sandra Maria Venturelli Ferreira Dias

Adviser: Prof.Dr. Maximilian Emil Henhl

ABSTRACT

This work is intended to present contributions
to solve problems which occur in the application of iterative
methods for solving polynomial equations, thus amplifying the
numerical computational means already available.

We present two new techniques, called Initial Pha

se and Variant of the Initial Phase, in chapter 2, by means o f
which we determine one or more initial approximations to the
root of the smaller modulus of a polynomi al equation.

In chapter 3 of this work, a new iterative me-

thod, called MIDREM is proposed. This method gives not only the
root of a polynomial equation but also its multiplicity.

Considerations about Graeffe's method to solve
real polynomial equations are presented in chapter 4. It is well
known that this method has been considered inadequate for compu-

tational purposes due to the frequent occurrence of  overflows. |

Our proposed programme avoids this inconvenience and makes the

method computationally efficient.
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INTRODUÇÃO

Na literatura matemática existem muitos métodos ite-
rativos de resolução de equações polinomiais. No entanto, a maio
ria destes métodos apresentam dois tipos de dificuldades. Uma de
las, é a necessidade de escolhermos a aproximação com a qual se
iniciara o processo de determinação de uma raiz. Embora existam
numerosos resultados sobre regiões no plano complexo que contém

raízes de uma equação polinomial, a determinação de uma aproxima
ção inicial ainda é um dos problemas com que se depara quem mne-

cessita resolver uma equação, pois aquela que é uma "boa" aproxi
mação inicial para um determinado método iterativo, pode não sê-
lo para um outro método.

A segunda dificuldade apresentada pelos métodos ite-
rativos de modo geral, é que a maioria destes métodos são menos

eficientes na determinação de raízes quando estas são multiplas.
Como nas aplicações praticas, aparecem equações polinomiais com

raízes multiplas, muitos autores desenvolveram métodos de deter-
minação de raízes que incluem informações sobre a multiplicidade
da raiz a ser determinada. No entanto, na prática, estes métodos

são pouco usados, pois dependem do conhecimento prévio da multi-
plicidade de uma raiz desconhecida.

Um dos objetivos deste trabalho é expor métodos que

resolvam estes dois problemas.
Assim, no Capítulo 1, introduzimos algumas notações

e considerações que julgamos necessarias para o desenvolvimento

deste trabalho.
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No Capítulo 2 apresentamos duas técnicas, que denomi

namos Fase Inicial e Variante da Fase Inicial, para a determina-
ção de uma ou mais aproximações iniciais para a raiz de menor mo

dulo de uma equação polinomial.
Mostramos também que quando determinamos a aproxima-

ção inicial usando a Fase Inicial e o metodo de Newton aplicadoa
u(x) = p(x)/p'(x) = O podemos determinar, sem analisarmos os coefi
cientes da equação polinomial real p(x), se suas raízes são tais
que sendo o uma raiz de multiplicidade m da equação então -a tam
bêm é raiz de multiplicidade m da equação.

No Capítulo 3, mostramos que se aplicarmos OO mêtodo

de Newton

ulz;)
Zz. = zZ. -1+1 1 uu" (2:)

à u(z) = p(z2)/p'(2) =0 e não a u(z) = p(z2) = O, podemos determinar
não so uma raiz a de p(z)=0 como também sua multiplicidade m.

Ainda neste capítulo, propomos o método iterativo,
que denominamos MIDREM, para a determinaçaãao de uma raiz e “sua

multiplicidade.
No Capítulo 4, descrevemos o método de Graeffe para

a determinação de todas as raízes de uma equação polinomial real.
Alguns programas ja existentes deste método são próprios apenas
para a resolução de equações polinomiais com raízes reais distin
tas e bem separadas. Muitos autores julgam este método inadequa-
do para o uso em computadores devido à grande dificuldade de ob
tenção das raízes múltiplas e/ou complexas e, principalmente, de
vido à alta ordem de grandeza dos números resultantes das suces-
sivas quadrações dos coeficientes da equação realizadas pelo nê
todo.
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Nosso objetivo, nesse capítulo, é justamente apresen
tar a programação que realizamos do método de Graeffe, evitando
a ocorrência de overflow's e analisar seu desempenho computacio-
nal.

No Apêndice I, apresentamos os algoritmos correspon-
dentes aos métodos que propomos nos Capítulos 2 e 3.

No Apêndice II, apresentamos a programação FORTRAN

que elaboramos do método de Graeffe.



“CAPTTULO 1]

NOTAÇÃO E PRELIMINARES

Introduzimos algumas notações básicas, conceitos ma-

temáticos e considerações que julgamos necessários ao desenvolvi
mento deste trabalho.

Trataremos, basicamente, da determinação de raízes
de equações polinomiais que, de modo geral, denotaremos na for-
ma

- n n-l -p(2) = az + a,Z t+... ta zt+a0
com a, to e a;e€l para i=1,2,...,n+l.

Diremos que a equação polinomial é real se seus coe-
ficientes a. i=1,2,...,n+l, são reais.

Se todas as raízes da equação polinomial são reais,
denotaremos a equação por

p(x)=ax tax li... +axta = 0
1 2º. n n+l

Diremos que uma raiz a ê real se aeR e que uma raiz
a é complexa se a=a+ib com b$ 0.
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1.1. Ordem de convergência e indice de eficiencia de
um metodo iterativo

Vamos estabelecer a ordem com que a sequência 291727

Lares gerada por um mêtodo iterativo, converge para um limite
A.

eja e =2-Seja n no
Dizemos que a convergência ê de primeira ordem se

lens1 |

lim = C Cc 0<C<1l
Ao Ten om

A convergência é linear se O</|/Cl<1 e

n+1
Ú Olim

no n

Dizemos que a convergência é geométrica se

e = Ce n=0,1,2,... onde O <|C| <1l,

Se existe p>1 tal que para algum K>O0 temos

então dizemos que a ordem de convergência da sequência é p.
Observamos que a ordem de convergência de uma sequên

cia gerada por um metodo iterativo de determinação de raiz, ou,
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equivalentemente, que a ordem de convergência de um método de de
terminação de raiz, depende da equação que estã sendo resolvida,
da multiplicidade da raiz a ser determinada e do valor inicial
zo"

Podemos comparar os vários métodos iterativos de re-
solução de equações considerando apenas suas ordens de convergên
cia. No entanto, faz mais sentido comparaá-los considerando a efi
ciência computacional de cada mêtodo. Assim, sendo p a ordem de

convergência do processo iterativo e s o número de novos cãâãlcu -

los de valores numéricos do polinômio e de suas derivadas que
são necessarios em cada passo, define-se índice de eficiencia E

do mêtodo por

Observamos que um método é tanto melhor quanto maior
- -É . a a a . .é o seu indice de eficiencia; e, que, usualmente, negligencia-se
o fato de que algumas vezes são necessários vários cálculos do

valor do polinômio e de suas derivadas para o início do processo.

1.2. Considerações sobre o erro na determinação de
raizes

A maioria dos métodos de determinação de raízes de

equações apresentam problemas com raízes múltiplas ou muito prô-
ximas.

No caso de raízes múltiplas estes problemas são de

dois tipos:
O primeiro deles é que a ordem de convergência para

uma raiz de multiplicidade m>1 é distintamente menor que a ordem"
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de convergência para uma raiz simples, a menos que o mêtodo seja
alterado de modo a incluir informações sobre a multiplicidade.

O segundo problema É a imprecisão dos calculos dos

valores do polinômio na vizinhança de uma raiz.
Surge, entao, a pergunta: Qual é o efeito que a impre

cisao nos valores do polinômio acarreta sobre a precisão da raiz?

Para respondê-la, suponhamos que x seja uma aproximação para a

raiz a de multiplicidade m e que ao calcularmos p(x) obtenhamos

um valor aproximado p(x). Então

lp(X) - pOI | < e (1.2.1)

para algum e aceitável.
Suponhamos agora, que para um certo z tenhamos

p(z) =O. Quanto de erro pode z conter? Temos

(m)
p(z) = (z=- o)" Pl) (1.2.2)

"Usando (1.2.1) em (1.2.2) conciuimos que podemos ter

te (2-o" 2)7 m.

ou seja, é possível que

1/m (1.2.3)|z=al = e1/m |
ºmto

p O(a)
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1/mComo para e pequeno e m>1l o termo ce é muito maior

que e, torna-se claro que há uma grande perda de precisão no
”º - . o scaso de raizes multiplas; enquanto que no caso de raizes sim-
. - 2 . . o - .ples a variaçao é proporcional a e. Por isso, raizes multiplas,

são em geral , mal condicionadas no sentido de serem sensíveis
aos erros nos cálculos dos valores do polinômio.

Esta instabilidade exibida nos calculos é confinada
a uma regiao que inclue a raiz e que Wilkinson /47/ denomina cir
culo de indeterminação da raiz. Ou seja, justamente dentro da

região onde a raiz está localizada, & impossível determina-la,a
menos que se aumente a precisão dos calculos aritméticos. A so-
lução para este mal condicionamento é, portanto, o uso da arit-
mêética de dupla precisão.

Observamos que embora a instabilidade nos calculos

possa ser influenciada por detalhes no cálculo do valor do poli
nômio, pelo comprimento da palavra da máquina e por erros de

arredondamento, a maior causa estã no mal condicionamento das
oraizes.

No entanto, raízes simples também podem ser mal con

dicionadas. Está claro que podemos esperar que raízes simples
muito próximas "comportem-se" como raízes múltiplas. Contudo, as

º
|

. . - sraízes podem ser mal condicionadas mesmo quando são simples e

bem separadas . E o caso mostrado pelo famoso exemplo de Wilkin-

son /48/ quando ele considera a equação polinomial

o 19p(x) = (x-1) (x-2)... (x-20)=x2C-210x]? +... +201=0
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cujas raízes são obviamente simples e bem separadas; contudo, u-
ma pequena variação num dos coeficientes deste polinomio causa
muita imprecisao nas raízes. Assim é que com uma pequena mudança

absoluta da ordem de 2725 no coeficiente de x*º ele passa à ser
-210.000000119 e as raízes da equação polinomial perturbada
p (x) + 27 25,19 = 0, com 9 decimais são:

1.000000000 8.917250249

2.000000000 20.846908101

3.000000000 10.095266145 + 0,6435009041

4.,000000000 11.793633881 + 1,6523297281i

4,999999928 13.992358137 + 2.5188300701

6.000006944 16.730737466 + 2.812624894i
6.999697234 19.502439400 + 1.,940330347i

8.007267603

Wilkinson mostra que nesta equação polinomial a difi
culdade é causada pelo espaçamento regular das raízes e observa

que, na prática, isto é mais perigoso que a existência de raizes
de alta multiplicidade.

Ja a equação polinomial

MO 0 ;

p(x) =E(x-2?) s O

J
"=

1

cujas raízes não são bem separadas tem, no entanto, todas as ral
zes bem condicionadas com respeito a pequenas mudanças relativas



7

nos coeficientes a. (mudanças de a, para a. (1 +E)), mas não com

respeito a pequenas mudanças absolutas nos coeficientes a; ( mu-

danças de a. para a 2 te).

1.3. A precisão dos resultados

Sejam ds do, e... à as n aproximações das raízes
de uma equação polinomial p(2)=0 de grau n, obtidas por um pro-
grama computacional de um método qualquer de determinação de raí
zes. Em geral, consideramos que o programa foi bem sucedido em

uma particular equação se pelo menos uma das seguintes condições
são satisfeitas:

(i) as n aproximações à; das raízes são "boas" aproximações das

verdadeiras raízes a; da equação.

(ii) as n aproximações à; são tais que, em aritmética de ponto

flutuante e precisão finita, os coeficientes a, j=1,2, ...
«.., n+l, do polinômio reconstruído

+

p(2) * a, n

são "boas" aproximações dos coeficientes a; j=1,2,..,n+1,do
polinômio original p(2z).

Uma maneira de verificarmos se a condição (1íi) foi
satisfeita é testarmos se

la; -=ã;| €« e.max(1,/0;|)



onde e ê um limite prê-determinado do erro relativo.
Este tipo de teste tem grandes limitações, pois para

o aplicarmos devemos, necessariamente, conhecer as raízes verda-
deiras. Por isso, todos os programas que elaboramos testam a pre
cisão das aproximações à; usando a condição (ii). A seguir, mos

tramos como realizamos esta avaliação.

1.4. Reconstrução do polinomio

EDepois que a equaçao polinomial de grau n, p(z) 0,

foi completamente fatorada, todos os fatores sao multiplicados em

aritmética de dupla precisão para gerar um polinômio de grau mn

cujos coeficientes são multiplicados pelo coeficiente a, do ter-
mo de maior grau de p(z). O polinômio resultante destes produtos
ê o polinômio reconstruído. Pela comparação dos coeficientes a;
do polinômio original p(z) com os coeficientes ã; do polinômio
reconstruído Pp(z), podemos estimar o quanto a fatoração represen
ta uma satisfatória aproximação da fatoração verdadeira de

pP(z2) = O. Wilkinson /47/ e /48/ apresenta informações detalhadas
a este respeito.

Assim,sendo ão as, e... dn as raízes obtidas pela
aplicação de um método qualquer, a reconstrução dos coeficientes
do polinômio pode ser realizada de duas maneiras:

(1) Se p(x) é um polinômio real e a determinação das raízes GQ.
Jj

foi realizada de modo que as raízes complexas e suas conjuga
das estao em localizações adjacentes, então

DO) CA,. [CRão lã1 Con exRãotão210)... Cão) Hã) Ja,
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Observamos que nos programas que elaboramos, aqueles
que determinam raízes reais e complexas de equações polinomiais
reais zeram as partes imaginárias das raízes reais. Assim, um

simples teste, verificando se a parte imaginária de uma raiz à;
é nula ou não, indicará se o correspondente fator a ser conside-

15.rado no produto acima é (x-ã.) ou (x*-2xRã, + lã,

(2) Se p(z) é um polinômio que pode ser complexo e/ou se as raí-
zes complexas não estão em localizações adjacentes, então

P(z2) = (1[(2-ã) (2-3, 7))...(2-0,) (2-0, ) Ja,

Em qualquer dos dois casos, uma vez obtido p(z), de-
terminamos o maior erro relativo entre os coeficientes de p(2) e

P(z), calculando

a.-a.
—— se a. £O

Ss= max |6.| onde 6S.*= j J

2€j<n+1 J
| a .=Oa; se a;

Por fim, testamos se $ <« 107X, Se o teste falhar, o

programa imprime uma mensagem especificando que o polinômio re-
construído tem menos de k dígitos significativos corretos.

1.5. Considerações sobre a deflação

Os mêtodos de determinação de raízes de equações poli
nomiais podem ser classificados como aqueles que fornecem uma sÓ

raiz ou um par de raízes a cada aplicação do processo; ou aqueles
1
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que determinam todas as raízes simultaneamente. Os que propomos

e/ou analisamos neste trabalho são do primeiro tipo; e, por ísso,
exigem alguma técnica de deflação para a remoção das raízes ja
determinadas.

Wilkinson, mostra em /48/ que a deflação "para a

frente" realizada através da formula usual de recorrência de Hor

ner é instável se removermos primeiro uma raiz de módulo consi-
deravelmente maior que os modulos das raízes restantes e que a

deflação "para tras" ê instável se removermos primeiro uma raiz
de módulo consideravelmente menor que os módulos das demais raí
zes.

Por isso, na programação dos mêtodos aqui apresenta-
dos usamos, de modo explícito, a deflação "para a frente", que

denominamos simplesmente de deflação, e procuramos sempre deter-
minar as raízes em ordem crescente de módulo. Assim, aplicamos
Horner se desejamos remover uma Única raiz ou dividimos o polino
mio por um polinômio quadratico se queremos remover um par de

raízes complexas conjugadas ou um par de raízes reais múltiplas
como ocorre no método MIDREM que apresentaremos para a determi-
nação das raízes e suas multiplicidades.

A deflação explícita é quando muito semi-estavel no

sentido que os efeitos acumulados depois de muitas deflaçoes po-
dem resultar numa significativa perda de precisão. Isto ê parti-
culamente verdadeiro se um dos polinômios deflacionados €& consi-
deravelmente mais mal condicionado que o polinômio original.

Uma estratégia prática para evitarmos este inconve -
niente na determinação da próxima raiz é aplicarmos o mêtodo em

uso sobre o polinômio deflacionado até verificarmos que as apro-
ximações obtidas estão convergindo para alguma raiz do polínomio
deflacionado; e, então, reaplicarmos o mêtodo sobre esta última
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aproximação usando, agora, o polinômio original de grau n. Estã
claro

lho é

que esta reaplicação do método terãá bem poucas iterações.

1.6. Computador Digital

O computador digital que utilizamos para este traba
um Sistema Digital marca DIGITAL modelo PDP 11/45 do Labo

ratoório de Computação do Instituto de Ciências Matemáticas de

São Carlos, da Universidade de São Paulo, que tem as seguintes
características principais:

memória principal de 128 K palavras, 200 nseg., palavra de

16 bits;
aritmética de ponto flutuante;

discos magnétitcos (3), modelo RK11 J, capacidade de 7,2

Mbytes, tempo de transferência de 11,1 useg/palavra, tem-

po médio de acesso de 50 mseg.;

impressora, modelo LPl11 VA, velocidade de 300 linhas por
minuto, 132 caracteres por linha;

leitora de cartões, modelo CRI1 VA, velocidade de 200 car
tõoes por minuto;

terminais: 1 de video modelo VTSZ2, capacidade da tela de

80 caracteres por linha e 24 linhas por tela, formatado ;

3 impressores modelo LA36, com velocidade de saída de 30

caracteres por segundo.



1.7. Comentarios diversos

AS quase seis centenas de equações polinomiais
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que

serviram para os testes de nossos programas foram obtidas de vã-

rios textos da literatura matemática ou foram construídas para
que testâássemos casos especiais dos métodos que propomos e/ou a-
nalisamos. Muitas foram especialmente construidas segundo as exi
gências contidas em /28/. As equaçoes polinomiais que testamos es

tão assim distribuidas:

Equações Polinomiais Reais com

to í í í À
iz |raí

grau
dasàsraizes Pdea AA multipla| iguais total

2 13 5 - 8 8 18
35 70 - 29 20 10 99
4 80 32 41 40 9 153
5 40 - 51 32 4 91
6 32 6 22 20 8 60
7 11 - 15 8 - 26
8 16 5 11 9 3 32
9 7 - 5 5 - 12

10 9 - 4 9 2 13
11 1 - 2 1 - 3

12 S 1 3 3 2 9

15 4 - - 2 - 4

14 2 - 1 - - 3

15 3 - 3 3 1 6

16 3 - 1 1 - 4

17 2 1 - 1 - 3

18 - - 2 - - 2

19 1 - 2 - - 35

20 2 - 3 2 - 5

50 - - 1 - - 1

Total 301 50 196 164 47 547
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Equações polinomiais
complexas com

BTrau múltiplas total
2 1 6

3 30 16
4 - 10
5 2 7

6 - 3

7 - 1

8 1 2

9 - 1

10 1 1

14 - 1

Total 8 48

Observamos que sempre E conveniente que todos os coe

ficientes da equação p(2) = O tenham a mesma ordem de grandeza.Is
to pode ser obtido através de uma transformação nas raízes de mo

do que

2 + 102 ou z > 252!

Se suspeitamos existirem varias raízes muito próxi-
mas numa vizinhança de z, =x *iy,g, a transformação

> -z 2972

aumentará o coeficiente de separação das raízes.
Algumas vezes a transformação

zZ > 1
z

melhora o comportamento numérico do método utilizado.
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Tais transformações são consideradas como auxiliares
na obtenção de raízes de equações polinomiais problemáticas ao

método utilizado e não foram por nós usadas nos testes que efe -

tuamos dos mêtodos que propomos e/ou analisamos..
Finalizamos este capítulo de considerações prelimina

res repetindo a já conhecida observação: Nenhum método de resolu
ção de equações determina satisfatoriamente todas as raízes de

todas as equações.



CAPITULO 2

SOBRE A DETERMINAÇÃO DE VALORES INICIAIS

2.1. Introdução

Embora existam numerosos resultados sobre regiões no

plano complexo que contêm raízes de uma equação polinomial, a de
terminação de um valor inicial para a obtenção de uma raiz ain-
da é um dos pontos mais cruciais e problemáticos ao usarmos a

maioria dos métodos iterativos não intervalares de resolução de

equações.
Neste capítulo apresentaremos duas têcnicas (uma no

item 2.2.2. denominada Fase Inicial e outra no item 2.2.4. deno-
minada Variante da Fase Inicial) para a determinação de uma ou

mais aproximações iniciais para a raiz de menor módulo da equa -

ção de coeficientes complexos

= n n-1 =p(z) =a,z +ta,z t+... tazrt+ação (2.1.1)

As têcnicas de determinação de um valor inicial que
desenvolveremos a seguir podem ser aplicadas a varios métodos

iterativos. No entanto, nos preocuparemos fundamentalmente com

um método que é, em essência, o mêtodo de Newton aplicado a

u(z) = p(z2)/p'(2)=O0.
Mostraremos também que quando determinamos a aproxi-

mação inicial usando a Fase Inicial e esta modificação do método
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de Newton podemos determinar, sem analisar os coeficientes de

uma equação polinomial real, se suas raízes são tais que sendo

a uma raiz de multiplicidade m da equação então -a tambêm é raiz
de multiplicidade m da equação.



2.2. A determinação de valores iniciais
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2.2.1. Um circulo que contem pelo menos uma raiz de

P(z)=O

Em /36/, Pomentale considera a classe dos processos
1terativos definidos por

2.547 FP 2; +? dr (2;), k = 2,3,...
onde

: (kK-2)
d1(2) = (k-1) PU/R—>

(p'/P)

e demonstra o seguinte teorema:

Teorema 2.1.: Seja à, = -p(z) /p'(2z) e

o; dj (2), j=2,3,... as funçoes definidas por (2.2.1).
para cada k, o círculo centrado em z com raio

o I/k 1/kp=nº | A,.dz..o A |

contém pelo menos uma raiz de (2.1.1).

Demonstração: De (2.2.1), com dx Ao temos

1.  (p/p) E)
& (k-1)(p'/p)
Derivando a expressão

(2.2.1)

sejam
Então,
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onde o. são raízes de p(z) = O, obtemos

nE (k-1) -= 1)ken) S :

1

i=1 (2-2;)

Portanto,

- t n n(k 1): minlz-a. k min|z-a; k

[| < A TE=2NT * * e 1k (k-1) |(p'/p) 1 pnEm Ja
Mas

1 (eu tk-a), RD)pm ODE)o? (k-2) (p' /p) (75 (xo3) (ppCa

Então obtemos

; kmin |z-a. |“ < nd, Az... A

1e€i<n i 1 2 k|

o que demonstra Oo teorema.

Observemos que fazendo k=2 em (2.2.1), obtemos o pro
cesso iterativo

27. P(z2;)P' (z2;) (2.2.2)* [p't2,) -pe, PUC)
zZ.1+1
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Fazendo (2.) : '(z.))2:

. . z: " .

S 2.2 MÁ e S, = PU - PD (2.2.3)
p(2:) P(2,) Pp (2)

podemos escrever (2.2.2) na forma

S2, (2.2.4)
2

zZ.1i+l

Portanto, para este mêtodo iterativo, o raio obtido
do Teorema 2.1. é

p= /Mm. VV A,-4,|l
ou

o=/m/ Vs, (2.2.5)

Assim, quando pretendemos determinar uma raiz de

(2.1.1) usando o método iterativo (2.2.2), temos uma maneira
simples e eficiente para determinarmos uma vizinhança circular,
de centro z e raio p dado por (2.2.5), que contêm pelo menos uma

raiz de (2.1.1). Permanece, no entanto, o problema da determina
ção da aproximação inicial. Para resolvermos esta questão, que

denominamos Fase Inicial, procedemos da seguinte forma:

2.2.2. Fase Inicial - Um circulo que contém pelo me

nos a raiz de menor modulo de p(2z) =O

Inicialmente, observamos que, de agora em diante,im
pomos a (2.1.1) a condição an+1 $* O.

1. Determinamos o raio6 dé um círculo centrado na ori-
gem que não contenha nenhuma raiz de (2.1.1).



20

2. Usamos (2.2.5) para determinarmos o raio P1 de um círculo de

centro $ que contêm pelo menos uma raiz de (2.1.1).

3. Analogamente, usamos (2.2.5) para determinarmos o raio P, de

um círculo de centro -ô que contêm pelo menos uma raiz de

(2.1.1).

4, Como aproximação inicial consideramos:

a) xo =ó+ P1 se Pp, $P,
ou (2.2.6)

xo = -8-Po, se P2<]
se a raiz a ser determinada e real;

>
P1a, Pa.) 29º? (6 +=) + —= 1 se P7 <P,

ou (2.2.7)
Pa, 2,29 o (+=) +52 i se p,“<P,

se a raiz a ser determinada é complexa.

Observamos que como o Teorema 2.1 nos assegura que

p+0 quando z>a, então se a=a+ib e a£é 0, 0o círculo de me-

nor raio entre p, & Pp, determina de que lado do eixo real locali
za-se a raiz a de menor módulo. Assim, como aproximação inicial
podemos considerar qualquer ponto pertencente ao círculo de me

nor raio.
Observamos também que se o intervalo

CND o1) sep,$o,
ou
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não é muito grande, também podemos considerar

x, = se <Pp SP,

ou (2.2.8)

x =A-ô <0 se Pz7ÉOq

como aproximação inicial real; ou

29 =S+yi com vemin (6,0, ]) se Pp, <P,

2Pó +i com v=mints,p,) se Pp, <P, .

como aproximação inicial complexa. No caso real há a vantagem de

serem conhecidos todos os valores envolvidos no cálculo de xy.

Está claro que nem sempre sabemos se a raiz a ser
determinada é real ou complexa. Mais adiante apresenta
remos «alguns resultados que ajudam a elucidar esta questão.

Se nada sabemos a respeito das raízes de (2.1.1), o

passo 1 da Fase Inicial pode ser realizado usando o seguinte re
sultado bastante conhecido e encontrado, por exemplo, em /49/:

Não existe nenhuma raiz de (2.1.1) no círculo
|lz| «5, onde

dó = max(S 1,8 2-6 3), sendo



22

A n a.o maxíl, = '"

jal n+l

a a.
ó 87º = max (|, 1+ max ||) (2.2.10)

n+l Z<j<n' n+l

la | n+l
6x3 —ntl> onde o= ) [aj 1

T fo il
Se a equação cuja raiz desejamos determinar É real

e se sabemos, à priori, que todas as suas raízes são reais, en-
tão a determinação de um intervalo que não contenha nenhuma raiz
E mais simples e mais rápida. É o que demonstramos no teorema que

propomos a seguir.

Teorema 2,.2.: Consideremos a equação polinomial de

grau n

$ OP(x) = ax + ax tt... taxta = 0; an+1 n+li
cujas raízes CAs Ag,.++, Oh Com ken são reais e tais que

<a. Tv Então, nenhuma raiz de p(x) = O pertence ao intervaloel 1+

[-6,5 J e todas as raízes de p(x) =O pertencem ao intervalo
(vor) onde

2 2

: an4+] 1/2
: à, - 2a, az 1/2

O = arao e vv A—=—

mn 7 Sânil ºn-l 1

Demonstração: Escrevendo p(x) na forma fatorada, te-
mos

";(x-a.)ua.p(x) = a, i=l
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onde m., 1 =1,2,...,k, são as multiplicidades de Os
Diferenciando &n p(x) obtemos

' k ;

Pp! (x) = y ";
Pp i=1 “Ti

Di ferenciando esta expressão e multiplicando por
(-1), temos

pt) = pl) p"Co - ; —po (x) i=1 Cx-0))

Fazendo x =x, onde x, ER está mais próximo de a, que

de qualquer outra raiz de p(x) = O, temos

2
!

m p' (x) - px) P"(xn)
o <

—— < A 0 (2.2.11)
(xp, Pp (xo)

e portanto

2 (xg-a)” p (xo)
(xg-a) >

m >=1 p' (xo) -p(x,)p"(x,)

Ou seja, dado um valor xo” podemos determinar um in
tervalo de centro x"o e amplitude

(Cx) : 1/22x á “O

p' (xo) "PCxoIP" (xo)
|

- que não contêm nenhuma raiz de p(x) = O.

Em particular, se xy = 0 temos
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p(0) =a,,7» P'(0)=a, e p"(0)=2a,,

Portanto, nenhuma raiz de p(x) =O pertence ao inter
valo (, -6), com

2 1/2
8 =att (2.2.12)e. 2a a7 nt+l n-l

Analogamente, fazendo y =1/x e colocando Yo = 0, con"
cluimos que todas as raizes de p(x) = O pertencem ao intervalo
(=Y, v], com

a - 2a, a?VE OA , o que demonstra o teorema.
a 1

Observamos que o denominador de (2,2.12) é sempre
maior que zero pois todas as raízes da equação são reais.

Exemplo 2.1. - Para ilustrar a execução da Fase Ini
cial, consideremos a equação polinomial

p(z2) = 2º - 62º + 122º -102+3 = O

Suponhamos que não sabemos se suas raizes são reais
ou complexas, Então aplicando (2.2.10), temos

6, = 0.103448276, &,=0.2 e  S;3=0.176166066

$ )= 0.2t 8 = :e portanto, max 612 3

Concluimos então que o círculo |z| « 0.2 não contêm
nenhuma raiz de p(z) = O.
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Agora, determinamos o raio 1 de um círculo de cen-
tro 0.2 que contém pelo menos uma raiz de p(z) = O. Obtemos

2

- faço.) pro.6) = - =S2() o (0.2) 4.815051020

e, portanto,

pr? Mm / /Y/ S,(5) = 0,911443074

Procedendo de maneira analoga, determinamos o raio
de um círculo de centro -0.2 que contém pelo menos uma raiz de

p(2) = O. Obtemos

t 2 '"EE -— PU(-0.2) 2.180989583537 = D'(0.2)S2(-$) FE D(-0.2)

e, então,

p= /n//S,(-8) = 1.354263580

Como Pp <a (ou, como S2(8) > s,(-8)) , concluimos

que a raiz de menor modulo de p(z)=0 tem parte real positiva ou

nula.
Como aproximação inicial, podemos considerar, por

(2.2.8), x=5= 0,2 através da qual calculamos x, imediatamente;
ou, usando (2.2.6), xq=8 + p,=1.111443074.

Mais adiante, mostraremos como determinar se a rTaiz

e real ou complexa,
Na figura seguinte representamos a Fase Inicial gra-

ficamente. As verdadeiras raizes de p(z) = O são 1 (tripla e 3.
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Exemplo 2.2- Para ilustrar a determinação de uma a-

proximação z complexa, consideremos a equação

p(2) = 2º +4 = O

cujas raízes são tl ti,
Aplicando (2.2.10) encontramos ele concluímos que

o círculo |z| <1 não contêm nenhuma raiz de p(z) = O.

Agora, aplicando (2.2.5) determinamos o raio PP de

um círculo de centro 1 que contêm pelo menos uma raiz de p(2) = O.

Obtemos

' 2 "

e, portanto

pr = /nm/ V/IS,G)| = 1.507556723
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Como valor inicial, também podemos considerar o da-
do por (2.2.7) que resulta em

Pp Pp
|

:

29 = (6 +—L) +Fi = 1.,753778362 + 0.753778362i
&s

Exemplo 2.3, - A restrição que todas as raízes de

uma equação polinomial sejam reais é satisfeita, em particular,
por muitos conjuntos de polinomios ortogonais. Consideremos ,por
exemplo, o polinômio de Laguerre L,(x) dado por

p(x) =L/(xX) =x - 16x” +72xº -96x+ 24 = O

Usando (2.2.12) para a execução do passo 1 da Fase

Inicial, temos

2 1/2
56 = g——— = 0,316227766

Concluimos, portanto, que não existe raiz de p(x) =O

no intervalo [-0.316227766, +0.316227766).
Aplicando (2.2.5) a é e -S$ , obtemos

SC ) 25037.,21435 =D = 0,012639707P1

S,(-S ) 2.7390306285 =D Pp. * 1.208456725

Concluimos, então, «que a raiz de menor módulo é posi
tiva (como esperávamos , pois todas as raízes de L, (x) =0O são po
sitivas) e pertence ao intervalo

(6,6+p ) = (0.316227766, 0.328867473)
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Como aproximaçao inicial tomamos, por (2.2.6),
x, 760 + = 0,3288674730 P1

Observamos que a verdadeira raiz é 0.3225476896,

Exemplo 2,4 - Para ilustrar a determinação de uma

aproximação inicial para uma raiz de uma equação polinomial de

coeficientes complexos, consideremos a equação

p(2) = 2º - (6+3i)2Zº + (9+12i)z - (2+11i) = O

cuja raiz é 2+i de multiplicidade 23.

Aplicando (2.2.10) encontramos 5=0,.561833219 e con-

cluimos que o círculo jz| < 0.561833219 não contêm nenhuma raiz
da equação.

Como

S,(8) =0.340425249-0.916554211i= |S,(6)|=0.977732567

S,(-8)=0.291771255-0.268729360i=>|S,(-6) | =0.396668545

concluimos que o círculo de centro $ e raio

pq ———o= 1.751663122
MENTES

contém pelo menos a raiz de menor módulo da equação.
Como aproximação inicial tomamos, por (2.2.7)

zo 7 1.457664780 + 0,875831561i
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2.2.3. - Um caso especial revelado na Fase Inicial

O Teorema 2.3 que propomos a seguir tem a grande van

tagem de nos permitir descobrir, a partir de um simples teste
entre os raios Pr E Pas determinados por (2.2.5), se uma equação

polinomial real que tendo uma raiz a, real ou complexa,
de multiplicidade m tem também a raiz -a de multiplicidade m.

No entanto, antes de apresentarmos este teorema, ne
cessitamos distinguir que tipo de equação polinomial real tem

tais raízes. É o que estabelecemos no Lema seguinte.

Lema: Uma equação polinomial real é do tipo
plz) =ajz tação raça+, ..+a a zóraçççõseO (2.2.13)

com n par se, e somente se, sendo oa uma raiz de p(2)=0 com mul

tiplicidade m então -a também é raiz de p(z)=0 com multiplici-
dade m.

Demonstração: Inicialmente; mostremos que sendo—à

uma raiz de p(z) = O então -a também é raiz de p(z2)=0. Isto &é

imediato, pois por hipótese, n é par. Então

p(-m) = p(a) = O

Mostremos agora que as raízes a e -a de p(z) = O,

tem a mesma multiplicidade. Temos dois casos a considerar:

19 Caso: Se a = a e R, então

(z -a)(zto) = zº- 2º



escrever:

do ambos os

tes de Q(z)
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Então, como a e -a são raízes de p(z) =O, podemos

(2º - a). Q()pP(2)

2 2 n-(z2"”-a ) (az +q,2 +qz2 +. tAn-22 tn)
Desenvolvendo o lado direito da igualdade e igualan-
membros termo a termo, concluimos que os coeficien
são determinados recorrentemente por:

47 9 à
47 7 à,

q. = a. + a q. ; para j=3,4,...,n-lJ j j-2

Mas, por hipotese, a;=0 para todo j par, e então

q;=0 para todo j par. Portanto, Q(z) é um polinômio do mesmo

tipo de p(z) pois Q(z) tem grau par e seus coeficientes dos

termos de potências ímpares são nulos. Assim, se a € raiz de

Q(2)=0 então -a também é raiz de Q(z)=0. Consequentemente, a e

-a são raízes de p(2)=-0 de mesma multiplicidade.

20 Caso: Se a=a+tib com bÃjrO então

= = 2.72 2,2(z-a) (2-0) (z+a) (2+a) = [(z-a) +b”] [ (z+a) +bº)

Como, por hipótese, a e -a são raízes de p(z)=0, en

tão a e -a também são raízes de p(z)=0. Temos, entao

2
plz) = [(2-a)?+5?] ((2+a)í+DÔ) Q(2)
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Considerando

Q0,(2) = [(2+a) +15?) Q(z)

temos
2

]p(z) = ((2-a) 24 Q, (2)

Portanto, de maneira análoga ao 1º caso, concluimos

que 017(2) e Q(z2) são polinômios do mesmo tipo de p(2z2); ou seja,
ambos tem grau.par (n-2 e n-4, respectivamente) e tem coeficien
tes dos termos de potências ímpares nulos. Assim, se a é raiz
de Q(z2) = O então -a também o é; e, portanto, a e -a são raízes
de p(2) = O de mesma multiplicidade.

Agora mostremos que se uma equação polinomial é tal
que tendo uma raiz a de multiplicidade m tem também a raiz a
de mesma multiplicidade, então a equação & do tipo (2.2.13) com

n par.
Assim, indiquemos as possíveis raízes complexas de

píz)=0, por

x
Nm t N o 1 mN ekKº

onde z. =a.+tib. comb. £0O;
J J J J

e por 9 as multiplicidades das raízes 2 j=el,2,....k
Indiquemos as possíveis raízes reais de p(2) =O por

To "T47o T5º Ts ..., T

e por m. as multiplicidades das raízes Tio isl,2,...,S.
Inicialmente, concluimos que p(z) é um polinômio de

grau n par, pois
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o " +=
HA

PS

o + [O

|
MA

to

3

Resta-nos mostrar que os coeficientes dos termos de

potências ímpares de p(z) são nulos. Pelo Teorema da DPecomposi-

ção, podemos escrever:

= = =P(z) = a [(2-27) (2-Z7,) (2+2,) (242,))*x 6...

q
x[(2-2,) (2-2) (erz,) (2+Z,)) É

x

m m

x(C(z-r,1)(2+r,1)) xico x[Cz-r])(ztr,)) 5

Portanto

k s
— 2 ,.2 GT. 2 20. T 2 2 m,.

p(z) = à, Io + b; ) j ((2+a) + bi) j Le rj à

o que demonstra nosso lema.

Teorema 2.3.: Consideremos a equação polinomial real
de grau n

p(z2) = a,z +a,z to... t azta = O (2.2.14)n+l

com à, fO. Sejam CG, o) e C(S, o,) circulos de centros $ e

-“ e raios pre determinados por (2.2.5). Então Pp, * se, ePz

somente se, sendo a + ib raízes de (2.2.14) com multiplicidades m

então -az7ib também são raízes de (2.2.14) com multiplicidades m.

Demonstração: Devido ao Lema anterior, para demons -

trarmos este teorema basta mostrarmos que P1 = 7 se, e somente

se, p(z)=0 é uma equação polinomial de graun par do tipo
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(2.2.13). É o que demonstramos a seguir:

De (2.2.13) obtemos

1 - S n-l n-3p'(2) = na, z + (n-2)azz +... + 2a,2
e

" = n-2 2nº-4p"'(2) = nín-l1)a, z + (n-2) (n-35) azz Pose +28]

Assim, como em (2.2.13) n é par, para qualquer z te-
mos

p(2) =p(-2), p'(z2)=-p'(-2) e p"(2)=p"(-z)

Então

ES) ps)  fo'sIVº. pros)
PCS) pP(6) pí-S) pP(-$)

o que mostra que se p(z)=0 € uma equação polinomial real de

grau n par do tipo (2.2.13), então Pp Pa
Agora suponhamos que

(2) = az +a 20 a 2a +az+a ,=0 (2.2.15)P 1 2 3 + tani TânHa e
e mostremos que se p, *P, então p(z) = 0 deve ser do tipo
(2.2.13) com grau n par

Inicialmente, observemos que Pp, = Pa significa

pê(-s ) [p'e(s )- p(s IP"(S ) =p” (8 ) [p' (6 )-p(-s IPU(-S )) (2.2.16)
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Supondo que (2.2.15) tenha grau n par, temos

2
2 22 (n-i) 2n-i-jp'é(z) = 5 (N-i+l)'a + 2 "7 S (n-i+l)(n-j+l1)a,a,z e

i=1 i=1 j=i+l +)

n-1l
2,2píz)p"(2) = ) (n-i+l)(n- i)aiz (n-i)

i=1

n-l1 n+1 Ls+37 5 (min)Oi)rin-jHD)(n-j))a,a.2 PO)
i=1 jei+l j

Então

" 2.2(2) -p(2)p" (20) 1 (n-is1)aíz (MID).
sé.

n-1l n+l |

co+ Z [2M1)-(-3) -i-j)a,a,2 PO
i=1 j=i+1 J

Como

2 nl 2 (nda RO PH ij 2n-i-js2p (-2) = a:z +2 ) Y (CD) a.a.zi=l i=1 j=i+1 J

Temos, então

|

n nl o2 2? 2n-1-j+1
P (2) =p"(-2)(p'(a)-pla)DN(a)) = 5 Lo (ninaçaço TIO

i=1 j=l

n+1 n-1. n+1 : . .1as2 o iai+ YE y (2 (n+1)- (3-k) -j-kJafa.a 2º (M itl)-j-k ,
i=1 j=l k=j+1 J
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n n nt+l , a a+ L L y (1) 2(n-i+1)a/a,a 2 (O i+l1)-j-k +

i=1 j=1 k=3+1 j

n n+l n-1 n+l oo 2(2nsD=injeks
+ (171 2(2(n1)-(k-2)-k-t]a,a.a aç2do jeto do pets ( ) 13x

Ou seja,
2 12 " —P(2) = pí(-z)(p'í(2) - p(a)p"(2)) =

4 4m-2 3, M-3 3. An- 2 2, ,4n=4
= naz -2a,8,2 + (An-6)araçz 94 (--2n+3) a12?

3. 4n-s 2 4n-5 3, .4n-6
-12a27a,/Z +4a,a,azZ + (4n-20)azaçãz

-(4n- 20) a? aa 24n-6 + (Ón-14) ajasê 227 6
+124

+(- n+4) aa5a,a 2n-6 + (n--Daiz in-ô , e...

Calculando

P (2) = pº(2)(p'º(-2) - pí(-2)p"(-z))

observamos que os coeficientes de potências pares de P(z) e

P, (2) são iguais e que os coeficientes de potências Ímpares de

P(z2) e Pi (z) são simétricos. Assim, como por hipótese, é  vali-
da a igualdade (2.2.16) para algum z = 6 £ O, então os coeficien-
tes de potências Impares de P(z2) e P, (z) devem ser nulos. Temos

então

t2a7a, = 0 = a,=0 poisa é O por hipótese.

3. 2 -tll2aja,t tajazaz = 0 = a, 0, etc..
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Concluímos então, que p(z)=0 é necessariamente u-
ma equaçao polinomial do tipo (2.2.13).

Resta-nos mostrar que n éê par. Suponhamos, por ab

surdo, que n seja impar. Neste caso, para que a hipótese (2.2.16)

seja válida, os coeficientes dos termos de potências pares de

P(z) e P, (2) ê que deveriam ser nulos, pois eles é que seriam
simétricos entre si. Então teríamos

o que é um absurdo. Logo, n deve ser par, o que demonstra o teo
rema.

Conseqteência

Em outras palavras, o teorema anterior significa
que se, ao determinarmos a aproximação inicial para uma raiz de

(2.1.1) usando (2.2.5) na Fase Inicial, ocorrer que pr"p2, Een-

tão, uma vez refinada esta aproximação e determinada uma raiz
a=a+ib de multiplicidade m, teremos determinado tambêm:

1) a raiz -a de multiplicidade m se b= O,

2) as raízes -a-ib, -a+ib e a-ib de multiplicidades m se b30.

Exemplo 2.5 - Consideremos o exemplo 2.2. anterior.
Lá, obtivemos

p= 0,=1.507556725 e 29 71+1

Mas P(2,) = 0. Logo Z9 =l]1+ti são raízes da equação; e, pelo Teore
ma 2.3., -1Ti tambêm são raízes da equação. Assim, neste caso ,

todas as raízes foram determinadas.
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2.2.4. Uma Variante da Fase Inicial

A seguir propomos uma outra forma de aplicarmos a

Fase Inicial para a determinação de uma aproximação para uma

raiz de uma equação polinomial cujas raízes são reais. A diferen
ça entre esta variante e a Fase Inicial que apresentamos no item

2.2.2, é que aqui, no passo 1, determinamos um intervalo que con
tenha pelo menos uma raiz da equação. No teorema que propomos a

seguir mostraremos como este intervalo, que decorre do Teorema

2.1, É determinado.

Teorema 2.4: Seja p(x) = O uma equação polinomial de

grau n cujas n raízes a; São reais e não nulas. Então o interva
lo ([-6,6) onde

naº 1/2
$8= ol (2.217)2

nn 22n- 1 nal

contem pelo menos uma raíz de p(x) = O

Demonstração: Como vimos, a demonstração do Teorema

2.1. é obtida mostrando-se que

min
lsi<n 2a. < nação. dr

com d; 79; (2) dado por (2.2.1) para j=2,3,...
Fazendo z=0, k=2 e considerando que
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2
a :

=
1 n+112 ECO) a 2a cao

> O

n n-1 n+1

concluímos que o círculo de centro na origem e raioôó dado por
(2.2.17) contém pelo menos uma raiz de p(x)=0, 0o que demonstra

o teorema.

Para determinarmos de que lado do eixo real está a

raiz a de menor modulo de p(x) = O, basta aplicarmos os passos 2

e 3 da Fase Inicial. Desta forma, temos

Variante da Fase Inicial

Sendo p(x) = O uma equação polinomial de raízes reais
não nulas:

1) Determinamos, por (2.2.17), o intervalo (-s, $) que contêm pe
lo menos uma raiz de p(x) = O.

2) Usando (2.2.5) determinamos o raio Pr de um intervalo de cen-
tro $é que contêm pelo menos uma raiz de p(x) = O.

3) Usando (2.2.5) determinamos o raio Pa de um intervalo de centro
-ó que contém pelo menos uma raiz de p(x)=O0.

4) Como aproximação inicial, consideramos

x, ô se p, <P,
ou

xgã o se Paz “Pa

pois o intervalo de menor amplitude contêm pelo menos a raiz
de menor módulo de p(x) = O.
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Exemplo 2.6 - A aplicação de (2.2.17) à equação po

linomial do exemplo 2.3. anterior resulta em

2 1/2
$ =

4 (24) - = 0.632455532
(-96)

É
— 2(72) (24)

Portanto, a equação tem pelo menos uma raiz no in-
tervalo [(-0.632455532, 0.632455532).

Para determinarmos um intervalo de centro 6 que

contenha pelo menos uma raiz da equação, calculamos

' 2 "
S,(68) = no - PUG) - 3,361168928

P($) p($5)

e, portanto, de (2.2.5), temos pa? 0.595031087

Para determinarmos um intervalo de centro -ô que

contenha pelo menos uma raiz da equação, calculamos

p's)1º  p"(-s)
DEST - FEET = 1.320631084S,(-5) |

e, portanto, Pa 1.740360581

Como Pp < Pao concluimos que o intervalo de centro
Sô e raio P7 contém pelo menos a raiz de menor módulo; ou, mais

especificamente, o intervalo (s Pao 8) = (0.037424445 ,0.632455532)

contêm pelo menos a raiz de menor módulo da equação.
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. Observamos que se a equação polinomial real tem

raízes complexas, em alguns casos, podemos determinar um círcu-
lo |z| < 6 que contenha pelo menos uma raiz da equação, fazendo

naº 1/2

= o n+l
a cla 1a.n n-1 'n+1

Assim, por exemplo, para p(2)=2"+42"+2+4 = 0 cujas
raizes são ti e -4,obtemos 6 = 1.244342034.

No entanto, isto em geral não é válido. Assim, por
exemplo, para p(z) = zº427+2=0 cujas raízes são -l+i, teríamos
s=ç(8/0) 1/21

Já, a equação p(z) = 242 4246 = 0 cujas raízes são

-3 e l+i fornece 6 =5.196152423 o que implica num círculo que con

tem todas as raízes.

2.2.5- Um caso especial que ocorre na Variante da
Fase Inicial

271Teorema 2.5: Seja p(x)=a,x"+ta, t+... ta xXxta = On+l
com an,7rº uma equação cujas raízes são reais e de mesmo módulo

a. Então, o raio Sdeterminado por (2.2.17) é igual a a.

Demonstração: Suponhamos que p(x) = O tenha k>0 raí
zes reais positivas e q>30 raízes reais negativas, todas de módu

lo a, com k e q não simultaneamente nulos. Então,escrevendo a e
quação na sua forma fatorada temos

p(x) = a (x-a) (xta)! com ktrq=m

Desenvolvendo (x-a) É
e (x+a) 1 através da fórmula bi
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nomial e efetuando o produto dos dois polinômios resultantes,te
mos

a a”n+1 *1

n-l n-la = a, (a-k)a= q k
antas [QU Gen)

2 -sn1º91 [227 QU GeGoera [E2S]A Í

Portanto

2: 2,2
n+l na,

2 , 2-2 2 2 2 -k) “= 2n-2
nass

no - 2
EE cr TO O2n-2no

o que demonstra o teorema.

Exemplo 2.7 - Consideremos a equação

2p(x) = x? = 3x? - 18x? + 54x +8l1x-243 = O

cujas raízes são 3 (tripla) e -3 (dupla).
Aplicando (2.2.17), obtemos

5(243)* 1/2 1/2.
(81) -2(54) (-243)
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Observamos que se p(x)=0 é uma equação do 2º grau
de raízes a e então

2P(x) = x -(a+3)x + oB

Supondo que o raioS dado por (2.2.17) seja igual
a à, temos

e, então, Jlaj = |3 |

Assim, concluimos que se p(x)=0 tem grau 2, então e

valida a recíproca do Teorema 2.5.

Na pratica haveria grande aplicação do Teorema 2.5

se sua recíproca fosse verdadeira para qualquer n, pois, então,
bastaria que p(6) se anulasse para que tivêssemos determinado o

módulo de todas as raízes da equação. Contudo, a recíproca do

Teorema 2.5. não é valida para todo n, pois, por exemplo, para a

equação

p(x) = (x-1) (x-2) (x-2//7) =

= Tx -(3/7 12)x (2/7 +6)x-4 = O

obtemos 8º =1. Assim, p(1)=0 sem que, no entanto, todas as raí -

zes tenham o mesmo modulo.
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2.2.6. O uso da Fase Inicial e de outros métodos de

determinação de rafzes

Observamos que a técnica que descrevemos na Fase

Inicial pode ser usada para a obtenção de um valor inicial atra-
vês de outros métodos iterativos de determinação de raízes pois
varios métodos iterativos possibilitam a construção de uma vizi
nhança circular C(z,p), de centro z e raio p, cujo raio tende a

zero quando z tende para uma raiz,
Assim, por exemplo, em /29/, o autor mostra que o

método de Laguerre

np(x.)
XxX: , =x...Proto px) mn(n-Dp' A) np JIproçI) 1?

que determina raízes reais de equações polinomiais reais, forne
ce o raio

Ss, +” (n-1)(nS,-S1)
o= /n/ | d (2.2.18)n

onde S1 es, sao definidos por (2.2.3) en &êo grau da equação.
Assim, se na Fase Inicial, usarmos (2.2.18) ao in-

vês de (2.2.5) para obtermos os raios py eo dos passos 2 e 5,2

estaremos determinando um valor inicial para a raiz de menor mó

dulo,pelo mêtodo de Laguerre.

O resultado que apresentamos a seguir estã direta-
mente relacionado com o método iterativo de Newton e pode ser
encontrado, por exemplo, em /30/.
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Teorema 2,6: Consideremos a equação polinomial
(2.1.1). Entao, dado algum número $ tal que p'(S)%$0, existe
pelo menos uma raiz de (2.1.1) no círculo C(6,p), de centro 5

e rãio p dado por

Do (2.2.19)p=n

Então, se na Fase Inicial usarmos (2.2.19) para a

determinação dos raios pr EP, dos passos 2 e 3, estaremos de-
terminando um valor inicial para a raiz de menor módulo da equa
ção, pelo método de Newton.

Em /49/ e /36/, os autores apresentam

1/kp= [kl (K) O /
para k<n (2.2.20)

como sendo o raio de um círculo de centro z que contém pelo me-

nos uma raíz de (2.1.1). Esta &€, portanto, uma outra forma de

obtermos os raios Pr EP, dos passos 2 e 3 da Fase Inicial.
Observamos que (2.2.19) também pode ser obtido co-

mo um caso particular de (2,.2.20). Basta que em (2.2.20) façamos

k=1l.

2.2.7. A determinação de dois ou mais valores ini-
ciais

Existem vários métodos que para serem aplicados na

determinação de uma raiz necessitam de mais de um valor inicial.
Assim, por exemplo, os métodos da bissecção /30/, de Muller com
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bissecção sucessiva e interpolação parabólica inversa e da falsa
posição ou Regula Falsi /30/ que determinam raízes reais de equa
çoes polinomiais reais, necessitam de dois valores iniciais reais
x ex, taise a tais que

P(Xx,) .p(Xx4) <o

Desta exigência fica claro que estes métodos não de-
terminam uma raiz real de multiplicidade par.

O método da secante /30/ também necessita de duas

aproximações iniciais, mas não exige que estas satisfaçam a con-
dição acima. Pode, por isso, ser aplicado na determinação de uma

raiz de multiplicidade qualquer.
A têcnica que descrevemos na Fase Inicial pode ser

aplicada com sucesso para determinar os dois valores iniciais pa
ra estes métodos. Basta que consideremos

x, = e xa "Stop, se Pp, $P>,

ou (2.2.21)

x =-(6+p,) e xa=778 se Pa <P]

Observamos que, neste caso, as aproximações sao obti
das mais rapidamente se realizarmos a Fase Inicial usando (2.2.12)

para determinarmos $ e (2.2.19) para obtermos os raios Pp e PP,

dos círculos C(8,p,) e C(-5, p,).

No caso de necessitarmos de três valores iniciais,
como no método de Muller /31/, por exemplo, podemos considerar:
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ou (2.2.22)
ô + P,

xo 7-3, x,y TIO ex, -(S*p,) se Pa“
Observamos que para o método de Muller as aproxima -

ções iniciais podem ser reais mesmo que a raiz a ser determi
nada seja complexa. Neste caso, é necessário, no entanto, que u-
semos (2.2.10) para a determinação de $.

2.3. Um teorema que auxilia à identificar se a raiz
à ser determinada é real ou não

Atê o momento, vimos como determinar um círculo que
contêm pelo menos a raiz de menor módulo e que valor considerar
como inicial quando sabemos se a raiz é real ou complexa. Contu-

do, ainda não sabemos como determinar se esta raiz é real ou não.
O teorema que propomos a seguir ajuda-nos a elucidar este proble
ma.

Teorema 2.7 - Seja p(x) =O uma equação polinomial de

grau n cujas raízes Aq Agar, As com k<n, são reais e tais que

O; E Ago Se a aproximação inicial real x9 to; estã mais próxima
de a, que de qualquer outra raiz, então

1
2 "PI PC, (2.3.1)S.(x) =2º P(Xxy) P(Xx,)
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Demonstração - A prova deste teorema decorre imedia-

tamente de (2.2.11).

Em /39/, o autor demonstra um resultado mais restri-
to que o Teorema 2.7, pois ele exige que as raízes sejam reais e

distintas .

Do teorema 2.7, também podemos concluir que se s.(x,) < 0

então a equação polinomial real tem raízes complexas. Assim, se

na determinação dos círculos C(65, Pp) e C(-6S, Pp.) algum dos S,
é negativo então, podemos assegurar que a equação polinomial
real tem alguma raiz complexa.

Exemplo 2.8 - No Exemplo 2.2 anterior, vimos que

S,(8) = S,(-8) = -1.76

Podemos concluir então que os círculos C(5, P1) e

c(-s, p2) contém pelo menos um par de raízes complexas conjuga -
das .

Exemplo 2,9 - Consideremos a equação

p(2) = z>+4zº +22? 480º +z+4 = o

cujas raízes são +i (duplas) e 4.
Realizando O passo 1 da Fase Inicial por (2.2.10) ob

temos ô = 0,396059017,
Como

S,(8)=-2.468219983 &e& S,(-5) =-2,442973694

concluimos que o círculo C(5,P,) onde
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?, = 1,423288925

contêm pelo menos um par de raízes complexas conjugadas. Então,
podemos considerar a aproximação inicial

29 ? 1.107703480 + 0.,7116444633i

se usarmos (2.2.7), ou a aproximação inicial

29 = O . 396059017 (1+i)

se usarmos (2.2.9).

Exemplo 2.10 - Seja a equação

p(z0) = 2? +2º- 4dz+6 = O

cujas raízes são l1+ti e -3.

Us ando (2.2.10) para a execução do passo 1 da Fase

Inicial, obtemos 3 =1., Executando os passos 2 e 3, temos

S,(1) = —-1.9375 p,=1-2443420 34

2.474358297S,(-1) =0.49 P2

Concluimos então que o círculo C(65, 7) contém pelo
menos um par de raízes complexas conjugadas.

Executando o passo 4 da Fase Inicial, obtemos a

aproximação inicial
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29 7 1.622171017+0,622171017 à

se usarmos (2.2.7), ou a aproximação inicial

29 = l+i

se usarmos (2.2.9
No Apêndice I, apresentamos os algoritmos correspon-

dentes à Fase Inicial e à Variante da Fase Inicial.



CAPITULO 3

MIDREM - UM MÉTODO ITERATIVO DE DETERMINAÇÃO DE UMA RAIZ E SUA

MULTIPLICIDADE

3.1. Introdução

Na literatura matemática encontramos vários métodos

de determinação de uma raiz da equação polinomial de grau n,
p(z) = O, que dependem do prêvio conhecimento da multiplicidade m

da raiz a ser determinada. Abaixo relacionamos alguns destes mê-

todos, supondo sempre que a aproximação inicial Z9 esteja sufi -

cientemente proxima da raiz a procurada e que m é a multiplicida
de desta raiz.

Em 1949, Bodewig provou que o método modificado de

Newton, apresentado, por exemplo, em /10/ ou em /2/

P(2;) |Zi47 *? O FE) , i=0,1,2,... (3.1.1)

converge quadraticamente para a quando k=m e que se km então a

convergência é linear.
O processo iterativo apresentado em /10/

P(z.)P'(z2.)
Z..

174
= z. -k L L

; 120 ,1,2,..(3.1.2)
p'(2;) -pl(z,)P"(2,)
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converge com ordem, no minimo, 2 para k=1 e m qualquer e com or
dem, no mínimo, 3 para k=1/2 e m=l. Observamos que se k=1 en-
tão (3.1.2) é o método (2.2.2) que consideramos no Cap. 2 e que,

neste caso, o método independe da multiplicidade m.

O processo iterativo apresentado em /10/

2 lo: '2.47 =; Ci tal). iFOQ,2.. (3.1.3)

onde

zº P(2;) P(z;)P'(72;)
; 2; TNT e 2" Z.tr o PO i+2 À p' (z,)-P(z;)P"(2;)

é de ordem, no mínimo, 3 quando a multiplicidade m de a é qual-
quer.

O processo iterativo apresentado em /21/

az, - DP (3.1.4)
p's(P=N((n-1)p' -npp"))*/?

para i=0,1,2,... e onde o valor do polinômio e de suas derivadas
são calculados no ponto Z. é conhecido como método de Laguerre

para raízes múltiplas. Este método converge cubicamente para
uma raiz oa de multiplicidade m qualquer.

Tambem converge cubicamente para uma raiz a de mul-

tiplicidade m qualquer, o processo iterativo apresentado em /21/

PC 0,1,2 3.1.5)Z. = 2. - 1= ll, oec.. elspl RO Tn PE IPCA) à |

im P (73) TT
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denominado método de Halley para raízes múltiplas.
Além do método (3.1.2) para k=1, existem vários ou-

tros métodos cujas ordens de convergência independem da multipli
cidade da raiz a ser determinada. Dentre eles, relacionamos o

processo iterativo seguinte, apresentado em /21/,

2.1, 22," PP i=0,1,... (3.1.6)1+1 1 207 ne ao)p'? -3pp"-P e pe2 |p'"-pp"

onde o polinômio e as derivadas envolvidas são calculadas no pon
to z.. Este mêtodo converge cubicamente para uma raiz, qualquer
que seja sua multiplicidade.

Na tabela seguinte relacionamos a ordem de convergên
cia p, o número s de novos cálculos de p(z) e suas derivadas que

sao necessários em cada passo e o Índice de eficiência E de ca-
da um dos métodos acima relacionados.

método|p Ss E

(3.1.1) 1 2 1. se kim
2 1.41 se k=m

(3.1.2)|2|3|1.26 se k=1 e m>1
3|3|1.44 se k=1/2 e mel

(3.1.3)
(3.1.4)|3|3|1.44 .:

(3.1.5) oo

(3.1.6) | 3 4 1.32
TR
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Estes e outros métodos que dependem da multiplicida-
de foram desenvolvidos para melhorarem o desempenho dos métodos

que lhes deram origem quando aplicados na determinação de raízes
múltiplas. No entanto, na prática, tais métodos são pouco utili -

zados , pois dependem do conhecimento prévio da multiplicidade da

raiz a ser determinada.
Neste capítulo, mos tramos que aplicando o método de

Newton à u(z) =p(z2)/p'(z2)=0 e não a p(2)=O0, podemos determinar
não só uma raiz oa de p(z)=0, como tamtém, sua multiplicidade m.

Propomos também o método iterativo, que denominamos

MIDREM, para a determinação das raízes e suas multiplicidades e

apresentamos os algoritmos de MIDREM quando aplicado a

1) equações polinomiais cujas raízes são todas reais.

2) equações polinomiais reais cujas raízes são reais
e/ou complexas.

3) equações polinomiais de coeficientes complexos.

Para cada algorítmo, apresentamos vários exemplos

que ilustram sua aplicaçao. Todas as aproximações iniciais usa
das nestes exemplos foram obtidas pela aplicação da Fase Inicial
des crita no Capítulo 2.

No Apêndice I, apresentamos os algoritmos de MIDREM

quando aplicados a 1) ea 2).
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3.2. O metodo MIDREM

3.2.1. Descrição do metodo

Consideremos a equação polinomial

p(x) = ax + a,x to... + ax *+ A,” o (3.2.1)

2. º .—- .cujas raizes sao todas reais.
Se a É uma raiz de (3.2.1) com multiplicidade m, po-

demos escrever

p(x) = (x-a)" g(x), com g(a) oO (3.2.2)

e então a é uma raiz simples de u(x) = p(x)/p'(x)=O0.

ou

Derivando u(x), obtemos

p' (x) - pOXJIPpU EC)u'(x) =

p'(x)

Aplicando o método de Newton a u(x) = O, obtemos

x ex: Pp) p(x;)
. (3.2.3)mo p' (x;)-P(x,)P"CX,) pP'(Xx;)

ex. P(x;)P' (x;) (3.2.4)
to prélx)-p(x,)IPU(x;)*i41

para i=0,1,2,...
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Teorema 3,1: Seja a uma raiz da equação polinomial
p(x)=0 e sejam a multiplicidade de a. Seja p'(x)ÉO para todo

x*a pertencente a uma vizinhança V de a. Então, se a aproximação

inicial xo estã suficientemente próxima de a, temos que

(i) o processo iterativo (3.2.4) converge para a raiz a, & à con

vergência é, pelo menos, de ordem 2.

(11) lim q(x.)=m, sendo

2p' (x)
q(x;) = q; — (3.2.5)

p' (x; )-P(Xx;)P (x; )

Demonstração: Como observamos anteriormente, o pro-
cesso iterativo (3.2.4) decorre da aplicação do mêtodo de Newton

a uíx)=p(x)/p'(x)=0. Assim, sob as condições estabelecidas ê

amplamente conhecida a convergência do processo.
A ordem de convergência no mínimo quadrática decorre

do fato de à ser raiz simples de uí(x)=0.

Resta-nos portanto, demonstrar a parte (ii) do teore
ma.

De (3.2.1) temos

p'ú(x) = (x-a) Dt (mg(x)+(x-a)g' (x) )*

p"(x)=m(m-1) (x-0) "E gx) +2mGe-a) Tg: 6a +(xxma) Pg! (x)

Temos também que

pIP" Cx) = (x-0) E? fmam-1) go (3) +2m(x-0) g Co 8! Co +

+ (x-0) (gx) g" O)
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Então

pt (x)-p(x)p"(x)=(x-a) 2D72 ((x-a) “(g' (x) -g(x)g" Co) +

mg (x))

Portanto, quando x. +a, temos

2 2pla) mg (x.)
2 : FOZ O

p' (xi) -plx;)pU(x;) mg (x)

o que conclue a demonstração do teorema,

Observamos que a aplicação do método de Newton à

uíx)=p(x)/p'(x)=0 e não a p(x)=0 acarreta uma maior indetermi-
nação numérica nos valores do polinômio, porque

Ux) 2 PCOIp' (x) =Um) piéx)-pOIp" (x)

(x-a)lo (mg+(x-0)g')
([mgrG-o)g') gímam-1) g+2mGGe-o) g' +(x-0) “g") 3ea) Tm?

(x-a) (1+(x-0)g'/mg)
(x-a)º(,1g' "ER (dp)

Verificamos então, que hã um considerável cancelamen
to no denominador de u(x)/u'(x). Na pratica, durante os calcu-
los, este cancelamento pode se restringir a subtrações de quanti
dades aproximadamente iguais. Contudo, usando-se dupla precisão,
somente o aumento da velocidade de convergência ja era considera
do, por vários autores, suficiente para compensar o aumento da
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região onde os cálculos são mal -condicionados. A esta vantagem a
cres centamos as que indicamos em (1) e (2) e concluímos que aaplicação do método de Newton a pí(x)/p'(x)=0 é não à p(x) =O con
duz nos a um método iterativo mais atraente que o de Newton.

3.2.2. Concepção de MIDREM

Do Teorema 3.1 concluimos que o método (3.2.4) quan
do aplicado a equações polinomiais permite-nos:

(1) Determinar a aproximação inicial da raiz a de me

nor modulo de (3.2.1), como mostramos no Capítu-
lo 2.

(2) Refinar esta aproximação determinando a raiz a,
com ordem de convergência, no mínimo, 2.

(3) Determinar, por (3.2.5), a multiplicidade de a.

Por estas razoes denominamos MIDREM ao Método Itera-
tivo de Determinação das Raízes e suas Multiplicidades. Sua con
cepçaão básica é a seguinte:

Dada uma aproximação inicial x da raiz a aser de-
terminada, calculamos uma aproximação 49 da multiplicidade m de

a por (3.2.5) e uma aproximação x da raiz por (3.2.4). Com . a

aproximação x determinamos nova aproximaçao q, da multiplicidade
e nova aproximação x, da raiz, e assim sucessivamente.

Observamos que se existirem raízes nulas na equação

polinomial a ser resolvida, estas devem ser deflacionadas antes
da aplicaçao de MIDREWM.
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Exemplo 3.1 - Mostramos no Exemplo 2.3 do Capítulo 2

que o intervalo

(0.316 227766, 0.32886 7473)

contém pelo menos a raiz de menor módulo da equação

p(x) = L, (x) = x 16x +72x2-%Gx+24 =0O

Cons iderando x1 =0,316227766, obtemos

1 ; :“*; 99%

0 0 .316227766 1.015250 302

1|0.322589352|1.000087520

2|0.322547684|1.000000000

3|0.322547684 1.000000000

Para evitarmos a necessidade de calcularmos várias
aproximações para a multiplicidade e tamtém porque algumas vezes

estas aproximações oscilam em torno da multiplicidade, cons idera
mos que o processo de determinação da multiplicidade termina quan
do

|aj+1 = ag1<0.59,,7 SE 9,7 <1

ou

laz227 a; 1< 0.5 se q.,7?!

e então, a multiplicidade da raiz é

m= faz +05]

onde, com esta notação queremos indicar o arredondamento s imétri
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co seguido de truncamento, ou seja, o menor inteiro maior ou

igual a q,,,7 + 0-5

Observamos que podemos esperar que uma aproximação i
nicial "demas iadamente" toa da raiz, ou seja, uma aproximação ini
cial localizada dentro da regiao de indeterminação da raiz, não

nos permita determinar a multiplicidade por (3.2.5). Este risco
é afastado se a aproximação inicial for determinada pela têcnica
que apresentamos no Capítulo 2, soba denominação de Fase Ini -

cial, com x9 determinado por (2.2.8). Quando se usa (2.2.6) para
determinar x, em alguns casos, pode ocorrer que xo esteja muito

próximo da raiz desejada se esta É real.
Estã claro que o valor inicial pode ser determinado

por qualquer um dos processos existentes de determinação de va-
lor inicial para raiz. Neste tratalho, entretanto, usamos sempre
o determinado pela Fase Inicial.

No item 2.2.4, mostramos como determinar uma aproxi-
mação inicial de uma raiz de uma equação polinomial cujas raízes
são reais, usando a Variante da Fase Inicial. Contudo, não deve-
mos usar esta aproximação se além da raiz pretendemos, tambtéêm,de

terminar a multiplicidade por (3.2.5), pois, neste caso, como

mos tramos no Teorema 2.5, pode ocorrer que a aproximação inicial
seja a própria raiz.

3.2.3. Determinação da raiz e sua multiplicidade quan

do todasas raizes da equação sãoreais

O Teorema 2.7 nos assegura que se todas as raízes da

equação polinomial p(x) =O0 são reais ese x: faestamais próxi
mo da raiz a de menor módulo que de qualquer outra raiz da equa-
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ção, então

( .
2 "e

:

Sa(x:) = PO) -
Pp Cx; )

> O

Portanto, neste caso,

q; = q(x) = === > O

d .)sonde S71X;) FO)
No entanto, na pratica, pode ocorrer

S2(x;) >O para i=0,1,2,...,k e Sa Ca.41) €O (3.2.6)

mésmo quando todas as raízes da equação são reais. Isto ocorre de

vido a erros de arrendondamento existentes principalmente quando

a raizreal o a ser determinada éêmultiplaea aproximação XK41
pertence à região de indeterminação de a,

Ass im, se sabemos que a equação polinomial que esta-
mos resolvendo tem apenas raízes reais, uma ocorrência do tipo
(3.2.6) implica em que aceitemos Xk+1 como a melhor aproximação

de a que podemos determinar por este método. Neste caso, se a

multiplicidade m de a ainda nao tiver sido determinada, conside-
ramos q, 74X) como a melhor aproximação da multiplicidade e to
mamos

m= fa, * 0.5].
A seguir, descrevemos MIDREM quando aplicado na equa

ção polinomial p(x) = O de grau n para obtenção de suas raizes
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CA Ao e, com SsS<n e suas respectivas multiplicidades no
M,, «..,m] quando todas as raízes são reais. A obtenção dos valo
res iniciais para as raízes é realizada pela aplicação da Fase

Inicial descrita no Capítulo 2.

Otkservamos que como mos tramos anteriormente, todos

os cálculos em aritmética de ponto flutuante realizados neste mê

todo, com exceção dos valores de 9; devem ser realizados em du

pla precisão.

3.2.4. Aplicação de MIDREM em equações polinomiais
cujas raizes são reais

Inicialmente, determinamos uma aproximação inicial
para a raiz de menor modulo de p(x) =O0, usando a Fase Inicial e

utilizando (2.2.12) para a determinação do raio 6 de um círculo
de centro na origem que não contenha nenhuma raiz da equação. Os

passos 2 e 3 são realizados usando (2.2.5) e fazendo, por exem-

plo, j=0 se p,="P, Para que uma vez determinada a raiz o de multi
plicidade m, um simples teste do valor de j revele se -a tam-

tém é raiz da equação. No passo 4, a aproximação inicial é deter
minada por (2.2.8).

Uma vez determinada a aproximação inicial x, da raiz
a, calculamos a aproximação do da multiplicidade de a usando

2 2
p'Ú(x,) six)q; =qa(x.) = = (3.2.7)to io pêlx)-pík, Ip) SC)

A seguir, determinamos x, usando

P(x;)p' (x;) S,(x:;)
X;47 DX; 7 LA ex +25 (3.2.8)P'CxI-pOk IPO) À SG)
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utilizando os cálculos jã realizados em (3.2.7).
Com a aproximação x, reaplicamos (3.2.7) para obter -

mos q. e assim, Ss ucessivamente, fazendo i=0,1,2,...
O processo de determinação da multiplicidade termina

quando

a) 4:41 7 q. | <0.59;,7 se 9; 47!

ou

la;7 q; | <O,5 se q;u,7?l

ou

b) S (x; ,7) 0
No caso a), a multiplicidade da raiz o é

3 " [9341 +0.5]

Ose no caso Db),

3. " fa; +05]

O processo de determinação da raiz por (3.2.8) termi
na se uma das seguintes condições for satisfeita:

IpCx;,7) 100 Ee e |[x;477x;l<e .max(1,]x;,, |)

ou : (3.2.9)

S2CX;42) SO

onde e é o limite superior de erro tolerado para a raiz.
Se ocorrer que num passo i algum dos testes de aceita
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ção da raiz sejam satisfeitos antes que a multiplicidade tema
sido determinada, fazemos

ne faççeoss]

Como no caso de raiz simples pode ocorrer que o in-
teiro m resulte nulo, testamos se m=0, Caso seja, fazemos m=1l.

Se num estagio k, a multiplicidade m for determinada
sem que se tenha encontrado a raiz, continuamos o processo de re
finamento da aproximação usando O processo iterativo

1 1! tm" -

Xi41 PTC, txii,), djek, k+Hl,... (3.2.10)

onde

; P(x;) &
POX;IP' (x)

XxX; =X. -M ——— (E x; =x. -1+1 1 t +1 12 "P'(Xx;)
* * p'G)-PC)IP" Cs)

que, como vimos em (3.1.3), é de ordem, no mínimo, 3 quando apli -

cado na determinação de uma raiz a de multiplicidade m qualquer.
Tam bêm aqui o processo de refinamento da raiz termi-

na se um dos testes (3.2.9) for satisfeito.
O processo de determinação da raiz é abandonado por

falta de convergência se a raiz não for determinada num número

prê-fixado de iterações. As razões para este comportamento podem

ser:
1. O número de iterações prê-fixado é pequeno.

2. A precisão e é muito pequena com relação aos er-
ros de arredondamento.
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Uma vez determinada uma raiz a e sua multiplicidade
m, fazemos mi"m e procedemos da seguinte forma:

(i) Se m>1, dividimos p(x) por xº- 20x+a? obtendo as-
sim o polinômio deflacionado p(x) de grau n-2.Fa
zemos m=m-2 e repetimos esta etapa atê que mz=0

ou m=l1.

(11) Se m=1, dividimos p(x) por x-a obtendo o polinô-
mio deflacionado p(x) de grau n-l, Fazemos m=0.

(iil) Quando m=0O testamos se j=0. Caso seja, tomamos

a=-a como raiz, fazemos mem, , jfO e retornamos
à etapa (i). Quando j;$0, se n>2 reaplicamoso pro
cesso de determinação da multiplicidade e daraiz
ao polinômio deflacionado para obtermos a próxi -

ma raiz e sua multiplicidade. Fazemos isto suces
sivamente até que todas as raízes do polinômio

original tenham sido determinadas, ou atê que o

polinômio deflacionado tenha grau 1 ou 2, quando

então, resolvemos à equação linear ou quadraáti-

ca correspondente ,

Obs ervamos que uma vez determinada a multiplici-
dade m de uma raiz a de p(x)=O0 poderíamos usar, para a continua-
ção do refinamento da raiz o próprio método (3.2.8) ou qualquer
outro que dependa da multiplicidade. Optamos pelo mêtodo (3.1.3)
porque seu Índice de eficiência, E=1.44, é maior ou igual aos de

mais métodos citados no item 3.1.

Obs ervamos também que quando determinamos uma raiz a

partir de um polinômio deflacionado, uma vez determinada uma
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aproximação que satisfaça uma das condições de aceitação da raiz,
é conveniente reaplicarmos mais uma vez o método (3.1.3) sobre
esta aproximação, usando o polinômio original de grau n para, co
mo vimos no item 1.5, evitarmos uma possível perda de precisão
nas raízes determinadas apos varias deflações.

A seguir apresentamos alguns exemplos que ilustram a

aplicação de MIDREM em equações polinomiais cujas raízes são to
das reais. No Apêndice I, apresentamos o algoritmo cor respondente.

Embora todas as equações tenham sido testadas usando

ari tmêtica de dupla precisão via PDP 11/45, preferimos apresentar
a maioria dos exemplos usando aritmética de 9 decimais via HP-2l

para, assim, melhor expor as várias características do método.

Exemplo 3.2 - Consideremos a equação

p(x) =x +16x” + %xº +256x + 256 = O

Usemos a Fase Inicial para determinarmos a aproxima-
ção inicial para a raiz. Executando o passo 1 por (2.2.12) obte-
mos ô =2,

Na tabela a seguir apresentamos os resultados obti -
dos nas aplicaçoes dos passos 2 e 3.

ô=2 -S= -2
pP' (x) /p(x) 0.666666667 | 2.

(p' CI /po)S|0o.444444445|4.
S, 0.111111112 1.

Pp. 5.999999975 2.



67

Concluimos , portanto, que o círculo de centro -2 e

raio 2 contém pelo menos a raiz de menor módulo da equação.
Considerando, por (2.2.8), xo == -2 como aproxima

ção inicial, temos

[p' (x9)/p2)”
qq PF —————— = 4

e

p(x1,)/P(x,)
x7 E * o —... P-

5, (x)

Como p(x,)=0, concluímos -4 êé a raiz da equação Com

multiplicidade

m= fa, +0.5] = 4

Obs ervamos que se tivéssemos usado (2.2.6) para de-
terminarmos a aproximação inicial, obteríamos x -4. Então, a

aproximação inicial seria a própria raiz, o que impediria a de-

terminação da multiplicidade.

Exemplo 3.3 - Consideremos a equação

p(x) = xº - 36x”? + 540xº 4320 x” + 19440 x?

-46656x + 46656 = O

Aplicando a Fase Inicial para determinarmos a aproxi
mação inicial concluimos, por (2.2.12), que $=2.449489743 e que
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x, = 6 é a aproximação inicial desejada.
Prosseguindo como no exemplo anterior, obtemos

x, = 6. e qo =6

Como p(x,) =0, concluimos que a equação tem a raiz 6

de multiplicidade 6.

Obs ervamos que dentre todas as equações que usamos pa
ra os testes do programa de MIDREM para a determinação das raí-
zes e suas multiplicidades quando a equação sô tem raízes reais,
47 eram equações do tipo

p(x) = (x-a)”

Em todas estas equações o comportamento revelado nos

Exemplos 1 e 2 se repetiu. Ou seja, em todas elas, com aritmêéti-

ca de dupla precisao, e determinando a aproximação inicial pela
Fase Inicial com o uso de (2.2.12) no passo 1, (2.2.5) nos pas-
sos 2 e 3 e (2.2.8) no passo 4, obtivemos exatamente, em uma uni

ca iteração, a raiz e sua multiplicidade.

O exemplo a seguir é tastante simples, mas ilustra
bem alguns comportamentos atípicos de algumas equações.

Exemplo 3.4 - Consideremos a equação

p(x) = x” -2.8xº +2.6x -0.8 = O

cujas raízes são 0.8 e 1 (dupla).

Executando a Fase Inicial para a determinação de um

valor inicial, com o uso de (2.2.12) e (2.2.8) para a obtenção de
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*9 = =0,529812943

Aplicando MIDREM, obtemos

i x: P(x;) 4%
0 529812943|-0.059731838|2,782062596

1 879548266|0.001154136|0.054976929
2 . 893179446 0.001063236|0.219852277
3 .920691899|0.000759125|0.756721625
4|0.963616145|0.000216593|1.541857785
5|0.995174423|0.000004545|1.950314399

Obs ervamos que embora a aproximação inicial esteja
mais próxima da raiz 0.8 que da raiz dupla 1, o mêtodo acaba con

vergindo para a raiz 1, o que já É constatado na segunda iteração
pois

x, É (6,6 +p()=(0.529812943, 0.892988555]

Realizando os testes de aceitação das aproximações da

multiplicidade, concluimos que

laza1 79; > 0.59; 47 para i=0,1,2,3

9, -qz|>0.5 e las = qa,|<0.5

Portanto

m= fa,+0.5] = 2
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Como a multiplicidade foi determinada, continuamos o

processo de determinação da raiz, pelo método (3.1.3). Obtemos

—p'Cx5)/P(Xs)
Xxé = x. = 0.999939158

S2(X5)

e

P(Xx5)
xe = xs “- m ——-—= 1.000060543

P' (x)

Portanto

xe P (xe +x2)/2 = 0,999999851

1º concluímos que, com aritméti-Como p(x,) = -2.x10
ca de ponto flutuante de 9 decimais seguida de arredondamento si
métrico, 0.999999851 é raiz dupla da equação.

Exemplo 3.5 - Quando aplicamos o algoritmo de MIDREM

para a determinação de todas as raízes de

px) = xº - 11x) + 34x? - d6xº +29x- 7 =0

o bti vemos :

Raízes M ITR ITM

0.1000000005254637D+01|4 3 2

0 .6999999978981453D+01 l - -

onde ITR e ITM indicam, respectivamente, o número de iterações:
realizadas para a obtenção da raiz e sua multiplicidade.
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Obs ervamos que mesmo usando aritmética de dupla pre-
cisão,as raízes desta equação nao foram determinadas com tanta
precisão quanto a desejável. De modo geral, isto: ocorre com equa
ções do tipo

n-lpP(x) (x - 21) (x - à)
ou

2q q q
p(x)=(x -a) "(xX- a) (1.1. (= a) (3.211)

com vários q; É 1.

Este comportamento ocorre porque, como vimos no item
1.2, as raízes múltiplas são, em geral, mal condicionadas no sen
tido de serem sensíveis aos erros nos calculos dos valores do po
linômio. Estã claro também que as raízes obtidas apos a deflação.
de raízes que s ofreram este tipo de protlema não podem, por sua
vez, serem determinadas com exatidão.

Obs ervamos também que em equações do tipo (3.2.11)
com n grande, as sucessivas deflações de raízes nao muito preci-
sas podem acabar prejudicando a exata determinação das multipli-
cidades das raízes sutsequentes. Por isso, €& interessante a re-
cons trução do polinômio a partir das raízes determinadas e do

coeficiente do termo de maior grau do polinômio original, como a.

presentamos no item 1.4.

A ocorrência de (3.2.6) mesmo quando todas as raízes
da equação são reais é ilustrada no exemplo seguinte, o qual
tambêm sofre as limitações que acabamos de expor.
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Exemplo 3.6 - Consideremos à equação

p(x) = x” - 9x + 30x” - a6xº + 33x - 9=0

cujas raízes são 1 (tripla) e 3(dupla).

Aplicando a Fase Inicial obtemos, por (2.2.12),

S$ = 0.557086015

e, por (2.2.3),

S,(S) = 15.62776999 e S,(-6) =1.395426940

Então, considerando a aproximação inicial x, =, ob

temos

i *; S20;) q

0 0 .557086015 15.62776999 3.688225858

1 1.042889%78 1631.255784 2.912194712
2 1.000636893 |-1400893.025

Como S,(Xx,) <O0 então

m = fa, +0.5] = 3

Assim, com 9 decímais seguidas de arredondamento s i-
métrico, obtemos a raiz 1.000636893 de multiplicidade 3.

Exemplo 3.7 - Aplicando o método na equação

p(xX) = xt - 7x 415xX? - 10xº 41 = 0

obtemos
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Raízes = M|ITR] DTM

O.3472963553338607D+00|1|5 3

0.347296355333860 7Dx00
|

= | do
-o.100000000000000oD+o1|1|6 | a

0.1000000000000000D+01|-|- -

-O.1532088886237956D+01|1|6 4

O.1532088886237956D+01|-|- -

O.1879385241571817D+01|1|- -

-0.1879385241571817D+01
|

- | -

Obs ervamos que, neste exemplo, as raízes foram deter
minadas duas a duas devido a aplicação do Teorema 2.5.

3.2.5 - A determinação de uma raiz complexa e de sua
multiplicidade

MIDREM pode ser aplicado inclusive em equações poli-
nomiais com coeficientes e/ou raízes complexas.

Como vimos, se a equação polinomial é real e x, ê

uma aproximação inicial não muito próxima da raiz a a ser deter-
minada e se S2 (xp) <O0 então a deveser complexa. Neste caso, de

vemos considerar uma aproximação inicial complexa e aplicar
(3.2.4) com aritmética complexa.

Assim, na determinação da multiplicidade de a, deve-

mos considerar

plz)
p'º(z,)-P(2,)P"(2;)

Si(2,) 3.2.12nen]
E )q;79(2;) =

uma vez que as aproximações z. são complexas.
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Na verdade, uma versão mais completa do Teorema 3.1
ê a seguinte:

Teorema 3.1* - Seja f(z) uma função de uma variãâvel

complexa, holomorfa sobre o domínio EF do plano complexo e seja
a uma raiz com multiplicidade m de f(z2)=0, Suponhamos que f£'(z)ÉO

para todo z%$o0a de F. Então, se a aproximação inicial complexa zo

está suficientemente proxima de a, temos que

(i) o processo iterativo (3.2.4) converge para a

raiz a e a convergência é de ordem, no mínimo,2.

(11) lim a(2;) = m, sendo
2. ?QO

1

£º(2;)
£º(2,)-f(2,)E"(2;)q(2;) = q; =

Este teorema é demonstrado de maneira análoga ao Teo

rema 3.1.

No entanto, se a raiz a a ser determinada é complexa
pode ocorrer que

S,(x;) >O0 para i=0,1,...,k e S,(X ,,)<S0

o que como vimos no item 3.2.2 também pode ocorrer se todas as

raízes da equação são reais.
Assim, se nada sabemos sobre as raízes da equação,

é necessário nos certificarmos se a é real ou não. Isto ê reali-
zado no algorítmo que descrevemos a seguir.
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3.2.6 - Aplicação de MIDREM quando não temos informa
ções sobre as raizes da equação polinomial
real

Inicialmente determinamos, pela Fase Inicial, uma

aproximação real x9 Dara a raiz de menor modulo de p(z) =O fazen
do, por exemplo, j=0 se pao Asim, uma vez determinada a

raiz o de multiplicidade m, sateremos se -oa também é raiz de ml
tiplicidade m da equação.

Obs ervamos que o raio6ô3 do passo l deve ser determi-
nado por (2.2.10).

Pode acontecer que

(1) 5, = S,(x) < O

Neste caso, a raiz a deveser complexa. Para deter-
miná-la, consideramos uma aproximação inicial complexa 2, usando

(2.2.7) ou (2.2.9) e calculamos a aproximação 949 da multiplicida
de de a por (3.2.12).

A seguir, determinamos 2 usando (3.2.8) com aritme-

tica complexa.
Com a aproximação zZ reaplicamos (3.2.12) para obter

mos qi: e assim sucessivamente.
O processo de determinação da raiz complexa termina

quando uma das condições a seguir for satisfeita:

[PpCz.,1)| < 100xe e |2.,772; e. max(1,]z.,11)

ou quando

S2(2;41) >
onde e é um limite de precisão pre-fixado.,
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(2) S$, =S,(x,) >O

Neste caso, não satemos se a raiz a é real ou não.En

tão, usando (3.2.8), calculamos uma nova aproximação real x e1

testamos se

IP(x,) | € 100xe

Caso seja, testamos se

lx, - xl <e.max(1,]|x,])

Se este teste for satisfeito, a raiz é real e foi de

terminada; caso contrário, testamos se

Ss, =S, (x) >O (3.2.13)

Caso seja, fazemos x =x, e calculamos o novo valor
real x, e, assim, sucessivamente. Caso o teste (3.2.13) seja fal
so, devemos verificar se esta aproximação pertence ou não à re-
gião de indeterminação da raiz. Isto é realizado, testando se

/kIp&x,) | e” O

(3.2.14)

onde k=mse m jã é conhecido ou k=n se m ainda não foi determi
nado; pois, como vimos no item 1.2, se m é a multiplicidade da

1/mraiz então ec nos da uma estimativa do quanto de erro a apro-
ximaçaão pode conter.

Se o teste (3.2.14) for satisfeito, então a raiz ê

real e a aproximação pertence à região de indeterminação da raiz,
o que implica que a aceitemos como raiz.
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Se o teste (3.2.14) nãofor satisfeito, então a raiz
deve ser complexa. Consideramos então, a aproximação inicial.

29 =X, S

e prosseguimos como na etapa (1).

Obs ervamos que na etapa (1) (ou na (2)), uma vez co-
nhecida uma aproximação Z; (ou x; ) para a raiz a, determinamos a

aproximação q; para a multiplicidade usando (3.2.12) (ou(3.2.7)).
O processo de determinação da multiplicidade termina

quando

la;41 = 931 < 0.5 qj47 se q,7 <l

ou

9:47 = q. | < 0.5 se aj471 22

Então

m= fa. ,*+0.5]

Se ocorrer que num passo i algum teste de aceitação
da raiz seja satisfeito sem que a multiplicidade tenha sido de-
terminada, fazemos

nº faço]
Como no caso de raiz simples pode ocorrer que o in

teiro m resulte nulo, testamos se m=0. Caso seja, fazemos m=l.
Se num estágio k, a multiplicidade m for determina-

da sem que se tenha encontrado a raiz, continuamos o processo de

determinação da raiz, usando o método (3.2.10) con aritmética
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real ou complexa conforme estejamos na etapa (2) ou (1), respec-
tivamente.

Se estamos na etapa (1), ou seja, se estamos determi
nando uma raiz complexa, pode ocorrer que a aproximaçao inicial
zo Seja a própria raiz. Neste caso, fazemos m=1.

Tanto no caso real quanto no complexo, o processo de

determinação da raiz é abandonado por falta de convergência se a

raiz não for determinada num número prê-fixado de iterações.
O processo também é abandonado se, na etapa (1), pa-

ra algum Z; o btermos S7(2;) =0O,

Uma vez determinada uma raiz a esua multiplicidade
m, realizamos o processo da deflação da seguinte forma:

a) Fazemos m, =m.

b) Se a raiz a foi determinada pela etapa (2), ou se
ja, se a é real ese m>1 dividimos o polinômio por 2º -200+ ate
fazemos m=m-2 tantas vezes quantas sejam necessárias atê obter
mos m=1 ou m=0. Se obtermos m=1, dividimos o polinômio por z-a.

Fazemos n=n-m,y e seguimos para o passo d).

c) Se a raiz a foi determinada pela etapa (1), ou se
ja, se aratib fazemos mm, -2m e então dividimos sucessivamente oO

polinomio por 2º - 2az + (aº+b) e fazemos m, =m,-2 tantas vezes

quantas necessárias atê obtermos n, =0. Fazemos então n=n-2m,.

d) Uma vez realizado o passo b) ou c), testamos se
j=0. Caso seja, então -a também é raiz, de multiplicidade m,da

equação. Em cons equência, fazemos j=-1, 0a=-a em=m, e volta -

mos ao passo b) ou c) conforme seja o caso.

Quando j £0, se n>2 reaplicamos O processo de deter
minação de uma raiz e sua multiplicidade ao polinômio deflaciona
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do. Fazêéêmos isto sucess i vamente, atê que todas as raízes tenham
sido determinadas, ou atê que o polinômio deflacionado tenha

grau 1 ou 2, quando entao resolvemos a equação linear ou quadrãá-

tica correspondente.
Também aqui ê conveniente o uso da estratégia apre-

sentada no algorítmo anterior com a finalidade de se evitar uma

possível perda de precisão nas raízes determinadas após várias
deflações,

A seguir, apresentamos alguns exemplos que ilustram
a aplicação de MIDREM quando não temos informações sobre as

raízes da equação polinomial real. No Apêndice I, apresentamos
o algorítmo correspondente.

Exemplo 3.8 - Aplicando o método na equação

35

p(2) = 2” - 502? +7012-3030 = O

cujas raízes são 10 +i e 30, obtemosó=1, S,(1) = 0.024984421

e Ss,(-1) = 0,017165280

Então considerando xo =1, obtemos

i x. S,(Xx;)

o 1.000000000 0.024984421.

1|11.16613329|0.132059149

2|4.084393857|0.053965764
3|10.89024099 |-0.126399921

Como S,(x;) <O e p(xz) = - 34.2547980, concluímos que

a raiz a ser determinada deve ser complexa. Então, considerando

zo = 10.89024099 +i, obtemos
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1 o1

o 10 .89024099+1,000000000i

1 10 .58599240+1,033611159i

0 .881429446

0.889138325

Como laa, | <0.5 então m = [q,+0.5]=1.
Assim, passamos a aplicar o método (3.2.10) e obte-

mos :

i z! z' Zz.i i i
2/ 10.23925448 10.20 863464 10 .22394456

+1.061142576i +1.1367473%i +1,0989449851i

3| 9.983827171 10.0 2168450 10 .00 275584
+1.015750955i

10 .00000 150

+1.00000 36581

+0O .983427130i

9.999998499
+0 .999996409i

+0 .999589043i

10 .00000000
+1.0000000 341

Exemplo 3,9 - Este exemplo, tal como o exemplo 3.4,
ilustra o fato de que em algumas equações polinomiais, tomando-

se a aproximação inicial por (2.2.6) ou por (2.2.8), acabamos de
terminando não a raiz de menor modulo, mas sim uma raiz de módu-

lo maior. Assim, consideremos a equação

35 2p(z2) =2" - 222º +1652-450 =O

cujas raízes são 6 +3i e 10.

Realizando o passo 1 da Fase Inicial por (2.2.10) com

cluimos que o círculo |z|<«ó = 1 não contém nenhuma raiz da equa

ção.
Como

S5,(8) = 0,040027341 e S,(- 8) = 0.032045676
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concluimos que o círculo de centro 6 e raio p, = 8.657295842

contêm pelo menos a raiz de menor módulo da equação.
Assim, considerando a aproximação inicial por

(2.2.8), obtemos

9.966 7692537

9.999644900

9.999999972

90 5.5929526

7929913.502

3.6982248x10

0.978773218
0 .9997727353

0.999999973

i x: S, (x) 9; pP(x;)

1.000000000|0.032045676 4.10 2454545 -306.
11.12379908|0.819578372 1.700429906|39.61764510

9.683395731|9.994166697 0.802537023 |-7.144936500
-0 .821971600
—0 .00 8876800

-0 ,00000 1300

6 /10.000000002

Observamos que aplicando os testes de aceitação da

multiplicidade obtemos

laz-92| <0.5 az

e então m = faz +0.5] = 1

Se considerarmos a aproximação inicial por (2.2.6),
obtemos

x * ô tp, = 9.657295842

e então
i x; Ss (x; ) q; P(Xx;)
O|9.657295842 8.532019592 0 .7868770153 -—-7.668284700

1/ 9.960983755 656.9359274 O . 9750 86217 -0 . 963288000

2| 9.999510295 416 9614.6453 0 .999686585 —O .0 12241200

3| 9.999999943 2.4414062x10 14 0.999999959 —0 .00000 1600

4/10 .00 0000010
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Também aqui observamos que

la7-a,! <0.5q 1

e então

m = fa, +0.5] =1

Exemplo 3.10 - Seja a equação

p(z2) = zº +16 = 0

Aplicando a Fase Inicial, obtemos

$=1 e S,(1) = S,(-1) = -0,650519031

Portanto

Pp 7P2 ? 2.479704856

Como S,(1) e S,(-1) são negativos, as raízes contidas

nos círculos C(5, p,) e C(-6,p,) devem ser complexas.
Assim, considerando a aproximação inicial
z, = (1+i) = 1+i0

obtemos

i Z. .i 94%

o|1.000000000(1+i)|3.250000000
1|1.230769231(1+i)|1.930901219
2|1.428879210 (1+i)|0.878718353
3|1.396009970(1+i)|0.961639233
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Como .Jq;x-a, | <0.5q9,, então m = faz +0.5] =].
Uma vez que a multiplicidade jã foi determinada, pas.

Samos a usar o mêtodo (3.1.3). Obtemos

i z! z Z.i i i
4 1.413860641(1+i) 1.414572723(1+i) 1,414216682(1+i)
5 1.414213552(1+1) 1.,414213562 (1+i) 1.414213557 (1+1)
6 1.,414213562(1+i) 1.414213562(1+1i) 1.414213562(1+i)

Obs ervamos que calculando os valores de q; para estas
ultimas aproximações, obtemos

q, = 1.000006638, q,=1 e qçQ=1

Como py =P, concluimos que as raízes da equação São

+1.414213562 + 1,4142135621

3.2.7. Aplicação de MIDREM em equações polinomiais
com coeficientes complexos

Ao aplicarmos a Fase Inicial para a determinação de

um valor inicial para uma raiz o de uma equação polinomial
pP(2)=0 com coeficientes complexos, devemos usar (2.2.10) para ob
termos o raio6ó de um círculo de centro na origem que não conte-
nha nenhuma raiz da equação.

Como os coeficientes de p(z) são complexos, então

SC) e S,(-8) podem ser complexos . Assim, na determinação de

uma raiz de p(z2)=0O, a aproximação inicial deve ser complexa quer

a raiz a ser determinada seja real quer seja complexa.
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Portanto, na determinação da raiz e da multiplicida
de devemos usar (3.2.8) e (3.2.12) com aritmética complexa.

Es tã claro que neste caso, não é válido o Teorema

2,3 e que se a raiz a de multiplicidade m determinada é comple

xa, para a obtenção de sua complexa conjugada (caso exista) serã
necessário nova aplicação do mêtodo.

Obs ervamos que quando a equação polinomial é real e

não temos informações sobre suas raízes, tamtém podemos aplicar
MIDREM na forma acima descrita, ao invés de usarmos a descrita no

item 3.2.6.

Exemplo 3.11 - Para ilustrar a aplicação de  MIDREM

em equações polinomiais com coeficientes complexos, consideremos

a equação

p(z) = z* - (6+3i)z]+(9+12i)z - (2+11i) = O

do exemplo 2.4 do Capítulo 2. Naquele exemplo, vimos que podemos

considerar a aproximaçao inicial

z2 = 1.437664780+0.,8758315611i

Então, obtemos

[p' (29) /p (2,))*
qo = 2,999999995

S,(29)

e

(29) /P(26)
27 = PP) 1 999999998+1.0000000 103

S, (2,7)

Como P(2,) =0, concluímos que z, é raiz tripla da

equação. Observemos que a raiz exata da equação é z=2+i de mul-

tiplicidade 3.



CAPÍTULO 4

CONSIDERAÇÕES SOBRE O MÉTODO DE GRAEFFE

4,1. Introdução

Este método que é uma das mais bonitas e estimulan
tes aplicações da teoria das equações é aplicável a equações po
linomiais reais. Foi exposto inicialmente, em 1826, por Dande-

lin e, mais tarde, em 1834, por Lobachevski. Em 1837, Graeffe
introduziu-o no campo das aplicações praticas.

O mêtodo de Graeffe é de difícil programação, como

afirmam todos os textos que O apresentam. Alguns programas ja
elaborados deste método são próprios apenas para a resolução de

equações polinomiais com raízes reais distintas e bem separadas
(Ver, por exemplo, /8/). As maiores dificuldades encontradas na

sua programação são: obtenção das raízes complexas,obtenção das

raízes múltiplas e o fato de que as sucessivas quadrações exigi
das pelo método "sobrecarregam" rapidamente os computadores ,mes
mo aqueles que tenham capacidade para grandes números.

A seguir descrevemos o método de Graeffe. As dedu-

çoes de suas fórmulas podem ser encontradas, por exemplo em /37/,

/12/ ou /14/. Expomos também alguns aspectos computacionais com

os quais tivemos que nos preocupar para sua programação. No fi-
nal do capítulo apresentamos alguns exemplos que ilustram sua

aplicação e alguns tipos de equaçoes polinomiais que podemos clas
sificar como "problemáticas" para o método. No Apêndice II apre
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sentamos a programação FORTRAN do metodo.

4,2. Descrição do metodo

4.2.1. Concepção do metodo

Consideremos a equação polinomial real de grau n

ppníz) = ajz ta,z to. tanz tação (4.1.1)

cujas raízes a. e C€, i=1,2,...,n.
Escrevendo (4.1.1) na forma fatorada

Pníz) =a,(2-a,)(2-0,) ... (2-0) = O

a equação

pa) = (-1)"p, (2) Pp, (-2)=a7 (voz) (unos)... (umaÃ) = O

onde u=2º, é tal que suas raízes são OS quadrados das raízes de
(4.1.1).

Assim, basicamente, o método de Graeffe consiste em

construir, a partir de (4.1.1) a equação PÉ (1) = 0 cujas raí-
zes são os quadrados das raízes de Ph (2)70. Procedendo de manei

ra analoga com PR CU) = 0, obtemos a equação Pp O) = O cujas
raízes são os quadrados dos quadrados das raízes de pn(2)=0; e,
assim sucessivamente. Ao fim de M passos teremos um polinômio cu

jas raízes são as potências 2º -ésimas das raízes a; de (4.1.1).
AS operações para quadrar raízes com as quais obte-

2mmos os polinômios pl(z) para z=z e m=0,1,...,M-l1 são:
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aímtd. - [ef]?1

(m+1) j-1 | em)?
)

1 (mM (mM)a: = (= À + 2 -]1 SC arj (-1) a; d ) Ai 4
se jrikn+l e j-i>0, com j=2,3,...,n+l e aí “a; para
j=1,2,...,n+l.

Para minimizarmos os erros de arredondamento, os:
2 oo “o -termos (aí) devem ser adicionados por último e as operações de

vem ser realizadas em dupla precisão.

4.2.2- Obtenção das raizes

Escrevendo as raízes o; como

io.
o; 7 Pje

J para j=1,2,...,n

teremos que se todas as raízes tem módulos distintos, então

a (mM) 1/2M

o; = oo 1» jel,2,...,D (4.1.2)
j-l1

para m "suficientemente grande", o que na prática signifíca que
continuamos o processo de quadrar raízes atê que as aproximações
das grandezas tenham se estabilizado no número de casas decimais

que desejamos.
Uma das dificuldades no uso do mêtodo de Graeffe a-

parece quando algumas raízes são p-módulo múltiplas; ou seja,quan
do hã p raízes de mesmo módulo. Estas dificuldades sao de dois ti
pos:
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a) As relações (4.1.2) não são, em geral, muito corretas, o que

dificulta a determinação dos módulos das raízes.

b) Como algumas raízes podem ser complexas, não & muito simples
determinarmos as raízes conhecendo apenas seus módulos.

No entanto, tais dificuldades são superadas com a

determinação dos coeficientes pivotais.

Definição: Um coeficiente atm é pivotal se

atm-2) |?

- (oil | + |
1- (-1) - <a:

J

onde 6 é um limite especificado denominado limite pivotal.

Po m m -Observamos que os coeficientes aí ) e am) são sem

pre pivotais, não precisando, portanto, serem testados.
A partir de coeficientes pivotais sucessivos, deter

minamos o módulo p das raízes o e a multiplicidade E de p, pois
não é difícil deduzir que

1

ME (M)|2'E
h p= CDACk+E

o aM)
i k

onde Mê o número de quadrações realizadas.
Então, no método de Graeffe, procuramos os coeficien

tes pivotais e com eles determinamos os modulos e suas multipli-
cidades. Depois, começando com o menor dos módulos Px (a fim de

minimizarmos os efeitos dos erros de arredondamento), testamos
se a, = to, ê uma raiz real de pní2) = 0, Se for, dividimos PR (2)

pelo fator zZ=04" Obtemos, assim, Pn-1(2) tal que



89

pníz) = (2 -a)Ppn (2)

Se a multiplicidade £&, de o, é maior que 1, testa-
mos se o = to, é uma raiz de Pn-1(2), e assim sucessivamente.Es
te processo é continuado atê que tp, falhe no teste de aceita -

ção das raízes reais (que apresentaremos no item 4.2.3) e êé&,por

isso, o módulo de uma raiz complexa.

Então, tomamos o proximo menor p, € assim sucessiva
mente, repetindo este processo para cada módulo Px * atê que to-
das as raízes reais tenham sido determinadas.

Resta-nos, então, a equação polinomial p, (2)=0 com

t<n, cujas raízes são todas complexas. Se pr (2) =0 for quadraá-

tica, resolvemos diretamente esta equação e todas as raízes es
tarão determinadas. Se t >2, uma vez que todas as raízes reais
ja foram determinadas, as multiplicidades dos módulos de raízes
ainda desconhecidas são pares. Assim, para cada um destes módu-

los existem fatores reais de p,(2) da forma Q(p,q) = 7º +pz +q tal
que se as raízes de Q(p,q) =0 são à e a então q=a.a ; e se

a tem módulo p então q = 6º.
Assumamos que q =p, onde Px é o menor módulo cuja

multiplicidade E, indica a existência de um tal fator quadraáti-
co.

Se o processo para a determinação de p, que descre
vemos a seguir, levar-nos a Ex"? raízes de módulo Pxk'* então o

fator restante é zº - oi. O processo é o seguinte:
Escrevemos p,(2z) com t<n na forma

- 2 t-2az taçz T+... taç = (Ziper (biz tb,
+, 22+b,]) (4.1.3)

23,
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Desenvolvendo o segundo membro de (4.1.3) e igualan
do termo a termo os dois membros, obtemos

b, = a,
b., = a,-pb, (4.1.4)

br = ar Pb 17 Abr-25 k=3,4,.2..,t-l

De (4.1.3) concluímos que

= qb (4.1.5)t+1 t-1l

Assim, (4.1.5) é uma equação polinomial de grau t-2
em p, e alguma raiz real desta equação é o valor de p em (4.1.3).

Como a=0É então p = -2p, cos O, e, portanto

Pp <49q : (4.1.6)

Pode-se mostrar que cada solução real de (4.1.5) que

satisfaz (4.1.6) corresponde ao fator quadratico Q(p,q) de PL(z)
ee, portanto, o produto de duas raízes de módulo Px *

Resta-nos determinar os coeficientes de p no polino
mio (4.1.5). Para isso, escrevemos

lo kel,2,...,tel (4.1.7)

Então, a partir de (4.1.4) podemos estabelecer as

relações de recorrência para os cxS para k=1,2,...,t-l1 que são:

SK ,j Tek, ,j-1Ako2,j PN9205, ++ k
= e. 4,1,.8Ex, 0; j>k ( )

k,1x IK-2,1
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Usando (4.1.8) podemos reescrever (4.1.5) na forma

aç,7 59 L Cf 5P (4.1.9)

Se a equação (4.1.9) tem grau <2 (o que equivale a

Pp, (2) = 0 ser de grau «<4), resolvemos a equação quadrática ou 1i
near (4.1.9). Caso contrário, usamos, novamente, o mêtodo de qua
drar raízes. Mas, como agora estamos interessados apenas nas raí
zes reais cujos módulos satisfazem (4.1.6), não precisaremos, de

novo, resolver equações do tipo (4.1.9).
As raízes reais p de (4.1.9) que satisfazem Ip |<20,

fornecem-nos as raízes complexas de p,(2)=0, pois se
Q(p.qa) = 2? + |plz+oº é um fator quadrâático de p, (2) =0, então as
raízes a de módulo Pr são

a =x plti V/4ot-pº)

A Seguir apresentamos os testes para aceitação das

raízes reais ou complexas.

4.2.3- Teste de aceitação das raizes

Para testar se os fatores linear ou quadrático são

fatores de PR(í2), consideramos como em /5/ ou /6/:

n n-lT(z2) = lajlz + a,lz t+... tl la lz+ la|
- Em seguida, fazemos
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a) w=-a se estivermos testando se o polinômio linear z-a apro-
xima um fator de PR (2) = 0; e, calculamos

b, = a,
(4.1.10)

br = ap -Wb, 75 k=2,3,...,n+l

Consideramos a aproximação suficiente, se

T(pr2eo) - T(ptep)>|br,1 |

onde e é o limite tolerado de erro relativo de * com relação a

P;º
b) w=p e q=p se estivermos testando se o polinômio quadra-

tico zº +pz+q aproxima um fator de Ph (2) = 0; e calculamos

b, = a,

b, =a, -wb, (4.1.11)

bz = a, - Wo] - qb. 25 k=3,4,...,n+l

Consideramos a aproximação suficiente, se

T(p+2e€p) - T(pteo) > Íwb +b
z "bot bos (4.1.12)

Ao invês de testarmos (4.1.12), podemos considerar a

aproximação suficiente se

T(p + 260) - T(oreeco) > + bi, -b]bn+1 n+2

sendo que, neste caso, calculamos também b. ,, fazendo k=n+2 em

(4.1.11) com a =0.n+2
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Observamos que T(p*+2cp) e T(p+ecp) São calculados

pelo algorítmo da divisão sintética (4.1.10) e que todas as ope

rações do método devem ser realizadas em dupla precisão, para
que os erros de arredondamento sejam minimizados.

4,3. Considerações sobre alauns detalhes computacio
nais

4,3.1- Ordem de determinação dos modulos das raizes

De modo geral, o método de Graeffe determina os mó

dulos Px EM ordem decrescente. Assim, a fim de minimizarmos os

efeitos dos erros de arrendondamento durante a deflação, deter-
minamos as raízes na ordem inversa de obtenção de seus módulos.

Em /5/, o autor mostra que existem equações polino
miais excepcionais, como aquelas que contém pelo menos um poli-
nomio ciclotômico de grau Ímpar como um fator, e que, neste ca-
so, os módulos das raízes não são determinados, necessariamente,
em ordem decrescente.

Muito embora, quando se usa a deflação explicita
"para a frente" seja sempre conveniente determinarmos as raízes
em ordem crescente de módulos, não ha grande vantagem em incluir
mos, na programação, a verificação deste caso particular,já que
na prática, os casos excepcionais não são muito frequentes.

4.3.2. Determinação de M, e, n e 6

No início da descrição do método de Graeffe afirma
mos que ao fim de M quadrações obtemos uma equação cujas raízes

—- - . M - .são as potências 2 -esimas das raízes 2; de pní2)=0. Como saber,
- Ú

|

. . - o oporem, em que M devemos parar a iteração que quadra raizes?
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Da descrição do metodo de Graeffe percebemos também

que hã necessidade de determinarmos, previamente, as comstantes
E es. Em/5/, onde encontramos também muitas interessantes dis
cussões e tabelas sobre estas quantidades, o autor estabelece a

seguinte sequência para a determinação destas constantes.

1) Primeiramente, decidimos com que erro relativo e determinare

2)

5)

1)

mos as raízes 2; de pn(í2)=0. Depois, decidimos que constante
n usaremos, onde n>e€ ê o coeficiente de separação entre os
modulos Px das ralzes. Assim, por exemplo, n=0.1% significa
que esperamos que dois módulos sucessivos mas diferentes, Px

E Pr41o sejam considerados como iguais a menos de

Pra < Clon)o, = 0.9990,'

Depois determinamos o numero M de quadrações a serem realiza
das. Consideramos como M o primeiro maior inteiro que seja
maior ou igual a 3-(3.3) log, n+(O0.1)n. Observamos, então, que

quanto maior for o n escolhido, mais rápido serãâã o processo,
pois menor será o numero de quadrações M,.

Determinamos, a seguir, o limite pivotal ó <1, calculando

2

r=(1-n)2dl, ceçD Ja, se EHDOn/? rºtel

Podemos também estimar o número H de dígitos significativos à

serem atingidos nas operações de quadrações. Assim, para ob-

termos o módulo Pp, com um erro relativo e, O número total H

de dígitos significativos a serem atingidos nas M operações de

quadrações é limitado por
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H €<0.3M(n-l1) - log, nt

ou

H=0.3M(8*-1) - login
onde &* é a mais alta multiplicidade £ das raízes com módulos i
guais ou aproximadamente iguais, l<E<n.

O uso do esquema acima pode ser necessário em equa
ções polinomiais problemáticas. No entanto, num programa de

uso geral fazemos um mínimo M=10 e um máximo MMAX=15 de qua -
drações com 6 = 197? e E = 107º, Assim, se com M quadraçoes não

nos foi possível determinar todas as raízes, realizamos mais u-
ma quadraçaão e assim sucessivamente, até o máximo MMAX quadra
ções. Se ainda assim não conseguimos determinar todas as raí
zes, O programa imprime as raízes ja determinadas e uma mensa -
gem de erro correspondente. Em equaçoes polinomiais de grau bai
xo (n<«6) podemos usar Me MMAX menores, mantendo os ô e E aci-
ma. Para equações polinomiais problemáticas como aquelas em que

n é grande e.as raízes são muito próximas, isto é, que têm

A;/%j4] muito próximos de 1, devemos usar e e ó consideravelmen
te menores enquanto aumentamos M e MMAX; ou, então, aplicarmos O

esquema de determinação de M, 5, nee.

4.3.3- Como evitar overflow's

Jã mencionamos que os coeficientes de pi(z) tor-
nam-se muito grandes depois de algumas iterações. Assim, compu-

tadores como PDP-11 com que trabalhamos, cujos limites máximo e
38 -38mínimo são de aproximadamente 10 e 10 para os números de

ponto flutuante, podem "sobrecarregarem-se" rapidamente, muitas
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vezes antes de havermos separado adequadamente as raízes. Na

verdade, a não ser que tomemos alguma precaução, OCOrrerão over
flow's e undeflow's no método de Graeffe, mesmo para computado-

res que tenham capacidade para grandes números. Este inconvenien
te foi um dos responsáveis para que este método tenha sido con-

siderado, por vários autores, inadequado para uso computacional.
A têcnica que usamos para evitar esta dificuldade,

no método de Graeffe, foi trabalhar com os coeficientes dos po-
linomios pm (z), m=0,1,...,M-1 em aritmética de dupla precisão
e "escalá-los" atravês da sub-rotina

ESCAL: que "escala" números em dupla precisao colo
cando-os na forma

y(64") tal que e < |y| <64, para yfO e IyeZ

Isto nos obrigou programar também as sub-rotinas:

REESC: que transforma números em dupla precisão que

estão na forma yc64!”) em números em dupla
precisão da forma x(64T%, tal que Ix=O0,

ADIC: que adiciona números da forma x(647%) e

y(64!”) com x e y em dupla precisão.

DPEXP: que calcula, em dupla precisão, et onde

t=x(64"),

DPLOG: que calcula, em dupla precisão, nt onde

t =x(647%
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Embora esta tecnica tenha aumentado a complexidade

computacional ja inerente ao método de Graeffe, ela melhorou

sensivelmente seu desempenho tornando-o não só programavel como

mais eficiente.
A seguir relacionamos algumas referências que apre

sentam outras têcnicas para se evitar overflow's e underfílow's,
ou mesmo modificações do método de Craeffe.

Em /33/, os autores consideram a equação (4.1.,l1)na
forma normalizada

p(2) = 2º + arzoo +... + *

* = = &onde a: =a;/a, para i =2,3,...,n+l

e sugerem que, em alguns casos, é possível '"escalarmos" a equa-
ção normalizada, dividindo-se seus coeficientes por um fator''de
escala",s, elevado à potência i, sendo

s = la |1l/n
n

de modo que
1 :a; = ai/s ; i=1,2,...,n

se tornam os coeficientes do polinômio "escalado". Assim, as raí
zes ai da equação polinomial "escalada" estão associadas às raí
zes a. da equação original por meio da relação

A. = S Oi, i=1,2,...,N.

Uma modificação do mêtodo de Graeffe, denominada al
gorítmo de Grau, na qual é contornado o problema da alta ordem

de grandeza dos números devido às quadrações é encontrada em /17/.
Esta modificação é adequada a equações polinomiais cujas raízes
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são reais e distintas. Uma generalização do algoritmo de Grau

aplicável a equações polinomiais reais de raízes reais ou com-

plexas, simples ou múltiplas, é apresentada em /18/.
Em 1924, Brodetsky e Smeal /7/ introduziram modifi

cações no mêtodo de Graeffe. O mêtodo por eles proposto permite
obter diretamente as raízes reais já com os seus sinais e tam-
bêm o argumento e o módulo no caso de pares de raízes complexas.

Contudo, esta modificação falha no caso de raízes múltiplas ou

quando hã vários pares de raízes complexas de mesmo modulo, a

menos que sejam introduzidos ajustamentos para tais casos.
Em /4/, /15/, /16/ e /38/, encontramos um processo

denominado resultante ou subresultante, conforme a têcnica se-
guida, que usa o método das quadrações. Em /6/ os autores obser
vam que apesar do título de /5/,0 método que propoem e programa
ram não é uma mecanização do método de Graeffe. Nestes trabalhos

encontramos a técnica que usamos para evitar o problema causado

pela alta ordem de grandeza dos números resultantes das quadra-
çoes. Em /4/, há também uma ampla discussão sobre coeficientes
pivotais.

A seguir, apresentamos alguns resultados obtidos
com a aplicação deste método.

Exemplo 4.1.- Em /5/, Bareiss afirma que D. H., Leh
mer escreveu em The Graegge process as applied to power series
- Mth, TabL£es Aids Comput. 1(1945),377- 363 que o método de Graef
fe falha completamente em casos de equações muito simples como,

por exemplo,

p(z) 29425 +2º +z+l1 = O

cujas raízes são as raízes primitivas da unidade.
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No entanto, com a programação que elaboramos para o
4 6método de Graeffe, com M=10, S$=10 e e=10”” obtemos as raí

zZes

Parte Real Parte Imaginária
-0,8090169943749474D+00 +0.5877852522924731D+00

0.3090169943749474D+00 +0,5910565162951536D+00

Quando a equação polinomial foi reconstruída a par-
tir destas raízes, os novos coeficientes coincidem com os coefi-
cientes do polinômio original em pelo menos 16 dígitos.

Exemplo 4,2.- As raízes 1,de multiplicidade 12,e 7

da equação

12 11 9 8p(z) =2/*-192"º+1502]) - 6822) + 20352” = 42572 +

6 S 36852? + 16062? -

10

+ 64682” - 72602zº + 60392z

- 4742º + 852 = 7 = O

foram determinadas exatamente com M=6, 6õ*= 107? e es107,

Exemplo 4,3.- A equação

3 2y -9zéc5zelL = Op(2) =z - 52º + Oz

ilustra o fato de que o método de Graeffe nem sempre determina
os modulos das raízes em ordem decrescente.

Assim, com M=7, 6 =107* ee = 1076, obtemos as raí
Zzes
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Parte Real Parte Imaginaria
(5)

(2)

(1)

(1)

(1)

0.3819660112501052D+00

0.2618033988749895D+01

0.1000000000000000D+01

0.5000000000000000D+00

0.5000000000000000D+00

0.0000000000000000D+00

0.0000000000000000D+00

0.000000CEOON0NONONOOD+OO

0.8660254037844387D+00

-0.8660254037844387D+00

Os números colocados entre parênteses antes das raí
zes indicam a ordem em que os módulos foram determinados.

A razão deste comportamento é o fator
contido na equação que na forma fatorada é escrita como

p(2) = (2? - À) (2 - 34 /5
——)

Exemplo 4,4.- A equação

p(z) = 42º - 682º

+ 7352?

+ 4612º 5 4- 15882” + 2915z

+ 4322 - 243 = O

- 26482

ciclotômico

3
+

ilustra o fato de que o método de Graeffe nem sempre determina os

modulos das raízes em ordem decrescente, e que isto pode ocorrer
mesmo em equações que não tenham fatores ciclotômicos.

zZes

Assim, com M=7, $=10 eeces10'4

-0.4142135623730951D+00

6 -
, obtemos as raíi

0.1000000000000000D+01
0.1000000000000000D+01
0.1000000000000000D+01
0.,4500000000000388D+01

0.4500000000000388D+01
0.2414213562375074D+01
0.2999999999997241D+01
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Os módulos foram determinados na ordem inversa de a

presentação das raízes,

Exemplo 4.5.- As raízes da equação de Hermite

Hy (x) = 128x/ - 1344x) + 3360x” - 1680x = O

determinadas pelo método de Graeffe com M=7, $s= 107º eectca=1l10 -8

foram

0.0000000000000000D+00

0.8162878828589646D+00

-0.8162878828589646D+00

0.1673551628767471D+01

-0.1673551628767471D+01

0.2651961356835234D+01

. -0.2651961356835234D+01

Exemplo 4.6 - Para a equação

p(x) =xº - 36x” +540x” -4320x” + 1940xº
+ 46656 = O

-46656x

cuja raiz é 6 de multiplicidade 6, os resultados obtidos com

e=107Í, s=107º e M=6,...,41 foram

0 .6000000000000020D+01
0 .6000000000000020D+01
0 .6000000000000020D+01

e as demais raízes não foram determinadas .

No entanto, usando e= 10 6 s=1078 eM=30 todas
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raízes foram determinadas.

Exemplo 4.7 - A equação

3p(x) =x -18x? + 135x* -540x? +1215x?” -1458x+729 = O

cuja raiz é 3 de multiplicidade 6 forneceu os seguintes resulta-
4 6dos com e=10 “, ó=10 e M=6,...,10,

Raízes
Parte Imaginaria

0 .0000000000000000D +00
Parte Real

0 .2999999999999996D +01

0.2999999999999996D +01|0.0000000000000000D +00

0 .2999999999999996D +01

0 .2999999999999996D +01

0 .300000000O0CO0008D +01

0 .3000000000000008D +01

0 .0000000000000000D +00

0.0000000000000000D +00

0 .3650024149988857D- 07

0 .36500 24149988857D- 07

-ó -8Usando ec=10 ",
6ó=10 e M=30, todas as raízes

foram bem determinadas .

Exemplo 4,8 - A equação

4 3 2p(x) =x -2020x” +1039109x“ - 19199090x + 90090000 = O

cujas raízes são 9, 10, 1000 e 1001 forneceu os seguintes resul-
3tados quando se usou e = 1076 e s=107Ô:
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M “Raizes
=

6 0.9486832980505141 D+ 01
0.9486832980505141 D+ O1

0.1000499875062463 D+ 04
0.1000499875062463.D+ 04

10 0.9000000100231522 D+ O1

0.1000000011000124 D+ 02

0.1000499875062463 D+ 04
0.1000499875062463 D+ 04

12 0.9000000000000021 D+ 01
0.1000000000000043 D+ 02

0.9999960000424055 D+ 03
0.1001004033321102 D+ 04

16 .9000000000000001 D+ 01
« 1000000000000000 D+ 02

. 9999999999999998 D+ 03
« 1001000000000002 D + 04O

O

O

O

Observamos que M=6 não foi suficiente para separar
( - oe

as raizes, enquanto que com M=10 houve separaçao entre as rai-
zes 9 e 10 mas não entre 1000 e 1001. Com M=12, já hã separação

entre as raizes embora não exista suficiente precisão nas duas
-” . ede maiores módulos. Somente com M=16 (ou mais) todas as raizes

satisfazem as exigências de separação e precisão.



CAPITULO 5

CONCLUSÕES

Um dos objetivos deste trabalho foi apresentar
novas têcnicas para a determinação de aproximações a serem uUsa-

das em mêtodos iterativos de resolução de equações polinomiais.
Assim, no Capítulo 2, propomos a Fase Inicial que, como demons-

tramos, determina um ou mais valores iniciais para a raiz de me

nor módulo da equação polinomial p(z)=0. Provamos tambêm que o

uso conjunto da Fase Inicial e da modificação do método de New-

ton que consiste na aplicação de Newton a u(x) = p(x)/p'(x)=0 per
mite-nos determínar, muito facilmente, sem que analisemos os coe
ficientes da equação polinomial real p(x) =0O, se suas raízes são

tais que sendo a uma raiz de multiplicidade m da equação então

-a também é raiz de mesma multiplicidade. Como o teste a ser
usado para a identificação destes casos é muito simples e já faz

parte da Fase Inicial, esta constatação, que é de grande impor-
tância quando desejamos determinar todas as raízes da equação,
não aumenta a complexidade computacional do método.

Provamos também um teorema que nos ajuda a identifi-
car se a raiz a ser determinada ê real ou complexa, desde que

wemos conjuntamente a Fase Inicial e aquela modificação de New

ton.
Ainda no Capítulo 2, propomos a Variante da Fase Ini

cial que também determina uma ou mais aproximações iniciais para
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a raiz de menor módulo de uma equação polinomial real e mostra-
mos que, em alguns casos, o valor inicial assim determinado é a

própria raiz procurada.
Estas duas têcnicas de determinação de valores ini-

ciais que propomos, consistem de algorítmos simples, eficientes e

aplicâveis em varios métodos iterativos. Ambas se revelaram bas-
tante eficazes em todas as aplicações práticas realizadas.

Um outro objetivo deste trabalho foi provar que com

o método de Newton aplicado a u(z) = p(z2)/p'(z) = O determinamos

não sô uma raiz de p(z) = O como também sua multiplicidade. As-

sim, no Capítulo 3, propomos um novo método iterativo, denomina-

do MIDREM, que determina todas as raízes (e suas multiplici dades)
de uma equação polinomial e apresentamos os algorítmos de MIDREM

quando aplicados a

1) equações polinomiais com todas as raízes reais

2) equações polinomiais reais com raízes reais e/ou

complexas

3) equações polinomiais de coeficientes complexos

Em todas as aplicaçoes práticas que realizamos, usa
mos a Fase Inicial para a determinação de cada valor a ser utili
zado por MIDREM.

Em bora nossos estudos tenham se restringido a equa-
ções polinomiais, mos tramos também que podemos usar esta modi fi-
cação de Newton para determinar a multiplicidade de uma raiz, nu

' ma classe muito mais ampla de funçoes.
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Dos testes que realizamos, podemos concluir que:

1) Dentre as 551 equações de grau n<«10 testadas, 91,29% tiveram
todas as raízes e multiplicidades bem determinadas e 6,53% ti
veram várias raízes (mas não todas) determinadas. As 2,18% res
tantes não tiveram nenhuma raiz determinada.

2) Dentre as 44 equações de grau l0<n<20 testadas, 65,91% tive-
ram todas as raízes e multiplicidades bem determinadas e

22,73% tiveram várias raízes (mas não todas) determinadas. As

11,36% restantes não tiveram nenhuma raiz determinada.

3) Todas as 47 equações testadas do tipo p(z)=(2-0)" tiveram suas

raízes e multiplicidades exatamente determinadas em uma única

iteração.

4) Em equações do tipo p(x) = (x-a,) (x-a,) como, por exemplo, a

citada no exemplo 3.5 ou a equação Pp(x) = (x-9)º (x-900) as

multiplicidades foram exatamente determinadas, mas as raizes
tem poucos digitos significativos.

5) Em equações mal condicionadas devido ao espaçamento regular
das raizes, poucas (ou nenhuma) raízes são determinadas. As

determinadas tem poucos digitos significativos.

No Capitulo 4, apresentamos considerações sobre o

método de Graeffe para a resolução de equações polinomiais reais.
Devido ao inconveniente da frequente e rápida ocorrência de

overflow's vários autores consideram este método inadequado para
uso computacional. Nosso objetivo foi apresentar uma têcnica que,
sem modificar o mêtodo, evitasse este problema. Assim, mostramos

que realizando uma conveniente "escalação dos coeficientes das

equações envolvidas no método, conseguimos nosso objetivo de tor
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nar o método de Graeffe computacionalmente eficiente. No Apendi-
ce II, apresentamos à programação FORTRAN do método, utilizando
estas "escalações",.



APÊNDICE 1

Nesta secção, apresentamos os algorítmos correspon-
dentes aos métodos que propomos nos Capítulos 2 e 3,

Observamos que suporemos que a equação polinomial a

ser resolvida não tem raizes nulas.

A. Algoritmo da Fase Inicial

A.l. Para a determinação de uma aproximação inicial
para a raiz de menor módulo de

pP(2z) = az" +a2” + ta z +a = O

com an, t0e a.ER, para i=1,2,...,n+l quando não

sabemos se as raízes da equação são reais ou não,

(1) Calculamos S=max(6,, ô, x! onde

o n a.
s, = max(l, =— )

j=1)ºn+Hl

1 a, a.
8, = maxí , l+ max mad|n+l 2<j<n an+1

a n+l
63 = n+l onde o= ) [25]fo jr

(2) Calculamos S = |S,(5)| e SS = |S,(-8)|, onde

2

S, (x) = [6 O o
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(3) Fazemos J=-l1. Se S<SS vamos para (4). Se S=SS

vamos para (6). Se S>SS vamos para (7).

=/n/SS(4) Calculamos P,

(5) Se S,(-8) >0 fazemos xo =-ô,

Cavaco qe LCA)q ,o
S,(-8) Po SAS)

e vamos para (9). Caso contrário, fazemos

29 = -ó+yi com y=minís, po) e vamos para (10).

(6) Fazemos J = O

(7) Calculamos p, =Y n/S

(8) Se S (8) >O fazemos x, =,
' 2 t

ao = BUDA, ex, - ELA)1 “o

S,(6) S,(8)

e vamos para (9). Caso contrário, fazemos

09 = S+yi com v=minió,o,) e vamos para (10).

(9) Fazemos IND=0 e vamos para (11).

(10) Fazemos IND=-1.

(11) Finalizamos o processo.
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Observações:

1. Podemos determinar apenas um dos raios (p, ou Pa),
pois

pyE pae=> |8,(8)] > |S,(-6) |

p,<p > |S,(8)] < |S,(-6)|

2. Como aplicaremos o algorítmo A.l para a determina
ção da aproximação inicial a ser usada por MIDREM para a determi
nação da raiz e sua multiplicidade, calculamos, aqui mesmo, a

aproximação q, para a multiplicidade e' a aproximação x, para à

raiz. Se não se vai usar o algorítmo A.l em MIDREM, estes câálcu-

los não devem ser realizados neste algorítmo.

A.2, Para a determinação de uma aproximação inicial,
por (2.2.8), para a raiz de menor módulo de p(x)=0, quando sabe-
mos que todas as raízes da equação são reais:

(1) Calculamos ó=
an?

(2) Calculamos S = S,(9) e SS =S5,(-Ô), onde

S,(x) = BE) - PC)21X p(x p" (x)

(3) Fazemos J=-1. Se S <SS vamos para (4). Se S=SS
vamos para (5). Se S>SS vamos para (6).
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(4) Fazemos Xx9 =-ó,

-PCkAcol à 2x, -RCI/ACS)
0

Ss (-6) Po EO)
e vamos para (7).

(5) Fazemos J=0.

(6) Fazemos X9 =,

VAIO x 2x, 2 RL)q 0 WE Pa gÇ)

(7) Finalizamos o processo,

Observamos que aqui não hã necessidade de deter-
minarmos os raios P, e Pa

B. Algoritmo da Variante da Fase Inicial

Para a determinação de uma aproximação inicial para
a raiz de menor módulo da equação polinomial p(x)=0O cujas raízes
são reais e não nulas.

A única diferença entre o algoritmo desta têcnica e

o que apresentamos anteriormente em A.2 ê que aqui, o passo (1) é

realizado calculando-se

n
2 1/2

An]
an 2an-1 n+1

Oo n
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C. Algoritmo de MIDREM quando aplicado em equações

polinomiais cujas raízes são reais

O esquema do método é O seguinte:

x
Usando o Alg. A.2 ou o Alg. B&B,

determina-se as aprox. x ex
para a raiz, a aprox. q, paraa Determina-se novo

x, por (3.2,.10)multiplicidade e o valor de J.

Aceita-se x A mult. MFaz-se ” oo - ja foi detercomo raiz: “9 *1 minada?

Determina-se a
aprox. q, por

(3.2.7)
Determina-se

M

A mult. po
de ser deter
minada?

Determina-
se M

Deflaciona-se o polin.
tantas vezes

—*
quantas

necessarias

Faz-se 99797 €&

- determina-se noFaz-seJ=-1 e
“* = nx vo x, por

(3.2.8)
Todas as

raizes foram
determinadas?
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A seguir apresentamos mais detalhadamente, o algorit
mo deste processo.

Observamos que as variáveis reais envolvidas neste
algoritmo devem estar em dupla precisão, com exceção de qo & q
que são usadas exclusivamente no cálculo da multiplicidade .Obser
vamos também que o polinômio original p(x) é preservado em py (x)

e que seu grau original N é preservado em NN,

(1) Fazemos p, (x) =p(x), NN=N, n=100e€ e IR= 0,

(2) Usando o Algorítmo A.2 ou o Algorítmo B, deter
minamos as aproximações xo E XxX, para a raiz de menor módulo da

equação e a aproximação qo para a multiplicídade desta raiz.

(3) Fazemos K=0 e L=1,.

(4) Testamos se IPpCx,) | <n. Caso seja, vamos para
(5); caso contrário, vamos para (6).

(5) Testamos se

Ix1=x9ol se .max(1,|x, |)

Se o teste for satisfeito, vamos para (8); caso
contrário, vamos para (6).

6) Caleul 6 p'(x)|2 pp")(6) Caleulamos
87

“ lpTHJ|“FE
(7) Se S, <O0 vamos para (8); caso contrário, vamos pa2 —

ra (10).
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(8) Testamos se K=0 Caso seja, fazemos

K=1, Ms fag*o-5]

e vamos para (9); caso contrário, vamos para (19).

(9) Se M=O fazemos M=l e vamos para (19), caso contrã

rio, vamos para (19).

(10) Testamos de L < LIM, Caso seja, fazemos L=L+1]1 e

vamos para (11). Caso contrário, vamos para (29) abandonando o

processo por falta de convergência. O valor de IR indicarã quan-
tas raízes foram determinadas.

(11) Fazemos xo Xx,:

(12) Testamos se K=0. Caso seja, calculamos

[P' x)/P(x9))?
9, *?

5,

e vamos para (13); caso contrário, vamos para
(18).

(13) Se q, <º! vamos para (14), caso contrário, para
(15).

(14) Testamos se la,-agl< 0.5q,. Caso seja, fazemos

M= faq, + 0.5] e vamos para (17); caso contrário, vamos para (16).

(15) Se |q,-af|<0.5 fazemos M=[q,+0.5] e vamos pa

ra (17); caso contrário, prosseguimos.
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(16) Fazemos 99 "97 calculamos

—P'&x)/Pp(x,)
S>

*x7 “Xo

e vamos para (4).

(17) Fazemos K=1 e testamos se M=0, Caso seja, fa-

zemos M=1 e vamos para (18); caso contrário, prosseguimos.

(18) Calculamos

p' (x9) /PpP(x,)

Ss.
&s

z =X) -M p(x9)/p' (xo)

x) -> (y+2z)

e vamos para (4),

(19) Fazemos MULT = M

(20) Fazemos Il = IR+Me X(1) =x, para I = IR+1,

IR+t2,..., Il.

(21) Fazemos IR=1Il e testamos se N>M, Caso seja,va
mos para (22); caso contrário, vamos para (29).

(22) Testamos o valor de M. Se M>1, vamos para (23);

se M=1, vamos para (24); se M<1, vamos para (25).

(23) Tomamos para p(x) o quociente da divisão do po-
linômio p(x) anterior por
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” ie
o2

= E.(x -x7) x 2X XxX Ft
XxX

Fazemos M=M-2 e vamos para (22).

(24) Tomamos para p(x) o quociente da divisão do po-
linôómio p(x) anterior por x-Xx,.

(25) Fazemos N=N-MULT e testamos se a variavel O

definida no Algorítmo A.2 ou no Algorítmo B é nula. Caso seja,
fazemos x, EX, M=MULT, J=-l e vamos para (20). Caso contrãá-

rio, prosseguimos.

(26) Testamos N. Se N>2, vamos para (2). Se N=2,re
solvemos a equação quadrática e vamos para (28). Se N <2, prosse
guimos.

(27) Se N>0, resolvemos a equação linear e vamos pa
ra (28); caso contrafio, prosseguimos.

(28) Fazemos IR=NN o que indica que todas as raízes
e suas multiplicidades foram determinadas.

(29) Finalizamos o processo.

O algorítmo de MIDREM para a determinação das raízes
e suas multiplicidades quando a equação polinomial real a ser re
solvida pode ter raízes reais e/ou complexas, é composto de 2

partes: uma, anãáloga ao Algorítmo C, para a determinação de uma

raiz e sua multiplicidade se a raiz ê real e a outra, também anã
loga ao Algoritmo C, mas com aritmética complexa, para a determi
nação de uma raiz e sua multiplicidade se a raiz é complexa.
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ao mêtodo

APÊNDICE II

Nesta seção, apresentamos o programa correspondente
de Graeffe que ê composto de 13 sub-rotinas e do pro-

grama principal escritos em linguagem FORTRAN,.

SUBROUTIN
YEC,ICHAVE

DETERM
ORAIZ=
HODUL=

RECOR=
RECON=
DETERM

PARAMETROS -
N

COEF
DELTA
FPSIL
xs

MMAX
PARAMETROS -

NUMR

L2K,ZI

ERROM
GAMA

REC
ICHAVE

SUBPRO
GRAIZ,

DOUBLE PR
* DIFERE,R

DIMENSION
FUNC (21),R
*REALÇ20)

NCOR1I1=N+1
NUMR=1

E GRAEF(N, COEF, DELTA, EPSIL.,M,MMAX,NUMR,ZR,Z1,ERROM,GAMA,R
).
INA AS RAIZES NULAS, CHAMA OS SUBPROGRAMAS:

QUE REALIZA AS OUADRACGES DOS COEFICIENTES,
QUE DETERMINA OS MODULOS DAS RAIZES,SUAS MULTI=-
PLICIDADES EÉ AS RAIZES REAIS,
QUE DETERMINA A EQUACÃO (4.1.9),
GUE RECONSTROI O POLINOMIO,

INA AS RAIZES COMPLEXAS, CASN EXISTAM,
DE ENTRADA:

|

«GRAU DA EQUACAON P(Z)=O,
«VETOR QUE CONTEM OS COEFICTENTES DE P(Z)sO,
«LIMITE DO COEFICIENTE PIVOTAÇL,
“LIMITE DE ERRO RELATIVO DOS MODULOS,
«NUMERO DE QUADRACOES A SEREM REALIZADAS,
“NUMERO MAXIMO DE QUADRACOES PNSSIVEIS,
DE SAIDA:
“NUMERO DE RAIZES DETERMINADAS.
-“VETORFS G0UE CONTEM, RESPECTIVAMENTE, AS PARTES

REAIS E IMAGINARIAS DAS RAIZES,.
“ERRO. MAXIMO DOS COEFICIENTES DO POLINOMIO RECONSTRUIDO,
“LIMITE DE ERRO RELATIVO DOS COEFICIENTES DO POLINOMIO

RECONSTRUÍDO.
:

“VETOR QUE CONTEM OS COEF, DO POLIN, RECONSTRUIDO,
“CHAVE DE PROGRAMA:

se! APENAS NUMR RAIZKS FORAM DETERMINADAS,
NÃO HA RECONSTRUCAO DO POLTNOMIO,

O NENHUM ERRO,
1 OS COEFICIENTES DO POLINOMIO RECONSTRUIDO TEM

ERRO MAIOR QUE GAMA,
GRAMAS NECESSAKIOS:
MODUL,RECOR, TESTE, TESTC, ESCAL.REESC,RECUON,

ECISION C.,A.,QUOC,ROMOD,.ZR.ZT,RO.RREAL,.C1,C2,C3,P.,0.T,DISC
OM, QNEG, ERROM,AUX,COEF,REC,AUXILI,DELTA,EPSIL,GAMA.

CUO19,19).,1ICO19,19).A(21,3).,1IAC21,3),COEF(Ç21),QUOCCIZ1I,TO
EC(21)., ROMUD(20),MULTC(20), ZRI(20),ZIC(20).,ROC20) ,MRNÇ2OLR
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10
20

30

40

50

6Oo

70
80

96

109
119

120

130

140

150

160

170

118

mA KAIZ NULA?
TF (COEFUCNCORK1)) 30,20,30
ZRCAUNRIZO, 0DOO
NUMRENUMETA
NOOFIESNCOR1I=1
GN TOA 106

NCORENCORI1=1
ESCALANDO OS CUEFICIENTES,

Du 40 I=1,NCOR]
A(L,I1ISCOEFCTI)
TA(1,1)sO

|

|

CALL ESCALGCACIA1)I,TACTA1))
QUADRANDO OS COEFICIENTES,

CALL ORALZ(OA, LIA, NCOR,M)
DETEFEMINACÃO DOSMODULOS E RESPECTIVAS MULTIPLICIDADES,

DETERKMINACAN DAS KHAlIZES RFAIS,
CALL MUDULÇA, IAQNCIEK,M,DELTA,EPSTL,QROMOD,MULTC, IDIMEN,NUMR,ZR)
KzxNilMKe1
IF (KA) 60,80,00
DO 70 J=i,k
LZI(C1)Z0.0DO0O
1F CIDIJMEN) 290,290,90

EXISTEM HAIZES CUMPLEXAS OU HA NECESSIDADE DE MAIS QUADRACOES,
DETERMINACAN DAS RAIZES COMPLEXAS,

NCOUORI1ZENCUORA1

GD £O 1790
ITESTEZSO
CALL HEEKSCCAÇLIA1),1AÇI1))
CALL REESCCAÇ2A,1).1A(2,1))
Cablb REESCÇAÇ3Ç1),21AÇ3,1))
Cisza(1,1)
CISA(2,1)
C3XAÇ3ÇI)
DISCaC2ACAe4 DNNFCIHKC3
T=2.D00&C1

|

Co=-Cy
IF (DISC) 150,39 230.140
ICRALZEZ=2
RKREAL (1) SC2/T
GU TO 220
DISCOEDSART(DISC)
ICKAIZES
RKEALÇI1 IES (C2+DTSC)I/T
RREALC2)=(CQ“DISCI/T

GO TO 220
IE (JIESTE) 310,160,310

HA APENAS MAIS DUAS RAIZES COMPLEXAS CONJUGADAS,
ZRUNUME)aC2/7T
ZI1I(CNWUME )EDSQART(=DISC)/T
K=NUMETI |

ZR(K)SZRUNUMR)
LZI(CK)sS"ZI1(NUMR)
NUMKZ=K
GU TO 320
DO 280 ISi,IDIMEN
ROMSKOMOD( 1)
JJIS0,5*MULTCIO)

—

GSsROMSROM
QNEGZ==Q
DU 280 Jeil.JJ
IF (NCOR=2) 310.100,180
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DETERMINACAO DA EQUAÇAO RECORRENTE,
180 CALL RECORÇA, LA,NCUR,U,(C, 10)

GrAU DA HECORKENTE,
NCUSNÇUK= 2
IF (NCUDeg) 190,200,210

190) CALL KHEESCCCUOL.1),ATIC(1,1))
CALL KHELSCCCOZ 1), I1C(Õ02,1))
ICRAITGE2

KKK AL(1)S=C(2,1)/C(O1,1)
Gu ED230.

200 CALL KEBSCOCCOL.II,ICO1L,1))
Call rEFSCÇCCOUOZ,1)aALC0(2,1))
CALL REBESCI(CO3,1).,ICO3,1))
CLIEC(1,.1)
Casca.)
cCc3sC(3,1)
ITESTESA
GO TO 120

A RECORRENTE TEM GRAU MAIOR QUE 2,
UUADKANDO OS COEFICIENTES DA RECORRENTE,

210 CALL GRAIZOC.,ICAQANÇO.M)
ICRAIZESI
CALL MODUDLCC,ICA.NÇO.M DELTA, EPSIL.,RO,MRO, IDM,ICRAIZ, RREAL)

220 K=ICKAIZe)
E (K) 300,300,230

ANALISE DAS RAIZES REAIS DA RECORRENTE.
230 ICRAIZEK

DO 2E0O INDVICES),ICRAIZ
PO=RREALC(CINDICE) . .

240 T=PFP=4,00D00%TO
1F (CD) 250,280,280

TESTANDO SE Z$*%*2+PEZ+0O E FATOR DO POLINONYIO,
250 CALL TESTEÇA, IA QNCORI,ROM,EPSTL,DIFERE)

p=-P !

CALL TESTCCOA, LA, NCOR,P,QONEG,DIFERE,QUOC, TOUOC, ICHAVE)
IF (CICHAVE) 280,24%0,260

1!) FATUK QUADRATICO ESTA BEM DETERMINADO,
DETERMINACAO DAS RAIZES COMPLEXAS,

260 ZR(NUME) DSO, 5D00%P
ZI(NUMR)=0,5DO0DSURT(=T)
K=NUMRY]1
ZRCKIaAZR(NUMR)

216 KIS="ZIC(NUNR)
NUMRZ=KA1

CONSIDERA-SE O POLINOMIO DEFLACIONADO,
NCOUOK=SNCU

NCUKIZ=NCDOR+I
DI 270 K=1,NCOURI1
ACK,1)EQUUCÇK)

270 IACK,1)SIOUOCÇK)
280 CONTINUE
290 IF (NeNUMK+1) 320,320,300
300 mesma

IF (MMAX=-M) 310,50,50
NEM TODAS AS RAÍZES FORAM DETERMINADAS,

310 NUMRENUMROSÍ
| |

ICHAVEZe]l
KETURN

RECONSTRUÇÃO DO POLINOMIO,
320 AUXSCOUEF(1)

Calo RECONCN.ZR.ZL1I.AUX. REC)
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330

340
350
360
370

380

396

erdeswmlGaCAO vu FRKRU WSAXIMO DOS COEFICIENTES DO POLINOMIO
neCumMSTikKuIDO,

AUASIQVUDUO
NCilM= 1sSx4+)
Mm) 319 l1E1,QNCDKI
AUgLILIZSCUCFÇOTI)

1FE C(CAUXILI) 330,340,33D
EKkRUSSDABSC(CCHKEC(OI) AUXILI)ZAUXILI)
GO fu 350

LEKRUFPESDABSC(CRECOTL))
1F (AUAPEKNRODM) 360,370,370
AVASBEKKUM

CUNTINUL
1F (ErrkuNeGAMA) 380,3K0,390
ÍCHAVL=SO

KHE TURKS

ICHAVYLE)
KELLER
END

SUBKULUTYINHL GRATZU(A.,LA,NCOR,MÁM)

120

KEALIZAÇAO DAS QUADRACOES DOS COEFICIENTES DA EGUACAO PDOLINOQ=
mMlaib KHEAL P(Z)=O,.

PAFANETRUS - DF ENTRADA:

10

20

30

NCUK GRAU DA EQUACAL,
MM NUMERO) DE QUADREACOES A SEREM REALIZADAS,
A,JA “NAS COLUNAS 1, ESTAS MATRIZES CONTEM OS COEFICIENTES

"ESCALADUS" DE P(Z)=0O?7 E,NA SAIDA,
CUNTEM, RESPECTIVAMENTE, OS COEFICIENTES "ESCALADOS"
DAS EQUACUES RESULTANTES DE MMe1 E MM QUADRACOES DE
F(Z)=O.

SUBPEOGRAMAS NECESSAFIUS: ADIC E ESCAL,

DUUBLE PRRECISION 8,71
DIMENSION A(C21,3),1AÇ21,3)
EQUIVALENCE (LREST,IKEST)
NISNCUK+)]

DO 1 lIs1t,.Sl
ACL.2)ZAÇÃ,1)
1JACI,2)SIAÇL1)
ACI 3)=0.0DOO
LACL,3)=O

CONTINUE
ICUNT=I

DO 90 I=1i,N)
DO 60 L=sl,l
ISL=I+4L
IF (ISL=-N1) 20,20,70
ITu=Sleb
IF (1TL) 00.060,30
LRESTaMUD(L, 2)
YaAClIL.2e)TACISLA2Z)O
LY=LIACITLU.AZI+IACISLA2)

AS COLUNAS 2 E 3
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40

5Oo

6
719

so
go

100

110

120

PAR

PAR

121

CALL ESCALÓCALY)
1F (LREST) 40,4060,509
CALLG AVICCÇAÇÃAIIAIAÇIA3)AkLoA1V.,ACI,3).,IACI3))
GD Tu &O

(=-1
CALL  ADICCAÇI.AS)IIAÇOE, 3). VIVA CI,3).I1ACÇT.3))
CoONTfIaUE
ACI. 3)IEZ UDOGSTAÇL 3)
CALL ESCALCÇAÇT.,3),1A(1,3))
Y=ACI.Q2)FACIS2)
ITí=lACI,2)+1A(1,2)

CALL ESCALCX.IY)
Cabo ADICCAÇIA3IIZÕÇACÇE. 3) AX, IV.ACI,3).IA(CTL.3))

IRESOTseCMUD( 1,2)
EF (IKRESP) n0,XH0,99
aA(LD23)E"AÇLI,3)
CUONTINUL
ICLHNT=SICONT+1
1F CMS ICUNT) 120,100,100
DU liv l151,t)
ACI, 2ISAÇL, 3)
1ACL,Z)2IAÇL,3O
A (1, 3)E0,910O
14601,3)=sO

CONTINUE
GU ii 10
Kb TUK[N

Esto

SUBKOUUT NE MOUDUT. (CAs LA,QNCUR,M,DELTA, EPSTL,ROMOD, MULTC, IDIMEN,NUMR,Z
tu) -

DETERMINACAO DOS MODULUS, SUAS MULTIPLICIDADES E DAS RAIZES
HEALlS.

AML IRUS » DE ENTRADA:
|

|

AQÃA “NAS COLUNAS 1, ESTAS MATRIZES CONTEM OS COEFICIENTES
"ESCALADUS" DE P(Z)SO., AS COLUNAS 2 E 3 CONTEM, RES»
PECTIVAMENTR, OS CDEFICIENTES "ESCALADUS" DAS EQllã=
CUES RESULTANTES DE Mei E M QUADRACOES DE P(Z)=sO,.

NCOKR “GRAU DA EQUACAD,
M *NUMERO DE QUADRACOES A SEREM REALIZADAS.
DELTA LIMITE DO CUEFICIENTE PIVOTAL,
EPSIL LIMITE DE ERRO RELATIVO DOS MODULOS.

AMETROS - DE SAIDA:
KOMOD «VETOR QUE CONTEM AS MULTIPLICIDADES DOS MODULOS PDAS

—

RAIZES CUNMNPLEXAS.:
IDIMEN =DIMENSAU DO VETOR MULTC,.
NUMK “NUMERO DE KAlZES DETERMINADAS,
ZkK VETOR GUE CUNTEM AS RAIZES REAIS DETERMINADAS,
SUBPROGRAMAS NECUSSARIOS:

ESCAL., REESC, DPLOG, DPEXP, TESTE, TESTR,

DOUBLE PRECISION A,B,HKOM,ROMOD,ZR,T,XX.,AUX,W,DIFERE, DELTA, EPSIL
DIMENSIUN AÇC21,.3),1A0(21,3),1PIVUÇ21)I,B021), IBC21),ROM(20) ,MROM(20)

4, ,RONODOÓ20),SULTC (20) ,Z2REÇ20):
EGUIVALENÇE CAUX,W), (CIPIVOCA), MRO4CLI), (IT, MULT), (IROM,K1),(IXX,1IC

*ONTE)
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16

26
6

40
50
60

70
so

0109

tio

120
130

140
150

160
176

160

190

VETERMINAÇAO VUS CukbFICILNTES FIVOTAIS.
UU EO leg, iCUJk
INvEI+)
lnvesvuNCINU,ÇZ)
1º (CAÇIÇ3)]) 19,70,1)
T=ACL,AI FACIAL)
LIl=inCil.d)+iA(] al)

CALL ESCALOCIAITO
T=T/4AC1,3)
LESIVI=L ACI, 3)
1F (L14TezZ) 20,20,70
(E (1944) TO,30,30
Cabtui KEFKSCCT,ITO
Há JUS
IF (IN0O) 50,359,40
KAlO=eRAÍO
IF (ABSCICSRAIO)SDELTA) 60,70,70
IPÍVUÇIIOSA
GU TL HO
IPÍIVUCAYI SO

CONTINUE
NCORKRAISNCUR+I
IPIVUCNCORI IS)

122

UETERMINACAO DOS MOLULOS DAS RAIZES F DAS MULTIPLICIDADES DOS
TA1UDULUOS,

AuAsS 2 208EM
INOSG
AuUuLTE=)

1=ºl
INDSILHDA)
Ja IRDAFAMULT
1FE (IPAVUÇSO)) 90.90,1160
RHOMCLIIZAÇÃS,3)/ACMULA 13)
IROMSIAÇS,3) e IACHULTA3)

Cabo ESCALCKONROCI), TON)
IE CHUMOÓOL)) 120,130,130
HIM (1 )Ss=KUMÇCA)
CALL VELUGCKUMNOL O), IRUMAÇAXAIXA)
TO=AUX+ isRABANRZA
CALL ESCAL(CAX.TXA)
Cabb DPEXPUOAA,IXXA,HUMÇCLO),IRUM)
tF (IkumezZ0) 140,140,)50
IF (CIRUAA4ZO) 150,150,1060
ROMÇCII30,9DOO
IRQMSO
GU TO 1760
CALL RKEESCUÓOROMOT),IKOM)
MROMUCL)ZIND

|

1F (NCURI=J)190,1590,180
MULTE=J
1=1+i
inND=i
GO TO 100

DETERMINAÇÃO DAS HAIZES REAIS,
IDIMENSO
MENUS 1S*1
DU 230 KISMULT,1,MENOS1
ICORTEZO
INDEMROVÁÇK 1)
WE=RUOMÇCK1)



123

CALCULO OU PRIMEIRO MEMBRO DA DESIGUALDADE GUE TESTA À

ACEITAÇÃO DE UMA RAIZ REAL.
NES o o oo
Câábto lEoIEÇCA, LIA.QNCUNI,,HALPSIL.,DIFERE)

200 INDICESINDeACUNTERS
TRESTAGUU SE A KAIZ E REAL,

210 CALÚ [ESIKÇAS IA, NCUF1,H,UIFERE,B,IHB,ICHAVE)
16 (CACHAVE) 250,2509,220 |

ICON TRUVAeSE limnh RAIZ REAL,
220 enCiyskI IEA "

ti, gt EeouAINA)
LOUD IT ESICUNTDTES1

CuSSIDEKA=SE D POLINOMIO DEFLACIONADO,
DU 23) lEeZ,NCUP
ACl,l1)IEPÇL)

230 LACLAQIISAISOL)
NODIKA suçuKR Ie)
NCORSNCÓRIOSL
JaJ+i
IF (JelNDICE) 210,240,240

240 CONTINUÉ
RETURN

250 IF (à) 270,270,260
260 wnusew

GO TO 2t0
GUARDA*"SE OS MODULOS DAS RAIZES NAO DETERMINADAS E SUAS RESPEC=

TIVAS MULTIPLICIDADES,
270 IDIMEN=IDIMENTS1

ROMOD(CIDIMENISROM(CK1)
MULTCU(IDIMEN)ZINDICE=J

GO TO 240
END
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SUuMKUUT INE RHECUR(CA,ITA,NCNK,0.C,1C)

UBTLAÇAOU DA EOUACAOG (4,1,9) ATRAVES DAS RELACOES DF
RECURFENÇIAS (d.l. 4).

PARHANMSIKUS =» DE ENTRADA:
A,JA «KESIAS MATRIZES TEM 3 CULUNAS, WAS APENAS AS COLUNAS

1 SERKAO AQUI USADAS, ELAS CONTEM OS COEFICIENTES
"KESCALADOS" DA EQUACAU P(2)=sO0,

NCiik eGKAÚU DA FEVIACAO,
d SUUADRADO DU MODULO DA RAIZ,

PARASETROS - DE SATDA:

10

20

30

40

so

60

79)
BO

90

C,IC MATRIZES OUE CONTEM, NAS COLUNAS 1, OS COEFICIENTES
"ESCALADOS”" DA FEQUACAU (4.1.9).

SUBPRUGKAMAS NECESSARIOS! ESCAL E ADIC

DOOUVUKLE PRECISION A,CÇQAUX,G
OCIMENSION C(19,19),1C019,19), ,AÇ21,23). TAC21,3)
NCGK2ENCURe1

DU 60 KKE1,NCUR?
KMlIEKKet
KV2EKKOZ

1 (KMZ) 19,10,270
CUORKQUIIEA(KA,Ç1)
ICCONKQLIIZIAÇKK,1)
GU TG 39
higADeCUIKHZA,1ITO
TJAUASICUOKRNA,1)

CALL ESCALCAUA,IADX)
CALL ADICÇAÇKK,1I)I,IACKK,I),AUX, TAVA, C(KK,1)I,ICOÓOKK,1))
Du 7/70 Ies2,.,KkK
1F thtZ) BOQ4A0,40
J=l=l
JF (ke Z2 1) D0,60,4bU
C(URK,I)E"COKMI,0)
ICURRQLISICAÓOKRMHI,0)

GU 4U 7O
AUXECURNZALIID FO
IAUX=S=IC(NMZ,1)
CALL ESCALÇAUX,TAUVUX)

:

Cali ALIC(CCKRMLA,ÇJ).AICUORMI,U). AURA, IAUX C(ÓOKK,I)LICIÓOKK,I))
CEOKK,I)="C(Kh,T)
CusvTINyE
CUNTIGUE
UU 40 KKS1,4COR?2

CEOITCONZ,AKRAIACUONCDR2,KK)tO
CALL ESCALCCCONCOKR2,.1).,LCIONCOR2AL1))
I1ENCURAL1
AUX=seACI,1)
CALL ADIÍCECC(NCORZ,1),ICCHNCORZ.1).AUX,TACI,1).CUNCUR2,1),ICINCOR2,1

*))
UO 109 NKE2,4COKZ
RKMLIENCURS"AA

100 CCASL,IIESC(NCURZAKRK)
KHE TPUK:
END
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SUbELuUGIiak TESTREÇA, LAQUCORIQROMÓDZEPSIL,.DIFERE)

CALCULO, PUK muKHEMX, DO PRIHSEIRO MEMBRO DA DESIGUALDADE
uUE TESTA à ACLITACAG DAS KAIZES,

bt ENTRADA;
AQiA

às COLUNGSS
FICIENTES

NSUUKÍ

“EMSURKA ESTAS MATRIZES TENHAM 3 COLUNAS,
] SLHKAO AQUI USADAS,

APENAS
ELAS CONTEM OS COF»

"ESCALADOS" DA FOUACAO P(Z)I=ZO,

KUNUL = AUVULO ayt ESA SEUDIU TESTADO,
Crdib “LISITF vUZ EkKU KEELATIÍIVO DO VODULO,

Ut SAIDA?

CRUMERO pu COLFAICIENTES DA FOUVACAU,

DiFERE=RESULTADO DO PEICEIRU MEMBRO DA DESIGUALDADE.
SUGPRUGRAMA NECKSSARIO: KEESC,

VOUUDLE PKRKELCIÍSION A.
Ditvcaoido AC21,3),IA(21,.3)
Tisuúsoblu
Friso. oõos
AUASEFSILTEPOSIL
AUAEKUMUDTAUA

CTRL iSKUSUCDOTÁUVA

PSI TRUSODCTEZERISUUVY
Du o0 1ei,IÇUN))
1FO CAÇA) 19,30,20
AS"ACIAI) '

Gu TO à3o

ABACI,I)
IJXsiAtiçl)
CALL KELSCÇASIX)
VISTIFCILIAA
TT71STIIACICZAX

GU Tb 5
T1ESTIYISCTER
ITisSiTIKsCitCa
CUNTIZGUE
plkbEkEST 1 IL)
KE TURKS
BND

cPSilçõD1,TIL,AUX,ROMOD,CTELI,CTE2Z.,X.,DIFERE
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SUDKUVUT Int ImLoTRÇA,IA,QUCUK),NW,UVIFERE, BI, ICHAVE)

CubCuLiy, FUN BOKNER, DU SEGUNDO MEMBRO DA DESIGUALDADE
uUE ltoijA à ACEITACALU DE iivA RAIZ REAL,

PARAJE RGE » De ENTRADAS
A,QJA ESTAS “ATRIZES TEM 3 COLUNAS, MAS AGUI APENAS

AS COLUNAS 1 SAO USADAS, ELAS CONTEM OS
CUBFICIRNTES "ESCALADOS" DA FGQUACADO P(Z)=sO.

ACURE] —eNUMERD Dk CubLFEICIENTES DA EQOUACAU,
s -FAÍlZ QUE ESTA SENDO TESTADA,
DIFEKL “VÁLNE DU PRISEIRO vEÉMBRO DA DESIGUALDADE QUE

TrESTA A RAlZ,.e VETORES uUE CiúntrEMRM OS COEFICIENTES "ESCALADOS"
DU POLINUMIV DEFLACIONADO,

=

PAKANETKUS = DE SAIDA:

10

20
390

40
50

co

70

I1CHAVE e«Cnavér DE PROGKAMA:z
=1 “A HAIZ Fi] ACEITA,
=o -A EAJIZ SAO FUI ACELIIA,

SUGPRUGRASAS NECESSARLIUS: ESCAL, REFPSC E ADIC,

DOUBLE PRECISION A,6,QU,DIFERE,ÇÁUX
VIMENSION AtZEl,3)I,LlAÇS1,3),5021),15021)
r(Ol)EACi,dl)
IBC )ZIAÇI1)
DO 10 is2,5CuP1
Jesil*)
AUXESNEM()
LIAUXSÍSBÕOS)S

CALL BSCALÇAUVUX,IALX)
Cabbi ALICÓOAÇIAI1IQITAÇL1)I,ÇAUXS, 1AUVUX, ECT) IBCOTL))
CONTINUE
AUXE=EBCNCURI)
IAUA=ISC(NCUKI)

l1E (AVUA) 20,00,30
AUAZ AU |

jF (LAUX=20) 40,40,70
1F ClauxA2O) 70,5U,50
CaLL EELSCUOAUAÇTALVA)
IF (DIFERE=-AVA) 70,70,60

À RAIZ FOL ACLÍTA,
IChaAVE==i
RHETURA

A KAlo NAU FOI ACEITA,
I1CHAVESO
KHEITUR:
END
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SUBHOUTINE& TESTCUA, IA, NCOR,W,G,DIFERE,B,IR,ICHAVE)

CALCULO DO SEGUSDO MEMBRO DA DESIGUALDADE QUE TESTA A

ACEJTACAOU DE UM FATOR QUADKRATICO,
|

PARANETEUOUS » DE ENTRADA?
AÇÃA CESTAS YATKIZES TEM 3 COLUNAS, MAS AQUI SUMENTE AS

CULUNAS 1 SEFAG USADAS, ELAS CONTEM OS COEFICIENTES
"ESCALADOS" DE PC(Z)SO,

|

NCURK -GKAU DA EGUACAU,
Nu “COEFICIENTES DU FATOR GUADRATICO Z*424W%4Z40 QUE

ESTA SESDO TESTADO, :

DIFERE -VALMAR DO FRIMEIRO MEMBRO DA DESIGUALDADE QUE
TESTA O FATOR GUADRATICO, !

B,1b «VETORES LL CUNTEM OS COEFICTENTES "ESCALADOS"
DO POLINUMIO DEFLACIVNADO,

PARAMETROS = DE SATDAz?

10

20
30

40
50

60
70

ICHAVE CHAVE DE PROGRAYA?
=! -O FATOR GUADRATICO FOI ACEITO,

so “DO FATOR GUADRATICO NAO EDIT ACEITO,
SURPROGRAMAS NECESSARIOSt ESCAL, REFSC É ADIC.

DOUBLE PRECISION A,B,W.O0,DIFERE,AVNX,BN.,BNI,BNM2
DIMENSION A(21,3),1[1AC€21,3),B(21),IB(021)
EGUIVALENCE (BNM2,AUX),(IBN1,J)
NCORIZNÇORA1
B(IIZACL,1I)
IBCiIEIAÇ1,1)
AUX=SW*B(1)
IAUX=IBC1)
CALL ESCALCAUX,IAUX)
CALL ADICCA(Z1).IAC2,.1), AUX, TAUX,B(2),IR(2))
DO 10 I=3,NCOR]1
J=lel
K=sIT-2
BNE=WE*B(J)
IBNSIB(O)
BNISZQFREOK)
IBNITZTIB(K)

CALL ESCALC(CBN,TBN)
CALL ESCALCBNI,TANI)

| |

CALL ADICC(AN,IRN,BNI,IBNI,AUX,IAUX)
CALL ADICCACISI)IIAÇI1), AUX, LIAUX,BCTII),QIPCOTL))
CONTINUE
BNEBC(NCOR)
IBNESTIB(NCUR)
IF (IBN=20) 20,20,80
IF (IB6N+20) 80,30,30
CALL REESCCBN,IBN)
RNi=B(NCOR1)
IBNIZIB(NCOR1)

IF (IBN1I=20) 40,40,80
IF (IBN1420) 80,50,50
CALL REESCCBNA,ÇIBNI)
BNH2=QRBN*6N
BNE=WSENSBNA
BNISBNIJSBN1
AUXZ=BN1=BN=BNM2
IF (AUX) 60,990,70
AUXZ=-AUX
DIFERESDIFEREX*DIFERE
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90
100

110

120
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IF (DIFEKEC=-AUX) 80,90,590
ICHAVEZO
RETURN i

ICHAVE=1
RETURN
END

SUBROUTINE ADICCX.,IX.,Y,IY,Z.T1Z)

ADICIUNA NUMEROS DA FORMA X*(G64%t%T1X) E YS(64F+1X) COM
XE Y EM DUPLA PRECISAO,.

O RESULTADO DA OPERACAO E Z*(64*tTZ),
SUBPROGRAMA NECESSARIO: ESCAL,

DOUBLE PRECISION X,X,.Z2, FG
1F (X) 20,10,20
AS
I1Z2S1IXY

RETURN º
IF (Y) 50,30,50
zZEXx

TZEIX
RETURN
IDIF=sIX-1IY
IF (CIDIF) 80,60,70
LEX+X
GO TO 40
F=X
IFELIX :
GEY
60 TO 90
F=Y
IF=IY
GEX
IDIF=eIDIF
IF (16 -IDIF) 100,100,110
L2=f
I2=IF
RETURN

FAZENDO GSG/64, IDIF VEZES.
DO 120 I=s1,IDIF
G=0,015625D00%FG
CONTINUE
LEF4G
L2=1F
CALL ESCALC(Z,.1Z)
RETURN
END



nº

NnNnaAanAnnaT

NnQAanaan

10

20
30
40

50
60

70
80

90

100

10

20
30
40

50

60
70
80

SUBROUTINE ESCAL(Y.IY)

"ESCALA" NUMEROS EM DUPLA PRECISÃO COLOCANDU=OS NA
FORMA YS(64%431Y) TAL QUE 1/64 € IY1 < 64, PARA YsO.
E IY INTEIRO.

DOUBLE PRECISION Y,Z
A CONSTANTE 0,01562581,/64,

IF (71) 10,100,20
L2Y
GO TO 30
EX
IF (64,0D00=-Z) 40,50,50
ZE=0.015625000%7Z

IY=1X+1
GO TO 30
I1F (Z=0,.015025DOO0) 60,70,70
Z=64,0D00%Z7
1Y=1Y-1
GO TO 50
I1F (XY) 80,90,90
Yse7Z
RETUEN
Y=sZ
RETURN
1Y=0O
RETIIRN
END

SUBROUTINE REESCÓCY.1Y)

TRANSFORMA NUMEROS EM DUPLA PRECISÃO QUE ESTAO NA
FORMA Y*(6448 1X) EM NUMEROS EM DUPLA PRECISÃO DA
FORMA XE%(G438HT1X) TAL QUE IX=sO,

DOUBLE PRECISION Y

1F (1Y420) 10,20,20
Y=0,0D09
Go TO 70
IF (1Y=20) 30,30,50
IF (1Y) 40,80,40
Yx64,0DO0OFYXYIY
GO TO 7O
Y=1,.0D+37
WRITEC3,60)
FORMAT(46X, '"EXPOENTE - OVERFLOW NA REESCALA*')
I1X=0
RETURN
END
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SUBROUTINE DPEXP(X,.,LX,Z2,1Z)

CALCULA, EM DUPLA PRECISÃO,
O RESULTADO DA OPERACADO E Z$Y(64%tT*T1Z),
SUBPRUGRAMA NECESSARIO: ESCAL,

DOUBLE PRECISION X.,Y.Z
ZEDEXPL(X)
12=0
1F (TX) 10,50,60
IseTX
11=6%+]

DO 40 J=1,11
IREST=MOD(CI1Z,2)
IF (IREST) 20,30,20
Z=64,0D007%Z
122 1IZe1
ZEDSARTIZ)
I12=12/2
CALL ESCALCZ,1I2Z)
CONTINUE
RETURN
CALL ESCALCZ.IZ)
RETURN
I1Z6%IX
Do 70 J=t.1I
UELIZ,
1Z=17+1Z
CALL ESCAL(Z,1I2)
CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE DPLOG(X.IX.Y.IY)

CALCULA, EM DUPLA PRECISAN LN(Xt+(63ITE1X)),
O RESULTADO DA OPERACAO E Y*(644*T1Y),
SUBPROGRAMA NECESSARID:

DOUBLE PRECISION X.Y.w
w=64,0DOO
IF (X) 10,10,30
WRITEC3.20)
FORMATCO3TX, 'NECESSITOU=-SE DO LOG DE UM NUMERO NAO
Yz0.0D00
1Y=O
RETURN
Y=DLOG(W)*IX+DLOGUX)
1Y=0O

CALL ESCAL(OY1Y)
RETURN
END

ESCAL.

EXP(XEC64TATIA)),

130

POSITIVO!)
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SUBROUTINE RECONCN,ZE,ZL, CNF, REC)

RECONSTRUCAD DO POLTUDKTO A PARTIR DE SUAS RATIZES E D

COEFICIENTE DO TERMO
PARAMETROS » DE ENTRADA:

N GRAU DA FEOUACAU

ZR,ZI VETORES GUE COS

PE MAIOR POTENCIA DO POL. ORIGI

POLINOMIAL,.
TEM, PESPECTIVAMENTE, AS PARTES

REAIS E IMAGINSRKIAS DAS RATIZES,
COF e CUEFICTENTE DU

PARAMETROS - DE SATDA:s
REC VETOR QUE CONTEMNS NS COFFICIFNTES DO POLINOMION

10

20

30

40
50

eo

70

8o
90

100
1190
120

130

140
150

RECONSTRUIL DO,

IMPLICIT REALTB(A-H,O=2)
DIMENSION RECC21).,ZR(20),
Nist+)
DO t0 Isi.VN£s2
RECCT)=0.0000
RECCI+1)=0,90DOO
RECUNAÁ)AZ t. ODOIO

191
NTIRAlSNO
ZREAL=SZRIOI)
ZIMAGE=ZICO)
IND=I=NIF C(ZIMAG) 30,90,30
AUX ISZREADL+ZEEAL
AUXZ=ZIMAGELZIMAÇ
AUXIZAUXIH+AUX2Z2
AUXZEZREAL+ZREAL
JE1
15 (IL0—ND+J0) 509,60,.b65

TERMO DE MAINR POTENCIA DO POLI»=
NDMTD NRIGINAL., :

|

21020)

JaJ+i
GO TO 490
REC(JIEZ=EECCJ4+2) +AUX1 RECO)
INDICE=J+1
HEC(J )=REC(J)=AUXZA*REC (INDICE)
JEINDICE
IF C(J=NTIRAL) 60,60,70
RECCN 1) ZAUXITRECONID
Is1l+2
1F (Nº1) 140,20,20
Js1
1F (IND+J) 110,1109,120
Js"IND4+1
INDICEZJ+i

KECCNISAVAISREC(ONJ=AUXAZFRECONI)

REC(J)= RECCINDICE)=REC(J)*ZREAL
JSINDICE
1F (JeN) 120,120,13090

RECU(N1)SeRECONA1V$ZREAL
I=1+41t ,

GO TO 80
DO 150 I5S1,N1t
RECCISRECOD COF

—

RETURN
END
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PROGRAMA PRINCIPAL
TESTE DO SETODO DF GRAEFFF,

IMPLICIT REALFR(OA=H, DZ)
DIMENSION COEFÇ21),RECC21),ZR(020),.210(20)
DATA G/1,D=147/
READ(2,10)N,H
FORMATO213)
IF (M) 20,20,30
MELO
MMAX=I15
DEL TA=1,.Ded
FEPSIL=1,D=b
GU TO 50
READ(2.,40)MMAX DELTA,EPSIL
FORMATOLS,2D0D30,16)
NisSsN4+)
READ(2.60)(TOEF(LI).Ai1Z1,N1I)
FORMAT(2D30,16)
WRITEC3TOJIN

FORMATOYHI1,42X,?! COFFITCIENTES DO POLINOMIO DE GRAU',T1T3,//)
DO 850 Ieil,N)
WRITECIÇG90)L,CDEF(T)
FORMAT(4O6X,!' AÇ9ÇTI2,!)E!,D23,.16)

CALL GRAEFUON,CDEF,DELTA,EPSTIL,M,MMAX, NUMER,ZR,ZI,ERROM,G,REC,ICHAV)
WRITECIÇI0O00)M,DELTA,EPSI,
FORMAT(//41X, NÚMERO DF QUADRACOES REALIZADAS =',14,/42X,' LIMITE D

*05 COSEF. PIVOTAL 3 DELTA =',D23.16.,/42X,' LIMITE DO ERRON DAS RAIZES
*; EPSTLO =*',D23.16,//)

NENHUM ERRO,
WRITECI3ÇI2O0)

:

FORMATO/21X,  RAITZES=PARTE!,12X, REAL! Q13X,!E!NÇSOX,' IMAGINARIA!,/)
HRITE(C3.,130)(ZROI).ZIC1),1=1,N)
FORMATOS ISX,.D23.16,7XK,D23.16)|
HRITEC3Ç140)
FORSATO//41X, ! COEFICIENTES DO POLINOMIO RECONSTRUIDO!//)

DU 150 1=1,N1
WRITEC3ILG0) L.,RECCOL)
GOI To 200

APENAS NUMR RAIZES FORAM DETERMINADAS,
NÃO HA RECONSTROUCAO DO POLINOMIO,

IF (NUMR) 200,200,170
aRITEÇ3IZÓ)
WRITEC3AI30) (LRC). ZIC1),TS1,.NÚMRI
GO Tou 200

US COEFICIENTES DO POLINOMIO RECONSTRUÍDO TEM ERRO MAIOR OUE G,
WRITEGC3AI1I90IERROM
FORMATO//35X, ! ERRO MAXIMO NOS COKEFICIENTES=',D25,.16)
GO TO 110 | |

CALL EXIT
END '
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