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Abstract

In this work we define a cohomological invariant E(G,S,M) where G
is a group, S = {S;}ie; is a family of infinite index subgroups of G and M a
Z,G-module. The case where S = {S} is investigated. We verify that E(G,{S}, M)
has a interpretation in terms of derivations and principal derivations, and so in certain
cases computétion is available. Also we give a topological interpretation for E(G,{S}, M)
in terms of relative cohomology of complexes (X,Y) if (X,Y) is an Eilenberg-MacLane
pair realizing (G, S). This invariant is closely related to the classical end ¢(G) for a group
G, and the ends €(G,S), é(G,S) for a group pair. We denote E(G,{S},Z,(G/S))
and E(G,{S},Z,G ®z,s PS) by E(G,S) and E(G,S) respectively. We have that
E(G,{1}) = E(G,{1}) = ¢(G) and in some cases E(G,S) = ¢(G,S) and E(G,S) =
(G, S). However we give examples where they are distinct. Some results are obtained in
the case where G and S have certain property of duality. We relate E(G, S) with

decomposition of groups like HNN-extensions and free amalgamated product.



Resumo

Neste trabalho definimos um invariante cohomolégico E(G,S,M) onde G
é um grupo, S = {S.}ies é uma familia de subgrupos de G de indice infinito e M éum
Z,G-médulo. O caso onde § = {S} é investigado. Verificamos que E(G,{S},M) tém
uma interpretagdo em termos de derivagoes e derivagoes principais, e deste modo em certos
casos a computagao deste invariante é possivel. Também apresentamos uma interpretagao
topolégica para E(G,S,M) em termos de cohomologia relativa de complexos (X,Y) se
(X,Y) éum par Eilenberg-MacLane realizando (G, S). Este invariante estd intimamente
relacionado com o end cldssico e(G) para um grupo G, e os ends €(G,S) e &G,S)
para um par grupo (G,S). Denotamos E(G,{S},Z,(G/S)) e E(G,{S},Z,®z,s PS)
por E(G,S) e E(G,S) respectivamente. Temos que E(G,{1}) = E(G,{1}) = ¢(G) e
em alguns casos E(G,S) =¢(G,S) e E(G,S) = &G, S). Entretanto damos exemplos
onde eles sao distintos. Alguns resultados sdo obtidos no caso onde G e S tém certas
propriedades de dualidade. Relacionamos E(G, S) com decomposi¢oes de grupos tais

como HNN-extensoes e produto livre amalgamado.
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INTRODUCAO

Sabemos da existéncia de invariantes denominados ends (mais precisamente
nimero de ends) para X, um espago topoldgico: e(X); para G um grupo: e(G) e para
pares (G,S) : e(G,S) e &G,S).

A teoria de ends de espagos topoldgicos foi introduzida por Freudenthal em
[13] (1931).

A teoria de ends de grupos foi introduzida por Hopf [16] (1943) para grupos
finitamente gerados e foi modelada na teoria de ends de espagos.

Posteriormente Specker [30] (1949) deu uma definigdo puramente algébrica
para €(G), para todo grupo G (nao necessariamente finitamente gerado). Se G € infinito

entao

Der(G, ZQG). 1)
? P(G,Z,G)
O end ¢(G,S) foi introduzido por Houghton [17] (1974) para grupos to-

e(G)=14+dim 7, H(G;Z,G) =1+ dim ¢

polégicos, e Scott [26) (1977) explorou este invariante no caso discreto. Para €(G,S) nao
existe uma férmula cohomolégica do tipo (1) quando [G : S] = oo.
Quanto ao invariante end €(G, S), foi definido por Kropholler e Roller em
[2] (1989), e se [G:S] = oc entdo
Der(G, FsG)
? P(G,FsG)
onde FsG={ACG|ACF.S para algum subconjunto finito F de G}.

é(G,5)=1+dim 2, H(G; FsG) =1 + dim gz (2)

Com base na teoria de cohomologia relativa de grupos, nés definimos um
invariante "end” generalizado E(G,S,M) para G um grupo, & = {S;, ¢ € I} uma
familia de subgrupos de G com [G: §;}= o0, Vi € I e M um Z,G-mébdulo qualquer.

A definigao deste invariante ( e parte do capitulo II deste trabalho) foi obtida

em colaboracao com Maria Gorete Carreira Andrade 2], e surgiu da tentativa de se obter



para ¢(G,S) uma férmula do tipo (1) envolvendo cohomologia relativa de grupos.

Neste trabalho estamos interessados no caso em que & consiste de um tnico
subgrupo S, isto é, S = {S}. O caso genérico E(G,S,M) é explorado por Maria Gorete
Carreira Andrade em [1].

Relacionaremos os invariantes E(G,{S},Z,(G/S)) e E(G,{S},FsG) com
e(G,S) e €(G,S), respectivamente. Veremos que em certos casos eles coincidem. Porém,
nossos invariantes dao uma condigao necessaria para que (G,S) seja um D™-par, o que
nao ocorre com os demais.

Além disto, E(G,{S},FsG) nos déa informagdes a respeito do subgrupo
S quando €(G) = 00, 0 que nao acontece com &(G,S) pois, se €¢(G) = 0o entao
é(G,S) = oo para qualquer subgrupo S.

Veremos também que sob algumas hipdteses E(G, {S}, FsG) mede exata-
mente quando G se decompoe sobre subgrupo comensuravel com S, o que nao é verdade
para €é(G,S). .

Este Trabalho estd dividido em 4 capitulos.

No capitulo I recordamos alguns resultados de (co)homologia de grupos e
dualidade. O propdsito deste capitulo € de fixar notacao e evitar ao leitor frequentes
consultas as referéncias.

No capitulo II, introduzimos o invariante E(G,S,M) para S = {S:}ies.
com [G:8]= o0, Vie ] e M um Z,G-mdbdulo, ou seja,

E(G,8,M) =1+ dim z Ker res$ ,

onde resg,, : HY(G; M) — [ H'(5; M) é a aplicacio restrigao (11.2.1).
iel
No caso em que S = {S}, nés denotamos E(G,{S}, M) simplesmente
por E(G,S,M).

Algumas caracterizagoes deste invariante foram apresentadas.

A primeira é em termos de caracteristica de Euler parcial (11.2.4), isto é,

»Se a dimensdo (em Z,) de HO(G; M), H°(S; M) e HY(G,S8; M) € finita entio
E(G,8,M)=1+dim z,H*G; M) — dim H°(S; M) + dim H'(G, §; M).” (3)

(Esta caracterizagao nos foi sugerida pelo Prof. Alejandro Adem).
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A segunda é em termos de derivagoes e derivagoes principais (11.2.5), a saber

H'(G,5; M) . Der(G,5,M)
BG.5M) Y ee sy @)

A terceira é em termos de cohomologia relativa de complexos (11.5.2), ou

E(G,S,M)=1+dim 7

seja, se (X,Y) € um par Eilenberg-MacLane realizando (G,S) entdo
HY(X,Y; M)
MS/MG ° (5)

onde a cohomologia € tomada com coeficientes locais.

E(G,S,M) =1+ dim

Neste capitulo nos dedicamos de modo especial ao invariante
E(G,{S},Z,(G/S)) que denotamos por E(G,S).

Provamos que: Dado (G,S) com [G:S)= o0, se (G,S) € um D"-par
entdo E(G,S) =1 ou equivalentemente, se E(G,S)#1 entao (G,S) néo é um D"-
par (11.3.6). (Este resultado é uma generalizagao do existente para um grupo, a saber, se
G é um D"-grupo, n > 1, entao ¢(G) =1).

Como aplicagao deste resultado concluimos que um determinado par (G, S)
nio é de dualidade. Isto é obtido computando E(G,S) em termos de derivacoes e
derivacgdes principais (I1.3.8).

Também verificamos, por exemplo, que se G é um PD"-grupo ¢ S um
PDm™1.subgrupo entao E(G,S) < 2.

Em 11.4 relacionamos FE(G,S) com os ends €(G) e (G, S). Verificamos
(em 11.4.24) que

E(G,S) < €(G,S)

e estabelecemos uma condigao necessaria e suficiente para se obter a igualdade (11.4.25).
Nos casos em que a igualdade é valida (por exemplo quando S é normal em G (11.4.24
11.4.30)) teremos para €(G,S) uma formula do tipo (1) envolvendo cohomologia relativa.

ou seja,

HYG, S, Z,(G/S))
? P(G,S,2Z,(G/S)) "

Também nestes casos €(G,S) terd uma interpretagao topoldgica em termos
de pares Eilenberg-MacLane (11.5.3).

No capitulo 111, dados (G,S) com [G : S] = oo, estudamos o invariante

e(G,S)=1+dim gz
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E(G,{S},M) para M = FsG = Z,G ®z,s PS, que denotamos por E(G,S).

Para este invariante conseguimos (111.1.6) uma definicdo equivalente que
inclui o caso em que [G:S] < oo (isto nao foi possivel para E(G,S)).

Virias propriedades de E(G,S) sao apresentadas. Por exemplo, provamos
que E(G,S) < E(G,S) (111.2.1) e concluimos que a igualdade nem sempre ocorre
(111.2.3).

Também observamos que néo existe relagio entre os invariantes E(G, S ) e
e(G,S) (111.2.4).

Verificamos que E(G,S) preserva propriedades de dualidade analogas as
obtidas para E(G,S) embora seja um majorante de E(G,S) (111.2.8). Usando estas
propriedades concluimos, por exemplo, que E(Z@(Z*Z)@ZR,Z*Z) =2 (111.2.10)(11).

Por tltimo (I11.3) comparamos E(G,S) com é(G,S). Temos que
E(G,S) < &G, S), mas a igualdade nem sempre ocorre pois, por exemplo, a propri-
edade: "se (G,S) é um D"-par entio E(G,S) = 1" néo é verdadeira para é(G,S)
(111.3.6). Uma condicdo necessdria (no caso em que os invariantes sio finitos) e suficiente
para se obter a igualdade é que resgfsc seja a aplicagao nula. Apresentamos certos casos
em que a igualdade ocorre. Por exemplo, se S é normal e finitamente gerado (111.3.9) ou
se S éum PD"-grupoe {g € G|cd(S°NS)=n-1} =0 (111.3.11). Como aplicagao
deste wltimo resultado computamos E(G,S) em um exemplo especifico (I11.3.12).

Finalizando observamos que por (5) E(G,S) tem uma interpretacao to-
poldgica em termos de pares Eilenberg-MacLane. Dai. €(G,S) também terd tal inter-
pretacgao se a igualdade €é(G,S) = E(G,S) for valida (111.3.16).

No ultimo capitulo analisamos alguns dos resultados de Kropholler e Roller
sobre decomposicio de grupos [21] em termos de nosso invariante E(G, S).

Em todos os resultados de [21] é suposto que H(G;FsG) ~ Z,
(< &(G,S) = 2 por (2)). Se G e S sao finitamente gerados, os autores apresentaram
uma condi¢ao necessaria e (sob certas restrigoes) suficiente, para G se decompor sobre
um subgrupo comensuravel com S. A condigao é que a obstrugao singg(S) (introduzida
pelos autores), seja nula.

Verificamos que E(G, S) substitui a obstrucao singg(S) (que estd definida

v



somente quando é(G,S) = 2). Por exemplo, adaptando um dos resultados de [21] em
termos de E(G,S) temos: "se G é um PD"-grupo e S um PD""'-subgrupo entdo G
se decompde sobre um subgrupo comensurivel com S se e somente se E(G,S) = 2."

Nosso objetivo é obter resultados similares aos de [21], porém substituindo
singg(S) por E(G,S), e sempre que possivel, retirar a hipétese &(G,S) = 2.

Neste sentido verificamos que o seguinte resultado é valido sem tal hipétese.
Se G se decompée sobre um subgrupo comensurdvel com S entdo E(G,S) > 2”7 (Iv.2.6).
Dai concluimos que: "Se (G, S) € um D"-par entao G nao se decompée sobre um subgrupo
comensurdvel com S§” (IV.2.7).

| Com isto temos exemplos de pares (G, S) tais que &(G,S) # 2 (e portanto

singg(S) nao estd definida) mas no entanto, usando E(G,S) podemos concluir que G
nao se decompode sobre um subgrupo comensuravel com S (1V.2.8).

Em outro resultado analisado verificamos que a hipétese é(G,S) = 2 é
consequéncia das outras, portanto nao é possivel retirad-la. Também verificamos que uma

das condigbes imposta neste resultado pode ser enfraquecida (IV.2.11).
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CAPITULO 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é recordar alguns resultados da teoria de
(co)homologia de grupos envolvendo a teoria de dualidade, que serao iiteis no desen-
volvimento deste trabalho.

Para as secgoes 1 a 4 nossa referéncia basica sera [8]. Queremos observar
que em [8] a (co)homologia de um grupo G é definida sobre o anel Z dos inteiros, com
coeficientes em um ZG-médulo M, porém pode-se considerar, no lugar de Z, qualquer
anel com unidade R.

Aqui consideraremos o caso em que R é o anel Z ou o corpo Z, = {0,1} de
dois elementos. Porém nosso interesse (nos capitulos seguintes) é no caso em que R = Z,.
Portanto nos restringiremos, sempre que for conveniente, somente a este caso.

Para a secgdo 5 nossa referéncia basica sera as notas de R. Bieri [4].

A seguir damos uma breve descrigao do conteido deste capitulo: Primeiro
introduzimos o conceito de homologia e cohomologia de grupos, via resolugbes projetivas
de R sobre RG, e apresentamos a interpretacao topoldgica de H.(G; M) e H*(G; M) para
todo RG-médulo M (seccao 1). A seguir (na seccdo 2) vemos H. e H® como funtores
covariantes do modulo coeficiente, e mais geralmente, como funtores de duas variaveis.

Na seccao 3 estudamos os Z,G-médulos do tipo IndSM e Coind M, onde
S é um subgrupo qualquer de G e M é um Z,S5-médulo. Esta seccao é fundamental
para os proximos capitulos. Nela recordamos propriedades basicas que serao muitas vezes

utilizadas em nossos resultados, dentre elas destacamos a Formula de Mackey € o Lema de



Shapiro. Na seccido 4 apresentamos a interpretagao de H!(G; M) em termos de extensdes
cindidas de grupos.
Finalmente, na secgao 5, recordamos o conceito de dimensao (co)homolégica,

grupos de dualidade e suas propriedades mais relevantes.

Notagoes especiais: Conforme observamos acima, nos restringiremos quase
sempre ao caso em que R = Z,. Assim, por conveniéncia, em todos os capitulos, deno-
taremos — ®z,6 — Homgz,g(—,—), — ®z, —, Homg,(—,—) e dimgz, respectivamente

por — ®g —, Homg(—,-), — ® —, Hom(—,-) e dim.
1. Homologia e Cohomologia de Grupos

Para ndés G sempre denotara um grupo, R o anel Z ou o corpo Z;,e RG o
anel grupo de G sobre R: Os elementos de RG sao somas formais
Sreg com r, € R, g € G onde r, = 0 para quase todo g (portanto RG é o

R-médulo livre gerado pelos elementos de G) e, as operagbes sao dadas por

(Zre9) + (Zsg9) = Elrg +sg)9
(Cre9)(Tsg9) = Ttgg , onde {; = TzSy.

Ty=
A unidade de RG é o elemento 1 = 1.¢ onde ¢ é o elemento neutro de G. O

elemento 1g € RG sera denotado por g.

Para qualquer grupo G podemos definir 0 homomorfismo de aneis
¢: RG — R, tal quee(g) =1, paratodo g €G.

Este homomorfismo é denominado aplicagdo aumentagao.

1.1: Neste trabalho, a menos que se especifique o contrario, trabalharemos
na categoria de RG-médulos a esquerda.
E interessante observar que todo RG-médulo a esquerda N (R = Z ou Z,)

pode ser considerado como um RG-médulo 2 direita por definir  n.(rg) = (r¢g™')n, para



r € R, g € G en € N. De modo analogo, todo RG-médulo & direita pode ser considerado

como um RG-médulo a esquerda.

1.2 Observagoes: (a) Se M é um RG-médulo (a esquerda) entao:

(i) M é um R-médulo (& esquerda) pois basta definir r.m := (re)m onde e
é o elemento neutro de G, e

(ii) Existe uma agao (& esquerda) de G em M dada por g.m = (1¢g)m.

Reciprocamente, se M é um R-modulo e existe uma a¢do de G em M entio
podemos dar a M uma estrutura de RG-médulo, definindo (rg).m := r(gm) e estendendo
por linearidade.

Assim, para que M seja um Z,G-moédulo é necessirio, e suficiente, que M
seja um Z,-médulo (isto é, um grupo abeliano em que todo elemento tem ordem 2 e
portanto m = —m) e que exista uma agdo de G sobre M.

Logo, se M é um Z,G-modulo entao obviamente M é um ZG-médulo.

(b) O anel R sera sempre considerado um RG-médulo com a G-agao trivial,
istoé, gr=r, paratodor € R e g€ G. Assim, (L r,9).r = L rg(g.r) = L r,r.
No caso em que R = Z; esta é a iinica estrutura de Z,G-médulo possivel,

pois Aut(Z,) = {id}.

(c) A agado diagonal: Sejam M e N RG-médulos (a esquerda). Nds po-
demos dar a M ®@r N (respectivamente Hompg(M, N)) uma estrutura de RG-mddulo
induzida pela G-agao diagonal

g(m@n)=gm@gn, Vg€ G, meM ene N

(resp. (g.f)(m)=gf(g"'m), Vg€ G, me M e f € Homp(M,N)).

Uma resolu¢do projetiva de R sobre RG é uma sequéncia exata de RG-

modulos
---—anﬁ'-‘)Fn-l——)“-—-bF]ﬁFo-iéR—*O (*)

em que cada F; é RG-projetivo.

Tal resolugao sempre existe pois podemos tomar Fo = RG, € a aplicagio



aumentacao, e se Fy,...,F, sdo definidos, tomamos para F,,, qualquer médulo li-
vre aplicado sobre K, := Ker (F, — F,_,) e para 0,4 a aplicacdo correspondente
F,..y = K, — F,. Note que esta construgao nos da uma resolugao livre de R.

Por conveniéncia as vezes denotamos uma resolugao (*) simplesmente por

e: F— R.

1.3 Definigéio: Sejam F -5 R uma resolugdo projetiva de R sobre RG e

M um RG-mddulo (¢ esquerda). Consideremos os complezos
FQrcM: - =2 F,®reM— FQrcM - Fy®rc M -0 e
Hompg(F,M):0 — Hompg(Fo,M) — Hompg(F},M) — .-

Os grupos de (co)homologia de G com coeficientes em M sdo defi-

nidos por

H(G;M) = Hi(Homgg(F,M)),
H_,'(G;]U) = H_,'(F@RGM), j=0,l,...

Quando M = Z com a G-agao trivial é usual denotar H*(G; M) ( resp.
H.(G;M)) por H*(G) (resp. H.(G)). Neste caso os grupos sao denominados grupos de
cohomologia de G (resp. grupos de homologia de G ).

1.4 Observagoes: (a) Estamos levando em conta 1.1 quando usamos a
mesma resolugao F para definir os grupos de homologia e cohomologia, pois em F,, ®rc M,
F,, é considerado como RG-mddulo a direita enquanto que em Hompg(F,, M), F, é visto

como RG-médulo a esquerda.

(b) Pode-se verificar que a definigao acima independe da resolugao projetiva

escolhida (cf. [8, 1.7.5]).

(¢) Para qualquer grupo G podemos construir uma resolugéo bastante im-
portante no estudo dos grupos de (co)homologia denominada resolugdo Bar (cf. [8, 1.5]).
Ela é dada por:

8
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onde F, é o RG-médulo livre gerado pelos simbolos [g; | g2 | ... | gn), 9 € G. Sen =0,
existe somente um tal elemento basico, denotado por [ ], assim F;, pode ser identificado

com RG se identificamos [ ] com 1. O operador bordo é dado por

n

Oal..- g = Z(-—l)‘d,-[g, | ... | gn), onde d; é o RG-homomorfismo
=1
dado por:
ailg2 |- ] gs] se1=0
dlg:|... lg-) =9 loa |- .| gi-1 1 GiGisr | Giga | ... lgn] sel<i<n
(o1 1. gn-1) se1=n.
Em dimensbes baixas, esta resolucao tem a forma
RER3RGS R0,
onde
g | h] = g[h) — [gh] + [g],
g =gll-[l=9-1, e
e(l)=1.
(Se exigirmos que em [g; | 2 | - .. | 9] tenhamos g; # 1, para todo 1 < ¢ < n entdo nés

temos a chamada resolugdo bar normalizada).

Se F —» Z, é a resolucao bar de Z, sobre Z,G, vamos denotar Homg(F,, M)
por C*(G,M). Um elemento de C"(G, M) pode ser considerado como uma fungao
f : G —» M, isto é, uma fungdo de n varidveis de G a M onde identificamos

(91192 1-.-]9n) com (g1,-..,9n). O operador cobordo é : C*~1(G, M) — C*(G, M) é
dado por

(6f)gry---y9n) = 1 f(92- -5 9n) =~ f192:- - s 9n) + -+ (=1)"fg1, - 1 9n-1).
Em particular, 6 : C%(G, M) — C(G, M) étal que (6f)(g)=9f1]- fl)

1.5: Sejam G um grupo e M um RG-médulo. O grupo das derivagées de
G em M é definido por

Der(G,M)={f:G— M| f(gh) = gf(h) + f(g), Vg,kh € G},
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e o subgrupo das derivagées principais por
PG M)={dn:G—- M, meM|d,(g)=gm-m, Vg€ G).

Observe que, no caso em que R = Z,, temos por 1.2 (a),
PGM)={dn:G— M, me M|d.(g)=gm+m, VgeG).
Usando a resolugao bar obtem-se facilmente a seguinte interpretacio de

HY(G, M) em termos de derivagdes e derivagbes principais:

1.6 Lema: Se G € um grupo e M é um RG-médulo, entdo

Der(G, M)

1 -
H'(G,M) = 5o a

O resultado abaixo nos diz que, na categoria de Z,G-médulos, os grupos
de (co)homologia sobre Z,; e Z sio equivalentes. Nds apresentamos aqui um esbogo da

prova deste resultado, visto que ele nao se encontra em nossa referéncia basica [8].

1.7 Proposigao: Se M € um Z,G-médulo entdo temos um isomorfismo
natural de H*(G; M) com M visto como Z,G-mddulo ¢ H*(G; M) para M considerado
como ZG-mddulo. Analogamente para H,(G; M).

Demonstragao: Seja F' —» Z uma resolugao projetiva de Z sobre ZG.
Entio F' = F®z 2, —» Z @7 Z, = Z, é uma Z,G-resolugio projetiva de Z,
(cf. [9, p.6]). Agora nds temos isomorfismos naturais
¢:Homg(F',M) — Homgg(F,M)
:F ®: M — F@zs M

dados por ¢(f)(z) = f(z ®1), Wz @r)@m) = 1@ rm, Vf € Homg(F,M),
z€F, reZ, e mé€ M, o que produz, levando em conta a definicao 1.3, o resultado

desejado. =]

1.8 Interpretagao Topolégica: Finalizando esta seccao veremos (na pro-

posicdo abaixo) que a (co)homologia de G esta relacionada com complexos K{G,1).
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Recordemos que se Y é um CW-complexo entao Y é denominado complezo
de Eilemberg-MacLane de tipo (G, 1) ou simplesmente um complezo K(G,1) se Y satisfaz
as seguintes condigoes:

(i) Y é conexo

(i) m(Y)=G

(iii) O recobrimento universal de Y é contrictil ( ou equivalentemente,

7;(Y) = 0 para todo 7 > 2).

Dado um grupo G é sempre possivel construir um complexo

K(G,1) [35, 2.10].
Também, dado um ZG-médulo M e Y um complexo K (G, 1) podemos cons-

truir o sistema de coeficientes Jocais M  sobre Y associado ao ZG-médulo

M [36, cap. VI].
Para a demonstragao da proposigio nos referimos {8, 11.4.1} para o caso em

que M = R com a G-agao trivial e [15, teor. 10.7.14c] para o caso geral, sempre levando

em consideragido a proposigao anterior.

1.9 Proposigao: Sejam G um grupo, M um RG-mddulo e Y um complezo

K(G,1). Entao
(1) H.(G; M) ~ H.(Y; M) ¢,
(ii) H*(G; M) ~ H (Y; M),

onde M ¢€ o sistema de coeficientes locais sobre Y associado ao ZG-mddulo M. D
Note que se M é um RG-médulo trivial (isto é, g.m = m, Vg € G) entao
H.(G;M)~H.(Y,M) ¢ H(G;M)~H"(Y,M),

em particular

H.(G)= H.(Y) e H(G)=H(Y).



2. H* e H, como funtores do médulo coeficiente e
funtores de duas variaveis

2.1: Uma vez que FQgc— e Hompg(F, —) sao funtores covariantes, é claro
que H,(G;~) e H*(G,; —) serao também funtores covariantes da categoria de RG-médulos
na categoria dos grupos abelianos. Se f: M — M’ é um RG-homomorfismo a aplicagio
induzida H.(G; f) : H.(G; M) —» H,(G;M') (H*(G;f): H*(G;M) = H*(G; M')) serd
denotada, caso nao haja confusdo, simplesmente por f, (resp. f*).

Na proposi¢ao abaixo apresentamos algumas propriedades basicas dos fun-
tores H.(G;~) e H*(G;-). Antes introduziremos algumas notagdes.

Seja M um RG-médulo. Denotemos por

MC={meM|gn=m, Vg€ G} e,
Mg=M/<gm-m; g€ G, m € M > (oquociente de M pelo subgrupo

aditivo gerado pelos elementos da forma gm —m, m € M, g € G).

Pode-se verificar, facilmente, que

MS ~ Hompo(R,M) ¢ Mg~R®ncM.

2.2 Proposigao:[8, 111.6.1] Seja M um RG-mddulo:

(i) Eziste um isomorfismo natural Ho(G; M) ~ Mg

(i)’ Eziste um isomorfismo natural H°(G; M) ~ MC

(ii) Para qualquer sequéncia erata 0 — M’ 4 ML M = 0 de RG-
médulos € qualquer inteiro n existe uma eplicagdo natural 8: H,(G;M") = H._,(G, M’)

tal que a sequéncia
o Hy (G M) D HY(G M) S Ho(Gs M) 35 Ho(G; M) 25 Ho(G; M™) — 0

€ ezata.
(i1)’ Para qualquer sequéncia erata como em (ii) € qualquer inteiro n existe

uma aplicagdo natural § : H*(G; M") — H™(G; M") tal que a sequéncia
0 — HYG; M') 3 HYG; M) &5 HOG; M™) & H'G; M') &5 HY (G M) — -
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€ ezala. D

Podemos mais geralmente ver H, e H* como funtor de duas varidveis como

segue:

2.3: Vejamos H, como um funtor de duas variaveis. Seja Cp a seguinte
categoria: Um objeto de Cy é um par (G, M) onde G é um grupo e M um RG-médulo;
uma aplicago de (G, M) em (G',M’) é um par (a, f) onde & : G — G é uma aplicagio
de grupos e f : M — M’ é uma aplicagao de grupos abelian)bs tal que f(gm) = a(g)f(m),
para g € G, m € M (isto ¢, f é um homomorfismo de RG-médulos se M’ é considerado
como RG-mddulo via a (ver secgio seguinte)). Dado (e, f) seja F (resp. F') uma
resolugdo projetiva de R sobre RG (resp. RG') e seja 7 : F — F' uma aplicagio de cadeia
compativel com a como em [8, I1.6], (isto é, 7(g9z) = a(g)r(z), para g € G e z € F).

Entao existe uma aplicagado de cadeia

7@ f:F®rcM — F @nc M,
e 7 ® f induz uma aplicagao bem definida

(a,f). : H.(G; M) = H.(G'; M').

Deste modo H. torna-se um funtor covariante sobre Co. No caso em que
M = M’ e f = id, nds as vezes simplesmente escrevemos a, para (a,idy,). : H.(G; M') —
H.(G'; M").

Note que a aplicagdo geral (a, f). pode ser escrita como a composta
H.G:M) S B (G, M) S G, M),

onde H.(G; f) faz sentido porque f é uma aplicagio de RG-moddulos.

2.4: Para a cohomologia a situacio é semelhante. Seja C; a categoria com
os mesmos objetos que Cp, mas onde uma aplicagio de (G, M) em (G', M') é agora um
par (a: G — G, f: M — M). Como antes nés exigimos que f seja uma aplicagao de

RG-médulos via a, isto é, f(a(g)m’) = gf(m’) para g € G, m' € M'. Se FeF sio
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resolucdes para G e G' e 7 : F — F' é uma aplicagio de cadeia compativel com a, existe

uma aplicacéo de cadeia
Hom(r,f): Hompg(F',M') = Homps(F, M),

que induz

(o, f): H*(G'; M) — H"(G;M).
- fokor]
Assim H* € um funtor contravariante sobre C;. No caso em que M = M’

escrevemos a” para (a,td,,).; note que a aplicagao geral (a, f)* é a composta

H(G: M) S B (G M)TS) g6, m).

3. Mdédulos Induzidos e Coinduzidos

Seja @ : A — T um homomorfismo de anéis unitdrios. Entdo qualquer
I'-médulo (& esquerda) N pode ser considerado como um A-mdédulo (a esquerda) via a,
definindo
an=ala)n, Ya€ A, n€ N.

Neste caso dizemos que N é um A-moddulo por restrigées de escalares. (Vale construgao
analoga para médulos a direita).
Por outro lado, dado um A-mddulo (a esquerda) M podemos obter, a partir

de M, dois I-médulos (a esquerda) bastante relacionados com M:

1. Considere, por restrigdo de escalares, I' como um A-médulo a direita,
entao podemos definir o produto tensorial I' @, M. Este produto pode ser visto como
I'- médulo (& esquerda) definindo z.(z'® m) = 22’ ® m, Vr,2' €I’ e m € M (onde zz'
é o produto em I'). T ®, M com esta estrutura de I'-modulos é denominado o mddulo

obtido de M por estensdo de escalares de A a T" (via a).

10



2. Analogamente, considere, por restricao de escalares, I' como um
A-médulo & esquerda. Entao podemos definir Hom,(I',M). Homp(I',M) pode ser
visto como I'-médulo (a esquerda) definindo (z.f)(z') = f(2'z), Vz,z' € T e f €
Hom,(T',M). Este I'mddulo é denominado o mddulo obtido de M por co-eztensdo de

escalares (via a).

O lema a seguir sera utilizado na construgio 3.2 abaixo. Embora seja ele-

mentar, o demonstraremos aqui para familiarizar o leitor com as muitas agdes envolvidas.

3.1 Lema: Seja M um A-méddulo. SeT @ M e Hom,(T',M) sdo os
I'-médulos obtidos de M por ertensdo e co-extensdo de escalares, entdo as aplicagoes
naturais
o 1)i: M = T @M dada pori(m)=1Q@m, e

2) 7 : Homy(T, M) — M dada por 7(f)= f(1) (1 €T)
sdo A-homomorfismos se vemos os I'-médulos T @y M ¢ Homy(I', M) como A-mddulos

por restrigdo de escalares via a.

Demonstragao:
1)ilam)=1Qam=1.a@m=la(d)®@m=a(a)l ®m = ala)(1 @m) =
a.i(m), paratodoa € A e me M.

2) m(a.f) = n(a(a)f) = (ala)f)(1) = f(la(a)) = fla(a)l) = f(al) =
af(1) = ar(f), paratodoa € A e f € Homs(T,M). O

3.2: (8, 111.3.3 e 3.6) Sejam @ : A — I um homomorfismo de anéis
(unitdrios), A um A-médulo e N um I'médulo. Entao:
1. Dado uma aplicagao de A-médulos f : M — N (onde N é visto como
A-médulo via a), existe uma unica aplicagdo de Imédulos ¢ : T ®4 M — N tal que
poi= f. A aplicacao ¢ é dada por p(z @ m) = z f(m).
M L TewM
Vi e
N
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Assim obtemos um isomorfismo
p: Homp(M,N) S Homp(T ® M,N)
J = olf)=we,

com inverso dado por p™}(p) = poi.

2. Dada uma aplicagdo de A-mddulos f : N — M, existe uma tnica
aplicagdo de I-médulos 1 : N — Homy (I, M) tal que mo¢p = f. A aplicagio ¢ é dada
por ¥(n)(a) = f(an).

Homy(T', M)
b, L
N M

Assim obtemos um isomorfismo

v: Homp(N,M) 5 Homp(N,Hom,(T',M)
=) =v

com inverso dado por ¥~} (¢) = 7 0 9.

Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Nosso interesse é aplicar a teoria
anterior para o homomorfismo de anéis a : A = Z,5 — I' = Z,G, induzido da inclusio

ScaG.

Notagao: Seja N um Z,G-médulo.Denotaremos por Res$N o Z,G-

modulo obtido de N por restrigao de escalares de G a S (via a : Z,5 — Z,G).

3.3 Definigao: Scja M um Z,5-mddulo. O Z,G-mddulo obtido de M por
ertensdo (resp. co-ertensdo) de escalares de Z,5 a Z,G via a € denominado indugao
(resp. co-indugao) de S em G.

Escreveremos:

IndSM = Z,G®s M,
CoindSM = Homgs(Z,G,M).
Observemos que em IndSM, Z,G é visto como Z,S-médulo a direita com
a S—éééo g.s = ga(s) = gs ( multiplicagao a direita), e em CoindZM, Z,G ¢ visto como

Z,S-médulo com a S-acdo multiplicagido a esquerda (s.g = sg).

12
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Ind$M é visto como Z,;G-médulo com a G-agdo dada por g.(¢' ® m) =
g9’ ®m, V9,9’ € G e m € M; e Coind¥M é visto como Z,G-médulo com a G-agéo
(g-1)(¢') = f(d'9), V9.9’ € G, [€ Homs(Z,G,M).

Os médulos da forma Indf,)M e Coindf,)M sao denominados, respecti-

vamente, modulos induzidos e co-induzidos.

Denotaremos o médulo coinduzido Coinfl}lg por Z,G.

3.4 Observagoes: (a) Considerando os Z;S-homomorfismos do lema 3.1,
pode-se facilmente verificar que i : M — Ind§M (m - 1®@m) éum Z,5-
monomorfismo, e 7 : CoindSM — M (f — f(1)), ¢ um Z,S-epimorfismo.

(b) Z,G é um Z,S-mébdulo livre, como base podemos tomar qualquer con-
junto E de representantes para as classes laterais gS. Assim Z,G = @gZQS.

g€E

Segue de (a) que M ¢é canonicamente Z;S-isomorfo a 1 @ M, portanto
podemos identificar M com 1 @ M.

Por outro lado, segue de (b), que Z,G ®s M como grupo abeliano admite

a decomposigao

Z,6esM= @ goM,
9€G/S

onde g® M = {g @ m, m € M}. (Por um abuso de notagédo estamos indicando um
conjunto de representantes para as classes laterais gS por G/S).
Como ¢g(1 @ m) = ¢ ® m, entdo ¢ ® M é simplesmente o transformado de

1®m pela acao de G. Logo podemos identificar g®@ m = g(1®m) com gM. Assim temos:

3.5 Proposigao: [8, 111.5.1] Seja M um Z,S-mddulo.
(i) O Z,G-médulo IndSM contém M como Z,S- médulo e admite uma

decomposigdo em soma direla

]n.dg!tfz @ gM,
9€G/S

onde gM € o transformado de M pela agio de G.

Analogamente,
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(ii) Coind$ M admite uma decomposigdo em produto direto, isto €, eziste
uma familia de sobrejegoes 7, : Coind3 M —+ gM, g € G/S tal que a aplicagéo corres-
pondente

CoindgM — [] oM
9€G/S

€ um isomorfismo. 0

Seja M um Z,S-médulo. Consideremos a aplicagio

m €S
wo: M — CoindgM onde m — @o(m) | wo(m)(g) = { z se g
C.C.

Entdo o é claramente um Z,S-homomorfismo, pois

g{sm)=gsm seg€S§,

0 c.cC.

wo(sm)(g) = {

gsm segs € S,
spo(m)(g) = po(m)(gs) =
0 . C
e, como s € S, temos que gs € S se e somente se g € S.
Considerando em 3.2 (1), N = Coind§M e f = ¢, existe uma tinica
aplicagio de Z,G-médulos ¢ : Ind§M — CoindG M tal que poi = ¢,. ¢ é dada por
©(go ® m) = gowo(m) e portanto,

ggom se ggo € S

©(g0o ® m)(g) = (gowo(m)(g) = wo(m)(ggo) = { 0
c.C.

O resultado seguinte nos diz que podemos sempre ver IndZM como um

submédulo de CoindEM (via a aplicagdo ().

3.6 Proposigao: [8, 111.5.9] Seja A um Z,S-mddulo.

(i) A Z,G-aplicagio ¢ : IndSM — Coind3M definida acima € um Z,G-
monomorfismo, e se escrevermos IndEM como uma soma direta ¢ CoindSM como um
produto direto de cdopias de M enido o pode ser identificada com a inclusdo canénica da

soma no produto.
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(ii) Se [G : S] < oo entdo ¢ : IndZM — CoindSM € um Z,G-isomorfismo.
D

8.7 Observagao: Em particular podemos considerar (através da ),
Z,G ~ Ind{yZ, como um submédulo do médulo coinduzido 2.6 = Coind(},Z,. Neste

caso ¢ é dada por

(90)(9) = (g0 ®1)(g) = { 990 se ggo € {1} ={ I seg= g

0 c. C 0 cc |,

para todo go,9 € G.

As propriedades seguintes sao consequéncias de 3.2 e 3.6 respectivamente.

As apresentaremos aqui para facilitar futuras referéncias.

3.8 Lema: Se S e T sdo subgrupos de G satisfazendo G DT DS e M
em &,5-mddulo entdo:

(a) Eriste um Z;G-isomorfismo natural Coind§Coindi M Y CoindSM.

(b) Eziste um  Z,G-monomorfismo natural  Ind$Coindi M >
Coind$Coindi M.

Demonstragao: (a) Segue de 3.2 (2) tomando N = Z,G, ' = Z,S, A =
Z,T e v =771,

(b) Basta considerar, em 3.6, T no lugar de S e o Z,T-médulo Coindi M
no lugar de M. O

Antes de apresentarmos o proximo resultado, que sera muito 1itil nos capitulos
seguintes, observamos que, dado um subgrupo T de G e um Z,T-mdédulo M, o somando
gM de Ind$ M é fechado sob a agao de T9 := gTg™! pois gig~' (¢ @ m) = glg”lg@m =
gt®m=g®tm (paratodot €T e m € M).

Assim gM é um Z,T9-médulo. Em particular, se T é normal em G entao

gM é um Z,T-médulo.
3.9 Proposigao (Férmula de Mackey): [8, 111.5.6(b)] Sejam T e S
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subgrupos de G. Seja E um conjunto de representantes para as classes duplas SgT. Para
qualquer Z,;T-médulo M eziste um &,5-isomorfismo
Res$Ind§M ~ @ Indi.r,Restir.gM.
9€E
Em particular, se T é normal em G, entdo eriste ym Z,T-isomorfismo
Res§IndSM ~ P gM. 0
9€G/T '
A seguir, apresentaremos dois lemas, que serao frequentemente usados neste
trabalho. Como em nossa referéncia basica [8] eles estao propostos como exercicios, nés

os demonstraremos aqui.

3.10 Lema: Se M ¢ um Z,5-médulo e N um Z,G-mddulo entdo temos
um Z,G-isomorfismo
N ® IndM =~ Ind3(ResSN ® M),
onde o produto tensorial @ esquerda tem a G-agdo diagonal e o da direita a S-agdo dia-

gonal.

Demonstragao: Considere a aplicacao
k: N®(Z,G®sM) — Z,G®s(ResiN g M),
n®@em) — g&(g™'n@m),
e estendida por linearidade. Para qualquer s € S temos
k(n ® (g ® sm)) = g@(g'n@sm)=g ® s(s7'g"'n@®m) =
=gs® ((sg) 'n®@m) = k(n ® (gs ® m)),
e portanto k estd bem definida. Também, para qualquer g, € G, temos
k(go(n ® (g @ m))) = k(gon & (gog @ M)) = gog @ ((gag) ™~ gon @ m) =
=909 @ (9795 9on @ m) = go(g ® (97 @ m)) =
=.gok(n ® (9 ® m)),
e assim k é um Z,G-homomorfismo. Agora, € facil ver que a aplicacao
l: Z;G®s(ResSN®M) — N®(Z,G®s M)
g®@(n@m) — gn®(9®m)
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¢é a inversa de k. Portanto k é um Z,G-isomorfismo, como desejado. 0.

3.11 Lema: Se [G: S] = oo entdo
H%G; IndS M) = (IndSM)°® = 0,
para todo Z,S-médulo M.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que (IndS M)C # 0, isto é, que
existe u € IndSM, u # 0, tal que gu = u para todo g € G.

Sabemos por 3.6 (i), que Ind§M = D gM, onde E é um conjunto de
9€E
representantes para G/S (com e € E, onde e é o elemento neutro de G). Assim,

u=gm +...+gm, comg, € E, gm; # 0 e gm, # g;m; para todo 1 # j

(pois ﬂ gM = 0).
9€E
Seja g € G. Como a aplicagao Ind§M — Ind§M (v — gv) é uma bijecio,

segue que gg;m; ¥ gg;m; se 1 # .

Afirmagao: m; =>r‘n,~ = m, para todo t # j.

De fato, para cada i,j, seja g := g,-gJ-’l. Como gu = u, temos que gg;m; +
et ggm+ .o gimi4 . Hggmy = iy + ...+ gkmy. Agora, gim; = gg;m; # gg,m,

se j # r, gim; é ndo nulo, e g;m; # g,m, ser # i (pois g.,g. € E e [} gM =0). Logo
9€E
a Unica possibilidade é que g;im; = g;m,. Dai, m; = m,.

Consequentemente, temos que u = gym + ... + gim. Como por hipdtese
[G : 5] = oo, existe go € E, go & {¢1,-.-,9x}- Seja g := gog7’. Do fato que gu = u
segue que ggym+ ...+ ggm = gm+ ...+ ggm e dai, como ggm # ggm se
i #1 e ggm # 0, deve existir algum j € {1,...,k} tal que ggym = g;m. Logo

g.,-']gglm =em # 0 e entao gJ’»']ggl € S (pois e € E e [ gM = 0). De onde
9€E
segue, levando em conta que g = gog;’, que g;]go € § para algum j, mas isto

contradiz o fato que go € E ~ {g1,...,9x}. Logo nossa suposigao inicial é falsa, e
portanto (Ind§M)C = 0. ]

Agora, se S é um subgrupo de G, consideremos o Z,;-médulo livre gerado
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pelas classes laterais ¢S, g € G, que denotaremos por Z,(G/S).

Existe uma agdo natural de G em Z,(G/S) induzida pela multiplicagao a
esquerda (go(9S) = 909S). Dai, Z,(G/S) tem uma estrutura de Z,G-médulo & esquerda
(cf. 1.2 (a)).

Logo, se N é um Z,;G-médulo, entao podemos dar a Z,(G/S)® N e
Hom(Z,(G/S),N) a estrutura de Z,G-médulo diagonal, como em 1.2 (c).

Sob estas consideracoes temos:

3.12 Proposigao: Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e N um Z,G-

mddulo. Entdo temos Z,G-isomorfismos naturais
Z,(G/S)®N = IndSResgN,
Hom(Zy(G/S),N) = CoindZRes¢N,
onde Z,(G/S)®@ N ¢ Hom(Z,y(G/S), N) sdo vistos como Z,G-médulos como acima.

Demonstragao: A aplicacdo u é definida por u(¢gS®n) = g ® g”'n,
g € G, n € N e estendida por linearidade. E facil ver que u estd bem definida e é um
Z,G-homomorfismo. A inversa de u é dada por ¢g®n — ¢S ® gn.

Analogamente, v é definida por v(f)(g) = ¢f(¢7!S), ¢ € G e
f € Hom(Zy(G/S),N), e sua inversa v' por v'(h)(gS) = gh(g™"), ¢ € G,
h € Homs(Z,G,resGN). . 0

3.13 Observagoes: (a) Se considerarmos no resultado anterior N = Z,

entao temos os Z,G-isomorfismos naturais
Z,(G/S) > IndSZ; e Z,(G]S):= Hom(Z3(G/S),Z,) ~ CoindSZ,,
e portanto, por 3.6, obtemos o Z,G-monomorfismo Z3(G/S) = Z,(G/S). Esta "in-

clusio” tem, como em 3.7, a forma simples
b b

1 seg 'S =goS (& ggo €85)
¢(90S)(9S) = { ’

0 cc.

(b) Se, agora, considerarmos S = {1} e N um Z,G-mddulo qualquer,
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entao temos os Z,G-isomorfismos
Z,GON 4 Ind)N e Hom(Z,G,N) % Coindf)N,

onde os médulos da esquerda sao vistos como £;G-médulo com a G-agéo diagonal. Note

ainda que se N é um Z,G-médulo trivial (ex: N = Z,) entdao v tem a forma v(g)(g) =

flg™), Vg€G.

O resultado abaixo é também bastante utilizado nos préximos capitulos.

Ele da a relagao entre a (co)homologia de um grupo e de um subgrupo.

3.14 Proposigao (Lema de Shapiro): [8,111.6.2] Se S € um subgrupo de
G e M é um Z,S-médulo entao

H.S; M)~ H.(G;IndSM) ¢ H"(S;M)~ H*(G;CoindSM). o

Pode se verificar que os isomorfismos do lema de Shapiro sdo dados por
Ha(S; MY H(GyIndSM) e HY(S;M) S H(G; CoindS M),

onde (a,7). e (a,n)" sdo (cf. 2.3 e 24) as aplicacdes induzidas, respectivamente, de
(¢:S—->G, 1: M- IndgM) e, (0:85—-G, =n: CoindgM — M),

coma:S— Gainclusdo, e1 e 7 as Z,S-aplicacoes dadas em 3.4.

3.15: Seja G um grupo. Considere PG = {A | A C G} o conjunto das
partes de G. PG com a operagao diferenga simétrica A+ B := A- BUB - A =
AN B¢ U BN A%, é um grupo abeliano, em que todo elemento tem ordem 2 (portanto
um Z,- médulo). Dai, considerando a G-agao (multiplicagao a esquerda) G x PG — PG
((g,A) — g.A = {g.a | a € A}), podemos dar a PG uma estrutura de Z,G-médulo (cf.
1.2 (a)). S

E facil ver que a aplicacao

p: Z,G = Coind{cl}lg - PG
f - {9eGlflg!)=1}
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é um Z,G-isomorfismo. Ela é invariante pela agio pois, dado g, € G, temos:
plgo-f) = {91 €G|(90-f)(g7') =1}

= {9 €G|flg7'%) =1} (pela agéo do Coindﬁ)lg)
= {n€G|fllg'an)") =1}
= {99€G|flg7)=1) (considerando g = g5'¢y)
= go{9€G|f(¢g7") =1}
= go-p(f)-

A inversa de p é dada por PG — ]ndﬁ)Zz (A— fa) onde,

{ 1 segleA

0 cc

Levando em conta estes fatos tem-se, como consequéncia da proposi¢ao an-

terior, o seguinte resultado.

3.16 Corolario:
Zg sej = 0

H'(G; PG) = { _ _
0 se j # 0. D

Finalizando esta secao, observamos que se A é um Z,G-mdédulo (mais do
que um Z,S-moédulo), entdo podemos usar 3.12 e obter a seguinte versio do lema de
Shapiro.

3.17 Proposigao: Se S € um subgrupo de G ¢ M é um Z,G-mddulo, entdo

H.(S; M)~ H.(G,Z,(G/S)® M), € H(S;M)~ H(G;Hom(Z,(G/S),M),
onde ZQ(G/S) &M ¢ Hom(Z,(G/S),M) sdo vistos como Z,G-médulos com a G-agdo

diagonal. 0O

Nota: Para sermos rigorosos deveriamos escrever na proposicao anterior

H.(S;ResGM) e H<(S;ResSM).



4. H'(G;M) e extensoes de grupos.

Esta secgao sera util no capitulo 11 de nosso trabalho, onde apresentamos
uma "generalizagao” (para o caso relativo), do resultado 4.3 abaixo. Tal secgao é baseada
em [8, cap. 1V]. L4 o autor apresenta também uma interpretacao de H2? e H3 em termos de
extensoes de grupos, nds estamos interessados somente no caso H!. Também ele trabalha
sobre R = Z, aqui adaptaremos ao caso R = Z,.

Inicialmente, observamos que uma extensao de um grupo G por um grupo
abeliano M

0-MIELG—]

dé origem a uma agao de G sobre Af (Aqui, estamos denotando o elemento neutro de G
por 1). Mais precisamente, dados g € G e m € M, seja z € E tal que n(z) = g. Note que
zi(m)z~' € Imi = Ker 7 pois n(ai(m)r™?) = z(z)n(i(m))x(z)"! = n(z).1.x(z)? = 1.
Entao definimos
g.m = 1" zi(m)z ™). (1)
Fixemos agora um Z,G-mdédulo M. Seja

0-MISELGoI (2)

uma extensao cuja agao de G em M. obtida como em (1). coincide com a G-agao prove-
niente do fato de Af ser um Z,G-mddulo.

Dizemos que (2) é uma exfensio cindida se existe um homomorfismo
l: G — F tal que 7 ol = 7dg, e um tal homomorfismo é chamado um levantamento
da extensao. ‘

Dois levantamentos [; e [; sao ditos M -conjugados se existe um elemento
m € M tal que l;(g) = i{(m)ly(g)i(m)™! para todo g € G. (Isto da origem a uma relagao

de equivaléncia e portanto podemos falar em classes de equivaléncia [l]).

4.1 Exemplo: Seja A um Z,G-mddulo. Consideremos o grupo £ = M xG

com a operagao dada por

(7711,91) * (mg, g2) = (M + g1.M2.G192).



Este grupo é denominado o produto semi-direto de M por G e é denotado por M > G.
Asequéncia 0—M 5 M >G5 G—1 onde i!(m) := (m,1) e
7'(m,g) := g é uma extensio cindida pois, por exemplo, 1: G — M > G (g — (0,9))

€ um levantamento para esta extensao.

O resultado seguinte nos diz que "a menos de equivaléncia”, todas as ex-

tensdes cindidas sdo como no exemplo acima.

4.2 Proposigao: [8, IV.2.1] As seguintes condigoes sobre a ertensdo (2)
sao equivalentes:

(a) (2) € cindida.

(b) (2) € equivalente @ extensio 0 — M LEM>=GLG- 1, isto €,

ezisle uma aplicagdo k : E — M > G (isomorfismo) tal que o diagrama

1 E x
0o o = kY 6 oo
i'\*A!xG/;r’
comula. _ ; ]

Finalmente, temos a seguinte interpretagao de H!(G; M).

4.3 Proposigao: Para qualquer Z,G-mddulo M, as classes de M -conjugagao
[l] de levantamentosl: G — M = G, da extensdo cindida 0 — M LM>=GLHG-1

estdo em correspondéncia biunivoca com os elementos de H'(G; M).

Demonstragao: Por simplicidade denotaremos o conjunto das classes de
Der(G, M)
P(G.M)

Agora, os levantamentos [ : G — M >o G estao em correspondéncia

M-conjugacao por L. Sabemos por 1.6 que H}(G; M) =

biunivoca com as derivagdes d: G — M, pois um homomorfismo 1: G — M > G que
satisfaz 7 ol = idg tem a forma I(¢) = (d(g),g9), onde d: G — M. Temos ainda
g)i(h) = lgh) & (d(g) + gd(h),gh) = (d(gh).gh) & d(gh) = d(g) + gd(h) &
d € Der(G,M).

[S™)
[R)



Por outro lado, dados dois levantamentos  1,(g) = (di(9),9) e &(g)=
(dy(g),g) temos que I, e Il sao M-conjugados & li(g) = i'(m)ly(g)'(m)~?, para
algum me€ M etodog€ G & (di(9),9) = (m+ds(g) —gm,g) « dy(g)—di(g) =
gm-m=d,(g) & d,-d, € P(G,M).

Dai, facilmente, verifica-se que a aplicagao

Der(G, M) r
P(G,M)
d+ P(G,M) — [l ondel(g)=(d(g)g),
estd bem definida e é uma bijegao. O

5. Grupos de Dualidade

Como foi dito no inicio deste capitulo, R significara para nés o anel Z dos
inteiros ou o corpo Z,.

Sabemos, por 1.4 (b), que na definicao de H.(G; M) e H*(G;M) (para
M um RG-médulo qualquer) podemos escolher uma resolugido projetiva arbitraria F =
(F)i>o de R sobre RG.

Analogamente, se considerarmos do ponto de vista topoldgico (ver 1.9),
entdo podemos computar H.(G;M) e H*(G; M) em termos de um complexo K(G,1)
arbitrario Y. |

Uma vez que temos esta liberdade de escolha é razoavel tentar escolher F
(ou Y') como sendo o "menor” possivel e isto nos leva a varias condigoes de finitude sobre
G.

Por exemplo. se interpretarmos ”pequeno” em termos de comprimento de
F entao somos levados a nogio de dimensao homoldgica ¢ cohomolégica. Ou ainda, se
interpretamos pequeno por significar que cada F; seja finitamente gerado entido somos
levados a assim chamada condigdo FP.

Nesta seccao introduzimos estas condigoes de finitude sobre um grupo G,
recordamos a definigao de grupos de dualidade e, em particular, de dualidade de Poincaré,

e apresentamos (sem demonstragao) alguns resultados relevantes desta teoria que serao
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utilizados nos préximos capitulos. Finalizamos com alguns comentarios sobre a conjectura
de que todo grupo de dualidade de Poincaré sobre Z é o grupo fundamental de uma
variedade asférica fechada.

Nossa referéncia basica para esta secao serd as notas de R. Bieri [4]. Porém,
quando for conveniente, referimos também a [5], [6] e [9]. Vale observar que K.S. Brown
em [8, cap. VIII] apresenta um interessante tratamento deste assunto, mas somente sobre

o anel Z.

5.1 Definigao: Dizemos que um grupo G € de tipo (F P), sobre R, n € IN,
se eriste uma resolugdo projetiva de R sobre RG, F —+ R, com F; finitamenie gerado
como RG-médulo, para todo i < n. Se os modulos F; sdo finitamente geradospara todo 1

entdo dizemos que G € de tipo (FP),,.

Observe que todo grupo G é de tipo (FP), sobre R pois, por exemplo,
a resolucao bar (cf. 1.4 (c)) é uma resolugao projetiva de R sobre RG em que Fy é

obviamente finitamente gerado. Para n = 1, temos:

5.2 Proposigao: [4, Prop. 2.1] G € de tipo (FP), sobre R se, € somente
se, G € finitamente gerado. 0

Um resultado sobre grupos de tipo (FP), que utilizaremos algumas vezes,

nos casos simples n = 0,1, € o seguinte:

5.3 Proposigao: Sejam G um grupo ¢ (M,)ic; uma familia de RG-
mddulos. Se G € de tipo (FP),., entao
HYG,@P M)~ P H G M;), Vk<n
i€l iel
Em particular, para qualguer grupo G este isomorfismo € valido no nivel k= 0; ¢, se G

¢ finitamente gerado, tal isomorfismo sempre ocorre at€ o nivel k = 1. D

5.4 Definigao: Um grupo G € denominado grupo de tipo F P sobre R se

24



eriste uma resolugdo projetiva de R sobre RG de comprimento finito,
0 F,-F_,,— - —2F-2R-0

com F; finitamente gerado para todo 1.

5.5 Proposigao: [9, Prop. 1.2] Seja G um grupo. As sequintes condigées
sdo equivalentes:

(i) Se eriste uma sequéncia exala
O-N-oF,_ - - 2 F—-R-0

com Fy, ..., F,.y RG-projetivos, enlao N é também projetivo.

(ii) Eriste uma resolugao projetiva de R sobre RG de comprimento finito n
0—-F,—-F,.,—---—=F—->R-0

(iii) H*(G; M) = 0 para todo RG-mdédulo M ¢ todo k > n.

(iv) H™*Y(G; M) = 0 para todo RG-mddulo M.

(v) Para todo epimorfismo f : M — M', a aplicacio induzida
f~: H(G; M) - H*(G; M') € epimorfismo. O

5.6 Definigao: A4 dimensao cohomoldgica de G sobre R, denotada
por ¢drG, € definida como sendo o menor inteiro n > 0 que satisfaz uma das condigoes
equivalentes (i) a (v) da proposicao anterior. Se ndo eriste tal inteiro consideramos
cdrG = oc. Assim

“¢dgG = inf {n | R admite uma resolugdo projetiva de comprimento n }
= inf{n | HYG;=)=0 para k>n}
= sup {n | H*(G; M) # 0 para algum RG-mddulo M }.

Vale um resultado analogo a proposicdo anterior para homologia; porém,
por simplicidade, definiremos a dimensdo homoldgica de G sobre R, denotada por hdgrG,

como

hdrG = sup {n; H.(G;M) # 0 para algum RG-médulo M }.
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5.7 Observagdes: (a) Por conveniéncia, denotaremos c¢dz,G e hdy,G
simplesmente por ¢dG e hdG.

(b) E facil ver que G é de tipo FP sobre R se, e somente se, G é de tipo
(FP) sobre R e cdpG < o0.

(c) R. Bieri em [4, cap. 11] apresenta uma definigdo mais geral. Ele define
dimensao plana (flat) e projetiva de um A-médulo A ( A anel qualquer com unidade), e
entao a dimensdo homoldgica (cohomolégica) de um grupo G € obtida da dimensao plana

(projetiva) quando consideramos o RG-moédulo particular M = R com a G-agéo trivial.

5.8 Exemplo: Seja G um grupo. Se existe uma variedade compacta )’
de dimensao n que tem o mesmo tipo de homotopia de um complexo N (G,1) entao.
cdrG < n. (cf. [8. VIIL.8.1})

Apresentamos a seguir algumas das principais propriedades de dimensao

homolégica e cohomoldgica.

5.9 Proposigédo: [4, teor. 4.6] Seja G ‘um grupo, entdo

(1) hdrG < cdrG.

(11) Se G ¢ enumerdvel entao cdrG < hdpG + 1.

(i11) Se G € de tipo (FP). sobre R, entdo cdrG = hdgrG. 0

A proxima propriedade é consequéncia imediata do lema de Shapiro.

5.10 Proposigao: [4. Prop. 4.9]) Se S € um subgrupo dc G. entéo
(i) hdrS < hdgrG.
(ll) cdrS < cdrG. D

5.11 Definigao: Sejam G um grupo ¢ R um anel comutativo com unidadec.
Dizemos que G nao tem R-torgao sc a ordem de todo elemento em G € infinita ou

invertivel em R (isto €. a ordem € um inteiro n > 0 tal que n.1 € im‘crh’z:g? em R onde 1
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€ a unidade de R).

Observe que se G nao tem Z-torgéo (isto é, se G ¢ livre de torgao) entdo
obviamente G nao tem Z,-torgao. A reciproca € falsa pois, por exemplo, G = Z3 nao tem

Z,-tor¢ao mas nao € Z-livre de torgao.

5.12 Proposigao: [4, Props. 4.11 e 4.12]

(i) Se hdpG (ou cdrG) € finita entdo G nédo lem R-torgdo.

(11) edgG = 0 se, e somenie se, G € um grupo finito sem R-tor¢ao.

(ii1)) hdrG = 0 se, € somente se, G € um grupo localmente finito sem R-

torg¢ao. ]
O préximo resultado parte (i) é conhecido como Teorema de Serre.

5.13 Teorema: [4, teors. 5.11 e 5.13] Seja S um subgrupo de indice finito
em um grupo G. Se G ndo tem R-lor¢éo, entdo

(i) edrS = cdrG.

(ii) hdrS = hdgG. O

Grupos de Dualidade: Agora recordaremos o conceito de grupos de du-
alidade e suas propriedades mais relevantes. Brevemente falando, um grupo de dualidade
de Poincar€ G (sobre Z) é um grupo cuja homologia e cohomologia satisfazem relagoes
de dualidade andlogas aquelas validas para variedades compactas. Estes grupos foram
investigados, em vista de seus aspectos algébricos e topoldgicos, por Bieri em [3], e John-
son e Wall em [19] (1972). Posteriormente, Bieri e Eckmann em [6] (1973), definiram um
tipo mais geral de dualidade (sobre Z) que inclui o anterior e leva a novas aplicagoes em
algebra e topologia; e em [4, cap. 111} (1976), Bieri extendeu este conceito por considerar
grupos de dualidade sobre um ane] qualquer comutativo com unidade R.

Aqui consideraremos somente os casos de interesse.

5.14 Definigao: Um grupo G € denominado grupo de dualidade de

dimensio n sobre R, ou simplesmente um D"-grupo sobre R (R =2 ou Z,)
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se eziste um RG-mddulo (a direita) C, chamado médulo dualizante de G, tal que

tenhamos isomorfismos naturais
HY(G; M) ~ H,_(G;C ®r M),

para todo k € Z € todo RG-mddulo M, onde C ®g M € visto como RG-médulo com a
G-agdo diagonal.

Se C ~ R como RG-mddulo dizemos que G € um grupo de dualidade de
Poincaré de dimensao n sobre R, ou simplesmente, um PD"-grupo sobre R. Neste
caso, se a agdo de G em C € trivial (isto €, C €, a menos de isomorfismo, 0 G-mddulo
trivial R dado em 1.2 (b)) dizemos que G é orientdvel, caso contrdrio G € dito G nao

orientavel.

5.15 Observagoes: (a) Nos capitulos seguintes consideraremos sempre
R = Z,, a menos que se especifique ao contrario. Assim, por conveniéncia, se G é D"-
grupo sobre Z; (PD"-grupo sobre Z;) diremos, simplesmente, que G é um D"-grupo
(PD™-grupo), sem falar no anel Z,.

Note que trabalhar com o anel Z; tem a vantagem de que todo PD"-grupo

¢ orientavel.

(b) Se G é um grupo de dualidade de dimensido n sobre R, com médulo
dualizante C, entao pode-se verificar que:

(i) n = ¢dgrG e portanto G nao tem R-torgao.

(i1) C ~ H"(G; RG) como RG-médulos a direita, onde a estrutura de RG-
médulo em H™(G; RG) é induzida da estrutura natural de RG como RG-médulo a
direita, dada pela G-acao multiplicagao a direita.

Assim, a dimensdo 1 e o médulo dualizante C sio determinados pelo grupo

G.

5.16 Exemplo: Se G = I1;(.\Y'), onde X é uma variedade fechada (compacta
sem bordo), conexa, de dimensao n, asférica (isto é, que tem o mesmo tipo de homotopia
de um complexo K(G,1)) entao G é um PD"-grupo sobre Z (ver 10, p. 135]). Em
particular, G = I1;(X'), onde X é qualquer superficie fechada diferente de S* e RP(2),
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¢ um PD?.grupo sobre Z,e G = Z" = II}(S§! x ... x S') (n-vezes) é um PD"-grupo

sobre Z.
As vezes € conveniente trabalhar com a seguinte caracterizacdo de grupos

de dualidade.

5.17 Proposigdo: [4, teor. 9.2] Um grupo G é um grupo de dualidade de
dimensdo n sobre R se, e somente se, as sequintes condigoes ocorre:

(1) G € de tipo FP sobre R.

(ii) H*(G; RG) = 0 para k # n.

(111)) H™(G; RG) = C € plano como R-mdédulo. ]

5.18 Corolario: Se G € um grupo de dualidade sobre R entdo G € finita-

mente gerado.

Demonstragao: Se G é de dualidade entao, pela proposicao anterior G é

de tipo F P, e portanto de tipo F'P, por 5.7 (b). Dai, o resultado segue de 5.2. D

No teorema abaixo reunimos algumas propriedades de dualidade.

5.19 Teorema: [4. teors. 9.9, 9.10 e 9.11]
(i) Sejam G um grupo sem R-torgao € S um subgrupo de indice finito em

G. Entdo G € um D"-grupo sobre R sc, € somente se, S €, € temos, para os mddulo
dualizanles, o RS-isomorfismo
H™(S;RS) ~ Res$H™(G: RG).

(ii) Seja N >— G -5+ Q uma sequéncia erata curta de grupos. Se N € um
D"-grupo sobre R ¢ Q € um D%-grupo sobre R entéo G € um D"*9-grupo sobre R, € os

modulos dualizanies estdo assim relacionados

H™9(G; RG) ~ H(Q: RQ) &g H"(N; RN)  (como RG-mddulos),
onde G alua diagonalmente no produto tensorial (ver observacdo abdairo).
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(iii) Seja N > G =+ Q uma sequéncia ezata com edrQ < 0o e N de
tipo (FP)o sobre R (R=2Z ou Z;). S¢ G € um grupo de dualidade sobre R entdo

também séo N ¢ Q. O

5.20 Observagoes: (a) Podemos dar uma G-agao a direita em H*(N; RN)
porque N é normal em G. Tal agao pode ser assim descrita: Tomamos uma RG-resolugao
projetiva de R, F —» R, que por restricao é uma RN-resolugdo projetiva de R e de-
finimos em Hompn(F,RN) a G-acdo a direita  (f.g)(z) = ¢7'f(gz)g, para todo
f € Homgn(F,RN), g € G e z € F. Esta acao induz a G-agdo em H"(N; RN)

desejada.
A G-acao em HY(Q; RQ) é induzida da @Q)-agao.

(b) Quando consideramos R um anel] arbitrario qualquer (nao necessari-
amente Z ou Z,), temos que exigir em 5.19 (iii) que R seja um dominio de ideiais

principais.
O resultado abaixo, embora simples, € muito importante para nés.
5.21 Lema: Se¢ G € um D"-grupo sobre Z com mddulo dualizante C entdo

G € um D™-grupo (sobre Z,) com médulo dualizante C' = C ©z Z2. Em particular, se G
€ um PD"-grupo sobre Z entao G € um PD"-grupo.

Demonstragdo: Segue de 1.7 e do fato que, para todo Z,G-médulo M,

temos C @7z M ~C @z (M Gz, 4Z2) ~(C @z (Z, 6z, M)~ (C®zZ,) ®z, M. D

Os grupos de dualidade de dimensao 0 e 1 sao completamente determinados,
como mostra o resultado seguinte.

5.22 Proposigdo: [4. Prop. 9.17)

(a) G € um DPgrupo sobre R se, € somente se, a ordem de G € finita €

invertivel em R.
(b) G ¢ um D-grupo sobre R se, € somente se, G € finitamente gerado e
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cdpG = 1. D

5.23 Exemplos: (a) O grupo trivial {1} é o tinico D°-grupo sobre Z.

(b) Z3, Zs e mais geralmente todos os grupos finitos de ordem impar, sio
DP-grupos (sobre Z,).

(c) Z * Z é um D’-grupo sobre Z. Na realidade G é um D'-grupo sobre
Z se, e somente se, G ¢ livre finitamente gerado; e G ~ Z ¢ o \inico PD'-grupo sobre Z
(ver [6, Prop. 5.1]).

(d) Segue do lema anterior e de 5.16, que se G = I1;(X) onde X é um
variedade asférica fechada de dimensdo n entdo G é um PD"-grupo (sobre Z,). Em

particular, Z é um PD? e, por 5.19 (ii), Z ® Z3 é um D*-grupo.

Estes exemplos mostram claramente que a reciproca do lema anterior é falsa.
De fato, o que vale € o seguinte resultado: Seja G um grupo de tipo F'P sobre Z. Entao
G é um D"-grupo sobre Z se, e somente se, G é um D"-grupo sobre todo corpo Z,

(p primo) e sobre o corpo de fragdes Q de Z (cf. |4, Prop. 9.13)).

O resultado seguinte sera utilizado por nés no capitulo IV. O enunciaremos
aqui somente no caso de interesse, a saber, quando R = Z,. Para a demonstragao ver

(5, prop. 5.6 e teor. 5.7}.

5.24 Proposigao: Sejam G um grupo com ¢dG = n < oo € N um
subgrupo normal em G.
(a) Se N ¢ um D™-grupo entdo G tambem €, ¢ @ = G/N € finito.
(b) Suponhamos que G seja finitamente gerado ¢ N seja de tipo FP sobre
Z,, com HX(N;Z,;N) =0 para k <n —2. S¢ Q = G/N € infinito entao cdN = ¢dG — 1
e dimHY(Q.Z,Q)>1 (ou equivalentemente, @ tem mais de um end (ver cap 11, 4.10)).
]

Finalizando esta seccao faremos um breve comentario sobre PD"-grupos

sobre Z.

Conforme vimos no exemplo 5.16, se G = I1;(X), onde X é um variedade
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asférica fechada de dimensao n, entao G é um PD"-grupo sobre Z. PD"-grupos sobre

Z obtidos desta forma sao denominados geomelricos.

Como todos os exemplos conhecidos de PD"-grupos sobre Z sio assim ob-
tidos foi conjecturado que: Todo grupo de dualidade de Poincaré de dimensio n sobre Z
€ geomélrico.

O caso n = 1 é ébvio, pois G = Z é o unico PD'-grupo sobre Z, e
G = I1,(S").

Em uma sequéncia de artigos B. Eckmann, H. Muller e P. Linnel [11] e
[12], provaram que todos os PD?-grupos sobre Z sio geométricos, isto é, sio grupos

fundamentais infinitos de superficies.
Para n = 3, C.B. Thomas em [34] provou que, se G é um PD3 grupo sobre

Z solivel entao G é geométrico, de fato, G é o grupo fundamental de uma 3-variedade

asférica, orientavel.
Nao encontramos na literatura a prova da conjectura para o caso geraln > 3.

Assim acreditamos que isto esteja ainda em aberto.



CAPITULO 11

Um Invariante cohomolégico para par grupos

A partir deste capitulo trabalharemos sempre na categoria de Z,G-mdédulos.

Nés definiremos aqui um invariante cohomolégico E(G,S,M) onde G é
um grupo, & = {S,}ie; € uma familia de subgrupos com [G:S;]=o00, Vi€ ], e M ¢é
um Z,G-moédulo.

Na primeira secgao deste capitulo recordamos o conceito de (co)homologia
relativa para pares (G,S), introduzido por Bieri e Eckmann em [7], e alguns fatos que
serao utilizados por nos.

Na seccao 2 introduzimos o invariante E(G,S,M) e em seguida nos res-
tringimos ao caso de interesse, ou seja. S = {S§}. Neste caso denotamos F(G,S, M) sim-
plesmente por E(G, S, M ). Provamos que E(G,S, M) éinvariante no par ((G,S),M).
Verificamos que E(G,S,M) tem uma interpretagdo em termos de derivagoes (no caso
relativo) e derivagdes principais, o que nos torna possivel computar, em alguns casos, tal
invariante. Também comparamos os invariantes . E(G,T,M), E(G,S,M) e E(G,S,N)
quando S e T sao subgruposde G.com S<T. e M e N sao Z,G-mddulos. Ainda
nesta secgao (e até a secgao 4), nos dedicamos ao invariante E(G, S) := E(G, S,Z,(G/S))

(isto é, tomamos o médulo particular M = Z,(G/S)). Verificamos que E(G,S) é inva-
riante no par (G, S) e concluimos a partir dal, que nao existe isomorfismos de pares para
(G=<a>*<b>~Z*+Z. S=<aba”’b7'>) e (G, K)=(<a>*<b>,<b>).
Na secgao 3, apds recordar o conceito de par de dualidade (D"-par) provamos
o seguinte resultado: Dado um par (G,S) com [G: 8] = o0, se (G,§) é um D"-par

entdo E(G,S) = 1. Assim nosso invariante da uma condigao necesséaria para que (G,S)
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seja um D"-par. Por exemplo, (G,S)=(<a>*<b>,<b>) nao é um D -par pois
E(G,S) = oo. Finalizando, obtemos majoragoes para E(G,S) quando G, S satisfazem
outras propriedades de dualidade e exemplificamos.

Na secgao 4, relacionamos o nosso invariante E(G,S) com os invariantes
ends ¢(G) e €(G,S). Recordamos incialmente a defini¢ao destes ends e suas propriedades

mais relevantes, incluindo a relagao com espagos topoldgicos. Se G € infinito, tem-se que

HY(G,{1}; M)

e(G) =1+ dim HY(G,M) = E(G,{1}) =1+ dim

P(G,{1},M) "
.. HYG,S; M) e e -
’ S) = —_— :
Uma vez que FE(G,S)=1+dim FG.S M)’ nosso objetivo inicial nesta secgao era
provar que
e(G,S) = E(G.5) ' (+)

e assim obter uma férmula para €¢(G,S) envolvendo cohomologia relativa. No entanto
a igualdade (*) nem sempre é verdadeira, pois existem pares (G,S) tais que €(G,S) é
infinito enquanto que E(G,S) é finito. Na realidade, provamos que E(G. S) < ¢(G, S)
e apresentamos alguns casos em que os invariantes coincidem, por exemplo, quando S ¢é
normal em G. De falo apresentamos duas provas de que a igualdade é verdadeira no caso
em que S é normal em G.

Finalmente, na secgao 5. apresentamos uma interpretagao topoldgica para
E(G,S, M) (em particular para E(G, S)) em termos de pares Eilenberg-MacLane. Dai, o
end e(G,S) terd também tal interpretacao topoldgica sempre que

¢(G,S) = E(G. S).

1.Cohomologia Relativa.

Nesta seccao nds recordamos a definigao de cohomologia relativa e alguns
{atos bdsicos. que serdo de grande importancia para este trabalho.
A definicdo de cohomologia relativa para um grupo G e uma familia

S = {S;}ie; de subgrupos de G, dada abaixo, foi introduzida por Bieri e Eckmann em
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[7] 1978. Tais autores consideraram os coeficientes na categoria de ZG-médulos, porém,
tudo pode ser considerado, de modo analogo, na categoria de Z,G-mdédulos.

R. Ribes introduziu, anteriormente, em [24] 1969, a defini¢do de cohomologia
relativa H*(G, S; M) para G um grupo e S um tinico subgrupo de G. Nés recordamos aqui
este conceito, e provamos, uma vez que nao encontramos na literatura a justificativa deste
fato, que a defini¢do devido a Ribes coincide (a menos de isomorfismo) com a de Bieri e
Eckmann tomando § = {S}. Assim, de fato, a defini¢io de cohomologia introduzida por

Bieri e Eckmann € uma generalizagao da apresentada por Ribes.

1.1: Um par grupo (G, S) consiste de um grupo G e uma fami'lia.‘ nao vazia
S = {S;,i € 1} de subgrupos de G (nao necessariamente distintos).
Seja Z,(G/S) o Z;-médulo livre gerado pelas classes ¢S;, no qual G atua
por multiplicagdo a esquerda. Assim
Z,(G/S) = ®Z2(G/Si) = @(ch ®s, £3)
i€l i€l
Considere € : Z(G/S) — Z; a aplicagao aumentagao usual, que aplica todo

gerador ¢5; em 1. Nés denotamos seu nicleo por A, ou mais precisamente por Agys.

1.2 Definigao: Sejam (G.S) um par grupo, S = {Si, t € I} ¢ M um
Z,G-médulo. Os grupos de (co)homologia relativa para (G,S) com coeficientes em M
sao, para todo k € Z, assim definidos:

HYG,8;M) = H*(G;Hom(A,M))
Hi(G,S; M) = Hia (G A M),
onde o grupo Hom € o produto tensorial sio vistos como Z,G-médulos com a agédo dia-

gonal.

1.3 Observagoes: (a) A definigdo de homologia e cohomologia (absoluta)
de grupos dada em 1.1.3 pode ser vista como um caso particular da definigao anterior se

tomamos a familia vazia (S = @) e definimos, para todo k € Z,
H(G,0; M) = H(G; M) e HMG,b; M) = HYG; M).
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(b) Segue, claramente da definigao, que para k <0,
HYG,85;M)=0e H(G,S5; M) = 0.

(c) Se consideramos a definigdo de cohomologia relativa na categoria de
Z,G e ZG-mddulos, pode-se provar um resultado andlogo ao 1.1.7, isto é, dado um
Z,G-médulo M, H*(G,S;M) ( H.(G,S;M) ) com M visto como Z,;G-médulo
é isomorfo a H*(G,S; M) (H.(G,S;M) ) para M visto como Z,G-mddulo. Para
isto basta observar que, denotando por A’ = Ker (¢ : Z(G/S) — Z), temos os Z,G-
isomorfismos Hom (A, M)~ Hom z(A""\M) e AQM~A'"®z M, edai,usar 1.1.7Te

a definicao de cohomologia relativa (sobre Z, e Z).

A nocéo de cohomologia relativa para um par (G,S) constituindo de um
grupo G e apenas um subgrupo S, dada por Ribes em [24], usa o conceito de funtor

derivado. Precisamente. dado um Z,G-modulo M. considere o grupo abeliano
Der(G,S, M) = {f € Der(G,M) ] fis = 0}.
onde Der(G,M) écomoem 1.1.5.

E facil ver que Der(G, S, —) é um funtor covariante, exato & esquerda, da ca-
tegoria dos Z,G-médulos a esquerda na categoria dos grupos abelianos.  Seja
0 - M-F-P - P uma resolucao injetiva de M (isto é, uma sequéncia

exata de Z,G-mddulos F;. que sép injetivos para todo 7). Temos entao
0 —= Der(G,S5,M)— Der(G,S,Py) = Der(G, S, P} — ---.
Consideremos o complexo de cocadeias:
C:0— Der(G, S, Py) » Der(G.S. Py) — ---.

1.4 Definigao: Se¢jam G um grupo. S um subgrupo ¢ M um
Z,G-médulo.  Entao H™(G,S;M) € o n-ésimo funtor dervivado a dircila de

Der(G,S,M), isto €,
H™'(G,5: M) := H(C").
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onde C* € como acima.

1.5: Do fato que Der(G, S, —) é exato & esquerda, segue que
HYG,S;M) = Der(G,S, M).

1.6 Lema: Secjam G um grupo ¢ S um subgrupo de G. Enléo
HYG,S; M) ~ H¥(G,{S}; M) para todo k € Z ¢ todo Z,G-mddulo M, onde H*(G,S; M)
denota a cohomologia definida em 1.4, ¢ H*(G,{S}; M) ¢ dada em 1.2 tomando
S ={S}.

Demonstragao: Por (24, lema 1.1), Der(G,S,-) ~ Homg(Z,,T(-))
_ Homs(Z,G, M)
- Homg(Z,G, M)

como funtor na categoria de Z,G-médulos a esquerda, onde I'(Af)
e dai

HY(G,8; M) ~ H*Y(G;T(M)).
Logo para provarmos o lema, é suficiente mostrar que I'(M ) é Z,G-1somorfo a Hom(A, M).

Isto segue do seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

0— Homg(Z,G, M) %  Homs(Z,G, M) 5 (M) =0
IR (1 1d (1) Iy
0— Hom(Zy M) 5 Hom(ZyG/S).M) 5 Hom(A M) - 0.

As aplicacoes horizontais :* e € sao as aplicagoes induzidas da sequéncia
exata 0= A5 ZyG/S) S Zy, -0, jéainclusioepéa projecao candnica.
E facil ver que estas aplicagdes sio Z,G-homomorfismos. Os Z,G-isomorfismos verticais
¢ e ¢ sao dados por ¥(f)(1) = f(1) e @(f)gS) =af(g7"). (Defato ¢ e i sao
exatamente o Z,G-isomorfismo v™! dado em 1.3.12, tomando M no lugar de N e
considerando, para _obter v, S=G6).

A exatidao da primeira sequéncia é obvia. Para a segunda sequéncia. tem-se
que ¢ éinjetora e Im ¢” = Ker ¢~ porque o funtor Hom(—,M) é exato a esquerda.
Agora, i* é sobrejetora porque Z, ¢ obviamente Z;-projetivo, e assim, € tem inversa

4 direita, ou equivalentemente (cf.[18, 1.5.10}), ¢ tem inversa a esquerda.
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Também é facil verificar que (1) é comutativo, e a aplicagio ¢ é definida

de modo que (11) seja comutativo, isto é,
¢ : (M) — Hom(A,M)
p(h) — (& o g)(h).

Dai pelo lema dos cinco ({18, 1.5.13]), ¢ é um Z,G-isomorfismo como desejado. n)

Nos finalizamos esta seccao com o seguinte resultado, que segue essencial-

mente do fato que a sequéncia exata curta de Z,G-modulos livres ;
0 A—-Zy)GIS)—Z,—-0

permanece exata quando aplicamos o funtor Hom(—, M), lembrando ainda que
HO?TLG(@ ZQ(G/S‘). M) g H HOTIIG(ZQ(G/S,‘), A!)

1.7 Proposigao: [7, Prop.1.1] Se (G,S) € um  par  grupo,

S={S;,ie€l}, e M éumZ,G-médulo entao temos a sequéncia ezata longa:
0 — HYG; M) — ] H°(S;; M) L HY(G,8; M) HY G M)ZBJ]H (Si M) — -
gue € natural no mddulo M € no par grupo (G,S). 0o

Uma consequéncia imediata da proposigao anterior é que, se S = {S} com

S = {1}, entao H*¥(G; M)~ H*(G,{1}; M), para todo k > 2 etodo Z,G-médulo M.

2. O invariante E(G,S,M).
Nés definiremos aqui um invariante que, como veremos no desenvolvimento

do trabalho, generaliza de certo modo, os invariantes ends ja existentes.

2.1 Definigao: Seja (G,S) um par grupo, com S = {S;.i € I} ¢
[G: 5] =0c. Se M éum Z,G-médulo definimos

E(G,8,M)=1+ dim Ker rcsg'M,
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onde re.sg'M : H(G; M) — HH'(S,; M) ¢€ a aplicagéo da sequéncia ezata dada em 1.7.

Podemos  observar, da exatidao da sequéncia 1.7, que
Kerresy = ImJ onde J: H'(G,S;M) —» H'(G;M) e, se denotamos HMS'

por MS, entdo
E(G,S,M) = 1+dimImJ

. HY(G,S; M)
= 1+4dim (MS/MO) -
Seja C a seguinte categoria: um objeto de C ¢é um par

((G,S = {Si,i € 1I});M) onde (G,5) é um par grupo com [G : 5] = oo
e M éum Z;G-moédulo. Uma aplicagio em € de ((G,§ = {S;,i € I}); M) em
((L,H = {H;,j € J}),N) é uma tripla (a,7,¢) onde, a:G — L é um homomor-
fismo de grupos, 7 : 1 — J é uma aplicagao tal que a(S;) C Hy), € ¢: N = M éum
homomorfismo de grupos abelianos tal que ¢(a(g).n) = g.¢(n) para g€ G, n € N.
Em outras palavras, ¢ € um homomorfismo de Z,G-méddulos, onde N é visto como
Z,G-modulo por restrigao de escalares via a, isto é, g*n := a(g).n.

Note que (a,7,¢) serda um isomorfismo em C se, além disto, exigirmos
que a e ¢ sejam isomorfismos de grupos, # uma bijesio e a(S;) = H,p), Vi € I.
Podemos provar que E(G,S,M) é um invariante na categoria C, isto é,se ((G,S); M)
e ((L,H); N) sao isomorfos na categoria C entao E(G,S,M)= E(L,H, N).

Em nosso trabalho estamos interessados somente no caso em que S = {S}.
Assim, provaremos aqui a invarianca de E(G,S, M) para este caso (ver 2.3 abaixo). A
demonstragao, no caso genérico, esta feita em detalhes em [1] e usa o fato que H*(G,S; M)

é um funtor contravariante na categoria C.

2.2 Observagao: Por conveniéncia, no caso em que S = {S} denotaremos
o par grupo (G,{S}) por (G,S) (que chamaremos muitas vezes de par de grupos ao
invés de par grupo), e se M éum Z,G-médulo, escreveremos E(G, S, M) ao invés de
E(G,{S},M). Observemos que neste caso a sequéncia exata dada em 1.7 tem (levando

em conta 1.6) a forma mais simples:
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ruc
0 — HOG; M) — HS; M) 5 HY(G,5;M) 3 H'(G; M) = H\(S;M) = -« (1)
ese [G:S]= o0,
E(G,S,M) =1+ dim Ker res$,, (2)

onde resg, : H'(G; M) — H'(S; M) é a aplicago restrigio. (Quando nio houver

confusao denotaremos a aplicagao resg), simplesmente por resg).

2.3 Proposigao: Se ((G,S); M) e ((L,H);N) sdo isomorfos na categoria
C entdo

E(G,S,M)= E(L,H,N).

Demonstragao: Recordemos que ((G,S);M) e ((L,H);N) sao iso-
morfos em C se existem um isomorfismo de grupos o : G — L tal que a(S) = H,
e um isomorfismo de grupos abelianos ¢ : M — N satisfazendo ¢(a(g).n) = g.¢(n).
Denotemos por o' o isomorfismo restrigao a): S — H.

Consideremos o seguinte diagrama:

rCSG
HV(G;M) 3Y  HY(S; M)

(a,0)" La's9)
L
TES 3
HYL;N) 5% HY(H:N).
Podemos facilmente verificar que este diagrama é comutativo e consequen-
temente,
(0,8)"(Ker res$ ;) C Ker resf; 5
pois, se u € Kerresg,,, ou seja, resgy(u) = 0, entdo  resh n((a,¢)"(u)) =

(o, @) (resg py(u)) = 0.

Portanto temos bem definido o homomorfismo de grupos
(o,q’))l' : Ker resg,M — Ker resf,‘N.

As aplicacoes verticais (a,¢)” e (a’,¢)" sao isomorfismos uma vez que
plicag q

sao induzidas de isomorfismos.
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Dai, (a,¢); € obviamente injetora, e também sobrejetora pois, dado v €
Ker resf‘,‘N C HY(L; N), existe (do fato que (a, )" ésobrejetora) u € H(G; M) tal que
(o, ¢)"(u) = v. Mastal u € Kerres@y pois (o, ¢)"(res§y (u)) = resk y((e,4)"(v)) =

resh n(v) =0 e (a’,¢)° éinjetora.

Logo Ker res$,, ~ Ker res) y, e portanto

E(G,S,M)=1+dim Ker resZ), = 1 + dim Ker resf; y = E(L, H,N), w]

Nota: Conforme observagao feita por Alejandro Adem, podemos sob certas
hipéteses, espressar nosso invariante E(G,S,M) em termos de caracteristica de Euler

parcial (mais 1), como mostra o lema abaixo.

2.4 Lema: Se os tres primeiros grupos de cohomologia da sequéncia erala

2.2 (1) tem dimensdo finita sobre Z, e [G:S)= oo, entdo
E(G,8,M) =1+ dim H%G; M) - dim H°(S; M) + dim H(G, S; M).

Demonstragao: Sabemos que,se T : ¥}, — V, é um homomorfismo de
espagos vetoriais (de dimensao finita), entao dim Ker T 4+ dim Im T = dim V. Dai,
usando este fato e a exatidao da sequéncia 2.2 (1), obtemos:

dim Ker res¢ = dim Im J = dim H}(G,S; M) - dim Im §
= dim HY(G,S; M) - (dim HY(S; M) — dim H%(G; M)) o

No resultado seguinte nés mostramos que o invariante E(G, S, M) esta re-
lacionado com derivacoes e derivagoes principais. Isto € interessante pois torna possivel
computar E(G,S,M) em muitos casos (ver por exemplo 3.8 e 4.22 abaixo). O subgrupo
das derivagdes principais no caso relativo é dado por

P(G,S,M) = {dn € Der(G,5,M),m € M |d,.(g) = gm+m,Vg € G}
= {dn € P(G,M)]|dns = 0}. (cf.1.1.5)

2.5 Lema: Se res$ : HY(G; M) — HY(S, M) € a aplicagdo restri¢do entdo
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¢ . Der(G,5 M)

Ker res€ ~ PGS M) Dai, sc |G: S} = oo, entio
_ . HY(G,S; M) . Der(G,S,M)
E(G,S5,M) =1+ dim PG.OM) - 1+ dim P(G.S. M)
Demonstragdo: Uma vez que H'(G; M) = 2;—%2,—65%2 (por 1.1.6) e

H(G,§; M) = Der(G, 5, M) (por 1.5), podemos ver a aplicagéo J da sequéncia 2.2(1)
Der(G, M
—_ -—671——-—), dada por J(f) = f + P(G, M).

como sendo a aplicagdo Der(G, S, M) P(G, M)

Logo Ker J = P(G,S,M) e dai, Ker res§ = Im J ~ PGS M) " 0
Der(G,M) ., . ) X
Sabemos, por 1.4.3, que PC.M) H(G; M) tem uma interpretagao

via levantamentos de uma extensao cindida de G por M. Nés observamos que a seguinte

generalizagido pode ser provada de modo analogo.

2.6 Proposigao: Para todo Z,G-modulo M, as classes de M-conjugacao
[l] de levantamentos I: G — M > G satisfazendo lis = (0,1ds), da extensdo cindida

0-M-oM>xG-G-1

Der(G, S, M)
P(G,S, M)

estdo em correspondéncia biunivoca com os elementos de

Demonstragao: Seja £ o conjunto das classes de M-conjugagao [I] tal
que ls = (0,1ds).
Claramente, um levantamento [ satisfaz s = (0,7ds) se, e somente
se, a derivacao correspondente d (ver demonstracao 1.4.3) satisfaz djs = 0, isto é,
d € Der(G, S, M). Assim, temos bem definida a aplicagao
Der(G, S, M) ’
P(G,S,M)
d+ P(G,5,M) — 1 talque lI(g)=(d(g),9)-

L

e facilmente verifica-se que tal aplicagdo é bijetora. 0O
A seguir apresentamos algumas propriedades interessantes do invariante E.
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2.7 Proposigao:
(i) Sejam S, T subgrupos de G satisfazendo S < T < G. Sc¢ [G:T) = o
entdao

E(G,T,M) < E(G,5,M)

para todo Z,G-mddulo M.

(1) Sejam N, M Z,G-médulos. Se existe um Z,G-homomorfismo
¢ : N — M tal que o homomorfismo induzido ¢" : H'(G;N) — H(G; M) € mono-
morfismo, enldo

E(G,S,N)< E(G,S5,M)

para todo subgrupo S de G satisfazendo |G : S] = oo.

Demonstragio: (i) Se S< T <G entio res§ = resk ores$, onde

resl-

rCSG
HYG;M) = HY(T;M) = H'(S; M)
L K

ress

Logo, Ker res§ C Ker resg. Dai
E(G,T,M) =1+ dim Ker res§ < 1 + dim Ker res$ = E(G, S, M).
(i1) Consideremos o diagrama comutativo
HYG;NY & HY(G:M)
l 7‘635‘!\: ! resgu
HY(S;N) Y= s an
_ Da comutatividade do diagrama, segue que ¢ (Ker resg,\v) C
Ker resg,,. Como ¢” é monomorfismo temos que dim Ker res$ v = dim ¢x(Ker resg ).

Dai,
E(G.S.N)=1+dim Ker resgy,\.- <1+ dim Ker res€,, = E(G,S,M). O

2.8 Proposigao: Sejam S, T subgrupos de G satisfazendo S<T <G
e M um Z;G-médulo. Se [T :S]=00 ¢

o™ : HY(G; Ind$(IndiM)) —» HY(G; Coind3(IndiM))
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€ um monomorfismo, onde ¢° € a aplicagdo induzida do mergulho natural

¢ : Ind§(IndE M) — Coind$(IndiM) dado em 1.8.6 (i), entdo
E(G,S,Ind3M) < E(T, S, IndE M).
Demonstragao: Consideremos as seguintes aplicacdes
IndSM 2 md$IndIM % CoindS$IndTM 5 IndTM,

onde nos geradores ¢ é dada por ¥(g®m)=g®1®m e é estendida por linearidade,

@ é o Z,G-monomorfismo dado em 1.3.6 (i) e 7 é o Z,T-epimorfismo como em 1.3.4,

isto é, T(p(g @ 1 ®@m)) = (g @1 G m)(1).
Claramente ¢ € um Z,G-isomorfismo, e portanto ¢ =mopo ¢éum

Z,T-homomorfismo.
O par de aplicagdes (T <> G,¢) induz o homomorfismo

(0,¢)" : H(G; IndSM) — H'(T; Ind§M).

Como (a,¢)" = (a,7)" o@" 0oy, com
HY(G; IndSM) %5 HY(G; IndSIndT M) S HY(G; CoindSIndTM) 2" HY(T; IndSM)
onde (a,7)" é o isomorfismo do lema de Shapiro (1.3.14), segue da hipétese da proposigao

e do fato que ¥~ é obviamente isomorfismo, que (a,¢)” é um monomorfismo.

Consideremos o seguinte diagrama comutativo:

res@
HY(G:IndSM) "5 HY(S;IndSM)
L(a.9) l¢"=(d:S— S ¢)
resT
HY(T;IndLM) = HY(S:Ind%M)

Se [f] € Kerresg segue, da comutatividade do diagrama, que

(a, )" ([f]) € ker resk. Portanto estd bem definida a aplicagéo

(a,¢)] : Ker resS — Ker resg.
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Dai, como (a, ¢)* é monomorfismo, temos que
E(G,S,IndSM) = 14 dim Ker res$
< 1+dim Ker res] = E(T, S, IndiM). ]

2.9 Corolario: Sejam S, T subgrupos de G satisfazendo S<T <G, e M
um Z,G-médulo. Se [G: S) =00 € |G :T) < 00 entdo

E(G,S,IndSM) < E(T, S, IndiM).

Demonstragio: Se [G : T] = oo entao temos por 1.3.6(ii), que IndSN £
Coind§N, para todo Z,T-médulo N, em particular, para N = IndIM. Logo, a
aplicagio induzida ¢* : HYG;Ind§IndiM) — H'(G;Coind§IndiM) é um

Z,G-isomorfismo e portanto o resultado segue da proposi¢ao anterior. (m]

O invariante E(G,S):

Seja G é um grupo e S um subgrupo de G com [G :-S] = 0o. Nés
fixaremos, a partir de agora, o Z,G-médulo particular M = Z,(G/S) ~ Ind$Z, (ver
1.3.13(a)). Por simplicidade, E(G,S,Z,(G/S)) sera denotado por E(G,S).

2.10 Lema: E(G,S) € um invariante algébrico para pares de grupos (G, S)
com [G:8)=oc, isto € se a:(G,S)— (L,K) € um isomorfismo de pares de grupos,

entio E(G,S)= E(L,K).

Demonstragao: Seja a : (G,S) — (L,K) um isomorfismo de pares de
grupos, isto €, a : G — L ¢ um isomorfismo de grupos com a(S) = K. Por 2.3 é
suficiente provar que existe ¢ : Zy(L/N) — Z,(G/S), isomorfismo de grupos abelianos,
‘tal que  ¢(a(g).u) = g.¢(u), para g € G e u € Zy(L/K) em outras palavras,
((G,S); Z4,(G/S)) e ((L,N);Zy(L]K)) sao isomorfos na categoria C.

Considere ¢ : Zyo(L/K) — Z,(G/S) definida nos geradores por
#(zK) = a”!(z)S para ¢ € L, e estendida por linearidade. Claramente ¢ é um isomor-
fismo de grupos. Além disto, ¢(a(g).2K) = ¢((a(g)x)K) = a”(a(g)z)S = (ga(z))S =
g.¢(zK). Portanto ¢ esta nas condigoes desejada. 0
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2.11 Observagao: A existéncia de isomorfismos separados G — L e
S — K nio implica que E(G,S)= E(L,K).

De fato, seja G =< a > * < b >~ Z + Z e consideremos os seguintes

subgrupos de G:
S=<aba”'b'> e K=<b>

Temos obviamente que S ~ K ~ Z. No entanto, veremos na secgao seguinte que,
E(G,S8) =1 enquanto que E(G,NK) = oo (ver 3.7 e 3.8, respectivamente).

Logo, como uma aplicagdo do nosso invariante, podemos concluir que nao
existe isomorfismos de pares de grupos (< a > * < b >,< aba™ b7 >) —

(<a>*+<b>,<b>).

Concluindo esta sec¢ao nos reescreveremos, para facilitar futuras referéncias,

o corolario 2.9 em termos do invariante E(G, S).

2.12 Corolario: Sejam S e T subgruposde G satisfazendo S < T <G.
Se [G:S]=00 € [G:T]< o0, entao

E(G,S) < E(T, S).

Demonstragao: Basta considerar, em 2.9, M = Z,.

3. E(G,S) e Dualidade.

Nesta seccdo apresentamos alguns resultados para o invariante E(G,S)
quaﬁdo G, § ou (G,S) satisfazem certas condigoes de dualidade. Dentre eles des-
tacamos o seguinte: "Se (G,S) é um par de dualidade de dimensao n (D™-par) entao
E(G,S) = 17. Assim, nosso invariante E(G,S) da uma condi¢do necessaria para que
(G, S) seja um D"-par.

Este resultado é uma "generalizagao” do resultado ja existente para um

grupo G. A saber, "se G é um D"-grupo (n > 1) entéo e¢(G) = 1" (ver 4.11, na secgao

seguinte).
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O conceito de par de dualidade para um par grupo (G,S), S = {S:}ies
foi introduzido por Bieri e Eckmann em [7, p. 299] para o anel R = Z. No entanto, tudo
pode ser feito de modo anéalogo para R = Z,. E neste caso que estamos interessados e
na familia S = {S}. Para facilitar ao leitor, nés recordamos aqui este conceito e suas

propriedades mais relevantes. Para maior detalhes ver referéncia acima.

3.1 Definigao: Um par grupo (G,S) € chamado um par de dualidade
de dimensao n (sobre Z;), ou simplesmente um D"-par, se existe um Z,G-mddulo C

e tsomorfismos naturais:
HYG; M)~ H,_+(G,S;C®M) ¢ (1)
HYG,8; M)~ H,_1(G;C @ M) (2)
para todo Z,G-médulo M ¢ todo k € Z. |
C € chamado o0 médulo dualizante de (G,S). Se C =~ Z; como um grupo

abeliano, o par de dualidade (G,S) € chamado um par de dualidade de Poincaré, ou

simplesmente um PD"-par (neste caso os isomorfismos (1) e (2) sdo equivalentes).

3.2 Observagoées:(a) A definigao de D"-grupos (sobre Z,) dado em 1.5.14,
pode ser vista como um caso particular do conceito de D"-pares se consideramos o par

grupo (G,S) com S =0 (familia vazia) e tomamos, como em 1.3(a),
HY(G,0; M) = H*(G; M) e Hy(G,0; M) = Hy(G; M).
(b) Se (G,S) é um D"-par com médulo dualizante C entao
HY(G,8;Z,G)~C (como Z,G-médulos)

Dai, C é determinado pelo par (G,S) e, uma vez que H¥G,S;M) =0
paratodo M e k>n,e H*G,S;Z,G)=C # 0, temos que o inteiro n é também
determinado por (G,S) (compare com 1.5.15 (b)).

(c) Como em 1.5.21 pode-se provar, levando em consideragao 1.3(c), que se

(G,S8) é um D"-par sobre Z entao (G,S) € um D"-par sobre Z,.
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8.3 Proposigao: [7, teor. 4.2] Se (G,S), S={S., i€ I} #0, ¢um
Dm-par com médulo dualizante C, entao

(i) G € um D""'-grupo com mddulo dualizante A ® C (com a G-agdo
diagonal).

(ii) Cada S; € um D""'-grupo com mddulo dualizante C  (considerado
como S;-mddulo por restrigdo).

(iti) S € uma familia finita de subgrupos. D

Antes de estabelecer o préximo resultado, que nos did exemplos de
PD"-pares, recordamos aqui quando um par grupo (G,S) é realizado topologicamente

por um par Eilenberg-MacLane.

3.4: Seja (G,S) um par grupo, onde S = {S,,7 € 1}. Dizemos que (G,S)
é realizado topologicamente por um par Eilenberg-MacLane (X,Y) = K(G,S,1) se:
(1) X é um complexo celular K (G,1)
| ()Y é um subcomplexo cujas componentes Y;, i € I, sio complexos
K(S;,1); o que significa que a aplicagdgo  m(Y;) — m(X), induzida pela inclusio
Y; C X, éinjetiva e aplica m;(};) sobre S; C G (depois de uma conveniente escolha

de caminhos conectando pontos base).

3.5 Teorema: [7, teor. 6.3] Se (G,S) € realizado topologicamente por um
par Eilemberg-MacLane (X,Y) onde X ¢€ uma variedade de dimensdo n, com bordo,
compacta, orientdvel € Y = 8X (ndo necessariamente conero), entio (G,S) € um

PD"»-par. D

Nota: De fato, em [7] conclui-se que, nas hipdteses acima, (G,S) é um

PD"-par sobre Z mas, por 3.2(c), tem-se que (G,S) é um PD"-par (sobre Z,).

Agora estamos em condigoes de estabelecer e exemplificar o nosso resultado.

3.6 Proposigao: Sejam G um grupo € S um subgrupo de G com
[G : 8] = c0. Se (G,S) € um D"-par, entdo E(G,S) = 1. Ou equivalentemente, se
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E(G,S)# 1 entio (G,S) ndo € um D"-par.

Demonstragao: Observemos, incialmente, que se (G,S) é um D'-par
entao, por 3.3, G e S sao D%grupos (sobre Z;). Portanto sao grupos finitos (por
1.5.22). Dai [G : S] < co. Logo, nas hipéteses acima, temos necessariamente n > 1.

Considere a sequéncia exata 2.2(1) com M = Z,(G/S),
0~ HYG; Z,(G/S)) = HY(S; Z,(G/S)) & H(G, S, 24(G/S))

ea¢

— HY(GiZ,(G/S)) = H\S;ZAG/S)) —

Seja C o médulo dualizante de (G, S). Entao

HY(G,S;Z,(G/S)) ~ H..1(G:CRZ,(G/S)) , (por 3.1(2))
~ H,,(G;C & Ind$Z,) | (por 1.3.13(a))
~ H._1(G:Ind§(C @ Z,)) (por 1.3.10)
~ H,._(5,CQ1Z,) (por Lema de Shapiro: 1.3.14)
~ HY%S;Z,) (por 3.3(i1))
~ Z,

Agora, observe que H%(G;Zy(G/S)) = (Ind2Z,;)° = 0 uma vez que
[G:8S]= vexl3ll) e H%(S;Z,(G/8)) = Z2(G/S)® contém {0,15} >~ Z,. Dai temos
Z, C Z,(G/S) >—+ Z, ( com é§ monomorfismo), o que nos d& Zy(G/S)S ~ Z,.

H(G,S;Z,(G/S))
Zy( C/S)

Assim, Kerres§ =1m J =~ =0 e portanto E(G,S) = 1. o

3.7 Exemplo: Se G =<a>*<b>~Z+Z e S =< aba™ 7! >~ Z
entao E(G,S) = 1. De fato, seja X um toro dos quais um disco aberto D? foi removido

como mostra a figura abaixo:

o~
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Temos que I)(X) =< a > * < b>= G, I1(6X) =< aba~ ! >= §
e (X,0X) é um par Eilenberg-MacLane que realiza (G,S). Por 3.5, (G,S) é um
PD?-par. Logo E(G,S) = 1, pela proposigao anterior.

No exemplo seguinte usamos 3.6 para concluir que um determinado par
(G,S) nao é de dualidade. Além disto, sabemos por 3.3, que se (G,S) é um D"-par
entao G e § sao D"~ !-grupos. O exemplo abaixo nos mostra que a proposicao 3.6 é falsa
se no6s substituirmos a hipdtese "(G, S) é um D"-par” pela condi¢ao mais fraca "G e S sao
D""1.grupos”. Tal exemplo é computado usando a interpretagio de E(G,S) em termos

de derivagdes e derivacdes principais, dada em 2.5.

3.8 Exemplo: Se G =< a > x < b>>Zx*xZ e S =< b > entdo
E(G,S) = oo. Observe que G ¢ um D'-grupo, S é um PD'-grupo e no entanto, por 3.6,

(G, 8) nao serda um D?-par. ‘

De fato, todo elemento de G pode ser unicamente escrito na forma

a®b% .. .a°"b% onde n > 1, a,,f; € Z e sao nao nulos, exceto possivelmente para

a; e .
Seja f um elemento de Der(G,S,Z,(G/S)). Afirmamos que f depende

somente de f(a). Mais precisamente, temos

a-1 o
(1) f@®)=3d'f(a) e fla®)=3a""f(a), Va>0.
t=0

=0
(O J@) = @)+ f(a®) = f(a®) visto que fis = 0,
(@ b%a%2b%2) = a®b% f(a°26%) + f(a®10%) = a®b% f(a®?) + f(a°?)

(2) ¢ e mais geralmente,

T(a®% . a®b%) = S a%b% e b5 fa®).
1=1

Estes fatos podem ser facilmente provados pelo principio de indugao finita

(indugao sobre a e n respectivamente). Vejamos por exemplo (1) no caso das poténcias

negativas.
(i) O caso @ = 1 é verdadeiro, pois 0= f(1) = f(a™.a) = a”’ f(a)+f(a™")
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e portanto f(a~?) = a'f(a).
(i1) Suponhamos que a igualdade ¢ valida para a, isto ¢, f(a=®) = ) _a~"f(a).

=]

(iii) Provemos que a igualdade é verdadeira para a + 1:
: flae) = fa=a) = (@) + fa™)
= a™°.a7'f(a) + f(a™°)
a~*tf(a)+ ) a™ f(a)

1=1

o+l

= Za"f(a).

Agora, para duas classes laterais de S, nos temos, ¢;S = ¢S se, e somente

se, g1 = g,b° para algum f € Z. Dai, E := {1} U {a®' " ... a°*-1bP-14° onde k > 1,

-
-
—

—
-
o
—

a;,B; € Z sao nao nulos, exceto para a; }, € um conjunto de representantes para as

classes laterais a esquerda de § em G.

Das consideragées anteriores temos que todo elemento u € Z,(G/S) dé
origem a uma derivagao f em Der(G, S,Z,(G/S)), basta tomarmos f(a) = u, f(b)=0e
estender de modo geral usando (1) e (2). -

Sejam f;, 7 € Z, as derivagbes obtidas deste modo considerando
f;(a) := VaS.

Usando o fato que Z,(G/S) é o grupo abeliano livre gerado pelas classes late-

rais g5, com g € E, podemos verificar que f; nao pertencea P(G, S, Z3(G/S)), V; € Z, e

{f;+P(G,S5,Z,(G/S)):j € Z} é um conjunto infinito de elementos linearmente indepen-

Der(G, S,Z,(G/5))

dentes de . Logo, por 2.5, E(G, S) = oo.

Nés finalizamos esta seccdo com um resultado que é util para computarmos

E(G,S) no caso em que G e S satisfazem certas propriedades de dualidade.

3.9 Proposigao: Sejam G um D"-grupo com mddulo dualizante C € S um
subgrupo de G.
(i) Se¢ S € um D""?-grupo com médulo dualizante Res3C (em particular,

| se G e S sdo grupos de dualidade de Poincaré) entao E(G,S) < 2.
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(i1) Se hdS < n -2 entdo E(G,S) =1.

Demonstragao: Primeiro observamos que, em ambos os casos, [G : S] =

e portanto E(G, S) esta definido. Isto segue de 1.5.13, 1.5.15(b) e 1.5.9(iii).

() HH(G;Z5(G/S)) = Haoa(G;C ®Z2(G/S)) (por 1-5-14)
~ H, 1 (G;C ®IndSZ,) (por 1.3.13(a))
~ H.1(G;IndS(Res§C ® Z,)) (por 1.3.10)
~ H, 1(S;Res€C @ Z,) (por 1.3.14)
~ H%S;Z,) (por hipétese (i))
~ Z,

Dai, visto que Kerres é um submédulo de H'(G;Z,(G/S)), temos que

E(G,S) =1+ dim Ker res§ <1+ dim HY(G;Z,(G/S)) <2

(i1) Se hdS < n — 2 entdo H,_1(S; M) = 0 para todo Z,S5-médulo M. em
particular H,_;(S; ResZC @ Z;) = 0. Logo pelo mesmo raciocinio de (i) obtemos que
HY(G;Z,(G/S)) =0 e portanto F(G,S) = 1. o

3.10 Exemplos: (a) Seja G =2Z* ¢ S=2Z", com k> r > 2. Por
1.5.23(d), G é um PD*-grupo e S é um PD"-subgrupo. Dai, por 3.9, E(G,S) <2 se
r=k-1e E(G,S)=1 se r<k-2

(b)Se G=1,(KB) =< a,b;a’*=1> e S=<a >,entao E(G,S) <2

(c)Seja G=(Z& Z) ¥ Z,onde 6:7Z — Aut(Z & Z) é dada por

1 0] [al 1 0 a
H(C)(a,b):[21 , = o 1 b = (a,2ca + b)

A operacao em G é dada por
((a.b).c) + ((a1,0),¢1) = ((a,b) + 0(c)(ay, b1),c+ 1) = (a+ a1, b+ by + 2cay.c+ ¢;).
Temos que G é um P D3-grupo, pois G é o grupo fundamental de uma variedade asférica
de dimensao 3 (cf. [23]).

Seja S = {((a,b),0);a,b € Z}. Temos que S é um subgrupo (normal) de G
isomorfo a Z & Z. Dai S é um PD?-subgrupo e portanto E(G, S) < 2.
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Analogamente, se considerarmos K = {((0,b),¢);b,c € Z}, temos que K é

um subgrupo (abeliano e normal) de G e portanto também E(G, K) < 2.

(d) Se G ¢é como no exemplo anterior e S = {((0,0),¢c);c € Z} entiao S é
um subgrupo de G (ndo normal). Como S é um PD'-subgrupo, segue de 3.9 (ii) que
E(G,S) = 1. Se G’ é qualquer extensao finita de G, entio também E(G',S) = 1 pois,
por 2.12, E(G',S) < E(G, S).

Nota: De fato, concluiremos (na secgao seguinte) que em (a),

E(Z*,Z*')=2 e em (c), E(G,S)= E(G,K)=2.

4. E(G,S) e o Invariante end e(G,S).

Os principais resultados desta secgao surgiram da tentativa em dar uma
interpretagéo para o invariante end ¢(G, S) de Houghton [17] e Scott [26], em termos de

cohomologia relativa. Na realidade grande parte deste trabalho teve sua origem aqui.

Com o propésito de situar o leitor na teoria de ends e evitar frequentes
consultas as referéncias, apresentamos, inicialmente, uma breve revisio dos conceitos e
resultados bésicos. (sem demonstragao) da teoria de ends de grupos e(G) e ends de pares

de grupos e(G, S). Para maiores detalhes ver [9], [26] e [27].
Ends de Grupos

A teoria de ends de grupos teve sua origem na teoria de ends de espaco. A
definigao de ends de espaco foi introduzida por Freudenthal [13] (1931). Para um estudo
do conjunto de ends de X, onde X é um espago topoldgico, nds sugerimos {29]. Aqui
estamos interessados somente no numero de ends, nao necessariamente no conjunto de

ends.

4.1 Definigao: Seja X um complero simplicial localmente finito. Para todo
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subcomplezo K, o nimero de componentes de X — K € finilo. Seja n(K) o nimero de
componentes infinitas (ou equivalentemente, cujo fecho € ndo compacto), entdo o niimero
de ends de X ¢ definido por:

e(X) = sup {n(N),K C X,K finito }.

Nota: Esta definicio vale igualmente para um CW-complexo localmente

finito, se nés simplesmente trabalharmos com células ao invés de simplexos.

4.2 Exemplos:

(i) e(X)=0¢ X é um complexo simplicial finito (ou equivalentemente,
X é compacto). |

(i1) e(R) = 2 pois, para qualquer compacto &\, existe um intervalo fechado
I tal que K C I. Claramente JR— I tem duas componentes C;, C,, ambas infinitas, e uma
componente de IR — /' que nao intercepta nenhuma destas componentes esta inteiramente
contida em I e portanto é finita.

Nos ilustramos o caso em que /i’ tem duas componentes conexas:

Gy I G,

(iii) e(R")=1sen > 2.

Hopf em [16] (1943) mostrou que se um grupo finitamente gerado G atua
livremente sobre um complexo simplicial X' tal que o quociente X /G é um complexo
simplicial finito entao e(X) depende somente de G. Assim, no caso em que G é finitamente
gerado, podemos definir o nimero de ends de G' como sendo e(X).

Foi Specker em [30] (1949) quem apresentou uma defini¢do de niimero de
ends de G, para qualquer grupo G (nao necessariamente finitamente gerado). Sua de-
finicdo é puramente algébrica. Antes de introduzirmos a definigao faremos algumas con-

sideragoes.
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4.3: Seja G um grupo. Por 1.3.7, Z,G pode ser considerado como um Z,G-
submédulo de Z,G = Coind{G,)Zg. Denotemos por EG o Z,G-médulo
Z,G

quociente ——.

12G '
Conforme vimos em 1.3.15, existe um Z,G-isomorfismo p : Z,G — PG.
Considere FG = {A C G | A éfinito }. E facil verificar que a imagem do

Z,G-monomorfismo

é exatamente FG. Em outras palavras, o submddulo Z,G de Z,G corresponde via o

isomorfismo p, ao submédulo FG de PG. Assim temos o Z,G-isomorfismo

4.4 Definigao: O nimero de ends de G € definido como

e(G) = dim HG;EG) = dim (-;g)c

No caso em que G ¢é finitamente gerado este nimero e(G) (obtido de forma
algébrica) é igual ao numero de ends de um espaco topolégico construido a partir de G
C€omo segue:

Suponhamos que G é gerado por U = {z,....,2,} e seja I'y o diagrama de
Cayley correspondente para G. Isto é, I'y tem como vértices os elementos de G e para
todo 7 existe uma aresta ligando os pontos g a r;9. Note que claramente G atua a direita

sobre I'y.

4.5 Proposigao: |27, prop. 5.2} Se G € gerado por U = {z4,...,2,}
entdo €(G) = ¢(Ty). D

4.6 Corolério: (i) e(Z) =2 pois U={1} gera Z ¢ I'yy=IR.

> 5 >
* =¥ ¥ ¥ P > > -
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(ii) e(Z, + Z) = 2.
(iii) e(Z * Z) = oo. O

Esta conexao pode ser estendida.

4.7 Proposigao: [26, lema 1.2] Se G atua livremente sobre um complezo
conero X, com quociente finito X (equivalentemente, X — X € um recobrimento regular

conexo, com grupo de recobrimento G), entdo ¢(G) = c();'). o

Observe que o quociente X sendo finito implica que G é finitamente gerado,
e portanto o resultado anterior confirma que no caso em que G é finitamente gerado, a
defini¢ao dada por Hopf para o nimero de ends de G coincide com a definigao algébrica

dada por Specker.

4.8 Corolério: Se G atua hvremente no IR", n > 1, com gquociente com-

pacto entdo e(G) = 1. Em particular ¢(Z*) =1 se k > 2. D
No lema seguinte nés reunimos algumas propriedades de ¢(G).

4.9 Lema: [27)

(1) e(G) = 0« G ¢ finito.

(31) Se¢ S ¢ um subgrupo de G tal que |G : S) < oo entdo €(G) = €(S).
(ii1) Se S ¢ um subgrupo finito normal de G entao €(G) = ¢(G/S). O

Se G é qualquer grupo infinito, nds temos a seguinte interpretagao de ¢(G)

em termos de cohomologia de grupos.

4.10 Proposigao: Se G ¢ um grupo infinito enldo

e(G) =1+ dim H(G; Z,G).
4.11 Corolério: Se G € um D"-grupo, n > 1, entao ¢(G) = 1. D
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Um resultado interessante que, no caso em que S é finitamente gerado, pode

ser visto em [27, corol. 5.9] é o seguinte:
4.12 Proposigao: Seja G um grupo. Entdo ¢(G) = 0,1,2 ou oo. 0

Existe uma classificagao completa para grupos com dois ends (devida a

Hopf, 1943).

4.13 Teorema: [27, teor. 5.12]) As seguinies condigées sao equivalentes
para grupos finitamente gerados:

(i) e(G) = 2.

(1) G tem um subgrupo ciclico infinito de indice finito.

(i11) G tem um subgrupo normal K tal que G/ K € isomorfo a Z ou ao grupo

diedral infinito Do, = Zo % Z,. D
O end e(G,S).

O conceito de nimero de ends €(G,S) de um par grupo (G, S), onde S é
um subgrupo de G, é uma generalizagao do numero de ends de um grupo.

A definicao natural de €(G, S) é devida a Houghton [17] (1974) e foi estabe-
lecida para grupos topoldgicos. Scott em [26] (1977), explorou este invariante para grupos
discretos.

De modo similar a 4.3, podemos, por 1.3.13, considerar Z,(G/S) como

um Z,G-submédulo de Z,(G/S), e o Z,G-mbdulo quociente E(G/S) = §2Eg§2; ~
. (G &
P(G/S)
F(G/S)
4.14 Definigao: Sejam G um grupo ¢ S um subgrupo de G. Entdo, por
definigao,

P(G/S) o

e(G,S) = dim H(G; E(G/S)) = dim (F(G/S)
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No lema seguinte agrupamos algumas propriedades de (G, S). Elas estao

contidas em [20]

4.15 Lema:

(i) €(G,{1}) = €(G).

(i) (G, S)=0¢ [G: 5] < .

(i1)) Se SC T C G, com [G:T) < oo entao €(G,S) = ¢(T, S).

(iv) Se S € um subgrupo normal em G, entao €(G,S) = ¢(G/S).

(v) Sejam A € S grupos ndo triviais. S¢ A= S = Z, entlao ¢(A*S,5) =1,
caso conlrdrio e(A* S5, 8) = oo.

(vi) Se G € um grupo livrc € S € um subgrupo finitamente gerado de G tal
que |G:S8)= o0 entio €(G,S) = oc. D

O invariante e(G,S) também esta relacionado com espagos topoldgicos
como nos mostra o resultado abaixo, que é uma extensido das proposicées 4.5 e 4.7 (cf.

[26, lemas 1.1 e 1.2]).

4.16 Proposigao:

(1) Sejam G um grupo finitamente gerado, S um subgrupo de G ¢ T’ o dia-
grama de Cayley associado a G como em 4.5. Se T'/S denota o quociente de T' pela acdo
a direita dc S entao (G, S) = ¢(I'/S).

(ii) Se X ¢ um CW-complero finito com espago de recobrimento regular

conezo X cujo grupo de recobrimento é G e S € um subgrupo de G, entao ¢(G,S) =

e(X/S), onde X/S € 0 quociente de X pela agao do subgrupo S. D

E valido para (G,S) um resultado similar ao 4.12 acima, porém com

alguma restrigao.

4.17 Proposigao: (17, teor. 4.1] Se G € S sao finitamente gerados ¢
[NG(S) : S] = o0, onde Ng(S) denota o normalizador de S em G, entao €(G,S) =

1,2, ou oo. A ]



De modo geral ¢(G,S) pode assumir qualquer valor n» € IN, como nos

mostra o resultado seguinte.

4.18 Proposigao: [26, lema 2.2} Seja G o grupo fundamental de uma
superficie fechada F e seja S o grupo fundamental de uma subsuperficie compacta
incompressivel X de F. Entao ¢(G,S) ¢€ igual ao numero de componentes de bordo
de X. D

Recordamos que um circulo C mergulhado em uma superficie F é incom-
pressivel se a aplicagao natural II,(C’) — II,(F’) € injetiva; e uma subsuperficie compacta
X em uma superficie F € incompressivel se toda componente de bordo de X é incom-

pressivel em F.

4.19 Exemplo: Seja G o grupo fundamental de uma superficie fechada
orientavel F de genus 3, e seja S o grupo fundamental da subsuperficie incompressivel X

de F como na figura abaixo. Entao e(G,S) = 5.

/. F

Agora estamos em condigoes de analisar a relagao entre os dois invariantes
E(G,S) e €(G,S).
Conforme inicialmente observamos, os resultados desta sec¢ao surgiram da

tentativa em dar uma interpretagao para e(G,S) em termos de cohomologia relativa.

4.20: Seja G um grupo infinito entao. por 4.10 e 2.5, temos

e(G) = 1+dim H(G;Z,G)
Der(G,Z,G)

= 1+ dim FG.Z,C)

= E(G,{1}).
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Agora uma vez que ¢(G,{1}) = ¢(G), segue de 2.5, que

H(G,{1};Z,G)
P(G,{l),ZQG) .

N6s notamos que para e(G, S) onde S é um subgrupo nao trivial de G com

(G, {1)) = E(G, {1}) = 1 + dim

[G : §] = o0, néo existe uma formula analoga (usando cohomologia relativa). Nossa
esperanca inicial era provar que €(G,S) = E(G, S) e assim, por 2.5, obter uma {6rmula

similar para €¢(G,S). Mas isto é falso em geral, como mostra o exemplo seguinte:

4.21 Exemplo: SeG=<a>*<b>~Z*»Z e S=<aba"'b"! > entdo
E(G,S)=1<¢(G,S) = co.

De fato, que E(G,S) = 1 foi visto no exemplo 3.7, e que ¢(G,S) = oo
segue de 4.15 (vi).

Entretanto, provaremos no teorema 4.24 abaixo, que a desigualdade
E(G,S) < (G, S) é sempre verdadeira, e que a igualdade ocorre quando S é normal em

G. Isto foi motivado nos seguintes exemplos:

4.22 Exemplo: Se G = Z @ Z =< (1.1).(1,s) > e S={1}0Z =
<(1,s) >~ Z. Entao
HYG,8:Z,(G/S))
P(G.S.Z,(G/S))
Como S é normal em G, segue de 4.15 (iv) e 4.6, que ¢(G,S) = ¢(G/S) =
e(Z) = 2. Dai temos (por 3.10 (a)) a desigualdade E(G.S) <2 =¢(G,S). Para provar

= 2.

e(G,S) = E(G,S) = 1 + dim

a igualdade usamos a interpretacio de E(G,S) em termos de derivagdes e derivagoes
principais (lema 2.5), isto é, mostraremos que

Der(G. S, Z,(G/S)) _ vi
P(G,S.ZG]9) ~ 7

Por simplicidade, denotaremos a classe (¢.1)S por t, e assim, G/S =<t >.

Os seguintes passos fornecem a prova.
1- Uma derivacdo f € Der(G, S,Z,(G/S)). somente depende de f(t,1),
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pois, para todo k >0 e j € Z, nés temos

k-1

J*,87) = f(¢5,1) = (¢, 1) (1,1), e

1=0

k

J*, ) = (74 1) = (7 1) f(1,1).

=]

(Isto pode ser provado por indugéao sobre k.)

2- Se f(t,1) = t* + 1 entdo f € P(G,S,Z,(G/S)).
De fato, para k > 0, temos [ = d,, onde m = t*"1+tk-24.. 41 € Z,(G/S).
Parak=-n<0,néstemos f=d,ondem=¢t""4+t"14+...4t"1. Ocasok=0¢

obvio.

3- Suponhamos que f({,1) = t" 4 ... 4+ t'*, com i; # i, para todo
0<j#k<r. Se r=0(mod2) entao f € P(G,S,Z,(G/S)). Se r = 1(mod 2) entao
f—1v € P(G,5,2,(G/S)), onde v» € Der(G,S,Zy(G/S)) é dada por ¥(1,1) = 1 e
¥ ¢ P(G,5,Z4(G/S)).

A prova disto usa 1 e 2 notando que f(1,1) = (2 +1)+ -+t +1)4rd =
dn(t,1) +r.1.

4- Finalizando nos definimos o isomorfismo

. Der(G,S.Z,(G/S))
T TP(G. 8 Z,G/S))
f+P(G,5.Z,(G/S)) — e(f(1,1)),

z,

onde ¢ : Z,(G/S) — Z, é a aplicagdo dada no inicio do capitulo, isto é, que aplica todo

gerador ¢S em 1.

Analogamente, nos temos

4.23 Exemplos:

(i) Se G = Z*, S = Z*', k > 3 entao E(G,S) =¢(G,S) =2

(ii)SeG=Z&Z, e S=1Z,,n>1onde Z, é o grupo ciclico de ordem
finita n, entao E(G,S) = ¢(G.S) = 2.
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4.24 Teorema: Sc G € um grupo € § € um subgrupo de G com |G : §] = oo,
entéo  E(G,S) < €(G,S).
Além disto, se S € normal em G, a igualdade ocorre, ou seja,

HY(G,S;Z,(G/S))

. S = y S = m )
e(C,5) = E(G,5) = 1+ dim 5 == 7(G/9))

Para demonstrarmos o teorema necessitamos do seguinte lema elementar,

que nos da uma condigao necessaria e suficiente para que ¢(G, S) = E(G, S).

4.25 Lema: Seja (G, S) um par grupo com |G : S] = oo.
(i) Se ™ : HYG;Zy(G/S)) — HY(G;Z,(G/S)) ¢ a aplicagio induzida do

Z,G-monomorfismo natural o : Zy(G|S) — Z(G/S) (dado em 1.3.13), entdo
e(G,S) =1+ dim Ker ¢".

(i1) E(G,S) = €(G,S) & dim Ker res§ = dim Ker ¢”,

onde resg : H'(G;Z(G/[S)) — H'(S;Zy(G[S)) € a aplicagdo restrigio.

Demonstragio: (ii) é uma consequéncia imediata de (1) e da definigao de
E(G.S). Vejamos (1):
A sequéncia exata curta

Z,(G/S)

Z,G/5) ¥

0 — Zy(G/S) 5 Zy(G/S) = E(G,S) =

induz (ver 1.2.2(ii)") a sequéncia exata longa

> 0N 6

0 — HYG:Zy(G/S)) — HYG;Z,(G/S)) - HYG; E(G]S)) =
— HY(G; Z2(G/S)) S HVG:ZH(G]S)) — --- (1)

Agora, HYG;Zy(G/S)) = 0 visto que [G : S] = oo (1.311) e

H%G;,Z,(G/S)) ~ H°(S;Z,) ~ Z; por 1.3.17. Dai nés temos a sequéncia exata curta
0— 2, — H°%G;E(G/S)) = Ker¢" = 0
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e portanto (ver 1.14), e(G,S) = 1+ dim Ker ¢*, como desejado. 8]

Demonstragao do teorema 4.24: Seja A = ¢(Z,(G/S)) onde
Z,(G/S) — Z,(G/S) é como no lema acima. Temos que Z,(G/S) é Z,G-isomorfo

(via ) ao submédulo A de Z3(G/S) e portanto temos os isomorfismos

H](G; ZQ(G/S)) _":’_' H](G,A), DCT(G,S, Z?(G/S)) Der( £ /;)

P(G,S.Z;(G/S)) ~ PG NG

Dai er(G, S, A
E(G,S5)=1+4dim PF(LG_G,;.S':?_M—) : (1)
Sejam a:S— G e k: A — Z,(G/S) as inclusdes (de grupos e médulos,
respectivamente), e m' a composigao das aplicagoes A & z:(_G_/:S'_) = Coind$Z, = Z,,
onde v éo Z,G-isomorfismo dado em 1.3.13 e = é o Z,S-epimorfismo dado em 1.3.4.
Assim 7'(I) = v(1)(1) = I(15), Vi€ AC Hom(Z(G/S),Z,).

Consideremos as aplicagbes induzidas (1, seccao 2)

@

r ‘
HY(G;Z,(G/S)) 5 H\(G; A) 5 HV(G,ZHG]S)) S HNG; CoindSZy) " HY(S; Z,).
4

t:=(a,7')
Como ¢, v* e (a,%)" sao isomorfismos. temos
Ker ¢ o~ Ker ki = Ker 1. _ (2)
Por outro lado, o homomorfismo

Der(G, S, A) . Der(G,A)
P(G,S, A) P(G,A)

R H'(G; A)

definido por ¥(f + P(G,S,A))=[f]= [+ P(G,A) é um monomorfismo e dai

DCT(Cv‘SaA) ~ [ -
W—Im@ = {[f]| f € Der(G.S, A)} (3)

Logo, para provar a primeira parte do teorema é suficiente provar que
Im ¢ C Ker t (4)

pois dai, temos:
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Der(G, S, A)

E(G,S) = 1+4dim m (por (1))
= 1+dimImy (por (3))
< 1+dim Ker ¢ (por (4))
= 14 dim Ker ¢* (por (2))
= ¢(G,S) (pelo lema anterior)

Provemos entao (4): Temos que t ¢é a aplicagao induzida de (a,n’). Sejam
P—1Z, e F— Z, asresolugoes Bar para § e G respectivamente (como em 1.14(c)).
Claramente a inclusao 7 : P — F € uma aplicagdo de cadeia compativel com a. Dai

temos o seguinte diagrama

0 - C%G4) B C1(G, A) g
! I Hom(r, ')
0~ 82 & 0sT) —

onde Hom(7,7')(f)=1n"0ofor paratodo fe€ CYG,A) e t:H(G;A)— H'(S;Z,)
étal que t[f] = (a, @) (f}) = [’ o f o 7]

Seja [f] € Im ¢ € H'(G, A). Como f € Der(G, S, A) temos que fjs = 0.
Dai o for : § — Z, satisfaz (7' o f o 7)(s) = n'(f(s)) = f( )(1S) = 0. Logo
tfl=[r"ofor]=0 eassimImz C Kert.

Suponhamos agora que S é normal em G. Entao a agao de S em Z,(G/S)
é trivial (s.gS = 598 = g(g7'sg)S = ¢S).

Usando este fato provaremos que

Ker k* CcIm ¢ = {[f] | f € Der(G, S, A)} (5)
daf teremos e(G, S) < E(G, §), que junto com a primeira parte do teorema nos fornece a
igualdade desejada.

Provemos (5): Seja F' — Z; a resolugao Bar para G e considere o seguinte

diagrama
0 — C%G, A) £ CY(G, A) L
! LK
0~ CYG.ZLC9) & C'(6.Z,¢/9) & -
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onde k¥(f)= ko f. Temos que a induzida k*: H'(G; A) —» H'(G;Z,(G/S)) é tal que
1] = W) = [k o £

Seja |f] € Ker k* ¢ HY(G; A). Como f € Ker 6* = Der(G, A), para provar
(5) basta provar que fis = 0 ou seja, f(s) € A C Hom(Z,(G/S),Z;) é a aplicagio
nula para todo s € S. Mas k*[f] = 0 implica que ko f € Im &' e portanto existe
u € C%G, Z;(G/8)) tal que kof = 81(u). Logo f(g) = (kof)(g) = 8 (u)(g) = g.u|]-u]]
para todo ¢ € G, em particular, f(s) = su[] — u[], Vs € §. Dai, usando o fato que as

acoes de Sem Z, e Z,(G/S) sao triviais, temos que, para qualquer g = gS € Z,(G/S),
F(s)(@) = su[ }(g) ~ u[ )(@) = su[)(s7'g) — u[ Jg = u[ )(3) - u[ }(§) = 0, isto &, fis =0,

COMO queriamos. O

4.26: Sejam G, S e I\ como no exemplo 3.10(c). Como S e I\’ sdo subgrupos
normais em G segue, do teorema anterior, que E(G,S) = ¢(G,S) = ¢(G/S) = e(Z) = 2.
Analogamente E(G, ) = 2.

4.27 Proposigdo: Se a aplicagdo restrigio resg : HY(G;Zy(G/S)) —
HY(8;Z,(G/S)) € trivial € |G : S} = oo entao

E(G,S) = ¢(G, S).

Demonstragio: Seja " a aplicagio dada em 4.25. Se res§ =0 entao

Ker res§ = HY(G;Z,(G/S)) D Ker ¢* e dai €(G,S) < E(G,S) (por 4.25).
Pelo teorema anterior, E(G, S) < €(G,S). Logo obtemos a igualdade. O

4.28 Corolario: Sejam G um grupo ¢ S um subgrupo de G com
[G:8]=oc. Se S € finilo de ordem impar entao E(G.S) = (G, S).

Demonstragao: Se | S | é impar entao | S | é invertivel em Z,(G/S). Dai.
por [8, 111.10.2], HY(S:Z,(G/S)) = 0.

Logo res$ é trivial e portanto o resultado segue da proposigao anterior. O

4.29 Observagao: Nao sabemos se o resultado acima é verdadeiro para

| S| par.
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A seguir apresentamos uma outra forma (usando derivagoes) de ver que
E(G,S) = ¢(G, S) se S é subgrupo normal em G.

4.30 Proposigao: Sejam G um grupo e S um subgrupo de G de indice
infinito. Se S € um subgrupo normal em G entao e(G,S) = E(G, S).

Demonstragao: Como S é normal em G e [G : S] = 0o temos que G/S é
um grupo infinito. Dai, por 4.15(iv) e 4.10 temos que
e(G,S) = €(G/S)=1+dim HYG/S;Z,(G/S))
Der(G/S,Z,(G/S))
P(G/S,Zy(G/S))

Logo para provar a proposigao € suficiente, pelo lema 2.5, mostrar que os
Der(G/S,Z,(G/S)) e B= Der(G,S,Z,(G/S))
P(G/S,Z,(G)9)) ~ P(G,S5,Z,(G/S))

Seja ¢ : A — B definida por

H(f + P(G]S,Z5(G[S))) = f + P(G,S,Z,(G/S)), onde f(g) := f(g).

= 14dim

grupos A= sao 1somorfos.

Claramente f é uma derivacao (visto que f é uma derivagao) e f.|5 =0 pois
f(s) = 13) = 1(1) = 0.

Além disso, se f € P(G/S,Zy(G/S)) entéao f = d, para algum
m=g +...+5 € Z,(G/S) dai como gm = gm, temos que f(g) = f(g) = du(g) =
gm —m = gm —m = d,,(g), isto é, f € P(G,S,Z,(G/S)).

¥ é um homomorfismo pois (f-.}— h){(g) := (f + h)G) = f(g)+ k() =
F(g) + h(g) = (f + h)(g) para todo g € G.

Agora observemos que dado f € Der(G, S, Z,(G/S)) podemos definir uma
derivacdo [ : G/S — Z,(G/S) por f(g) := f(g). Temos que [ estd bem definida pois
se g1 = J; entdo g;'g; € S. Dai, como f,g =0 e f é derivacao temos 0 = f(gflgg) =
g7 Fla2) + Flgr?) e portanto 67 fg2) = F(67) = 67" f(gr), de onde segue a igual-
dade f(g,) = f(gy). Temos entio uma aplicagio bem definida ¢ : B — A dada por

o(f + P(G,8,Z,(G/S))) = [ + P(G]S,Z,(G/S)) onde f(3) = f(9g).
E facil ver que ¢ € uma inversa para i e portanto obtemos o isomorfismo

desej ado. O
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Finalizando esta seccao noés observamos que o invariante E(G,S, M)
foi definido somente quando |G : S] = oo, mas ¢ interessante observar ( compare com o

lema 2.5), o seguinte fato:

Der(G, S,Z,(G/S))
P(G,5,Z,(G/S))

4.31 Lema: Se [G:S] < oo entdo =0.

Demonstragao: Sabemos que se [G : S] < oo entio €(G,S) =

dim H%G;E(G/S)) = 0. Logo, da sequéncia exata (1) (na demonstragao de 4.25), ob-

temos que Ker ¢* = Im é = 0. Agora observe que nao usamos o fato que [{G: S] = oo

para obter (2) e (4) na demonstragao de 4.24, logo as afirmagoes (2) e (4) sao também
: S]

validas para |G : §] < co. Dai temos,

DCT(G, 51 Z?(G/S))

M G.5.2,(G/9))

=dim Im ¢ <dim Kert =dim Ker " =0. D

5. Uma interpretagao para E(G,S,M) em termos de
cohomologia relativa de complexos.

“"Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um Z,G-médulo qual-
quer. Nesta secgao apresentamos uma interpretacao para E(G,S,M) (em particular
para E(G,S)) em termos de cohomologia relativa de complexos, mais precisamente,
em termos de pares Eilenberg-MacLane (X,Y) = K(G,S,1) . Dai, o invariante end
e(G, S) também tera tal interpretacdo sempre que a igualdade ¢(G,S) = E(G,S) for
verdadeira. B

Para obter esta interpretacao faremos uso de um resultado, devido a Bieri
e Eckmann, que nos da, uma interpretagao topoldgica da sequéncia exata do par grupo

(G.S = {Si}ier)-

5.1 Proposigao: [7, teor.1.3) Sejam (G,S8) um par grupo ¢ M um
Z,G-médulo. Se (X.Y) € um par Eilenberg-MacLane realizando topologicamente (G,S)

entdo as sequéncias eratas de cohomologia do par grupo (G,S) (com coeficientes em M)
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e do par (X,Y) (tomada com cocficientes locais M) séo isomorfas.

Mais precisamente, temos os seguintes diagramas comutativos (a menos de

sinal como indicado)

- — HYG,8;M) = H¥G,; M) — HH"(S,-;M) — HHYG,§ M) - ...
L=y L= !

coo= HYX, Y, M) = HY (X, M) — HH"(Y;,M) - HM*Y (X, Y M) — -

onde as aplicagées verticais sdo todas isomorfismos. 0

Nota: Na realidade em [7], os autores apresentam o resultado anterior para

ZG-médulos, mas por 1.3(c), tal resultado é igualmente valido para Z,G-mddulos.
Vejamos agora a interpretagao topologica para E(G, S, M).

5.2 Proposigao: Sejam G um grupo, S um subgrupo de G com [G : S) =

oo € M um Z,G-médulo. Se (X,Y) € um um par Eilenberg-MacLane realizando

topologicamente (G, S) entao

_HY(X,Y; M)
E(G, S, A!) =1 + leIl W

e em particular,
CHY (X, Y Z5(G/S))

E(G,S)=]+dim (22(6/5))5 .

onde HY(X.Y; M) ¢ HY(X,Y;Z,(G/S)) sdo tomadas com coeficientes locais dados pelos
Z,G-médulos M ¢ Z,(G/S), respectivamente.

Demonstragao: Pela proposicao anterior temos o seguinte diagrama co-

mutativo (2 menos de sinal) com linhas exatas e isomorfismos verticais

0 — HYG: M) — HO(S; M) HY(G,S; M) 2 HY(G: M) "2 HY(S; M) — -

~

Il (1) = I~ I~

0= HO(X: M) = HOOY; M) & VXL Y M) D V(X M) 5 HY(Y s M) — -
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Dai KerJ'=Imé ~Imé~ MS/M® e portanto,

HY(X,Y; M)

Ker resgy ~Kerr=Im J' ~ M3MC

onde identificamos Ker J' com M5 /M€ via o isomorfismo anterior.

1y y.

Logo E(G,S,M)=1+dim Ker resg,, = 1+ dim %%J—TGM—) .

5.3 Corolario: Sejam G um grupo, S um subgrupo de G com

[G: 8) = o0c. Se(X,Y) € um par Eilenberg-MacLane realizando topologicamente (G, S) ¢
e(G,S) = E(G,S) (por exemplo no caso em que S é normal em G) entédo

HY(X,Y;2,(G/S))
(Z(G/S))® 7

€(G,5)=1+ dim
onde H'(X .Y ;Z,(G/S)) € tomada com coeficientes locais.

Demonstragao: E consequéncia imediata da proposigao anterior. O caso

S normal em G segue de 4.24. 0

5.4 Exemplos:

(1) Sejam G=Z@Z e S={1}@Z. O par (G, S) é realizado topologi-
camente por (X,Y) = (5 x §7, 5! x {1}) = (T?,S"). Logo, para todo Z,G-médulo M,

temos

HY(T? §'\M)
MS/MEC

Em particular, como S € normal em G, temos por 4.24, que

. _ ey . HYT? 8", Z4(G/S))
e(G.S) = E(G,S5)=1+dim ZAG /)

E(G,S,M) =1+ dim

= 2.

(2) Consideremos o grupo G =< a > * < b >~ Z x Z e os subgrupos
Sy =< aba™'b"? > e S, =< b>. Seja X um toro T? com disco aberto removido.
Temos que (G,S;) e (G,S;) sao realizados topologicamente, respectivamente, pelos
pares Eilenberg-MacLane (X,Y; = 0X) (ver 3.7 - figura) e (X,);) ondee Y; éo

subcomplexo, representado pelo gerador b de II,(T?). Logo, pela proposigao anterior, se
M é um Z,G-mdédulo,
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b 4 ’ ., 1 , )
E(G,5,M)=1+dim H' (X, Y, M) H (AaY?aM).

e E(G,Sg,M) =14dim

MS [MC MS: MG
Em particular, levando em consideragao 4.2] e 3.8, temos
_ . H’(X, Y1§12(G/51)) _
E(G,5)=1+dim ZA(CIS) =1<e(G,5)=00 e
. HUX, Yy Z,(G/S,)
=1 =00 = S,).
E(G,S;) =14 dim (ZaG/S2) oo = ¢(G, §2)

(3) Sejam G = Z @ Z, e S = {1} ®Z, O par (G,S) é realizado
topologicamente por (X,Y) = (§' x IRP(o0),{1} x IRP(oc)). Dai

HY(S' x RP(00), RP(00); M)

S = ]
E(G,5,M)=1+dim M5 /MC ,

para todo Z,G-médulo M, e como S é normal em G,

e(G,8) = E(G,S) = 1+ dim R

=2

(4) Sejam G um grupo infinito e S = {1} o subgrupo trivial. Considere X
um complexo K(G,1),e o vértice vg € X. O par (X,vo) € um par Eilenberg-MacLane
realizando (G, S). Logo, se M é um Z,G-modulo,

H (X, v, M)

E 1.M) = ]
(G,{1},M)=1+dim M/MG

Em particular, Ny
¢(G) = 1+ dim i (“"Z:fg'zzG)‘




CAPITULO I1I
O Invariante E(G,S)

Neste capitulo dados (G,S) com |G : S} = oo, estudamos o invariante
E(G,S,M) para o Z,;G-mddulo particular M = FsG definido abaixo. Por simplici-
dade E(G,S,FsG) sera denotado por E(G,S). Na seccao 1 provamos (uma vez que
nao encontramos a justificativa deste fato) que FsG é isomorfo ao médulo induzido
Indgl_gg = Z,G @s Z,S. Isto é interessante pois em alguns casos é conveniente usar
FsG e em outros Ind$Z,S. Também estendemos a definigio de E(G,S) de modo
a incluir o caso em que [G : S] < oo e verificamos que, considerando esta definigéo,
tem-se: E(G,S) =0 <= [G : S] < co. Na secgao 2 apresentamos vérias propriedades
de E(G,S). Na secgao 3 analisamos a relagao entre E(G,S) e o invariante end é(G,S)
definido por Kropholler e Roller {22].

Como veremos (observacao 3.6), E(G,S) tem certa vantagem em relagio
a é(G,S) pois €(G,S) fornece alguma informagao a respeito de S somente quando
¢(G) = 1 uma vez que, se €(G) = oo entao €(G, S) = oo para todo subgrupo S de G. No
entanto para E temos exemplos em que ¢(G) = oc e E(G,S) # E(G,T) para subgrupos
distintos S e T de G, o que nos mostra que E(G,S) nos da informacao a respeito de §
também no caso em que €(G) = oc. Além disto, E(G, S) nos dd uma condigao necessaria

para que (G.S) seja um D"-par. o que nao ocorre com €(G.S).
1. O Invariante E(G,S)

Sejam G um grupo, S um subgrupode G e
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FsG:={BCG|BCF.S para algum subconjunto finito F de G }.

Claramente FsG é um Z,G-submédulo de PG com as operagoes induzidas.

Consideremos o Z,G-médulo Ind$Z,S = Z,GRsZ,S com a G-agao natural
de médulo induzido (g.(g; ® m) = gg; ® m). |

Veremos, no lema abaixo, que é natura) considerar Ind$Z,S como um
submédulo de Z,G, e que este submédulo pode ser identificado, via o isomorfismo

p:Z,G — PG (ver em 1.3.15), com o submédulo FsG de PG.

1.1 Lema: Os médulos Z;G @5 Z;S ¢ FsG sio Z;G-isomorfos.

Demonstragao: Consideremnos as aplicagoes
Z2,G ®s 55 = Ind§Coind},\Zy % Coind§Coind{\Z; % Coind§yZ, = T,G % PG,
onde p é o Z,G-isomorfismo dado em 1.3.15, e ¢ e ¢ sao as Z,G-aplicagdes dadas em
1.3.8,ist0 é,se goQ h € Z,G @s Hom(Z,8.Z,) = Z,G Gs Z,5, entio

(990)-h seggo€ S

0 caso contrario ,

(90 @ h)(g) = {

ese f € Homs(Z,G, Hom(Z,S,Z,)), v (f)(g9) = f(g)(1), onde 1 € Z,S.

Como ¢ € Z,;G-monomorfismo e ¢ é Z,G-isomorfismo, podemos ver
Z.G ®s Z,S como um Z,G-submédulo de Z,G, que sera Z,G-isomorfo (via p) ao Z,G-
submédulo p((¥ 0 0)(Z,G Gs Z,5)) de PG.

Logb para concluir o lema, basta provar o seguinte fato:

Afirmacio: p(v 0 0)(Z,G Gs Z,5)) = FsG.

Isto segue das seguintes observagoes:

(i) Um elemento B € FsG & B = goSoU...U g, Sk, comg; €G, S, C Se
ke N.

(i1) Da mesma forma que temos o Z,G-isomorfismo p . Z,G — PG, po-
demos também definir o Z,S-isomorfismo p : Z,§ — PS. Se considerarmos a injegao

patural Z,5 5 Z,G, h— h, onde h é definida nos geradores por

. h(y) sege€e S
h(g) = .
0 caso contrario

-7
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entdo temos o seguinte diagrama comutativo:

7,5 5. 7,0
1p A
PS < PG.

(iii) Se go ® ho é um elemento bésico de Z,G ®s Z,S entao

(97 90)-ko)(1) = ho(g™"g0) se g 'go € S

0 caso contrario.

(¥ o) (g0 ® ho)(g7}) = {

Dai

pl(¥op)go @ ho)) = {9 €G|(¥op)go®@ho)(g™!) =1}
= {9€G|g'g0 € Seholgg) =1}
= {g€G|gg0 € Sehol(gsg)?) =1}
= {9€G g€ plh)}
= {9€G|g5'g=s€ plho)}
= {go-s | s € p(ho)},

isto _é, p((¥ 0 ©)(go @ ho)) = go.S0 € FsG, onde So = p(ho) C S.
Agorase u=go @ ho+ ¢1 @ hy € Z,G ®s Z,S entao

pyop)u) = {g€G|p(¥o)(go®hotg &@h)g™')=1}
= {9€G|p(¥op)go®@ha)(g™!)+ p(¥op)(g @ ka)(g7?) =1}
p(¥ 0 )90 © ho)(g™") = 1 ou (exclusivo)
g€G | .
~ plop)g @M)¢g™") =1
= go.SOUg1.51 € .7:56 N onde S,’ = ﬁ(h‘) C S, 1 = 0, 1.

Mais geralmente, se u = go @ ho+ g1 @ hy + - + gx @ hy € Z,G €5 Z,S,
entaio p(¢op)(u)=go.SoU...Ugy.Sk,com S, = p(h), :=0,1,... k.
(iv) Se B = ¢9.So U ... U g4.S; é um elemento qualquer de FsG, entdo é

facil ver que

B=p0op)go®p(So)+ -+ @ ﬁ“(Sk)) € p((¥ 0 ©)NZ2G ®5 Z39)).
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O invariante E(G,S):
Sejam G um grupo e S um subgrupo de G com [G : S] = c0. Se M =
FsG ~ Z,G ®s Z;8 ~ Ind$PS entio denotaremos E(G, S, M) por E(G, S). Isto ¢,

E(G,S) =1+ dim Ker res§,
onde res$ : H'(G; FsG) — H(S; FsG) é a aplicagao restrigao.

1.2 Lema: E(G,S) ¢ um invariante algébrico para pares de grupos (G, S)
com [G : S] = o0.

Demonstragao: Seja o : (G,S) — (L,) um isomorfismo de pares de
grupos. Vamos provar que existe ¢ : Fjr L — FsG, isomorfismo de grupos abelianos, tal
que ¢(a(g).u) = g.¢(u), para ¢ € G e u € FyL. Dai ((G.S),FsG) e (L, K),FxL) sao

isomorfos na categotegoria C, definida em 11.2, e entao, por 11.2.3 teremos
E(G,S) = E(G,S,FsG) = E(L,K,FxL) = E(L, K).

Primeiro observemos que o isomorfismo o) : § — K induz um isomorfismo
v : Z3K — Z,5, onde nos geradores, v(f) é dado por 4(f)(s) = f(a(s)) e é estendido
por linearidade. v

Agora, considere a aplicacio ¢ : Z,L @n Zolk — Z,6G Qs Z,S, definida
nos geradores por ¢(I @ f) = a™}(I) @ y(f) (e estendida por linearidade). Claramente ¢

€ um isomorfismo de grupos abelianos. Além disso,
dla(g).(1@f)) = é(a(g)l @ f) =a  a(g)l) ®(f)
= ga~ () @9(f) = g(a” (1) ®(f))
= ¢.¢(1® f).

Logo, levando em conta 1.1, tem-se o resultado desejado. 0O

Nota: De acordo com o lema 2.5 do capitulo anterior, para M = FsG,

¢ _ Der(G, 8, F5G)
5~ P(G,5FsG

Ker res
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e, se [G: S] = oo, entao E(G,S) tem a seguinte interpretagao:

- . Der(G, S, FsG)
S)= .
E(G,8)=1+dim P(G.S.7sC)

Der(G, S, FsG)
P(G,S, FsG)

E interessante (de modo similar & 11.4.31) analisar o quociente

no caso em que [G : S] < o0.

Der(G,S,FsG) 0
P(G,8,FsG) ~—

1.3 Lema: Se [G: S] < oo entdo
Demonstragao: Se [G : §] < oo entdao FsG = PG. Mas HY(G;PG) =0
por 1.3.16. Logo temos

Der(G’S’}—SG)fv G 1. — HY . -
PG 6 7.0 = Kerres§ C H'(GiFsG) = HY(Gi PG) = 0. ]

A proposigao seguinte nos da uma forma de estender a definigao de E(G, S)
de modo a abranger o caso em que [G : S} < oo (Note que para E(G,S) nao conseguimos
obter isto). Para demonstrar tal proposi¢ao precisamos do resultado abaixo, afirmado em

[20, p. 54].

1.4 Lema: Seja AsG = {A C G | A+ gA € FsG,Vg € G}. Entio a
aplicagao

B : AsG — Der(G,FsG)

B — fB(B), onde B(B)(g):=B+gB, Vg€GQG,
€ sobrejetora, isto €, Der(G,FsG) = P(G, AsG).
Der (G, PG)
P(G, PG)

temos que Der(G, FsG) C Der(G, PG) = P(G, PG).

Dai, se f € Der(G,FsG) entao f € P(G, PG); logo existe B € PG tal que
f =dg,isto é, f(g) = B+¢B,VYg € G, onde B € PG. Mas do fato que f(g) € FsG para
todo g (pois f € Der(G,FsG)). segue que B+ gB € FsG, Vg € G, isto é, B € AsG.

Portanto f = B(B) € P(G,AsG) = Im B. O

= HYG;PG) = 0 e FsG C PG,

Demonstragao: Como
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1.5 Proposigao: Se (G,S) € um par de grupos satisfazendo |G : S] = oo,
entdo a sequéncia

0— {0 G} o, AsGﬂ(PG)s _[i Der(G, S, FsG) -
’ FsGN(PG)*® P(G, S, FsG)

com aplicagoes a € B dadas por: a(A) := [A] = A+ FsGN(PG)S e B([B]) := B(B) +

P(G,S, FsG), onde B € como no lema anterior, € ezala.

0,

Demonstragao: A aplicagdo o ¢é injetora pois, a(G) = 0 =
G € FsGN(PG)® = G C F.S para algum subconjunto finito F de G. Dai [G : §] < oo,
o que é uma contradigao.

Vejamos que Ker 8 = Im a = {[0),[G]}.

Claramente Ima C Ker 8 pois, para todo g € G, B(B)(g) = 0 e
B(G)g) = G+¢G =G+G =0 edai B(¢]) = B(G]) = 0. Agora, se [B] €
AsG N (PG)*
FsG N (PG)S
FsG satisfazendo B(B) = d,, isto é, B+ gB = A + gA, para todo ¢ € G. Dai
B + A = g(B + A), para todo ¢ € G, ou seja, B+ A € (PG)® = {0,G} e portanto
[B] = [0] = a(8) (se B+ A=) ou [B] = [G] = a(G) (se B+ A =G).

Finalmente, para ver que S é sobrejetora basta usar o lema anterior. 0

é um elemento de Ker [3 entao B(B) € P(G,S,FsG). Logo existe A €

1.6 Corolério: Se [G : S] = o0, entao

. S S
AsGN (PG _ . (AsG)

E(G,8)= di = .
(G,5) = dim = N (PG (FsG)S

Demonstragao: Se [G : §] = oc entéo, pela proposi¢do anterior,

S v .
gigy AsGN(PG) _ . Der(G. S, FsG)

M FGN(PG) PG5 70) - L&)

D

Podemos entao definir, para qualquer par de grupos (G,S) com [G : S]
nao necessariamente infinito,

S . AsGN(PG)S
E(G.S) =
(G.S) =dim FG N (PG
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Nesta condigoes temos:

1.7 Lema: E(G,S) = 0 s¢, e somente s, [G : S] < oo.

Demonstragao: (=) Suponhamos por absurdo que [G : S) = co. Entio
(por 1.5 ou definigao inicial de E’(G., S)) tem-se E(G, S) 2 1, o que contradiz a hipétese.
Logo [G:S) < 0.

(<) Se [G : S] < oo entao FsG = PG = AsG. Dai E(G,S) = 0. D

1.8 Lema: E(G,{1}) =

Demonstragao: Se § = {1} entao temos que (PG)S = PG,
={AC G| ACF,F finitode G} = FG, e (—E)G Dai E(G,{1}) =

PG)
FG

fG

dim (—=)" = €(G). o

2. Propriedades.

Nesta secgao apresentaremos algumas propriedades de E(G, S).
Inicialmente, estudamos a relagao entre os dois invariantes introduzido por
nés, E(G,S) e E(G,S).
2.1 Proposigao: Se (G, S) € um par de grupos com |G : S] = 0o entio
E(G,S) < E(G,S).

Demonstragao: Consideremos a sequéncia exata de Z,S-mddulos
PS
0-2Z,={0,S} PS> Q=-—— —0.
Como Z,G ¢é Z,S5-livre obtemos, tensorizando por Z,G, a seguinte sequéncia exata:
0— Z:G @s Ty 5 Z,G@s PS5 2,6 ®5 Q — 0.

Esta sequéncia induz a sequéncia exata longa em cohomologia
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0 — H%G; IndSZ;) — H°(G;IndEPS) — H°(G; Ind$Q) —
— HY(G; IndSZ,) & HY(G; IndSPS) — H(G;IndSQ) — ---
Uma vez que |G : S} = oo temos, por 1.3.11, que
HY(G; Ind$Z,) = HYG; Inds PS) = HYG;Ind$Q) =0

e portanto ¢ : H'(G; Ind%Z;) — H*(G; Ind% PS) é um monomorfismo. Dai, aplicando
11.2.7(ii) para N = Ind%Z;, e M = Ind¢PS, temos que

E(G,S) = E(G,S,IndSZ,) < E(G, S, Ind$PS) = E(G, S) o

2.2 Coroldrio: S¢e G =<a>*x<b>> Z+xZ ¢S = <b>, entdio
E(G,S) = .

Demonstragao: Vimos no exemplo 11.3.8, que E(G, §) = 00, logo o resul-

tado segue da desigualdade acima. ]

A igualdade na proposigado anterior nem sempre ocorre como mostra o exem-

plo abaixo.”

2.3 Exemplo: Sejam G = Z;+x Z, e S = Z,. Entao E(G,5) =1 <
E(G,S) = 2. De fato, por 11.4.15(v), €(G,S) = 1. Logo, pelo teorema 11.4.24 também
E(G,S) = 1. Agora, que E(G,S) =2, seguird de 3.10 (secgao seguinte) e do fato que
e(G) =2

2.4 Observagao: Apesar das desigualdades
EG,5)<€(G,S) e E(G,S) <EG,S)

serem verdadeiras, nao existe nenhuma relagao entre e(G,S) e E(G,S) pois, no exemplo

acima temos que

e(G,S)=1< E(G,5) =2.
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Agora, se (G,S) € como no exemplo 11.3.7 concluiremos por 2.8(i) abaixo que
E(G,S) = 1, pois (G,S) é um PD%par. No entanto ¢(G,S) = oo por I1.4.15(vi).
Logo

EG,85)=1<¢G,S) =

2.5 Proposigao: Sejam S e T subgrupos de G satisfazendo S < T < G.
Se [G : T} = oo entdo:

(i) E(G,T, FsG)

(i) E(G,T,FsG)

E(G, S, F1G), e

<
< E(G, S, FrG).

S)

E(G T)

Demonstragao: Vejamos apenas (i). A afirmagao (ii) prova-se de modo
analogo.

A desigualdade E(G,T,FsG) < E(G,S) = E(G,S,FsG) é obtida de
11.2.7(i) tomando M = FsG.

Para obter E(G,S) < E(G,S,FrG) nés usamos o fato que a inclusio
FsG C FrG induz um monomorfismo ¢" : HYG; FsG) — H'(G; FrG). Para provarmos
este fato (que é afirmado em |20, 4.2(ii)]), raciocinamos como na proposi¢ao anterior.

Consideremos a sequéncia exata

= Z,T

T ¢ 1! _
0— IndsZ,5 - Z; —»Q—Er—dzz_i’—-?—eo,

onde 1 é a composta ]77d§225 > CoindZ,5 5 Z,T, e ¢ e 3 sao como em 1.3.8.
Visto que Z,G ¢ livre como Z,T-médulo, Ind§ é um funtor exato. Se

aplicarmos este funtor na sequéncia acima obtemos
0 = IndSZ,8 ~ Ind3IndiZ,S — Ind§SZ,T — Ind%Q - 0.
Isto induz a sequéncia exata longa em cohomologia
0 — HYG,;Ind$Z,S) = HG;Ind$Z,T) — H°(G;Ind$Q) —
— HY(G;IndSZ,8) & HY(G; IndSZ,T) —

Como [G : S] = oo, temos que os tres primeiros termos da sequéncia séo
nulos e dai ¢ : H(G; Ind€Z,S) — H(G;Ind$Z,T) é monomorfismo como queriamos.

79



Logo, aplicando 11.2.7(ii), para N = Ind$Z;S ~ FsG e M = Ind$Z,T ~
FrG, obtemos
E(G,S) = E(G,§,FsG) < E(G, S, FrG)

()

2.6 Corolario:

(i) Segjam S < T £ G com |G : T) = oc. S [T : S] < oo entio
E(G,T)< E(G,S).

(i1) Se T ¢ um subgrupo finitamente gerado de G, [G:T] =00 € €(T) =1
entio e(G) < E(G,T).

Demonstragao:

(i) Se ‘[T : §] < o0 entdo FsG = Fr(G. Dai a desigualdade é consequéncia
imediata da proposigao anterior.

(ii) Considerando S = {1} na proposicao anterior, como F3G = FG ~
Z,G obtemos E(G,T,Z,G)< E(G,T).

Agora, por 1.3.9 (considerando {1} no lugar de T, T no lugar de § e
M = Z,), obtemos o Z,T-isomorfismo

Z,G ~ Ind{\Z,~ @ Ind}y9Z,,
9€T\G
onde T\ G é um conjunto de representantes para as classes laterais
a direita de T' em G. Dai,
H\(T;Z,G) ~ HYT; Ind{T]}ng)

g9ET\G
~ @ HI(T;]n.d{T]}gZ;,) (por 111.5.3, pois T é1.g.)
9€T\G :
~ @ HY(T;Z,T)
g€T\G ,
= 0 (por 11.4.10, pois e(T) = 1).

Logo, Ker Tesg,Z,c = HY(G;Z,G), e portanto
E(G,T,Z,G) =1+ dim HYG;Z,G) = ¢(G).

Dai o resultado segue. ) O
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Uma vez que FsG =~ ln.ng'S e FsT =~ 1nd§i‘,§, considerando M = Z,8

no corolario 11.2.9, temos:

2.7 Lema: Sejam S e T subgrupos de G satisfazendo S < T < G. Se
[G:8]=0 €¢|G:T] < oo entéo
E(G,S) < E(T, ). -
Como ultimo resultado desta sec¢ao nos observamos que as propriedades de
dualidade obtidas para E(G,S) em 11.3 sao preservadas para E(G, S) embora tenhamos

E(G,S) > E(G,S).

2.8 Proposigao: Seja (G : S) um par de grupos, com [G: S} = co.

(i) Se (G, S) € um D™-par entio E(G,S)=1.

(ii) Se G € um D™-grupo com méddulo dualizanie C ¢ § € um D"~} -subgrupo
com médulo dualizante ResGC, entdo E(G,S) < 2.

(iii) Se G é um D™-grupo (0> 1) e hd S < n -2, entdo E(G, S) = 1.

Demonstragao: E analoga as demonstragoes das proposigoes 11.3.6 e 11.3.9;

basta lembrar que FsG = Ind$Z,S e entdo trabalhar com Z,S no lugar de Z,. ]
Analizando os exemplos vistos no capitulo 11, secgio 3, temos

2.9 Exemplos:

(1)SeG=<a>*x<b>~Z+Z, S=<aba™?b'> e T=<b>,entao
EG,8)=1 e EG,T)= .

(ii)Se G=2ZFe S = Z", k > 2, entao E(G,S) = 2.

(iii) E(Z*,Z7)=1 se 0<r<k—2.

(iv) E(< a,b;a?* =1>,8=<a>) < 2,

(v) Se G, S e K sao como no exemplo 11.3.10(c), entdo _E(G,S) =2 =
E(G,K).

(vi) Se G e S sao como no exemplo 11.3.10(d), entao E(G,S)=1.
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Para obter (ii) e (v) recordamos que nestes casos S é normal em G, logo
E(G,S) = ¢G,S) = e(G/S) = 2. Dai, por 2.1 e proposicao anterior, temos
2= E(G,S)< E(G,8) <2

Vejamos outros exemplos:

2.10 Exemplos: (i) Se X = M? — D? onde M? é qualquer superficie
fechada orientada diferente de S?, entdo (G = I1;(X),S = I1,(8X)) é um PD?par (por
11.3.5) e portanto £(G,S) = 1.

(i) Se G =Z@(Z+Z)PZ,, onde Z,, é o grupo ciclico de ordem n >2e
S =127 xZ entio E(G,S) = 2.

De fato, visto que Z é um PD'-grupoe S = Z * Z é um D’-grupo (com
médulo dualizante C ~ H'(S;Z,S)) temos, por 1.5.19, que T = Z G (Z +Z) é um
D?-grupo com médulo dualizante Z, @ C' ~ C. Dai, segue, de 2.7 e proposigao anterior
(ii), que

E(G,S) < E(T,S) < 2.

Agora, como S é um subgrupo normal em G temos, por 11.4.24, que
E(G,S)=¢(G,S)=¢e(G/S)=¢e(Z&Z,)=¢Z)=2.

Logo, por 2.21, 2= E(G.S) < E‘(G,S) < 2 e portanto, E’(G, S)y=2.
3. E(G,S) e o Invariante end &(G,S).

Nesta seccao analizaremos a relacio entre os invariantes E(G, S) e &G, S).
O invariante é(G, S) foi definido por Kropholler e Roller implicitamente em [21] (1988) e
explicitamente em [22] (1989). '

Com o objetivo de facilitar ao leitor recordamos aqui a defini¢ao deste inva-
riante e apresentamos (sem demonstrag¢ao) algumas de suas propriedades. Para maiores

detalhes e resultados adicionais ver {22



3.1 Definigao: Seja (G,S) um par de grupos (com |G, S) ndo necessaria-

mente infinito). Entéo por definigdo,
é(G,S) = dim H%G; PG/FsG) = dim (PG/FsG)C.
3.2 Lema: (22, lema 1.2} Se [G : §] = oo entdo
&(G,S) = 1+ dim H'(G; FsG).

3.3 Lema: (22, lema 2.4]
(1) &(G,{1}) = €(G) € mais geralmente €(G, F) = ¢(G) se F € um subgrupo

finito de G.
(i1) €(G,S) = 0 se, € somente se, |G : S] < oo.
(111)) Se ST <G e|G:T) < o0, entio &(G,S) = &(T, S).
(iv) Se S € finitamente gerado € normal em G, entao é(G,S) = ¢(G/S).
(v) Se SST<LG e|G:T)= o0, entao ¢(G,S) < é(G,T), em particular,
considerando S = {1} obtemos ¢(G) < é(G,T). o

3.4 Lema: [22, lema 2.5] ¢(G, S) < &G, S). o

3.5 Proposigao: [22, corol. 4.3] Seja G um PD"-grupo e S um D™~ subgrupo.
Entdo é(G,S) = oc, ou S € um PD" -grupo ¢, neste caso, ¢(G,S) = 2 (ou seja,
HY (G, FsG) = 2Z,). 0

Nés podemos observar que algumas propriedades anteriormente obtidas para
E(G, S) sao semelhantes as (respectivas) de é(G, S). Daf uma pergunta natural que surge
é: que relagao existe entre esles invariantes?. E claro que eles em geral nao sao iguais
pois, se isto ocorresse, teriamos por 3.4, que €(G,S) < E(G, S) mas, como observamos

em 2.4, nao existe nenhuma relacao entre estes invariantes. Além disto temos:

3.6 Observagao: A proposicao 2.8(i), nao € vilida para é(G, S) pois, para
o PD%par (G =<a>*<b>8=<aba"'b7! >) temos que &G,S) = co uma vez
que por 3.3(v), oo = e(G) < (G, S).
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Na realidade, segue de 3.3(v), que &(G,S) = oo sempre que e(G) = oo
(independentemente de S). Portanto (G, S) nao nos da nenhuma informagao a respeito
de S quando €(G) = oo, o que nao ocorre para o invariante E(G,S). Por exemplo
para G =< a > * < b >, § =< aba™'b"? > e T =< b > temos, por 2.9(i) que
E(G,S)=1# E(G,T) = co.

AsG

3.7 Observagao: A definigao 3.1 é equivalente & ¢(G,S) = dim FC
s

onde AsG e como em 1.4. Por outro lado, vimos na secgao 1, que

= . Aan(PG)S
S)= .
E(G,5) = dm z G r(Pc)s

Logo, temos:

‘ S
é(G,S) = E(G,S) se, e somentese, dim ;—:g = dim ';:gr:fﬁgs

Na proposi¢ao seguinte comparamos os dois invariantes sob outro aspecto.

3.8 Proposigao: Seja (G,S) um par de grupos. Enlao,

(i) E(G, S) < &G, S).

(ii) Suponhamos que |G : §) = 00. Se res§ : HY(G; FsG) — HY(S; FsG) €
a aplicagdo nula entdo E(G,S) = &(G,S). (Em particular, se H(S; FsG) = 0 entao isto
ocorre). Se E(G,S) = &¢(G,S) < 0o, vale a reciproca deste fato.

Demonstragao:
(i) Se [G : S) < o entao, por 1.7 e 3.3(i), E(G,S) = 0 = &(G, S). Supo-
nhamos [G : §] = oo. Claramente
E(G.S) =1+ dim Ker res€ <1+ dim HY(G; FsG)

pois Ker res§¢ € HY(G; FsG). Dai o resultado segue de 3.2.
(1)

(i) res§ é nula & Kerres$ = HYG,FsG) = dim Kerres§ =
= dim HY(G;FsG) & E(G,S) = &é(G,S) . Agora, se E(G.S) = &G,S) < oc entéo
(1) é vélida na diregao contraria. O

Como consequéncia deste resultado obtemos:
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3.9 Corolério: Seja (G,S) um par de grupos com [G : S} = 00. Se S ¢

finitamente gerado € normal em G entdo
E(G,S) = &G, S) = ¢(G/S).

Demonstragao: Se S é normal em G, temos por 1.3.9 (Férmula de Mackey

- caso particular), o seguinte Z;S-isomorfismo

IndSPS ~ &P ¢PS.

9€G/S

Dai, como S ¢é finitamente gerado temos (por 1.5.3) que

HY(S; FsG)= H'(S; @ gPS)~ @ H(S;gPS).

9€G/S 9€G/S

Agora, recordemos (ver comentario anterior a 1.3.9), que gPS é um Z,S-
médulo com a S-agao dada por s#*(gA) = gsg~'.gA = gsA, paratodo s€ S, A€ PS,

e PS éum Z,5-médulo com a S-acao dada pela multiplicagao a esquerda. Considere
v7:9PS — PS (gA— A).

Claramente 7y ¢é uma bijegao. Além disto, v é um Z,;S-homomorfismo pois v(s*gA) =

v(gsA) = sA = sy(gA). Logo, para todo ¢ € G/S, temos:
HY(S;gPS)~ H'(S;PS)=0 (por 1.3.16).

consequentemente, H'(S;FsG) =0 e entio, pela proposigao anterior e 3.3(iv) tem-se o

resultado desejado. D

Nota: Nao sabemos se a igualdade E(G,S) = &(G, S) é verdadeira quando

S é normal em G, nao necessariamente finitamente gerado.
3.10 Corolario: Se S € um subgrupo finito de G ¢ [G: S] = oo, entao

~

E(G,S) = &G, 8) = €(G).
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Demonstragao: Se S é finito temos que FsG = FG ~ Z,G ~ ]nd{G,)Z?.
Aplicando 1.3.9 para T = {1}, obtemos o Z,S-isomorfismo

]nd?,]lg'z &b Ind{sl)glg.
9€S\G

Consequentemente, teremos

HY(S;FsG) =~ H’(S;@]ndf,}gzg)
~ HYS; P Coind{s,}gZQ) (por 11.3.6, pois [S: {1}] < o)
9€ES\G

o~ @ H](S;Coindf,)glg) (por 111.5.3, pois S é f.¢.)
9€S\G

~ P H'({1};9Z,) (por lema de Shapiro - 11.3.14)
9€S\G

= 0.

Logo, pela proposigao anterior e 3.3(i), obtemos as igualdades E(G,S)=¢(G,8) = e(G)
O

Nota: Se ¢(G) = 2, pode-se verificar que para todo subgrupo S de G tem-se
[G: §) < o (e portanto E(G.8)=¢(G,8)=0) ou |S|< oo (e dai, pelo resultado

anterior, E(G,S) = ¢(G,S) = ¢€(G) = 2). Asssimno caso em que €(G) = 2, aigualdade
E(G,S) = ¢(G.5) évalida para qualquer subgrupo S.

3.11 Corolario: Seja (G,S) um par de grupos. Se S € um PD"-grupo,
e {g€G|cd(S*NS)=n—-1)=0, entdo E(G,S) = é(G, 8).

Demonstragao: Por [21, lema 5.3), H'(S:FsG) = 0. Dai, basta aplicar

a proposigao anterior. D
Como uma aplicagao deste resultado temos:

3.12 Exemplo: Seja G o PD®-grupo Z & (Z > Z) = I1,(S? x K B) onde
K B é a superficie da garrafa de Klein. Considere S = {(a.0,c) | a,c € Z}. Entao S é
um subgrupo de G (nio normal) satisfazendo E(G,S) = ¢(G, S§) = 2.
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De fato, a operagao em G ¢ dada por (a,bc) + (z,y,2) =
(a+ x,b+ (—1)°y,c + 2). Dai, claramente S é um subgrupo de G e portanto S~Z @ Z
é um PD?-grupo. Vejamos que {g € G | cd(S*NS)=1} = 0.

Se g € Sentao ¢d(SNS)=2 pois S9NS=S.

Seja ¢ = (a, b, ¢) um elemento qualquer de G — S (portanto b # 0). Podemos
ver S§=S8US, onde Sy={(x,0,2k)|z,keZ} e S5 ={(z,0,2k+1)|z,keZ).
Dai 89NS=(SUuSPNS=§NSusSinS. Se u=(z,0,2k) € Sy, entao

g+u+(-g) = (a,bc)+(x,0,2k)+ (—a,~(-1)b,—~c)

= (a+z,b,c+2k)+ (~a,(=1)*b,—c)
(a4 z+ (—a),b+ (=1)*F (1)t b, c + 2k + (—c))
(2,0,2k) = u € S,.

Assim, S§NS=5NS=SsegeG-S.
Por outro lado, se u = (,0,2k + 1) € 5, entdo

(a,b,¢) + (7,0,2k + 1) + (—a,~(-1)%b, —¢)
(a+z,b,c+ (2k+ 1)) + (—a,—(=1)*'b, —¢)

= (a+z~a,b+ (=1)F*(=1)*bc+2k+1-¢)
(z,b4 b2k +1)

(2,26.2k+1)¢ S ( poisb#0)

gtut(-g) =

Portanto S NS = 0. Logoseg € G— Sentio NS = 85 ~2Z&GZ e dal
cd(89 N S) = ced(Sy) = 2.

Temos entao que G ¢ um PD3-grupo. S é um PD?subgrupo e
{g € G| cdSNS) =1} = B. Pelo coroldrio anterior e proposicao 3.5, obtemos
E(G,S) = &G, S)=2.

3.13 Observagao: Uma vez que

HY(G. S; FsG)
P(G,S8.FsG) °

E(G.S)=1+dim

sempre que ocorrer a igualdade E(G,S) = €(G,S), obteremos (compare com 11.4.20)

uma interpretacao para &(G, S) em termos de cohomologia relativa.

87



Nas hipdteses do lema abaixo esta formula torna-se mais simples.

3.14 Proposigao: Seja (G, S) um par grupo com [G: S} = 00. Se § € um
PD"-subgrupo com n > 1, malnormal em G (isto €, S°NS = {1}, Vg€ G - S) entdo

&(G,S) = E(G,S) = dim H'(G, S; FsG).

Demonstragao: Considere a sequéncia exata 2.2(1) para M = FsG, onde

ja estamos levando em conta o fato que H%(G; FsG) = 0 pois |G : S] = oo,
fCSG
0~ H(S; F5G) — H'(G,8,FsG) % H'(G: F5G) "F H\(S;FsG) = - (1)

Seja E um conjunto de representantes para as classes laterais duplas S¢§

onde g € G (com 1 € E). Temos
HO(S:FsG) ~ H°S;IndSPS)

~ HYS; P Ind3, 5,9 PS) (por1.3.9,comT =85 e M=PS§)
g€k

~ @ H(S;Ind3ns,9PS) (por 1.5.18 e 1.5.3)
9€E

Como S é malnormal em G, SN 59 = {1} para todo ¢ € G — S. Dai, se
g€ Eeg#1,entao H°(S;Indgn5gPS) = H%(S;Ind{;ygPS) =0, pois [S:{1}] = o0
(1.3.11). Agora, para ¢ = 1 € E, H%S;Ind3 c,gPS) = H%S;PS) = Z,. Dai,
H°(S; FsG) = Z, e portanto obtemos, da sequéncia (1) acima, a seguinte sequéncia
exata curta:

0— Z, —» HYG,S;FsG) — Im J = Ker res$ — 0.
Logo, dim HY(G,S;FsG) = 1+ dim Ker res§ = E(G,S). Para obter a igualdade

E(G,5) = &(G.5), ob qsns)=] " €9E€°
(G,S) = €(G.S), observeque ¢ =1 wgeG-S

e consequentemente,

{9€G|cd(S*NS)y=n~1}=0 (pois n > 1). Dai o coroldrio 3.11 se aplica. O

Podemos notar que em todos os exemplos vistos , E(G,S) = 0,1,2 ou oo.
Assim, uma questao interessante é: Quais valores E(G,S) pode assumir? Para &(G,S)

vale o seguinte fato "Se G ¢ S sdo finilamente gerados € [Commeg(S) : S} = oo,
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onde Commg(S) ={9€G|(S§5:5N85%) <00 € (5:5N85% < o0}, entdo
é(G,S)=1,2 ou oo (cf. [22, teor. 1.3]). Nao sabemos se vale um resultado similar para
E(G,S). No entanto, de acordo com [22, prop. 4.7, existem pares (G,S) para os quais
¢(G,S) toma valores distintos de 0,1,2, ou 00. Nos observamos que na demonstragao
deste resultado os autores provaram que H'(S;FsG) = 0. Dai, por 3.8(ii), isto também

¢ verdadeiro para E(G,S), ou seja:

3.15 Proposigao: Se G = G, x5 G, € um produto livre amalgamado (ver
def. IV.1.1 (i)) onde

(a) (G1,{S}) € um PD?-par.

(b) S € abeliano livre de posto dois. ’

(¢) S € malnormal em G;.

(d) G, € abeliano livre de posto dois € S tem indice n em G,.

entao

E(G,S) = ¢(G,S)=n. O

Finalizando a se¢ao, observamos que, tomando M = FsG em 11.5.2, obte-
mos uma interpretacio topolégica para E(G,S) em termos de pares Eilenberg-MacLane e
consequentemente &(G,S) tera tal interpretagio quando a igualdade é(G,S) = E(G,S)

for verdadeira.

3.16 Proposigao: Sejam G em grupo, S um subgrupo de G com
[G : 8] = oc. Se (X,Y) € um par Eilenberg-MacLane que realiza topologicamente

(G,S) € é(G,8)= E(G,S) entio
HY(X,Y;Z,(G/S))

(G, S) = 1+ dim == e

onde HYX.Y;Z,(G/S)) € tomada com coeficientes locais. )
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CAPITULO IV

E(G,S) e decomposicio de grupos

Dados G um grupo e § um subgrupo de G com G e S finitamente ge-
rados, Kropholler e Roller em [21] supondo que HY(G; FsG) ~ Z, ou equivalentemente,
é(G,S) =2 (cf. 111.3.2) apresentaram uma condigao necessaria e (sob algumas hipdteses)
suﬁciente, para que G admita uma decomposigao sobre um subgrupo comensuréavel com
S. A condigao é que uma obstrugao "sings(S)”, definida pelos autores, seja nula.

Neste capitulo analisamos alguns dos resultados deste artigo em termos
do nosso invariante E(G,S). Observamos, por exemplo, que nosso invariante E(G,S)
substitui a obstrugao singg(S). Assim, nas hipGteses consideradas, E(G’, S) é suficiente
para decidir se G se decompde ou nao sobre um subgrupo comensuravel com S (2.13).

E nosso interesse sempre que possivel retirar dos resultados de [21] a hipdtese
geral de que é€(G, S) = 2. Neste sentido nés verificamos que o seguinte resultado é valido
(sem tal hipétese).

"Se G se decompode sobre um subgrupo comensurdvel com S entao
E(G,S) > 2" (. Teorema 2.6).

Como consequéncia deste fato concluimos (ver 2.7) que se (G, S) é um D"-
par entdo G nao se decompde sobre um subgrupo comensuravel com S. Isto nos da
exemplos de pares de grupos (G, S) tais que e(G,S) = é€(G,S) = oo e no entanto G nao
se decompde sobre subgrupo comensuravel com S (ver observagao 2.8).

Em um outro resultado analisado, verificamos que a hipétese H}(G,FsG) ~

Z, é consequéncia das demais e portanto nao € possivel suprimi-la (2.11).
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Isto tudo € feito na seccao 2. Inicialmente na secgao 1 néds recordamos
algumas definigbes e resultados (sem demonstragdes) existentes para decomposi¢io de
grupos envolvendo os invariantes ends e(G) e €(G,S).

E interessante observar que a reciproca do teorema 2.6 é um problema ainda

em aberto.
1. Decomposicao de grupos

1.1 Definigao: [4, 2.4 e 2.5]
(i) Sejam H e K grupos com subgrupos S < H, T < K e suponhamos
que S e T sdio isomorfos via §: S = T. Entéo o produto livre amalgamado de H

€ K com subgrupo amalgamado S ~ T ¢ definido por
G=Hx*s N :=<H K;relH, relK, s=0(s), Vs€ § > .

(ii) Seja H um grupo com subgrupos isomorfos S ¢ T e sejao : S — T um
isomorfismo dado. O grupo HNN sobre o grupo base H com subgrupo associado
S ~T eletra estavel p € definido por

G = Hxs, =< H, p; relH, psp~! = o(s). Vs € § > .

Em (i), dados os homomorfismos j; : H - G e j;: K — G induzidos pela
inclusao, podemos provar que j;, ¢ = 1,2 sao injetoras e j;(H) N j(N) = j;(S) = j»(T).
Dai, usando j; como identificagao, = 1,2, podemos considerar H e K como subgrupos
deG,comS=HnNK =T.

Analogamente, em (ii), podemos considerar H como subgrupo de G.

1.2 Definigao; Dizemos que um grupo G se decompoe sobre um sub-

grupo S se G=H*s KN comH#S#K ou G = Hss,.

1.3 Exemplos: (i) Z = {1}*{1), assim Z se decompde sobre o subgrupo

trivial.

(i1) Seja G o grupo fundamental da superficie fechada orientada M de genus
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2, e seja S o grupo fundamental da sub-superficie X de M como na figura abaixo. Entio
G se decompde sobre S, pois G = I1;(X, U X ) *s IT;(X U X),).

M

O primeiro resultado de decomposigao de grupos envolvendo a teoria de ends
foi dado por Stallings [31] (1968) e [32] (1971). Este é um resultado de decomposigio sobre

subgrupo finito e é conhecido como teorema de estrutura de Stallings.

1.4 Teorema: Se G € finitamente gerado, entdo €(G) > 2 se e somente

se G se decompée sobre um subgrupo finito. D

1.5 Observagoes: (i) De fato, €(G) =2 <= G = S*s , com § finito
ou G =H=x*s K, com S finitoe [H:5]=[K:5]=2([32] ou [27, teor. 5.12]). E,
e(G) =00« G=Hxs K com S finito contido propriamente em ambos os fatores
e de indice > 2 em ao menos um deles, ou G = Hxgs, onde S é finito, mergulhado
propriamente em H ([32, 5.A.10}).

(i1) A implicacao: "G se decompde sobre um subgrupo finito ==

e(G) > 27, é valida para G nao necessariamente finitamente gerado ({27, lema 6.3]).

No entanto, se por exemplo, estamos interessados em saber quando o grupo
fundamental de uma superficie F injeta no grupo fundamental de uma trés variedade
fechada e conexa M, caimos em um problema de G = II;(Af) se decompor sobre um

subgrupo infinito S = II;(F).

1.6: Scott em [26] (1977), tentou generalizar o resultado de Stallings acima
para grupos que se decompoem sobre subgrupos infinitos. Ele mostrou que: "Se G se

decompée sobre S entao (G, S) > 27 (cf [26, lema 1.8]). O problema estd na direcao
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contraria. Scott esperava provar que: "e(G, S) 2 2 se e somente se, G se decompbe sobre
alguma extensao finita T de S”. No entanto ele observou que isto era falso em geral.

O resultado obtido por Scott foi o seguinte:

1.7 Teorema: [26, teor. 4.1] Se G e S sao grupos finitamente gerados
e G € S-residualmente finito (isto €, dado g € G — S, eziste um subgrupo G, de indice
finito em G tal que Gy D S mas g € G;). Entao ¢(G,S) 2 2 se € somente se, G lem um
subgrupo G, de indice finito em G tal que G, D S e G, se decompée sobre S. D

Dado (G, S), estaremos interessados em investigar quando G se decompde

sobre um subgrupo comensuravel com S.

1.8 Definigao: Dois subgrupos S ¢ T de G sdo dilos comensuraveis
se [S:SNT)<oo € [T:SNT) < oc.

Finalmente Jembramos a correspondéncia entre decomposigao de grupos e
acio de grupos sobre arvores (para majores detalhes sugerimos [28]). Os resultados de
Kropholler e Roller sobre decomposigao de grupos que iremos analisar na secgio seguinte

sao baseados fortemente neste fato.

1.9 Proposigao: Sejam G um grupo € S um subgrupo de G. Enido G se
decompoe sobre S se € somente se eriste uma G-drvore Y tal que:
(1) G atua livre de pontos firos (isto €, menhum vértice de Y € fizrado
por todo o grupo G). |
(11) G afua transitivamente € sem inversdo sobre as arestas de Y, €

(1i1) S € o estabilizador de uma aresta. O

2. E(G,S) e decomposicio de grupos segundo
Kropholler e Roller.

Vejamos inicialmente a definicao da obstrugédo singg(S) introduzida por
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Kropholler e Roller em [21].

2.1 Definigao: Seja (G,S) um par grupo. Suponhamos que
HY(G; FsG) ~ Z, com gerador u. Consideremos

resg : HY(G; FsG) = HY(S; FsG),

a aplicagao restrigao. Entao, por definigdo,

singg(S) = resS(u).

Uma condigao necessaria para G se decompor sobre um subgrupo comen-

suravel com S provada em (21] é a seguinte:

2.2 Proposigao: [21, lema 2.4] Seja (G, S) um par de grupos satisfazendo
HY G, FsG)~2Z, (& éG,85)=2),comG e qﬁmlamenie gerados. Se G se decompée

sobre um subgrupo comensurdvel com S entdo singg(S) = 0.

Podemos observar que, nas hipoteses acima, as condigdes singg(S) =0 e

Ker res€ # 0 sio equivalentes e entio temos:

2.3 Lema: Se (G, S) € um par grupo com HY(G; FsG) = Z,, entio
(i) sings(S) =0 & E(G,S) =
(i1) singg(S )#OﬁEG,S)—l

Demonstragio: Se H'(G;FsG) ~ Z, entao |G, S] = oo. Dai E(G,S) =
1 + dim Ker res§ e portanto temos:

(i) singg(S) = 0 & Ker res§ = HY(G, FsG) = Z, & E(G,S) = 2.

(ii) singg( < )#OQI\exr 0 E(G.S)=1. D

Motivados neste lema simples, nés verificamos que, pensando em termos de
F(G,S) e ndo em termos de singg(S), o resultado 2.2 é valido sem a suposigao de que

HY(G,FsG) ~ Z, (ver proposigao abaixo).
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Isto é obtido de maneira andloga a demonstracao de 2.2 dada em [21], a
qual decorre de alguns lemas.

Como as demonstragdes destes lemas em [21] estdo bastante resumidas e
portanto nao muito claras, apresentamos aqui, em detalhes, as demonstragoes dos lemas,

adaptando-as ao invariante E(G, S) e retirando a hipétese de que H}(G; FsG) = Z,.

2.4 Lema: Seja S um subgrupo de G, com S € G finitamente gerados.
As sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) E(G,8) >2
(ii) Eziste |[B] = B+ FsG € (—;.;—%)G (isto €, B+ g¢B € FsG, Vg € G)
tal que [B) # [0], [B] # [G] ¢ SB = B.

Demonstragao: Seja F' —» Z, uma resolugao projetiva de Z, sobre Z,G.
Entdo F — Z, é também uma resolugao de Z, sobre Z,S, que é projetiva pelo fato que
Z,G é Z;S-livre.

Da sequéncia exata

k PG
0> FsG— PG - — — 0,
s T FG
obtemos o diagrama comutativo de complexos de cocadeias com linhas exatas:
PG
0 — Homg(F,FsG) — Homg(F,PG) — Homg(F, -}—6) - 0
S

! ! !
. PG
0 — Homs(F,FsG) — Homgs(F,PG) — HOTNS(F’._T—E) - 0
S

Dai por (8, 1.0.4], aplicando H*(~), e lembrando o conceito de cohomologia

de grupos, obtemos o diagrama comutativo com linhas exatas

PG
0 — HYG;FsG) — HYG;PG) — HYGi—=) = HY(G;FsG) —
FsG
! b1 1 L resg
0 oc. PG\ 1
0 = HY%S;FsG) — H(S,PG) - H(S;]__C) = HYS5;FsG) —
| Ne

95



Agora, tanto em (i) com em (i), temos que [G : S) = oo, e dai H%(G; FsG) =
(Ind2PS) = 0 (1.3.11). Também HY(G; PG) = 0 pelo lema de Shapiro (1.3.14). Logo

temos:

0 - (PGF & (}’3%)0 4 HV(G,FsG) — 0
S

1 lJ | res§
' S $ o PG s » 1
0 - (FsG)® = (PG)Y = (=—=) —= HYS;FsG) —
FsG

Vejamos que (i) = (ii).
Se E(G,S) = 1 + dim Ker resg > 2 entdo existe u € HY(G; FsG), u # 0

P
tal que resSu = 0. Como & é sobrejetora, existe [By] € (—Q)G tal que u = §[By], com

FsG

(Bo) € Im 8 = {[8],[G]} pois §|By) #0 e Im = Ker 6.

Da comutatividade do diagrama temos p(j[Bo]) = (res§ o 6)[B,y] =
resSu = 0.

Dai [By] = j[Bo] € Ker p = Im a e portanto existe B € (PG)S tal que
[B] = a(B) = [Bd)

E facil ver que (PG)S = {AC G | SA = A}.

Entao temos SB = B (pois B € (PG)%); |B)¢€ (?S_G)G e [B] ¢ {[0],[G]}
(pois [B] = [Bo] e [Bo] satisfaz estas condigdes), isto é, obtemos (ii).

Para ver (ii) == (i), seja [B] € (;;%)G tal que [B] # [0], [B] # [G] e
SB = B. Entao [B] ¢ Im # = Ker § e portanto u := é([B]) # 0, com B € (PG)5. Dali,
pela comutatividade do diagrama temos '

resu = res$(6|B))

= (poj)([B]) = o([B]) = p(a(B)) = 0. Logo,
Ker res€ # 0 de onde segue que E(G, S) > 2.

0

2.5 Lema: Se T ¢ comensurdvel com S entdo E(G, S) > 2 se € somente se

E(G.T)>2.

Demonstragao: E suficiente provar o seguinte fato:
(1) Se H e K sao subgruposde G,com K <H <G e [H: K]=n < oc,
entio E(G,K) > 2 implica E(G,H) > 2.
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Pois, uma vez provado (1), se T é qualquer subgrupo de G comensurdvel
com S,isto é, [S: TNS) <00 e [T:TNS] < oo entdo, por coroldrio 111.2.6,
E(G,S)< E(G,SNT) e E(G,T)< E(G,SNT). Dai

EG,S)>2= EG,SnT)>2 £G,T) > 2,
e analogamente,
E(G,T)>2= EG,SnT)> 28 £G,5) > 2.

Provemos entao (1).
Se E'(G', K) > 2 entao pelo lema anterior, existe B C G tal que
B+ gBe Fi.G, Yge G, [B]#[0], [B]#|G) e KB= B. Como [H : K] < 0o temos
que FrG = FyG. Logo
B+ gBe FyuG, VgeG. (%)
Seja Hy = {hy,...,h,} um conjunto de repfesentantes para as classes late-
rais a esquerda de K em H.
Temos
B+ HB = B+ (hBU...URB)C(B+MhB)U...U(B+ h,B)
C FKHU...UF,H, comF, € FG, i=1,...,n por (*)
= (RU...UF)H
Portanto B + HoB € FyG e dai [B] = [HyB].
Seja By := HyB. Entao:
(a) Bo+ gBo € FuG, Vg€ G, pois
By+ 9By = HoB+gHoB=(HoB+B)+(B+gHyB)
= (HoB+B)+B+g¢(lhBU...Uh,B)
= (H¢B+ B)+ B+ (ghyBU...Ugh,B)
C (B+ HoB)+(B+ghiB)+...4+ (B+gh.B) € FyG por (x).
(5) [Bol # 10) © (Bl #1G] pois (B = [B] ¢ B # 10, [G].
(c) HBy = By pois, claramente B C HBy e, como HH, C H (pois
HoC H), H=hKU...Uk,K = H)K e KB = B, temos:
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HBy= H(HyB) C HB = HyKkB = HyB = B,.
Logo B, satisfaz as condigbes do lema 2.4 (ii) para G e H. Portanto
E(G,H)>2. D

Temos entao o seguinte resultado:

2.6 Teorema: Seja (G, S) um par grupo com G e S finitamente gerados.

Se G se decompée sobre um subgrupo comensurdvel com S entdo E(G,S) > 2.

Demonstragao: Suponhamos que G se decompde sobre um subgrupo T
comensuravel com S. Por 1.9, existe uma G-arvore Y tal que:

(1) G atua livre de pontos fixos sobre os vértices de Y,

(11) G atua transitivamente e sem inversao sobre as arestas de Y/, e

(111) T é o estabilizador de uma aresta.

Seja ¢ uma aresta com estabilizador T, isto é, T = {g € G | eg = ¢€}.
Se e é removida de Y entiao obteremos dois pedacos disjuntos que denotaremos por
Y, e Y.

Seja B={g € G |eg € Yy}. Claramente TB = B pois,set€T e g€ B
entao e(1g) = (et)g = €g € Yo. Além disso, B + g¢B € FrG, Vg € G pois:

B-gB = {yeGleyelo e y¢gB}
= {yeGleyeYy e g7'y¢B)
= {yeGleyeYs e eglyeY, U{e}}

= {y€ G|ey ' pertence ao menor caminho ligando ¢ a eg~?}

(a dltima igualdade ¢ obtida fazendo y~! atuar a direita no éaminho queliga ey a eg™ly).

Como a acao é transitiva, existem ¢;,...,9; € G tais que as arestas deste
caminho s3o eg;,...,€qr. Logo Vy € B—gB, ey™! = eg, para algum 7 € {1,...,k} e
assim, e = eg;y, isto é, gy € T. Dai, existe t € T tal que g;y =1t ou seja, y = g] 't
Logo B~gBCg¢i'TU...Ug;'T e portanto B —gB € FrG.

Analogamente temos
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gB-B = {yeG|ly€gB e y¢ B}
= {y€Glg'yeB e y¢ B)
= {y€Gleg'y€Yo e ey € YU {e}}
= {y € G|ey™" pertence ao menor caminho ligando eg™! a e}

e pelo mesmo raciocinio acima obtemos que gB — B € F7G.

Dai B+ gB=B-gBUgB - B € FrG.

Agora, que [B] # [0] e [B] # [G) segue do fato que a agio de G sobre os
vértices de Y ¢é livre de pontos fixos.

Portanto B satisfaz a condigéo (ii) do lema 2.4 e dai E(G,T) > 2. Como T

é comensuravel com S, segue do lema anterior, que E(G, S) > 2. O
Como consequéncia deste resultado temos:

2.7 Corolario: Se (i) (G,S) € um D"-par com [G: S] = 00 ou,
(ii) G € um D"-grupo € hdS < n — 2

entdio G ndo se decompée sobre nenhum subgrupo comensurdvel com S.

Demonstragao: Segue de 111.2.8 e do teorema anterior. D

2.8 Observagao: O teorema 2.6 é bastante interessante pois, por exemplo,
para G =< a > * < b>xZ+«Z e S =< aba”'b"! > temos q.ue é(G,8) = oo e
portanto a obstrugdo singg(S) nao estd definida, mas apesar disto, visto que (G, S)
é um P D?-par, concluimos do coroldrio anterior, que G nao se decompée sobre nenhum
subgrupo comensuravel com S. Em particular, sobre nenhuma extensao finita de S.

Isto também vem confirmar que a idéia inicial de Scott ”Se €(G,S) > 2
entao G se decompde sobre uma extensao finita de S” (ver 1.6) nao é realmente valida

pois, neste exemplo, (G, S) = oc > 2.

Para analisar quando a condigdo singg(S) = 0 é suficiente para G se de-
compor sobre um subgrupo comensuravel com S, em [21] §3, os autores, admitindo as

hipdteses gerais
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(a) G é um grupo finitamente gerado de dimensio cohomolégica no
maximo n,

(b) S é um PD™1-subgrupo de G,

(¢) HY(G; FsG) ~ Z,,

(d) Todo subgrupo de indice infinito em G tem dimensdo cohomoldgica no
maximo n — 1,

provaram o seguinte resultado:

2.9 Proposigao: (21, lema 3.2] Se [Ng(S) : §] = oo, onde Ng(S) denota o
normalizador de S em G, entdo G se decompéie sobre um subgrupo comensurdvel com S

se, e somente se, singg(S) = 0. D

Era nosso interesse retirar a hipdtese (c) e generalizar este fato substituindo,
como no teorema 2.6, a condicao sings(S) = 0 por E(G,S) > 2. Porém, nés provamos
(Teorema 2.11 abaixo), que se [Ng(S) : S] = oo entdo a hipdtese (c) é consequéncia das
outras e portanto nao faz sentido retira-la. Além disto, nés verificamos, que a hipStese

(b) pode ser enfraquecida, por considerar
(b)’: § é um D™ '-subgrupo de G.

Para provar este resultado, nos usamos lema 3.1 de [21]. Para deixar claro
que na demonstracao deste lema nao se faz uso da hipétese (c) e que a hipétese (b) pode

ser substituida por (b)’, apresentaremos aqui demonstragao em detalhes deste lema.

2.10 Lema: Scja (G, S) um par de grupos satisfazendo as condigoes (a),
(b)’ € (d) acima. Se [Ng(S): S) = oc entdo

(1) [G : Ng(S)] € finito, €

(11) Ng(S5)/S tem um subgrupo ciclico infinito L[S de indice finito.

Demonstragao: Por simplicidade vamos denotar Ng(S) por N. Provemos
inicialmente que:
(1) "N/S tem um subgrupo H/S finitamente gerado, com ¢d H = n".

De fato:- Suponhamos, por absurdo, que para todo subgrupo finitamente
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gerado H/S de N/S tenhamos cd H # n.

Entao cdH = n -1 pois, como: cdS=n—-1, cdG<n e GODOHDS,as
unicas possibilidades sao, em vista de 1.5.10, ¢cdH =n ou c¢dH =n -1,

Agora,se cdH = n—~1, vistoque S énormalem H e Séum D" !-grupo,
segue de 1.5.24(a), que H é também um D"~!-grupo e Q = H/S é finito.

Portanto se H/S é um subgrupo finitamente gerado qualquer de N/S entio
H/S é finito ou seja, N/ S é localmente finito. Em particular, como por hipStese do lema
N/ S nao é finito, segue que N/S néo é finitamente gerado. Dai, existe N’/S subgrupo de
N/S com um nimero infinito enumeravel de geradores, digamos ¥7,3,... . Considere a
sequéncia de subgrupos finitamente gerados de N/S (portanto de ordem finita).

Hi/S§ < H /S <.,
onde H;/S =< 77,...,7; >. Como

eH, é um grupo sem Z,-torgao (pois H; < G e G nao tem Z,-torgao
por 1.5.12(i)),

o[H; : S] < oo (pois N/S é localmente finito e H;/S é finitamente

gerado) e,

¢S é um D" '-grupo,
segue de 1.5.19(i), que H; é um D" '-grupo para j = 1,2.... . Dai, por 1.5.17, cdH; =
n—1, H, édetipo FP e H"H;;Z;H;)=0 para 0<k<n—-1,e j=1,2,....

Além disso, a uniao dos subgrupos H; < H, < Hy < ... ¢é N’
(pois |J H;/S = N'[S e § C Hj), e [Hjs1: Hj] = [Hj1/S : H;/S] < 0o (pois
Jj=1
| H;/S |< o0, ¥j).
Logo por [14, teor. 3.3], visto que N’ nao ¢ finitamente gerado (pois N'/S

nao é finitamente gerado) temos que
cdN' = (n-1)+1.

Portanto cdN > cdN' = n > ¢dS. Dai por (d) temos que [G : N] < oo, e entdo, como
G é finitamente gerado (condigao (a)) segue que N é finitamente gerado (cf. [25, 1.6.11].
Consequentemente N/S é também finitamente gerado, o que é uma contradigao.

Portanto a afirmagéo (1) é verdadeira, isto é, existe um subgrupo finitamente
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gerado H/S de N/S satisfazendo cdH = n.

Dai ¢dN = n (pois n = cdH < cdN < ¢dG < n), e entdo [G : N} < 0o por
(d), o que prova parte (i).

Vejamos (ii).

Como S e H/S sao finitamente gerados segue que H é também finitamente
gerado. ,

Do fato que S é um D" '-grupo segue que S é de tipo FP e
H(5;Z,5)=0 para j <n-—2 (15.17).

Agora, @ = H/S ¢ infinito pois n = e¢dH > ¢dS = n —~ 1. Logo, por
1.5.24(b), temos que H/S tem mais que um end, isto é, e(H/S) > 2. Dal H/S deve conter
um elemento de ordem infinita (isto segue do teorema Stallings (teorema 1.4) e de [28,
1.1.3].

Seja L/S o subgrupo ciclico infinito de N/S gerado por este elemento.

Da sequéncia exata S >- L — L/S ~ Z. concluimos por 1.5.19(i), que
L é um grupo de dualidade de dimensao n. Dai [G : L] < oo (por (d)) e portanto temos

~ [N/S:L/S)=[N:L)<[G:L)< o0, comL/S~2Z,

o que prova (ii). o
Agora estamos em condigoes de provar o resultado abaixo:

2.11 Teorema: Seja (G,S) um par grupo salisfazendo as condicées
(a),(b)’ e (d). Seja C' 0 mddulo dualizante de S. Se [Ng(S): S] < oo entdo G € um D"-
grupo com médulo dualizante C satisfazendo ResZC ~ C' ¢ portanto H'(G;, FsG) ~ Z,.

Demonstragao: Nas hipéteses acima temos, pelo lema anterior, que
Ng(S5)/S tem um subgrupo ciclico infinito L/S de indice finito tal que [G : L] < oo.

Consideremos a sequéncia exata curta
0-S—>L—+»L/S~Z—0

Como S é um D" 'grupo com mddulo dualizante C' e L/S é um

PD'-grupo segue que L é um D"-grupo com médulo dualizante H"(L;Z,L) ~ Z,®C’ ~
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C', como Z,L-mddulos (1.5.19(i1)).

Dai, como G nao tem Z,-torgao (pois cdG < n) e [G: L] < oo temos por
1.5.19 que G é também um D"-grupo com médulo dualizante C = H"(G;Z,G) tal que
Res§C ~ C' (como Z;L-médulos). Assim, S é um D""'-grupo com médulo dualizante
C' =~ Res€C, onde C é o médulo dualizante de G.

Dai H'(G;FsG) ~ Z,. (Para ver isto basta, na demonstragao 11.3.9(i)
considerar FsG = Ind§PS no lugar de Z,(G/S) = IndSZ,). ]

Observagao: Sabemos que se G é um PD"-grupo entao G é finitamente
gerado de dimensao cohomologica n (ver 1.5.15 e 1.5.18), e por um teorema de Strebel
[33] todo subgrupo K de indice infinito em G satisfaz ¢dK < n — 1. O teorema anterior

nos d4 uma reciproca parcial deste fato (quando S é um PD""'-grupo).

Finalizando a secgdo, recordamos que em [21] §5, supondo que G é um

PDmgrupo e S é um PD" '-subgrupo, os autores provaram o seguinte fato:

2.12 Teorema: [21, teor. A} Sejam G um PD"-grupo e¢ S um
PD"™Y.subgrupo. Entdo G se decompée sobre um subgrupo comensurdvel com S se €

somente se singg(S) = 0. 0
Adaptando este resultado ao nosso invariante temos, analogamente:

2.13 Teorema: Sejam G um PD"-grupo ¢ S um PD" '-subgrupo. Entio

G se decompaie sobre um subgrupo comensurdvel com S se € somente se E(G,S) = 2.

Demonstragao: Consequéncia imediata do lema 2.3. 0

Assim. por exemplo, podemos concluir que Z* se decompde sobre um sub-
grupo comensuravel com Z*~!(k > 2) pois E(Z*,Z%1) = 2 (111.2.9). Similarmente, se G

e S sao como em 11.3.12 entdo G se decompde sobre um subgrupo comensuravel com S.

Combinando 2.13 e 2.6 obtemos o seguinte resultado:
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2.14 Proposigao: Scjam G um grupo finitamente gerado ¢ T ¢ S sub-
grupos de G com S<T <G, [G:T)<oo € [T:8)=o00. Se
(i) S € T sdo finitamente gerados ¢ E(T,S) =1 ou
(ii) T € um PD"-grupo, S um PD""'.subgrupo, e T ndo se decompée sobre
um subgrupo comensurdvel com S,

entdo G nao se decompoe sobre um subgrupo comensurdvel com S.

Demonstragao: (i) Pelo lema 111.2.7, ﬁ(G,S) < E(T,S) = 1. Daio

resultado segue do teorema 2.6. Agora (ii) segue de (i) pois, se T nao se decompde sobre

um subgrupo comensuravel com S entao, pelo teorema anterior, E(T,S) = 1. O
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