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ABSTRACT

The purpouse of this work is twofold.

Firstly we give necessary and suficient

conditions in order to have a vector bundle ka + MP

be cobordant to one of the form nk @ nk ® ... ® nk - W

to
n

in the sense of Conner and Floyd as defined in their book
"Periodic Differentiable Maps".

Secondly, among other results concerning
involutions in low dimensiqnal manifolds, we have complete
results on non existence of involutions fixing complex
projective spaces, and involutions fixing the disjoint

union of product of spheres and one point.
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INTRODUCAO

Em [4], Conner e Floyd introduzem os seguintes

conceitos:
a) Dados fibrados vetoriais k - dimensionais
Ck nk
¥ ¥
M" vt
onde ane vl s3o variedades fechadas, c” , dizemos que ck
e nk sao cobordantes, se existe varieddde compacta wnfl\

e um fibrado vetorial k - dimensional.

tal que s(w™y = M™ u v (unido disjunta), e os fibra -

dos ukl n ukl n sao equivalentes, respectivamente ,
M v
aos fibrados ck e nk
b) Uma 4nvolug¢ao em uma variedade Mt & uma
aplicacdo diferencidvel T: M" = M? com T? = Id. Se M"

(£)



e uma variedade fechada , c” , € F(T) & o conjunto de pon
tos fixos de T , cada componente conexa de F(T) e uma sub

variedade fechada, c” , de M".
i)

M,

As variedades com involugoes (T,, Mn), (T

1 2

23

MT e M? fechadas, sao ditas cobordantes, quando existe

variedade compacta Wttt oe involugao S: Wt e ,tal

que aw™ty = M? U M? e SiMn =T, ,, 1i=1, 2 3 o corres
. 1 : -
i

pondente grupo de bordismo & denotado por In(Zz)

Neste trabalho sao abordados os seguintes pro
blemas:

i) Dado um fibrado vetorial km = dimensional

onde M" & uma variedade fechada, obter condigdes necessd
. . - . km
rias e suficientes, em termos de numeros de Whitney de 7,

para que o mesmo seja cobordante a um fibrado da forma:

(44)




soma de Whitney de m copias de um fibrado vetorial k -di

mensional

A formulagdao de tal problema foi motivada pelo
seguinte resultado,provdado por Milnor em [107 : uma varie

2n = -~ ; -
e cobordante (nao orientavelmente) a um

dade fechada M
produto N x N se, e somente se, todo nimero de Whitney
de M?"™ envolvendo classes tangenciais impares, se anulam.

ii) Fixadas variedades fechadas F°, F!,..., F",
com F' de dimensdo i , o que se pode concluir a respeito

das classes de cobordismo em In(Zz) com a propriedade de .

possuirem um representante (T, M™), tal que

n .
F(T) = U ¥t 2
i=o

Um exemplo de resultado nesta diregao e o obti
do por Stong em [13]: se (T, M) & uma variedade com invo

lucdo tal que F(T) e o espago projetivo RP(2r), entao

n ur e (T, M) & cobordante a (S, RP(2r) x RP(2r)) ,

S(x, y) = (y, x)

A seguir, apresentamos os resultados obtidos.

(£44)



A redagdo do trabalho se divide em tres capitq
los.

No capitulo 0 estdo condensados conceitos e
resultados utilizados no desenvolvimento dos capitulos sub
sequentes.

No capitulo I , encontram-se os resultados ob
tidos concernentes ao problema i). Seja f: BO(k) - BO(km)
uma aplicagao classificante para o fibrado vk<9 .. ® vk,
soma de Whitney de m copias do fibrado universal:

vk

¥
BO (k)

Provamos que ka é cobordante a nk @ ...0 nk
se, e somente se, todo nimero de Whitney de ka associado’
a um elemento de kern(f*),

f*: H*(BO(km), Z,) » H*(BO(k), Z,), se anula.

Computamos explicitamente kern(f*) nos casos
k =1, m qualquer, e k qualquer, m = 2r ; isto tambem e
feito no caso k = 2 , m = 3, envolvendo espagos base com
dimensdes < U4

Varios exemplos de tais decomposigoes sao obti

dos.

(£v)




0Os resultados obtidos no capitulo II referem-se
ao problema ii) ; tais resultados, em sua maioria, carac
terizam-se pelo fato de que F(T) e constituido de espa
gos projetivos em dimensoes baixas.

Por exemplo, provaﬁos que em I.(Z,) existem
exatamente quatro classes que contém um representante
(T, M®) com F(T) = RP(1)URP(2)URP(3)URP(4), e umaclas
se contendo um representante (T, M®) com F(T)=RP(2)U RP(HL

Também provamos que, em I.(Z,), uma Unica clas
se pode ser representada por um elemento (T, M), com
F(T) = RP(5) U RP(4) U pto.

Denotemos por Ki » 1 =1, 2, 4, 8 , respectiva
mente, aos reais (R), complexos (C), quaternios (Q) ou ng‘
meros de Cayley (0), e por K P(2) o correspondente plano
projetivo. Os teoremas finais do capitulo II foram motiva
dos pelos seguintes fatos, provados por Conner e Floyd em
[u] :
para cada i =1, 2, 4, 8 , existe uma involugéo

i

1y pto, S

(t. , K. P(2)) com F(t.) = S sendo a i-
i i i

esfera; se (T, M™) & tal que F(T) = s* U pto , entdo n=2i,

i=1, 2, 4, 8 e,em cada caso, (T, M?1) & cobordante a

(Ti, K P(2)).
0 que fizemos foi obter, para i =1, 2, 4, 8 ,

(v)



. . ~ 1
variedades com involugoes (Ti’ M 7)), com

F(Ti) = st x s>y pto , e provar: se (S, vy & tal que

F(S) = st x st u pto , com i # 2F , P > U entao

n==U4i ,i=1, 2, 4, 8 e , em cada caso, (S, V') & cobor
dante a (T., M'1).
i
Para a obtengao do resultado acima, tivemos que
provar que nenhuma involug¢ao (T, M™) pode fixar
ry 39
S? x 82 *ypto, com k>1 impar e r > O
0 Gltimo teorema do trabalho mostra que ndo e

. . . ~ n
xiste variedade com involugao (T, M ), com

F(T) = S? x S* U pto.

(ud)




CAPITULO 0

PRELIMINARES E TEOREMAS ?ASICOS

1. Introducao

Neste capitulo reuniremos alguns fatos basicos ,
necessarios para o desenvolvimento dos capitulos subsequen
tes. As variedades envolvidas no trabalho serao supostas di

. - . (e o]
ferenciaveis, de classe C .

oo
Denotaremos por ’rl*= > ]2i o anel de cobor
1=9 -

dismo ndo orientado de Thom, o qual supomos conhecido [l4]
Se MU & uma variedade fechada n-dimensional, o
simbolo [M"], significard ou a classe de cobordismo em
V’Tln de Mn, ou a classe de orientagao modulo 2 de M” R
Dﬁlz € Hn(Mn, Z,), dependendo do contexto.

Para uma variedade M com bordo, o simbolo oM

denotara o bordo de M.
2. Grupos de Borndismo de um Espago Topologico [u]

Seja X um espago topoldgico. Uma vardiedade 44in

gulan em X e um par (B™, ), consistindo de uma varieda



de fechada B" e uma funcdo continua f£: B" » X .
Dizemos que a variedade singular (Bn, f) em X

borda, se, e somente se, existe uma variedade compacta

n+1 n

W e uma fungi@o continua F: W s X, com W™y = B

n = £

Dadas variedades singulares em X, (BT, £,

n
22

com £, U f

(B f,), podemos formar a uniao disjunta (B? U Bg, f,Uf£,),

2|B? = fi , 1 = 1,2 3 dizemos entao que (B?, £,
i

(B?, f,) sao cobordantes, quando a unido disjunta
(B? U B? » £, U £,) borda em X . Isto define uma relagao

de equivalencia no conjunto de todas as variedades singula

res em X.

A classe de equivaléncia de (B", f) & denota
da por [B", f], , e denominada classe de cobordismo de
(Bn, f); o conjunto de todas tais classes é denotado por

(
W?n.X).

Podemos introduzir em TTn(X) uma estrutura de

grupo abeliano através da unido disjunta:
n n n n
[(Bys £.1, + [B,, £,],= [B, U B, £, U £,],

Neste grupo, todo elemento tem ordem dois.
Referimo-nos a 'TQ#X) como o ghupo de bordismo
n - dimensdional nao orientado de X.

Se (Bn, f) €& uma variedade singular em X e




M" & uma variedade fechada, construimos a variedade singu

lar em X, (B" x Mm, g), com g(x,y) = £f(x); isto define

uma estrutura de 71*- modulo graduadoina soma direta

N, (X) = MX), dada por [B", £],1M, = B x M™,g],.
Se ¢: X » Y e uma fungdo continua entre espa

cos topoldogicos, existe o homomorfismo induzido

o,: T(X) » MLY), dado por &,[B", £], = [B", 0f], 5

0, TLLX) » MKY) € também um homomorfismo de Tl - mddu

los graduados de grau 0.

2.1. Teorema.
Be X & um C-W complexo, TU(X) & um Ty~ mo
dulo livre graduado, isomorfo a H, (X, Z;) m ([4; Teor.

8-3; pag. 21]).

2.2. Nameros de Whitney de uma fungdo f: MD o+ X
Suponha uma funcdo f: M" + X, M" uma varieda

"de fechada e X um espacgo topoldgico. Coloquemos

w. € Hl(Mn, z,) ai- ésima classe de Stiefel-Whitney de
Mn
Para cada classe de cohomologia h e H'(X, Z,)

e cada partigcao i, + i, + ... + ir = n - m, podemos asso

. * n
ciar o nimero < Wi Wi, eeew;  £(h), M7, > € 2, .
r



Tais nimeros s3o denominados niumeros de Whitney
de f assoéiados a classe de cohomologia h, e se reduzem
aos nimeros de Stiefel-Whitney usuais de M" se colocamos
h=1¢eHY(X, 2,).

0 teorema abaixo estabelece que os numeros de

Whitney de f determinam a classe de cobordismo

n
M, £], ¢ 'ﬂn(x).

2.3. Teorema:

Se f: M" + X & uma variedade singular em um
C-W complexo finito X, temos que Dﬁn, f]z = 0 em ‘TE§X)
se, e somente se, todos os nimeros de Whitney de f se anu

lam. [U; pag. 54 3 Teor. 17.1] g

3. Cobondismo de Fibrados

Sejam
Ck ﬂk
oo, 8
e yD

fibrados vetoriais k - dimensionais, onde os espagos base

N s30 variedades fechadas. Dizemos que Ck e cobon

. . +1 .
dante a nk , se existe variedade compacta W e um fi

MD v

brado vetorial k-dimensional




uk

¥
wh+?

tal que W™y = M® U V", e os fibrados ukIMn s uklvn

sdo equivalentes, respectivamente, aos fibrados ck e nk.

Esta definigdo & uma interpretagdo, em termos de
fibrados, do grupo de bordismo T, (BO(X)), onde BO(k) & o
espago universal classificante para fibrados vetoriais k-
dimensionais.Com efeito, dado um ‘elemento

[Mn, f], € W}n(BO(k)), f: M® + BO(k)), consideremos o fi

brado induzido:

£5 (V5)
4
_ o
onde vE e o fibrado universal.
¥
BO (k)

-

N+l BO (k) é

se ", £], = V™, g], e F: W
, F|Mn = £, Flvn = g , entdo

F*(vk)
+

WI'H' 1

estabelece um cobordismo entre f*(vk) e g*(vk).



Por outro lado, dado um fibrado

tomemos uma aplicagdo classificante, f: M" > BO(K).

Se g: M? > BO(k) também classifica ;k,

f & homotdpica a g , e portanto
T (BO(X)).

Supondo agora

Ck
+ )
M7
cobordantes, tomemos
£ M" >
g: V' o+
aplicacoes classificantes e
uk
¥
Wt
um cobordismo entre ck e nk .

sifica uk , temos:

[Mn’ £], = EMna gl,

BO (k)

BO (k)

n+1

F: W + BO(k)

entao

em

clas

[Mn’ £, = [Mn’ Fanjz = [Vn, F‘anz = [Vna gl,

em quﬁBO(k)).



Existe, portanto, uma correspondencia biunivoca
entre elementos de Tln(BO(k)) e classes de cobordismo de
fibrados, como definidos atras.

Denotaremos uma tal classe por [tk + M"], ;
estas podem ser somadas, trénsportando~se para o conjunto
das mesmas a estrutura de grupo abeliano de T]n(BO(k)).

Denotaremos a classe de cobordismo de

’Ck ® Ck ® ...‘ ® 't;k (m vezes)
+
MM

por [m ¥+ M"], e T (BOCXm)).

3.1. Numenosde Whitney de um elemento [tk - Mnjz

Considere um elemento [ck -+ Mn]z € Tln(BO(k)) e

o elemento correspondente [M", f],.

Temos que H#*(BO(k); Z,) e a algebra polinomial

Za[v,,» vz,...,vk], onde v € HY(BO (X)), Z,) € a i-ésima

classe de Stiefel-Whitney‘do fibrado universal

”k

v (1]

BO (k)
Assim, uma base para o espago vetorial H*(BO(X), Z,) é
formada pelos monomios Vj, ij vjs S P PR S I =i,



e f*(v. wv. ... v. ) = ¥V. V. ...Vv. , onde

Vj € Hjt(Mn, Z,) denota a J, - eésima classe de Stiefel-
t .
Whitney de ck.

Segue que [tk > M, = 0 em T (BO(K) se, e

somente se, todos os nimeros da forma

= = - n
Wi Wi el We o Ve Ve owae V.o, [M], >, Wy ., Ws
. . . 2 ] > ] .

1 12 1n Jy I3 J¢ 1) 1n
tlasses tangenciais de M", i, +i,+ ceetd H gt it: n ,

se anulam,

4. 0 Grupo de Z, - Bordismo Principal  Yl«(Z,) [4]
4.1l. Defindicao

Dada uma variedade Mn, uma {nvolucdo em M
uma aplicacdo diferenciavel T:_.Mn > M" com T? = Id.

Notemos que uma inv&lug&o T: M? = M7, a qual de
notaremos também por ‘(T, M"), define uma ag¢do do grupo z,
em >Mn.

Considere agora T: M" » M?, onde M" & uma va

riedade fechada e T & uma involucdo sem pontos fixos; di

zemos que (T, M™) borda se existe uma variedade compacta

O+ n+1 N+l

e uma involugcao S: W sem pontos fixos R

com AWMy = MM e SIMn =T .

Dadas variedades com involugoes (TI,M?),(Tz,Mg),

2



n

M,

e M? fechadas, T, e T, sem pontos fixos,podemos for

mar a unido disjunta (T, U T,, M7 U M), com
T, UT =T, , 1i=1, 2} dizemos que (T,, M?),(Tz, M?)

sdo cobondantes, quando a_uniéo disjunta (T,UT,, M? ] M?)
borda. Isto define uma relagdo de equivalencia no conjunto
de todos os pares (T, Mn), M" variedade fechada e T in
volugdao sem pontos fixos.

Denotamos a classe de equivalencia de (r, MM
por {T, Mn}2 ; o conjunto de todas tais classes & denotado
por 'T%§Zz) » € possul uma estrutura de grupo abeliano, da
da pela uniao disjunta: |

n

n n i n
{Tl’ MI}Z + {Tz’ My} = {Tl UT,, Mj U M2}2°

Em T%{Zz) , todo elemento tem ordem 2.
Referimo-nos a W7T§Zz) como o grupo de Za-bon

dismo n - dimensional principal.

Em M(Z2,) = L W?i(Zz) pode ser introduzida
i=e

uma estrutura de TU,- médulo graduado, como segue: dadas

™, e n, » {7 M™}, € T,,(Z,), pomos W™y, {7, MM,

= {s, V" x M"}, , onde S(x,y) = (x, Ty) .
Se (T, M") & uma involugdo sem pontos fixos e
n
M? & uma variedade fechada, o quociente —%— e tambeém



uma variedade fechada n-~dimensional. Considere

1

=3

al <
=

o 44brado - Linha canonico associado a T 3§ o espago total

, onde n denota a relacgdo

n

(my, ) v (Tmy, -v).
n

Tomemos f:~%« + BO(1l) wuma aplicacdo classifi
cante para n'! ; isto define um elemento
Mn - = - -
[“T“af]z € Wln(BO(l)). Ndo & difiecil ver, de fato, que a
‘associagdo:
n
. n - M -
{T, M}2 "*[’“'—,i‘%, sz
define um homomorfismo de M1, - médulos entre N (Z,) e

TL, (BO(L)).

Teonema 4.1. A associacgdo

n
{T,M}a-’--if‘,sz
define um isomorfismo de T,- médulos entre T (2,) e

YL, (BO(1)). [43 Teor. 20-45 pg 71] o

« 10 =




-~

* * - -
Agora, H (BO(1), Z,) = H (RP(»), Z,) & a algebra

polinomial Z,[c], onde ¢ e H'(RP(=), Z,).

Escrevemos ¢ = f*(c) € H’(—%ﬁ, Z,), e chamamos
¢ a classe caracteristica da involugdo T: Mt > M° ;  note
mos que ¢ é a primeira classe de Stiefel-Whitney de n! .

Denominamos nimeros de involugdo de {T , M"},

n
aos numeros de Whitney de E%;W f]z ; estes sdo numeros da

- r M™
orma < W, W. ves W C e > W W. « oy W
f 11 12 lj ,[T 2 > ll’ 12" b lj
Mn
classes tangenciais de > f1 4 ..o+ i 4=,

Segue do Teorema 2.3 que {T, Mn}2 =0 em
771522) ‘se, e somente se, seus nﬁmeros‘de involugdo sao nu
los.

0 resultado abaixo decorre de [4; Teor. 8-3; pag

' 21] e do Teorema u4.l:

Teorema 4.2.

TU(Z,) & um T2, -mbédulo livre graduado, com
um gerador em cada dimensao. Se s™ 2a n -~ esfera‘ e
A: 8™ » s™ 2 a involugdo antipodal, temos que {{a, s™},,
n=0,1,2...,...} & uma base para"YQ*(Zz) [U; pag. 74]. g
Segue que, para cada elemento {T, Mn12 e TUL2,),

existe uma anica expressdo:



no . .
{r, M1, = = [V'], {4, 8"},
‘ 1=0

5. Formula de Borel - Hinzebruch

Considere um fibrado vetorial k - dimensional ,

yn
. N - N 5 . . . 0
onde V e uma variedade fechada n - dimensional. Existe

o fibrado em esferas associado:

s(z*)
¥
Vn
com fibra S<7'. 0 espago total S(z) & uma variedade fe
chada ¢° (n 4 k = 1) = dimensional.
Existe uma involugdo sem pontos fixos,
T: 5(zX) » 5(2%)

atuando como a antipodal em cada fibra; isto decorre do fa
to de que a involugdo antipodal A: Sk_l > Skm1 comuta com
todos os elementos do grupo ortogonal O(k). Nos nos referi
mos ao par (T, S(Ck)) como o {4Abrado involucdo associado

“ 12 =



a Ck . Considere o {4ibrado projetivo associado a Ck

RP (%)
¢ p
yh
com projegao p, fibra RP(k-1) e espago total

Ky . 52
T
¢ € H'(RP(£X), 2,) da involugdo (T, s(z¥)).

RP(g ; temos entdo a classe caracteristica

Teonema 5.1. (Leray - Hirsch):

H*(RP(ck), Z,) € um mddulo livre graduado so
bre H* (v, Z,), via p* , com base 1, c, c?,..., ckfl .
[2; pag.129]. m

Denotemos por

T (RP(zX)) , (V™)

¥ ¥

RP(ck)

os fibrados tangentes.

Sejam
W=1+W + W, + o0+ W 0oy
W=l 4w kW, F o+ Wy
vzl o+ vy +t v, f vos vV



classes de Stiefel-Whitney de T(RP(gk))’ T(vﬂ), gk,, res
pectivamente.

Congidere os fibrados

T, = prCTv™)) T,
' v
RP(£5) RP ()

onde 1, & o fibrado de vetores tangentes paralelos ds fi

bras de Rp(zXy ¥ yn

Pela naturalidade das classes de Stiefel-Whitney,

g

a classe total de T, e
1+ p*(wy) + p*(w,) + v + pr(wy)

Quanto a classe total de «t, , temos:
Teorema 5.2. (Borel-Hirzebruch).

A classe total de Whitney do fibrado =, é:

k=2

(1+0)% + (14 7 priv ) ¢ L+ TP pr(v, )+ Lo 4 vy =

. k=i

(l+c)
0

p*(v,). Como T, & um fibrado k-1 dimen

"M

i
sional, segue também que:
LIPS S p*(v,) + ... + CP*(Vkux) + p*(vk) =0 . (3 3

pag. 517]. =

14 -

&



Como T(RP(zX)) 2 T,®T1, , segue que a classe

-

total de T(RP(zX)) &

k

We (T ) prv) s 3

' p*(w.))
izo0 J d wj

1

Portanto,

- -~ k-p
W= z € g

) p*(w, v_.) c%
p+q+r=m voP

[4 ; pag 75]
6. 0 Grupo de Z, - Bordismo Irrnestrdito I.(Z,)

Seja MD uma‘variedade fechada,‘e T: M? » M!
uma involugdo. Denotaremos por F(T) o conjunto de pontos
fixos de T; assim F(T) = {x ¢ M" / Tx = x}.

| E bem conhecido o fato.de que cada componente co
nexa de F(T) & uma subvariedade fechada C° de M, [11]

Para cada k , 0 < k < n , denotemos por Fk c M

a unido das componentes k - dimensionais de F(T), as quais
sdo em nﬁmero finito. o

Assim, cada FX & uma subvariedade fechada, C”,
k - dimensional, eventualmente desconexa, eventualmente va
zia;.Fn consiste das componentes de M totalmente fixadas
por T. |

. n T '
Fixemos em M uma metrica riemanniana, segundo

- 15 =~



a qual T seja uma isometria.

Temos os fibrados normais nnbk -+ Fk s 0¢< k < nj
pomos :
n n nn-*k
- U
¥ k=o ¥
F(T) K
Denotemos por t(M™), T(F(T)) os fibrados tan
gentes.

A derivada T' define uma aplicagao fibrada:
Pt (Ml n

cobrindo a identidade Id: F(T) - F(T); alem disso,
T(F(T)) = {v & T(MD)IF(T) / T'(X)v = v, v € r(M“)x ,

x € F(T)}. [4; pag.72]

Como T' e ortogonal em cada fibra, ela define
portanto uma aplicagdo fibrada T': n - n , cobrindo a iden
tidade 1Id: F(T) = F(T).

Agora, para cada x € F(T), T'(x)% :Id ; também,
para Vv € Ny, temos T'(x)v = v se, e 86 se, v = 0 ; se
gue que T' atua em n como a antipodal em cada fibra.

Considere

D(n)

¢
F(T)
- 16 -




o fibrado em discos associado a n .
Existe entdao uma vizinhanga tubular N de F(T)
n . [3 . . .
em M, com raio € > 0 suficientemente pequeno, de manei

ra que:
i) N é invariante sob T;
ii) existe um difeomorfismo equivariante
£: (T', D(n)) » (T, N).  [4; pag.73]

Aqui, a viiinhanga tubular N significa. uma

unido disjunta N = U N; , onde cada N; e uma vizi
i=0 ‘
nhanga tubular de Fl.
0 teorema abaixo mostra como o fibrado normal

n + F(T) determina explicitamente a classe de cobordismo

n
Dﬁ]z_e'Tzn
6.1. Teorema.

Seja (T, M™) uma involugdo em uma variedade fe
chada e n + F(T) o fibrado normal do conjunto de  pontos

‘fixos. Seja

'n ® R
¥
F(T)

- 17 -



a soma de Whitney de n com o fibrado trivial unidimensiog
nal

R

¥

F(T)

Entdo, RP(n @® R) & uma variedade fechada C°

n - dimensional e [M"], = [RP(n @ R)], eem 'T'Zn [u;

pag. 78] wm

No conjunto de todos os pares (T, Mn), onde M"
€ uma variedade fechada e T & uma involugdo em M- s DO
demos definir uma relagdo de bordismo sem impor  condigoes

sobre as involugdes envolvidas; procedendo como no parégri

fo 4, obtemos o gaupo de Z, - bordismo inrestrito n - dimen

s4i0nal, denotado por In(Zz); a classe de cobordismo de

(T, M") em I (Z,) sera denotada por [T, M"], .

Obtemos também o Y2, - mddulo graduado
1,(z,) = I I(z,).
n=o
No que segue, mostraremos como O 71* -  médulo
I,(Z,) se relaciona com os Tl - mddulos ML, (Z,) e

VQJX) , definidos nos paragrafos 4 e 2, respectivamente.

Dada uma involugdo (T, M™), seja

- 18 =
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n n n
) o= Uy
k=o
F(T) ph-k

o fibrado normal do conjunto de pontos fixos, e seja

n .~ o . . )
M, = k§°’rzn45B0(k)) ; entdo [n + F(T)], e T2 . Defini
n -
mos j*‘[T’ Mn]2 = [n~ F(T)]Z - kE [nk > F7 k].z
=0
Por outro lado, dado um fibrado vetorial k - di
mensional:
;k
¥
yD

‘onde V" & uma variedade fechada, definimos

K ‘ | L |
2([g" > M= (4, s, e 12, (2, » onde (A,5(2F))
e o fibrado - involugdo associado a ck , definido no pard
grafo 5. | |

Ocorre que

0
j*: I*(Zz)"" m*=.2 mi
1i=0

sdo fungSes bem definidas e homomorfismos de TL, - mGdulos

graduados, com graus 0 e -1, respectivamente. [u, pag.88]

- 19 =



6.2. Teorema. A sequencia

’ J 9
0 I,(2,) = M- M, (z,) - 0

& exata. Além disso, existe um homomorfismo h:7T1,(Z,) =T,

= identidade. [”, pag.88] n

de grau +1, tal que 3dh
se

0 homomorfismo h e definido como segue:

{s, v%}, ¢ T (Z,) , existe uma expressdo unica:

o MY, {a, s"77,

Tl o]

{s, v'}, =

n-i+1 i
R - M, e T, s

n
Pomos h {S, V'}, = &

onde R™ ' 5 M'  denota o fibrado trivial n-i+l - dimen

sional.
Parte do Teorema 6.2 decorre do fato:

6.3. Teornema.

Se (T, M") & uma involugdo em uma variedade fe
chada e n + F(T) & o fibrado normal do conjunto de pontos

fixos, temos
ri-1
r {T, s(™, = o

{T, stm}, =
k=0

em T2 (Z,), onde S(n) & o fibrado em esferas associado

- 20 -




a n. [4; pag.78] m

No teorema 6.3 , o fibrado em esferas S(n) &
considerado como o bordo 3(N) de uma conveniente vizinhan
¢a tubular N de F(T).

0 teoréma 6.2 implica que a classe do bfibrado

normal [n + F(T)], € TN, determina a classe

[T, M"], e T_(z,).

Decorre tambem do Teorema 6.2 que, para cada n>0,

m = In(ZZ) @ nn—l(-z2)‘

As dimensGes de TN e T2 _(Z,), como espa

gos vetoriéis sobre Z, , podem ser determinadas, respecti
vamente, pelos Teoremas 2.1 e 4.2 3 atraves destes fatés 5
podem, ﬁortanto, serem obtidas as ordens dos grupos In(Zz)..

Por exemplo, pode-se mostrar que as ordens- de
I,(Z,) , I,(Z,) , I,(Z,) sao, respectivamente, 128 , 512 e

524,288,
7. A Formula de Kosniowski - Stong
Para os fatos abaixo, vide referencia [8].

Seja (T, M™) uma involugdo em uma variedade fg

chada Mn‘, e

- 21 -



n n
+

H]
H 3
-

F(T) F

o fibrado normal do conjunto de pontos fixos.
0 teorema abaixo mostra como obter os numeros de
Stiefel-Whitney de M" em termos dos niimeros de Whitney de

n =+ F(T).
7.1. Teonrema. (Kosniowski - Stong)

Seja f(X;, X,secees, x ) um polindmio simétri

co sobre Z, , em n variaveis, de grau no maximo n. Entdo:

F(Xy, Xps..05%) M7,

i f(l+y1,...,l+yk, Zysesss zn~k)

- 8
k=0

-k
. 7k,
n (l+yi)
i=1

onde as expressCes acima sdo obtidas substituindo-se as fun
goes simetricas elementares ci(xl,xz,..., xn),

ci(yl, yzg..., yk), 01(21’ Zoyseoes zn—k) pelas classes de
Stiefel - Whitney wi(Mn), wi(nk) e wi(Fn_k), respectiva
mente, e aplicando-se as resultantes classes de cohomologia

nas classes fundamentais de homologia de M? e Fn_k . W

- 22 -




0 resultado a seguir, essencialmente algébrico ,
facilita a manipulacdo da expressao a direita na formula de

Kosniowski =~ Stong:

Teorema 7.2.

Sejam  X,, X,5c00s Xy indeterminadas e

..., X.) a i - esima fungdo simétrica elementar,

Entao:
Oi(l+y1,l+y2,'oo,l+yk, zl, Zz,...,.zn—k) =
k-p. ‘
= Z (i_p_q) Op(yl, yz’oon’ yk) oq(21’ Zz’..., Zn_k)

p+q<i



CAPITULO 1
DECOMPOSICAO DE CLASSES DE COBORDISMO DE FIBRADOS

1. Introducao

Em [10]}, Milnor obtem o seguinte resultado:se
M*" & uma variedade fechada 2n-dimensional, temos que e-
xiste variedade fechada n-dimensional N" com [M2n]2 =
z [Nn]2 . [Nn]2 em'T?_2n se, e somente se, todo numero de

Stiefel-Whitney de M*"

envolvendo alguma classe tangen-
3 *
cial impar, se anula.
Motivados por este fato, estudamos neste capi

tulo o seguinte problema: dado um fibrado vetorial km-di-~

mensicnal

n - . . o~ -
onde M e uma variedade fechada, obter condigoes necessa
rias e suficientes, em termos de numeros de Whitney de Ek%

para que o mesmo seja cobordante a um fibrado da forma:

n ® n ® ... ®&® n (k-vezes)

soma de Whitney de k cépias de um fibrado vetorial m=dimen

- 24 -




sional

1n

¥

wn

n - .
onde W e uma variedade fechada.

2. 0 Caso m =1, k qualguenr

0 teorema a seguir resolve o problema citado a: -
cima, no caso particular em que m = 1 e k e qualquer

numero natural.

2.1. Teonrema:
Seja Ek + v fibrado vetorial k-dimensional,
v"  variedade fechada C°

Denotemos por

W=1+w, + w, + ... 4 wn classe total de Vn

i 2
4 - - k
Ve>1l+v, +vVv, + ...+4 vy classe total de §
o Ky = . s
Seja A = {vﬁ /() e impar}. Consideremos
By = {VI] + V3, onde V? , 1=z 1,2, sdo monomios de
grau T, envolvendo somente classes Vi e A}, e
B, = {vi / (?) & tar}. Entao existe uma variedade Wn, fe

chada, Cw, e um fibrado vetorial unidimensional nt! - W',
tal que [k n! > wW"1, = [Ek > V'], em Tln(BO(k)) se, e so

mente se, tcdo nimero de Whitney da forma

- 25 -



<W. V. W. V. V. v. V [(v.1l,> ,
i, i, O T jt [ n-2"
il + ir i j1 + jt 4+ £ = n, com VK £ By U B2,
se anula.
Prova.
Supeonharos inicialmente que
k n 1 1 n
(gr-»vy3, =n"®... &n" »wl,
Sejam H = 1 + h; + 4 hk classe total de
nt® ... ®nt
U=1+u classe total de nt
W =1+ w; + oW classe total de W"
- X i
Entac H = (14u)k = sL (?) ut, e portanto
h. = (E)UJ
i i
. r T , ~ . _
lfomemos V3 + V,; € I3, monomio de grau ,
e seja H? - Hi o mcnomio correspondente nos hi
Entao:
r r
Wy Wi oVs vy (Vi + V3, LV 1,> =
r 1 t
- <, wi hy ..o hg (Y 4 HD, (W )> =
R T 1 t
- "~ r r
— . . 7 -
= <vil o hj hj (u™ + u ), [Mn]2> = 0,
r 1 t
onde 1 4 O, J) L UL S
Por outro ladc, se v, € By, (i) é par, e por
tantc:

26




W, v.. We Ve ... Vjt V. [Vple> =

k T
= <W. ... W. h. ... h. (r) u , [Wn]2> =0

1 1 Ja Jt

Reciprocamente, sejam:

vl , vk
¥ ¥
BO(1) BO(k)

os fibrados universais, e

V=14+vwvy + ...+ Vios U=1+u, classes totais de 'vk,
vl, reciprocamente. Entao

H#*(BO(1),%Z,) = Z,[u]

H*(BO(k),ZZ) = Zz[Vl,Vz,...,Vk]

Seja f: BO(1) » BO(k), uma aplicacao classifi
cante para vl @ v @ ... @ v! (k vezes).
Como a classe total de v @& ... ® v &

. k . .
(l+u)k = L (E)ul, temos que f#*(v.) = (g)ul, iz0,...,.k.
1=0 1 1 b

Consideremos os subconjuntos A, By, B, =~ de
H*(BO(k),Z,), conforme descritos no enunciado do teorema,
sO0 que envolvendo as classes v de _yk.

Entdo, se Vi + Vs € By, v, € B2,
£rvisvl) = uF + w20 e £%® (Vr) = (i)ur =0

Portanto, Kern(f*) D Ideal gerado por
B, U B,. Tomemos agora S e Kern(f¥).

Escrevamos S como um polindmio:

- 27 -



S = (S; 4+ ... + Sm) + (Ty + ... + T)), onde cada S; e
um- monomio envolvendo somente classes v, com (?) im-
par, Ti € um monomio envolvendo alguma classe v, com
(t) par; suponha grau S. = n. , i=1,...,m.

Segue que

m 2
0 = £%(S) = i§1 f“(Si) +i§1 f“(Ti) =

m n

. n n m
. f28(S.) = u !t + u? + ... +u
i i

A Ultima somatdria deve ter entdo um numero par

de termos, com a forma:

r r
(W) ¢ (uT4u¥2) ¢+ Lo+ (WP v u ©)
Isso significa que
m 1
;£ Sy = (Sll + S l) + . + (Sit + Slt)’
- 1 -
com §grau Si = grau Si = rp
p _ m P -
Portanto igl Si pertence ao ideal gerado por

B;; como i§1 Ti pertence ao ideal gerado por B,, prova-
mos que kern(f#*) = Ideal gerado por B; U B,.

Seja ®: V"' + BO(k) uma aplicacdo classifican
te para €k. Entao Q*(vi) = i-ésima classe de Stiefel-Whi
tney de gk, e portanto ¢%(B, U B,) = B, U B,.

Esse fato, juntamente com a hipotese, implicam
que todo nimero de Whitney de [V",e¢l, e T3 (BO(k)) associa
do a um elemento de kern f#*,

£%: H#(BO(K),Z,) + H*(BO(1),Z,),

- 28 -




se anula. Portanto, [Vn,<1>]2 esta na imagem de

T (Bo(1)) £ 12 Bok)).  [4. pg.58)

. Isso significa que existe variedade w"  fecha

oo . ~
da, C , e uma aplicagao

g: Wt > BO(1) com

[Vn,cb]2 = [w", fogl, em 12n(BO(k)).

k

Em termos de fibrados, & - yh

€ cobordante

a (fFog)*(v5) » wh.

Mas (fog)*(vk) g*f*(vk)
¥ = ¥ =
w" W
gr(v! @vi@ ... ®vY) gx(vl) @ ® g*(v!)
= ¥ = ¥
w" W

Pondo-se

gx(vl) nt
¥ = ¥ » s
w" W

segue o resultado. m

2.2. Exemplo

Todo fibrado vetorial 4-dimensional

n* » 82 x S? ¢ cobordante a um fibrado da forma

- 29 -



6! ® 6 @ 6 @ 68 » V',

Com efeito, seja a € HZ(SZ,Z;) o} elemento
ndo nulo; entdao H2?2(S2x S%,Z,) = Z,(0y) @ Z,(a2),
H*(S?2 x S2,Z,) = Z,(0102), onde a, = m¥a), ﬂizszx §2+52

a projecao no i-ésimo fator, i = 1,2. Nesse caso, temos

A = {vy4}, By = {vyi,va,v3}, onde
V=1+vy + vy + vy + vy, denota a classe total de n“;eg
t30 By = {vi + Vi, i = 0,1,...} = {0}. Como v; = v3 = O
- 4
e W(S? x S?) = 1, temos que n" & cobordante a @® 6! se,
1
e somente se, <v2, [S? x S%2],> = 0.
- 2 _ % 2 _ - Fe o2y _ Q.
Se v, = a1 ou oy, Vv, =mw.(a)® = m.(a®) = 0;
2 2 2
se vy = 0y + 0, analogamente, vVvy; = a3 + a = 0. Segue

o resultado.

2.3. Exemplo

Consideremos um fibrado tridimensional
n® - RP(3), e seja o € H*(RP(3),Z,) o elemento ndo nulo;
entdo B, = ¢, A = {vi,vs,v3}, onde v = i-€sima classe
de n?. Portanto, B; = {vi + va, v: + Vs, VI 4+ Vi1Va,Viva+
+ v3}, e como W(RP(3)) = 1, n?® + RP(3) € cobordante a
um fibrado da forma 6! @® 6' @ 6' -+ W?® se, e somen-
te se, os numeros <v] + vivy, [RP(3)1>, <vi+vs,[RP(3)]> se
anulam (ndo nos preocupamos com Vi3 + ViVz, uma vez  que

3 ~
(vi+v1v2) + (v,+v3) = vyva+ v3). Devemos ter entao as rela
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coes:

- w - w
1
<
w

Segue que a decomposicdo acima se dia nos casos:

i) vi = 0, vy =0, wv3 =20
ii) vi = a, vy =a? vz = ol
s » o - - 2 -
iii) vy = 0, vy = a®°, v3 =0

2.4, Exemplo

Tomemos um fibrado vetorial 6-dimensional
n® +» S? x 8*. Sejam o & H?(S%,Z,), B € H*(8%,Z,), elemen
tos ndo nulos. Entdo H2(S2x8*,Z,) = Z,(a), H*(S%xS8%,Z,) =

= Z,(B), H®(S%xS“,Z,) = Z,(a B), onde
- % - %
o = m(a),B = m(B), e

Ti: H2(S2,2.) » H2(S?x8%,2Z,)
ma: H*(S%,2,) > H*(S2x5%,2,)

sao as induzidas das projecoes

mi: S2 x S* > 82, m,: S2 x S* » g,

Nesse caso, se' V=1l4++vVy + ... +Vg € a clas
se total de n®, temos A = {vy,v4,ve}, B, = {vyi,v3,vs},
By = {v} + vi, V2vy + Vg, VI + Vg, vg + Vavylt. Como
W(S?2 x S*) =1 e vy = vy = vs = 0, temos que n® € co-

6
bordante a um fibrado da forma ? 8! + W6 se, e somente
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se 0s numeros <Vavy + Ve,[S2 x S*1,>, <vi 4+ vg,[S? x S*1,>
se anulam; temos entao as relagodes:

VaVy = Vg, Vs = Vg. Se vy = O, V) = ﬂf(aa) = 03 por-
tanto devemos ter vg = 0, vavy= 0. Segue que a decompo-

sicao mencionada se da nos casos:

i)v, =a , vy =0, veg =0

0
o
>
<
r~4
"
™
<
o
n
o

ii) v,

Por exemplo, sejam CP(1l), QP(1l), espacos pro
jetivos unidimensionais complexo e quaternidnico, respecti

vamente; temos CP(1l) = S?, QP(1) = S*. Sejam

g! > CP(1), o fibrado linha canonico de dimen-
sao complexa 1, e u!' » QP(1l) o fibrado linha canonico de

dimensdo quaternionica 1.

Se a e H*(CP(1), Z,) , B e H*(QP(1),Z,) séoA
os elementos ndao nulos, temos que a classe total do fibra-
do produto §&! x p! + CP(1l) x QP(1l) &

Vo=1+n¥Ca) + m5(8) + mi(a)ms(B), my:CP(L)xQP(L) + CP(1),

ma: CP(1) x QP(1l) -+ QP(Ll) as projecdes; segue que £' x pt

6

nao é cobordante a um fibrado da forma @ 6! + w®.
1

2.5, Exemplo

Considere um fibrado 4-dimensional n* =+ RP(5) .
Se o e H'(RP(5),Z,) - é o elemento ndo nulo, temos
W(RP(5)) = 1 + a? + a“; como no exemplo 2.2, By = {0},
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B, = {vy,vy,v3}, onde v, ea i-ésima classe de n*.

Segue que n* €& cobordante a um fibrado da

forma 6! ® 6! ® 6 @® 6! -+ W® se, e somente, se os

nimeros <a"“vy, [RP(5)1>, <a?vs, [RP(5)],> se anulam; com
efeito, nessas condigoes temos v; = 0, v, = 0, e isso im

“* envolvendo

plica que qualquer numero de Whitney de n
classes de Bz,'se anula.

A decomposicdo acima se da nos casos:

i) vi =0, vy =0, vy =0, v4 =20
ii) vy = 0, vy =0, vz =0, vy = a
iii) vy = 0, v, = a?, vy = 0, v, =0
iv) vi = 0, vy =a? , vy = 0, vy = o

n
N

3. 0 Caso m qualquen, k

3.1. Teonrema

Seja &£2™ +» V1 fibrado vetorial 2m-dimensio-
nal, v? variedade fechada C.

Denotemos por

W=1+w, +w, + ... + W classe total de V"

V=1+v, +V, + ... + vV, classe total de g?M

Entao exisfe uma variedade Wn, fechada, Cm, e
um fibrado vetorial m-dimensional n" + W' tal que

("™ @ ™+ W', = [g2m > v'], em
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T%(BO(Zm)) se, e somente se, todo numero de Whitney

da

n
forma <w., w. ... W, V. V. ... V. ,LV'1,>, com algum

1 12 i1n 3, J2 J+
ji impar, se anula.

Prova
Suponhamos [nm @ nm > wn]2 = [Ezm > Vn]2
Sejam
H=14+hy + hy + ... + h,, classe total de nmoe
U=1+u; + ... + u- classe total de nm
W=14+w, + + ﬁn classe total de W"
m m \
a = 2 = <
Entao H = (igo ui) iEo uf, e portanto
h, =0, se r & Impar, e h,g = ul
Entdo, se algum J; € Impar,
n
<W. oo W, V. ... V. [V'],> =
i, lr i, ,Jts 2
<w. W. he ... h. , [W'> = 0
i, i, i’ 2

Reciprocamente, suponha que todo tal numero se

anule. Sejam

BO (m) BO(2m)

os fibrados universais.

Sejam V = 1 + vy + ... + Voms U = 1 + uy +...

. m .
+ u, classes totais de v?M, v, respectivamente.

Entao
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H*(BO(m),Z,) = Z,[uy,...,upy]

H*(BO(2m),Z,) = Z,[v,,v,, s Vol

Considere f: BO(m) - BO(2m) uma aplicagcao que

-

classifica o fibrado

\)m. @ \)m
¥
BO(m)

A classe total de VI @ ™ &
m m

« )2 -
(;F, upd? = (2

Portanto, se
f%: H%*(BO(2m),Z,) » H*(BO(m),Z,), temos:

f¥(v) = 0, se r € impar-

2

f#(v,g) = ug

Portanto, o ideal gerado por {Vr’ r impar}
esta contido em Kern f*. '
Ndo € dificil ver que, se um polindmio

S =5y 4+ ... + s, &€ tal que £*%*(S) = 0, entao

L

cada monomio 54 envolve algum V,» com * impar, e por-

tanto

Kern f* = Ideal gerado por {vr, r impar}

Seja @: v > BO(2m) uma aplicacao classifican
te para £°™. A hipGtese implica que todo nimero de Whit-

ney de [Vn,<I>]2 eT?n(BO(2m)) associado a um elemento de
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v . . . n - .
kern f* se anula, o que significa que [V ,8], esta na i

magem de

N, (Bo(m) 2597 (BoC2m)) (4, pag. 58)

A prova se completa seguindo raciocinio analo-

go ao do teorema 1. m

3.2. Exemplo

Todo fibrado vetorial E25 + S2K & cobordante
a um fibrado da forma n°® @ n° » W2k, uma vez que o ﬁni
co numero de Whitney relevante € <v,k,[S2K],>, Vo = 2k-

- . 28
~eslma classe de §E77.

3.3. Exemplo

-

Todo fibrado vetorial £28 + g2K x 52T & (o=
bordante a um fibrado da forma
nS @ ns > wZ(k‘l‘P)

uma vez que os Unicos numeros de Whitney relevantes sao

<ok Vop, [S2K x 52r], >, Valk+r)? [82k x 52,5,

3.4, Exemplo

Todo fibrado vetorial £28 + CP(n) e cobordan
te a um fibrado da forma n° @® n° » w2", uma vez que as

classes de Whitney vj de £28, com 3j impar, sdo nulas.
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3.5. Exemplo

Considere o fibrado tangente T(RP(2n))+RP(2n).
Entdao 7T(RP(2n)) ndo é cobordante a um fibrado da forma
u? @ " > w?P. Com efeito seja a € H'(RP(2n),Z,) o ele
mento nac nulo.

Entao w,(t(RP(2n))) = o, e portanto,
<win, [RP(2n)]1,> = 1. Note que, se E;n+ RP(2n) € o fibra-

do linha candnico, entao Eézdﬁ .. @ E;n+ RP(2n)], #

# [1(RP(2n)) » RP(2n)], em TQ,,(BO(2n)).

3.6. Exemplo

Um fibrado vetorial £2S + RP(2n) é cobordan-
te a um fibrado da forma n° @ pn° + W2D se, e somente
se, toda classe de Whitney v, de £28, com r impar, &
nula. A suficiéncia € obvia, pelo Teorema 2. Por outro la-
do, seja o € H'(RP(2n),Z,) o elemento nao nuld,e Suponhg

mos que alguma classe V,y,, de £S5 seja ndo nula. Entdo

Voks1 = a2k+1, wy (RP(2n)) = a, e portanto
an-2k-1 2
<wy Vak+1, LRP(2n)],> = <a?n, [RP(2n)]1y>=1. Segue que

£25 n3o se decompde como acima. Note que este fato impli-

ca no exemplo k.

4., 0 Caso Genal

Dados k, m, inteiros positivos, sejam
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m mk

AV N AV
¥ ¥
BO(m) BO (mk)

os fibrados universais, e
f: BO(m) -~ BO(mk)
uma aplicacao classificante para o fibrado mk - dimensional

N ® ... @ vt
¥

BO (m)

Temos entao a induzida:

£,: T2 (BOGm)) > Ty (BO(mk))

b.1. Teorema.

Considere um fibrado vetorial mk - dimensional

k
Cm
¥
yD
n - . ~ mk -
onde V e uma variedade fechada. Entao ¢ e cobordag
te a um fibrado da forma
M e ... @ nm (k vezes)
¥
W




n = .
onde W e uma variedade fechada, se, e somente se,

k - .
™ » Yn]z € rf}n(BO(mk)) esta na imagem de f, .

Prova.

Suponhamos que exista uma variedade fechada W

e um fibrado n™ + W' , m - dimensional, com [ka > Vn]2 =

= £, [0" = W', em AL (BO(mk)).
Ent3o, se '

& : V" > BO(mk)

y : W' > BO(m)

.o mk m .
classificam ¢ e n , respectivamente, temos

V7, o], = £, [, ¥], = W', £, ¥],
Segue que:

(™ > v, = [(F, O™ > W], = [¥x(Es V™) > BOm)], =

= vxov™ @ ... ® V' > BO(m)], =
—
k vezes
= [exo™ @ ... @ ¥+ -~ W],
k vezes

Reciprocamente, suponhamos

™ v, = @ ... ® "> u'l,
k vezes



Tomemos
g: v? + BO(mk)
h: W' > BO(mk)
aplicacoes classificantes para ka , @ ... ® n (

k vezes), respectivamente.

A hipotese significa que
n _ D
v, g], = (W, h], em T2 (BO (mk))

Seja ¥: W' » BO(m) uma aplicagao classificante

para
=
¥
W

Entio (£, *GW™) = v+ @ ... @& VvV =
= nm ® ... @ nm , e portanto
£, ¥ : W' > BO(mk)
também classifica n™ @® ... ® n" . Segue que f, ¥ e

h sa3o homotopicas, o que significa:

(v, g, = W', n], = (W', £, ¥J, = £, [W", ¥v], . 4
4.2, Corolarnio.

Um fibrado vetorial
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-

e cobordante a um fibrado da forma

(k vezes)

se, e somente se, todo numero de Whitney de ka associado
a um elemento de kern (f*), f£*: H*(BO(mk),Z,)~ H*(BO(m),Z,),
se anula. m

Temos, portanto, um critério, em termos de nﬁmg
ros de Whitney, para estudar a decomposicao acima, no caso
geral. A dificuldade estd, no entanto, na computagéo de
kern(f¥*).

0 conhecimento de alguns elementos de kern(f*)

da-nos respostas negativas, em certos casos.

. r r.
Por exemplo, seja k = 21 4 2% 4 L+ 2 ] s
ry >r, > ... >ry A particao diddica de k ; sejam
V=1+v, + v, +.,.+ Vik » @ classe total de vmk H
U=1+u +u, +...+u ,a classe total de V"

m m m

Entdo, a classe total de v & v @& ... @ v

(k vezes) e:

(1 +ou, + ... f um) z



2 ! 2 3
= (1 + u, + + u ) veeeo (1 + u, + + um) =
r r r r
'(l+u1+ +u1) (l+u2+ +u23)'
had 1 " e 0 1 . m -
r r Tr.
~—. 2 ' 2% 2]
= - u u .. U.
0<iseinnisem 1t 3

Hh
N
<
IS
Nt
"
[
e N
c
He N
s
H N
“J

Portanto, se ndo existem numeros inteiros

. . 1 . ]
i. <m com i, 2 +oo+ i 23 =9 , temos

que v € kern(f*) ; para haver a decomposigao acima,portan

to, todo numero de Whitney de ka envolvendo a classe Vl

deve anular-se.

4.3. Exemplo.

mk n

Considere um fibrado vetorial ¢ - V° , com
r, r, rj
k par; entao k = 2 + 2 +o..0t 2 , onde
r,>r, > co... > rj > 1 , e portanto, para quaisquer intei
r, r.
. . . . . ] -
oS 0 < 1,5 1y5e00y lj <m , 1, 2 +...+ lj 2 e par.




Assim, para que exista fibrado vetorial n™ + W'

com [k pm > W, = [ka - anz , & necessdrio que todo nime
ro de Whitney de gmk envolvendo classes vg de cmk R
L impar, se anulem.
Por exemplo, considere um fibrado vetorial
;mk + RP(2n) , com k par. Usando argumento semelhante ao
utilizado no exemplo 2.6 , concluimos que, se alguma classe
mk

Vopep de é nio nula, (isso vale para o fibrado tan

gente t(RP(2n))), entdo ndo existe fibrado vetorial

1‘111'1

"
win

com [k n™ =+ W), = [c™% s RP(2n)], .
U4, Exemplo.

Considere um fibrado vetorial da.forma:
Czrm
¢
yh
Nesseé caso, para que haja a decomposigdo

v . ro -
[£2 ™ s v, = [2 o - Wﬁjz , & necessario que todo nimero
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r r
de Whitney de z2 ™  envolvendo classes v, de g2 M ,

r

com & -nao da forma j2 , j = 1,2,...,m , se anule.
Generalizando o Teorema 3.1 , temos uma resposta
completa nesse caso: com a notagdo utilizada na. observagdo

posterior ao corolario 4.2 , se
r .
f*: H*(BO(2 m), Z,) - H*¥(BO(m), Z,)

temos:

0 , hos outros casos

r
Sejam V, , V, mondmios de H*(BO(2 m), Z,) so

envolvendo classes da forma vj2r , € tal que

fx(V,) = £%(V,) ; digamos,

8. S2 St
V, = v, r V. r A/ r
1 '2 ‘2 « 4 o .2 ,
3, 3, I
S B q, q
- . . '2’ bl N . 3 .
v, V11'2 V12.2r R Vlz’2 , onde j, £ Jps i £ igs

se a#b, c# d. Entao:

qlozr q2 2r ql-Qr' Sluzr S212r St°2r
u u LI B T B ) u : u. u . v o0 u
11 1, l,Q, AR J2 :]'t
Pela estrutura de H*(BO(m), Z,), concluimos que
2 =t e , se necessario reordenando os Indices, i, =31
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ey qQ_Q 5 OU Q) = S seeeny q2=sz.ASSim, Vl = V2

r
Considere agora P e H*(BO(2 m), 2,) um polino
mio com f£f*(P) = 0. Podemos supor

P =V, +V, +...4V_+V, +V, +.,.+ vq » ohde cada V., &

um monomio sO envolvendo classes da forma vjzr , enquanto

cada Vi € um mondomio envolvendo pelo menos uma classe da

~ . ST ~
forma v , Ccom p nao da forma 32 . temos entao:

0 = £%(P) = f*(Vl) +.. .+ f*(VS>

-

Pela caracterizacdo de f* | cada f*(Vi) e um
monomio; a somatoria acima deve ter, portanto, um numero

par de termos, com a forma:

(E*(V,) + £X(V1)) +ood (EXCV )+ £2(V1))

onde f*(Vi) = f*(Vi) , 17 1,250 slt

H!

Pelo visto acima, V. = V; , 1 1,2,.040051 e

portanto P = 51 + UV, +...4 Vq

Isto significa que kern (f*) = Ideal gerado por
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r r
{vp y, 0<p<2m, p ndo da forma 2 3 , j = 1,2,..., m},

-

Assim, a condigdo estipulada no inicio do  exem
. o~ 2I’m n - - .
plo para a decomposicgao de [t + v ]2 e tambem sufi

ciente.
4.5, Observacdo.

Seja, como antes,

£* ¢ H*(BO(mk), Z,) = H*(BO(m), Z,) , e

Coloquemos

A = Ideal gerado por {vz y 0 < 2 <mk , & ndo

da forma 1,.2 + i,.2  +,..+ ij.2 .

0 < i,y ip500ey iz < m} C H¥BO(mk), Z,) .

]

Em geral, A # kern (f*), Por exemplo, se k = 3,

m=1, temos k = 2! + 2% e 0 = 0,2 + 0.2° ,

1 =0.2+121.2°, 2=1.2"+0.2°, 3=121.2' +1.2°; as
sim, A = 0
" 3
Porem, f£f*(v, + v,v,) = 0 (Teorema 2.1)

£ claro que A (C kern f* gempre.
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4.6. Observagdo.

Podemos obter resultados em casos particulares ,
atraves de calculos exaustivos. Por exemplo, tomemos fibra
do z® +» vI' | Se quisermos saber em que condigdes

[t - v'], = [3n? » w"], , devemos determinar kern f*,onde

f*: H*(BO(6), Z,) » H*(BO(2), Z,) & a induzida de
f: BO(2) » BO(6) , aplicacdo classificante para v?@® v ®@v?,
vZ » BO(2) o fibrado universal.

Pomos

Zz[wu Wos W3y Wy, Wsgy WG]

1R

H*(BO(6), Z,)

H*(BO(2), Z,) % Z,[u,, u,]

A classe de vZ @ vZ @ v? e (1 + u, + uz)a.

* ‘ - % -
Portanto, f (wy) = uy 5 £%(w,) = u, + u, , .
f*(w,) = us , £%(w,) = u; u, + F*¥(wg) = u,
w3 - U.l Y Wl‘ — ul u2 Ll2 [} Ws - le U.l 9
3 . A .
f*(wg) = u, ; assim, os monomios de H*(BO(6), Z,) com
grau < 4 e suas respectivas imagens por £f* sdo:

. 2. 2 2 3 3
fr¥(wy) = uy . £*w)) = uy , £*w,) = uy +u, , £*(w )= U,
£*(w,w,) = u. + u,u F*(w,) = u’ Fx(w®) = u

172 1 172 2 3 1 ? 1 1 ?
*, 2 4 2 * " do .2y _ b 2
= = = +
o (wiw,) up fuu f (wlws) u; f (wz) u u,
F*(w ) = ulu, + ul
y 172 2
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Efetuando-se todas as somas possiveis entre tais

imagens, deduzimos que:

kern (£*) (M (H°(BO(6)) @ HW(BO(6)) @ HZ(BO(6)) ®

mn

® H(BO(6)) @ H"(BO(6))) 2,007 + W) ®
® Zz(w: +w,w,) @ Zz(wfw2 + W + w,)

- . n
Isto origina resultados para variedades V', com

i) Toda classe [g® » V2], se decompSe como
(h? ® n* ® n® - W2], ;
ii) Considere um fibrado vetorial ¢® + V¥ , com

classe total 1 + v, + v, + v, . Entdo z® & cobordante a

2 3
um fibrado da forma n?® @ n? @ n? » W? se, e somente
se, Vv, = v,

iii) Tomemos um fibrado vetorial r® -+ S2 x 82 y
com classe total 1 + v, + v, . Como W(S? x 8?) =1 ,
v, (E%) = 0 e vz =0, [g® » 8% x 8?], se decompde

como [n2‘<® n? ® n? + W'], se , e somente, v, = 0. Se
R?2+> 32 x 32 & o fibrado trivial bidimensional, e

z! x u! > CP(1) x QP(1) & o fibrado do exemplo 2.4 , temos
que R%Z @ (z! x u!') ndo & cobordante a

[nZ @ nZ @ n2 - w“]z
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iv) Considere um fibrado z® - RP(4) , e seija

o € H'(RP(4), Z,) o elemento nio nulo. Coloquemos V = 1 +

2

+ vV, + VvV, + VvV, +V a classe total de ¢® . Para haver a

2 3 b

decomposicao acima, devemos ter < a(v: + va),['RP(Ls)]2 >= 0,

<wvy, +vwv, , [RRW], > =0, <viv, + vi+tv ,[RP(4)],>=0,

0 que e equivalente ao sistema de relagdes:
3 2 2 _

Portanto, [£® = RP(4)], = [n? @ n? @ n? » w*],

nos casos:

a) vi =a , v, =0, v, = qa » v, =0
b) v, =0 , v, =0, vy =0 , v, =0
c) v, = 0., v, = a? , vy, =0, v, = ot
d) v, =a, v, =a? , v, =0’ v, =0

0 teorema abaixo mostra comoo fato de a classe
de cobordismo de um fibrado se decompor pode influir na

classe de cobordismo irrestrita de uma involugdo diferencia

n

vel T: M" » M" s, M variedade fechada:



4,7. Teorema.

n+2k+1 N Mn+2k+1

Seja T: M involucao com
F(T) = F" , onde H'(F", Z,) = 0 .
Suponha que o fibrado normal v2k+1 > Fo se
deomponha como n! ® n! & ... ® n!' = w“. Entao
n+2k+1 -
T. M Jo=0 em I, ,.0(2).

Prova

Sejam V = 1 + v, +...+ Voltr O

W=1l+w, +w, +.otw_ , V=1 4+ v, t.e.t v

n 2k+1

W= 1 v Wy + Wy +...4 w , U=14%u, classes de Stiefel
~Whitney de v2k+l R pl s, N, &® ny & ... @®n, , W,
n, , respectivamente.

Entdo, V = (1 + ) 2kt , e portanto,
V. (zkfl) o,

i i
- -(r)
Denotemos por w'r) ) y () , w(r) , v , mono

mios nas correspondentes classes com grau r.

Para n - » > 0 , temos:

< w(r) V(n~r)~ [Fnjz s = < w(r) g(n~r) , [wn]2 5
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=« W) g T W', > , onde ¢ =0 ou 1.

- k+1
- Como v, = ¢* 1 Ju=u ,

r

w(r) V(n—r) , [Pn]2 > = e < W(r) G?- , [Wng > =

- e < W) v?_r , [Fnjz >z 0, uma vez que H!'(F", Z,) = 0.

. . 2k+1 n .
Isso implica que Vv + F tem 0s mesmos nume

2k+1 n

ros de Whitney do fibrado trivial R + P, e portanto

[b2k+1 . Fn]z - [R2k+1 + F'], em ’rzh(BO(2k+l)).

Considere a sequencia exata:

0+ T (z,) = TN — T, (2Z,) > 0

n+2k+y n+2k+1 n+

Temos 3j, [T, Mn+2k+1]2 = [v2k+1 +~ F'], =

= [R2k+1 ~ F"|, , portanto:

2k+1 N Fnjz - 0

3 [R
Por outro lado,

a[R2k+1 . Fn] = {8, Szk+1 x Fn}z - [Fn]2 {a, Szk+1} ,onde

2 2

2k+1 N 2k+1

B(x,y) = (A(x),y) e A: S S

e a involugdo antipodal.

-

Agora, TL, (Z,) e um TL,- modulo livre gra

duado, gerado pelas classes {A, sJ} , 3 = 0,1,2,3,...

- 51 -



Assim [Fn]2 {a, Szk“}2 = 0 implica que -

[F"], =0 em

2k+1
Vv

Segue que os numeros de Whitney de + PP

da forma < W'T V(n-r)’ [F"], > , com n - » = 0, também

— 2k+1
sdo nulos, o que acarreta [V ket r'],

- s n+2k+1
= 1% [T, M ], =0 em (Y2 ,2x4, - Portanto,
n+2k+1 -
Decorre do teorema acima que, se (T, M™!') &

n

uma involucdo com F(T) = F' e H'(F, Z,) = 0 , entéo

[T, Mn+1]2 =0 em I (Z,).

n+1
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CAPTTULO II

CLASSES DE COBORDISMO DE INVOLUCOES EM DIMENSOES BAIXAS

-

1. Introdugao

Um problema que aparece na Teoria de Cobordis-
mo de Involugdes é o seguinte: fixadas variedades fecha-~
das, F°, F', ..., Fn-l, F?, com Fi de dimensao i, supo
nha M' uma variedade fechada _Cm e T:YMn + M uma in-
volucao com F(T) = ;B Fi; o que se pode concluir a res-
peito da classe de cé;grdismo irrestrita [T,M"], € I,(Z;)?

Diversos resultados existem nesta direc¢do; por

exemplo:
Teorema A

Suponha (T,M") variedade com involugdo,n > 2,
tal que F(T) € o espago.projetivo real RP(2r). Entdo
n = Uir, e (T,Mn) e cobordante a (S,RP(2r) x RP(2r)),

S(x;y) = (y,x). [133; Teorema Principal] g

Teorema B

Suponha (T,M*™) . variedade com involuc¢do, com

F(T) = F' de dimens3o constante n. o s Entao
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[(T,M°"], = [S,Fn x Fn]2 em I,,(Z,), onde S(x,y)=(y,x).

[ 8; Par. 5; Pg. 320] &
Teorema C

Seja (T,M"), n > 0, uma involucdo em uma va
riedade fechada tal que F(T) é a unido disjunta Sk Upto
de um ponto com a k-esfera. Entao k = 1,2,4 ou 8, n = 2k,
e (T,M") & cobordante a (L,KP(2)), KP(2) sendo o . apro-
priado plano projetivo, e Llwp,wy,wp] = [-wo,w;,w2] em
coordenadas homogeneas. [ 4 ; Teorema 28.4; pg 100] m

Nesta sec¢ao, obtemos varios resultados nesta
direcao, utilizando, em geral, a teoria desenvolvida em
[y ; Capit.II] e a formula de Kosniowski-Stong [Teor.7.1
pg 27; tal férmula, de dificil manipulacdo quando usada em
casos gerais, torna-se eficiente no tratamento de casos en

volvendo dimensoes (e codimensoes) baixas.

2. Tnvolugoes fixando espacos projetivos em dimensoes bai-

xas
2.1. Obsenrvacaoc

Existe um operador T: I, (Z,) + I, (Z,), o qual
€ um homomorfismo delrlﬁ - médulos de grau +1, introduzido

em [12; pg. 131 1. Dada (T,Mn) variedade com involucgao,
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) . n . ~
~ consideramos em S! x M' as involugdes:

Ty: S x M7 » st x M, T (z,x) = (Z,x)

(-z,Tx)

Tp: S x M® 5 81 x M, T,(z,x)

Como T, € livre de pontos fixos, o quociente

2 n
1 X - B . o
yirt o ST M e ainda uma variedade fechada, C . Como T,
2
e T, comutam, Ti induz uma involucao T;: yotr oyttt

Entdo TI: I,(Z,) + I,(Z,) é definido por
r(LT,M",) = [Tl,Vn+1]2. Se n +F(T) & o fibrado normal
do conjunto de pontos fixos de (T,M"), entdo
(n® R~>F(T)) U (R~ M?) & o fibrado normal do con-

junto de pontos fixos de (T,,V %),

2.2, Llema

Seja n? -» v® um fibrado vetorial bidimensio-
nal, v" variedade féchada.
Entdo [RP(n?)]2 = 0 em qﬂL+1' [53 Lema 2.1;

pag. 34]. m
2.3. Obsenvagao

Sejam as involugaes (131, RP(H#)), (t2,RP(3)),
T2 ([X0,X1,X2,X3,Xa]) = [—Xo,XL,Xz,Xq;XuﬂaTz(EXoaxx,Xz,an)§
= [-xo;xl;xz;xal. Os conjuntos de pontos fixos e fibrados
normais dé Ty e Ta sao, respectivamente,
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£y R £3 R®
¥ U + e ¥ U ¥

RP(3) pto RP(2) pto

-

1 1 ~ . . ~
onde &3, £, sao os fibrados-linha canonicos.

Considere a involucao (S,RP(2) x RP(2)),
S(x,y) = (y,x); entao S fixa RP(2) com fibrado normal

sendo equivalente ao fibrado tangente T(RP(2)) + RP(2).

2.4, Teorema

Suponha M* uma variedade fechada 4-dimensio
nal e T: M* - M* wuma involucao com F(T) = RP(3) U RP(2)
U pto (unido disjunta). Entao [T,M*], = [S,RP(2)xRP(2)],+

+ [11,RP(#)], ou [T,M*], = I'([t2,RP(3)], em I,(Z,).

Prova

Sejam n? + RP(2), v! > RP(3),0s fibrados nor-
mais. Denotemos por
W(n?) = 1 + vi + v,

W(vl) = 1 + u, as classes totais de n?2, v!?

s € PpOor o, Qy
os elementos nao nulos de H'(RP(2),Z,), H'(RP(3),Z,), res

pectivamente.

Pela férmula de Kosniowski-Stong e teorema 7.2
(Cap.0), temos:
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= <wyp(M*)2,IM*]2> = 01(X1,X2,X3,%x4)2[M"], =

01(l+yl,l+y231+Y3,l+Y4)2

= - [ptol, +
H(lfyi)
01 (14y1,14Y2,21 ,22) 2
* (1+y, ) (1+y,) [RP(2)1, +
01(l+y521,22,23)2 - 1 2 3
+ [RP(S)]2 = iI=11(1+yi+yi+yi + o),

1 +y

( 21 ( _;_E ) UP(Y1=Y2aY3,Yu))2[pto]2 + (Ley +y3+..0
p+q<

(1+y2+4y3+ ...) ( L . (i_ ; _Pq)op(yl,yz)cq(z1,22)ﬁ
p+q<

[RP(2)], + (l4y+y2+...).

& -

(G

. . op(y)oq(zl,22,23)52[RP(3)]2 =
p+qs: | |

h | Y,.2

= ;0 (1 +y; +y2 +yi+ .00 [ptol, +

+ (1 + yg + yé + Gy§+y2)2 + ylyé + termos de grau > 2).
2 1 2, 2

.((l) + (0) o1(y1,y2) + (0)01(21,22)) [RP(Z)]Z +

+ (1 + 0.(y) + o1(y)? + ..0)

(1) + (Dor(y) + (Do1(21,25,25))% [RR(D]T, =
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(L+vy+vi+va+ termos c/grau > 2)(vi+ w,(RP(2))*)[RP(2)],

It

+ (l+u+u2 +u?+...)(l+uz2+wy; (RP(3))2) [RP(3)], =

vi[RP(2)1, + &2[RP(2)], + u3[RP(3)], + u[RP(3)], =

vi[RP(2)1, + a?[RP(2)],. Segue que vl = o, e portan-
to, vy = ay (%)
Aplicando novamente a formula de Kosniowski-

-Stong, temos:

<W1(Mh)u,[M“]2> = 01(X1,X2,X3,Xu)“[M“]2 =

0'1(1+y1,l+Y2,l+y3,l+yq)q
= [ptol, +

Y
igl (l+yi)

01(14y1,14y2,21,22)" 01(1+y,21,22,23)"

2’ 2 2 [RP(Z)]Z + ? ? ’ [RP(3)]2
n (l+y.) 1l+y
i=1 1

+

11

(L4vy+vi+va+ ...)(v: + oc:)[RP(Q)]2 + (L+u+u?+...)(1+u*)[

[RP(3)], = u*[RP(3)], (%)
Pelo Teorema 6.1, Cap.0, temos,
[M*]1, = [RP(n2 @ R)1, + [RP(v! @ RI1, + [RP(4)], em Tl.
Assim,
<wy (M) %[M1,> = <wy (RP(n?® R))*,[RP(n? @ R)I,> +
4+ <wy(RP(v' @ R))*, [RP(v? @ R)1,> + <w;(RP(4))*, [RP(4)]>=
= <w; (RP(n? ® R))*, [RP(n? ® R)],> + 1, uma vez que

<wp (RP(4))*, [RP(4)],> = 1 e, sendo v! @ R bidimensional,

[RP(v! ® R)], = 0 em Tl (Lema 2-2) (#%%)
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Calculemos wi(RP(n? @ R))*; sejam c, C as
classes caracteristicas dos fibrados-involucdo (A,S(n2eR)),

(A,5(n?)), ¢ ¢ HY(RP(n? ® R),Z,), ¢ € HY(RP(n?),Z,); sejam
p1 : RP(n? @ R) + RP(2) |
.pz : RP(n?) = RP(2), as projecdes, e
i : RP(n?) > RP(n? @ R) a inclusdo.
Usando a formula de Borel-Hirzebruch:

3

wi (RP(n? @ R)) )X (

p+q+r=1

1t

P ] _
q ) pl(wr(RP(Z))vp) cqd =

= 9 phe + Q) pEvid + () pican-
1 0 0
= ¢ + pia1) + piay) = c, usando (¥*)

Pela naturalidade das classes de Stiefel-Whit-
ney, i%*(c) = ¢; além disso, RP(n?) ¢é a subvariedade em
RP(n? ® R) dual a ¢, ou seja, [RP(n?@R)1,( ) c=i,[RP(n?)],

(L8, parag. 2, pg 3121). Segue que:
<wi(RP(n?> @ R)), [RP(n* @ R)],> = <c*, [RP(n*> @ R)],> =

<c?®, [RP(n? ® R)INc> = <c®, 1, [RP(n3)],> =

<i*(c®), [RP(n*)1,> = <c®, [RP(n?*)1,> (Fd)

Agora, H*(RP(n?),Z,) € um H¥*(RP(2),%Z,) - mo

. % : :
via p,, e vale a re-

(o]}

dulo livre graduado gerado por 1,
lacao:
c? + p¥(vy)C + p¥(v,) = 0
Suponhamos a partir de agora que v, = 0; mul-
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tiplicando (cup) a relagdao acima por ¢, concluimos que

te ofs ofe ofe

c3 = pge(al)az . (Hefedded)
Por outro lado, sendo RP(n?) tridimensional,
w, (RP(n2)) = 0; pela formula de Borel-Hirzebruch,

w, (RP(n2)) = I (?

0
p+q+r=3 q

Py p$ (w, (RP(2))v ) &4 =

p#(wy (RP(2))vy)e + p¥lw, (RP(2))vy) + c2p¥(wy(RP(2)) =

p¥(af)c + c2 p¥lay)

Pela estrutura de H#*(RP(n?),%Z,), p#(aidc # 0;
lembrando que RP(n?) ¢é uma variedade conexa, isso signifi
ca que ¢c2 p¥la;) € o elemento ndo nulo de H3(RP(n?),Z,),
o mesmo acontecendo com 3, por (%%#%k)

Por (®#%%%)  temos entao
<w; (RP(n? @ R)), [RP(n? ® R)],> = 1, e por (%%x),
<wp (M*)*, [M*1,> = 0.

Finalmente, por (*%*), u3[RP(3)], = 0, o que a-

carreta u = 0.

Agora, vy = ay, v, = 0, u =0 significa que
\)1 n2 RM
¥ U ¥ u ¥
RP(3) RP(2) pto

tem os mesmos numeros de Whitney de

R £2 ® R R"
¥ U ¥ u v
RP(3) RP(2) pto
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Pelas observagoes 2.1 e 2.3, concluimos que
[(T,M*], = I'([t,, RP(3)],) em I, (Z,).

Suponhamos agora v, = a}. Nesse caso, ainda
0 = wy, (RP(n?)) = p*(af)C + C2pF(ay).

| A relacao

c?z + pf(vydc + pf(vz) = 0
multiplicada por ¢, acarreta
c? = p¥(ay)c? + pf(ail)c = 0 em H3(RP(n?),Z,)

Por (%%%%) e (%*%%) temos <wy(M"),[M*]1,> = 1;
portanto, por (*%*), w3[RP(3)], = 1, ou seja, u = a,.

Lembrando que a classe total de RP(2) €&:

W(RP(2)) = (1+a1)® =1 + a1 + al, concluimos que
\)1 r]2 Rk
¥ U ¥ U ¥

RP(3) RP(2) pto

tem os mesmos numeros de Whitney de

£} T(RP(2)) R
v U o U ¥
RP(3) RP(2) | vpto

Pela observacao 2.3,
[T,M*1, = [S,RP(2) x RP(2)]1, + [t1, RP(4)], em I,(Z,).m
Se w(M") & um mondmio nas classes tangenciais
da variedade Mn, substituiremos a notacéé <W(Mn),[M9L> por

w[Mn]z; em geral, se a € H#(Mn,Zz), usaremos a[M"1, no lu-
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gar de <a,[M"],>.

2.5, Teonema

Sejam M® uma variedade fechada 6-dimensional
e T: M®* - M® involucdo com F(T) = RP(5) U RP(4) U pto (u-
nido disjunta). Entado [T,M®], = I'(t,RP(5)],), onde
T: RP(5) =~ RP(5) & dada por 7t([Xg,X1,...,X5]) =

= ["Xo,xl,X2,...,X5].

Prova

Suponhamos n? + RP(4), v! + RP(5), fibrados

normais, e

W(n?)

1+ vy + v,

W(vl) 1+ u,

n

as classes de Stiefel-Whitney.

Denotemos por o3, 0, O©OS elementos nac nulos
de H'(RP(4),Z,),H'(RP(5),Z,), respectivamente.

Aplicando a férmula de Kosniowski-Stong e o Teo
rema 7.2, Cap. 0, temos:

0

w:[Ms]z = Ul(Xl,Xz,...,Xs)u[Ms]g =

01(l+y1,...,1+ys)“
= [ptol, +

©
iI:Il(l+yi)

01(1+y1,1+y2,21,22,...,Zq)“
(L+y1)(1+y2)

[(RP(4)], +
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01(l+y,Zl,...,Zs)
¥ [RP(5)], =
1 +y

6 -

6
l=

(}+yi+y§+ R X G N

P) ag (yl,...,ye))“[pto]z +
P+Qfl p P

(L + yi+yo+ e ) (L4y, +y2+..)(C & (i ____P) o (yi1,y2).
ptqsl - PTa P

+

oq(zl,...,zn))“[RP(u)]2 + (L4y+y2+...)

1 -

C z (
- P

. P @ O (Z1s 28I RR(S)], =
pP+qg

6 6. "
= 21 (L+y, + yg + ...)((l)) [ptol, +

1

+ (1 +vy + v3 + v, + termos c/grau > 2)((%) + (é)ol(yl,yz)++

+

(3)o1Cza,eeze) TRP(DT, + (14 u + w2 + ..0) (<1) +
0 0 ‘ 4
+ (0)01(y1,y2) + (O) 01(z1,...,24)] [RP(5)], =

(l+v, + v¥ + v, + termos c/grau >2)(v'1‘+w1(RP(N))“)[RP(H)]2

+ (1 +u+u? + ...0(1L +u* + wy(RP(5))*)[RP(5)], =

vi[RP(W)], + q;[RP(u)2 + u’[RP(5)1, + u’[RP(5)],

Portanto, v; = a;, ou seja, Vi = ay.
Novamente,
] O2(l4y1,...,14ys)
0 = w,[M®], = 02(xX1,%X2,...,%xe)[M°],= - [ptol,
iT=11(1+yi)

02(1+y1514y2,215...,2u)
Ty (T5y3) [RE(4)1, +
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- 02(1+4Y 523154 5%5) 6 \ 6. .2
+ (RP(5)]1, =T (l+y.+y.+...)((2)) [ptol, +
1 +y 1=1 171

3 4
+ (L+yr + y2 + (y1 + y2)% + yayz2 + (y1 + y2) + (y1 + y2) +

+ yiy2(yi1+y2)? + y2y? + termos c/grau > 4)(l+0,(y1,y2) +

+ 0,(y1,y2) + 01(y1,y2)01(215...524) + 02(z1,...,24))[RPW)],
+ (1 +y +9y2 + ...)(01(21,5...,25) + ol(y)olézl,...,zs) +

+ 02(21,5...,25))[RP(5)], = 1 + (L+vy+visva+vi+vitvivao+vi+e...
+ e D) (L4vi4+va+viwy (RP(H)) + wo(RP(U)I[RP(H)], +

+ (1+u+u?2+...)(wy (RP(5)) + u wi(RP(5)) + wo(RP(5))[RP(5)1],=
= 1+(viwy (RP(4)) + vzvlwl(RP(u))[RP<u)]2 +

+ wa(RP(5))u?[RP(5)], = 1 + a;[RP(4)], +

+ v2af[RP(4)]1, + aZus[RP(5)],.

Segue que v,af[RP(4)1, = a? u?[RP(5)],.

Isso acarreta que v, € H2(RP(4),%Z,) & nulo
se, e somente se, u ¢ HY(RP(5),Z,) €& nulo.

Suponhamos v, = af (e portanto u = o) e con
sidere a sequéncia exata:

0+ I6(2,) M3 Mz > 0

Temos 3j,([T,M®1,) = {A,S(n?)},; + {A,S(v})},+

+ {A,8%}, = 0 em Y!(Z,), portanto seus nimeros de involu-
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cao sao todos nulos. Sejam c¢; € Hl(RP(nZ),Zz),

c, € HY(RP(V1),%,), «c, e H*(RP(5),Z,), as classes caracte-
risticas dos fibrados-involucdo (A,S(n%)), (A,S(v')),(A,S%),

respectivamente, e

pi1: RP(n?%) > RP(Y4)
p,: RP(v!) » RP(5), as projegdes.
Entao

ci[RP(n2)1, + cSI[RP(n*)1, + cS[RP(5)], = 0

Como v! & unidimensional,
p¥: H*(RP(5),Z,) »~ H*(RP(v'),Z,) é& isomorfismo, e em

H*(RP(v!),Z,) vale a relacdo ¢, + pf(u) = 0; assim,
c; = p#(u®) = p¥(a;) € o elemento ndo nulo de H¥(RP(v'),Z,).
Segue que c,[RP(v!)], =1

0 fibrado linha associado a involucdo antipo-
dal (A,S®) & o fibrado linha candnico £s; - RP(5); portan-
to ¢, € HY*(RP(5),Z,) € ndo nulo, o que acarreta “
c;[RP(5)], = 1.

Agora, H*(RP(n?),%Z,) & um H*(RP(4),Z,)-modu-
lo livre graduado, gerado por 1, ci, via p#:H%*(RP(4),Z,) -+

+ H%*(RP(n?),2,), sujeito a relacgdo
ci + c1p$(vy) + pF(ve) = ¢} + clpﬁ(a;) + pf(ai) = 0

Entao:

c; = cip¥(a?) + p¥*(ay) =

(cap¥lar) + pf(a?))(p#(a2)) + p¥(al) =

cip¥(al) + pia}) + pila)) = capiad).
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Portanto

2
cf = ¢} pilad) = (eipilan) + p¥(ay))pi(ay) =

Sl l 5 4
cipflay) + p§lay) = cypflo), uma vez que

ol H5<kp(u),zz).

™m

Pela estrutura de H#*(RP(n?),Z,), cipi(al) &
o Unico elemento ndo nulo de H°(RP(n?),Z,); isto significa
que c;[RP(n®)], = 1.

Segue que

ci[RP(n%)], + c,[RP(v1)], + c3[RP(5)], = 1 +

+1 + 1 = 1, contradicao.

Portanto, v, = 0 e u = 0. 0 fibrado
\)1 nz RG

¥ U ¥ v ¥
RP(5) RP(4) pto

tem portanto os mesmos numeros de Whitney de

R Er ®R R®
¥ u ¥ u ¥
RP(5) RP(4) pto

onde Ei + RP(4) e o fibrado-linha candnico. Segue o resul

tado. m

Os teorema 2.4 e 2.5 sugerem, de maneira geral,

as seguintes questoes:

1) Dadas variedades fechadas F°, F*, ..., F', com F* de
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dimensao i, existe uma classe o € I _(Z,) contendo um re-

presentante (T,M") com F(T) =

2) Caso afirmativo, quantas e quais sdo as classes
o € I,(Z,) satisfazendo tal condigao?

E facil dar um exemplo de nido existéncia de
’ tais classes: se (T,Mn) é tal que F(T) = iﬁo Fi, devemos
ter (MM = X(iil}e Fl) médulo 2 T[4 ; Lema 28-2]; portanto,
ndo existe (T,M") com F(T) = RP(2r), se n = 2k + 1.

0 teorema abaixo, que resolve um caso particu-

lar das questdes 1) e 2), ilustra o grau de dificuldade que

a questao 1) pode apresentar.
2.6. Teonema

i) Existe uma variedade conexa fechada M%, 5-
-dimensional, e uma involugao T: M°® + M®, com F(T) =

= RP(2) U RP(4) (uniao disjunta).

ii) Se (S,B%) & uma variedade com involugdo
com F(S) = RP(2) U RP(4), entdo [S,B®], = [T,M°], em
1:(z,).

Prova

i) Seja T1: RP(5) =+ RP(5), Ti1[X0,X15e..5Xs5] =
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= [-Xo0,X15...5%Xs5])3; temos F(ty) = RP(4) U pto, com fibra-

dos normails:

£ R®
’ + U ¥
RP(4) pto

onde £. denota o fibrado linha canonico.

Sejam as involugoes:

r: 82 » S?, 1,: RP(3) » RP(3),

r(Xy,X2,X3) = (=X1,X2,X3), T2alXp,X1,%X2,%X3] =
= [-Xg4X19X2,X3].

Em S2 x RP(3), consideremos as involucoes
Ti(x,w) = (A(x), To(w)), To(x,w) = (r(x),w), onde A é a
antipodal.

Como T; nao tem pontos fixos, 0 quociente

oo

2 _ . . .
S2xRP(3) e uma variedade fechada, C , 5-dimensional; como

T,

Ty e T, comutam, T, induz uma involugao:

Sz x RP(3) L S X RP(3)
T1 Tl

T,:

-

0 conjunto de pontos fixos de T, e

1
S_ x RP(3) U RP(2) Upto; o fibrado normal da componente
A x 1>

1

RP(2) & g; ® R2 » RP(2), & = RP(2) sendo o fibrado

linha candnico [ 5 ; parag. 53 pg 40]
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- 1
Denotemos por u' -+ S_x RP(3) o fibrado nor
i AXTz -
S x RP(3)

AXx T,

’ Agora, [Ey » RP(4)],, [E, ® R2 > RP(2)],

mal (unidimensional) da componente

5
eMs = I TY;(BO(5-1)); afirmamos que 3([E4 > RP(4)],) =

= 3([E} ® Rz ~» RP(2)1,) em TU%(Z,); para tanto, devemos
ter os numeros de involucdo dos fibrados-involucdao(A,S(£4)),
(A,S(£} ® R?2)) iguais.

Sejam a; € H'(RP(4),Z,) o elemento ndo nulo,
e c; € Hl(RP(Ei),ZZ) a classe caracteristica de (A,S(Ei));
considere pi: RP(£4) » RP(4) a projecdo.

A classe tangencial de RP(4) € (l+a;)% = 1 +

+ 0y + a:; portanto a classe tangencial de RP(gEl) é:

W= (1 + p3¥(a1) + p¥f (a3 ))(1 + oy + pl(al)) =

= (1 + p “(ay) + pl(a )), uma vez que em H*(RP(£1),Z,) vak
le a relacio ci + pi(ay) = 0. Também

whet-i = piay) p=-(a )*" = p#(ay), i = 0,1,2,3,4.

0s numeros w c1 [RP(E )], 1= 0,1;...,4,
wy[RP(EL) ], 856, portanto, os Unicos nimeros de involucao
de (A,S(£%)) ndo nulos.

Sejam a, € HY(RP(2),Z,) o elemento nao nulo,
D, : RP(g2 ® R?) ~ RP(2) a projecdo, e ¢, e HY*(RP(E} @& R2))
a. classe caracterlstica de (A,S(&} @ R2).

Temos que H#*(RP(£} ® R?),Z,) € um
H*(RP(2),Z,)-modulo livre graduado via p¥:H*(RP(2),2,) ~
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-+ H*(RP(E; ® R?2),Z,), gerado pelas classes 1, c,, cZ, su-
jeito a relagdo ¢ + cZp¥(az2) = 0. (*)
A classe tangencial de RP(2) é (l+az)3 = 1 +

+ a; + @23 a classe de RP(&% ® R2) €&, portanto:

W= (1 + p¥az) + pr(a2)) ((l+c,)® + (l+c,)?pf(az)) =

(l+pf(a2) + pf(a%))(l+c2+c§ + ¢l o+ pf(az) + cgpf(az)).

Segue que

-— S, ot — "

Wi = ¢, + pyCaz) + py(az) = ¢c,3 w, = pFlaz) +
ofe 2 o 2 % 2

+ c,p¥(az) + c3 + py(az) = c,p,(a2) + c% 3

e — % 2 b 3 % 3

W, = ¢,p,(a3) + c3p,(az) + ¢ + py(a;) +

% = %2 % .
+ ¢ pylaz) = c,pfla;) + ¢ piaz);

ci pilaz).

W, = 2 % 2 3 % 2 % 2
wy = ¢2 p¥(az) + ¢} p¥(az) + cZ pf(aj)

Multiplicando a relacao (*) por c, e por

p¥(az), obtemos:

l* » e
c, + c3pflaz) =0 (%%)
Lo . ] -
Cgp?(QZ) + C%pz(ag) =0 (Fesede)

Pela estrutura de H#*(RP(§} @® R2),Z,),
c2pf(o?) € o elemento ndo nulo de H*(RP(E) @ R2),Z,).
4

Portanto ¢} p¥(y,) = c3 € o elemento ndo nu-

lo de H*(RP(E; @® R2)), e os nlUmeros de involucao
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wo[RP(EZ @ R?)1,, Vﬁ%

¢, 'IRP(EZ @ R2) I, =/ [RP(E} @ R¥)1,,

i=20,1,...,4 sao nao nulos.
) Temos, por outro lado:
w,?2 = c2 pf(ag) +cy =0
w, W12 = (p¥(a,)c, + e;)ed = cf + ¢} p¥(a,) =0
W1 W, = c,(c,pF(az) + c3 pFla,)) = cz p#(a2) + ci pila,) =0
C’Z ‘:}1 VT'IZ = v—élzwz = 0
C, V-Ja = ‘771 v?a = 0
ci W, = wi? w, = 0, usando as relagdes (%%), 6 (%%%),  Segue
que {A,S(&gl)}, = {A,S(£; ® R®)},, ou seja
3([EL + RP(4)J2) = 3([E% ® R? » RP(2)1;)
Pela exatid3do da sequencia:
0 + Is5(Z3) -lﬁTRS—Q- Y (Z,) » 0, concluimos que:
2 xRP(3
0 = 34,([11,RP(5)], + [T,, 2XRBG3)q .
. Tl
£ R® u!
= a(|¥ + | ¥ + ¥ +
RP (1) pto SIxRP(3)
2 2 Ty 2
£} @ R?) R® . . )
A sl v | ) = acpue SEREG
, ' T
RP(2) | , pto| , o
Segue que {A,S(u1)}, = 0 em  Tl(Zz).
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1 + Wy + W +Wg + Wy a classe tp-

EH

Sejam W

1 ' <
ta} de SXRE3) oy ¢ HI(RP(EM),Z2) & classe caracteris-
| T,

tica de (A 5, pys RP(p?) » §,_§B£33

Ty
vy £ H¥( §i%%2£§l,22) a primeira classe de Stiefel-Whitney

a projecao,

de pi, |
Copo em H#(RP(p'),Z;) vale a pelacdo;

c, + *(v;) = 0, temos que & clasée total de RP(p*) e:

(1+ L, pﬂw ”(1hCyWShh))8 1+ Z pdw)

Denotemos por W(r) um mon6mi0'de dimensao r
‘nas classes wy . Entdo, para 1 = 0,1,2,3,4, p*(v wl 1y
= Ca p¥ (W(“ 1)) = 0, uma vez que o Ultimo termo € um numepo

de 1nvolug§o de (A,S(u')). Sendo p# injetiva, [5, pg.3u],
viw(k"i) =0 em HFCgi%%Egél,Zzl.‘ISSQ‘significa que todos
és‘pﬁmeros de Whitney de v -

ut

\

S}xRP(3) :
Tl_ .

se anulam, portanto tal fibrado borda,
Considere W® variedade compacta, 5~dimensio-
nal, com bordo, e 6! + W® fibrado unidimensional, com

: 1
3(W) = 81XRP(3) e 0!|S XRP(3)

equivalenté a u'; temos
o fibrado J.nvolucao (A s(el)), com (A,S(e?t ))[s(ul) =
= (A, S(ut)),
Tomemos uma vizinhanca tubular N de
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S1xRP(3) S2 xRP(3)
B P em ~—TT——~—

cientemente pequeno de maneira a existir um difeomorfismo e

, invariante sob T,, com raio sufi-

quivariante:

-

£: (Ty |3y 3(N)) ~ (A;S(ul))_‘
0
Podemos entdo colar §iﬁ%§£§l - N a S(8?)

através de f, para obter uma variedade fechada 5-dimensional
K*, e uma involucao T,: K® =+ K®, com conjunto de pontos

fixos e respectivos fibrados normais:

£} @ R2 } RS
¥ . U ¥
RP(2) pto

Sejam B;(pto), B, (pto), bolas fechadas inva-
riantes em torno dos pontos fixos de T3, T3, em RP(5) e
K®, respectivamente; suponhamos tais bolas suficientemente

pequenas de maneira a existir um difeomorfismo equivariante;
g: (T]_Ia(Bl),a(Bl)) hd (T3la(B2),a(B2))

0 0 -

Se colarmos RP(5) - B; a K® - B, atraveés
de g, obteremos variedade fechada 5-dimensional M® e invo
lugdo T: M® + M® com conjunto de pontos fixos e respecti-

vosgs fibrados normais:

£} ® R2 gl
4 U "
RP(2) RP(4)

Isto prova a primeira parte do teorema. m
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H
tal que F(S)

ii) Suponhamos (S,B®) variedade com involucao
= RP(2) U RP(4). Sejam v! = RP(4), n® » RP(2)

fibrados normais, com classes totais:

mente.

U=14+u

v

1 +vy + vy + vy =1+ vy + vy, respectiva

Aplicando a formula de Kosniowski-Stong repeti

damente, obtemos:

e (T (

(e

= W1[B5]2 = 01(X1,X2,...,X5)[B5]2 =

1
T:§ 01(l+y,21,22,23,24) [RP(H)]Z +

+ ____}____ 01(l+y1,l+y2,1+y3,zl,zz)[RP(Z)]z =

gy

( (l}ggq)op(y)oq(zl,...,zu))[RP@O];
p+q<l

-
+ |
<

1 3 - p :
1-p - q % WrsVesyalo (21,2200

=1

;I (l+yi) p+q<l

[RP(2)], = (L +u +uz +uw + ...)(
(1 +u + wi(RPC[RP(H], +
+ (L4vp+vi+v,+ JT0UTTLTNRNTNLT S

(1+vy+w; (RP(2))[RP(2)], = u*[RP(4)], + u*[RP(4)], +

+w wi (RP(WIIRP(M ], + v2[RP(2)], + v, [RP(2)] +

+ Vi[RP()1, + vawy (RP(2)[RP(2)], = u’0,[RP(4)], +

+ v, [RP(2)], + vi02[RP(2)],.
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U3G1[RP(4)]2

'u2a§[RP(4)]2

v2[RP(2)1,

u? aj

2 2
u? aj

0 = w2[B%], = 02(x1,X25...,%5)[B%], =

1
TI§ 01(1+y,z1?zz,z3,ZQ)ZERP(H)]2 +

1

+
i§1(1+yi)

01(1+y1,14y2,14y3,21,22) *[RP(2)], =

Lo

l+y L (

p+g<l

.l.

l-p 2
1-p- q) op(y)oq(zl,...,Zu)) [RP(4)], +

btz

3 - p
) 0 (y1,y2,y3)0 (21,22))?
iﬁ1(1+yi) p+a<l -4 PV qa

1-p

[RP(2)1, = u*[RP(1)], + u*[RP(4)], + u?af[RP(W)], +

-+

v2[RP(2)], + v,[RP(2)], + vA[RP(2)], + o3[RP(2)], =

wal[RP()], + v,[RP(2)], + 1

o

= W?[Bs]z = Oi(xl,XZ,...,Xs)[Bs]z =

© T 01 (Lay, B RP(N T, + ——t—— 01 (147, 2) “[RP(1) ]2
v Ly

u*[RP(4)], + u*[RP(M)]1, + of[RP(W)], +

+

vi[RP(2)1, + v,[RP(2)], = 1 + vi[RP(2)], +

<+

v, [RP(2)1,

Temos entdo as relacgoes:

+ v, [RP(2)], + vi0[RP(2)], = 0O ’ (D)
+ v, [RPE(D], = 1 (I1)
+ v, [RP(2)], =1 (III

Pela estrutura multiplicativa de H#*(RP(4),Z,),

em HY(RP(4),Z,). Somando as relagdes (I) e
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(II), obtemos entao vy a,[RP(2)], =1

Isto acarréta Vi = Q2.

Da relagao (III), obtemos:
v,[RP(2)1, = 1 + of[RP(2)] = 0, ou seja, v, = O.

Usando.a relacao (II), temos:

u?z o?[RP(4)], = 1, portanto u = o;.

Isto significa que v! » RP(4), £, + RP(4) tém
as mesmas classes caracteristicas, o mesmo acontecendo com
n?® » RP(2), E! ®@R? + RP(2).

Portanto, [v! = RP(4)], + [n?® » RP(2)], =
= [£; » RP(1)], + [E] ® Rz » RP(2)], em N, o que acarre

ta [S,B°], = [T,M°], em Is(Z,). m
2.7. Obsenrvacao

Sejam CP(n) o espaco projetivo complexo n-di-

. m . . -~
mensional, e S a m-esfera. Considere a 1involucao:

1: S™ x CP(n) »~ 8™ x CP(n),
1(x,2) = (-x,C(z)), onde C & a conjugacdo.

Como T nao tem pontos fixos, =227 & uma
variedade fechada, m + 2n-dimensional. Tais variedades, de
notadas por P(m,n), sao conhecidas como "variedades de
Dold".

Temos que H*(P(m,n),Z,) €& uma algebra polino

mial sobre Z,, gerada por elementos c¢ e HY(P(m,n),Z,),

m+1 n+1l
= =0.

d € H2(P(m,n),Z,), truncada pelas relacoes c¢ 0, d
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A classe tangencial de P(m,n) &
W = (l%c)m(l{c{d)n+l, Vide referencia [ 15 1.

Em particular, a classe tangencial da varieda-
de 5-dimensional P(1,2) é:
W(P(1,2)) = (l+c)(ltc+d)? = (l+d+cd+d?), uma vez que c2=0,
d® = 0; entdo w,ws[P(1,2)], = cd?[P(1,2)], = 1, e é facil
verificar que este € o Umico numero de Stiefel-Whitney ndo
nulo de P(1,2).

A classe de cobordismo [P(1,2)], €&, portanto,

o gerador de Vs = Z, (x5!

2.8. Teorema

A variedade M?®, construida no teorema 2-6, €&

cobordante a variedade de Dold, P(1,2); portanto, [M®], € o

gerador de is.
Prova

Pela observacdao 2.8, basta mostrar que

w,w,[M®], = 1. Usando a notagdo do teorema 2.6, temos:

Cw,w, [MP], 02(X15..05%5) 03(X1,...,xs5) [M°], =

= T%? 02(14y,2145...524) 03(l+y,21,...,24)[RP(4)], +
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+ X 02(1+y1,1+y2?l+y3,zl,zz)cs(l+y1,l+yz,l+y3,zl,za

3
i£1(1+yi)
JIRP(2)], = (Laysy?+e (B, (1 pp 10,00, (2150520000

1 -
TG

Py g ()0 (21,...,24))[RP(H)], +
p+q<3 qa’ V% 2ot 1:

1 Yz 2 - P B (V15y2,y8)0. (21,22)) (

+ ( 54—
2 -p-gq
iI:[1(1+yi) p+q<2

T SO S P oL (yi,ya,ys) oglzi,za)) [RR(2)D,
p+q<3 1
Se g < 2, o coeficiente binomial (, - Py
- P -q
se anula modulo 23 para q = 2 ou q = 3, oq(zl,zz,za,zu)
denotara w, (RP(4)), w, (RP(4)), que sao nulos.
Portanto,
szs[Ms]z =(—3—1—'——)
igl(l+yi)
(2 QP T P o (yi,y2,y3)0,(21,22))
YOz GP T P Yo (y1,72,v3)0,(21,22)) [RE(D)], =
p+q<3 P-q P q
= (1 + o, + 0% + F??T??.?{g???.> 3)(l + 02 + 0% + 02)(l+a,+
fa, + 0 + a)[RP(], = (1 + ap + a} + TSTMOS c/grau > 3

)(1+a2)(1+a2)[RP(2)], = (1 + a + a3)[RP(2)],=03[RP(2)] = 1
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;.

2.9. Teorema

i) Existe uma involucao T: P(1,2) » P(1,2)com

F(T) = RP(2) U CP(2) (uniao disjunta).

ii) Se (S,V3) & uma variedade 5-dimensional,
com involucao, com F(S) = RP(2) y CP(2), entao [s,v31, =

=[T,P(1,2)], em Is(Z,).
Prova

i) Seja C: CP(2) » CP(2) a conjugacao; defi-
namos T: S! x CP(2) + S* x CP(2) por f(x,i) = (X,2); se
ja t: S! x CP(2) » S!' x CP(2) como definida na observacao
2.7.

Temos qué Te 1 comutam; portanto, T define
uma involucao:

T: P(1,2) + P(1,2)

Notemos que

[T,P(1,2)], = T[C,CP(2)],,
onde T: I4(Z,) = IS(ZZ) € o hombmorfismov definido na ob-
servacao 2.1. |

Agora, F(C) = RP(2), com fibrado normal equi-
valente ao fibrado tangente T(RP(2)) + RP(2); atraves da

observacao 2.1, concluimos entao que F(T) = RP(2) U CP(2),

com fibrado normal:



T(RP(2)) ® R R
¥ U ¥

RP(2) CP(2)

Isso prova i). m

ii) Suponhamos (S,V°®) variedade com involucao,

com F(S) = RP(2) U CP(2).

Sejam
vl n?
¥ , v
CP(2) RP(2)

fibrados normais, com classes de Stiefel -Whitney:

U(v!) = 1 +u

1]

V(na) 1 + vy + v,
E claro que u = 0, uma vez que H(CP(2),Z,)=0
A classe tangencial de RP(2) & (1l+a)® = 1 +

+ a + a?, sendo a e H*(RP(2),Z,) o elemento nao nulo. Pe

la parte i), é suficiente portanto mostrar que v = a, V,=
a?.
Temos:
0 = W1[V5]2 = 01(X1,X2,...,X5)[V5]2 =
1 : 1 '
= —— 01(1+y,Z)[CP(2)], + —4———— 0:(1+Y,2)[
l+y » iT:[l(l+yi)

[RP(2)], = (1 +y + y2 + ...)(

1 - p
z
(p+q<l(l -p - q)op(y)oq(Z))[CP(Z)]2 +
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N S

F - g (
i:1(1+yi) p+q<l

3 - p ~
1-p- q)op(Y)oq(Z))[RP(Z)]T

= (l+u+u?+...) (l+u+wy (CP(2)))[CP(2)], +
+(Lavy 42 v, + TOTIOS C/ETAU 2 3y (1,0, 4wy (RP(2)))
[RP(2)], = (vi+viwi(RP(2)) +v% + v,)[RP(2)],=

= (vyo + v2)[RP(2)1],

Portanto, wv,a = v, em H2(RP(2),Z,); pela es
trutura multiplicativa de H#*(RP(2),Z,), v; = 0 se, e so-
mente se, v, = 0.

Novamente,

0 = wilVv®]l, = oi(x1,...,x5)[V°], = 1 01(1+Y,Z)2[CP(2)], +
: : l+y
s =L 01 (14Y,2)2[RP(2)], = (L4u+uz+...)(
M(1+Y)

)(l+u2+W1(CP(Z))é)[CP(Q)]2 + (L4va+vi4v, #0000 000000
)(1+v2+02)[RP(2)], = (vZ + a2)[RP(2)],. Segue que vi=a?.

Portanto, wv; = o, vy = a%?2, o0 que acarreta

[T,P(1,2)], = [S,V°], em Is5(Z,). wm

0 teorema a seguir determina tbdas as classes
o € Is5(Z,) contendo um representante (T,M') com F(T) =
= RP(1) U RP(2) U RP(3) U RP(4) (uniao disjunta). Antes,ne
cessitamos de alguns lemas.

Denotaremos por g5 ~ RP(n) o fibrado-li-

nha candénico, e por rg! + RP(n) a soma de Whitney de r cd
n
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: 1
pilas de En.
2.10. Lema

Nao existe fibrado vetorial bidimensional
n2 > RP(3), com classes de Stiefel-Whitney w;(n?) = a,

wz(n?) = a?, onde o e H'(RP(3),Z,) € o elemento ndo nulo.
Prova

Temos TW(Z2) & Z,(B1) ® Z2(B2) ® Z2(B3) @
® Z,(B.), onde B8y = {A,5%),, B, = [RP(2)1,{A,5%}z, Bs =
= [RP(4)]1,{A,S°},, Bq = [RP(2)xRP(2)1,{A,S°}>; aqui,A:s"»s"
denota a antipodal, e o produto de classds é relativo a es
trutura de Tlsx-médulo de Tx(Z,).

Calculemos alguns numeros de involucao dos ge-
radores de YW(Z,); dado {T,Mn}z e12n(22), denotemos, de
maneira geral, por c ¢ Hl(%;,Zz) a primeira classe de
Whitney do fibrado-linha associado a T, ou seja, a classe ca
racteristica de (T,M"), e por W, o€ Hi(%?,zzj a i-ésima
classe tangencial de %?; eventualmente, denotaremos o nﬁmg
ro de involugao cjw(n_j)[¥;]2 por cjw(n—j)({T,Mn}z).

Desejamos obter c3w;(B2),c?w.(B,),wi(B2),
wy(B2) e w3(B2).

Sejam vy, € HY(RP(2),Z,), Y2 € HY(RP(2),%Z,),

geradores correspondentes a copias disjuntas do espago pro-
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jetivo RP(2).
O espago de orbitas de (Id x A, RP(2) x S2) &

-

RP(2) x RP(2); a classe tangencial de RP(2) x RP(2) e:

-

W o= (L+y1+v3) x (L+yo+v3)

0 fibrado-linha associado a involucao
(Id x Ay RP(2) x S2) € o fibrado induzido ﬂz*(E;), onde
m2: RP(2) x RP(2) + RP(2) €& a projecdo no 29 fator; portan
to, a classe caracteristica ¢ de (Id x A,RP(2) x S2) é
¢ = mE(y2) = 1 % ya.

Segue que:
c3wy(Bs) = (1 x y2)(1 x vy, + yp x 1) [RP(2) x RP(2)], = O,
uma vez que Y3 € H3(RP(2),Zz);.

c2w, (B2) = (Lxy3)(1lxyi+yixy,+yixL)[RP(2) x RP(2)], =

= (Ixyg+yixyd+y2xy2)[RP(2) x RP(2)]1, = y2[RP(2)1,¥2[RP(2)],

= 1; wua(B2)

n

Yi % Y:ERP(Z) x RP(2)], = 1;

wi(Bz) = (1 x y3 + yi x 1) [RP(2) x RP(2)], = 0;

(L x vj + v} x v} + vy x DIRP(2IxRP(2)], = 1.

Wg(sz)

i

Os espacos de orbitas de (A,S"),
(Id x A, RP(4) x S°), (Id x Id x A, RP(2) x RP(2) x 8°) sao
RP(4), RP(4), RP(2) x RP(2), com fibrados-linhas associa

dos, nesta ordem, dados por:

gl R R
\L b + 9 +
RP(4) RP(4) RP(2)xRP(2)



Com tais informacoes, obtemos a seguinte tabe-

la de numeros de involucao:

- B1 B2 B3 Bu
W 1 0 1 0
Wy 1 l 1 1
clw, 0 1 0 0
w$ 0 1 0 1
cdw, 1 0 0 0

Suponhamos a existéncia do fibrado n? + RP(3);
sejam c € H'(RP(n2),Z,) a classe caracteristica do fibra-
do involug¢ao (A,S(n?)), e p: RP(n2) » RP(3) a projecao.

A classe tangencial de RP(n?) é:

W(RP(n2)) p¥(W(RP(3))((1l+c)?2 + (l+c)p*(a) + p*(a?)) =

(l+c2+p*(a)+cp*(a)+p*(a2)).

Mas em H*(RP(n?2),Z,) vale a relacao:
c2 + cp*(a) + p*(a?) = 0 (%)
Portanto, W(RP(n2?)) = 1 + p*(a), e assim,
wi{A,S(n2)}, = p*(a*)[RP(2)], = 0, uma vez que
a* e H*(RP(3),Z,).
Também w4{A,S(n?*)}2 = w2{A,S(n®)}, =
= c2w,{A,S(n2)}, = 0.

Multiplicando a relacao (%) por cp*(a) e
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p*(a?), obtemos:

|
o

(%%) c3ip*(a) + c2p*(a?) + cp*(a?)

(3’::':*) o? p%'{(aZ ) + cp!’{(a3 ) + éfﬂ(a“) c? P%’:(a2)+cp}'¢(a3 ) =0

-

Estas relagoes acarretam c3p¥*(a) = 0, o que
significa " e®*w,;{A,S(n2)}, = 0.

Efetuando-se todas as somas possiveis dos ele-
mentos Bi , obtemos todos os elementos de Y1,(Z,) e, atra
vés da tabela atras construida, verificamos que nenhum ele
mento de T(Z,) ndo nulo possui todos os numeros de invo-
lucao constantes na tabela nulos.

Segué que {A,S(n®)}, = 0.

Por outro lado, pela estruturé. ‘de
H%#(RP(n2),Z,), cp*(a®) €& o elemento nao nulo de
H*(RP(n2),Z,); pela relacao (#*#%%), obmesmo acontece com
c?2p*(a?).

Multiplicando a relacao (%) por «c?, obtemos:

c* + c3p*(a) + czp*(a2) = c* + c2p*(az) & 0

Portanto, c¢* €& o elemento ndo nulo de
H*(RP(n2),Z,); mas 1 = c“[RP(n?)], € um numero de involu-

cdo de {A,5(n?2)},, o que é uma contradicdo. m

2.11. Lema

Sejam p® > RP(2), p? + RP(2), &* » RP(1l), fi-

brados vetoriais com classes de Stiefel-Whitney wy(pd) = 0,
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w, (u¥) £ 0, wi(fi®3) # 0, w,(u®) = 0, wi(&*) # 0. Entao, em

MNu(Z,), vale:
1) a(u®+E*) = [RP(4)],{A,S°},

ii) a(u?®) = {A,S%}.,
Prova

i) Usaremos a notacao do lema anterior. Sejam
cy € HY(RP(n®),2,), ¢, € HY(RP(E"),Z,), classes caracteris-
ticas dos fibrados-involucao (A,S(u?®)), (A,SC(E")),
oy € H*(RP(2),Z2,), o2 € H'(RP(1),Z,), elementos ndo nulos
] .

p1: RP(u?) » RP(2)

p2: RP(E*) = RP(1),
as projecoes.

A classe tangencial de RP(u®) é:

W(RP(u®))

p¥(W(RP(2)))((1+c1)? + (l+cy)pi(a?)) =

(1+p#Cay) + p?(ai))(l+c1+c§+c§+p§(ai)+clpf(a§))

Em H*(RP(u®),Z,) vale a relacdo:
ci + cyp¥(al) = 0 (%)
Portanto, w;(RP(u®)) = ci+p¥(ay),w, (RP(u?)) =
= c2 + c1p¥(ay), wy (RP(u®) = e2p%(ay) + ci1pf(a?),wy(RP(u?))=
= cip¥(a}).

Multiplicando a relacao (*) por c;, obtemos:
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4 & 2y _
c; + cip¥lay) = 0

Pela estrutura de H*(RP(n3),z,), cip?(af) e
o elemento nao nulo de H“(RP(ua),Z2); portanto, o mesmo a-
contece”com cj.

Muitiplicando a relacéo (%) por p¥(a;), obte-
mos :

cip¥(ay) + cypflal) = cipflar) = O,
uma vez que ol ¢ H3(RP(2),Z,).

Passemos agora ao fibrado &% -+ RP(1).

A classe tangencial de RP(E") é:

W(RP(E*)) = p*(W(RP(1)))((l+c,)™ + (1 + c,)%p¥(a,)) =
=1 +c, + p¥(az2) + c,p¥(az) + cipflaz) + cép?(az)
Como em H*(RP(£"),Z,) vale a relacdo:
c: + c%p?(aé) = 0 (%%),
obtemos
wy (RPCEY)) = p¥(az), wa(RP(EY) = c,p¥(az),

wy (RP(£*)) = . cZp¥(az), wy(RP(E*)) = O

Pela estrutura de H%*(RP(£*),Z,), cip¥(as) é
o elemento ndo nulo de H*(RP(£*),Z,), Juntando tais infor-

" macoes, obtemos:

WU +E*)) = (el+pi(ai)IIRP(u)], + pF(al)[RP(E*IT, = 1 +
+ 0 +0 =1, pois af € H*(RP(2),%2,), a; € H*(RP(1),Z,) ;
wy (3 (P +E%)) = cip¥(a3)[RP(u®)1, = 1;
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w2 (3(u2+E*)) = (ei + cip*(a3))[RP(u3)] +

+ c3p¥(az)[RP(E*)], = 1 + 1 + 0 = 0, pois a} e H?2(RP(1),Z, )

czw, (3(u+E")) = (ci+eipi(ar))[RP(p®)], +

+ Cgpg‘(az)[RP(gk)]z =1 +0 +1 =20

ctwy (3(u3+E*)) = (cy + c3p¥(ar))[RP(p®)], +

+ c3p#(a)[RP(E")], = 1 + 0 + 1 =0

Uma consulta a tabela construida no lema ante-
rior mostra que o Unico elemento de M (Z,) com tais nume-

ros de involucdo &€ [RP(4)], {A,S°},, o que prova i). m

ii) Sejam ¢, ¢ H'(RP(y®),Z,), classe caracte-
ristica do fibrado-involugcdo (A,S(u®), a3 € HY(RP(2),Z,) o
elemento nao nulo e |
ps: RP(u®) > RP(2)
~a projecao.
A classe tangencial de RP(u?) é&:

W(RP(1®)) = p¥(W(RP(2)))((1l+c,)® + (l+ci)p¥(as)) =

(L+p*(as) + p¥(a?))(1 + cf + cf + cf +

o

p¥las) + cipf(as))

A relacao:
Cg_ + C%Pg‘(aa) = 0, (%%%)
vdlida em H¥*(RP(§®),%,), acarreta:
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wi(RP(u®)) = ¢;, w,(RP(p®)) = ¢ + c,p¥la,); w, (RP(3)) =
c3pfla;) + c,p¥(az); wy(RP(p3)) = c2p¥(al).
Se multiplicarmos a relacao (*#%) por p%(a,),

c,, Obteremos:

cip#(a,) + c2p¥(az) = 0
4 ) _
c; + cipfFla,) = 0

0 elemento c2p¥#(02) € o gerador de
H* (RP(p®),Z,);das relacoes acima, concluimos que o mesmo se
149 7/
o N
passa com cip¥(a,) e c,.

Com tais dados, obtemos:

wi(3(u3))

c/[RP(p3)], = 1

wy(3(u?)) = e2p#(af)[RP({I®)], = 1

w2 (3(1%)) = (ci + cip®(af))[RP(u®)], = 1+1=0
c2w, (3(u3)) = (c2+cip¥(a3))[RP(13)], = 1+1=0
c®wi(3(i®)) = c3[RP(E*)], = 1

Usamos entao a tabela do lema anterior para

concluir que 3(u?) = {A,S*},. =
2.12. Teorema

i) Existem Variedades 5-dimensionais com invo-
lucao (Ti,M;), i=1, 2, 3, 4, com F(Ti) = RP(1) U RP(2) U

Y RP(3) U RP(4) (uniao disjunta) e [Ti,M;J2 # [Tj,Mg]z,se
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i#3, em Is(Z,).

ii) Se V® & uma variedade 5-dimensional e

y

S: V8 = V% uma involugdo com F(S) = U RP(i), entdo
' i=1
[(s,v®], = [Tj,Ms]z, para algum j = 1,2,3,4.
Prova

i) Considere as involucoes:
ri: RP(4) - RP(4), T1: RP(4) » RP(U), ri[XosX1,X2,X3,Xn] =

[—Xo,Xl,Xz

mais

enquanto que

Sejam

sX3sXuly, T1[Xo0,X1,X2,X3,Xs] [-Xo0s-X14X2,X3,%Xu].

Entao F(r,) = RP(3) U pto, com fibrados nor-
£3 R*
¥ ] ¥
RP(3) pto
F(ty) = RP(1l) URP(2), com fibrados normais:
3E1 283
¢ U 4
RP(1) RP(2)

S'xRP(4) , S*xRP(4)

! :_ Axr, Axpr, ?
g, . SIXRP(U) S!xRP(4)
1 AXT, AxT, ’
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¢y (Lu,x1) = [u,x], V¥:([u,x] = [U,x], onde
A: S' » S' & a antipodal e a barra denota a conjugacdo em
st.
Pela observagao 2.1, F(®;) = RP(4) U RP(3) U

U pto, com fibrados normais

R .. E3 ®R R®
¥ U ¥ U ¥
RP(4) RP(3) pto,

enquanto que F(Y¥;) = RP(4) ¥ RP(2) U RP(1), com fibrados

normais:

R 283 ® R 3£, @ R
' U ' U v
RP(4) RP(2) RP(1)

Considere outra copia de RP(4) e o fibrado:

R

¥
RP(4) x I

onde I = [0,1]; o fibrado—involucép associado €&

(Id x A, (RP(4) x I) x S%).

Tomemos vizinhancas tubulares N! de RP(4)

StxRP(4)

= invariantes
AXT, ’ ’

1 . 7
em §K;§$£il , N3;~dﬁ';RP(“) em
respectivamente, sob ¢; e Y1, com raios suficientemente pe

quenos de maneira a existirem difeomorfismos equivariantes:
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f1: (QI[B(NI),B(NI)) + (IdxA,(RP(4)x0)x8?)

fo: (Ylla(Nz),B(Nz)) > (IdxA,(RP(4)x1)xS?)

- S*xRP(4) 0 STxRP(U4) 0
Colamos (—A-;(—f‘—]_—_ - Nl) ] (W - Nz) a

(RP(4)xI) x S° através de f,,f,, para obtermos variedade

fechada K3 e involugdo p3: K} + K], com conjunto de

1?

pontos fixos e respectivos fibrados normais:

5@ R 262 @ R 3e! @R R
v u v v ' u v
RP(3) RP (2] RP(1) pto

0 processo acima é essencialmente semelhante
ao utilizado no teorema 2.6, que consistiu em eliminar da
variedade com involugao o interior de uma conveniente vij
zinhanga tubular de uma componente do conjunto de pontos fi
xos, condicionado ao fato de que o fibrado normal a tal com
ponente seja cobordante a zeroj; colando-se, a seguir, atra-
vés do bordo, uma conveniente variedade com involugdo sem
pontos fixos, obtemos uma variedade com involugao sem a re-
ferida componente de pontos fixos.

No caso acima, tal componente ée:

XRP(4) ,, STxRP(4)

. - gl
RP(4) U RP(u)Y C AxT, X

Considere entao:
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r,: RP(5) - RP(51]; rzﬁko,xlg...,xsj = [ﬁxq,xl,...,xs]

Atraves dos pontos fixos isolados de p; e rj,
e usando o argumento acima, obtemos a soma conexa equiva-

riante Mf = Kf # RP(5), e involugdo Ty: Mf > Mf, com con

junto de pontos fixos e respectivos fibrados normais:

gl Es ® R 28y ® R 3E1 ® R
+ U ¥ U ¥ U N
RP(Y4) ‘RP(3) RP(2) RP(1)

5 . ;
Para obter (T,,M;)}, consideramos:

To: RP(5) = RP(5), Tz[xo,xl,xz,xa,xu,xsj =

= [}xo,—xl,xz,X3,xu,x5]; entdao F(t,)=RP(1) U RP(3),

com fibrados normais:

3 2t}
\: U ¢
RP(C1} RP(3)

Como wi;(4&l¥ = 0 e W(RP(1)) = 1,
(47 > RP(L], = 0 em Tu(BO(41); o processo acima produz
entdo variedade K] e involugdo p,: K; » K}, com conjunto

de pontos fixos e fibrado normal:



25%

¥
RP(3]

| ol oy
Se colocamos (T,,M;) = (¥,Up,, STxRP(Y4)

. 5
AXT‘l U KZ)’
u
obtemos F(T,) = RP(j), com fibrados normais:
Jj=1
R 283 283 ® R 31 ® R
¥ u o ¥ U + u ¥
RP(4) RP(3) RP(2]) RP(1)

Para a obtencao de (Tg,Mg), (Tu,Mﬁ) tomare-
mos a variedade com involugao (T,M°) construida no teorema
2-6, com a propriedade de ter como conjunto de pontos fixos

e respectivos fibrados normais:

£; ® R? RS
¥ u ¥
RP(2) pto

Utilizando-se os pontos fixos isolados de

T: M> > M® e 1r,: RP(5) - RP(5), obtem-se
®,: K3 > K3,

onde K; € a soma conexa equivariante M° H RP(5). Aqui,

F(®,) = RP(2) U RP(4) com fibrados normais (como no Teore-
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ma 2.6]):

4 Z; ® R2
. 4 U '
RP (4 ) RP(2)

Pomos (T3,M3) = (¢, U T,, K3 U RP(5));

conjunto de pontos fixos e respectivos fibrados normais
T3 é:

£4 283 £} ® R? uEd

¥ U ¥ U ¥ u ¥
RP (4} RP(3) RP(2) RP(1)

de

Agora, I:Z«Ela + RP(3)], = 0 em M3(BO(2)), uma

vez que w1(2£;) = 0 e W(RP(3)] = 13 a partir de

(12 ,RP(5)), obtemos entdo variedade com involugdo (¥,,K>)

com F(¥,) = RP(l), e 4} = RP(1l) como fibrado normal.

Através dos pontos fixos isolados de

S'xRP(4) , S!xRP(4)
AX1r, Axr,

d1

T: M > M®, obtemos (¥;,K3);

pomos (Ty,My) = (¥, U ¥3, K3 U KI).

A
Temos F(T4) = y RP(j) com fibrados normais:

j=1



R £; ®R £} ® R? bgl
RP(4) RP(3) RP(2) RP(1)
Agora, atrav@s de nimeros de Whitney, ndo & di

ficil ver que [R » RP(4)], # [E4 > RP(4)], em ML (BO(1)),

e [Ef@R >RP(3) ], # [E3 @ £l » RP(3)]2 em TL(BO(2));

estes fatos acarretam
Eri,M;JZ-# Eij, M%], se i#j, em I5(Zj).
Isto encerra a prova de 1). m

Prova de AL

Sejam

v? n? L g

\L 9 + LY ‘I’ . ‘J’
RP(4) RP(3) RP(2) RP(1),

os fibrados normais, e denotemos por:

<
1

1l + va

<D
t

1 + 61 + 6,
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W

U l+u1+'u2

H=1+ h],
as classes de Stiefel-Whitney de v}, n?, n?®, £*, respecti-
vamente.

Temos:
0 2w, [V¥], = T%? 01(1+y,21522523524) [RP(4) ], +

4

__r
ﬁi(l+yi)

i

01(1+y1,14y2,21522523) ERP(3):[2 +

1

01 (14y1,1+y2,1+4y3,21,22) [RP(2)], +
(1+yi)

3w

i=1

1 01(1+y1,...,l+yq,Z)[RP(l)]z =

1=

(1+vy+vi+vie...) (Q4va+wi (RP(H))) [RP(4)], +

(1+uy+ui+uy+. COTMOS c/grau > 8y (1, 4w, (RP(2))) [RP(2)o+

termos c/grau > 2., -
(L+h+ SSRHOR.CL8USY. 2.0 )(hy+wy (RP(1))) [RP(1)], =
viRP(W)Y] 2 + vi[RP(4)] 2 + viw, [RP(4)], +

03 [RP(3)]2 + 616, [RP(3)], + ui[RP(2)], + us [RP(2)], +
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+

n

4

o

uw?[RP(21] + wiwi [RP(21]. + ha (RPQA1L]: =
Bw, [RP(4)], + 03 [RP(31], + 010, [RP(31], +
Cuzwy (RP(2) T+u, ) [RPC2Y] + h, [RP(1)]..

Tambem,

= wi(VS), = Qtvi+visvis co ) AHviawiRP)) [RP(UY] 2 +
(1+40,+68%+0,+ TETMOS c/grau > 3y g2,,2(Rp(3))) [RP(3)], +
(1+ug+us+uy+ fermos c/grau > 3, (1+u?+w2(RP(2))) [RP(2)] o+
(1+h,+ FeTmOS o/ grau > 2y 2.2 pp(1)) [RP(1)], =
y';[RP(u)]2+v';[RP<;u):]2 + viwi[RP(1)], + 01[RP(3)], +

u? [RP(2)], + u2[RP(2)], + u,[RP(2)], + wi[RP(2)], =

vZw2 [RP(4)], + 83[RP(3)], + uz2[RP(2)], + 1

Finalmente,

= wiV5], = (Levitvitvit...)(1+vi+wi (RPCY)) [RPCUI], +

(1+01+...)(8}+wi(RP(31J)[RP(3)], +
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+ (Lt +ugtup+ TOTMOS C/8TAU 2 3y () byt ewd (RP(2))) [RP(2)], +
4 (l+hg+...1Ch1) [RPC1Y] = wi[RP(4)], +
+ u2[RP(2)], + u, [RP(2Y], = 1 + u?[RPC2)], + u2 [RP(2)],.

Portanto, obtemos as relagodes:

viw, [RP(41], +63[RP(3)], + 616,(RP(3)], + (uiwi+up) [RP(2)],+

+ hy [RP(1)], = 0 (I)
vZw2 [RP(4)], + 63 [RP(3)], + ua[RP(2)], =1 (I1)
u? [RP(2)], + u [RP(2)], =1 (II1)

A relagio (III) implica que u; € H!(RP(2),Z,)
€ nulo se, e somente se, u, € H?(RP(2),Z,) & ndo nulo; es
te fato acarreta que (uiwi+u,)[RP(2)], = 1.

Pela estrutura de H*(RP(4),Z,), viw;ERP(u)]z=
= vfwf[RP(u)]z; portanto, somando-se as relagaes (I) e (ITI)
obtemos:

010, [RP(3)] + 1 + h;[RP(1)]2 + u2[RP(2Y]: = 1, ou,
010, [RP(3)] + hy[RP(1)], + u[RP(2)], = 0
Pelo lema 2.11, 646,[RP(3)], = 0; portanto,

h, [RP(17], = u, [RP(2)],.
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Suponhamos que wu; = Q0 em H! (RP(2),Z2); en-
t3o wu, € H2(RP(2),Z,] & o elemento ndo nulo, e h; ¢é o e
lemento nao nulo de H?(RP(1),Z,).

- Considere a sequéncia exata:

0 -~ I5C22) ]—i ms—ar ﬂuCZZ) + 0

Pelo Lema 2.11, parte 1), temos:
3([® » RP(2)], + [E* » RP(1)]2) = [RP(4)];1A,S°}, em
T (Z2,).

Mas

3 ([vI+rP(4)], + [n2+RP(3)], + [p’>RP(2)], + [E*+RP(11]21)=0

em ML(Z2).
Segue que:

9 ([n*>RP(3)]2) = 3 ([v'>RP(41]2) + [RP(4)];{A,S%}, (%)

Nao & dificil ver que, se v; = 0,
3 ([V'+RP(4)],) = [RP(4)]; {A,S°},, enquanto que, se Vi€
e H'(RP(4),Z,) e o elemento niao nulo,

3 ([vI»RP(4)]2) = fA,S*},. (®%)

Na primeira hipdtese, temos
9 ([n?+RP(3)]2) = 0 em YW(Z,), portanto os numeros de in
volugcdo do fibrado-involugdo (A,S(n?)) sdao todos nulos.

Sejam p: RP(n?) » RP(3) a projecao, e c a
classe caracteristica de (A,S(n2)).

A classe tangencial de RP(n?) é:
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W(RPCn?)) = W(RP(31) ((1+c)? + (1+c)p*(B1) + p*(08,)) =

= (l+c?+p*(0,)+cp*(01) + p¥(B2)) = 1 + p*(8;), uma vez que
em H*(RP(n?),Z,) vale a relacgdo c2+cp*C91)+p*Cezl = 0.
Mas entao cp*(6§)_= 0 em H*(RP(n?),Z,), uma
vez que cp*(83)[RP(n?2)]:2 = ¢ wi(RP(n2))[RP(n?)]: & um ni-
mero de involugao de (A,S(n?%)).
Pela estrutura de H*(RP(n?),Z,),p*(83}) = Q,ou
‘seja, 6; = 0.

Concluimos, nesse caso, que

vl n2 3 gy
¥ U ¥ U ¥ U ¥
RP(4) RP(3) RP(2) RP(1)

tem os mesmos numeros de Whitney de

R 28} 2E, ® R 351 ® R
¥ U ¥ U \ U + )
RP(Y4) RP(3) RP(2) RP(1)

o que implica [S,V%], = [T,,M3], em Is5(Z2).

Na segunda hipotese de (%), e através de (*),

temos:

5 ([n?+RP(37],) ="1A,8%}, + [RP(4)];{A,s"},

Entao, necessariamente 6, # 0; caso contra-

rio, teriamos [n?+RP(3)], = 0 em TMHL(BO(2)), o que acarre
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taria 9 ([:n,z—»RP(_Bl]z). = Q.
Como 616, = 0, temos 6, = 0 em

H2(RP(3),Z,).

- Nesse caso,
\)1 nz ua gu
¥ U ¥ ] ¥ ] ¥
RP(4) RP(3) RP(2) RP(1)

€& cobordante a

£ £s ® R 2ty @ R 3(1 @R
¥ u ¥ U + u ¥
RP(4) RP(3) RP(2) RP(1)

significando isto que [S,Vf]z = EFI,M§] em Is(Z;).
Suponhamos agora que u; € H'(RP(2),Z,) & o
elemento nao nulo; entdao wu; = 0, h; = 0.

Pelo Lema 2.11, parte ii), temos:
3 ([u® » RP(2)],) ="{A,8%),

Também [E*»RP(1)], = 0 em NUu(BO(4)), uma
vez que h; = 0 e W(RP(1)) = 1.
Segue que

3 ([n2+RP(3)]2) = 3 ([V!+RP(41],) + 3 ([u®+>RP(2)],)+

+ A ([E*RP(1)]2) = 3 ([VI-RP(4Y],) + {A,S8%},.
Na segunda hipotese de (*%*), temos:
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3 ([m?»RP(31]2) = Q; como j& visto atrds, isto  acarreta

61 = 4.
Concluimos, nesse caso, que j*C[S,VSJZ) =
[ 1 -] B - N -
1
b 2€ ] BEEs 3
= 4 + " + ¥ : + + =
[RP(4) |, [RP(3) |, | RP(2) |, [RP(1) |,
= 3,([T3;,M3]2), e portanto, [S,V5], = [Ts,M3],.
Finalmente, valendo a primeira hipotese de

(**), temos:

3 ([M?+RP(3)],) = [RP(4)]7 44,5}, {A,5"},

Entao, como antes, 6, # 0, 6, = 0. O fibrado
\)1‘ n2 ) u3 g"
v U ¥ U - + U ¥
RP(4) RP(3) RP(2) RP(1)

-

e, nesse caso, cobordante a

R | £Es ® R £3 @ R? 4E,
¥ U ¥ U ) U 4
RPY) RP(3) RP(2) RP(1)

o que implica [S,V®], = ETu,MEJZ em Is5(Z,).

Isso completa a prova de ii). =
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2.13. Observagao
Considere a involugao:
T:RP(2k+3) -+ RP(2k+3), dada por

T([Xo;X1aX2>X3,---,X2k+3]) = [}Xoa‘xl,xzaxa,.--,X2k+3J

Entao F(t) = RP(2k+1) U RP(1l), com fibrado

normal:
28 3c+1 (2k+2) €}
¥ ] ¥
RP(2k+1) RP(1)

Temos [(2k+2)E] + RP(1)], = 0 em

YL (BO(2k+2)), uma vez que vy(2k+2)gl) = 0.

2k+3

Obtemos entdo variedade M involugao

p: M2KHT L, 2kt com F(®) = RP(2k+l) e fibrado normal

b]

2E,k+1 ~ RP(2k+1).

Temos V1(2£;k+1) = 0, vz(2£;k+1) = 0%, onde
o € HI(RP(2k+1),ZQ) € o elemento ndo nulo; a classe tan
gencial de RP(2k+l) & W(RP(2k+1l)) = (1+a)2k+2=(1+a2)k+ﬂ

o que implica wj(RP(2k+1)) = 0 se j e Iimpar.

Segue que os numeros de Whitney relevantes de

. 1 . ~
2E52x4+1 > RP(2k+1) sao da forma:

S
VG WagL Wap e LA [RP(2k+1)] 2,

onde os w. denotam classes tangenciais de RP(2k+1l);tais
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nimeros s3o nulos, uma vez que o mondmio acima tem grau par.
Concluimos que [2E3g4+1 » RP(2k+1)], = 0@ em

Mak+1(BOC2)); portanto, [@,Mzk*3]2 =0 em I

-

2w (2,0

0 teorema abaixo mostra que este fato tem um

carater mais geral:

2.14., Tgo&ema

n - . . ~
Se (T,M') e uma variedade com involugao, com

F(T) = RP(2k+1). e n = 2k + 3, entdo [T,M"], =0 em
In(Zz).
Prova
Seja
n2
¥
RP(2k+1)
o fibrado normal, e V= 1+vwv; + v,, a classe total de
n2.
Temos

"0 = WikEM2k+3]z = 01CX1>X2>---9X2k+3)2k [M2k+3]2 =

1

(l+y1)(.l+y2) 01 (l+YI 91+y2 921922300 322]('1;1)2]( |}P(2k+1)j 2 =
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o e 2% ]

= ( C _ Jo_ (Yo (Z)) T [RP(2k+11)] »=
(L+y1) (1+y, ) P“gﬁl L-p-ap 4

=(14+vy+vi+va+ termos c/grau 2 3y (o 4y (RP(2k+1111°K C

[RP(2k+1)]3 = (Levi+viev,+ TSEMOS c/grau > 3,

I RP(2k+1)], = vEY [RPC2K+1Y] 2.
Segue que vi € H'(RP(2k+1),Z;) & nulo.
0 mesmo raciocinio utilizado na observacao

2.13 mostra que [n? - RP(2k+1)],= 0 em (BO(2)), o

2k+1

que acarreta ET,Mn]z =0 em In(Z2). m

3. Nao Existencia de Involucoes Fixando Espagos Projfetivos

Complexos
3.1. Teonrema

i} N3o existe involugdo T: M" » MT, com
n £ 4k + 2 e F(T) = CP(2k), o espago projetivo complexo

2k-dimensional.

- . -~ . . n n
ii] Nao existe involugdo T3; M -+ M , com

n=28k+ U4 e F(T) = CPC4k).
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Prova de 4

Supondo a existéncia, sejam n? + CP(2k) o fi
brado nermal, e V = 1 + vq7 + v, a classe total de n?
Temos X(CP(2k}) = 1 mod.2, e x(CP(2k)) =

Ewuk[CP(Zk):lz mod.2. Por outro lado,

0 = qu[Mkk+2:|2= O’uk(jxl ;XZa--'squ.*.z)[M“k-szz =

1
= TTHy 1) (137 2) Ouk(1+y1514Y2521 522504« 5Zn)) [CP(.Qk)]z =

1 2 - p » .
(Try (1+y3)  ptakik ‘uk - p - q)Op(Y)cq(Z)[CP(Zk)Jz

.. . . 2 - p
0 coeficiente binomial (uk - p - q? se anula

quando 2 - p <4k - p -q, ou q. <Uk - 2; aléem disso,

HI(CP(2k),Z,) = 0, se j & impar.

Entao
0 = whk[Mkﬂ]z - (1 4 vy + vE o+ vy +,TSTTOS c/grau 2 3y
YC () w,, _,(CPC2K)) + () vy, _,(CP(2K)) +
+ (_g) w o (CP(2k)1)[CP(2kT]2 = (1 + va + termos c/grau 2 3,
) (Wyp_, (CPC2KIY + vy, ,(CP(2K) + w,, (CP(2k)))C

)[CPC2}<)]2 = vowuk—2 [CP(2k)]2 + va Wyk-2 [CP(2k)], +

whk[@P(2k)]z = w“kICPCQkflz, o que e uma contradigao. Se-

gue o resultado. m
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Prova de £4L]

Supondo a existéncia, sejam n* = CP(4k] o fi-
brado normal, e V =1 + vq + V2 + vy + vy a classe total
de n*.

Como em iJ, 1 = wey [CP(4k]I], = x(CP(4k)lmod2.

Por outro lado,

sk+u 8+ 4

0 wsk[M jz = O’ak(xl,XZ,oo-,Xak*_u)[M ]2 =
= =3 1 GQk(l+y1,...,l+yu,Z1,Zg,...,Zék)[bp(”kjjz =

LI (1+y.)

1=1
SR S (g = = P o (Yo (2 [CPu]

I, (1+y.) p+q< 8k p~-a P 9

l:

Nao & dificil ver que:
1 =1 4 81(Y) + 82(Y) + 511(Y) + 53(Y) + §1,(Y) +

ﬁ (l+y )

+ 511:1(Y) + sy (Y) + s13(Y) + S22(Y) + 8112(Y) + S1111(Y).

Aqui, s, denotam as polinomiais definidas em

[ 95 pag.. 58], onde w = iji,... i, € uma partigdo de

% <U4. Utilizando-se os calculos efetuados em [_9;pag.5{L

temos:

1

—
iEl(l-ryi)

= 14+ 01(Y) + oY) + g,(Y) + oY) +

+ 01(Y)o(Y) + 03(Y) + 0,(Y)o,(Y) + o03(Y) + o3(Y) +
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-

+ 01(Y) + 02(Y)aa(Y) + 01(¥Y)as(Y) + a2(Y) + o;(Y)os(Y) +

1+ 02(Y) + oY) + 02(Y) + 03(Y) + gs(Y) +

+ 04(Y)

+ oY)

-+

03(Y)o2(Y) + o2(Y) + o04(Y) mod. 2

H P ) se anu-

- P -Qq
la quando 4 - p <8k - p - q, ou q <8k - 4.

0 coeficiente binomial (8k

Juntando tais fatos, e lembrando que
HI(CP(Uk),Z,) = 0 para j impar, temos:

sk+u 3 4 2 2
]2 (L4vi+V34va+vi+va+v 4vive+va+vet ronos,

0 = w,, [M

.......... Wy W (CPLUK)) + (5)v, wy _, (CPC4K)) +

0 4
+ () v, Way _, (CPCUK)) + () wy, . (CP(uk)) +

8k -

+ (2 vawy _,(CP(4K)) + () wyy (CP(4K))) [CP(uKT], =

_ 2 termos c/grau > 5
= (1 + vy + vat vy + UL ceveTers s To Y (Wop_y * Vy Wopy *

+ v, W +V2W

 Wolon + wek)[cp(uk)jz =

sk-2

quak_utcp(qk):|2 + Vzwsk_z[CP(l#k)jz +

+ Wy, [CP(K)]2 + ViWe _y [CPC4K)] 2+ v} Wy _y [CPCHK)] 2 +

¥ v [cP(uk)]s = v, wy,_, [CPCHI], + wyy [CPCHII],

v Wep—u 2
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Agora, a classe tangencial de CP(4k) &
W= (1+a) " ™', onde o e H2(CP(4K),Z,) & o elemento ndo

nulo, e portanto:

-

sk=-1 Yk+1

Wk+1 ) -
) a = 0, uma vez que (3 72 =0

Woi _, (CP(BK)) = (77

8k
mod.?2.
Concluimos que wgk[CP(4k)], = 0, 0 que &€ um
absurdo. g
No proximo paragrafo, demonstraremos mais al
guns resultados de ndo existencia de involugdes, envolven-

do produtos de esferas.
4. Involugoes Fixando Produtos de Esfenras e Um Ponto

Neste pardgrafo, obtemos alguns resultados na
linha do teorema C, péginaSH, envolvendo produtos de esfe-
ras e um ponto.

Denotaremos por Ki, i=1,2,4,8, respectiva
mente, aos reais (R), complexos (C), quaternios (Q) ou nu-
meros de Cayley (0), e por KiP(Q) o correspondente plano
projetivo.

Considere a involugao:

Ti: KiP(Z) > KiP(Q), i=1,2,4,8, dada, em coordenadas ho

mogeneas, por Ti [wo w1 ,wz] = [:—wo R

Entao, F(Ti) = st Upto; além disso, se
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N

vt + s denota o fibrado normal 3 componente g*> temos
que wi(vl) £ Hl(Sl,Zz) e o elemento nio nulo Eu; Teo-
rema 28.4; pg. 100].

Consideremos agora:

T, x T, : K, P(2) x K; P(2) » K; P(2) x K, P(2), e sejam

a. € Hi(Sl,Zz) o elemento ndo nulo, ﬂ% : st x st o+ Sl,
73 : st x st » Sl, as projecoes; entao
F(TixTi) = st x st ystox pto U pto x sty pto x pto com

fibrados normais:

1 wHe w1 (vh) vt @ Rr2i R2L @ vt R**
¥ U ¥ U ¥ U ¥
stxst SlXpto ptoXSl pto

Como [\)1 ® r2i > Slxpto]z+[R2i @ \)l—*ptoxs‘l___|2=

=0 em'ﬁE(BO(3i)), obtemos, utilizando o processo da pagi-
Y

)

na variedades com involugao (Ti,M s, 1 =1,2,4,8, com

conjunto de pontos fixos e respectivos. fibrados normais:

ool @ 13 (vh) R*1
4 u v
stxs* pto

1% i 1% i
L(mTT(vT) + omg (V) =

Notemos que %

1% 1% v
= m 0.) mz (a:) = a. X o
1 ( 1) 2 i



4,1. Teongma

Se (S,V™) @& uma variedade com involugdo, com
F(S) = st x st U pto, para i = 1,2,4 ou 8, entao n = 4i

e [s,vM], = Eti,Muijz em I4;(Z,).

Para a prova, necessitamos do

4.2. Lema
Seja (T,M?1) variedade com involugdo, com
2n m=l m
Xx(M*™) =1 mod 2 e F(T) = ¢y F ', F denotando a
m=o

unido dos componentes de F(T) com dimensao m.
Seja n =+ F(T) o fibrado normal.
Entao existe m, n < m < 2n, tal que

wzh_m(nzn_m) # 0 em Hzn_m(Pm,Zz). [ 45 Parag. 28; pg.100] 4

Prova de 4.1.

Temos (V") = x(S*xs® U pto) = 1 mod 2; por-

tanto, n e par, digamos, n = 2r.

Seja n2r-2i st x gt o fibrado normal a
componente Si X Si; pelo lema 4.2, wzr_zi(nzr_zi) # 0 em
HZP_Zi(SiXSi,Zz). Agora, Hi(SiXSi,Zz) o Zz(ﬂ%*(ai)) ®
® 2,(my* (00, mricstxst 2, =z (it ),
Hj(SiXSi,Zz) = 0 nos outros casos. Segue que 2r - 2i = i
ou 2r - 2i = 2i. Suponha a primeira hipotese; nesse caso,
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5

como W(S'xsh) = 1, o Unico nimero de Whitney relevante de
nt » gtxst & wi(nl)zﬁfxsljz, o qual e nulo.
Portanto, [N™ + 5™ x S*], = 0 em T2 (BOCi)).

Considerando a sequencia exata:

0
o

0 > I;35(22) L ’msj_—B+ Ysi-1(Z2) > 0, temos entdo

0 =3i% ([5,v%1],) = a(mt » stxs¥T], + R » pto], =

=" {a,s%1-1}, em T5-1(Z2), o que & impossivel.

Segue que 2r - 21 = 2i, ou n = 2r = 4i, en-

C2i i i .
quanto wzi(n ) = my ﬁai)nz (ai), isto acarreta que

nZi A R“i
¥ U ¥
stxgt pto

tem os mesmos numeros de Whitney de

mFooh @ wtovh) R*T
¥ U ¥
stxs* pto

e portanto [S,Vk¥]z = [ﬁi,M“ijg em I,5(Z;). wm

0 teorema 4.1 sugere a seguinte conjectura, a
qual é uma especie de generalizacdo do Teorema C, pag. 5h,
para involugoes fixando produtos de esferas e um ponto: se
(s,v?) & tal que F(S) = st x gt U pto, entdo n = b4i,

. in It
i = 1,2,4 ou 8, e [S,V ]2 = [:Ti,M ,:]2 em Iui(zz)‘
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0 resultado abaixo reforga tal conjectura.

4,3. Teorema

-

~ . . ‘ . ~ n
Nao existe variedade com involugao (S,V ') com

AT r
F(s) = 5% ¥ x g2 %y pto, sendo k impar, k > 1, r > 0.

Prova
Suponhamos a existéncia de (S,V"); usando o
Lema 4.2, concluimos, como na prova do Teorema 4.1, que
_ A DPt2
n = 2 k. T+1

. K r T
Seja n > 82 K 82 k o fibrado normal.

Usando a formula de Kosniowski-Stong, obtemos:

r+

r+2 9 2](
= Ol(X],Xz,...,X2r+2k)EV ]2 =

r+2
2 kEVZ k ]2

1 2r+zk
= 01(1+y1,...,1+y2r+zk) [th]z +

r+2
k
(l+yi)

T2y
+ 01(14Y 150 e, 14y, 4L 321,520,500 52,041 ) C




5

r+2

r+1
¥ ¢z ¢ K

Pyo (Y)o_ (2))?

r+2 r+
- * | Moen?

2
K Eptd]2'+

r+1 r+1
k-1

0 )w;(n2 y o+

r+2

rHl Py 2Pk 28 %k

r r
ywi(s2 ¥xs? Ky (3% %xs?2 ¥, =0

Por outro lado, temos, usando o Teorema

r+2 . r+1
k:l 2 = [RP(n2

Cap.0: Bﬁ _
112r+2k,

Ko R, + [RPCQ2700] .,

Portanto:

r+i1

r+2
S E g PR _‘k Rp(n? X o R, +

r+2 r+1
2 k

r+2
rwl o FRe2TT0], = wl Ren? X @ RrR)], + 1,

ou seja;
wfﬁ.zk [RP'(nerk ®RY], = 1

Sejam p: Rp(nzrﬂk R » 52K x g2k,
p: RP(n2r+1k) > SZrk x S2Pk, as projegoes, e

2r+1k 2'p+1k

c € H*(RP(n ® R),Z,), c e HY'(RP(n

- 1156 =

r r
k[sz.kxs2 kjf

6.1,

em

),Z2), as clas



-« . . . ~
ses caracteristicas dos fibrados-involugao

r+1 r+1

(A,S(n2 k ® R)), (A,S(nz kl), respectivamente; seja

-

r+1 r+1

i: RP(n? Ky 5 rp(n? K

® R)

a inclusao.
Usando a formula de Borel-Hirzebruch, e o fato

de que k > 1, obtemos:
r+l

wi(RP(n? "X @R)) =
- p 2Ty e (52 Kus? Ky 2" % @ rY)ed -
p+q+s=1 d ° P
= (2P+1§ * l)C = ¢, O gue acarreta
02r+2k[RP(n2r+1k ® R)], = 1

Segue que:

r+2 T+l

e _ r
2?2 K l(mren? 1] = ix(e)?

r+2 +1
hream? 9]0 =

21f‘+2k r+ 2P+ zk—l r+1

1
- ¢ la,Re? K] = e (Rp(n? K

@ R)]znc) =

r+1

r+2 )
X kIZRP(n2 k ®R)], =1

Por outro lado,
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s

&

-

LT+l
-2

r+1 r+1 ; r T
27 v -Dy—u : _
W, (RE(” K = LG Paprc (87 Kxs? R,
2 p+tq+s=2" q =
+ +1 + '
, 2r,1k -q _ 257 Tk, =2F 1, uma vez que, sendo k > 3,
w_(n J)e* = ( ) -
P Rag
temos 27k > 2¥(2+1) = 271 4 9P 5> ™! gignificando isto
‘ ST+
que w r‘(n. ) ndo participa da somatoria acima.
27k
0 t i
Suponha k = 1.2 + . m.2>, m. = 0 ou 1,
. _ : - iz i i
a particdo diadica de k; entao
r+1 r+1 t CrH1+i ~
2 k = 1.2 +i§1 m, 2 s O que acarreta:
r+1 ’
2 ky = ,0 0 1,,m m
) = 1 = .
( aT+1 (0) Ny (D) (l)(0 )'..( t) 1 mod.2
Segue que
r+1 r+1
2 k _ =2
w2P+1(RP(n )) =

Obtemos, portanto, o numero de involugdo:

(2k_1)_1 , 2r+1 r+a2 r+1
w2r+1'%,8(n

Ky}, = &2

klrrp(n?  K)],-

Agora, a classe tangencial de RP(27"%k-1) &:

2P+2k 2P+2)k

.
(1+a) = (1 + o o

, onde o e HY(RP(2F""x-1),2,)

=
I

elemento nao nulo; portanto, w r+1(RP(2P+2k—l)) = 0,
2

(0N
O
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0 que acarreta

Concluimos que

2P 2 2 1k

"{A,S Yo # {A,S(n Y}, em W) (Z,); conside-
r+2
2 k-1

rando a sequencia exata,

. N
Q0 » I (z,) 3¢ M = M., (Z)+ 0,
2Tt 2y 2Ty |

obtemos a contradigao:

r+2
= 33%([5,v2  X]p =

o
l

r+2 » r+1
.57 Ky, sraLs? ), g

Para involugoes fixando produtos em es feras
« 3 e um ponto, com i # j , nao temos resultados de
carater geral como os acima; nem mesmo conhecemos um exem-
plo de variedade com involugao (T,M") com F(T) = SiXSjU
U pto, 1 # j. A tentativa de obter tais exemplos imiténdo
o processo da pagina 72 nao produz resultados; mais ainda,
mesmo que existam variedades com involucdo (T;,M}),

(T,,M3), com F(T;) = 8* U pto, F(T,) = S3 U pto, i + i,

pode nao existir (S,vF')y com F(S) = st x g U pto, como

mostra o teorema abaixo:
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B

" mos w3 (RP(12)) = (

4.u. Teorema

Ndao existe variedade com involucao (T,M") com

F(T) = s? x s* U pto.
Prova

Supondo a existéncia, seja V1 ' + S2xS* o fi
brado normal; pelo Lema 4.2, devemos ter n = 8, 10 ou 12.
O caso n = 8 & eliminado, usando-se a sequen

cia exata:

0+ Tg(Z,) 33 TN _§T27(zz) >0 e o fato de
que [v? > 8% x s¥], M & nulo.
Suponhamos n = 12. Temos:

(2], = [RP(v® ® R)], + [RP(12)], em Tl::.

Portanto:

wy[MP?], = wi[RP(V® @ R)], + wi[RP(12)], e
WlZM17], = wl’[RP(v¢ @ R)], + wi2[RP(12)],

Se a € H'(RP(12),Z;) & o elemento n3ao nulo,te

13
3

Portanto,

Ya® = 0, wi(RP(12)) = a.

wi M%), = ws [RP(V® ® R)], e

bwiz[:M”‘]z = wi2[RP(VE @ R)], + 1
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Os termos do lado esquerdo podem ser compu-

tados atraves da formula de Kosniowski-Stong; denotando

6

por V =1+ vy + vy a classe total de Vv°, temos:

-

W;EMIZ-I-Z = 12 : 03(1+y13"'3l+y12)u[PtO]2 +

i§1(1+yi)

1
; (1+y.)
igl Yi

+ 03(l+y1,...,l+y%,21,.v..,Zs)l’_[szxsujz =

A2y 5o(v) [pto]s + ———2—(()o0 (Vo0 (2) +
3 B o(14y.) °
iz 7Yy
+ (;)Vz)utszxslf]z =0
Tambem
wi [M'2], = 1 (13320, (¥) [pto], +

17
iI:Il(l+yi)

1 6
+ 9%

6

Yoo (Y)0oo(Z))'2[S2x5%], = 0

Atravées da formula de Borel-Hirzebruch, obte-

mos:
w3 (RP(v® ® R)) = (;)03 + (i)CP*(VZ) = c® + cp*(vy) e
Wi (RP(W® @ R)) = (J)o = o

Aqui, ¢ e H*(RP(v® ® R),Z,) & a classe carac
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teristica do fibrado involugdo (A,S(v® @ R)), e

p: RP(v® @ R) - s?2 x S* & a projecgdo.
Juntando os fatos acima, temos:
0 = wi[M'?], = wi[RP(V¢* ® RY], = C'2[RP(V® @ R)],,

uma vez
que v, e H®(S2xS",Z,)

e nulo.

Por outro lado,

(o)
1"

wi2[M'%], = wi? [RROW* @ R)], + 1 = c'2[RP(v® @ RY],+1,

que e absurdo.

S6 podemos ter entdo n = 10; nesse caso:

2 1
0 = Wz[Mlo:lz = 1o
1L (L+ys)
131 1

02(1+y1,...,l+y10)2[pto]2 +

. 1

;
;I (l+yi)

02 (14Y1senesldVus21seee,26)2[S2x8Y], =

; 1

o (EOV 0o (Y) [pta]. +
}I (l+y.)
i=1 i

P

o 4 - p 2Tc2yahl -
(. ( _ - PHho (v)o (2))*[s?xs"],
,ﬁl(l+yi) p+a< 2 2-p-ap 4
1= .

1+ ((oe o) + (2)oa(¥2)2[82x5%], =
'n1(l+yi)
1= ‘ .

1
1(l+yi)

n
et
-+

v2[s2xs*], = 1, uma vez que

=2

vgeH‘*(szxs") e
1

mulo.

Segue o0 resultado. =
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