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ABSTRACT

The purpouse of this work is twofold.
Firstly we give necessary and suficient

conditions in order to have a vector bundle 2mK + Nº

be cobordant to one of the form nº & nº O... Oo nº > W

to
n

in the sense of Conner and Floyd as defined in their book

"Periodic Differentiable Maps".

Secondly, among other results concerning
involutions in low dimensional manifolds, we have complete
results on non existence of involutions fixing complex
projective spaces, and involutions fixing the disjoint
union of product of spheres and one point.
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INTRODUÇÃO

Em [4], Conner e Floyd introduzem os seguintes
conceitos:

a) Dados fibrados vetoriais k - dimensionais
k

C nº
y y

Mº Ná

onde M"” e V"” são variedades fechadas, c” ; dizemos que eX

e nº são cobordantes, se existe varieddde compacta ot
e um Ffibrado vetorial k - dimensional.

tal que acw"= MM UV" (união disjunta), e os fibra.
dos ué no ué n são equivalentes, respectivamente ,

M V

aos fibrados eX e nº

b) Uma involução em uma variedade Mo é uma

aplicação diferenciável T: M'>M' com Tº=1Id.Se WWW

(é)



e uma variedade fechada , ec” , e F(T) E O conjunto de pon
tos fixos de T , cada componente conexa de F(T) é uma sub

variedade fechada, cc” , de Ms”.

”M,As variedades com involuções (T,, Mo), (T ,1 2?

M"” e My fechadas, são ditas coborxdantes, quando existe
variedade compacta We involução 5: Who, DP tal
que acwot')o = MM" U My e SIM = T,, is 1,25; O corres

. 1 =
1

pondente grupo de bordismo é denotado por 1, (4,2)

Neste trabalho são abordados os seguintes pro
blemas:

i) Dado um fibrado vetorial km - dimensional

onde M"” &ê uma variedade fechada, obter condições necessã
. e... - . kmrias e suficientes, em termos de numeros de Whitney de 5,

para que o mesmo seja cobordante a um fibrado da forma:

(4x)



soma de Whitney de m copias de um fibrado vetorial k -di
mensional

A formulação de tal problema foi motivada pelo
seguinte resultado,provãdo por Milnor em (10) : uma varie

2n - . -e cobordante (não orientavelmente) a umdade fechada M

produto Nº x ND se, e somente se, todo número de Whitney
de Mº*” envolvendo classes tangenciais impares, se anulam.

ii) Fixadas variedades fechadas Fº, Fl,..., FP,

com F* de dimensão i , 0o que se pode concluir a respeito
das classes de cobordismo em 1,622) com a propriedade de.
possuirem um representante (T, M), tal que

n .

F(T)= U FI?
i=0

Um exemplo de resultado nesta direção êo obti
do por Stong em (13): se (T, M) é uma variedade com invo
lução tal que F(T) &éê o espaço projetivo RP(2r), então

4r e (TT, MM!) é cobordante à (S, RP(2r) x RP(2P))n

S(x, y) = (y, x)

A seguir, apresentamos os resultados obtidos.

(Li)



A redação do trabalho se divide em tres capitu
los.

No capítulo O estão condensados conceitos e

resultados utilizados no desenvolvimento dos capítulos sub
sequentes.

No capítulo I , encontram-se os resultados ob
tidos concernentes ao problema 1). Seja f: BO(k) > BO(km)

uma aplicação classificante para o fibrado vo O vh,

soma de Whitney de m copias do fibrado universal:
vX

+

BO (k)

Provamos que mk é cobordante a nº O...O nº

se, e somente se, todo número de Whitney de mk associado
a um elemento de kern(f*),
f*:; H*(BO(km), Z,) + H*(BO(k), Z,), se anula.

Computamos explicitamente kern(f*) nos casos
k = 1, m qualquer, e k qualquer, m = 2! ; isto tambem e

feito no caso k = 2,m:3=3, envolvendo espaços base com

dimensões < h4

Vários exemplos de tais decomposições são obti
dos.

(év])



Os resultados obtidos no capitulo II referem-se
ao problema ii) ; tais resultados, em sua maioria, carac
terizam-se pelo fato de que F(T) e constituido de espa
ços projetivos em dimensões baixas.

Por exemplo, provamos que em Ijf(Z7,) existem

exatamente quatro classes que contêm um representante
(T, MS) com F(T) = RP(1)URP(2)URP(3)URP(4), e uma clas
se contendo um representante (T, M”) com F(T)=RP(2)U RP(4).

"Também provamos que, em TIjç,(Z,), uma unica clas
se pode ser representada por um elemento (T, Mº), com

F(T) = RP(5) U RP(4) U pto.
Denotemos por K. 2 1 = 1, 2, 4, 8, respectiva

mente, aos reais (R), complexos (C), quateérnios (Q) ou nã
meros de Cayley (0), e por K; P(2) o correspondente plano
projetivo. Os teoremas finais do capítulo II foram motiva
dos pelos seguintes fatos, provados por Conner e Floyd em

(4) :

para cada 1 = 1, 2, 4, 8 , existe uma involução
i(1. , K; P(2)) com F(tT,)=S"Upto, S' sendoa i-

esfera; se (TT, MM) é tal que F(T) = S*Upto, então n=2i,

i=1, 2,4, 8 e,yem cada caso, (T7, Mº*?) é cobordante a

(Tio K.: P(2)).
O que fizemos foi obter, para i =1, 2, 45, 8,

(v)



' . - 41variedades com involuçoes (Ti> M =), com

x S" U pto, com izZ2 ,r>Nh, então
FIT) = St x SP” upto, e provar: se (S, VM) é tal que

F(S) = S*?

n=4i, i=-1,2,4,8 e, em cada caso, (S, v'*) é cobor
dante a (T., M'*).i

Para a obtenção do resultado acima, tivemos que

provar que nenhuma involução (T, M”) pode fixar
rr rrSs? x S? *Upto, com k>1 impar e r >0O0

O último teorema do trabalho mostra que não e
; . . = nxiste variedade com involução (T, M ), com

F(T) = Sº x S* U pto.

(vá)



CAPÍTULO O

PRELIMINARES E TEOREMAS BÁSICOS

l. Introdução

Neste capítulo reuniremos alguns fatos básicos ,

necessários para o desenvolvimento dos capítulos subsequen
tes. As variedades envolvidas no trabalho serão supostas di

a. . ooferenciaveis, de classe C .

co

Denotaremos por Tl? O, Le o anel de cobor
1=6 =

dismo não orientãdo de Thom, o qual supomos conhecido [14]

Se M” &éê uma variedade fechada n-dimensional, o

símbolo [M"], significará ou a classe de cobordismo em

No, de Ms”, ou a classe de orientação modulo 2 de M”
,

MM], E H (M", Z2), dependendo do contexto.
Para uma variedade M com bordo, o simbolo oM

denotarã o bordo de M,.

2. Grupos de Bormdismo de um Espaço Topoltogíico [4]

Seja X um espaço topológico. Uma varíedade sin
guitar em X é um par (B!", É), consistindo de uma varieda



de fechada B' e uma função contínua £f: Bº+X.
Dizemos que a variedade singular (B”, f) em &X

borda, se, e somente se, existe uma variedade compacta
nt+1l nW e uma função contínua FF: Wi ox, coma W"!) =

n=f
Dadas variedades singulares em X, (BB), £, >,

n
2> £,), podemos formar a união disjunta (B) U BZ, f1Uf;)(B

= f. , i=1,2; dizemos então que (BT, £,),com £f, U f,lgn ;i
(BZ, f,) são cobormdantes, quando a união disjunta
(BT U By, , f,U f,) borda em X. Isto define uma relação
de equivalência no conjunto de todas as variedades singula
res em X.

A classe de equivalência de (B', £) é denota
da por [B”, f],, e denominada classe de cobordismo de

(BB, f); o conjunto de todas tais classes é denotado por
(NX.

Podemos introduzir em NX) uma estrutura de

grupo abeliano através da união disjunta:
n n n nBr, fil, + [8], £2),= [B] U By, £, U Ex),

Neste grupo, todo elemento tem ordem dois.
Referimo-nos a NX) como o grupo de bordismo

n - dimensional não orientado de X.

Se (B”, f) é uma variedade singular em X e



M" &é uma variedade fechada, construimos a variedade singu
lar em X, (BO x Ms", g), com gíx,y) = f(x); isto define
uma estrutura de Tl,- módulo graduado na soma direta

NX) 7 NX), dada por [B”, £1, MN), = [B” x M",g]l,.

Se d: X+Y & uma função continua entre espa
ços topológicos, existe o homomorgismo induzido

d,: TIRX) > NY), dado por &,[Bº, £), = [8O, os), ;

d.: NX) > NNÁY) é tambêm um. homomorfismo de Vl," módu

los graduados de grau OD.

2.1. Teorema.

Se X ê um C-NW complexo, NNQX) Eun N.- mo

dulo livre graduado, isomorfo a HQ(X, 22) mm (fu; Teor.

8-3; pag. 21]).

2.2. Numeros de Whitney de uma função E: MaX:
Suponha uma função f£f: MP > XxX, MP uma varieda

de fechada e X um espaço topológico. Coloquemos
) a i-êsima classe de Stiefel-Whitney deis/vD

W. E H (M, 2,
NM".

: : oPara cada classe de cohomologia heH(X, Z,)
e cada partição ii, + i, + ... + in = n-m, podemos asso
a - * nciar o número < w, wi ...w; É (Ph), [MT], > e 22

r



Tais números são denominados números de Whitney
de f associados à classe de cohomologia h, e se reduzem

aos números de Stiefel-Whitney usuais de MM” se colocamos

h=1e0 Hº(X, Z,).
O teorema abaixo estabelece que os números de

Whitney de f determinam a classe de cobordismo
nMM, ff, e NX):

2.3. Teorema:

Se f: MP X ê uma variedade singular em um

C-W complexo finito X, temos que MM”, fl, = O em NX)
se, e somente se, todos os números de Whitney de f se anu
lam. [4; pag. 54 ; Teor. 17.1] à

3. Cobordismo de Fibrados

Sejam
eK nº

o, +

Mo
fibrados vetoriais k - dimensionais, onde os espaços base

knº são variedades fechadas. Dizemos que & ê cobonrMo, vV

: : +1 ;dante a nº ; se existe variedade compacta Wo e um fi—
brado vetorial k-dimensional



tal que a(wW"*) = Mº U Vº , eos fibrados un“ yo , nu“ n
são equivalentes, respectivamente, aos fibrados e“ e nº.

Esta definição é uma interpretação, em termos de

fibrados, do grupo de bordismo TLCBO(X)), onde BO(k) ê&o

espaço universal classificante para fibrados vetoriais k-
 dimensionais.Com efeito, dado um elemento

MM”, fl, E BO XI), £f: M” + BO(k)), consideremos o fi
brado induzido:

fx (v)
Y

o
onde vp &€ o fibrado universal.

+

BO (k)

se [M, f], = [V, g], e F:W
n+1i ntal que —a(wW*) =M uy Vº, Fln=f,rFln=g, então

Fa(vlo
+

wWo*+ 1

estabelece um cobordismo entre Ex(V) e gt(vo).



Por outro lado, dado um fibrado

tomemos uma aplicação classificante, ff: M” + BO(k).

Se &: M” + BO(k) também classifica dc“, então

f é homotópica a g , e portanto [M", fl, [M", gd), em

NLCBO CX).
Supondo agora

k k
C n

y , Y

no yo

cobordantes, tomemos

f: M > BO(k)

g: VV + BO(Ck)

aplicações classificantes e
k

+

Dt!
k k. +1

um cobordismo entre e n .5$ e F: Wo + BO(Xk) clas
sifica uX , temos:

MO, fl, * mM”, FláWod, 7 ço, Flynl, | ço, gl,
em NÁeBO(K)),



Existe, portanto, uma correspondência biunivoca
entre elementos de NL (BO (X)) e classes de cobordismo de

fibrados, como definidos atrás.
Denotaremos uma tal classe por [e + MT], ;

estas podem ser somadas, transportando-se para o conjunto
das mesmas a estrutura de grupo abeliano de TN, CBO(k)).

Denotaremos a classe de cobordismo de

k ktee nro... Ort
'

(m vezes)

MN

por [fm Z*>mM], e NBOCkm)).

3.1. Números de Whitney de um elemento [* + Mn",

Considere um elemento E + 1], € NLCBO (Xk)) e

o elemento correspondente [M"”, f£),.
Temos que H*(BO(k); Z,) é a álgebra polinomial

Za[v,> Vasco Vdo onde v. € H*(BO(k), Z2) ê a i-êsima

classe de Stiefel-Whitney do fibrado universal
".
' O)

BO (k)

Assim, uma base para oO espaço vetorial H*C(BO(Kk), 2) ê

formada pelos monómios “Yi, Yi, e... Vis 3, + 3, + e. ti, = i,



e F4(V. VV. ... Vo ) = Vo VV. ...V. , onde

vs E Ht(M", Z,) denotaa 3, - esima classe de Stiefel-
t

Whitney de zX

k n oSegue que [zt“* > M d2 = O em TL(BO(k) se, e

somente se, todos os números da forma
< w. Woo Ae Woo Vo Vaso e Voo MM], >=, W.: V. e...W+31 12 co dd, D3 JIJ 297271

t |Classes tangenciais de MM”, 1, ti, + eetitivroo+ jd, ? ,

se anulam,

4. O Grupo de Z, - Bordismo Principal —TlK(Z,) [4]

4.1. Definição

o vn , - n -Dada uma variedade M', uma ínvolução em M e

uma aplicação diferenciável TT: MP + MP com T? = Td.

Notemos que uma involução TT: Mo MD, a qual de
notaremos também por (T, MP”), define uma ação do grupo 2,

MD
em M.

Considere agora T: M'+WM", 0onde M” é uma va

riedade fechada e T & uma involução sem pontos fixos; di
zemos que (T, M!) boxda se existe uma variedade compacta

n+1 : - nt+1 n+1 ;
W e uma involução 5: W > W sem pontos fixos ,

con aW*)=M" e Ss yo = T.
Dadas variedades com involuções (TT, MT), (T,,M2),



nM, e My fechadas, T, e T, sem pontos fixos,podemos for
nmar a união disjunta (T, UT,, My U MZ), com

T, UT = T., i=2l1, 23; dizemos que (T,, MT), (Ts MD)

são coborxdantes, quando a união disjunta (T,UT,, MT U MD)

borda. Isto define uma relação de equivalência no conjunto
de todos os pares (TT, MO), M” variedade fechada e T in
volução sem pontos fixos.

Denotamos à classe de equivalência de (T, MD)

por (T, Ms"), ; o conjunto de todas tais classes é denotado

por MNZ2) ;y & possui uma estrutura de grupo abeliano, da
da pela união disjunta:

n n, - j

(T,, M,), + (T,, M,) = (T, U T,, My U Mjl,.
Em NVZ2) , todo elemento tem ordem 2.

Referimo-nos a NÃ Z2) como o grupo de Za2a-bor

dismo n - dimensional principal.
Em Tl2(2,) = E NCZ,) pode ser introduzida

1=6

uma estrutura de Ntf,y- módulo graduado, como segue: dadas
[N"], e No 3 O MM"), e N'n(Z2), pomos [N"), (7, MO),

= (Ss, VV" x MP), , onde S(x,y) = (x, Ty) .

Se (T, MM”) é uma involução sem pontos fixos e
n

M” &é uma variedade fechada, o quociente —— e também



uma variedade fechada n-dimensional,. Considere
1

=

ss
+

Ss

o fibrado - Linha canonico associado à T;3 0oespaço total
n

de nº & Ex ; onde nv denota a relação

(m, 1) v (Tm, O).
MO -Tomemos fio * BO(1) uma aplicação classifi

cante para nº ; isto define um elemento
Mo[sf], E TVLEBO (19). Não é difícil ver, de fato, que a

associação:
n

; n = M
:1T, M tl, + [= 3 fd,

define um homomorfismo de Tl,- módulos entre T1,(Z,) e

TL, (BO(L)).

Teorema 4.1. A associação

Mon |
:

(T, MI, [=> fl,
define um isomorfismo de Nl,- módulos entre NK(Z,) e

Tl. (BO(1)). [4; Teor. 20-43 pg 71] à

a 10 e



-* * - -Agora, H (BO(1), Z,) = H (RP(=m=), Z,) ea álgebra
polinomial Z,[cl, onde ce H'(RP(=), Z,).

xo n
Escrevemos c =f (c)c H' (>, Z,), e chamamos

c a classe caracteristica da involução T: Moo Mo 3
. note

mós que c &éêa primeira classe de Stiefel-Whitney de nº...
Denominamos numexos de involução de (T, Ms"),

n
aos números de Whitney de E f]), ; estes são números—da

OP MP
orma < w. W. e... W. Cc — > W. W. e..W.f 1, ls - : Er 2 , 17? 12º 3 is

nºclasses tangenciais de mero da + o... + 3. + ro = on.

Segue do Teorema 2.3 que (7, NM"), = 0 em

TU Z2º se, e somente se, seus números de involução são nu

los.
O resultado abaixo decorre de [4; Teor. 8-3; pag

21] edo Teorema 4.1:

Teorxema 4.2?.

TIZ2) Eum NM, -módulo livre graduado, com

um gerador em cada dimensão. Se ST êa n- esfera e

A: Sº + SS” éa involução antipodal, temos que tta, Sl,
n = 0D,1,2...,...) & uma base para VU(Z,) [4; pag. 74).

Segue que, para cada elemento (T, ML, e VKZ2),
existe uma Unica expressão:



no *(1, Nº), = E [VT], (a, 89),
| 18

5. Formula de Borel - Hirzebruch

Considere um fibrado vetorial k - dimensional ,

JO

1. n . : à : + a àonde V ê uma variedade fechada n - dimensional. Existe
o fibrado em esferas associado:

s(g)
y

Jo

com fibra S*"!. o espaço total S(t) éê uma variedade fe
chada Cº (n+k=-1) = dimensional,

Existe uma involução sem pontos fixos,
T: seek) + segÃ)

atuando como à antipodal em cada fibra; isto decorre do fa
to de que à involução antipodal A: Sk1 + gk"! comuta com

todos os elementos do grupo ortogonal O(k). Nós nos referi
mos ao par (T, SE) como o fibrado involução associado

= 129 =



a eX
«. Considere o fíibrado projetivo associado a 2X

RP(g*)

Pp
yo

com projeção p, fibra RP(k-l1) e espaço total
ky - SC)

T

e e H'(RP(Z), Z,) da involução (T, S(Ç)).
RP(z ; temos então a classe característica

Teorema 5.1. (Leray - Hirsch):

H(RP(ÇY), Z,) é un módulo livre graduado so
bre H*(VP, Z,), via p*t, com base 1, 0, Cc?,...., SS
[2;  pag.129]. m

Denotemos por

t(RP(L'Y)) , 1 (VD)

+Y +

RP(cY) Vo

os fibrados tangentes.
Sejam

W= 1 + W,y+ Wy +... t+ Wi
WE 1+W, + Wy te... + W,

v=l+ va, + V,z + e... tt Vr

- 13 -



classes de Stiefel-Whitney de t(RP(Ek)), t+(V), ek, res
pectivamente,

Considere os fibrados

te prit(VP)) Tt,

y +

RP(L*) RP(ÇY)

onde <1, ê 6 fibrado de vetores tangentes paralelos às fi
bras de Rp(e) 8 4

Pela naturalidade das classes de Stiefel-Whitney,
a classe total de 1, é

1 + pr (w,) + p*(w,) + a... + pt (Ww,)

Quanto à classe total de 1, , temos:

Téoheêma 5.2. (Borel-Hirzebrueh),

.A classe total de Whitney do fibrado 71, e:
(140) + (409 peívy) + Oro)? pelv,d+ 11. + prvi) =

k Ke i
| 2 se. i i a.s > (1+c) p*(v.,). Como T, é um fibrado k-l dimen

i=0 |

sional, segue também que:
k- =.e + e* p*(v,) + 11. + Gptív,) + ptív,) = O [3

Dag. 517] * à

14 =

%



Como T(RP(gY)) E T,OT, ,; seguequea classe
total de T(RP(Ç)) é

.x -W=( E (10)? palv,)) (1 + E p*(w.))
1=0

i j J1

Portanto,

- : k-pWo x (
q

) pt(w, v.) ci
ptqtr=m "PP

[4 ; pag 75]

6. O Grupo de 7Z2, - Borndismo Tanestmrito 1,(22)

Seja No uma variedade fechada, e T:+ MN

uma involução. Denotaremos por F(T) o conjunto de pontos.
“fixos de T; assim F(T)= (xeM /Tx = x).

É bem conhecido o fato de que cada componente co
nexa de F(T) é uma subvariedade fechada C” de MM, 1)

Para cada k , O < k <n, denotemos por FK cx
a união das componentes k - dimensionais de F(T), as quais
são em número finito. o

Assim, cada FÉ & uma subvariedade fechada, Cº,
k - dimensional, eventualmente desconexa, eventualmente va
zia; Fº consiste das componentes de MM” totalmente fixadas

por T.
. n - . : . . .Fixemos en M' uma metrica riemanniana, segundo

- 15 -



à qual T seja uma isometria,
Temos os fibrados normais no + pk

ss D<k<mn;
pomos :

n n nºk
- U

Y ko
F(T) pk

Denotemos por tT(MP”), T(F(T)) os fibrados tan
gentes.

A derivada T' define uma aplicação fibrada:

Pta (MO n

cobrindo a identidade Id: F(T) + F(T); além disso,
T(F(T)) = (v e TM) pq) /T'(X)vV = v, VE 1 (MO), ,

x e F(T)). [4; pag.72]

Como T'! & ortogonal em cada fibra, ela define
portanto uma aplicação fibrada T':n*+mn, cobrindo a idem

tidade Id: F(T) > F(T).
Agora, para cada x e F(T), T'(x)º:Id ; também,

para vEnNX> temos T'(x)u = v se, esôse, v= 0; se
gue que T!' atuaem n como a antipodal em cada fibra.

Considere
D(n)

+

F(T)
- 16 «



o fibrado em discos associado a n .

Existe então uma vizinhança tubular N de F(T)
n .* .* O ' .em M ,ocComraio e > 0 suficientemente pequeno, de manei

ra que:

i) N êéê invariante sob T;

ii) existe um difeomorfismo equivariante

£f: (T', D(N)) + (T, N).  [4; pag.73]

Aqui, a vizinhança tubular N significa uma

n
união disjunta Ns: U N; , onde cada N, ê uma vizi1=0

nhança tubular de Fº.
O teorema abaixo mostra como o fibrado normal

n + F(T) determina explicitamente a classe de cobordismo
nMe,

6.1. Teorema.

Seja (T, MO) uma involução em uma variedade fe
chada e n+*F(T) o fibrado normal do conjunto de pontos

fixos. Seja

nºeoR
Y

F(T)

- 17 =



a soma de Whitney de n como fibrado trivial unidimensio
nal 2

R

+

F(T)

Então, RP(n O R) &éê uma variedade fechada CO”

n - dimensional e [MM], = [RP(n OQ RI), em Nº, [u;

Pag. 78) m

No conjunto de todos os pares (TT, MN), onde M”

€ uma variedade fechada e T &ê uma involução em Mo
;» po

demos definir uma relação de bordismo sem impor condições
sobre as involuções envolvidas; procedendo como no parâgra
fo 4, obtemos o grupo de Z, - boxdismo irxestrito n-dimen
sSíonal, denotado por 1 622? a classe de cobordismo de

(T, MO!) em I1,(Z72) será denotada por [T, Ms], .

Obtemos também o NV, - môdulo graduado

1,07,)= E 1 (Z,).
n=o

No que segue, mostraremos como o nn. - módulo

I1,(Z7,) se relaciona con os Tl'- módulos MN. (2,) E

LX) , definidos nos parágrafos 4! e 2, respectivamente.
Dada uma involução (T, M)), seja

- 718 -
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n n n

j += US,
k=o n-kF(T) OF

o fibrado normal do conjunto de pontos fixos, e seja
n —

" .

: iMM, ea Tend BO!) ; então [n + F(T)], e TR, . Defini

mos 3.[1, MI], = [n>F(D], 3: [nº + FrTk],
an uu

MOS.

o

Por outro lado, dado um fibrado vetorial k- di
mensional:

yo

onde V" é uma variedade fechada, definimos

cf> vo],= (A, SCI), e Ni (22) » onde (A,S(Ç))

é o fibrado - involução associado a eX , definido no pará
grafo 5.

Ocorre que
oo

ja! 1,(2,) > Ma, E mM;
170

e o: TI. x: = Vez (22).

são funções bem definidas e homomorfismos de TL, - módulos

graduados, com graus O e -l, respectivamente. 4, pag .88]

— 13) —



6.2. Teorema. À sequência

j à0 I,(2,) > Mat Nx(2,) + O

é exata. Alêm disso, existe um homomorfismo h:Tl,(2,)TN,
[4, pag.88] nm

se

= identidade.de grau +1, tal que 3h

O homomorfismo h & definido como segue:
(s, VV), e TeniZa) , existe uma expressão unica:

n : os
:

[M*], TA, s"*),(S, VV), =
1=0

n -. .

É [Rº AN. M*], e MaçoPomos h (Ss, V"), :=

120

onde RM IH + MP denota o fibrado trivial n-i+l - dimen
sional.,

Parte do Teorema 6.2 decorre do fato:

6.3. Teorema.

Se (T, M)) é uma involução em uma variedade fe
chada e n*F(T) éêo fibrado normal do conjunto de pontos
fixos, temos

noel
(T, Snm)), = E (1, sm PO), = o

k=o

em TT? (Z7,), onde S(n) éêofibrado em esferas associado

- 90 -



a n. [4; pag.78] mà

No teorema 6.3 , o fibrado em esferas S(n) &é

-

considerado como o bordo 29(N) de uma conveniente vizinhan
ça tubular N de F(T).

Oo teorema 6.2 implica que à classe do  fibrado
normal [n > F(T)], e TN, determina a classe
[T, MN], e 1,(2,).

Decorre também do Teorema 6.2 que, para cada n>0,

"ME 1,0, O N(Z,).
As dimensões de IN, e VV ,(2,), como espa

ços vetoriais sobre 7, , podem ser determinadas, respecti
vamente, pelos Teoremas 2,1 e 4.2 ; através destes fatos ,

podem, portanto, serem obtidas as ordens dos grupos I(2,)..
Por exemplo, pode-se mostrar que as ordens. de

1,(Z,) » I5(Z,) , IJ(Z7,) são, respectivamente, 128 , 512 e

524.288.

7. A Formuta de Kosniowski - Stong

Para os fatos abaixo, vide referência [8].
Seja (T, M”) uma involução em uma variedade fe

chada nm”
2 e

- 9 -



n n

+ ”"

nu

E

3
y

k=0 :F(T) pn-k

o fibrado normal do conjunto de pontos fixos.
O teorema abaixo mostra como obter os numeros de

Stiefel-Whitney de M” em termos dos números de Whitney de

n > F(T).

7.1. Teorema. (Kosniowski - Stong)

Seja f(x,y, Xzseice.s X) UM polinômio simetri
co sobre Z, , em n variáveis, de grau no máximo n. Então:

f(x1, Xaseiisx,) [MP],

£(L+Y, 5.2. ltYo Bias Znoxk) en; . :k=º
nn (1+y.)

1=1 +

onde as expressões acima são obtidas substituindo-se as fun
ções simetricas elementares O: (Xp oXzaeos Xp)
9: (Y Yastros Yx)s 0.21, Zasecos Bn-k) pelas classes de

Stiefel - Whitney vw, (MO), w; (nO) e vw, (FMI, respectiva

mente, e aplicando-se as resultantes classes de cohomologia

nas classes fundamentais de homologia de Mo e pnk em

- 22 -



O resultado a seguir, essencialmente algêbrico ,

facilita a manipulação da expressão a direita na fórmula de

Kosniowski - Stong:

Teorema 7,.?.

Sejam X,, Xá.) Xn indeterminadas e

1.19, x) a ii - êsima função simétrica elementar,

1 = O, 1, 2,...) N.º

Então:

O. (L+Y 5ltY25+ ++ altY,o Ss. Ba eoo Eno) 7

kK-p.
= L (Gic-p-q? o31 YVa39tºcoo Yx 971 Ergo Ane kpta<i



CAPÍTULO 1

DECOMPOSIÇÃO DE CLASSES DE COBORDISMO DE FIBRADOS

1. Introdução

Em [10], Milnor obtem o seguinte resultado:se
M'” & uma variedade fechada 2n-dimensional, temos que e-
xiste variedade fechada n=dimensional Nº" com [MP], =

= EN"), . EN"], em Tl,, se, e somente se, todo número de

Stiefel-Whitney de M'” envolvendo alguma classe tangen-
. ecial impar, se anula.

Motivados por este fato, estudamos neste capI
tulo o seguinte problema: dado um fibrado vetorial km-di-
mensional

n - . e. ..onde M e uma variedade fechada, obter condiçoes necessa
: oo. - : kmrias e suficientes, em termos de numeros de Whitney de E",

para que O mesmo seja cobordante a um fibrado da forma:

n O n O ... O n (k-vezes)

soma de Whitney de k cópias de um fibrado vetorial m=dimen
- 94 -



sional
mn

+Y

Woo

n - .onde W e uma variedade fechada.

2. 0 Caso m = 1, k qualquer

O teorema a seguir resolve o problema citado a.-
cima, no caso particular em que m= 1 e k e qualquer
número natural.

2.1. Teorema:

Seja eX + Vº fibrado vetorial K-dimensional,
V" variedade fechada C”

Denotemos por

W = 21 + W + W, + JA... 3 W" classe total de Vá
1 2

r 7 - kVos lo v, + V, + o... + Vt classe total de £

e. - Ky AsSeja A: fv, / (2) e impar). Consideremos

B1 = (VT + V5, Onde vi 2 iz=1,2, são monômios de

grau r, envolvendo somente classes vi e A), e

B, = tv; / CS) € rar). Então existe uma variedade Wo, fe
chada, o, e um fibrado vetorial unidimensional nº > kW",

tal que Ekn'! > W'], : per > VV), em e CBOC(k)) se, e so
mente se, tcdo número de Whitney da forma

- 25 -



<wW W. Woo OVO V
à, à, n1, j,

+ 3à, à, + 3)

se anula,

Prova.

Suponharros

[EX > VD),

1 + W1

Então H =

Tomemos

nºs re seja H, 2?

Então:

" A = =

onde 4d. + ... + Í +

Por outro lado,
tante:

r rV57 + V; E Pa,

vo V [V 1]1,>
la 2. 2º? nº?

'+ d+ 1 A =n, com Y, € B;, U B2,

inicialmente que

= [nº O... On! > W'),

1 + h7y + ... + h classe total dek

classe total de nº

+ 2.0. + Yn classe total de Wo

". :

(11u)* = É, CS nu”, e portanto

monômio de &8rYau r
o menomio correspondente nos h.

(VT + vi)Vo o V. ; Lv, 12>

2 + Hz), [W1,>
os Ce = r“u), [Wo 12> " [em

No

1 r = mn.

se v (O êe par, e por



vº , vX

Y +

BO(1) BO(k)

os fibrados universais, e

V=1+v, + ... + Vi U=1+u, classes totais de S,
v!, reciprocamente. Então

H*(BO(1),Z,) = Z,Lu]

H* (BO(k),Z,) = 2 [v1 5 V29-++ VA

Seja £f: BO(1l1) +> BO(k), uma aplicação classifi
cante para vº! & vº & ... O v* (k vezes).

Como a classe total de vº* &Q ... EQ vº é
(L1+1)X = E, Cu”, temos que f*(v.) = Cut, izO,...,k.

Consideremos os subconjuntos A, B,, B;
 . de

H*(BO(k),Z,), conforme descritos no enunciado do teorema,
só que envolvendo as classes V. de ve.

- r r — —Entao, se V7 + V3z e Bi, Vp E B2,
EXCVE4V5) =+ uv =0 e f* (vo) = Ou" = O

Portanto, Kern(f*)OD Ideal gerado por
B; U B;. Tomemos agora S e Kern(f*).

Escrevamos S como um polinômio:

- 27 -



S = (S7) +... + Sn) + (T7 + ... + T,), ondecada S, ê

um .monômio envolvendo somente classes v. , com CÕ) Im-

par, T; &ê um monômio envolvendo alguma classe v,, com

(O par; suponha grau S. = n. , 1 = l,...,M.
Segue que

m 2
O = f“*(S) = Ea £*(S.) +.E, “(TS

m
ss n1 nz "m

. JJ =u + u + 20. + U
i=z21 à

A última somatória deve ter então um número par
de termos, com a forma:

r r(UI4uoL) + (UPA) 4 1.0. + (WU Fu
Isso signífica que
m t t

.E SS. = (S + S. ) +. + (S., + S.),122 “1 à, i, à, à.
—- 1 =com £&rau SS. = grau Si = "p

P m
Portanto SE, Ss

" pertence ao ideal gerado por
8 : =—Br; como 2 T: pertence ao ideal gerado por B,, prova-

mos que kern(f*%*) - Ideal gerado por B; U B,.
nSeja 0: V + BO(k) uma aplicação classifiícan

te para eX. Então Ot v.) = i-êsima classe de Stiefel-Whi
tney de ek, e portanto &O%4(B, U B;) = B, U B,.

Esse fato, juntamente com a hipótese, implicam

que todo número de Whitney de [V",ol, e N (BO(k)) associa
do a um elemento de kern £f*,

£*: H*(BO(k),Z,) >- H*(BO(1),Z,),

- 98 -



se anula. Portanto, [V",O1, estã na imagem de

Ne (BOC(L)) £* > Te (BO(k)). [4. pg.58]

- Isso significa que existe variedade Wo fecha
co

da, C , e uma aplicação

g: W" > BO(1l) com

[VP,O], = [W", fogl, em Te (BO(K)).
kEm termos de fibrados, E > vo E cobordante

a (fog)*(v) > W.
Mas (fog)*(v") gtft(v")

Y = Y =

wWº Wº

gr(vr av oO... ÉOv) gt(v)) Q & gt (v')
= Y = Y

Wo Wo

Pondo-se

gt (v!) nº

+ = Y 9

Wo Wo

segue o resultado. m

2.2. Exemplo

Todo fibrado vetorial 4-dimensional
n* + Sº x S? é cobordante a um fibrado da forma

- 299 -



e? po çs8s oo! + V",

Com efeito, seja ae H?(S?,Z2) o elemento
não nulo; então Hº(S?*x S?,Z,) = Z,(01) & 2,(02),
H*(S? x Sº,Z,) = Za(10a2), Onde a. = tt(a), m.:S?x s2+8?

a projeção no i-ésimo fator, 1 = 1,2. Nesse caso, temos

A = (va), Bo = (v1,V2,V3), Onde

V=1+ Vv,7 + Vo + V3 + Vy denota a classe total de nºsen
tão Bi = (vi + vi, di = 0,l1,...) = (0). Como v, = vg = O

- 4
e W(S? x S?) = 1, temos que n' é cobordante a & 8º se,

1

e somente se, <vi, [S? x S?],> = O.

- 2 2
2% 2 2

nº
rÃ2dy

= A.Se v, = 0 Ou ads, v, =T;(0)=n.(a) = O;

2 2 2
Se vv, = d'7 + do, analogamente, v,2, = à, + à2 = D. Segue

o resultado.

2.3. Exemp£lo

Consideremos um fibrado tridimensional
nº + RP(3), e seja a é H)(RP(3),Z,) o elemento não nulo;
então B, = d, A=ívi,va2,val, onde v,. = i-esima classe

3

de nº. Portanto, B,7 = (vê + va, Vi + Vi, vi + VIV2,V1V29+

+ val, e como W(CRP(3)) = 1, nº+>+RP(3) é cobordante a
um fibrado da forma 6º? & 8' & 8' + W* se, e somen-

te se, os números <vi + viv2, [RP(3)]>, <vitva,[RP(3)]> se
anulam (não nos preocupamos com vV3 + V1V2, UMa vez

—
que

3
—-(vitviva) + (V,y+v3) = v1V2+ va). Devemos ter então as rela

- 30 -



ções:

PO

|w

Segue que a decomposição acima se dã nos casos:

1) v, = O, v2, = 0, v; = O

ii) vº, = à, var 2a, v; = o?

1a - 2 2 -iii) v, = O, v2 = a, v3 = O

2.4. Exemplo

Tomemos um fibrado vetorial G6-dimensional

nº + S? x S", Sejan a € H?(S?,Z;), 8 e H"(S*,Z2), elemen
tos não nulos. Então Hº(S?xS"*,7,) = Z2(a), H"(SºxS",Z,) E

= Z2(B), HPº(S?*xS*,7,) = Z2(a À), Onde

a = nica), ã = TICB), e

mi: H2(S?,7,) > H2(S?xS*,Z,)
v2: H*(S",7,) > H(S?xS*,Z,)

são as induzidas das projeções

Ti: S2º x St > 82, nm: S? x Sº > S,
Nesse caso, se V=l+Vv"1 +... + Vgç Ea clas

se total de nº, temos A:*= (íva,va,vel, B, = [v1,Vva,Vvsl,

By? = (vi + vu, VaVy + Vó, Vi + Vó, vi + VoVvual. Como

WIS? x SS") = 1 e vi, =v3=v5s= 0, temosque nº é co-
6

bordante a um fibrado da forma & 8! + Wº" se, e somente
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- 2 4 3 2 4se os números <Vvavua + VE, LS" x S']2>, <v3 + vê, [S“ x S'1,>
se anulam; temos então as relações:

= *& 3 .VaV4 = Vó, Vo = Vê. Se v2 = 0a, vi =M1T1(0º) = 0; por-
tanto devemos ter vçÊ: = 0, Vav'i= O. Segue que a decompo-

sição mencionada se da nos casos:

à) v, = a, vai = 0, vç =0O

H oO
” < FF Ú es < o " o11) v,

Por exemplo, sejam CP(1), QP(1l1), espaços pro
jetivos unidimensionais complexo e quaterniónico, respecti
vamente; temos CP(1) = Sº%, QP(1) = S", Sejam

E! > CP(1), o fibrado linha canônico de dimen-

são complexa 1, e u* > QP(1) o fibrado linha canônico de

dimensão quaterniônica 1.
Se ae H?(CP(1), Z,) , B e H*(QP(1),Z,) são

os elementos não nulos, temos que a classe total do fibra-
do produto &! x un! + CP(1) x QP(1) &é

V = 1+ míCa) + miC(B8) + mila)ma(8), ma:CP(L)xQP(L)>+CP(1),

T2: CP(1) x QP(1) + QP(1L) as projeções; segue que E' x nº
não é cobordante a um fibrado da forma & 6 >w

2.5. Exemp£Lo

Considere um fibrado H-dimensional nº + RP(5).
Se ae H'(RP(5),Z,) é o elemento não nulo, temos

4WIRP(5)) = 1 + à? + 0a; como no exemplo 2.2, B;' = (OI),
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B, = [v1,V2,V3l], Onde v, ea i-esima classe de nº.
Segue que n* é cobordante a um fibrado da

forma 8! & 8º & 8º à 8?! -W* se, e somente, se os
números <a'v1, CRP(5)]>, <aºvs, [RP(5)];> se anulam; com

efeito, nessas condições temos vv, = 0, v, = 0, e isso im

plica que qualquer número de Whitney de nº envolvendo

classes de B,s'Se anula.
A decomposição acima se dá nos casos:

1) vº, = O, v2 = 0, v3; = 0, v., = O

il) v, = O, v2 = O, v3a = O, vv = a*

iii) v, = O, v2 = 0º, v3; = O, v. = O

iv) v, = O, v2 za? , va = O, vw = a'º

" mo3. 0 Caso m qualquerm, Rk

3.l. Teorema

Seja Eº" + VP fibrado vetorial 2m-dimensio-

nal, V" variedade fechada C”

Denotemos por
W=l1+wWw, + W, +... + W classe total de V"

V=l1+v,+ V, +... + Vi, classe total de EºM”

Então existe uma variedade W, fechada, Cc”, e

um fibrado vetorial m-dimensional nº >wW' tal que

[nº & nº + WI, = [EM > VT], em
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T2 (BO (2m)) se, e somente se, todo número de Whitney da
nforma <W. W. ... Wáo Vá Vó  ... Vs .[V >, com algum3, “is ip 3, "3, 3º 13>> 8

iz: impar, se anula.

Prova

Suponhamos Eno & nº -. wW"1, = pe? > v"1,

Sejam
m mH = 1+h7) + h27 +... + h,y, Classe total de mn E mn

U=1+u + ... + Um classe total de nº

NW=1+W + + W. classe total de W"

m m
2a = 2 =Entao H = (:E, uu.) E ui, e portanto

h, = 0, se r é Impar, e h,, = u?

Então, se algum j., é ímpar,
n<Wie 2... Woo Vo 1... V. [VV ],> =i, in 3, . d+? 2

<w. W. hi ... hio,[W']r> = Oi, ip 3 d+ ?

Reciprocamente, suponha que todo tal numero se
anule. Sejam

BO (m) BO(2m)

os fibrados universais.
Sejam V = 1+V1 +... + Voms U=21+U, to.

. m .+ um classes totais de vº*!, v', respectivamente.
Então
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H*(BO(m),Z,) = Z,[Uu13,... Und

H*(BO(2m),Z,) = La[VasV,s» +++) Voam

Considere £f: BO(m) + BO(2m) uma aplicação que-

classifica o fibrado
vo o vo

Y

BO (m)

A classe total de Vi ey &é

m m2 —(EQ ui? = GE

Portanto, se

f*: H*(BO(2m),Z,) > H*(BO(m),Z,), temos:

fº(v ) = 0, se r E impar

f*(v,g) = uu,

Portanto, o ideal gerado por too r impar)
está contido em Kern f*. |

Não é dificil ver que, se um polinômio
S=5S8S) +... + S 2 é tal que £f*(S) - O, então

cada monômio s. envolve algum vp Com Pt impar, e por-
tanto

Kern f* = Ideal gerado por (vos r impar)
Seja &: VV” > BO(2m) uma aplicação classifican

te para £&*"!, A hipótese implica que todo número de Whit-

ney de [V",O], e To, (BO (2m)) associado a um elemento.de
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Y, . . . n - .kern f* se anula, o que significa que [V ,ô], esta na i
magem de

PM(Bom) É >(Bolam))

—
[u, pag. 58)

A prova se completa seguindo raciocínio análo-

go ao do teorema 1. mem

3.2. Exemplo

Todo fibrado vetorial &£?8 + sS?K & cobordante

a um fibrado da forma nº & nº > W2K, uma vez que o uni
co número de Whitney relevante é <vak,[S?K],>, v,x = 2k-

e . 258-eslima classe de E ".

3.3. Exemp£Lo

-Todo fibrado vetorial £?2S + SsSº?Kx Ss?” é co-
bordante a um fibrado da forma

nº Es) nº + w2 (k+r)

uma vez que os únicos números de Whitney relevantes são
27 ]<Vok Var»>s [s2k x SsºP1,>, <VI(k+r)) r[s?K x Ss 2?.

3.4. Exemp£Lo

Todo fibrado vetorial &?ºS > cCP(n) é cobordan
te a um fibrado da forma nº SO nº > wW2", uma vez que as
classes de Whitney vi de E&EºS, com j impar, são nulas.
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3.5. Exemplo

Considere o fibrado tangente 7T(RP(2n))>-RP(2n).

Então T(RP(2n)) não é cobordante a um fibrado da forma

nº ;& n'>wW". com efeito seja ae H'(RP(2n),Z,) o ele
mento não nulo.

Então wa1a(T(RP(2n))) = a, e portanto,
<Wio, [RP(2n)],> = 1. Note que, se En RP(?n) êofibra-
do linha canônico, então [8L,o Oo E RP(2n)], é

é [T(RP(2n)) > RP(2n)], em Ti, (BO(2n)).

3.6. Exemp£Lo

Um fibrado vetorial &?ºS +> RP(2n) é cobordan-

te a um fibrado da forma nn & nº>W"” se, e somente

se, toda classe de Whitney v, de E?º, comr impar, é

nula. A suficiência é óbvia, pelo Teorema 2. Por outro la-
do, seja a e H"(RP(2n),Z,) oO elemento não nulo,e suponha

mos que alguma classe V,x,, de£*º” seja não nula. Então

Voak+1 * aFI w1(RP(2n)) = à, e portanto
2n=2Kk-1 2<w1 vak+1, LRPC2N)],> = <a?D, [RP(2n)]>>=1. Segue que

E?” não se decompõe como acima. Note que este fato impli-
ca no exemplo 4.

4, O Caso Gemxal

Dados k, m, inteiros positivos, sejam
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m mk
v , V

+ Y

BO (m) BO (mk)

os fibrados universais, e

f: BO(m) > BO(mlk)

uma aplicação classificante para o fibrado mk- dimensional.

Ni oO ... É vv

+

BO (m)

Temos então a induzida:

£,: TA CBO(m)) > TA (BO(mk))

4.1. Teorema.

Considere um fibrado vetorial mk - dimensional

pk
Y

vo

onde V” € uma variedade fechada. Então mk e cobordan
te à um fibrado da forma

ne... o nr) (k vezes)
+Y

wo



n = :onde W e uma variedade fechada, se, e somente se,
[em + V", e TI (BO(mk)) está na imagem de f,

Prova.

Suponhamos que exista uma variedade fechada Wo

e um fibrado nº +wW' ,m- dimensional, com [gm + v"1, =

= f, [nP >wW], em MN(BOmk)).
Então, se

& : Vº > BO(mk)

y :; W" + BO(m)

e. mk m ;classificam & e n , respectivamente, temos

1º, o], = £Q WO, v), = [WO, 5, VD,

Segue que:
[EK 4 VI], = [ce, It> WI],=[ee ces(WTTO > Bo(m))], =

- ver" EQ ... EQ v" > BO(m)], :Cok vezes

= WE og ... o tr> ww),aQi?k vezes

Reciprocamente, suponhamos

EU, We. e ow,
k vezes



Tomemos

g: VV" > BO(mk)

h: W' > BO(mk)

aplicações classificantes para mk no... on (

k vezes), respectivamente.
A hipotese significa que

n n[V", gl, = [W, h], em Ten CBO (mk) )

Seja Y: W" + BO(m) uma aplicação classificante
para

nº
+Y

no

Então (£, W)*(WTO = ey Ôq 1... e VD:
= nº PP ... PS nº 2 & portanto

fa Y : W'" > BO(mk)

também classifica nº & ... e nº. Segue que f£, Y e

h são homotópicas, o que significa:
Ev", el, = [W, hn], = [W, £, 41, = E DO, 9), + à

4.2. CormoLario.

Um fibrado vetorial
- 40 -
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e cobordante a um fibrado da forma

(k vezes)

se, e somente se, todo número de Whitney de mk associado
a um elemento de kern (£f*), £*: H*(BO(mk),Z,)+ H*(BO(m),Z,),

se anula. m

Temos, portanto, um critério, em termos de núme

ros de Whitney, para estudar a decomposição acima, no caso
geral. A dificuldade estã, no entanto, na computação de

kern(f*).
O conhecimento de alguns elementos de kern(f*)

dá-nos respostas negativas, em certos casos.
: r r.Por exemplo, seja k = 271 + 272 + 1... + 2 J ,

1 > 72 > 06. 27 partição diâdica de k ; sejam

- mk .V=l+ vv, + v, t...t Vmk > 8 classe total de vw
3;

Us=l+uy+ uz, ti..t U) 5 a classe total de v"

- mEntão, a classe total de vg voa... Ov
(k vezes) E:

1 + Up + ee. + Ur) =



= (1+u, + + u) eee. (1+u, + + u) =

r r r rP

:
1 1

| 2 2º, .= (l1+u) t+...t u ) (1 ru teost ur =

r r r——— 2º 2? 21
= O u u. u.

D<i,..1,içem 71 da 3

Hh OR <
=

Al "

O.

Cc Pm c
HH

NM

os PNM

Ud

Portanto, se não existem números inteiros
: . : 1 :

]

O < 1 1...) 1; < M com 1, 2 Foeat 1; 29 =4 , temos

que vv, E kern(f*) ; para haver a decomposição acima,portan
to, todo número de Whitney de mk envolvendo a classe vV,

deve anular-se.

4.3. Exemplo.

mk nConsidere um fibrado vetorial << + V , com
r, r, rsk par; então k = 2 + 2 +F...+ 2 , onde

1, > LD, ? eee. > rs > 1, e portanto, para quaisquer intei
r, r.

e e . . . J -ros O < 1,37 Lasecso,s às <m , dy 2 +t...t ts 2 e par.



Assim, para que exista fibrado vetorial nº + WO

com [k nº + W"), z [gm + vv", , É necessário que todo núme

ro de Whitney de emk envolvendo classes v, de e
mk

,

4 impar, se anulem,

Por exemplo, considere um fibrado vetorial
gm »* RP(2n) , con k par. Usando argumento semelhante ao

utilizado no exemplo 2.6 ; Concluimos que, se alguma classe
mk

Varal de & é não nula, (isso vale para o fibrado tan
gente tTC(RP(2N))), então não existe fibrado vetorial

nº
J

2
com [k nº > wW*"), = (em + RP(2n)], .

4.4, Exemplo.

Considere um fibrado vetorial da forma:

22 m
+

yo

Nesse caso, para que haja a decomposição
- a"m n mM n 2 Po ss
[E? Pa VT, = [2 nº +W'"], , é necessário que todo número,
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r r
de Whitney de 1º” envolvendo classes v, de 22 Mm

,

r
com &4 -não da forma 32 , j=1,2,...,m, se anule.

Generalizando o Teorema 3.l , temos uma resposta
completa nesse caso: com a notação utilizada na. observação

posterior ao corolário 4.2 , se
r :

f*:; H*(BO(2 m), Z,) > H*(BO(m), Z,)

temos:

o ; nos outros casos
r

Sejam V, , V, monôómios de H*(BO(2 m), Z,) só

envolvendo classes da forma Via , E tal que

E*(V,) = f*(V,) ; digamos,

V., = V. ” V. n V.1 ' QoS? .2 ?J ? d, d+

Ui pr 9, q
- : : a r » Ns . .V, Vi o? Vi .2” e... Yiço2 ; onde jà, É dp ic É iq

se azZb,ocZd. Então:

Pela estrutura de H*(BO(m), Z2,), concluímos que

&t=t e, se necessário reordenando os Indices, ii, 27312 >

- uy



As q, .? 2 OU qr = 81 +11.) Ag FS, Assim, V, = V,

rConsidere agora Pe H*(BO(2m),Z,) um polino
mio com f*(P) = O, Podemos supor

P=V,+V,tact+ VA V, + V, tas.t+ V, , onde cada NV. e

um monôómio só envolvendo classes da forma Vs2P , enquanto

cada Y. e um monômio envolvendo pelo menos uma classe da
- e. -forma V , com p nao da forma j2. temos entao:

P

O = fF*(P) = f*(V) +... + f*(V)

Pela caracterização de f* , cada f*(V.) é um

monôómio; a somatória acima deve ter, portanto, um numero

par de termos, com a forma:

(ESQ) + ESCUDO tunit CETCV O) + ETIVID)

onde £*(V.) = Et (VI) 2 i= 1,2,.....U
Pelo visto acima, V. = vi 2 is l.d....)R > e

portanto P = v, + V, +. .t+t Y

Isto significa que kern (f*) = Ideal gerado por
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r r
tv, ss 0<p<2m,p nãoda forma 23, 3j=1,2,..., ml.

Assim, a condição estipulada no inlcio do

—
exem

o 2"m n = - splo para a decomposição de |z + V"], êtambêm  sufi
ciente.

4.5. Obsexvação.

Seja, como antes,
£f* : H*(BO(mk), Z,) + H*(BO(M), Z2,) , e

Coloquemos

A = Ideal gerado por tv, 2 0<t4<mkE, & não

da forma 1,.2 + i,.2  +...+ iz? ,

O < ip, ips, is <m) CC H“C(BO(mMK), Z2,) .J

Em geral, A &Z kern (f*)., Por exemplo, se k = 3,
u 0.2º + 0.2ºm=1, temos k = 2' + 2º e O

1 = 0.2! + 1.2º , 2= 1.2! + 0.2º, 3=1,.2' + 1.2º; as
sim, A:=VP7

Porém, £*(v) + v,v,) = O (Teorema 2.1)
É claro que A (CC kern f* sempre,
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4,6. Observação.

Podemos obter resultados em casos particulares ,

atraves de cálculos exaustivos. Por exemplo, tomemos fibra
do zº + VP", Se quisermos saber em que condições
[E + v"], = [3nº > W], , devemos determinar kern f*,onde
f*: H*(BO(6), Z,) > H*(BO(2), Z,) éêa induzida de

f: BO(2) + BO(6) , aplicação classificante para vº&v?ºev?,
vº + BO(2) o fibrado universal.

Pomos

Z2 MW, Was W35 Wuós Wsó,s we]nn?H*(BO(6), Z,)
mmH*(BO(2), Z,)=Z, [us uz]

A classe de vº* & vº & vº ê (1 + u, + u,)*.
|

2* - * -Portanto, f (Ww,) = u, , FW) = uu, + Uu, , 5

f*(w,) =
uz, ftº(w,) =

UI UZ

+ f*(ws) =
us

W3 - nu, s Wo 7 un, US) Us , Ws5 - UU, uu. a.
3 : naf*(w;) = uz ; assim, os monôómios de H*(BO(6), Z,) com

grau < "4" e suas respectivas imagens por f* são:
2. 2 - 2 3 3

f*Ww,) = uy, ft*WwD su, ft*WwW/ = uy tu, ftº(W)=u,
fWIWA) = UU? + UU f*(w,) = uº f*(wW') = u'12 1 1792 3 1? 1 1?

* 2 4 * - 4 x 2 - 4 2
= = = + uúuE (wiw,) uy FT UU, > f (ww) us f (7) u 2

o -Ff“ (w,) uu, + u,
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Efetuando-se todas as somas possíveis entre tais
imagens, deduzimos que:
kern (f*) (MW (Hº(BO(6)) & H'(BI(6)) & Hº(BO(6)) O&

1?& H'(BO(6)) & H"(BO(6))) Z (wi +w,Q) O

+ =& Z, (vw) + wiyW,) &o 2, (Wiv, + w,)

vos . nIsto origina resultados para variedades V , com

i) Toda classe [7º > V?], se decompõe como

[nº S&S nº E nº + W]), ;

ii) Considere um fibrado vetorial rtº+Vº, com

classe total 1 + v,+v,+v,. Então rº &êé cobordante a

um fibrado da forma nº &Q nº & nº > wW se, e somente
3

se, v, = V,

iii) Tomemos um fibrado vetorial rº -+s?º xs? ,

com classe total 1 + v,+v,. omo W(S?x5S?) = ,

2 —-

v, (E) = O e v,= 0, [1º +sS? x s?*], se decompõe

como m2 & nº O nº +W'], se, e somente, v, = O. Se

R?+S?xS? êé o fibrado trivial bidimensional, e

c' x u' > CP(1) x QP(1) éêo fibrado do exemplo 2.4 , temos

que Rº & (t1' xu!) não é cobordante a

[n? & nº & nº + W"],
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1v) Considere um fibrado
a e H'(RP(4), Z,

+ vv, +Ya 3 Vy

decomposição acima, devemos ter < a (vs + v,), [RP(4)], >

4
Vev

) o elemento não nulo.

+ v,v3 » [RP], >

zº + RP(4U) , e seja
V 1 +Coloquemos

, à classe total de  r6ºó Para haver à

O,

= < viv, + vatV,  [RP(4)],>=O,Os

o que E equivalente ao sistema de relações:

Portanto,
nos Casos:

a) v, = o

b) v, = O

ce) v, *

d) v, Za

O teorema
de cobordismo de um fibrado
classe de cobordismo

vel T: MM, MN

2
+

vv?

, Vi Va v2 V,

[5 > RP(4)], [n? o nºent> w"],

Va = 0, v, = a? 2 V, = O

3 Va 2 O, vy = 0 , v, = O

9 V, ? a? 2 V7 = 0, v, = a”

, va, = 0? , v, = a, v,=O

abaixo mostra comoo fato de a classe
se decompor pode influir na

irrestrita de uma involução diferencia
variedade fechada:
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4.7. Teorema.

Seja T: MItakHI , gQNtakt+) involução com

FIT) = Fº , onde H'(F", Z,) = O .

Suponha que o fibrado normal Q2X+) + E? se
de omponha como n' & n' O ... O n' - Wo. Então

n+2k+1 -[T. M da = O em In+aka1 (22)

Prova

sejam V = 1 + v, +...+ Vad O

W = 1 + w, + W, tas +t Wo 3
V = 1 + vv) ta. .t+t Var] E)

W = 14 Wp + Wo Focuot W, >» Us=l1+u, classesde Stiefel
“Whitney de 2X , FO

ss nm O n O ... On, , W",

n, ;, respectivamente.

Então, V = (1 + u)?2X+! , E portanto,

Vv. AKI à
.i à

- - (+)
Denotemos por wr) ; 7 O)

, wet)
, V

» mono

mios nas correspondentes classes com grau r.
Para n-r > 0, temos:

ec wW(r) y nr) [FM], Sos Ir) qín=r) ; [w"], >
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= <wW) gq, [Nº], > , onde e=0 ou 1.
- Como v, * E) u=u,

< wW(r) y (nr)
, EF", Se ES Ir) A , [W], so

= E< wr) vu , [F"1, >= 0, uma vez que H'(F”, Z,) = O.

Isso implica que Q2X+1 + F" temos mesmos núme
2k+1 n :

ros de Whitney do fibrado trivial R + F , e portanto

[o 2X+1 > FM], = [R?2k+] + FT, em Ten (BOC2Kk+1)).

Considere a sequência exata:

o+1 (2,) == MM — MoE) > O

n+2k+1 n+2k+1 n+

Temos 3, [T, Motaktioo = o 2X+! + F"],
= [R2X+) + FP), , portanto:

2k+1 + FF", - O3 [R

Por outro lado,

a [R?K+! a F" (B, S2kt+1 x Fº), -= [F"], (A, S?Kt1) ,onde2 2

2k+1 > 2k+1B(x,y) = (A(xX),y) e A: S S

é a involução antipodal.
-Agora, MM, ,(Z,) Ee um Tex módulo livre gra

duado, gerado pelas classes (A, SS”), 3 =0,1,2,3,...

- 51 -



Assim [FF], (A, S?K+1) = O implica que -2

[EF], =.0 em-
2k+1

VSegue que os números de Whitney de + E
da forma < wi"? yin), [EMO], >, com n=- r=0, também

- 2k+1são nulos, o que acarreta [v kt! F")l,

= j* [T, MItaktiT = 0 em VR Portanto,n+2k+1

[r, MOT2KHI) 0 em 1 (Z).2
* n+2k+1 2

. nti ”.Decorre do teorema acima que, se (T, M J e

uma involução com F(T) = Fº e HF, Z,) = O , então

[T, MPT, = 0 em 1 (22).nt
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CAPÍTULO IT.

CLASSES DE COBORDISMO DE INVOLUÇÕES EM DIMENSÕES BAIXAS

Pi

l. Introdução

Um problema que aparece na Teoria de Cobordis-
mo de Involuções é o seguinte: fixadas variedades fecha-

-1 1

. - .das, Fº, F!, ..., Fº, FM, com F*" de dimensão i, supo
nha M” uma variedade fechada Cº e T: Nº > MM" uma in-

n s
|

volução com F(T) = .U Fº; o que se pode concluir a res-
1=0o

peito da classe de cobordismo irrestrita [T,M"], e 1,22)?
Diversos resultados existem nesta direção; por

exemplo:

Teokxema À

Suponha (TM) variedade com involução,n > 27,

tal que F(T) ê o espaço.projetivo real RP(2r). Então

n = "rp, e (TM) -ê cobtbordante a (S,RP(2r) x RP(2r)),
S(X,y) = (y,x). [133; Teorema Principal] à

Teorema B

Suponha (TM!) . variedade com involução, com

F(T) = Fº de dimensão constante n. o o Então
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ET,M?PT, : [ES,F” x Fl, em L,n(Z,), onde S(x,y)=(y,x).
[ 8; Par. 53; Pg. 320] q

Teorema C

Seja (TM), n>0, uma involução em uma va
riedade fechada tal que F(T) é a união disjunta sk Upto

de um ponto com a k-esfera. Então k = 1,2,4 ou 8, n = 2k,

e (T,M”) é cobordante a (L,KP(2)), KP(2) sendo 0o  apro-
priado plano projetivo, e LIwo,w2r,w2l = E-wosw1,Ww2] em

coordenadas homogeêneas. [ 4; Teorema 28.4; pg 100] mw

Nesta seção, obtemos vários resultados nesta
direção, utilizando, em geral, a teoria desenvolvida em

[4 ; Capit.IIT] ea fórmula de Kosniowski-Stong [Teor.7.1l

pg 21; tal fórmula, de difícil manipulação quando usada em

casos gerais, torna-se eficiente no tratamento de casos en
volvendo dimensões (e codimensões) baixas.

2. Ínvoluções fixando espaços projetivos em dimensoes bai-
xas

2.1. Observação

Existe um operador T: I,(Z,) > I,Z(Z,), O qual
€ um homomorfismo ae Tl - módulos de grau +1, introduzido
em [12; pg. 131 71. Dada (TM) variedade com involução,
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. n . -consideramos em S* x M' as involuções:

Ti: St x MO + S8tox MD, Ti1(2,xX) = (Z,x)

Ta: Sº x Mo SS! x MW,  Tílz,x)=(-z,Tx)

Como T, &E livre de pontos fixos, o quociente
2 nt x - . e. coVU+º os = M

e ainda uma variedade fechada, C . Como Ta
2

eT, comutam, Ta. induz uma involução T,: QD+L O, QN+L

Então T: I,(Z,) > I,(Z,) é definido por
reET,M1,) = CT, VOO, Se n>F(T) é o fibrado normal.

do conjunto de pontos fixos de (T,M”), então

(no R>F(T)) U (R-> M”) é o fibrado normal do con-
junto de pontos fixos de (Ta, VFS.

2.2. Lema

Seja nº? > Vº* um fibrado vetorial bidimensio-
nal, VV" variedade fêchada.

Então [RP(nº)]r = O em Ne [5; Lema2.1l;

pag. 347. e

2.3. Obsenxvação

Sejam as involuções (t1, RPCH)), (T2,RP(3)),
Ta ([Xo,X21,X2,X3,Xul) = [=x Xa Ma xa pxal Ta (DXo xa Xx2 xa Ds

= [-xo,Xr,X2,Xxa]. Os conjuntos de pontos fixos e fibrados
normais de Ty E& To são, respectivamente,
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EP R* E Rº

+ U Y e + U Y

RP(3) pto RP(2) pto
-

1 1 - : . POonde E3, E; são os fibrados-linha canonicos.
Considere a involução (S,RP(2) x RP(2)),

S(x,y) = (y,x); então S fixa RP(2) com fibrado normal

sendo equivalente ao fibrado tangente T(RP(2)) > RP(2).

2.4, Teorema

Suponha M" uma variedade fechada UH-dimensio

nal e T: M* + M* uma involução com F(T) = RP(3) U RP(2)
U pto (união disjunta). Então [T,M'*], = [S,RP(2)xRP(2)],+
+ [tT],RP(4)], ou [T,M'*], = T([tT2,RP(3)], em I.4(Z,).

Prova

Sejam nº > RP(2), v! > RP(3),os fibrados nor-
mais. Denotemos por
WON?) = 1 + vi + va

Www!) = 1 + u, as classes totais de nº, vº E) e por Az, O 2,

os elementos não nulos de H'(RP(2),Z,), H*(RP(3),Z,), res
pectivamente.

Pela fórmula de Kosniowski-Stong e teorema 7.2

(Cap.0), temos:
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= <w1 (M*")?2,[M"]2> = 01 (X1,X2,X3,X4) [M']> =

02 (1+y1,l1+y2,l1+ya,l+y4)?
=

, [ptol, +

1(1+y;)

or OAleya,l1+y2,21,22)?
rt (L+y2)(1+y,) ERP(2)1, +

01 (1+y321,22,523)*?
|

4
o 3

+ [RP(3)], = OI + ...),1+7y

CE 1-p=-5 ) OpVasVasVas ya)? Eptol, + Liyaivtro.o)
ptq<

:

2 = |

l4y2+yÊ+ ... DX ( do ( 2( YV2+Yy3+ )  4a<1 1- DP Aq º» Y15Y/2)0 (21522)

[RP(2)], + (l1+y+y2+...).

1 - p 92 ]

z ) (y) , 2 RP(3 =n+a<1 GG -p-dq %» y 021 22 Z23)) L ( 1,

2 MOO +y,+ ya ya + ..)00D)? [ptol, +- dh Ya ty +yi+os iii LpFOA

+ (1 + yz + Ya + Cm +y 2)” + Y1y2 + termos de grau > 2).

2 l 2... 2

(CC) + (7º 02(y13Y2) + (9)01(221,;22)) LRP(2)], +

+ (1 + 01(y) + 01(yY)? + 6.)
(CD) + (O)as(y) + (0)a(Z1,22,23))? [RP(3)], =
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" (1+v, +vi+va+ termos c/grau > 2)(vi+ w)(RP(2)) )LRP(2)],

+ (L1+U+U? +10? +...) (1+U2+w] (RP(3))2) [RP(3)], =

vVvÍLRP(2)], + AILRP(2)], + U?LRP(3)], + Uº?[RP(3)], -

vilRP(2)], + az7[RP(2)],. Segue que vi =ai, e portan-u

to, v,º = a,7 (*)

Aplicando novamente a fórmula de Kosniowski-

-Stong, temos:

<w2 (M*)*,[M*],5> = 01 (X1,X2,X3,x1) [M"*], =

01 (147,21 ,l+Yy2,l1+ya,l+yu)'*
= [pto], +

ha (1+y,)
01 (L1+y1,l1+y2,Z1,22)* 01(14+y,21,22,723)*, 2 3 [RP(2)], +

? > 7

[RP(3)],2
1 (1+y.) 1+y

1212 2

+

H (L+vi+vitvot ev, + a )LRP(2)1, + (l+u+ulza...)(L1+1*)L

[RP(3)], = uº'[RP(3)], (%*%*)

Pelo Teorema 6.1, Cap.0, temos,
[M*], = [RP(nº & RI], + [RP(V' & R], + [RP(4)], em Tu.
Assim,

<w1 (M*)S,CM],> = <wi (RP(n?Q R))",[RP(N? O R)1,> +
“+ <wi(RP(v* & R))", [RP(vV! & R)],> + <wa(RP(4))", [RP(4)]>=

= <wi (RP(nº &O R))*, [RP(Nn?º Q R)],> + 1, uma vez que

<w1 (RP(4))", [RP(4)l,> = 1 e, sendo v! GR bidimensional,

[RP(v! O R)], = 0 em Tl, (Lema 2-2) (tt)
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Calculemos wi(RP(n?º Q R))'"; sejam c, C€ as
classes caracteristicas dos fibrados-involução (A,S(nºeR)),
(A,S(n?)), c e H'(RP(n? &Q R),21), e e H*(RP(nº),%2); sejam

p1 : RP(n?º E R) + RP(2)
|

o, : RP(nº) > RP(2), as projeções, e

i : RP(n?º) > RP(nN?º & R) a inclusão.

Usando a fórmula de Borel-Hirzebruch:

WilRP(n? O R)) = E CG P) pi (w (RP(2))v ) etpt+q+r=1 Pq

" ama 7 O pitiDe + (3) pilva) + (3) pilas):

c+ pitas) + pita) = c, usando (*)

Pela naturalidade das classes de Stiefel-Whit-
ney, i*(c) = Cc; além disso, RP(n?º) é a subvariedade em

RP(n?º OR) dual a c, ou seja, [RP(nºÉeR)1,() c=i.[RP(n?)],
([8, parag. 2, pg 312]). Segue que:

<wi(RP(nº & R)), [RP(n?º & R)],> = <c", [RP(n? O R)],> :

<c?, [RP(nº O R)]fho> = <e?, i.CRP(n2)],> -

<i*(c?), [RP(N?)],> = <c?º, L[RP(nN?)1,> (AAA)

Agora, H*(RP(nº),Z7,) êE um H*C(RP(2),Z,) - mó

dulo livre graduado gerado por 1,G& via p”, e vale a re--
lação:

; oOc? + pá(vi)C + píiív,)

Suponhamos a partir de agora que v, = 0; mul-
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tiplicando (cup) a relação acima por c, concluimos que

ct = píí(a,)C? . (EkREXE)

Por outro lado, sendo RP(n?) tridimensional,
w; (RP(n2)) = 0; pela fórmula de Borel-Hirzebruch,

2 -O=wW(RP(n?)) = ( P) p$(w (RP(2))v )&9 =

pt+qg+r=3 P

p$(w,] (RP(2))v1)E + pã(w, (RP(2))v1) + C?pEt(wI(RP(2)) =

pf(af)C + Cc? pila)
Pela estrutura de H*(RP(n?º),Z,), p$(ai)c Z O;

lembrando que RP(n?) é uma variedade conexa, isso signifi
ca que Cº,pt(a)) Eo elemento não nulo de Hº(RP(nº),Z,),
o mesmo acontecendo com Cc, pop (*$&%*%)

Por (*t*%**%*%*), temos então
<w; (RP(nº & R)), [RP(n? & R)],> = 1, e por (*t*t*),

<w1 (M*)'*, [M"],> = O.
|

Finalmente, por (**), uº[RP(3)], = O, o que a-
carreta u = O,

Agora, v, = à1, Vv, = O, u= 0 significa que

v* nº Rº

+ U Y U +Y

RP(3) RP(2) pto

tem os mesmos números de Whitney de

R EL OSDR R*

+ U + U +

RP(3) RP(2) pto
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Pelas observações 2.1 e 2.3, concluimos que

[T,M*], = TC([1,, RP(3)]1,) em T (Z,).
Suponhamos agora v, = af. Nesse caso, ainda

O = ww; (RP(n?2)) = p*(at)G + C2píla).
A relação
ce? + páívi)C + Dz (v,) = O

multiplicada por c, acarreta
Cc? = pt(a,)O? + pf(af)c = O em Hº(RP(n?),7,)

Por (%t&%%) e (*%4%*) temos <wi(M*),[M*],> = 1;

portanto, por (**), u%s[RP(3)], = 1, ou seja, u = a..
Lembrando que a classe total de RP(2) É:

WCRP(2)) = (l+01)? = 1 + à) + Oi, concluimos que

vº* nº R*

+ U + U Y

RP(3) RP(2) pto

tem os mesmos números de Whitney de

El T(RP(2)) R*

+ U + U +

RP(3) RP(2) —pto

Pela observação 2.3,
CT,M"], = [S,RP(2) x RP(2)], + [11, RP(4)], em TI.(Z2).m

Se w(M)) é um monômio nas classes tangenciais
da variedade x, substituiremos a notação <w(MO),EMT,> por
w[MO],; em geral, se a € H*(MP,Z,), usaremos a[M"], no lu-
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gar de <a,[MP],>.

2.5. Teorema

Sejam Mº uma variedade fechada 6-dimensional

e T: Mê + Mê involução com F(T) = RP(5)U RP(4)U pto (u-
nião disjunta). Então [T,Mº],;=T(T,RP(5)1,), onde

Tt: RP(5) + RP(5) é dada por TtTílxo,X1,...,X51]1) =

= [-Xo,X1,X2,...,X5].

Phova

Suponhamos nº > RP(4), v* + RP(5), fibrados
normais, e

Won?)=1+ vº + v,
Wu!) = 1 +uU,

as classes de Stiefel-Whitney.

Denotemos por a01, 67;, os elementos não nulos
de H*(RP(4),Z,),H'(RP(5),Z,), respectivamente.

Aplicando a fórmula de Kosniowski-Stong e o Teo

rema 7.2, Cap. 0, temos:
0 = wi[Mº], = 01 (X1 X25,....Xx6) EM], =

01 (L14+y1,5...,l+yç)*
=

: [pto], +

ROSAS ER

O1(14+y,2,l1+y2,Z21,Z29...5Zu)*
[RP(4)], +(C1+y1)(1+vy2)
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O1(L1+y,Z15...,Z5)
+ [RP(5)], =

1 +7y

66

7
(L+y,;+y%+ IC E P) O (Y13...,y6ç)) *L[ptol, +

p+q<1 P P1l

2 —- P,+ (1 + VItyi+ «..)(l1+y,+y3I+...)( E (7 — 27) O (y1,3Y2).

0(22,3. ..,34)) ERP()], + (l+y+y2+...).

1 -CC E - P
Pp q) “plotz, : + 5Z5))ERP(S)], =

p+q<

6 6.
.*= (L+y. + Yi + ID) [ptol, +

+ (1 + v) + Vi + v, + termos c/grau > 2)((T) + (Dos (Ya ,y2d+

+ ()oalza,...,24)) CRPON)], + CL + u + ut +...) (O) +

o o ! h
+ (991 (Y1;3Y2) + (o) 01(Z215...,Z4)] CLRP(5)], =

(l+4v, + vê + vz + termos c/grau >2) (vi +w, CRP(4)) ICRP(4)],

+ (L+u+ ul + ...)(1 + U' + wi (RP(5))*)[RP(5)], =

VviCRP(4)], + a LRP(4), + Uº?LRP(5S)], + u*CRP(5)],

Portanto, v'* = ar, ou seja, v1 = 1.
Novamente,

6
O2(l1+y1,...,l+t+yç)

= WwW,[Mº], = o2(X1,X235.-..,xe)[Mº1,= [ptol,6

E, Oy)
O

02(1+y, sl1+Yy2,Z1,. .. 224)
(1+y21)(I+y2) [RP(4)], +
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Ca(l+y,Z21,3,--.,Z5) 6

[RP(5)], =. M (l+y,+yi+...)((5)) [ptol,+
1+7y 122

3 4
(Lt+y2 + Yo + (yr, + y2)? + ya1y2 + (ya + y2) + (y21 + Y2) +

Y1y2(ya1+y2)? + yiyi + termos c/grau>")(l+01(y1,y2) +

O2(y1,y2) + O1(y1,y2)01(Z1,59.-.,Z4) + O2(Z1,...,Z24))[RP(4)],

(1 + y + y2 + ...)(01(Z139...,25) + 071(yY)O1(Z1,...,25) +

C2(Z1,5...,Z5))[RP(5)], = 1 + (L+vi+Vvitvo+vit+vi+vivoa+vit...

>4 ) (1+4v,1+v2+VvI1W] (RP(4)) + w2(RP(4)I[RP(4)], +

(I+utu? +...)(w](RP(5)) + u wi (RP(5)) + w2(RP(5))[RP(5)],:=

1+(viw,1 (RP(4)) + vav1wa (RP(4))[RP(4)], +

w2 (RPC(5S))Uu? [RP(5)], = 1 + aJ[CRP(4)], +

vaaflRP(4)]l, + alu?t [RP(5)],.

Segue que v20iICRP(4)], = aj uº'[RP(5)],.

Isso acarreta que v, e Hº(RP(4),Z,) é nulo

se, e somente se, u e H'(RP(5),Z7,) é nulo.
Suponhamos v, = af (e portanto u = a2,) e con

sidere a sequência exata:

0 + Is(2,)EM, N5$Z,) > 0

Temos 33,(LT,Mº]1,) = [(A,S(nN?)),; + (A,S(V*)),+
+ (A,Sº), = O em Md(Z22), portanto seus números de involu-
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ção são todos nulos. Sejam c,7 € H' (RP(n?),Z,),
c> e H'(RP(v!),Z,), CC, e HI (RP(5),Z,), as classes caracte-
rísticas dos fibrados-involução (A,S(n?)), (A,S(v!)),(A,S*),
respectivamente, e

P1: RP(n?) > RP(4)

p,: RP(v!) + RP(5), as projeções.
Então

ciLRP(n?)], + cSLCRP(nt)], + cÍLRP(5)], = O

Como v! é unidimensional,
pt: H*(RP(5),Z,) > Hº(RP(vV!),Z,) e isomorfismo, e em

H*(RP(v!),Z,) vale a relação c, + pé(u) = 0; assim,

ce; = pé(uº”) = pi(a;) é o elemento não nulo de Hº(RP(v*t),Z,).

Segue que c3[RP(v!)], = 1

O fibrado linha associado à involução antipo-
dal (A,S”) é o fibrado linha canônico &3 > RP(5); portan-
to c, e H(RP(5),7,) e não nulo, o que acarreta3

cIrRP(5)], = 1.

Agora, H“*(RP(nº),Z,) éê um H*(RP(4),Z,)-módu-
lo livre graduado, gerado por 1, c1, via p$:H*(RP(4),Z,) >

+ H*(RP(nº),Z,), sujeito à relação

Cc + Ccipí(vi) + pá(v2) = ci + e1pílas) + p*(al) = O

Então:

ci = cipt(ai) + pt(ai) =

(eiptía,) + ptía?))(pt(a?)) + pá(al) =

ceiptíal) + pfíar) + pííar) = ciptlal).
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Portanto
2ei = c% pf(ai) = (ciptla,) + pt(a1))pt(ar) =

c1ptíar) + pííai) = cipt(a!), uma vez que
as e HSCRP(4),Z,).

Pela estrutura de H*(RP(nº),Z,), c1píía!) ê

o único elemento não nulo de H*(RP(nº),Z,); isto significa
que ci[RP(nº)], = 1.

segue que

ciLRP(n?2)], + cCRP(v!)I], + CÊLRP(5)], = 1 +

+ 1+1 = 1, contradição.

Portanto, v, = O e u =-0.0 fibrado

vt nº R$

Y U + O +

RP(5) RP (4) pto

tem portanto os mesmos numeros de Whitney de

R El ÉGR Rº

+ U + U +

RP(5) RP(4) pto

onde E > RP(4) é o fibrado-linha canônico. Segue o resul
tado. mm

Os teorema 2.4 e 2.5 sugerem, de maneira geral,
as seguintes questões:

1) Dadas variedades fechadas Fº, Ft, ...,F', com Fº” de
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dimensão i, existe uma classe aeLI (727,) contendo um re-
presentante (T,M”) com F(T) ="

2) Caso afirmativo, quantas e quais são as classes
a e In(Z7,) satisfazendo tal condição?

É fácil dar um exemplo de não existência de

tais classes: se (TM) é tal que F(T) = E Fi, devemos

ter x(MP) = x Fi) módulo 2 [4 ; Lema 28-2]); portanto,
não existe (T,M”) com F(T) = RP(2r), se n=2k+1,

O teorema abaixo, que resolve um caso particu-
lar das questões 1) e 2), ilustra o grau de dificuldade que

a questão 1) pode apresentar.

2.6. Teokxema

i) Existe uma variedade conexa fechada M*, 5-

-dimensional, e uma involução T: M* > M*, com F(T) =

= RP(2) U RP(4) (união disjunta).

ii) Se (S,B) é uma variedade com involução
com F(S) = RP(2) U RP(4), então [S,B*], = [T,M*], em

Is(Z,).

Prova

i) Seja t7: RP(5) - RP(5), tilxo,X1,...,.X51] =
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= [-xo,X15,...,X5]); temos F(TtT,) = RP(4) U pto, com fibra-
dos normais:

EL R”

i
+ U +

RP(4) pto

onde Ez denota o fibrado linha canônico.

Sejam as involuções:

r: S? + Sº, Tr: RP(3) - RP(3),

ríx1,X2,X3) = (-X1,X2,X3), TalXxo,X1,X2,X3] =

= [-XosX1,X2,X3].

Em S?º? x RP(3), consideremos as involuções

Ti(x,w) = (A(x), t2(Ww)), Ta(x,w) = (C(x),wW), onde A E a

antipodal.
Como T;, não tem pontos fixos, o quociente

2 - . . .SEXRPUSO e uma variedade fechada, CC, S-dimensional; como

Ti; e T7; comutam,y T, induz uma involução:
2

1,: S2 x RP(38) , Sº? x RP(3)
Ta Ta

O conjunto de pontos fixos de T, &é

2S-xRP(3) U RP(2) Upto; o fibrado normal da componente
A x T2

1RP(2) é EL O Rº > RP(2), E >* RP(2) sendo o fibrado
linha canônico [ 5; parag. 53; pg 40]
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” 1

Denotemos por ny > SxRP(3) o fibrado norA x Tz
Sº* x RP(3)mal (unidimensional) da componente

' A x T>

- Agora, [Es > RP(4)],, [E] QR > RP(2)],
5

eMs = E,MN (BO(S-i)); afirmamos que 9([Eà > RP(4)],) =

- 9([E] à Rº > RP(2)]1,) em NM.(Z,); para tanto, devemos

ter os números de involução dos fibrados-involução(A,S(EL)),
(A,S(E) &;Q Rº)) iguais.

Sejam a, E H'(RP(4),Z,) o elemento não nulo,
e cre HI (RP(E2),Z,) a classe caracteristica de (A,S(EL));

considere py;r: RP(EiI) > RP(4) a projeção.
A classe tangencial de RP(4) é (l1+07)*? = 1 +

+ O + As portanto a classe tangencial de RP(EÍI) e&:

W = (1+ pt(a1) + ptíar))(1+c, + pi(a,)):
= (1 + pilas) + pítat)), uma vez que em H*(RP(EL),Z,) va

le a relação c17 + pi(a,) = O. Também

wi ci-i = p$(a,) ptía,) Tt = p$(ar), i=0,1,2,3,4.
Os números wT cer [RP(EL)],, i = O,l,...,.*,

Wi [RP(EL)], são, portanto, os Únicos números de involução
de (A,S(EL)) não nulos.

Sejam az e H'(RP(2),Z%2) O elemento não nulo,

P,! RP(El O Rº) + RP(2) a projeção, e c, e H*(RP(El ep Rº ))

a . classe caracteristica de (A,S(E) & Rº).
"Temos que H*(RP(E) & Rº),Z,) é um

H*(RP(2),Z,)-módulo livre graduado via p*:H*(RP(2),Z,) >
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> H*(RP(E? O R2),Z,), gerado pelas classes 1, c,, c3, Su-

jeito à relação c3 + c2pt(ar) = O. (*)
A classe tangencial de RP(2) é (l+02)*? = 1 +

+ ar + 3; à classe de RP(EL Q& Rº) &, portanto:

= = (1 + pt(a2) + pz(a2)) ((l+0,)º + (l+0,)?pí(as)) =

+(1+p7 (a2) + p? (a23))(Ll+c, +c? + Ci pilas) + c?pi(as)).

segue que
= & E = de
w1 = C, + prí(a2) + p;ía2) = c,; w, = p$(ar) +

oa 2 3 2 - & 2+ c,páé(a2) + c3 + prías) = c,p,í(a2) + c3 ;

= - * 2 & 3 & 3
WwW; = C7pzí(a3) + cip;(a2) + Cc? + pyías) +

+ c2? pz(a2) = c,pé(a2) + c3 pla);
W,. = 2 * 2 3 & 2 & 2 3 &wy = Cc? pá(as) + c? pá(ar) + c; pi(a,) c; pílas).

Multiplicando a relação (*) por c, e por
pí(ar.), obtemos:

* : e e.c, + cipíía,) = O (HH)

Ss ,
& ..ci pi(a2) + cp, (a) = O (E&kT%)

Pela estrutura de H“*(RP(El Q& Rº),Z,),
c3pí(al) é o elemento não nulo de H"(RP(EL & Rº2),Z,).

hPortanto c3 p$(fW,) = 03 é o elemento não nu-
lo de H"(RP(E] & Rº2)), e os números de involução
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W.[RP(E2 O Rº)],, ml e irRP(EA o
i = O,l1,...,4º são não nulos.

: Temos, por outro lado:

W,? = Cc? pila?) + oc) = O
2º = CC; pia, 2

= = ao 2
W, W1º? = (p*(a,)c, + c2)0ê = cd + c?

W1 W; = C,(c,pé(a3) + c3 p$(a,)) = c

Cc, W71 W, = W1ºW, = O

Cc, W;y = W1 W, = DO

c3 W, = Wi? W, = O, usando as relaçõ
que [A,S(EL)), (A,S(E) O Rº))2, ou

3([8EL > RP(4)],)

Rº )], =e,[RP(E] & Rº)],,

F(a3) + oc; pá(a,) =O

(*%%),es (*%**), Segue

seja
9([ELb O Rº + RP(2)],)

Pela exatidão da sequência:
O > Is(Z>) Jim. Vl (Z7,) > 0, concluímos que:

S? xRP(3)
O = 353.(Et1,RP(5)], + [T,, 1,) =

: Ta.

El R? u'
= o(jyY + [+ + Y +

RP(4)) pto S!xRP(3)
2 2 T: 2

Ez OR RR
7. ;

RP(2)), pto|, Ta

Segue que (A,S(V!)]l, = 0 em  NM(Z2).
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Sejam W = 1 + Wi + W2 + Wg + Wy a glasse to-
+ i etal de SSxRP(S), e; E HI(RP(ptI,Z2) a classe caracteris-
T

tica de (A,S(ut)), p,; RP(N!) > SxRP(3)
Ta

v, E H'( ERRA), 2,) à primeira classe de Stiefel-Whitney

a projeção,

de pd,

Como em H*(RP(u'),Z;,) vale a relação;
es + patvo = 0, temos que à classe total de RP(p!) &:

A 44EE, pitw; CL Ket+pilva)) = 1 + E, HA
w) um monômio de dimensão r

(4-1) )=

Denotemos por
“nas classes W;o Então, para is 0,1,2,3,4, pRCVi W

= ei pequi, = PN, uma vez que o Último termo é um número

de involução de (A,S(p')). Sendo p% injetiva, [5; pg.34),

via = Q em HI CEXRPEL, 7,), Isso significa que todos
os números de Whitney de o

p*

Y

SIxRP(3) :

Tr o
ge anulam, portanto tal fibrado borda,

Considere W* variedade compacta, 5-dimensio-

nal, com bordo, e 0º + W* fibrado unidimensional, com
' 2

AS) =
S XRE() e 88 RED) equivalente a 1p*; temos

o fibrado involução (ASC), com (A,S(6* Pisa) =

= (A,S(U*)),
Tomemos uma vizinhança tubular —N de
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S!*xRP(3) Sº xRP(3)TA em TAcientemente pequeno de maneira a existir um difeomorfismo e
; invariante sob “T,, com raio sufi-

. quivariante:
-

£: (Ta /a(n)? 9(N)) > (ASCN))
o

Podemos então colar SPXREISO -N a S(68º)

através de f, para obter uma variedade fechada 5-dimensional

K?, e uma involução T,: K? >K', com conjunto de pontos
fixos e respectivos fibrados normais:

E: O R?
:

R?

+ U +

RP(2) pto

Sejam Br(pto), B,(pto), bolas fechadas inva-
riantes em torno dos pontos fixos de 711, T3, em RP(5) e

K*, respectivamente; suponhamos tais bolas suficientemente
pequenas de maneira a existir um difeomorfismo equivariante;:

E: SSSPYCISELÁCIOS + SESIYOSSELISTOS

o o -Se colarmos RP(5) - Bi aK* - B, atraveês

de g, obteremos variedade fechada 5-dimensional M* e invo
lução T: Mº +M' com conjunto de pontos fixos e respecti-
vos fibrados normais:

El) & R? El
+ U +

RP(2) RP(4)

Isto prova a primeira parte do teorema. m
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1

tal que F(S)
ii) Suponhamos (S,B*”) variedade com involução

= RP(2) U RP(4). Sejam vº* + RP(4), nº + RP(2)
fibrados normais, com classes totais:

mente.

Uzl1+uUu
V = 1 + vv] + V27 + va = 1 + Vv,r + Vv2, respectiva

Aplicando a fórmula de Kosniowski-Stong repeti
damente, obtemos:

AF(O E

= w1[B“1, = 01 (X1,X2,...,Xs)[B], =oO

1
= qe 91 (1+y,Z21322,23, 24) [RPC], +

+ E 02 (L+y1,l1+y2,1+y3,21,22)[LRP(2)], =

À Oy)

CE) (2529 pI IOQ Ens +++ 424) ERPON) ze
pta<l

po
+

<

1 3 - p
'

1- p- q)py: I2,3/3)0(21,22))L
1H1, (1+y.) prasl

[RP(2)], = (L+u+W +uº + ...)(
(1 +u+w(RP(4))[RP(H)], +

4 Auviavaav,+ EMOS C/grau 2d),
(1+v1+w1 (RP(2))ICRP(2)], = u"[RP(4)]), + U"CRP(4)], +

+ uº WICRPCH)IILRP(4)], + VILRP(2)], + v,[RP(2)] +

+ VIiLRP(2)], + vam (RP(2))[RP(2)], = ua [RP(4)], +

+ Vv,LRP(2)], + via2[RP(2)],.
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uº a, [RP(4)],
u?af[RP(4)],

vº2ERP(2)1,

ut a, 2 2
uº aj

O = we[BS], = ot(X1,X2,...,x5)[B'], =

"
Ty 01 (Lty,21,22523,24)? [RP(4)], +

Ã
+ —— 01 (1+y1 1+X>2 91+ys 21 22) *[RP(2)], -

ÀO,
1,1+y . (

p+qg<1

1 - p 2

1-p- q) o (IA tZas +++ 5Z4)) [RP(4)], +

ro(E 3 - p ) o (y1,y2,yY3)O (21,22))?
À Oy.) p+q<l -q pro qol-p

[RP(2)], = u"*CRP(4)], + u'[RP(4)], + UPaflRP(4)], +

+ vV2[RP(2)], + V.[RP(2)], + VALRP(2)], + as[RP(2)], =

u2as[RP(4)], + v.LRP(2)], + 1

O = wiLB“1, = O1(X1,X25...,Xxs)[B'], =

2 91 4,2) "[RP(4)]7 +1 02 (14Y,Z2)"[RP(4)il,:
E, 11)

u"*[RP(4)], + Uu*[RP(H)], + ai[RP(4)], +

+ vViLlRP(2)], + v,LRP(2)1], = 1 + vIiLRP(2)], +

+ v, L[RP(2)],

Temos então as relações:
+ va [RP(2)], + via2[RP(2)], = O (1)
+ v,[RP(2)], = 1 (IT)
+ v,[RP(2)], = 1 (IITL)

Pela estrutura multiplicativa de H*(RP(4),Z,),
em H"(RP(4),Z,). Somando as relações (1) e
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(II), obtemos então va, a2[RP(2)], = 1

Isto acarreta V1 = Ao.

Da relação (IIL), obtemos:

v.,[RP(2)], = 1 + af[RP(2)] = O, ou seja, v, = O.

Usando a relação (IL), temos:
uº? af[RP(4)], = 1, portanto u = dx.

Isto significa que v* > RP(4), Es - RP(4) têm

as mesmas classes características, o mesmo acontecendo com

nº + RP(2), &) OR? > RP(2).

Portanto, [v* > RP(4)], + [nº > RP(2)], =

= [E] + RP(4)]l, + [E] Q Rº > RP(2)]l, em Vs, O que acarre
ta [S,B*], = [TM], em Is(Z2,). m

2.7. Obsexvação

Sejam CP(n) O espaço projetivo complexo n-di-
s m : : -—mensional, e SS a m-esfera. Considere a involuçao:

7: S" x CP(n) > SP" x CP(n),
T(x,2) = (-x,C(z2)), onde C é a conjugação.

Como T não tem pontos fixos, E2—tt&Ê é uma

variedade fechada, m + 2n-dimensional. Tais variedades, de
notadas por P(ím,n), são conhecidas como "variedades de

Dold!".

Temos que H*(P(m,n),Z,) &ê uma álgebra polino
mial sobre 7Z,, gerada por elementos c e H'(P(m,n),Z,),

mt+1. n+1.d e Hº (P(m,n),Z,), truncada pelas relações c 0, d o.
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A classe tangencial de P(m,n) é

W = (L+e) (Lica), Vide referência [ 15 TT.

Em particular, a classe tangencial da varieda-
de 5-dimensional P(1,2) É:

WCIP(1,2)) = (lteo)(ltc+d)? = (L+d+cd+d?), uma vez que c?=-0,

dº = 0; então wWw2w3[PC1,2)], = cdº[P(1,2)], = 1, e é fácil
verificar que este é o úmico número de Stiefel-Whitney não

nulo de P(1,2).
A classe de cobordismo [P(1,2)], é, portanto,

o gerador de Nls = 7, (xs)

2.8. Teorema

A variedade M*, construida no teorema 2-6, é

cobordante à variedade de Dold, P(1,2); portanto, [M'], E& o

gerador de Ns.

Prova

Pela observação 2.8, basta mostrar que
Ww,wW3L[M*],=l. Usando a notação do teorema 2.6, temos:

“ww, [MM], C2a(xX1,3,...5Xx5) Oalx1,...,x5) EMP], =

= Es Ca (L1+Yy,Z1,5...5Z4) Oa(1+Yy,Z1,...,Z4)[RP(4)], +

- TI7 =



+ E O2(L1+y1,1+y2,1+y3,Z21,22)03 (L+y1,1+Y2,1+Y3,21;22)
3DO

ERP(2)1, = (Leyey2+...) (1802 (|aan (yIa (Za. 13H))O

1CE Goo. P3)0(y)O (Z1,...,Z,))ICRP(H)], +

p+q<3 q Tp “ 2

$ - PP); pY13Y23Y3) (z21,22)) (1rxGs,3

E, (1+y,) p+qa<?2

3CE GO 5o píyisV2,ys) cníz1,22)) [RP(2)],
p+q<3 p Aa

os ; ; 1 - PpSe q<2, 0 coeficiente binomial (3 p- q
se anula módulo 2; para q=-2 ou q:=-3ô, O (21 22523524)
denotaraá w,(RP(4)), w, (RP(4)), que são nulos.

Portanto,

w, W,[M*], a (GE)E (1+y)

Cx5 Po Wisyays)O (1,22)

Cx GT Pa tyi y2.ys)0 (1,22) ICRP(2)], =

= (1 + à2 + af + termos c/grau >. (1 + à&o + ai + as) (l+02+

too 2 3 - 2 termos c/grau > 3
+ à2 + as + a3ILRP(2)], = (1 + à2 + af + IL IT.T. Sc coa T.A

I(1+a2)(1+a2)[RP(2)]), = (1 + a3 + a7)I[RP(2)],=0a2[RP(2)] = 1 wm
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2.9. Teorema

i) Existe uma involução T: P(1,2) > P(1,2)com
F(T) = RP(2) U CP(2) (união disjunta).

ii) Se (S,V”) é uma variedade 5-dimensional,
com involuçaão, com F(S) = RP(2) y CP(2), então [S,V], =

=[T,P(1,2)]], em Is(Z,).

Prova

i) Seja C: CP(2) > CP(2) a conjugação; defi-
namos T: S*? x CP(2) + S! x CP(2) por T(x,z) = (X,2); se
ja tT: S!* x CP(2) + S! x CP(2) como definida na observação
2.7.

Temos que Te 1 comutam; portanto, T define

uma involução:
T: P(1,2) + P(1,2)
Notemos que

[T,P(1,2)], = T[C,CP(2)],,
onde FT: I4(Z,) > 1s(Z,) éEo homomorfismo definido na ob-
servação 2.1.

Agora, F(C) = RP(2), com fibrado normal equi-
valente ao fibrado tangente 1T(RP(2)) + RP(2); através da

observação 2.1, concluímos então que F(T) = RP(2)U CP(2),
com fibrado normal:



T(RP(2)) O R R

+Y U Y

RP (2) CP(2)

Isso prova 1). mu

ii) Suponhamos (S,V*) variedade com involução,
com F(S) = RP(2) U CP(2).

Sejam
vº nº
+ , +

CP(2) RP(2)

fibrados normais, com classes de Stiefel -Whitney:
U(vV!) = 1 +u
Vinº) 1 + V1 +t V>2

É claro que u = 0, uma vez que H*(CP(2),Z,)=0
A classe tangencial de RP(2) é (l+0)? = 1 +

+ a+a?, sendo ae H'(RP(2),4,) o elemento não nulo. Pe

la parte i), é suficiente portanto mostrar que va, = d, V,º=

a?.
Temos:
O = w1[V*1], = 021(X1,X2,...,X5)[V“], =

1
:

1 :

= —— 07(1+y;Z)[CP(2)], + ————— o01(1+Y,Z)[14y 38, C1+y;)

[RP(2)], = (1 + y + yº2 + ...)(
1 - pÉze1 -p- q)p (Io (2)ILOP(2)1, +
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L CE 3 - p :

+ TÁ “0 (Y)o (Z))[RP(2)],=À, Oy.) ptqa<l q P ql-p
= (Cl+u+u? +...) (CL+u+w, (CCP(2)))[CP(2)], +

+(L+vi+v2+v, +2eFMOS C/gTVau 2 É) (14y,+w, (RP(2)))

[RP(2)], = (vi+viwa1C(RP(2))+v2 + v,)LRP(2)],:=

= (via + v2)[RP(2)],

Portanto, v,a = v, em Hº(RP(2),Z,); pela es
trutura multiplicativa de H*(RP(2),Z,), v1 = 0 se, e so-
mente se, v, = O.

Novamente,
O = w2[V5], = of 21. xs)LVS], = —E 01 (1+Y, 2)? [CP(2)], +

: : l1+y

+ E 021 (1+Y,Z2)?2[RP(2)], = (l+uru?t+...)(
IN(14+Y)

J(L1+u? +w1 (CCP(2))2)[CP(2)], + (L4v,+v24+v,+tETMOS c/grauza,

I(1+vi+a? )[RP(2)], = (vi + o? )[RP(2)],. Segue que vi=za?.

Portanto, v, = a, vg = à?, O que acarreta
[T,P(1,2)], = [S,V*], em TIs(Z,). m

O teorema a seguir determina todas as classes
a e Is(Z,) contendo um representante (T,M”) com F(T) =

= RP(1) U RP(2) U RP(3) U RP(4) (união disjunta). Antes,ne
cessitamos de alguns lemas.

Denotaremos por EX > RP(n) o fibrado-li-
nha canônico, e por rt! > RP(n) a soma de Whitney de r có

n
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; 1pias de En

2.10. Lema

Não existe fibrado vetorial bidimensional
nº - RP(3), com classes de Stiefel-Whitney wa(nº?) = a,
w2(n?) = a?º?, onde a e H'(RP(3),Z,) é o elemento não nulo.

Prova

Temos NMu.(Z22) E Z2(81) O Z2(82) O 22(8;) O

&Z,(B.), onde B&1 = (A,S*]2, B2 = CRP(2)]1,1[A;S?]2, B3 =

= CRP(4)]1,1[A,S)o2, B = [RP(2)xRP(2)1,/A,Sº]2; aqui, A:SP>S"

denota a antipodal, e o produto de classés é relativo à es
trutura de Têx-módulo de Vlx(Z,).

Câlculemos alguns números de involução dos ge-
radores de Vl.(Z,); dado (T,M3o e e (22), denotemos, de

nmaneira geral, por ce HI C&,Z,) a primeira classe de

Whitney do fibrado-linha associado à T, ou seja, a classeca
. n '

racterística de (T,M), e por W. E HI (E-,Z,) a i-ésima
; MD -classe tangencial de q eventualmente, denotaremos o nume

ro de involução ein tn-D ER, por ein PDT MOO.
Desejamos obter ciw1i(B>r),.cºw2(B>),wilhB2),

wa(B2) e w3(B2).

Sejam y, E H'(RP(2),Z,), vy2 E H*(RP(2),Z,),
geradores correspondentes à cópias disjuntas do espaço pro-
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jetivo RP(2).
-O espaço de órbitas de (Id x A, RP(2) x SS?) é

-RP(2) x RP(2); a classe tangencial de RP(2) x RP(2) e&é:

-
W = (Cl+y1+yt) x (Clavyo+yi)

O fibrado-linha associado à involução
(Id x A; RP(2) x Sº2) ê o fibrado induzido T2º(E2), onde

Tt12: RP(2) x RP(2) + RP(2) é à projeção no 2º fator; portan
to, a classe característica c de (Id x A,RP(2) x S2º) ê

c=ntT$(y2) = 1x Ya.

segue que:

CW (B2) = (1 x yI)(L x y2 + y1 x 1) [RP(2) x RP(2)],; = O,

uma vez que 743 e€ H?C(RP(2),Z,);

c?2w, (B2) = (Ixy3)(Ixyi+vyaXy2+yIxX1)[RP(2) x RP(2)], =

= (Ixyd+yixyi+yixyv2)LRP(2) x RP(2)], = y3iCLRP(2)],r3[RP(2)1,-

= 13 wa(B2) " Y2 x Y2CRP(2) x RP(2)], = 1;

(1 x y3 + yix1) [RP(2) x RP(2)], = O;wi (Ba)

wW2(B2)=(Lx yi +y2xy2 + yt x DILRP(2)IXRP(2)], = 1."

Os espaços de órbitas de (A,S*),

(Id x A, RP(4) x Sº), (Td x Id x A, RP(2) x RP(2) x Sº) são

RP(4), RP(4), RP(2) x RP(2), com fibrados-linhas associa
dos, nesta ordem, dados por:

E) R R

+ 2 + . Y

RP(4) RP(4) RP(2)xRP(2)



Com tais informações, obtemos a seguinte tabe-
la de números de involução:

: B21 ÊB2 Bs Bu

wi 1 0 1 O

Wy4 1 1 1 1

e? W, * 1 o o

w3 O 1 0 1

cw, 1 O 0 O

Suponhamos a existencia do fibrado nº > RP(3);

sejam c e H'(RP(nº),Z,) a classe característica do fibra-
do involução (A,S(nº )), e p: RP(n2) > RP(3) a projeção.

A classe tangencial de RP(nº) E:

WCRP(N2)) p*(W(RP(3))((l+0)2? + (l+0)p*(a) + pº(a?)) =

(1+0? +p* (a) +cp*(a)+pí(a?)).

Mas em H“(RP(nº2),Z,) vale a relação:
c? + cpt(a) + pt(a?) = O (*)

Portanto, W(RP(n2)) = 1 + pt*(a), e assim,
Wwi[A,S(n2)), = pt*(a*)[RP(nº2)], = O, uma vez que
a” e H*(RP(3),Z,).

Também ws([A,S(nº)l>r = w3[lA,S(nº)]),s =

= C?W,[A,S(nN?)), = O.

Multiplicando a relação (*) por cp*(a) e
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p*(a?), obtemos:

| oO:(*%*) cIipt(a) + cptíal) + cpt(a?)

(E) e? púíí(a?) + cpt(a?) + p*(a") = cc? p*(a?)+cpt(a:) = O

-

Estas relações acarretam cºp*(a) = 0,0 que

significa 'eiw](A,S(nº2)), = O.

Efetuando-se todas as somas possíveis dos ele-
mentos BB. , obtemos todos os elementos de Nl1.(22) e, atra
vês da tabela atrás construída, verificamos que nenhum ele
mento de N.(Z,) não nulo possui todos os números de invo-
lução constantes na tabela nulos.

Segue que (A,S(nº))>, = O,

Por outro lado, pela estrutura “de

H*(RP( n2),Z,), cpt(0º) é o elemento não nulo de

H"(RP(n2),Z,); pela relação (***), o mesmo acontece com

c?pí(a?).
Multiplicando a relação (*) por c?, obtemos:

4 4
c* + cipt(a) + cºptí(a?) = c* + c2pt(al) à OP

Portanto, c* éêo elemento não nulo de

H*(RP(n2),Z,); mas 1 = c"[RP(nº2)]l, é um número de involu-
ção de ([A,S(nº)l,, oO que é uma contradição. mm

2.11. Lema

Sejam 17º > RP(2), nº + RP(2), £&" > RP(1), fi-
brados vetoriais com classes de Stiefel-Whitney wi(uº) = O,
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w, (7?) £ O, wi(H?) Z O, w, (Up?) = O, wi(E*) £ O. Então, em

NNu4(Z,), vale:

1) 3C(pº+E*) = CRP(4)],(A,S'],

ii) a(nº) = (A,S"*),

Phova

i) Usaremos a notação do lema anterior. Sejam

ce, &E H' (RP(pn?),Z,), oc, e H*(RP(E"),Z,), classes caracteris-
ticas dos fibrados-involução (A,S(u?º)), (A,SC(E*)),

a, E HI (RP(2),Z,), a2 E HIC(RP(1),Z,), elementos não nulos
:

:

p1: RP(u?º) > RP(2)

pa: RP(E*") + RP(1),
as projeções.

A classe tangencial de RP(pnº) &:

WCRP(uUº)) p&(WIRP(2)))((l+01)? + (ltci)pí(al)) =

(1+p$(a1) + péíal))(L+ci+oegrci+pií(al)+co, ptíai))

Em H*(RP(uº),Z;) vale a relação:
c? + cipt(ai) = O (%*)

Portanto, w,iC(RP(yº)) = ci+ptla,),w, (RP(p?)) =

= ce? + cipt(a,), w;y(RP(upº) = c?pt(a,) + cipíía?),ws( (RP(uº))=

ciptíai).
Multiplicando a relação (*) por c1, obtemos:
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4 s 2 -Cc, + cipt(ar) = O

Pela estrutura de H*(RP(pº),Z,), ctptílal) ê

o elemento não nulo de H"(RP(uº),Z,); portanto, o mesmo a-
contece com cj.

Multiplicando a relação (*) por p$(í(a,), obte-
mos:

ciptí(a,) + ciptíai) = cipt(a,) = O,

uma vez que aj e Hº(RP(2),Z,).

Passemos agora ao fibrado &* + RP(1).
A classe tangencial de RP(E") É:

WCRP(E")) = p&(WIRP(1)))(C(l+o,)* + (1 + c,)*ptl(ar)) =

4 S ”= l1 + c, + pá(as) + c,pFí(a2) + ciptía,) + cipíla,)

Como em H*(RP(E"*),Z,) vale a relação:

c, + cipí(as) = O (E),
obtemos

wa (RP(E*)) pita), waC(RP(E*') = cxpélas),

w, (RP(E")) cIptías), waC(RPC(E")) = O

=Pela estrutura de H*(RP(E*),Z,), cipt(as) é

o elemento não nulo de H"*(RP(E*),Z,)., Juntando tais infor-
mações, obtemos:

wi C9(p?+E")) = Ccliptlar) )CRP(u?)], + prCazILRP(E*)], = 1 +

+ O + O = 1, pois ai e H'(RP(2),Z,), as e H"(RP(1),Z,);

wa (9(UT4+E*)) = ciptCazICRP(pºI1, = 1;
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w3 (ACUS+E*)) = (c] + cfptlas)I)ILRP(uUº)] +

+ CIpt(a2 I[RP(E")], = 1 + 1+0=0, pois ar e H?(RP(1),Z,);

cw, (9(U?+E*)) = (ci+cipt(a, ICRP(Uº)], +

+ ciptí(a, ICRP(E")], = 1 + O0+1= O

c?w1(9(U?+E*)) = (o) + ciptía, ))CRP(uºI], +

+ cipF(a, )[RP(E")], = 1 + 0 +1=O0

Uma consulta à tabela construída no lema ante-
rior mostra que o único elemento de N4.(Z,) com tais núme-

ros de involução é [RP(4)], (4,Sº]),, o que prova i). m

ii) Sejam c, e H*(RP(Uº),Z,), classe caracte-
ristica do fibrado-involução (A,S(Uº), a; e H*(RP(2),2,) o

elemento não nulo e

pa: RP(H?) > RP(2)

a projeção.
A classe tangencial de RP(Rº) é:

WCRP(H?))=p$(WCRP(2)))(C(l+c,)* + (lict)ptlas)) =

(1+pú(0s) + p*(a$))(1 + ci + ct +c +

+ pá(as) + cipílas))

A relação:
ct + ciptí(as) = O,

—
(E%%)

válida em H*(RP(7º),Z,), acarreta:
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wa (RP(H?)) = c,, wWw,CRP(UNº)) = cê + c,ptí(a,); w, (RP(H?:)) =

c$pítía;,) + cipé(a3); w4C(RPCUN?)) = cipí(al),

Se multiplicarmos a relação (***) por pú(a,),
c;, Obteremos:

cipfía,) + cIpí(al) = O

4 s -c, + ciptí(a,) = O

O elemento cip$f(a3z) &é o gerador de

H" (RP(pu?º ),Z, );das relações acima, concluimos que o mesmo seun 2º2 7/3 ,

passa com cip$f(a,) e ci.
Com tais dados, obtemos:

w1i(3(pº)) c*[RP(uº)], = 1

wa (9C(LUº)) = captíasI[RPIH?)], = 1

w3 (3(H?)) = (Cc; + ciptíai)) [RP(U?)], = 1+1=0

c2w, (3H? )) = (ci+cIptCas) )LRP(H?)], = 1+1=0

cwi(a(R?)) = ciLRP(H?)], = 1

Usamos então a tabela do lema anterior para
concluir que 39(pº) = (A,S*l],. mm

2.12. Teorema

ii) Existem variedades 5-dimensionais com invo-
lução (T;,MÍ), i=1, 2, 38,4, com F(T.) = RP(1) U RP(2)UW

U RP(3) URP(4) (união disjunta) e ET, ,Mi], É [T,,Mi],,5se
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ié3, em Is(Z,).

ii) Se VV?

Ss: V5 + VS

[S,V*], =

Prova

uma involução com F(S) =

[TM 1a) para algum 3 =

é uma variedade 5-dimensional e
h

U RP(i), então
1=1

1,2,3;54.

i) Considere as involuções:
r1: RP(4) > RP(4), 1,7: RP(4) > RP(4), railxo,X1,X2,Xa,Xy4l =

= [-Xo,X1,X2,X3,Xul, TIlXo,X1,X2,X3,Xu] = [o-Xo,-X1,X2,X35Xul.

Então F(ír,) = RP(3) Upto, com fibrados nor-
mais

1

Es R*

Y U Y

RP(3) pto
enquanto que F(1t,) = RP(1) URP(2), com fibrados normais:

1 13E1 252

Y ! U +

RP(1) RP(2)

Sejam

d.: S*xRP(! , S*xXRP(H)
17 AXr, Axr, ?

y,.
SIXRP(H) , SºXRP(U)

1 AXTa ÁAxXxTa ,
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d1([u,x]) = [U,x], Yi(fu,xl = [0,x], onde
A: S!' + S* é a antipodal e a barra denota a conjugação em

Ss,

Pela observação 2.1, F(6;) = RP(4)U RP(3) U

U pto, com fibrados normais

R EGOR Rô

+ U Y U Y

RP(4) RP(3) pto,

enquanto que F(Y,) = RP(4) |U RP(2) URP(1), com fibrados
normais:

R 2632 O R 3571 O R

" U y U +

RP(4)
|

RP(2)
—

RP(1)

Considere outra cópia de RP(4) e o fibrado:
R
+

RP(4) x TI

onde I=f[0,1]; o fibrado-involução associado e

(Id x A, (RP(4) x 1) x Sº).

Tomemos vizinhanças tubulares Nº de RP(U4)

S*xRP(4)oa invariantesAXT1 , ,
S!*xRP(h4) 2 a. eEM TPaxeçõo o Nº... de. RPC) em

respectivamente, sob 461 e 11, com raios suficientemente pe

quenos de maneira a existirem difeomorfismos equivariantes:

-= 9] —



fi: SSSETC ES ELAS DOS + (IdxA, (RP(4)x0)xSº)

fo: Ca aca) 9 (Nº) > (ITdxA, (RP(4)x1)xSº)

í S*xRP(4)Colamos CaxEpr
(RP(4)xI) x Sº através &de f;7,fo, para obtermos variedade

1
y u(SIXRPO O go) aAxT1

o

- Nº

fechada

—
IS e involução p1: K; > Ki, com conjunto de1?

pontos fixos e respectivos fibrados normais:

ESOR 262 OR 38 OR Ró

y U ' U ' U '
RP(3) RPC2) RP(1) pto

O processo acima &é essencialmente semelhante
ão utilizado no teorema 2.6, que consistiu em eliminar da

variedade com involução o interior de uma conveniente vi-
zinhança tubular de uma componente do conjunto de pontos fi
xos, condicionado ao fato de que o fibrado normal à tal com

ponente seja cobordante a zero; colando-se, a seguir, atra-
vês do bordo, uma conveniente variedade com involução sem

pontos fixos, obtemos uma variedade com involução sem à re-
ferida componente de pontos fixos.

No caso acima, tal componente €é:

RP(4) U RP(Y)JC AXE, Rx
Considere então:
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r2: RPCS) > RP(5); ra [xkoyrx1 5... 5x5] = [xosx1 5.0 xs]

Atraves dos pontos fixos isolados de p17 e r;z2,

e usando o argumento acima, obtemos a soma conexa equiva-
riante M: = Ki 4 RP(5), e involução Ta: NM — Mi, com con
junto de pontos fixos e respectivos fibrados normais:

EL ES QOR 283) O R 3E1 |O R

Y UÚ +Y U + U +

RP(4) RP(3) RP(2) RP(1)

Ss. :Para obter (T32,,M2), consideramos:

T2: RP(5) > RP(S), Ta [Xo;X15X2sX35Xu5X5] =

= [CxosoXIsX2a Xa X4K5X5]; então FC(TtT2)=RP(1) U RP(3),"

com fibrados normais:

YE! 281

Y U 4

RP(C1) RP(3)

Como wi(481Y = O e WCRPCl)) = l,
[HE] > RPCU], = O em VNA(BOCH)); O processo acima produz
então variedade K; e involução p2.: K3 >+kK, com conjunto
de pontos fixos e fibrado normal:



28?

+

RP(3)

eolvoDnr
Se colocamos (Ta,M3) = CY,1Ups, ERRO) UK),T1

PP

obtemos F(T,) = RP(3j), com fibrados normais:
j71

R 2E3 258; O R 3E] O R

Y UU. + U + U +

RP(4) RP (3) RP(2) RP(1)

Para a obtenção de (Ta ,M3), (Tá. ML) tomare-
mos a variedade com involução (CT,M”) construida no teorema

2-6, com a propriedade de ter como conjunto de pontos fixos
e respectivos fibrados normais:

E) O R? R$

Y U Y

RP(2) pto

Utilizando-se os pontos fixos isolados de

T: MSM? e r;: RPOS) > RP(S), obtem-se

d.: Ki > Ki,

onde Kj &E&a soma conexa equivariante Mº* H RPC5S). Aqui,
F(d,) = RP(2) U RP(!)) com fibrados normais (como no Teore-
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ma 2.6):

Ez t> O R?

- y U Y

RPC4) RP(2)

Pomos (CT3;,M3) = Cd2 U ta, Ki U RPCS)); o

conjunto de pontos fixos e respectivos fibrados normais de

T3 e:

Es 28 E O Rº 4 El

+ U + U Y U Ne

RP(C4) RP(3) RP(2) RP(1)

Agora, [283 > RPC3)], = O em NaC(BOC2)), uma

vez que w1 (2E3) = OQ e WCRPC3]) = l; a partir de

(T2,RP(5)), obtemos então variedade com involução (Y2,Ki)

com F(C(Y,) = RP(1), e util + RPC1l) como fibrado normal.
Atraves dos pontos fixos isolados de

S!'xRP(4) , SIxRP(4)
AXr1 AXra,d1

T: Mó + Mi, obtemos (Y3,Ki);

pomos (Ty.,M'4) = CL, UYVY,, K U Ki).
4

Temos F(T.,)= y RP() com fibrados normais:
j=2



R E: OR EL OR 4El

RP (4) RP(3) RP (2) RP(1)

Agora, atravês de números de Whitney, não é di
fícil ver que [R> RPC4)], + [E > RPOHY])2, em N1CBO(L)),

e [EleR>RP(3) 2 * [E O El > RP(3))2 em TIsCBO(2));

estes fatos acarretam

FE. Mila É E; Mil, se i|Z3j, em I;s(72).

Isto encerra a prova de 1). mw

Prova de <4

Sejam

v nº nº E”

Y , s +
2?

Y

RP(4) RP (3) RP(2) RP(1),

os fibrados normais, e denotemos por:

V=21+ Vv,

D H 1 + 97º + O,
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FEZ

ss H 1 + us: + us

H= 1 + ha,

aas classes de Stiefel-Whitney de vº, nº, pô, E, respecti-
vamente.

Temos:

+
:

wi [VOO], é E; 01 (1+y,21;22)23,Z4) [RP(4))2 +

2
01 (1+y1,1ty2,21,;22,23) [RPC3)],2 +

Ã, C1+y. )

3
1

01 C(L1ty1,1+y2,1+tys,z21,22) [RP(2)]> +

TT C+y.)
+=

———— 01 (14+y1,-..,lty4i,2) [RP(L)],> =

TT (2+ty;)
1=1 .

(L4+varvitvit...) (l+vatwa CRPOH))) [RP(4)], +

(1+0,+0?2+9,+ termos c/grau 3 3) (9 +w, (RPC3))) [RP(3)]2+

Ituituleuaa. SeTmoS .0/6TAN.T.D (ruiva (RPC2))) [RPC2Ta+

termos c/grau > 2,.,, -(L+h1+ CTLEART.ÇIEIIN.E.S )Chi+tw, (RP(1))) [RP(1)], =

vi [RPC(4)]2 + vI[RPCXU)], + viw; [RPC4)]2 +

9º [RPC3)]2, + 9102[RPC3)]2 + ui[RPC2)]2 + u2z[RP(2)]2 +

- 97 -



+

"

+

O

u?[RPC23]] + uiwi [RPC2X]2 + Ra [RPI] 2 =

viw, [RPC4)] 2 + O3[RPC3X]2> + 01062 [RPC3)]o +

Cuawa CRPC2)J+uz) [RPC2]] + h, [RP(CLX] 2.

Tambem,

= w2[VS]2, = Clrvitvitvi+ ...)COl+vi+twi(RPC)) [RPC4)]2 +

(140, +0?+9,+ termos c/grau > 3) (92452(RP(3)))[RP(3))2 +

Clt+uatultuot termos c/grau 2 3, (1+u?2+w2(RP(2))) [RP(2)] 2+

(14+h,+ termos c/ grau 3Z 2)cntawicRP(1))[RP(1)], =

vi [RP(4)] 2+vi [RPC] + víwi [RP(4)]> + 01 [RP(3)],o +

u? [RP(2)]2 + u?[RP(2)]2 + uz [RPC(2)]2 + wi[RP(2)]2 =

vw? [RP(4)], + 93 [RPC3)]2 + u2[RP(2)]2 + 1

Finalmente,
= wi [VS], = Cl+vitvitvito..) (lt+vitwi CRPCH)) [RPC4)T], +

CL+O1+...)(BOt+wi CRPC3IIN[RPC3J)],2 +
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2
+ ltuztu,tus+ termos c/grau2 357 c4utaw? CRP(2))) [RPC(2)]2 +

+ Cl+ha+... JCIRPCLS] = wi [RPOWHY], +

+ u2[RPC2)],

viw, [RP(4]] >

+ h1 [RP(1)],

viw2 [RP (4)],>

ut [RP(2)], +

e nulo se, e

+ us [RPC23]]2, = 1 + u2[RPC2)]2, + us [RP(2)]o.

Portanto, obtemos as relações:

+01 [RPC3)] > + 81 92[RPC3)], + Curwatuz) [RPC2)]2+

= O CI)

+ O [RPC3)]2 + uz[RPC2)], = 1 (IT)

uz [RP(2)]2 = 1 CIITL)

A relação (III) implica que ui e H'(RP(2),Z2)

somente se, u,r e H?C(RP(2),Z,) e não nulo; es
te fato acarreta que Cu1w1 tu2a) [RPC2)]> = 1,

Pela estrutura de H*CRPC4),Z2), viw, [RP(4)]2=
= vºwW2 [RP(4)]2,; portanto, somando-se as relações (I) e (IT),

obtemos:

91902 [RPC3)] + 1 + hi [RPCLI)I]2 + u2[RP(2)]2 = 1, ou,

6192 [RPC3)]] + n1 [RP(1)]2 + u2[RPC2)])2 = O

h1 [RPC1)]2 =

Pelo lema 2.11, 861 102:[RP(3)]2, = O; portanto,
uz [RP(2)] 2:
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Suponhamos que u, = Q em Hº CRP(2),Z2]; en-
tão us, e H?CRP(2),%7;] E o elemento não nulo, e h7 êoe
lemento não nulo de H (CRPC1),Z2).

]

e e .7º Considere a sequencia exata:
s

o > Is (22) 33 ms 3 MNCZ2) + O

Pelo Lema 2.11, parte 1), temos:
9 Ch? > RPC2X], + [E* > RPCLI)I]2) = [RPC4)]21A,S), em

Tu (22).
Mas

3 C[vIoRP(4)]2, + [nº2>RPC3)]2 + [1>RPC2)]2 + [E"RP(1)]2)=0

em Nu(Z2).
Segue que:

3 C[nº>RPC3)]2) = a C[V'>RPCHI]2) + [RPCH)]21A,Sº12=(*)

Não e difícil ver que, se v,i = O,

3 C[VI>RP(4)]2) = [RP(4)] 2 1A,SºI2, enquanto que, se VIE
e H' (RP(4),7Z7)) E o elemento não nulo,

3 C[u!>RP(4)]3) = fA,S*lo. (R%)

Na primeira hipótese, temos
9 C[nº>RPC(3)]2) = O em N4(Z2), portanto os numeros de in
volução do fibrado-involução CA SCn2)) são todos nulos.

Sejam p: RP(nº) > RP(3) a projeção, e Cc a

classe característica de (CA,SC(n?)).

A classe tangencial de RP(n?) e:
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WCRPCn2)) = WCIRPC3I)((L+o)? + (1+c)p*(91) + p*t*(092)) =

= (l+c?+p*(0,J+cp*(01) + pt(B,)) = 1 + p*(8,), uma vez que
em H*CRP(nº),Z:) vale a relação c2+cp* (9, J+p*C9,) = O.

Mas então cp*(03) = O em H"CRPCnº2),Z2), uma

vez que cp*(6?3)[RP(nº2]], = ec wiCRPCn2)) [RP(nº)], é um nú-

mero de involução de (A,S(nº?)).
Pela estrutura de H*CRP(nº),Z2),p*(0i) = O,ou

seja, 87 = O.

Concluimos, nessé caso, que

v! nº nº E
Y U Y U +Y U +

RP(4) RP (3) RP(2) RP(1)

tem os mesmos numeros de Whitney de

R 2E3 28: O R 3E1 O R

+ U Y U + U +Y ,

RP(4) RP(3) RP(2) RP(1)

o que implica [S,v5], = [Ta,M3]z em TIs(Z2).

Na segunda hipótese de (**%*), e através de (*),
temos:

9 Clnº>+RPC3Y]2] =/1A,S*I2 + [RPC(4)]21A,Sº]>

Então, necessariamente &6,7 %*%0; caso contra-
rio, teríamos —[nº>RP(3)],;= 0 em T3CBOC2)), O que acarre
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taria 39 Cínº>RP(33] 21 = Q.

Como 468648; = UI, temos 8d, = 0 em

H? CRPC3],72).

- Nesse caso,
vº nº nº E"

Y U Y U +Y U +Y

RP(4) RP(C3) RP(2) RP(1)

é cobordante a

Es ES OR 26) O R 3E1 OR
Y U Y U + U +

RP(4) RP(3) RP(2) RP(1)

significando isto que ENAP = [TT] MS] em Is(72).
Suponhamos agora que u, e H'C(RP(2),Z)) & oO

elemento não nulo; então u, = 0, h, = O.

Pelo Lema 2.11, parte 11), temos:

3 Cu? > RP(2))2) =/1fA,S*],

Também [gE*>RP(1)]2 = 0 em TNUCBOMM)), uma

vez que h, = O e WC(RP()) = 1.

Segue que
9 C|n?>RP(3)]2) = a C[VIRPC4]] 2) + à C[u?>RPC2)]2)+

+ dA C[E*RP(1)]2) = a C[VIRP(YI],) + dA,S*)o.

Na segunda hipotese de (**%*), temos:
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co

9 CM >RPC3)]2)] = A; como jáã visto atrãs, isto
.

acarreta
8, = O

Concluimos, nesse caso, que PIGENAITO) =

1º TT.só 2E; E) O R? uE]
=

+
+

4
+

y
' +

+
=

RP(4) |, RPC3) |, RP(2]) |, RPC1) |,

jaC[Hs,MIT2), e portanto, [S,V”], = [Ts,Mi],.

Finalmente, valendo a primeira hipotese de

(*%*), temos:
3 C[n?2>RPC3)]2) = [RPI] 1A,Sº 124 (A, SS"),

Então, como antes, 09, £ 0, 072 = O. O fibrado

vl nº
|

nº E
+. U t U + U +

RP(4) RP(3) RP(2) RP(1)

—

e, nesse caso, cobordante a

R ' EJO;OR ELOR HE)

Y U + U Y UA
RPt4) RP(3J) RP(2) RP(1)

o que implica [s,vº*T, = [r. .MiT> em  I;(Z72).

Isso completa a prova de 11). wu
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2.13. Observação.

Considere a involução:

T:RP(2k+3) > RP(2kt+3), dada por

TC [XxoyX1  X2aX39+0+0+oX2kt+3]) - [xo sx, X2 X39.0+.aXak+3)

Então FCT) = RPCCKk+l1) U RP(1), com fibrado
normal:

2E2k+ C2k+2)E]

Y U Y

RPC2Xk+1) RP(1)

Temos [C2k+2)E] > RP(1)], = O em

TU (BOC2Ak+2)), uma vez que vVWAC2k+t2)E!) = O,
2k+3Obtemos então variedade M involução

o: MAXT? o, MIXTO com F(d) = RP(2k+1) e fibrado normal>

2E2k+1 > RP(2k+1).

Temos v1 (26241) & O, vaC2E2 41) = aº, onde

a E HI! (RPC2K+1),Z2) e o elemento não nulo; à classe tan
gencial de RP(2k+1) é WCRPO2Kk+1)) = (1+9) 2Kk+2= (14929),
o que implica w. (RPC2k+1)) = 0 se 3àj é TIÍmpar.

Segue que os números de Whitney relevantes de
2E3k+A+1 * RP(2k+1) são da forma:

Ss
Mo Mia, Mag to “oi, [RP(2k+1)]2,

onde os w. denotam classes tangenciais de RP(2k+1);tais
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números são nulos, uma vez que o monômio acima tem grau par.
Concluimos que [2EIk+1 > RPC2Kk+1X] > = O em

NMlok+1 CBOC2)); portanto, [8,M?K+t*], = 0 em 1
-

ax43 (Za):
O teorema abaixo mostra que este fato tem um

carater mais geral:

2.14. Teorema

n - ; : -Se (TM) e uma variedade com involuçaão, com

FCT) = RP(2k+1). e n=2k+3, então [TM], = O em

1 (22).

Prova

Seja
nº?

+

RP(2k+1)

o fibrado normal, e V= 1+ vv, *+ v,., a classe total de

nº.
Temos

“O ss waMt, = 01 (Xx, M2apriaíaçãs) mMºX*tºo, =

- 1 2Kkiz
MerTIDICENTO 01 CLl+y1,1+tYy2,2135Z23)+..+5Z2kt+1) [RPC2k+1)] 2
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eo Rm Do A 2k :PCC C
—

Ja CYJo (2)) “[RP(2k+1)],=
Q+y1 1 C1+y2) ptãsl l7-prq9 Pp

=(I4+vi+vi4+v,+ termos c/grau 2 3, Cva+wa CRPC2k+123)º É E

[RPC2k+1)]3 = Clavi+virva+ FOMOS C/BTAU x 3,
KJ[RPCok+1)]2o = vik*º [RPCOk+1)] 2.

Segue que v1i e HI(RP(2k+1),Z2) & nulo.
O mesmo raciocínio utilizado na observação

2.13 mostra que [nº > RPC2Ok+1)]);= O em (BOC(2)), o2K+1

que acarreta [T,M]> = 0 em ITh(22): m

3. Não Existencia de Involuções Fiíxando Espaços Projfetivos
Complexos

3.1. Teorema

1) Não existe involução TT: Mo o MP, com

né4nk+2 e FCT) = CPU2kK), o espaço projetivo complexo
2k-dimensional.

.. Fe. ” ».. nii) Não existe involução T; M > M, com

n= 8k + 4 e F(T) = CP(4UKk).
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Prova de <

Supondo a existência, sejam nº + CPC2k) o fi
brado normal, e V = 1+v, + v, a classe total de nº

Temos X(CCPC(2kJJ= 1 mod.2, e xCCP(2kX)) =

=wyxK [CPC2K)] > mod.2?. Por outro lado,

O = wa DMTa: 4X iX2s axa? DM Da 7

- 1 “2-p : "TINOCO prqkuk uk - p - apIo 2) [CPC2KkI] a

eos : : 2-pO coeficiente binomial Se -p- a? se anula
quando 2 -p <H4"k-p-q, ou q <"k- 2; além disso,
HI(CPC2k),Z,) = O, se j é Ímpar.

Então
O = WA DIPIL= O + vi + vir ovo 4 termos c/grau 3 3,
CCB) wi, COPC2KI) + CH) vw, ,COPC2K)) +

+ ” w,  CCPC2k))) [CPC2AkY]2 = (1 + vz + termos c/grau 2 3,
CW, 22 CCPCAKkI) + vaW.2 COPC2KI) + w,  CCPC2k))IC

) [cP(2K)], = vawuk-2 [CPC2kKY]2 + va Wak-2[CPC2Kk)], +

Ww,, LCPC2Kk)] 2 = w,  LCPC2kI] 2, o que é uma contradiçao. Se-

gue o resultado. mà
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Prova de LLk

Supondo a existência, sejam nº' > CPCHk) o fi-
brado normal, e V = 1+vy, + vy, + v3 + vyvy,y a classe total
de nº.

Como em iJ, 1 = war [CPCUkIT2 = xCCPCHk)Imod?.

Por outro lado,
8k+u 6k+"0 = Wa M ]>2 = Og (X15X2s+ 6a Xá) DM da =

= E CexK(L+y19.0.0. 9 l+Y4, 21,225. ++ Zg) LCPUHK)) > =
4

318, 0y;)

== E (

1 2+y1) ptq < 8k

H = p
ek = prq o, (Yo (2) [CP(4X)] 2

l 1

Ar

Não é difícil ver que:

1e = 1 + 5 (Y) + S2(Y) + saia1(Y) + sa(Y) + s12(9) +

E, 0,)
+ S111(Y) + s4a(Y) + s,13(Y) + S22(Y) + s112(Y) + sSs1111(Y).

Aqui, s., denotam as polinomiais definidas em

[9; pag.. 58), onde w = i1ipz... in é uma partição de
& <4., Utilizando-se os cálculos efetuados em [ 9;:pag.59],

—— = L1+ 0 ((Y) + oi(Y) + o02(Y) + oi(Y) +

TT, Oty,)12

+ O01(Y)oO2(Y) + O3(Y) + or(Y)os(Y) + oO3(Y) + oO3(Y) +
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P

+ 07(Y) + of(Yla2z(Y) + o01(Y)as(Y) + O2CY) + cr(Y)os(Y) +

1 + 01(Y) + a7(Y) + 02(Y) + O (Y) + oa(Y) ++ o4(Y)

++ 01(Y)+of(Y)O2(Y) + o2(Y) + os.(Y) mod. 2

co. : : 4 - p -O coeficiente binomial (1, p - q? se anu

la quando 4 - p <8k- p-q, ou q <8k - bh.

Juntando tais fatos, e lembrando que
H (CP(4k),Z2) = O para j Ímpar, temos:

8k+u 3 4 2 2
|

72 (L+vi+vitva+vI+vatviI+vVivatvatvat rolar.O =w, [M

ETA. Z. ICO wa, COPCHK)) + (B)va wa, CCPUHK)D) +

O 4
+ (O) vá War, CCPCUK)) + (3) wa ,CCPCHK)) +ek-

+ (3) vaw,2 CCPCHK)) + (9) wa CCPCHKk))) [CP(UkI], =

termos CIevau 3 5) (w, +2
= (1 + vz + Vo+t+ va + k-4 + V, Wawk-h

+ VV, W + VW4 Moka
+ Wax) LEPCHKI] =8k-2

v,Wa, 4,
LEP CNI] 2 + vaw,8,2 LCPCUk)]> +

+ wa [CPCHK)]2 + viw.,  . [CPCHKkY]2 + v3 wa, LCPCHKkI]2 +

+ v [CP(uk)]2 = v, War2[CPCHKY]2 + Wa LCPC4Kk)] 24 Wake
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Agora, a classe tangencial de CP(Yk) &é

W = (1a)*t!, onde a e H2CCP(Uk),Z,) é o elemento não

nulo, e portanto:
-

4k+l 4k=1 (HKk+1, -
4k-1Wo, (CPCHK)) = ( ja = 0, uma vez que (1, 722 O

8k

mod.2?.

Concluimos que wekLCPC(4k)], -=- 0, oque é um

absurdo. mm

No proximo parágrafo, demonstraremos mais al
guns resultados de não existência de involuções, envolven-
do produtos de esferas.

4. TInvoluções Fixando Produtos de Esferas e Um Ponto

Neste parágrafo, obtemos alguns resultados na
linha do teorema C, pagina 54, envolvendo produtos de esfe-
ras e um ponto.

Denotaremos por K., 1 = 1,2,4,8, respectiva
mente, aos reais (R), complexos (C), quatêrnios (Q) ou nú-

meros de Cayley (0), e por K.P(2) o correspondente plano
projetivo.

Considere a involução:

T.: K.P(2) > K.P(2), i = 1,2,4,8, dada, em coordenadas ho
mogêneas, por T. [wo sW1 wo] = [=wo .W) Wa] .

Então, FCT.) = Sº* Upto; além disso, se
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i i : - :

vo +58 denota o fibrado normal a componente sto temos

que w. Cv") E H (St ,Zo) €& o elemento não nulo Lu; Teo-

rema 28.4; pg. 100].
-

Consideremos agora:
T. x T. : K. P(2) x K. P(2) > K. P(2) x K. P(2), e sejam

a. E Hi(S?,Z2) o elemento não nulo, TT : Sto Sto so,
1 1 1 1 o -T2 : S x 8 + S, as projeções; entao

F(TIXT) = Stx St ystx pto U pto x S*U pto x pto com

fibrados normais:

Ti (VOO nº (vb) vº & Ri R2º1 gv" gd
+ U + U Y U +

Sstxs* S*xpto ptoxs* pto

Como [v* E R?] > sxptola+[R2i QO voptoxs"],2=
= O em Td. (BO(3i)), obtemos, utilizando o processo da pági-

**)na variedades com involução CTioM 2 i=1,2,4,8, com

conjunto de pontos fixos e respectivos. fibrados normais:

TI (vD O 12º (vO) Ri
y U y

STxS” pto

in, 1 i%, 1Notemos que wo; CT (v) t+ 12 (vV)) =

1%
= CTT

1%
|

. T . = OQ. X Os.Ca.) 2 Ca.) z 3



4.1. Teorema

Se (S,V") &é uma variedade com involução, com

F(S) = S* x S* U pto, para i = 1,2,4 ou 8, então n = hi

e Is,v"], - x, 17, em Ivi(Z2).

Para a prova, necessitamos do

4.2. Lema

Seja (T,M?P”) variedade com involução, com

2n nº om mx(Mée) = 1 mod2 e F(T)= (| F, F denotando a
m=o

união dos componentes de F(T) com dimensão m.

Seja n > F(T) o fibrado normal.
Então existe m, n<ms< 2n, tal que

Women OD £Oo em g?PIMeEm 7,), [ 4; Parag. 28; pg.100] À

Prova de 4.1.

Temos —“x(V)) = x(S"xS* Upto)= 1 mod 2; por-
tanto, n ê par, digamos, n = 2r.

Seja nºEº72i > si x si o fibrado normal à

componente sº x st; pelo lema 4.2, Wan Er?) * 0 em

nºro2icginçt z,). Agora, Hicsixsi.7,) = 22 (ni Ca, )) ÕÔ

O Z(mi Ca,)), H2IC(SixS”,Z,) = ZaCm Ca,)ma Ca,)),
Hicsixsi,7,) = O nos outros casos. Segue que 2r - 2i = i1i

ou 2r - 2i = 2i. Suponha a primeira hipótese; nesse caso,
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como N(S*xS*) = 1, o único número de Whitney relevante de

nto Shxst é w. (nº) 2[8*xS*]2, o qual é nulo.

Portanto, [nº + S* x Ss]; = O em; (BOCi)).

Considerando a sequência exata:
O + Igi(Z2) = Mi 2 NM3i-10(22) —- O, temos então
o =23j3% ([8,vii],) = aclni > sixsi], + [Rº] > pro], =

= fa,Sº?171), em Nai-10(Z2), O que É impossível.

Segue que 2r - 21 = 2i, OU n=2r = 41, en-
2 21 LL LL

.quanto W,2;(m DI = 17 ta. )mz Cas); isto acarreta que

ni |

Rui

+ U Y

SstxS* pto

tem os mesmos numeros de Whitney de

nrÃO 18 (VD) RR

Y U +

St xS* pto

e portanto [s,v"i], = Ex, 1º, em TI.;(Z2). m

O teorema 4.1 sugere a seguinte conjectura, a

qual é uma espécie de generalização do Teorema C, pag. 54,

para involuções fixando produtos de esferas e um ponto: se
1(S,V)) éêtal que F(S) = S* xs" Upto, então n = ui,

.
]

4 .

i=1,2,4 ou 8, e [s,V""], = [f,,M'T)r em 1,,(Z2).
- 113 -



O resultado abaixo reforça tal conjectura.

4,3. Teorema

-

-— . +

|

. nNão existe variedade com involuçaão <(S,V) com
E rF(s) = Sº X

x sº X
uy pto, sendo k impar, k >1,r > O.

Prova

Suponhamos a existência de (S,V); usando O

Lema 4.2, concluimos, como na prova do Teorema U=—.l, que
o AP+2n=2?2 k. r+1º

. x r rSeja nn > Ss? K
x sº k o fibrado normal.

Usando a fórmula de Kosniowski-Stong, obtemos:

r+r+2,. 272,12 = 91 Xi IXE Ana? LM ]lz =

rt+21
Ca (L1ty1,.0.0. ltYortaçd” K [Pto]: +

rt+t2a
T
=1l

o) k (1+y.)
[—

27 ?*&ktp01 (1+y13...,1+y D+ 213225. 5Z,DHI) Lrt1q (1431)

- 2º Tt?
7 S 106, ,C)) [pto]2 +
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rt+21 r+12 k -+ E ( Cr+1 : 1-pÉ “(14y,) pta<l
1=

Pr rk [s? k, se KIPyser 2qaÇÃZ))

1

r+2 rp+2
=E 7

K300 (XY)? K [pto]2 +

rt+1i p+1l1
) + ( o Liv (mn

nO

r+2+) Pk 2 KI 2 A r r
wa (se “xs S)) (8? ks? 9 = 0

Por outro lado, temos, usando o Teorema 6.l,
rv+2 . r+1l

Mm 2 = [RP (nºCap.0O: [º |

Tisrt2no
K;R), + [RP(2!ºk)]o, em

Portanto:

rtrt+2
KR? ko, = wÍ * [RP (nº ke R)])a +

r+1l!r+2 2 r+2
+w2 XRPTFO], = wi KFK[RPOMn? “or: +1,

ou seja,

27 RP(n2X SRI), = 1

Sejam p: RPOnº?“em ->s?Kxs?k,
p! RPEen2 o) + 82 k x 2k, as projeções, e

aTtx rt! ),42), as clasc e H!' (RP(m O R),72), ce H'(RP(nm
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e . . . -ses caracteristicas dos fibrados-involuçao

r+l r+1KeR), t(a,senº À(a, sen?
-

)), respectivamente; seja

rt+t+l r+li: RP? Ny >rRPm?º X
&O R)

a inclusão.
Usando à fórmula de Borel-Hirzebruch, e o fato

de que k > 1, obtemos:
r+1

wikRP(n? X<kSR):

' r+1l r r r+1l
= xo (2 KER (s?o xs Ow (nº Kern:ptats=l q P

: T+. + 1 := ( 1 Je= co, O que acarreta

r+2 rtle? YfRpmº? Kern, :-1

Segue que:

2 rt? - r+º rt+t+2 - r+1e? KI RPM? 9, = ineo? Miifreom? 7, =

r+t+2 rt+l r+2 r+1
= e? KG Rem? SS = efrem? XernjqNc):

rt+2 rt |

e? KTRP(nº K OR). = 1

Por outro lado,
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É

7

PDTI=2

r+1º r+1º | r r27 : Dis : :

wW , CRPOni O) = E a O PIBCS? Kxs2 o),
2 ptg+s=2". q 5

+ +1 +
ww (n2 2a - & K, 2" 2 uma vez que, sendo k > 3,

P
" r+1º2

temos 2"k >2"(2+1) = 2711 4 297 > 27, significando isto
2Y+l. - .que w

7, (n' ) não participa da somatoria acima.
2 k

o t iSuponha k 7 12? + E, m.2? » Mm,
& 0 ou 1,

a partição diâãdica de k; então

r+1º r+1 t QP+1+i :

2 k = 1.2 +. E, m. 2 ;5 O que acarreta:

rt+1l2 kK. -Corra) E O o DIE) Cr$ 1 mod.

Segue que
p+1l r+t+1

w pi RPOn? O) =
?

2

Obtemos, portanto, o numero de involução:

(Ok-1)-1 , 2ET+1 rt+2 r+1
VW rp: BSM K71, = cs? K-ligpin2 Kyo:

Agora, a classe tangencial de RP(2"T?ºk-1) é:
2rt2,. 27+?

(1+a) = (1 t+a +?Yº, onde a e H'CRP(2TK-1),Z2)= "

elemento não nulo; portanto, w na, (RPC27* k-1)) = O,
2

Mi Oo
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o que acarreta

Concluimos que

2º t2k-1 27x“A,S 12 */(A,SC(m )): em n (72); conside-r+22 k-1
rando a sequência exata,

da 3OT (2,2) 2º M — NO,27 * 2x 27 t?x 2tºk-l

obtemos a contradição:

rt+2
- ajaífs,vº XT,) =O |

r+2 i r+1
fa,sºo KT, ida sono OL

Para involuções fixando produtos em es feras
|

=. x Ss) e um ponto, com 1 %3 , não temos resultados de

caráter geral como os acima; nem mesmo conhecemos um exem-

plo de variedade com involução (TM) com F(T) = sixsi y

U pto, ij. A tentativa de obter tais exemplos imitando

O processo da página 72 não produz resultados; mais ainda,
mesmo que existam variedades com involução (TI, ML),

(Ta,M2), com F(T,) = s* q pto, F(T,) = s) U pto, i++ 3,
ipode não existir (S,VP) com F(S) = SS" x s U pto, como

mostra o teorema abaixo:
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mos w3(RP(12)) = (

4. u, Teohnema

Não existe variedade com involução (T,M”) com
-

F(T) = Sº? x S* U pto.

Prova

Supondo a existência, seja v* +sºxS" o fi
brado normal; pelo Lema 4.2, devemos ter n =48, 10 ou l2?2.

O caso n= 8 eéê eliminado, usando-se a sequên
cia exata:

o > I(7,) 2 MN, — Niz2) +0 eofato de

que [vº >s? x s"], eMa; E nulo.
Suponhamos n =4ji2. Temos:

M'2], = [RP & R)> + [RP(12)],; em Ni.
Portanto:

wi[M'?], = w3i[RP(v" O R)]> + w3i[RP(12)]2> e

wI2MMIT, = wlº[RP(W" EO RI), + wi? [RP(12)],

Se ae H'(RP(12),Z2) E o elemento não nulo,te
13

3

Portanto,
Ja? = O, w1aiCRP(12)) = a.

wi[M' 2], = Ws [RP(v* OR); e

wI2fMIO, = wi? [RP(Á" O RI) + 1
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Os termos do lado esquerdo podem ser compur

tados atraves da fórmula de Kosniowski-Stong; denotando

por V=1+v, + v, a classe total de v
P

w3i[M'?]7; =

1=

%*, temos:

1
12

o3Cl+y1,.-..,lty12) * [pto], +

1, (1ty;)

+
L O3(1+y15...,l+yi 19... 26) [8x8], =

1O;
= (92)* o) [ptol, + : (Ion (C)OQ(Z) +

E (1+y.)

4 4 ML, -+ ()v2)*[S?xs*]2, = O

Também

WIM, (22) 20, (YO) [pro], +

E, (1+y:)

1 6 12 2 4 -+ (C7)On(Y)On(Z))*?[S?xs"), = O

mos:

w3(RP(vº oO R))

w1i(RP(vº O R))

6

Atraves da fórmula de Borel-Hirzebruch, obte-

7(3)? + CI )ept(va) = cº + cpt*(v;?) e

CC!7º = Cc

Aqui, c e H'(RP(v*º O R),Z72) e aclasse carac
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teristica do fibrado involução (A,S(v* & RI), e

p: RP(vVº O R) —- S? x S* ê a projeção.
Juntando os fatos acima, temos:

O = wi[M'?7], = wi[RP(vº O RI), = Cº?[RP(v* O R))., uma vez

que vi e Hº(StxS*,Z,) e nulo.

Por outro lado,
O = wI2[M'?], = wi? [RP(Vº O R)]2 + 1 = c?[RP(v" O R))2+1,

o que e absurdo.
SO podemos ter então mn =10; nesse caso:

O = w2 [MT], 2 Ca (lt+y1,...,1+Vy109)? [pto), +
19

41, 0+y;

+Lt Ca (L1+y1 500.0 l+TVu, Za... Ze)? [StxS*], =
4

;hh (1+y.)

colo O? os) [bto], +
v

7 Pp 2TS2x0" -2 = p= QIEI ÇÃZ)) [s?*xS"],

= 14 (Ia, (YIOÇ(Z) + (A)az(V))?[S?xS], =

10
= l1+— S ;

vi [S?xS*]2, = 1, uma vez que vieH"(S?xS*) ê
+y.ih, Yi

mnlo.
Segue Oo resultado. mm
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