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ABSTRACT

Let p:E — B be locally trivial fibre space with fibre
F, where F, E, B are connected compact manifolds (without
boundary). Let f:E — E be a fibre preserving map inducing
lnzB — B.

E. Fadell and S§. Husseini in [FaB0] studied the question
of deform a map ¥ to fixed point free‘@ap (f.p.f¥.) by fiberwise
homotopy. They show that the problem is equivalent to 1lift the
map (1,¥):E — E R E through the inclusion i:E an—A —s E %o E.
There they consider the homotopy fibre 3} of the inclusion i .
They assume that dim F = n =2 3 so they can use obstruction theory

with local coefficient nn1(3;) which is abelian. In this work we

study the case where F is a torus. We consider_ the 1local

coefficient system on E determined by Httfs) and we can defined the
obstruction abelianized D (1,f) e Hz(E;(Hitﬁg))). We compute D

(1,f) in some examples when p:E — B is principal torus fibered

bundle. In this case, we defined a number i(f)  IN. Geometrically

i(f) is minimun number of the connected componnent of fix(g),

where g~f by fiberwise homotopy.

In case that F is torus and B = st s We also estabelish

necessary and sufficient conditions to deform f to f.p.f. map by

fiberwise homotopy.
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INTRODUCAO

Seja p: E — B um fibrado com fibra F, onde F, E e B sZo
variedades compactas, conexas e sem borda.
Dada uma fun¢Zo f: E — E, induzindo na base B a

identidade, consideremos o seguinte problema:

P: Deformar f a uma fun¢Zo g livre de pontos fixos,

por homotopias que a todo instante preservam a fibra

( notagio + 9 e fix.g =6 ) .

E. Fadell e S. Husseini em [FaB0] mostraram que o problema

4 equivalente A existéncia do levantamento ' em 1.

E— E x_E

(1,f)

onde a fungio q: EB(E) — E xaE ¢ obtida quando substituimos a
inclusZo i:(E xBE) - A — E an por uma fibrag¢Zo, e E an ¢ o
fibrado induzido de p por p .

Quando a dimens®o da fibra F & n > 3, a fibra

q ()

$B é simplesmente conexa. Na verdade,

n. 10?;) ~ 1 (F,F-ponta), portanto, a abstrug¢io primaria ao
- L
levantamento ' ¢ uma classe de cohomologia:
© (1,¥) e HT(E; (M 1(5"))), onde {ﬂh1($;)) denota o sistema
n-— -

local de coeficientes.



Neste trabalho, estudamos o caso em que a fibra F & o
toro S'x S'. Nessa situacio ,a unica obstrug3o A existéncia dd
levantamento I'y, localiza—-se no 2-esqueleto de E, porém a teoria de
obstru¢io n¥o se aplica, pois ﬂitf ) ~ HZ(T,T—e) é n%¥o abeliano.

Este trabalho é composto de trés capitulos.

No capitulo 1 apresentamos os teoremas 1.1.1 e 1.1.2,
os quais fornecem condi¢Ses para extensio de uma secg¢Zo ao
2-esqueleto de uma fibra¢Xo. No paraigrafo seguinte explicitamos a
equivaléncia entre o problema P e a existéncia de I' em 1. No

dltimo paragrafo estudamos o levantamento F1 em II:
E
11 F1 /////ﬁ lq1
—_— T
v

X
onde q, & a fibragXo correspondente i inclus3o i:T-e — T.

A fibra ¥ = qut) ¢ tal que nb1(y') zlﬁ}T,T—e) .

Portanto ﬂit? ) =~ nz(T,T—e).

Ao considerarmos o sistema local {Hﬁﬁ' » pademos
determinar uma classe de cohomologia 2 (¢) € Hz(x;{H‘(X))} v
chamada a obstru¢Zo abelianizada de ¢o. Apresgntamos, neste
paragrafo, meios de como calcular D (¢), usando o cAlculo
diferencial livre .

No capitulo 2 estudamos o problema P para o caso em que E
4 um toro fibradeo principal sobre B . Neste caso, a fun¢Zo

f: E — E define, através da equagio f(x) = ef(x).x » uma fungXo

Grz E — T.
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A fungio ¥ é deformavel sobre B a uma fun¢fo l.p.f. se, e

somente se, existe o levantamento Fi em 1]l para p = 9‘

Provamos o sequinte:

Se o0 posto de (ef)# ﬂ’(E) em n‘(T) for Oou 1, entZo o
levantamento F1 sempre existe.

Se o homomorfismo de (ef)z= HZ(E;Z) — HZ(T;Z) & n3ao
nulo, entio nZo existe 0o levantamento F1 » assim : qualgquer que
seja g 3 £ , fing * 0 e além disso, fixng tem pelo menos i(f)
componentes conexas, onde i(f) = [ﬂi(T) : (Gf)#ﬂi(E)] .

No paragrafo sequinte, usando o teorema 1.4.16 ,
calculamos a obstru¢Zo abelianizada 2 (ef) em alguns exemplos. O
exemplo 2.3.6 deixa claro que a nulidade de u%)z e de D (Br) sZo
apenas condi¢fes necessarias para o levantamento l"1 -

No capitulo 3 estudamos o problema P nos fibrados M(A).

Esses fibrados s3o obtidos a partir de um isomorfismo linear de Rr?

em R* que deixa invariante Z2 x £. 0O espaco M(A) ¢ obtido do TxI

identificando os pontos ([;] +0) com ([A[:]] s 1) , onde [;] denota

o elemento de-%%—%%g— ~ T . Na primeira parte, fizemos uma redugio

das matrizes do isomorfismo linear A e das matrizes de

/

nivel de l'l1 « No ultimo paragrafo, usando 1.1.2 , discutimos o

f )#zn’T —_— n1T' Na segunda parte, estudamos o diagrama I a
levantamento geométrico I' a nivel de l'I1 . As contas indicam que

nos fibrados M(A), a obstru¢io abelianizada 2 (1,f) ¢ zero se, e

somente se, existe o levantamento I.

iii |



CAPITULO 1

PRE-REQUISITOS GERAIS

&1 LEVANTAMENTO A0 2-ESQUELETO E PRESENTAGZXO DE GRUPOS

A seguir um critério para estender uma sec¢XZo numa

fibra¢io ao 2-esqueleto.

1.1.1 Teorema: Sejam (X,L) um complexo celular relativo e
qQ: E — X uma fibrac¢3o com fibra F. Suponha que
os espacgos X, L'e F s3o conexos por caminha.

Uma seccXo s:L —s q (L) pode ser estendida a
uma secg¢io s° definida sobre o 2—-esqueleto
X2 = Lux? se, e somente se, i*;ni(F) —_ ni(E) &
injetiva e existe o homormofismo & tornando o

seguinte diagrama comutativo:

niq"u_) ———— T (E)

\\g:
Sy I e[ 11, (X)

mw — n‘(x)/'1

Além disso, a secglo s° pode ser escolhida de tal

forma que s; = 6.



Demonstrag3ao: Ver [Ba771, Teorema 4.3.1, pigina 245.

Usaremos o teorema 1.1.1 na situagiio da proposicZo

1.1.2, onde os espagos em questio sio todos conexos por caminhos.

1.1.2 Proposig3o: Seja q:E ——> X uma fibrac3o com fibra F , tal
que i_: M (F) —V_{nﬁs) seja injetiva.

Seja ¢ tY — X.

EntZoza) a fibra¢3o induzida q(p):E(g) — Y &
tal que j#z ni(F) —_— nt(E(p)) é
injetiva.

b) (q(p))# admite uma inversa a4 direita
se , e somente se, p# se fatora
através de q#.

c) existe o levantamento de v ao
2-esqueleto se, e somente se, ¢ se

#

fatora através de q#.

Demonstragio: parte a)

Segue da seqiéncia exa£a dos grupos de homotopia
que A:ﬂz(Y) — ﬂi(F) ¢ nula, portanto, j# -]
injetiva;

parte b)

Num sentido ¢ 4bvio, e no outro basta observar que

ﬂ‘(E(p)) ¢ isomorfo ao grupo induzido de q# por p#.



parte c)
Conseqti¢ncia imediata de a) , b) e do teorema

1.1.1.

1.1.3 Sejam G e A grupos com as seguintes presentac®es:
6 = <X3R> e A = Y;5>.

Consideremos a seqliéncia exata curta de grupos:

- g ]
1 —A96 -6 —1.

e -~ ~ ~ ~
Sejam ¥ = {y = i(y),y €¥Y> e S = (s, s € §), onde s ¢ a

palavra obtida de s « S, substituindo-se as letras y por

Seja X = {;,x € X}, onde p(§) = x e as classes laterais

N

i(A)x sZo todas disjuntas para x < X.
Para cada palavra r, consideremos a palavra r em ;,obtida
de r, substituindo-se x por X.
0 homomorfismo p anula cada palavra r, portanto

r € nicleo de p = imagem de i. Assim cada palavra r = \A
N

onde v, é uma palavra em Y.
Seja R = {rv_ ', r e R2.
r

Notemos que i(A) ¢ um subgrupo normal de G, portanto,

o ro 0o

N
cada conjugado xyx 1= wxy » Onde wxy ¢ uma palavra em Y.

~ -1
Seja T = {xyx uxi, x € X ey € Y}.



1.1.4 Teorema: 0O grupo G tem a seguinte presentac3o

N N A

<X,Y;R,S5,T>.

Demonstrag¢3o: Ver [Jo76]1 Teorema 1, pigina 149.

§£2 PAR FIBRADD E DEFORMAGAD DE FUNGOES FIBRADAS SOBRE A BASE

Todas as Ffibra¢des consideradas s%o no sentido de

Hurewicz.

1.2.1 Definig3o: Sejam § = (E,p,B) e 30 = (Eo,po,B) fibrac¢des.
Diz-se que 30 ¢ uma subfibra¢Zo de § se:
i) Eo < E e P, = P, -
o
i1) Seja Ale,w) & EI o levantamento do caminho

w e BI com ponto inicial e € E . EntZo,

re,w) = Ei sempre que e € Eo.

1.2.2 Definig¢Xo: Diz—se que (E,Eo,p,B) ¢ um par fibrado se
30 = (Eo’po’B) ¢ uma subfibragZo de § = (E,p,B),

onde E0 <«E e Py = p/Eo -



1.2.3 DefinigZo: Sejam 30 = (Eo,po,B) e 8 = (E,p,B) fibrag¢dses

localmente triviais, onde Eo cEe P, = p/to.

Diz-se que 30 é& uma subfibragio localmente
trivial de ¥, se para cada x € B existe um

aberto U contendo x e um homeomorfismo de pares:

-1 -1
§u=(UxF,UxF°) — (p (U),po (U)) tal que

pﬁu(b,z) =b, (b,z) € U« ’

onde F = p'(x) e F =p™x) =F nE .
o o o

1.2.4 Proposic3o: Se 30 = (Eo,po,B) é uma subfibra¢Zo localmente
trivial de § = (E,p,B) sobre uma base B

paracompacta, entZo (E,Eo,p,B) ¢ um par fibrado.

Demonstrac¢io: Ver [Fab&5] proposigio 2.7 .

EXEMPLOS DE PAR FIBRADO

1.2.5 Sejam M uma variedade de dimensio n e A a diagonal de
- M«M. Ent3o (HxM,HxM—A,pi,M) é um par fibrado, onde P, & a

projecfo no primeiro fator (Ver [Faé5] proposi¢3o 3.5) .



1.2.6 Seja F «—E —=» B um fibrado, onde F,E,B sZo variedades
conexas compactas e sem bordo.
Sejam ExBE o fibrado induzido de p por p e A a
diagonal de E xaE'
Entio (E an, E xBE—A, P> E) & um par fibrado, onde P, é

a proje¢Zo no primeiro fator. (Ver [FaB0] proposi¢io 2.1).

1.2.7 Proposigio: Se (E,Eo,p,B) ¢ um par fibrado, ent3io para
todo par (X,A) existe a propriedade do
levantamento de homotopia na categoria dos
pares de espa¢os topolégicos, ou seja, a seta

pontilhada no diagrama sequinte existe:

1.2.8 .
{(Xx0, AxQO)—--«-— (E , Eo)
L7
(Xx1, Axl)——ﬁ——+ B
Demonstrag¢3o: Sejam N,Wo as fibra¢®es induzidas:
I I
W — B wo - B
| e |~
E— B E —— B
P o P,

onde po(u) = u(0).

Pelo fato de (E,Eo,p,B) ser um par fibrado, existe



Az W, W) —s (EI,EIO) tal que Ale, w(0) = e e

pri{e, u) = u.
A adjunta X de A tormna o0 seguinte diagrama

comutativo:

(WxO,W_x0) i (E,E_)

>e
v

(WxI,W x1) — s B

onde p‘(e,u,O) = e e hleu,t) = u(t).

As funcBes G e ¢, dadas em 1.2.8, definem
6: (Xx0,Ax0) —8u-— (WxO,WoxO), dada por
O(x) = (f(x),B(x),0), onde 6 ¢ a adjunta de BG.

Notemos que p;oe = ¥ @ ho(Bx1) = G. Segue do
diagrama 1.2.9 que ;o(exl) ¢ o levantamento da
homotopia de 1.2.8 :

p
(Yx0,Ax0) —2 (Wx0,W_x0) —i—s (E,E )

I | 37|

(YxI,AxI) —2x1 (WxT,W_xI) LU



1.2.10. Consideremos o exemplo 1.2.6.
Ao substituirmos a inclusi3o i:(ExBE-A) > (ExBE) por
uma fibrag¢Zo qaxn(E) —_— (Ean)’ O espago SB(E) pode ser

identificado com o seguinte conjunto:

3_(E) = {(a,m e ELED, platt)) = p(a(t)) , alo) » mm}.

Com essa identificacio q:sn(E) —_— (Ean) ¢ dada por

qla,3) = (at1),8(1)).

1.2.11 Sejam ¥, g:E —— E fungBes que preservam a Ffibra do

fibrado F —— E —— B e que cobrem a identidade da base.

1.2.12 Proposi¢3so: Se existir o levantamento I' em 1.2.13, entio
¢ possivel deformar gq sobre B a uma fungio

9, tal que f e g, sfo livres de coincidéncia.

1.2.13 $_(E)

Demonstra¢io: A existéncia do levantamento I'y dado por

r(x) = (ax,ﬁx) = EIxEI, acarreta a fungzo

Mix,t) = TF(x)(t) = (ax(t),ﬁx(t)).



Consideremos o diagrama:

1.2.14

(ExIx0,Ex0x0) —— % (Ex_E,Ex_E-A)
J H P,
(ExIxI,ExOxI) T > E

ande E(x,t,O) =

Ly
Nx,t) e ¥ix,t,s) = ax(h(t,s)) e

h:Ixl] —— 1 satisfaz:

t s hi(t,s) consequéncia da exigéncia
v 0] t comutatividade de 1.2.14
v 1 1 a x(h(t,l)) = f(x)

1 v 1 a x(h(l,s)) = $(x)

A existéncia de H é garantida por 1.2.6 e 1.2.7 .

Notemos que H restrita a ExIx{(1) & da forma

(ax(h(t,li),L(x,t)) = (f(x),L(x,t)) e H restrita

a Ex{1ixI & da forma:

(o h(1,5),Mix,5)) = (F(x),Mix,s)).

A fungo M realiza uma homotopia sobre B entre

g e M1 » pois: p(x) p(fi{x)) = pM(x,s) e quando s=0

H(x,1,0) = ¥(x,1,0) = M(x,1) = (f(x),gi{x)).



A fung3o L realiza uma homotopia sobre B entre

9,= Lo e M1 y pois: p(x) plfix)) = p(Lix,t)) e

H(x,1,1) = (f{x),L{x,1)) = (£{x) ,M(x,1)).
Por sua vez, as funges f e 9, s30 livres de

coincidéncia:

Hx,0,1) = (£00),L(x,0)) = (fix),g _(x)) & Ex E-A .

£3 0 CALCULO DIFERENCIAL LIVRE

Os resultados desse paragrafo sio encontrados em [FoS3].

1.3.1 Seja F(X) o grupo livre com geradores X = {xi...xg}.
Um elemento u de F(X) ¢ representado de modo unico por

uma palavra reduzida, ou seja:
L t

u=n01Xx ", 38 =1 e ¥+% # 0 se j=j .
= L 1+4 T L+l

Um elemento do anel de grupo £ZF(X) & um polindmio livre

f(x) =% auu, onde u = F(X), aue £ e au— 0 exceto um numero
finito.

A cada homomorfismo de grupo ¢@:F(X) ——s 6 induz um
homomor fismo de anel @:2F(X) — &6 dado por:

pUFx)) = $(xP) = 1 auu¢ = L a_¢tu).

10



Em particular o homomorfismo de grupo trivial:

o:F(X) —— (1), induz o homomorfismo o: £F(X) — 2
dado por:

£0x)%= §(1) = Yau = ¥§ a, (soma dos coeficientes

de f(x)).

Uma derivagZo D no anel ZF(X) significa uma fungio

D:Z2F(X) —— £F(X) satisfazendo:

!

D(f{x)+gix)) = D(f(x)) + D{g(x))

D(f(x).g(x)) D(f(x)).g(1) + F(x)D{(g(x))

GQuaisquer que sejam a; a, e Z e u,v € F(X), decorrem de
1.3.3.e 1.3.4 as seguintes propriedades:
D(u.v) = D(u) + uDv
D(a) = O
D(Y éuu) =¥ auD(u)

Dtu™® = —uD(w

11



1.3.9 Teorema: a) Para cada gerador xj € X,existe uma derivagio

chamada a derivag¢3o em relac¢3o a xj, que associa

af(x)
a cada f(x) o elemento Qﬁ(x) = com
J
a seguinte propriedade :
6xk
—_— = &, (indice de Kronecker)
ax FR 3

i

b) Para cada j=1,2,...,n, seja hﬁx) € ZF(X).
Ent3o existe uma, e somente uma derivagio D

tal que:
: af

ax
1 J

D(xj) = hj(x) e Df(x) =

npq s

'hj(X)'
J

Demonstra¢fo: Ver [Fo33] Teorema, pagina 550.

]
1.3.10 Observemos que D:ZF(X) — 2ZF(X), dada por:
D(f(x)) = F(x) — (1), & uma deriva¢io e D(xj) = xi—l .
Seque da parte b) do teorema 1.3.9 a férmula fundamental:
n Jf
f(x) = £(1) +'E Ox,(qu)'
=1 J

12



1.3.11

[ 3
Seja u = [1 X‘L
t=2 Ji

reduzida.

0 k—ésimo segmento inicial de u, denotado por u,

um elemento de

k-1 & k
dado por M X' se 3k= 1 e 1N
i=e i =4
k-1 8 (8 -1)/2
g = oxtx K .
i=¢ i
1.3.12 Vale a seguinte f&rmula:
du
_=28u
Oxj kK tq k o
sz J
Demonstra¢Zo: Ver [Fo53]1 f4rmula 2.8.

13

F(X) escrito na forma

4

X,

J

i

ky '

se 8k= -1, ou seja,



4. OBSTRUGAXDO ABELIANIZADA

1.4.1 Seja X um espag¢o topolégico cujo grupo fundamental &
finitamente presentavel: n‘(X) = <a‘,az,...,an;ﬁ‘,...,ﬁm>

X, Y.

e seja p:1X — T, tal que ¢ (a) = a'b ‘' e n«m

onde i=1,2,....,n .
Consideremos q:%2 — T a fibrag¢io correspondente a
inclusZio i:T-e — T. Em [FaBll , prova—-se que

ﬂitf) ™~ ﬂz(T,T—e) e HiL?) = 0 para i*l,onde ¥ ¢ fibra de q.

Problema: Achar um levantamento para ¢ .
Ao considerarmos o sistema 1local de coeficientes
H‘L?),podemos determinar uma classe de cohomologia
Dip) & Hz(x,(H‘(iﬂ)), cuja nulidade fornece apenas
condic¢tes ﬁecessérias para o levantamento de p -
Nesse paragrafo, procuraremos desenvolver condigSes
para verificar se D(g) ¢ zera em termos de p# s usando

para isto o cialculo diferencial livre.

0 indice o> num grupo indicard o quociente do grupo

pelo seu respectivo subgrupo comutador.

1.4.2 Proposig¥o:  a) H (F) =~ n‘:"('f) ~ 2n (T .
b) Seja p(x) e Zni(T). 0 elemento p(x) ¢ visto
-1

como sendo um polindmio nas variaveis a, a ,

-1 . - -
b, b com coeficientes inteiros.

i4



Se o € nl(T), entZo a agc%o de o em H‘(‘?F') &
dada pela multiplicag®o por o, ou seja,
& :ni(T)xzni(T) — Zl‘ll(T)

(o, p(x)) —ms a.pix)

Demonstra¢Xo: parte a)
Seja pzﬂ?z —> T 0 recobrimento universal do toro.
Seijam ;to e x = p(;o) pontos bases de R® - p'(e) e
T-e.
Tomando a < ni(T) e o’ & n‘(T—e) tal que i#(a')=a,

temos o sequinte diagrama :

1.4.3  M(R?,R*-p(e);X ) 2 » M (R-p™(e) 5% )
= (h) : there ~
o #
202 -1 ~ o4 2 -1 ~
- » —_————— -— -
nz(IR[R P (e),ha(xo)) ni(lR p (e),ha(xo))

1

L 3 L 4

I'lz(T,T-e;xo) >

w

4

w

¥

nz(T,T—-e;xo)  — ni(T—E;Xo)

15



onde T © T&. s%o os homomorfismos correspondentes

a4 a¢3o de o em nt(T—e) e em ﬂz(T,T~e)‘
respectivamente e ha & a transformagio de
recobrimento correspondente a a & n‘(T) .
.Geometricamente, 8@ o = amb", a func3o ha
caorresponde a translagio do R?® determinada pelo
vetor (m,n).

Notemos que apenas as taces laterais do cubo 1.4.3

n3o comutam.

Segue do isomorfismo nz(T,T—e) o~ ni(Rz—p-‘(e),§o)
que M%(T,T-&) ~ M*%(#) ~ H (5 ~ M (R*pe)) ~
2 1 1 2

- : (B_ ] =~ Znt(T), onde cada B, & o gerador de

pen 1 3 3

uma cépia de Z.

Tomando e préximo do elemento neutro do toro e se

B = a”by, entio B_ Hitf) pode ser representada

£

pela 1-cadeia em R°-p*(e) préxima da coordenada

(x,y), conforme o seguinte esquema:

y+i
o
Y :

X X+

L
g

-~

16



parte b)
Consideremos o diagrama 1.4.3 , onde todos os
grupos envolvidos foram divididos pelos seus

respectivos grupos comutadores; notemos que agora

as faces laterais comutam. Interpretando a
transformac3o h;; como senda a translagio

correspondente ao vetor (m,n) (o =a"b" e n1(T))

entfio o gerador Baxby & levado em Bay+m By

portanto se pix) e Znt(T), entZo

& (a,p(x)) = x.pix).

1.4.5 Caracterizacio glabal da cocadeia abelianizada
determinada por um levantamento parcial g, definido no
l1—esqueleto de X denotado por X1 .

De acordo com o lema 5.3, capitulo VI,pAg 293 de [Wh781]
o levantamento parcial gi=X1 —s 8 tem uma extensio
81=(X2,X1) —_ (§,8 ) ,onde g & o cilindro da fungio

q:% — T; e a cocadeia obstru¢io abelianizada corres-—

ponde a composicio A o g, conforme o sequinte diagrama:

17



1.4.6 n:"ns,m —_— n:"(a',a' )— H(F )

g‘
P P .
v - ab,Y Y = _ab ~ Y ~ )
H (X ,X )e—T1%%(x_,X )—n®%x_,x ) n(2,) «* n«¥,5 ) Ln(#)
2 1 o™~ 2 4 b4 2 2 1 2 &~ 2 ol 1

L3 » l

A

fa] ﬂ (8):“ (T-e)

s N

O X ,X ) — T (X X ) — T (X ) —31 (X )= (X)—[1 (T)
2 2 1 4] 2 2 1 ] 1 1 1 2 1 1

onde:
i) p:;('z — X2 é o0 recobrimento universal de Xz.
ii) ;‘ ¢ o l-esqueleto de ;2
i1i) p é& o homomorfismo de Hurewicz

iv) A = Boj;: e A= 8jt

T (X>

1 ab

Notemos que éog1 < hom (n (Xz,xi);Ht(f‘))

~ 30 -
Bog opop” ‘e hom * (H_(X_,X );H (¥ )), onde esse dltimo

grupo ¢ interpretado como sendo o grupo das 2—-cocadeias
equivariantes. (H1(X) atua em Xz via transformagdes de

recobrimento).

Visto que a cohomologia do complexo equivariante

18



7 X "~ ~
hom * (F(X);Ht(f )), onde I'(X) é complexo celular, ¢

isomorfa a H*(X;{H1(3'))) (corolario 4.10 , capitulo VI
de [Wh781); para mostrar que a cocadeia representada por
90610909.1 é um cobordo, ¢ suficiente verificar sé existe
um ﬂ‘(X)—thomorfismu ¥, tal que o sequinte diagrama

comuta:

1.4.7 H (X _,X ) » H_ (&)

1.4.8  Os geradores de Hz(;z’;1) como ni(X)—médulo sio dados
pelos levantamentos das fun¢des de colagem das‘células de
dimensio dois; Analog$mente Hn(;i’;o)' Por sua vez, ao
discutir a existéncia de ¥ ,nZTo ¢ necessArio preocupar-—-se
com as células cujo bordo em Hg(;1) sejam 1iguais a

zero. Portanto & suficiente considerarmos as funcBes de

colagem dadas pelos cones das relagses ﬁ1,...,ﬁm .

1.4.9 Para cada relagZo ﬁj, consideremos a fun¢io:

19



hﬂj'(Az'Az) — cxz,x1> tal que (hﬁ)#(l) = ﬁj, onde 1
0 gerador de I1 (A ,A) .
2 2" 2
De acardo com o lema 3.3, capitulo VI, pagina 293 de
[Wh781, a compasicio g1 ) hﬁ = gﬁ ¢ dada por:
J J
ph, ((1-2t)b+ 2tz) para t < —;—-
9; [(1-t)b+tz] = ) !
j <2(1-t),g h_(z)> para t > —/(—
1 ﬂj 2
onde b & obaricentro de Az e z € Az.
- ab > >
Seja xﬁj € I‘l2 (X2 ,Xi) &~ Hz (X2 ,X‘ ) o gerador
correspondente &4 fungio de colagem h . Para se

B;

determinar A o g‘(Eﬁ ), considere o seguinte diagrama
f ;

comutativo:
b 91 > ,2 A
1.4.10 n: (X_,X ) —— n: (3 ,8 ) —— H (F)
th, ) ~ N
- 3 # 91#
M(A A ) —3 ——» (X ,x) —F » N (g ,8) >0 (T,T-e)
2 2 2 2 2 i 2 2
lai ( hﬁ )# la 82
N j/ g1#
M (A) 5 T (X ) » M (8 ) a0 (T-e)
1 1 4 41 1

EntZo A o 91('8 ) = éog1op10(h )#(i) =

BJ

20
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Ent¥o A o g (8,) = dog opoth ) (1) =

ﬁJ ﬁ.)
= éopzoo;’ogl#o (hﬁj/)#oo‘('i) =
= Qop208;1og’#(ﬁj)
onde 2 ¢ o gerador de nz(Az,l.iz).
x. Yy,
Notemos que p#(a_‘) =a'‘b ‘e Hi(T) ,8 assim ao tomarmos

X, ¥,
- ty 71 _ ,
(;1.)(1 —s T—-e tal que (91)#(01,&) =a b € I'li(T e, o

1

elemento a; (g‘#)(Bj) € Il_(T,T-e). Portanto, o elemento

éo[:lzoa;1 ogi#(ﬁj) pode ser visto como sendo o abelianizado

de p(ﬁj) quando este ¢ visto como sendo um elemento de

ﬂz(-T,T-—e), através de 0:. Denotaremos esse elemento poar

o3 .
J
De agora em diante, denotaremos g1 também por ¢ . No
contexto ficara claro quando que ¢ se refere ao

levantamento g, ou quando se refere a qo:rli(x) — I'I‘T.

Portanto 9091(8{3 ) = l_&opza;1¢#(ﬁj) = qu(ﬁj) .
1

- . -1 ab
1.4.11 Seja 8{3. = ’_DOE (‘83'), onde %_ € l'l2 (Xz,Xi).

J J ﬁ.i

Para se calcular ioa(:srg') sem 1.4.7 ,calcularemos
J

iopl(ﬁj), onde [?j ¢ um levantamento do la¢o que representa

$3 € l'Ii(Xt). Isto segue a partir do diagrama 1.4.12.
3
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~N

g e ab, v
1.4.12 H (X ,X ) e——T1 (X ,X )
2 2 1 g 1

2 2
T-\-

'y,
» M, (X, ,X )
s
v &~ (h_ )
~ pi ~ ’?. # -
H (X J)e——TI (X ) MA(X ,X) e——n(a,a)
1 1 1 2 2 4 2 2 2
i, (p/)
H (X ,X ) n
1 o] 41
th
ﬂj, #

Notemos que ﬁj ¢ um lagco em x1 e :
-1 - -1 . ~ ~
g ) = ( ) = i) =
’?j pp# hﬁj)#(l p1(p/)# (hﬁj/)#81(1) pi({?j)

1.4.13 Seja x, o ponto base de Xi.

Para cada a € n‘(x‘) »y grupo livre gerado por

hg
a1,...,a » Seja xa e Xi, o ponto extremo correspondente ao
n

levantamento do lago a comegando em x

Para cada i = 1,2,...,n , seja c. o caminho em )(1 ligando

X a x (Beradores de H (X ,X ) como 1T (X)—-m&dulo) .
o o , 1 4 o© 1
' k £

Seja k o comprimento da palavra reduzida ﬁj = 1N a " e

i
r=1 r

v, @ l1—palavra inicial de r?j s OU seja:

£

3 l a r
LU | B
r=1¢

r

22



£

- L+t
Notemos que Yiee = .
Lag
“~
Parar = 1,2, ... , k seja ﬁ} o caminho em X1 ligando
r
x a x .
¥ema L

L
0 esquema seguinte revela os diversos pontos de X‘ em que

0o levantamento do laco que representa ﬁz devera passar:

x x
Vees Jr-2
n~ 1 -5 ° {% © }
X = x £ x x
Yy °© v, Yy Y2 Y2
Portanto ~, = - e eas = e
P By =By By By

ioptB) =p + o+ e H (X ,X )
P B =B, 4B, LR

Por outro lado:

.
£
h (¢ 5) se £ =1
I} = r-1 'r i
v
r &
h (¢ ") se £ = -1
L Yl" Lr r

onde os c. s3i0o oOs gerédores de P&(Y‘,Yo)
r

y» definidos em

1.4.13, e hy as transformagSes de recobrimento

r

correspondente a r., -

23



Considerando que a estrutura de ﬂ‘(X)—médulo de Hi(xt,xo)
& dada através das transformacBSes de recobrimento, podemos

escraever:

ﬁ}’ = erﬁ( r )ci.

r r

onde ﬁ“) é o r—-segmento inicial da palavra ﬁj.

Portanto:

~ : k
Lop, () =@, + 8, + .o B, =L £ € =

= (rz sr{i”))c1 + (¥ srﬁ'(”)cz + ... + ( T srﬂ‘r))c
r

tg r tq
T = T =

L
r r r

a3, 9 3 a3,
= Jle + |——jc + ... +]—3]c
da )t 4 a z 4 a n

1 2 n

a ultima iqualdade segue da férmula 1.3.12.

1.4.15 Proposig3o: Se 8, € Hz(xz’xa) ¢ o gerador correspondente

Bj
a relag3io ﬂj -

EntZo:

a Bj a ﬁj A~ o~
1*00(36.) = —a-—a-;—- C1+...+ —a——a—n—— Ch € H1(x1,x0)
J

onde c. sio Oos geradores de Hi(xi,x°>, definidos

em 1.4.13.

DemanstracXZo: Segue de 1.4.11 a 1.4.14 .
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1.4.16 Teorema: A classe D (p) € H’(X;(H‘(ﬁ‘ )»), a qual
~N

corresponde ao cociclo representado por Q_ogiogoe-t

é um cobordo se, e somente se, o sistema 1.4.17 tem

solugzo (xt, Xos wme 9 X ) onde x € Zﬂi(T) -

1.4.17 . \ P - < . -
Oﬁ’ aﬁi ) aﬂ’. Qb
X, ¢ (3
o ao Ao
1 2 : n
ars ar ar
2 2 ... 2 xz = (Oab(l? )
o 8a da
1 2 n
oﬁm aﬁm ... oﬁm a?
x © $)
At aa da n m
. 1 2 n o N o . o

onde A = (a, ¥ = (pla. M), e p : ZN (X ) — 2N (T) & o
L i) 1 1 1
homomorfismo de anel induzido pelo homomorfismo de grupo

e = (p/)# :ﬂi(X‘) — Ht(T).

Demonstrag3o: D(p) = 0 se, e somente se, existe Y em 1.4.7. Por
outro lado, ¥ existe se, e somente se, o sistema

1.4.17 tem solugfo, basta definir W(ci) = X .
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CAPITULO 2

TORO FIBRADO PRINCIPAL

£1. PRELIMINARES

Neste capitulo usaremos as seguintes convencdes:
1. O espaco E denota o espago total de wum T-—fibrado
principal sobre a base B, onde E e B s3o variedades

compactas sem bordo, e T é o toro s'x g' .

2. Consideraremos fungSes f de E em E, que cobrem a

identidade da base.

3. Todas as homotaopias de fungBes de E em E serio
consideradas sobre B, ou seja, para cada t € (0,11 ,

fng — E cobre a fungzo ln'

4. Dada uma fungio f de E em E, denotaremos por Gf a
fun¢Xo de E no toro, definida pela equag¢3o:

f(x) = er(x).x, onde o ponto . significa a a¢Zo do

toro em E.

2.1.1 Proposigio: Seja tE,E]B o0 conjunto das classes de
‘homotopias das fung®es de E em E sobre B.
A fung3o ¢ :[E,E]B — [E,T] definida por

¢ [+] = [GrJ é uma bijecZo.
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DemonstragZo: Se H:IxE —— E & uma homotopia sobre B entre f e
g ,entio a equagio H(t,x) = et(x).x define a homotg
pia entre af e ag. Reciprocamente, uma homoto-
pia 9t detine a homotopia sobre B entre f e g por :

H(t,x) = 6‘(x).x .

2.1.2 Observagio: 0O conjunto dos pontos fixos de f & a imagem
inversa do elemento neutro e do toro pela fungio
er -

2.1.3 Proposic¢Zo : Seja f:E — E .

A fun¢io f¥ ¢ deformavel sobre B a uma fung3o
g:E — E tal que g ¢ livre de pontos fixos se,
e somente se, (Bf)#: ni(E) — n1(T) se fatora
através da induzida da inclusZo:

i M (T—-e) —s 1 (T) .
3 1 1 :

Demonstra¢3o: Se g~f sobre B e g ¢ livre de pontos fixos, enti3o
Gg zaf e a imagem de eg esta contida em T-e e

portanto (&) = (i.€8 ) .
f # g#

Reciprocamente, substituindo a inclus3o
i:T-e —» T por uma fibra¢3o q:¥ — T, obtemos
como fibra ¥ um espago tal que

n«&»H» ~1nm (T, T-@). Assim NN (¥ ) » O somente
L L+ 1
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quando i = 1. Portanto a dnica obstrucZ%o ao
levantamento se localiza no Z2-esqueleto de E.

Por outro lado, as hipéteses da proposigfio 1.1.2
se aplicam e assim , a existéncia do homomorfismo

h:MM(E) — N (8) =~ (T-2) ,
=" 1 1

tal qu? ’ (6f)# = q#o_t]

acarreta a existéncia de um levantamento
geométrico definido no 2-esqueleto de E . Como as
demais obstrug¢®es sZo nulas, segue que existe
um levantamento geométrico 'I:; tE — 8 tal que 'I:'\#== h.

Como os espagos 8 e T-# tem o0 mesmao tipo de

homotopia, podemos construir h :E — T—-e tal que

(6 ) = (ioch) & hom(ll (E),IT (T))
f # # 1 1

Seja 6t a homotopia entre ef e ioh.
EntXo, H(t,x) = et(x).x ¢ uma homotopia sobre B
entre f e ich. A fungio g({x) = H(1l,x) = Bi(x).x é

l.p.f., pois: fix g = 9:1(9) = (ich) % (e) = 2 .
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£2 UM INDICE ASSOCIADO A €

2.2.1 Proposig¢Zo: Se o posto de (Bf)#(n’(E)) em n‘(T) for zero ou

um , entio a aplicagio (ef)#se fatora através

da i :[1 (T~-e) — N (T) .
# 1 1

Demonstra¢fo: Ee o posto de (ef)#ntuz) for zero, entZo &
porque (Bf)# ¢ nula. Portanto o homomorfismo nulo
0:NME —»s M (T-e) ¢ tal que (8,)_ = 0 = ic0.

1 1 f #
Se o posto de (ef)#nitm for um, consideremos

”
r: T — T o recobrimento correspondente ao sub-

grupo normal (af)#n‘(E) -

”~ ”~ ”~
0O espaco T ¢ asférico e ni('r) ~ £, portanto T
tem o mesmo tipo de homotopia da esfera st -
”~ ”~

Seja ef:E — T um levantamento de ef.
Seja i1 o gerador de I'I’(T) e seja
r (i) = a"™p™ e M (T).
# 1
”~
Definindo i:ﬂi(T) — I'Ii(T—e) por

jti) =a"b"e n(r-e» ,

temos o sequinte diagrama comutativo:
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A nm

1 -

n (g r n(r-e
1 1

&
(e )\ /
f # #

(7
1

Portanto io(ef)# ¢ tal que

~
iojol8 ) = (8

A proposi¢io anterior revela que se o posto de <efn;h(5)
é zero ou um , entio f & deformavel scbre B a uma g l.p.¥f.
Denotaremos por (632 a induzida de ef no segundo grupo

de homologia.

2.2.2.Praoposigio: Se (ef)2 = 0, entio o indice

i(f) = [ﬂi(T):(Gf) n iE)] ¢ finito.

#
Demonstracias Se i(f) = w, entZo o posto da imagem (efngh(s) em
ﬂi(T) é¢ 0 ou 1. Pela proposicgio 2.2.1, ef se fatora
através da inclusXo i:T-e —» T, portanto, (632= 0.

0 préximo teorema revela que (6",)2 é uma obstru¢io para

se deformar f sobre B a uma g 1l.p.f. .



2.2.3 Teorema: Se (ef)z # 0 com coeficientes em £, ent&o
qualquer que'seja g>~f sobre B temos:
i) flx'g 0
ii) existem pelo menos i(f) componentes conexas de

fixng: Ct, sney C

v
- n-2
™ tais que H (QﬁK) = O,

para j=1,2,...,i{f);onde K = Z2 se E & orientavel

ou Zz se E & nZo orientavel.

Demonstracio: Como (ef)z:o, entZc o posto de (6{)#n‘(E) &
dois.
Seja ¥:T — T o0 recobrimento de i(f)—folhas
correspondente ao subgrupo (6{)#ﬂ1(E) .
Para qualquer g~f sobre B, seja & :E —» T tal que
o g
Jo8 =6 .
g g

Consideremos o seguinte diagrama, onde os grupos

de homologia sZEao com coeficientes no anel K.

‘\'_ - ‘\0_ -
H (E) —— H_(E,E-6 ‘v e)) —— H‘(E—B;\P (e)) — H, (E)

o] |

H(T) —s Hth,T—w"(e)) N Hi(T—\IJ-i(e)) ———— H(T)

o] |

HZ(T) —_— Hz(T,T—e) —_— H1(T—e) — H‘(T)

Como g~f sobre B, a composi¢io das setas verticais

& a induzida de ef em homologia.
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Por hipstese (ef)z# 0O com coeficientes em £, 1loga,
Hz(E,E-—G;‘W“(e)) com coeficientes em @ & nZo
e -
trivial. Logo , Hz(E,E—S;\P ‘te)) com coeficientes
em &2 tem parte livre, acarretando pelo teorema dos

coeficientes universais, que
H (E,E-8 ‘¥ (e);2) » O
2 g 2
Usando coeficientes 2 ou Zz conforme E seja

orientiavel ou n3o, segue da dualidade de Pogincaré:

~ - v _ ~_ - v _ - v -
HZ(E,E—e;’w “te)) ~ H" z(eg‘\p‘(e)) = H" 2<eg‘(e)) = H"%(fix _g) =~

v

~H %6 e) UB te) U ... UB e
g 1 g 2 g uH

4

4
ne ~

v ~_
H" 28 (e ))
g L3 .

V-2, ¥—4 -1
Por sua vez, H' (8 (e)) ~ H (E,E-8 (e)) = O,
g L 2 g L
isto segue observando que (er)2 # 0 implica que

N

(eg)2 = 0 e considerando—se o sequinte diagrama:

H (E) » H (E,E-6 ‘(e ))
2 2 g L
l«e ) l

g 2
H, (T) — > H(T,T-e)
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N
Escrevendo 69‘(%) como reunilo disjunta de suas

componentes conexas, entio existe pelo menos uma

v
C, tal que H"-Z(Ci) = 0. Fazendo i = 1,2, ... , i(f)

temos © resultado.

2.2.4 Esse resultado sugere, no caso u%)zx 0, (ver [GoB71)

que definamos uma espécie de indice para f dado por:

i(f) = 0 se o posto de (af)#nits) € Ooule

i(f) = [(e) MM(E) 2 MN(T))] se o posto de (&8) I (E) é
f # 1 1 f # 1
dois.
Convém ressaltar que (ef)z pode ser nula, mas (8)) nio

f #

se fatora através de i# sCOmo veremos no 53.

2.2.5 Observacio:

Se a dimensZo de E ¢ maior ou igual a 4;
acreditamos que dado f:E — E, existe ga~f sabre
B, tal que fixag ¢ uma subvariedade de E de
dimens3o n-2 com exatamente i(f) componentes
conexas. Este resultado depende essencialmente
de um resultado em cirurgia Que parece ser bem
conhecido dos especialistas, mas nZo encontramos

na literatura.



£3. ALGUNS EXEMPLOS

2.3.1 Este exemplo sugerido pof W.C. Hsiang revela que
U%Jz = 0 , mas nZo ¢ suficiente para mostrar que f ¢
deformivel sobre B a uma fun¢Zo l.p.f.. Na verdade ,

a obstrugXo abelianizada de er, notacio: D (ef) s N30 O é.
Consideremos q:S9 — 8% o fibrado de Hopf e g:T — s?

de grau 1.

Seja M o espago total de fibragio induzida pela aplicagio

2.3.2 0O espago M & um espago K(I1,1) e pode—~se mastrar que o
grupo fundamental tem a seguinte presentagZXo:
ﬂi(H) = <o;,a2 H [ai,[a1,a2]] = ﬂi ’ [az,[ai,azll = ﬁz>
A induzida nos grupos fundamentais da proje¢3o
¢ M — T, faz o sequinte:

p#(a‘) = ae p#(az) =b ,
onde a e b s%Zo os geradores do ﬂ‘(T) -

Tomemos E o toro fibrado principal trivial MxT.

Seja f:E — E dada por f(x,y) = (x,p(x).y), segue que
E%:MxT — T & dada por: ef(x,y) = p(x)=pop1(x,y) ’
onde pié a projecZode MxT em M.

Considerando o diagrama 2.3.3 ,seqgue da naturalidade da
obstrugZo abelianizada que 2D (ef) = prﬂ(p) . Como p: é

injetora, é suficiente mostrar que D (p) = O.
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2.3.3

MxT

L 4
X
-

Usando o teorema 1.4.16 do capitulo 1, temos que

D (p) = 0 se, e somente se, o sistema 2.3.4 tem solugio

para x e y = ZTI‘(T) -

° .
r aﬁ oﬁ h “) r )
1 1 x pab(ﬁ )
a a 4 a
1 2
aﬁz aﬁz Yy ab
a o 4 a ® (ﬁz)
1 2
- oo . o 9 o

Notemos que:

LAYER

i

plla Lo ,a1) ala,bla '[b,al

-1
p(ﬁz) p([az,[o&,azl) bfa,blb [b,al

Portanto em n:b(T,T—e) ~ Zﬂi(T) » temos:

ab -1

3

1
@
)

i
1}

|
-

ab -4

(ﬁz)

i
e o)
o
[+ ]
]
o
|
[y



( 1+

o
2

|

chamando de z =[a1,a2], u‘= [ai,z] y W= [az,z] temos:

1+a(1-b)-1-1(1-b)
b(1-b)-1(1-b)

(a-1)(1-b)
(b—1)(1-b)

Observando que Zﬂi(T) & um anel

ata-1)-1(a-1)
1+b(a-1)~-1-1(a-1)

R
(a—-1)(a—-1) X
(b-1)(a-1) Y

elementos inversiveis sio somente as

de

integridade e

unidades

3z -4 dz dz az Ye [ [
1 . 4% W e T T “iTaa X a-1
1 1 2 2
dz az az . 0z
da - “z o 1+az da uzzaz —"z aa Y b-1
1 1 2 2
o \ S .
az 4 az
onde = 1 —aiaza1 e = a - [oa ,a 1
a o 1 1z
1 2
Portanto:

- (51

os

triviais,

segue que o sistema anterior ¢ equivalente a:

(1-b)x + (a-1)y = 1

Aplicando a fun¢io aumentag¢io segue que

n3Zo tem solucg3o.

0 sistema



2.3.5

Para justificar que (af)z = 0 , notemos que ef = pop, H
lembrando que ¢ ¢ a projeg3io no fibrado induzido por:
g: 7T — s? de grau 1, segue que (p)z =0 e, portanto ,

*

(9")2 = 0 .

Este outro exemplo mostra que (Bf)2 =0, D (6{) =0 ,
mas ¢9f nIo se fatora através da inclusio i: T-e — T.
Seja M‘ uma variedade compacta orientavel e sem bordo

cujo grupo fundamental tem a sequinte presentacgXo:

— - -1 =
NM) =<7 ,r,itly ,r 3, ?’g[?’,’?’z]?’z 1 =6

Seja qa1=r'l1 — T tal que v(pi)#(y1)=a e ‘@1)#‘?’2)=b-
Tomemos o toro fibrado principal l‘lixT e seja
f1=r‘l1xT —_ Ma"T’ dada por fi(x,y) = (x,qoi(x).y).

Notemos que e, (x,y) = p1(X) = go‘opi(x,y), onde P, ¢ a
. .

proje¢io de I‘I1xT em r'l1 .

De modo anilogo ao 2.3.2 , :n(af ) = 0 se, e somente se,
1

D (p.l) = 0, ou ainda, se, e somente se, o sistema 2.3.7

tem solugio em Zl’li(T) .



2.3.9

Notemos que:

ab ~-4_ab -4.-1 ab

p (6)= [La,bl,bla,blb™1°" = BB BB ' =0 el (T,T-e).
Portanto o sistema 2.3.7 admite a solug¢Zo trivial e

assim: D (6{) = 0.
1

Para provar que (ef)
1

2 = 0 , consideremos W1= H1 —_ M,

onde M ¢ a variedade do exemplo 2.3.2, definida no grupo

fundamental por:z (¥) (¥ ) = a e (¥) (y ) = o . Em
1 4 1 1 1 & "2 4

2.3.9 , verificamos que a relagio & ¢ preservada .
Observemos que ¢wi&z ¢; s onde ¢ ¢ definida em 2.3.2,
segue que:

(Gf)2 = (0)20(42)2(p1)2= 0.

Verificando que a rela¢3o é& ¢ preservada por q;;

-1 -1 -1 -1 -1
(F) (&) = [[a yaa d, aa [a o Ja "1 = xa_ xa. X ax o =
1 # 1?72 2 47 2" "2 2" 2 2 2
-4 -4 -1 -4 -4
= OO x X xO_x O =
22 2
-1 _-1
= x{3 % = 1
ﬂz ﬁz

onde X = [ai,az] e ﬁz = [az,x].



2.3.10

2.3.11

2.3.12

Por outro lado, af nico se fatora através da inclusZo
1

Ne N
i:T-e — T,pois se existisse Srtal que ioef== ef
1 1 1
~
entfo 106, 01 = 6_oi = ¢, onde i :M — MxT,
f1 1 f‘ 1 1 1 1 1

i‘(x) =(x,e) ,ou seja, a funcZo (pt)# se fatora através da
inclusXZo i:T-e —» T. Mas isto & impossivel,pois, para que
& seja preservado por (GQOit)# em ni(T—e) é necessario

i

que o posto de (efoit)#(n1(n1)) seja zero ou um, por
1 .

outro lado, o posto de (¢a)# ¢ dois e portanto,

1
No caso de T fibrado principal E sobre B, o problema de
deformar f: E —» E a uma fung¢io l.p.f. pode ser tratado ,

discutindo-se a existéncia do levantamento I' visto em

1.2.13:
8£(E)
e
v
E 2D, Ex E
Por outro lado, segue da proposi¢io 2.1.3 que a

existéncia de g ~ f sobre B tal que fixag = @ é& equivalente

a existencia de F1 no diagrama:



o s

E ——g:a T

onde q:%— T ¢ a substituicZo da inclusZo i:T-e <«— T
por uma fibrag¢Zo.
Se 3} ¢ a fibra de q‘=SB(E) —_ ExBE e ¥ ¢ a fibra de
qQ:8% — T, entZTo N (¥ ) ~«N((¥F ) =~ N ((T,T-e). Portanto
L B t t+4
IK(S;) ou HLL? ) & diferente de zero somente quando i=1
e,nesse caso ¢ isomorfo a ﬂz(T,T—e). Assim as discusstes

de levantamento I' e F‘ se resumem ao 2-esqueleto de E .

2.3.13 Em ambos os casos ,via 2.3.11 ou 2.3.12 , tomando-se o
sistema lacal de coeficiente determinado pelo primeiro
grupo de homologia da fibra, temos as seguintes classes

de obstru¢®es primarias abelhanizadas:

D (1,§) e HZ(E;(Hi(i‘B)}) e D (8) e HZ(E;(Hi(.?’ ')

2.3.14 Teorema: Se E & um toro fibrado principal sobre B, ent3o

D (1,§) = D ().



DemonstragZo: Denotando EB(E) por 83 consideremos o seguinte

diagrama :

——
in]
"

-t e 6
a

ande @8(x,y) ¢ definida a partir da equag¢Zo
y = 8(x,y).x

Notemos.que fix) = 68(x,f(x)).x = at(x).x portanto,
6; =60 (1,).

Os espagos En e 8 s3o dados por:
8= (o, E' x E' ,tal que poa=pof? & a(0)#3(0))
g = {y‘e T tal que y(0) # e}

As aplicagBes q e qQ s3o dadas por
qi(a,ﬁ) = (al(1),3(1)) e qlyp) = (1)

Seja 8(0) a fibrac%o induzida de q por 6.

EntXZo

B(B) = {(xX,y,7) , ¥ € T' , y(1) = 8(x,y) , px)=ply) , y(0)=0}



Sejam ¥:8(8) —— 85 e & =SB——+ 2(8) dadas por:
W(X,y,») = (X,7.X) e &la,3) = (a(l),ﬁ(l),yaﬁ)

onde :

i) x representa o caminho constante e

(y .x)(t) = p(t).x

ii) raﬁ(t) = 68(a(t),3(t)) , ou seja, yaﬁ(t) ¢ tal
que:
(t) = (t).a(t) e portanto (0) = e.
3 Yo P Yoz

Notemos que qiow = q e qzo§ =q, onde

2

Q. :8(68) — E x E .
2 B

As fungSes ¥ e & realizam eqliivaléncia entre as
fibrag¢des EB e %(6).

Justificando:

)]

1.(8), pois:

A composi¢Zo Fo¥ "

g (X,y.%x) = (x , y(1)ox , ¥_ )
X3

PoF(x,y,2)

(x , ¥ vy ), onde 3 = YeXe

X3

a3



Por sua vez, y_ (t) satisfaz:

xf3

BlE) = ¥y (B)ox = p(t).x
| o

Portanto y_ = » .
xf3

Por outro lado,
Yo (a,3) = ¥ (all) , (1) , yaﬁ) = (afl) , yaﬂ.a( ))

A homotopia entre 18 e ¥ ¢é dada por:
B

Hs(a,ﬁ) = (ae,ﬂe) onde
as(t) = al(l-s)t+s) e

B (t) = (t).a (t)
- -]

Yoz

Claramente poat_ = poﬁa .

Para todo s, qt(a9 ,ﬁﬂ ) = (og(l),ﬁs(l))
= (al(1),3(1) = qi(a,ﬁ)
Os o e ﬁ, comecam em pontos distindos, pois

yaﬁ(O) # e e além disso Ho = I88 e H1 = Bod .
A igualdade D(1,f) = m(er) segue da naturalidade

da teoria de obstru¢3o abelianizada tendo em vista

as equivaléncias Snz 8(6).
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CAPITULO 3

OS FIBRADOS M(A)

1 0S ESPACOS M(A) E FUNCOES FIBRADAS f:M(A) — M(A)

Seja A uma matriz quadrada de ordem 2, com coeficientes

inteiros cujo determinante ¢ +1 ou ~1. O isomorfismo L:RZ—R? ’

dada .por L[:] = A[:] » leva coordenadas de &xZ& em ZxZ, induzindo

um homormofismo A ( ou simplesmente A, quando nZo houver

confus3o) do toro no toro, dado por: 5[:] = [A[:]] ; 0

elemento [;] representa a classe de eqlivaléncia determinada por

[:] em !R2 m&dulo Z2x2.

0 espago M(A) ¢ obtido do Tx[0,1] identificando os pontos
([;],O) com (A [:],1). Um elemento de M(A) sera denotado por

<[:],t>. 0 espago M(A) fibra—-se sobre st s através da proieg3o

[0,1]

o~1 = S‘,com fibra toro.

p:M(aY —» st p<[;] D =t e

Seja <[§] ,0> ‘0 ponto base de M(A).

Consideremuos a , b , ¢ as classes de homotopias dos

seguintes lagos:

a,b, cz( 6—}—1 , (0,132) — (M(A) , ([2],0)) , dados por:
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alt) = <[ ;],o>, b(t) = <[‘:],o> e c(t) = <[z],t> .

Provaremos que»th(A) tem a seguinte presentag¢io (ver

3.2.6) :

- 61 0.2 _ a a
{a,b,c; [a,bl = 1, cac " = a’'b s cbc " = a “b MY » onde

0 espago M(A) ¢ um espago K(m,1) e , pdrtanto sy O

homomor fismo f#;ruM(A)——+ n‘(A) determina a classe de homotopia

da fungZo f:(M(A),(Ez] »0>) — (M(A),([E],o)) .

3.1.1 Proposi¢3o: Uma fung3o f:(H(A),([ﬁ],o)) — (M(A),([Z],o))
¢ homotdpica (homotopia relativa ao ponto base)

a uma funcio g:(n(m,<[‘;],o>) —_ (M(A),<[‘;],o>>

tal que g cobre a fungfio identidade da base st

se, e somente se, f#zntﬂ(A)——a T&M(A) tem

a seguinte forma:

ba bz bs b4
f (a) =a’b ", (b)) =a’b e
' #
[ cz
f#(c) = a'? sy Oonde c1 s c2 s30 inteiros
b bs
e a matriz inteira B = 1 comuta com
b b
2 <



Demonstrac¢Zo: Notemos que os geradores a , b correspondem aos

geradores da fibra e p#(c) 40 gerador da base de

st.

Do fato de g cobrir a identidade de g e faq

relativo ao ponto base, segue que :

b b
f (a) = g (a) = a'b?
# #

b b
£(b) =g (b)) =ad*
#* #

s, 2
f#(c) = g#(c) = a'b’c

A comutatividade de B com A decorre do fato que as

a o a o
2 1 3 4

1 ecbc  =a‘b precisam

relacBes cac’* = a ‘b

ser preservadas.

Reciprocamente,seja g: (M(A),< [2] ,03)— (M(A),< [2] 50>)

dada por g<[;],t> = <[B[x] + [21::]],1:) .
y 2

A fun¢3o g cobre a identidade de s'e a composi¢3o
de g com os caminhos

a, b:(-L— 2{0,1)) —» (M(A),< ° »0>) determina as
o~1 o
b b b b

classes de homotopias dos caminhos a b? e a®*

respectivamente. Por outro lado,

I
o~g °

goc(t) =( {0,1)) —>» (M(A),([i],o)) ¢ o caminho

-t

C
- 1 -
goc(t) = <[c _t] £> > T (£).T (1)
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onde:

¢ ot o]
r et =< C‘ 0> e Tty = <[o],t>, segue que

2

€ %2
g#(c) = a b c.

Da bijecZo entre [M(A),(EZ],O) H M(A),([i],o)] e
hom(n1M(A) s ﬂin(A)) segue que f~g relativamente ao

ponto base.

3.1.2 Proposicio: Seja P uma matriz unimodular inteira de ordem 2.

Sejam M(A) e M(A°) os fibrados sobre a &'

construidos a partir das matrizes A e A'= PAP*

Seja f:M(A) — M(A) dada por:

Ao )

comuta com A.

EntiXo:

a) Exl: Tl — TxI induz um homeomor fismo

Pxl de M(A)em M(A’) cobrindo a identidade da

base S1 -

Seja f° = (Pxofo(Px1)™* .

b) f & 1.p.f. se, e somente se, ¥ o & .
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c) f & deformavel sobre S' a uma fung3o 1l.p.f.

se, e somente se, ¥’ o é.

Demosntracio: parte a)

A funcZo Px1:(M(A),<|%],0>) — ma’ )y, <|%],0>)
o o}’

dada por (Px1) <[;] , t> = <[P[:]] » > , esti bem

definida, cobre a identidade de s' e sua inversa é

dada por (Px1)™* <[;] , t = <[P"[;)] , B .

parte b)
P’(

< yo] ’ t°> é ponto fixo de f se, e somente se,
o

hoe.

3 R
< P[ °] » t,> ¢ ponto fixo de ' .

parte c)

Se Ht= M(A) — M(A) é uma deformag¢zo de f sobre

s' a uma fungio 1l.p.f., entio Gt:M(A') — M(A’) ’

definida por G, = (le)oHto(le)_i

¢ uma deformagio
de ' sobre S' a uma fung3o l.p.f. . Reciprocamente,

dada G, definimos H = (le)-ioBlo(le) .
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3.1.3 ObservagXo: A funciFo (Px1)ofo(Px1)™? y dada em 3.1.2,
quando restrita A& fibra, induz uma aplicacgZo
de n‘(T) no n‘(T) cuja matriz em relagZo aos

geradores a e b é PBP '

3.1.4 Seja f:(M(A) , <[g],o>) —s (M(A) , <[g],o>) uma funcXo

cobrindo a identidade de S‘ e seja B a matriz de

(f/ri.bm)#:n1(T) — I‘Ii(T) com relagio aos geradores a e b.

Estando interessado em deformar f sobre S' a uma fun¢3o
l.p.¥f. , devemos ter o numero de Lefschetz da f/fibra = O,

ou seja , det(B-1) =0 .

Seja v € Zx€ um autovetor de B correspondente ao
autovalor 1. Da comutatividade AB = BA, segue que A(v)
também & um autovetor associdado ao autovalor 1.

Se v e A(v) geram ZxZ, tomemos o isomorfismo linear

que leva 2ZxZ2 em 2ZxZ2 tal que Plv) = [;] e P(Av) =[‘1’] .

0 isomorfismo P induz o homeomorfismo Pxl1 entre M(A) e
M(A'), onde A’ = Papt | Seqgue da observag3o 3.1.3 que a
matriz de [(le)ofo(le)—1/fibra]# ¢ a identidade.

Por outro lado, se v e A(v) sZo L.D., seja w € ZxZ tal

que v e w geram ZxZ.

Tomemos P:R*— R® tal que P(v) = [;] e P(w) = [‘-:],

induzindo o homeomorfismo Px1:M(A) — M(A’), onde A =PAP™!.
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Seja B'=

relagZo aos geradores a e b .

Ent3o A’ e B° 830 da forma: A’ = [

PBP Y a matriz [(le)ofo(le)-ilﬁbra]#

£ a

O n

] . B-

com

os inteiros a s bs’ b4 na matrizes A°' e B°' n%o s30 os da

matriz A e B.

3.1.9 Proposicio:

Com as nota¢Ses de 3.1.4, entio as

possiveis

matrizes A° e B’ s¥o dadas no sequinte quadro:

A B*

fa 1 0
I 1 b ]

a (o] 1

" z ‘ N o,

1 o 1 b))
11 o 1 0 b

L p L ' ‘.a

1 a) 1 b
111 o 1 o 1

\ -, \.

1 0 1 b))

v

N o —1-‘ o b‘a‘

-1 a) 1 b))
v o 1

| 0 -1, )

1 aaT 1 b3
vI

o -1 0 b

a(b-1) = -2b
- | 4 9

-1 as 1 l:)s
VI1I |

[ o o b

a(b-1) = 2b
9 4

o1



Demonstra¢Xo: Segue de 3.1.4 , considerando que det A° = ¢ 1 e

A‘'B° = B'A’.

£2. FORMULAGAO ALGEBRICA DO PROBLEMA E CALCULOS DE ni

Seqgue da proposigio 3.1.2 que para deformar f de M(A) em

M(A) sobre S'a uma funcio l.p.¥., é suficiente tomar A e B

como sendo um dos casos descritos na proposicio 3.1.5 .

3.2.1 Seja h:M(A)x 1M(A) — M(A)x 1M(A) dada por:
s : s

h (<|* ©,<|* ) =(< "] >, <|*] - |¥ ©)
MEESIME Bl-o <]- [

0 espaco M(A) xx"(A) é um fibrado sobre a S' com fibra
s

TxT. Sob esse ponto de vista, h cobre a fung3o identidade

de S' e induz um isomorfismo de fibrado sobre S‘, cujo

isomorfismo inverso ¢ dado por:

-4 x® X’ X X’ X
hte< £, < ) = (< £ ,< + t>)

A restri¢Zo da fungZo h ao espago (M(A) x 1M(A)) - A leva
s

esse espaco homeomorficamente sobre o espago M(A)x 1(MA—!_S_‘)
' s
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onde §' ¢ a imagem do mergulho m: S' = I/om +— M(A)

dado por: m(t) = <[Z],t> .

0 espacgo n(m—g‘ ¢ um fibrado sobre S' cuja fibra &
T—[°] .
o

0 espago M(A)x ‘(HA—Q’) pode ser visto como sendo
s

fibrado induzido do quadrado abaixo:

M(A) x ‘mm)—g’) — MA)-s*
s

| 2

MAa — 5 st
p

Dada uma fung3io f:M(A) —> M(A) sobre a S*,podemos supor

o :
f<[°],o> < [ 1],o) » onde [o] . ri]. Do contrario, se
o P2 ° P2

f([z],o> <[°], o> , tomemos um caminho c:1 —s p (%)

o
onde % é o ponto base de s' » ligando <[g],o> a <E‘],o>
2
1 o
com ["] - []
P, o
Com relacio ao sequinte diagrama temos que Liz f sobre S'

e L1 ([g],o> = <r1],o>.
Pz ‘

53



M(A) x {0} U (([2],0) x 1) -25 McA)
4
L p
M(A)xI — gt
* Pop

onde pizn(mxl — MA) & a projegZo , ¢ restrita

M(A)x{O) é a prépria f e restrita a <Ez],o>xl é

caminho C(t).

3.2.3
h, 1/
(TxT-A) » Tx(T-e)
8 _ /
”" JS
”'
—~7(1,f) h
T /> TxT 7/ > TxT
i, Y "y y
(M(A)x M(AI-A) ~M(A)Ix  (M(A)-g")
L 4 s R~ s
'- —""ﬂ-‘
é"" - Jt
/’ -
SRS Lo | '
MA) ——— 5. M(A)x M(A) = M(AYx M(A)
(1,f) <! 1

s

Com relac%o ao diagrama 3.2.3 temos:

3.2.4 Proposicio: a) A fungio h e suas restricdes induzem

isomorfismos nos grupos fundamentais

b) 0O levantamento 1 existe se, e somente se, o

levantamento 2 existe
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c) 8S8ejam a,b,e,d, c as classes de homotopias

dos seguintes lagos em M(A)x‘M(A)
s

att) = ¢<| t ],o),( p1],o>)
o | P,

b(t) = (< : ],o),( za],o>)
- - P2
‘o p+ t

e{t) = (£ 20>,< ]| 1 s02)
o P,

dit) = (< °1,o>,<[P'%.],o>)

ctt) = <12}, , ¢ (1-tr.]| Psaf+t A[p{] , t>)
O] ' P, P,

EntZo h (a) = a.e ?, h.(b) = bd™?, h(e) = e
# # #

h (d) =d, h.(c) = c.
# #

Demonstragio: parte a):

decorre do lema dos cinco aplicado a seqli®ncia
exata dos fibrados considerados e levando em conta

que: as restriges de h induzem isomorfismos na

fibra e, & a identidade na base S'.

parte b):

consequ&ncia imediata de a).
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parte c):

,o>,<[ gi],0>) =

observemos que hf{a(t)) = h(< ;
2

e o

- <<[ ; ],o>,<[ gs]— ; ,0>) ~ a.e(t)
2

Analogamente, h(b(t)) ~ bd *(t) ; as demais seguem

sem dificuldade.

Com o objetivo de exibir uma presentacio de
ﬂi(M(A)x 1M(A)-—g_ Y e ﬂ1(M(A)x 1H(A)) s em termos dos

s s

geradores a, b, e, d, c, apresentados em 3.2.4, provaremos

0s préximos lemas.

£ a
3.2.95 Lema: Seja A = [0 ns}, uma matriz unimodular inteira.

Sejam e,d,c, classes de homotopias dos seguintes

1 P,
lagos em n‘(nn—g_ Ty < p sO>):
2

p_+t p
eit) =<|* |, d(t) = <| * |,0>,
p,tt

Pt
c(t) = < (1-t) +

S6



p
EntXo, & possivel escolher um ponto 1erT tal que

P

2
-1 P -1 % 7
cec = e , Cdc " = e "d (nessa ordem).
Demonstrag¢io: Notemos que o espa¢o M(A) - §f pode ser obtido de

(T - Ez])xl identificando o par ([;],0) com

([A[;]],l) .
Seja Wi(T — [z])xl — MA) - 8 a aplicacXo

quociente.

Sejam C,s €, A(eo) os seguintes caminhos em

(T - [°])x1=
[}
p1 pi
€ () = ((1-1) + tla , )
pZ pZ

p1+ 3t
e (t) = ( y 0)
o p

2

p +t P
Ate 1(t) = (|a] * , 1= dlal ]+ B,
[s] [s)
p2 p2

A seguinte seqiiéncia de fiquras descreve uma

. o) -1 3
homotaopia em (T [0])xl entre c‘.A(eo).c1 e e, -
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P —»

/
/
v
KO
Segue que cec ! = ¥ (c .Ate ).c ?) = ¥ (e?) = &% .
# 1 o 1 # o
Consideremos os seguintes caminhaos em (T - [;])xl :
[P, +t] P
e (t) = ,0) d_(t) = ¢ tl,0
L P, p, +t
[P +t] P
e (t) = ¢ ,1) d(t)y = ¢ * |,
1 p 1 P +t
L T2 - 2
pi
A(d Y(t) = ( ]A + A s 1)
1 t
P,
pi pl.
c1(t) = ( (1-t) + tiA s )
P, P,
Provaremos, mediante conveniente escolha de

P

[g[ 1]]’ que em (T — Ez])xl os seguintes lagos s%o

p
2

homotdpicos:



-1 ] -1 8
c‘.A(d‘).c‘ >c.e .dt.c1 > e .do e, portanto,
-1 g U °s 1 -4
cdc = ¥ {c A{(d )c ) = ¥ (c e d c ) =
# 1 1 1 # 1 1 1 1
n a N
®d )=e®d

Consideremos os seguintes segmentos em Rr?

o) ast p a t
s (t) = A = es (t) =A]* + ’] .
1 n t 2

t P, nt

p
onde A

1] é escolhido de modo que o udltimo ponto
P

2

do segmento s, sinterceptando o quadriculado, esteja

sobre uma reta horizontal ( ver figura ):

A proje¢Zo do segmento s, em (T - [:]) x {1 & o
caminho A(d‘) (esquematizado no primeiro quadrado,

ver figura).

A sequinte sequéncia de figuras descreve uma homo-
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5 5 5
4‘////* B § i 4
3/ 3 3./ 8 3 3
» . P
1 ,,’:””4 'y ",,: »—14 Py - 12

¢ 4

4
P 4 sl P
-y > P - 135" {1 - -
32 . + 123 —t 423 4324 —t——1 4234
51 5' 5;

Usando a homotpia descrita na primeira parte

segue que:

1

’ a a
3.2.6 Lema: Seja A =[} as] uma matriz unimodular inteira.
4

2

Sejam a, b , € as classes de homotopia dos seguintes

lacos em (M(A),([‘;],o» dados por:

a(t) = <[‘],o> , b(t) = <[°],o> e c(t) = <[°],t>
[a] t [a)

Ent¥o, cac* = a '6? e cbe =a b ".
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Demonstrag3o: Anidloga ao lema 3.2.9.

3.2.7 Observagio: Com as notagSes anteriores, sequem as

seguintes presenta¢Bes dos grupos fundamentais:

P } a_ M
1 (MA —_5_’,<[ ’],o» = <e,d,c; cec ! = e° cdc™* = e¥d >
pZ
nma,<[°],05) = <a,byc; cac™ = a®  cbet = a % >
. s< o100 = <a,b,c; cac = a cbc =a’b » onde

a
A= [8 9] ¢ a matriz unimodular inteira.
0 n

Seja G o grupo induzido de (p/)# por p# H

 § p1
6 —— M (MA)-8'5 < ,0>)
pZ

9y (p/)#

p
[ (MeA) ,< [Z] ,00) —%, ni(s‘)

3.2.8 Lema:  Seja ¢:I_(M(A)x 1mm-gz_‘)) —» G, dado por
s
Pla) = (pl(a),pz(a)), onde P, sio as induzidas em ﬂ1

das proje¢Bes de M(A) « 1(HA—§_‘) em M(A) e em M(A)—gf
s

respectivamente. Ent3o ¢ ¢ um isomorfismo.
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Demonstrag&o: Consideremos o seguinte diagrama:

n(T-e) S NN f,(T-e)

i, l
0 (MA x  MA-SY) i
4 | 2
s
\\\g:
p w qz w ‘
1 6 —=—— 11 (MA - 8Y
q, (p,)?,
nMA) ———— T (8hH
41 S
p#

Se ¢(ax) = (1,1) = (pi(a),pz(a)), entio existe
a’ e ﬂ‘(T—e) tal que a = it(a'). Da igualdade pz(a)=1
segue:
pz(a) =1 = pzit(a') = izoj(a'), ou seja, a‘'= 1
pois izoj é injetora. Portanto ¢ ¢ injetora.

Por outro lado, dado (a,f3) 6, seja

a’ e ﬂi(MA x 1HA—§_‘) tal que pi(a') = a. Da igualdade
s

(p)*op‘(a ) = (p/)#opz(a ) = (p/)#(ﬁ) »
segue que :

(p/)#(pz(a')n“) = 1

ou seja, existe 3° e Il (T-e) , tal que i (3") = pz(a')ﬂ'i.

1 1

(3 "H ra e 0 (A x MA-SH

Tomando ( iioj_ g’
s

&2



entio :
3L iioj-i (3™ ray =

1 . -1

(ﬁ"‘)).pita') » P Ui o] (ﬁ'“‘)pzta')>

(pi(i1oj-

(p_ta’) iztﬁ"‘>pz(a') = (a , npz(a')“pzta'))

(o, f3)

Portanto ¢ ¢ um isomorfismo.

Seja D o grupo com a seguinte presentac¢Xo:

D = <a,b,e,d,c ; La,bl =1, [a,el =1, [a,d]l =1,

- - ag 7
{b,el = 1 , [b,d) = 1, cac *= a°, cbc™* = a % ,
-1 £ -1 e
cec = e , cdc =e a7 >
£ ag
onde A = 0 n ¢ uma matriz unimodular inteira.

Consideremos as presentag@es de ﬂi(MA—gf) e n1(nA)
dadas em 3.3.7 .

Sejam 1& e i} homomorfismos de D em ﬂ1(MA) e em n1(MA—§f),

respectivamente, dados por:

[ a — a fa — 1

b — b b — 1

Wia { e —s 1 W2= {e —ms e
d — 1 d — d

lc — ¢ l € — C

&3



3.2.9 Lema: Os homomor fismos 1& e‘i; definem,pela propriedade de

grupo induzido, um isomorfismo ¥:D — G, onde G & da

do lema 3.2.8 .

Demonstra¢Xo: Observemos que, em termos das presentagBes de
1
ni(HA) e ﬂl(MA s), p# e (p/)# s30 dadas por:

a — 1 e
p#= b r— 1 e (p/)# d

1
1 , onde ¢ é
€ —c c 1

1]

1
1 =
o gerador de nt(s ). Portanto, p#oi; = (p/)#pW; -
A partir da observag¢io anterior, claramente
¥:D — G, dada por ¥(x) = (Wt(a), Wz(a)) define um
homomor fismo.

Notemos que se a € D, ent3o as relagSes em D nos

m m

permitem escrever a = a b zq(e,d).c a

. onde

q(e,d) & uma palavra em e e d.

Se ¥la) = (W1(a),wz(a)) = (1,1) , entio os expoen

m m m
tes m1 »m, e m3 s Que aparecem em &4 = a ‘b 2q(e,d)c 8

14
s2o todos nulos, pois do contrario 4;(0) # 1 . Por
sua vez, ql(e,d) representa o elemento neutro, pois
senfo Wz(a) # 1. Portanto ¥ & injetora .

Por outro lado, dado 3 = (ﬁa’ﬁz) e 6, existe aa € D
tal que Wi(a) = ﬁ&. Da condigao p#(ﬁi) = (p/)#(ﬁ}),

segue que :

(p)#pia(a) = (p/)#(ﬁz) = (p/)#izta) y Ou seja,

-1 ,
'Ifzta) {32 € niucleo de (p/)# .
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Seja y a palavra em e & d tal que 'I’z(a)"ﬂz = ¥,
Tomando o.y e D, onde » & a palavra y» em D.
Notemos que ﬂ;(;) =1 e ﬂ;(;) = » e portanto:

Wlop) = (¥ (aF) , ¥ (oF)) = (¥ (a), ¥ (adp) = (B,f)

Portanto, ¥ ¢ sabre.

3.2.10 Lema: a) 0 homomorfismo ¢'=ﬂ1(HAx ‘MA) —— (:‘p1 dado por
s

@ () = (pi(a) ’ pz(a }) & um isomorfismo, onde G‘é o

grupo induzido de p# par p"t 3 e P, » P, s30 as induzi

das em l"l1 das praoje¢Ses de M(A)x1ﬂ(A) em M(A).
s

b) Seja D1 O grupo com a seguinte presentagio:

D1 = {a,b,e,d,c; [a,bl=1, [a,el=1, la,dl=1, [b,el=i,

{b,d)=1, [e,dl=1, cac ' = as, cec ! = &° ,
a N _ a N
cbc*=a® ,cdc”* = >.
Sejam: ¥ ‘: D — I1 (MA5 < °],o> ) e
E 8 4 4 _O

>
¥ 02 D —» 1 (MA3 < 1],o> ) dadas por:

hpz
a —» a a — 1
b — b b — 1
¥ ‘3 e — 1 \I»'z‘ H e — e
: d +— 1 d — d
C +— C cC — €
EntZo os homomorfismos ¥ ° . © ¥ 2' definem, pela

propriedade de grupo induzido um isomorfismo ¥ ':D{——+ Gi.
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Demosntragfo: Anidloga ao que foi feito nos lemas 3.2.8 e 3.2.9.

A proposic¢io seguinte descreve o homomorfismo

o ' o 1
(1,4)# =I'11(MA;<[°],0>) —_ n1(m xsina ;(([o],o>,<[:z],o>))

em termos das presentagBes:

3.2.11 Proposicio: Seja f#zﬂi(MA H ([g],o>) b Hi(MA H (l;‘],o>)

dada em termos dos geradores na forma:

b’. bz bS b4 c1 cz
fla =e 'd %, #(b) =e ®d * , fc) = e *d ¢,

EntZo, (1,%)#=n1(nA) — n1(NAx1MA) & dada por :
s

(1,$) 2y b > be *d

Demonstra¢Zo: Consideremos o seguinte diagrama:

» £
M_(MAs< [2] yo>) —F M (MA;3< r‘] ,0>)

P
(1,f#)\' G‘/ 1

1

mn (MA;([O],0>)—-> n (st
1 o) P, 1

onde G‘ é¢ o0 grupo induzido de p# por p.
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0 homomorfismo (l,f#) em termos dos geradores &

dado por:

b b
1

fa — (a , e 'd 2

)

b b

4 b r— (b ,e g ¢

)

zc)

C‘C
c — (c , e °d

-

Seja ¥ ':D‘——a G‘ 0 isomorfismo do lema 3.2.10.
Notemos que

b1 bz b b
¥ ‘(ae d ) 1

Ll
]
-
1
Q

s % bs b4
¥ ‘(be"d ) = (b, e"d

d 2c) = (¢, e 'd %)

0 resultado segue considerando o isomorfismo dado

em 3.2.10.

3.2.12 ProposicZo: a) 0 homomorfismo

h ol(l1,f) :TT1 (MA) — IT (MAx MA), onde h é a
# 1 1 s‘

func3io definida na propdsi¢xo 3.2.4, em termos

dos geradores tem a seguinte forma:

’ b -4 b
1 2
a — ae d

b b -1

h#o(l,f)#:<b be %d

(= L=
1.2
€ — e 'd c

&7



b) A inclusX%Zo (i‘)# do diagrama que precede

3.2.4 & dada por:

r

(1 ) <
4 #

n oM o
n a ot o »

Demonstrag¢fo: parte a)
Segue da descri¢io de h# dada em 3.2.4 e, de

(1,¥) em 3.2.11.
#

parte b)
Os lagos que definem os geradores a, b, e, d, c de

rh(MAxinﬁ), s30 0s mesmos que definem os
s

geradores de I (MA x 1m—g_‘) .
S
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£3 DISCUTINDO O LEVANTAMENTO DE ho(1,+¥)

Dada f:M(A) — M(A) sobre S‘, entio f é deformiavel sobre
s' a uma fungZo l.p.f. se, e somente se, o levantamento I' dado em
1.2.13, o qual pode ser visto como um prablema de levantamento nos
grupas fundamentais, j& que as hipsdteses da proposigio 1.1.2 se
aplicam . Levando em conta a proposi¢io 3.2.4 ¢ suficiente

discutir o levantamento 2,dado em 3.2.3, nos grupos fundamentais.

3.3.1 Proposigio: Seja ¥:M(A) — M(A), onde A ¢ qualquer e,

) N (T) — T (T)
o 1 /7 & 1 1

Em termos dos geradores de ﬂ‘, f# ¢ dada por:

1 O
seja B = [ ] a matriz de (£

a — e
¥ b — d
C <
1.2
c — e 'd c
Entio , nesse caso, sempre existe o levanta -

mento de h#o(l,f)# e ,portantao, f ¢ 1l.p.f.

sobre S‘.

Demonstra¢io: Segue da proposi¢io 3.2.12 a» que:

)
h#o(l,f "

&9



N
Definindo o levantamento H por:

1, 2
c — e d c

as relacSes s3o preservadas e (14)#9H = ho(l1l,¥f).

[ |
3.3.2 Observacfo: Nos demais casos, sejam E e D palavras em e e
o1, IEl,
d tais que: e
|D|d=b‘—1 |E|d=cz

onde |X|° ¢ a soma dos expoentes da letra e que
aparece na palavra X. Analogamente |X|d .

Procuraremos Z.y 2,5 Z pertencentes ao

2

nicleo de (i‘)# (dado em 3.2.3) tal que, a0 se

detinir H nos geradores por:

a l——-—’Zia

b — zsz

E(’

C — stc

as relagdes em ﬂi(NA) sejam preservadas consti-
tuindo assim um levantamento de (ho(l,f))# .
0O nucleo de (i‘)# ¢ o nucleo de
(ig)#:ﬂi(TxT—e) —_— ﬂi(TxT) que é o subgrupo dos
comutadores do grupo livre gerado por e & d.
Podemos supor (ﬁa)#(D) # 0,0 caso (is)#(D) =

¢ o caso considerado na proposi¢3o 3.3.1 .
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3.3.3 Proposicfo: Se (is)#(D) # 0, entZo para que a relagzo

fa,bl, em n‘(NA), seja preservada por
necessArio que z=1.
Se z= 1, a relagio cac ! = as, onde £ =

¢ preservada qualquer que seja zs -

H é

Demonstrac¢Xo: A rela¢3io [a,bl = 1 & preservada se a seguinte

equacIo em nt(MA x 1HA—§_‘) tiver solucio:
s

fza, zbDl =1
1 2

Levando em conta as relagdes em ﬂi(ﬂh x ‘MA—§f) e

o fato que z1 ez sXo palavras em e

equagio & equivalente a:

ftz, zDl =1
1 2

A equag¢Zo anterior ¢ uma equa¢3o no grupo

gerado por € e d.

Segque que :

onde to é& uma palavra eme e d .

Se 21# 1, entTo r = O.
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Por sua vez, z, e z pertencem ao subgrupo

comutador do grupo livre gerado por e e d, assim:

i = = i r = 3 r . i =
(13)#(21) 0 (19)#(t°) ((ls)#(to)) s (19)#(t°) 0.

1 i %= = i =
Ent3o (18)#(2‘0) (19)#(t°) 0 ls(D). Logo z, 1.

Por outro lado, se z= 1, a relag3o cac ' = a%,
1

& preservada, pois:

1 _-1_-1 1

z Ecac” 'E "z = z Ea’E"*2"*' , como =z e E sio
3 3 s 9 3

palavras em e e d as guais comutam com a, seque
que:

i-1_-1 €
E

z Ecac” 2 = a
3 3

é satisfeita para qualquer z, -

Tendo em vista a proposi¢Zo 3.3.3, restringiremos a
estudar em que condi¢Bes & possivel encontrar z e zs de modo que

~
1

a conjugagio: cbc = em H1(MA), seja preservada por H nos seguintes

casgs:
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caso A B equacio a ser resolvida

o
o

1 oy b :
3.3.5 [ ] [ ’] z Ecz c ‘E"E(ch"D”)E"[E,sz;‘n"z;‘ = 1
4

1 a 1 b
3.3.6 N 2 z Ecz ¢ *E'E(eDe D HE LE,DID2 D72t = 1
o 1 - | 2 : - ] 2

1 a 1 b
3.3.7 [ ’] [ ’] zQEczzc"E“E(ch"D)E"[E,D“JD"z;‘zzn =1
&4

-1 a 1 b
3.3.9 [ ’] [ 9] stczzc"E"E(ch"D)E“[E,D“]D“z;‘zzv =1

-1 a i b
3.3.10 2 2 z Ecz ¢ 'E*E(eDe D HET LE,DIDZz D727 = 1
o1 0 b‘ 9 2 - 2

a (b -1) = 2b
3 4 3

-1 0 1 b
3 -1-1 -1 -1 -1, -1 -4 _
3.3.11 [O _1] [0 b“] zSEczzc E E(cDc D)E "CE,D 1D z, zzD = 1

Notamos, pela dltima coluna da tabela anterior ,que as
equacdes a serem resolvidas sZo equag@ies no subgrupo comutador do
grupo livre gerado por e e d, 05 quais sZo identificados com o

ﬂz(T,T—e) e ﬂ‘(T—e), respectivamente.
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Como foi visto em 1.4.2 , o abelianizado de ﬂz(T,T—e),

é isomorfo a :

Znt(T) ~ & (B i
xeZ e*d”
yeZ
onde cada B é o gerador de uma cépia de 2 .
e‘dY
Seja : : o I[B ] — 2
xeZ e*dY
yeZ
definida em cada gerador por : (B x y) = 1.
ed

A composi¢io da projegio p:HZ(T,T—e) — Zﬂ1(T) com a
fun¢Zo 8¢ sers denotada por | |, a qual tem as seguintes

propriedades:

3.3.4 Lema: a) Se a « ﬂi(T—e) e zZ € HZ(T,T—e),entﬁo

oza*| = |z

x Y x 1'% x1 )(2
b) |te *d *,e %d %3| = det
z

c) Seja c € IL(MAx‘(MA—gf)) , definido em
8

3.2.5, para z & nz(T,T—e) , ent3o

‘czc_1| = sinal do det A.|z|
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DemonstracgXo: parte a)
Por definig®o:

|azof1| = $plaza ¥) = S(i#(a).p(z)),

onde 1 MM (T~-e) — NI (T) -
# 1 1

Assim se: i (o) = ed" e B!
# IR
e d
aparece em pl(z) , entio:

ty t,

i (a).B =

® x‘ y1 x1+m y1+n
e d e d

Portanto, laza™| = B(i (a)p(z)) = Bp(z) = |z|
parte b)
Observemos:
x Y x y x® v x -x ® x v -X
i) |te *a *,e %d *3] = e 'td *,e %1e ‘e “te ',d *1e ?|
y x x y
= |td *,e *1] + |1e ',d *3]
Y "2 2 Y
ii) Da férmula [d ".e "1le ",d "1 = 1, seque que
Y x x y
|ta *,e 23] = -|te %,d '3
iii) Da f&érmula l[ex,d_y]d—y[ex,dy]dy = 1, temos :
jte*,d”¥1| = - |Le”,d¥1]
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portanto, ¢ suficiente provar |[ex,dy3| = Xy ,
quando y € maiaor ou igual a zero.

0 resultado segue paor inducZo sobre y.

parte c)

Seja z = B = [e,d] e nz(T,T—e) entZo,

cBc™?! = efe%d"e fd "e™® = e°ref,d"1e”°
& a
onde: A = e .n =+ 1 .,
O n
Portanto |ch_‘| = g£.n = sinal do det A.
No caso geral, z pode ser escrito na forma:
r Yo
z ='n<ﬁB a
1=14
-1 r -1 -t -
Assim, czc = n cac (cBc ) ‘ea e
. L 1
L=4
portanto:
r |ch_1|t.
-1 -1 i
|eze 7| = 8plczc ") = B¢ B s ) =
) i (cac )
1=4 # L
r -1 -1, -1
=.21ICBC | t o= |eBc |inti = |eBc 7| |z]
v = =
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1 0 1 b
3.3.9. Analisando o caso: A = e B = 3.
: 0o 1 0 b‘

A equag3o correspondente a ser resolvida é:

z Ecz c *e'E(eDcD™HE T E,DIDz D ¥t = 1
-} 2 - ] 2

Aplicando a fungZo | | na equagZo, obtemos:

|epe™p™| + |LE,D1| = O.
Nesse caso,qualquer que seja D, cDeDd ™! = 1

e portanto temos a condi¢Zo A :

c, bs
[E,D]| = det = 0.
c b-1]
Sejam L = m.d.c (bs’b4—1) e (ka'kz) primos entre si tais
que (bs,b‘-l) = l(k1’kz) (multiplicag¢io coordenada a

coordenada) .

Se a condig¢io A esti satisfeita entio existe t € 2 tal
que (ci,cz) = t(ki’kz)'

Tomando E = vt e D = vL , ONde v = e ‘d » ent3o

fE,D} =1 e, assim , a equacio 3.3.5 para o par (E,D)

admite solugXo trivial .
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3.3.5.1 Quadro resumo

1 0 1 bs
caso A = y B =
0o 1 0 b‘

equac¢Xo: stczzc"E"‘E(ch"D-‘)E-‘[E,D]Dz;‘D"z;‘ = 1

condi¢X¥o necessaria e suficiente: |[E,D]l| = 0 = det[

solug3o trivial para E = vi e D=v, v=ed

t = m.d.c.(b ,b —-1).
8’ 4

1 a, 1 bs
J3.3.6 Analisando o caso A = e B =
0o 1 (o] 1

A equacio correspondente a ser resolvida & :
z Ecz ¢ *ET'ECeDe ' D HEUE,DIDZ2 D7 2! =
s 2 s 2

Aplicando a fungZio | | na equag¢XZo obtemos :

|tE D3] + |eDe™*D"*| =0

b
-

Tomando D = e ~ , temos : cbc™?

-9 _
Portanto a condi¢3o A =

C, bs
[E,D]| = 0 = det = —czb
(o o)
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Por outro lado, se c,= 0, tomando E el e D=e?

(=4 <
temos: [E,D] = 1. Se b= O, tomando E = e ‘d? e D= e°,
temos: [E,D) = 1. Assim se c, = 0 ou b’= 0O ¢ possivel
escolher E e D tal que a equagcio 3.3.6 para o par

(E,D) admite solu¢io trivial.

I.3.6.1 GQuadro resumo

1 a 1 b
caso A = 8 sy B = 3
0 1 0o 1

equacZXo: zSEczzc“E"E(ch“D")E"[E,sz;‘n“z;‘ =1

[ o b
condic3o necessaria e suficiente : det [ : 3] =0
C o
2
4 bs
solucl3o trivial para E==¢e s D =¢e se c, = o
‘s 2 o
ou E =e d ’ D==e se bs=0
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1 a ) i b
3.3.7 Analisando o caso A = 8 e B = 3
0 -1 (0] b4

onde, as(b‘—l) =-—2b9 .

A equag3o correspondente a ser resolvida &

i

z Ecz_ c *ET'E(eDe ™' D)ETE, DD 27 2 D = 1
- ] 2 3 2

Aplicando a fun¢3o | | na equag¢3o obtemos a condig¢Zo A:
-4 -1
|ch D| + [[E,D ]| =0
Sejam L = m.d.c(bs,b‘—l) e (k1’kz) primos entre si tais que
(b ,b -1) = 1(k ,k)
3’ 4 1’ "2
Da condigZo as(b‘—l) = —2bs » SEgue que kz= 1, -1, 2 ou -2

A tabela sequinte revela as possiveis matrizes A quando

k2 assume os valores anteriores. Em cada caso, para se

calcular |ch_‘D|, tomamos D = vl, onde v ¢é¢ especifica-

do na terceira coluna.

k2 A v cve ™t cde D ]chle
1
=V
1 -2k X e s o
1 I |e *d dv™ 'd td,v ] Lk
o -1
1 2k K .
-1 1o e * |dv *a™ ! td,v_ "3 Lk
1
o -1 |
1 -k K ey .
2 1 | de *d dv id td,v "1 Lk
41
o -1 |
1 k k 4 -4 -1 -1
-2 ] [0 te *a”* dv 'd td,v '] Lk
o -1 *
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3.3.7.1 Assim a condi¢Xo A pode ser expressa na forma:

lepc™p| + |E, D3| = 0 = k -k c +kc_= O
1 21 4 2
ou ainda : k (1+c ) = k C
1 2 21
onde: 1tk ,k ) = (b ,b-1) e (k ,k ) sZo primos entre si.
1" 2 3" 4 17 2
c =k +k t
a) Se k=1, fazendo c = t, temos: 1 1 1
2 2
c=t
2
t x L k
Tomando E = ve'! e D=v, onde v = e"d, ent3o :
-1, -1 -1 -1.-1 v %0 -k t 1
EcDc *DE"*LE,D™ '3 = EcDc " *E™'D = v'e 'ev'c™? v o=
- vtvv'l - st Uy
c.= -k +k t t —k
b) Se k2= -1, ent3o + 1 s tomando E = v e 1 e
c = -t
2
1 kg
D=v, onde v=d e, entio :
EcDc e 'D = 1.
c) Se k = 2, entio c = 2t-1 (segue de k (14c ) = kc ) e
2 2 1 2 2 1

k
c,= k t. Tomando E = vtd-t, D = vl, onde v = de 'd, entzo

Ecbc " 'D = 1.
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d) ~ Se k,=-2, entzo c=-2t-1 e c=kt, tomando E = vd

k

‘e 'd”', entzo :

eD-= vl, onde v = d_

EcDc 'E"'D = 1.
Portanto, se k2=1, -1, 2 ou -2 e se a condi¢cZo A esti

satisfeita, entiao é possivel escolher E e D tal que a

equa¢fo 3.3.7 , para o par E e D , admite solu¢3o
trivial.
3.3.7.2 Quadro resumo:
1 a, 1 b8
caso A = , B = s ande as(b‘—l) = 2bs
o 1 ) b‘

equacXo: stczzc-tE"E(ch-’D-’)E_‘[E,D"’v]D-‘z:zzD =1
condi¢3io necessaria e suficiente
|ebc”*D| + |LE,D”']1| = 0 = k - kc - kc_ , onde
1 21 12

1 2 - ] 4 9 4

Solu¢fo trivial para o par E e D, abaixo especificado.
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kz v E D
k k C =k +k t
1 e'd ve ? t 1 vL
c =1t
2
-1 % ~ky e =k Kyt 1
-1 d e v e v
c = -t
2
ky L -1 cy= kgt L
2 de d v d v
c = 2t-1
2
- kt - t €4° kgt L
-2 d 'e *d”'| via™? v
c = -2t-1
2
Para os demais casosj utilizaremos o lema 3.3.8.
Observemos antes, que as equa¢des a serem
resolvidas s3Zo de dois tipos:
TIPO 1: zSEczzc“E“E(ch"D")E"[E,DJDz;‘D"z;‘ = 1
TIPO 2: z Ecz ¢ E'E(eDe'DIETNE, DM ID 2 T2 D = 1



3.3.8 Lema: Seja w uma palavra qualquer em e e d .
Consideremos uma das equa¢®es tipo 1 ou tipo 2.

Se existir um par (E‘,Dt) tal que a equagio tenha

solucXo (;z ’ zs) » entio :

a) para todo par (E,D) onde

E = mEicm"’c—1

D=ww?
1

a equacio correspondente ao par (E,D) tem solugZ3o.

b) o par (E,D) & tal que:

-1 -4
{IEIO= |E |+ fwew " 7| {l°lo= I, |,

-1 -1
|E[g= [E |4+ [wew " 7|, IP1g= 1P, |4

Demonstrag¢Zo: parte a)

0 par (wzzw_l, w;.sw_‘) ¢ solug3o para equagfo

correspondente ao par (E,D) .

parte b)

Imediata.

84



Dizemos que o par (E,D) & obtido de (E‘,Dt) via w se:

E = wE‘cw’1c-’

D= whw?
1

-1 a 1 b
3.3.9 Analisando o caso A = 8 e B= 3 .
0o -1 0 1

A equacio correspondente a ser resolvida é:

z Ecz c ‘ET'E(cDc T DIETME, D ' ID 22 D = 1
- ] 2 3 2

b
Neste caso, D = e ? e portanto cdc'D = 1, aplicando
fungZo | |, obtemos como condi¢Zo A:
C -b
2|z_| + |tE,p"*3] =0 =2|z_| + det| * °?
2 2
c 0
2
ou seja, ou c, é par ou b3 ¢ par .
3.3.9.1 Alguns exemplos de (E1’Dt) tal que a equagzo 3.3.9 tem
solug¢fo.
a) E1 = et : onde t ¢ inteiro qualquer
®q
D = e
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Notemos que o termo constante da equac¢fo 3.3.9 & :
44 t-b -to
EcDc E D =ee e e =1
1 1 1 1

Portanto a equacio 3.3.9 para (E‘,D‘) admite solugio

trivial.

b) E =e d

Chamando de w;‘= 2;122 na equag3o 3.3.%, obtemos

zwEczcE'E cDc”ED D*w?'D =1
2 8 1 2 4 4 4 4 1 - ] 4

0 termo EcD c E*'D = E e g *e%F
Pt 1 4 1 1

= [Et,e—k]e-k[Ei,e'k]ek )

Fazendo Ecz c *E"? = [e—k,E 3 e
1 ‘2 1 1
D iwidp = e fte X,E 1"
1 3 1 1
é suficiente verificar se zzws = 1.
Notemos que
a -Q
w =D e *tE ,e *1e*D"?! = e¥IE_,e"¥1e™*= = e ®re¥ale °
3 1 1 1 1
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3.3.9.2

Por sua vez, z = c"E;‘[e-k,EilEtc =

]
n
™
m

-
n
[}
x
-
n
L]

]
™
f

w
Q
-
n
x
bl

"
o

w
™
Q

-
o

x
td
n

w

Portanto, zw =1,

Seja w = e'd”.
Os exemplos anteriores geram pares (E,D) , obtidos de

(Es’D1) via w, para oOs quais a equag3io 3.3.9 tem

solug¢Zo, onde (cl,cz) = (|E!°,|E|d) satisfaz:

{% = t+ 2x + ay
1 8
se cz é par

c = 2y

se b €& par.

onde t, x, y s3o inteiros.



3.3.9.3

Notemos que 0 sistema II s& teri solugXo se c2 ¢ {mpar

(cz+1)
T BTz € par.
Mostremos que somente nesses casos a equagio 3I.3.9

tem solug¢io, ou seja:

A equagio 3.3.9 tem solugio se e somente se c, é
(cz+1)
par ou c, é impar, b3= 2k e €= g é par.

Tendo em vista 3.3.9.2 é suficiente mostrar que se

(c2+1)
bs = 2k, c, impar e €~ a, >

impar , a equag¢3o

3.3.9 nZo tem solu¢3o.

E suficiente ainda, mostrar que a equag¢io 3.3.9 nZo tem

a -1

solu¢3o para E1 =a? d e D1 = EZk. ( Se

existisse para esse, existiria para todo tal que
(c2+1)

b3 = 2k, c, é impar e ct— a, > impar , argumento

semelhante usado em 3.3.9.2).

a -4
3

Mostrando que a equa¢fo 3.3.9 para o par E‘= e d e

Di= eZk nZo tem solug3io no abelianizado de nz(T,T*e).



a -a
Sejam B = [e,d) e C = cle,dic *= e *e'd *le,dIdee °

Provaremos que a equagio 3.3.9 correspondente ao par

a -1
8

E=e d e Di=e2k

nZo tem solug¢Xo em n:b(T,T-—e).

Escrevendo o termo constante da equacg3o 3.3.9

- - Qs'—l -Zk -Q +1
EcDc D = e (d,e **Je °
1 41 4 1

agora visto em n:b(T,T—e), em termos dos geradores

aa—x -1
e d

Supondo k = 1, ent3o D1= e? e:

—g_-1 08-1 -2 —qs+1
EcDc E'D = e {d,e "le =
1 1 1 4

7t -4 -1 -1 Tt
= e ? d'd(rd,e ™ 1e'td, e t1erd de

G.s-1 -4 - +4
= e d (B - B -2 Yde
e de’'d
=C -1 c -2
e de’d
Supondo k = 2, ent3o D1= et e
ca—t - —aa+1
EcDcE'D = e [d,e ~le
1 1 1 1

a -4 2 -2 2 - - +4
e ? d'd(td,e %1e %td,e ?1e*)d7'de °

a -1 -a vt
=e®ad™B B B __B __ )de
e de de de d

=C_1C_2C_3C_‘
e de de de d
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De um modo geral se k ¢ positivo:

EcDcE™D, =C € _, ...C
e de'd e d
Supondo k1= -1, entZo D= e 2 e
a -1 -a_+4

EcDcE'D =e? td,e®1e ® =
1 1 1 1

a —-4 -a_ +4

= e ? d'd(ld,eleld,ele )d de

as—t -a +1
=e’ d*B? B Yde
d ed
-1 -1
= &y Cu
Supondo k =-2, ent3o D = e e
a -1 -a +1

EcDcE™'D = e ? d'd(rd,e*1)d 'de
i 1 14 1

a -4 -1 2 2 2 -a +4
= e ? d'd(rd,e’1e’td,e®*1e™*)d"'de °

a -4 -a +1
8

- B‘; B™! )de
d ed e’d e

De um modo geral se K < 0 , entZo:

EcDcE'D, =€ €c7* ...
t 1 d ed e d
Na equac3io 3.3.9 fagamos a substituigZo w:= r 2 S Ana-

lisaremos agora as conjugagdes que aparecem nas

incégnitas z, e w, quando vistas no abelianizado.
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Assim se w = B' » ent3o D:‘u;’D = p~*' .
exdy‘ 1 ex-z dy
termos dos geradores C,temos :
%7t 4t “g*tt t
w9= e d B X-Q +1 *"1d = c ‘ ‘
e %s"dY e d¥
onde X' = x—a +1 e y'= y+l1 e
a -1 ~a_+1
DD = e (e ® o'B' d 9,2k =
41 9 1 A—a +1 y+1
e 3 d
=W D=
e d¥
Por outro lado se z = B' = ¢t » entzo
X ,¥ q-a +1 y+1
e'd 3
e d
-1_~1 %7t 4 -4 -y -x_-1 -1 't
Etczzc E1 = e dce*dYc 'cB'c 'ed Ve *cid e =
03—1 _ O.s - N Qs - +4
= e d'%e™e d*")cie W Yed e ® =
-t
eas—i—x-o»asy d-y-u
Assim w_ou z = C' , onde £ € 2, entZo
3 2 2ke
e d
pw'D=c_ _  eEczclE'=c' .
1.8 1 2 d e d
Seja ¢ @ I(C l = n°b(T,T—e) — @ [c L ]
xez e*d” 2 eeZ e**“d
yEL

o bhomomorfismo dado por :
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O se ou y#1 ou x # O mé&dulo 2k
¢ (C ) =
e‘dY C se (x,y) = (2ke,1) para algum ¢ € 2
e*dY
Aplicando | | na imagem da equagXZo definida em 3.3.9

através da ¢ segue que no termo constante vale 1 ou -1,
enquanto que nas incégnitas ¢ sempre par.

(c_+1)
2

Portanto se c, & impar e’ci- a,—%— for impar, a

equa¢Zo 3.3.9 nEo tem solugio.

3.3.9.4 Quadro resumo:

-1 a 1 bs
Caso A = 9 e B-=
o -1 o 1

equacio: stczzc"E"(Ech"mE“cE,D"]D"z;‘zzn =1
condi¢cio necessiria e suficiente:

(c +1)
i) ¢ —-a —_z
1 s 2

par e bs par

ou

ii) <, par



3.3.10

-1 a, 1 b
Analisando o caso A = e B = s] s Onde
4

as(b4_l) = 2bS

A equag¢io correspondente a ser resolvida é:

zssczzc"s"‘e(ch"D")E“[E,DJDz;’D"z" = 1
Aplicando a fun¢Zo | | na equagZo obtemos a condigZo A:

-1 -1
—2|zz|+|ch D"| + |LE,D]| =0

Sejam L = m.d.c.(bs,b4—1) e (kg’kz) primos entre si tais

que (b_,b -1) = L(k k).

Da condig¢Zo ag(bQ—l) = 2bg, segue que kz=1,—1,2 ou -2.

A tabela seguinte revela as possiveis matrizes A quando

kz assume os valores anteriores . Em cada caso, para se

calcular chc-ﬁfdl, tomamos D = v' , onde v & especificado

na terceira coluna:
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k, A v cve™ |cD|:-1D_1 | condig%o A
-1 2k‘ k. <, Lk
1 e’d v o -2|z_|+det *|=0
2
o 1 c, L
-1 -2k ), c ik
-1 d'e v 0 2|z |+det| *  *l-0
0 1 <, -1

-1 kY| c, 1k
2 [ ‘1| e?d® | ava™ |jrd,v'1 =k —2|zz|—1k‘+det[’ J=o

Cz 2 |

-1 —k“ -2 k1 - L C Lk )
-2 d%e | dvd™ |Jtd,v 1|=-k | -2|z_|-k+det| *  *|=0
1 2
0 1 c, -2
3.3.10.1 Supondo k2= 1, entio a condi¢3o A
-2z |+i¢c -~k € ) = O é equivalente a
2 1 12
|z, |
c =2 +k t
1 L 1
c=1t
2

Consideremos as seguintes condi¢®es sobre c1'cz’bs’b4-l

81: c, - kit:2 & par

B = c - kc ¢ impar e se x = m.d.c(1,c )
2 1 1 2 2
entio: —:(—— & par.

Onde , \ = m.d.c.(b ,b-1) e (k ,1) = (b_,b -1)
3" e 1 3" &
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A equagio 3.3.10 para o caso k2= 1 86 tem solu¢Zo se

os numeros (c ,c ,b ,b -1) satisfazem:

1’ 2 2’
1 condi¢Zo A e condig¥o B‘ y Ou ,
11 condicX%Zo A e condig¢Xo Bz'

Suponhamos que os numeraos c‘,cz,bs,b4~1 y Satisfazem a
condi¢Zoo A e a condig3io Bt.

Consideremos

E= (e d) e D= (e ‘dt,
1 4

L = m.d.c.(b_,b —1)
3 4

Para esse par (Et’Dt) a equagio 3.3.10 admite solug3o

trivial, pois o termo constante:

k c k k

c k
E.cDc'E'D = (e 'd) ® ‘
1 1 i 1

(e ‘drtte ') Z(e !dr7'= 1
Da condig¢Xo A e da condigio B‘ segue que:

2|z, |

y = (C1—k1cz) & par.
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u o

1d2

Seja w

tal que

2|z, |

- 2(ku -u) =
12 1 L

Ent3o a equagfio 3.3.10 para o par (E,D) obtido de

(E1,D1) via w admite solugZo trivial e

€1,

|Elq

{ Ip| = b,
D] ;= b -1

Suponhamos que os numeros (c‘,cz,bs,b‘—l) satisfazem a

-4 -1 _ _ _
|E1|°+|ucw c |°— k‘c2 2(k1u2 u‘) =c,

|E1|d+|wcw-‘c-‘|d= c,

condicZo A e a condigio Bz.

Seque da condig3o Bz que —%—-é da forma:

1 cz
= 2r e =2 + 1
X X
1 % 3 k1
Sejam w=e'v e w,= ev , onde v = e d.
Consideremos E= (ww)°w e D= (ww)'
1 2 1 2 1 2 1
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Notemos que:

1) cw C
1

it
t 1
n
N
t 4
N
]
4

{ |E | = 1 + k (2sx +x) = 1 + kcC
. tle 1 1 2
ii)

IEz|d= 2%xs + x = c,

|D | = 2rx.k =1k = b
iii) { 1'e 1 1 - |

lD1|d= 2rx .1 = t1.1 = b ~1

A equagio 3.3.10 admite solugZo trivial para o

(E‘,D’), pois nesse caso o termo constante se anula:

EcDcED™? = (ww ) welww)cwitww) S(ww)'=
4 1 1 1 z 1 2 24 21 1

(Ww W)W (Ww )W W w ) (ww) " =
21 Tz a2 Tz 21 21

(W W I MW )I) (ww ) S tww )" =1
2 1 2 1 2 1 2 1

Da condicio A e B2 segue que é possivel encontrar

u u

w= e'd? onde u eu, s3o0 solu¢Fo da equagio

c=1+ kc + 2u — 2k u
1 1 2 1 1 2

Ent3io a equagio 3.3.10 para o par (E,D) obtido

(E‘,D‘) via w admite solugZo trivial e
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|E| =|E|+|NCN-1C-‘I=1+kC +2u - 2ku = ¢

e 1la ® 1 2 1 12 1
-1 -3

|E|d = |E‘|d+|m:w c |d= c,

|Dl°= bs

'Dld= b‘—l

Se (ct,cz,bs,b4-1) nZo satisfazem a condicio I ou 11,
entZo satisfazem a condic¢Z%o II1.

111 c ~ kc_ & impar e 1 & impar
1 12 x

Onde x = m.d.c.(t,cz).

E suficiente provar para os pares (E‘,Dt) que s3o da farma

t L kn
E1=ev e D‘=v,ondev=ed.

Os valores (c1,c2,b3,b4—l) para o par (Ei,D‘) s3o:

(c1’cz’b9’b4—l) = (1 + tk‘,t ,Lk’., l.)

e satisfazem a condigZo III se -;‘l—- ¢ impar , onde

x = m.d.c.(L,t).
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Se a equagZo 3.3.10 tiver solu¢Zo para o par (E’,D’)
entio qualquer que seja (ci,cz,bg,b‘—l) satisfazendo

I1I1, a equagio 3.3.10 tera solu¢Zo para o par

(E,D),obtido de (E ,D) via w , onde w = e ‘d? tal que

u e u, sio solugio do sistema.

{ c ~kc = 2u -2k u +1

1 1 2 1 1 2

2

Mostraremos agora que a equag¢io 3.3.10 para o par

(El’Di) nZo tem solug?o.

A equa¢io 3.3.10 para o par (Ei,Di) tem a forma:

t 1 -1

t -1 -t -1 ol -1 -l _-
zaev czzc v e [le,vivaz v z2

Seja C = [e,v] , e assim escrevmos [e,vl] na forma

fe,v'l = CC ...C ., » onde C = viev™

1
v v v
Notemos que na expressio anterior aparece apenas um

namero impar de C ex ? onde £t € &£ e x =

m.d.c.(l,cz);
\'4

isto porque —%— = 2r+1.
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Por outro lado se z2 ou zsszo da forma vcxctv-cx

ent3o no abelianizadao, temos:

€2 €2
-1_-1 x{ ) ext -ex - % )
i) Eczc E = ev ¥ ev®¥ctvTE Ty * ot =
1“2 1
C c
x{ ) -x( )
Ex_ -4 -t -£x -
= ev v e C ev v e =
= C_t’
[ =]
wl + £)
v
iipz'pt=ct =ct
1 3 4 l+£x v X(2r+4+ £ )
Seja ¢=H:b(T,T—e) ~e (C_ 1 — o[C_1, o
veZz e'v’ £E€EZ V
yeZ

homomor fismo definido nos geradores por:

0 se w0 ou y#0 mdédulo x

¢(C v y) = { c se w=0 e y=0 mddulo x
ev e’vY

Se existesse solu¢io no abelianizado, existiria na

imagem de ¢. Mas na imagem de ¢ a soma dos expoentes C ex
v

nas variaveis ¢ par, enquanto que na constante, [e,vl]

¢ impar.
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3.3.10.2 Supondo k2= -1, ent3o a condig3o A

-2|z_|-1{c +k c ) = O ¢ equivalente a
2 1 12

Consideremos as seguintes condig¢®es sobre ca'cz’bs'b4_l

B: c + kc é par
1 1 1 2
B : c + kc ¢ 1impar e se x = m.d.c(1L,c )
2 1 1 2 2
L
ent3o: - & par.
Onde , \ = m.d.c.(b ,b-1) e Wk ,~-1) = (b ,b —1)
s’ 4 1 3" 4

A equa¢io 3.3.10 para o caso k2= -1 s6 tem solucio se

0s numeros (ci,cz,bg,b‘—l) satisfazem:

I condiciZo A e condigio B1 s Ou ,

IX condi¢io A e condig3o Bz'

Suponhamos que os numeros cg’cz’bs’b4—1 s Satisfazem a

condi¢ioo A e a condigio Bi.

Consideremos

onde | = m.d.c.(b ,b —-1)
8’ &
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Para esse par (Ei,Dt) a equagdo 3.3.10 admite solug3o

trivial, pois o termo constante:

-t -1 I Rl A TR TR L L
EcDc “E1 D= ta’e ™ *td7e Hr'td el) ZdleH) '= 1

Da condi¢io A e da condig¢io B‘ seque que:

2|z, |
- T = (c1+k‘cz) é par.
Y4 M2
Seja w=ed onde u e u s3Fo solucgzo da
equagio:
c =-kec + 2(u + ku))
1 1 2 1 1 2

Ent3io a equag3o 3.3.10 para o par (E,D) obtido de

(Ea’Di) via w admite solugXo trivial e

|E| |E, | +|m:w_1c"| = ~kec + 2(ku+u) = ¢
(-} 1’0 -] 1 2 1 2 1 1

|El,

lDle= bs
D] = b -1
d 4

]Ei|d+|wcw-ic—1ld= c,
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Suponhamos que os numeros (c’,cz,bs,b‘—l) satisfazem a
condi¢fio A e a candig¢Xo Bz'

Segue da condig¢3o Bz que -—’l:— é da forma:

l cz
= 2r e =25 + 1
o’ x
-4 -x -3 -1 k1
Sejam w=e'v e w2= ev , onde v =d e -
Consideremos E= (ww)®w e D= (ww)'
1 21 2 1 2 1
Notemos que:
. -1 -1
i) CwW C = w e CwW C = W
1 2 2 : 1

{IE[=1—-k(25x+x)=l-kc
. 1le 1 1 2
ii)

|E‘|d= 2xs + x = c,

|D | = 2rx.k itk = b
iii) { 1le 1 % 2

D = 2rx .1
1iad

]
-
.
[

[}
o

|
(%

A equagcio J3.3.10 admite solu¢Zio trivial para o par

(E‘,D‘), pois nesse caso o termo canstante se anula:

EcDcE?D™® =1 (analogo ao caso k.= 1)
PRt 11 2
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Da condi¢Zo A e B2 segue que ¢ possivel encontrar

u u
1

w= ed 2

» Onde u e u, s30 solugfo da equagio

c=1-kc + 2u + 2k u
1 1 2 1 12

Ent3o a equa¢io 3.3.10 para o par (E,D) obtido de

(Ei,D‘) via w admite solugzo trivial e

|| = |E,| +|wcu-ﬂ54| =1 ~-~kec +2u + 2ku =c¢
1) 1le - 1 2 1 1 2 1
Lo -1 -4, _
[Eld = |E1|d+|wcu (s 'd- c,
|D|°= bs
|D|d= b4—1
Suponhamos que (ct,cz,bs,b‘—l) n3o satisfazem a

condicZo 1 ou a condi¢Zo 11

]

Ent3o c tkc_ & {mpar e
1 1 2

2r+1, onde
x = m.d.c.(t,c ).
2

Fazendo considerag¢des aniAlogas ao caso kz= 1 &

suficiente mostrar que a equag¢io J3.3.10 nZo admite solugcio

-c
para o par (E1’01)' onde E1= ev 2 e D= vL ’

1 k1
v=dwe .
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A equa¢io para o par (E’,Dﬁ) é:

-C c
2 -1 2 -1 L, bt -4 -t -4
z_ev czc v e [e,vivz v z =1
s 2 : | 2

Chamando de C - [e,v] e construindo

¢: & L[C ] — o [C c )l , de modo anilogo a 3.3.10.1
veZ e vy eeZz v°©
yEZ

segue que na imagem de ¢ a soma dos expoentes dos C A
b4
v

nas variaveis & par enquanto que na constante, [e,vlJ, &

impar.

3.3.10.3 Supondo k2= 2,

Da condig¢Zo A : —2|zzl+tt2c1—k‘(cz+1)] = 0 seque gque
se cz+1 = 2t, ent3o
|z, |
€= —— + k t
1 L 1
c = -1+ 2t

1 2’22|
c = ( + k) + k¢t
1 2 1 1
c = 2t
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Se a condig3o A ¢ satisfeita para (ci,cz,bs,b‘—l) e se

c2+ 1 é par, entXo, é possivel encontrar um par (E,D)

tal que a equagio 3.3.10 tem solugcio e

|[E], = ¢ D] = b
[~ 1 @ b |
e
|E|d =c, |D|d= b -1
Fazendo c +1 = 2t e tomando Ei=vtd'i, Dx= v
ky 2
onde v=eld s temos :
EcDc D! = vid levic tav tvt
£ 1 1 1
= vid tdvid Hdv vt = 1
Ye Y2
Seja (E,D),obtido de (E‘Jh) através de w = e d

onde u eu, é solug3o do sistema:

c=k t + 2u-ku
1 1 1 1 2
c=2t -1

2

0 par (E,D) ¢ tal que a equagio J3.3.10 tem solugio

i
n

€], . |D| = by

El, =<, D= b1

trivial e

i
n
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Sejam (ci,cz,bs,b‘—l) tal que a condic¢&o A é

[ =]
satisfeita e c, s —i— sZ0 pares (x = m.d.c. (1, ; )).

Nessas condig¢BSes & possivel encaontar um par (E,D) tal

que a equacio 3.3.10 tem solug¢3o e

]
n

|El, = =, || = b,

€], R |D| = b -1

]
n

k
Sejam w = (e 14%)* e w= (de ‘d*.

-1 -1
Notemos que cwc = w e CWEC = W.
1 2 2
= L t _ 2 _
Fazendo c = 2t , = 2r , = =2 + 1 e
2 ® 2y

tomando E = (ww)°w e D= (ww )', temos
1 21 2 1 21

EcDc D! =1
1 1 1 3

lE‘=kx(25+1) = k t
1'e 1 1

lEz'd= 2x(2s+1) = c,

1D, 1= by

|D‘ |d= b -1

107



Seja (E,D) obtido de (E‘J%) via w= ed »

2|z_|
onde 2u “ku = 1 ( L +k ).
1 4 2 2 L 'y

EntZo a equagio 3.3.10 para o par (E,D) admite solug¥o

trivial e

|E| |E | + |wcw”c"| = |E| + 2u-ku =c
° sle ° 1le 1 12 1

' -4 -4
IEId lE1|d+ jwew “c |, = ¢

d 2

Se a condicdo A estid satisfeita ,

)

c =2t e L = 2r+1, onde x = m.d.c.(i, 2
2 % 2

entZo a equagio 3.3.10 nZIo tem solug¢io.

E suficiente mostrar que para E1= dvid™ e D=
k

onde v = e’dz, a equag3o 3.3.10 nZo tem solugXo.

Nesse caso a equa¢io 3.3.10 é:

4 ~1_=~1

*cz c“dv'td"[d,vl]vlz- v 2z = 1
2 3 2

z dv'd”
3
0 termo constante pode ser escrito na forma:

k

td,v'1 = cc L, ---C,_ sonde C = [d,v] = [d,e 1

v v v
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Por outro lado:

C = [dye 1 =B8"'B"*...B7} se k>0 e
i k -1 1
e e1
kt
C=tde'>=B B _...B se k <0, onde
-1 -2 k 1
e e e 4
B = (e,d]

Assim, ao expressar o termo [d,vl] em termos de B

e dY

notamos que o expoente y seriA sempre par.
Portanto, existindo solugZo no abelianizado, os
expoentes de d nos indices de B das incdgnitas,serfo par.

No abelianizado vale:

B = B k =B

2 -x 1.2 -k ’
e d“Y e 1Y (e 'd*)Y e” vy

ou seja, & ([B .2 ]~ & [B . ]
x&Z e*d“Y t‘eZ ety 2
yeZ tzeZ

Por outro lado, se z, ou 2, s30 da forma zz= B

+£)x

( t
X
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-t -t

i vizvt=8* =18
[ 8 Ex+l s (£+2r+1)x
v ev
Seja ¢: @& [B . ] @ (B e ] ’ o
L, 2 ev 2 u, 2 e v
tzez Pl =rd

homomorfismo definido nos geradores, por

(o) se tzzo modulo x

¢(Bet1vtz) )
Bt 1t
e v 2 se tz-z O médulo x

Se existisse solu¢fo no abelianizado, existiria na
imagem de ¢. Mas na imagem de ¢, a soma dos expoentes de

B das incégnitas seria par, enquanto que na constante

seri impar: na expressio

[d,vLJ = CC i..C aparece apenas um numero impar de

v v

-1

vi, onde i = 0 médulo x.

3.3.10.4 Supondo k2= -2.

Da condig3o A : —lezl - l[2c1+k1(c2+l)] = 0 segue que
se c2+1 = —-2t, ent3o
—lz,1
c=s —— + k. t
1 L 1
c = -1 - 2t
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e se c2== -2t, ent3o

= - 2 2171 _ k) + kt
C4 2 1 1 1

Se a condi¢io A ¢ satisfeita para (c‘,cz,bs,b‘—l) e se
c,* 1 é par, ent3o, ¢é possivel encontrar um par (E,D)

tal que a equa¢Zo 3.3.10 tem solugio e

|E], = ¢ |ID| = b
@ 1 [~ 8
e
|E|¢| =c, 'D|d= b4—1
Fazendo c_+1 = -2t e tomando E = vid™, D = vt
-2 k!.

onde v=4d"e s temos :
EcDcETD? = vid levie tav iVt

4 1 1 4

= vta tavia Hav vt = 1
Y Y2
Seja (E,D),obtido de (Ei,Di) através de w = e 'd

onde u eu, é solugso do sistema:
c =k t + 2u +tku
1 1 1 1 2

c= -2t -1
2
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0 par (E,D) & tal que a equag®%o 3I.3.10 tem soluglo

trivial e |EI° ) c‘ lDI°= bs

€], = ¢, D] = b -1

Sejam (ci,cz,bs,b4—l) tal que a condig¢io A é

<
s3o pares (x = m.d.c. (i, ; ).

satisfeita e c2 ’

Nessas condi¢Ses & possivel encontar um par (E,D) tal

que a equagio 3.3.10 tem solugXo e

|E|] =¢ |Dj = b
-] 1 @ - ]
|E|d =c, |D|d= b -1
-2 % -1 %4 -1
Sejam w = (d ‘e e w= (de’d ) R
Notemos que cwc = w e cwc i=w.
1 2 2 1
1 -t €2
Fazendo c = -2t , = 2r , = =25 +1 e
2 x x 2x

tomando E = (w.w )°w e D= (ww )r, temos
1 21 2 1 21

|E | = k, x(2s+1) = k.t D

|E1|d= 2x{2s+1) = c, ID1|d b4—l
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Seja (E,D) obtido de (E,D) via w= e'd? ,

1 2|zz|
onde 2u *tku = - ( +k ).
4 41 2 2 1 1

Ent3io a equagio 3.3.10 para o par (E,D) admite solugZo

trivial e

It
"

-1 -1
|E|° |E‘|°+ jwew T |

lEl4

|E|+2u+ku = C
[ t'e 1T 1 2 1

lE1|d+ |ucu”c-‘|d =c,

Se a condig3io A estia satisfeita ,

c =-2t e —— = 2r+1, onde x = m.d.c. (L, )

2
2 % 2

ent¥o a equacio 3.3.10 nZo tem solugio.

E suficiente considerar E1= dvid™ e D1= vl s onde

A equa¢3o 3.3.10 para o par (Ei,Di) se reduz a

1 -1

z dv'd*cz c-‘dv-‘d-‘[d,vllvlz_ vzt =1
8 2 . 3 2

0 resultado segue de modo analogo ao caso kz= 2.
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Quadro resumo:

casor A = [” ] . B

o 1

a(b-1) = 2b
s 4 s

equacio a ser resolvida:

Ecz c*e*E(eDe D HE ™ LE,DIDZ2 D727t = 1
4 2 - ] 2

s
Sejal = m.d.c.(bs,b‘—l) e k1 ’ k2 primos entre si , tais
que: l(k1,k2) = (bs,b‘—l)
possiveis valo condi¢Zo condi¢Xo necessaria e
res de k2 A suficiente: a) ou b)
a) c1—k1c2 par .
1 -2]z_|+itc -k c )=0 b) c -k c¢_ impar e — = 2r,
2 1 1 2 1 1 2 %
onde x = m.d.c.(l,cz)
-1 -2|z_|-i(c_+k c_)=0 a) c +k c_ par
2 1 1 2 1 12 L
b) c‘+k1c2 impar e —;—-=2r ’
onde x = m.d.c. (L,cz)
2 -2|z_|+l2c -k (c_+1)1=0| a) c_+1 par
2 1 1 2 2 L
b) c=2t e — = 2r , onde
2 X
x = m.d.c.(1,t)
-2 -2|z |—L[2c +k (¢ +1)1=0 | a) c_+1 par
2 1 1 2 2 v
b) c2= ~2t e - = 2r , onde
X = m.d.c.(1,t)
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-1 (0]
3.3.11 Analisando o caso A = [ ' ] e B
o -1

!

z Ecz_c *E*EcDc " *DE”*tE,D*ID7z72 D = 1
3 2 , s "2

A equac¢io a ser resolvida é:

Aplicando a fung¥o | | , obtemos a condig3o A :

-1 -1
2|z,| + |ebeD| + |LE,071| = 0

b b -4
Tomando D = e °d * y @ condigcZo A & :

2|z | + bib-) +cb -c(b-1) =0
2 9 4 2 3 1 4

3.3.11.1 A seguir, alguns exemplos de pares (E1’Da) tal gque o

termo constante da equa¢3o se anula.

a) ~ Se = 0 e lE1|J= 0 , substituindo esses

IEile

valores na condi¢io A , segue que ou b’ & par ou b4—1 & par

Tomando E=ed

Di= e 8/2 d* e /2 se b3 & par
ou
E = e%°
1
(v -1) /2 LR (b -1) /2
D=d * e d ¢ se b-1 ¢ par
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Para esses pares temos:

EcDc ™D = 1.
4 ‘1 4 4

b) Sejaml=m.d.c.(b8,b‘-z) e (k‘,kz) primos entre

tais que l(k‘,kz) = (bs’b4—“'

k‘ k kzl
Se E1= e e D1 = (e *d ® s entio
-1_-1 Ky, TRy ko TR K Ky
Eth‘c E1 D=e (e 'd Ne (e'd”) =1
c) Com as nota¢®es de b) ,
kz kz kz L
se E =4d e D=(d ) ,
1 1 ,
entzo Ecbc D = 1.
_ 1 1 1 1
d) Suponhamos que bs, b‘ -1 e k‘ sejam pares.
Se E= e e D= ew'e'w , onde
k -k X
w=e‘/zdze’/z e 1 = 2r
EntXo:

-4 .~-1 r -4 r -1 -4 r -4 r
EthicED‘=ecewe wWC e ewe w

]
(%3

si



e)

3.3.11.2

Suponha que bs’ b‘-l ’ k2 sejam pares.

Se E = d e D = dw'd "
k k k
w=4d 2/2 e 1 d 2/2 e v = 2r.
EntZo:

EcDc e = 1.
4 1 4 1

Se w = e'd” , entio o par (E,D) obtido de

w & tal que:

-4 -4
|E|° + |wcw c |°

|El,

EAR

A tabela sequinte revela os

b4—1,c‘, c, médulo 2, para que a condigZo A

satisfeita.
Como mostram as duas ultimas
anteriores sXo suficientes para,

obtermos a solucio da equasZo 3.3.11

|E I + 2x
sle

-1 -1
]E‘ld + |wcw c ld 'Egld+ 2y

possiveis valores

colunas,

» ONnde

(E ,D) via
171

de

seja

os exemplos

partir deles,



Seja (E,D) obtido de (E‘,D‘l
a partir do E, via w = e*d” onde x e y
-1 dado em 3.3.11.1 satisfazem:
c.= 2x
o a)
c,= 2y
c = 1 + 2x
0 d)
se k1 é par c,= 2y
c.= k + 2x
b) *
se k1 & {mpar c,= 2y
c.= 2x
1 a)
.= 2y
c1= 2x
o a)
c,= 2y
c1= 2x+k1
o b)
c,= 2y
c = 2x+k1
1 b) t
c.= 2y
c1= 2x
0 e)
= +
se kz par <, 1 2y
c1= 2x%
c)
se kzimpar cz= k2+ 2y
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e g e mm——— e e
a partir do E_ via w = e*d” onde x e y
cz 'bs b‘—l c1 dado em 3.3.11.1 satisfazem:
1 0 0 1 A equacio 3.3.11 nZo tem soluc¢3o
ver 3.3.11.3

c‘= 2%
1 0 1 0 c)

c,= k2+ 2y

c‘= 2x
1 1 1 0 c)

c.= kz+ 2y
3.3.11.3 a) Se |[E|] = |[E|], =1 mdulo2 e b = b-1 = O

e d - -+

méoddulo 2 entio a

equacio 3.3.11 nZo tem solugio.

Supondo inicialmente k1 impar.

k k

Seja v = e’d 2

, ent¥o cve ™ = e d =e v e

£ suficiente mostrar que a equa¢io 3.3.11 n3Zo tem

Y k

solugio para Di= v e E = de ! no abelianizado.

1

0 termo constante da equagZo 3.3.11 para o par (E‘,Di)

é: E‘c:D’c_’E;‘D1 = de (e viehH'e W' = d,v]
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Temos as seguintes rela¢Ses:

L -4
I td,vl = CC _1C _z...C log * onde C = [d,v ]
v \'4 v
e c . =viev
v"\.
-1 K R
11 {dy,v 1] =d “Id,e "1d
_k1
III Se k1>0, entXo [(d,e ] = 8-4 B 2 """ B e
e e e 1
k —1,.-1 -1
se k1<0, entzo ([(dy,e "1 = BB . " B “k -4 ’
e e 1

onde B = [e,d].
Usando as relaces II e 11l em I, no abelhanizado,

obtemos :
Se k1>0, entio:

td,v'3=(B __ _ .B __ _ ...B ) (B ...B )
e'd 2 e fd 2 e 1d72 e 1 d "2 e®y d7% 2

--- (B ~1—(L-20k -tk "7 B -k =(L-1)k -tk )
e 1 2 e 1 1. d 2

Se k1<0 s &nt3io

-1 -2 -4 -4
[d,v '1=(B . B ... B ). (B )
e®a¥2 e 'd %2 e X a7k e ¥y a2k, e 2k, 1y,

-1 -4 ).

-..(B ... B
el Sl N e X vk -tk



Portanto o termo constante [d,v'lJ

contem k‘
geradores da forma B" el ? onde y,c e Zen=1ou -1
e’d
conforme o sinal de.k‘.
Suponhamos que z_ ou z_seja da forma B' entZo,
2 8 v £k
ed 2
no abelianizado:
-1 -1 ket A
Eczc E" = de cB A€ © d*= B! —k £k
d e YTy a7,
-4_~-1 “L.-t L -t
DzD =v B v =B
i 8 g eY dslkz- ey—l.lc‘ d(e:—nlkz
-4 t
D zD =B
2 1 YLk, gee-li Lk,

Seja ¢: & [B }J — o I[B lkJ
x €L e*d” ue?Z ed®"2
ye£ £eZ

o homomorfismo definido nos geradores por:

0O se y # 0 mébdulo Lk2

¢(B N ) =
e‘dY B se y = O m&dulo tk
X .y 2
e d
Se existisse solug¢3o no abelianizado, existiria
solugcio na imagem de ¢. Mas ma imagem de ¢ a soma dos
expoentes de B v ey NMA constante ¢ impar enquanto que
ed 2

nas incégnitas sera par.
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Por sua vez , se k‘ é par, entio kz é impar. Neste

%, L ko ¥y
eDi=v s onde v = d e .

caso consideremos , E1=v ed

O termo constante EJ:DJ:AE:’D1 = [e,v 1.

Temos as seguintes relagdes:

1 [e,v-LJ =CC ...C , onde c = [e,v ‘1
-1 ~L+1
v v
-l ky B T
11 [e,v 1] = e "[e,d "le
~k, -1 -
111 Se k >0, entxo le,d 3 =B*p *...B™*
2 -4 -2 -
a  d d 2
-k

2

Se k2<0, ent3¥o f[e,d "] = BB ‘...B

Usando as relag?3es Il e IIl em I , no abelianizado,
obtemos :

se k >0
2

fe,v') = (B~} ... B

e ¥y a?t e X a7 e 1d 2 e 1 d

--. (B

)
- -k —l-0k
e Lk1 d kz 2

...B
-y (1= -1k
1—A-k, . d
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se k <O
2

L

fe,v 1 = (B B ...B ). (B ...B
e ¥d® e* d eX gkt . e, g7k, e 2k, g7kt
LI ) (B L BN BN ) B )
e—u:1 d-(l—z)kz e-—lk‘ d-kz—a—d-z)kz
Portanto © termo constante [d,v ') contém kz

geradores da forma B"

£lk s onde y,ce e £Zen=1ou -1
e

adY
conforme o sinal de kz.

Por outro lado, se z_ ou 2z for da forma B" ’ ent3o
2 ) eslktdy

no abelianizado:

L

-4 -1
Eczc E =B
1 -£l -y -1-
1 2 e k‘ d y kz
-4 -1 t
Dz D=8
a v e(s-nlk . dy-lkz
-1 t
D zD =8B
-4) -
2 e(s 1)1k . dy Lkz
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Considerando,

¢ : o I[B }] — @ (B l] , definido nos geradores por:
xe2 e”dY 174 e Y
ye& y&e&
0O se x # O mé&dulo Lk
#(B ) = t
e"dY

B se x = 0 médulo Wk
e*dY 1

segue de modo analogo ao que foi feito no caso k

impar, que para o par (Ei,D‘) nXo existe solu¢io da

equa¢io 3.3.11 no abelianizado .

3.3.11.4 Quadro Resumo
-1 (o) 1 bs
caso A= e B = :
0 -1 0 b‘

equag¢fo a ser resolvida :

zSEczzc"E“E(ch"D)E"[E,D"JD"z;‘zZD =1

Condi¢3o necessaria e suficiente:

condi¢Zo A e c, ouc  par
Solugfo trivial para o par (E,D) obtido de (E}h)

conforme tabela 3.3.11.2.
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