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ABSTRACT

In the Sarkovskii's sequence

l<e2 <4 <., <225 <223 <,,.< 2.5 < 2.3 <..,<7<5¢<3,

<~ is a special order defined upon the positive integers, which
represent periods of orbits. This sequence has been recently

extended to

l <2 <4 < o0 7 5 <3 <4y <545 < ... <ng <.l
where Mg - represents the period of one typical and different

n-periodic orbit.

Our principal result is an extension of this new
sequence, in which we inserted, between any two of its periods,

except among the harmonics
1l <2 <4 < ,.. ozk <

° s 7

infinitely many sequences of new orbit's periods.
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INTRODUCADO

Em 1964, Sarkovskii - [24 ] estabeleceu a sequéncia

S=(1,2,4,..., 2%.5, 2%2.3,..., 2.5, 2.3,...,7,5,3),

onde todos os inteiros positivos estao especialmente ordena-
dos e representam periodos de Orbitas periddicas que surgem,
na mesma ordem, em decorrencia do comportamento dinamico de
uma famflia de aplicacgoes contlnuas £yt R>Rou f,: T > 1

A
onde I & qualquer intervalo nao degenerado da reta.

r

Este resultado representouum marco importante no de
senvolvimento da moderna teoria do caos [8,14,24 | e serviu
para esclarecer varias questoes referentes ao comportamento
de certos sistemas dinamicos discretos e contInuos [§,16,23 ].
Foi Stefan - [27 ] quem divulgou o teorema de Sarkovskii no

N
ocidente, apresentando uma versao modificada do trabalho ori
ginal, mas Guckenheimer - [ll ] jé havia feito uma prova con
siderando aplicagoes unimodais. Depois Guckenheimer [12 ] e
Colléthckmann ~ [8 ] apresentaram novas e sepei%antes pro-
vas, independentemente. A prova mals recente fol dada por
B,G,M,¥ - [3 ], com generalizagdo para aplicagdes da circun-
feréncia em sl mesma, Esta Gltima prova foi reapresentada de
forma semelhante por Nitecki —A[23].

Recentemente, em 1984, numa versao anterior de [6],
Carvalho estendeu a'sequéncia de Sarkovskii S para a sequén-
cia _ _

Se=25; (4erSaibersesl =(1,2,,.4,5,3,4e,5es..:),

onde ng répresenta, para todo inteiro n>4, o periédo de um
tipo especilal de B8rbita n-periddica chamada nfescada, que &

diferente daquela Orbita que corresponde.. aoperiodo né€S.

Esta extensio, segundo a mesma ordem de S, fol obtida inici-



almente para fungoes fracamente unimodais, mas em [}] foi a
daptada para fungdes continuas de I em I. Naturalmente, node

mos.extrair de s, a subsequéncia 1,2,3,45,5g,--+/Ngreeny

onde a ordem dos periodos coincide com a ordem usual dos nia-

meros naturais.

Neste trabalho obtivemos uma extensao mais ampla ,
inserindo entre dois nmeriodos quaisguer (exceto quando o se-
gundo & um harmdénico do primeiro) de So, e ainda com a mesma
ordem de S, infinitas sequéncias de periodos. Conseguimos es

te resultado para aplicaq6es unimodais f: I-I, usando 0O teo-

rema I1II1.2.6 devido a M,S,S - [?1]: em combina¢ao com o teo-
rema II.1.4, cuja parte reciproca obtivemos aqui, enquanto a
outra'parte foi estabelecida por C,E - [B]. Depois, adanta-'

mos a nessa extensdao para aplicacoes continuas de I em 1, a-

dotando em c®(I,I) a topologia da convergéncia unifornme.

Dos diversos resultados obtidos, destacamos os teo
remas II.1.4, IV.1.3, Vv.1.1l, Iv.2.1, V.2.1 e V.3.1, dos '
quais os trés {ltimos garantem a nossaQextenséo’de Sg-

Na secao 1 do capitulo VI, procuraméé mostrar a e-
ficiéncia da.extenséo feita, apresentando o nimero de perio-
dos ©>5 que sdo inseridos entre os periodos de Sg. E na se-
cdo 3, mostramos que a razao r, = F(n+l)/F(n), onde F(n)' '

(que & calculado pela férmula de Fine - [10J), d3 o ndmero de

drbitas unimodais de perIodo n>1l, tende assintoticamente pa

ra 2.



CAPITULO I

A SEQUENCIA DE SARKOVSKIT

1. INTRODUCAO.

E de grande importancia o estudo do comportamento as-
sintdtico, sob iteracao, de aplicacoes do intervalo nele pro-
prio. No estudo de fendmenos fisicos, bioldgicos, econdomicos ou
sociais pode-se adaptar modelos matematicos que possibilitem ne

dir uma determinada quantidade em intervalos regulares (ano

’

-

‘\'
mes, minuto, etc.) de tempo.-
L4

Em biologia populacional, por exemplo, usa-se tais a-
plicagoes para entender o comportamento dindmico de populagoes
que tém geragdes discretas e periddicas. Assim, se £:[0,1] » [0,1]

»

€ uma funcao conveniente, a relacao funoional
(1) Xn+1 = f(Xn)

permite estimar o tamanho da populacao em um periodo quando se

Pl

~

conﬁece o seu tamanho no periodo anterior. Esta relagao nao de-
pende do tempo n2 0. A equagao (1) & uma equagao diferenga nao
linear de primeira ordem.

Os exemplos de modelos continuos do sistema dinamico
discreto (1) mais frequentemente usados em biologia populacio-

nal, sao as familias de fungoOes a um parametro

£x, gx : [0, » [o,1]

definidas respectivamente por



£ (x) Ax(l-x), 0

N
>
A
K=Y

gy (x) = xexp (A(1~x)), » 2 0.

Uma abordagem detalhada do primeiro exemplo pode ser encontra-
da em [16] ou [20]. Um farto catilogo destes modelos & for-
necido por [19]. Principalmente no contexto do comportamento
dindmico do crescimento de populagdes, existe uma tendéncia a
que de uma geragao para a proxima, a varigvel cresca quando € pequena
e decresca quando & grande. Isto &, os modelos y = f(x) usa-
dos tém frequentemente as seguintes propriedades: f£(0) = 0, e
existe ¢ € (0,1) tal que f cresce em [0,c ] e decresce

em Ec,l ], monotonamente, atingindo o valor maximo f(c}.

2. DEFINICOES E IDEIAS BASICAS

“~
» . ) o~
O objetivo desta segao & fazer com gue este trabalho

fique autosuficiente.

Seja Co(I,I) o conjunto das aplicac¢des continuas do
intervalo fechado ndo degenerado I = [a,b ] € R, nele prdprio.
Se f 6 Co(I,I) definimos para todo n € N=10,1,2 3, ...} ,

a fungao iterada f" € C°(I,I), indutivamente , por

Fox) =% e £l (x)=fF (0 (x)),

para todo x € I, A orbita de qualquer x € I & entao asequén-
cia Of(x) = (f"{x); n=0, 1,2, ...) consistindo de x e de
suas sucessivas iteracdes sob a agdo de f, Fazendo x=x;, Ob-

temos x. = f(xi)==fi(x) onde i & N*= {1,2,3,...} e po-
i+1 .

-

demos escrever Og(x;) = (x1, X2, X3, ..., ). Um ponto x ETI e

um ponto periddico de £ se f?(x) =x para algum - n € }N*.
Neste caso, o menor destes n & o periodo de x, a Orbita

Of (x) & também peribdica e seu periodo & o periodo de x. Se x

& n-periddico entdo cada um dos n pontos de Of(x) & tampém



um ponto n-peridédico de f, e Of (x) € ainda chamado um

ciclo de periodo n.

Seja P(n,f) o conjunto de todos os pontos n-periddi

cos de f, isto &,

P(n,£f) =Ix€T; £ (x)=x, £K(x) #x se k=1,2,,.,, n-1J,

Indicando por F(f) o conjunto dos pontos fixos de f, temos

claramente:
(a) P(1,£) = F(£f);
(b) P(n.,f) = F(f") para todo n 2 1;

(c) Se x, v € P(mn,f), entao Op (x) = Of(y) se e somente se
y = £X (x) para algum 0 < k < n,
(d) x € F(fK) se e somente se Of () & periddica e seu pe-

riodo divide k.

.

B facil ver que um pdnto periddico de f L& sempre um

ponto periddico de £I', para todo n € N* embora os perio

dos possam ser diferentes, Por exemplo, se £ € CO(I,I) con-

tém uma OSrbita 6-periddica do tipo

-

P= (X],%0,¢c00,; X¥gl, @ < X1 < Xg < Xy < X3, < X3 < Xg < D
entao

x € P(6,f), P(3,£2), P(6,£5), P(2,£%) , P(1,£!2), etc, npara

todo x € P,

Seja x € P(n,f), Ent3o, considerando a 6rbita n-peri
bdica ‘
-1,
0 (x) = (x,£(x), £2(x), v , £7 ° (x))

pode-se obter, pela regra da cadeia de derivagdo, a formula

n-1 .
(EMy (k) = T £' (E5 ),
k=0 -

E claro que (fn)’(y) = (fn)’(xlﬁ para todo vy € Qf(x). Assim,
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uma condigao necessdria para que x (e por extensio Of(x)) se

ja estdvel (instavel) & que | (£M)'(x) | <1 (JEH " (x) | 2 1).
Uma condicao suficiente para garantir a estabilidade (instabi-
lidade) de x (e portanto de Of(x)) & que I(fn)'(x)l < 1
(J (£ ' (x)] > 1). 0 caso |[(fM)'(x)]| =1 exige um estudo espe-
cial. Uma consequéncia da condicao suficiente para a estabili-
dade da Orbita n-periddica Of(x) & que existe para cada
y € Of (%) uma vizinhanga atrativa V(y) tal que para todo

z € V(y) a sequéncia de iterados fkn(z) converge para Y

quando k -+ « . Para maiores detalhes, pode - se consultar

[ 8,17,24 ].

Uma gquestao badsica da teoria dos sistemas dindmicos &
descréver o comportamento da Orbita Of(x), sob o ponto de
vista d& determinar o conjuntqidos pontos limites do ponto i-
nicial x € I, gque & o conjunto dos pontos 1imiteésda Orbita.
As Orbitas mais comuns (e talvez as mais importantes) sao as
periddicas e as assintoticamente periddicas. Um ponto x € I é
( [17‘], p. 987) assintoticamente perigdico se existe um pon-

-

to periddico p para o qual f(x) - £%(p) » 0 quando n- e,

Além das Orbitas periddicas (estaveis ou instaveis) e
assintoticamente periddicas, existem aquelas gue possuem - um
comportamento "cadtico" ou pontos qualificados como "atrato
res estranhos". Novamente, veja [8,14, 17 24]. Em [16'17,18]
podem ser encontrados varios exemplos de modelos fisicos exi-

bindo uma rica estrutura de comportamento cadtico.

3. A ORDEM (N*, <) DE SARKOVSKII

Seja P(f) o subconjunto de WN* tal que.n€P(f) se-

f tem uma Orbita periddica de periodo n. Consideremos . em
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N* a relagao " <" assim definida: dados m, n € N* dizemos

que m<n (mprecede n ou n segue m' Se, e somente se,
para cada f € C°(I,I), a existéncia de uma Orbita n-periddica
de f implica a existéncia para ela de uma Orbita w-periddica

[6]. Claramente, esta relagao & reflexiva e transitiva. A si-

metria & satisfeita por vacuidade.

A relagao de ordem "<" ordena N* segundo a sequén-

cia (ou ordem) de garkovskii:

l1<2<4<8 <...<4,7<4.,5 < 4.3 < ,.. <¢2.7<2.5 < 2.3 «
e l7 <5 < 3.

stefan [27 ] descreveu formalmente esta ordenagdo dos perio-

dos p € N* como seque: N*= AU B onde

A =v{p==2m; m >0}, ordenado com m crescente, precede
B={p=2";n2>0, £ >3 impar} ordenado lexicograficamen

te com n e £ decrescentes.

A sequéncia de §arkovskii, muito diferente da ordena-

°

cao natural de N*, fundamenta-se no

Teorema 1 (Sarkovskii - [ 25]). seja f € CO(I,I) tal que

n € P(f). Entao m € P(f), para todo m € N* tal que m < n.

A luz do teorema (e da sequéncia) de Sarkovskii te-
mos que m <n ou n <m, para todos m, n € IN* . Neste sen-

tido, o par (N*, < ) & uma estrutura totalmente ordenada. E

a g—ordenagéo de IN* .

No estudo das Orbitas periddicas de aplicacgoes
f € CO(I,f), o famoso teorema de Sarkovskii ocupa dm lugar de
destaque. Resultado fundamental na moderna teoria de.
caos [8,14,24 ], ele foi muito Gtil para esclarecér varias

+

- ."
questoes referentes ao comportamento complexo de certos siste-
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mas dinamicos discretos e continuos [8,16,23].

Este teorema foi demonstrado originalmente por Sar-

kovskii (1964) [25:] para qualquer f € C°(IRR,IR), mas conti

nua valido, naturalmente, quando se restringe f a qualquer

intervalo nao degenerado da reta. Stefan (1977) - [27 ] fez uma

versao andloga. Também Guckenheimer (1977) - [ 11] fez uma pro

va para aplicagoes unimodais. Depois, Guckenheimer  (1978)- [ 12]
e Collet-Eckmann (1980) [8 ] apresentaram novas (e semelhan
tes entre si) provas. A prova mais recente foi dada por Block-
Guckenheimer-Misjiurewicz-Young (1980) [3 ] com generalizagao

para aplicagoes da circunferéncia em si mesma. Esta Gltima pro

va foi reapresentada por Nitecki (1982) -~ [ 237].

™. 0 teorema de Sarkovskii nada assequra sobre a estabi-
lidade das Orbitas periddicas. Mas Block - [4 ] pf%vou que a
sequéncia de Sarkovskii & estruturalmente estavel para pertur

bacoes de £ € C°(I,I) através do seguinte

»

Teorema 2. Seja f € Co(I,I) e suponhamos que n € P(f). Exis
te uma vizinhanga .N de f em C°(I,I) tal que para toda g € N

e todo inteiro positivo k com k <n, k € P(g).

Este teorema nos permite observar que embora n € P(f)

pode acontecer que n £ P(g), onde g & uma perturbacao de f.

Voltando a sequéncia de §arkovskii, podemos interpre-
tar que para todos m; n € IN¥* tais que m < n, existe uma a-
plicacao f € CO(I,I) tal que m € P(f) e n £ P(f). Em
Li-Yorke - [ 17 ] & exibido um exemplo de aplicagado £ €& C°(I,1),
onde 5 € f(f) e 3 ¢ P(f). E facil obter outros e;emplos. Do
teorema (ou da sequéncia)'de Barkovskii pode-sg cogpluir dire

tamente .que se 3 € P(f), onde f € CO(I,I), enpéo P(f) =

Li-Yorke - [ 16 | também obteve este resultado em "Periodo trés



CAPITULO II

0S MINI-MAX E A SEQUENCIA DE EARKOVSKII

1. ITINERARIOS DE APLICACOES UNIMODAIS

Grande parte dos resultados desta e da proxima secao
sao cOpias, variagoes ou adaptac¢oes de resultados descritos em
IT. 2,3 de Collet-Eckmann - [8 ], que por sua vez sao combina-
coes de idéias de outras referéncias especializadas tais como
Milnor-Thurston - [22 ], Metrdpolis-Stein-Stein - [21 ], Ste
fan - [37 ], Guckenheimer - [11 ], etc. Esta secao é ge inpor-

tancia fundamental para o nosso trabalho.

Dizemos que uma aplicacao f:1I = [0,1 ] > [O,l j é

unimodal se:

(a) f & continua; .

-

(b) Existe c € [0,1.] tal que f & estritamente crescente em

[O,C ] e estritamente decrescente em [c,l ].

Dizemos que f & Cl-uninodal se, além disso, satis-

faz a condigao
(¢) £ € c'(1,I)
e ¢ & o seu ﬁnicév vonto critico. Neste caso, se c=0ouc=1, toma
. MOos a derivada lateral respectiva.

Nas definigaes acima, tomamos o. intervalo I = [ 0,1 ]
por conveniéncia mesmo porque esta -escolha nao envolve perda
de generalidade. De fato, se f & ﬁmg funcao gnimodal de
La,b] =J em [:‘a,b‘ ], ' isto &, tal que f €& c°(J,J) ,

£f| [a,c ] & estritamente crescente e £| [c,b ] E 'estritémeg
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te decrescente para algum c € [ a,b ], podemos definir

uma
fungao unimodal g de [0,1] em [0,17] por
g(x) = ﬁi%%;éi » onde z = (l-x)a+xb € J, 0 < x < 1.

Esta transformagao de varidveis é linear e realiza uma deforma

cao continua, preservando as propriedades de f.

Seja f wuma aplicagdo unimodal fixa. Se x € [ 0,1 ],
dizemos que um iterado particular fj(x)(j==0,l,2,...) e do
"tipo L (left)" ou do "tipo C (center)" oudo "tipo R (right)"

se fj(x) <c ou fl(x)=c ou fj(x) > ¢, respectivamente.

Para a fungao unimodal fixa f, o itinerdrio de x € I
& a sequéncia I¢(x) de simbolos L, C, R associados aos f-ite
rados de x e definida assim: I¢(x) & uma sequéncia infini-
ta de L's e R's ou & uma sequéncia finita (possivélmente va
zia) de™ L's e R's seguida _de C. Formalmente, esta scquén-

&

cia é da forma

Ie(x) = Io(x) In (%) I (%) ...,

onde o j-ésimo elemento I4(x)(j € N) é representado pela

letra L ou C ou R, segundo a posigao relativa do iterado

£3(x) com relag@o ao ponto de maximo c¢, ja descrita. Escreve

mos I(x) no lugar de If(x) quando nao & necessario especi-

ficar a fungao envolvida.

Uma sequéncia I de simbolos L, C, R & chamada ad-
missivel se ou é uma sequéncia infinita de L's e- R's ou é
uma sequencia finita'(ou vazia) de L's e R's seguida de C.
Entdo todo itinerdrio representa uma 6rbita unimodal e & uma
sequencia admissivel. Entretanto, uma seﬁuéncia adnissivel nem
sempre representa uma Orbita unimodal.-&mmJexamﬂos cltemos LIC e
RLRLC. Representamos por IJ @ concatenacdao das sequéncias I

e J. Assim, podemos ter as concatenacgoes
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"=II...I e I =1II

de I com I n vezes e infinitas vezes, respectivamente. A

cardinalidade (ou o comprimento) da sequéncia I & representa

da por |1I

Dado o itinerario I(x), o itinerario estendido Ip(x)
é:
(a) I(x) se I(x) é infinito;
(b) I(x)I(f(c)) se I(x) & finito e I(f(c)) & infinito;
() I(x)(I(f)))” se 1I(x) e I(f(c)) sdo finitos.

O itinerario I(f(c)) & chamado sequéncia costurante.

Indicando por A o conjunto de todas as sequéncias

formadas pelos simbolos L, C, R, a operagao "shift"

v A -{C} = A € definida nor

\" -
¥(I) = I, I, I3 ... , se I =1I41I; I, . -
Aplicando wk (a k-iterada de y) a sequéncia

I=151I,1,...1

obtemos K .
PR(I) = Ix Ik41 oe- o

No caso de itinerarios, temos entao

P(I(x)) = I(f(x)) se x #c

e

V(Ig(x)) = lE(f(X)),' ¥ x € I.

Com o objetivo de definir uma ordem " < » RO conjull
to A' das sequéncias admissiveis, & natural estabelecer ini-

cialmente que L < C < R. Se A, B € L' sao distintas, seja
i o primeiro indice para o qual Ai # Bj. A existéncia deste

indice & clara em gualguer um dos casos , | A | < | B |

(| a | finito ) .ou | A | = | B | . Dizemos que

A
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A ¢ B se ocorrer um dos casos:

(a) Existe um namero par de R's em

AOAI o v e Ai-l = BOBl .« Bi-l e Ai X Bi

(b) Existe um nimero impar de R's em

AgA, ... Ay ) = BgB; ... B, e B, <A,. '

Dizemos que B % A se nenhum destes casos ocorre. Naturalmen
te, podemos também usar as notagbes A X B ou A > B Ou A3B
ou B > A nos casos apropriados. E claro que o par (AY, <)
define entao uma estrutura de ordem total. Uma sequéncia fini-

ta de L's, R's e C & par se possui um nimero par de R's,

e & impar em caso contrario.

Como o itinerdrio I(x) estd associado ao ponto
T~ _
x € [0,17], & natural que a ordem usual < em [ 0,1] re-
-4
flita na ordem "<" em A'. De fato, para uma aplicagao uni

modal £, tem-se (Collet-Eckmann - [8 | estes dois importan

tes resultados:

Teorema 1. Se I(x) < I(y) entdo x < y. -

Teorema 2. Se x <y entao I(x)

[7a%4

=
0
~

Sob determinadas condi¢Oes, a saber que f seja S-unimodal e
nao tenha Orbita periddica estavel, tem-se (Collet-Eckmann -

[ 8 ], pag. 69): x < v implica que I(x) < I(y).

Consideremos uma Orbita n-periddica (x,f(x),

14

n-1

£ (x)) de uma aplicacgao unimodal fixa f. Cada um dos pon-

tos fj(x),(j==0,l, ee. , n-=1) tem um itinerario peridodico es
tendido I (f J (x)). Num certo sentido, todos estes itinerarios sao equi
valentes , pols representam a mesina Srbita periodica. Pelo teorema 2, pode’

mos escolher o maior deles segundo.a ordem "<". Ele & I

E(Y), onde
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'yﬁ=mgX{fj(xi} serd a sua coordenada (ou da Orbita), Todos os
gJsn -

"shifts" yk (I;(y)) satisfazem. wk_(;E(y)) $ I(y).
Isto motiva a seguinte definigao: uma sequéncia I &

maximal se & admissivel e se wk(l) < I para k=1,2,...,|1] -1

ou para k=1,2,... quando I & respectivamente finita ou infi

nita. £ claroque se f & unimodal, entao Igf(l) & sempre maximal.

Quando I é finita e maximal entao wk(£)2 I para k=1,2,...

1] -1.

O seguinte resultado (Collet~Eckmann - [8 ], pag. 71)
e obvio.

Teorema 3. As Gnicas sequéncias maximais que nao comegam com

o]

RL... sio L, R, RC e C.

Pelo que vimos acima, & sempre possivel obter em cor-

respondéncia a uma Orbita n-peridodica de uma fungao unimodal

-

fixa £, o itineradrio periddico maximal estendido T, (y). Devi
do ds caracteristicas de f e ao modo como o y foi escolhi
do, temos (quando n>3 e 0 < c < 1) que y>c e f(y) < c
sao os pontos da Orbita mais afastados de ¢ para a direita e
para a esquerda, respectivamente. No itinerario EE(y), ao y

corresponde um R enquanto ao f(y) estad associado um L. As-

sim, todo itinerario n-periddico maximal tem a forma

Iply) = Io(y)Il(y)Iz(y) ees In_l(y)In(y)In+l(y)In+2(y)...

]

RLIo(y) ... I W)RLIZW)...I 1@).“

n-1 n-—

I

(RLT,(y) «.. I, (y)"

Pelo teorema 2, I (fj(yn < EE(y) para j = 0,1,.

E .., n=-1. Em

’ n-1 ' =
particular, se ocorrer £ (y) =c entao In_l(y):=C, e o

itinerario periddico maximal associado a Orbita de .y, que cha-

maremos de palavra, toma a forma finita

t



Icly) = RLIy(y) ... I (y) C . Temos também os ca-

sos particulares Ec(y) =C (sey=c) e Ic(y) =RC (sey>g,

-1 _
f(y) =c ). OQuando £ (y) #= ¢, sO pode ocorrer um dos casos

-1 -
In_l(y)==L (se £ (y) <c) ou In_l(y)::R (se £l 1(y) >c), e

o0 itinerario periddico estendido correspondente &

I, (y) = (RLI,(y) ... T _ {y)L)

ou

Iply) = (RLIo(y) ... I _ (y)R)

Analisando EL(y), lc(y) e ER(y) como sequéncias
admissiveis (lembrando que s0 uma delas representa o itinera-

rio de vy), temos que

Dy

I, () < IC(y) < IRly)  se I-(y) par e

(03}

() < Io(y) < ;L(y) sc I.(y) Iimpas .

Por outro lado, vamos mostrar que uma palavra (sequén

cia maximal finita da forma I = RLI, ... In"qc) represen-

.

ta uma Orbita unimodal de periodo n >3. Para comegar, podemos dis

tribuir entre L < C e entre C < R as letras

Iy € {L,R} (3 = 2,3, ..., n-2),

.

ordenando-as através da ordem < aplicada ao conjunto dos
"shifts"

o = = .

$O(I) = I = RLIpI3 ... I__,C

¥1(I) = LII3... I__,C

— Il’lv.— 2
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ldentificados respectivamente com a sua primeira letra, isto &,
wk(l)iélk (L, Rou C) onde k=0,1,2, .., ,n~1. De fato, como a

palavra I=RLIyI3.,.I _C possul 1 L's, 1 Ce jR's,

n-2 onde

1<i,3sn-2 e 1i1+j=n-1, & sempre possivel (com as identifi-
cacoes acimal < ~ordenar as suas letras segundo a cadeia
P S) : 202 R 2. %R, &
L<Iy<In<,.. Li_1<C<R1<R2< <R]__1<R

Em geral, como

I=RLI;... I__,C=40(0 '@ 2D ... ¥" (@ ¢ '

a cadeia acima & equivalente a cadela

(#) o3 & G2ZaN' & WA@ 2 aL wta v
ST @Rt ¢ L2 e

onde é é—ordenagao dos shifts y' e y" (em relagao aos shifts

wl(l)ift;~wn_l(l)ifc e °(I) =R) depende da palavra considera

da. Esta cadeia permite escrever (e desenhar) a 5rbita periodi

ca

(00 (I), (D), 2@, eue, " @R L, Ty, een, I, C),

a qual vamos em seguida mostrar que & unimodal. Basta mostrar

que ¢ & <~estritamente crescente em

. . . > Y n_
(+') $1(D) & 2N L ... & wiant @ v
e <-estritamente decrescente em

(*Il.) wn"l(l) 2 (KPI(I))" bg '..42 ('w’)]—l(:_[_))" 2 l1)0(-]‘—_)_

.

De fato, se ¢ (I) e ¥, (I) estao em (x') e sao tais que ¥, < ¥,
entao y () < w(w;) porque a.retirada de um L em vy e em

nao altera as suas R-paridades., Por outro lado, se y'(I) < Vé(l)

estdao em (x") , entao Py (P'y) 2¢(w1)' devido a inversao da R-

paridade dos shifts y] e ) quando um R & retirado de cadaumdeles .

¥
A}
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Para ver que a palavra I vista como a orhita periddica

(R,L,IQ,..f,In_z,C) realmente representa uma Orbita unimodal, & so conside

ra-la sob a forma da y-permutacao dos shifts d)i(l) (i=0,1,2,...,n-1)

definida nor

.L, Ll-'L2 ?ovs g Li“l" C 1 Rl, R2 AR Rj_l’

VY D (D) B (Tg) e BTy ) WO =R (RY) (B (R e b (Ry ) /b (RIL,

A unimodalidade desta Orbita pode ser vista pelo aspecto de
crescer e depois decrescer em

PO L P(Ly) < 2P ) 2 VO S PRDS LS ENRIERTCE

A nossa argumentagao é baseada formalmente na seguin-

te definicao.

o
Definicao 1: Sejam X;, Xy,«.., X, € I= [O,l ] tais que

X; <X <... <X eseja f£:I > I uma aplicagdao continua.

0s pontos Xy formam uma Orbita unimodal de perlIodo n segundo £

se, e somente se, a f~permutag§o
X1:7 Xgjeeey Xk__—Il Xk ] Xk+1 reest ‘Xn-l' XTl
f(x1), f(xp_),...,-f(xk_l),f(xk)=xn,f(xk+l),...,f(xn ), E(x) = x)

onde x, < Xk < X e fj(xi)7& xi{ (para 1 = j < n-1I e

i=1,2 ,..., n) satisfaz a dupla cadeia
fx;) < £(x,) < ... < f(xk_l) < £(x) > f(xk+1)> ce. > f(xn_l) > f(xg) .

Podemos entao obter uma fungao unimodal que serve de
suporte para a orbita unimodal I=RLI, ... T _ C, Primeira-
mente, associemos a R um ponto x, € (0,1) suficientemente

perto de 1 que sera a coordenada da orbita. A L associcmos um

ponto x; € (0,1), suficientemente perto de 0, gque sera 0. pon



to da Orbita mais afastado pela esquerda, e a C associemos

o ponto ¢ € (x,,Xp). Logo x; < ¢ < x, corresponde a

L < C < R. E assim sucessivamente, associemos x; a wi(I) pa

ra 1i=2,3, ..., n-2. Temos portanto a Orbita numérica (X

X1y X2y «ve 0 Xy o0 ¢) identificada com a Orbita literal (R,

L, I, «.., In-z’ C) que por sua vez se identifica com (y°(I) ,

vi(ry, ..., o1 (1)). Considerando a cadeia (*) e a &rbita
(Xp, X1y oee Xn—2’ c) podemos obter a sequéncia de pontos
((x1,x2)y «ovy (cyxXn),y ... , (X,%X1)) cuja ordem usual das abs

cissas satisfaz (*). Em seguida liguemos estes pontos sucessi-
vamente por arcos continuos, de "forma unimodal"™. Igualmente de

forma unimodal, liguemos os pontos (0,r) a (x;,x,) e (xpn,x1)

a (1,s) onde 0O0z<r<x, e 0g5s<x,;. Portanto encontramos uma

funcdo unimodal que serve de suporte & 6rbita unimodal (R, L,
~.

I, vo. , X , C) representada pela palavra RLI,I3,...,I_ C.
n-2 > n-2
vamos dar um exemplo de aplicacao. Consideremos a

palavra I=RLL RRRL C. Para maior comodidade, vamos ainda

escrevé-la sob a forma indexada £==RI;LaRbRcRdLeC. Ordenando os

os shifts ¢°(I), 1 (I), ..., v’(I) pela ordem < obtemos a

cadeia

lL'l 2 kpﬁ & w?_ & w7 2 q)‘i & ¢3 2 \ps 2 qJO
ou seja '

‘ - . * , &
LLaRbRCRdL C< L C<L RbRcRdL < C < RCRdIeC

RbRCRdLe(3< RdLe(3< RLLaRbRcRdLeC A
que se identifica com

R.

VAN

» - o L] & - %
L<Le<La<C<Rc,Rb Rd

Fazendo a=b=2, c=e=1 e d=3, temos a cadeia

L&L;<L,%C < R; £€Ry <R3 <R, M



Portanto, a palavra I representa a orbita unimodal de perio-
do 8

(R,L,Lz,Rz,Rl,Rg,Ll, C) = (Xg,Xl,Xz,X3,X4,X5,X6, c),

cujo grafico é

S

I

i

|
'
r s -'-.|_,_,
1 ! vt
1 R

: [

[ ' l
[l ' ' i '
d 2 I .

X1 XgXpXy XuX3Xs Xg
c

Consideremos acora a sequéncia maximal periddica (de

comprimento infinito)

o~

I= (RLI,I3 ... I )® = RLI, ... I _,RLIz ... I

n-1 n-=1
onde Ij € {L,R}, §j=2,3, ..., n~1. Para mostrar que ela repre-
senta uma brbita unimodal n-periddica, vamos considerar "o
periodo " J = RLI>I3... Inqdel,Basta ordenar as ietras R, L e

I do periodo J, em correspondéncia a < - ordenagio dos shifts

n-1 . -

YO (J), v (), ... , ¥ " (J) e proceder como no caso finito. S0
<C < : = <c< %'

que, neste caso, temos XxX<c<x _; se In_l R ou X1, SCT X
se I _,=L, onde x=max {xj:i=2,3, ... , n-2ex;<x |} e

x'=mnin {x; > : i=2,3, ... , n-2}. Como exemplo considere

Xn-1

mos a sequéncia maxipal periddica
I = (RLLRRLR)® = RLLRRLR RLLRRLR ...

Ordenanda as letras do periodo

J = RLLRRLR = RLL_R R LR, .

obtemos ' ‘ ) .



Fazendo d=e=1, a=b=2, e c¢=3 conseguimos a cadeia

L £ Ly L, <R ¥ Ry £ Ry % R. Ent3o temos L, <C < R; O que

equivale a x, <c < Xy , porque

J = (R,L,Lz,Rz,Rg,,Ll,Rl) = (X7,X1,X2,X3,Xy,X5,Xg) .

O grafico de J &

Reunindo as consideracoes feitas e os resultados ob-

tidos nesta secao, podemos estabelecer o seguinté

»

Teorema 4. Toda drbita unimodal periddica contendo ¢ pode ser

representada por uma palavra e, reciprocamente, toda valavra '

representa uma Orbita unimodal periddica contendo c.

A primeira parte do teorema acima & uma consequéncia
direta da definicao de sequéncia periddica maximal. A parte re

ciproca & um resultado novo.
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2. RELAGAO ENTRE MINI-MAX, ORBITA MINI-MAXIMAL E ORBITA

SIMPLES.

Dada uma sequéncia A (finita e nao vazia) de L's e
R's e uma sequéncia admissivel B, definimos A*B (o produ-

to x de A por B) como segue:
(a) Se A @ par e B=ByB; B, & infinita, entao AxB=AB,ABA B; ...

(b) Se A & par e B=ByB; ... B C e finita, entao

(c) Se A & impar e B & infinita, entdo A * B=A By A BjA B,

~

onde i==R, R=LeC=C¢C

(d) Se A é Impar e B & finita, entao A*B=A o ABA ...

~..

O produto * serve para descrever relacdgs entre iti

nerrios de funcoes unimodais. Destacamos trés importantes re-

sultados (pdg. 75 ~ [8 ]) sobre o produto *, que sdo emprega-

dos na ordenacao de itinerdrios, que sao:

L]

Teorema 1, Se A & Impar e Ij# C, i <n, entdo A Io A 11

nyt - -
A I & par se, e somente se, Ip I ... I, e par.

Teorema 2. Se AC e B sao maximais, entdo A,B & maximal.

E facil extrair destes teoremas a seguinte conseguen-
cia especial: se P & uma palavra, entdao R,P & uma palavra que '

tem R-paridade contrarjia a de P.

Teorema 3y Se AC & maximal ent3o a aplicagdo A% : B » A*B

do conjunto dos itineradrios maximais em si mesmo, preserva a

ordem <,
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Observamos que A*C = AC, §*B =B e Aa*" & a n-i-
teragao de A via produto x,

Vamos ordenar as sequéncias maximais infinitas de
‘periodo p3z2 segundo a ordem <. Para p fixo, existem no
miximo 2° delas (n9 de arranjos com repetigao de dois ele-
mentos tomados p a p). Seja r;:2p o nlmero destas sequén-

cias que tém periodo p. Entao

Boo & B(X) & 2 Boo
__] ,p 2 ,p 0o e L r'p
& a < =-ordenacao destas sequéncias, onde B, p| = p para
i=1,2, ... , r.
O mini~max de periodo p & definido por P_ = B, b
!
O teorema seguinte (pag. 78 - [8 1) fornece .o "tipo"

de mint-max para cada periodo.

L4

Teorema 4. Os mini-max P, sao da seguinte forma:

. . -2
3 & Impar, P = RLRP

(a) Se p Py

v

o

. . - K~2
(b) Se p = 2% k, onde k 2 3 & Impar entao“gp=R“1*RLR

(c) Se p=2", n>0, entdo gp=R*n*R e Py = L.

Pelo teorema 1, Pp & par para todo p da forma 2%

k > 3 Impar,e & impar para p = 2%, n 2 1.

=

Do teorcma 4 segue- (pag. 78 - [8 ]) o chamado teore

ma Pré-Sarkovskii, ghe &

Teorema 5. Sejam s, t dois inteiros. .Se s < t no sentidoda

ordem de Sarkovskii
1<2<d4 < .., <22, 5<¢ 22, 3 <...<% 2.5<2.3<...47<5 <3,

—~ . Q0 0
entao Pg < Py (ou Pg < Py ).



20

Os dols teoremas acima, permitem escrever a ordem de
e ,
Sarkovskil em termos dos mini-max correspondentes aos perlodos

gue nela aparecem. De fato, podemos escrever

@

L” & (R** » R)T & (R*2 % R)® & (R¥xR) &

e
A ]

Ne

(R*?> * RLR®) < (R*?x RLR®)" < (R* 2*RLR)" < .

N

)00

(R**RLR%) ¢ (R*'%x RLR?

2 (R*'x RLR) % ...

o0

. 5 © D 3 o .
<(RLR’) < (RLR” )} < (RLR)
Adaptamos de Coppel - [9] a secuinte definicao,

Definicao 1. Uma Srbita n-veriddica de fE€CO(I,I) & Sarkovskii-
maximal, ou S-maximal, se nao existe m € P(f) tal que n <m e

l<m<n,
-~ _
A sequéncia de Sarkovskii contem cada perzodo n € N*

sO uma vez, nao considerando os diversos tipos de 6rbitas n-
periddicas existentes. Mesmo para fungoes unimodais, existem ,
conforme [8,11,20,21 ], varios tipos. Ainda de acordo estas
referdncias e para fungoes unimodais, existe um so tipo (é
6bvi§) de 6rbita de perlodo 1, 2 e. 3, existem dois tipos de
perlodo 4, trés de nerlodo 5, cinco de perlodo 6, etc. . O ni-

mero de Orbitas unimodais n-periddicas pode ser calculado atra-

vés da férmula de Fine - [ 10 ]

nld

[4

. 1 -
F(n) = "Iy dzl:n wa) 2
d Impar

onde p:N* >N & a funco de M3bius que & definida assim:

ﬂ(ll = 1, ﬁ(x) = (-1)Y¥ se x & um produto de r primes

distintos e u({x}=20 nos outros casos.

]
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No caso de fungoes unimodais, a Orbita n-periddica ma
ximal a que se refere a definigao acima, & a menor (segundo a
ordem <) Orbita n-periddica, como veremos adiante. Esta Orbi-

ta @ chamada de mini-maximal.

Em [ lj, Alseda, Llibre e Serra demonstraram que pa-
ra fungoes unimodais,os mini-max essencialmente descrevem 0
comportamento das Orbitas periddicas mini-maximais.

Vejamos quando uma Orbita n-periddica de £ 6C°(1,I1) &
uma Orbita simples. Se n =2, s3>0 temos a seguinte
Definicao 2. (Block - [2,5 j. Todo ponto fixo & uma Orbita sim

PR "S - .
ples, e uma Orbita de f com periodo 27, onde s>0, é sim-

ples se suas metades esquerda e direita sao drhitas simples de

S~1

*

£2 com periodo 2

~

Por exemplo, as Orbitas unimodais de periddo 4
13

il

(1,3,2,4)

2= (1,2)U(3,4)

S
!

=(1,3) U (2,4)

(oIt e S Lo}

“=1U2U03U4 0 T1Y3Uv204

g=f|orbita
sao tais que a primeira é simples mas a segunda nao o &. Um e-

xemplo de &rbita simples de periodo 8, ndo unimodal, &

g =z (1,8,3,6,2,7,4,5)

2

11

g%=(1,3,2,4) U (5,8,6,7)
g = £ | drbita g* =(1,2) U (3,4) U (5,6) U (7,8)
g

$=z1y2U3WU.... U8
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Definigao 3. (Stefan —.[27]).Uma orbita de periodo nx3 im-

par com ponto médio x & simples se seus pontos tém a ordem

n-3

270 (%) < £270 (%) < a. < F2(x) < x < £(x) < ... < £27%(x), ou

a ordem oposta.

\ 1 -

As figuras o° U
< "
fFr-------- ! L S
' L] [} 1 ]
) - —-——- ' ! ' _ - | '
+ { ' ' t M i )

! e ) 1
\ : __J‘_f ’ __:--L__-: ! t :
1 [} 1 '
! ' ' 1 \ : \ ) ' 1 \
| /. \ YA A, ) -t - 1 !
! - | 'I ! J ! ! [ ! ]
' | ' I ; ! __'__'__4__‘ |
'--.‘.-._:_- ‘l: : ) : !- ) ' !
]

0 AT i 0 g o mchock -t N1
BCNCIEESNCICE CICECIR BCHCEC)
o q.‘ - Nt N e — S S
‘H Hw I T T P
exemplificam Orbitas simples de periodos 5 e 7 respectivamen
te. Notamos que a se inda. Orbita & unimodal e a primeira é

"unimodal invertida".

Definigdo 4. (Block - [5 ]); Uma 6rbita de periodo n=2%g, on
de g23 & impar e 321, & simples se consiste de 2% blo-
cos de g pontos consecutivos, cada bloc0'fqrmando uma 6rbitam
simples de f2S (cor: periodo gq), e os blocos sdao eles  pro-

prios permutados por £ como uma 8rbita simples de periode 2°.

Esta definicdo & andloga 3 que foi dada anteriormente

por ALS - [1.]. As figuras seg%;ntes'(onde'g==f|6rbita)

1
1 '
P N \
1 t ;
f : [ e - - [] : /
' 1 | | 1 ' ’.’
AEREE S Cro
ot . ! ,
T /A
) -
";"":"T'J";” i . ) ) ] e .
1 ]
T 74 N T
N i G
v vy Y N N
R e W R
. ] : | f ' [ I/ '
' ! ’_l..l_.l-|-.l—-'__ ! '
' : A A , :.'n
! ' ' + ' ! [ '
I aht I T i el S hli it e ' :
O B T T A S S T U B\ W £ 0] /
. i uEa ey St SSR  SOnl W SR S JRPEE 40 S
-" !.‘
X1 X9 XsX7X1X3X2X10Xe Xy Xg X1z - .77 ¥1. X7 X3 X5 X9 Xg Xy XoXy Xg
. i ;

g=1(1,7,6,10,3,9,4,11,2,8,5,12) ' 9=(1,7,3,9,4,6,2,10,5,8) °
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mostram, respectivamente, uma Orbita simples (unimodal) de pe-

riodo 12 e uma Orbita simples (nao unimodal) de periodo 10.

Alseda-Llibre-Serra - [ 1] provaram a equivaléncia ,
para fungoes unimolais, entre Orbita n-periddica mini-maximal,

itinerdrio mini-max de periodo n e Orbita simples n-periodi-

ca. Uma importante consequéncia disto & que os periodos n em

S referem-se ds menores (no sentido da <-ordenacado) Orbitas de

periodos n.

Isto mostra a compatibilidade entre a ordem < de

-sarkovskii e a ordem ¢ dos itinerarios. Entao, de aaora em di-

ante, adotaremos o simbolo <« em ambos os casos. Ou O simbolo

> para recresentar o sentido onosto.



carPITULO 1III

ALGUNS ASPECTOS DE FAMILIAS UNIMODAIS

1. SOBRE O NOMERO DE ORBITAS PERIODICAS ESTAVEIS DE UMA APLICA
CAO UNIMODAL.

O tipo de fun¢ao unimodal f:I-+1I que analisaremos com

mais detalhes tem as seguintes propriedades:
(1) £ € c2%(1,1)
(2) £(0) = £(1) =0

(3) £ tem um finico ponto critico c¢ €[0,1 ]
~

(4) f| [o,c] & estritamente crescente e £] [c,I & astritamente

decrescente.

Uma das familias de aplicagoes,do intervalo em si pro
prio que tém sido mais frequentemente estudadas & a familia de

fungoes quadraticas

(1) fa(x) = Aax(1-x), 0 < X < 4. :

Esta . familia sO possui comportamento dindmico nao

trivial se 1<) < 4. Se 0 < ) <1 todas as Orbitas de x €1

-

sao atraidas para x=0. Se A=1, o Gnico ponto fixo X=0 &
apenas unilateralmente estdvel. Se A=4, o ponto fixo %X=0,75
€ instfvel, Além disso, conforme Preston - [24], a Srbita de
tedo . ponto - x € (0,1) & coméletamente "cabtica", no sen

tido de possuir sensibilidade com relagdo ds condigoes ini--

ciais, Uma definigdo precisa, devida a Guckenheimer [13 ] _ e:
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uma fungao continua f:I » I tem sensibilidade com relagao
ds condigdes iniciais, se existe um conjunto Y C I com medi-
da de Lebesgue positiva e um €>0 tal que para todo x € Y e

toda vizinhanca U de x, existe um y € U e um inteiro n > o

tal que
| £2(x) - f(y) | > e

Isto significa que a Orbita de um ponto y € V(x) onde V(x) &
uma vizinhanga de x arbitrariamente pequena, & muito diferen
te da Orbita de x. Esta conceituacao de sensibilidade é bas-
tante informal. O termo "caos" inventado por Li-Yorke-[17 ],
sugere uma imagem de trajetdOrias dindmicas em verdadeira de-
sordem. Sobre "caos" e "dependéncia sensivel" existem os exce-

lentes trabalhos de Kadanoff - [16 ] e Guckhenheimer - [13 ],

respectivamente. O ponto fixo x, = (A-1) /X & estavel (a~
traindo todas as Orbitas de. ; € (0,1)), se, e @&omente se,
1 < A < 3, Notamos assim que o comportamento dindmico desta
familia € mais interessante quando 3 < A < 4. -Para todo
A € (3,4), os dois pontos fixos 0 e x*Ade £, + 830 instaveis
porque £y (o) =X > 1 e f{ (x4) = 2 - A < -1I. Ainda conforme
[17] y para A<4 suficienﬁemente perto de 4, existem ciclos

(est8veis ou instaveis) com todo periodo inteiro 3z 4, bem co-

mo um nimero incontdvel de Orbitas que nao sao assintoticamen-
te periddicas,

Se fg(Z?(I,I), a derivada schwarziana de f em x, € de
finida por

Sf (x) = .E.:..:.:.__BS_)_ - _3__ (il)f_)_)z . -
£' (%) 2 f'(x)

Julia - |15] provou que cada.elemento da familia logis
tica (1) tem no maximo uma dOrbita peribdica estadvel. Na litera-

tura especializada, temos May - ([20]-pdg. 462), sugerindo que é
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. .
plausivel conjecturar que para todas as fungoes satisfazendo!

as condigSes (1,2,3) e (4) £"(x)<0, ¥ x € I, o resultado de

Julia-& valido. Porém Singer-[26]| provou que esta conjectura'

s0 & verdadeira sob a hipdtese da funcao satisfazer (1,2,3) e

(5) Sf(x) <0, ¥ x€TI.
Também em [ 26, Singer exibiu a fungdo
f(x) =7,86x~ 23,31 x2+28,75x%x3~-13,3 x"

que satisfaz as condigoes (1,2,3,5) Gadas acima, mas possui duas

Orbitas periddicas estaveis. Neste caso temos, por exemplo

que  Sf£(0,6) = 32,75 ...

Existem funcoes unimodais satisfazendo as condicCes (1,

2,3,6) que nao tém Orbitas periodicas estdaveis. Temos o exemplo clas~

.sico f(x) = 1-2x? dado por Ulam e V. Newmann (1947),onde f &
una funcdo unimodal de [—l,i.] em [-1,1]. Neste easo, temos
Sf(x) = (-3/2x%) <0, se x#0. Além disso f satisfaz as con

dicdes (1,3,4,5) (e também (2) se considerarmos I.= [-/2/2

Y2 /27]). Se £ tiver uma &rbita peribdica estdvel, esta devera
atrair o Ginico ponto critico c¢=0, pelé teorefa de Singer, que
enunciaremos abaixo. Mas a Orbita de 0 € (0,1,-1,-1,-1...) que
converge para -1, e -1 & um ponto fixo instdvel, pols £'(-1) = 4.
Os teoremas abaixo, que apenas enunciaremos, sad mui-

to semelhantes.

Teorema 1, (Julia - [[15 ]. se f£(x) & a restriqao al[0,17] ce
alguma funcdo analitica no plano complexo tendo s& um  ponto
critico ¢y no intervalo, entdo a Ginica o6rbita periddica esta-
vel possivel & aquela que possui a propriedade J, isto &, que

possui um ponto cuja vizinhanga atrativa inclui o ponto x=cC,.
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Teorema 2. (Singer - [26 ]). Seja G o conjunto de todas as
fungoes satisfazendo as condigoes (1,2,3) acima, tais que Sf(x)
<0, ¥x € I, Entao para toda f € G existe no maximo uma

orbita periddica estavel em (0,1). Se existir, ela é o w-limi-

te de ¢,

Cada fungao da familia logistica satisfaz a ambos os

teoremas.

Em virtude dos teoremas de Julia e Singer, enunciados
acima, podemos considerar as solugoes A da equagéo:@“cx)=cx.
Entao as Orbitas periddicas correspondentes sao estaveis (ou
melhor, super-estaveis), porque (f;l)'(cx) = 0. A estas Orbi-
tas associamos o itinerario maximal correspondente

l(f(cx))=?Io(f(cx))11(f(cx)) ces In~2(f(ck))1n—l(f(c )) .

A
~

representado pela palavra

RL1213 LIRS In_z C

onde I. € {L,R} para 3=2,3,

i eve 5 D=2,

Segundo C, E - ( [8 ] - Segdes I.4 e IT.2), May [ 20]
e M,s,s -[21 ], guando ocorre uma x—bifurcaééo (tangente) pa
ra A=\ ,e "nasce" pela primeira vez uma Orbita n-periddica es
tdvel, o seu tipo & dado pelo mini-max de periodo n. Ja mostra

mos que.seRLI, ... I _. é o min-max de periodo n, entao

RLI; .., I <RLI, ... I C ¢RLI, ... I T

n-i n-2

onde I _, & tal que R=L e L = R. A sequédncia

—~

RLIp «o. I Ty g

fepresenta‘o mesmo tipo de Orbita quando ela "morre" (perdendo
a estabilidade), através de uma nova A-bifurcagao (harmonica )_

para A= A, Ay o A."janéla" (termo introduzido por May [zdh

L
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correspondente a uma Orbita periddica, € o intervalo (AMi,22)on
de ela permanece estavel. Apds cada bifurcacao tangente, segue
@nnﬂnmg [8,20,21]) uma infinidade de sucessivas bifurcagoes
harmdnicas, de modo que na janela de uma Orbita, nenhum valor
do parametro pode corresponder a outro tipo de Orbita. As jane
las ficam cada vez mais estreitas quando os periodos crescenm.

Por exemplo, para a familia logistica a Jjanela do ponto fixo x,

(1,3) e a da O6rbita de periodo 2 & (3,236 ... ; 3,498 ... ).
Portanto, de agora em diante usaremos sempre uma palavra do ti
po P:=I§12r“1n_2 C, para representar uma Orbita unimcdal  de.
périodo n » 3 em seu estidgio super-estdvel. Lembramos que a
reciproca também & verdadeira, pelo teorema II.l.4. Observe-
mos ainda que P=C se n=1 e P=RC se n=2. Se f, @&
uma familia bem comportada (por exemplo satisfazendo as condi
¢oes (;Tb:c)) de fungOes unimodais, sejam A; < Azbsdhgaas de
‘f;S(pxl) = Cll_ e f;; (cxz)‘= c>\2 respectivamente, onde po-
demos ter m=n24 ou m%n (com m, n>»l). Para esta fami-
lia, podemos estabelecer o seguinte

»

-

Teorema 3. Sejam duas Orbitas periddicas unimodais distintas ,

representadas pelas palavras

XXJ = RIJX1X2 . Xm_3 C e sz = RLY1Ys ... Yn_‘3 ¢

tais que X < Y. Entao, temos

® : * *® = RL%X X RO<Y
X] = (RLXiX, ... X L) <Y e Xp-= Xgeen X )

.

Prova. Quando X "nasce" (para'x==f1f tem a forma X, (ou XRL e

tem a forma Xp (ou X;) quando "morre" - (para A=21), onde
AL < A < M. Como AS < A,, isto'&, ), estd & direita da ja-
i M 1 )
[o0] o0
nela (1},1)) da érbita X concluimos que X X, < Y.

>\1, < L ". R

M,S,S-[ 21]' realizaram estudosg numérigos baseados em
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varias familias a um pardmetro de aplicagoes f e obtiveram

para todas elas, a mesma sequéncia de perlodos n(A)

corres-
pondentes ds Orbitas peribdicas estfvels (quando existem) asso
ciadas a A. A cada valor particular de A (quando A evolui
em seu intervalo de definigdol estd associada no miximo uma 6r
bita atratora de periodo n(k). Esta sequéncia deﬁﬁrﬂxbs n(i),
que tem a mesma ordenacao dos . A .correspondentes, descreveA a
ordem de um conjunto de _A;bifurcagaes. Esta ordem comum de bifur
cagoes com relacao ao paréﬁetro descrita em [ 21], sugeriu um
comportaﬁento universal, isto &, o mesmo para todas as fami-
lias de aplicacgoes satisfazendo as condigdes (1,2,3,5). Por

isso, em [21'] a sequéncia \A-ordenada de perlodos n(A) (ou

das palavras correspondentes), fol chamada de U-sequéncia, que
/

é formada apenas pelas 6rbitas unimodais n-periédicaéwestéveis

que tém a propriledade J, Foi-Guckenheimerk-[ 11] qyem provou
que a ordem dos n(A) independe da familia fA que satlsfaz
as -condicoes (1,2,3) & (7) flmin =0 e fxméx (meéx) =1

4

As condigGes acima e Sf(x) < @ s3o muito restriti-
vas, mas servem para eliminar certas 6rbit&s periddicas que
embora estavels, sdo andmalas, no sentido de que nao possuem a
probriedade J. Tai; 6rbitas existem, conforme [ 21 - segio 6.
A vantagem de se considerar familias de fungoes que satisfazem
as condicoes (1,2,3,6), & que neste caso todas as &rbitas peri
Bdicas estdveis tém, conforme [ 21,26 |, a propriedade J. E a

U-sequéncia & tao somente formada par elas.

Entdo as condigdes impostas (1,2,3,4) e Sg(x) <0 nao

sdo estritamente necessadrias, desde que admitamos certas trans
formagcdes qgue passuam putrés,érhitas perifdicas estdvels, além

¥ '
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das que compoem a U-sequéncia. A existéncia e estrutura das

6rbitas andmalas (que ndo tém a propriedade J) vai depender

da particular famllia de aplicagdes considerada.

M,S,S - [ 21] obtiveram, por meio de computacao e-

letronica, a mesma U-sequéncla para as seguintes famllias de

aplicagoes unimodais:

It

(a) £ (x) Ax(L - x), 1 < A < 4

() £,(x) = Asen Tx, Q0,71 < ) <1

(c) £y (x) = Ay(3-3y+y’), y=3x(l-x), 0,872 < X < 64/63
Ax/a, 0 ¢ x £ a
(d) f‘)‘\(x) = Ay, 0 < x ¢ 1l-a

A{l-x)/a, l-a

IN
=
A
—

¢

com .l-a<ia«<l e 0 <a<0,5. Aqui @ permanece fixo .
enquanto )X varia, e diferentes escolhas de -\ levam a trans

formagoes distintas.

£ f3cil mostrar que quando o parametro A\ cresce  ,
também cresce o valor maximo de £, + que é atingido no pon-

to critico correspondente. Ou seja, se A1<’X2 entao

o

Baen) < e

.onde ¢

e cC
A

A s30 os {nicos pontos criticos de fA1 e
2 .
e sz respectivamente,_Consideremoé, por exemplo, as apli-

cagoes fk(X) = Ax (1~ x). Neste caso, o dnico ponto critico

de f, é 1/2 para todo 0<A<4, e temos

i

.
M "

S
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Gy =M Al 0l
ij(z) 7 <G - flz(E)'

2, O HARMONICO E O ANTI~HARMONTCO.,

Extraimos de i4,S,5 =~ [21 ] ‘as definigées e 0 teore

ma 6 e 7 desta secgio,

Definicao 1, Seja P a palavra que corresponde a alguma solu-
~ n y - Ay . e o~ N

cao de f)\ (cy) = Cy r Onde {fk} e uma familia de- fungoes unimodais .

Entdo o Harmbnico de P & H(P) = P'XP, onde P' & P sem C, X=L sepP &

{tipar e X = R° se P & par.

! A construgao do harmdnico pode ser iterada, de modo

que se.pode falar do segundo, tercéiro, «.., n-ésimo harmoni-
co; etc. O j-ésimo harmﬁniéowde P, para 3 € IN* © serd deno-
tado por Hj(P). Convencionemos que HP(P) =P,

Os exemplos abalxo servem para visualizar o fato de

que o primeiro harmdnico de P,H'(P), representa’ a drbita pro-
¢

veniente de P por bifurcaggo‘harmanica.Aquiw A1 < Ay =bif (A

e - - ——ga

=

P=RLR’C~H(P) = RLR’L RLR’C, P=RL?RC »H(P)=RL? RRRL’? RC

Quando o pardmetro em fx(xi varia, e surge por bi-
furcagao tangente:um_ciclo estivel de perfodo k > 1, entdo em
L] N y

sequida exlste uma sequéncia infinita de ciclos &stivels de, pe
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rIodo ij(j » ©) que surgem sucessivamente por bifurcacgao

hafm@nica. Uma simples e lficida exposligao deste fendmeno pode
ser encontrada em May - [ 20]. Neste paper May mostra clara-
mente que a "janela" dos valores do para@metro na gqual todo ci-
clo harménico & estdvel diminul progressivamente, de modo que
O processo intelro & convergente, sendo limitado acima por um

valor critico do pardmetro, Se k=1 e £, (%) é a familia lo

gistica, este valor critico é 3,5700 ... . Além deste valor

4

nenhuim ciclo de perlodo 2l g estavel, £ oportuno observar
gue no intervalo (A(k), Ag) f(onde i(k) é o valor do "nascimento do
ciclo bdsico de perfodo k e A & o valor critico de conver-
géncia), nao existe regilao aperiddica. Entretanto, no paper

consta a adverténcia de que aquele valor limite nem sempre e-

i

xlste, exemplificando com uma funcdo f:I->I, a dols parame-

tros, definida por f(x) = Ax(1l + x)fB.

Tendo em vista estas consideragdes, podemos destacar

os dois seguintes resultados oObvios:

L3

Teorema 1. Para qualquer palavra P, P < HI(PL.

Prova, Podemos exibir uma prova direta. Se P = C ou P =RC,

temos respectivamente H!(P) = RC ou H'(P} =RLRC. Tamhém,

se P=RLC temos P <« H' (Pl = RLLRLC. Suponhamos que

P=RLX1X2 ... XkC=P'C. Se P & par entdo H'(P) =RLX;...
Xy RRIX) ... X% C#P'RR, onde P<H'(P)., Se P & Impar temos que

P < H!'(P) = P'LP.

-

- 27 j+1
Seque imediatamente deste resultado que Hj(p)éuj ),
para todo - j € N . ’ . ’
Teorema 2. Se P1 e P, 'sao palavras tais que P, <P, mas

éz = HI (P,) para todo 3j €& N*, entdo HQ(P;) < P, para todo

s
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j &N, se"P2_=H,k(.P,1) para algum k € ¥*, ent3o H) (p,) <p, bpa
ra 3=0,1, ..., k=1 mas P, <HI(P,) para j » k+1.

Definigdo 2. O anti-harmdnico A(P) de uma palavra P & constru

ido analogamente ao harmdnico H(P)] exceto que agoras X=1L se
P épar e X=R se P & impar,

B facil ver que o anti-harmdnico mantém a R-paridade de
uma palavra P, enquanto o harmdonico altera-a, A construcao do
anti-harmonico pode também ser iterada, de modo a obter-se o
j-ésima anti-harmdnico de P, Aj(P), para j=1,2,3, ... .

Convencionemos que A°(P) = P.
Os exemplos abaixo ilustram o fato de que o anti-harmo
nico & uma construgao puramente formal e nunca corresponde a uma

palavra que represente uma Orbita unimodal periddica.

. Seja P =RLR’C. Entdo A(P) = RLR?RRLRC , donde

P (A(P)) = RLR’C s p(p) implica que A(P) n3o & maximal. Pelo

teorema IT.l.4, nao € unimodal. Se P=RLRC, temos que
A(P) = RLRLRLRC e $*(A(P)) = RLRC » A(P) .também condu-
zem & 'ndao unimodalidade de A(P). Em geral, seja., P=P'C uma

L]

palavra de comprimento n21 (P =C se n=1)., Entao, pela de
finigao de anti-harmonico, temos que Al(p) = P'LP se P ' @&

par e que A'(P} = P'RP se P & Impar. Em qualquer destes ca
sos temos que yYR(A'(P)) = P=P'C > A'(P), donde A'(P) .nao &

maximal, e, pelo teorema II.1.4 também ndo & unimodal.

Definicdo 3. A H-extens3o de uma palavra P & a Sequéncia ma-

ximal gerada pela iteragdo da construgao harmdnica aplicada  j

-

~vezes a P, onde j & arbitrariamente grande;

Definigao 4. A A-extensdo de uma palayra P & a seguéncia AJ(P) ,

onde j cresce indefinidamente. Na A—-extensao temos aJ (P) = J(1—") pa

"

ra k=1,2,3, ...'.
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Se P & uma palavra, sejam P e Pp as sequéncias

obtidas de P pela substituigdo de C por L e R respectiva

mente, Entao & facil ver que

Py, <« P < Pp se P & par
e
PR < P < P se P & Impar.
Por exemplo, se P=RLLRC, entao
PL=RLLRL e PR=RLLRR.

Com estas representacgoes de P; e Pp, podemos estabe-

lecer os dois seguintes teoremas:

Teorema 3. Seja P uma palavra, Entao, para todo n € N* , te
mos que

HY(P) = A 2B, ... AP, -
,\‘ . °

onde os Ay's sao dados sucessivamente por

— 2
k+1 - Pk-1 Ak !

A

sendo que

()Y

e -

Ao = Py, Ay = PgP;, se P Impar.

(12

Prova. Suponhamos que a palavra P seja Impar. Entao temog, su

cessivamente, que

H!(P) = Py P = Bo P é par,

H2 (P)

PLPRPLP = BoA; P & Impar,

H?(P) = Py PpP P P P P P=AoA AP & par.

-

»

Isto deixa claro que H"(p) & par se nzl1 & Impar e & Impar

se nz2 & par, Suponhamos, por indugdo finita sobre n, que

‘ 3
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Hn P = ‘e e ]
(P} = BoA;A, A P

Entdo, se n 2 1 & Impar, temos

n+1 , '_ 1,40 o (ult n ; '
H (P) = HY(H"(P)) = (H (P))gH (P)=AcA, oo B PRAORL . AP
Neste caso, se provarmos que PrApA; ... An~1: Ap . teremos
n+1l
H (P) = ApA1A, ... AnolAnP = AphAy .. A(n+1)_1 .
Ora, se n 2 1 & Impar, entdo temos que
PRAO = Al se n =1
e
PRAQA1A2 = A‘12 A2 = Ag se n= 3,
donde, por inducao (supondo PRrAGA; ... A _,=Bp) obtemos
’ = p2 =
PRRoAL ++- AL AjA . = AA = A .
\‘ -
Agora provaremos por indugéo finita sobre n > 2 ° par, que
PrAoh1 ... A, _, T BAp. De fato, temos que
P AgA) = AF A = A, se n=2
e . -
PiRoA1A A3 = AfZ A3 = A, se n=4,
donde )
PLAOAl Tt AnnlAnAn+1 - An An+1=;iAﬁ+2j

Logo, quando n 2 2 €& par temos

n+1 _ 1 n _ 4 n - . ; =
Ho T (P) = HI(H (P))=(H"(P) H (P) -A&}---§n_IPLAo{§1-~- Ap- B
= AoAl * e An—lAnP = AoAlA?_ ) A(n+l)"lp .
Vamos omitir a prova para o casc onde P & uma palavra par,

porque ela &, mutatis-mutandis, inteiramente aniloga a esta, on

de consideramos P Impar.

Teorema 4. Seja P uma palavra. Entdo, para tode -n € N temos



<

<t

que

1’1('

A(P) =P p se P

Dy

par

2N-1
AM(p) = P se P

D1

Inpar.
Prova. Suponhamos gque a palavra P seja par. Entao temos que

aAl() =p.P=p 2 -1p

221

A% (P) L P

I

- 3 -
PLPLPLP = (PL) P =P

pela definigao de anti-harmdnico. Agora suponhamos por inducaoc

que a formula & verdadeira para n = k > 1, isto &, que

2k
AM(P) = P " P.

Afirmamos que ela & valida também para n=k + 12 2. De fato,

te-
mnos
k+1 1,4k K k, ., __27=1 271
A (P) = A* (A" (P)=(A (P))LZ-\ (P) =Py PLPE P
B ok+1 )
= PL P

Portanto, a formula & verdadeira para todo n 2 ]l. Em particu-

lar, notamos gque A°(P) = P. Quando P & Impar, a prova é

inteiramente andloga e por isso vamos omiti-la.

Podemos relacionar os harmdnicos e os anti-harmdnicos

na forma do seguinte teorema,

Teorema 5. Sejam P e Q palavras tals que P < Q, representan
do 6rbitas periddicas de funcgoes unimodais bem comportadas (co

mo por exemplo satisfazendo as condigaes(142,3,4 ). Entao te-

mos as cadelas

P < HY(P) <« HZ2(P) <,.. <A2(Q) < A'(Q) < Q

cve < BZ(P) < A'(P) « P <« Q < HY(P) <« H*(P) <« ...
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Prova. Ja sabemos que a sequéncia de harménicos
P ¢ H' (P) ¢ H2(P) « .
nao admite a intercalagao entre eles de outro tipo de &érbitas,

€ que e convergente, no scntldo de que as janclas tendem a ze-

k

ro quando n-e em HM(P). £ ficil ver que 1P (P)e 1< (), ¥ i, KEN,

}Basta entdo mostrarmos que At Q) < a" (q)

para todo n € W, no caso da primeira cadeia do enunciado. Sc

Q & par, temos, em vista do teorema 4, que

AT =0i"lo =090 ...00
(S
n+1 ot
AT =0) Q=00 -+ Q0 +.. 00,

+1 -~ -
donde An (Q) <« An(Q), pols o anti-harmonico mantém a R-uari-

dade sob sucessivas lteracoes. Se Q é Impar, o racioclnio &
analogo. Assim, os harmonicos progridem e os anti-harmdnicos re

gridem,~no sentido da ordenagao <, Agora,a segunda cadeia enun

ciada fica obvia. ~

Ma pratica, nao & necessirio que j - «, mas apenas que
j seja.suficientemente grende em HI(P) e em AJ(P). Isto fica claro

com o seguinte teorema.

Teorema 6. Seja k>1 um inteiro, Consideremos a sequéncia or-

denada completa de solugoOes de f?(cx)==ck e suas palavras as-

sociadas para 1<n<k, Seja A; qualquer destas solugoes, .com
palavra P; e comprimento n;, e seja Az > \; a solugao "adjacen-

te" (isto &, a prbéxima na ordem usual de R), com palavra P, e

comprimento n,. Formemos a H-extensao de P; e a A-extensao de
P2, Lendo da esquerdé para a direita, as duas extensoes Pﬂ(Pl)
e Aj(pz) terjo uma subsequéncia comum P* de maior comprimento
n*- 121, de modo que podemos escrever

HY(Py) = P*X1 veo Ad (p) | P*X, ...

’

onde X7, ¢ X, e X4 & uma das letras L ou R.

Caso 1, n* > 2n,. Entad a solugao A* de menor ,ordem tal que
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A1 <A* < A, & o harmdnico de P,.

Caso 2. n* < 2n;. Entao a solugao \* de menor ordem tal

que
A1 <A* < X, corresponde a palavra P*C de comprimento n*
(n* > k necessariamente).

Uma simples consequéncia deste teorema é o
Teorema 7. Seja |ni = n,| =1 no teorema 6. Entdo a solucdo de

* s
menor ordem A7, com A; < A*¥ < X, , tem comprimento

n* = 1 4+ max {n,, n,}.

Damos em seguida alguns exemplos de aplicacgao do tco-

rema 6 e 7 acima,

(1). Sejam as palavras P, = RLC e P, = RL“RLR2LC, onde
J P ] 2 .
Py < P,. Neste caso k=9 e comparamos
3 _ 2 252 2 7 12
H°(P;) = RL*"RLRL°RL RLLRLR L'RL C comt
A(P,) = RL*RLR’L’RL’RLRRL C. Na posigao de discordan
cia n*=15, temos X, = L e X, = R. Estamos no caso
1, pois n* > 2n;. Temos entao .
P*C = RLZRLR’L’RL*RLC e como
P, < H(P;) = RL?RLC < P*C < P, , a solugao A* dec me-
nor ordem tal que A1 < A* < X, & representada por H (P,).

(2). Se P; = RLR}®LRC <P, = RLR® C, temos k=8 e compa-

rando

H(P;) = RLR’LRLRLR’LR C com

A(P,) = RLR’LRLR RR C,

obtemos n* =10. Mas como n* < 2nj, entao pelo caso 2,

a solugcdo A* corresponde a palavra

P*C = RLR’L RLRC tal que P) ¢<P*C < P,.



(3) Sejam P; =RLR°C e P,=RLROC, onde n;=8, n,=9

n = e
Py ¢« Py, E a situagao descrita pelo teorama 7. Comparando
as sequencias

H(P;) = RLR> RRL R C

e

A(P,) = RLR® RRLR" C ,

obtemos n* = 10. Entao a solucao A* de menor ordem tal que
A1 < A* < A, , corresponde a palavra Px*C = RLR'C, que

satisfaz P;< PxC < P,.

Devemos fazer uma observacgao. A definicao 1 afirma que
o harmdnico da palavra P=P'C & a palavra H{(P) =P'XP, onde
X==Lv ou X=R conforme P seja Impar ou par respectivamente.
De fato, & facil ver que H(P) & maximal pois P & maximal.
Dal, HjXP) também o &, para todo j 2 1, inteiro. Portanto, a

sequéncia admissIvel P*C construlda pelo teorema 6 & maxi-

mal, donde, pelo teorema I1I.1.4, representa uma orbita unimo

dal,
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CAPITULO Iv

EXTENSAO DA SEQUENCIA DE gARKOVSKII (ANTES DO 3)
1. ALGUNS RESULTADOS

Para qualquer familia a um parametro de fungaos unimo
dais, vamos indicar por n, o r-ésimo periodo n21 scgundo

a ordenacao

F(n) '
onde
Fn) = -1 % ) 2nld
2n dln
d Impar
& a formula de Fine -[10|. Desta, podemos facilmente cxtrair as
formulas i -
k
l -1 D e -
F(n)==; (2" -1 e F(n==2k)::2‘ k-1

nos casos especiais onde n:3 € primo e n>1 & uma poténcia de 2, respecti-
vamente. ’

Quando a ordem nao for essencial, indicaremos n, a-

penas por n.

A luz dos teoremas III.1.1 (Julia) e III.1.2 (Singex),

podemos fazer a seguinte adaptacao do teorema II.2.4.

Teorema 1. A orbita de periodo n;, onde n=2).k (k21 & im-
par e j € N ), & representada pela palavra:

(a) R*j*RLRk_3C se 3>0 e k>3

(b) R*J 4 C se j>0 e k=1.

Frequentemente indicaremos por P(n,) a palavra que

>

corresponde ao periode n,. Se nao houver risco de confusao,

¥
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ela serd denotada por P(n) ou simplesmente por P.

De acordo com as consideragGes acima, podemos extrair

do teorema II.2.5 (Sarkovskii) (que & uma consequéncia dos

teoremas 1I1.2.1,2,3,4)o sequinte

Teorema 2. Se k23 & impar e 3 € N, entao temos:

(a) (27), « (297h) (ou R*J xC = R*J % RC)

() (27 (k+2)), < (2'%), (ou R¥J x RT, R*7! e

b=
C - R*: ]

* RT, R )

() 23y, « 27k), (ouR*Isc «r¥I«rLE ) .

Como um corolario deste tcorema, temos o

Teorema 3. Os periodos ny onde nx24 e rx2, satisfazem:

(a) (Zjil)l < (Zj)rr se j>2

(b) (279k), <-(2j(k+2))r, se j~=0,1,2 e k33 g
& impar-

©) (273),« 23y, se j:2.

r

Prova. A parte (a) & Obvia, porque a palavra R*J x RC repre-

senta a 6rbita obtida de R*J »C por bifurcagdo harmdnica, e

nenhum outro tipo de orbita pode existir entre elas.

Para provar a parte (c), escrevemos
3 _ . ot
P, ((27),) = R*JIxC =P C

P,((27.3);) = R*I * RLC = P} X X, . X,541 C

. R '4'.1 N ~
onde X; € {L,R} para i=1,2, 277" . como P <P,, entao

4 e ey
X; =R se P; & par (para jz2 par) e X1 =L sc P e
impar (para 323 impar). E claro que (2j)i‘6(23)r. Qual-

quer palavra P((2j)r) sO pode estar entre P; e Py se pos
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. ' ~ .
Sul a parte comum P, de P, e P, , O que nao possivel se

r22.

Quanto & prova da parte (b), & suficiente mostrar que
nao existe Orbita unimodal com palavra do tipo PHZJ(k-+2)r) en

tre as O6rbitas cujas palavras sao Pl((23(k4-2»1) e B((27.%),) .

Temos que

_ - k-3 . 1
Pl = R** y RLR RRC = PQ X1X2 X2j+1c
e
: -3
P, = R+ RLR" Pc =p,C ,
onde P£ & P, sem C. Entao P s0 poderd estar entre P e

. ' - -
P, se for do tipo Py Y1 Y, Y,5+1C. E facil ver que P, &

Impar se j20 & par e que P, & par se j>1 & impar, pois
conforme a observagéo feita apds o teorema II1.2.2, o .x-produto
de R “por uma palavra, inverte a sua R-paridade. Nestes ca-
sos temos que Y; =X; =R e ) Y. =%y =L, respectivamente.
Como P#P;, , entao para cada j2>0 inteiro, 22j+L1-l

& o nlmero (menos 1) de arranjos com repeticao das letras L e

R tomadas 23t'-1 a 23*'-1, e di o nimero de sequéncias

admissiveis P a serem consideradas na comparacao com P e
P, .
Se =0, temos ) v
PI:RLRk'3 RRC ,
p =rLRS? RY, C
e ' k-3

P,=RLR" C,

-

onde s0 & preciso analisar o caso Y, =L, no qual P < P;. E

terminamos este caso.



Se j=1, temos

-3
P, = RLR (RL) ¥’ RLRLRC ,
_ 5 k-3 .
P = RLR“(RL) RLYyY¥3Yy C
e
-3
P, = RLR’(RL) k=3 ro

’

!

onde devemos considerar os casos X,X3X, = LLL, LLR, LRL

RLL, LRR, RRL e RRR., Ora, se X,=L entao P < P, e dai

sd nos resta analisar os casos onde X9 =R que sao RLL, RRL

e RRR. Dail, se X;=R também temos P < P;, restando apenas

o caso RLL. Agora temos P, <P < Py, mas caw ¢2K(P) =RLLC > P,

entao P nao & maximal e pelo teorema II.l.4 nao & unimodal.

Logo nao existe Orbita unimodal do tipo P((2(k + 2))r) cuja
palavra P satisfaz P, <P < P,.

\.\‘

Se j =2, entao devemos comparar

>

P, = RLR2(RL)2 (RLR2)* "RLR RRL RRRLR C ,

P = RLRZ2(RL)? (RL Rz)k—3RLRBY2Y3YqY5Y6Y7Yg C
e ’
= 2 2 2yk =3
P, = RLR2(RL)2 (RL R?) RLR C,
E necessario que Y,Y¥; = RL porque P < P, se Y, =L e
se Y,¥3; = RR. Se agora Y, = L, entdo ¢*¥(p) =RLL...C»> P,

v

embora P; <P <P,. Jia temos Y,Yi;Y, = RLR. Se Y; =L  entdo
P < P; e ndo & o que buscamos. Logo Ys = R. Se Yg = L te-
mos P1< P<P, e devemos consideraros casos Y,Y¥s = LL, RL e
RR, para decidir. Cohtinuando, se Y, = L entao ytk*t 3(p) =
RLL YgC > P. e se Y,Y¥g = RL temos y*k+5(P) SRLC » P. Tam-
bém, se Y7‘Y8 = RR entao -xb”k+3(P) =RLRRC > P. Agora ja
temos Y,Y3Y,¥5¥s = RLRRR . Se Y; = R temos P1¢P <¢P,, mas
os casos Xg = R e Xg =1L d3o respectivamente $*K(P) =RLRRRRRC

> P e ytktS(p)

il

RIL ¢ P. Logo X5 # L. Finalmente, .k se



44

Yg = L entao P <« P;. Mostramos que nao existe Srbita unimo-

dal dQ tipo P((22(k-+2))r) cuja palavra P seja tal que

P, <P <P,.

Queremos observar gque mesmo no caso do teorema 3. (b)

continuar valendo para Jj 23, a prova por este processo & mui-

to exaustiva.

Teorema 4. Se k>7 & Impar, entao a o6rbita unimodal de periodo

k, & representada pela palavra

P(k,) = RLRFPLR €.

Prova. Ja sabemos que P(k;) = RIJRk“3C:. Esta claro que a se
gunda Orbita unimodal de periodo k, P(k,), & a Orbita de pe-
riodo k mais proxima de P(k;) tal que P(k;) < P(k.). Pre-
cisamente; isto significa que para toda orbita P(ky) # Plky),
temos P(k;) < P(ky) ¢ P(k,). Por causa do comporté%ento dina-
mico de uma familia de fung¢Oes unimodais a um parametro, e da
dependéncia continua destas fungdes com relagdo as condicgdes
iniciéis, aquela maior proximidade signjfica que‘a primeira le
tra em P(k,) que difere da correspondente lééra em P(k;) ,
estd o mais proximo possivel de C. Isto &, as palavras P(ki) e
P(ky) devem ter o maximo possivel de letras (L ou R) coinciden

tes a partir do inicio.

. -4 " .
Seja P(k) = RLRk LC uma sequencia admissivel. Co

mo P(k) < P(k:), entao P(k) nao & uma palavra,‘isto @, nao
representa uma Orbita unimodal de periodo k. Seja a sequéncia
admissivel dada por P(k) = RIJRk_JIJXC[, onde X €{L,R}. Se

X=1L, temos que P(k;) < P(k), mas como

wk—k(P(k)i = RLL C > P(k) , v
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P(k) nao & unimodal pelo teorema II.1.4. Se X=R temos ain-

da P(k;) < P(k), mas agora
k-u
P (P(k)) = RLR C < P(k).

Portanto, encontramos a Orbita procurada P(k,), cuja palavra

- -5
& p(k,) = RLRCLR C.

Se k=65, entao P(5,) = RLLRC, pois as palavras

das trés Orbitas unimodais de periodo 5 tem a ordenagao

P(5,) = RLR?’C < P(5,) = RL2RC <P(53) =RL®> C.

2. UM TEOREMA QUE ESTENDE S (ANTES DO 3).
' Usaremos especialmente o Leorema IIT,2.6 (combinado’

com o teorema II.l.4), para obter uma extensao (antes do 3 no

o>
-

sentido da < -ordenacao) da sequéncia original de Sarkovskii

s'

Cada elemento (periocdo) n € S deve ser entendido co-
mo nj s conforme ficou estabelecido no capitulo I e no teore-

ma IV.1.3.

A nossa extensdao de S consistird em intercalar n_ §

S entre (no sentido de <) dois periodos adjacentes quaisquer

( exceto em 1 <2 <4y <*8; < ,.. ) m;, ni € S tais que m; <

ni. Entdo ficard m, <¢n_ < ni. Da mesma forma, intercalaremos

periodos nr.entre n_en; , n, entren, en;, etc., e em

seguida intercalaremos outros periodos entre n.en., entre

n.. e nr" , etc..

<

~ . -
Vamos comegar,a extensao intercalando periodos ny €s
\] v

)
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entre 5; e 3,, mantendo a ordem < acima. Temos que

P(5;) = RLR?C
e

P(3;) = RLC.
Comparando

H(P(5;)) = RLR?LRLR?C
com

A2(P(3;)) = RLR.LRRLR!LRC ,

obtemos a sequéncia finita comum de maior comprimento

P* = RLR?LR,

que compoe a palavra

P(7) = RLR?LRC
tal que
H(P(5;)) < P(7) < A% (P(31)).
Como
P(5,) < H(P(5;)) e AZ(P(3,)) <«P(3,) ,

entao pelo teorema III.2.6 temos que
P(51) < P(7) « P(3:).
Assim, obtivemos a palavra P(7) que representa uma Orbita de

periodo 7r(r>1) tal que 5;< 7, <3;.

»

Em seguida, vamos <-intercalar’ um periodo entre 7, e
31, que nao estd em S, comparando

H(P(7¢)) = RLRRLR2RLR’LRC

com ' )
A2(P(3;)) = RLRLR?LR?LRC.

Obtemos ent3o a palavra P(8) = RLR?2LR2C tal que

H(P (7)) < P(8) <« A%(P(3:)),

representando uma Orbita de periodo 8, :(r'>1) que satisfaz

7y < 8p1 <3, ou seja, uma Orbita de periodo 8 tal que

7<8<«3,

Continuando desta forma, podemos obtér as. <- interca-

lagoes das palavras ‘ :

]
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P(10) =RLR’LR*LRC = R(LR?)2LRC  entre P(8) e P(3) ,
P(11) =RLR’LR?*LR?C = R(LR? )’ C entre P(10) e P(3),
P(13) =RLR’LR’IR*LRC = R(LR?2)®  LRC entre P(11) e ©P(3),

P(14) =R(LR?)"C  entre P(13) e P(3),

P(16) =R(LEK?)" LRC entre P(14) e P(3),

etc. Observemos que se Xj; € {L,R}, entao

(Xl X2 ces Xn)r significa Xl X2 cea Xl'l X1 X oo ¥n ... X3 Xz .o XI‘.

.{r fatores X;X2...¥X_ ) e nunca XEXE...Xr.
n n

As palavras acima representam, respectivamente, Orbi-

tas unimodais de periodos 7,8,10,11,13,14,16, ... . Temos por
tanto a sequéncia < -ordenada de periodos
~.
5, ¢7<8<¢10<11 <13 <¢14<¢16 <...< 3;, =

correspondente a sequéncia de palavras

P(5:) <P(7) <P (8) <P(10) <P(11) «P(13) «... < P(3;).

-

Claramente, podemos observar a regularidade dos pares
(7 + 35 < 8 + 3g)

onde s € N, na sequéncia

(7 <8) < (10<1l) <« (13 <14) <« (16<17) <

Prosseqguindo com a extensao, vamos agora intercalar pe

riodos n g€ S entre 7 e 8. Sempre usando o método fornecido

pelo teorema III.2.6, obtemos sucessivamente

7<9<8 ; P(9) = RLR’LR’C ,

749 %10 <8 ; P(10) = RLRZLR*C ,

7«94«11 10«8 ; P(11) = RLR’LR°C ,

1
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7<¢9<11<12<10<8 ; P(12) =RLR’LR® (,

7<9<ll < ...<¢ 7+2(i-1) ¢...< 842(i~]) ... < 12<10<«8

onde i EW*,

23i=-1

P(7+2(i-1)) = RLR’LR c,

i

P(8+2(i-1)) = RLR2LR’ ¢ = rR(Lr?? & 371 ¢ |

Convencionemos que quando OCOrrer a expressao R®, es-

ta devera:ser ignorada.

Analogamente, entre 10, 11 £ S, podemos também inter-

calar periodos n £ S segundo a sequéncia

1012« 14 < ... « 10+2(i-1) <. < 11+2(i-1) <... < 15«13« 11,

&

onde 2 _2i-1

P(L0 + 2(i-1) = R(LR?) LR C
© 3 2 (i-1)

P(11 + 2(i-1) = R(LR?) R C.

E assim por diante, podemos < -intercalar entre
51, 3:€ S, a sequéncia genérica B,y dada por

3k~ 2 <3k<3k+2<... «3k+2(i-2) <... -

.

eee ©3k+21i~-3<... < 3k+3<«3k+tl<3k-1,

onde k>3 & inteiro, na qual

P(3k+2(i-2) = R(LRZ)F P LrZ™! ¢
e .
-1 i-1
p(3k+2i-3) = RLR )T RGN ¢,
E notavel o aspecto da sequéncia E%Vk onde os perid
e

dos da forma 3k+2(i=-2) (na metade esquerda) cresem quando i



cresce, enquanto os periados da forma 3k + 2i ~3 (na metade

direita) decrescem quando 1 decresce. Assim, podemos representa-

la mais comodamente sob a forma

E = (3k+2(i-2))

3,k i:l<6(3k-f2l"3)

1
j=cw 4

onde temos para i'=1i+1,

3k+2(1-2)<3k+2(i'-2) e 3k+2i'-3<3k+2i-3.
Além disso, temos que E3,k < E3,k+1° Todas estas afirmacoes

serao provadas no teorema 1 desta segdao. Explicitamente, as

sequéncias
E = 7<¢9<¢l1ll <«...<¢12<¢10<«8 '
3,3
E3 L 10«12«14 <«...<«15<¢13<«11 ,
’
™~ E3 e = 13<¢15<17<...<18<«16<14 ,
r - -
E, . = 1618 <20 < ... <21 <«19<«17 ,
4
estao ordenadas do modo ] )
5,< E3’36E§’M<GE3“36E3,6<».“ <Ey g < < 34,

e descrevem uma extensao de 8 entre 5; <3;. .

Com um procedimento semelhante, podemos intercalar en

tre 7:, 51 € S a sequéncia -genérica Es 1 dada- por

5k - <S5k - 4<¢Bk ~ 2 <,..< 5k + 2(1i~4)<..."
ce.%Bk+2i~5<,..<¢5k+1«5k-1<5k ~ 3,

ou por

~.

. ) . 1
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na qual temos Egg <'ES K+, & para i'=1i+1,
. !

Sk+2(i~4) «5k+2(i'-4) e Sk+2{'"-5<5k+2i - 5.

As palavras referentes aos periodos em E[3 sao

k

P(5k+2(i-4))= R(LR‘*)k”2 LR

P(5k+2i-5) = R(LI#*)k"l Rz(i_l) c.

Agora, temos uma extensao de S entre 7; e 5; dada por

71 <E5,3<E5,4 6E5’5<... éEs,k_é"' <5, ,
onde
Es,a = 9<¢]1l1<13 <...< 16<14<12 ,
E5,L¥=14<-16<~18 “ie. e 21 <¢19<«17 ,
\E5,5:=19 ©21 <23 <...<% 26«24«22 ,

Para percebermos melhor o processo indutivo desta exten-

sao de S, vamos repetir o método mais uma vez para intercalar

- . -
a sequencia de periodos

E = (7k+2(i-6))

. 1
7,k < (7Tk +21i - 7)i=°0 ' .

1=1
cuja forma explicita & (para k> 3)
7k - 10<¢7k.- 8<¢...<¢7k + 2(i-6) <...
e «Tk+2i - T7<...eTk - 3<¢7k - 5,

entre 9;, 7, € S. Assim também temos que E7,k<ﬁE7,k+l e, para

it=1i+1,

<

Tk +2(i-6) <7k +2(i'-6) e 7Tk+2i'-7<¢7k+21 -7



As sequéncias B sao

7,k
E7 ; T 11«13«15 <...< 20«18«16 ,
E = 18«20«22 <...% 27«25«23 ,
704
E, . = 25«27 <29 <...< 34<32<30 ,
r

Portanto, em geral, podemos intcrcalar entre os perio
dos (20 +3);, (28 +1); €5 da subsequéncia de S formada pe-

los periodos impares n; onde n=2{+1 e £ € NIN*,

.--<‘(2£+3)1(3(2£+l)1<'....<’ 91<’71<‘51<31

!

a sequéncia genérica

2 + Dk-2(22 - 1)< (2L + Dk=-2(28-2) «.,. < (2@+l)k—““?.(2(’—i)<...

e L DK+2i- (2841) <... < (204 1k- (20-3) <« (20 + Dk~ (20-1),

ou

o T i 11
E,per x = W28+ Dk-2020-1]7_o [@e+ Die2i-@e+ 1]

0 . o1
[2e6c- ke 2] <[200c-Dwke2i - 1]

cujas palavras sao

-2 241
r(Lr2H K" 1 r2

il

P(28(k - 2) + k + 2i)

k-1 2(1—1)C»

P(22(k ~ 1)+k+2i-1) = R(L &Y R

squénc i g ' sao tais que
As sequencias E2£+1,k a

E2£+1,k < E2£+1,k+1 ’

e em cada uma delas (onde 2£+1 & Tixo) temos

-

28(k-2) +k+2i < 28(k-2) + k + 2iu
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2(k-1)+k+2i' - 1 < 22(k-1) + k + 2i

Escrevendo-as, uma por uma, fica

Ezﬁdﬁz2£+562£+742Z+9<'“64£+864£+6<4E+4'

E, =4+6<40+8<4L+10%¢...<60+946L+7<6{+5
Z.«e+l,Ll

!

E2.€+1’5: 6L+7<6L+9<06L+11<,..<B80+10<8L+8~8{+6 ,

Estd completa a extensdo que pretendiamos fazer na sub

sequéncia de S formada pelos periodos impares n; tais que

n = 29(2£ + 1) > 3.

Fazendo o mesmo com relacao a subsequéncia dos n; € S

-

tais que n = 2}(2¢ +1), £ € N*, ou seja, em

-

e S (2U(2L43)) € UL S L S (20T (205) < (203),

obtemos a sequéncia genérica

»

-

21 (28+1)k-22(28-1) <2} (28+1)k =22 (20 - 2) <...< 2 (20+1)k-2% (28-1) < ...
L2 (20 + 1) k+ 24 2220 +1) ... 2 (204 1) k-2 (20=3)< 2" (2041) k=21 (20-1),

ou

. ) } . o ) | o
Ezf(uﬂ),k = 21228 (k-2) +k + 2i] j=1 2 [2£(k 1) +k+ 21 =975

entre (21(22 + 3));, (21(22 + 1)), € s
cujas palavras sao

P21 (20(k~2) +k+2i)) = Ag A} (A, A?K—-l)};—z A Alz(i”l) o
e .
P22k = 1) + X+ 28~ 1) =Ro Ay (A, Azlﬁ'"l)k"lAg(i—l)

c ,
onde

Ao =R, A; =LR e A, = R’LR ='A A;.



Convencionemos que AP deve ser ignorado.

Para as sequéncias Eolop41) K (21(2£+1) & fixo)

E ,l1ipps1), 5= 2 (2045) <21 (2047) < ... <21 (4046) « 2! (4L+4)

Eol(op41) 4= 21 (48+6) <21 (4048) < ... <21 (60+7) <2 (6(+5)

Ezl.(2£+1 )’5f= 21(6£+7)<s21(6£+9)<o...<=21(8£+8)<321(88+6)

valem as relacoes

Eot(ap+1) x O Erl(ape1) ke,

2V (28(k=-2) +k+2i) 2V (28 (k ~2) +k +21i")

- ~ 2 (2L(k=-1)+k+2i'-1) «2'(28(k-1) +k+2i-1).
Analogamente, podemos intercalar entre os periodos
(22(22 + 3)); e (22(22 + 1)),
da subsequéncia de S formada pelos periodos"nl tais que
n = 22(22 + 1), a sequéncia arbitraria
2220+ 1)k=-2%(22-1) <2222+ L)k =23 (28-2)<... < 22 (20+1) k=27 (20~1)%...
C 2% (204 1)k42%0 - 22 (204 1) .. <22(AH1)k~2? (24-3) <27 (20+1)k=2? (20-1)
ou
E22(2£+1) kT 22[ 28 (k-2) + k+21](:___1 < 22 [ 22(k-1) +k+v2j.- 1 ]11: W
tal que

B2 (2er1) 0 ¢ F2? (2441) k42

e cujas palavras de seus periodos sao.

20-1 k=2

P(22(28(k-2) +k+21) = By By Ay (A3 By ) Aexh22(if1) c
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P2(U(k-1) + k+2i-1)= Ao &) B, (ag A3t 1)K p20°1)

onde Ay=R, A =LR, A =BSA] e A=A 27,.

Estas sequéncias E22(2£+)) . + Que estendem a subsequéncia dos pe
. 4 ’ .

riodos n; = (22(2£+1)), €8S

ca S (27U (27U <L < (LT 9 (205) ) < (273
sao
E2 (2041),3 = 27 (28+5) <22 (20+7) <., <27 (40+ 6) <22 (40 +4) ,

B2 (ppp1) 4 = 27(4046) <27 (4L48) <. . <27(6L+T) <27 (6L +5)

e satisfazem

L 2 . ~" 2 .
29(22(k-2) + k+2i) <2°(20(k=-2) +k+2i")
e &

22 (22(k-1) + k+2i'-1) «2%(2k~-1) +k+2i~1)-

Generalizando, podemos intercalar a sequéncia genéri-

»

ca

3 o j _oo -3 1
B3 aen) 0 =2 [28(k-2) + k+2i],_ @ 2320 (k1) + k+2i-1] i= o0

dada por
23 (2041) k=23*! (20 -1y <27 2041y k=27 (20-2) < ...
« 23+ k=220 - 1) < ...
cee <23 2041) k27 (20 (23-1)) <. . . < 27 (2041) k=27 (20-3) <27 2241y k27 (2¢-1),
entre os periodos (2j (2£+3)), e (27 (22 +1) )1 da subsequén

cia de § formada pelos periodos n; tais que n=2](2/&+l),

j € W*, Esta subsequéncia de S .&

e @ ee e et e <@ < @8« (2 3,

As palavras correspondentes aos periodos de Ezj (‘?é+l) K . sao
. TEA "



. . |
P2 (20(k-2) +k+21)) = A A ...A A A O 2 (i-1)

33+t 175 C
e
j ' . 28-1, k=1 2(i-1)
P27 (28(k-1) +k+2i-1)) =A_ A, ...A. (A, A H*Ia, c,
o Bt B0 j
onde Ag=R, A;] = LR e Byy = A;ilAj , com a convencado de

que A? deve ser ignorado. Temos ainda que

E <

2j(2£+1),k E?j(z£+1),k+1 !

23 (20 (k-2) +k+21) « 29 (28(k-2) +k+2i")

4

2j(2£(k-l)i-k4-21'-l) < 2j(2£(k-l)4-k4-2i— 1)

e as sequencias Ezj(2£+1),k sao

Eji(ager), s = 2 RE+5) <20+ <. «2T@al+6) <2T @b+ ),
e,

- = 2] .23 Ceod N
E23(2£+1),’+ = 2 (4£+6)<2 (4»6"‘8)(.,,(2 (62.{..7)(2 (62 +5) ,

4

E facil ver que esta generalizdcao ainda vale quando
j=0, isto &, o caso dos periodos:impares n=2°%(122+1) enqua-

dra-se neste caso geral. De fato, temos que

28-1, k-2 2 (i-1)
B, By ) A By C=

P(2°(22(k~-2) + k+21))

-]l ke
24 ]qu

R(LRR™) g2 (i1

R C

R(L Rz(& )k—z I R21—1 c

zﬂ—l)krl <2 (i~-1)

P(2°(28(k-1) + k+2i-1))= AR, Aq Ao C

= RILRA) K12 (i-1)

14

sao as palavras relativas aos periodos de



&

. . d _
{3} P(Ej’L‘kli)—AoAl ...A(A A,

- 0

2°(2041) kT =20 [<2£(k~2)+k+21)]1_§20 (20 (k-1) + k+2i.- 1|

Portanto, em resumo, a nossa extensao de S

antes

do 3 fica assim: entre dois periodos (nao incluidos os harmd-
nicos 2j) quaisquer 2j(2£ + 3) 62j(2£ + 1) de S, onde
jJEN e L€ N*, intercalamos sucessivamente infinitas
sequéncias do tipo cresce- decresce (em relacdo ao tamanho dos

periodos)

-1 00

] . . 1
(13 Byjapa) = 2 [2{(1«2) +k+23‘_J < 2J [22(}«1) +k+2i - 1.‘|

j_z_’] S i=ow

onde k = 3,4,5, ... e i € W*_,
cujas palavras sao

; 3 _ Y = 28~1, k-2 2 ti~1)
{2} P(2\$2£}(k 2) +k+2i)) = Aq AlA. .. Aj (AjHAj ) AjHAj
e ) P

C

»

3 P 200k1) ke 20-1) =Bg By.e. Ay, 8T AT

512 3 !

~ . ~ o
com a convencao de que devemos ignorar a expressao Aj
»

Para simplificar as notacgdes adotadas nas expressoes

{1}, {2} e {3} acima, vamos representa-las, respectivamente,

por
: [ _ e © . ad 1

(1 Ej'z'kn (Ej,,@,k,i) i=1 <(Ejr£,kli) i=w ’

' ' = 28~1, k-2 2(i-1)
23 P(Eﬁ,ﬁrk,i) = Bo Ay e By AT )T AL By c,
e

2£-1 k=1_. 2(i~1)
3+173 ) 5y C

onde o e significa esquerda e o d direita. Explicitamente,

-

cada Ej,ﬁ,k (ou F LK, ) tem a forma



e e d d
ET < E. S .,.<E L Dul
j. 2.k, S8 ek, $.k,2,25 55,0 ,% 1

A nossa extensao de S antes do 3 pode agora ser re-

presentada pela matriz infinita
L ES = (E],Z,k) 7

cujos Indices j:20, £:1, k23 e 1:>1 (implicito)estao or

denados lexicograficamente, Assim, temos

<[ < E <L, < < TT <
51 Eo,1,3 0,1, Eo,1,k 3

7y < E < < < < ... <
1 0,2,3 ¢ Fo,ou ... Es,2 k 31

N .

< | [ < ¢... < E < oL <
10, E1,1,3 El,l,u 1,1,k 6)
14, < E ¢ E ¢... ¢ E < . <10
1 1,2,3 1,2,4 1,2,k 10,

ES —
N0 20, ¢ | TE < E <¢... < E < e ] <123
2,1,3 zrlzﬂ 2llrk

Q) ) ™ . PN g . . oo <

» 28, < E2,2’3 < Ez,z,q< . < E2,2,k < - 20,

15y, < | [E < E G .. < B, < el | 4(2j.3)
(2-. 11 3,1,3 Jelo j.lk j :
(23.7 < | | E. © E, <,.. <E < ... < (27.5),
Ji2,3 Jr2,4 JIZIk .
j '~ )]
+ <|I|E. <« E.- ... < E, < < (27 (20+1))
(2-(22+ 31 3,2,3 35,2, 3,2,k 1
L .
Precisamos de um mecanismo para determinar a R-parida
de das palavras {2} e {3}'. Mas isto & ficil. De fato, como
'u
os Ajs
= = - — a2 n _n 2
Ao = R, A; =LR, A2~R2(>LR)—-AOAl,...,Aj+1‘-—Aj_l Aj
52 N .
" sdo todos Impares, entdo basta notar que a expressao Ao Ay ... A
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MDs

par se jx>1 & impar e & impar se j>0 & par. Isto porque

€& Obvia a R-paridade das expressOes restantes em ambas as pa-

lavras. Além disso, notamos que Ay comega com R se 3 é

par e comega com L se 3j é impar.

Agora vamos escrever as palavras de 23(22 + 3)

L4

23(2£ + 1); € S em fungao dos A;s para obtermos maior como-

didade na demonstracao do teorema l. Ora, ja temos que

P(QjQ£+ uh)=fvj*RLR2w'” C.

Neste caso, P & par se Jj- & impar e &€ Impar de j & par. Se

j=0, entao

P(2e+1);) = RLR" ¥ e R(LR)2£'3C=AOA1A<2>£"3C.

Se j=4, temos

>

2(8-Npao R(LR) (R?LR) (LR)2£_3C

P((21(22+1));) =RLRR (RL)

28 -3
= A, A AA) C.

E em geral, podemos obter por inducao

. 3 _ 2213
{4} P((27(22 + 1));1) = BAp A1 ... Aj Aj+l Aj c .,

-

: j 28 -1
e dal, {5} P((27(2£+3))1) = Bo Ay ... By By, A C.

Finalmente, podemos estabelecer o seguinte teorema, cue

garante a extensao Eg de 8.

Teorema 1, Sejam os periodos (29(22 + 3)); , (23(22+1)), € s,
representados pelas palavras {5} e {4} respectivamente. En-

tao, entre eles podemos intercalar periodos de Eg -numa ordena

cao dada por :

j ES .
(1) (27 (22 + 3))a <Ej,£,3,1 ; ’
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(20 B 4oy s S pie1
(3)E§J1kJﬁm<Eizk,i+w;
(4) E?,k,k,i+l‘6 Eglﬂrkfi ;
(5) o

e
5. 8,k1 ¢ By k1,1

d

3,0k, € (27204 D)

(6) E

Prova.

(1) Devemos comparar

P((27(22 + 3))1) = ag B, ... Ay A, a2t ¢

com

) B
P(E- /83 l) '_Ao A_l LY Aj A.

~. Jrtr3,

Se j20 for par, j+1 serd impar e entdo

pr27 (22 + 3)y) = Ag Ay ... Ay By p 2tm!

1+l )
sera impar e Aj+1 =1L ... . Neste caso, teremos C>L na
23 (2¢ + 3)-8sima posicdo. Dai, (279(2£4 + 3)); < E® . Por
:]l'€’3ll
outro lado, se j>1 for impar, 3Jj+13>2 serad par e entao
P'((27 (24 + 3));) serd par e By =R ... . Na 23 (20 + 3)~Esi
. ) e '
ma posicdo teremos C<R, donde (27 (2€ + 3))1<°Ej,£,3,1'
(2) Agora a comparacao & entre as palavras
e 2£-1, k-2 2(i-1)
ES ) = AjgAy; ... AL(A. A, A~ A, Cc
PES ¢,x, 1) o 5 By Py ) 3+173
e
e 2£~1, k=2 21
P(E. . = oo AL(A,, A, ) A, A, C =
( 3,£,k,1%l) Bofy «ee By Jt ] j*t1 3
‘ : 2p=-1, k-2 "o (i-1
=g ..o B A, ALK (1-1) 2 ¢,

i i iy A 8 ]
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Ora, (Aj+1 Aj ) € sempre par para toda terno (3,2,k)

admissivel, Se j for par entdao P' (E 0K, ;) serd par e

Aj = R ... . Logo teremos C<R na 2j (2£ (k-2) + k+ 21i) -posigao.

e

Por outro lado, se j for Impar, P'(Ej R i) serd Impar e

A;=L ... . Dal teremos C>L na 27 (24 (k- 2) + k+21i)-8sima po

si¢ao. Em qualquer dos casos concluimos que (2) & uma asser-

cao verdadeira.

(3) Temos
e _ 28-1, k-2 2 (i-1)
P(Ej,z,k,i) = A A ..._Aj(Aj+1Aj ) AjﬂAj C
e
d 2£-1, k-1 2 (i-1)
P(E. ) = A A ... A. A’ A.
( Jlﬂlkll) ol ]( ]+1 ] ) ] ¢
' _ 2£-1_ k-2 2(1 1) 221
~ = RAoA1 ... Aj(AjHAj ) Aj+1Aj Aj C.
2(1—1) - . . . : - - .
Como A:J € sempre par quando i-»« (isto e, quando i

€ arbitrariamente grande), segue pelas mesmas argumentagoes da

e d
parte.(2), que Ej,ﬂ,k,iéw <'~Ej,£,k,i—*w' ¢

(4) vamos comparar

-4 28-1 k-1 23
. . ... A.(A., .A. .
P(Ej,z,k,1+l) ALA, J(Aﬁ»1 3 ) A] C

il

261 k-1 2(i-1) .2

= A ...A A, A, A, C
Fofa BinBy TNy 3
com ‘ , L
d 2£-1 k=1 2 (i-1)
= ... A. (A. A, A. C.
P(ES p k, 1) =BoP1 5 (BB ) .
Quando 3j € par Femos que P' (Ej,t X, 1) é 1mpar, Aj==R>.,. e

R>C na posicao 23 (22 (k-1) + k+ 2i-1))-&sima. Se *j & impar

4 ) .
temos que P'(Ej,ﬂ,k,i) é par, Aj==L ++. e L<C na mesma

posicao acima.



Em qualquer dos casos,

d d
By 0%, 141 By 0k, .

(5) Temos
e d 22-1_ k-1
P(E. ) = A5 A, ..., A, (A, A,
( lelkll) © 1 J ( J+1 J ) ¢
e
e _ 2£-1, k-1
PES p,k41,1) = Po 1 o--n By (3, AEETH) Ay ©
.- ~ . .d . 4
Se j e par, entao P'(E, ) & impar e temos Co> L na
.2k, 1

23(2£(k—1)+~k+-1)~ésima posicao. Por outro lado, se j & im-
par, temos que P'(Eq ) & par e C<R na mesma posicao.
Jelik,1

mmambos os casos,

d d
ST R X R S|

&

(6) Comparando

d - 28~1, k=1 _
P(_Ej"e'k'l). - AO Al « a0 Aj (Aj+l Aj ),‘ c -
_ 20-3 ", 20-1 k-2
Ao Ay «v AgAy, ASTAZ(AL A c
cam . £-3
23 1) = Ay ... A, A, A c .,
P((2° (22 + 1))4) Ao 1 j P41 2 .
obtemos R > C na 2J(2¢ + 1)-ésima posicao se j € par e

L < C na mesma posicao se j & impar. Como P'((27(22+1));)
& impar quando j @& par e & par quando j & impar, entao em
qualquer dos casos temos que

d . 53 .
* : P(Ej,z,k,l) < R ((27°(22+1));).

Mas como este resultado permanece cuando k -, entéqvé verdade aue

a . iy
Ej,z,k—+w,1 < (27 (22 + 1)), .
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CAPITULO Vv

EXTENSAO DA SEQUENCIA DE SARKOVSKII (APOS 3)

1. ALGUNS RESULTADOS PRELIMINARES.

Em [6 j, Carvalho obteve uma extensao da sequéncia de

Sarkovskii

S = (1« 2:<¢4) < ,,, € 20;¢ 12, <,., < 10;< 6; <... < T1ebh< 31),

a qual acrescentou apds 3, e em < -ordenagadao,os periodos NE ()

tais que n > 4. Adotando como modelo a edquagao logistica

~ £,(x) = ax (1-x), O0<acd4

P

’

>

Carvalho em [7 ] também demonstrou que as drbitas unimodais cor

- respondentes aos periodos Np(n) ¢+ POY ele denominadas de Or-

bitas n-escada, sao as Ultimas Orbitas estaveis para cada

.

n > 4., Para maior comodidade, vamos indicar os periodos Np ()

por ng. Com o acréscimo das orbitas (ou periodos) n- escada,

n,, a sequéncia de Sarkovskii ficou assim estendida

< < 5 <« 6 <« ,,. 4 n @ L. .
S 4e e e e

Esta sequéncia serd indicada.por Sg.

As Orbitas n-escada sao representadas pelas palavras

P(ng) = RL™ % c,

Sugerimos consultar Carvalho -[6,7].e M,s,s-[21] para ob-

ter maiores detalhes, M

Podemos agora apresentar o seguinte teorema.



Teorema 1, As palavras das sete {1ltimas Orbitas unimodais de

periodo n.2 7 segundo a ordem < , sao

RLPPRLRC «RLY°Rc«rRLP°RL ¢ «

-1 -4 2 -3 -2
<« RLY'RLC<RLP” 'R°c « RL® RCc<« rRL" “C.

Prova. Para cada um dos casos abaixo, consideremos uma sequén-

cia admissivel da forma

P=RLX1X, .., Xn__3 C, onde X;E€{L,R}.
(1) P; = P(n ).‘RLnFZC & a alti
X 7 . F(rll \ ultima.
Se P #P;, seja Jj o primeiro indice tal que Xj = R. Entao
P ¢ P;, pois temos R> L na posicao jJ+2 , antes da qual sd

existe um R,

-
-3 d - - .
(2) Py = P('nF(n)—-l)‘ = RL"" RC & a peniiltima. =«
Temos que Pg< Py, Se P Pg,P; entao X; = R para algum
i=1,2, ... , n-4, Neste caso, P <¢ Py pela mesma razao expos
ta em (1). .
"I‘+ - e .
(31 P5 = P(ng (n)-Z) = RL™ " R2C & a antepenfiltima.

Temos que Ps <Pg. Se P37 P;5,Pg, Py entdo X; = R para algum

1=1,2, ... , n=4 ou X _ X .= RL. De qualquer forma P <Ps.
Os outros casos onde X _, X . =1LL, LR e RR ja foram
‘cons iderados em Ps; , Pg e Py respectivamente.

(4} P, = P(nF('n)t—3X= RL™" RLC & a maior érbita menor que

P5|

B claro que Py< Ps. Se P~ P, ,Ps,Ps,P7; entdo Xj=R para al-

gm i=1,2, .., , =5, Neste caso, P <Py, *



b4

. n-5 " :
(5) Py=P(ng .\ J=RL R®LC & a maior drbita meror que P,.

Py <P, e, se P% P3,Py, .,,. , P entdo temos os seguintes

casos; Xy = ¢ 1 =1,2, ... - =
asos 4 = R para algum i=1,2, ;y =6 ou Xn—sxn-uxn-3 RLL
ou RLR ou RRR, Mas em qualuer deles, P < Pj .

(6] P, =P (n n-s

= 3 b . - s
p(n)-5} = RL R°C & a maior Orbita menor que

Pj3.

Temos P, ¢P3. Se P3 P,,P3,..,, P7 temos que considerar os
casos onde Xji=R para algum i=1,2,... ,n—6p ou Xn_SXn_an_3=RLL
ou RLR. Em todos eles, P < P,.

\

(7) Py = P(DF(n)—G) = RL™’ RLRC & a maior 6rbita menor Qque

P, .

De fato, P;<¢ P, e se P%# P1,P;, ...P; entdo Xj=R para
N~ '

al‘gum i=1,2, ... ,n-6 ou ansxn-uxn-?s = RLL. Em,ambos os

cagsos, P < Py,

E oportuno observar que a cadeia

PJ¢PZ<'01:1<' P?' ] .
exibida neste teorema, inclui da direita para a esquerda, todas
as Orbitas unimodais nos casos particulares n=2,3,4,5, e 6

v

onde temos, respectivamente,

P(211

]

RC ,
P(31) = RLC ,

- P(41] = RLR C < P(4,) = RL?C ,
P(511 = RLRC < P(_‘52)="R1'.2Rc<'-P(53.)='RL3c ,
P(6) = RLR3C <P(6;) = RIZRLC <P(63)=RL?R’C ¢

«P(64) = RL® RC ¢P(65) =RL" C.

A4



Se n=1, entdao P(l;) = C.

Teorema 2. Toda sequéncia admissivel entre

k
P, =RL C e P, =RL" ¢,
onde k>0, & da forma
P=RLk+1R...C.

Prova. Basta ver que toda sequéncia admissivel P da forma

RIXR ... C ou r1X*? .. ¢,
é tal que
P <P,y ou P, <P,
respegtivamente.
Seja P = r LK ... C uma sequéncia admissI;;l, onde

k 2 0. Ao acrescentarmos (ou eliminarmos quando possivel) j L's
apds o primeiro R, obtemos a nova sequéncia admissivel

k+7j

p (+) L7 = RL ... C,

onde j2-k. Isto permite-nos estabelecer o segu{nte teorema.

[4

Teorema 3. Se P; e P, s3o sequéncias admissIveis tais que

Pi1<¢ P, , entao
Pi(+) L7 < P, (+) L7,
Prova, Sejam as sequéncias

Pl'-—-RLk'1 wes C e P, = RL

tais que P, <P,, onde ki e k3 a0 respectivamente o namero
maximo de L's 1logo apds o primeiro R em P, e .P,, Entao
é. claro que 0<ki<ka2. Se J2-ki, O resultado seque claramente,

pois o acrdscimo (ou a eliminagdo quando possivel) de j L's a
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poOs o primeiro R em cada uma das sequéncias P, e P,, ape--

nas translada de j posicdes para diante (ou para tras) a pri

meira letra que nao coincide, sem afetar a R-paridade da parte

comum que fica antes dela,
Os teoremas 2 e 3 acima valem para o caso de pa-
lavras, em particular.

Teorema 4. Quando n 3 2, o menor periodo entre

e (n+ 1)

Dp (n) F(n +1)

(o))

M+ 2 pn+2)-1 "

que também & o Gnico periodo n+ 2 entre eles.

="

Prova, A existéncia e a localizagao do periodo n+2 & uma
™~

consequéncia imediata dos teoremas 2 e 1. Para uma_prova di-

reta, consideremos as palavras

-2 -

P(n) = RLZ2¢ e Pn+l) =RLM'c.
Temos respectivamente .

H(P(n)) = RLP2LRLM 2¢c=r1™'r11" 3¢C

- - -1 -1
A(P(n+1)) =RI™*RRL™ *c=r1" rRL" c.
Entao, pelos teoremas III.2.6 e 1, obtemos

P“’”’2)1?(_n+2)‘—'1):RLH-J RC,

entre P(n) e P(n+1). Agora vamos provar a unicidade. Ja sa

bemos que

Ne (n) < (n+ 2) « {(n+1)

Fn+2) -1 F(n+1) '

donde

RIM?2 c« RLM? RC <« RL"ThC



-

ou

n

RL"?2¢c « R ?LRC «rRIP 210

seja P(n+2) =RL"? XYC onde X, YE{L,R}, tal que

P(nF(n)) < P(n+ 2) <'P((n+l)F )

(n+1)

Se X=R entdo RL"™? rRvyc <« RL"%C. Logo, X=L. Dai, se

Y=L, temos

RL"?Lc «RL™?LLC. Logo Y=R.

Portanto,

P(n+2) = P((n+2) ) .

F(in+1)-1

2. EXTENSAQO ENTRE AS ORBITAS N-ESCADA.

Nesta segao também usaremos fortemente o teorema III.

2.6 ngbinado com o teorema II.l.4 para obter a extensaopre

tendida. B >

Vamos obter periodos ny € So entre 3, =3, e dg,
segundo a ordem <+, Sejam as Orbitas unimodais periddicas re
presentadas pelas palavras s

P(3¢) = RL C e P(4,) = RL? C,

Comparando o harmonico de P (3g]
H(P(3g))= RLL RL C,

com o anti-harmbénico de P (4g)
A(P(4e)) =RLZRRL? C,

obtemos a palavra P(5) = RLZRC de périoc‘:o 5 tal que P(3g) <« P(5)

< P(4g). Temos entao 5 £ S tal que 3¢ < 5 < 4e.

Em seguida, comparando v .
H(P(5)).= RLZRRRL2RC com A(P(4g)) = RI?RIC

\]
AS
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obtemos P(6)=RL?R?*C tal que P(5) < P(6) < P(4g) , ou se-

ja, obtemos 6 £ Se tal que 5 < 6 < 4o, E assim sucessivamen

te, obtemos

P(7) =RL2FL € entre P(6) e P(de)
P(8) =RL2?R?°LRC entre P(6) e P(7) ,
P(9) =RL?R2L2RC entre P(7) e P(4de)
P(10) =RIZR’IZR2 C entre ©P(9) e P(de) ,
P(11) = RLZ RZ12R2L C entre’ P(lO.) e P(4de),

P(12) = RL? R2L2R2L, R C entre P(10) e P(ll),

P(13) = RL? R°L°R2LZR C  entre P(ll) e P(de),

P(14) = RL? R2ZLZR2L2R2C entre P(13) e P(de),
P (15) = RL? R?L?R2L2R2L C entre P(14) ewp(4e),
P(16) = RL2 R2L2R2L2R2L RC entre P(14) e P(15),
P(17) = RL? R?2L2R2L2R2L2R C entre P(15] e P(4¢),

etc. As palavras acima representam, respectivamente, Drbitas u
) s

nimodais de periodos )
5,6,8,7,9,10,12,11,13,14,16,15,17 ...
Entao, temos a sequéncia de periodos

364526482749 ©«10412¢11«13<14¢16415417 <,., < 4dg ,

correspondente & sequéncia de palavras
P(3g) «P(5) <P(6) <P(8) <P (7) «P(2) <P (10) «P(12) «P(11) <P(13) <

P(14) <P(16) «P(15) <P(L7) ... < P(de) .

Da sequéncia de perlodos acima vamos eliminar 5,6 e 8 por-

)

éue'as palavras P(5), P(6] e P(8] representam éipos de Or-



bitas que sdo obtidas por um simples acréscimo de um L apos

O primeiro R das palavras P(4;), P(5,) (correspondentes a

4, 1 €5) e P(7,] (correspondente a 7,6 Eg). Ou seja

P(5) = RL“*R C=RLRC (+) L = P{4;)(+) L,

P (6)

RL2RC =

RLR2C (#) L = P(51) (+) L,

P(8)

RL?R?L R C = RLRZLRC (+) L = P(75) (+) L.

As figuras seguintes podem esclarecer melhor esta situacgao.

Bmmcm e~

RLR2LR C RL? R2LRC

Neste caso, dizemos que P(5), P(6) e P(B)\ sao L - herda-

das ou L- transladadas de P(4;), P(51) e P(7,) respecti
vamente, Todos os perlodos provenientes de L - heranga  serao
considerados na extensido, oportunamente, Entdo, aquela séquén-

cia de perlodos entre 3o e 4. apds a eliminagao de 5, 6 e

8 fica

3 97<9<10512911¢13<14916<15<17 <,,, < 4g ,

onde & facil observar a regularidade das quadras < -ordenadas

s

E(de , k) = (4k—-5 @ 4k-3 < dk~2 < 4k),

~

onde k23 & um inteiro, Pelo teorema 1,1 e considerando que

‘.



F(7) = 29, o 7 que aparece na sequéncia acima refere-se no pe--

rfodo 75, Este fato serd usado na demonstracdo do teorema

3,1,

Da mesma forma, podemos . <~ intercalar entre de
5¢ € S, perlodos n £ S, , sempre usando o método fornecido

pelo teorema IIT,.2.6. Neste caso, obtemos sucessivamente

4o <6 <5, , P(6) = RL3RC,

6 <7<50 , P(7)

R L3 R%C,

i

7 < 8<55 , P(8) RL?®R*L C ,

i

8 « 95, , P(9) =RL®R*LC ,

8410<9 «5,, P(10) = RL®R*L?RC,

9«11«55, , P(11) = RL*R?’L’RC ,

<

™ .1le12 <5 , P(12) =RL’R°L’R’C ,
124135, , P(13) =R R*L’R’L C ,
134145, , P(14)=RL°RL’R’L’C ,

13 415<14 <55, P(15) = R L*R?’L°R’L®RC,

.

14416 <5, , P(16) = RL*RIRI’RC,

i

164175, , P71 = RL®RLRL'RC,
17 <18 <5, , P(18) = RLR’L*R?’L®R’L C , ,
18<19<s5, , P@9) = RLPR*L’R*’L’R*LPC ,

1820419 <5, , P(20) = RL® R2L3R?’L3R%*L’R C ,

L

etc, Agora, da sequéncia < ~ordenada de perfodos

4e<69748@1069«11612«13¢15q14016ol7¢18¢20¢l9<.u<'Se,

vamos eliminar 6,7,8 e 10 porque estes correspondem ds pa -

lavras;
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P(6) que & L-herdada de P(5)=RL?RC, P(3g) <P(5) < P(4,) ou

L?~herdada de P(4,) =RLRC, P(21) «P(4;) <P (3,) ;

P(7) que & L-herdada de P(6) = RL?R?C, P(3;) <P(6) <P{de) ou

L2-herdada de P(5-) = RLR2C, P(2;) <«P(5,) <P(3;)

.
]

P(8] que & L-herdada de P(71=RL?R’L C, P(3,) «<P(7) «P(4,) ;

P(10) que & L-herdada de P(3] = RL?* R’I*RC, P(3;) <P(9) <P (4g).

Esta eliminagdao & provisdria, pois os perlodos serdao a
inda considerados na extensao que faremos. Entdao, a sequéncia

de periodos fica

449 <¢11<12<13<15<14216<17<«18%20<19 <,,, < 5¢ ,

da qual extraimos a quina genérica
™~ L

E(5¢,k) = (5k~6 < 5k -4 < 5k -3 < 5k- 2%< 8k) ,
onde k>3 & inteiro,

Para perceber melhor o esquema lterative desta exten-

sdo, vamos repetir mais uma vez o processo e obter novos perlo

dos n £ Se tais que 5¢ ¢ n < 6o. Aqul, temos sucessivamente

5 < 7 % 6g P(7) = RL*RC , .
7 <8 <6g P(:8.1=RL“R2C '

8 <9 <6g , P'(‘9“)' = RL*R’L C ,

9 < 10 ¢ Ge' , P(10]=RL" R2L%C ,

10 < 11 <64 P(’_lll—-—RL“.RZ_LaO,h

10 « 12 < 11 , P(:12.I=RL“’.R2L3RC,

11 < 13 & 64 | P(13Y= RL" R’L'RG,

1A3 © 14 < 6 P14l =RL"R2L*R%C ,



%

&

‘da qual extralmos as senas

14 <15 < 6, , P(15) = RL" R’L'R’L C ,
15 < 16 < 6 , P(16) = RL" R’L*R?2L%C ,
16 = 17 < 6g , P(l7) = RL'RL' RI:C ,
16 < 18 <« 17 , P(18) = RL*R?L“R2L®R C ,
17 @ 19 <« 6g , P(19) = RL"R?’L*"R?L*R C

Da sequéncia ordenada

5e<7<8é9410412411<l3¢14<15<16<18<174194204214224
< 24623 < 0-06 6@7

vamos eliminar provisoriamente os periodos 7,8,9,10 e 12 por-
que:

-

P(7) & L-herdada de P(6) = RL*R C que & L—herdéaa de P(5) =

L

RL?RC que & L-herdada de P(4,;) = RLRC ;

P(8) . que & L-herdada de P(7) = RL®R’C que é L-herdada de

P(6) = RL2ZR’C que & L-herdada de P(5;) = RLR°C ;

P(9) que é L-herdada de P(8) = RL?*R?’L C ou L®-herdada de

P(7) = RL?R’L C ;

P(10) que é L-herdada de P(9) = RL*R*L’C ;

[(2Y

P(12) que & L-herdada de P(ll] = RL®RI*RC.

©

Entao a sequéncia <-ordenada de perlodos entre 5¢, 6o € S fi

ca sendo

5€<~11413414615416418417419'4.20<~21,<~22<§24<23 ... ¢ b

-

E(6a,k) = (6k -7 <6k =5 < 6k=4 < 6k~3 < 6k-2 <6k),



onde k23 & inteiro.

Em geral, se n24 e k23 sao inteiros,

podemos
inserir entre (n—-l@ » Ng € S5 e segundo a ordem < , uma
sequéncia infinita de cadeias finitas (cada uma com n perio-

dos) também < -ordenaaas da forma

E(ng,k) = (nk- (n+1) <nk- (n-1) ¢nk- (n-2) « ... %nk—~3 < nk-2

o

< nk).

Preferimos escrevée-la sob a forma

E(he,k) = nk-1) -1 <nk-1)+1 <nk-1)+2< ... ¢nk-1)+n-3 <

<nk=-1)+n-2 < nk) ,

que resumlmos em

n-2
™ Elng,k) = k-1 ~1 <nk-1)+1< [nk=-1)+3 ] <nk) .

2

372

Agora vamos obter as fbrmulas das palavras correspondentes aos
periodos de E(neg,k). Para facilitar as coisas, vamos inicial-

4

mente escrever de um modo mais comodo as palavras ja obtidas.

Assim & que entre P(3g) e P(4e) temos

P(7) = R(L’R?*) LC P(11) = R(L?R?)2LC

P(9) = R(L2R?) L2RC P(13) = R(L?R2?)2L2RC

P (10} = R(L2R?)2C _ P(14) = R(L2R2.)3c

P(12) =R(L*’R?)?LRC - P(16) = R(L?R?*)°LRC
k=3 ' " k=4

Entre P(4,) e P(5¢) temos .

P(9) = R(L3®R?*)L3C : P(14) = R(L®R?)2L2C

\P(ll-)‘=R(,L3R2)L3RC-l , o P(16) -“—‘,'R(LsR?'-)?'L%RC

]



P(12) = R(L>R?)?%C

I

P(13)

R(L3R?) 2L C

P (15)

R(L®R?)?L%RC

Entre P()Se) e P(6e) temos

P(11)

R(L*R2)LEC

P(13) = R(L"R?®)L'RC

P(14) = R(L"R?)?%C ,

P(15) = R(L"R?)?%LC

P(16) = R(L"*R?)?L2C

P(18) = R(L*R2)?L3RC

Em geral, entre P((n-1),)

-2 2 -3
S-S R

P(2n=1) = R(L

n-2_2

-2
RT)L®

P(2n+1) = R(L RC

n-2_.2,2

P(2n+2) = R7)

R(L C

n-2.2,2

P(2n+3) = R7)LC

R(L

p(2n+4) = R ?%R%) %L C,

*

v

P(2n+9) = RLP PR %137 %

P(2n +n- 3) = REM2RYHY ¢

2.2 _n-4

N 2p2y2 LM he

P(2n+n=2) =R(L

/4

e

P(17)
P (18)

P (20)

P(17)
P(19)
P(20)
P(21)
P(22)

P (24)

P(ne)

P(3n+1) =R(L

P(3n+ 2) =R(L

P(3n+ 3) =R(L

P(3n+4) =R(L

P(3n+3j) =R(L"

R(L3R?) 3C
R(L3R?) 3L C

R(L3®R?)3L2RC

R(L*R?) 2L3C
R(L*R?)2L'RC
R(L'R%) 3 C
R(L*R?)3LC
R(L*R?)3L2C

R(L'R2) L3R C

temos

P(3n- 1) = R(LV R AL

R) L

n-2_2

e

C

-2_2.3
N=2g%)y

n-2_2,3_2

n-2

P(3n+n-3) = R(L" ‘R)°L
' N n-2 2 3
P(3n+n-2) = R(L" ‘R,) L

LC

R7)L°C

n—

3

n-2_22_n-2

.

n-2_2,3.n-5

4

C

RC

’

r%y31372 ¢
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P(3n) = R 2R?)2 3 P(4n) = R(LC2RY) M 3Re

P(nlk-1)-1) = RV 2R2)k2 03 ¢

P(n(k-1) +1) = RET2R2) X2 "2 5

P(nk-1) +2) =REA 2% 1 ¢
P(n(k-1) +3) =R RH* 't ¢

P(n(k~1) +4) =RIMR2)* 12 ¢

.o o g L)

Plak-1) +5) = REAZRHX I I20

o
-

. e

R(nk=-1)+n-3) = R(L RZ)k 1 n- 5c 4

_~2 - - >
P(n(k-1) + n-2) = R(LVRHK L e

P(nk) = R(LM?R2)KILP"3pc

k =k

. .

'Em resumo, as palavras correspondentes aos perlodos de E(ng k)

(‘du E(ne,k,j)) sao

n-2_2.k-2_n-3

P(n(k~-1) ~1) R(L" “R7) L C: i

n-2_2 . k-2_n-2

Pn(k-1) +1) R(L R) L RC;

°

~2 2 k-1 -
Pn(k-1) +3) = RARHY I %, 3=2,3, ..., n-2

°
’

P(nk) = RV IRH)*” 103 oo

Entdo, finalmente, a nossa extensao de Sy apds - o

"3 '€ 8 pode ser representa da pela matrir infinita.
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Eg = (Elne (k)) ,

cujos Indices n24, k23 e 2<js<n~-2 (j implicito) estao

ordenados lexicograficamente, Portanto temos a matriz que es

tende Se entre os perlodos-escada n > 3:

(n-1)g< |E(M,3)  <E(M,4) <...<E(nk) <..|<%ng
(n-2)g<¢ |E(M-1,3) <E@m1,4)¢...<En-1,k)<¢...|<(n-1)g
Es == ’ .

e .
do< |E(5,3) <E(5,4) <...<%E(5,k) <... €5,
3¢¢ |E(4,3) <EM#,4) <...<E(4,k) <...[%4

e

Tudo que fizemos nesta secao pode ser reunido no teo-

rema seguinte, que garante a extensao entre os periodos ne € Se ,
n 2 3.

~ . ~
Teorema 1, Sejam (n-1lle e "ng os periodos de g cujas or

bitas unimodais escadas correspondentes sao representadas pe-

las palavras

P((n=- 1) )= RLM ¢ e Plne) = RL" °c,

-

onde n>4, Entao, se k3 e j=2,3,...,n-2 sao intelros,

entre os periodos acima podemos intercalar perlodos de Ese nu-

.

ma ordenagao dada por: ‘ ‘
(1) (n-1)lg «n(3-1) - 1 =-2n -1 ;

(2) n(k-1) -1 <nr(k-1)+1 ;

(3) n(k=1)+1 <n(k=-1) +2 ;

(4) n(k-11+3 <n(k~1)+3j+1, 3$=2,3,..., n=3 ;

(5) nk-1)+n-2 = nk - 2 < nk;
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(6) nk ¢n(k+1-1)-1=nk-1 ;

(7) quando k-»=, nk < ng.

Prova.
(1) Comparando

P(n-1),)=rL" ¢

con n-2 _2._n-3 L2
P(2n-1) = RL R L C=RL
notamos que P((n-1l)g) <« P(2n-1), pols C>L na (n-2)-ésima

posicao, que & precedida de um sd 'R. Logos (n- l)g ¢ 2n-1.

(2) Temos que

P(n(k—1) - 1) = R(LP2R2)K"20"3

n-2 2)k—2Ln-3 LRC.

>

P(n(k-1) +1) = R(L

Entao P(n(k-1)-1) <« P(n(k-1) +1), porque existem 2k-3 R's

antes da (n(k-—l)-—l)—ésima posigao, onde C# L. Logo
nk - 1) -1 < n(k-1)+1. '

(3) Temos que
P(n(k-1) +1) = R(LA?r2)X"210"2 g

e *
P(nm—1J+2y=Rmewhklc RV 2g2)K 2 2 pre .

Como existem 2(k-1) R's precedendo a posigao (n(k-1)-1)-&sima,
na qual C<R, entdao’ P(n(k-1)+1) <« P(n(k-1) +2). Logo ,

nk-1)+1 <« n(k-1)+2.

(4) Agora vamos comparar

P(n(k-1) +3) = R )k 132 ¢

com
Pntk-1) +3+1) = RATRYF I o= reF 2RI 10, L



<

Entao P(n(k=1)+3) <« P(n(k=-1)+3+1), pois antes da

(n(k-1) +j)-ésima posicao na qual C> L, existem 2k-1 R's.

Dal, n(k-1)+3 <n(k-1)+7+1.

(5) Comparando

P(nk - 2) = R(LA™2p2)k- 1074
com n-2 k"l -3

P(nk) = RELVIRH)FTILA? pe = @ 2R Lre
concluimos que P(nk-2) < P(nk), pois existem 2k-1 R's an-

tes da (nk - 2)-ésima posicao, na qual C-> L. Entdo nk - 2 < nk.

(6) Temos que

P(nk) = R(,Ln"zRZ)k"an"E‘ RC

k-1_n-3 "
~ P(hk - 1) = R(L R2) L C.

-

>

Como existem 2k-1 R's precedéndo a (nk-1l)-ésima posigao,

na qual R>C , seque que P(nk) < P(nk-1). Entao nk ¢nk - 1.

(7) Temos que .
. 2 -1 _n-3 ) 2
p(nk) = RIVIRH)F I Re=RIPZ RROTIRYH KDY Re
e
P(ng) = RL'? c.

-

Como existe so um R antes da n-ésima posicao, na qual R*>C,
segue que P(nk) < P(ng). B ficil notar que esta conclusdo ndo

se altera quando k-»x, Logo, quando k -+ temos que nk < ne.

Reunindo as matrizes de extensao antes do 3, Eg, e

de extensdo apbds o 3, Eg,, temos a matriz
E = Eg U'Ese,

que explicitamente &



(n-l)e

10

14,

20,
281

Observemos que

ordem < ,

3, A EXTENSAO ACUMULADA POR LJ-TRANSLACOES.

Consideremos a sequéncia <-ordenada de Sarkovskil

<e

<o

R

<

<%

<

-

I 7

.

E(nr3) < E(n,4) < E(n,5)

s

E(n1),3) <E(n~-1,4) < E(n-1,5) <...

E(5,3) < E(5,4) < E(5,5)
E(4,3) < E(4,4) < E(4,5)
Eo,.1,3 <'Eo,1,u <’Eo,1,5
Bo,2,3 “EBoa,u “Bg 5
Bras By e By
Br2,3 Bl o4 B o5
Ba,1,3 % B u® By 105
Br2,3 By o By 55

<.,

<...

<.,

<¢...

<o

61

104

12,

201

nesta matriz cada linha & menor, no sentido

que a linha imediatamente superior a ela.

da

s =1[ 11,21,41,81, .+, 231r201rl21.:--»r141r101161r-»-:71r51r31]-

Desta, vamos extrair a sequéncia

S1

=8 - {1;, 2.}, =



&

Sy

ou seja

Sl = E41 ’81 ,161, s e e 281 ’20'1,121’-... ’ 141,101 ,61‘, seey 71 ,51,3e] .

hos periodos n 32 correspondem palavras que repre-
sentam érbitas unimodais n-peribdicas, e a <-ordem destas pa-
lavras (que € a mesma dos periodéé,correspondentes) & preserva
da ﬁor Lj—translagaes, conforme o teorema 1.3. Por simpliciég
de na representagdao dos harmdnicos de P(n], Hj(P(n)), vamos
escrevé-los sob a forma Hj(n), Portanto, podemos obter suces-

slvamente as segquintes sequéncias:

& N

S;= (3, 6,12,24, ... ,5,9,17; «.., 29,21,13, ...,15)\11, .7 ,

vee s 8, 6,40 ]

com a'identificagao

-
e

N S, = (H1(3e).)i°°=1; Sy(+) L ;

Sy = (4¢,8,16,32, ..., 7 13,v25, vee, 6,10,18;
«v.,30,22,14,...,16,12,8, ..., 9,7, 5S¢ ]

tal‘q&e " _ . | !
s3= (BlUeN ), W EAW LI 5 o8 ) 12

Sg = (5, 10, 20,40, ...,9,17,33, ..., 8,14,26, ..., 7,11,19;

«ee,31,23,15,...,17,13,9, ...,10, 8, 65 | )

]

tal qué

s, = (HL(5e)) oy« LG4 (0 1), T s 0 Be) IA) 181 (L

Em géral, para qualquer inteiro k22, temos

Sp=(k+1lg; 2(k+1l, 4k+1), ..., 2k+1,4k+1, 8k+1, ,.

ooy 2(k~-1)+2, 4(k-11+2, 8(k—l)v+2. ’



I

vee s 2.3+k-2, 4.3+k-2, 8,3+k-2,..., 2.2+k-1, 4.2+k-1

!

8.2+k-1

.
’

seey 14+4k-1, 10+k-1, 6+k-1,...,7+k=1, 5+k-1, (3+k-1),],

ou sob a forma mals simples

Sk = ((k+1)g, 2(k+1), 4(k+1),..., 2k+1, 4k+1, 8k+1,

eeey 2k, 4k-2, 8k-6, ..., k+4, k+10, k+ 22

!

eee, kK+3, k+7, k+15; ... ,k+13, k+9, k+5

’

cers k+6, k+4, (k+2)g ],

Identificamos

(=] L=

Sk = (B ((k+ o)), (hikg) (0 L), o (k- 1)) (0 12)

i=1"’
' i k-3, o k=2, « k-1
cee s (HI4Q) ) L )y v (Hi(3e) (F)L" ), 5 Sy

™~ L
ou, de forma resumida,

S = { I:Hi(.(k+l-j)e)(+) Lj] }j‘;g} ”

, k-1
ey 7 S LT,

E facll perceber, para todo inteiro k 21, que

1, 2,3, ..., k, k+1 £ s

4

isto &, os perlodos de Sk sao maiores ou iguais a k+2.  Tam

bém € facil perceber que todas as palavras correspondentes aos
perlodos de Sk comec¢am por RIkR... , exceto a palavra de

(k+2)g, que é RLX ¢,

Completamos a nossa extensao da sequéncia S de Sar-

kovskii, estabelecendo o seguinte teorema.

»

Teorema 1. Para todo inteilro n:z 4, osg perIodos (sO os novos a

crescidos) da extensao entre (n-1)g e ng ,* 830 < — malores

que os perilodos L-herdados daqueles que formam a‘sequénciq es-

A3



tendida entre (n--2)e e (n~- l)e.
Prova. Basta mostrar que:

d

(1) Eo,l,k+m,1(+)L = 3k < 75 ;

(2 Quando k-+o, nk(+) L=nk+1 ¢ (n+1)(3-1)-1=2n+1,

Para mostrar (1), devemos comparar as palavras

d k-1
P(Eg 1,x,1) () L=25(AA;) Aj C(+) L =

=R(LRR e L=rI’RLRRLR) 3¢
. .
P(75) = RLZR2LC.

Como 'R>C na 72 posigdo, temos que P(3k) < P(75), _  donde

3k ¢ 73 _E claro que esta conclusao & mantida quando k + o,

Quanto a prova de (2), vamos comparar &

P (nk) (+) L=R(LP 2K 1M 3p 0 (1)L =

-1 - ' - - -
=RLn Ran 2RR (Ln 2R2)k 3Ln 3 RC

-

com

P(2n+1) = RLY 'RV,

Temos que P(nk+1) < P(2n+1) pois R>C na (2n+ 1)-ésima po
sicao, que & precedida de 3 R's. Isto ndao se altera quando

k+>o, Logo nk+1l < 2n+1, quando k »

Este teorema juntamente com o teorema 1.3, garantem

que a sequéncia estendida & cumulativa, via LJI-translacdes, da

‘extensao entre (n-2)g e (n~1l)e ~ para a extensao en-

e

tre (n- i)e e Ng 4 para todo'inpeiro nz 4.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

1. A EFICIENCIA DA EXTENSAO CUMULATIVA.
Queremos saber quantos perlodos p:5 (corresponden
tes a Orbitas unimodais p-periddicas) sdo incluldos na exten-

sao acumulada de S, como foi descrita na secdo 3 do capltu-

lo anterior.

Os periodos p:7 da extensao Eg sao dados pelas

T

formulas
o~ :
v ] . [+ co © o &
(07200 =20 +k+ 200 7 g) 7 1701, (1)
e

L, j ) - _ © © © 1 :

(I ek +k+21-10) )20 70, (2)
que fornecem, respectivamente, o0s periodos da parte crescente
e da parte decrescente de cada sequéncia Ej-K x i ¢ como fi-

-y

cou estabelecido na segdo 2 do capltulo IV. Entdo, o nilmero

Eg(p) de tais periodos que s3oatravés de sucessivas °

integ

relaQGes- acrescentados 38 sequéncia S antes do 3, & dado
pelo nGmero de quadras (j,£,k,i) que produzem p por meio

das formulas (1) e (2). Logo, considerando 7 <p < 32, temos a

tabela

p |7]8]l9}10}j11]12}|.13|14|15]|16]17] 18] 19 20J

Eg (p) 11j1}121 2.4 .3.]6.|6.|7 8 {10 10| 13 12}




31 |32

14 17171820231 22

gl‘ 22|'23J,24].25 |26.‘27,L28 |29 Iso
| 22| 25 |

|
26 | 28 | 20 | 33

Por outro lado, os perfodos p2>7 que sdo diretamente
(sem translagdes por L's) acrescentados & sequéncia Sg  apds

o 3, sdo dados pelas férmulas (conforme secdo 2 do caplitulo V)

(k-1 )7 -1, (3)
(n(k-1) 71 7 +1 (4)
o o . N=2
(k=107 0 5+ 350000 (5)
e
(k) 0y, (6)

O nimero Eg, (p) destes periodos & dado pelo nimero “de pares
<

(n,k) e de ternos (n,k,j) que produzem p atravég das formu-

las (3), (4), (5) e (6). Entao, se 7<pcg<32, temos a tabe
la

21 lzz 23.|24 ‘25,]26 ‘27 |28 \29 ‘30_131 l32

8 7|98 10|09 1ala0]12]ar]13]2

Neste caso, & ficill obter explicitamente o nimero Es, (p), por

meio da formula

(p-5)/2  se - p>7 & Impar
Ese(p) = ]
A (p-8)/2 se p28 & par.

Em resumo, toda a sistemdtica de obtengao dos periodos

da nossa extensao cumulativa, pode ser descrita por meio da
A .



tabela

p D(p) Lh(p) B(p) E (p)  SeH(p) T (p)
1 0 Q 0 0 1 1
2 0 0 a 0 1 1
3 0 0 0 0 1 1
4 0 0 0 0 2 2
5 0 1 0 1 2 3
6 0 2 a 2 3 5
7 2 4 0 6 2 8
8 1 7 0 8 3 11
9 4 14 0 14 2 16
10 3 15 1 19 4 23
11 7 22 0 29 2 31
12 5 30 2 37 5 42
13 | 10 41 0 51 2 53
14 9 52 6 67 4 71
15 12 70 0 82 2 .. 84
16 [ 12 83 8 103 4 107
17 | 16 106 0 122 2 1 124
18 15 123 14 152 4 156
19 20 155 0 175 2 177
20 18 176 19 213 6 219
21 | 22 218 a 240 2 242
22 | 24 241 29 294 s 298
23 26 297 0 323 2 325
24 26 324 37 387 7 394
25 30 393 Q 423 2 425
26 32 424 51 507 4 511 .
27 33 510 0 543 2 545
28 | 35 544 67 646 6 652
29 38 651 0 689 2 691
30 39 690 82 811 4 815
31 42 814 0 856 2 858
32 45 . 857 103 1.005 . 5. 1.010

.

As expressoes literais da tabela acima-estao inter-relacionadas

e tém os seguintes slignificados: o
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D(p) — Namero de periodos p que sdo obtidos diretamente

das formulas (1), (2), ..., (6), e ndo por L-he

ranga de periodos p-1 ou pelo 19 harmbnico de

p/2 (se p & par). Te =
p emos Dp)= E_(p) + Es (p)

e
SeH(p) — Nimero de periodos p obtidos de S ou pelos har
monicos (quando p & par e 27|P) HI(p/23),  onge

(p/23) € 54

Lh(p) — Nimero de periodos p, exceto pg, Qque sdao obti-

dos por L-herangca dos periodos p-1 de T(p-1).
E claro que Lh(p) = T(p~-1l) - 1;

T (p) — Nimero total de perlodos p que compdem a exten-

sao acumulada, onde temos que T(p) =E(p) +SgH(p) ;

™~
E (p) — Nimero de perlodos p obtidos de D(p), Bh(p) edo 19
harménico dos pefjodds,p/zhde E(p/2) guando p 2 10
é par. Entao temos E(p) =D(p) + Lh(p) "+ B(p);
B(p) — Numero de periodos p dado; pelo 19 harmdnico dos

periodos p/2 obtidos de E(p/2). Aqui, temos
B(p) = E{(p/2) quando p3:>10 & par e B(p) =0 nos

-~

outros casos. .

Observando a tabela acima, notamos que o nimero de no
vos periodos p dados pela coluna D(p) ou pela coluna E(p),

tende- a aumentar quando p cresce.

2. ADAPTAGAO CONTINUA DA EXTENSAO UNIMODAL. ’

B claro que, dada uma 6rbita periddiga unimodal, exis

tem infinitas fungdes contInuas (ndo necessariamente unimodais)
[ .

Al
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cujos graficos servem de suporte para aquela Orbita. Por outro
lado, se o gra@fico de uma funcao contInua f:I-+1I contém uma
6rbita peridédica unimodal, entao esta também estd contida no
grafico da "funcdo companheira" fE€cCO(I,I) de f associada a

-~

Oorbita. A fungao f sera definida adiante.

Seja f € CO(I,I)., Lembramos que P(f) ={n€ N*;f ten
uma Orbita de periodo n}. Suponhamos que ne € P(f), isto &,

que o grafico de £ contém a Orbita periddica unimodal n-esca

da
X] <Xp <X3< . .. < Xp

com n-1 degraus, cuja palavra &

-2
, P(ng) = RL"” "¢,

onde n»2 & um inteiro. Se n=1, entdo P(n)=C. O grafico
>
de f com a orbita n-escada &, por exemplo, dada por

1 9

B ]
1

: '
] t
| ] |
! 1 1
: { 1
' 1 !
1 t :
! 1
1 \ !
1 ! ' !
! 1 ) )
- l ! !
-4 \ , X
! [ ] | -
| 1 [} 1
\ i t 1 ¢
\ " | 1
] ] 1
'
' - : !
| ' AW
! 1
. m e e e - - - = PR T
ol & T g A
Z i L 1 - L'AL
“| X3 X, X3 X X *%n 1

Para facilitar a leitura, extraimos de'CarvalHo-—[G'] a defi-
nicdo da "funcao companheira" £ de £, relativa & Oorbita

de periodo ne. Temos que



X2
X2
f(x)

X3

- f(x)

X1

cujo grafico é

se X ¢ X3
se X1 <X € Xy e f(x) s x5,
se X1 <X < Xy e x2 £ £(x) < x5
se X] £X £ X, e f(x) >~ x3
se Xy €X < X3 e f(x) < xj
se Xp £X £ X3 e X3 < £(x) < x4
se Xy <X < Xj e f(x) 2 x,
se X <X < X e f(x)
n-2 - = “n-1 = n-—1
se X <X < X e X f(x) < x
n-2 -7 ° “n-i n-1- (x) n
se X <X < X e f(x) > x
n-2 T n-1 (x) n
se X <X < X onde
n-1
¥ =max { x > x L £ = xp )
se X $ X £ Xp
se X 2 Xp o >

N,

N
SRS NI

>
-

Carvalho demonstrou em

|
'
1
s J% SR T,
{

6],

para todo inteiro n3 3,

P



que

(n+1) €P(f) => (n+1l. € P(Ff) => n_ EP(f) = n. € P(f).
e e e e

Este resultado pode ser aplicado, com as devidas adaptagoes &
clara, a familia de Grbitas obtidas por L)-translagdes, de um tipo ba
sico qualquer de orbita periddica unimodal. Por exemplo, a Or

bita de periodo 47 dada por P(4;] = RLRC, gera a famllia

de &rbitas
. c 1
P(4;(+) 1)) = R Re
onde j>0, tais que

pa (+) L3y < pay(n LI,

Se 4+7j € P(f) para j>1, podemos obter, imitando o méto-
b+j-1 )

do desgfito em [6 ], um ponto fixo de £ (via teoremado

valor intermediirio de Bolzano), onde 1i=1, 2, 3,».., Jj. Des

te modo, obtemos

a7tz 44510 c 49z a4 I,

I

ou seja, a Orbita

. o ial
p,(+) 37 = rud M re
pode ser inscrita na Orbita
p4,(+) L3) = RrR1IT'RC

no sentido de que tém o mesmo tipo desta, mas com i deyraus'

a menos. Neste Caso,.temos que

max { 47 (+) T4 < max { 41 (+) Iy,
minf 41 (#) L3 1< mini 4y () 17 N

A figura seguinte ilustré os dols casos dados ,por j==3 e i=1

3 tais que - ’



Y

RLRC < RL3RC < RLYRC ,
ou, na forma dindmica

(RLE?)” ¢ (RL3 R?)” 4« RL" RC,

(RsLgRyRy)" < (RyL,LyLyRyR;)” < RgL;LsLsLgRsC

- ——
-' .
v !
4.
[

!
1
|

C— o
1

-+ - -
. H N
cm——a —y - s o e ot A o o o

T REEEEEEES

Dal, segue que o teorema ITI.2.6 estabelecido apenas para fun

¢Oes unimodais, pode ser adaptado para fungoes f*€ CO(I,I) res

tritas ds Orbitas periddicas unimodais <-ordenadas. Podemos

entao enunciad-lo na seguinte forma

Teorema 1, Sejam m, n€ P(f) tais que m # n. ;

Se p & tal que
P(m) < P(p) < P(n),
entao _
p € P(f) e m=<p <n.

£ neste sentido que a nossa extensao de 8, conside-

rando apenas fungGes'unimodais, e poréanto apenas Orbitas uni-
modais, pode ser adaptada para fungdes continuas.

?
t



A

>

B

o4

Estd claro que se o teorema 1 ndo fosse valido, entao

nao poderlamos ter, por exemplo, a cadela 7, <5, <3, extraida
~t

da sequéncia de Sarkovskii. Ou seja, o prOprio teorema de Sarkovei i i esta

-ria sendo contrariado, pois ele estabelece cue para todos m,n € N*, tem-se

m<n ¢=>, (n € P(f) = m € P(f)).

Podemos ilustrar a apliéagéo do teorema 1 ccm Os seguintes exem

- plos.

Exemplo 1, A 6rbita de periodo 7 obtida na extensac Eg e re-

presentada pela palavra

P(7) = RLR2LRC

[4

coexiste para uma funcao £ € C®(1,I) com as d6rbitas dadas por

P(57) RL R?C e P(3;)=RLC ,

para 'P(5;) < P(7) < P(37). Temos que m=5;, n=3, e p = 7.
Entao ~Z € P(f) e 5y<¢ 7 < 3,. A figura abaixo esclarece esta

situac3o. *
(R7L‘|3R3R5Ls)oo ¢ (RgLoRoRg Ly Ry Ry )oo < Rql C
1 /
5t viieennns
Tt e e e - -
3.

LyLL3L,Ls C RjR,R3R, RsRgRyRg Ry
Exemplo 2. Na extensao Ese. obtivemos a orbita de periodo 9
dada pela -palavra . -

P(9) = RL2R2L2RC ,

<

tal due P(3g) <« P(9) ¢ P(4,). Temos que., m= 34 2 n=4¢ e



p = 9. Logo, concluilmos que

ja, P(3g), P(9)

f € CO(r,I). A figura & esclarecedora.

e

P (4e)

9 € p(f)

e

coexlistem para

36« 9

uma mesma

“ 4a. Ou se-

funcao

0
(RyLyLg)" ¢ (R¢L,LgRyRsL3LyR3Ry ) < RyL LsC

I

_. 2 _..l_...i...:._.

3. COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DOS NUMEROS F(n).

Vamos mostrar que a razdo rp=F(n+1) /F(n)

para 2 quando n

nlmero de 8rbitas unimodais de perlodo

la de

guinte

F(1)
F(2)

F(3) =

F (4)

F(5) =

F(6)
F (7)

F(8)
F(9)

i

Fine - Elgj,

cresce arbitrariamente, onde

........

tende

F(n) & o

nl dado pela férmu-

exibita no inicio do capitulo 1IV.

Usando a formula de Fine, podemos estabelecer a ‘se-—

tabela dos

F (n)

F(10)
F(11)
F(12)
F(13)
F(14)
F(15)
F.(16)
F(17)
F(18)

51

93
170
315
585
1.091

2.048

3.855
7.280

F(19)
F (20)
F(21)
F(22)
F(23)
F(24)
F(25)
F (26)
F(27)

= 13.797

= 26.214

= 49.929

= 95.325

= 182.361
349,520
671.088
1.290.555 °
2.485,504

It

t
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F(28) = 4,793,490 F(32)=67,108,864 F(36) =954,437.120

F(29) = 9,256,395 F(33) =130,150.493 F(37) =1.857.283,155
F(30} = 17.895;679 F(34) = 252,645,135 F(38) =3.616.814,564
F(31) = 34,636,833 . F(35) =490.853,403 F(39) =7,048.151.354,

e desta a tabela com valores aproximados de

n

r=1 ., = 1,8649 r,, = 1,9286
r,= 1 r, = 1,8772 I, = 1,9310
ry= 2 r,. = 1,8823 g = 1,9333
r,= 1,5 r,,= 1,8884 r,, = 1,9355
r. =1,6666 X, = 1,8952 r,, = 1,9375
re= 1,8 r gz 1,8999 5, = 1,9394
r, =1,7777 r,= 1,9047 5y ~ 1,9412
rg = 1,7500 r,;= 1,9092 r, = 1,9428
Xy = 1,8214 r,,= 1,9130 ryc = 1,9444
ro=1,8235" Ty = 1,9166 | Ty = 1,9459
r;~1,8279 r,, = 1,9200 ry; = 1,9474
r,~1,8529 rys = 1,9231 ryg = 1,9487
ry3= 1,8571 T ® 1,9259

A {iltima tabela sugere que rp>2 quando n-=+«. Pa

ra mostrar isto com maior precisao, consideremos a formula

(1) - F(n) = "' ~1) /n, n >3 primo, ‘

que fol extralda da férmula geral de Fine. Se n

D

primo, se-
ja k 2 2 o menor inteiro tal que n+k também & primo. Ou
seja, n+k & o menor primo maior que n, onde k & um dos
pares 2, 4 , ... . Continuando, tomemas a razao

o= 1 F(n+Xk)

n - " TF (n) "
2k 1

1-k

onde a presenca do fator 2 é devida ao fato de que exis-

\]



tem k-1 nlmeros inteiros entre n e n+k, Da expressao de

rf, e da férmula (1) acima, obtemos sucessivamente

L Aantk~1

~ o= 1 (2 ~1) / (n+k)
- no k-1 (2™~ 1) /n
. o n KMoy 2o
2k'—1 n+k 2n-‘1 p— l
X
I G R R AR
zk_1 n+ 2 - 1

Fazendo n + « , chegamos ao resultado

lim r' 2
n = —
n->o Zk_ 1

-

™. Como uma consequéncia natural desta conclusao, pode-

dp

” - & -
mos dizer gque o numero 2 & uma constante de unimodalidade, e

egcrever

_,_‘g’

F(n + 1) = 2F(n)

quando n & arbitrariamente grande,
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