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ABSTRACT 

In the 'S'arkovskii's sequence 

1 <. 2 <. 4 	‹. 2 2 .5  <.22.3 <....<• 2.5 <. 2.3 <....‹.7<.5<.3, 

is a special order defined upon the positive integers, which 

represent periods of orbits. This sequence has been recently 

extended to 

1 <. 2 <. 4 <. 	7 <. 5 <. 3 <.4e 	Se  <. 

where'hè- represents the period of one typical and different 

n-periodic orbit. 

Our principal result is an extension 	of this new 

sequence, in which we inserted, between any two of its periods, 

except among the harmonics 

1 <. 2 <• 4 <. 	• . <•2 	, 

infinitely many sequences of new orbit's periods. 





INTRODUÇÃO 

Em 1964, Sarkovskii - [24 ] estabeleceu a sequência 

S= (1,2,4,..., 22 .5, 22 .3,..., 2.5, 2.3,...,7,5,3), 

onde todos os inteiros positivos estão especialmente ordena-

dos e representam penados de Orbitas periOdicas que surgem, 

na mesma ordem, em decorrência do comportamento dinâmico de 

uma família de aplicações continuas f x : 1R-4 IR ou f x : I 	I , 

onde I é qualquer intervalo não degenerado da reta. 

Este resultado representouum marco importante no de 

senvolvimento da moderna teoria do caos [8,14,24] e serviu 

para esclarecer várias questões referentes ao comportamento 

de certos sistemas dinâmicos discretos e continuos [8,16,23 ]• 

Foi Stefan - [27 ] quem divulgou o teorema de Sarkovskii no 
0 

ocidente, apresentando uma versão modificada do trabalho ori 

ginal, mas Guckenheimer [11 ] já havia feito uma prova con 

siderando aplicações unimodais. Depois Guckenheimer [12 ] e 

Collet-Eckmann - F8 ] apresentaram novas e semelhantes pro- 

vas, independentemente. A prova mais recente foi dada 	por 

B,G,M,Y 	[3 ], com generalização para aplicações da circun- 

ferência em si mesma, Esta última provafbi reapresentada de 

forma semelhante - por Nitecki - [23]. 

Recentemente, em 1984, numa versão anterior de [61, 

Carvalho estendeu a sequência de Sarkovskii S para a sequên-

cia 

Si  (4e „5e,6e,„I= 

onde ne  répresenta, para todo inteiro n >4, o períOdo de um 

tipo especial de Orbita n-periOdica chamada n-escada, que é 

diferente daquela Orbita que corresponde. 	ao período n ES. 
Esta extensão, segundo a mesma ordem de S, foi obtida inici- 



almente para funções fracamente unimodais, mas em L6j foi a 

daptada para funções contínuas de I em I. Naturalmente, Pode 

mos_extrair de Se  a subsequência 1,2,3,4e ,5e,...,ne,..., 

onde a ordem dos períodos coincide com a ordem usual dos nú-

meros naturais. 

Neste trabalho obtivemos uma extensão mais ampla , 

inserindo entre dois períodos quaisquer (exceto quando o se-

gundo é um harmônico do primeiro) de Se , e ainda com a mesma 

ordem de S, infinitas sequências de períodos. Conseguimos es 

te resultado para aplicações unimodais f: I--)-I, usando o teo-

rema 111.2.6 devido a M,S,S - rmj, em combinação com o teo-

rema 11.1.4, cuja parte recíproca obtivemos aqui, enquanto a 

outra parte foi estabelecida por C,E - W. Depois, adapta-' 

mos a nessa extensão para aplicacões contínuas de I em 1, a-

dotando em Cc) (I,I) a topologia da convergência uninrme. 

Dos diversos resultados obtidos, destacamos os teo 

remas 11.1.4, IV.1.3, V.1.1, IV.2.1, V.2.] e V.3.1, dos 

quais os três últimos garantem a nossa extensão'de Se. 

Na seção 1 do capítulo VI, procuramos mostrar a e-

ficiência da extensão feita, apresentando o número de perío-

dos 12,>5' que são inseridos entre os períodos de Se . E na se-

ção 3, mostramos que a razão rn  = F(n+1)/F(n), onde F(n).  

(que e calculado pela fórmula de Fine - ria dá o número de 

Orbitas unimodais de período n>l, tende assintoticamente pa 

ra 2. 



CAPITULOI 

A SEQUÊNCIA DE -SARKOVSKII 

1. INTRODUÇÃO. 

Ê de grande importância o estudo do comportamento as-

sintOtico, sob iteração, de aplicações do intervalo nele pró-

prio. No estudo de fenômenos físicos, biológicos, econômicos ou 

sociais pode-se adaptar modelos matemáticos que possibilitem me 

dir uma determinada quantidade em intervalos regularei 	(ano 

mês, minuto, etc.) de tempo.- 

Em biologia populacional, por exemplo, usa-se tais a-

plicações para entender o comportamento dinâmico de populações 

que têm gerações discretas e periódicas. Assim, se f:[0,1] 	[0,1] 

é uma função conveniente, a relação funoional 

(1) 	xn-1-1 = f(x) 

permite estimar o tamanho da população em um período quando se 

conhece o seu tamanho no período anterior. Esta relação não de-

pende do tempo n> 0. A equação (1) é uma equação diferença não 

linear de primeira ordem. 

Os exemplos e de modelos contínuos do sistema dinâmico 

discreto (1) mais frequentemente usados em biologia populacio-

nal, são as famílias de funções a um parâmetro 

, gx : [0,1 ] -4- [0,1 ] 

definidas respectivamente por 


































































































































































































