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Abstractt

;n this work we develop numerical methods for approximate
solutiéns of the heat equation, based on the.dual ’ extremuﬁ
principles of Noble and Sewell, where we'use"the Finite Element
Method for discretization. We exhibit a Hilbert Space X, a
bilinear form S associated to it and we verify ail the'cohd;
tions of Lax-Milgram's lemma with which we get proéf of exis-
tence and uniqueness of solution of our formulatioh.Fummenmme
we prove a convergence theorem.

We use piecewise linear functions both in time and in
space. The résulting minimization and maximization problems are
solved by a matricial form of thé Conjugate Gradient method .
For n 1large enoﬁgh it was needed -about n/20 iteratiqns to

5

achiev the precision of 10 ~; n -is the size of the discre-

tization.



Resumo

Neste trabalho desenvolvemos métodos numéricos para éprg
ximagdao de solugao da equagdo do calor, baseados nos princi-
pios extremos ddais de Noble e Sewell, onde usahos o método
dos Elementos Finitos paré a discretizagao. Exibimos um espa-
co de Hilbert X, uma forma bilinear S a ele associada e ve-
rificamos todas as condigoes do lema de Max-Milgram com . as
quais temos prova de'existéncia e unicidade de SOIugéo da nos
sa formulagdo. Além disso provamos um teorema de convérgéncia.

NOS usamos fungBeé lineares por partes no tempo e no es-
pago. Os problemas de minimizac3o e maximizac3o resultantes ,
s3o resolvidos por um método de Gradientes Conjugados: matri-
cial. Paré uma precisao de 10-5, sao necessarias cerca de
n/20 iteragdes para n grande, onde n é o tamanho da dis-

cretizacao.
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INTRODUGAO

Neste ‘trabalho desenvolvemos métodos numéricos para a apro-:

ximagao de :solugao da equagido do calor:

’

3
f—% + b(t) %ﬁ = 5% [a(x,t) %%:] + q(x,t)
(1) ¢ | |
u(0,t) = u(1,t) =0, a(x,t)>0 ¥x € (0,1] , ¥ t € (0;T}
(- ukx,o) = uo(x)

onde ug€ L, [0,1] . |

Se a(k,t), b(t) e g(x,t) sao fungdes, digamos, -suficiente-
. mente regulares, a téoria das Equagodes Diferenciais Parciais nos
garante qué 6 problema acima é bem‘bosto.

Usaremos para aproximagao da solugao de (1) os principios
extremos duais estabelecidos por Nobié e Sewell em 1972 [14] , pa

ra problemas com uma estrutura Hamiltoniana generalizada:

S*v =

N W
1~

(2)

N

Sw =
v

o

onde S e S* s3do operado}es lineares fechados, adjuntos,X(v,w),
é?funcionél convexo em v e c6ncavo em w e VvV e W . perten-
cem a espagos de Hilbert.

A primeira coisa a ser feita é colocar o problema {1) ~ na
forma (2). | |

Os principios extremos duais de Noble e Sewell se resumem
no seguinte:
Teorema: .

Se X(v,w) é convexo em v e concavo em w, entao qualquer so-

lugao (v,w) de (2),



ii
(i) resolve os seguintes problemas:

a) min J (v,w) = J (v,w)
[ o o

.. : ox
sujeito a -S*v = v

- Xy vy
onde Ja(v,w) = (w, aw)-X(v,w).

b) max KB(v,w) = KB(G,%)
o - X
sujeito a Sw-—av(
onde K (v,w) = < v X > - X(v,w)
Br rav ’

(ii) é tal que J (v,w) = K_(Vv

Em sua tese de doutoramento, Zago [ 18] colocou a equagao
(1) na forma de estrutura Hamiltoniana generalizada introduzindo

a equagao adjunta da equagdo (1):

- i% - b(t) gz = %; [a(x,t) §§ 1 + rix,t)
{ v(o,t) = v(1,t) =0 0<t<T
.v(x,T) = vo(x) a(x,t)>0,i vxe [0,1] , vte [0,T]

onde . vo(x) e r(x,t) s3o quaisquer fungoes de gquadrado integra

vel e introduzindo também



€
|

1ii

= 0,5(u+v)

£
[

= ol S(U-V)

q; = 0,5(g+r) - a, = 0,5(q-r).

. ’ ’ o . ~ ”, » v ~
Apos varias manipulagoes algebricas, chegou a formulagao dos

principios extremos duais para a equacgao do calor:

. - L4 - L4 -
a) principio do minimo:

(1 (T
- awl 5 8w2 5
Jolwy,wy) = 0,5 alx,t) [ ()7 + (537 Jdt ax
' JOJ O ,
1 (7 - .
- ql(x,t)w1(3,t)dt dx +
o Jo
(1
2 2
'+ 0,5 [wl(x,T)+w2(x,0)-2v0(x)wl(x,T)] dx.
JO ’ o
sujeito a:
[ ow, 3w aw
—1 1 _ 2. _2
5e T P(Y) 3% T 5% a(x,t) ax 1t a(x.t) (V1)
wl(x,0)+w2(x,0) = uo(x) ' (V&Z)
wy(1,t) = w,(0,t) =0 _, (v 3)

b) principio do maximo:.’



iv

' 1 T aw ow
N 1,2 2,2
Ky (w),w,) 20,5 a(x,t) [(5)° + (59)°] at ax +
jo Jo :
/.‘
1 (T
+ qz(x,t)wz(x,t) dt dx +
0 JO
(1
=0,5 | [wilx,T)+w5(x,0) - 2uy(x)w,(x,0)] dx
JO
sujeito a: .
[ w Iw., ow
2 2 _ 3 it |
2t t b(t) 5% = 3x [a(x,t) % ]+ qy(x,t) (VBI)
Wl(X,T)-wz(X,T) =_VO(X) ) (VBZ)
| w,(1,t)=w,(0,t) =0 (VB3)

Zago [ 18] desenvolveu um método numérico no gual ele usa
Elementos Finitos com bases B-spline cubicas em x e lineares
por partesem t.

O método de Zago consiste em:

(i) fazer um "splitting" no problema original (1) com o qual ele
transfere a condigdo inicial (V2) para o principio do minimo e vii

ce-versa.

(ii) tomar as fungoes-base satisfazendo automaticamente as condi-



goes V3

(iii) impor que w, e w, satisfagam as condigdes V1 na igual-

dade.

Neste trabalho ndés vamos usar também fungdes base Sempre sa
tisfazendo as condi¢des V3 e ndo vamos fazer o "gplitting" feito
por Zago. Vamos trabalhar com v,(x)=0 e r(x,t)=0 e vamos subs-

,itd@ituir.r as’condigdes V2 diretamente nos funcionais.

A seguirvdeécrevemos a nossa céntribuigéo em cada .um dos ca-

pitulos.

No capitulo 1 nés demonstramos que é correta a introdugao

das restrigoes V2 nos funcionais, no teorema 1. A seguif exibi-
"mosS O espago X no qual vamos trabalhar,'demonstramos que X 'é
éépago de Hilbert e definimos uma forma bi-linear S:XxX » IR que
é.télAque: achar max KB(wl’WZ) é equivalente a achar

min {% S(x,x) - <b,x> 1} onde X = (wl,wz) €EX e " bEX  tem

as condigdes iniciais do problema. Verificamos entao que S sa-
tisfaz todas as hipdteses do lema® de Lax-Milgram. Os calculos
feitos para obter as estimativas necessdrias s3o razoavelmente ela
borados mas mostramos também que € nesse espago X que temos que
trabalhar. A verificagao das hipoteses do lema de Lax-Milgram,

. . ~ . . . ! - ~
(a) nos fornece prova de existencia e unicidade de solugao da nos

sa formulagao;
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(b) nos permite usar o método dos Gradientes Conjugados e
(c) nos fornece uma medida da solugao em fungao das coéndigoes
. S
iniciais: | x| <Z | p]| -
' —C
Finalmente demonstramos o teorema 3, da convergéncia dos mé-

todos, no qual oObtemos

/M .
ugull< /. '%— , independente da malha da discretizagao.

. ~
No capitulo 2 trabalhamos com a mesma equagao do calor que

zago [16] ~(a(x,t)=1; b(t)=0; gq(x,t)=0) e as mesmas funcgoes
I N M o
w.(x,t) = 2 I c..pl(t)y. (x)
1 i=1 §=1 331
N M :
w.lx,t) = L I c..P.(t)Pr(x)
2 i=1 §=1 133 773
onde as wi(x) sao também B;spline cubicas e as ¢j(t) s30
funcdes lineares por partes com as quais temos as restrigoes V1

e V3 satisfeitas, para o principio do méximo.
Para enco.atrar max KB(wl’w2)’ agora KB(cij) caimos na resgo
lucao do sistema linear Rx=v, obtido quando impomos derivada de

Kb em relagdo a ¢, ~ igual a zero para todo , ¢ ,l< 2 <M

e para todo m, 1< m< N.

Embora as hipdteses do teorema 4(cap.l) de convergéncia se-

jam verificadas, a matriz R tem um numero de condigao muito

2
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elevado o que explica que os resultados numéricos nao sejam bons.

No capitulo 3, assim como no Capitulo 2, desenvolvemos  um
método numérico para aproximagao da solugdo da Equagio do ..‘Calor
com coeficientes constantes: a(x,t)=1, b(t)z0, q(x,t)=0 onde as

restrig¢des, para o principio do maximo sdo:

3W2 0 2Wl
— - 5 , (V1)
9X
S wy(0,t) = w2(l,t) =0 : (v3)
A modificagao fundamental que introduzimos aqui foi - fazer

com que a restrigao - V1 fosse satisfeita numa fdrmé fraca ape-
. nas. Com isso, integraggoApor;Brtes»noé permite usar para fungdes
base dos Elementos Finitos fungoes lineares por partes tanto em X
‘como em t.

. Tomamos pois:

. n-1 m

w,(x,t) = iil jio aiy ¢4 (x) ¢j(t)
n-1 m

wo(x,t) = I I b..oe.(x) v.(t)

as quais satisfazem trivialmente as condigdes V3. Uma outra mo-
dificagéo'introduzida foi escrever a forma fraca discretizada de
Vl(com fungoes-teste lineares por parte tanto em X quanto em t ,

também) numa forma matricial que nos permite escrever a matriz A
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dos coeficientes de w., em fungao da matriz B, dos coeficientes

1
de Wy Levamos ‘esta expressao na formula¢50 do funcional KB(—Q)
escrito como_soﬁa de tragos de produtos de matrizes e .| ficamos

com um problema de minimizagdo (max K, =-min Q) sem restrigoes o

B
qual ¢ resolvidp com sucesso pelo método dos Gradientes Conjuga-
dos.

Apresentamos alguns resultados tedricos sobre o problema:
discretizado e 'alguns resultados numéricos que se mostraram bas-
tante bons. |

Tendo em vista os bons resultados obtidos no capitulo 3, no

capitulo 4 apresentamos os cdlculos necessarios bem como alguns

resultados numéricos obtidos para uma eqﬁagéo com af(x,t)=a(x),
b(t)=0 e ql(x,t) qualquer.

As listagens dos programas usados nos capitulos 3 e 4 se en
contram na referencia [12] . |

Observamos que nos capitulos 2, 3 e 4, trabalhamos écm a
equagao do calor com b(t) =0. No entanto, os resultados- tedri-
cos mostrados .no capitulo 1 sao para a equacgao completa.

Uma vez cue os resultadqsiobtidos pelo método dos capitulos
3 & 4 foram bastante bons, planejamos, num futuro proximo, usar
esse método para'a equagao completa.

Fina}mente temos como propostés de'coﬁtinuidade de trabalho
(i) tentar usar splines quadrdticas em x no método do caéitulo
2, as quais tem as derivadas de.segunda ordem que necessitamos e

esperamos que a matriz R resultante seja menos mal-condiciona-
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da que a obtida no capitulo 2.

(ii) tentar aplicar um método do tipo do dos capitulos 3 e 4 pa-

ra aproximar solugdo da equag3o da onda.



sujeito a:
it Ao

ow,, “ow, ,vé oy .

T + b(_t) - c E.,.@(X't)'_a?] - + q;(x,t) (Vl—2)
wy (%, T)= wy(x,T) = vy(x) v2-2)
”Wz(l,t)=W2(0,t) =0 v 3-2)

Nos métodos numéricos vamos tomar w e w, em espagos de

l -
dimensao finita, de forma que as condigdoes V3(1 e 2) sejam auto
maticamente satisfeitas.

. No capitulo 2, tomamos as condigSes} vl satisfeitas exata-
mente e nos capitulos 3 e 4 elas serao satisfeitas numa forma
fraca discretizada somente.

Quanto_és condigdes V2 nds as incluimos no funcional (J,

e KB) em todos os casos, conforme justificamos nos proximos pa-

ragrafos.

1.2 A Incorporacao dos Vinculos V2 nos Funcionais:

Uma veé que vb(x) e r(x,t) podem ser quaisquer fungoes
de quadrado integravel em (2), nds trabalharemos com vo(x)z 0 e
r(x,f)E 0.(Isto, segundo a teoria de Equagoes Diferenciais Parci
ais, nos fornece como unica solugdo para (2) a fungdo v(x,t)=0).

Assim, para (v2-2) temos:

wl(x,T) = w2(x,T), donde wi(x,T) = wg(x,T) " (5)



Agora, de (V2 1): 2(#,0) ug(x) - w,(x,0) o que implica
em:

w2(x,0) =u2(x) - 2u (x) w.(x,0) + w2(x,0)" (6)

2% 0 "o 1% 1%
Finalmente r(x,t) =0 impliéa em:

- =1

q,(x,t) = q,(x,t) = 5 alx,t) (7)

Usando volx) =0, (5), (6) e (7), os principios extremos du

ais ficam:

mln,qx(wl,w2)= min [0,

1 T
(8) - °'5J J
.0 0
1
o]
sujeito a:
ow 3'w
1 __l -
. 3t + b(t)
(8a)
wl(l.t) wl(O,t)

1

s |

0

T
a(x,t)
0

2

aw
1) +(—

9w
(5 2

dt dx

|

qlx,t) wl(x,t) dt dx

tﬁz(x,i)ﬁrg(x)—2u0(x)w1(x,0)+wi(x,0)€x

w2(x,0)

ow

2 [a(x,t) 3x2]+ L alx, )

3 X

=0



e
i _ T . Bwl 2 Bw, ﬂ
max KB(wl,w2)=max -0,5 a(x,t) (5;—) + (‘3;). dt dx
0O -0 '
T
_ . + 0,5 J q(i,t) w2(x,t) dat dx
¢9) : 0 0

- 0,5.'[ wg(x,T) + wg(x,o) - 2uy(x)w, (x, O)] dx

2
sujeito a:
ow ow W
—g% +‘b(t)_—3% = 37 [a(x,t)g;l'] + 0,5 g(x,t)

(9a)

vwz(l.t) = w2(0,t) =0

0O teorema a seguir nos garante gque, se (wl,wz) é ponto de

minimo de Ja , reformulado em (8), entao u.-= w1+w2 é solugao

da equagao do calor, (1).

Teorema 1:
Se wl(x,t) e wz(x,t) sdo fungdes suficientemente regula-

res que satisfazem



(10) _’wi“(l,t) = w (0,t) =0
w2(1,t) = wz(Q,t) =0
e (wl, wé) minimiza o funcional J, ~com as restrigoes em (8),
. i
_entao u(x,t)éwl(x,t)+w2(x,t) é solugao da equagao (1):
A, 28 D | g ey B2 |
8t + b(t)ax = ax I:a(X,t)axJ + q(x,t) ‘

U (0,t)=ul{l,t)=0, KT, a(x,t)>0 ¥ x[0,1], vec[o,T].

u(x,0) =y

o
o

¢ Sujeito as res-

E facil ver que (wl,wz) ser minimo de J

&

trigdes en (8) é equivalente a -

5 | 1 T

dw : 3 )
. 1% - Wy 9%
J J a(x,t)g;— Tox dt dx + J J a(x,t)‘s% _55 ~dt dx
0 -0 ' _ 0 ‘o '

1 T _ ,
-'0,5 J_ 'J q(x,t) @1(x,t) dt dx +
' 0 0 :



0

v . | o
+ .[ ‘[wl(x,T) ?y

(x,1)= 4 9, (x,00+ w, (x,0) (pl(x,O)]dx=0 (11)

;

Vo ,(x,t) e p ,(x,t) tais que

—3;% « blt) E;i'= 3% alx,t) ?;5
(12) P 1(1,t).= €pl(0,t) =0 '
9 2(1,t) =9 ,(0,8) =0
- Analisemos a‘equagéo (11):
12 Parcela:
39,

55 4t dx = (por partes em x)

=] ~ ’
(x,t)d 2| axt) L o (x, t)de dx
9 x,t)dt - ax a(x,t ox . Pyt .
x=0 0 0

3 . Bwl ‘
o= 7w |[axe )5 | ey (x,t) dt dx

22 Parcela:




1 T
- sz 8¢2
| a(x,t)'fsz X dt dx = (por partes em x)

ax

. . o x=1 B
' . A9, ' " 3 99, |
_a(x,t)wwz(x,t) -5§ dt - w2(x,t)§; a(x,t)—=| dt ax
. - . '.‘ . 0 O Tl e .

, 1 ,.T ' :
- 994 39
= = wz(x,t) 5t + b(t) 5% dt dx.
- %0 4] ’ .

1l T 1 T
. W, hct) dﬁk b(t)w (x, t) —= dt dx=(por partes
: o 0 0 - {_v. _ em t e x)

1 t=T
: w
wo(x,t)p. (x,t)dx | + =2 (x,t) dt dx +
RS : J ot P17
0 t=0 0 '

T - ox=1 8(«72
J {b(t)wz(x,t) cpl(x,-t)dt + J b(t) T ¢ 4 (x,t)dt dx
0 0 /0 ' '

Assim a equagdo (11) fica:

1 T ) | |
3 a-wl ] .

_'J J 5;{}(x,t) % ] ¢, (x,t) dt dx +
0 0 o ‘
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Seja X um espago de Hilbert real e i&:XxX-;R uma
forma sesquilinéar continua (3 k tal quels(x,y)l<kx || Iyl .
tal que 3 c>¢; tal que, para todo Xx€X temos lB(x,xﬂEp”x”z.

Ent3o, paéﬁ todo x'€X' existe um e um sé XX tal que

x'(y)=]3y,x)' para todo yE€X; temos lIx || g_% lx* ||, isto é, exis

. . ~ . . ’ ] .
te uma aplicagao linear biunivoca e bicontinua F de X' sobre X

tal que x'(y) =B (y,Fx').

Inicialmepte temos que encontrar o espago X onde vamos
trabalhar. Uma vez que no funcional e no vinculo aparecem deriva
das parciais ém relagao a x e a. t, a primeira idéia é tomar
para X o espégo Hle;. No entanto esta escolha nao funciona .
De fato, como no funcional nao aparecem dérivadas em relagao a
t, fica mais ou menos claro que ndo é possivel obterrB(x,xlchxuz
c>0. Na realidade, o exemplo que daremos a seguir mostra que é
impossivel obter tal limitagaoc pois se acontecesse o Lema impli

caria em:

1 T 2 _
J j [%ﬁ(x,tﬂ at dx - ser majorada pela norma L, da
o ‘o |

condigao inicial. .

(-] i .
Se uy(x) = Ia sen nTx entdo ”pb”z = ¥ a

© 2
ulx,t) = I a_sen nix e ™t
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[ ) . -
u.(x,t) = I na cos nmx e 1 t
X n
- n=1
2 "
u_ (x,t) = I -n%a_ sen nmx e Dt
. T . n=1 n .

Com isto temos :

lud? = T n?ja|?e™ ™
L2 n=1
T T
> J h H2 dt = T .[ nzianl2 “2nt dt
0 n=1Jo

n=1 2n
< I |anl = Jlyp <@, Entdo | ;’tﬁx(k,tﬂzdt dx é
n"l L2 , . . g 0 o .

majorada pela horméf'Lz;da condig¢ao inicial.
Porém,

2‘ -2n2.t »
e

lu l; = Z n"la
O A L2 n=1 n

T T

®  _apn2 .
> I ||ut"2'dt = I J n4|a |2 er2n t gt
0 n=1 Jg
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2 2
T |an|2 D (1 -0 T
n=1 2

2m’
® -2n“T
= I n2|a |2( 1 g )
n=1
Agora, T> = %(1—e—2nzr)>'%(l-e_2T)z A >0 , donde
2.
_=2n"T ®
b nzlanlz(l—gi————)zk z n2|a |2 0 que mostra ser impossi-
= n
n=1 n=1
1 T

vel majorar J J |?t(x,t)|2 dt dx pela norma L, de ug(x).
0

0]

Estas observagoes juntamente com o vinculo (V1-2) nos le-

varam a escolha do espaco X<:Hi X Hi , onde

Hi= {p(x,t)€E L,(Q) t.q 3& (x,t)E_Lz(Q)} sendo
0 =/( [o,1] x [0o,T]) e, para p ELZ(Q), %3 existe

se existe uma unica g€5L2(Q) tal que

T
J p(x,t) -‘g‘}%(x,t) dt ax ,
0 .

1 LT -
J : J' g(x,t) W(xrt-) »dt dx = —Jl

0 0
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VY (x,t) Eco(Q) de suporte compacto.

Como o fvinculo V1 . para Kg é:

8t + b(t) —5; = 3% [a(x,t) —a;—] + 0,5 q(x,t), vamos traba-

- T o . 1 T :
3w2 -awz
——= o¢(x,t) dt dx + b(t) —= o (x,t) dt dx =
L ] : a.x
o .

u 0] 0

av

T f : 3 i u T
3 sl '
J_ J % [a(x,t) fa?:_] ?(x,t) dt dx + Q,SJ1 Jq(x,t)cp(x,t) dt dx
0 ‘0 ° : 070

Vo€V = {g€ce ()  t.q o(0,t) = o(l,t) =0}

Integrando por partes eliminamos a primeira derivada de Wo

em relagao a t e a derivada segunda de w, em relagao a Xx:

t=T »

1 . 1 T

J w2(x,t) @ (x,t)dx] -[ J w2(x,t) g'g (x,t) dt dx +
0] 0]

0 “t=0

1 T 3w .
+J J b(t) ?2 p(x,t) dt dx =
0 ' :
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1 1
gg(x,t) e (x,t)dx = grzl(x,s) p( x,s)dx =
0 _ 0 :
1 [t agn
[a(x t) 5= (x,r)] ¢ (x,r)dr dx +
0 s
t agn
b(t) —2 % (x.1) ¢ (x,r)dr dx.
0 s
Assim,
1l 1
n - n e
gz(x,t) p(x,t)dx - gz(x,s) o (x,s)dx =
0 0 |

1]

1 ft 1 [t 5g"
| grzl(x,r)‘g—%(x,r)dr ax + 8_3; [a(x,t)—ﬁ(x,r)]cp (x,r)drdx
0 Js o Jg

1 T ° agn
b(t)——(x r) (x r)dr dx ( por partes em Xx)
olJo

g5 (x,1)32(x,1)dr dx + | alx,t)—=L(x,r)p (x,r)ar !
0] s s

J’l ft | t an
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g
: 1 .
- a(x,t) 53 (x,r) %}% (x,r)dr ds
0 s
f1 T n :
~| | bt) 52 (%,1) ¢ (x,r)dr ax.
0 0 '
Ou seja,
1 1
n n;
g, (x,t)elx,t)dx - gz(x,s)¢(x,s)dx =
0 , 0
1 (t '
= , gg(x,r) %gﬂ(x,r)dr dax
0 S
r r i '
1 t ag? 32.
- a(x,t) Tx (x,r) = (x,r)dr dx
J O J s
{1 (7T 3™

d5 ’
- b(t) 5 (x,r) ¢ (x,r)dr dx

Jo Jo

donde a aplicagao que leva y em J gg(x,y)dx é continua e,co
. 0

1

‘ 1
mo (g?,gg) converge para (gl’gz) em -HiXHx' Jogg(x,t)¢(x,t)dx

converge uniformemente. Portanto Y(g,,g,) €X, temos que a
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1l
'éﬁliCéQEO?qﬁé leva t em 92(X,t)¢(x,t)dx faz sentido e e
0
continua. A L m e
 Embora nao fagamos aqui a demonstra¢ao, gostariamos de

observar que vale a propriedade abaixo o que nos permite usar

w(a,t), a €ER para w€E X;

Coaltimg cYeeer sogn £ogu. S un - Tl .
Propriedade 2:

Qualquer que seja x€[0,1] a fungdo que leva u €C=*(Q) em

ulx,+) € Lz[C,T] se estende. continuamente a uma funcao de Hi em
L, [o,T] .

Temos agora que verificar que X é espaco de Hilbert. Para

tal vamos mostrar que Hi € espago de Hilbert e que X é fechado

1. 1l
em Hx.x Hx'

1 T .
1 hi d
Em Hx r <p,g>-= J J lgﬁ 5% + pq] dt dx : e
0 o - ‘
1 T . 2 '
. 3
||p||2 = 2y + p? | at ax.
Hl 9 x
X 0 0] '
Agora, para p€ Lé(Q) , g—g existe se existe uma ﬁnicag ELZ tal

que
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1 T 1 ,.T | '
j [ gix,t) Wx,t)at ax = -J J. p(x,t) %% (x,t)dt dx
0° 0 0’0 ) .

VY Eco , de suporte compacto.
Seja - {prl}uma sequéncia de Cauchy .em Hi; entao existe{gn}

- em L2 tal que

+ “gn”L - para todo n e tanto {p,}

e ll - = eyl
al L, 2

X

quanto {g

n} sao sequéencias de Cauchy em L2, ou ' seja:

Ve>0 '3 n, € N t.q. para n,m > ng, |IPy = Pyl l<e7:>

H
X

o llpegll ¢ Mgl < e ppll < e e llamal < e
Ly L, o mLy. 2

Como L, € completo, entao {gnf+. g e {py}-p em
: LZ(Q).

-Agoré, Un

T | T
Jl .[ gn(x,t)W(x,t) = - Jl Ji pn(x,t)‘%¥ (x,t) 4t dx,
o ’o | o’0 |

Y Y€Eco(Q) de suporte compacto.



Queremos mostrar que:

P | T ’ ,
J J g(x,t) y(x,t)at dx = - f JJ p(x, )Ex, t)ae ax
o0 0 -0

para isto mostraremos que

!

_ 1 T 1 T
l_imJ J gn_(x,t)w(x,t)dt dax = J' J glx,t)¥(x,t)dt dx
0 ‘o0 70

N> o 0

T

. 1l
lim J'\ Jpn(x,t)%;?(x,t)dt dx = J J p(x,t').-g-;‘g(x,t)dt dx.
o ‘o ‘ 0 ‘0 :

Temos que, para todo n,

1 T
| J J [g,(x.t) - g(x,t)j v (x,t)at ax| =
0 0

[y

&

= <g, - g,V> < (Cauchy.-Schwartz) " gn-g”Lz ” ¥ "L2 ;

. mas {gn}+g’ em L2. Assim , quand'o n+o |,

1l T ' 1 T
J J g, (x,t) ¥(x,t)dt dx - J J glx,t)¥(x,t) dt ax//
0] 0] ‘ 0 0

22



Analogamente mostramos que
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1 .7 . 1 T :
L g 3
lim J J P (x,t5-a—}% dt dx = J J fp(X,t).gy(x,t) dt dx
N 300 n . x
0 -0 0 o :
0 due conclﬁi a prova de qué' Hi, é espago de Hilbert, - donde
1. .1 . o
Hx X Hx € espago de Hilbert.

Para mostrar que X & fechado em Hi X
. ~ . e n
sequéncia  {(w
- e verifiquemos que, na realidade, (wl,wz) € X,

equagao (16 ) é satisfeita para (wl,

l ’

- wé(q,t) = wy(1,t) = 0.

Agora, para cada n,

1

wh
2
0

. TK awn
+ J Jb(t)‘——"ai(x,t)mx,udt ax =
0 T

1
(x,T)@(x,T)dx-— J. wg(x;O)CKx,O)dx -

0

T Bw
J a(x, t%‘~—(x t)‘J&x t) dt dx

wg)}é X converggnte para (w;, w,) € Hi x H

wé) e que

1 .
Hx' consideremos a

1

ou seja que a

wl(O,t)=w1(l,t)' f

1 T ‘
J'_ J Wo o (x, t)—ﬂ(x t)dt ax
0 0

Vo €EV,



Com raciocinio completamente andlogo ao feito anteriormente,

mostramos que

1 1
lim J wg(x,TXP(x,T)dx J w2(x;T)¢(x,T)dx
0 : ' ‘ 0

1l B 1
lim J wg(x,0)¢(x,0)dx = J wz(x,O)w(x,T)dx
n> o

0 0

1 T : 1l T o
lim wn(x,t)ﬁgdt dx = w (x,t)im dt dx
e W2 at 2 3§t

R -
0 0. 0 0
1 T n 1 T ;
) sz _ &wz

lim b(t)—§;(x,t)¢(x,t)dt dx = b(t)ﬁgg(x,t)¢(x,t)dt dax
me Jo Yo o ‘0o '

T n 1
ow : ) ‘
. l : 1 3.0 dw a9
;1m 0‘ Joa(x,t) ax(x't)ax(x”ﬂdt‘bkj'Oa(x't2§x(x't)§x dt dx

Ainda mais, o Teo;eﬁa. 3 e o mesmo raciocinio mostrém tam
bém que
wl(O,t)=w1(l,t)=w2(0,t)=w2(1,t) = 0.

Assim (w;, wy) € X e X & fechado em Hi.x Hi ‘que é es-

pago de Hilbert donde X é espaco de Hilbert.
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A proxima etapa € definir a forma sesquilinear S:X x X -+ R
com a qual trabalharemos, mostrar que ela é continua e‘exibir a
constante c¢ >0 tal que S(x,x)>c | x||2.

Sejam x = (wl, w2) €EX e y-= (wl, w2) € X.

S: Xx X 1R

((wl, w2),~(§1, Wz)) b s(x,y) é definida por

s [3-“’1 9wy vy 2w, ] |
S(x,y) = J ,J a(x,t) 5;— —5; + »fg; 5% | dt dx
0 0 B
1 v -
-+ J' [wz(x,T)wz(x,T) + wz(x,O)wz(x,O) ] ax
0
Obviamente S & _simétrica , pois S(y,x) = S(x,y)
Desta forma
= .
K_B(wl,wz) = - S(x,x) + J .ub(x)wz(x,O)dx.
' 0
.Vamos verificar _que' 3 e>0 t.q. S(x,x)>c I x||2 e, pa-
‘ra isto precisamos da
Desiqnaldade de Poincaré: [ 4]
Seja Q@ um aberto com diam (f)<2a. Entao "f“bf_Za “f”l ,

| 1
v £€ HS(D) .
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No nosso caso, . R=(0,1) > diamQ = 2a = 1 e
'\l::'l w
: 2 g 2
I£llg = .| £%(x,t)ax
- 90 1 1
. 2 3£2
> entao f (x,t).dx< % (x,t)dx
i1 | o 0
2 _ [ as
"ful .= [ a‘x(x:t)dx
.. 0 J
;
Assim,
21 T T
2 - frag?
- £%(x,t)dt ax< T (¥,t)dt dx. (18)
0 ‘0 0“0 ' , '

Temos pois que

1 T awl_. 8:w2 2
S(x,x) = a(x,t) [(;'ax)z-i-(“"ﬂa-x)J”dt dx +
0 0]

1

T2, 2 -
+J sz(x,T) + wz(x,O)] dx >
0 v

3

1 (T - 2
w dw
J, Jau,t) | b 5D ] at ax >
0 0 ' '



S T ‘
L\ oW, . dw, 2
o ;o 12, "2 .
Jo- L {f'—é;ax) +G3 )] dx pois §(x,',t) 2 »Ot>0: ~em Q
] 1 T [awl dw 2
=3 a (—3}—(- + (—ﬂ' dat dx +
0 0

| | T [ 2wy 2 2, 2y
> (por (18)) O,S(xJ J —5) 4T (=55 + (w] + w3) > dt dax

90X 9x
0 0
_ 2
= 0,5a ||(wl, w2)”x.~
Assim, S(X,x)z,O,S(x”xﬂi donde c¢=0,5.0 .
Como S(x,x) = 0 < x = 0 temos que s é simétrica, defini

da-positiva.

" Resta mostrar que S(x,y) é continua, ou seja que 3 k t.q

Is(x,y)]| < x ||i” ly I ., o que embora pareca surpreendente, nio
é coisa trivial dada é norma com a qual estamos trabalhéndo no
nosso espago X.

Como S & simétrica e S(x,x)>0Yx€ X, usaremos a seguin-

te propriedade:

Propriedade 3:



28

-Se a forma bilinear B

entio |B(x,v) < B(x,x)1Y% [(y,»] Y2 .

é simétrica e tal que B(x,x)>0VY x ,

Achemos pois um majorante para S(z,z), z = (wl, wy).

. By By’
s(z,z) = a(x.t)[(g;—)} + 530) ] 4t ax +
0 4]
1
+ [wz(x T) + wa(x 0)] ax//
2 14 2 ’ .

0

Agora,dado t € [o,T],

2 2 > 3w,

w2(x,t) = wz(x,s) -2 w2(x,r) 3r (x,r) dr.
t ’ .

Chamamos a aten¢ao anteriormente e vamos usar novamente o}
resultado: “se ‘&lv e w, sao fungoes regulares, entao as equa-
Gdes a seguir s3o equivalentes: (16) e

Bw, . Bw, o 3w,
TR =il LA el VA
abai-

A justificativa deste resultado esta na Propriedade 4

XO:

Propriedade 4:

‘Seja Y = {(w,,w,) € X que s3o regulares } ; entdo Y ¢
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um sub-conjunto denso em X .

Assim,
. | * S N
w2(x,t) = wa(x,s)-2 | w,(x r)[ii(a(x r)jL wo(x,r)-b( )?i’ L(x,r)]a
2 7 2 7= 2 7 Ix *tx 1T Thax WalX,rlldr
s » v i

Y s W

s : 5 _ .
- wg(x,s)-ZJ 2(x,x) - ax POuT5 Jar + 2J b(r)7Z ar
v'_ t .

t

donde

A T T S :
2 2 | 3 A
wy(x,t)ds= | wi(x,s)ds-2 »w2(x,r)ax B(x,r)— (x,r)] dr ds +
0 0 o “t . |

2 r Jsb(r;-— (x,r) dr ds.
0 t .
T

2 ey i | ] vy
Twz(x,t)=.[ w2(x,s)ds-2. J (x r)ax [a(x, r) (x r)] dr ds +
0] 0 t

T s éw '
+ 2 J [ b(r)—*—(x r) dr ds.

Entao
1

2 ' 1 2 T . 9 awl ,
T w2(x,t)dx= wz(x,s)dx ds- 2 w2(x,r)jgc-[a(x,r)a.—i—(x,rﬂ‘dxd:ds
0 o o -0 t

0 0
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0 0) t

l

0 t

- x=0
r Fb(r)wz(x,r)dr ds ]
x=1

30

1 T S
8w2
+2[ J J b(r)—=(x,r)dx dr ds

9x
0 "0 "t

dw

b(r)?a—i (x,r)dx dr ds = (b(r) nao depende de x)

n
. O

l T (s Cn .
| \wz(x,r)j\gx a(x,r)fgj}-{-(x,r)de dr d_s =

0 "0°t u’ dv

T s .
- J J wz(x,r)a(x,r)—é—; (x,r)dr ds]
0 .

Assim,

8w1

l1 T ,s :
Bwl 3w2 A
- a(x,r)-g; (x,r)—35(x,r) dx dr ds //

(por partes em x)
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1 AT, | L dwy, 3w,
wz(x,t)dx= w2(x,s)dxds+2 ' a(x,rv)—g;(x,r)—g—x(x,r)dxdrds
0 Y00 Yool

_ 5 - - awl 2 '
| wh(x,s)dxds+ 2¢ | [a(x,r)T;(x,r):]- dxdrds
0°-0 | 0 0 "t | o
1 (s 4 - 1/2 _
Yo \\2 '
{ J J J' (55(x,r))” dx dr ds } /Y
0707t o
~ Mas a(x,t) <A ‘em [0,1] X [O,T] , donde o '
| | | _ /2 2
1 } 1 ,T S Y2ra 1 jw. -21/
w2(x,t)dx <= w2 (x,s)dx ds+2a (—'W—l')2 | =57
[ W2tXe =T 2 % G8*p YTox ES
0 0°0 ' 0 "0 0 0O 0 0 ° |
1l T 3 T 1 T v |
ow, 2 dw, 2
< % J J.wg(x,s)dx ds+ -,% A.T( J1 J (—a%) )1/2 (J J (—5}%) )1/2
0 0 .0 "0 0°0
. 2..:2
usando o fato que 2ab<a’+b - ,
1 1 _ . | v v
2, 1 2 T‘aw 2 Y Paw, 2 |
sz(n‘:,.t)_dx»ig wy(x,s)dx ds+ a( | (,_5}%) dx dr + J(T%) axdr) -
0 . 0 0 070 - 0o o :



para qualquer t € [0,T] .

Assim,
, . dw, 2 dw. 2
s(z,z)= Jl Jma(x,t) [(?r%) + (7;%) J dt dx +

0 0 .

+ Jl wg(x,T)dx + .f Wg(X,O)dx
0 0
! T awl 2 a‘Wz 2

<3 (3% (—3) dt dx +

0 0 ’

) 1 ) :
+ 2 w2(x s)dx ds ou seija:
T , 2 ’ P Ja:

0 0

2

S(i.z)f_? ”(wl,wz)ﬂi ondg K = max { 3A,7

Desta forma temos que, como pela propriedade 2,

1/2

Is(x,y) | < [s(x,x)] B(yv.v1Y? - entdo

L 4

Is(x,y)| < kx| Iy llx como queriamos.

1
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Uma vez que S(x,y) ¢é continua e J u o{x)w,(x,0)dx € linear e

0
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continua, ent3o pelo teorema de Riesz.

Ve
[

| 1
S(x,&) =<x,Ry > e J uo(x)wz(x,O) = <b,x> donde
; 0

Kglwpwy) = Kglx) = = (4 5,30 - <bx> )= ax,Rx >- <b,x>).

e e

Temos que, encontrar max KB(x)'ré resolver a equagao Rx=b.
i .

Verificamos todas as hipdteses do Lema de Lax-Milgram para

'S(x,y). Assim,para todo x'€ X', X' = {f:X+ TR}

’ existe
um e um SO xfik t.q. Axf(y) = S(x,y), v'y € X.
Mas dado x' GFX', pelo teorema de Riesz J z € X. t.q.
x'(y) = <y,z> , V yé&x.
Assim,
<y,z> - x'(y) = s(x,y) = <y,Rx>VY y, donde z = Rx
tem solugido tnica e pértanto b = Rx tem solugdo uUnica e x=R " 1b.

"Ainda mais, o Lema de Lax-Milgram diz que

' " -‘1 ' 1 -
Ixll<d =l =% Upl =
- 1
IRz )<z e
-1 ' .
R = -1
B2l . 1 =% o< o1
’ c
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A desigualdade ||x|hg%V||bH " nos A4 uma estimativa da solu-

Gdo em termos das condigdes iniciais. Lembramos que ¢ = 0,5x «

onde  a= min a(x,t)(estamos supondo que tomaremos a(x,t) conti
(x,£)EQ

nua sempre).

Na realidade, pode-se mostrar que’ wl(x,t) e wz(x,t) tem

as derivadas® necessarias, donde a solugao que mostramos existir e

ser unica, resolve a equagao do calor:(1).

1.4 O Caso nao homogeneo:

'Vamos mostrar agora como.tratar o caso q(x,t)#0.

seja W, (x,t) solugdo de
. ,

~

9 Bwl.
B [a(x't).fg; ] + 0,5 gq(x,t) = 0

| wl(O,t) = wl(l,t) =0

ou seja

3%, |

a(x,t) = (x,t) = c¢(t) - 0,5 q(s, t)ds
> . o N

, ow

1 = c(t) _ _0,5. :
> I x (xrt) a(x,t) a(x,t) J -Q(Spt)ds
0

y

X A e
s W(x,t) = d(t) + C(t)J. ) - o,sJ 'a‘(ﬁ)(J a(s,t)ds)dy
| 0 0 0
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Agora,
(@, (0,¢) = d(t) = 0
1 . 1.y o
-~ _ dr _ a(s,t). _
Lwl(l’t) = c(t)[ alr, o) O,SJ .[ aly . t) ds dy = 0 &
’ 0 0°0
1l ey
gSS,t)
0,5 J J aly,t) ds dy
clt) = 0
1
dr
a(r,t)
0
H y ') .
g{s,t
_ 0,5 J aly.t) ds dy X
~ ' ‘0 0 dr
> _wl(x,t) =" T, _ J Cal(r,n 7
' ar 0 .
- a(rrt)
‘0

< . .
. -1
0,5 -[ aly, ) ( JV q(s,t)ds)dy .
0 0 »

Seja agora Wy = Wi=w,, Ventao Wy = owp ¥ Wy e
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3w, 3w2 3 AP |
_—__'_ax + b(t)-——ax =% [a(x,t)..é'; (w1 + wl)] + 0,5 q(x,t) =
oW 3w
3. ¢ ,
= —a;[a(x,t) _— )l( 1+ -é?;[a(x,t) —3:];] + 0,5 q(x,t) =
3 .aﬁl

-5; [a(x,t) —ﬁ] Y/

Ent3o o Lema de Lax-Milgram pode ser aplicado para unicidade

de sol. de max K 6(wl, w2). |
.= 1
[Gwyr wdll< < lIp]

Agora,

1 8% 3

- Wy 2 v, 2

‘K,B(wl,w2)= - 0,5 a(x,t) [ (-75;) + (-—a-;) 1] at dax
0 0 '

- 0,5 r [wg_(x,T)? wg(x,o)—Zuo(x)wz(x,O)] dx
‘ 0

' T ow, 2 dwy &, b, 2 dw, 2
= - 0,5 alx,t) [ (—a;) -2 et (*-3—;) + (—‘T{) ] dt ax
o 7o | -

- 0,5 J_1 [wg(x,T) + wg(x,o) - 2uo(x)w2(x,0)] dx e assim
0 | | :
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<b,x> ", neste caso, sera:

1 1 |
J '_Ji[—si TT% ] dt dx + J g (x)w,(x,0) dx.
: o g O » .

1.5 Convergencia:

Neste itrabalho, vamos aproximar a solugdo de max K_B(wl,w2 )
“(min qx(wl,wz)) em espagos de dimensao finita N,XN ‘e 0 teorema
abaixo nos da condigdes para que a sequeéencia {11N} seja conver-

gente para u onde Ug é solugao de max KB( wq, wg)bem XN e

u €& a solucgado de max¢KB(w1,w2) em X.

Teorema 4:

AVSé { XNJ é uma sequéncia de sub-espagos de X tais que

é denso em X entdo fu 1} - v

NN N
Dem. : o
s - - . - 1, = - - » -
Como max,KB(wl,wz) = mln'( KB(wl,wz)) min Q(wl,wz) on
de 0(x) = Q(wl,wz) = % <x,Rx >- <b,x> , vamos raciocinar com
q : min Q(x) em X

u, : min Q(x) em X__
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Inicialmente mostremos que ¥ v € X, Q(v)-Q )> k |fv-uy 2,

Chamemos v = w+ h(3 h= v-u) e lembremos gque u ser

min de Q(x) € o mesmo que 'u-ser solugdo de Rui = b.

Assim,
1 1o :
Q(v)-Q(q’)= §<V,RV >- <b,v> - 5 <y 1> +<b,u>
= %‘<q+h, R}i+Rh> —<b,{1+h> - %<u,Ru‘$+ <b,'u”>
= 1 1 o 1 : 1 :
= 2<._,‘1'Ru>+ 2<_u,Rh >+ 5 <h,3u> + 5 < h,Rh>
-<b,h>-<b.,u> - % <u,PL{> + <b,u>
=< y,Rh >+ % <h,Rh> - < b,h>
=<Ru-b,h > + % < h,Rh> =
1 1 o 1 oy 2
= §v< h,Rh >= 35 S(h,h) >3.c ”h“X
Ent3o - Q(v) - o) >k ||v - u”)z(
Como B é denso em X,Y € >0 3 gy EXy tal que [u-vyll<e.
Assim,

lety 2o <5 | st uw)=sty vl + ol lu-vl

1 ,
= 3 Istsvy, vl + 150 -y |
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< s llurvgllumvl + dol flu=v I
ST Jasucl + Il ueve
2 N N
como I-vgl<e e lggel - M < syl

fvg ighull +e

> u‘+VN, N<luwll+ |l Vi ]I < 2||ufl +e . Mas, por Lax—Milgram,li u I 5_”2“

s Jusvglls 212N

o

[
=

Ky @ .. ' Kbl . Ke | X T
§||'}1"+VD3II tlvlle ==+ 5 + vl = (‘5‘ +1) ||1_>|l + Ke
Dohde

Clletvy - ot Ml wﬁllf Me

| 4me<Q(vN) - QW) < Me

: ‘Y'Q(u,') - Me < Q(VN_) < Q(u) + Me

(128

Como y, . é min Q(x) em X’ Q(u&) _<_Q(VN)_ e como ’.1_1‘

min Q(x) em X,'Q(u),_<_Q(uN).
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Assim,

Q(u) i Qhy ) € 0(v) < Q@) + Me

ﬁf Qy) - o(w) < Me
donde
_ L
klyrulf < Q) - 9w < me
: ./ME ‘ i
lth-1ﬂ|< E— donde {qN”}+ u , como queriamos de-

monstrar.

1.6 Comentarios Finais

Obviamente a prova de exiéténcia e unicidade de solugao da
equagao (1) poderia ser feita de outra forma, mais simples até, o
que pode ser encontrado em textos tedricos.de equacoes diferenci-
ais parciais.: _

No entan™o precisamos do qﬁe foi demonstrado neste capitulo,
porque este método € o método construtivo que adotaremos para  as

aproximagoes numéricas; além disso, 'a convergéncia dos métodos

-estd ligada as estimativas que foram feitas aqui.



capfTuro 2

APRbXIMACiO POR_FUNCOES SUFICIENTEMENTE REGULARES

.

2.1 Introducao:

Nossa .meta neste capitulo é aproximar solugdo para a equagao

+ b)) B = 2 [a(x, ) ¢ 1+ alx,t)

&l

@ : ‘ | o _
ﬁ u(0,t) =u(1,t) =0 o<t<r, a(x,t)>0v x€[0,17, te[o,T]

u(x,0) = wg(x)
\

em espagosih'dﬁmxs&a.finita,
Desenvolvemos nossos calculos, no entanto, para o caso parti
cular onde b(t) =0, q(x,t) =0, a(x,t) =1 ou seja, aproximamos so

lucdo para a equagao

du ::'32u
ot ax?
2y S o _ | ~
u(0,t)= u(l1,t)=0 0<t<T , vxe[o,1], t€[o,T].
\ ‘ulx,0)= p‘o(x) :
Desta forma segundo o que vimos no capitulo anterior, os

principios extremos duais se reformulam por:

max KB(wl,wz) com
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T awl 2 ~§w2 2
Kglw;,%,) = 0,5 [(5%) + (%) Jatax
: 0 0

1
-0,5 J [wg(x,T) + wg(x,o)- oo -ZuO(x)wz(x,O)]dx
0 .

sujeito a

w2(0,t) = w2(1,t) =0

\

e —min Ja(wl,wz) com

T aw 2 dw, 2
[+ (7:?) Jat ax +

Ja(wl,wz) = 0,5 Jl
o Yo

. 1
+-o,5‘J ’[wi(x,T)+1;g(xeyb.(x)wl(x,0)+wi(x,0)] dx.
0
.Suijeito a:
. :
2
I wy _ Fw,
at 2
< : ?x

wl(O,t) = wl(l,t) = 0.

\

Conforme fizemos no capitulo anterior, vamos trabalhar aqui com o



principio do maximo, apenas.

2.2 Aproximacao Usando Polinomios Por Partes:

Queremos pois encontrar max KB(wl,wz), com

e T 3w 2 %wz 2

: 1
\B(wl,wz)‘= -0,5 J [ [(fg;) + (—5;) ] at dx
0o ‘o | -

1
-0,5 J [wg(x,T) + wg(x,O)-Z%rﬁx)wz(x,O)] dx ,

0
sujeito a:
xéwz azwl
ot =‘ —5 wz(O,t) = w2(l,t) =0

9.X

Conforme feito por Zago em [1Q]uma forma de aproximar a solu

gao deste problema é escolher wl(x,t) num espago de dimensao fi

Q?w

nita, calcular 5 © entao encontrar wz(x,t) por integragao.

3x

Faremos aqui a mesma escolha feita em[18 ] , a saber:

w,(x,t) > I c.. (t) ¥.(x) impondo  que
1 i=1 j=1 3 3 L
¥,(0) = 0 para todo i, o' que implica em
| N M . ’ ) " ' ”" ) n
wy(x,t) ifl‘ jil Cij ¢j(t) p;(x) . desde que Y, (0)=v¥;(1)=0



para todo i.

Substituindo w e W, acima na expressao de -KES' obtemos

1

i

a seguinte furgdo a ser maximizada, agora fungao de cij:

1 T :
. : N oM . " 2
Kg () = - 0,35 J J [iil '=21 33 ¢j(t) Yy (x)] | dt dx

0o ‘o0 J
i T Nv M " 2
- 0,5 [ : I oc,.P.(t) v, (x)] dt dx
- i=1 j=1 *3J 1
. o ‘o0
1 N M " 2
- 0,5 [z ey B(T) y(x) 17 ax
o i=1 =1 |

'lNM " 2
- 0,5 [ f _i cij¢j(0) bo(x)] ¢ ax

c3484(0) 0 (0] ax

Para esta expressao ter sentido precisamos que as fungoes

-¢j(t) sejam continuas e com derivada com descontinuidade  num
. conjunto de medida zero e que as fungoes ¥;(x) tenham derivada

segunda continua e derivada terceira com descontinuidade num con
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junto de medida zero.

Chamemos de NPX o numero de pontos da nossa malha no eixo

X e NPT, no eixo t.

Aqui também trabalhamos com malhas igualmente espagadas tan-

1 - = 1 . -~ -
NPT-l) como em x(Ax ",NPX—l)- e com fungdes cha-

to em t( At =

péu em t e B-splines cubicas em x.

‘ Os graficos genéricos das fungdes chapéu s3o os seguintes:

{
1
\
n — £ e
t :
1 t, ty .. tig Yy tiv1ccr tumea Moy ty
/
t-t.
1-1
it SR
: t.,.- t
= 1+l
P;(t)= < it ;o ottt
\ 0 b b2t 4 T2t

A derivada primeira de ¢i(t) é pois

/0t , ;5 <t <ty

[] .
ﬂi(t)=Q< - 1/At o t, <t <ty

-0 ; ! t <ti-1' t >ti+1



Para as fungdées B-spline cubicas temos a seguinte
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expres-
sdo genérica, considerando [z; ,, z,, ,] = [-2,2] :
(1,.3,..2
g(z +6z°+122+8) , -2<z<-1
%(-3z3—6z2+4) , =1<2<0
S (2) =..4
3 1.3 . 2
€(3z -6z°+4) , 0<z<1
%'(-z3+6z2-12z+8) , 1<z<2
\
Os graficos sdo os seguintes:
f S, (2) i s4(z)
4/6 ) 2‘/3
—— L —
1 2 -2 -1 . | 1./ 2
A sq (2)
A R
s3(2) 2
N
y///,/‘\\ 41 //\\\\\“ —_— 1
4 —+ ' — ' 4 —
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
- "1 *_——"
-2 -4 -2
- ———{ -3

P
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Observamos que, em t, as fungoes ¢j gue nao se anulam em

[O,T]‘ sao exatamente as fungdes ¢1, ¢2""""¢ﬁPT

Agora, em X, no intervalo [xl,x2] teremos a contribuigao
de ¥ ,(x), wl(x),'wz(x)'-¢3(x) que nao se anulam em[:xl,xzj e

_"'l\gpx-z(’_‘)' Yy px-1 (%) ¢ ¥ ypx (%) e bipxs+1(X) que ndo se anulam

em  [xypy_1r Xppxd -
Temos assim a contribuicdo de NPX+2 fungdes no intervalo

[0,1] .

- 'Agora, como vamos exigir que wl(O,t)=w1(l,t)=w2(0,t)=w2(1,t)=0
faremos a seguintevrefdrmulagéo: Wl =v¢2 - wo . jogamos fora
¢1 e fazemos o andlogo para o extremo superior. Vamos assim tra

balhar com N = NpPX-2 fungEesbem X e M= NPT funcoes em t.

Chamaremos 1., reeee, U de V. mesmo, lembrando que
' 1 2 , n i

V=V, - ¥

<«
e
L]

L&

= Ynpx-2

U= Yypx-1 - Wipx+l

e que agora, X, = Ax, X, =248%X, ...., Xy= N.Ax.
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Como as fungoes S3 estdo definidas em [-2,2], para traba

lharmos em [x.

i-27 xi+2] , com xi= 1.Ax, a mudanga de va;iéveis

nos fornece,

'Y = 1 qrX _

‘pi'\X) - Ax SB(AX l)

" l " x
Y. (x) = S, (3 i)

i (Ax)z 3'8x

"e 1 X .
V. (x) = s (57 - 1)

i (Ax)3 3 ‘Ax

* Queremos max.KB(cij) e, para encontrd-lo vamos impor que a

derivada de KB em reiagéo.a % m seja igual a zero, para to-
do ¢, 1 <&M e para todo m, 1<m<N, ou seja, teremos

que resolver o sistema:

AT o ‘ D
i 0 J'O iil j=§1 cijﬂj(t) qj;j(x) ] ‘Dg,(t) \Pm(x) dt dx
-l' T ’N M s e
) —ao o 15-1 j=21 ci#3(t) ¥y (x)] By (e) ¥ "(x) at ax
tow M . )
- 0[151 J=21 c;§85(T) ¥; ()] By (T) ¥ (x) dx



(3)
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€33935(0) %] 8,0 ¥ (x) ax

L :
+J ug(x)Pe(0) ¥ (x)dx = 0 , 1< LM, 1<mSK.

0 _ N

3 .
I

que é um sistema linear com M.N equagdes e M.N incdgnitas.

Levando nossas fungoes no nosso sistema linear (3) e efetuan

do a integracdo em t, teremos o sistema:

para L= 1:
N. 1 v ', N . 1 1 ' 1,
'{1 ci;’l(-A—t) wi(x) wm(x)dx + iz-l ci'z(- E) \Pi(x)\l)m(x)dx
1= 0 = . 0
N ‘ 1 - 1 )
At " oy’ At_ "y ny
+ _Zilci’l(—3) J\P i(x)\v m(X)dx + iilcirz( 6) I vy (X) v, (x)ax
i= 0 A o
N 1 o 1 i
+ -)ilcik,l J' V) ¥ (x)dx = J ugx) Yp(x), 1< m< N V/4
1= 0 ) :
para 2525 M-1 |

1

n . 1 ‘ ' v N 2 o ;,
z ci,SL-—l(_ Ae) | v (v (x)ax +Z ci,JL(A—t: Vs (x) ¥ (x)ax
=1 ot Jo

1=1 . 70
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N

N 1 ' [ ;
¥ E ci,9,+1(— At ]Jwi(x)wm(x)dx+.2
1=1 : 0 i=

rl
ci’£_1<-’g—'§->[ ¥ (x)0] (x)ax

1 0

. 1 ) .
N "we' " N "e' "y

+ I ci’i-(ﬁ_é\L)J "’i(X)wm(X)'dx+.£ ) +l(A—g) J)wi(x)\bm(x)dx
' 0

1i=1 0 i=1

0, 1l<m< N/

Finalmente, para & = M,

1 : 1
N 1 v v N 1 ) v
ey mop(map) | vy (xdax+ T ey W(FE) | by (xIW ) (x)ax

N e .
z Ci,M(‘A'%)J ¥, v (x)ax

N 1 . N -
+ I c. (E)J 'J);'(-x)\l#m(x)dxﬁ
= 0 =1 0

i,M-1'6

1

N . ”" n
+ Z ci,MJ' b; (x)_(x)dx = 0, 1< miN
1i=1 0

Podemos reescrever nosso sistema na forma matricial, Rx = v,

onde:



com V.

n'

Oeveeree s O

Q esesee

QO evveese s O

N.Mx1

O vrevecee

(4

com

O..'.......-O
O.......;....O

O......'.-.-‘O

L B iiiiian.. O

~ .

\\ N .

~ ~ °

~ ~ °

~ . Mo .

~ . ~ .

N N ~ .
~ s e

B A B

O eseceeecs O

o, ]

< sees e
. .N’

R

2,..-.,

" Nx1

51
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sendo
\ 1 R 1
r1 v [N e nr. " "
A=(ami);[ZEJ wi(xhvm(x)dx+£%Jl¢3(x)¢m(x)dx+f wi(xhbm(x)dx] NXN
’ 0 0 0 N
B=(b );[(-LJ Yo (x)0 (x)ax + AL rq,"'(x>¢"'(x>dx] |
mi At i m 6 i m NXN
0 0 o
. 1 < , . '
A1=(almi)=[§%J wi(xhbm(x)dx+é%2 Jﬁbi(x)wm(x)dx] ﬁ%Ni
4 s) 0 C
Devido a relativa simplicidade das fungdoes - -spline cubi-

cas e suas derivadas, os cdlculos das tabelas abaixo foram fei

tos analiticamente:

para 4< i <N-3

integrais i-3 i-2 i-1 i i+l 2 | i3
1
Yo =1 -1 -1 2 -1 -1 -1
J"'i(")‘pm(")d’? 120.6x | 54x% [8.5x |34x |8.5x [54x [120AX
0 ' R
1 ' 2 15 |6 1
"e " -1 6 -15 0 - -
(x) (x)dx - 5
J(;‘ﬁ ¥m ex)® | ax3] (03] (630°] (50°|00)°] ()
1
lp'_'(x)lp“(x)dx E 1 0 -3 8 -3 0 1
J o 6(x)> 2003303 | 2003 le(ew)®




Agora, para i =

1, 2, 3 teremos:

. 53

m .
iﬁtegré\{s i3 | i-2 | i-1 ] i i+l | i+2 |i+3
Ceong 8 -7 -1 -1
J Ty (dpp (x)x 1%x | 60AX | 5 [120s
0
1
J ¥, GY_(x)dx Bl e
0 : Ax A x AxT | AX
L " 8 -5 1
P (x)p_ (x)dx 0 | —=x
J: 1 m - 3Ax3 3Ax3 6Ax3
1
v -7 | 2 -1 |- -1
o (W (x)ax corx | Bx | @x | Sax | 1208%
Y 0
.1 ]
TR .14 | 20 | -15 6 -1
(x) g (x)ax : .
1 0‘1’2 o . Axs : Ax5 Ax5 Ax5 Axs
1
J¢2(x)¢m(x)& -__53: 8 . -33 o 1 .
0 30x> | 34 | 2 BAX
»
-1 =1 |2 |z -1 -1
3 (xp p(x)dx r | Bax | 3 | Bx | BAx  [120ax
Y 0
1
TR EREI: 6 -1 | 20 |-15 | 6 |=-1
m 5 5 5 5 5 5
K 0 Ax Ax Ax Ax Ax Ax
|
w, om -3 8 -3 0 1
P o (x)Y_(x)ax . 0 : )
.[ 0 37 ¥ ax3 | 3ax3 | 243 6Ax3
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E, para i=N-2, N~-1,N:
i - " | N-5 |N-4 | N-3 |N-2|N-2 ] N [N+
Integrais
1 ‘ ‘
V(Y -1 -1 -1 2 |2 -1
J -2 ax Voo | sax | Bhx | 3ax | Bax | Sax
Jg |
1 :
T g e S e -
0 Ax Ax Ax Ax Ax Ax
1 1 3 |8 3 | o
J -2 (R p(x)ax | =5 |0 3 3 3 3
0 64x 20%> | 34x 2Ax Ax
o |
i . . N-4[N-3|N-2]N-1 N N+ 1 N-2
Integrais : :
1o -1 -1 -1 2 -7
I Uy N dax |56 | 5o | Bax | 3ax | domx
0
1 [RRY II!
N-1 Jq’ﬁi(X)ngD (x)dx -15 65 -12 2(; _lé
0 Ax Ax Ax Ax Ax
- 1 -3 8 -5
j Pr o (x)r (x)ax — o]
ol m 6Ax° 2ae® | 3ax® | 33
. m .
1 » N-3|N=-2}N-1 N |N+1 |N+2|N+3
Integrais : '
o | -1 -1 -7 8
J,\{I’n(")“’m(")dX 120ax | SAx | 60Ax | 15Ax
O . V .
1
W n!
N Jiprc;ixxmgni(x)dx == & ||
0 N Ax Ax Ax
1
1 -5 8
poowmae =5 | o | =35 25
Lipn LR YN 33 | 36x
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: Chamando

1 o
cf1= ( [ \Ui‘(x) lI)"J.(x)dx )

NxN.

—
g = ( J 1Pi (x) Wj (X)dX)NkN
AN 0

.ol

E= ( J Vol (x)ax)
: 0

teremos

_1 At

(aij) T & CIiJ * 3 dl] * elj
R S At

(le) = - cl1J Al dij
2 4At

(alij) = N c1ij + = dij

com o que construimos a matriz R.

Para um né genérico (x4 tk), temos que a aproximagao da

solugao é dada por

u(xz, tk)z‘wz(xl, tk) + wl(xz, tk) =
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N M N M
= I Do @(t)uilxg) + T Ee; (e )y (x,) =
i=1 j=1 i=1 j=1
r .
Mo 2 Moo Mo
= I —xsc At )- 1 e, p.(t) + I —5 ¢ (t,)
321 ax? RTL3TIURTT g2y p2 TRIURD T g5 2 T4
Mo : , M Mo
+ I =c P.(e )+ £ L c,.B(t ) + I ¢(t)//'
j=1 6 "2-1,37j 'k 3 j=1 L3 k j=1 6 % +1, i
1 2 1
= —=—= o - =< ¢ + c +
Ayl FLE T 2 Ax T2 Cmlk

16 [ep g, k-1Pk- 1(tk)+c2 1,xPk (t)*e g, k1 Pre1 ()]
- +2/3 [c 2,k—1¢1_<f£tk)+cﬂ,k¢l'<(tk) * € a1 i1 () ]

+1/6 [¢ 2,+l,k-l¢k 1(t) *epy) kgk(tk) * ¢ ke Prer (B

Agora, para os pontos (X;, t, ) as parcelas em c,_ ; desapa-
recem pois wi(o) = ¢;(O) =0 '1<i< N, 0 mesmo - acontecendo
com os pontos (fo tk) onde as parcelas em c, , desaparecem.

~ Ainda mais, como as fungdes @}(t) sdo descontinuas nos nos
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aproximaremos assim:

(1) gi(t,) = lim §i(t), o= k-1,k+l donde @ (t)=0 e

t> tkv

2 2 ’)

. 1 1
ulx, ,t, ) =( - —)c,, + (57 + —=3)(c, _ + c
L'k 3At sz 2k 6 At Ax2 -1,k | 2+1,k
» 1 . » - .
- —_GAt(cz—l:k-l + 4 Cox-1"* c_2+l,k-l)’ ou entdo
.. , e el -
(ii) g'(t) = lim @ (t), a=k-1,k,k+1l, donde @y ,(t, )=0 e
t+t .
k
2 2 1 1 o
{ o (e 2 —_ . = :
uixg ety )= =(3g + =3 9 * 5 - ) Cp1,x t Spe1,x)
'Ax Ax .
+ —1—-(c + 4 'c o+ c )
60t~ -1,k+1 L,k+1 1, k+1° "

2.3 A Convergencia

Para mostrar que {u"k}-+ u , segundo o teorema 4  do capitulo
1, temos que mostrar que D = 'US(k~ é denso em X (k='1§'i.M).

Agora, D = span - Ep_lj(t)lvi(x),‘ CPj(t)\li{(X)] .
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Para mostrar que D é denso em X vamos mostrar que

o ortogonal de D em X & {o,0} .

De fato, seja (gl,gz)ED‘LW;entéo (gl,gz) €EX e (91’92) 1

.L(pllpz) v (Pl:pz) € D, ou seJa:

1 T s .
4 a'gl . . 892 .
(4) FrRd (t) ¥ (X), o+ ’ax\i(t) ¥ (x)j dt dx = 0 ¥
0 0 a;pl P,
ax . 9%
P e V¥ regulares tais que P(0)= Y(1)=0 e P'(0)=9"(Q)=0.
Tomando Pp;(x,t)=p'(£)¥(x) e p,(x,t) = p(t) V' (x), entao
=
P, _ 3-Py
a.t ax2
Como (gl,gz) €X, temos que, por (16) do capitulo 1l;  -como

p(x,t) .= p'(t)¥(x) _'llt?ertence a Vv,

1 | 1
J g2(x,T)p'(T)\l)(X)_dx - J gz(x,O)p'(O)lv(x)dx
0 0]
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T

1 LT |
'-J" J 92<X.t)p"(t)¢(x)dt dx = -JA
70

39, |
X p'(t) ¢'(x)dt dax

0 0] 0. : )

Agora pér ( 4):
1 T . : Y
.09 1, ' 1 ' 392 .
-1 Tox p'(t)y'(x)dt dx = ’ -Ej'p(t) U] (x% dt dx
0 o : 0 0 dv u.

= (integrando por partes e gz(O,t) = gz(l,t) = 0)

1 T
= -J | J g, 0, 0)p(t) ¥ (x)at ax
- Y0 Yo . ‘

Assim,

1 .7 1 T A
J J gz(x,t)p(t)w (iv) (x)dt dx - J J gz(x,t)p"(t)\v(x)dt dx=
0.7 0. o ‘0

1 1

= J gz(x,T)p'(T)w(x)dx -‘J gz(x,O)p'(O)w(x)dx
0 0

Ou seja,

1 T
J | ng(x,t) [p(t)_\l’.(w)'(x) - p"(t)w(x)] dt dx =
“J0 ‘o ' : ’ T



60

1 : 1
J gz(x,T}p'(T)W(x)dx - J gz(x,O)p'(O)w(x)dx.
0 : 0
n 2_2 n2.20
Sejam  Y(x)= sen nmx e p(t) = e + e T

(1]

Assim ﬂfivk(x) = n4v4 Y (x)

Ep"(t) = n% p(t)

Ainda mais  $(0)= y(1)=0 donde ¢(x,t)=p'(t)Y(X)EV .
2 2 -[enzn?t' _ e-nzﬂzt']‘

Agora, p'(t)= nm donde

p'(0) =0 " e p'(T) # 0.

Com isto,

1,7 | |
J J g,(x,t) [pu:) xpfl");(x)-p"(t)w(x)] dt dx =0 o que
0 0 ,

1 1
implica em J ‘gz(x,T)p'(T)w(x)adx —_J gz(x,O)p'(O)w(x)dx =0 e,
0 0

1
como p'(0)=0, J gz(x,T)p'(T)w(x)dx =0 = p'(T)Jlgz(x,T)w(x)dx.
0 ' S 0 :

1
Mas p'(T)#0=$J g,(x,T) sennmdx= 0 , Vn.



Como gz(O,T) = gz(l,T)=0 entdo gz(x,T) = y74

Com argumentos andlogos mostramos qué gz(x,O) = 0// |
Isto implica que

1T ,.
J J gz(x,t) [p(t)w(iv)-(x)—p” (t)w(x)] dt d&x = 0, VY ¢ €V
0’0 | '

Sejanovamente y(x) = sen nmx; entao

w(iV)(x) 4 4

= nT Sen nurx e, vn ,

1.7 ~ ~
ntat J J gz(x,t) sen mMrx- [p(t)—p' '(t)]— dt dx = 0 e tomando
' 0”0 ~

p(t) = sen kmt donde p''(t) = - k%1% sen kmt temos que, Yk,
, 1 .T ,
2.2, 44 o .
(1+k“7%)n" 7 gz(x,t) sen nmx sen krt dt dx = 0O ou seija
0-0 o
T .
Yk, ¥Yn J gz(.x,t) sen nmx sen kwt dt dx = 0 e, como
- o M .

0

g2(0',t) Egz(l,t) z0 e ‘_gz(x,o) Egz(x,l)s 0, gz(x,t) = 0.

Voltando em ( 4 ) teremos que

1 T .. :
_ 39 : . '
J . J ™ p'(t) ¥'(x) dt dx = 0 Vp e V¢ regulares
"Jodo | | B

-

|

Q>
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com Q(Q) 2 y(l) =0 e y"(0) = w"(l) = 0, donde.
i T
'ggl(x,t)ip’(t)_w"(x)dt dx = 0 e, da mesma for

ma que anterio;mente, gltx,t)E'O.

]
H

2.4 Resultados Numéricos

Para testar este método, trabalhamos com a equaggo do calor

(1) com condigao inicial Uy (x)=senmx da qual conhecemos a solu-

e

~ ) Lt - .
gao exata: u(x,t)=senmx e e assim podemos medir o erro come

tido.

t

Todos os programas foram feitos em 1jjlguagem' FORTRAN e implementa-

dos no computador Digital da linha VAX, disponivel no CPD da
UNICAMP.
Inicialmente elaboramos um programa, TBLOCK, com ajuda . do

prof. Petrdnio Pulino, o qual usa um algoritmo especifico para ma
trizes tri-diagonais por blocos e explora o fato dos blocos serem

banda 7, que € o nosso caso. Este algoritmo efetua a deéompbsigéo
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1

‘de R em L.U em blocos, sem usar nenhuma estratégia de pivotea-

mento. Os resultados obtidos nao foram os esperados e para redes

i

mais refinadas, houve mesmo divergéncia, mesmo tentando fazer re-

finamento iterativo da solugao.

‘ Depois tentamos duas rotinas dasMA-28 [ 2] usadas ‘pela - NAG,tam
bém sem‘sucess;,Uma(kﬂas,kaFOIBRF, faz a decomposigdo de uma per-
mutagao da matfiz R em L.ﬁ) usaﬁdo a esparsidade'de R. Elatﬁsa
uma estratégiq pivotal feita com o comprometimento entre manter a
esparsidade,ercontrolar a perda de precisao por arredondamento. A
outra, a FO4AXF, resolve sistemas lineares esparsos com um - unico
vetor Constanfe v, usando a.decomposigdo da matriz do sistema
feita péla rotina FO1lBRF.

‘Tentamos entdao a rotina FQ4ATF[17]-(1).;tambérﬁ da NAG, quer T tra==
balha com matrizes cheias e caicula a solugao de um sistema li;
near Rx = v pelo método de Crout com pivotamento parcial bara
decompor R em L.U e faz refinamento iterativo dg solugao. Em-
boravobtivéésemos convefgéncia, mesmo para as malhas mais refina-
das, a esperéda convergénéia, da ordem de At em t e de (Ax)>
em X ndo ocorreu. E

Resultaéos andlogos a estes foram obtidos usando o ~ ‘método
~dos Gradientes Conjugados para resolver o sistema Rx=v. Efetuamos
tantas iteragoes quanto a dimensao de R ‘e no final a norma - do
éradiente‘era ainda da ordem de 1@41.

Fizemos finalmente uma pesquisa sobre o numero de condigao da

matriz R. Para isto usamos a rotina FO2aAF[17] =(ii) da NAG que nos
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fornece todos os auto-valores de uma matriz real e simétrica por
redugao de Householder e o algoritmo QL.

Segundo Forsythe & Moler [3] uma medida de llax]] ou seja

=l
do erro relativo na solugao causado por um erro relativo no vetor
constante ou nos elementos da matriz é laxll < p. cond(R). B-.t on

I x|l

de p € uma quantidade ndo maior que a base B na qual opera a

’ - t ’ . I d . I d
maquina e B e 0 epsilon da maquina, que para O nNOsSsSO Caso e

estimado em 5x10 8.

Por exemplo para dim R=119, obtemos cond(R)= 10.400 donde

ﬁézﬁ < leo'; . J& para dim R = 209, cond(R)=6x10’ donde
x .
[l x| L . L .
” ” < 30. 1Isto indica que a matriz R e muito mal condicionada
X

o que julgamos ser a explicagao dos resultados ruins que obtive-

mos.
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APROXIMACAO POR FUNCOES "CHAPEU"

3.1 . Introducio

~ Neste capitulo desenvolvemos um método numérico para aproxi
ximagao da solugdo da equagao geral do calor o qual deduzimos a

partir da mesma equagao estudada no capitulo anterior:

o
T2
(1) ¢

u(o,t) = u(l,t)=0 0<t<T , ¥ x €0,1], te [o,T]
( u(x,0) = uy(x) .

Da mesma forma que anteriormente vamos procurar'max:KB@ijz)

com
1 7 '
~ ow oW
M2 2,2
<.glwy,wy) = - 0,5 J J[ )t (5] At ax

0 "0

1
- 0,5 J [wg(x,T) + w%(x,o) - 2uo(x)w2(x,0)'] dax
0 - - ‘

sujeito a:

..
w 3w
'éi»g ) 21 (v1-2)

4 ox

w2(0,t) = wz(l,t) = 0 (v3-2)

\
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ou min Ja(wl,wz) , com

T,
I (w,wy) = 0,5 [(-3;) + (-3;) ] at ax +
0 : 3

0

0,5 [iwi(x,T)1+ ug(x) - Zuo(x)wl(x,0)+w§(x,0)] dx

+
0
sujeito a:
o ‘
8wy 8vz“”z ,
wl(O,t) = wl(l,t) =0 | (v3-1)

\

0 que fazemos aqui é:
(i) exigir que os . vinculos (vl) sejam feitos na sua forma fraca dis-
cretizada. Uma integragao por partes na formulagao fraca de (1)
nos sugere trabalharmos com fungoes "chapéu" tanto em x como
em t, %s quais escolhemos satisfazendo trivialmente as condi-

¢oes de vinculdo (v3).

(ii) escrever a forma fraca das condigdes (vl) em forma matrici-
al de modo que conseguimos escrever a matriz A dos coeficientes

aij em fungao de B , matriz dos coeficientes bij’

(iii) escrever o funcional‘KB (3, ) na forma de soma de tragos

de produtos de matrizes.
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iv) levar a expresséo de A em fungSo de B obtida em (ii) na ex-

presséo do fuﬂéional em (iii) devforma a obter um problema de

‘maximizagao (mlnlmlzagao)sem restrlgoes o qual é resolvido pelo
método dos Gradlentes Conjucados.

Apresentamos ainda um estudo sobre a convergencia deste mé-

‘todo, bem como resultados numéricos.

3.2 A Formulacao Matricial dos Vinculos (vl)

| ] ] .
Conforme feito anteriormente, faremos os calculos detalhados
para o caso do principio do maximo e, depois, s6 os adaptaremos
para o principio do minimo.

Vamos entdao encontrar max KB (wl,wz_) onde

- 1l T

' . 8w 3 2

Kg(wllwz) = =-20,5 J' J' [(—’—-) + (== BX ] dt dx
0 0 '

el
- 0,5 J'[ Wg(x,T) + Wg(x,O) - Zqo(x)wz(x,O)] dx
o )

]

‘e as restrigoes ficaram:
8w2 =-8 wy
?axz

ot

desde que w,(1,t) = wz(O,t{= 0.
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Convém lembrarmos aqui que, para resolver o principio do mi

nimo, teremos que ter wl(l,t)=wl(0,t)=0.

A maneira como conseguimos escrever as restricdes (vl) na
forma matricial foi usando o método de Galerkin para aproxi-

ma-las. Para isto, tomamos sua formulacgao fraca:

. 2 R
3w, 3wy '
< 3¢+ ® > =<_"3,9 > para Vo€ V, Vespago veto-
9t 3%

1

J:rf(x,t)g(x,t)dt dx.

rial das fungoes teste, com <f,g>= J
0 -0

Assim,
l .T-
8w2 ' 1T Bzwl
*g;(x,t)@(x,t)dt dx = : 5 p (x,t)dt dx =(p/partes
c"o - Jodo 2% em x)
s 8wy 1 r?éwl 39 »
J 9 (x,t) —gz(x,t)dtl - 3 o dtdx , VYo €V
\’ 0 B O Jo’p: Y,

I
Se V for tal que ¢(0,t)=¢(l,t)=0 VY ¢ € V entdo
.

0 o 0

’ T 1l :
. awl v awl awl LX)
I= W1, t)— (x,t)at - @0, t)—y(x,t)de - 1 TAx bxdt dx
; o
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| ' ke T

= - a'.x ax dt dx
| o o .

Com isto as restrigoes (v1-2) ficam:

pwz
_J J ‘—gg(x,t)w(x,t)dt ax = —.r
et A

0 -0

éwl a0
'P—x(x,t) .ax(x,t)dt dxV o€ Vv
0 . . ‘.

desde que wl(1,t)=w1(0,t)=w2(1,t)éw2(0,t)=0.

Com esta nova visdo das restrigoes do problema e das fun-

-go0es teste, tomaremos, como nossos espacos de dimensao finita ,

para o método de Galerkin:

W:(w, e wy € W): Prr Poreeecens @ 1 emx e Vo, Yyseeen, Yo

em t)
I n-1 m
wl(x,t) = iil jjg aij.¢i(x),¢j(t)
(2) .
‘ . n-1 m L
wy(x,t) —.iil jjb b; s gi(x) 1pj(t)

V : (espago das fung6es—téste): gkl(x,t)= ¢k(X)W2 (t) 1<k<n-1,
0<f<m (2g,,(0,t)= g, ,(1,t)=0) |

~ onde, tanto as fungdes ¢.(x) como as 'ws(t) sao também fungoes
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n p-SoRT] . . ‘ez L ’
chapeu", cujos graficos genericos se encontram no capitulo an-

terior.

(3)

De (2) concluimos que

3,W1 ) n;l
x4
'3W2 _ nz-:].A
R |

m
L a
3=0

||;45

j=0

ij¢i(x)¢j(t)

=x - cp]'<(x)xp2(t)

bij¢i(x)¢j(t)

Assim, dado que a restrigao (v2-2) esta incluida no funcio-

nal e que as restrigoes (v3-2) sao satisfeitas naturalmente pela

escolha de W, nosso principio do maximo tem, como uUnica restri-

gao,
1 T n
[
o’0 *
(vi-2) .
ll JT
g ‘9
Agora,

n-1
[ 2
i=1

W8

§=0

by 5 @ () vy(e)le, IV (t)at ax

bijcpi(x)wi(g)](pk(x)\pz(t)dt dx

oaij“’i("f)"’j(t)]“’l'c(")‘pz(t)dt dx , l<kzn-l

0<2&<m.
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. ‘ 1 : T
n-l m
= ifl j}iépij( Jo ¢ ; (%) g (x)dx) ( Jolpj(t)xpl(t)dt)

T n-1. m |
O[ I jfoaij¢;(x)¢j<§>] o (x)y t)at ax

R
-

R g |
15 J @1 (x) g (x)dx) ( J by (£)y ,(e)at) .
0 : 0

Sendo A, B, C, D, E e F és matrizes:

A = (aij)(n—l)x(m+1) matriz das incdgnitas, coeficientes de
wyx,t)

B = (bij)(n-l)x(m+l) matrlz das 1n¢ogn1tas, coeficientes de
w,(x,t)

S €= legy) =l Lpi(x)“’k(")@{)(n—l)’x (n-1)
D = (djz) = ( ftwa(t)wg(t)dt)(m+1fx(m+1)
' 0 , ,

1
E =.(eki) = ( J ?i(X)wﬁ(X)ax)(n—l)x(n-l)
B ¢



A =

Y1

B =

L)

n-1 mn T

1
- I Db J 95 (X g (x)ax) ( [ HOMROLE
O . .

1 j§=0 0

=
i

T n-1 m
0[ iil; jfoaijcpi(x)wj(';) ] cp.];(x)\pg(f:)dt dx

=1 m ! _

Sendo A, B, C, D, E e F as matrizes:

),

(aij (n-1)x(m+1) Mafriz das incégnitas,-éoeficientes
(x,t) |
(bij)(n—l)x(m+l) .matriz das incégnifas, coeficientes
(x,t)
= (c) ) = jEcpi(x)'cpk(x)dx )(n-’-rl)fx - 1)
= (dy,) = ¢ J:rw:'](t)"p‘l(t)dt)(m+l)'x(m+ln)
O . .
1
= (egy) =« J 9 CORL XX (1) x (n-1)

0

Ay

de

de



0
teremos:
n-1 m n=1. m
a): I I b..c.,d. = £ ( Z b,.d.,)c,.
i=1  §=0 1j 1k i i=1 . j=0 1j 32/ ki
bdil
n-1
= 1il Cp;(Pd); o = (cbd), , = ¢ B.D //
) n-1 m n-1 m
b - z Z a..e .f. -z (z a de
i=1  §=0 13ek1 32 i=1 j=0 1j JQ, k1
\
afip
n-1 m
= - I t g ;laf);, = - (eaf), ,= - E.ATF //
i=1l  j=0
O fato de a) = b) implica em
CBD = - EAF

As matrizes C, D, E e F sao as seguintes:



-1/2

 i 1/2

o......-......o

(@]

e EEEERXER]

- -1/2

1/2

Qecessssesssens O

-0

73

Oceecene 0 0
|
L0 0] 0
*d.e.....0 0
N
~
~
~
~ ~
~ N
N ~ .
\ 3
~ N ~ h AN
~ N ~
> ~ ~N l
~N ~
N
\ ~ \ .
1 4 ] (m1)x(1)
Ocevenen 0 0 1
[+ J 0 0
-1/2..... 0 0
- =1/2 0]
) -1/2
1/2 +#1/2

(m+L)x(me1)



-y

m|t>
ﬂ

2\ O 0..‘.....0
N
\\ #
-1 N2 -1 0.......0
N .
~
\.
0 -1 N2 0
: ~ :
- \ L]
: N :
: SN .
0 0 1 2.....1
. ”\
AN
0 0 0 i e 2
0 O 0 ‘O?ouo—l
2, 1 0 0..... ..0
AN
~N
\\_
1 ~4 1 0ceeo...0
\\ ~
~
\\\ \\
0 1 N lecee...0
. :\\ AN .
. N ~ .
. . ~ \ :
. . N N .
0 Oee v v o « SN 1
~ ~
\\ ~
. N\ \\
N
0 0 ... N N4
\
\\\
0 0 ... 1
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g (-1)x(n1)

o es v P00 o

] (m)x(m+1)
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Queremos escrever B em fungao de A ou A em fungdao de B para,apds

fazermos a formulagao do funcional em forma "matricial', poder-

mos fazer a devida substituigao.

A matriz D € matriz nao inversivel pois D. | =

s O OI

o

r
[}

Assim, nao podemos escrever B em fungao de A. Agora F é

matriz quadrada, simétrica, estritamente diagonalmente _dominan-

te, donde inversivel e E ¢é, como F, quadrada, simétrica e dia

gonalmente dominante donde também inversivel.

Temos também que a matriz E:

2 -1 0 0...0 O |2 -1 0 0.....0 0]
|- 2. .. 0 3/2 -1 0.....0 0
0
. 0 0 4/3 -1.....0 0
: Beeee wl . : .
0 : : : : .
0 0 0.... - -1 0
0 .
0 0 O....  ©/(x2) -1
0
L 0 0 0... 0 n/(nD))
- - (n-Dx(n-1)

Portanto,



-E.A.F = C.D.B

A.F = - E Y.C.B.D

-1 1

A=-E "“.C.B.D.F

(= st.B.DF)
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3.3 O Funcional Kﬁ(wl,wz) na Forma de Soma de Tragos de Produ-

tos de Matrizes:

Queremos encontrar max KB(wl'WZ) e, conforme dissemos ante

riormente vamos usar o método dos Gradientes Conjugados, para is

to‘

Agora, o método dos Gradientes Conjugados é formulado para

calcular min F(x); como max Kﬁ(wi,wz) =

- min(-Kg(w;,w,)), va-

mos entao trabalhar, daqui pra frente com o funcional

Y PT awy o, dwy
0(w,,w,) = 0,5 [ (—3;) + (—5;) ] at ax -

+

o)

Analisemos Q(wl,wz), parcela por parcela:

1 (T, . a1 ,T

. wl 5 n-1
Parcela 1: 0,5 (—g) “dt ax = 0,5 [ =

- » g i=1

0 °0 o

j

= |

0

1 .
0,5 J [ wg(x.T) + wg(x,O) - 2uy(x)w,(x,0) 1 ax

aijwi(x)wj(t)]zdtdx



1l m 1l m n-1 m

- | , - | | |
z L a0 3 = < 2Ot . '
[ 2 j=0813¢1(x)w3(t)] [ ;il jioalj?l(x)wj(t)][kil lioékﬂpk(x)wz(tﬂ

-1 m n-1 n-1 :
= I z X L a..eiv.a, @)U,
© i=1 j=0 k=1 g=0 3173 kKLKT

n-1 ( m [ m n-1

= I . by r ( z ofa,,. ]a.. ¥ =
i=1  §j=0 =0 k=1 K KETTRI-Tij
n-1 m m n-1 _

= I I X X ! a Y,.a.., com:
izl §=0 =0 k=1 KK T3 ,

"

21 (0=01,x)) = (91 Gx)) 11y (nogy (L€ ,r<n-1)

.“?(t)=(dﬁs(t)) W N S (0)) (1) (me1) (023, s52m)

Agora, -

;.4 = X = (x,.) = I ¢ikakj € matriz (n-1)x(m+1)

1 rs X ¥, € matriz (n-1)x(m+1)
| . k=0 ,

Entéoi ,
x ' £ . m o

Z=Y.A" = (2r.a¥)A" = (z__) = I vy ‘(é matriz(n-1)x(n-1))

.a__ .
PaQ’ oo ~PITd]



n m f m m n-1
= L I x M.a? = £ I I 9.
j=0 =0 P* "YU J 420 g =0 k=1

e

pkk2 5% //

Temos pois que

n=1 n-1 m m n-1
TrZ = z . = I T £ o' a Vb .a_. =
t=1 % g1 j=0 =0 k=1 K KLTEIE]
j
n-1 m 5
- P At
[ 'il JEO aljwl(x)wj( )J
Com isto,
1 (T 1 (T
Bw ) t
0,5 (—= ) 2at dax = 0,5 | q;‘(cbl(x).A.w(t).A ) dt dx
0Jo - 0.Jo
1 T 3w, -
Parcela 2: 0,5 (—= ) 23t ax=0,5 [ z Z leCPl(x)d) (t)]%dtax
. i21 4
.70 ‘0 - 0

v

4

De forme completamente analoga,

1 ,.T aﬁ R 1T
0,5 J J (-——) dt dx = 0,5 J Jlicr"(<bi(x).3.w(t).3t)] dt dx
. ‘0”0 2 . 0 0 ' '

Parcela 3:
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1 5 T lnl om o 5
0,5 wy(x,T)dx = 0,5 [ : iobij cpi(x)ll)‘j(T)] dx

Jo o 1=1 j
n-1 m 2 n- m .
[ 2 by 5@ () (T) ]7= [z L b; 5@ (x)v (1] [ i3 b @ (XD (1),
=1 j= O i=1 .J=O k=1 2%=0
n-1 m n-1 m )
= I z ) I b..¢ d.b ¥
i=1 j=0 k=1 =0 3% 73 ke % g

= f {'id [ 2;ZO( kil ik kl)w 2'] b, i } , com

Q(X) = (Qij) = ((pl(X)(PJ(X))(n_l)x(n_l)
T v
¢T=(¢i3) = (wl(T)wJ(T))(m‘l’l)X(m‘"l)

Repetindo o mesmo raciocinio da Parcela 1,

el 1 '
0,5 J wg(x,T)dx = 0,5 J ,Er(ﬂ(x).B.wT.BtX]dk
0 0 : '

Da mesma forma para a Parcela 4:
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‘sendo

0 )
wO = (Wij ) = (wi(O)wj(O))(m+l)x(m+l) , teremos

' 1
0,5 Jl wi(x,o)dx = 0,5 J E;(Q(x).B.wo.Bt)] dx
0 0

Parcela 5:

m
I b (x)‘Pj(O)] dx

1 1 n-1
J uOFx)Wz(x,O)dx'= J D;O(x) f i394

0 0 i=1l j=0

1

n-1 m : .
JﬁJO(X)‘Z Oz bij¢i(x)¢j(0)dx=....= b0 Jl}o(x)wl(x)dx +
0 ,l=l J=O 0 -

1l
o+ b2Q J PO(X)¢?(X)dx+"‘-F*'QELoJ‘JC(X)Qn-l(X) dax
. 0 .

Sendo .

: 1
Iy J JO uo(x)mi(x)dx r 1= ]
(dij) = _ matriz (n-1)x(n-1)

o p i3

pfu .

\



Temos que

_
1

I = o

0

1o Ju g9y
ool 19,
bfﬁiiﬁﬁwnd

l....... l-’"
Oveveens O
Ocrvnnnnn 0

10°% 0%

bZOI QJ%. b, Ju®
s PO 20 U,
Ba1,0™Pnd v * B0 % m |

fu

(m+1)x(n-1)

1
J u(.)'w(_x.)wz(x,o)dx =tw (D .B.1)
0 ' ’

Chegamos pois & seguinte formulacido para

ser 'Q(wl,wz) e passa a ser Q(A,B):

81

Q, que agora deixa de



o(a,B) =0
+ 0

+ 0,

+ 0,

Agora,

o | |

0

1 T
' 5 J J' [ (g (x).A. q)(t).At)] dt dx
0°0

1 -
.5 J Jmftr(éi(x).B.\b(t).Bt)] dt dx
0

1
5 I [&(Q(x).B.wT.Bt)] dx
0

1
5 J [t (x).B. y,.B5) ] ax

0
& (p.5.1
- w(D"".B.1) //
T
e (@i(x).A.w(t).At)] dt dx =
o _

_ . "T
= 0,51:r'[4[l J '[Qi(x).A.w(t).At)] dt dx =
0 -0

=0,5 tr

1 T
[J ¢4 (x)dx.A. J p(t)at.at ] at ax
20 ‘0 |

82



1 1
_J» @i(x)ﬁ# = ( J 9i (x)g 1 (x)dx)
| : 0 |

il

T .
J P (t)dt = ( JJ b5(8) g (t)at)
0 o 0

1l T

0,5J J [tr'(?i(x).A.w(t).A,t)] dt dx =.
0 ‘0 '

Analogamente,

1 .7 :
O,SJ Jtr (‘Pi(x) .B.Y(t) .Bt)] dt dx
0 "0 ‘ :

Como

1

1l 1l
J Q(x)dx = ( J _¢i(x)¢j(x)dx)
o R

o,sJ & ((x).B.yy.B")] dx = 0,5 w
o |

0,

5 tr(E.A.F.A") V/4

0,5 tr (E.B.F.BY) //

J’1 Q(x)dx.B.wT.Bt)
0 ,

c , entao

83



84

0,5 tr (2x).B.yy.B%) Jdx = 0,5t (c.B.Y .B"). //
0

Da mesma forma,

1 .
0,5 J_u: ('sz(x).B.q;o.Bt)] dx = 0,5 t&r (C.B.\DO.Bt). V/4
. 0 |

Temos assim a versao final de Q(A,B):

0(a,B) = 0,5 t(E.A.F.A%)+ 0,5(E.B.F.B%)+ 0,5 (C.B.Y ,.BY) +

%'O,_S_tr_(C.B.IIJO.Bt)-‘tr(Dfu.B.i)

Levando agora a expressao de A(='- E"l.c.B.D.F 1) em 0Q(aA,B) te

remos a formulagao desejada para o principio do maximo pois entao

vamos procurar min Q(B), sem restrigoes.

9(B) = 0,5tE.(-)E t.c.B.D.F Lr. () (" .c.B.D.F )Y ]

T.Bt)+0,'5t_r'(c,.B. \PO.Bt)-tr.(Dﬁ‘l.B.D_'//

+ 0,5tr(E.B.F.BY)+ 0,50 (C.B. ¥

Sendo

s t "lt t - E"‘lc

"
Q
o
U
0
[

(Cc é simétrica) : (n-1)x(n-1)

e
n
(w)
~~~
o
o

!

: (m+1)x(m+1)
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teremos finalmente:

Q(Bz.—.b,s';:rgc,.B.R.Bt.s)+Q,5t:;(E-.B.F.Bt)+d,5&(C.B.xpT.Bt)'+o,5&(c',B',{,,o, tyer(p¥.B.T) .

3.4 O Método dos Gradientes Conijugados

0 método dos Gradientes Conjugados [5], [8] g_Bﬂ,quet;ab&Qb

com diregdoes conjugadas, é aplicavel a problemas quadréticos;

t

minimize Q(x) = minimize { %x Gx - btx }

onde G ¢é matriz simétrica, definida positiva.

Definicao:

Dada uma matriz simétrica G, dois vetores ’dl e d2 ‘ ‘sao
ditos G-ortogonais, ou conjugados com respeito a G, se
t _

Temos, para o método, o seguinte

Algbritmo:

Comegando com gualquer xobe JRn e,' dado € >0, ~ defina
dy = -gg = b - Gxy = -grad Q(xo)._ se [dgll<e»xy é a  solugdo,

Casq contrario,- Xy 41 ='xk+akdk> . Qnde

. |
9 I <gp ¢ 9>
ak = - —'t——'_—'— = ——-———_— ‘. S
_ dk Gc‘lk <dk 'Gdk>

o

| "hg(xk+1)“ € Xy @
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‘a solugao. Caso contrario (g(xk+l) = gk+1),
dk+1 = “Ike1 * Bk
t
s _ Jk+1 %% 4169 >
k = ——-E————-— =
dk G dk <dk, Gdk>

onde 9k = ka-b.

No algoritmo, a part{r do segundo passo, cada passo seguin
te se move numa diregdo que é uma combinagdo linear do gradiente
correspondente ao passo e do vetor diregao anterior. E as dire-
goes sdao G-conjugadas.

Uma observagio importante € que a convergéncia do método é
garantida em, no maximo, n iteracgoes, onde n é a dimensao de G.

No capitulo 1 mostramos que a forma bilinear S(x,y) asso-
ciada ao nosso operador é simétrica, definida-positiva.

‘Observamos também que encontrar min Q(x) € o mesmo que re-
solver a equagao Rx = b, uma vez que

.

Q(x) ='Q(w1,w2) = % x*Rx - bCx.

l'<x,Rx>—<b.‘x> )

min[%-xtRx—btx]= min ( 3

solugao do sistema Rx = b =

g(x) = Rx-b = 0 com g(i) = érad o(x) //
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Para o nosso problema, queremos min Q(B), sem restrigdes e
ent3ao teremos que adaptar o algoritmo do método dos Gradientes
Conjugados. -

Precisamos, em cada passo, de de, para o qual nao temos

uma exprésséonanalitica. No entanto sabemos que Rx=g(x)+b=

grad Q(x)+b.

| Aésim, dada uma matriz B inicial, i30 , vamos ~ construir
uma sequéncia 'ﬁl, 'ﬁz,....;, B ,..... de maprizeé i} até en-
contrarmos um k para o qual ”g(Bk+l)H< € .

Preqisaﬁos pois, calcular grad(Q(B)). Este calculo | ‘serd
efetuado via derivada direcional mais o teorema de representagéo
de Riesz;

Achemos pois a derivada direcional de Q(B), numa diregao K

qualquer: dada K, matriz (n-1)x(m+l),

Der [Q(B) 0,5 [c.k.R.B*.5] + 0,50[c .B.RX .5] +

+

0,5u{E.K.F.B*] + O,Str[E.B.F.:i(t] +

+

0,5t [C.K.y,..BY] + 0,5t [C.BY..KE] +
XereYp ‘ T

+

0,5t [c.x.v,.B"] + ,o,str[é.B.wo.Kt] +
cw M1y

A seguir demonstraremos um teorema que sera usado nos calcu

‘los da Der[Q(B)] K;
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Teorema 1l:

tr X.Y =tr Y.X para quaisquer duas matrizes X e Y dque tenham

os produtos X.Y e .Y.X definidos.

Dem:

Sejam X matriz mxn e Y matriz nxm, quaisquer.

Assim X.Y e Y.X estao definidos.

Entao,
m m
X.Y = 2 com z.. = I X., V.. = I X. V-
mxm 1j k=1 1k’ kj 11 k=1 ik’ ki
@=- 1 P (3 /
Agora tr (X.Y)=tw(@)= I =z = I ( Zx.,.V..)
j=1 11 i=1 k=1 ik ki
_ n
Por outro 1lado, Y.X=ann com wpq = lilypgxlq >
n m
> w = Iy ,x, ;e w(¥.X) = (W) = L w =
pp 2=1.PR p p=1 pp
m ( n
= I Ty . .X_ ).
p=1 £=1.Pl,£P
Ou sejaE
m n m n
r(v.x) = £ ( 2y x J)= I ( zx, v )=
p=1 =1 PLLP" o3y tPR
n m
= $( £ x vy ) = tr (X.Y).
S g=1 p=1 LP PR ,
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i

Usando devidamente este teorema na expressao da derivada direcio-

nal de Q(B) temos:

per[o(BJK, = 0,5t [K.R.B*.s.c ]+ 0,5t [s.C.B.R.K* ] " +

0,5 tr [K.F.BE.E ]

+

0,5t [E.B.F.K" ] +

+

o
MY

O,Str'[K.\IJT.Bt.'C] + O,SU[C-B-\PT-K‘t] e

\

+

+0,5w[K¥,.B5.¢] + 0,50 [CB.yyk"] - w[k.I.0]
‘ t
Como & X =tr X,
per[o(Bilk = 0,5 [c*.s*.B.R* k% ] + 0,5 [s.c.B.RK"] +
+ 0,50 [E.B.Ft.k% ] + 0,5t [E.B.FKY] +
et oot ot ‘ t
+ 0,5t [C7.B. Y. K7 ] +0,5 w[C.B.yp.kT] 4
+ o,s‘tr[ct.B.\pg.Kt] + 0,5t [c.'B.\po_.Kt] -
mdu st ot ‘
v o [D .1°.K ]// f
Temos ainda que as matrizes E,F,CV, ¥, e Dfu :séo  simétri-
cas. Ainda mais
(st = P ETMt o)t = (..ot = ciEThc o o
| S§C. ‘e simetrica
(sc) =c.E"t¢ | | .
rR=dD(p.F Ht» rE=(p.F 1).0% = p.(F"1t.0% = D.(OFTHt = r &

R ¢é simétrica
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Assim,
t .t e .t
Der [0(B)]K =tr (S.C.B.RK ")+ tr(E.B.F.K )+tr (C.B. 4 .K") +

+tr((_:.B.1D0.Kt) —w (p'u.1t Kt) //

Iu)t)Kt] YK matriz

(n-1)x(m+l)

(4) Deer(BﬂK =t [(s.c.B.R+E.B. F+C B'hl:" CBlbON(l D

\ st 2

Temos agora

(i) BEX = IR(n—-l) x(m+1) , espago de Hilbert ,

(ii) Q: X+ R

B #» 0(B) ¢é um funcional em X
(iii) Q'(B)K =(4)

Pelo teorema de Riesz, se < , > 0 € um produto escalar em X
Der Q(B) € X' ¢é tal que existe um unico H € X tal que
per [o(B)]K = < H,k> e H=grad Q(B).

Teinos bois que introduzir um produto escalar em X, o que

sera feito pela definigdao seguinte:

"Definicgao:

_ (n-1) (m+1) o
Sendo X = IR , dados Al e A2€X, <A A2>Q

= tr (A Az) é um produto interno em  X.



1°%2 29

(iii) <qA1fBA2,A3 >o =a< Al Bg> 0 +B < A,, A, >0

: ’ : t _
@< A +BA,, B3> _tg[(aAl+ Baj)a;] =

3

Verificacao:
(i) "<A'A>Q_>. 0 e < A'A>Q = 0 & A=0"
t m+1‘
= (355 (n-1)x(me1) 2 AR S (e;4) = kil_ 2ik?jk
_— : n-1 n-1 m+l n-1 m+l 2
>t(A.a7) = I c = I ( ray,a, )= (- a“) .
- g=1 ¥ gl ko1 REORK g=1 k=17%K¥
- |' - rd — .
(ii) "como nosso espago €& real, < AlfAz >Q-< A2,A1>Q
. _ t, _ tyt _ t

. t ty _ t ty _
=tr }(o‘c;\l_A + BALAL) = «a ?_(A1A3) + g (A7) =

= @ <A Ay, F BBy A3 o

. Tendo este produto interno, .

J

= < O BR+EBF+(BY,+CBY o~ (ID hE, k> 0

Der'rQ(B)]K"=tr[:(S(’;:BR+EB.‘E‘+\CB\pT+(;'B\l)O —__(j-‘IDf-“)t)‘K‘t] -

9L
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e assim, pelo teo. Riesz,

GRAD Q(B) = SC,BR+EBF+CB(¢T+wo)~-(ID—Iu)t

3.5 O Minimo de Ja (wl,wz)

Conforme ja vimos, queremos min Ja (wl,wz), onde

1 T
dwy 2 PWyp
J (wy,%w,)=0,5 J [(—3§) + ()7 ] atax o+
0“0 -

l :
+ 0,5 [ [wi(x,T)+ug(x)wl(x,O)+w§(x,0)] dx.
0

sujeito a:

. 2 .
awl _ 3 W,
AR "
’ 2 2 2 ol
Como u,(x)=senm™ ,u~(x) = sen“nx > u-(x)dx= f sen“mx dx=...=1/2.
0 : 0 0 0] 0

Usando os cdalculos feitos para KB (wl,wz), concluimos que

J,(a,B)=0,5cr (E.A.F. at)+0,5t (E.B.F.BY)+ 0,5t .A.ll)T.At)+O,5x%'—tr(DIuAi).
. ~ ‘éw 32y
Analisando agora a restrigao 1 _ 2

- na sua forma fra-
L 9X

ca:.
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a.wl .:.; 2
< __.._., cp >i:= < -.__
at : '8x

M

'@ > Y g€ V , espago das fungdes

testg, temos:

1 ' :
JKBW 1T 32w
(x t)(p(x t)dt dx = » . g (x,t)(p(x,t)dt dx =

°’E’

)

< T
: 1 1 .7 »
( por partes em x) @(x t) 2 (x,t)dt - 3w, _
3X - —-= tdx=1I
) , 0 0 0 Jg 9%

) EV .

Como nosso V é tal que e(l,t)= ¢(0,t) =0 =

1 (T
. ) a.w v )
I = —2 dt dx. Assim, nossa unica restrigao fica:
070 X 0x. ‘
r 3 1 (T ,
vy 8w
(x t)0(x,t)at dx = - -—-(x ) _SP(X t)dt dx
0 0
0 0o -.
E, com‘cdlculos completamente analogos aos feitos no caso
de K.B(wl,wz), chegamos a formulagao matricial:
CAD=-EBF <= B=-E l.c.a.pF ! = -s%.a.p.r}

Com isto, Ja(A,B) passa a ser apenas Ja(A) e



3,(8) = 0,50{E.a.F.A%)+0, 5 (E.E™ . c.a.D.F L.F. (P 1)t At ct LY

»
o

Ju

+0,5%r(C Ay, 2%) 40, 5tdc ALy . a%) 40, 25D a1

J4(A)=0,5t{E.A.F.a%)+0, 5r( C,A.R.A%.5) +0, 5tfC. A. ¥y A0)40,50.C A A+

Ju

+0,25-x(D°".2.1)

Da mesma forma que fizemos para KE(B),
Der[J, (A)] K) = fr(E.A.FHE(S.C.A.R)+r[CAlY+ )] -tﬁ(infu)t} _K_t

V K, matriz (n-1)x(m+l), e, pelo teo. de Riesz,

-

GRAD J (A) = SC.A.R + E.A.F + C.A.Y +C.A. ¥ ~(ID"%)

Conforme podemos obervar A e B trocam os papeis em GRAD
Q(B) e GRAD I (A). Aésim, o resultado fornecido pelo método dos
Gradientes Conjugados paré min Ja é omesmo. fornecido para
min Q.

Ainda mais,

Ja(A) = Q(B)+O,25

3.6 Sobre a Convergencia do Método

Mostraremos que, em cada espag¢o de dimensao finita Xk on-

de estamos aproximando a solugdao da equacgdo (1), vale o teorema

de Lax-Milgram e portanto temos limitagdes a priori da solug3ao.
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v Entretanto 0s espagos XK nao sao sub-espagos do espago X

" e o teorema 4 do capitulo. l ndo se aplica. Seria necessario.aqui
c

estudar em que.sentido a sequencia de espagos -[XK} , converge

para o espago X.
No entanto os resultados numéricos que apresentamos no pro-
ximo item confirmam a convergencia do método, conforme esperamos.

Em cada X K=(n-1)x(m+1l), procuramos min Q(wl,wz) com

: n-1 m
w. (x,t) z I oa,.9.(x).(t)
1 j=0 §=0 171 J
n-1 m :
,t z I b:.o.(x)y.(t)
Wa (Xt i=1  j=0 Uq’l(x. Y

e os vinculos s3o: para 1< k<n-1, 0< & <m,

1l .T ' . T ,
_—-——«_at(x,t)Cpk(x)%(t)dt.‘dx - fg};(x,t)cpk(x)\pz(t)dt dx -
0’0 | Jodo -

Assim, nosso problema discretizado é:

‘encontrar min Q;(Wl'wz)' onde:

_1 T [ n-1 m
Qlw, ,w,) = z z
_.—1l. i=1 =0

v 2 ’ ’
a; ;% (v (0)] ° atax  +

-
-
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(1 (T
N n-1 m 2
+ 0,5 [ £ £ b, 1391 (x)w (¢) 1° 4t ax +
JoJo i=1 j=0 ‘ .
'_ 1 p-1 m .9
+ 0,5 [ = I bi.mi(xhp.(T)] dx +
Jo i=1 j=0 P >
1 n-1 m 5
+ 0,5 L L b, ¢i(x)w.(o)] dx
0 i=1 J =0 J
.
1 n-1 m
-2 ugy(x) 'El 'Eo bqui(x)wj(o)] dx VAV
JOo . == 3=

sujeito a: para 1<k<(n-1) e 0< % <m,

1T .
n-1

Lo (x) (£)][ 2 3 b. .9, (x)w (t)] at dax =
oJo i=1 j=0 *’
1f(T

o n-1 m .

= - [cpk(x)\l{q' ()] = z a; .cpi(x)-\P.(t)] dt dx (5).

o o i=1 j=o0 *J ]

Chamando novamente a parte quadratica de Q, de S, de for
ma totalmente analoga ao que fizemos no capitulo 1, teremos, pa-

ra x = (wl,wz), X € XK ,
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(1 (T
n-1 m ) 2
s(x,x) = 0,5 [ = £ a0 (). (t)] < at ax +
Jo Jo i=1 j=0 *J I -
.
(T n-1 m . ,
+ 0,5 Iz bijwi(x)wj(t)] dt dx +
JOJO 1=1 -3=0
1 n-1 m : 2
+ 0,5 [z bijcpi(x)lpj(O)] dx +
Jo i=1" j=0
(" .
1 41 m | , , .
+0,5 [z Z bijcpi(x)ll)j(T)] dx // (6)
JO i=1 j=0 )
- dplicando aqui a desigualdade de Poincaré da mesma forma

que fizemos no capitulo 1, em 1.3, obtemos que

Istx,x)] > 0,5 fxl 2

H le
S <

Queremos agora provar a continuidade de S, ou seja, quere-

mos mostrar que

Istx,v)1'< Allx|| Iyl  onde |- | & em Hixil

Precisamos trabalhar com

L e e (¥ (0) 12 at
ST I A S R - °
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=3
!
[

wz(x,T)dx =

~
N~

2
bij¢i(X)qﬁ(T)] dx.

Agora,para cada t € [0,T]

2 2 s v,
wz(x,t)= wz(x's) -2 w2(x,r) 5¢ (x,r) dr.
t
Assim,
T T |s
T wz(x,t)= w2(x,s)ds -2 v, (x,r) —2 (x r)dr ds, donde
0 0Jt
'1 - | T : T ([s 3
2 2 Y2
T w2(x,t)dx= w2(x,s)ds dx-2 (x r)—= a (x r)dr dx ds.
0 | 0Jo - JoJo Jt
Temos pdis:
1 ' T
. n~-1 m m 2
T |[[ £ Ib, ¥4 (x)w (t)] x = [ E z bljml(x)wj(s)] ds dx +
0 l 1 J =0 0 0 i=1 J_ .
i 1T s n- 1 m n-1 m
-2 [z Iv .0, (x) ¥y (s)][ =z Z b9 (x)¥, (r)] dr ax ds (7)
olo Je i=1 j=0 i=1l j=0.

Agora, ros - vinculos (5) vamos multiplicar cada equagao (k, )

por bkl e somar em k e em 2 ., 0 que nos fornece:
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1 : n-1 m ' 1T n-1 m - :
z ¢ (x)y,(r) I Zb,..o.(x)¥'(r)] dr 4
[ kel g0 KETETTVe i=1 §=0 *371 7773 1 ar ox
0 v

1 Tkn-l ][ n-1 m ]
Co=- I b, ,¢' (x)Y, (1) > 2 a..e!(x)y.(r)] dr dx (8)
o Jo k=1 2=0 k27 | L n=1 j=0 1] J |

W8

Assim, levando (8) em (7) temos que, para cada t,
L n-1 m 2 LT ne1 m
T [ = z bi.wi(x)wj(t)] dx = [ £ ¢ b, .0, (x)w (s)] dsdx+

1 3=0 J o o i=1 =0 *J

n-1 ][ ‘n=-1 m
+2 z Z b, ,o, (x)¥ (r) z z
[ k=1 g=0 ¥k TR i=1  j§=0

a; 491 (x)w (r)] drdxds.

I
[
N

z b 0. (x)w (s)]2 ds dx +
1 j=0 13 o

Tfs (1, . ) /2
+2 { [ 2 -z bk2¢i(X)¢2(r)] dx dr ds}
- k=1 2=0

n-1 m .
- 1/2
N L2 L ai-mi(x)w.(r)]zdx dr ds}

0 t 0 i=1 j=0 J J
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1T n-1 :
< | [ 21 Jgob?le(X)d)(S)], ds dx +

T (T (1 7 n : , 1/2
+2 ¢ : z E by @, ()Y (r)]° ax ar ds 5 .
0JoJo K1 %=07".
T(T (1 __, o ' ; 11/2
[ = Za..0 (x)¥.(r)]° dx dr ds
- _o 11 3
oJoJo ¥t 370 '

n-1 m
[z p

2 v
2 bijwi(x)wj(s)] .ds dx +

3=0

Ou seja, V

b g
I I b cp(x)w(tﬂ dx<1

0 i=1 j=0

T 1'n-l T m
+2 T 1 [z

WS g

j=0

1/2

1) . 2
Lo, (x)p,(r)]%ax dar
Pk o] ‘

a; 4. (x)w (r)] dx dr

ij

t € [o,T],

[1 Tn_zl
[ [

0o iTl 3=

1/2

m

o *J

Zb, ¢ (x)¢ (s)]zdx ds +



r ) o . . .10"1

T (1 1/2

, n-1 m
+2 [ E_ _Z b Rqu(x)\l)z(s)] dx ds
, k=1 2=0
0.0
Tl 1 o . 1/2
[-f z lJ¢l(x)¢ (s>] dx ds
0Jo =1 3%0 77

(2ab < a2+p?).

T

< [ £ b,
i=1 j=0
oJo?t 3=

lJcpl(x)tl) (s)] dx ds +

(9) | | |
T (1 TR

n-1
* [ ;ox by @ (x)¢2(s)] dx ds + [ = T a; 91 (X (s)] dx ds.
k=1 £=0 i=1 j=0 *J |

0 _ : 0 Jo

Como (9) vale: VvV t€[0,T], ent3o, usando (9) para t = 0

et =T em (6) teremos:

1 (T

n-1 m
s(x,x) <0,5{ [ £ Z lj¢l(x)w (t)] dt dx +-
o Jo i=1 3=0
1T n-1 m - 2
+ 0,5 [z b, @ (x)y.(t)]° dt ax

- s J1 3j A

oJo i=1 j=0 _
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1 n-1 m . ' oY ;
+ ¢ [z [ ¢ b, (x)Y.(t)]° at dx +
T i=1 -p 1371 j .
oJo J
1 (T n-1 m
[ I b, .go.(x)\v.(t)]z dt dx +
i=1 j=0 ¥+ J
JoJo '
1T a1 m o 5
L .ioaijcpi(x)wj(t)]
JoJo ] |
ra
1T n-1 m ' 2
=1,5 [ = L oa,.0.(x)V.(t)]° at dx +
| i=1 j=o ¥4+ J
Jolo
10T n-1 m . 2
1,5 [131 iobijq’l(x)\pj(t)] dt dx +
oJo ¥ J
. (T i om , s
+ gz [ i-—>-:1 .iobijq)i(ij.(t)] dt ax
oJo J :
Assim,v
2 - . : 1
s(x,x) < A | x|, 1 ‘onde A = max’ {1.5,3}
Hx X Hx '

Como S € simétrica e tal que S(x,x) >0 V.x, entdo. pela

.“

_propriedade 2 do capitulo 1,

Ist,y) | < [s(x,x)]2 ‘[s(y,y)]3/2
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Desta forma temos |S(x,y)|i[k”x"2]l/2 [k“y”z j'1/2 =

=X |Ixl llyll o que mostra que S é continua.
Usando agora o teorema de Lax-Milgram, concluimos que para

cada K. (=(n-1)x(m+l)) o sistema linear R. x

x Xk -;bK = 0 tem solu

gao unica, Xg = Ry by e, além disso, VJ(, 3

1 - : '
le s 525 Iogd = 2 Ibyl -
3.7 Resultados Numéricos
Fizemos um programa computacional na linguagem FORTRAN e
o implementamos no computador digital (VAX) disponivel no CPD

da UNICAMP, bem_comohmm”micro-computador da linha PC.

Obtivemos convergéncia do nosso método com erro menor que

min{At, Ax} com %E = cte, a qual tomamos O,5.

0 programa'do método, neste caso, se chama KABETA. Para exe
cuta-lo temos que rodar juntos KABETA e ROTKABET , .0 programa que
fornece as subrotinas necessdrias.
| Observamos que, se qﬁizermds mudar ancondigéo inicial uo(x)
teremos que fazé-lo em KABETA.

Neste programa, cuja listageﬁ'de alguns reséltados - estao
a seguir, nds, usanéo o método dos Gradientes Coﬁﬁugados, calcu-
lamos B, o ponto de mih de Q(B). h

Com esta matriz B nds encontramos a=-g"1

.é.E.D.F_l, cor-
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respdndente.

Lembramos que aproximamos aqui a solugdao para o problema:

B _ 3%

ot ax2

u(o,t) = u(1,t) =0 0<t<l , x€.[0,1]

u(x,0) = uy(x) = senmx (e’vo(x)s 0 p/equagdo adjunta)

e, a teoria de Equagoes Diferenciais Parciais nos fornece, para

solugao exata, a funcao:

2
u(x,t) = sentx e " t . (e v(x,t) =0)

Conhecendo entao a solugao analitica, foi que fizemos a me-

dida do erro cometido em cada ponto da nossa malha.

A seguir calculamos os valores de Kg maximo e J mini -

0

mo, ou seja, KB (a,B) eJ'c'L:.(i,ﬁ).
o i

) _ _ _ R | ~
De u = wl+w2 e v= wl w2 temos wl—wz—zu ‘gntao

1(T .
qwy 2 9w,
K;ﬁ(wl,wz) = -0,5 [G)7 + (.37) Jat ax
» ojo -
1 .
-0,5 [wg(x,T)+ wg(x,o)—zuo(x)‘wz(x,o)] ?x,
0 L ) e j : 1 ) -

-1 2, 1.2 1
L (x,T) zuo(x) i_llo(x)



fica:

1 (T n

K, (u) = -

<
)

0JO ' 0

(-3
=

dx 9%
0J 0

1 |
[uz(X,T)—3u(2)(x) ] ax
0 ,

(1T 1
= % u(x, t)*— dt dx --%— [uz(x,T)-3ug(x)] dx

oJo 0
1l 1l . :
t=T
=11 u2(x,t)|mV, dx - 1 [uz(x,T) - 3u2(x)] dx
i'2 ‘20 8 ‘0" ,
0 ’ 0.
1 - .
= [% uz(x,T)—'% w?(x,0) - % w?(x,T) + g ug(x)] -dx
0o
l
= 1 2
=3 | upx ax //

(%&(x,t))zdt dx - %. ‘[uz(x,T)-Bug(x)] dx

. u x=1 1T ' 3 é
g;.u(x,t)|x=o + u(x,t) — 2 dt - dx o

a5
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_ 1 1 , . 1
Agora, ug(x) dax = senznx dx = 1-cos2 27X dx=....= %
0 0 0 2
Temos assim que K [u(x t.)j =31_.9,125 ‘
B ’ a3 =V :
Da mesma forma verificamos que %x[u(x,t)] = 0,125 o que

nos permite conferir os resultados obtidos para J (8,B) e
KB(R'E). . ' .

As listagens dos programas se encontram
[ 12].

Temos disponiveis ainda os resultados para ‘as redes com 495

e 2015 nds.

na referencia -



Ap.S0l.Eq. do calor via Met.Grad.Conjugados

-E Esta_malha tem

1 Assim temos que

A dim.

para obter !!Grad(-Kbeta(Xk))!1¢{

foram necessarias

1'Grad C~-Kbeta(X( 11))1]

_2500000E+00 e
.1250000E+00

do nosso espaco e (n-1)¥(m+i) =

11 iteracoes.

Matriz aproximacao da solucao

. 6611059E+00
.1775245E+00
. 4723482E-01
.1320847E-01
. 2742940E-02
.1916943E-02
.1230510E-02
.2245973E-02

:3197798E-02

"{460oo9os—oi

.2839415E-01
| ,12731345401
. 4254250E-02

.2342488E-02

,.436001PE-03

. 16617B0OE-02

1. 2120382E-02
. 3234372E-02

934947 4E+00

. 2510559E+00

' 6680059E-01

.1847880E-01
.3879342E-02
_2709893E-02
.17396415—02

_3174592E-02

-.4520624E-02

A matriz lerro!

.65052463E-01

. 40157 02E-01

.6017502E-02

.331253%E-02

.6155248E-03

.234954BE-02
.2994979E-02

.4572347E-02

.344292%9E~

usoL

.66110359E+00

.4773245E+00

.4723482E-01

s o e e G e e G b e G WS e e R e R S G W e -

4 intervalos no eixo x e
8 intervalos no eixo t
delta(x)=
delta(t)=

27

05

©.1320848E-01

. 1BOO437E-Q1 -

.2742942E-02
.1916944E-02
.1230510E-02

.2245974E-02

. 2839410E-01
. 1273134E-01

.4254241E-02

.2342484E-02

.4360017E£-03
.1661779E-02
.eiee3saE-02

 3234372E-02

.3197798E-02

.4600090E-01

e

.3000000E-05,



Vetor com max 'erro! em cada nivel de t

. 6505263E~01 .4015702E-01 .1800437E-014

.6017502E~02 .3312539€E-02 .6155248E~-03

.€349548E~-02 .2994979E-02 .43572347E-02
Obvalor maximo de ! erro ! e : .6505263E-01
0 valor maximo de Kbeta e : .1232803E+00

0 valor minimo de Jalfa e : L1267197E+00



Ap .Sol .Eq. do calor via Met .Grad.Conjugados

Esta malha»tem

-

Assim temos que

A dim. do nosso espaco e (n-1)%(m+i) = 119 e

para obter

11Grad(-Kbeta(Xk))11(

foram necessarias

t1Grad C-Kbeta(X( 34))3 !t= _1370577E-05

Matriz aproximacao da solucao

.3757470E+00
.9818748E+00

- .3737469E+00

..2010879E+00
.5254681E+00
.2010879E+00

.1075619E+00
.2810729E+00
.1075619E+00

.. 9760201E-01
.1505211E+00

.5760199E-01

.3076526E~-01
.8039367E-01
.3076527E-01

.1653133E-01
.431994%9E~01
.1653135E-~01

B760247E-02
 2P89172E-01

.8760308BE~02
.4792062E~02
.1252257E-01
.4792107E-02

.2437166E-02

.6366635E~-02 -
.2437167Ef08_

.1460050E~-02
.3815114E-02

.6942909E+00
.9071343E+00

.37135617E+00

.48354690E+00

.1987487E+00
.2596774E+00

.1064344E+00

. 1390632E+00

.9684703E-01
.7427396E-01

. 3054616E-01

.3991088E-01

.161B696E-01
.2114920E-01

.8854802E-02

.1156937E-01

.4502624E-02
.98822353E-02

.2697804E-02

. 3524724E-02

e s R e dan e n e G W e W SR e e b Wee SR M Ay

8 intervalos no eixo x e
16 intervalos no eixo t .
delta(x)= .1250000E+00Q0 e .

delta(t)= . .46250000E-01

usoL

.2071347E+00
.6942907E+00

.4854691E+00
.37135616E+00

.2596775E+00
.1987487E+00

.1390632E+00
.1064344E+00

. 7427397E-01
.5684703E-01

.3991084E-01
.3054611E~01

.2114%14E-01
.1618687E-01

.1156933E-01
.B854737E-02

.5882232E-02
.4502621E-02

. 3524754E-02
.2697844E-02

.S5000000E-05,
31 iteracoes.

109



1460022E-02

.9900247E~03
.1541615€E~02

.5899947E~-03

. 5494368E-03
. 1436473E-02
.5494190E-03

.7478229E-05
.1970446E-04
.7473689E-05

.3553884E-03
.9282177E~-03
.3553914E-03

.2399740E~03
.6272966E-03
.2397890E-03

.3983582E-03
.1041041E-02
.3983618E-03

.4328704E-03
.1130475E-02
.4328692E-03

.6936431E-02
.1812518E-01
.6936371E-02

.5423963E-02
.1417333E-01
.542388%9E-02

.38B04S4E~-02
. 1014006E-01
.3880434E-02

.8336915E-02
.6629497E-02
.2336900E-02

16B8194E-02
. 4411P88E-02
1688171E-02

.9819027E-03
.2564773E-02
.9818673E-03

.6906185E-03
.1804585E-02

.6905533E-03

t

matriz

.1090165E-02
.1424304E-02

.101523%E-02

.1327048E-02

.1395307E-04
.1835113E-04

.6562988E-03
.8577321E-03

.4433238E-03

.5793548E-03

.7357411E-03
.9616024E-03

.7991017E-03
.1044135E-02

lerro!

.1281589E~-01
.1674521E-01

.1002240£-01
.1309469E~01

.7169932E-02
.9368211E-02

.4687816E-02
.6124958E-02

.3119133E-02
.4075602E~-02

.1814062E~-02
.2369795E-02

. 1275944E-02

.1667211E-02

.1424334E-02
.1090208E-02

.1327065E-02
.1015264E-02

.1835579€E-04 .
.1395965E-04

.BS77295E-03
. 6562945E-03

. 5793599E-03
4433306E-03

.9615990E-03 "
.7357357E-03

. 1044136E-02
.7991031E-03

.1674485E-01
.1281607E-01

.1309460E-01
.1002246E-01

.9368181E-02
.7169947E-02

.6124943E-02
.4687801E-02

.4075587E-02
.3119433E-02

.2369829E-02
.1814114E-02

L 1667269E-02
. 1276048E-02



.3080168E-03
.8045807E-03
.3079697E-03

.3150478E-03

.8252463E-03
.3150452E-03

,2515852E-04
'6592344E-04
| .251B599E-04

.2114354E-03

.5527529E~03
.£114850E-03

.1169247E-03
| .3062646E-03
.1169071E-03

'ppS59232E-03
5902029E-03

.-2259276E-03

.2294354E-03
.9990866E-03
.22943B4E-03

. 3079635E-03
8049095E-03
3079585E-03

.361467%90E-03
.9451936E-03
.3616826E-03

.45265640E-03
.1182198E-02
:45264628E-03

~ Yetor com

T 1812518E-01
. 6629497E-02
.1804585E-02
.6592344E-04
.5902029E-03
.9451936E-03

.9689142E-03
.7433081E-03

.5828035E-03
.7621963E-03

' 4650326E-04
. 6088661E-04

.3907769E-03
.9106397E-03

.2160608BE-03
.2828717E-03.

.4173165E-03
.5451298E~-03

. 4235480E-03

.. 9536546E-03

max

.5689150E-03
.7434476E-03

 6679668E-03
|8730510E-03

.B356755E-03
L1091921E-02

.1417333E-01
.4411288E-02
.8045807E-03
.59527529E-03
.5990866E-03
.1182198E-02

.7433519E-03
.9689794E-03

.7621991E-03
.9828063E-03

.6085681E-04
.4646392E-04

.9106096E-03
.3907337E-03

.2828888E-03

+.2160855E~-03

 S54512S51E-03

.4173099E-03

.9936520E-03

.4235637E-03

.7434528E-03
.5689219E-03

. .B730474E-03
L 6679614E-03

. 109192PE-02
8356769E-03

Yerro! em cada nivel de t

.1014006E~-01
.2564773E-02
.8252463E-03
.3062646E-03
.B049095E-03

1n

0 valor maximo de ! érro ' e .1812518E~-01

.124872SE+00

0 valor maximo de Kbeta e

0 valor minimo de Jalfa e .1Z51275E+00
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3.8 Comparacao de Resultados

a) Nosso objetivo era poder comparar resultados, encontrando max
KB(wl,wz) e min Ja(wl,wz) por um outro método que ric fosse o dos
Gradientes Conjugados. A maneira que nos pareceu mais 6bvia.foi,

entdo, para ericontrar maxiKB, uma vez que

Der[o(B)] (K) = 0,5 t;[(SQBR + 2EBF+ 2‘¢B(¢T+\po) - z(in.“)t)K’_t.: ]

V K, matriz (n-1)x(m+1l), resolver o sistema matricial

SCBR + EBF +c.3(wr+wo)-(ioﬁ‘)t =0

Como nossa matriz de incognitas, B, se encontra em 3 das
parcelas, pensamos num método iterativo do tipo:
(i) isolar B no primeiro membro por uma das parcelas e passar
as outras duas para o outro membro.
. P . -~ . (0)
(ii) gerar uma sequéncia de aproximagoes, a partir de um B ,
usando (i).

Como R € matriz ndo inversivel pois R=D(DF 1)% e D nio
é inversivel e, dada a estrutura de VYp € g, nossa dnica

opcao é fazer

EBF = (Ip/N)°t CB(yp+y,) - STBR

Tentamos resolver por: ) .

1) BF = X >
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[ (iet1) -

‘=x

‘ '

2)pr g Luof“) ¥y ) - sBR ]

3) EB = [(ip'f“)t—cs(k) W g+bg) - CBRIF T
Eazg?dé E - %;(I+O)

(k)

B(]?fl>,'=Ax [¥ Ly -em

( (ip’Ht (k)

(k)(¢T+ ll)o) -scB"

Temos as listagens e os resultados dos programas que mOS-

tram a divergencia do processo nos tres casos.

b) Resolvemos entdo a nossa equagao do calor:

Ju 32u
e = T ' 0 tg1l ,» 0<x<1
9t .2
ax’
u(o,t) = u(1,t) =0
u(x,0) = u,(x) = senmx
por um métcdo de leerengas Finitas [ 11 1. :

Usamos como teste um método 1mp11c1to descrlto na segao 4 1
~_ do'capitulo 9 da referéncia [ 11'].' ‘i’ e T e

A not%géo usada para a'apfoximaééq da solugéo ulx,t) - da
equagao (1) é U(x,t). oo R =

 Chamando os pontos (x,t) discretizados por (x.,tn),xj=ij ,
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tn = nAt as equagbes de diferenga que representam a aproximagao

da nossa equacio (1) sdo:

U =0 = . 1<T
(1+2A?'j.n Uym-1t MUga n)* Uy p)e 0= 1 2,000y 1gjed.
_ At I A =t
onde A= Aiz' , Ax = T+l ’ At = P+l °

Este é um método incondicionalmente convergente (sem restri

coes sobre A) e, para o erro, e(x,t)=U(x,t)-u(x,t), tem-se:
Julx,t)-u(x,t) ]z t, o(At+Ax%), t<l.

Apresentamos a seguir apenas um resultaao para éxemplificar
que estamos conseguindo, com o nosso método, um valor maximo de
erro bem menor que o do método das Diferengas Finitas usado.

Obviamente o tembo de execugao do nosso método € muitd

maiors



~Ap. Sol. Eq. do Calor via Met. Difs. Finitas

Nossa malha tem - 4 intevalos no eixo dos x.
8 intervalos no eixo dos t.
Assim temos que: delta(x)= .2500000E+00

delta(t)= .1250000E+Q0

A matriz solucao : USOL

.7071068E+00

.1000000E+01 .7071068BE+00
.1414213E+00 . 3054388E+00 . 3256197E+00
.2828427E-~01 .B619221E-01

.95656854E-02
.1131371E~02
:2262742E-03
.45854835-04
.9050967E-05

.1810193E~-05

.0000000E+00
.6449728E-01
.3168189E-01
.1180607E-01
.3954057E-02
. 1254668E-02
.3840148E-03
.1165403E-03

.3476360E-04

Vetor com

.0000QQ0QE+00
L 2440557E-01
.7657905E-03

- 0 valor max lerro! e .

.2321570E-01

.6066293E-02

.1552104E-02

.3910989E-03

.9742877E-04

.2405932E~-04

A matriz 'erro!

.0000Q000E+00

.142&5945-01
1387253602
. 1480405E-02
. 1125584E-02
.S42é687EF03
. 2188084E-03
|8018409E-04

.2764383E-04

.1197010E+00
.B256018E-02
.2182943E-03

.1230363E+00
.4186850E-01

.1334145E-01

.40463045E-02

.1197060E-02

.3438856E-03

. 9684810E-04

.0000000E+00

. 1197010E+00
. 6307016E-01
.2440557E-01
.8256018E-02
.2582103E-02
7657905€-03

.2182943E-03

.6027431E-04

max!erro! em cada nivel de t :

6307016E-01
2582103E-02

.6027431E-04

.1197010E+00






L B capfrTuLo 4

O CASO DE COEFICIENTES VARIAVEIS

4.1 Introducgao
Tendo em vista os bons resultados obtidos no caso da equa-
¢do com coeficientes .constantes: testamos o método no caso onde
a(x,t)=a(x) e q(x,t) é uma fung¢do qualquer.
{ .
‘Desta forma, aplicamos a método do capitulo anterior para

“aproximar solugao da equagdo:

f_A '

| A2 21+ alxe)
(1) o B
u(ort) u(llt) =0 »

—\

u(x,05 = uo(x)

\

Os principios extremos duais aplicados neste caso, nos le-

vam a progurar min Jagwl,wz) e max E%(wl,wz) “onde,

Pl "T .
s 8wy o Wy |
Kg(wy,wy) = - 0,5 a(x) [(._5,"_;;) +»(—§)—{-) Jat ax
| JoJo | '
Cfr (T .
+ 0,5 alx,t)w,y(x,t) dt dax
,OJ O . :
, (1 . .
- 0,5 [w%(x,T) + w%(x,o) —2ug(x)wy(x,0) ] dx
| Jo



h i
SR

sujeito a:

ow . éw
T
. oW ow
. - : _ 1,2 —2,2
Ja(wl,wz) = 0,5 a(x) [( ax) + ax) ] at ax
0JO -
1 (T
- 0,5 q(x,t)wl(x,t) dt dx
0 JO
+ 0,5 [wz(x T)+ u?(x) - Zﬁ (x)w, (x,0)+w?( x 0)]ax//-
! 1 0 0 1= 1l !
0
sujeito a:
ow, . yw |
1 .9 . 2 4
T la(x) _B:E] + 0,5 q(‘x,t).

4.2 O Metodo

Lembramos que trabalharemos aqui com as mesmas fungoes-ba-

se e fungoes teste anteriores donde
wl(O,.t) = wl(l,t) = w2(0,t) = w2(1,t) = 0, bem como
e(0,t) = ¢(l,t) = 0 qualguer que seja a fungao testep(x,t).

Aqui também vamos analisar mais detalhadamente o caso de

K B('wl,wz) .



A forma fraca das restrigoes neste caso é:

dw, . 3w
N2 . 9 1 . ,
< '-'—'—q,avvt, © >= <3x [‘a(x) -—é_;] , 9 > + 0,5 <q, 9’> ch eEv.,
Agora,
= . f1 [T
<5 Lax) 521, 9> - [a(x) -——] ® (x,t) dt dx =
N 0 o - .
T Bw x=1 1frT Bw 3
= w(x t)a(x) (x t)dt| - _a(x)~3; gf)dt d
0 =0 fo]o
1 (T : .
- -1 | (x)'-?—wi?idtdx
- a 3x 9X
0Jo
Assim,
< vy > < 3 [a 1 ] 9 > ' i
‘E,(P = S (x) =2 1.,9 +0,5 <q, o> , fica:
1l T'8w2 1 (T Bw ;9 1 /T
3¢ ?dt dx = - | a(x)—g; ax dt dx + 0,5 q¢ dt dx
0Jo o Jo oJo

e, conforme podemos observar,

anterior.

Sendo pois,

. ] L4
o lado esquerdo e o mesmo do caso
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S »n_l' m ( );v .
w,(x,t) = za,.q((x)y.(t e
1 i=1 j=0 *3 %+ ]
n-1 m , :
w,(x,t) = I Zb..op(x)yp.(t) , O primeiro
2 i=1  §=0 ijn1 3 . _
membro fica c¢.B.D//
Agora,
1f{T 3w 3
- 1 90 -
a(x) 5x oax Ot dx
0Jo
T n-1 m ' : '
=- [z I a,. a(x)(pi(x)lp.(t)] Py (x) ¢, (£) dt ax
i=1l j=0 ] J
0Jo
n-1 m 1 . - 4 1
= - EZ E aij( a(x)cpi(x)'cq((x)dx)( \p-_](t)\I{,,v (t)dat)
=1 320 77 J o o0 |
9y i sz
1<k <n-1
0 <%2<m
Assim, fazendo
1
§=(gki) = ([ a(x)c&(x)wk(x)dx) , OS mesmos cal
0 (n-1)x(n-1)

[
-

culos anteriores nos fornecem:
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1 (T awl

- —1 dg - ¢
a(x) X (x,t) 7% (xft) dt dx = -GAF //
0JO

Antes de trabalhar com a parcela 0,5 <g,9> , analisare-

mos a matriz G:

1 v 1 1ot '
Joa(x)q)lcpl ' La(x)q)lcp? 0 0..... O
Jl : P J]_ . 1 [ | ‘
_ palx)e a(x)oe,0 a(x)p,p, O....: 0
G = 0 2% o 2%2 o 293 |
Jl o
0 a(x) e,
. 0 372
' : n o,
0 0 a(X)an' CPn_l
0

G é matriz simétrica. Mostraremos agora que G é definida-positis

va o que prova que G € inversivel.

)t

Seja x GZRn_l R x=(x1,x2, ..... xn_1 ; assim, ktGX'=#*
_ . B
911 912 91-n-1 X1
(%) X5 XqeeoX ) | .
o 921 922 92,n-1 ,2 =
: . v x
. : . ’ ; n-l
gn-l,l gn-1,2 “n-l,*n%lv
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=(X197¥X 00 e 4% 190y 10 X09y no1 X9y o1t ¥ 1901 01

l
X2
xn-—l
X1
h-1 n-1 n-1 n-1
= | Z x.9. I X.9. T X.Q9., . I x.9. __.) X
jo1 il jo1 1 i2 j=p 1 i3 421 17i,m 1 .2
xn-l
n-1 n-1 n-1

( iilxigil)x1+( iilxigi‘z)x2+....+( -3 xigi'n_l)xn_1 = ]

n-l[ n-1 n-1 n-1 1 \ X o
= [ zx.9..0x.]= 2 [ 1Ix, a(x)o.(x)o.(x)dx] x,
i=1 =1 M7 5= T ied P SR J
! n-1 n-1 ' ' ’ 1 " n-1 . 2
=1 a(x)( I Ix.x.0.(x)p.(x)ax = | a(x)[ I x;¢;(x)]" dx
j=1 i=1 * 3+ =1 ** 7,
0 0 >0 EXC
Entio x° G x >0 Vx € R"! e , xt e x = 0 &
n-1

x-wz(x) = 0. Agora
i=1 T3 ’
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se
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ou
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- ) 4 ' X : ' ’
‘ _ , 1, . _ .
x€[0,Ax] » i=lxi¢i(g)—#1¢1(x) = Ix 0 = x; =0
c : n-1 , . | . 1 K _
| X @x,ZAx]-viflxiwi(x)=xl¢l(x)+x2¢2(X)=z;(x2-xl)=0¢:xl=x2c$x2=0
: An—l ' ' , x . »
x€ [(n-1) &x,n&x] :nf xiwi(x);xn_lmn_l(x)= n-1 =0 Xty = 0
i=1 _ Ax
_ & ’ .
seja x Gx =0 x =0, c.q.d
Na realidade a matriz G & a seguinte:
N
2Ax 2.Ax
a(x)dx -l a(x)dx O vevvrennnnne 0
» Ax
2 Ax " 3Ax- 38x
a(x)dx a(x)dax -la(x)dx....... 0
Ax Ax 20x
0
E nAx
o a(x)dx
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1T
Analisemos agora 0,5<q,¢> =0,5 glx,t)9(x,t)dt dx ,
0 JO
que com @, (x), 1<k<n-1 e Y (t), 0< & < m, fica
1 (T
0,5 a(x,tk  (x)¥,(t)dt dx = 0,5 RO, onde
o Jo ' | \
1 (T |
= = P, <i <na <s<
RO = (pij)—( q(x,t)@i(x)¢j(t)dt dX)(n-l)x(m+1)(1’l‘n 1,0555m)
0JO
A matriz RO terd pois a forma:
1 (1 1T 1{T 1 (T -]
ar ¥, q fPl\Pl q CPl‘Pz ..... qP; Y
0 Jo 0.)0 0J0O JO JO
i
1(1 1(T 1 (T 1 (T
av b, qQp ¥, APy Py =ove ae, ¥,
oJo olo o Jo JoJo
1 (T 1 (T 1 (T
J qcpn"llpo ' qq’zwl ...... J qq’n-l\p m
olo ojJo JoJo

dque na realidade se reduz a:

(-1)x(m+1)
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2& (At 2& (28t 2% (3t - & [mAt
¥y | 9%y Yy .- | 9%¥y
0 0 Jo Jo 0 JAt 0 J(m=1) t
Ax [ At BAx (24t (38x - (3¢ Ax (mAt
BT agy, av,by ool v
Ax . 0 Ax 0 Ax At Ax» (m-1) At
]
pA x At n Ax 24t o nAx [mAt
Wp-1¥0 | | ®na¥y ... | | 9%-1t
i (n2)Ax JO n2)Ax J O . m2)4x J ml)at

Observamos que tanto para calcular a matriz G(quevno pro-
grama, por simplicidade, chamamos de E) como para calcular a ma-
triz RO wusamos quadratura Gaussiana com 3 pontos sendo pois
exéta para polinamioé de grau < 5. Chegamos a testér férmulas de
Gauss  com 5 pontos o que nao melhorou em nada os resultados dos
testes. Assim, optamos pelas:férmulés de 3 pontos. -

” Concluimos assim que as restrigoes, no caso de KBV se es-

crevem, na forma matricial, como:

C.B.D = - G.A.F + 0,5 RO

GAF = 0,5 RO - CBD =

1 -1

a=0,561.Rro.F! -6 lc.B.p.F?
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Analisaremos a seguir, a forma matricial de KB(wl' 2):
ok 9wy o 3, 5
KB(wl‘wz) = -0,5 a(x) [(—;;) + (fg;) Jat ax
- SN S 2 o Jo g L. @
(T
+0,5 q(x,t)wz(x,t)dt dx
O 40 .
- 0,5 [wz(x,T)+w2(x,O)-2u (x)w,(x,0)] ax //
2 2 “70 2 :
Parcela 1:
T aw 1/T n-1 m
-0,5 a(x)(———) 23t ax=-0,5 ca(x)[ I Nop (x)¢ (t)] dt dx
: i=1l j= O lJ 1
o0Jo . 0JO
14T n-1 n-1
=-0,5 a(x)[ ¢ 3 a; 593 (xw (t)][ P akzw (x)ll)l(t)] dt dx
olo i=1l j=0 - | i=l j=0
= .... = -0,5t (GAFAY) *
Parcela 2: Aﬁalogamente,
1T aw 5 £
- 0,5 a(x)(———) dt dx = ... = 0,5tr (GBFB")
0JO

Parcela 3:
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1(T I
(T n-1 m

0,5 q(x,t)wz(x,t)atdx=0,5 g(x,t) I I b..o.(x).(t)dt dx
» (o1 4o 1174 j
cJo, - 0 Jo =L 7=

; T n-1 m

= 0,5 z I b.. ’ R . =
R JLJq(x t)cpl(x)q)J(t)dt dx

oJo 3= |

ngl ? 1 (T _
= +0,5 b. . (x,t) o. .(t) dt a4

fo1 oo il q )wl(x)wj( ) X

0Jo
pij(x,t)

0,5t (B.ROY) //

As demais parcelas continuam as. mesmas do caso de coeficientes cons-

tantes. Ass:Lm,KB (.‘.dl,wz) = KB (a,B), onde

Kg(a,B)=-05% (GAFAt) -0;5 tr(GBFBY) +0,5 tr(B .RO%)-0,5 tr(c B xPTBt)

0,5 (C .B. oatwcr(nf upy)
" Da mesma forma que no capitulo anterior, vamos, para usar

o método dos Gradientes Conjugados, trabalhar com Q(A,B)=-Ké(A{B)

ou seja:

Q(a,B)=0,5t (GAFAY) + 0,5tr (GBFB®) - 0,56r (B.RO®) + 0,56 (CBYB®) +

+0,5tr (CBwOBt)-t:(DfuBi) .

Levando agora a expressdao de A em Q(A,B) teremos nosso
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t

Der Q(B!K= -0,25 tr (S.ROD.K. ) O25tr’K .DRO* .D K)
+0.5t ((s0) t kY +05tr(s.c B.R. Kt)
+0,5 (6T B. Ft t)+ 0,5t (G.B.F.K")

- 0,5t (RO.X ) tr(D'ru itk

+0,5u:(1$ B Y- ,K t)+0,5 (C:B.Q)T.Kt)

+O,5tr(¢t.B.\l)o .K_,t)+0,'5ktr(C,.B.xpo.lét.) y/a

Assim,

Der Q(BX =tr[-0,25.5.R0D-0,25.C.DRO*.D%+ SC.B.R +

t. . . _
+G.B.F -0,5.R0-D'% 1+ C.BY +C.B.Y, ] L

YK , matriz (n-1)x(m+1)

Usando agora o teorema de Riesz, da mesma forma que o fize-

4 - ) Id
mos no capitulo anterior, concluimos que

' GRAD Q(B)=-0,25.5.ROD-0,25.c.DROY.D+ SC.B.R+GB.F-O,5RO—L(Z—LD'r}_l)t+C.B(-wO+\PT)

Adaptamos entao nosso programa original para o caso de coe
ficientes varidveis, o qual agora se chamard KBECVAR .

Vejamos agora como fica o caso de q&(wl.wz):

queremos encontrar

min Ja(wl,wz) sujeito a



T T 5w la(x) —3;:] + 0,5 q(x,t), onde

ox
[ Wy 5 By,
Jolwy,wy) = 0,5 a(x) [(53)7 + (53) ] at ax
- : - JoJo '
(1 (T
- 0,5 ' q(x,t)wl(x,t)dt dx
..v ‘0‘ 0

+0,5 | [wl(x, 1) +ud(x)-2u,(x)w, (x,0)+wi(x,0) ] dx //
0

‘Como ug(x) vai mudar a cada teste do programa, chamaremos

1 , |
ug(x)dx =Y 0 que calcularemos pela mesma férmula de in

0]

tegragao de Gauss que calcula os elementos da matriz G.(=E, no

programa) .

Usando os calculos feitos para.‘KB(wl,wz), concluimos que

3, (a,B)=0,5tr (GAFA®)+0,5tr (GBFB®)-0,5tr (a.R0%)+

0,5 Caby.a5)+0,5 v - (0T UaD)+ 0,5 (C LA o-A%)

‘De maneira andloga. as restrigoes nos -férnecem:



(T 1 1 (T )
1 du 1 a_ du
i a(x)g';u(x,t)lodt + 3 u(x,t)dx [a(x) = ] at ax
Jo oJo
(1 (T
% a(x,t)u(x,t)dt ax
JoJo '
Pl .
% [uz(x,.'l‘)—3u(2)(x)] dx
J O

ifrT
[a;iz(a(x)g—ﬁhq(x,t)—_l u(x,t)dt dx +

]

i

[w?(x,) - 3u(x)] ax

(ool Y o

u(x,t)=- dt dx -
o) o 0

=

1 o, _ 1l
[uz(x,T) - 3u(2)(x) ] ax

ool
c
~~
»
ct
o]}
»

i
i+

|
|
Jl' T 1
|

-

O mesmo tipo de cdlculo nos mostra que
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1l .
1 2 ’ ;
Ja(U) =3 uO(X)d’f //
. 0

4.3 Resultados Numéricos

Fizemos um programa de computador na linguagem FORTRAN e o
implementamos no computador digital (VAX) disponi?el no CPD da
UNICAMP, bem como num micro-computador da linha P.C.

Obtivemos convergencia do nosso método com erro menor que

, At _
max {Ax,At} com Ax = »9.5.

O programa neste caso, como dissemos se chama KBEQVAR'e o
para executa-lo,temos que executar ao mesmo  tempo o programa
ROTCVAR, que nos fornece as rotinas andlogas as usadas para o

programa KABETA e ainda temos que executar o programa FUNGAUSS

no qual introduzimos a(x), q(x,t), uo(x), a solugéo»exata, caso

seja conhecida e ainda fornecemos as formulas de Integragéo Numé
rica.
Testamos o programa com a equagéo:.

¢

%%=§%[(2+senﬂx)%§] + [-ﬂzx(l-x)—wcosnx(l-2x)+2(2+sgnnxf]e]-
ug(x) = x(1-x)

‘ ~ - -‘"
cuja solugao exata € ul(x,t) = x(1l-x)e "

- =1 2 = 3| (x-x2
Neste caso, Ja(u) = KB(Q) =3 uo(x)dx = 3 (x-x<)dx



donde J (u) =I;<B";(u) = 0,00833.... .

Fornecemos a seguir alguns resultados obtidos. As listagens

dos programas se:encontram na referencia: [ 12].

Temos ainda os resultados para redes maiores.

‘e,
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‘Ap. Sol. Eq. do Calor com coeficientes variaveis

- — - - et - — - —— - - — . W - —

(via Metodo dos Gradientes Conjugados)

4 intervalos no eixo X e
B8 intervalos no eixo t .
delta(x)= .2500000E+00 e
delta(t)=.1250000E+00.

Esta malha tem

Assim temos que

A dimensao do ndsso espato e (n—i)&(m+1)=

para obter !! Grad C-Kbeta(Xk)3 !! ¢
iB iteracoes.

foram necessarias

| 1Grad C-Kbeta(X( 18))1!1!=

Matriz aproximacao da solucao

1457279E+00
| 5130437E-01

.1583682E-01

.4384016E-02

.1319444E-02

.3907803E-03

.7984773E-04

.9654205E-04

.1220574E-~03

- .4177208BE-01

.3298052E-02

- .641103BE~04

.2465402E-03

.2903142E-04

.1913722E~-05

.3450990E-04

.6323964E-04

4NDaTEZ A AN

A matriz

.1715640E+00
. 4845450E-01
.1948254E-01
.5743087E-02
14659604E-02

S074473E-03

. 9883972E-04
.1285B44E-03 -

-.1644732E-03

lerro!

.7843605E-01

.4344728E-02

.1518676E-02

.4309881E-03

.13836447E-03
.1614471E-04
.5343711E-04

.8418321E-04

4 PUEe A m & m = - -

.3983355E~05

usoL

. 1177887E+00
.5305781E-01"
.1420507E-01
| 4374433E-02
.1214334E-02
.3830502E-03
.71554715f04
.9667641é—o4

.1247811E-03

.6971133&-01
.1544613E-02
.1695857E-02
;2561230é;03
.1341441E-03
964381 6E-05
_4280292E-04

.6337400E-04

27

e

.5000000E-05,



Vetor com max!erro! em cada nivel de t

.7843605E-01 - . 4344728E-02 .16935857E-02
.4309881E-03 .138B36467E-03 . 1614471E-04
.D363711E-04 .8418321E-04 .1774040E-03

0 valor max !erro! e - 1 .7843605E-01

(0] valor~maximo de Kbeta e : .7339768E-02

0 valor minimo de Jalfa e : .932489%E-02
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Ap. Sol. Eq. do Calor com coeficientes variaveis

e e e D e s wm e e e G e e e G e e

(via Metodo dos Gradientes Conjugados)

Eéta malha tem:

fssim temos que

A dimensao do nosso espacb e (n-i)%(m+i)=

16 intervalos no eixo t
.1250000E+00 e
.6250000E-01 .

delta(x)=
delta(t)=

para obter !} Grad [-Kbeta(Xk)1 't (

foram necessarias

39 iteracoes.

8 intervalos no eixo x e

119 e

.5000000E-05,

1Grad [-Kbeta(X( 39))1!!= . 3754142E-05

Matriz aproximacaoc da solucac : USOL

.9990349E-01
.1870767E+00
.6744855E-01

. 6032585E-01
1274598E+00
5776899E-01

. 3592374E-01
7495943E-01

.3218149E-01

.1983978E-01
.4167681E-01
.1821073E~01

.1084079E-01

.2277808BE-01

9893443E-02
. 5872190E-02
12343846E-01
|5373568E-02

.3175255E~02

.6676525E-02

.2904079E-02

.1714904E-02 -

.3405587E-02
.15468770E~02

.9247372E-03
.1944095E~02
.B84565246E-03

5024182E-03

.1057146E-02

1587179E+00
. 1659633E+00

.9891792E~-01

. 1197544E+00

.0887282E~-01
.6968321E~01

.3259062E-01

. 3885045E-01

- .1781320E-01

.2122377E-01

.9651605E-02
.1150280E-01

.5219203E-02
.6221919E-02

.2819224E~-02
:3360114E-02

.1519494E-02
.1811579E~-02

.8264235E~03
.9853373E-03

1858713E+00
 1250999E+00

. 1204142E+00
.9490915E-01

.7147395E-01
.5550674E-01

.3965016E-01
.3107024E-01

.2167350E-01
.1496116E~01

.6351683E-02
.4973779E-02

.3430424E-02
'.8686453E-Q2

.1849513E-02
.1447917E-02

. 1005783E-02
7880112E-03

.1174440E-01
.9196607E-02



r

.2458258E-03
.9581353E-03
.242738B64E-03

.1501837E-03
.3165937E-03
.1378127E-03

7118114E-04

.1485230E-03
.6451632E-04

.5066976E~-04
.1082357E-03
.4724165E-04

.1276320E-04
.2494347E-04
.1060455E~04

.2677635E~04
.99256603E-04
.26511046E-04

. 1438454E-04
. 3611517E~04
.16970768E-04

.9471513E~02
.6292327E-01
.4190645E-01

.1302566E~02
.74350593E-02
.1254298E-02

.4072346E~02
.8156399E-02
.3300756E~03

.2651434E-02
.238%9147E-02
.1022389E~02

.15652851E-02
.15746841E~-02

.6178999E-03

.B66722BE~03
.9027952E-03
.3681015E-03

.4740970E~-03

.S5024495E~-03

.2029215E~-03

 4362550E-03
S5199544E-03

.2472237E-03
.2950323E-03

.1167704E-03
.1383541E-03

8401749€-04
1010490E-03

.2047759E-04
.2314398E-04

.4508599E~-04

.5600257E-04

~-.2569559E-04
- .3456415E-04

A matriz !erro!

. 2878207E-01
.6841171E-01

.2264857E-02

.6722108E-02

.4270397E-02

.1430184E-02

.3124885E-02
.2018485E-02

.191226646E-02
.1347613E-02

.1070805E-02

.7768013E-03

.5886471E-03

.4337230E-03

5310340E~03
 4154721E~03

.3009477E-03
.2359744E-03

.1415648E-03
.110586%9E-03

 1026459E-03
BO76B91E-04

24197 40E-04
.1825950E-04

.5587752E-04
.4491676E~04

.3292740E-04
.2848202E-04

. 4850373E-01
.4240009E-01

.3862243E-02
.4273623E-02

.3220923E-02
.9043217E-03

.2818000E-02
.1624508E-02

. 1797335E-02
.1060229E-02

.1018398E-02
.6158073E-03

.9634874E-03
.3432231E-03

139



. 2572448E-03

.2738002E-03
.1111131E-03

.1381252E-03
.1461249E-03

- .5904061E-04

.781297%E-04
.8688710E-04
.3548813E-04

.3475425E-04
.3454328E-04
. 1364710E-04

2656714E-04
34041 62E-04
. 1419418E-04

.44723524E~05

.3953828E~-05
.2192297E-05

1447104E-04

.259528%9E-04

.1124294E-04

.6663206E-05
.19459735E-04

.8821853E-05

.1429305E~-04
.3560421E~-04
.146027746E-04

.2004176E-04
.4904594E-04
.2262800E-04

Vetor com

.6841171E-01
.3124885E-02
. 5886471E-03
.9872904E~-04
.4592905E-05
.3560421E-04

max'erro!

.3203843E-03
.2365634E-03

.1710168E-03
.1259820E-03

.?872904E-04
.7371926E-04

.4356098E-04
.2908887E-04

.3530955E-04
. 3013949E-04

.8412744E-05
.4592905E-05

.2230541€E-04
.23%90891E~-04

.1282482€E-04
.1848404E-04

.87114462E-04
.3353835E-04

.3539368E-04
.4668B677E-04

. 7450595E-02
.1912264E~-02
.3203843E-03
.4356098E-04
.259528%E~04
.49045946E-04

0 valor max !'erro! e

0 valor maximo de Kbeta e

0 valor minimo de Jalfa e

.3068743E-03
.1876128E-03

. 1639161E-03
.9943952E-04

.96164B2E-04
.6031676E-04

4016643E-04
.2277808E-04 -

.3607513E-04
.2406252E-04

.1382257€-05
.37704692E-05

 2550581E-04
1905682E-04

. 1743041E-04
. 1504291E-04

.3341331E-04
. 2694539E-04

.4505001E-04
.3818011E~04

em cada nivel de t

4270397E-02
.1070805SE-022
171041 68E~03

.3607513E-04
.1945975E-04

 6841171E-01
.7747253E-02

.8919414E-02
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