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AbstraCt 

In this work we develop numerical methods for approximate 

solutions of the heat equation, based on the dual 	extremum 

principies of Noble and Sewell, where we use the Finite Element 

Method for discretization. We exhibit a Hilbert Space X, 

bilinear form S associated to it and we verify ali the condi 

tions of Lax-Milgram's lemma with Which we get proof of exis-

tence and uniqueness of solution of our formulation.Flurtilemore 

we prove a convergence theorem. 

We use piecewise linear functions both in time-  and 	in 

space. The resulting minimization and maximization problents are 

solved by a matricial form of the Conjugate Gradient method . 

For n large enough it was needed about n/20 iterations to 

achiev the precision of 10-5; n -is the size of the discre-

tization. 



Resumo 

Neste trabalho desenvolvemos métodos numéricos para apro 

ximação de solução da equação do calor, baseados nos princí-

pios extremos dúais de Noble e Sewell, onde usamos o método 

dos Elementos Finitos para a discretização. Exibimos um espa-

ço de Hilbert X, uma forma bilinear'S a ele associada e ve- 

rificamos todas as cofidições do lema de Max-Milgram com 	as 

quais temos prova de existência e unicidade de solução da nos 

sa formulação. Além disso provamos um teorema de convergencia. 

Nós usamos funções lineares por partes no tempo e no es-

paço. Os problemas de minimização e maximização resultantes , 

são resolvidos por um método de Gradientes Conjugado á matri- 

cial. Para uma precisão de 10-5, são necessárias cerca 	de 

n/20 iterações para n grande, onde n é o tamanho da dis-

cretização. 





INTRODUÇÃO 

Neste trabalho desenvolvemos métodos numéricos para a apro-: 

ximação de solução da equação do calor: 

au b(t) 	= h  [a(x,t) 	J 
au 	q(x,t) ax 	ç.  

u(0,t) = u(1,t) =0, a(x,t)>0 Vx E (0,1] , V t E (0,TU 

u(x,0) = u0(x) 

onde uO  E L2  [0,1] . 	 ' 
Se a('x,t), b(t) e q(x,t) são funções, digamos, suficiente-

mente regulares, a teoria das Equações Diferenciais Parciais nos 

garante que ó problema acima é bem posto. 

Usaremos para aproximação da solução de (1) os princípios 

extremos duais estabelecidos por Noble e Sewell em 1972 [14] ,Pa 

ra problemas com uma estrutura Hamiltoniana generalizada: 

ax s*v = aw  

(2) 	- 2X Sw = a v 

onde S 	S* são operadores lineares fechados, adjuntos,X(v,w), 

éfuncional convexo em v ie côncavo em w e v e w perten-

cem a espaços de Hilbert. 

A primeira coisa a ser feita é colocar o problema (I) 	na 

forma .(2). 

Os princípios extremos duais de Noble e Sewell se -  resumem 

no seguinte: 

Teorema: 

Se X(v,w) é convexo em v e côncavo em w, então qualquer so-

lução (M) de (2), 



(i) resolve os seguintes problema: 

min 

[ 	

Ja(v,w) = J (M) a 

• aX . sujeito a .S*v = — aw 

onde Ja(v,w) = (w, w  

[max K o(v,w) =  

aX sujeito a S w = — av 

aX onde K r3(v'w) = < v, av  > 	- X(v,w) 

(ii) é tal que Ja(Mi) =  0 ' 

Em sua tese de doutoramento, Zago [ is] colocou a equação 

(1) na forma de estrutura Hamiltoniana generalizada introduzindo 

a equação adjunta da equação (1): 

av 	av a 
Ft- - ba) 	= — [a(x,t) 	] + r(x,t) a x 	ax 	a x 

v(0,t) = v(1,t) = O 	O <t< T 

v(x,T) = v0(x) 	a(x,t)>O, VYE [0,1] , titE e0,T] 

onde v0  (x) e r(x,t) são quaisquer funções de quadrado integrá 

h) 

vel e introduzindo também 

a) 















































































































































































































































































1 	 -L-137 

Vetor com max!erro! 	em cada nivel 	de t 	: 

.7843605E-01 	.4346728E-02 .1695857E-02 

.4309881E-03 	.1383667E-03 .1614471E-04 

.5363711E-04 	.8418321E-04 .1774040E-03 

O valor max 	!erro! 	e .7843605E701 

O valor .maximo de Kbeta e : .7339768E-02 

O valor minimo de Jalfa e : .9326899E-02 
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