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RESUMDO

Este trabalho apresenta dois problemas distintos. No primei-
ro, obteve-se a caracteristica da corrente em fungao da voltagem em um
dieletrico sob radiagSO, supondo-se que so um portador seja movel, que
haja recombinagao e injegao da carga movel atraves de um eletrodo. Na
interface eletrodo-dieletrico foi imposta a condigSO de densidade de
carga constante. No outro problema foi feita uma generalizaqgo do pro
blema transiente classico estudado por Many e Rakavy, usando a mesma con
digao anterior de densidade de carga constante no eletrodo injetor. Obte
ve-se solucoes analiticas durante o 12 tempo de transito e se desenvol-
veu solugSQS por computador ate o 39 tempo de transito. As osci!aggcs
amortecidas da corrente em torno do valor estacionério, tambem merece-

ram alguma atengao.



ABSTRACT

Two distinct problems are treated here, In the first one,
the relation between current and voltage in a dielectric under ra-
diation is obtained, assuming only one carrier to be mobile, recom-
bination and injection of the mobile charge from the electrode. We
have chosen for this last boundary condition a constant charge den-
sity at 1'ie electrode~dielectric interface. The second problem tre
ated is a generalization of the classic transient problem studied
by Many-Rakavy, using the constant charge density boundary conditi-
on. Analytic solutions were obtained during the first transit time
and computed ones for larger times. Some attention was given to

the damped current oscilations approaching the steady state value.
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INTRODUCZED

Nesta dissertaggo apresentaremos os calculos que realiza -
mos referentes a dois problemas distintos. 0 primeiro, tratado no
regime estacionario, considera a situagao em que um dielétrico esta
sob a agao da radiacao e sob voltagem aplicada, tendo um dos porta-
dores movel ¢ o de sinal oposto fixo, havendo entre oles recombina-
ggo. Para que haja um regime permancnte quando um dos portadorcs o
fixo, e necessario que o ecletrodo apropriado fornega corrente ao di
elétrico, A estipulacao desta corrente ¢ uma condigSO de contorno
imposta ¢ esta foi escolhida da seguinte mancira: o cletrodo man-
tem uma densidade de carga constante na interface com o dielétrico.
Esta condigso parece ser a mais apropriada cm problemas de inje§50.
Apesar deste problema ser relativamente simples - pots ¢ analisado
em estado estacionario - a solugao ¢ rica cm nuangas dependendo dos
valores assumidos pclos paramctros pertinentes. Isto sera visto no
capftulo I't, que mostra os resultados obtidos a partir dos calculos
recal i zados no capftulo i.

No capitulo Ill, com a mesma condigao de contorno de densi
dade de carga constante junto ao cletrodo emissor, foi tratado um
problema transiente de injquo monopolar de carga que, no fundo, ge
neraliza a soiuggo classica de HMany-Rakavy para eletrodos ohmicos

(densidade de portadores infinita na interface cletrodo-dio!étrico)

. . ~ <, . -
em carga espacial livre, Pode-se obler solugao analitica atec o 12
~ . 0 . - L4
tempo de transito; para tempos maiorces utilizamos metodos computa -

. . 14 ~ s ~ .
cionais, sendo possivel estender a solugao ate 3 tempos de transito
Embora de forma incompleta, procurou-se seguir as oscilacgoes amorte

cidas da corrente que precedem o estabelccimento do regime cstacio-

’ . . ~ . ~ . i
nario, as quais sao mais complexas do que no caso ochmico -~ recem
mencionado - mas, o tempo reduzido que para isso dispuzemos bem co-
mo dificuldades de¢ precisao, nao nos permitiram 1 muito longe. 0

¢ . . ‘ ¢
capitulo 1V exibe os resultados obtidos com os calculos do capitulo
{11, enquanto o capitule V, mostra principalmente o estudo gue rca-

| izamos sobre as oscilagoes amortecidas.



CAPITULO !

A_TEORIA DO _SISTEMA ESTACIONARIO

[.a) Introdugao.

. ’ ¢
A teoria apresentada neste capitulo refere-se ao estudo do
- - ’ . . . » o~ . .

regime estacionario consequente de injegao monopolar e de irradia-
~ . . . -~ - - Lad ~
cao em isolantes sob as seguintes condigoes: por irradiagao sao ge-

~
- rados a uma razao constante e uniformemente por todo o volume da a-
mostra, “g” pares de carga, positiva e negativa, por unidades de vo

~ 'd .
lume e de tempo enquanto, sob a agao de um campo eletrico externo,
um eletrodo mantendo uma densidade de carga “"K” constante, injeta
carga positiva; supomos nula a mobilidade "pu.” da carga negativa,
3 ’ .
isto e, elas permanecem fixas no volume da amostra durante todo o
[ * ” . » .

processo e a corrente eletrica e, inteiramente, produto do movimen-

. [ . - ’ .
to da carga positiva efetiva pois tambem consideramos que cargas de
sinal oposto podem recombinar-se a uma razao constante "a”.

i !
Os objetivos do estudo apresentado nestes dois primeiros
( ”~ N L d . . ~

capitulos, sao a determinagao, a analise e a discussao da caracte-

4 o . . 4 . ’
ristica J x Y do sistema proposto, cujo esquema eletrico e mostra

do na fig. 1.

l.b) As equagSes do modelo.
Como o problema proposto esta no estado estacionério,o seu

. » ~ * - .
equacionamento e posterior solugao foram obtidos a partir do seguin

te sistema de equagoes:

= pe ph () X, I

éﬁﬂx)= e;(x) _ !3_’_()() ' 1.3




g - a Q}(X) ei(Xx) =0 1.4

dJ
g - a pi(X) pZ(X) = - 3;* 1.5
onde os subindices + (mais) e - (menos) identificam o sinal da

carga relacionada com a variavel.

Essas equagges representam, na sequéncia, a densidade de cor_
rente da carga positiva, a da carga negativa, a equaggo de Poisson e
as eqanSes da continuidade para o fluxo de carge negativa e positi-
va com os termos de geraqso e recombinagSO molecular. A simbologia
é a usual e esta definida no apendice A,

£ nula a corrente da carga negativa J_, porque por hipote-
se, a mobilidade poi= 0.

A equaqgo da continuidade para a carga positiva, eq. 1.5, e
desnecessaria neste contexto porém, em combinaq;o com a 1.4, serve
para mostrar que J, independe da posigao X : L dJ,/dX ] = o.

Para facilitar a manipulagao das equagoes, escolhemos as va

riéveis adimensionais
x = X/L ; e(x) = c E'(X)

e(x) = (€/L)e EX) ; o= (&/p, 1) 3

com c = - a/g , e reescrevemos o sistema anterior, excluindo as

equagSes 1.2 e 1.5, da forma a seguir:

Jo= p4(x) e(x), 1.6
elx

- ) = oy - po(x), ' 1.7

Q+(X) p-(x) =1, 1.8

* - ’ . , - -
onde a densidade de carga unitaria e aquela estabelecida no isolan-
~ »~ . L4 - ’ " -~
te sob a agao da radiagao quando nenhum campo eletrico e aplicado a
amostra. Em unidades reais, com os valores de g =5 x 10 4(C/cdis)

e a=25x IO'3(cmP/C.s) usuais na literatura, a densidade de car-



A

ga Q’ = {w57;“ , estabelecida na condigao explicitada acima, e
Q’ =3 x 10—8 (¢/cm’ ).
Impondo uma voltagem V constante aplicada externamente,
ficamos com a condigao de contorno
1

v = Jel(x) dx [.9

Q

onde v(x=1) =0 e a variavel adimensional v = (¢/U' )c V.

7

%Zézy // -0 FiC. 1 - Esquema eletrico para a

// injegao de carga sob voltagem ex
i;///

/22; /%'// 7, terna.A parte hachuriada ¢ a amos
//?{;§;>//é2§ tra; o eletrodo A em x=0, c¢oin

/ﬂ/ Jetor de carga positiva ¢ o8B, em
/7%7/,/922?/, -

L x=L, e o eletrodo blogueante pa
ra a carga negativa,

B

\

l.c) 0 campo elétrico e as densidades de carga.

Para determinarmos a caracteristica Jj x v com as equa~-
gSes estipuladas no Item precedente, precisamos encontrar a depen-
dencia do campo eletrico com a variavel x no interior do isolante

Usando a equaggo de Poisson e o fato de que o e constan-
te, el iminamos p. com a equaggo da continuidade e ©, com a equa
cao da corrente e construimos uma equagao diferencial linear de {2

Pd
ordem, para o campo eletrico,

del) = [ jaset] - [ e(x)/i] .10

dx

2
ou de” (x) (2/jo) & (x) = 2 jo,
dx



- ~ » L4
cuja solugao, no intervalo 0< x<1, e

-

e(x) = j, “I 1+ [(e3/il) -1 ] exp(~2x/jo) P44

”, . -
onde “ef e a intensidade do campo em x = 0,
~ ’ ~ ' . "
Essa expressao e a solugao geral para o campo eletrico pas
€, . : ~ .
representa uma familia de curvas, as solugoes particulares, no pla-
~
no xe(x) como funcao dos valores de “ef.
-~ ~ .
Com o resultado {.11 voltamos a relacao da corrente e obtj

vemos a distribuigcao da densidade de carga positiva,

pL(x) = Jo/e(x) [.42

e com a equagao da continuidade, ?+(x) e_(x) = 1, encontramos a dis

tribuigao da densidade de carga negativa.

I.d) A equagao caracteristica.

. ~ €, « [ .
Conhecida a expressao analitica do campo eletrico, o proce
. . ~ [ 4 . . -
dimento normal para a determinagao da caracteristica j x v e atra
L . ~ - - - L4
ves da condi¢ao de contorno 1.9. Contudo, para simplificar a alge-~

I3 . ’ o,'
bra, seguimos outro caminho fazendo a mudanga de variavel

de(x) _ de(x) dv_
dx dv dx

na equagao 1.10 e, como [dv/dx] = - e(x), obtivemos a expressao in

4tegr~al no intervalo 0¢x<1,

4
v=-x[[éﬂé-£nde

" _n LN

~ . .
com vi{x=1) =0 e onde “e) e ey sao as intensidades do campo na
origem e em x = 1, respectivamente,
Nominando u = e - jo, w=¢e + jo e desenvolvendo o inte-~

grando em fragoes parciais,



2
c

"3
(- i)

= (w =~ jo)/2w + ,(u+ jo)/2u,

encontramos a equaggo caracteristica
. R
v = - Jo(e1" eo) =~ Je fn( AB )/2 ) 1.13

com A= (ey= jo)/(e,+ jo) e B = (e,+ jo)/(eo= jo), a qual tambem
gera'uma familia de solugges particulares no plano jv como Funggo
do parametro €0

Observamos uma indeterminaggo na eq. .13 quando jo= e,=

= e,. No entanto, pela integral da equaggo de Poisson, em 0§ x €1,

1
e, - e°=‘//[ e+(x) - e_(x) ] dx =0,

vemos que nessa condiggo o isolante contém a mesma quantidade de
carga positiva e negativa e, de acordo com a equagso da continuida
de, isso significa que Q+(x) = 9-(x) = 1.0. Cowo esta condigSQ de
carga unitaria corresponde a situaggo em que;:'j; = v pois oS

efeitos de carga espacial sao nulos, fica levantada a indeterminagao.

Para extrair alguma informacao Gtil das solugoes do campo
elétrico, das densidades de carga e da voltagem, foi necessario es-
pecificar o processo de injeggo de carga. MNeste sentido considera-
mos o resultado de J. Mort et al (ref.1) os quais, estudando o regi
me estacionario do fendmeno de injegao de carga em isolantes nas
proximidades do eletrodo emissor, concluiram que a densidade de cor
rente J ,'em unidades reais, tem a seguinte dependéncia com O cam-

[ - - -
po eletrico no contato injetor, E,,

J=y J; [ E/ byt pEo)] .14

. ~ . -
sendo Ji a corrente devida a carga total emitida pelo eletrodo em
. . ~ - - ~
x = 0, v, a velocidade de recombinagao efetiva associada a corrente
de retorno do isolante para o contato injetor, b21 um parametro a-

dmensional.



Para campo muito forte, acima de 1 x 1ot (Y/cm) para um
contato tipo Cu-CdS a temperatura ambiente (ref.1), a:corrente J
satura porque o sistema chega a condiggo em que kb E;>b v, .
No caso de campo fraco, quando se tem b v, >p E,, a corren,

te cresce |inearmente com o campo,

J = M k Eo .,

éom k = Ji/bvR , ou, na forma admensional,
Jo= K e, .45

onde K = ‘J—EJE? k, e a densidade de carga constante, no eletrodo
injetor.
Este ¢ o comportamento que admitimos predominar em x = 0,
por onde ocorre a injegao de carga positiva.
”

~ R . - ~
Usando a relagao 1.15, eliminamos "e,” nas equagoes do cam

’ . -
po eletrico, fazendo x =1, e da voltagem. Dessa forma ficamos conm

ot

er= Jo WI 1+ [(1/k*) =1 ] exp(~2/jo) .16

2

V== 2 lle/is) = /K] = 2 tn( AZ )/2 .17

com Z=(1+K)/(4 -K) e A como definido apos a eq. 1.13.

Estes resultados e mais os referentes as densidades de car
ga, trabalhados no computador geraram as curvas das figuras de 2 a
10 que representam o comportamento eletrico do regime estacionario
estudado, para varios valores da densidade de carga na origem, K,

diferentes da unidade;



CAPITULO R

ANALISE E DISCUSSAO DO SISTEMA ESTACIONARIO

I1.a) Introdugao.

Iiniciamos este capftulo comentando os gréficos das distri-
buigSes unidimensionais das densidades de carga ?+(x) e ?-(x) e
do campo eletrico e{x), mostrados nas figuras 2 e 3.

Em seguida discutimos os resultados apresentados nas figu-
ras de 4 a 10 que sao as caracteristicas J X v , para varios valo-
res da densidade de carga em x=0, K. Podemos notar um comportamen
to linear quer para pequenos como para suficientemente grandes valg
res da coﬁrénte, entre os quais se intercala uma regiao cujo compor
tamento depende de como K se situa em relagao a unidade, por exem
plo: se K> 1.0, j, e proporcional a v*, e se K& 1.0, entao .,
e proporcional a N vl

Com a finalidade de compreendermos com maior acuidade a di
namica envolvida nesses, processos, neste caprtulp tentamos analisar,
discutir e avaliar com mais detalhes esses resultados. Fizemos isso
mantendo invariaveis os fatores de geracao “g” e de recombinagao “a”

~ - . -
e, usando K como parametro, investigamos o comportamento do siste

ma nos limites K3>1.0, K<€1.0, e K~1.0,

11.b) C$4gréficos das densidades de carga

A rd .
.~ e do campo eletrico.

~Para melhor entedermos as caracteristicas j x v , constru
imbs’cbm as eqanSes 1.11, 1.12 e da continuidade, os graficos das
densidades de carga e do campo eletrico mostrados nas figuras 2 e 3,
respectivamente. Ambas apresentam tres pontos de duas caracterfsti

cas j x v do sistema: uma com K = 0.1 e a outra com K = 10.,0.
A primeira observaqgo na fig. 2, onde a densidade de carga

positiva tem numeragSO par (2, 4 e 6) e a negativa tem numeraggo o

Cad




par (1, 3e5), diz respeito a inversao da carga predominante no in
terior da amostra: para K>1 (parte A da fig.2) temos Q. > 0. e
para K< | (parte B) essa condiggo e invertida. Alem disso, as den
sidades ssd recfprocas de acordo com a equaggo da continuidade, ngov
havendo portanto, simetria na distribuigao.

Vemos tambem que a carga predominante tem maior concentra-
950 nas proximidades do eletrodo injetor e decresce ao longo da es-
pessura da amostra. Quanto menor ¢ a corrente jo mais rapido ¢ o©
decrescimo. Inversamente, a carga minoritaria aumenta no sentido do
eletrodo em:=:x =:1. Para a curva com jo= 0.1, as duas distribui~
coes quase se tangenciam no !imite T 1.0 sem nunca assu-
mir esse valor, S0 poss{vel com Je= 0, conforme a definiggo da se-~
ggo f.a. Assim, deduzimos que para pequenos valores da corrente, a
regiao de carga espacial fica comprimida bem préxima da origem en-
quanto, para correntes muito grandes a distribqjgso tende a ser cons
tante mantendo o seu valor inicial.

Os gPéFicos do campo eletrico na fig. 3, como esperado,tra
duzem o comportamento das densidades de carga no interior do isolan
te. Quando o dominio e da carga positiva, o campo cresce no senti-
do do eletrodo em x =1 e decresce no mesmo sentido quandb prevale

.
ce a carga negativa. Para os valores da corrente bem menores que a
unidade, Jjo= 0.1 por exemplo, e(x) cai rapidamente tendendo a es
se valor, oermanecendo praticamente constante por toda a espessura
da amostra. Quando Jje e muito grande, o comportamento do campo e-
letrico tende ao |inear.

. . ~ . ¢ .
Podemos conferir as aproximagoes feitas nos itens seguintes

comparando-as com as curvas das figuras 2 e 3.

I1.c) As caracteristicas com K>>1.0

Neste limite consideramos jo da mesma ordem de grandeza
de K ou menor, de tal forma que as equagoes 1.16 e 1,17 foram re-

duzidas a

f 1)

e = ,joq [1 - exp(-2/3)] .




vee - jJoey + (j:/Z) fn [(jo+ eq)/(jo - e,)] | Pi.2

com a constante Z = - 1,

Yerificamos nessas expressces que o comportamento do siste
ma ficou independente de K porém, mesmo assim, de acordo com a or
dem de grandeza da densidade de corrente jo, a caracteristica J x v
apresenta variagoes. Portanto, aproveitamos essa dinamica do siste
ma para conseguirmos mais detalhes sobre a sua caracteristica. |s-
to tambem ocorre nos outros limites anal isados. Para este caso, co
mo sugere a eq. 11.1, j,é pequena para valores muito menores que 2
(dois) e e grande quando & muito maior que esse valor,

Para termos nocao do que esse valor representa em unidades
reais, estimamos a ordem de grandeza da densidade de corrente usan
do as deFinigSes das variaveis admensionais, J+ = (F L/e) (g/a) jo.»
Supondo a mobilidade p = 10 (em/V.s) e a espessura da amostra L =
5 x thB(cm), encontramos J+_u 4 x 10-5 jo (A/em®), onde usamos
€= 4.5 x lO-’B (F/em) e A+ g/a = 3 x 10—8 (C/em).

Desse modo, temos os comportamentos analisados a seguir,

A) JeK 2.

L3 s o~ - ‘ ld -
Nesta condigao o termo exp(-2/je) e muito menor que a
I3 . . ~ L4 . A~ .
unidade,por isso expandimos a expressao l!.1 em serie de potencias

e ficamos com a seguinte expressao para o campo eletrico,
e1'2‘- Jo [1 - 0.5 exp(—Z/jo)] . l’-s

Este resultado foi substituido em l1.2 a qual, apés uma

simplificagao no logaritimo, ficou sendo
vae 3 je 1 - 0.5 exp(-2/40)] + (§o/2) tn [4 exp(2/40)].

. - ~ €, .
Com mais alguma manipulagao no logaritimo e rearranjan

do os termos, obtivemos

ve o= o [ 1 - fn(2) - 0.5 exp(-2/jo)].

Abandonando o termo da exponencial em comparagac com os

BIBLIOTECA DO INSTITOTO DE FISICA £ QUIMICA DE SAO CARLOS - USP l
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demais e fazendo as contas, encontramos

. 2
ve o= 0.3 Jo 1.4

ou, aproximadamente,

Jox v+ 0.3 v 1.5

que ¢ a expressao caracteristica para baixa voltagem quando K »'1.

Para voltagem muito pequena a Pelaggo 1.5 acusa a exis
tencia de regime ahmico, Jo & V., A!iés, este ¢ o comportamento qie
conseguimos observar na curva 1 da fig.4, a unica praticamente inde

pendente de K, para v<1.0,

B) jo>>2 .

Neste caso o comportamento esperado é o de corrente li-
mitada por carga espacial. De fato, como (2/j,)K1 fizemos a ex-
pansao exp(~2/jo)~1 - (2/j.) e obtivemos de 1.1 a expressao para
o campo eletrico

e ey,

e2\ 2 jo . 1.6

Por esta relaggo notamos que (e,/j, )& 1. Entao desen-

volvemos a Funggo do Iogarftimo em 1.2, com w= (e,/jo),
fn[(1 + w)/{1 - w)] v 2 [ w+ wB/S]

e substituimos nela para obtermos
) y 2
Jo = (9/8) v 1.7

que ¢ a equacao caracteristica do sistema quando a corrente & menor
ou da ordem de K, conforme comprova a analise exposta no item 11.d.

Na fig. 4, a Unica curva que concorda com este resulta-
do e a com K = 500. As outras se afastam deste comportamento por-

que ainda dependem fortemente de K.

Aval iamos a voltagem limite, ou de transicao, entre os re-
gimes ditados pelas equagoes 11.5 e 11.7, igualando uma a outra e o
L
btivemos vtﬁ 1.2, Esta e a voltagem do ponto de cruzamento das

. , - . L4 Iy
curvas tracejadas no grafico log jex log v da fig. 4.



11.d) As caracteristicas com K<<1.0.

Considerando a densidade de carga no eletrodo emissor mui-
to menor que a unidade, a simpliFicaqgo das equagSes 1.16 e 1.17

resultou nas expressoes

e g, V1 + exp(=2/52)/K° T

ey = Jo

ve - 3ilec/in) = /0T + (G2/2) b [ {ots . s

Desta feita, ao contrario do caso precedente, o comporta-
mento do sistema depende de K. Al em disso, para cada valor desse
parametro, a caracteristica J x v continua apresentando diferen-
gas de acordo com a ordem de grandeza da densidade de corrente.

(4 . v . - . > ’
Para a analise neste limite consideramos que j, e pequena

quando a condiggo exp(-1/j.) K K ou J X ,(fn K)—'1 , for sa-

tisfeita e e grande quando cresce para o outro extremo.
. -4
¢) je [(tn )7

. ~ ’
Levando em conta este limite na expressao do campo ele-

trico, eq. 1.8, encontramos apés a expansao em serie de potencias,
g . , 2
ey g [ 1+ exp(-2/4.)/2 K] . .10

4 . .
Para obtermos a caracteristica j x v neste extremo,
substituimos este resultado na eq. 11.9. Simplificando primeiro a

o~ €, . S
fungao do logaritimo, ficamos com a relagao

2,,[%2—'_*—%} ~ {n [4;<z exp(2/jo) [1 + exp(TZ/jo)/ilKa]],

Desenvol vendo este resultado e fazendo a aproximagao de

fn (1 + 8)~ s, sendo s = exp(-2/jo)/4K2 muito menor que a unidade,

encontramos

tn{§SLi;4%} w2 tn(2K) + (2/00) + exp(-2/5)/4K° .

e = Jjok



Substituimos esta aproximaggo e a eq. 11.10 na expres-

~ .
sao da voltagem e obtivemos

v g+ 58 [/ + (2K - 3 exp(~2/40 ) /8K ]

onde podemos despresar o termo da exponencial conseguindo assim uma

expressao mais simples,

. .2
v g, 4R 1.1

ou, explicitando a densidade de corrente,

Jo “1+4R v1~1}/2R .12

com R = */K) + fn(2K)>1.0.

Este resultado indica que para v« (4R)-1, isto é,quan—~
do a voltagem e pequen{ssima, o regime ohmico Jj = v , independente
de K, prevalece no comportamento do sistema. Em unidade de volt,
usando os mesmos valores da segao Il.c, a expressao numérica da vol-
tagem e V=015 v (V). Supondo por exemplo, K = 0.1, ficamos com
R=8.4 e v 0.03. Entao a voltagem da regigo l inear deve ser mui-
to menor que 4.5 x 1o~3 (v).

Este comportamento nao aparece nas figuras 5, 6 e 7 por-

~ L4 :t
que o computador tem uma limitacao numerica da ordem de 1[0 37

ou
N ¢ . .
exp(f 89), dando para a densidade de corrente o valor minimo aproxi-
—-2 4 N 4 ., ~ ~ .

mado de 2.2 x 10 7, que esta muito alem da regiao ohmica encontrada
no limite em questao.

Para outros valores de v dentro do limite estabelecido

~ ~ .

para a corrente, a expressao l1.12, dando uma dependencia sublinear,
. . 1 .
Jo proporcional a ﬂ v , representa bem o comportamento do sistema,

s -
como podemos ver pela curva tracejada, com K = 0,01, no grafico

log j x log v da fig. 7.

D) 33>t 7.

Sob esta condicao desenvolvemos a eq. !1.S8 observando
Pl . L
que o termo que contem a exponencial prevalece sobre o termo untta-

rio porque alem de K& 1, temos (2/j0)<< 1. Dessa forma chegamos



N ~ , .
a expressao para o compo eletrico,

e, (jo- 1)/K . A3

ld
Por este resultado deduzimos que (e,/j,) e muito maior

. ‘, . e
que a unidade de tal forma que o termo do logaritimo na cquagae da

’ . . B
voltagem, a 1.9, e aproximadamente, zero. Assim, combinando a

11,13 com a 11.9 obtivemos a re!agao I incar
Jo &2 K v, .14

« - 4 *
cujo coeficiente ¢ a densidade de carga em x = 0,
0 resultado 11.14 confirma a observacao feita nos grafi-
cos das figuras 5 e 6 onde vemos, para | ¥ 1, a inclinagSO bem de-
finida de cada curva, decrescente com K, Medindo com régua e es-

quadro verificamos que elas coincidem com os respectivos valores des

se parametro,

lgualando as re!agges 1,11 e 11.14 encontramos a voltagem

de transicao entre os dois regimes,

v, 2 {1 - K)/{K + K In 2K)

t
’ . ~ - 3 » -
que da com boa aproximagao o limite entre os dois regimes. Por exem
plo, para K = 0.05 calculamos fog Ve 1.33, em boa concordancia
. - - .
com a curva 4 da fig. 5, como podemos ver no grafico log j,x log v.

Nas figuras 5 e 6 tambem estao os gréficos log j x log v

das expressoes 11.12 e 11.14, as linhas tracejadas, para K = 0.05

e K = 0.01,

Il.e) As caracteristicas com K~1.0

Como a condiggo de carga unitaria gera uma indeterminaggo,
,jé definida, na equaggo 1,13, investigamos 0coméortamento do sistema
quando K se aproxima desse valor tanto pela rdireéta quanto pela
esquerda.

” 1

Fizemos isso escrevendo K =1 + r, com “r" muito menor que

a unidade, e usando J = K e, , substituimos na equaggo .11 obten-



(4 . . . - L3 ~ - -~ - .
do, apos ligeira:-simplificacao, a seguinte expressao para a distri-

- ~ - - - L4 3
buigao unidimensional do campo eletrico,

xl

e(x)= j, 11 - 2r exp(~2x/d.).

- ’ . -
Mas, como 2r exp(-2x/j.) e muito menor que a unidade para
. " "o . ~ . 7 .
uaisquer x”" e "j,”, expandimos a relacao anterior em serie de po-
q q ‘ ¢ p

~ - -
tencias e obtivemos

e(x)= 4, [ 1 - (K -1) exp(-2x/i.)] . 11.15

Integrando este resultado no intervalo 0< x €1, usando a

.~ R ~
condicac de contorno 1.9, determinamos a expressao para a voltagem,

ve j- (K- 1)[1 - exp(~2/j,)} (jf/Z) . | 11.46

L - -
Tambem aqui o sistema apresenta nuancas segundo a ordem de
grandeza de j,. Assim, para as aproximagoes usamos as condigoes de

jo« 2 e Jo» 2.

E) J, & 2.0.
Neste extremo a simplificacao se reduz a abandonar o
termo da exponencial em 11,16, ficando a seguinte expressao para a
voltagem,
ve j.- (K -1) ji/2, ' 1,17

Explicitando a densidade de corrente j , encontramos

jo’:[1“q1‘2(K‘1)V‘l}/(K-1) 11.48

que representa neste limite, a caracteristica do sistema sob baixa
voltagem, v £ l 1/(2K - Z)l.

Qual no-~item 1l.d, esta ultima expressSO sugere o regi-
me ohmico Jd = v, independente de K, para voltagem muito baixa, ou
seja, quando v e muito menor que '1/(2K —”Zﬂ.

A segunda derivada de 11,17, [d*v/dj?] =~ (K - 1), in-

dica que nesta regiao hé mudanga no sentido da curvatura dos grafi-




- » ' . s
cos, conforme K seja maior ou menor que a unidade. Isto tanto e
. .
consonante com os resultados 1.4 e 11.11, quanto com os graficos

das figuras 8 e 9 na faixa de jo,< 2.0.

F) J, > 2.0 .

Considerando a densidade de corrente muifo grande, fi-

zemos o desenvolvimento exp(-2/jo) = 1 - (2/jo) e obtivemos da ex-
pressao 11.16, a caracteristica
Jo& v/(2 - K), 11.19

representativa de mais um regime linecar que tem como fator de pro-
porcional idade uma Funggo da densidade de carga em x = 0,

Outra vez, com régua e esquadro conferimos este resulta-
do com os graficos da fig. 8 e vimos que, com excegao da curva 1,
com K = 1.5 muito distante do limite aqui considerado, os recsulta-
dos sao compat:veis.

Pela mesma razao que a curva 1 da fig. 8, tambem os gra-

ficos da fig. 9 nao concordam com a eq. I1.19,

i

[1.f) As caracteristicas quando j, >>K.

Deduzimos nas segoes 1l.d, K& 4, ¢ Il.,e, K~4, e conferi-
mos nos gréficos que quando a densidade de corrente é grande, o sis-
tema apreséﬁta comportamento linear dependente do parametro K. Toda-
via, no limite de K »1 esse regime nao apareceu.

Observando as curvas com K = 3 e §5 na fig.4, notamos para
Jo > 10, uma tendencia no comportamento do sistema para relagSes sub-
quadréticas. Na tentativa de visual isar melhor esse detalhe cons -
truimos os gréficos da fig. 10 para o intervalo 5% j < 80, onde
verificamos que o sistema tende lentamente para o regime linear em
dependencia com o valor de K.

Com essa perspectiva re-anal isamos as solugSes 1.16 e 1.17,
para o campo eletrico e para a vo!tagem, respectivamente, conside-
rando a densidade de corrente j, muito grande para qualquef valor

do parametro K.




’ e ~ -, .
Comegamos simplificando a expressao para o campo eletrico,
’ . - . ” » v
desenvolvendo em serie a exponencial e aproveitando so os dois pri-

meiros termos,

ey g, v 1+ [ty ][ - /in]’

v Ga/K) N1+ 206 1) /4. 11.20

Péra continuarmos a anal ise tivemos que fazer considera-
gSes sobre o parametro K: K&K 1, K1l e 1 <4 K&K j,.

As duas primeiras, K<<1 e Kw~4, levam a resultados iden-
ticos aos jé obtidos nas partes D e [, respectivamente,

A altima condigso, 41 < K& jo, permitiu fazer uma expansao

’ - ”~ -
em serie de potencias em {1.20, resultando em

eq 2 (Jo/K) [1 - (4 - K%)/4,] .24

~ . . . r, .
Com esta relagao simplificamos o argumento do logaritimo

na eq. .17,

ZA = Z ‘(34"',‘1:0)}&,2_ [i*("—Kz)/‘j,]—K
S Jo [1 - (1 -K)/5.] + K

N (O S IR IR SVA R | I [1 - (1« K)/J,l ’
o+ - ¢ -1/ 1= (1= K/

apos o que fizemos o desenvolvimento
tn )y {-(1 + K)/0 - (4 025 + (- /i o+
.
+ (- 07258 ]

~ (.2K/J.,)[1 + (17501 = - (2K/§,)

possivel porque j, 2> K> 1. |
Voltando com essa simplificacao e a eq. 11.21 a expressao
da voltagem, encontramos um resultado identico ao 11.14,
i~ Koy 11.22



confirmando a observagao feita nos graficos.

A principio a eq. 11.49, o= v/(2 - X), por nao teb a mes
ma forma das 11.14 e 22, parece nao ter a mesma dependéncia em K
porém, dentro da aproximagso feita de que K =141 + &, com & — 0,
temos que 1/(2 - K) = K.

Portanto, para qualquer valor do parametro K e na medida
em que a corrente atinge valores muito maiores que ele, o sistema

sempre tende ao regime |inear com a: densidade de carga em x'= 0 co

mo coeficiente de inclinagao.

{1.g) Conclusao.

Vimos na analise e discussao anteriores que as caracter!s-
ticas obtidas apresentam, sem excegao, tres regiSes distintas na
mesma sequéncia: uma fase 3hmica,isto é, independente do parSmetro
K, para corrente muito pequena, seguida de uma regiao cujo regime a
presenta diferengas conforme a ordem de grandeza de K e uma outra
fase tambem l inear, para corrente muito grande,dependente de K.

A”Fase ohmica esta conforme o esperado do comportamento e-
letrico déé isolantes s;b baixa voltagem. Os efeitos da carga espa
cial ficam praticamente restritos a interface contato injetor-iso-
lante.

A regigo intermediaria apresenta um comportamento ditado
pelo tipe de carga predominante no interior do isolante. Quando K

’

e menor que a unidade predomina a carga negativa e a caracteristica
e sublinear. Para valores de K>1 ha predominancia da carga posi-
tiva e o regime e superl inear, observando-se ate o quadrético, cor-
respondente a corrente |imitada por carga espacial;

Compreendemos o comportamento |inear dependente de K, ao
lembrar que a corrente j, € o resultado de duas contribuigoes: uma
devida a carga injetada, Ji , e outra devida éque(a gerada pela ir-
Eadiaqgo, Jg.. Quando o sistema esta sob alta voltagem a corrente
tende ao valor de saturaqgo, jg = 1,- em unidades reduzidas -~

g
icando insignificante diante daquela produzida pela carga injetada

J
F
ji = K v , para qualquer valor de K.
Outro ponto a considerar e o seguinte. Embora neste estu-



do nao tenhamos feito qualquer consideragao a respeito de armadihas
’ o . [ 4
para as cargas moveis, os resultados encontrados podem inclui-las
desde que a ocupagao resultante das mesmas seja pequena quando com-
¢ ~ oy o
parada com uma possivel ocupagao total. HNeste caso, a mobilidade

B, @ ser considerada e a mobilidade modulada pelas armadilhas,
Py = O p, onde 9= PY¥/(1 +PY) e P ¢ a probabilidade de esca

pe por unidade de tempo e T ¢ o tempo de vida do portador [livre,

Da mesma forma , o coeficiente de recombinagao “a” deve ser multi-

plicado pec'o mesmo fator ©. Tudo isto esta mostrado na ref. 2.

- ~ - ’ -
Outra situagao interessante esta na resposta do sistema me

”

diante qualquer alteragao no coeficiente de recombinagao “a” e/ou

" _mn

na dependencia com a razao de criacao “g”. Vimos que as unidades

ficam determinadas a partir de “8” e “g”. Por exemplo, a densida-~
de de carga real Q’ e Q’ = v g/a e - sendo e ° reduzida; em
particular, na origem a densidade ¢ k= + g/a K, onde K & o
parametro que empregamos para descrever as solugSes. Assim, vemos
que se “a"” adquire o valor de Langevin - o mais usual - isto nao le
va a nenhum caso especial para o nosso problema. Por outro lado, a
densidade real de carga em x = 0, k , pode ou nao depender da pré—
pria radiagac. Se k for constante, o parametro K ira como o

4 . . ?
{nverso da raiz quadrada de “g” e assim, ao se aumentar o nivel de

radiaggo ”g9”, K diminuira e a caracteristica a ser considerada en-
caminhar-se-az para a dependencia Y v . Se em vez disso, a carga
real k for proporcional a "g”, K ira agora como {_Eﬂ e um au-
mento da radiagso resultara em aumento de K, deslocando-se entdo
a caracteristica para a dependéﬁcia v

Embora nao muito facil! de se real izar, o levantamento ex-
perimental de caracteristicas para varios niveis de radiaggo pode-

ria informar sobre a dependencia da densidade k com a mesma.
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CAPITULO I

A_TEORIA DO SISTEMA TRANSIENTE

I'11.a) lntﬁoduggo.

. { ’ .
A partir deste capitulo estudamos o comportamento eletrico

Pod

de um isolante perfeito, da fase transiente a estacionaria, conside-

rando so os efeitos devido a carga espacial livre, injetada por a-

~ ¢ .
¢ao de campo cletrico externo.

Supomos uma amostra de isolante de espessura L, constante
dielétrica € e faces metalizadas de tal forma que, sob uma tensao
V constante, so o eletrodo em x = O emita carga, a qual condiciona-
mos ser de sinal positivo (fig. 1).

Tambem neste problema admitimos a possibilidade de se man-
ter constante a densidade de carga ea, no ecletrodo injetor. Dessa
forma, equacionamos o problema e obtivemos soluggo analitica para o
primeiro tempo de transito. O acompanhamento do processo de inje-
qso em tempos posteriores foi feito por integraggo numerica.

No 49 capitulo comentamos os resultados gréficos da teoria
desenvol vida neste terceiro e no capftuio V, apresentamos alguns e-
xercicios relacionados com a fase transicnte ate o 12 tempo de tran-
sito e com as oscilagSes amortecidas da corrente um pouco antes de

estacionar.

I11.b) As cquagoes do modelo.

De acordo com as proposigoes feitas na introdugaoc , consi-

deramos as seguintes cquagoes unidimensionais,

O EQCtT) (114

do £
[

) =np Q’(X,t’) E (X,t") +¢€

c O E(X,t")
A¥

= o' (x,t7) 2



%‘g[ poi(X,t) E(X,t7) ] = - _%_%:__(X,t') 111.3
representando, na ordem, a densidade de corrente total e as equa -
gSes de Poisson e da continuidade.

Outra relagao importante ¢ a da densidade de carga |ivre
em uma |inha de fluxo, e’[X(t'),t'] . Ela pode ser deduzida a par-
tir da diferencial total (ref.3),

dp* xX£"),t’] = %s— dX + %f— dt’

e da expressao da velocidade dos portadores ao longo dessa linha de

fluxo,
ldx(£7)/dt ] = p E [X(£7),¢].

Com a ajuda das equacoes de Poisson e da continuidade fi-

camos com

d '[x(t.'f).’t"::] - , N e
dz, -t Ix(en).t’]

. . e’ .
e apos integra-la no intervalo té.< t’’ £ t’, encontramos

4

el [x(‘t’)pt'] = Q;/ [1 + ()1 Q;/e)(tl - té)] 11,4

onde e; "e a densidade constante de cargaem x =0 e té e o
tempo de emissao do plano de carga que caracteriza uma !inha de flu-
xo.- ‘

Imaginando que toda a carga injetada esta distribuida em
muitos planos paralelos, perpendiculares a diregSo de deslocamento,
linha de fluxo e a equaggo de movimento temporal de cada um desses
planos. Many e Rakavy (ref. 3) Jé observaram a nao dependencia ex-
pl{cita com a posiggo X da densidade de carga em uma |inha de flu-~
xo. Depois, Nunes de Oliveira e Leal Ferreira (ref. 4) mostraram
isso com maior clareza.

Este problema tem como condigao inicial E(X,0) = V/L , e
condigao de contorno, L

v = [E(X,t") dX.



Escrevemos as equagoes e condigoes anteriores na forma a-

dmensional,

i) = g(x,t) e(x,t) + %%Jigx’t) . b11.5

t
b.__?._(.x’t) =
Ax

T

o (x,t)
(x,t) e(x,t)| = - 212— , 1.7
gxb? ] bt

Q(X.t) . 111.6

ﬂ&ﬂ=eo[1+%&~tgy1 , tie.8

e(x,0) =1.0 R e(x,t) dx = 1.0 , 111.9

(<]

s * . » . . . . .
com as variaveis adimensionais definidas a seguir,

x=X/L ; t=t"/te ; elx,t)=EX,t")/(V/L)

i

g(x.t) = Q'(xﬁt')/(cov/t); J(&) = Ht")/(CoV/to),

onde a densidade de carga unitaria e a maxima que o isolante pode
conduzir em t = 0. Nessas deFinigSes temos to= f'/pV, o tempo de
transito de carga livre entre os eletrodos, e Co=€ /L, a capacitan-
cia geometrica da amostra, por unidade de area.

0 conjunto de relagoes utilizado neste trabalho compoe-se
da;expressaes (11,5, em x=1, e 111.8, das condigSes 111.9, da

densidade de corrente em x = 0,

i) = e,eo(t) +  [deo(t)/dt] , 111.10

e, qual S.Z, Weisz et al (ref.5), da forma integral por toda a es-
pessura da amostra, 0< x €1, das equégSes da corrente, de Poisson e

da continuidade, respectivamente,
i(t) = [ e (t) - ei(t)]/b SEE

e (t) - e (t) = qlt) R



0i(8) e () - eoea(t) = --[dq(t)/dt] TIRE

usando a condigao de contorno em {11.9 para obtermos a expressao
{11.11.  Os subindices O(zero) e 1(um) referem-se aos eletrodos em
=0 em x =1, conforme a fig. 1. A nova variavel q(t) = Q(¥)/Cy,

X
’ . ’ .
e a carga por unidade de area contida na amostra no tempo t.

itl.e) A equaggo diferencial geral.

~ ’ - -
Com as equagoes apresentadas no paragrafo anterior foi pos-
[ . .’
sivel equacionar o problema em termos da variavel q(t).
Para isso, combinamos as expressoes [11.12 e [11.13 para

eliminar e,(t), e obtivemos

[date)/dt] + p,(t) alt) = [p, - @1 (£)] ealt).

Depois de igualar as relagoes 111.10 e 111.11 el iminamos

tambem e (t) com a ajuda da 111.12, e chegamos a

[deo(e)/dt] = [a(t) - @] eolt) + q° (£)/2.

Derivamos a expressao obtida por primeiro,com respeite ao
tempo e, na expressao assim obtida, substituimos deo(t)/dt e eo(t)
. ~ . . . 'd ~
tirados das relagoes anteriores. Tudo isso, apos a ordenagao  dos

termos, resultou na equagao diferencial de 22 ordem, nao linear,

d q(t) dg(t)
O 4 e + g aw)] 2O 4 ) e e

1it.14
- hpy) o (£) = 0

com F(€1) = Q1(t) - -3;—[ ln[eo - 91(t)]]

e h(e1) = [Qo + Q1(t)]/2-

Quando admitimos o valor infinito para eo esta equagao ¢

reduzida aquela de Many e Rakavy (reF.3),

BIBLIOTECA DO INSTITUTO DE FISICA E QUIMICA DE SAO CARLOS - LSP
FISICA




[dq(t)/dt] + Q‘(t) q(t) = q°(¢)/2,

pois nessa condigao o campo na origem e nulo, eo(t) = 0, implicando
na igualdade q(t) = e (t), segundo a relacao 111.12.
Embora equacionando o problema, a expressao |11.14 contem

uma incégnita, 91(t), e seria inuti! se nao fosse possfvel obter
subsidios adicionais que permitissem determinar a densidade de car-

ga em x =1. A fungao conhecida de Q,(t) ¢ a dada peia equagao
{11.8 que nao a define explicitamente devido a dependencia com o
tempo de emissao ter parametro caracteristico para cada linha de
F[uxo. Assim, passamos a considerar na analise a prépria dinamica

do processo de injegao a fim de extrairmos a informacao necessaria
para estabelecer a expressao anal itica para a densidade de carga e1(t).

4 o~
Isso e feito na segoes seguintes,

111.d) Soluggo ate o 19 tempo de transito ty: O0<t < t,.

A observagSO da fase inicial do processo de injegao faz no-
tar que entre o inicio da injeggo, em t =0, e o instante da chega-
da da carga emitida em ‘x = 0, ao eletrodo em x =1, ha um lapso de
tempo caracteristico t,, definido cobo o primeiro tempo de transi-
to, durante o qual a densidade.de carga em x =1, de mesmo sinal
da injetada, e nula. Na |l inguagem das linhas de fluxo isso signifi-
ca que aquela linha com densidade Q(x,t) dada por 111.8, relacio-
nada ao primeiro plano de carga do pacote emitido em x=0, no tempo
de emissao t.= 0, a!cangaré o cletrodo em x =1, apés transcorri-
do um tempo igual a ty4.

Esse fato traz a informagao que define a expressao para a

densidade de carga em x =1, Q,(t) = 0, durante o intervalo de tem-
po O0<t<t,. Considerando isso na equaggo 111.14, ficamos com a
equaggo
2
d t dg(t
"“aq'(‘ )4 [p.- a(®)] dale) (o /2) g (t) =0 i11.15
dt dt

bastante simplificada porém, ainda de 22 ordem e nao |inear.



» ) « ”
Felizmente, com a mudanga de variavel (ref.9)

a(t) = 298 | 2y - 146
dt
ela e transformada em uma equaqSO diferencial de 12 ordem em u(t),

l inear,

dult) pou(t) = 0
dt

P -~ rd o
cuja solugao geral e do tipo

u(t) = ¢ exé(feet). 111,17

Com a condigao inicial e,(0) = ¢o(0) =1 e as rel agoes

111.12 e 111.13, com Q,(t) = 0, ficamos com q(0) =0 e [dq/dt]t:O

= €°' Fazendo t =0 em 111.16 verificamos que u(0) = eo e assim
atraves de 111.17, determinamos a constante c = Qo -

Voltando a relagao 111,16 obtivemos uma equagac bem mais
simples,

Eﬂiﬁ) - qz(t)}z = Qo exp(-eot) 111,18

dt

que ¢ do ti_o da equaggo diferencial de Ricatti que tem como um dos

¢ ~ .’
procedimentos de resolugao, a mudanga de variavel

a®) = -2 S-ta [ v(®)] , [11.49
dt
que a transforma numa equagao diferencial de 22 ordem, |inear:
d v(t)

2

+ (po/2) exp(-pot) v(t) = 0.
” (Qu/2) ool

s - ’ .
Neste estagio,no lugar de usar o metodo de Frobenius para en-
~ ~ . . - » ”
contrar as solugoes desta equagao, preferimos definir outra variavel

independente,

y(t) = (Z/Qo) exp(~€°t) 111.20



com a qual obtivemos a equagao diferencial,

Sf—-z-v-(ﬁy) w2 ) Wy =0 M2
dy dy

’ -
1

que e um caso particular da equacao de Jessel (ref.8)

2
d U du
— o+ (1/2) —+ (14t (/)] u=0,

dz? dz

- . ~ ’
em que o parametro "m”, que define a ordem das fungoes de Dessel, e

nulo.

i solucao geral desse tipo do cquagao e uma combinagao |i-

\ ~ i/2 . .
ncar das funcoes de Bessel de ordem "m”, B“1 (z'%), lincarmente in-
119
dependentes.

. ~ '
No caso particular de m = 0, a solugao e

viy) = A7 Jo(y™) o+ AT Y. (y'R), 111,22

~

onde Jo ¢ Yo sao as fungoes de Besscl de ordem zero, de 12 e
’ . .
8 pspecies, respectivamente.
. -~ L
Obtivemos a expressao para a carga qf{t) atraves da rela-

gSO 111,19, escrevendo com a ajuda de [11.20,

d [ tn V)] = - (po/2) Y5 T invin].

dt d vy

' ~ rd . ~
Usamos tambem a relacao valida para as fungoes de Bessel,

d - 2 bt H /2.
rﬂ[ V™ Bm(y"z)] ==y B M),
d Ay

ou, no caso de m = 0, [dBo/d Vy ] = - 81’(ref. 7).

Dessa mancira, encontramos a solugao da eq. (11.15 adequa-

da as nossas condigoes iniciais;

1 /2
q(t)=~gow [A J1(Ylla) -+ Y1(Y‘ )1 111,23
A do(y™) + Yo (y'"®)



sendo a constante A = - Yﬁ(yﬂﬂ)/J‘(yﬂz), obtida com a condicao ini-
cial qlye) = 0 onde vyo= y(t=0) = (2/89). Os graficos gerados
por essa equaggo estao na fig. 13 e sao comentados no préximo capi-~
tulo.

Conhecido o comportamento temporal da carga q(t), escreve-
mos, com as relagoes 111.10-13 ¢ usando também a eq. I11.18, as ex-
pressoes para o campo eletricoem x=0 eem x=1 e para a den-

sidade de corrente j(t), validas no intervalo .0< t<ty:

eo(t) = qz(t)/ZQo + exp(-got) 11,24
e (8) = [ 1+ q(t)/zQ° ] q¢) + exp(-eot) , 11,25
i @) = [q*®)/pe + alt) + 2 exp(-got)] aft)/2, 111.26
Quando o — ®, com t>0, estas tres ultimas equagoes

sao reduzidas a eo(t) =0, e (t) = q(t) e jt) = q? (£)/2. \Nes-
te limite a variavel y(t) tende a zero e por isto as Fungges de

Bessel podem ser aproximadas, segundo a ref. 8, pelas Pela§5es
Jqﬁ'dy /2., Jo"") 1,

Yo = =2/1{y . Yo o Iny/v .

Com estas aproximagoes e a solugao 111,23, reproduzimos o

resultado de Many e Rakavy {ref.3) para t<t,:

q(t) = 2/(2 - t).

A expressao que determina o tempo de transito t,, esté de~
duzida no capftulo V.
I11.e) Solugao para o intervalo ty <t < t,.

Enquanto o primeiro plano da carga injetada no tempo de e-

missao te = 0, flui para o eletrodo em x = 1, outras cargas con-



tinuam sendo emitidas pelo eletrodo na origem em quantidade contro-
lada pela capacitancia C da amostra, pela densidade de carga dis-
ponfvel a injeggo Qo, e pelas cargas injetadas em tempos anterio -
res, Definimos p tempo t, como o necessario para escoar, através
da amostra, toda a carga injetada no intervalo 0< t < t,.

e

Many e Rakavy, no caso de €°= ® , consideraram a emissao
em x =0 e te = 0, de um pacote de carga com uma quantidade q =
1.0, a maxima que o isolante e capaz de conduzir no instante inici-
al, que se espalha durante a sua passagem pela amostra, reagrupando
a carga uniformemente em muitos planos, e definiram t, como o tem-
po de chegada ao eletrodo em x =1, do ultimo plano desse pacote.
Dessa forma, eles conseguiram outra informagao adicional sobre Q1 -
fazendo te = 0 na expressao 111.8 (ref.3).

Na condigao de Qo finita, a densidade de carga em x =1
para t>t,, depende do tempo de emissao te o qual é uma constan-
te para cada |inha de fluxo porém, na cinotica do processo de inje-
gSO e uma Funggo do tempo,ou.seja, te(t) caracteriza aquela linha
"de fluxo que chega em x =1 no tempo t.

Para superar essa dificuldade na determinaggo de uma expres
sac analitica para P,(F), estabel ecemos uma relaggo entre te(t) e
t , como o fizeram Nunes de QOliveira e Leal Ferreira (ref.4).

Partimos da diferencial total do campo elétrico,

de(x,t) = Delxt) dx + -glfif’t) dt

6:( b't

e,com as equagoes de Poisson e da velocidade dos portadores nas 1i-

nhas de fluxo, [dx(t)/dt] = e [x(t),t], chegamos a expressao

_d_(iix(t)lt] =
dt

i),

cuja integral no intervalo te-< t’ Lt , pt
%t

celx(®),t] - et (B)] = /.}(t’) dt’ .

te

Derivamos este resultado com relagao a t, no ponto x= 1,

e obtivemos



. deo(t d A d
L(te) S dealte)| dte | gy o deal®)
dt, dt dt

es, usando as equagoes [l1.5, em x =1, e 111.40, com t =+t ,
encontramos uma razao entre as correntes de condugao em x =1 e na
origem, para a mesma |inha de fluxo:

dte - Q,(t) e,‘(t)/ege,(té) . b2y

dt

Por nao havermos imposto nenhuma restriggo temporal em sua
dedugao, esta relagao ¢ valida para quaisquer tempos t e t , in-
clusive para t < t, quando ela e nula porque te = 0,

No intervalo de observaggo agora considerado, pela prépria
deFiniggo de t, , o tempo de emissao te esté entre O(zero) e t,

’ . . . - ~
de tal forma que o campo eletrico na origem no instante da emissao,

eo(te), ¢ dado pela solu;go anal ftica do 19 tempo de transito, a
eq. 111.24,

A relagao 111.27 com as equagoes da densidade de corrente
em x={ e em x=0, I1l.5,e 10, mais a densidade de carga em uma |l inha
de fluxo, 111.8, e a integral da equaggo da corrente,ll! .14, foram

levadas ao computador e geraram as curvas solugoes no intervalo

thlt ¢ t,.

11.F) Soluggo para o intervalo t, 4 t < t,.

Como vimos no parégrafo precedente, o acompanhamento do pro
cesso de injegso em tempos maiores que t,, fica condicionado, pela
falta de solquo analitica da eq. 111.44, ao conhecimento do compor-
tamento do campo eletrico em x = 0, eo(te), em tempos anteriores
aquele da observagao.

Quando eo(te) ¢ expresso analiticamente, como no item an-
terior, o resultado numerico tem‘bda precisSO. No entanto, esta e
muito prejudicada quando eo(te) jé e o resultado de integrag56 nu-
merica. Neste caso o intervalo de tempo entre dois valores consecu-

tivos de eo(te) ¢ diferente do acrescimo de integraqgo usado no




tempo presente t, isto é, no tempo em que estamos analisando o fe-
nomeno. A fim de maximizar aApreciSSO dos resultados e necessario
selecionar entre os dados de eo(te) arquivados na memoria do compu-
tador, aquele valor que melhor se ajuste ao tempo te calculado du-
rante a integragao da eq. I11.27.

Foi isto o que fizemos para obter as curvas solugSQS no in-
tervalo t, <4t < t3, onde t, ¢ o tempo necessario para escoar atra
ves da amostra, toda a carga injetada durante o intervalo t‘<te< t2.
Minimizamos em parte a imprecisao diminuindo substancialmente o a-
crescimo de integraggo porém, nao vimos necessidade de irmos mais a
diante devido ao grande volume de memoria ocupada ﬁois a precisao
deveria ir alem dos decimos milésimos, como podemos ver pecla fig.l8
no gréFico com e°= 2.5.

Dessa forma, conseguimos acompanhar o desenvolvimento do
sistema ate o tempo t., adequendo a integraggo das equagSes 11,5,
8, 10, 14 e 27, as mesmas utilizadas no ftem anterior, as condicoes

e limitagoes referentes a este intervalo.

fII.g) 0 estado estaciopério

Com as equagoes da corrente total e de Poisson na condigao

’ *
estacionaria,

jo= p (x) e (x) e de (x)/dx = p (x),

’ .
cancel amos a densidade de carga e (x) e obtivemos, apos a integra-
~ - N o~ r'd .
gao no intervalo 0 £ x’£ x, a expressao para o campo eletrico es-
- d 3
tacionario,

e (x) = [ZJ,x + ef} 1/2

o V L X . ’ . -
onde e, = e (0) e o campo estacionario na origem.

‘ .
Com a condigao de contorno

A
e (x) dx =1 )

L]

conseguimos a relagao




. * - ld L] -
de onde tiramos a densidade de corrente estacionaria, jJo, como a so

~ Ld . ~ ’
lugao positiva da equagao de 22 grau,

iE 4+ (3/2) (el - 3/4) Go + (3/8)(es - 1) 2 = 0.

Esta equagao pode ser resolvida normalmente dando jo como
fungao do campo em x = 0, Contudo, para manter a uniformidade na
nossa parametrizagao, preferimos reescreveé-la, usando a relagao

Jo = Q:e: , na seguinte forma,

o

i’ + (200- 1) o2 + (4/3) @5 el - (3/2) go =0, 111.28
a qual, apés transformada em equaqso diferencial de 12 ordem em Fug
ggo de Qo e levada ao computader, gerou o gréFico da fig. 11. A
partir da solugSO e:(eo), a corrente e obtida pondo-se jo= eoei(eo).

A equagao diferencial construida a partir de 111,28 ¢

def {;9/2 - 2 (3 el +4pl) el

dpe 4g§+ 3 (3 el + 4o - 2) et

e foi integrada com a condigSO eﬂ(e°=0) = 4,0,
0 valor estacionario da carga q,, pode ser obtido da equa
cao geral I111.14 anulando-se todos os termos com variagao temporal.

Fizemos assim e obtivemos
° 3¢
do = 2 oRi/(Ry + o) = 20 111,29

* - e, . .
onde Q e uma especie de densidade de carga efetiva.
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CAPITULO Lv

ANALISE E DISCUSSAO DO SISTEMA TRANSIENTE

[V.a) Introdugao

Com as soluqaes anal {ticas para o primeiro tempo de tran-
sito “t;“, mais a integraqgo numerica descrita nos itens l11.d e
lil.e, construimos os gréficos das figuras de 12 a 15, usando como
parsmetro a densidade de carga em x=0, Q- Neste capftulo fazemos
a analise e a discussao desses resultados dando enfase as curvas da
fig. 15, o comportamento temporal da densidade de corrente j (t),
que sao basicamente o objetivo deste estudo.

Comentamos ainda os gréficos do campo eletrico na origem,
do momento inicial a fase estacionaria (fig. 12) e os da  carga
q (t) contida na amostra durante o 12 tempo de transito “t;”{(fig.13).

Para auxiliar na observagao dos gréFicos, agrupamos na ta-
bela 1 alguns dados de interesse concernentes as variaveis analisa-

das.

IV.b) Os gréficos do campo eletrico na origem, e,(t).

Os gréficos da fig. 12 mostram o comportamento do campo e-
~letrico na origem em Funggo do tempo, para alguns valores da densi
dade de carga em x=0, e - Elas foram obtidaé com a eq. 111.24 ate
o 12 tempo de transito “t,”, e com o processo discutido nas segoes
I11.d e 11V,e ate o tempo "t,".

Iniciando com o valor e.,{(0) = 1.0, quando o isolante ainda
esta livre de carga espacial, o campo na origem diminui tao rapida-
mente quanto maior e a corrente de deslocamento em x=0, de,(t)/dt,

como podemos ver pela eq. 111.10,

B eo(t) = J(£) = de,(t)/dt .

Alias, durante o 19 tempo de transito, e,(t) e dado pela



diferenca das correntes de deslocamento em x=1 e em x=0 pois nes-
se intervalo, a densidade de corrente e dada por j (t) = de,(t)/dt.
A densidade de carga na origem Po e quem determina o valor inicial
de de.(t)/dt , porque em t=0 temos j{(0)=0 ¢ e,(0)=1,0. A menos
de oscilagges, esse comportamento decrescente continua ate que, apés

o 12 tempo de transito, o sistema estacione sem nenhuma descontinui

dade, nem mesmo na primeira derivada, como podemos comprovar nova-
mente pela eq. 111.10, valida para qualquer tempo, pois j{t) e eo(t)
sao FungSes cont{nuas.

Para e,s 4.0, o decaimento & relativamente lento e eo(t)
atinge suavemente o valor estacionério, o qual, quanto menor 4 e
mais préximo fica do valor inicial.

Quando 22 ¢ maior que a unidade, e,(t) decresce bruscamen-
te e oscile antes do primeiro tempo de transito. Essa oscilagao indi
ca que a taxa de emissao de carga [aq(t)/dt] = a,eo(t), obtida da e-
qanSO 111.13 com 0= 0, passa por um minimo quando e, (t) e minimo.
Como & sabido, quando R=® temos que -e, (t)= 0 para qualquer tempo.
£ este o valor limite para o qual tendem as curvas de e, {t) conforme

(:o aumenta.,

4

I¥.c) Os gréFicos da carga no interior da amostra

durante o 12 tempo de transito.

Na figura 13 estao os graficos do comportamento temporal da
carga por unidade de érea q(t), injetada no isolante no intervalo de
tempo 0« t<t,, tendo o como parametro. As curvas 1 e 2 sao os re
sultados da integragSO numerica das equagSes 111.5, em x=1,e I,
10-12 e as curvas 3, 4 e 5 foram geradas com a eq. 111.23. Como em
t = 0 a amostra nao contem carga espacial, todos os gréFicos com @

finito tem valor inicial nulo, de acordo com a eq. 111.12,
q(t) = e, (t) - e, (t)

visto que e,{0) = e,(0) = 1.0. A seguir a carga cresce conforme a

velocidade da frente de carga, [dx(t)/d€1= e,{t) , e a taxa de emis-
sao, [dq(t)/d£}= e,e,(t) {eq. 111,13 com By = 0), a qual e proporcio



-nal a Q. e se comporta como o campo e,{t), como vemos.
Para Qb pequena é esperado que q(t) apresente comportamen
to linear como resulta da eq. 111.13 supondo e,{(t) constante, isto

é, quando e constante a corrente de condugao em x=0: q(t)= Ebeot

Pelos graF:cos da fig. 13 vemos que a curva com Qo= 0.5 Ja e qua-
se linear e mesmo a de Qo- . nao se afasta muito desse comporta
mento. Isso nos da al guma nogSO de quao pequena deve ser eo para
que os efeitos de carga espacial sejam despreziveis.

Para os valores de 23 maiores que a unidade aparece uma
saliencia que esta i igada a grande quantidade de carga injetada en-
quanto o campo eo(t) ainda tem valor perto da unidade, quando ma-
ior ¢ a taxa de emissao, Essa saliencia cresce com Q- ate o valor
limite q(0) =1.0 em t = 0, quando o= ® - Este comportamento
confirma o-fato ja conhecido de que mesmo quando a carga na origen
é infinita, a méxima que o isolante absorve em t = 0, ¢ Qo= CoV,
onde Co=€/L ¢ a capacitancia geométrica da amostra, por unidade de
area. Em t = t; a amostra contém a maior quantidade poss|vel de
carga, de acordo com o valor de R pois durante o intervalo de tem
po O<tcty as condiqSes para a injegSO sao as mais favoraveis.
Porisutro lado, como :: observamos na fig. 13, a taxa de emissao
dq(t)/dt, diminui consiqehavelménte durante o tempo t4, ou seja, a
corrente de condquo na origem decresce porquanto o campo e.(t) de-
cai no:ztempo. Verificamos, por exemplo para 0o = 20, que a carga in-
jetada até t=0.15 e cerca de 60% de toda aquela injetada durante
o tempo t‘=0.8.‘ Observamos ainda que para e,<1.0, a taxa dq(t)/dt
e sempre decrescente porém, para €%>1.0, ela decresce ate quando o
campo eo(t) passa pelo primeiro mfnimo, voltando a crescer ate o

tempo t4, quando a carga q(t) chega ao seu valor maximo.

IV.d) Os grafiicos da corrente total

Estao registrados na fig. 15 os graficos da corrente j(t),
da fase transiente a estacionaria, com alguns valores de Qo - A par-
te dessas curvas ate o 19 tempo de transito, foi gerada pela equacao

111.26 enquanto o restante foi feito por integraqgo numéerica da mes-



ma maneira que os anteriores,

Como em + =0 temos q(0) = 0, as curvas de j(t) tambem

» . - . . - ’ .
. tem valor inicial nulo, aumentando posteriormenteate o valor maximo

em t = ty, onde ha uma descontinuidade na derivada de j(t), evi-
aenciada pela cﬁspide, seguida de uma fase anterior a estacionéria,
com caracteristica distinta conforme o seja maior ou menor que @
unidade.

Para €5<1.0, a fase transiente fica praticamente restrita
ao 12 tempo de transito onde, da mesma maneira que a carga qft), a
corrente deve apresentar um comportamento linear de acordo com o es
perado pela teoria de campo alto. A observag;o das curvas con Q°<1
nos faz concluir que isso s6 ¢ verdade quando 9,4,0.1. Logo apos
ty o sistema atinge rapidamente o regime estacionarioy Isto ocor
re porque com p, pequena, tambem ¢ pequena a taxa de injeggo de car
ga durante o tempo t;, e em consequencia, a quantidade de carga in-
jetada ¢ praticamente igual équela que o isolante 4 capaz de condu-
zir no estado estacionario.

Comprovamos o que esta dito no parégrafo anterior tanto por
comparaggo dos valores de J(t1) e Jjo= j{t= @) relacionados na
tabela 1, quanto pelo célculo das inc!inaqges da curva j(t) na vi
zinhanga d. ty; , que passamos a expor. As inclinagSes diferem pe-
la descontinuidade da densidade de carga em x= 1.0, a qual de zero
passa a um valor finite, como a dedugao a seguir mostra:

A densidade de corrente para qualquer tempo é dada por

J(€) = p (£) e, (8) + ~22u(E)n o () 4 dea(t)
dt dt

=[& @ - w] /2

de acordo com as'eqanSes i11.5, em x=141.0, 111,10 e 111,14,

- ’ » -
Derivamos a ultima igualdade,

~§i£t)a e,(t) _ﬁs;(t) - e,(t) _Qg&(t) ’
dt dt dt

. 4 . ~
e substituimes as derivadas do campo eletrico nesta relagao, pelas

respectivas expressoes obtidas das outras duas igualdades anterio-



res, Isso feito, encontramos

i) L e () - ealt) ] 5(e) ¢ poce (£) - p ()<} (t)

dat

4
ou, tambem,

_4i(®)

dt

[e,(£) - eo(®)] [ (&) - &, (£)]/2 +
+ goeo(t) - 0,(t) e, (t) V.1

onde usamos j{t) = [ei (£) - o5 (t)]/2.

~ P b4
A expressao anterior e valida para qualquer tempo contudo,
’ -
quando t <t, sabemos que e1(t) e nula. Assim, ficamos com a incli

naggo da curva de j{t) para t<t,

_ﬁilt)l = [e,(£) - eo(£)1[e] (&) - &% (£)1/2 +
dt |t <ty

+ fbeo(t)' V.2

de tal forma que em t = t1i &, com & - 0, obtivemos de 1V.I,

{im él&t)

dt

- dile)

2
== py(ty) ey (£a) 1V.3
t,+ & dt

& =3 O B- &

sendo g,(t1) = Qo[ T + eot4] —1.

A Pe!aggo 1V.3 indica que a descontinuidade na inclinaggo
das curvas de j(t) observada nos graficos da fig. 15 em t = t,,
4 proporcional a e,(td), isto ¢, a descontinuidade da densidade de
carga reflete-se na da inclinagao da corrente em t = ty. Convem di
zer gue se considerassemos os efeitos da corrente de difusao, a des-
continuidade em pauta continuaria existindo, sendo somente suavizada.
o}

Usando as relagoes V.2 e IV.3 ¢ os valores da tabela 1,cal

culamos as inclinagoes em t = t, da curva com Po ™= 0.1 e encontra-



mos

Pim Sl £ 0.96 X 1072 & Oim  ~ul = -1.5 % 1074,

o - o - e
& - Out t1 8 & — O dt t,"" (&4

Este segundo resultado confirma a observaggo de que para
Q°<0.1, o sistema estaciona logo apés ty.

Da eg. 1V.2 vemos tambem que para eo finito, a inc!inagao
inicial da corrente ¢ dada pelo valor de Qo r pois e,(0)= e.(9)=1.0.
No caso liuwite de eo= ®,'e o sempre nulo, ¢,{0)=1.0 ¢ a inclina-
ggo em t=0 o 0.5.

Para Q°>1.0 observamos imediatamente tres caracteristicas
nas curvas: o aparecimento de uma saliencia durante o primeiro tem-
po de transito, o aumento da cﬁspide ¢ a oscilaggo apés ta-.

A saliencia, conforme o comentario relativo a fig. 13, tem
como causa a alta taxa de injecao de carga [dq(t)/dt], nos primeiros
instantes porquanto, de acordo com as equagges 11,10 e J11.13,2 den

’

sidade de corrente durante o 19 tempo de ﬁrgnsito, quando E,ﬂO, e

dada por
J(‘t) zfig.(.t) + f"..?.ﬁ'.(t), V.4
dt dt

sendo que a corrente de deslocamento na origem é negativa, como vi-
mos nos gréficos da fig. 12. Essa saliencia tende para o valor limi
te j{(0) = 0.5 quando Po=®, © qual, segundo Many e Rakavy(ref.3),
¢ o valor medio da densidade de corrente em + = 0. Ilustramos cs-
te fato com as curvas da fig., 14 com Qo= 20 e 500, obtidas por in-~
tegraggo numerica das equagSes 11,5, em x = 1.0 e com Q1= 0,111.10
e 11,11,

Conforme podemos ver pela expressao V.4, outra consequ%n—
cia da alta taxa de injeggo de carga nos momentos iniciais, quando

d a . .
eo{t) ainda e grande, e o pico cada vez mais alto gue a corrente j(t)

4 .
atinge em t = t,. lsso porqgue [dq(t)/dt] nunca e nula ou negativa,
. . . 4 .
significando que a corrente e sempre crescente nesse intervalo de
L4 -
tempo. Naturalmente esse processo tambem tem um limite superior

guando P~ ® e, com ty= 0.737, jlt,) = 1.36.
~ r
As oscilagoes da densidade de corrente apos o 12 tempo de
~ . . . - . s ° .
transito, ficam mais evidentesquanto maior e a densidade de cargadis

~

[4 ] . . ~ . ~ .
ponivel a injegao, Qo. Cssas oscilagoes podem ser compreendidas da



segquinte forma: quando a frente de carga chega ao eletrodo em x=1,
inicta-se o processo de escoamento da carga contida no isolante cu-
Ja taxa e maior do que & de emissao, pois o campo em x =1 e maior

do que em x =0, £Essa diferenga ¢ dada pela eq. 111.13

—alt) _ eoeo(t) - E*(t) e (t),

dt

’ R . I . ’
e e menor que zero para tempos imediatamente apos ty, isto e,a cor

rente de conduggo em x =1 & maior do que na origenm, eie,> Po o
Para exemplificar, calculamos o valor de [dq(t)/dt] em t =1, para

a curva com e°= 12, usando os dados da tabela {1, e encontramos

poca .15, prec=1.82 o ldq/dt] = = 0.67.

Enquanto prevalece essa diferenga a favor da taxa de escoa-
mento, diminui a densidade de carga no interior do isolante. Eviden-
temente, isso nao acontece de forma instantanea mas, Sse propaga por
toda a espessura da amostra como uma onda longitudinal, no sentido
do eletrodo emissor: Quando a informagao do decréscimo na densidade
de carga chega em x = 0, a taxa de emissgo, eeeo(t), que havia sido
reduzida durante o tempo t,, torna a aumentar gradativamente, refle
tindo a onda no sentido do eletrodo em x =1, comunicando o acrésci
mo na densidade de carga. Naturalmente, como a carga esta saindo con
tinuamente da amostra, o sistema nao consegue restaurar a situaggo e
xistente em t = t4 e encaminha-se com a dissipagSO dessa onda de flu
xo ¢ refluxo da densidade de carga, a sua conFiguraggo de equilfbrio.

£ por isso que a corrente diminui ate um minimo com uma cer
ta amplitude abaixo do valor de equiifbhio,onde [dq/dt] = 0, cresce a
seguir atingindo um maximo acima desse ponto com amplitude bem menor
que a anterior, depois volta a decrescer e assim, prossegue em movi-
mento oscilatorio amortecido ate que se estabelega o regime estacio-

.
nario.

A fig., 17 mostra os detalhes ampliados dessas oscilagoes pa
ra g, finita, antes e depois do tempo t,, sobre as quais apresenta
mos um estudo teorico no capftulo V. Embora essas curvas estejam pre
Jjudicadas pela falta de precisgo, ttustram bem as osci!agges amorte-
cidas da corrente em torno do valor estacionario (linha tracejada),
ate mesmo para tempos maiores que aqueles apresentados por Nunes de

Oliveira e Leal Ferreira (ref.4), no caso de Q° = 0,



0.1
0.5
1.0
2.5
5.0
7.5
12.0

t, ealty) ey () J (&) Jo oy (£0)
0.984 0.952 1.047 0.095 0.085  ©0.091
0.940 0.784 1.188  0.396 0.393  0.340
0.905 0.630 1.301 0.648 0.633  0.525
0.855  ©.361 1.465 1.008 0.940  0.797
0.825 0.200 1.554 1.183 1.0061 0.976
0.813 0.142 1.587 1.250 1.094  1.057
0.803 0.096 1.611 1.294 §.112  1.128

Tabela 1 : Alguns valores de interesse das grandezas

pertinentes ao problema transiente.
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CAPITULDO v

ALGUNS EXERCICiOS

V.a) Intr:dugao

Mais como exercicio complementar do estudo da corrente
transiente em isolantes perfeitos, do que por qualquer possivel no-
vidade advinda das solugoes encontradas, tratamos neste ultimo Capz
tulo de quatro tépicos: as linhas de fluxo, a distribuiggo espaci-
al da densidade de carga, o primeiro tempo de transito t4 e os mo

dos de oscilagao da corrente j{t) em torno do valor estacionario.

V.b) As linhas de fluxo.

A dependencia temporal do deslocamento dos planos de carga

ho isolante e obtida com a integragao da equagao diferencial

d .

dx(t) _ e[x(t),t] V.1
dt

contanto que a expressSO para o campo eletrico para as ! inhas de

fluxo seja conhecida.

No problema aqui estudado temos soluggo anal itica para o
campo no intervalo 0<t <t,, dada pelas equagSes 111.24 e 25 porém,
val ida somente nos extremos do isolante, em x =0 e em x =1, Dg
terminamos ¢ seu comportamento espacial em uma |inha de fluxo, cal-
culando-o, como fizeram Nunes de Oliveira e Leal Ferreira (ref.4) ,
para um plano arbitrario de carga na posiggo x conforme mostra a
fig. 16.

Integrando a equagao de Poisson no intervalo x € x’ < 1,

9
e1(t) - e [x(t),t] = //’e*(x',t) dx’ = q*(t) V.2
x



2
(A}

’ . . . ~
onde p e densidade da carga contida na regtao x ¢

-3

X £ s, e~
3 v

les impuseram que enquanto t &4 t,, & carga g e constante, ou sec

s’

Ja, a corrente de condugao em x =1, ¢ nula,

Desse modo, escreveram

=~
-
{~2

c[x(t),t] = e1(t) + C

isto e, o campo em qualquer linha de fluxo difere por uma constante
daquele em x =1, desde que a corrente de condugao seja nula neste
ponto.

Como a integral da equaggo de Poisson por toda a espessura
da amostra, 0 < x £ 1, resulta em e1(t) = q(t) + eo(t), com a con
diggo inicial e[x(te),te]= eo(te), determinamos que C = - q(te),
consonante com a eq. V.2 pois q* foi emitida em tempos anterio-
res ao da emissao do plano na posiggo X

As relagoes V.1 e V.3 resultaram na seguinte expressao pa-

ra as |linhas de fluxo,
1
x(t) = /[eo(t) + qlt) - q(t )] dt V.4
te ¢
com x(te) =0 e te 4t Lty
Fizemos esta integral usando as relagges 11,13, com e1= 0,
Qoeo(t) = [dq(t)/dt] e 111,49, qg(t) =~ 2 §E~[fn v(t)] , e encon
tramos
x(t) = [q(t) /gl = 2 tn [ v(t)/v(ty)]
- [t - te + (1/Qo>] C!(te) V.5
i/t /2 ~
sendo v(t) = A Jo(y{ ) + Y°(yﬂz) , conforme a expressao 11,22
v(te) A Jo(yd®) + Yo (vE5)

com Yo = (z/eo) CXP(‘eote)-

Quando eo — ®, a solugao V.5 reproduz aquela da ref.4,

x(£) = =2 o [(2 - 0)/(2 - to)] - 26 - £)/(2 - £0)



pois Ax (20./%1), [v(e)/v(te)l ™ (2 - €)/(2 - o) e alte)e

2/(2 - te) , de acordo com as fungoes de Bessel para y — O

escritas apos a eq. 111,26,

®

Notamos que quando t, = 0, a constante qftg) s0 nao

nula no limite de e. = o , conforme mostra a fig. 13.

V.c) A distribuigSO espacial da densidade de carga.

Ainda sao Nunes de Oliveira e Leal Ferreira (ref.4) os que
constroem uma expressao para a distribuigao espacial da densidade

L ’ . - ~
de carga no isolante., Nos fizemos o mesmo combinando a relagao 11,8,

L4

| -1
e[x(t),t] = [ t -t 4+ (1/90)]
com a eq. V.5 e encontramos

x(p,t) = [a(t)/pe] - 2 tn (ve)/v(p)] - [q(te)/g(x,t)] V.6

oqde gybstituimos te = t + (1/99) - {1/e(x,t)].

Este resultado da o perfil espacial da densidade de carga
emitida no intervalo 0« te<‘t,. Ma fig. 17 estao os graficos da
eq. V.6 para Qo= 1.0, 2.5, 7.5 e 12.0 mostrando alguns instanta-
neos do avango da distribuicao em diregao ao eletrodo em x = 1.

Comparando as curvas de e°=-1.0 e 2.5 com as de Qo= 7.5
e 12.0 vemos que nestas a distribuiggo apresenta uma gueda abrupta
ainda nas proximidades da origem e, conforme a frente de carga se
desloca em diregao ao eletrodo em x =4, tende a um valor constan-
te, o que nao se observa nas duas primeiras onde a distribuicao Len

r tamente sempre décresce. Cra, vimos no cap. 1V, na discussao da
fig.13, que nos instantes iniciais do processo de injegSO a quanti-
dade de carga injetada e muito grande e e maior quanto maior for em
Esta informagao mais a observagao feita aqui parecem indicar a for-
magao de um pacote de carga que durante o seu transito através da a
mostra, sofre maior ou menor espalhamento de acordo com a quantida-

de de carga nele presente.



V.d) O primeiro tempo de transito ty.

Sendo, por definigac, o tempo durante o qual! a primeira
frente de carga injetada atravessa toda a amostra, determinamos a
expressao para ty fazendo t =0e x= ! na equagao V.5 e Ti-
e

camos com a relacao transcendental

po = qlte) - 200 [n [v(ty)/v(0}] V.7

que inclui o caso particular de Qo= @, ty =2 [ { - exp(—1/2)]

o 0,737, sequndo a ref. 3.

s .
V.e) Os modos oscilatorios.

Ja foi observado o comportamento oscilatorio amortecido da
corrente em isolantes enquanto o sistema tende ao equil{brio cletro
dinamico. Muito interessante ¢ a analise feita por Schilling e Sch
achter (ref.6) sobre os resultados tcoricos de Many e Rakavy (ref.3).
Usufruindo essa idéia, calculamos os modos de osciiagSO da corrente
total para este problema, partindo das eqanSQS 1,5 e 10,

2 pla) | elut) = i)

f V.38
et e e = 5

J
~ . - 4 .
e da perturbacao do sistema em torno do equilibrio, que pode ser ex
~ - R o, ~ R
pressa pela expansao das variaveis do problema em serie de potenci-
Lad . - » v - .
as de um parametro “h” arbitrario, definido no intervalo de zero a

um (1), I

()

2 rd
) = Jo+ h M@y 4 on ) + ...

2 (3
e(x,t) = ¢ (x) +h cU)(x,t) + he {x,t) + ... %V.Q

Q(X.t} =P (x) + h Qu) (x,£) + h e(z) (x,t) + ...

()
ey + h ™ (t) + R cz

i

eo(t) (t) + e




¢ . . RPN ~
onde os sobreindices (n) significam ordem de perturbagao.
Essa expansao ¢ feita supondo que as series sejam conver-
] . . s
gentes, embora este detalhe fique obscuro do ponto de vista matema-

tico.

Y

Com os sistemas V.0 e V.9 montamos as relacoes ate a per-

~ I'd .
turbacao de 12 ordem.que e a dec interesse:
% N

hy  jo = P (x) e (x) = Poco V.10

b ) g
ho: z)e (x,t) . e (x) ¢

() (
Ot

x,t) + e“\(x,t) e (x) =

el (¢) N

Qoeﬁﬂ(t) = ;%% . V.11
dt

A equagao de Poisson e as condigoes iniciais ¢ de contorno

tomam as .equintes Formas:

(nYye .
Be (x.t) = Q(n)(x,t)
A x
™ x0) = Moy = § )
o,n
(M0, 1) = Me) Ly 12
r » -
L
cOﬂ(x,t) dx = S
o,n
°
J
sendo 60 5 @ delta de Kronecker ¢ n =20, 1, 2,...

~ rd
Enquanto as relagoes V.10 reprecsentam o proprio estado es-
. s . . . s . y 4 .
tacionario do sistema, o que ja ¢ conhecido, as V.11 contem as in-
formagoes sobre o scu comportamento transiente um pouco antes de a=
. . . 4 .
tingir o equilibrio,
. . 1 ~ . . .
Substituindo Q()(x,t) da equagao de Poisson na primeira
expressao de V.14, ficamos com uma equacao diferencial parcial de

. -~ ~
12 ordem, lincar e nao homogenea,

60(0 (X;t\) + e (X) B 0“‘ (X:t>

rp Gy Mkt = iY@,
Dt A x e ’

cuja solucao formal nem tentamos calcular.



Fa . . ~
Por estarmos interessados nas frequencias de oscilagao do
sistema seguimos os mesmos passos da ref. 6, supondo na vizinhanga

oy f ' . .
do equilibrio, um comportamento temporal do tipo amortecido,

.

G0 = 50 exn(- W)

e(ﬂ(x,t) = e(ﬂ(x) exp(mwt) ; Vo3
1

eé)(t} = eéﬂ exp(-wt) )

~
. . 2
com o parametroadimensional w =t  w', com ty =1 /FV e onde w’
Id . - ”» N . ~ y . N
e a frequencia de oscilagao do sistema.

Assim, transformamos V.11 cm

¢) Q)] (
e 0y [hase (0 =Wl S8 0 500 (o
dx e (x)

v.14
(4 1
J M- (Qo - W) &
., . 2_71/2

Fazendo a mudanga de variavel e (x)} = L-Q Jo X + €% J ,

a equagSO diferencial de V.14 ficou scndo

de(ﬂ(x

) + [ 1/e - w/je 1 e“)(x) = J(ﬂ/j0
de

’

4

cuja solugao e

M (x) = (¢/e ) exp[(wWie) e 1 = God™ /e Y1 + (wia) e ]

V.15
onde

C — Eo jo J'(“)

cxp(»w/eo) foi determinada com a condigao

(Qo~ W) W
de contorno eu)(O) = egﬂ.

Guando fazemos QO~+ ® om V.15, reproduzimos a equagao

da ref. 6:

-1/2 r/2
T eplaws) <171 -

.

D06 = (3 5N

[ +(4w/3) x



I\

. e . , )
Para determinarmos os modos caracteristicos “w  do sistema,

precisamos encontrar a equagao modal usando a condigao de contorno
!

4 \ . . .7
e(>(x) dx =0 , pois aqui n =1, com a mudanca de variavel an
[e]

terior, dx = (e /jo) de .
! : - . ~ ,
Dessa mancira, apos a integragao, ficamos com

4

(o /W) -z~33—~; { - exp[(w/jo)(e: - eZ)}
eo— W

§

€

| VBES—

]
r n . !

+ % (w/jo)z {(e:« e} - 2 &% (04 - cz)}i = 0. V.16
J

. . [} <o
Denominando W o= (qo/J.) w . ¢ lembrando que Qo™ C4 = €

'
fizcmos a mudanca de variavel em V,16 cuc tomou a seguinte Torma:

1
3
(4 - AW) W

3]
[2(1 ~exp W) + 2 W+ (A - 4A) W° -

(1 - 28) A W ] =0 , V.17

sendo A = eﬁ/qo . MNeste resultado observamos que W # 0, (1/A).

¢ ~ . ~
Como as raizes da eq. V.17 dao os modos de oscilagao do

sistema, a reescrevemos

2! 2
2 (4 —exp W) =1 = 20)A W - (1 - 4A) W - 2V V.1

D

'd

- - ’ i . - - ’
e verificamos por metodo grafico, que @ unica raiz real, ¥ = 0, e

proibida., Procuramos, entao, as solucoes complexas escrevendo

W= W + i W
r i

c substituimos em V.18 com o que obtivemos as equagocs

~ b ,)"!
(1 - 20A W - (1 - 4A) W - [g + 301 - 20A W v =

f i

[P —

= 2[1 - cms(wi) OXD(WP)] - {1 - 4A) Wi V.19

)



o

31 -2 W - 21 - AN W =

-

V.20
sen(W;)

W

= -2

()
exp(wr) + W? + 2.

* ~ . A
Com o computador determinamos as solugoes simultancas des-
tas duas equagoes para o modo principal de oscilagao, para alguns

~
valores do parametro eo:

eo W W.

r I
1.0 3,06 3.95
745 3.43 737

10.0 3.47 7.061
12,0 3.50 7.74
20.0 3.59 5.00
w 3.85 RIS

Os valores com Qo= @ concordam com aqueles obtidos por
Schilling e Schachter (ref.6).

Embora sem muita preccisao, conforme o comentario no ultimo
item do cap. Ill, a fig. 18 mostra detalhes das oscilagSQS da cor-
rente em torno do valor de equilfbrio para alguns valores de €°' A
traves de dois deles, o= 7.5 e 12,0, conferimos os resultados obti
dos com as equagaes V.19 ¢ 20 da seguinte forma:

"'sando as re!agSes para a frequencia de oscilaggo Wi =
24 /¥ , e para o coeficiente de amortecimento W= tn (G,/d.)/

4 ¢ . ~ . ~
/(t, - t1) , onde T e o periodo dec oscilagao, jy e Jj, sao os
valores da corrente nos tempos t, ¢ t. quaisquer, medimos com
Pégua e esquadro, os valores de T , Jy +» Ja o tq e t, em cépias
ampl iadas dos gréFicos da fig. 18. Naqueles com eo= 7.5 e 12.0 en
contramos boa concordancia com os valores calculados acima, princi-
palmente para Wi'

Um fato interessante esta na observaggo de que a frequen-
cia de oscilaggo Wi cresce no sentido das curvas com maior eo,si
gnificando, ¢ claro, que o periodo de oscilacao diminui. Como o 1@
tempo de transito decresce no mesmo sentido, ou seja, maior eo me

-~ - - « .
nor o 12 tempo de transito, isso confirma a assertiva de Many ¢ Ra-



kavy de que o perfodo de oscilaqgo ¢ da mesma ordem do 19 tempo de

transito.(ref.3)

V.f) Conclusao.

A imposigao de densidade de carga constante no eletrodo in
Jjetor permitiu-nos equacionar e desenvolver uma solugSO analitica
para o 12 tempo de transito e, atraves de metodos numericos, acompa
nhar o processo de injquo monopolar ate o 3¢ tempo de transito.

A nao ser a obtenqSO da solugso analftica, os resultados
encontrados nao revelam fatos noves alem do que ja ¢ conhecido e es
perado. A novidade talvez esteja em se ter a mao um estudo basica-
mente completo sobre o fenomeno transiente de carga livre em isolan
tes pois, como vimos no cap. 1V, foi possfvel obter gréficos que

mostram <¢Cmo o sistema se comporta desde a fase |inear, com Q,<‘1,

ate équele regime que jé se aproxima do caso Many-Rakavy.

Q(Xt{) ! L

AN

\:'\
;
i

0 - + > X

o] S(t‘) 4
FI1G.16 - Distribuigao unidimensional arbitraria da densidade
de carga em 0< x ¢ 1, para um tempo t < tg. A

Ld » -
frente §(t) e o primeiro plano de carga e o plano
em x * e o de interesse,
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FIGLI7A - Distribuiggo unidimensional transiente da densidade
de carga no interior do isolante para t<ty ¢ com
€°==1.0 (ho alto) e Q°= 2.5 {embaixo).
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FIG. 17B- Distribuigao unidimensional transiente da densidade
carga no interior do isolante para t<ety e com

de
eoa 7.5 (no alto) e QO: 12 (cmbaixo).
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FIG. 18 - Dectalhes das oscilagoes da corrente antes e depois
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do tempo t,, com o indicado cm cada grarico. A
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l'inha tracejada representa a corrente estacionarta.
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Definicao dos simbolos usados neste trabalho:

Py
Po

—

< ¢ M T

i

APENDICE A

densidade

I

"

de corrente em unidades reais,

"

"

admensional,

14

. s .
estacionar!a.

ld
campo eletrico em unidades reais.

"

”

1

i

”

”

"

"

i

”

densidade

”

14

”

”

"

= tempo

tempo

posigao linear

"

"

admensional.

de carga

L
1n

14

"

em X
n

em X
)

”

em unidades

admensional

”
”

e

em unidades reais

adm

ensional

= (.

] f .
estactonario em x = 1.

" x = 0.

reais,

em x =1,

em x = 0,

r'd
estacionaria em X

de transito de carga livre.

da emissao da carga pelo eletrodo.

"

admensional.

espessura da amostra.

em unidades reais,.

mobilidade dos portadores de carga.

permissividade do material

- ”~ . 4 . - ¢
capacitancia geometrica por unidade de area.

voltagem aplicada em unidades reais.

11

123

admensional



(cont, apéndice)

4 . .
Q@ = carga por area em unidades rcais

qg= " “  admensional

4 ” [

It

. 4 .
Jo estacionarta

w'= frequencia de oscilagao em unidades reais

W= " " admensional

k = densidade de carga em x =0 em unidades reais

K = o " " admensional

g = razao de geragao de parcs de carga

a = coeficiente de recombinagao
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