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R E S U M O

Este trabalho apresenta dois problemas distintos. No prlmer-
~ N

ro, obteve-se a caracterlstica da corrente em funçao da voltagem em um, -- , ,
dieletrico sob radiaçao, supondo-se que so um portador seja movel, que

,." IW , ,

haja recombinaçao e injeçao da carga movel atraves de um eletrodo. Na
, N

interface eletrodo-dieletrico foi imposta a condiçao de densidade de

carga constante. No outro problema foi feita uma general i%aç~o do pro,
blema transiente classico estudado por Many e Rakavy, usando a mesmacon

dição anterior de densidade de carga constante no eletrodo injetor. Obfu
N ~ ~

ve-se soluçoes anal Iti~as durante o 12 tempo de transito e se desenvol-
~ , ~ -

veu soluçoes por computador ate o 3Q tempo de transito. As oscilaçoes

amortecidas da corrente em torno do valor estacion~rio, tamb~m merece

ram alguma atenç~o.



ABSTRACT

Two distinct problems are treated here. In the first one,

the relation between current and voltage in a dielectric under ra

diation is obtained, assuming only one carrier to be mobile, recom

bination and inJection of the mobile charge from the electrode. We

have chosen for this last boundary condition a constant charge den~

sity at t'ie electrode-dielectric interface. The second problem tr~

ated is a general ization of the classic transient problem studied

by Many-Rakavy, using the constant charge density boundary conditi

on. Analytic solutions were obtàined during the first transit time

and computed ones for larger times. Some attention was given to

the damped current oscilations approaching the steady state value.
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I N T R O D U c Ã O,

~ ,.

Nesta dissertaçao apresentaremos os calculos que real iza -

mos referentes a dois problemas distintos. O primeiro, tratado no, ,." "
regime estacionaria, considera a situaçao em que um dieletrico esta

sob a ação da radiação e sob voltagem apl icada, tendo um dos porta-

dores m~v~1 e o de sinal oposto fixo, havendo entre eles rccombina~

çao.
,

Para que haja um regime permanente quando um dos portadores e, ,
fixo, e necossario que o, -
eletrico. A cstipulaçao

eletrodo apropriado forneça corrente ao di, ~

desta corrente c uma condiçao de contorno

imposta e esta foi escolhida da seguinte maneira: o eletrodo man-, ,.
tem uma densidade de carga constante na interface com o dieletrico.

Esta condição parece ser a mais apropriada em problemas de injeção.,
Apesa!' deste problema ser relativamente simples - pois canal isado

,. ... ,.
em estado estacionario - a soluçao e rica em nuanças dependendo dos

valores assumidos pelos par~metros pe:,tinentes. Isto ser~ visto no

capftulo II, que mostra os resultados obtidos a partir dos c~lculos

real izados no capftulo I.

No capftulo III, com a mesma condição de contorno de donsi

dade de carga constante junto ao eletrodo emissor, foi tratado um

problema transiente de injeç~o monopolar de carga que, no fundo, ge

neral iza a solução cl~ssica de Many-Rakavy para eletrodos ~hmicos,
(densidade de portadores infinita na interface eletrodo-dieletrico)

••• < '

em carga espac ia I Iivr"e. Pode-se obter' so Iuçao ana I Iti ca ate o 1 Q

A ,

tempo de transito; para tempos maiores util izamos metodos computa -
( _, A

clono.s, sendo posslvel estender a soluçao ate 3 tempos de transito.

Embora de forma incompleta, procurou-se seguir as oscilaç~es amort~

c idas da corrente que pr'ecedem o est abe Icc í mento do reg ime estac i0-
, - A"

nario, as quais sao mais complexas do que no caso ohmico - recem

mencionado - mas, o tempo reduzido que para isso dispuzemos bem co

mo di fi cu Idades de pr'eci são f não nos per'miti l"i.:lmi l" mu j to IonSje. O

capftulo IV exibe os resultados obtidos com os c~lculos do capftulo

III, enquanto o caprtulo V, mostra principalmente o estudo que rea

lizamos sobre as osci laç;es amortecidas.



C A P I T U l O

A TEORIA DO SISTEMA ESTACIONÁRIO

I.a) Introdução.

A teoria apresentada neste capftulo refere-se ao estudo do, ~
regime estacionario consequente de injeçao monopolar e de irradia-

çao em isolantes sob as seguintes condições: por irradiaç~o s~o ge

.rados a uma ra%~o constante e uniformemente por todo o volume da a

mostra, "g" pares de carga, positiva e negativa, por unidades de vo- ,
lume e de tempo enquanto, sob a açao de um campo eletrico externo,

um eletrodo mantendo uma densidade de carga "K" constante, injeta

nula a mobil idade "p_" da carga negativa,

todo ovolume da amostra durante

carga positiva; supomos
. ' .
Isto e, elas permanecem fixas no

processo e a corrente el~trica ~, inteiramente, produto do movimen

to da carga positiva efetiva pois tamb~m consideramos que cargas de

sinal oposto podem recombinar-se a uma ra%~o constante "a".
,

Os objetivos do estudo apresentado nestes dois primeiros
~ N • ~ , •• ~

capltulos, sao a determlnaçao, a analise e a dlscussao da caracte-

rfstica J x V do sistema proposto, cujo esquema el~trico ~ mostr~

do na figo 1.

I.b) As equações do modelo.

Como o problema proposto está no estado estacionário,o seu
N

equacionamento e posterior soluçao foram obtidos a partir do se9ul~

te sistema de equações:

J+ = f+ ~+ (X) E(X),
I .1

J = O I .2

,dE{X)= t>';(X) - ~~(X)dX
I .3



g - a ~+(X)~~(X)= O
1.4

g - a ~+(X)~~(X)= - ~~~ I .5

da(menos) identificam o sinalonde os subfndices + (mais) e

carga relacionada com a variável.

Essas equaç~es representam, na sequ~ncia, a densidade deco~

rente da carga positiva, a da carga negativa, a equação de Poisson e

as equações da continuidade para o fluxo de carga negativa e positi

va com os termos de geração e recornbinação molecular. A simbologia

~ a usual e est~ definida no ap~ndice A.

É nula a corrente da carga negativa
. '

J_, porque por hlpote-

se, a mobil idade p~~= o.

A equação da continuidade para a carga positiva, eq. 1.5, e, . '. ,.
desnecessarla neste contexto porem, em comblnaçao com a 1.4, serve

para mostrar que J+ independe da posição X : [dJ~dX 1 = o.

Para facil itar a manipulação das equações, escolhemos as va,
riaveis .adimensionais

x = X/L .,
~(x) = C ~' (X)

com c = ~ a/g' , e reescrevemos o sistema anterior, excluindo

equações 1.2 e 1.5, da forma a seguir:

as

1.6

-~J-e(x) = ~+(x) _ ~_(x),
dx

I .7

1.8

onde a densidade de carga unit~ria ~ aquela estabelecida no isolan-
,. IJIW ,., '"'-

te sob a açao da radiaçao quando nenhum campo eletrico e apl icado a

amostra. Em unidades reais, com os valores de 9 = 5 x IO-4(C/c~.s)

e a = 5 x IOI3(cm3/C.s) usuais na Iiteratura, a densidade de car-



e
,

.•I \ '"
9a ~' = , 9/a I estabclccida na condiçao exp! icitada aCima,

-8 ( ~)~' = 3 x 10 C/cm.

Impondo uma voltagem V constante apl icada externamente,

ficamos com a condiç~o de contorno

v ::::

1

l.,(x)o

dx I .9

onde v(x=i) = O e a vari~vel.adimensional v = (€'/l2)C V.

-1- A

I Vl.;t~-.1~o~;II$_~

I'

-o FIG. 1 - Esquema eletrico para a

injeç~o de carga sob voltagem ex
tcr't1c:.l.A par·te hachuríudu ~ a amo-s

tr'a; o el etl'odo A em x = O, ~ o i n
jetot' de carga pos it i Vê] e o S, em

L x= L, ~ o eletrodo bloqueante pa
ra a carga negativa.

x

I.c) O campo el~trico e as densidades de carga.

Para determ inarmos a caracter f st icu J x v com as equa-

çoes estipuladas no ftem precedente, precisamos encontrar a depen

d~ncia do campo el~trico com a vari~vel x no interior do isolant~

Usando a equaç~o de Poisson e o fato de que jo ~ constan-

te, el iminamos ~_ com a equaç~o da continuidade e ~+ com a equ~

ç~o da corrente e construimos uma equaç~o diferencial Iinear de iª
~

ordem, para o campo eletrico,

de LX) = [ j o / c (x)] - [ e (x) / j o 1
dx

I .10

ou
de4 (x) + (2/jo) e2 (x) = 2
dx

J() f



cuja solução, no intervalo o~ x~1, ~

1.11

onde "e: ~ a intensidade do campo em x = o.
",., N ,

Essa expressao e a soluçao geral para o campo eletrico pas

~ I"'·representa uma famll ia de curvas, as so uçoes partIculares, no pIa-

no xe(x) como função dos valores de "e;:•
..• ,.. .

Com o resultado 1.11 voltamos a relaçao da corrente e obtl

vemos a distribuição da densidade de carga positiva,

1.12

e com a equação da continuidade, f+(x) ~_(x) = 1, encontramos a dis

tribuição da densidade de carga negativa.

) A,.. ~ .l.d equaçao caracter,st,ca.

1.9. Contudo, para simpl ificar a ~1ge-
. '

fazendo a mudança de varl~vel

Conhecida a expressão anal ftica do campo el~trico,

dimento normal para a determinação da caracterf'stica J x v
, N

ves da condiçao de contorno

bra, seguimos outro caminho

o proc~,
e atra-

dx dv dx

são as intensidades do campo nacom

na equação 1.10 e, como [dv/dx] = - e(x), obtivemos a expressão In

tegral no interval o O, x ~ 1,

fi?1

v = - j. 1.[ e' !(e' - j;)] de
v(x=1) = O e onde "e:' e "e~'

orIgem e em x = 1, respectivamente.

Nominando u = e - jo, W = e + jo e desenvolvendo o inte

grando em fraç~es parciais,



2e

( 4 .1.)e - Jo
= (w - jo)/2w + (u + jo )/2u ,

encontramos a equaçao caracterfstica

1.13

= O,

com A = (ei- jo)/(e1+ jo) e B = (eo+ j.)/(eo- jo), a qual tamb~m

gera;uma farnilia de soluç~es particulares no plano jv como funç~o
,.

do parametro eo•

Observamos uma indeterminação na eq. 1.13 quando jo= e1=

= eo• No entanto, pe Ia integra I da equação de Po isson) em O ~ x ~ 1 ,

1

e.= j [t'+(x) - ('_(x) ] clxo

N ,

vemos que nessa condiçao o isolante contem a mesma quantidade de

carga positiva e negativa '6, de acordo com a equação da continuidu

de, isso significa que ~+(x) = ~_(x) = 1.0. Co~o esta condição de, """"""".

carga un itar ia :corresponde a, s ituaçao em que: Jo = v po I S os-
efeitos de carga espa~ipl são nulos, fica levantada a indeterminaçao.

- , -
Para extr"air a Iguma informaçao ut iI das so Iuçoes do campo

el~trico, das densidades de carga e da voltagem, foi necess~rio es

pecificar o processo de injeção de carga. Neste sentido considera

mos o resultado de J. Mort et aI (ref.1) os quais, estudando o regI

me estacion~rio do fen~meno de injeção de carga em isolantes nas

proximidades do eletrodo emissor, concluiram que a densidade de cor

rente J, em unidades reais, tem a seguinte depend~ncia com o cam

po el~trico no contato injetor, Eo,

I .14

sendo J.I a corrente devida à carga total emitida pelo eletrodo em

x = O, v, a velocidade de recombinação efetiva associada ~ corrente

de retorno do isolante para o contato injetor, b~1 um parâmetro a

dmensional.



Para campo muito forte, acima de 1 x 104 (V/cm) para um

contato tipo Cu-CdS ~ temperatura amb i ente (ref.1), a"corpente J

satura porque o sistema chega a cond ição em que }J Eo» b v•..•

No caso de campo fraco, quando se tem b v•.»}I Eo, a corren

te cresce Iinearmente com o campo,

J == fi k Eo ,

gg, k == J./bv •.., o~, na forma admensional,I

I .15

onde K = ~ a/g' k, ~ a densidade de carga constante, no eletrodo

injetor.

Este ~ o comportamento que admitimos predominar em x = O,

por onde ocorre a injeç~o de carga positiva.

Usando a relaç~o 1.15, el iminamos "60" nas equaçoes do cam

po el~tri60, fazendo x = 1, e da voltagem. Dessa forma ficamos com

I .16

v = - 1.17

com Z == (1 + K)/(1 - K) e A
,

como definido apos a eq. 1.13.

Estes resultados e mais os referentes às densidades de C8r-

ga, trabalhados no computador geraram as curvas das figuras de 2 a

10 que representam o comportamento el~trico do regime estacion~rio,
estudado, para varios valores da densidade de carga na origem, K,

diferentes da unidade;
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CAPITULO 11

ANÁLISE E DISCUSSÃO DO SISTEMA ESTACIONÁRIO

II•a) Introdução.

Iniciamos este capftulo comentando os gráficos das distri

buiç~es unidimensionais das densidades de carga ~+(x) e f_(x) e

do campo el~trico e(x), mostrados nas figuras 2 e 3.

Em seguida discutimos os resultados apresentados nas figu

ras de 4 a 10 que são as caracterfsticas j x v , para vários valo

res da densidade de carga em x=O, K. Podemos notar um comportamen

to Iinearquer para pequenos como para suficientemente grandes val~

res da corrente, entre os quais se intercala uma região cujo compo~

tamento depende de como K se situa em relação à unidade, por exe~

p 10: se 1(;» 1 •O, jo ~ proporc iona I a v2, e se K« 1.O, então Jo

~ proporcional a ~ •

Com a final idade de compreendermos com maior acuidade a di

nâmica envolvida nesses,processos, neste capftulp tentamos anal isar,

discutir

mantendo

e, usando

e aval iar com mais detalhes esses

invariáveis os fatores de geração

K como parâmetro, investigamos

resultados. Fizemos isso

"g" e de recombinação "a"

o comportamento do siste

Para me Ihor' entedermos as caracter f st icas

ma nos Iimites K :?;>'1 .0, K« 1.0, e K f'J 1.0.

1l.b) Oê"gráficos das densidades de carga

e~do campo el~trico.

j x v , constr~

Imos, com as equaçoes 1.11, 1.12 e da continuidade, os gráficos das

densidades de carga e do campo el~trico mostrados nas figuras 2 e 3,

respectivamente. Ambas apresentam tres pontos de duas caracterfstl

cas j x v do sistema: uma com K = 0.1 e a outra com K = 10.0.

A primeira observação na figo 2, onde a densidade de carga

positiva tem numeração par (2, 4 e 6) e a negativa tem numeração fm



(I,3 e 5),
..

inversão da carga predominante nopar
diz respeito a .n

terior da amostra:

paraK :> 1(parte A da fig.2) temos~+ > ~-
e

(parte B)

.•.. ,
AI~m disso,para

K<I
essa condiçao einvertida.as den

sidades

havendo

são recfprocas de acordo com a equaçao da continuidade, nao

po~anto, simetria na distribuição.

Vemos tamb~m que a carga predominante tem maior concentra-

ção nas proximidades do eletrodo injetor e decresce ao longo da es-

pessura da amostra.
, , ,

Quanto menor e a corrente jo mais rapido e o,
decresci mo.

,
Inversamente, a carga minoritaria aumenta no sentido do

e Ietrodo emi~;'X ~·1. Para a curva com jo = 0.1, as duas di str ibu i 

ções quase se tangenciam no Iimite ~+ = ~_ = 1.0 sem nunca assu-
, r ••••

mil" esse valor, so posslvel com jo= O, conforme a definiçao da se-

çao I.a. Assim, deduzimos que para pequenos valores da corrente, a
N ,

regiao de carga espacial fica comprimida bem proxima da orIgem en-

quanto, para correntes muito grandes a distrib~ição tende a ser eons

tante mantendo o seu valor inicial., ,
Os graficos do campo eletrico na figo 3, como esperado,tr~

duzem o comportamento das densidades de carga no interior do isolan

te. Quando o domfnio ~ da carga positiva, o campo cresce no senti

do do eletrodo em x = 1 e decresce no mesmo sentido quando preval~

ce a carga negativa. Para os valores da corrente bem menores que a

unidade, j.= 0.1 por exemplo, e(x) cai rapidamente tendendo a es-
se va I01" ,oermanecendo prat icamente constante por toda a espeSSUf'8

da amostra. Quando
, .J. e mUIto grande, o comportamento do campo e-

I~trico tende ao linear.

Podemos conferir as aproximaçoes feitas nos ftens seguintes

comparando-as com as curvas das figuras 2 e 3.

II.c) As caracterfsticas com K»1.0

Neste Iimite consideramos jo da mesma ordem de grandeza

de K ou menor, de tal forma que as equações 1.16 e 1.17 foram re

duzidas a

I I .1



11 .2

com a constante Z = - 1.

Verificamos nessas expressoes que o comportamento do sistc,
ma ficou independente de K porem, mesmo assim, de acordo com a or

dem de grandeza da densidade de corrente jo, a caracterfstica J x v

apresenta variaç~es. Portanto, aproveitamos essa din~mica do siste

ma para conseguIrmos mais detalhes sobre a sua caracterfstica. Is-,
to tambem ocorre nos outros I imites anal isados. Para este caso, c2,
mo sugere a eq. 11.1, joe pequena para valores muito menores que 2

(' ,dois) e e grande quando e muito maior que esse valor.

Para termos noção do que esse valor representa em unidades

reaIS, estimamos a ordem de grandeza da densidade de corrente usan....

do as definiç~es das vari~veis admensionais, J+ = (~ l/E)(g/a) Jo.

Supondo a mobil idade }J = 10 (cm"1V.s) e a espessura da amostra L :=

-3 ( ) 11 -5 (I a)5 x 10 cm, encontr-smos J+ ':::! a. x 10 jo A cm I onde usamos

,,= 4.5 x 10-13 (F/cm) e ...J g/8' = 3 x 10-8 (C/cm~).

Desse modo, temos os comportamentos anal isados a seguIr.

Nesta condi~~o o termo exp(-2/jo)

unidade,por isso expandimos a expressão 11.1 em

e ficamos com a seguinte expressão para o campo

~ muito menor que a

s~rie de potências, .
eletrlco,

11 .3

,
Este resultado foi substituido em 11.2 a qual, apos uma

simpl ificação no logarftimo, ficou sendo

Com mais alguma manipulação no logarftimo e rearranjan

do os termos, obtivemos

v ~ j. - j ~ [1 - fn(2) - O.5 exp (-21jo ) ] •

Abandonando o termo da exponencial em comparaçao com os

BIBLIOTECA DO INSTITOTO DE FlslCA E oU1MI<A DE SÃO CARLOS· USP

FI S I C A



demais e fazendo as contas, encontramos

• O ."'.Jo - .3 Jc

ou, aproximadamente,

, N {

que e a expressao caracterlstica para baixa voltagem quando

11.4

1I .5

fW

Para voltagem muit~ pequena a relaçao I1.5 acusa a exis
;. A "

tencia de regime ohmico, jo~ v. AI ias, este e o comportamento~e,
conseguimos observar na curva 1 da fig.4, a unica praticamente inde

pendente de K, para v( 1.0.

Neste caso o comportamento esperado e o de corrente I i
mitada por carga espacial. De fato, como (2/10)«1 fizemos a ex

pansao exp(-2/10)~ 1 - (2/10) e obtivemos de 11.1 a expressao para, .
o campo eletrlco

Por esta relaç~o notamos que
,.., ( .

volvemos a funçao do logarltlmo em I I .2,

" .6

(e1/10 )« 1. Então desen

com w = (e1/jo),

e substituimos nela para obtermos

" .7

, ~ ( ,
que e a equaçao caracterlstica do sistema quando a corrente e menor

ou da ordem de
, (

K, conforme comprova a anal ise exposta no Item I1 .d.,
Na figo 4, a unica curva que concorda com este resulta-,

do e a com K = 500. Às outras se afastam deste comportamento por-

que ainda dependem fortemente de K.

Aval iamos a voltagem I imite, ou de transiç;o, entre os re

gimes ditados pelas equaçoes 11.5 e 11.7, igualando uma a outra e o

bt ivemos Vt~ 1.2. Esta ~ a voltagem do ponto de cruzamento das

curvas traccJadas no gr~fico 109 jox 109 v da figo 4.



II•d) As caracter fst icas com K « 1 . O .

Considerando a densidade de carga no eletrodo emIssor mUI-

to menor que a unidade,

resultou nas express~es

a simpl.ificação das equaç~es 1.16 e 1.17

II .8

Desta feita, ao contrário do caso precedente, o comporta-

j x v continua apresentando diferen-

mento do sistema depende de
A ( •

parametro, a caracter.stlca

K. AI~m disso, para cada valor desse

ças de acordo com a ordem de grandeza da densidade de corrente.

Para a anál ise neste Iimite consideramos que
. '
Jo e pequena

quando a condição exp(-1/jo)« K ou j« I(tn K)-1 I ' for sa-,
tisfeita e e grande quando cresce para o outro extremo.

N ,
levando em €onta este Iimite na expressao do campo ele-

~ ~, A

tríco, eq. 11.8, encontramos apos a expansao em serie de potencias,

1I .10

Para obtermos a caracterfstica j x v neste extremo,

substituimos este resultado na eq. 11.9. Simpl ificando primeiro a

função do logarftimo, ficamos com a relação

Desenvolvendo este resultado e fazendo a aproximação de

fn (1 + s) !:::. s, sendo

encontramos

a
S - exp(-2/jo)/4K muito menor que a unidade,



Substituimos esta aproximaçao e a eq. 11.10 na expres-

são da voltagem e obtivemos

onde podemos despresar o termo da exponencial conseguindo assim uma

expressão mais simples,

11 .11

ou, expl icitando a densidade de corrente,

11 .1 2

com R:=: (A /K) + f n(2K) > 1 •O •

Este resultado indica que para v« (4R)-1 I isto ~,quan

do a voltagem ~ pequenfssima, o regime ~hmico j ~ v , independente

de K, prevalece no comportamento do sistema. Em unidade de volt,
~ -,

usando os mesmos valores da seçao II.c, a expressao numer-ica da vol-

tagem ~ V:=:0.15 v (V). Supondo por exemplo, K = 0.1, ficamos com

f~ ~ 8.4 e v<.<.. 0.03. Então a voltagem da regi~o Iinear deve ser mui-
-3

to menor que 4.5 x 10 (V).

Este comportamento nao aparece nas figuras 5, 6 e 7 por-

d I·· - '. d d d 10i 39que o computa or tem uma Imltaçao numerlca a or em e ou

exp(± 89), dando para a densidade de corrente o valor mfnimo aproxi-
-2 , , N A

mado de 2.2 x 10 , que esta muito alem da regiao ohmica encontrada

no Iimite em quest~o.

Para outros valores de v dentro do Iimite estabelecido

para a corrente, a expressão 11.12, dando uma depend~ncia subI inear,

jo proporcional a ~', representa bem o comportamento do sistema,

como podemos ver pela curva tracejada, com

log j x log v da figo 7.

,
K = 0.01, no grafico

Sob esta condição desenvolvemos a eq. I1.8 observando, ,
que o termo que contem a exponencial prevalece sobre o termo unita-

rio porque al~m de 1«< 1, temos (2/jo)« 1. Dcssa forma chcgamos



,N , ~

a expressao para o compo eletrlco,

e~ ~ 11.13

Por este resultado deduzimos que (e,/Jo) ~ muito maior

que a unidade de tal forma que o termo do logarftimo na equaç~o da

voltagcm, a 11.9,

I I • 13 com a I I • 9

~ aproximadamcnte, zero.

obtivemos a relaç~o linear

Assim, combinando a

l( V I 11.14

,
cUJO coeficiente e a densidade de carga em x = O.

N ,

O resultado II .14 confirma a observaçao feita nos grafi-

cos das figuras 5 e 6 onde vemos, para j > 1. a incl inaç~o bem de

finida de cada curva, decrescente com K. Medindo com r~gua e es

quadro verificamos que elas coincidem com os respectivos valores das

se parâmetro.

Igualando as relaç~es I1.11 e 11.14 encontramos a voltagem

de transição entre os dois regImes,

vt ~ (1 - K) / (K + K f n 2K)

que d~ com boa aproximaçao o Iimite entre os dois regimes. Por exem

pio, para K = 0.05 calculamos fog vt ~ 1.33, em boa concordância,
com a curva 4 da figo 5, como podemos ver no grafico log jox log v., "" ,

Nas figuras 5 e 6 tambem cstao os graficos log j x log v

das expressoes 11.12 e II.14, as linhas traceJadas, para K = 0.05

e K = 0.01 •

II•e) As caracter f st icas com K ('J 1 •O .

Como a cond ição de carga un it~r i a Dera uma indeter'minação,
J~ def i n ida, na equaç~o 1.13, i nvest i~}amos o com~()rtarnento do sistema

quando K se aproxima desse valor tanto pela

esquel'da.

direita quanto pela

F"" d K 1 """tIzemos ISSO escreven o = + r, com r mUI o menor que

a unidade, e usando j = K 80 , substituimos na equação 1.11 obten-



do, ap~s Iigeira~simpl ificaç~o, a seguinte expressio para a distri-
N ,

buiçao unidimensional do campo eletrico,

e(x) ~ jo ..J 1 - 2r exp(-2x/ jo).

Mas, como 2r exp(-2x/jo) ~ muito menor que a unidade para

quaisquer "x" e "jo", expandimos a relaç~o anterior em s~rie de po

t;ncias e obtivemos

e (x) ~ jo [1 - (K - 1) exp( -2x/ j. )I . I1 .15

Integrando este resu Itado no interva 10 O ~ x ~ 1, usando a

condiç~o de contorno 1.9, determinamos a expressão para a voltagem,

II .16

Tamb~m aqui o sistema apresenta nuanças segundo a ordem de

grandeza de jo. Assim, p~ra as aproximaç~es usamos as condiç~es de

e

E) jo.« 2 • O .

Neste extremo a simpl ificação se reduz a abandonar o

termo da exponencial em 11.16, ficando a seguinte expressão para a

voltagem,

11.17

Expl icitando a densidade de corrente j , encontramos

jo ~ [ 1 -..J 1 - 2(K - 1) V I ] !(K - 1) II .18

que representa neste Iimite, a caracterfstica do sistema sob baixa

voltagem, v ~ 11 /(2K - 2) I.
r ' •.•

Qual nO~ltem II.d, esta ultima expressao sugere o regI-

me ~hmico j ~ v, independente de K, para voltagem muitp baixa, ou

seja, quando v ~ muito menor que )1/(2K -"2~.

A segunda derivada de 11.17, [d2.v/dj.~]= - (K - 1), in-

dica que nesta região h~ mudança no sentido da curvatura dos 9r~fi-



cos, conforme K seja maior ou menor que a unidade.
,

Isi:otanto e

consonante com os resultados 11.4 e 11.11, quanto com os 9r~ficos

das figuras 8 e 9 na faixa de j.~ 2.0.

F) j. »2.0 .

Considerando a densidade de corrente muito grande, fi

zemos o desenvolvimento exp(-2/jo) ~ 1 - (2/j.) e obtivemos da ex

pressao 11.16, a caracterrstica

jo~ v/(2 - K), 11 .19

representativa de mais um regime Iinear que tem como fator de pro

porcional idade uma funç~o da densidade de carga em x = o., .
Outra vez, com regua e esquadro conferImos este resulta-

do com os gr~ficos da figo 8 e vimos que, com exceção da curva 1,
comK = 1.5 muito distante do 1 imite aqui considerado, os resulta-

-- (
dos sao compatlveis •

.. ' ,.
Pela mesma razao que a curva 1 da f19. 8, tambem os gra-

ficos da figo 9 não concordam coma eq. 11.19.

II•f) As caracterJ st icas quando jo» K.

Deduzimos nas seçoes II.d, K« 1, e II.e, Krv1, e conferi

mos nos gr~ficos que quando a densidade de corrente ~ grande, o sis

tema apresenta comportamento Iinear dependente do parâmetr-o K. Toda-

VIa,. no Iimite de K» 1
....

esse regIme nao apareceu.

Observando as curvas com K = 3 e 5 na fi9.4, notamos para

jo> 10, uma tend~nc ia no comportamento do sistema para re Iações sub

quadráticas. Na tentativa de visual isar melhor esse detalhe cons 

truimos os gráficos da fig. 10 para o intervalo 5~ j,80, ondeo

verificamos que o sistema tende lentamente para o regime Iinear em

depend~ncia com o valor de K.

Com essa perspectiva re-anal isamos as soluções 1.16 e 1.17,,
para o campo eletrico e par-a a voltagem, respectivamente, conside-

rando a densidade de corrente jo muito grande para qualquer valor

do parâmetro K.



Começamos simpl ificando a express~o para o campo el~trico,

desenvolvendo em s~rie a exponencial c aproveitando s~ os dois pt'í-

meiros termos,

e1 ~ jo i 1 + [(1 /K~) - 1] [1 - (2/ jo )]

rJ (Jo /K) i 1 + 2(K2 - 1)/ Jo.. 11.20

Para continuarmos a anál ise tivemos que fazer considera-
•.. ,.

çoes sobre o parametro K: K« 1, K (V 1. e

, As duas pr ime iras, K« 1 e 1< IV 1 , levam a resultados id~n-,
ticos aos ja obtidos nas partes D e F, respectivamente., •..

A ultima condiçao, 1 < K« jo, permitiu fazer uma expansao

em s~rie de pot~ncias em 11.20, resultando em

II .21

Com esta relação simpl ificamos o argumento do logarftimo

na eq. I .17,

1 - (1 - Kl) / Jo] - K ]1 - (1 - K~)/j.l + K

ZA = Z

~Z [<1 -K)[1 - (1 +K)/Jol] tv(1 + K) (1 - (1 - K) / J.l

ap~s o que fizemos o desenvolvimento

l' -(1+ K) / J.] ,1 - (1 - K)/ J•.

fn (ZA) ~ G(1 + K)/J. - (1 + K//2jot + (1 - K)/J.+

+ (1 - K)/2j: J

poss.Jve 1 porque jo» K> 1.

Voltando com essa simpl ificação e a eq. 11.21 ~ expressão

da voltagem, encontramos um resultado id~ntico ao 11.14,

11.22



· - ,
confirmando a observaçao feita nos graficos.

A princfpio a eq. 11.19, j.~ v/(2 - K), por não ter ames

ma forma das /1.14 e 22, parece não ter a mesma dependência em K

por~m, dentro da aproximaçao feita de que K = 1 + &, com & --)0,
temos que 1/(2 - K) ~ K.

Portanto, para qualquer valor do parâmetro K e na medida

em que a corrente atinge valores muito maiores que ele, o sistema

sempre tende ao regime I inear com ã dens~dade de carga em K'= O co

mo coeficiente de incl inação.

11.g) Concl usão.

Vimos na an~1 ise e discussão anteriores que as caracteris-

ticas obtidas apresentam, sem exceção, tres regi~es distintas na
tA • A , • '. A

mesma sequenc.a: uma fase ohmlca,lsto e, Independente do parametro

K, para corrente muito pequena, seguida de uma região cujo _regime ~

presenta djferenças conforme a ordem de grandeza de K e uma outra

fase tamb~m I inear,para corrente muito grande)dependente de K •
.... '

A fase ohm.ca esta conforme o esperado do comportamento e-

I~trico dos isolantes s~b baixa voltagem. Os efeitos da carga espa

cia! ficam praticamente restritos ~ interface contato injetor-iso-

Iante.
- ,

A regiao intermediaria apresenta um comportamento ditado

pelo tipo de carga predominante no interior do isolante. Quando K

~ menor Que a unidade predomina a carga negativa e a caracterfstica

~ subi inear. Para valores de K> 1 h~ predominância da carga posi

tiva e o regime ~ superlinear, observa~do-se at~ o Quadr~tico, cor

respondente ~ corrente 1imitada por carga espacial.

Compreendemos o comportamento I inear dependente de K, ao

lembrar que a corrente jo ~ o resultado de duas contribuiç~es: uma

devida à carga injetada, J. , e outra devida ~quela gerada pela irI
Quando o sistema est~ sob alta voltagem a correnteradiação, J .•9

j tende ao valor de saturação, j = 1,- em unidades reduzidasg g
ficando insignificante diante daquela produzida pela carga injetada

J. = K v , para qualquer valor de K.I
Outro ponto a considerar ~ o seguinte. Embora neste estu-



do n~o ~enhamos fei~o qualquer consideraç~o a respeito de armDdi~as

para as cargas m~veis, os resultados encontrados podem inclui-Ias

desde que a ocupaç;o resul~ante das mesmas seja pequena quando com

parada com uma possfvel ocupação total. Neste caso, a mobil idade,
~m a ser considerada e amobil idade modulada pelas armadilhas,

Pm = g }l , onde g = P 't /(1 .+ P't')
,

e P e a probabil idade de esca

pe por unidade de tempo e ~
,
e o tempo de vida do portador I ivr'c.

Da mesma forma, o coeficiente de recombinaç~o "a" deve ser multi-

pl icado pp).o mesmo fator g. Tudo isto est~ mostrado na ref. 2.
- ,

Outra ,situaçao interessante esta na resposta do sistema me

diante qualquer alteração no coeficiente de recombinaç~o "a" e/ou

Vimos que as unidades

Por exemplo; a densida-

na depend;ncia com a razão de criação "9".

de de carga real e' ~ ~' = ~ g/a' ~ ',
particular, na origem a densidade e k =

a reduzida;

o

em,
eonde K

sendo {>

~ g/a' K ,

" "e g.ficam determinadas a partir de "a"

parâmetro que empregamos para descrever as soluç~es. Assim, vemos

que se "a" adquire o valor de Langevin - o mais usual - isto não le

va a nenhum caso especial para o nosso problema. Por outro lado, a- ,
densidade real de carga em x = O, k , pode ou nao depender da pro-

pria radiação. Se k f.or constante, o parâmetro K ir~ como o

'nverso da raiz quadrada de "g" e assim, ao se aumentar o nfvel de
'" , (

radiaçao "9", K diminuira e a carac~erlstica a ser considerada en-

cuminhar-se-á!:.:para a depend;ncia {"7. Se em vez disso, a carga

real k for proporcional a "9", K ir~ agora como ..r-9 e um au-

mento da radiaç~o resultar~ em aumento de K, deslocando-se

( t' d d'" 2-a earacterls lea para a epen enela v.

-
entao

- ,
Embora nao muito faeil de se real izar, o levantamento ex-

perimental de caracterfsticas para v~rios niveis de radiação pode

ria informar sobre a depend~ncia da densidade k com a mesma.
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C A P I T U L O I I I

A TEORIA DO SISTEMA TRANSIENTE

III . a) Intr"oduç~o.

A partir deste capftulo estudamos o comportamento, ,
de um isolante pe~feito, da fase transiente a estacionaria,,
rando 50 os efeitos devido a carga espacial Iivre, injetada por a-
N ,

çao de campo cletrico externo.

Supomos uma amostra de isolante de espessura L, constante

diel~trica ~ e faces metal izadas de tal forma que, sob uma
-

tcnsao,
V constante, so o eletrodo em x = O emita carga, a qual condiciona-

mos ser de sinal positivo (fig. 1).

Tamb~m neste problema admitimos a possibi Iidade de se man

ter constante a dens í dade de car'ga ~o, no e Ietrodo injetor. Dessa

forma, equacionamos o problema e obtivemos soluç~o anal ftica para o

primeiro tempo de tr~nsito. O acompanhamento do processo de InJe

çao em tempos posteriores foi feito por integraç~o num~rica.

( I I' .No 4Q capltu o comentamos os resu tados graf.cos da teoria

desenvolvida neste terceiro e no capitulo V, apresentamos alguns e-

( . I' d f . , 10 .•..xerClCIOS re aCiona os com a ase translcnte ate o - tempo de tran-

sito e com as oscilaç~es amortecidas da corrente um pouco antes de

estacionar.

! II.b) As equaçocs do modelo.

De acordo com as proposiçoes feitas na introduç~o , consI

deramos as seguintes cquaç;es unidimensionais,

J(t/) =}J ~'(X,t') E (X,t') +E

f Ô E (X I t') = f(/ (X 1t ' )
()X

() E(X,t')---
()t'

I I I .1

I I I .2



L
õ x[ P ~'(X,t') E(X,t') ] = _ ~ ~'(X,t') I I I .3

representando, na ordem, a densidade de corrente total e as equa 

ç~es de Poisson e da continuidade.

Outra relaç~o importante; a da densidade de carga livre

em uma Iinha de fluxo, ~'[X(t'),t'l. Ela pode ser deduzida a par

tir da diferencial total (ref.3),

d~' [X(t') ,t'] = ~ÔX
dX + ~ dt'

Ot'
e da express~o da velocidade dos portadores ao longo dessa Iinha de

fluxo,

[dX (t ')/dt 'J = P E [X(t '),t '].

Com a ajuda das equaç~es de Poisson e da continuidade fi-

camas com

' .. ' .
e apos Integra-Ia no Intervalo t'< t"< t', encontramose

~ ' [X (t ' ),t ' ] = . ~~ / [ 1 + (p ~: / ~) (t' - t~)] 111.4

~, ,
onde ~~ e a densidade constante de carga em x = O e t~ e o

tempo de emiss~o do plano de car'ga que caracteriza uma Iinha de flu-

xo.

Imaginando que toda a carga injetada está distribuida em

muitos planos paralelos, perpendiculares ~ direção de deslocamento,

Iinha de fluxo ~ a equação de movimento temporal de cada um desses

planos. Many e Rakavy (ref. 3) j~ observaram a não depend~ncia ex

pl fcita com a posição X da densidade de carga em uma J inha de flu

xo. Depois, Nunes de 01 iveira e Leal Ferreira (ref. 4) mostraram

isso com maior clareza.

Este problema tem como condição inicial E(X,O) = V/L, e

condição L

de conto rno • V = jE (X. 10 • ) dX.o



Escrevemos as equaçoes e condiç~es anteriores na forma a

dmensional,

j(t) = ~(x,t) e(x,t)
, I I I .5

d e(x,t) =
Ôx ~(x,t) ,

III .6

= - ~x,t)
dt

, I I , .7

~(x,t) = ~o [ 1 + ~o (t - te) ]-1
,

11 I .8

t
e(x,O) ::::1.0

,~(x,t) dx = 1.0,
I II .9

o

,
com as variaveisadimensionaisdefinidas a seguir,

x = X/L ; t = t' /to ; e(x,t) = E(X,t')/(V/L)

~ (x , t ) = ~' (X ~t ' )/ (Co V/ L)
j(t) = J(t')/(CoV/to),

, , ,
onde a densidade de carga unitaria e a maxima que o isolante pode

conduzir em t:::: O. Nessas definiç~es temos to= t /pV, o tempo de

trânsito de carga Iivre entre os eletrodos, e Co=f1L, a capacitân-,
cla geometrica da amostra, por unidade de ~rea.

O conjunto de relaç~es util izado neste trabalho comp~e-se

d$ expressões 111.5, em x = 1, e III.8, das condições III.9, da

densidade de corrente em x = O,

+ 111.10

e, qual S.Z. Weisz et ai (ref.5), da forma integral por toda a es

pessura da amostra, O~ x '1, das equaç~es da corrente, de Poisson e

da continuidade, respectivamente,

j(t) = [ e~ (t) - e~(t) ]/2
111.11

111.12



111.13

usando a condição de contorno em 111.9 para obtermos a expressão

111.11. Os subfndices O(zero) e 1(um) referem-se aos eletrodos em

x = O em x = 1, conforme a fig. 1. A nova vari~vel q(t) = Q(~)/4V,

~ a carga por unidade de ~rea contida na amostra no tempo t.

III.c} A equação diferencial geral.

~ ' ..
Com as equaçoes apresentadas no paragrafo anterior fOI pos-

sivel equacionar o problema em termos da vari~vel q(t).

Para isso, combinamos as e~press~es 111.12 e III.13 para

el iminar e~(t), e obtivemos

Depois de igualar as relações II1.10 e 111.11 el iminamos

tamb~m e1(t) com a ajuda da 111.12, e chegamos a

Derivamos a expressão obtida por primeiro,com respeito ao

tempo e, na expressão assim obtida, substituimos deo(t)/dt e co(t)

tirados das relações anteriores. Tudo isso, ap~s a ordenação dos

termos, resultou na equação diferencial de 2§ ordem, não linear,

dq(t) +
dt

111.14

Quando admitimos o valor infinito para ~o esta equaçao ~

reduzida ~quela de Many e Rakavy (ref.3),

• BIBLIOTECA DO INSTITUTO DE F1SlCA E OulMI(A DE sÃO CARLOS· li$P

FI S IC A



pOIS nessa condição o campo na origem ~ nulo, eo(t) = O, impl icando

na igualdade q(t) = e1(t), segundo a relação 111.12.

Embora equacionando o problema, a express~o I11.14 cont~m

uma inc~gnita, ~1 (t), e seria in~til se n~o fosse possfvel obter

subsfdios adicionais que permitissem determinar a densidade de car

ga em x = 1. A função conhecida de ~4(t) ~ a dada pela equaçao

II1.8 que não a define expl icitamente devido a depend~ncia com o

tempo de emissão te' parâmetro caracterfstico para cada Iinha de
, , A

fluxo. Assim, passamos a considerar na anal ise apropria dinamica- - ,
do processo de injeçao a fim de extrairmos a informaçao necessarla

para estab~lecer a expressão anal ftica para a densidade de carga ~1(t)., -
Isso e feito na seçoes seguintes.

11I • d) So Iução at~ o 1Q tempo de trâns ito t1: O <. t <. t 1.

A observação da fase inicial do processo de injeção faz no

tar que entre o infcio da injeção, em t = O, e o instante da chega

da da carga emitida em 'x = O, ao eletrodo em x = 1, h~ um lapso de

tempo caracterfstico ti' definido como o primeiro tempo de trânsi

to, durante o qual a densidade de carga em x = 1, de mesmo sinal

da injetada, ~ nula. Na Iinguagem das Iinhas de fluxo isso signifi

ca que aquela Iinha com densidade ~(x,t) dada por 111.8, relacio

nada ao primeiro plano de carga do pacote emitido em x=O, no tempo- , ,
de emissao te= O, alcançara o eletrodo em x = 1, apos transcorri-

do um tempo igual a t1'

Esse fato traz a informação que define a expressao para a

densidade de carga em x = 1, ~t(t) = O, durante o intervalo de tem

po O < t .(.t '\• Cons iderando i550 na equação III.14, ficamos com a
...

eQuaçao

dq(t)
dt

111.15

, u

ba8t~nte simpl ificada porem, ainda de 2~ ordem e nao linear.



Fel izmente, com a mudança de vari~vel (ref.9)

u(t) = ~t)
dt

111.16

ela ~ transformada em uma equaç~o diferencial de I! ordem em u(t),

linear,

du(t)
dt

. N ,

cuja soluçao geral e do tIpo

u(t) = c exp(-:~ot).
111.17

Com a condição inicial e~(O) = coCO) = 1 e as relaç~es

I I 1.12 e 111.13, com ~~(t) = O, ficamos com q(O) = Q e [dq/dtlt=O

= ~O. Fazendo t = O em 1I 1.16 verificamos que u(O) = ~~ e assim

atrav~s de 111.17, determinamos a constante c = ~o •.. •.. -
Voltando a relaçao 11 I .16 obtivemos uma equaçao bem maIs

simples,

~t)
dt

,

q~(t)/2 = ~o eXP(-~ot)
111.18

, --

que e do tt~o da equaçao diferencial de Ricatti que tem como um dos

procedimentos de resolução, a mudança de vari~vel

q(t) = - 2 ~fn [ v(t)]
dt

111.19

que a transforma numa equação diferencial de 2§ ordem, linear:

+

Neste estág io,no lugarde usar o m~todo de Fr'obenius para en-...... ,
contrar as soluçoes dcsta cquaçao, prefel'imos definir outra variavel

independente,

111.20



com a qua I obt i vemos a equação di fCí'cnc i a I ,

dv(y) + (1/4y) v(y) = O )\

dy

111 .21

, - (que e um caso particular da cquaçao de Dessel ref.8)

2

d U

dz~
+ (1/z)

dU

dz
+ (1/4z) [1 -(r.12/Z)j U = O I

em que o par~metro Um", que define a ordem das funç~es de Cessei, ~

nulo.

N ,.", ,. "..,

A soluçao geral desse tipo d~ equaçao e uma combina~ao
I .11-

~
near das funçoes de Bessel de ordem 1/ 1/ B (fI?) I' tm ,. Z;, Inearmen e In-

m

dependentes. - ,
No caso particular de m = O, a soluçao e

v ( y) = A' J o (y Ih ) + A" Y ( th)o \y , III .22

onde Jo c Yo sôo as funç;cs de Gessel de ordem zero, de !ª e,
2ª cspecies, respectivamente.

Obtivemos a express;o para a carga q (t)
,

atravcs da rela-

çao III.19, escrevendo com a ajuda de III.20,

d

d{Y[ In v(y)).

, -, ~
Usamos tambem a relaçao vai ida para as funçoes de Bessel,

-m/2
y =(. -m!2.

y B (1/2. )
m+1 y ,

ou, no caso de m = O, [d3o/d...fY] = - 81, (ref. 7).

Dessa maneira, encontramos a soluç~o da eq. III.15 adequa

da as nossas condiç~es iniciais:

111.23



sendo a constante A = - Y1(yi~)/Jt(yi~), obtida com a condiç~o InI

cial q(yo) = O onde Yo= y(t=O) = (2/~o). Os gráficos gerados
",., ftt# "

por essa equaçao estao na figo 13 e sao comentados no proximo capi-

tulo.

Conhecido o comportamento temporal da carga q(t), cscreve-
N ,

mos, com as relaçoes 111.10-13 e usando tambem a eq. 111.18, as ex-

pressoes para o campo el~trico em x = O e em x = 1 e para a den

sidade de corrente j(t), vál idas no intervalo .0<:'t < t1:

111.24

111. 25

111.26

Bessel podem ser aproximadas,segundo a ref.8,pelas

J~

~..fY /2 j ,J o •.•••1,
Yi

--t-2/11 fY,Yo~ tn y/fí

Quando

sao reduzidas a ,
te I imite a variavel

,
CD, com t ~ O, estas tres u It i mas cquaçoes

= O, ei(t) = q(t) e j(t) = q~(t)/2. Nes-

y(t) tende a zero e por isto as funç~es de

relaç~es

Com es~as aproximaçoes e a solução 111.23, reproduzimos o

resu Itado de Many e Rakavy (ref. 3) para t ~ t" :

q(t) = 2/(2 - t).

A expressão que determina o tempo de trânsito t1, está de

duzida no capftulo V.

111.e) Solução para o intervalo t1.( t <. t~.

Enquanto o primeiro plano da carga injetada no tempo de e

missão t = O, flui para o eletrodo em x = 1, outras cargas cone



tinuam sendo emitidas pelo eletrodo na origem em quantidade contro-

lada pela capacitância C da amostra, pela densidade de carga dis-

ponfvel ~ injeçao ~O, e pelas cargas injetadas em tempos antario 

res. Definimos 9 tempo tz como o necess~rio para escoar, atrav~s

da amostra, toda a carga injetada no intervalo O < t < t1•e

Many e Rakavy, no caso de ~o= 00, consideraram a emlssao

em x = O e t = O, de um pacote de carga com uma quantidade q =e, ,
1.0, a maxima que o isolante e capaz de conduzir no instante inici-

al, que se espalha durante a sua passagem pela amostra, reagrupando

a carga uniformemente em muitos planos, e definiram t~ como o tem

po de chegada ao eletrodo em x = 1, do ~Itimo plano desse pacote.

Dessa forma, eles conseguiram outra informaç~o adicional sobre ~1'

finita, a densidade de carga em

te para cada

x = 1

de inje-

constan-

I1 I .8 (rcf. 3) .

~ ~ ,
depende do tempo de cmissao t o qual e umae
Iinha de fluxo por~m, na cin~tica do processo

t = O na expressaoe
Na condição de

para

fazendo

ção ~ uma função do tempo,ou.,seja, t (t) caracteriza aquela linhae
de fluxo que chega em x = 1 no tempo t.

Para superar essa dificuldade na determinação de uma expre~

sao anal ftica para ~f(~)' estabelecemos uma relação entre te(t) e

t , como o fizeram Nunes de 01 iveira e Leal Ferreira (ref.4).,
Partimos da diferencial total do campo eletrico,

de(x,t) = ó e(x,t)

Ox
dx + () e(x,t)

êt
dt

e,com as equaçoes de Poisson e da velocidade dos portadores nas Ii

nhas de fluxo, (dx(t)/dt] = e [x(t),t], chegamos ~ expressão

de[x{t),t]

dt
= j (t) ,

cuja integral no intervalo
,t < t'< t , ee

t

e [x(1;).1;] - e. [1;e (1;)] = j j (1;') d1;'
t.1

Derivamos este resultado com relaç~o a t, no ponto x= 1,

e obtivemos



= j(t) _ de1(t)
dt

e·.l, usando as equações 111.5, em x = 1, e 111.10, com

encontramos uma razão entre as correntes de condução em

orIgem, para a mesma I inha de fluxo:

t = t ,e
x = 1 e na

dtP.

dt

= I 11 .27

Por nao havermos imposto nenhuma restrição temporal em sua
tv N , , •

deduçao, esta relaçao e vai ida para quaIsquer tempos t e t, Ine. '
cluslve para t ~ ti quando ela e nula porque t = O.e- ,

No intervalo de observaçao agora considerado, pela proprla

definição de t~, o tempo de emissão t est~ entre O(zero) e t1e
de tal forma que o campo el~trico na origem no instante da emiss~o,

eo(te), ~ dado pela solução anal ftica do 12 tempo de trânsito, a

eq. I1 I .24.

A relação 111.27 com as equaç~es da densidade de corrente

em x=1 e em x=O, 111.5~. 10, mais a densidade de carga em uma linha

de fluxo, 111.8, e a integral da equação da €or~enn.,11 1.11, foram

levadas ao computador e geraram as curvas soluções no intervalo

t'l'-.t~ ta.

111.f) Solução para o intervalo tt'<' t < t)O

. '
Como vImos no paragrafo precedente, o acompanhamento do pr~

cesso de injeção em tempos maiores que ti' fica condicionado, pela

falta de solução anal ftica da eq. 111.14, ao conhecimento do compor

tamento do campo el~trico em x = O, e.(t), em tempos anteriorese

,
e

da observação.

Quando eo(t) ~ expresso anal iticamente, como no item ane , -
o resultado numerico tem boa precisao. No entanto, esta

, , N~

ja e o resultado de integraçao nu-muito prejudicada quando eo(t)e
m~r;ca. Neste caso o intervalo de tempo entre dois valores consecu-

•.
aquele

terior,

tivos de eo(t) ~ diferente do acr~scimo de integração usado noe



tempo presente t, ,
isto e, no tempo em que estamos anal isando o fe-

nômeno. A fim de maximizar a precis~o dos resultados ~ necess~rio

selecionar entre os dados de eo(te) arquivados na mem~ria do compu-

calculado du-t etador, aquele valor que melhor se ajuste ao tempo
• N

rante a Integraçao da eq. 111.27.

Foi isto o que fizemos para obter as curvas soluç~es no In-, , .
e o tempo necessar/O para escoar atr~

ti <. t ~t~ .c
Minimizamos em parte a imprecisão diminuindo substancialmente o a--

tervalo t'tL.. t ~ t~, onde t1, .
ves da amostra, toda a carga injetada durante o intervalo

, ~ ~ N

crescimo de integraçao porem, nao vimos necessidade de irmos mais a

diante devido ao grande volume de mem~ria ocupada pois a precisão

deveria ir al~m dos d~cimos mil~simos, como podemos ver pela fig.18

no gr~fico com ~o= 2.5.

Dessa forma, conseguimos acompanhar o desenvolvimento do
, N N

sistema ate o tempo t~, adequando a intcgraçao das equaçoes 111.5,

8, 10,11 c 27, as mesmas util izadas no ftem anterior, ~s condiç~es

e I imitaç~es referentes a este intervalo.

,
1I I.g) O estado estacionario,

Com as equaç~es da corrente total e de Poisson na condiç~o,
estacionaria,

~ (x) e (x)
e de (x)/dx =

~ (x),

,
cancelamos a densidade de carga ~ (x) e obtivemos, apos a integra-

ç~o no intervalo
N ,

O ~ x'~ x, a expressao para o campo eletrico es-,
tacionario,

e (x) = [ 2 jo x + e:?] 1/2

onde e: = e (O) ~ o campo estacion~rio na orIgem •
• N

Com a condlçao de contorno

1:(,,)d"o

= 1 )

conseguImos a relaç~o



[ 3 j. +
=

[ 2 j. + o~ 13e.

,
de onde tiramos a densidade de corrente estacionaria, Jo, como a so- -,
luçao positiva da equaçao de 22 grau,

+ (3/2)(e:~- 3/4) jo + (3/4)(e: - I) o:!a
eo = o.

Esta equaçao pode ser resolvida normalmente dando Jo como

função do campo em x = O. Contudo, para manter a uniformidade na

nossa parametrização, preferimos reescrevê-Ia, usando a relação

Jo = ~oe: , na seguinte forma,

- (3/2) ~o
= O, 111028

a qua I ,

ção de

part ir

, -
apos transformada em equaçao diferencial de i! ordem em fun,
~o e levada ao computador, gerou o grafico da figo 11. A

da solução e:(~o), a corrente ~ obtida pondo-se jo= ~oe~(~o)o

A equação diferencial construida a partir de 111.28 ~

o ]

e.

2) e:
4 fe)

+ 4~.-

2 (3 e: +

3 (3[\ 9/2 -1 1-

4 ~o +

=

e f~i integrada com a condição e:(~o=O) = 1.0.,
O valor estacionario da carga q., pode ser obtido da equ~

ção geral 111.14 anulando-se todos os termos com variação temporal o

Fizemos assim e obtivemos

= *
2 ~

J J I .29

onde
, .<"

e uma especie de densidade de carga efetiva.
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e A P I T U L_Q_ IV-
ANÁLISE E DISCUSS~O DO SISTEMA TRANSIENT~

IV.a) Introdução

Com as soluç~es analfticas para o primeiro tempo de tr~n-
N' r

sito "ti"' mais a integraçao numerica descrita nos Itens IIl.d e,
111.e, construimos os graficos das figuras de 12 a 15, usando como

parâmetro a densidade de carga em x=O,~ •• Neste capftulo fazemos
, N '" "

a anal ise e a discussao desses resultados dando enfase as curvas da

figo 15·, o comportamento temporal da densidade de corrente j (t) ,
que são basicamente o objetivo deste estudo.

Comentamos ainda os gr~ficos do campo el~trico na orIgem,

, , (do momento inicial a fase estacionaria figo 12} e os da carga

q (t) contida na amostra durante o 12 tempo de trânsito "t1"(fig.13).

Para auxil iar na observação dos gráficos, agrupamos na ta

bela 1 alguns dados de interesse concernentes ~s variáveis anal isa-

das.

IV.b) Os gráficos do campo el~trico na origem, eo(t).

,
Os graficos da figo 12 mostram o comportamento do campo e-

-I~trico na origem em função do tempo, para alguns valores da densl
. '

dade de carga em x=O, ~o. Elas foram obtIdas com a eq. 111.24 ate

o 12 tempo de trânsito "ti"' e com o processo discutido nas seções

I I I •d e I I'. e
,

ate o tempo "t,".

Iniciando com o valor eo(O) = 1.0, quando o isolante ainda
, N

esta Iivre de carga espacial, o campo na origem diminui tao rapida-

mente quanto maIor
,
e a corrente de deslocamento em x=O,

como podemos ver pela eq. 111.10,

AI iás, durante o 12 tempo de trânsito, eo(t) ~ dado pela



~ = ro temos que seo(t)= O para qualquer tempo.

para o qual tendem as curvas de eo(t) conforme

diferença das correntes de deslocamento em x=1 e em x=O pois nes

se intervalo, a densidade de corrente ~ dada por j (t) = dei (t)/dt.,
A densidade de carga na origem fo' e quem determina o valor inicial

de deo(t)/dt, porque em t=O temos j(O)=O e eo(0)=1.0. A menos
,., , .•.

de oscilaçoes, esse comportamento decrescente continua ate que, apos

o 12 tempo de trânsito, o sistema estacione sem nenhuma descontinui

dade, nem mesmo na primeira derivada, como podemos comprovar nova

mente pela eq. I11.10, v~1 ida para qualquer tempo, pois j(t) e eo(t)
,., r

sao funçoes contInuas.

para ~ ~ 1.0, o decaimento ~ relativamente lento e eo(t), ,
atinge suavemente o valor estacionario, o qual, quanto menor e ~ ',
mais proximo fica do valor inicial.

Quando ~ ~ maior que a unidade, eo(t) decresce bruscamen

te e oscil~ antes do primeiro tempo de trânsito. Essa oscilaç~o indi

ca que a taxa de emissão de carga [dq(t)/dtJ = po eo (t), obtida da e-

- r. ()' (.quaçao 111.13 com ~1= O, passa por um mlnlmo quando eo t e mlnlmo.

Como .~sabido, quando

É este o valor 1imite

~o
aumenta.

IV.c) Os gr~ficos da carga no interior da amostra

durante o 12 tempo de trânsito.

Na figura 13 estão os gr~ficos do comportamento temporal da

carga por unidade de~rea q(t), injetada no isolante no intervalo de
;.

tempo O ~ t < ti' tendo ~o como parametro. As curvas 1 e 2 sao os re
,." ,.,

sultados da integraçao numerica das equaçoes 111.5, em x= 1,e III.

10-12 e as curvas 3,4 e 5 foram geradas com a eq. 111.23. Como em

t = O a amostra não cont~m carga espacial, todos os 9r~ficos com ~

finito t;m valor inicial nulo, de acordo com a eq. 111.12,

visto que ei(O) = eo(O) = 1.0. A seguir a carga cresce conforme a

velocidade da frente de carga, [dx(t)/dt]= e,(t) , e a taxa de emis

são, [dq(t)/dt] = ~oeo(t) (eq. 111.13 com ~f= O), a qual ~ proporcl~



-nal a ~o e se compor~a como o campo eo(~), como vemos.

Para ~o pequena ~ esperado que q(t) ~presen~e comportamen

to 1inear como resulta da eq. 111.13 supondo eo{t) constante, isto
" N

e, quando e cons~an~e a corrente de conduçao em,
Pelos graficos da fig. 13 vemos que a curva com

x=O: q (t )= ~o eo t .., ,
~o= 0.5 ja e qua-

se Iinear e mesmo a de ~o= 1.0 n~o se afasta muito desse comport~, .
mento. Isso nos da alguma noçao de quao pequena deve ser ~o para

que os efeitos de carga espacial sejam desprezfveis.

Para os valores de ~ maiores que a unidade aparece uma
.•. , ..

sal iencia que es~a Iigada a grande quantidade de carga injetada en-

quanto o campo eo(t) ainda tem valor perto da unidade, quando ma

ior ~ a taxa de emissão. Essa sal i~ncia cresce com ~o at~ o valor

Iimite q(e) = 1.0 em t = O, quando ~o= (D. Este comportamento,
confirma o;fato ja conhecido de que mesmo quando a carga na origem

~ infinita, a m~xima que o isolante absorve em t - O, ~ Qo= CoV,

onde Co = li /L ~ a capãc itânc i a geom~~r ica da amostra, por un idade de

~rea. Em t - t{ a amostra cont~m a maior quantidade possfvel de

carga, de acordo com o va Ior de po' po is durante o interva t o de tel!!...

po 0<. t <. ti as condiç;es para a injeç;ão são as mais favor~veis.

Por~autro lado, como ;',;;observamos na figo 13, a taxa de emissão

dq(t)/dt, diminui consi~eravelmente durante o tempo ti' ou seja, a

corrente de condução na. origem decresce porquanto o campo eo(t) de

ca i no!x,tempo.-Ver ificamos, por exemplo para ~o = 20, que a carga In
jetada at~ t::l0.15 ~ cerca de 60% de toda aquel a inje~ada durante

o tempo tie: 0.8. Observamos a inda que para ~o <i •O, a taxa dq (t) / dt, , ,
e sempre decrescente porem, para eo)1.0, ela decresce ate quando o

campo eo(t) passa pelo primeiro mfnimo, voltando a crescer at~ o

tempo ti' quando a carga· q(t) chega ao seu valor m~ximo •

. , (
IV.d) Os graficos da corrente total

Estão registrados na fig. 15 os gráficos da corrente j(t),

da fase transiente ~ estacion~ria, com alguns valores de ~. A par

te dessas curvas at~ o 12 tempo de trânsito, foi gerada pela eq~aç~o

I11.26 enquanto o restante foi feito por intcgração num~rica da mes-



ma maneira que os anteriores.

Como em t = O temo.s q(O) = O, as curvas de j(t) tamb~m
,. , ,

tem valor inicial nulo, aumentando posteriormenteate o valor maXlffiO

em t = t~, onde há uma descontinuidade na derivada de j(t), eVI

denciada pela c~spide, seguida de uma fase anterior ~ estacion~ria,

com caracterfstica distinta conforme fo seja maior ou menor que a
unidade.

Para ~o~1.0, a fase transiente fica praticamente restrita

ao 12 tempo de trânsito onde, da mesma maneira que a carga q(t), a

corrente deve apresentar um comportamento Iinear de acordo com o es

perado pela teoria de campo alto. A observaç~o das curvas com ~o<1

nos faz concluir que isso s~ ~ verdade quando ~~0.1. Logo ap~s

ti o sistema atinge rapidamente o regime estacion~rio~ Isto ocor

re porque com ~o pequena, tamb~m ~ pequena a taxa de injeç~o decar

ga durante o tempo t. e em consequ~ncia, a quantidade de carga In

jetada ~ praticamente igual àquela que o isolante ~ capaz de condu-,
z,r no estado estacionario. , ,

Comprovamos o que esta dito no paragrafo anterior tanto por

comparação dos valores de j(t1) e jo= j(t= 00) relacionados na

tabela i, quanto pelo c~lculo das inclinaç~es da curva j(t) na VI

zinhança d~ ti , que passamos a expor. As inclinaç~es diferem pe

la descontinuidade da densidade de carga em x= 1.0, a qual de zero

passa a um valor finitp, como a dedução a seguir mostra:
. '

A densIdade de corrente para qualquer tempo e dada por

j(t) = Pi (t) e1(t) + ~(t)= p.eo(t) + deo(t)
dt dt

(t) 1/2

de acordo com as equaç~es 111.5, em x = 1.0, 111.10 e 111.11.,
Derivamos a ultima igualdade,

eo(t) -2h(t)
dt

,

, -
e substituimos as derivadas do campo eletrico nes~a relaçao, pelas

respectivas expressões obtidas das outras duas igualdades anterio-



res. Isso feito, encontramos

~t) =

dt

,
ou, tambem,

(t) - ~,( t) e\ (t)

-9.J.it) = [e~ (t) - eo(t)] [e~ (t) - e1.o (t)J/2 +
dt

I V • 1

onde usamos j(t) = [e~ (t) - e~ (t)]/2.

N " "

A expressao anterior e vai ida para qualquer tempo contudo,

quando t <. t" sabemos que ~1 (t) ~ nu Ia. Ass im, ficamos com a inc li

nação da curva de j(t) para

--SUlt) 1 = [ef (t) - eo ( t)J [e~ (t) - eao (t)]/2 +
dt I t <. ti

de tal forma que em t = t1:t&, com & -t O, obt ivemos de IV. I,

IV.2

fim

&~ [ EJit)O dt

ijit)
dt

IV.3

sendo \,,(t1) = ~o [ 1 + ~ot1J -1.

A relaç;o IV.3 indica que a descontinuidade na incl inaç;o

da corrente em t = ti •

das curvas de j(t) observada nos

, ('
e proporcional a \f ti), isto c,
carga reflete-se na da incl inação

~)l'~f i cos da fi g. 15 em t = t1,
a descontinuidade da densidade de

, .
Convem di

zer que se consider~ssemos os efeitos da corrente de difusão, a des

continuidade em pauta continuaria existindo, sendo somente suavizada.

Usando as relaç~es IV.2 e IV.3 e os valores da tabela 1,cal

culamos as incl inações em t = t, da curva com ~o= 0.1 e encontra-



mos

iL ")

.~~ -1.5 X 10-4 .fim
~ 9.96 X le-u e ~im

'"'t

t - p.
D. O dt t1 + &.9 OU

1 'J..
'.h -+ '.::..4

Este segundo resultado confirma a observaç~o de que para,
~o~O.1, o sistema estaciona logo apos t1•, ~

Da eq. IV.2 vemos tambem que para ~o finito, a incl inaçao

inicial da corrente; dada pelo valor de ~o, pois e,(O)= eo(~)=1 .0.

No caso I ill,ite de ~o= ro ,IJeo'* ~ sempr'e nulo, 8\ (0)=1.0 e a incl ina-,
ÇaO em t=O e 0.5.

Par'a ~o) 1• O obset'vamos imedi atamcnte 'tres car-actcr' f st i cas"
nas curvas: o aparecimento de ~ma sal iencia durante o primeiro tem-

po de tr~nsito, o aumento da c~spidc c a oscilaç~o ap~s t~.
,. ,,,

A sal iencia, conforme o comentar'io r'clativo a figo 13, tem

como causa a alta taxa de jnjeç~o de cat'ga [dq(t)/dt], nos pr'lme'ros

instantes porquanto, de acordo com as equaç;es III.10 e III.13,8 d~n
,. . '

sidade de corrente durante o 12 tempo de transito, quando ~1=O, e

dada por

j (t) = do (t) +
dt

IV.4

sendo que a corrente de deslocamento na origem; negativa, como VI

mos nos gr~ficos da figo 12. Essa sal i~ncia tende para o valor Iimi

te j(O) = 0.5 quando ~o= 00, o qual, segundo Many e Rakavy(ref.3),, ,
e o valor medio da densidade de corrente em t = O. Ilustramos eS-

te fato com as curvas da figo 14 com ~o= 20 e 500, obtidas por ln

tegraç~o nurn;rica das equaç~es II1.5, em x = 1.0 e com ~= 0,1 II.10
c /11.11.

__ A

Conforme podemos ver pela expressao IV.4, outra consequen-

cla da alta taxa de injeç~o de carga nos momentos iniciais, quando

eo(t) ainda ~ grande, ~ o pico cada vez mais alto que a corrente j(t)

atinge em t = t~. Isso porque [dq(t)/dt} nunca ~ nula ou negativa,,
significando que a corrente e sempre crescente nesse intervalo de

tempo. Naturalmente esse processo tamb;m tem um Iimite superior

quando ~o= m e, com t1= 0.787, j(t1) ~ 1.36.- ,
As oscilaçoes da densidade de corrente apos o 1º tempo de

tr~nsito,ficam mais evidentesquanto maior ~ a densidade de cargadi~

ponfvel ~ inJeç~or ~o. Essas oscilaç;es podem ser compreendidas da



seguinte forma: quando a frente de carga chega ao eletrodo em x::::1,

inicia-se o processo de escoamento da carga contida no isolante eu-
, N

Ja taxa e maior do que a de emissa~ pois o campo em x = 1,
do que em x::::O. Essa diferença e dada pela eq. III.13

e maIor'

~t) ==

dt

maior do que na origem, ~el > ~oeo.

o valor de [dq(t)/dt] em t = t1 para

I
e e menor que zero para tempos imediatamente

N ,

rente de conduçao em x::::1 e

Para exempl ificar, calculamos

,
apos

,
isto e,a cor

a curva com ~o= 12, usando os dados da tabela i, e encontramos

~oeo~1.15, ~ie1~1.82 e Ldq/dt} C:t ••• 0.67.
Enquanto prevalece essa diferença a favor da taxa de escoa

mento, diminui a densidade de carga no interior do isolante. Eviden

temente, isso n~o acontece de forma instant~nea mas, se propaga por

toda a espessura da amostra como uma onda longitudinal, no sentido
'" ,

do eletrodo emissor~ Quando a informaçao do decrescimo na densidade

de carga chega em x = O, a taxa de emiss;o, ~oeo(t), que havia sido

reduzida durante o tempo ti, torna a aumentar gradativamente, refle,
tindo a onda no sentido do eletrodo em x = 1, comunicando o acresci

mo na densidade de carga.
,

Natura Imente, como a carga esta sa indo con

tinuamente da amostra, o sistema n~o consegue restaurar a situaç;o ~

xistente em t = ti e encaminha-se com a dissipaç~o dessa onda defly

xo e refluxo da densidade de carga, ~ sua configuraç~o de equil fbrio.

É por isso que a corrente diminui at~ um mfnimo com uma cer

ta ampl itude abaixo do valor de equil fbrio,onde [dq/dtJ ::::O, crescea,
seguir atingindo um maximo acima desse ponto com ampl itude bem menor

que a anterior, depois volta a decrescer e assim, prossegue em movl-, ,
mento osc iIator io amortec ido ate que se estabe Ieça o reg ime estac i0-, .
narlo.

A figo 17 mostra os detalhes ampl iados dessas osci laç~es pa

ra ~o finita, antes e depois do tempo t2, sobre as quais apresent~

mos um estudo te~rico no capftulo V. Embol"'aessas curvas estejam pr~

Judicadas pela falta de precis~o, ilustram bem as oscilaç~es amorte

cidas da corrente em torno do valor estacion~rio (Iinha traceJada),

at~ mesmo para tempos maiores que aqueles apresentados por Nuncs de

01 ivcira e leal Ferreira (r'cf.4), no caso de ~o = COr



~o

t,eo(t~)e \(tI)j (ti)Jo~1 (t~ )q(t1)tt.t~

0.1

0.9840.9521 .0!;-70.0950.0950.0910.0951 .9842.984

0.5

0.9400.784-1.1880.3960.3930.3400.4041 0["'02.960.:/.J

1.0

0.9050.6301.3010.6480.6330.5250.6711 .9442.983

2.5

0.8550.3611 .4651 .0080.9400.7971• 1041 .9713.084

5.0

0.8250.2001 .5541 .1881.0610.9761.3542.0083.196

7.5

0.8130.1421.5871.2501 .0941 .0571 .4452.0263.250

1 2. O

0.8030.0961.6111 .294-1.1121 .1 281 • 51 52.044-3.304

Tabe I a 1 Alguns valores de interesse das grandezas

pertinentes ao problema transiente.
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C A P I T U L O V

ALGUNS EXERCfclOS

V.a) Intt',dução

Mais como exercfcio complementar do estudo da corrente

transiente em isolantes perfeitos,' do que por qualquer possfvel no

vidade advinda das soluç~es encontradas, tratamos neste ~Itimo capi, ~
tulo de quatro topicos: as Iinhas de fluxo, a distribuiçao espaci-

al da densidade de carga, o primeiro tempo de trânsito ti e os m~

dos de oscilação da corrente j(t) em torno do valor estacion~rio.

V.b) As Iinhas de fluxo.

A depend;ncia temporal do deslocamento dos planos de carga
, ~-

no isolante e obtida com a integraçao da equaçao diferencial

dx(t) = e [x(t),t]
dt

V.i

contanto que a expressao para o campo el;trico para as Iinhas de

fluxo seja conhecida.

No problema aqui estudado temos solução anal ftica para o

campo no intervalo O~ t ~tt, dada pelas equaç~es 111.24 e 25 por~m,,
vai ida somente nos extremos do isolante, em x = O e em x = 1. De

terminamos o seu comportamento espacial em uma Iinha de fluxo, cal

culando-o, como fizeram Nunes de 01 iveira e Leal Ferreira (ref.4) ,

para um plano arbitr~rio de carga na posição x conforme mostra a

fig. 16.

Integrando a equaçao de Poisson no intervalo x ~ x' ~ 1,

.,

e, (t) - e [x(t) ,t] = 1~*(x' ,t) dx' = q*(t)'X

V.2



onde
.'<1\ , ~

e a densidade da carga contida na regiao
,

x ~ x ~ s, e-

Ias impuseram que enquanto t ~ t\, a carga q e constante, ou se

Jd, a corrente de conduç~o em

Desse modo, escreveram

x = 1 , ,
e nula.

e [x(t) ,t] = e1 (t) + C
\1 ~, ...,

isto ~, O campo em qualquer Iinha de fluxo difere por uma constante

daquele em x = 1, desde que a corrente de conduç~o seja nula neste

ponto.

Como a integral da equaç~o de Poisson por toda a espessura

da amostra, O 6 x ~ 1, resulta em 01 (t) = q(t) + eo (t), com a con

diç~o inicial e[x(te),tcl= co(te), determinamos que C = - q(te),"
consonantc com a eq. V.2 pois q~ foi emitida em tempos anterio-

res ao da emiss~o do plano na poslçao x.

As relaç~es V.1 e V.3 resultaram na seguinte cxpressao pa

ra as Iínhas de fluxo,

+ q(t) - q(t )] dte V.4

com x (te) = O e te L.. t .c... t'\ •
Fizemos esta integral usando as relaç~es III.13, com f,= O,

d
~oeo(t) = [dq(t)/dt] e 111.i9, q(t) = - 2 dt [en v(t)] , e ~ncon

tramos

x (t ) = [g (t ) / ~o 1 - 2 f n [ v (t )/ v (te) ]

- [t - te + (1/~o)] q(te) V.S

sendo

v(t)
=

A Jo (y 1ft) + Yo (y 1(2. )

vete)

( 1ft) ( 4/2.)A Jo Ye + Yo Ye

com

Ye = (2/~o) cxP(-~ote)'

,..

Quando ~o ~
<l), a so Iuçao

, conforme a expressao III.22

V.S reproduz aquela da ref.4,



pois A ~ (2~o/~')' [v(t)/v(te)] ~ (2 - t)/(2 - te)

2/(2 - te) , de acordo com as funç~es de Bessel para y --+ O,
escritas apos a eq. 111.26.

Notamos que quando te = O, a constante q(te)

nula no Iimite de ~. = ro, conforme mostra a figo 13.

V.c) A distribuição espacial da densidade de carga.

,
so nao

,
e

Ainda são Nunes de 01 iveira e leal Ferreira (ref.4) os que

constroem uma expressã~ para a distribuição espacial da densidade, ~
de carga no isolante. Nos fizemos o mesmo combinando a relaçao 111.8,

~[x(t).tl = [ t - te + (1/~.)r,

com a eq. V.S e encontramos

onde substituimos

,
Este resultado da o perfil espacial da densidade de carga

emitida no intervalo O ~ t ~ t~. Na figo 17 estão os gr~ficos dae

eq. V.6 para ~o= 1.0, 2.5,7.5 c 12.0 mostrando alguns instant~-

neos do avanço da distribuição em direção ao eletrodo em x = 1.

Comparando as curvas de ~o= 1.0 ~ 2.5 com as de ~o= 7.5

e 12.0 vemos que nestas a distribuição apresenta uma queda abrupta

ainda nas proximidades da origem e, conforme a frente de carga se

desloca em direção ao eletrodo em x = 1, tende a um valor constan

te, o que não se observa nas duas primeiras onde a distribuição len

y tamente sempre decresce. Ora, vimos no capo IV, na discussão da

fig.13, que nos instantes iniciais do processo de injeção a quanti-, ,
dade de c~rga injetada e muito grande e e maior quanto maior for ~o.

Esta informação ma is a observação fe ita aqu i parecem ind ical" a fOI'-
•.. '" ,

maçao de um pacote de carga que durante o seu transito atraves da a

mostra, sofre maior ou menor espalhamento de acordo com a quantida

de de carga nele presente.



V.d) o primeiro tempo de tr;nsito t,_

Sendo, por definiç~o, o tempo durante o qual a prImeIra

frente de carga injetada atravessa toda a amostra, determinamos a

expressao para ti fazendo t = O e x = 1
e na equaç~o V.S e fi-

camos com a relaç~o transcendental

V.7

que inclui o caso particular de ~o= ro r t, = 2 [1 - exp(-1/2)]

r\ ·7 o,., I f '1~ U. 0" segundO a rc - • .).

V.e) Os modos oscilat~rios.

corrente

din3mico.

, ,
Ja foi observado o comportamento oscilatorio amortecido da

em isolantes enquanto o sistema tende ao equil fbrio eletr~, ,
Muito interessante e a anal ise feita por Schil Iing e Sch

achter (ref.6) sobre os resultados te~ricos de Many e Rakavy (ref.3).

Usufruindo essa id~ia, calculamos os modos de oscilaç~o da .corrente

total para este problema, partindo das equaç~es II1.5 e 10,

[~t + ~(x,t) 1 e(x,t) =J

r dl dt + j(t)

j(t) ,

e da perturbaç~o do sistema em torno do cquil fbrio, que pode ser e~

pressa pela expans~o das vari~veis do problema em s~rie de pot~nci

as de um par~metr'o "h" arbitr~rio, definido no intervalo de zero a

um (1),

.(t ) . l' (1) () i"2.· (,) / ')J = Jo + n J t + 1 J "t; +

. _ .... I, <I) 2 (2) (e(x,t) - e (x) + n e (x,t) + h c \X,t) + .••

~(x,t)
(1) ~ ('2)

= ~ (x) + h ~ (x,t) + h ~ (x,t)
+ ....

= e~ + h e (1) (t) +
2. (~)

h e (t) + .••



onde os sobrefndices (n) significam ordem de perturbaç~o •
•.. , ,

Essa cxpansao c feita supondo que as series sejam conver-,
gentes, embora este detalhe fique obscuro do ponto de vista matema-

tico.
,.., ," . t \I 8 " 9' I t~om os SIS cmas V.c e v. montamos as rc açocs a"c a pcr-,

,.., ,
turbaçao de 1~ ordem,que e a de interesse:

o
h :

I
h :

V. 10

V.11

A equaçao de Poisson e as condiç;cs iniciais e de contorno

tomam as ~c9uintes formas:

sendo

" (n)(x t) (n) ( t)
CJ e , = ~ x,0x

In) ) (n) «() ) = b
c~ (x,O = Co ~ o,n

e(n\O,t) = e~n)(t)

i

1e(n) ( x , t ) d x = ~ o,no

S a delta de Kronecker e n = 0,1, 2, ...
O,n

t'12

Enquanto as rclaç~cs v.10 representam o pr~prio estado es

tacion~rio do sistema, o que j~ ~ conhecido, as V.11 cont~m as In

formaç~es sobre o seu comportamento transientc um pouco antes de a~

tingir o aquil fbrio.

Substituindo ~(~(x,t) da equaçao de Poisson na primeira

expressao de V.11, ficamos com uma equaç~o diferencial parcial de

1ª ordem, I ine<lr e nao

" (1) ( \Oe x,t)+e
?>t

"
homogenea,

" \.-\1 () (~) ( )_O e x,t + p (x) e x,t _(x) Óx \
j (4) (t) ,

cUJa soluç~o formei nem tentamos calcular.



A ,..,

Por estarmos interessados nas frequencias de osci laçao do

sistema seguimos os mesmos passos du ref. 6, supondo na vizinhança

do equil fbrio, um comportamento temporal do tipo amortecido,

r; (1)(t) =J

(1) (v t)e \"1 (1) () ( )= c x· exp\-wt

f V.13

com o p~'ll'~motr~o adimensional w =:: to w', com to = e· /pV
, ~ N

e a frequencia de oscilaçao do sistema.

Assim, transformamos V.11 em

e onde w'

dx

(1)
e (x)

e (x)
. (4) I (\J I C x) r

V.14

Fazendo a mudança de vari~vel

a equaç~o diferencial de V.14 ficou sendo

de

N ,

cUJa soluçao e

V .15
onde .. (1)

C = ~o Jo J . exp(-w/oo)a \
(~o - H) ~I

de contorno e(1)(O) = eii).

foi determinada com a condiç;o

Quando fazemos em V.1S. reproduzimos a
•..

equaçuo

da rcf. 6:

c (1) (x) _ ("I . (1)/ 2 )- ,) J 4\" -1 I? r [( /)
X I -' L exp 4\-1 3

1/2 1x j-

A I i1I 2 l i
x j I •

J



P dt . .J (. 1.\\, 'tara e erm Inarmos os mouos C<:ll'<1ctCi'I st ICOS ~ \V ao SI sorna,
~ ~

pr'CClsamos encontrar a cquaçao modal usando a condiçao de contorno

j 1 e (1) (x) dx = O ,po i s aqu i n = 1, com o mudança de var' i~vc I an

tcrior, dx = (o /jo) de

o essa mane i r'a,
, ~

apos a integraçao, ficamos com

i
o ) 1 ICo J I

!
.J

1

1 ( /,)2 [( o 0)2 ? 0(' O)lf O

V.16+ 2 W,Jo c1- eo - w 00 c~ - Co J = .
j

Dcnominando W = (qo/jo) W . e lembrando que qo= e~ - ~

fizemos a mudança de vari~vel em V.i6 que tomou a seguinte forma:

_1__ ;. [2(1 _ cxp vI) + 2 \'j + (1 - 4A) \1[2 
(1 - A\'/) \'1

(1 - 2A) A w3 1 = O , V.i?

sendo A = e:/9o • Neste resultado observamos que W I O, (i/A).
( - ~

Como as raIzes da eq. V.i? dao os modos de oscilaçao do

sistema, a reescrevemos

~ ~
2 (1 - exp W) = (1 - 2A)A WJ - (1 - 4A) W~ - 2 W

", ,
e ver' ificamos por metodo graf j co, que a un ica roa i z r'caI, \'I = O,

proibida. Procuramos, cnt~o, as soluç~cs complexas cscreve~do

w = W + i W.r I

e substituimos em V.18 com o que obtivemos as equaçoes

v.18

,
e

... ~ r ",1

(1 - 2A)A vr) - (1 - 4A) w~ - L2 + 3(1 - 2A)A w~l \'1 =r r lj i'
= 2(1 - cos(\'l.) exp(\'/ )1- (1 - 41\) \'/~

V.19I r I



3(1 - 2A)
2

W
r 2( 1 - 4A) W

,-.

::::

V.20

::::- 2
sen (VI' '\I I

w·I

cxp(\v ) +
"

2
W. + 2I

N ~

Com o computador determinamos as soluçoes simultaneas des-,
tas duas equaç~cs para o modo principal de oscilaç~ot para alguns

~
valores do parametro

~o

\vW.r
I

I • O

3.06'"I O,..J I )

~ r-

3.43'*1 ..,,.,/.) / .,)/

10.0

3.477.61

12. O

3.50,~ '7~I • ,.'-
20.0

3.598.00

ro

3.858 ....].0

Os valores com ~o= ro concordam com aqueles obtidos por
Schil r ing e Schachter (ref.6).

- "
Embora sem muita prccisao, confor'me o comentaria no ultimo

cor-ftem do capo I! I, a figo 18 mostra detalhes das oscilaç~os da

rente em torno do valor de aquil fbrio para alguns valores de
~O. ~,

traves de dois deles, ~o= 7.5 e 12.0, confer'imos os resultados obti

dos com as equaç~es V.19 e 20 da seguinte forma:

relaç~es para a frequ~ncia de oscilaç~o

, e para o coeficiente de amortecimento

sao ose J~

W. =I
= fn (j,/j1.)/, ( -

e o perlodo de oscilaçao, J1onde T

"sando as

2 'ÍÍ /'(

valores da corrente nos tempos t • e . I'
quaIsquer, meOlmos com

l'~gua e esquadro, os va lares de '"(, j \ ' j a ' t ••e t t. em cop Ias,
ampl iadas dos graficos da figo 18. Naqueles com ~o= 7.5 e 12.0 en

contrarnos boa concord3ncia com os valores calculados acima, prlnCI-

pa Imente para W .•I , -
Um fato interessante esta na obscrvaçao de que a frequ;;n-

ela de osci laç~o W.I
gnificando, ; claro,

cresce no sentido das curvas com maior ~o,s~

que o porrada de osci laç~o diminui. Como o 1Q

tempo de t r~~nsj todecl-'escenomesmosentido,ouSCJ a IIHLlIOI'
~o

me-
nor'

o1 ºtempode tr'~nsjto,ISSO
conf il'illQaasscrtivader.ianycRa-



t - ,
kavy de que o perlodo de oscilaçao e da mesma ordem do 12 tempo de

trâns ito.(ref. 3)

V.f) Conclusão.

A imposição de densidade de carga constante no eletrodo in

jetor permitiu-nos equacionar e desenvolver uma solu~ão anal ftica
,.. ",

para o 12 tempo de transito e, atraves de metodos numericos, acomp~

nhar o processo de injeção monopolar at~ o 3º tempo de tr~nsito.
tw, __ tw r

A nao ser a obtençao da soluçao analltica, os resultados
,.., " ,

encontrados nao revelam fatos novos alem do que ja e conhecido e es

perado. A novidade talvez esteja em se ter ~ mao um estudo basica

mente completo sobre o fen~meno transiente de carga I ivre em isolan

tes pois, como vimos no capo IV, foi possfvel obter gr~ficos que

mostram (~;mo o sistema se comporta desde a fase I inear, com ~o < 1 ,, " .. ' .
ate aquele regIme que Ja se aproxIma do caso Many-Rakavy.

~(x)t)

o
o 1

x

FIG.16 - Distribuição unidimensional arbitr~ria da densidade

de carga em O ~ x , 1, para um tempo t ~ ti. A
frente s(t) ~ o primeiro plano de carga e o plano, .
em x ,':'e o de Interesse.
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FIG.17A - Distribuiç~o unidimensional transicnte da densidade

de carga no i nter iOl~ do i 50 I ante para t..:: ti e com
~o =1.0 (no alto) e ~o= 2.5 (embaixo).
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0.66
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FIG. 178- Distribuiç~o unidimensional transiente da densidade

de Cêwgu no inter ior do iso! ante para t L ti e com

~o= 7.5 (no alto) e ~o= 12 (embaixo).
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FIG. 18 - Dotallles das osci laç~es da corrente antes e depois,
do tempo tZI com ~o indicado em cada 9rafico~ A
linha traceJada representa a corrente estacionaria.



A P Ê N D I C E A

Definiç;o dos sfmbolos usados neste trabalho:

J = densidade de corrente em unidades reais.
J =

fi
11

admen~ional.

.

" fi" ,
Jo=

estacionaria.

,
E ::::campo

eletrico em unidadesreaiS.

e =

11 "
admensional.

e1=

11
/I 11

em x :::1 .

eo:::

fi ti "
em x = o.

o

" " 11
(

ê •••
estacionariox = 1.1- em

o

/I " " /I
X = O.eo=

p' =densidade decargaemunidadesreaIS.

=

fi "
admensionalp

=

1/
1//I
X = 1 •Pi em

Pc

= 1/
1/" X == O.em

o

" ff11
,

Pi
= estacionariaemx= 1.

t'

= tempoemunidadesreaIs

t

="
admensional

to = tempo

de t r'~nsitodecargaI ivre.
"

-
da peloeletrodo.t = daemrssao cargae

-
X

=poslçao I inearemunidadesreais.

x =

11"
admensional.

L =

espessuradaamostra.

~ = mobil idade dos portadores de carga.

E = permissividade do material
A' ,

Co= capacitancia geometl~ica por unidade de area.

V = voltagem apl icada em unidades reais.

v = " "
admensional



(cont. ap~ndice)

,
Q :::carga por arca em unidades reais

"

"
admensionalq =

11

If" ,
qc =

estacionaria

w'::: frequ;ncia de oscilaç~o em unidades reais

If If d . Iw = a menSlona

em unidades reais

admensional
"

x :::O

""
k = densidade de carga em

K =

9 = razôo de gcraçao de pares de carga

a = coeficiente de recombinaç~o
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