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RESUMDPO

Neste trabalho efetuamos uma analise quantitativa das for-
cas que atuam entre particulas coloidais. Para isto dintegramos a
Equagao de Poisson-Boltzmann nao linearizada levando em considera
¢ao o tamanho finito dos jons. 0s resultados sao aplicados a sis
temas formados por esferas de poliestireno em dispersao aquosa.
Concluimos que as forgas repulsivas sao dominantes nestes sis-
temas permitindo-nos negligenciar as forg¢as atrativas. Tambem e-
fetuamos algumas comparagcoes dos mesmos resultados com dados expe

rimentads.
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ABSTRACT

We present a quantitative analisis of the forces acting
in colloidal particles. For this purpose we integrated the nonli
nearized Poisson-Boltzmann Equation by a numerical method. We
took in accont the finite size of the ions and applied the re-
sults to systems formed by polystirene spheres in aqueous disper
sion. We were able to conclude that the attractive forces can
be neglicted in front of the repulsive forces. We also were able

to perform same comparasion com experimental data.



CAPITULO 1

INTRODUCAO - O SISTEMA

0 assunto inspirador deste trabalho e a cristalizagao de

esferas de poliestireno, isto e: esferas de poliestireno-monodis-
persas (diametro na ordem de 103 K, com desvio padrao muito bai-
X0 - ~2%)(]), quando ém solucdo aquosa e sob certas condigoes dis
poem-se regularmente, estabe]ecendo uma estrutura crista]ina(2'4).

Estas esferas de poliestireno sao obtidas por metodos es
peciais de po]imerizagéo(]’B). Durante a polimerizagao, sao incor
poradas na cadeia original do polimero grupos -[503 } 0s quais se
distribuem regularmente pela superficie da esfera. Desta forma a
esfera comporta-se como uma imensa molécula de acido, desprenden-
do Jons HT quando em solu¢ao aquosa, enquanto a mesma adquire uma
carga negativa da ordem de 103 cargas elementares.

0s cristais podem Ser obtidos dispersando em agua deioni
zada, e na concentracao conveniente, as esferas de po]iestireno(42
Apos alguns dias (ou semanas) a solucao torna-se iridiscente. Es-
ta iridescencia foi atribuida por Luck e co]aboradoreé (6) 3 re-
flexao Bragg da luz visivel, nos planos constituidos pelas esfe-
ras ordenadas.

A fase nao ordenada da dispersao caracteriza-se por uma
baixa concentrac¢ao de esferas de poliestireno, ou pela presenca a
dicional de e]etr61ito<3) (por exemplo: KC&) junto a solugao de

esferas. 0 contraste entre estes fatores (concentragao de esferas
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- concentragao de eletrolito) proporciona desde a fase totalmente
dispersa, passando pela fase de coexistencia (isto e: podemos ter
um precipitado iridescente, constituido de “cristalites"(7), e um

meio de aspecto leitoso, no estado disperso), ate a fase de total

‘cristalizagao.

SOBRE ALGUNS MODELOS.Foram ja propostos varios modelos para expli
car a cristalizacgao das esferas de poliestireno. Por exemplo,Luck
e co]aboradores(ﬁ) consideraram que o ordenamento das esferas era
devido ao segundo minimo da interacgao coloidal. Minimo este que e
determinado pela energia repulsiva proveniente da interacao ele-
trica esfera-esfera, ion-ion e esfera-ion, e pela energia atrati-
va devido as interacoes Van der Waals-London(®). porem medidas fei

(2-4)

tas nestes cristais , revelaram parametro de rede na ordem de

ate oito vezes o diametro da particula, e como veremos no proximo
capitulo, a energia de Van der Waals para estas distancias e in-

-21

significante, sendo da ordem de 10 ergs. Para distancias meno-

res por exemplo a dois diametros a energia sera da ordem de 10”17
ergs (ver capitulo II).

R.Williams e R.S.Crandal(z), propuseram uma analogia com
o Cristal de Wigner, o qual basicamente consta de um fundo de car
ga positiva distribuido continuamente e de cargas negativas pon-
tuais de tal forma que a carga liquida e nu]a(]o). Mostra-se que
tal sistema e estavel numa configuragao cristalina. Medeiros e Sil
va, J. e Mokross,B.J.(]]) fizeram uma extensao do conceito de Cris

tal de Wigner, onde assumiram que a interagao carga pontual-carga
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pontual e carga pontual - fundo de carga nao era a simples intera
gao coulombiana, mas sim coulombiana blindada. Desta forma foi de
senvolvido o que denominaram "Cristal de Wigner Blindado". Com is
to procuraram explicar a transicao de fase bcc-fcc emasistemasde
esferas de poliestireno de baixa densidade.

Em sistemas de esferas de poliestireno de alta densidade,

Hashisu S. e Kobayashi Y. (ver capitulo III) puderam verificar a
teoria de Kirkwood Alder, mostrando assim que o efeito de empaco-
tamento de esferas duras e o responsavel pela transigdo de fase
1iquido-solido.

No presente trabalho estudaremos um sistema especial de
esferas de poliestireno. Consideraremos este sistema constituido
somente de agua pura e as esferas de poliestireno. Este sistema i
‘deal, e aproximado na pratica quando se mistura na dispersao de
esferas, resina trocadora de jons. M.K. Udo e M.F. Souza(4’]2) e-
fetuaram medidas do parametro de rede neste sistema,pelo metodode
Debye-Scherrer, utilizahdo luz de laser de argonio. Alguns resul-
tados destas medidas estao na tabela 1-1 e 1-2.

No Capitulo II, efetuaremos um calculo minucioso da ener
gia atrativa entre duas particulas esfericas, devido interagao de
Van der Waals-London. A finalidade deste capitulo foi, atraves de
resultados quantitativos, verificar a importancia das forgas de
Van der Waals-London na cristalizagao das esferas, conforme foi
invocado por Luck(7)Q

As experiencias de Hashisu S. e Kobayashi}Y.(3) e KoseA.

e Hashisu S.(13) nos pareceram decisivas para a explicagao do me-



-04-

canismo de cristalizagao das esferas de po]iéstireno. No capitulo
I11 reproduzimos os resultados por eles obtidos e introduzimos o
que denominamos "modelo da celula", com a finalidade de calcular-
mos a enerdgia repulsiva entre as esferas. Tambem no mesmo capitu-
- lo, estabelecemos a "Equagao de Poisson-Boltzmann" para o modelo
da celula. |

A equacao de Poisson-Boltzmann referida no paragrafo
anterior, e uma equacao de segunda ordem nao linear. Desta forma
sua resolucao esta vinculada a proéessos numericos. 0 capitulo IV
e destinado a metodos numericos para resolucao desta equagao, que
envolve processos interativos para a transformagao de valores de
contorno em valores iniciais, assim como para a normalizacdo da
" solugao. 0 programa completo esta no apendice B.

0 mecanismo da cristalizacao proposto por Hashisu, Kobal

3,13) e discutido no capitulo V juntamente com os re-

ashi e Kose(
sultados obtidos no capitulo IV. Fizemos os calculos para dois ti
pos de esferas de po]iestireho, para os quais temos os dados com-
p]etos, e estes dados estdao na tabela 1-1 e 1-2. As esferas foram

adquiridas comercialmente da "Dow Chemical Company".
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TABELA 1~1 - Diametro = 1090 A, (desvio padrao ~ 2,5%)
o= 6,3.103 St.C’oul/cm2 (densidade de carga superficial)

1 =4898  (N? total de cargas elementares na superficie)

N{esferas/cmd) a(cm)

(fcc) 6.2x10'3 3.6x107°
(fecc) s5.56x10"°  3.7x107°
(fcc) 4.9x10'° 3.9x10°°
(fcc) 3.88x10'%  4.2x107°
(fec) 2.63x10'°  4.8x107°
(fec) 2.53x10'°  4.9x107°

1.91x10'3  4.2x107°

)
)
)
(bcc) 1.32x10'°  4.7x107°
)
)
)

1.2x10'3 4.9x10"

1.1x10'3 5.0x10"2

(bce) 9.55x10'%  5.3x107°
(bcc) 8.53x10'2  5.5x107°
(bce) 6.55x10'2  5,9x107°
(bce) 6.03x10'%  6.1x107°
(bce) 1.31x10'%2  g.gx10">
(bcc) 1.14x10'2  8.7x107°
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TABELA 1-2 - Dimetro = 910 R, (desvio padrao ~ 6,5 %)
o= 8,7.103 St.Coul/cm2 (densidade de carga superficial)

7= 7625 (N® total de cargas elementares na superf{cie).

N(esferas/cm3) alcm)

(fce) §.64x\013 3.0x10'5
(fec) 4.82x1003 3.6x10°°
(becc) 2.41x10'3 3.7x107°
(becc) 1.21x1013 4.6x107°
(bcc) 9.64x10'2 5.2x107°
(bcc) 8.68x10'° 5.3x10°°
(bec) 7.71x10'2 5.5%10 >
(bec) 7.23x10'2 . 5.5%107°
(bcc) 6.75x10'°2 5.6x10" >
(bcc) 5.78x10'°2 6.2x107°
(bcc) 3.04x10'2 7.6x10"°
(bcc) 2.41x10)° 8.1x107°
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CAPITULO 11

POTENCIAIS ATRATIVOS

1 - Interacao de Van Der Waals-London

A intencao deste capitulo e obter a energia atrativa de
vido as interagoes do tipo Van Der Waals-London, para o sistema
de particulas de poliestireno esfericas.

No apendice A, mostramos uma maneira para se obter a re-

lagao para a energia potencial entre dois atomos:

E = =F (2-1)

Entao, seguindo H.C. Hamaker(]), obteremos a energia de
interacao entre duas particulas constituidas de iqual substancia,

contendo g atomos por cm®.Mediante a formula (2-1), teremos:

E==<gq dv_ J}- ;%—) q dv_, (2-2)
1 2
onde v, = volume da particula 1
v, = volume da particula 2
u = constante de London - Van der Waals (veja apendice A)
r = distancia entre os elementos de volume dv, e dv,

Para o caso de duas particulas esfericas, podemos efetu
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ar a integral (2-2), observando a figura 2-1,

Figura 2-1

Elemento de volume na esfera 1.

onde consideraremos inicialmente a energia potencial de interacao
Ep, entre um atomo em P e uma esfera de raio Ry, centrada em 0.

Para esse intento, consideraremos a superficie (ABC) que

pode ser calculada por:

6
- 2
SABC = gfdw de r* sen e, (2-3)
Q

donde
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= . 2 -1).
S apc * 2m r* (cos 8, »1),
Porem

R,)2 = (R -r)? , ou R} = R%+ r® - 2r cosf, ,

donde

S =
ABC T T

[gf - (R - r)Z} : (2-4)

Assim podemos escrever, utilizando as equagoes (2-1) e (2-4)

dEp = -7 i% q ~%— [Rf - (R-r)z] dr , (2-5)

e integrando obtemos,

1 2R, 2R, 1 » 1 |
E_ = -7y % . [ + + - ] . (2-6)
P 12 L(R+R1)? (R-R;)? (R+R1)2 (R-R;)?2

Agora considerando a figura (2-2), faremos a outra parte

da integral (2-2).

Procedendo da mesma maneira que o caso anterior, podemos

escrever:

r+R,

E = fs an[Rg-(r-R)z]dR,
| P r

r-R,
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onde Ep e a energia potencial entre a esfera de raio R, e qual

quer atomo sobre a superficie (DFP), dada por %ﬁ [Rg -(r-R)g} on-

de R & sua distancia ao centro da esfera 1.

Figura 2-2

Elemento de volume na esfera 2

Explicitando a equagao anterior teremos:

r+Rk,

E= - l’fﬂi‘i.j E}i _(r_R)z]L 2R + 2R + 1 - 1 ] dR (2_7)
12r R+R;)® (R-Ry)®  (RR ¥ (R-Ry)?
r-R

2

que fornece
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2 2
£ ____,n.2q . _]_ [ 2R1 Rz + 2R1 Rz + 4N r —!R1+R2! ) (2-8)
6 Lr2-(R1+R;)% r2-(Ri-Rz2)2  r2-(R;-R,)?2

Esta expressao ficara muito mais simples depois que consi
derarmos R, = R, (que & o nosso caso), e definirmos C = r/2R,

Desta forma podemos escrever a equacao (2-8) usando como

unidade de comprimento, o proprio diametro das esferas.

2
E=-n2q% . ] [] 42 on C']]. (2-9)
12 Lc3-1 ¢? c?

Na Figura 2.3 apresentamos os resultados numéericos para

e(c)= E/A (equacao 2.9), onde

b=y
1"

m2q%u , (2-10)

e a constante de Hamaker. (Ver apéndice A).

0 resultado apresentado pela equac¢ao 2-9 e o mesmo obti-
do por Hamaker(]). Para utilizarmos este resultado na obtencao da
energia potencial entre duas esferas, faz-se necessario que conhe
camos o valor da constante A (equagao 2-10). No apendice A, apre-
sentamos um procedimento para estimar a constante de Hamaker, A.
Este valor varia de substancia para substancia e sua ordem de gran
deza(3’4)é de 10713 ergs.

OQutro fator a ser levado em conta para o calculo de A, e

0 meio onde as esferas estao imersas. Se AH se refere a intera -



(a) ‘
2 2,2 2'4 2’6 2. 8 3.0
0 T T T T T T Y v ' K
0 o
V)
- 5x10%L
Cc
5 6 | 14 8
(b) o ' ' )
= F c:r/ 2R,
(:)— r = distancia entre os
L centros das esferas
! R, =raio das esferas
L
- 2xl0‘6L

Figura 2-3

Energia Potencial devido a interagao Van der Waals-London
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¢do entre atomos da esfera, A,, entre os do meio e Ay, entre ato-

mos da esfera e os do meio, utiliza-se para a constante de Hamaker

a expressao equiva]ente(]’s)

A= Ay +Ay, - 2R, (2-11)

2 - Efeito do retardamento na Atragao "Van der Waals-London"

As forgas Van der Waals-London sao de natureza eletrica,
e necessitam de um certo tempo para sua propagacao. Na teoria de
London o tempo e completamente negligenciado, uma vez que ele faz
uso da equagao de Schrodinger nao re1atisttica(3). Quando as dis
tancias vao se tornando grandes faz-se necessaria uma corregao
relativistica.

As forgas de Van der Waals-London sao determinadas admi-
tindo-se que um dipolo temporario de um atomo pode induzir um di-
polo num segundo atomo. Porem a velocidade finita de propagagao
da agao eletromagnetica, faz com que o dipolo induzido sofra a a
cao do dipolo indutor atrasadamente, por um tempo igual a rn/c(on
de r @ a distancia entre os atomos, n o indice de refragao do
meio, e c, a velocidade da luz.) A reagao do dipolo induzido so-
bre o primeiro e retardado pelo mesmo tempo, e se ao cabo do tem-
po total de 2rn/c a diregao do primeiro dipolo & alterado por 909
a fokga exercida & nula, e se & alterada por 180°%, ao inves de u-

ma atragcao, teremos uma repulsao.
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Casimir e Po]der(z) conseguiram dar uma descrigao quan-
tica exata da influencia do efeito do retardamento na teoria de Van
der waals-London. Eles mostraram que para distancias relativamen-
te grandes, a energia potencial na realidade e menor que a dada

~pela equacao (2-1). A relacgao que obtiveram foi:

Eret = ELondon - (P (2-12)
onde
p = 2Twr
A
A = comprimento de onda correspondenie a fre-
quencia v das oscilagoes eletronicas pro-
prias do atomo.
e

f(p) = 1,01 - 0,14 p; 0<p<3 (2-13 a)
f(p) = 245 . 2,04, 3<p (2-13 b)
p p?

Para valores grandes de p , a equagao (2-13 b) ficara:

f(p) = 2,45 _ 2,45\
p 2 mr
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que levado a equagao (2-12) da

2,45p)
E T e 2 , (2']4)
rt 27 r’

onde usamos tambem a equagao (2-1)

A ordem de grandeza de A 6:10'5cm. Assim para p-~10, qUe

corresponde a r ~200 R, teremos

Eop = E . (0,245) (2-15)

Desta forma para p > 10, ou para r > 200 R, o efeito do
‘retardamento na energia entre dois atomos iguais, devido a intera -
cao de Van der Waals-London e significativa e, ndo e mais propor-
cional ao inverso da sexta potencia que os separa, mas sim da se-
tima potencia.

Neste caso a equagao equivalente a (2.2) ficara:
- oA ‘
Er‘et —f qu1 / (‘ :;——) q de
vV, v,

e procedendo como no caso anterior, obteremos:

R+R?

E =-mu q'{'——]——[R2 - (R - r‘)"’} dr, (2-16)
P Rrs !

R-R,

onde Ep e a energia potencial entre um atomo e uma esfera de raio
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- 3 " - .
R, composta de q atomos por cm”, sendo que a distancia entreseu

centro e o atomo e dado por R.

Integrando a equagao (2-16) obteremos

wural 3R, 3R ] ]
F = U q[ + + - ] (2.”)
PR L)Y R-R)Y ReR)T (R- R

Assim, levando este resultado a equagao (2-15) temos:

r+R?
Epet =/ €, - am Bl:Ri - (r - R)ﬂdR,
r
r=K,
ou
(HR2
3R 3R
E ot | [ oy LI ].[Rg- (r-R)z]dR . (2-18)
(R#R,)*  (R-R,)" (R+R,)®  (R-R;)]
r-R,
Novamente se fizermos r = 2 RIC, teremos:
2 2 4 2_ 2
£ = -TuAE )] [-3C+8C5+1 .2 on c]_ (2-19)
1 60 C (C2-1)3 c? c2-1

Na Figura (2-4), damos os resultados numericos de

eR = Eret/B ’
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onde B equivale 3 constante de Hamaker e & definida por:
2
p= T B4 A R, (2-20)
Ry
C
(O ) 2'0 2'2 2’4 206 258 390
-0 T T T T ]
Figura 2-4: Energia Potencial devido a
—_ R interagao Van der Waals -
3 London com o efeito do
w retardamento.
-sxio*L
c
(b) 5 6 7 8
0 T
c=r/2R,
E r = distdncias entre os
w ceniros das esferas
= R; =raio das esferas
-5x10°7 |
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3. Comentario

Para as consideragoes finais a respeito das interagoesde
Van der Waals-London em nosso sistema, consideraremos a equagao
(2-19), isto e: levaremos em conta o efeito do retardamento. Isto e
necessario uma vez que as esferas de poliestireno comegam a se
cristalizar , quandb a constante de rede e da ordem de oito vezes
o diametro das esferas(6’7), isto e: cerca de 8000 R. Como vimos
na equagao (2-15) para distancias maiores que 200 R, o efeito da
retardacao e marcante.

Usando os valores para A = 10713 ergs, R, ° 5.10°% cm e

A= 10'5 cm, podemos entao calcular a energia potencial entre duas
esferas. Consideremos C = 2, isto € a distancia entre os centros

das esferas igual a dois diametros das mesmas:

N 217
Eep(C=2) = 10 7 ergs (2-21)

4

Este valor vai diminuindo 3@ medida que C aumenta. Para

C = 8, teremos:
E.(c=8) =- 10"2lergs (2-22)
ret

Agora, consideremos a energia cinetica media de transla-

¢cao por esfera, como sendo

Ey = —%— kp = 10713 ergs (2-23)
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De posse destes valores, podemos adiantar uma importante
conclusao. Como vemos pela equagao acima a energia potencial por
particula, em modulo e muito menor que a energia fornecida pela a
gitagio-térmicé. Portanto com estes valores nunca poderemos  ter

um sistema ordenado estavel, mostrando assim a incompetencia da

forca de Van der Waals-London para explicar a cristalizagdo das

esferas de poliestireno.
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APENDICE A

FORCAS DE VAN DER LONDON PARA 0 ATOMO DE HIDROGENIO

Por questao de simplicidade obteremos o valor da energia

de interacao entre dois atomos de hidrogenio *.
' Se a distancia inter-nuclear entre dois atomos de hidro-
genio R=rAB for suficientemente grande, poderemos assumir para o
sistema uma fungao de onda nao perturbada do tipo produto de duas

funcoes de onda de hidrogenio (1s).

v = v, 1)y (2) (A-1)

A perturbacao para esta fungao consiste dos termos da e-

nergia potencial

2
e e
HY = -2 ° + 2 .0 (A-2)

rs, -rAz "ag r,

onde

B, ° distancia entre o niucleo de B e o eletron de A
rAz : distancia entre o nucleo de A e o eletron de B
rag ° distancia inter-nuclear

r : distancia entre os dois elétrons

Se 0os dois atomos estiverem sobre o eixo Z, poderemos ex
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pandir (A-2) em uma serie de Taylor em poténcias inversas de

R= Pag-

eZ
H' = —% (X) Xg + Y1¥s- Zzlzz) +

o fw
o
-~
—
~N
'
-~
N

+ (2X1X2+ 2y,¥,~ 3 2122)(2‘1-22) *

+ 3- —; r?2 r3 - 5 r2z2- 5 r2z2- 15 2222 +
4 R

+ 2 (X X+ ¥, ¥,+ 4 zlzz)z}>+ .. (A-3)

onde assumimos R = rpp >> que as dimensoes do atomo e X1s ¥y 23
se refere as coordenadas do eletron do primeiro atomo relativamen
te a seu nucleo; Xos Yoo z2 sao cobrdenadas do segundo eletron
re]atwvamente a seu nucleo. |

A primeira parcela do segundo membro da equag¢ao (A-3),se
refere a interagao dos momentos de dipolo dos dois atomos, a se-
gunda, a interaggo de dipolo e quadripolo, a terceira de quadripo
1o quadripolo, etc...

Faremos somente os calculos para a interagao dipolo-dipo

lo. Usaremos para isto a equac¢ao seguinte para perturbagao de 2a.

ordem:
12 [ 2 0 ] [
I (UL U gg:'wz "'k W ok (A-4)
ow Mg KL ue e ue - ue) |
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onde em nosso caso, K =0, e dad:

ﬁ"*(H')ZWdT (A-35)

)

(H'Z)OO

o ™

Wy = - — , etc... (A-6)

o

Entao precisamos resolver a equagao (A-5), com

e2
| 0
H' = ~R—3- (X1 X+ ¥Y1¥,- 2 2,2,) - (A-7)
donde
l’ .
(H'2) = —l;% fxp“ (x2x2+ y2y2+ 4z32z23) ¢° d7

onde excluimos os termos cruzados, pois suas integrais sao nulas,

ou

Ze“ Y —
' 2
(H'2),, = ——3R2ﬁ° * r2r2y’dr = ———3: r ri (A-8)

Temos que o valor para r? @ dado por:

— a’n*
rz =9 21 4 3[1 J (1) - ”3] (A-9)
72 2 r?
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onde a, e o raio de Bohr,, e para 0 nosso caso

2

r<= 3 a

[~ & ]

assim, a equacao (A-8) ficara:

fe' 1
(Hy = 220 (A-10)
00 RG

Agora levando estes valores, equagao (A-6), e (A-10) na

equacao (A-4), teremos

RE (A-11)
Se fizermos 6 e _2a_% -y, w3-+ E, teremos finalmente

E o= - M (A-12)

Com os valores a = 0,5285 R e de e, = 4,8 . 10°10

St Coul, teremos
u = 5,710 %% St Coul?x cm (A-13)

Agora se considerarmos q ~ 102%, podemos estimar o va-

lor da constante de Hamaker**,



9% u (A-14)

A Zg.q0 €rgs (A-15)

* PAULING and WILSON, Introduction to Quantun Mechanics - McGraw
Hi1l - New York - 1935

** HAMAKER, H.C., Physika 4, 1058 - 1937
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CAPTTULO III

POTENCIAL REPULSIVO

1 - Transicao de Fase do Tipo "KIRKWOOD-ALDER"

Em 1939 Kirkwood(]) verificou a interessante possibilida
de de havertransicao de fase num sistema de esferas duras, entre o
estado 1iquido e o solido na ausencia de potencial atrativo. Ele
mencionou que num sistema constituido de esferas duras, a transi-
cao pode ocorrer quando a fracao volumetrica das particulas exce-
de um certo valor.

A partir de 1959 B.J. Alder(2) iniciou uma série de pu-
blicagoes sobre estudos em "Dinamica Molecular". Acompanhando 0
crescente desenvolvimento dos computadores, foi possivel a Alder
simular gases, 1iquidos e um tipo especial de solido cristalino,
constituido de esferas duras.

Neste processo, "Dinamica Molecular", cada elemento do
sistema (que pode ser uma esfera) e acompanhado no intento de a
cada instante conhecer sua posigao e velocidade. Assim muitas pro
priedades do sistema podem ser conhecidas. Por causa desta carac-
teristica dinamica este processo foi inicialmente proposto para
se estudar fenomenos de relaxagao e propriedades de transporte.

Utilizando este metodo Alder, Hoover e Young(3) determi-
naram que no sistema de esferas duras, quando se tem uma fracgao

volumeétrica ao redor de 0,5 a transigao 1iquido - solido tem ini-
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cio e se completa totalmente, quando temos uma fragao volumetrica

ao redor de 0,55.

Evidéncia Experimental da Teoria de Kirkwood-Alder - Trabalhando
com esferas de latex, Kose e Hashisu(4) conseguiram mostrar que a

cristalizacao de esferas de latex monodispersas era devido ao em-
pacotamento de esferas duras, conforme a teoria de Kirkwood-Alder.

Num primeiro trabalho Kose e Hashisu(4) fizeram uma dis-~
persao em benzeno (C.H. ), das esferas de latex, e verificaram que
a transicao liquido - solido teve inicio ao redor da fragao volu-
metrica de 0,5 e quando a mesma atingiu a proximidade de 0,55, to
da dispersdao encontrou-se na fase solida.

Algumas observagOes sobre esta experiencia sao importan-
tes. Primeiramente o liquido dispersante, no caso o benzeno, foi
escolhido a fim de ndo haver nenhuma interacgao eletrica entre as
esferas do tipo dupla camada, pois nao ha dissolucao ionica no
benzeno. Em sequndo lugar a semelhanga na estrutura molecular en-
tre o benzeno e o material escolhido por eles para as particulas,
assegura que a interagao de Van der Walls seja quase nula (ver e-
quagdo (2-11) do capitulo anterior). E finalmente, para concentra
coes cuja fracao volumetrica se situa entre 0,5 e 0,55 ha a coe -
xistencia das duas fases, solido e liquido. “"Cristalites" vao se
formando e precipitam devido a sua maior densidade em relagao ao
meio(4).

Hashisu S. e Kobayashi, Y.(s), repetiram a experiencia,
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sO que agora com dispersdao aquosa em que variavam a concentragao
de eletrolitos. Eles prepararam uma dispersao de esferas de poli-
estireno com diimetro médio de 1820 R, em agua com diferentes con
centracoes de KCL. Obtiveram assim o diagrama de fase mostrado na

Figura (3-1).

0,6

8 fase ordenada

- 0,4+

-

~®

= fase de

% coexisténcia

>
l (o]

{o]

(&7

© 0,2

w fase desordenada

0 | i 1 i

1076 10=4 1072 10°
Concentracdo de KCl, mol/I

Figura 3-1

Diagrama de Fase

Neste ponto temos que fazer importantes conclusoes basea

das nos resultados apresentados pela Figura (3-1). Em primeiro Tu
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gar podemos reforgar a ineficacia das forgas de Van der Waals-Lon
don para explicar a cristalizagao, pois,se a cristalizacao e cau-
sada por a]guma forca atrativa, com a diminuicao da concentragao
de eletrolito (que corresponde a um aumento na forga repulsiva),
-precisariamos de um aumento na concentracdo de esferas, e 0  que
temos e exatamente o contrario. Por outro lado podemos interpre -
tar este resultado a luz da teoria de Kirkwood-Alder. Para altas
concentragoes de eletrolitos, a parte difusa da dupla camada ao
redor da particula, praticamente nao existe. A medida que a con-
centracao de eletrﬁ]ito vai diminuindo a camada difusa vai se pro
nunciando cada vez mais. Desta forma vemos pela Figura (3-1) que
para concentragoes baixas de eletrolito a fragao volumetrica exi
'gida para obtengao da fasevordenada e muito inferior a prevista
por Kirkwood-Alder sugerihdo que as esferas passassem a ter um
raio efetivo maior que o raio proprio da esfera. Ja no outro ex-
tremo, para concentragoes superiores a 10-2- vol/litro de KCZ2, a
camada difusa e praticamente-inexistente e o volume a considerar
€ o volume proprio de cada esfera, e ai, a fragdao volumetrica e-
xigida para o comego da cristalizagao e muito proxima a prevista
por Kirkwood—A}der.

Desta forma assumiremos que o mecanismo responsavel pela
transigao de fase 1iquido-solido no sistema de esferas de polies-
tireno e devido ao efeito Kirkwood-Alder, e nosso intento a par -
tir daqui e o de fazer um tratamento quantitativo deste sistema.

Assim calcularemos a energia repulsiva do sistema,(e com
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esta finalidade dedicaremos o restante deste capitulo e o seguin-
te) com a intencdao de confronta-la com a energia atrativa devido
as interagoes de Van der Waals-London, e evidenciar quantitativa-
mente a ineficacia destas forcas para a explicacdo da  crista-
~lizagao, alem de nos fornecer elementos para explicarmos o ordena

mento das esferas.
2 - A Equacao de Poisson-Boltzman

A Dupla Camada Eletroquimica - 0 conceito da dupla camada foi in-

troduzida por Gouy(s) e Chapman(7'18),

e a representacao matemati
ca desta ideia e a equagdo de Poisson-Boltzmann. Esta equagao sur
~ge, por exemplo, quando imaginamos uma particula no interior de
um 1iquido, e assumimos que algumas cargas da particula podem sair

da mesma e ir para o liquido. Se admitirmos que a estatistica de

Boltzmann vale, poderemos escrever:

19) A equagao de Poisson deve ser verificada:

Vo (e E) = 47 p : (3-1)
€ = constante dieletrica
p = densidade de carga eletrica

20) As cargas que saem da particula formam como se fosse
uma nuvem ao seu redor. Agora se admitirmos que 0
meio onde se encontra a particula tem uma certa con-

centragao de eletrolito, teremos:



——

o = e, ‘],N:] n$ Z, exp (- U/ kT) (3-2)
onde

e, = carga elementar

N = n0 de especies de jons

n? = concentrac¢do do jon "i" quando Ui =0

Z; = valencia do ion "i" com seu respectivo sinal.

u, = energia do jon "i"
k = constante de Boltzmann
T = temperatura absoluta
Usando a relagao E = - V P mais as equagoes (3-1) e

(3-2) teremos:

Vo (e V 9) = -4me zg n? Z; exp (- Ui/kT§ , (3-3)
i=1 '
onde P e o potenéial elétrico medio
Esta e a equagao de "Poisson-Boltzmann Generalizada".
Seu carater geral reside no fato de n3ao termos ainda ex-
plicitado a dependencia da constante dieletrica € com o campo e-

letrico, nem o modelo para a energia Ui'

No nosso caso especifico, usaremos coordenadas esfericas e fa-

remos a aproximagao U, = e, Z;P, isto e usaremos somente a ener-

gia de interagao ion-campo.
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A Influencia do Tamanho Finito dos Ions na Distribuigao de Cargas
Um fator que a equagao de Poisson Boltzmann, da forma que esta es
crita em (3-3), n3ao leva em conta e o tamanho finito dos jons. Em
(3-3) e assumido que os jons sao pontuais, porem em muitos casos,
principalmente quando o valor (em modulo)do potencial eletrico e
elevado, .hegamos a valores para.a concentracao ionica muito aci-
ma de valores fisicamente possiveis. Por este motivo faremos uma
corregao na equagao de Poisson-Boltzmann generalizada.

Varias tentativas foram feitas, para levar em conta o ta
manho finito dos Jons, no calculo da distribuig3o de Jons (equa -

y (10-12)

gao 3-2 Nos empregaremos o metodo desenvolvido por Wick

e Eigen(]]). Este método tem sido criticado(!?)

s pPor nao levar em
conta a interagao entre os ions positivos (H§ 0). As interagoes

entre os jons positivos tornam-se significativas a medida que sua
concentragao aumenta, porem as altas concentragoes ocorrem,em nos
so sistema, nas proximidades da esfera numa fina camada. Tambem,

resultados obtidos por esta aproximagao tem-se comportado harmoni
osamente com dados experimentais obtidos em medidas de tapacidade

(13)

de dupla camada . Alem do mais esta e, sem duvida, uma aproxi-

magao melhor que a de jons pontuais.
Usando a aproximagao . U; = ¢, Zi # na equacgao (3-2) te-

remos,

N _
p=ce Z Z; n; (r) (3-4)
1

0



-365-
onde

n;? exp (- e Z.B(r)/kT) , (3-5)

ny(r)

isto e: n; (r) e a concentragao de jons do tipo 4 no ponto r.

E esta a equagao, (3-5), que devemos modificar, pois a
concentragio-ni(r) pode crescer indefinidamente, quando
- eOZi P (r)/kT > 0 cresce. Porem, os jons tem tamanho finito, e
assim, por maior que seja o valor de -eoZiﬂ (r)/ kT, a concentra -
¢ao precisa atingir um valor maximo, determinado pelo volume ocu-
pado por cada jon.

Vamqs considerar uma camada esferica ao redor‘da esfera
de poliestireno, com espessura Ar o suficiente para que possamos
considerar P(r) constante no interior desta camada. Se o volume ]
cupado pelo jon "i" E v , teremos N = 1/v celulas que devem ser
ocupadas por ni(r) Jons por unidade de volume. Ent3ao o numero de
celulas vazias por unidade de volume sera: N - ni(r). Agora se
AV e o volume da camada esferica teremos AV/v = NAV celulas, das
quais - ni(r) AV sao ocupados pelos ions de tjpo "i" e (N-ni(r»AV
restantes sao vazias.

A fungao particdao sera
7 = Z gie"ei/eT (3_6)
i

porem, consideraremos um Unico tipo de 7on na solugdao. Entdo ¢
e

nao precisa mais ser indexado, e (3-6) fica sendo



, (3-7)

onde o peso estatistico "g" e o numero de combinagdes possiveis
dos n(r) Fons ocuparem os NAV celulas disponiveis. € e a energia
do Jon quando dentro da camada considerada.

Como estamos assumindo que a energia € e apenas a ener -

gia de interacdao ion-campo, teremos:

AVN
z= : -exp [ -AVe, Z n(r) B(r)/kT] (3-8)
AVn(r)
ou
2 = lavn]: exp[-AVeoZn(r)D(r)/kT] .‘ (3.9)

[AVn(r)]!-[AVN—AVn(r)]i

Considerando a aproximagao de Stirling: x! = x* e*, teremos:

Ny (M) exp [ -avN ] exp [ -ave, Zn(r) B (r)/kT] . (3.10)

[AVn(r)] avn(r) -exp[ -AVn(r)]-[AV(N-n(r) )] AV(N'"(r))-exp[-—AV(N-n(r))]

A energia livre sendo dada por

F(r) = - kT -————-2 ‘“(‘ ; : (3.11)
nr

teremos efetuando a derivada ‘
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dinz _ _ 3
3 n(r) dn

- {Zn [(AVN)AVNexp(-AVN)] = WNeoL n{r)B(r)/kT- AVn(r)Qn[Avn(r)]+
r

+ An(p) - AV(N-n(r))Qn[AV(N-n(r))}+ AV(N-n(r))}

ou,

iz . . AV{eb-Z B (r)/kT + zn[" (r J
a0 (r) | N-n(r)

fornecendo-nos a energia livre na forma

F(r) = AV k'l'-{e, <Z P(r)/kT+ zn[n(————%—]} . (3.12)
N-n (r

Considerando o sistema em equilibrio, todas as camadas
devem ter a mesma energia livre. Tomando uma camada em r e oOu-

tra em rs >> r, teremos:

& -Z f(r) + kT 2n E__ﬂiﬁl_{]= e-Z p(ry) + KT Rn[ n(rg) ]
N-n(r‘) N-n(r‘s)

(3-13)

entao

n(ry N NS) e z[p(r)-0(rg) /kT)
n (rs) N - n(r)

’
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e explicitando n(r), teremos finalmente:

n (rg) o€ L & B/KT

n(r) = (3-14)
1+ L ;S)' [e_e;AWkT-]]

onde

AP = B(r) - B (rg)

Assim sendo obtivemos a concentracao n(r) dos Jons na
posigao r , em funcao da concentracao dos jons na posicao n(rs).
Posteriormente escolheremos re adequado para esta expressao. Po-

demos analisar agora os dois extremos:

a) Para -e <Z A P/kT >> 0.

Neste caso teremos:

n(r) = N, (3-15)

portanto fornecendo um valor limite para a concentragao.

b) Para -e -Z AP/kT ~ 0, teremos:
n(re)
n(r) = n(rg) [1 %20 (1 - ——iﬂ . (3-16)
kT N

mostrando assim, que tambeém neste limite o tamanho dos Tons tem
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importancia.
Assim sendo, na equagao de Poisson-Boltzmann generaliza-
da (equagao 3-3) |
N
Vo (eVP)=s =4dn eo-Z— ni(r) , (3-3)

i=]

pelo fato de estarmos considerando o caso particular em que a soO-

lugao so possui um tipo de jon, a somatorica ni(r) fica sendo

N
2 ni(r) = n(r) =

=7 1.0 [e-e,,‘ZAﬂ/kT_-]]
onde usamos a equagao (3-14).

Entao (3-3) com este resultado ficara

-4, n(rg) e & ZOP/KT

- a_[?-e;ZAﬂ/kT ) {]

A Dependéencia da Constante dielétrica em relagao a intensidade do

Vo (ev@(r)) = (3-17)

Campo Elétrico. Para desenvolvermos o membro esquerdo da equagao
(3-17), precisamos explicitar a dependencia de ¢ (constante die-
letrica da agua) em relagao a r. Em principio, pensamos em usar
(19)

uma formula obtida por Booth , porem encontramos algumas  fa-

lhas no procedimento por ele adotado, o que levou-nos a derivar u
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-~ . - 5
ma nova equagao que relaciona € com 0 campo e]etr1co(] ).

A equagao assim obtida foi:

n
L) 2 P(mp) o 0, (oo
< 02+ dnVY). 3 ;%; 1(n) p:Q (n:p) & Q(p2q) (3.18)
kT

é;% Fz(")%;% P(n,p)(ég.QZUMQ)

~onde

n
IET S S £ R

Lokl (2n+1)! (2n + 3)

Fz (n) =

= (M g"-p . = (Py gP-q 9,9, (_1 | .
P(n,p) = (p) 5 ; %(EQ)-(q)8 12 Eﬂﬁ;n—+ §gﬁn] ;

0x(psq) = (§) 877 12“-[———1——-——-—]
g(p-q) &(p)
1 se x=20
g(n) =
3 se x#0;
n? = Tndice de refragdo da agua para comprimento de-onda longos

N/V = numero de moleculas por unidade de volume
u - = momento de dipolo da agua na fase gasosa
k = constante de Boltzmann

T = temperatura absoluta.
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Como podemps ver; esta expressao e demasiadamente compli
cada para se usar em cS]cu]ds computacionais quando estamos inte-
ressados em fesolver juntamente outro problema, como no'caso, a
équagio (3-17). Devido a estrutura de (3-18) lembrar a fungcao de

Langevin, podemos aproximar esta equagao por outra mais simples.

e=n% + 4“NHV(N020+2) A L (B (no% +.2)UVE )
@ 3EV B 2k T

(3-19)
onde | ‘
I & a fungao de Langevin (L(x)=cothx-1/x) , A e B sao
parametros ajustaveis e |
n, = 1ndicé de refrégio da agua para comprimento de on-
da Tonga.

u, = momento de dipolo da agua no vacuo.

A figura 3-2, mostra o comportamento das duas equagoes
(3-18) e (3-19). Os valores A=2,18 e B=2,35 foram ajustados de
tal forma a se obter a melhor aproximagio entre as duas equagoes.

Usando as abreviagoes

2mNMY (ne+2) 2 AL

3]
9 .V kT
g - Mi(ns?) |

2kT
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L%
=
)

e o fato que IE = -V P ; e para o nosso caso E =-2-% = - p', te
ar
remos
- 2 30» [ t
e= n?} - = [Foth(-sﬂ ) + 1/B¢] (3-20)
g’ |
Levando ent3o este resultado a equagao (3-17), e utili-
3D _ pr. 320 _ o
zando — = p'; — = P teremos
or or?
pr o+ (24 ELL )Yy 2T ()= 0 (3-21)
r e (') e(f')
onde
e (9') = [ (D]
ar
€ n(rs) exp (- eg Z A P/kT)
p(r) = . '
1 - I‘iél[exp (-€o ZA!D/kT)—]]
N
Agora explicitando é'(ﬂ') atraves da equagao (3-20) te
‘remos, .
e(p) = -3 & 1,80 P, 30 P coen(-pp) (3-22)
ﬂl SQth(‘Bﬂ') B ﬂl3 B ﬂl2
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Assim levando as equagoes (3-19) e (3-22) em (3-21) te-.

remos:

p'+F (r, 9, D) = 0 (3-23)

onde

F(r,0 9') = 2p/r + Anp/e(l)

] - 3 a + 6 o + 3a coth(-80")

e(P')senh?(8p') e(P')pP'>  €(P')pP’

(3-24)

A equacao (3-23) e uma equagao diferencial de segunda or
dem nao linear, A solucdao da mesma sera assunto do proximo capitu

lo.
3 - 0 Modelo da Celula - Energia Repulsiva

Consideremos uma unica esfera de po]ﬁestireno’co]ocada
na agua. lons H* oriundos dos radicais -[SO3H] presos a superfi-
cie da esfera se desprenderao e irao naturalmente para o meio a-
quoso na forma de H;O . A agitacao termica por sua vez tentara

espalhar os ions H§O por todo o volume Porem existe a atracao e-

letrica entre os ions Hgo e os radicais -[sog] presos na super-
ficie da esfera. Desta forma estabelecido o equilibrio, a situa-

¢ao se nos apresenta por uma esfera carregada negativamente, cir-
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90 T T T T T T T Y T
80 -

70

Referente equagao 3-18

Sor Referente equagao 3-19
20+
10 B 7
0 1 ) | | 1 1 | | 1
0 1x107 2x107
E,V/cm
Figura 3-2

Constante dieletrica da agua

cundada por uma nuvem tambem esferica de cargas positivas, cuja
densidade vai decrescendo a medida que nos afastamos da esfera.
De posse destas ideias podemos agora estabelecer que pa-
ra qualquer mudanga na forma da nuvem, ou seja na distribuicao de
cargas, criara forgcas que tenderao levar o sistema para o antigo

equilibrio, pois aquele foi assumido naturalmente.
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Neste ponto introduzirémos 0o que rotulamos de "modelo da
celula".

Imaginemos inicialmente uma dispersao de muito baixa den
sidade de esferas de poliestireno. Estas esferas, juntamente com
sua camada difusa constituida de hidronio (H;O).permanecem em
movimento no interior do 1iquido dispersante (no nosso caso a a-
gua). Eventualmente uma esfera se aproxima de outra, porem, 1logo
que as camadas difusas de hidrogenio comegam a se sobrepor, uma
forga comega a agir no sentido de}afaStE-]as. Podemos imaginar ca
da esfera dispersa, com uma energia cinetica media, fornecida pe
la agitacdo termica. Desta forma a aproximagao maxima, em media ,
que uma esfera pode alcangar em relacao a outra, sera determina-
~da por sua energia cinetica e pela forca de repulsdo oriunda ‘da
superposicao das camadas difusas de hidronio . Neste sentido podemos
falar de um "raio efetivo" da esfera de poTiestireno.

‘Agora tomaremos o outro extremo, e imaginaremos uma solu
¢cao de alta concentragao, e vamos nos valer do fato que estas es-
feras nestas condigoes (aTta concentragdo; auséncia de qualquerou
tro jon, a nao ser o hidronio; etc.), ée arranjam periodicamente,
jsto e, constituem um cristal. Nesta condi¢do, a de crista], pode
mos entao procurar ver como as cargas de H;O se arranjam por en-
tre as esferas de poliestireno. Como a carga total e nula, e 0s
ons ocupam lugares regulares, podemos imaginar uma superficie fe
chada envolvendocada esfera de poliestireno, de forma que contenha
um numero tal de Jons H§0 que faca com que sua carga total seja

igual, em modulo, a carga da esfera. Evidentemente esta superfi -
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cie deve ser igual para todas as esferas de poliestireno.
| Esta superficie com o seu conteudo, e 0 que constitui a
"celula®,
No presente trabalho, faremos a aproximagao na qual esta
superficie e esferica. Isto pode ser sugerido pelo desenho abaixo
(figura 3-3). A presenca de varias esferas distribuidas por todos

os lados, farao com que esta superficie se aproxime da de uma esfe-
ra.

1Y
Frm——————

| S

1
!
t
'
!
!

A

L
”

” -
rd

Figura 3-3
0 Modelo da Celula

Calculo da energia repulsiva para o modelo da celula. Imaginemos

um sistema constituido de uma unica esfera de poliestireno com
sua dupla gamada eletrica, no interior de um certo volume de a-
gua. Suponhamos que este volume seja esférito e que este, com a

esfera de poliestireno, seja concentrico. Vamos supor tambem que
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este volume de agua seja suficientemente grande para que as pare-
des do recepiente que o contem nao venha influir significativamen

te na distribuicao de jons.

Feito isto calcularemos a energia do sistema de dupla ca

mada, isto e a energia de formacio da distribuicao de Tons, na sua conforma

¢ao natural., Chamaremos esta energia de E_. Podemos agora pensar.
numa superficie esferica semipermeavel hipotetica, que permita pas
sar por ela moleculas de H,0, porem n3ao permita passar as molecu-

+ .. - . .
30. Inicialmente esta superficie tem o mesmo raio que 0

las de H
recipiente do nosso sistema, mas faremos seu raio diminuir muito
vagarosamente, de tal modo que atinjamos um outro estado, reversi
vel e isotermicamente,

Agora nosso sistema esta perturbado, no sentido que a ca
mada difusa exerce uma pressao sobre a superficie semipermeavel.
Neste ponto calcularemos a energia do sistema de dupla camada,que
chamaremos Egs.

Desta forma definiremos a energia potencial repulsiva do

sistema como:
Vo =  Eg - E, (3-25)

que e a energia necessaria para comprimir os jons Hgo, no sentido
estabelecido acima.

Vamos agora imaginar este sistema acima descrito, repre-
sentando a celula do nosso sistema de esferas de poliestireno. As

sim sendo calcularemos a energia potencial da celula atraves da
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definigao feita na equagao (3-25).

Figura 3-4

Uma celula com distribuicgdo de cargas na
camada difusa dada por p(r) e na camada
superficial por o

Tomemos como referencia a figura (3-4), onde procuramos

representar uma celula de raio Rg com a esfera de poliestireno

tendo raio R].

Para o calculo da energia de formagao deste sistema, procede-

remos da seguinte maneira:

a) Inicialmente,calcularemos a energia Wa necessaria pa-

ra construir a camada difusa, constituida de hidronio,

contendo carga total +Q

b) Depois calcularemos a energia Wb para se distribuir u

ma carga -Q uniformemente sobre a esfera de raio Rjy.

Assim sendo a energia total do sistema sera:
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m
fl

s Wa + Wb (3-26)

a) Podemos expressar Wa como:

Wa = ) ‘f E2 dv, (3-27)

8m v

0 campo eletrico E, por causa da simetria esferica da
distribuigao de cargas op(r), e nulo para r < Ri, e se estendede
ro= R ate r > o

Entao expressaremos a equagao (3-27), em duas parcelas:

R o
S
Wa = —— Jf E2 4qr2dr + —— E247r2dr (3-28)
8 = 8 m
R, Rg

Para Ry S r ¢ R, » o campo eletrico sera dado por:

Rjr dnr?p(r') dr'
E(r) = — (3-29)
e r?

Mas, usando a equacao de Poisson para simetria esferica:
L (=S IR P PYTS (3-30)

teremos:



E (r) = i
E(r) = =2 - 8" (r) (3-31)
r.2
onde gt = %%. (@(r) e @'(r) devidos a camada difusa)

ax RPN (RGP -

Assim sendo

Ex(r) = & - Ze0lr) o gi, (3-32)
rt r

Para r > RS , @ expressao para o campo eletrico sera

Dai

E2(r) = 202 (3-33)

Portanto a equagao (3-28) ficara:
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Wa
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+
O
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[N B

(3-35)
Consideremos a desiqualdade:
J r2 (82 40 < g grr2 (L2 gp =470 (11, (3-36)
3 dr R, er? e2 R, R

que se verifica‘pois 0 segundo membro da desigualdade acima, se
refere a uma distribuigao superficial das cargas sobre a esferade
raio Ri, e o primeiro membro se refere a uma distribuigcao de car
gas entre as duas superficies esfericas de raio R] e Rg.
‘Definiremos uma quantidade de Wa' , onde usaremos no lu
gar do valor da integka] do lado esquerdo da desigualdade (3-36)o0
valor da integral do lado direito da mesma desigualdade. Portanto

Wa' > Wa , e teremos isto em mente quando formos somar as .ener-

gias para obtermos a energia total do sistema, logo mais. Dai
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Wa' = aZ[‘ - ‘]+ 2 [_n(Rl)-MRsﬂ + 4"02[‘ - ‘]+ ¢
2 R, R e e2 LR, RJ &R

(3-37)

b) Quando da resolugao da equacao de Poisson-Boltzmann,
um dado que resulta conhecido, e 0 do potencial na superficie da
esfera de poliestireno.

Pressupondo este conhecimento & que escolhemos este meto
. do para obtermos a energia do sistema.

Seja entao 0, o potencial na superficie interna da dis-

+
tribuicao de cargas p(r) da célula, devido a propria distribui -
~¢ao p(r). Wb sera entio a energia necessaria para trazer a
carga - Q desde o infinito, em porgﬁes infinitesimais -dQ, ate a
superficie da esfera de poliestireno de raio Ry, onde ela e dis

tribuida uniformemente. Desta forma teremos:

E

AE = B, (-50Q)
AE = (o, -2 (-89

ot - (e
sE = (P, - %—%%) (-4 Q)
aE. = (9, - "AY) (.40

eR
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Assim sendo

: m m
W= P, Z (-AQ) + Z naQ_ 4 q (3-38)
n-1

— € R1

Agora passando ao limite, isto e A Q - 0, e fazendo

n AQ = aQ
, a + (0,1)
AQ = Qda '
teremos
] 2
W= -0Q8p, + f @ Q% 44 (3-39)
’ b € Rl ‘
donde
1 Q2
Wb = - Qp, + — (3-40)
2 e R,
Porem, podemos escrever:
P, = o, - —L (/-81)

.

onde ﬂRS e, o referido acima, potencial na superficie da esfera.

Desta forma:



- - 1 Q2
Wb = Q ”R - — (3‘42)
S 2 € R,
Assim sendo, E; = Wa' + Wb serd
2
EL = -< 0y PRIl O § az[] S 2“[¢(R1) "ﬂ(RS)]
s 2 e[ 2 R, R ] ¢
+ 41!82 [] _ ] ] + 82} : | (3-3)
€ R1 RS s:RS _

- Quando RS > o , teremos

é;= - Qﬂm+l el az.—1—+-2-g-E’(R1)’ﬂ(°°;} +
2 eR; 2 Ry €
o1, @ (3-44)
e? R, €2R$

onde @ _ significa o potencial na superficie da esfera, quando
RS + «, Assim podemos calcular a energia potencial definida na e-

quagao (3-25) :
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(3-45)

Agora vamos comparar os valores da primeira parcela com
os da segunda no segundo membro da equagao (3-45).
Para isto relacionamos abaixo a ordem de grandeza paraos

valores da equagdo (3-45)

9

i) Q (9, - ﬂRs) ~ 107 ergs para R, = 5R,
ii) Q (9 - ﬂRS) - 10"°ergs}para Rg = 18R,
(Obs.: 0s dados acima, i e ii, estao no capitulo V)
= RZP(R,)=0
47Q?2 -
e 2R ~ 2.107'? ergs para Rg = 5R,
2 -
im0 _ 6,6.10"1* ergs para R_ = 15R,
e2R S
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Assim vemos que a segundaparcela do segundo membro da equa-
¢cao (3-45) e despresivel em relagao a primeira parcela. Como a
discrepancia anunciada na equagdo (3-36) e (3-37) esta contida nes

ta segunda parcela posso por

Vg = Q(B,- Bp) (3-46)

onde Q e a carga total em modulo da esfera

D, e o valor do potencial na superficie da esfera quando

R + o

s
PR e o valor do potencial na superficie da esfera para um

dado Rs

Desta forma a equagao (3-46) e a energia potencial de u-

ma celula, ou a "Energia Potencial do Sistema por Esfera".

A Equagdo de Poisson-Boltzmann para o Modelo da Célula. A crista-
lizagao de esferas de poliestireno ocorre quando princiga]mente

dois fatores tomam valores adequados. Estes fatores sao: a con-
centragao de esferas (numero de esferas por cm3) e a concentracido
de Jons estranhos (eletrolitos) no sistema. Quando os Jons estra-
nhos sao removidos do sistema por tratamento com resiqa trocadora

(16,17)

de Jons a cristalizacao comega a ocorrer a partir da concentra
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cao de ~10]2 esferas/cm3, para esferas de 1090 R de diémetro(]ﬁz

Desta forma assumiremos em nosso modelo, a nao existen -

ciade Tons estranhos., Assim somente os 7ons H§O estarao presen
tes no sistema, alem das esferas carregadas negativamente.
Faremos tambem a aproximagdo de que a constante dieletri

ca e invariavel de ponto a ponto. Isto & razoavel pois como vere-
mos a seguir, para o caso qué estamos estudando o campo eletrico
no interior da solugcao nao e suficientemente grande para alterar
significantemente o valor da constante dieletrica. Desta formacal
cularemos o valor do campo eletrico na superficie da particulague
por causa da esferecidade sua e da dupla camada o campo eletrico

ai, e mais intenso.

E = -4no

, 6 >0 : (3-47)
e(EO)

Aqui surge a dificuldade de nao termos uma relagao 1i-
near entre a carga superficial o, e a intensidade do campo e]étri
co E, , na superficie. Porem, quanto menor e(Eg), maior E,. Desta
forma usando a Figura 3-2 , assumiremos o valor da saturacao da
constante dieletrica que e ao redor de 20. Como para 0  nosso

caso o - 6,3 . St.Cou]/cm2 (ver cap. I) teremos seguramente que:
E < 1,5 . 10%volts/cm. (3-48)

Desta forma vemos que este campo e insuficiente para al-
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terar a constante dieletrica significantemente pois conforme a
Figura 3-2, vemos que o valor da constante dieletrica para este

valor @ muito proximo de 78.

Entao usando constante die]étrica 1nvar15ve1, admitindo
~um so tipo de jons, os H;O , € usando a equagao (3-21), teremos:
ﬂ" + zﬂ' 41

+ o(r) = 0 ‘ (3-49)
r €

8, = E, (3-50 a)
pp. = 0 , , : (3-50 b)
S .
onde _
9, = (-4 9. = 410
dr r=R, €
Py = (-2 9) ,
S dr r=Rg

ou seja, usaremos os conhecidos valores do campo eletrico na su -
perficie e o valor nulo para o campo eletrico na superficie exter
na da celula. A7 o campo eletrico deve ser nulo (em media) pois a

carga liquida dentro de cada celula e nula.
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CAPTTULO TV

RESOLUGAO NUMERICA DA E.P.B.

Existéncia e Unicidade da Solugao. Verificaremos a existencia e

unicidade da solucao para um intervalo finito (0, R.Y, SEJQ~G e-

ol

quacao diferencial nao linear de segunda ordem, na forma

pr = f(r, 0, ') (4-1)

e a questao de existencia e unicidade de solucao satisfazendo as

condigoes de contorno

]
=

2 (o)
(4-1 a)

]
=

A(R
(Ry)
Entao enunciaremos o seguinte teorema*:

"Seja f(r,P, §') continua para 0<rg Rp para
todos (P, P') e satisfazendo uma condigao de

Lipschitz com respeito a P e ' na forma

If (ry 20, 01) - F (ry D2, B3)] < 0, §01- 02 + 0|01 - 03] (4-2)

com constantes de Lipschitz ©,e 0, tao pequenos

que:
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o,R 2 o,R
Py LB (4-2a)

Entao (4-1) tem uma uUnica solucdo que satisfaz (4-1 a)*

Se tomarmos a igualdade (4-2) teremos o teorema da me-

dia. Portanto a desigualdade e satisfeita em geral quando

—Oo= max af (4-3 a)
3p

9

{91= max Ei‘ (4-3 b)
3P

A equacgao (4-1) para o nosso caso e da forma

pv = _<{2ﬂ' N A exp(-o 9) :}= f(r,0,0")
r B + C (exp(-a P-1)

Com A, B, C, a > O.

Assim para obtermos (4-3 a) e (4-3 b) teremos que fazer

LI
3P
B - o

ap'
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Destas equacgoes obtemos as condigoes

o = O A(B-C) 0
BZ

®, = €, (t3o pequeno quanto se queira)

Agora levando estes resultados a equagao(4-2 a) temos

R2
aA(B-C). P, &1DP . 4
82 8 2
que nos fornece
R2 < 8 B?
a A(B-C)

ou seja, conseguimos um intervalo para 0<r< Rp onde a solugao e
unica**, em fungao dos parametros A,B,C, e a.

Para o nosso caso especifico (ver equagao (4-5) a frente)

temos que

>
!

= 47 n'(Rspo.

B =2¢, (constante dieletrica da agua)

¢ = € n(Rs)
= __N_____’e
a = eO/kT
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0 intervalo da concentracao de esferas de poliestireno
que estamos interessados neste trabalho e de EO‘Z- 10”iesferas/

cm®, Desta forma as constantes acima residem no intervalo

A -r\:]oz ; 10‘]

B » 78

c »-~10"¢

o+ ~10%

que resulta:

a) No extremo esquerdo do intervalo para A:

Rp T 2,510 2 cm

b) No extremo direito do intervalo para A:

Rp = 2 .510 "% cm

que em termos do raﬂ)R] das esferas 1090 R significa no caso:

1]

a) R 4,6 . 10° R,

b)

=
n

46 R

valores estes que estao dentro do intervalo que pretendemos inte-

grar a equagao (4-1).
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0 Método de RUNGE-KUTTA de 4a. Ordem: Problemas de valores ini-
etate, Como e do conhecimento, nao existem metodos analiticos ge-
rais para integrar equacoes diferenciais nao lineares sujeitas a
condigoes de contorno. Portanto precisamos aplicar um metodo nume
“rico para integrar a equagao (3-49).

Quando se pode escolher um metodo definido de integracio
da-se preferencia ao metodo que reduz o problema de valores de
contorno para um problema equivalente de valores iniciais. Estes
metodos sao razoavelmente sequros e ja estao bem desenvo]vidos(]z
Por isso aplicaremos o metodo de Runge-Kutta de 4a. ordem(z){

Primeiramente colocaremos a equacao (3-49) em sua forma

mais explicita:

pv = _{Zﬂ' + 4 me, n(rg) exp(-e,ZAB/kT ‘}, (4-4)

r e[l + n(rsr(exp(_-eoAWkT)-])]

Cada esfera ocupa um volume Q = 1/n (onde n e a concen-

tragao de esferas de poliestireno). No caso do nosso problema

* Philip Hartman - Ordinary Diferencial Equations. John Wiley
& Sons, Inc., New York - London - Sydney - pag. 422

** Isto nao quer dizer que a solugao nao seja unica para Rp maio
res. 0 teorema aqui apresentado garante que neste intervalo

(0 - Rp) a solucao e unica, mas nada garante para Rp maior.
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n(rs) se refere a concentragao de jons na posigao r_ = RS, onde

s
R e 0o raio do volume esferico @ (iﬂ R; =Q). Como estamos consi-
' 3

derando um uUnico tipo de jon, o hidronio (HIO), teremos que Z=1.

Assim,

ﬂ" .. 29' . 4Tre0n(RS)eXp ('eko/kT (4-5)
" ALICN) - :
e{1+ (exp(-e,80/kT)-1]

As condigoes de contorno sao:

ﬁ(r=R1;RS) 4mo ; 0> 0 (4-6 a)
€

ﬂkr=Rs;RS) =

)
o
™

(4-6 b)

onde evidenciaremos em @, alem da variavel de posig¢ao r, tambem
o parametro Rsﬁ Assim procederemos, pois nossos calculos serao e-
fetuados para diversas concentragoes, cujo valor exprimimos' em
termos de Rs'

Entretanto o metodo de Runge-Kutta implica no conhecimen
to do valor do potencial e de sua derivada em um dado ponto. Infe
lizmente as equagoes (4-6) nos fornecem somente valores da deriva
da do potencial em pontos distintos. Por isto, utilizaremos a e-
quagao (4.6 a) e determinaremos o valor inicial ﬂ(r=R1;RS) inte

rativamente, como veremos adiante.
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Portanto, pressupondo conhecidos f e §' no ponto r=R,

J

prosseguiremos nosso calculo da seguinte maneira:

A equacao (4-5) pode ser posta na forma

Q" = F(Y‘, Q’ gl)
onde
Jogr, Amegn(R,Jexp(-e,/kT)

r s[?+ﬂiﬂ§l(exp(-eoAﬂ/kT)-l5]
N

F(ry0,0') =

que e uma equacao diferencial de 2a. ordem e, pode ser facilmente

transformada num sistema de duas equagoes diferenciais de la. or-

dem.

Fazendo u=p's; v

i

# teremos:

[ o=
]

' F(u,v) = 0

{ (4-8)

v =u

com valores iniciais,

p(r=R_; R s
(r=R, s) (4-9)

-

[ <
o

[ 1

p' (r=R_; R.).

Agora podemos aplicar o Metodo de Runge-Kutta de 4a. or-

dem. Este metodo numerico para resolver um problema de valor ini-
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cial e um processo que da solugoes aproximadas em pontos particu-
.léres utilizando somente as operagoes de adigao, subtragao, multi
‘plicagio'e divisdo e calculos funcionais. Quando dizemos due um
metodo numerico e de 4a. ordem, isto significa que o mesmo s6 &
exato para polinomios de grau < 4.

0 Metodo de Runge-Kutta para b.sistema de equagoes (4-8)
com valores iniciais dados por (4-9),Aconsiste eh obter os valo -
res de u =p' ev =P para um ponto R,+h, uma vez conhecidos
os‘valores de P(R,) e P'(R,). De posse dos valores de‘ P(R,+h)
e §'(R,+h) podemos ca]cu]ér; reaplicando o metodo, os valores de
p(r) e P'(r) para r = R, +2h. E assim sucessivamente,

0s valores de P(r+h) e P'(r+h) em fungdo de P(r) e @' (r)

sao dados por:

Prr = By # ']g (ky+ 2k + 2Ky + ku)_; P, = Vg (4-10)
' = ! ] | .. ' :
P n+l- P, + E (2,+ 22, + 22, + 2,); Pp = U, s (4-11)
onde
k, = h.ug
8, = h.F(r., 8,0 )
o ]
k, = h. (u, + 5 2,) (4-12)

»
H

2 h'F<Rn+?h’nn+?k1'”n+§%)' .
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sendo que "h" & o passo de integracao, e o processo e facilmente

compreendido pela analise das equagoes (4-10 a 4-12).

Processo Interativo para encontrar ﬂ(rzﬁlgﬁs). Conforme pressu-
pomos que conhecemos @(r=R7; Rg) e P'(r=Ry;Rg), falta discutir-
mos a maneira para determinar p(r=Ry;Rg) consistentemente de ma-
neira que a condigao de contorno (4-6 b) se verifique.

De acordo com a unicidade da solugao teremos que para um
dado valor de @'(r=Ry, Rg), isto e para um dado valor do campo e
letrico na superficie da esfera, somente existira um unico valor
de P(r=Ry;Rgs), isto e um unico valor do potencial na superficieda
esfera, que fara com que o campo eletrico no limite da celula em
Ry seja nulo, isto e P'(r=Rg;R5)=0.

Desta forma, com algum criterio, escolhemos um valor pa-
ra o potencial pP(r=Ryj;Rg) e integraremos a equagao (4-5) pelo me
todo contido em (4-10). Se o valor escolhido nao for o correto, o
campo eletrico em Ry (isto e, no extremo da celula) nao sera nulo.

Apos algumas integragoes da equagao (4-5) notamos que

se escolhermos para ﬂ(r=R],RS) um valor menor que o correto,o cam
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po eletrico faz-se zero (P'(r)=0) para r < Rs' Se por outro la
do ﬂ(r=R];Rs) for maior que o valor correto, o campo eletrico se-

ra nulo para r > RS. Este comportamento esta jlustrado na Figura

(4-1) abaixo:

— Valor correto para ¢o

Figura 4-1

0 valor para o potencial na superficie ﬂ(r=R];RS), com
que comegamos a resolugao da equagao (4-5), foi a metado do valor
minimo para o potencial fisicamente possivel na superficie da es-
fera. Este potencial e aquele que se obtem quando consideramos so

mente a esfera carregada sem sua camada difusa
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p .= =8 57 %107 stvelts, (4-13)
e R,

onde
Q = carga total da esfera
R, = raio da esfera
€ = constante dieletrica do meio (= 78)

Langando este valor inicial, e se a condigao de ﬂ(r=Rs;
RS) = 0 nao for satisfeita, vefifica-se se P'(r)=0 esta ocorren
do antes ou depois de -RS. Se ocorrer antes, um acrescimo de 50%
e adicionado ao potencial inicial. Se P'(r) = 0 est3a ocorrendo
depois de Rs’ subtrai-se 50% do valor do potencial.

De posse do novo valor para ﬂ(r=R1;RS) 0 processo se
repete, no intento de obter uma nova solugao da equagao (4-5). A
partir deste ponto toda correcao a ser feita em p(r=Ry,Rg) sera
adicionando ou subtraindo metade do ultimo valor adicionado em
(ou subtraido de) P(r=Ry3R.).

Desta forma, cada correcgao em P(r=Ry;Rg) que e feita,le
va a um valor mais proximo do G(r=R];Rs) correto,com a unicaexcegao da
primeira correcao, que pode levar a um valor mais distante do va-
lor correto.

Na Figura 4-2 damos o fluxograma deste processo interati
vo. E importante notar que o fluxo segue sempre no sentido descen

dente e da esquerda para a direita, a menos que se indique o con-

trario atraves de uma seta. Outra observagao e a de que 0S peque-
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nos circulos numerados, significam ponto de unido quando dois des

tes circulos possuem 0 mesmo numero.

0 Processo Interativo para Normalizagao:[fpdr = -Q . Parte do pro
blema esta resolvido quando encontramos o valor correto para

0(r=R1;RS). Porem a>solug§o obtida, f(r), deve ser tal que se ve-

rifique:
Rs
4me n(R_)exp| - e P / kT
fpdw = 0 S [ 0 ] = Q (4_]4)
v n(Rg _ _
R, e(1+-l—lN (exp[eoﬂ/kT] 1))
onde

Q = o modulo da carga total na superficie da esfera

0 unico parametro que podemos variar agora e due em prin
cipio e desconhecido, é-n(RS) que & o valor da concentracio de
ions H;O no extremo da celula.

Desta forma iniciaremos a solugao da Equa¢do de Poisson-Boltz
mann (4-5), com um determinado valor de n(Rs), e depois de encon
trar o valor do potencial na‘superchie, p(r=Ry;Rg) e obtermos a
solugao da E.P.B,,procederemosa integral (4-14). Se o valor da inte
gral for diferente de Q por uha quantidade maior que um certo

valor pre-determinado, criteriosamente mudamos n(RS)..e retorna -

mos ao estagio inicial das contas,
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0 processo interativo que usaremos para encontrar o va-
Tor de n(Rs) que satisfaga (4-14) e muito parecido ao processo pa
ra se determinar ﬂ(r=R];RS).

0 fluxograma do processo interativo referente a normali-
zagao da solugao da E.P.B. esta feito na Figura 4-3.

Para o caso que queremos analisar, a esfera tem uma car-
ga total -Q - - 5.103 e,» de forma que aceitaremos como boa apro

ximagao quando

l-o + fpd-vl < 10 'eo . : (4-15)
) .

Desta forma se a condigao acima (equagao (4-15)) nao foi

satisfeita, nos precisamos verificar os dois casos:

a) -0 +fpdv <0

v

b) -Q +fpdv >0 .

v

Vamos supor que tenha ocorrido o caso (a). Entao faz-se
necessario alterar o valor deﬁ(Rs) e resolver a Equagao de Pois-
son-Boltzmann (4-15) novamente. Nos verificamos que se resolver -
mos a E.P.B. agora com um va]oruﬁRs) maior que o anterior (aquele

que levou aoresultado (a)), o valor da integral 4.14 aumentou.Por

tanto: .



se -Q+ fpdv <0 - n(RS) t an(R.)  ou

se -0+ [ptv >0 + n(R) - n(R)

onde

0 programa completo para a resolugao da E.P.B. para 0
modelo da celula esta no Apendice B. O tempo medio para a determi
nacao de 1500 valores do potencial, e 1500 valores para o campo e
letrico no interva]o [R] s RJ para um dado n(RS) foi de 18 minu
tos. Por isto calculamos apenas uma media de 20 pontos para cada
curva (mostradas no proximo capitulo) totalizando uma media para
cada curva de 6 horas. Foram utilizados os equipamentos da DIGI~

TAL. PDP-11.
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CAPTTULO V

RESULTADOS E DISCUSSOES

1 - Potencial na superficie da Esfera

Apresentamos neste Ttem alguns resultados obtidos pela
integragcao da Equagao de Poisson-Boltzmann (equacao (4-5)), para

o modelo da celula discutido no Capitulo III,

0 valor de N na equagao (4-5) esta vinculado ao volume
ocupado pelo jon H;O (ver Capitulo III) no item sobre: "A influ-
encia do tamanho finito dos Jons"). Nos utilizamos o valor de 1 R
.para o Eaio do on, pois o HY fica Iigado a uma molecula de H,0
na qual os hidrogenios podem ocupar os vertices de um tetraedro,
cujas distancias ao centro (ocupado pelo oxigenio) e de 0,96 R.(8)

Nas figuras 5-1 e 5-2 apresentamos o valor do potencial
na superficie da esfera em funcao de Rs’ onde RS e o raio do volu
me esferico Q, (Q e o inverso da concentracidao) ocupado por cada
esfera de poliestireno. Cada curva na figura 5-1 e 5-2 se refere
a uma fracao da carga total da esfera de poliestireno. A razaodes
tes calculos veremos adiante.

0s pontos juntos as curvas se referem aos valores calcu-
lados pelo processo numerico descrito no Capitulo IV. As pequenas
discrepancias destes pontos que Sse observam em relacao a curva a-
justada, sio devidas 3s tolerancias necessirias que se faz em pro

cessos numericos. Nos metodos interativos, quanto maior a preci-
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sao requerida, maior e o tempo de computador necessario. Para a
determinacao de ﬂ(r=R];RS) utilizamos uma precisao de-99,5%. Para

a normalizacao da solugao utilizamos precisao de ~99,8%
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2 - Energia Potencial Repulsiva

Atraves do modelo da célula, (ver Capitulo III) nos foi

possivel derivar uma expressid muito simples que nos fornece a e-

-nergia potencial repulsiva por esfera:

Vg = Q (B(r=Ry;R.) - B(r=Ry3=)) (5-1)

onde Q e a carga na superficie da esfera de poliestireno,

ﬂ(r=R1;RS) e o potencial na superficie da esfera quando o volume
- - _ 4r 3

da celula e Q =1/n = = RS

ficie da esfera quando § - «, ou seja quando consideramos n (con

e ﬂ(r=R];w) e ovpotencial na super

‘centragao) -+ 0.

Apresentamos nas figuras 5-3 e 554 0s resultados obti-
dos para o Potencial Repulsivo por Esfera ém fungao de Rs' Estes
resul tados foram obtidos a partir dos resultédos apresentados nas
figuras 5-1 e 5-2, para-os-va1ores de D(r=R];RS); Os valoresde
ﬂ(r=R];m) foram obtidos por uma extrapolacao das curvas da figura

(5-1) e (5-2), observando seu comportamento assintotico.
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3- A Cristalizacao e a Transigao bcc-fcc

Mecanismo de Transigao Liquido-Solido.A dispersao de esferas de
poliestireno e de natureza coloidal. Inicialmente era do nosso pa
recer que o ordenamento, observado por Hashisu(]’z) Udo e Milton

3:4) ate.
(7)

. poderia ser exp1{cado mediante a teoria do 29 mTnimo,
determinado para alguns tipos de coloides. Este segundo mini-
mo e determinado pela soma da energia repulsiva, originada pelas
interagoes eletricas entre os ions da dispersao, com a energia a-

trativa, devido as interagoes de Van der Walls -London.

Figura 5-5
- Seqgundo minimo determinado pela soma das

energias atrativas VA e repulsiva VR

Na figura 5-5 mostramos um calculo efetuado por Shaw(g),
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para sistemas coloidais cujas particulas tinham diametros ao re-
dor de 1000 R , onde se obteve um segundo minimo. Para as intera-
coes considerédas por Shaw, o segundo minimo apenas se ‘origina
quando distancias entre as particulas e de ordem de 2,5 diametros.
Nos sistemas que estamos estudando, esta distancia e da

ordem de 8 diametros. Por disto julgamos inicialmente que as estru

(3:4) ¢ witriams (3) tam

turas estaveis observadas por Udo e Souza
bem deveriam ser causadas por um 29 minimo.

Para verificar esta hipotese calculamos a energia atra
tiva, devido as forgas de Van der Walls-London retardada cujos re
sultados estao apresentados nas figuras (2-4). 0 segdndo passo foi
obter a energia repulsiva, segundo o modelo proposto no Capitulo

111 e cujos resultados estao representados nas figuras (5-3) e
(5-4).

Comparando as duas energias, atrativa e repulsiva, obser
vamos que a atrativa e desprezivel frente a repulsiva, pois como
podemos ver nas figuras (2-4) e (5-1), a energia atrativa e menor
que 10”17 ergs ao‘passo que a repulsiva e da ordem de 1077 ergs.
Desta forma podemos verificar claramente que o 29 minimo das inte
ragoes coloidais nao existe no nosso sistema demonstrando assim a
impossibilidade de explicar a cristalizagao por esta teoria.

Portanto nosso sistema tem energia positiva, impedindo -
nos de explicar o ordenamento cristalino por um processo energéti

co (pois a energia potencial sendo positiva nao permite um siste-

ma estavel). Assim, e de nosso parecer que o mecanismo de transi-_
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cao 17quido-solido se explica por um puro efeito estatistico que
causa, conforme a teoria de Kirkwood-Alder, mesmo na ausencia de

potenciais atrativos, . a separagao em fases ordenadas e desordena -

das.

Hashisu e aux.(]’z) lancaram a hipotese de que a transi-

cao 1iquido-solido, nas amostras por eles observadas era do tipo

Kirdwood-Alder (veja CapTtulo III). Entretanto eles trabalharam

com amostras mais concentradas que as de Udo e Milton(3’4). Sua

conclusdo e qualitativa e pecam pelo fato de nao definirem, de ma
neira consistente, um raio efetivo a fim de obter a fragio vo]um§
trica 0,5 necessaria para este tipo de transigdo.

~No nosso sistema a fracao volumetrica para a qual tem-se
o inicio da_crista]izagéo para as esferas de 1090 R e de(),533.10'3
(que equivale a uma concentragao n = 1.14.1012 esferas cm3) ou
seja cerca de mil vezes menor que a exigida pela teoria de Kirkwo
od-Alder.

Portanto para estender este mecanismo as amostras Ppor nos
estudadas, devemos associar as esferas de 1090 R um raio efetivo
de Ref ~8,6 R],'que obtemos colocando para a concentragéo)o va-

12

lor de ng = 1,14 x 10 na expressao abaixo

41

0 (Ref)3 = 0,5 . (5.2)

Entretanto Udo e Souza(3'4)

obtiveram cristalizagoes a
diversas concentragoes. Isto implica em que o Raio Efetivo e dife

rente para cada cristalizacao.
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Desta forma, nos e colocado o desafio de caracterizar de
maneira consistente o raio efetivo para cada concentragao. A ma-
neira que nos pareceu mais logica foi tragar uma tangente a curva
referente a carga total na figura 5-3 (com referencia a esfera de
1090 R). Esta tangente corresponde a forga repulsiva total que a

esfera sofre quando o sistema estd ordenado a concentragdo repre—
sentada por RS = 10,2 (ou seja N, = 1,14.1012 esferas/cm3). Para
analisarmos o ordenamento para outras concentragoes vamos fazer: a
seguinte ponderacao.

0 Jon H* quando breso a esfera tem uma certa energia de
1igagao. Ele se dissocia porque o potencial quimico na solugao e
mais baixo do que a citada energia de ligacdo. 0 potencial quimi-
co junto a superficie e dado por eoﬂ(r=R];RS). Conforme podemos
obéervar na figura (5-3), aumentando a concentragao (reduzindoRs)
de esferas, aumentamos ﬂ(r=R];RS), (isto e: ﬂ(r];RS) torna-se me-
nos negativo). Isto implica num aumento do potencial quimico do
jon HY junto 3 superficie, quando a concentragao e aumentada.

Isto nos levou a pressupor o seguinte mecanismo. Como ja
dissemos, cada esfera se comporta como uma gigantesca molecula de
acido; desta forma colocando n esferas em um volume de agua, 0s
Jons HY se dissociam até que o potencial quimico dos jons HY jun
to a superficie se iguale 3 sua energia de ligacao ao radical
- EO&] preso a esfera, Por isto langamos a hipotese de que a quan
tidade de carga liberada pelas esferas, devido aos radicais-ﬁoyﬂ

a elas ligados, & funcao da concentracao de esferas.
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0 maximo de Jons H' que se dissocia & aquele necessario
para originar um potencial na superficie da esfera de forma que
o potencial qﬁ?mico dos ions H+ seja iqual a energia de liga -
cao.

2

Vamos admitir que para a concentracao de 1,14.101 esfe-

ras por cm3 (para a esfera de 1090 R de diametro) todos os 7ions
H' dos radicais -[SO3H] presos a superficie se dissociam. Esta @

(3-4)

a concentracdo mais baixa para a qual Udo e Souza observa -

ram cristalizagao. Para este valor (RS = IO,ZR]) tragamos a tan
gente a curva correspondente a carga total Q.

No caso de concentragoes mais elevadas assumiremos queas
esferas sofrem a mesma repulsao (BVR/BRS) = 1,9.10'5 dynas. Entre
“tantq para obtermos forcas com esta intensidade & necessario cal-
cular outras curvas para o potencial de repulsao VR‘ Conforme as
ponderagoes acima e consequente que estas curvas devam correspon-
der a esferas, contendo apenas fragao da carga total. Por istocal
culamos as curvas da figura (5-3) para 90;80;70;60;50% de Q,e pro-
curamos em cada uma das curvas o valor de RS que correspondesse
ao valor de (BVR/BRS) estabelecido acima. Assim pudemos construir
a curva representada na figura (5-6) que da a fragao da carga dis
sociada em funcao da concentragao (RS).

Conforme veremos no proximo item, esta hipotese e bastan
te razoavel, pois ali iremos comparar nosso resultado com outros

trabalhos.

Para que a ideia acima lancada seja geral, ainda devemos
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analisar amostras constituidas por esferas de outros tamanhos e
cargas. Para isto escolhemos as esferas de 910 X cuja fase ordena
da foi observada por Udo e Souza (3’4).

Se a idéia de que.a cristalizagao se efetua quando a for
ca experimentada por cada esfera.tém intensidade de 1,9,10'5dynas
devemos localizar a partirAde1a as concentragoes de cristalizagao
para este tipo de{esfera. | _

A figqra (5-4) representa os_cE]culos analogos aqueles
feitbs para as esferas de 1090-R.jConforme observamos,o ponto de
cristalizagao para a curva correSpohdente'a carga Q total se ve-
rifica a concentragao mﬁito mais baixa do que a mais baixa obser
vada por Udo e Souza(3:4) (Rg¥10,5 R 3R, & o raio da esfera) Con-
siderahdb que a carga da esfera de 910‘R e cerca de 56% maior que
a da esfera de 1090 R, e razoavel supor que para a 6oncentkag§o
~mais baixa a observada por Udo e Souza,nem todas as cargas se dis
sociaram. Isto @ razoavel, visto:que esta concentragao (n=2,49 es
feras/cm3) € proxima 3 mais baixa observada “as esferas de 1090 R.
(n=1,14 esferas/cm3), que por sua vez tem carga bem inferior.

Levantando em Rs = 10,5 R1 (correspondente a concentragao
de 2,41.10]2 esferas/cmz) uma ordenada observamos que a forga de
repulsao (BVR/3R1) = 1,9.10'5 dynas e obtida sobre a curva cor-
respondente a aproximadamente 60% da carga total desta esfera. A
obtengao dos pontos sobre as.outras curvas a partir deste resultg

do e automatico.

L

A Transigao bce-fee. Como foi observado por Udo e Souza(3’4)

e Wil

Ld
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liams e Cranda1(5), a cristalizacao das esferas de poliestireno o

corre para concentragoes mais baixas na estrutura bcc e quando au

mentamos a concentragao ocorre a transigao para a fase fcc.
Sequndo o modelo que propusemos no item anterior, o orde

‘namento & consequéncia de um efeito estatistico. Uma vez atingida

a concentragao em que o sistema esta ordenado, pressupomos que a

estrutura adotada nesta fase e aquela para a qual a energia de for

Macao o menor.

Infelizmente nao temos uma expressao analitica simplespa
ra a interacdo entre as particulas. Esta interacdo e dada basica-
mente pelas curvas apresentadas nas figuras (5-3) e (5-4). Alem
do mais, observamos que a interagao e significativa para distan -

~cias superiores a 20 diametro da particula confprme podemos obser
var na Figura (5-3) onde a energia repulsiva ainda e substancial
para estas distancias.

Este fato acarreta problemas de convergencia para calcu-
los energeticos. |

Um calculo para a energia de interagao foi efetuado
por Medeiros e Silva, e Mokross(s). Estes autores elaboraram uma
versao simplificada dos sistemas formados por esferas de poliesti
reno, e designaram este modelo por "Cristal de Wigner Blindado".
Nesta aproximagao assumiram que a interagao eletrica entre as car
gas pontuais nao e mais é simples interagao coulombiana, mas sim
coulombiana blindada. Postularam que a energia potencial repulsi-

va entre duas unidades de carga e dada por
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p, = 0 e"P[; ;‘2"5)], (5-2)

onde 2RS na nossa notagao, corresponde a distancia entre as par-

ticulas. A & um parametro de blindagem. Observaram que neste §1s

tema, ocorre uma transicao de fase bcc-fcc determinada por dois
fatores: a concentragao de cargas pontuais (caracterizada por Rs)

e a constante de blindagem A, que sintetizaram no parametro

XS = ARS.

Utilizaremos a equagao (5-2) de Medeiros e Mo-
krosseeafmﬁfemos para a concentracao de transicao observada por
Udo e Souza~(veja tabela 1.1), o valor da interagao entre duas par
ticulas, a partir dos resultados contidos na figura (5-3).

Para a esfera de 1090 R de diametro, o valor da energia

pontencial repulsiva, na transigao de fase bcc-fcc, e de VR~1,1.'IO'9
ergs e o valor da carga superficial é_de ~0,57 Q. Assim RS~4,2R]

e da equagao (5-2), temos

1,1.107% qz exp[-A(2Rs)] (5-2)

2RS
que resulta em A = 7,88.104, donde A, = AR = 1,80. Resultado
que esta em boa concordancia com o valor teorico de Medeiros e

Mokross(s), que obtiveram para Ag © valor de 1,05.

Para a esfera de 910 R de diametro, observando a figqura
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(5-4) temos que, na transigdo de fase bcc-fcc, o valor da energia
potencial e VR ~1,2 10’9 ergs, a carga superficial e de ~0,3.Q

e, R, ~3,6R,. Assim

1,2 . 10'9 - Qz exP['XQZRS)]

2
RS

que fornece AS ~ 2,0,

Isto demonstra uma consistencia nos nossos resultados,
pois apos estabelecer um criterio para a cristalizacao (forca a-
tuante na particula) observamos resultados em otima concordancia

com o modelo teorico de Medeiros e Mokross.
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4 - Conclusao

Este trabalho consiste numa analise qqa]itativa e quan-
titativa dos sistemas formados por esferas de poliestireno em dis
persao aquosa. Inicialmente descrevehos as amostras de nosso in. -
teresse bem como a]guhs trabalhos ja efetuados por outros pesqui-
sadores; Selecionamos aqueles relacionados com as propriedadés fi
sicas que tentamos elucidar, ou seja, as transicoes ordem-desor -
dem e as transicoes na fase ordenada (bcc-fcc). Tambem neste 12Ca
pitulo, mencionamos os modelos e mecanismos ja propostos por ou-
tros autores para explicar estas propriedades.

No Capitulo II analisamos detalhadamente as forgas de a-
tragao do tipo Van der Walls-London. Considerando as dimensoes re
levantes nas amostras de nosso interéssé,conc]uimos que estas for
¢as sao totalmente retardadas. A ordem de grandeza da energia po-
tencial de}atragio entre duas esferas e 10']7 ergs.

No Capitulo III estabelecemos as equagoes relevantes pa-
ra o estudo do potencial repulsivo entre as esferas. Este potenci
al e gerado pela dupla camada eletrica que se forma em torno dasA
esferas. A equagao basica que fornece o potencial repulsivo e a
Equagao de Poisson-Boltzmann nao linearizada. Apos analisarmos a-
variagao da constante dieletrica da agua com a intensidade do cam
po eletrico no seio da dispersao, concluimos que para esferas de
1090 R e 910 R, esta dependéncia @ desprezivel, Entretanto, um fa

tor de importancia que nao podemos desprezar e a influéncia do ta

cas + PV .
manho dos Jons positivos (H ) na distribuigao das cargas. Para is
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to desenvolvemos uma éxpressio, sendo o resultado a Equagao (3.14).
Observamds que nos casos 1ihites a concentragao de carga nao po-
de ultrapassar ao volume ocupado pelos Jons H*. Alem disto, neste
cathu]o estabelecemos as'condicﬁes de contorno para a integracgao
da Equacgdo de Poisson-Boltzmann. atraves de um modelo, no qual ca-
da esfera & caracterizada por um volume esferico (em cuja superfi
cie o campo eletrico @ nulo)e[nMemos»estébelecer uma expressao que
nos fornece a énergia de repulsao que a esfera sofre quando esta
no seio da dispersao,

| | No_Cathu1o IV bassamos a executar a resolugdo numérica
do problema estabelecido. Utilizamos para a integracao da equagao
que descreve o sistema, o metodo de Hunge-Kutta de 4a. ordem. Efe
tuando o calculo para diversas concentragoes,nos foi possivel ela
“borar uma curva qué nos fornece a energia potencial repulsiva que
sofre uma esfera, em fuhgio da concentragao (caracterizada pelo
raio Rs do volume esférico'ocupadq por'céda esfera).

No Cap?tu]o:V gna1isam05 os resultados e langamos a hipo
tese de que o ordenamento se processa para um determinado valor
da forga repulsiva que sofre a esfera. Esta forga e obtida como
sendo a tangente da curva representativa da energia potencial re-
pulsiva. Apos consideragdes de natureza fisica concluimos que a
quantidade de carga real da particula E fungao da concentracgao da
amostra. |

Por isto, para sistematizar o ordenamento das esferas pa
ra diversas concentragSes, efetuamos calculos para a energia po-

tencial repulsiva, mas considerando a esfera apenas parcialmente
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carregada. Desta maneira pudemos comparar nossos resultados com
outros, obtidos teoricamente. E o caso do calculo de energia de
formacao das estruturas bcc e fcc efetuado por Medeiros e Mokross

Esses autores idealizaram um modelo simplificado para o :sistema

das esferas, o qual designaram Cristal de Wigner Blindado, e apos

calcular a diferenca da energia de formacao entre estas duas es-
truturas puderam caracterizar a transic¢ro bcc-fcc. A partir dos
resultados que obtivemos para a energia de repulsao pudemos, jun
tamente com o auxilio de resultados experimentais, estabelecer u-
ma conexdo com o trabalho teorico acima citado.

Em resumo, acreditamos que mediante este trabalho nos

foi possivel determinar os agentes relevantes que atuam nos feno-

~menos relacionados com as transicoes de fase e estabilidade dos

sistemas formadcs por esferas de poliestireno em dispersao aqug
sa. Falta-nos entretanto esclarecer uma-série de questoes.

Em primeiro lugar, e necessario justificar o valor da tan
gente que tomamos na curva da energia repulsiva,como a condigaone
cessaria para o ordenamento.

Em seguida devemos calcular com exatidao a energia de 11
gagao do on Hj quando ligado no radical -[SO3H] . Isto e de fun
damental importancia,pois daria subsidios a nossa hipotese de que
a carga real das esferas e dependente da concentracao das mesmas.

0 problema de caracterizar consistentemente o Raio efeti
vo das esferas, para a justificativa de uma transigao tipo Kirkwood
- Aldeg,permanece. Entretanto, acreditamos que elucidatlos os dois

aspectos acima mencionados, esta tarefa nao seria dificil,
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0s calculos aqui apresentados tambem deveriam ser esten-
didos paré esferas menores e/ou mais carregadas, onde a constante
dieletrica passa a ser sensivel a intensidade do campo eletricolo
cal. Se os‘resultados permanecerem consistentes com os obtidos pa
ra esferas de 910 e 1090 x,isto reforgaria as hipoteses por nos a
presentadas.

Em suma, acreditamos que alcangamos o objetivo a que nos
propusemos. Isto e: descobrir os agentes fisicos, que atuam nos
sistemas formados por esferas de poliestireno quando em dispersao
aquosa, que sao relevantes aos fenomenos ligados a transigao de

fase.
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APENDICE B
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COMMON R(ISOO)vFI(lSOO)vUR(37)yRD(B?)rFIL(lSOO);CR(37)
COMMON CNsyZsHLNSELNSQFEsFIM(2)yEKsCLNyAIl

FI = 3.,1415%2

R1 = 4.550E-06
RH = 1.00E-08

EO = 4,80E-10

AKT= 4,14E-14

Ut = 1.73.

ELN= LOG(73,0)
QFE= 4.00%FIXEO
EXK =-EG/AKT

ar 4.0%1"7
QUT= 4,04F 1407
TYFE 1005

i i

1005 FORMAT ("¢ M&A&X = 7 ,..T1-991""
ACCEFT 1004yMAX

1004 FORMAT(I2)
TYPE 1000

1000 FORMAT( % JX = 7 +,,[1-MAKL )
ACCEPT 1001y 4%

1001 FORMAT(IZ2)
TYFE 1002

1002 FORMAT(’% LI = 7 ,,.[1-101""
ACCEPT 1003,L1

1003 FORMAT(1I2)

' JXX = 1

C

C .
0 69 L = LI»10,2

C .
IX = 1
IF(JUXX.EQ.0) IX = JX
JXX = 0 ’
YL = FLOAT(L)
Z 2 =7, 523%YLL)XLLOEGD
FI1=-2.,80E-03
UM = 1.99%FI1

C

D0 7 JJd = IXsMAaXsd

e E ]
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AJJ = FLOAT(J))

RS = 4,S¥RIXEXF(AII/25.)
CONC= 3./ (QF%R5%4%x3)

ANO = 90,0%CONC

AIT = 1.,003%(RS-F1)

H AII/1500,
Do 1 I=1,1%500

R({I) = R1+FLOAT(I-1,%H

CONTINUE
HLN = LOG(H)
AH = 2.0%H
CN
CLN

LOG(CN)

AJM = ANO
TESTEA
TESTEER

[ 1}

0.0
0.0
CONTINUE
FIC1) = FI1

FIL(1Y = FIL1
ZE = 0.0

FII = FIC(1)
CONTINUE
WRITE(S,409)N
FORMAT (46X "N=’+14)
DO 2 N = 15,1500

(1. 0/CONC-QUTXR1%k3)/ (QUTKRHXA3)
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AK1 = H X FIL(N)

RF = R(N)

FIP = FI(N)

FILFP=FIL(N)

CALL FUNCAOD(HNsHyFRFFIFFILP2ANOSG)
AL1 = 6 :

AK2 = HX(FIL(NJ+ALL/2.0)

RF = R(N)+H/2.0

FIF = FI(N)+AR1/2.,0
FILF=FIL(N)+AL1/2,0

CALL FUNCAO(NsHsRFsFIFFILFyANGG)
AL2 = G : '

AK3 = HX(FIL(N>+AL2/72.0)

RF = R(N)+H/2.0

FIF = FI(N)+AK2/2.0

FILP = FIL(N)+ALZ2/2.0

CALL FUNCAQ(MsHsRF»FIFP,FILF»ANG,G)
AL3 = G '

AK4 = HX(FIL(N)+ALY)

RF = R(N)+H

FIF = FI(N)+AKS

FILF = FIL(NYTALYS

CALL FUNCAQ(NsH+RFFIF FILFsANO )
AL4 = G :

M = N +1
FI(M) = FI(NIH(ARLA2 KaR2+2,%ARNIIANA/6,0

FILKM)Y = FILONYHF{ALIE2 kAL 24T . kab Zrial ) 240

IF(FI(M).LT.0.0) GO TO 11
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CONTINUE
IF(FIC1).GE.VM) GO 10 12

TYFE 18yVUHsH

FORMAT (24X, "Xkxkk FOTENCIAL </E12,&" XKKKXX'+s//1324s
1/M="914)

TYFE 22y RSsR(M)yFI1pFICIY o FILLoFTL QLY F LM pFLIL (M)
FORMAT(// 94X RS w75 s "ROMI "9 h s "FIL o 72Xp F Lo SNy FLILTYy
TOXy "FILCL) "9l "FIOMY S, i LRy 0/ s L9 BLEY Vs 1XD e/ /)
GO TO 19

CONTINUE
IF(FI(H)Y JLT.FIC1)Y GO TO 13

IF(FIL(M).LE.O.O) GO TO 14

IF(RS.GE.R(M)) GO 7O 15
GO TO 21

CONTINUE

FII = FIT / 2.0

FI(1)Y = FI(1) + FI1

GO TO 20

CONTINUE

NIF = ABRS(RS~-R(M)?

TYFE 16sMHyLDIFsFL1)

FORMAT(A4Xy %k DIF /T4 0= 9E12, 467 Fi1{1y="+E12.4)

IFCDIFLLE.AHY GO T 17

CONTINUE

FIT = FI1 / 2.0
FIC1Y = FIC1) - FII
GO TO 20
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CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE
IF(MODN(M»2) JEGLO) M = N
AKC = 0.0

XC = 4,0

00 9 KB = 294

MJ = Mtl-KE

[0 8 RA = KB M2
FIF = FI(RKAY-FI(H)

CONTINUE

A0 = ERXFIF

F1 = ANOXEXF(AG) _
F2 = F1/(1 0+Z/70N=-Z%E (A0 L))
FI = PI2XQUTX(ROKA)IXXD) XH
ZE = ZE + XC » ']
IF(AKC) 111,8,11%
CONTINUE

xXC = 2.0

CONTINUE

XC = 1.0

ARKC = -1.0

FIFP = FIC1) - FL{M)
GO TO 10

CONTINUE

FIF = FI(M) - FI(M)
AKC = 1.0

GO 7O 10

CONTINUE

€ = RS/R1

ON = -ZE-2

ADON = ABRS(DON)D

X = 10.0

WRITE(S,309) FI(M)sDNyZE»yANO»CORT

FORMAT(/+1Xy "FI(M) ' »yE12,691Xs ON"
17ANO’ »EL12.691Xs"CONC/»EL12.4)
IF(ADN.LE.X) GO TO 300
IFCONL.LT.0.00G0 TO 301
IF(TESTEA.EQ,1.0) GO TO 302

yE12.601 Xy 2E7yEL12,.601%y
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AJM = ANO
TESTEB = 1.0
GO TO 303

CONTINUE

AJM = AJM / 2.0
TESTER = 0.0

CONTINUE

ANO = ANO + AJN
66 To 1y

CONTINUE
IF(TESTER.EQ.1.0) GO TO 304

AJM = AJM / 2,0
GO TO 309

CONTINUE

AJM = ANO / 4,0

TESTER = 0.0
CONTINUE

ANO = ANO - AJHM
TESTEA = 1.0
G0 TO 31

CONTINUE

VR(JJ) = FI(1)XEQHZ
RO(JI) = RS

CR(JJ) = C
WRITE(&,259) H '

FORMAT (/24X "CONC’ 86Xy "ANO »3X - "RS7 s 11X7 "C yPXy"FI(7 147"y
16Xy "FICL1) s 7Xy "2E")

WRITE(S,260) CONCPANOYRSSCyFI MY s FIC1) Ik
FORMAT(/»2(1XyE?2.3)rS(1XKE1L .5/

CONTINUE

CONTINUE
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WRITE(6,263)2
263 FORMAT(/ /35Xy ' 2=" yE12,69/ 20Ky "RIV' 327K VR’ 427Xy "CR")
e
D0 262 IM = 1,37
WRITE(6,261) IMIRD(IM)»VROINM) CROIM)
261 FORMAT(14XyI2,1XsE12.692(17XE12.63)
262 CONTINUE
2T = 0
DO 333 KI = 1/M
FIF = FI(KI) ~ FI(M)
A0 = EKXFIF
F1 = ANOXEXF(AQ)
P2 = F1/¢1.+Z/N-Z¥EXF(ARO-CLN)Y )
PF3 = F2XQUTR(RIKI)AXE) %H
ZT = ZT+F3
Y = MOD(KI,SO0)
IF(DY.NELQ) GOTO 333
WRITE(6,333) MsZT,F2
335 FORMAT (/11X 151X’ Q=" yE12.6s 12 N="9E12:64)
233 CONTINUE
c
69 CONTINUE
STOF
END
SUBRROUTINE FUNCAD (NsHsREFsFIFFILFyaNOG)
COMMON R(1500)»FIC1500) yVWR(I7) YRGSV FILCLIECG) sCROIT S
COMMON CNy ZyHLNSELNSQFEYFIN(2) fERN,CLN: Al
C .
C
Gl = —~AHXFILF/RF
c :
A0 = EKXFIF
C
c
G2 =-QFEXANOXEXF (AQO-ELN+HLN)
GI = G2/(1.0+Z/CN-Z¥EXFi{a0-CLN))
6 = 61 + G3
RETURN

END



