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RESUMO

Nesta dissertacio, tratamos do espalhamento de particulas (elétrons e éxcitons)
em sistemas nos quais o potencial espalhador esta acoplado a modos vibracionais.

Os efeitos do acoplamento, no espalhamento das particulas, sdo estudados em dois
problemas particularmente interessantes, a saber: o tunelamento de elétrons em
heterojungdes e o espalhamento de excitagSes em sélidos. Em ambos ha a possibilidade
de ocorréncia de espalhamento inelastico/ressonante assistido por fénons. Verifica—se que
a interagdo com modos vibracionais induz o aparecimento de estruturas bastantes
peculiares nos coeficientes de transmisséo e segGes de choque. Tais estruturas decorrem
da existéncia de espalhamento inelastico (abertura de novos canais) e de efeitos de
interferéncia, construtiva . destrutiva, caracteristicos de sistemas nos quais se tem

acoplamento entre um nivel discreto e o contfnuo.




ABSTRACT

In this work we consider the scattering of excitations in systems in which a local
scatterer center is coupled to single vibrational mode.

The effects of the coupling are studied in two particular systems, namely, the
tunneling of electrons in heterojunctions and the scattering of excitations by impurities
in solids. In both cases inelastic scattering is observed and peculiar structures in
transmission amplitudes and cross sections are observed. Such structures are a direct
consequence from the newly open scattering channels and from interference effects

resulting from the coupling of the discret with the continum
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CAPITULO I

INTRODUGCAO



INTRODUGAO

Neste trabalho, pretendemos abordar teoricamente o interessante problema do
espalhamento de partfculas por potenciais acoplados a modos vibracionais. A motivagao
principal que nos levou a estudar este tipo de problema se deve ao fato de que em
sistemas reais o centro espalhador, via de regra, poesui graus de liberdade internos os
quais podem ser eventualmente excitados durante o espalhamento. Dessa forma, nestes
sistemas ha a possibilidade de ocorréncia de espalhamento inelastico e/ou ressonante. £
A importante pois o conhecimento dos efeitos produzidos pelo acoplamento a modos
vibracionais no processo de espalhamento, pois o8 mesmos podem afetar grandemente,
por exemplo, as propriedades de transporte em sélidos. Além disso, ha sempre a
importancia basica inerente a todo desenvolvimento tedrico elegante. Devemos ressaltar
o fato de que os "modos vibracionais”, a que nos referimos, podem, a principio,
representai um grau de liberdade qualquer do centro espalhador.

Primeiramente consideraremos, no capftulo II, um modelo umdimensional,
exatamente soluvel, que descreve o espalhamento de um elétron por um potencial delta
acoplado linearmente a um oscilador harménico. Q interesse neste tipo de sistema reside
no fato de que o mesmo, sob certas circunstancias, pode ser utilizado no estudo do
tunelamento inelastico assistido por fénons em heterojungdes. Como é sabido, o
tunelamento de elétrons em heteroestruturas tem atrafdo um grande interesse nos
ultimos anoe devido a sua importancia basica e sobretudo tecnolégica. Em particular
podemos citar o problema do transporte perpendicular em heteroestruturas com dupla
barreira (HDB) do tipo GaAs/AlGaAs as quais, desde o trabalho pioneiro de Tsu e
Esaki(!’,| tem motivado um niimero cada vez maior de trabalhos. Um outro sistema
bastante interessant.e é aquele no qual se tem uma heteroestrutura com uma tnica

barreira ou um tnico pogo quantico. E importante assinalarmos que em sistemas reais o



elétron, ao atravessar a heteroestrutura, inevitavelmente interage com as vibragdes da
rede e essa interagio pode alterar de maneira drastica a probabilidade de transmisséo do
elétron, caso haja a possibilidade de ocorréncia de processos inelasticos e sobretudo
ressonantes. Os processos ressonantes sdo particularmente importantes pois nestes o
elétron de condugio se encontra em um estado que é degenerado com estados discretos
localizadoe, devido por exemplo & presenca de impurezas no interior da barreira ou a
estados ligados do préprio pogo quantico, de maneira que o mesmo atinge essas
configuragdes localizadas e permanece um tempo relativamente longo no interior da
estrutura. Esta permanéncia em estados localizados provoca pois distorgdes locais o que
torna mais eficaz a sua interagdo com a estrutura. A mudanc¢a na transmissdo ocasionada
pela interacdo com fénons, se manifesta diretamente na corrente de tunelamento de
maneira que pode ser medida experimentalmente. No caso de HDB Goldman, Tsui e
Cunningham (2’ recentemente mostraram evidéncias experimentais para o tunelamento
ressonante assistido por fénons longitudinais 6ticos e esse efeito foi teoricamente
confirmado por Wingreen, Jacobsen e Wilkins(®. H& também evidéncias
experimentais (%) para o tunelamento inelastico, assistido por fonons, de elétrons através
de heterojuncSes com uma tnica barreira do tipo AlAs/GaAs. O fato do espalhamento
do elétron em heteroestruturas envolver canais elasticos e inelasticos leva, devido a
conservagoao do fluxo (condicdo de unitariedade), a um importante mecanismo de
"feedback"(®) pelo qual os processos inelasticos podem alterar drasticamente a
probabilidade dos elasticos. Este mecanismo de "feedback" estd fora do alcance de
qualquer tratamento perturbativo. Além do mais, a aproximagao adiabatica também nao
é aplicAvel pois como ja& dissemos o elétron interage fortemente com os modos
vibracionais na heterojuncio trocando energia com esses. Dessa forma, um tratamento
ndo perturbativo se faz necessdrio no estudo do espalhamento de elétrons em
heteroestruturas.

Qutro interessante problema que abordaremos, capitulo III, é o que diz respeito

ao espalhamento de excitagdes (éxcitons) por impurezas substitucionais acopladas a um



tnico modo vibracional (modelo de boson independente). Sabe-se que um sélido real
sempre possui defeitos e ou impurezas em sua estrutura cristalina. A presenca destes
pode alterar grandemente o livre caminho médio de excitagdes (éxcitons, mégnons, etc.),
devido ao espalhamento pelas impurezas, retardando a migragéo da energia de excitagéo
pelo mesmo. Uma situagio particularmente interessante ocorre quando_ a impureza induz
o aparecimento de estados localizados! que s&o degenerados com a banda das excitagdes.
Obviamente, devido ao acoplamento entre o nfvel discreto e o contfnuo (banda),o estado
localizado dentro da banda n&o constituli um estado estacionario. Nestas circunstancias,
a excitagio ao atingir o sftio da impureza pode, dependendo de sua energia, atingir
configuragdes localizadas e dessa forma permanecer um tempo relativamente? grande no
sftio da impureza. Este tempo que a excitagio reside no sftio da impureza pode ser maior
que, por exemplo, o tempo caracteristico de relaxagdo da rede. Assim sendo, no
espalhamento ressonante, a excitagio inevitavelmente interagirA com os modos
vibracionais locais da rede, pois a existéncia de estados ressonantes torna mais eficaz essa
interacio aumentando de certa forma a possibilidade de ocorréncia de espalhamento
inelastico ou mesmo a captura3 da excitagio pelo centro espalhador. £ interessante
assinalarmos que as distorgdes locais provocadas pela presenca da excitagio no sftio da
impureza podem ser visualizadas, dentro da aproximacio de ligagGes
fortes (tight—binding), como decorrentes, por exemplo, do fato de que o atomo (ou
molécula) da impureza possui orbitais diferentes dos orbitais dos demais atomos do
solido de modo que quando a excitagdo se distribui ao redor da impureza ocorrem
distorgGes. Dessa forma, devemos esperar que qualquer modelo tedrico que pretenda
descrever, mesmo grosseiramente, um sistema como o que acabamos de citar traga
embutido na sua estrutura algo que represente a interagiio entre a excitagdo e os modos
vibracionais da rede no sftio da impureza. Como veremos, a existéncia de nfveis

ressonantes altera de maneira drastica o comportamento das segdes de choque. De modo

1Estes estados podem, por exemplo, ser estados excitados da impureza.
2Em relagio ao tempo de permanéncia em outros sftios do sdlido.
SN&o consideraremos esta possibilidade



analogo ao problema do espalhamento inelastico de elétrons em heteroestruturas, tratado
no capitulo II, o problema do espalhamento ressonante com interagéo excitagao—{onons
néo pode ser tratado perturbativamente e a aproximacdo de Born—Oppenheimer (ABO)
também nao é valida. E interessante pois que no tratamento desse problema, tenhamos
um modelo que trate a interagao com fénons de modo exato.

O nosso modelo para o espalhamento de excitagGes por impurezas substitucionais
acopladas a modos vibracionais leva em conta tal interagio considerando que o sitio
impuro se encontra linearmente acoplado a um oscilador harménico. O modelo que
propomos para se estudar espalhamento de excitagdes é bastante geral e pode ser
aplicado, com algumas modificagdes, a outras situagies em contextos totalmente
distintos do que o que consideraremos. Como exemplo podemoe citar o espalhamento
inelastico/ressonante de particulas por niicleos(®) . £ sabido que a particula incidente
interage com o nicleo e, dependendo da sua energia, pode excitar o nicleo formando um
estado composto com o mesmo. Podemos esperar que durante a formagio desse estado
composto ocorram vibragdes efou distorgSes do niicleo. A partir do nosso modelo
pode-se levar em conta, de maneira bastante simples, o efeito dessas vibragdes no
espalhamento da particula. Para tanto, basta considerarmos que o potencial do nucleo
esta linearmente acoplado a um oscilador harménico. Neste caso o oscilador representa
uma forma qualquer de vibragio do niicleo*. Considerando o potencial do nicleo do tipo

&r - r,) (Delta Shell(?) o hamiltoniano do problema fica

=_M2 i i
_-mw-l- v(r =1,) + hum'a + A(r—1,) (a' + a)

E importante assinalarmos que mesmo com a incluséio do acoplamento vibracional
o problema ainda continua exatamente soliivel. Uma outra situagéo na qual poderfamos

aplicar o nosso modelo é no estudo da absor¢éo e/ou espalhamento eletronico por centros

4No modelo de gotas, por exemplo, esta vibragdo pode ser uma combinagéo de vibragdes
superficiais e volumétricas



DX. Quando se introduz dopantes doadores em semicontudores, cada doador,
independentemente de composicio da liga (por exemplo, Al,Gai-xAs), induz o
aparecimento de dois tipos de estados eletrénicos: um nivel raso e deslocalizado associado
3 prépria configuragio do sitio substitucional, e um nfvel mais localizado que aparece
devido a distorgdes‘® da rede no sitio do doador ou ao redor do mesmo. Estes estados
localizados s&o denominados centros DX. Um calculo interessante a ser feito neste tipo
de problema é o da sego de fotoionizagéo de elétrons, nos centros DX, sem a tradicional
hipétese de que as coordenadas eletrénicas e vibracionais sdo separaveis(9 (ABO). Isto
pode ser feito pois, a partir do nosso modelo, podemos determinar as exatas funcdes de
onda, para o elétron ligado ao centro e para o elétron na banda de condugdo, de maneira
que, na aproximagio de dipolo, pode—se facilmente determinar a segdio de choque de
fotoionizacio. Podemos citar ainda o estudo de estados magnéticos localizados(1?’ em
metais. Consideremos o caso em que o tratamento de Anderson é particularmente
aplicavél, ou seja, quando o atomo da impuresa possui uma camada "d" vazia ou
parcialmente cheia e os estados de condugéo do sélido sdo do tipo 3" ou uma mistura
Heg—p". Nestas circunstancias, se existir um estado magnético localizado na impureza este
sera degenerado com o contfnuo (banda) de modo que hé a possibilidade de processce
ressonantes e a interagdo com a rede pode existir. Neste caso, pode—se também tentar
utilizar um acoplamento linear na descrigéo da interagéio com a rede.

Das consideragdes arima vemos que o nosso modelo, a principio, pode ser aplicado
a uma variedade de problemas bastante distintos e interessantes. Este fato se constitui

pois na principal motivagao que nos levou a abordar tal modelo.



CAPITULO I

TUNELAMENTO INELASTICO E EFEITOS DE INTERFERENCIA ASSOCIADOS
A PRESENGCA DE FONONS NO ESPECTRO DE TRANSMISSAO DE ELETRONS
EM HETEROJUNGOES: UM MODELO EXATAMENTE SOLUVEL.



Capftulo II

Neste capftulo estudaremos um modelo exatamente solavel o qual pode ser aplicado na
descricio do espalhamento de elétrons em heteroestruturas, constituidas por uma
barreira ou um pogo quantico, no limite em que o comprimento de De Broglie, '\D’ do
elétron é muito maior que a extensso, d, do potencial de maneira que o mesmo possa ser
aproximado por um potencial delta, ufx). O nosso trabalho se baseia no modelo de
doador proposto recentemente por Hopfield e Beratan(!l) quando eles estudaram a
validade da aproximagéo de Born—Oppenheimer (ABO) em sistemas biolégicos nos quais
a transferéncia de elétrons ocorre a longas distancias. Nesses sistemas o movimento do
elétron no sftio doador esta acoplado acs modos vibracionais do mesmo de modo que a
aproximagio adiabatica, que assume uma configuragéo fixa durante todo o evento de
transferéncia, deixa de ser estritamente valida. A fun¢io de onda obtida utilizando—se a
ABO pode dar bons resultados no calculo de energias. Entretanto, o calculo da taxa de
transferéncia de elétrons a longas distancias, grandeza fundamental no problema, obtida
por exeinplo a partir da "regra de ouro", é criticamente afetado pois 0 mesmo depende
da superposi¢io das fungSes de onda do doador e do aceitador e portanto do
comportamento assintético das fungf;es de onda os quais séio drasticamente afetados pelo
acoplamento eletrénico a modos vibracionais.

Para estudar tais sistemas Hopfield e Beratan propuseram um modelo
unidimensional, exatamente soliivel, no qual tem—se um doador hipotético, que possui
um tnico elétron, cujo potencial ligante é do tipo delta e um oscilador harménico, que
representa os modos vibracionais do doador, com o elétron linearmente acoplado &
coordenada harménica, q. O aceitador é definido de modo semelh#nte ao doador,
excetuando—se o fato de nao possuir elétrons.

No trabalho citado acima os autores estavam interessados, essencialmente, na



dgterminagio dos exatos autoestados ligados, com E < 0, do doador de modo a poderem
calcular a taxa de transferéncia exata, para que pudessem comparar tal resultado como
obtido a partir da aproximagio adiabatica mostrando assim, a "falha" de tal
aproximagdo no calculo da taxa de transferéncia de elétrons a longas distancias.

Como ja dissemos, nossa pretenséo é utilizar o0 modelo de Hopfield=Beratan num
contexto totalmente diferente, ou seja, consideraremos o modelo citado sob o ponto de
vista do espalhamento, E > 0, de modo que possa, por exemplo, ser aplicado ao
problema do espalhamento de elétrons em heteroestruturas. Estaremos interessados pois
nos autoestados de espalhamento do sistema’ (doador). Assim sendo, pretendemos
simplesmente estudar o espalhamento quantico de um elétron por um potencial delta

acoplado a um oscilador harménico. Na préxima segéo trataremos este problema.

1. ESPALHAMENTO DE UM ELETRON POR UM POTENCIAL DELTA
ACOPLADO A UMA COORDENADA EARMONICA.

O hamiltoniano do sistema é mesmo do problema de Hopfield e Beratan, e é dado

por
H = Hy + Hyip + Hec (IL1)
com
| 2 52 2
Ho = b 5o + D wblx) (1L.2)

SNo contexto de espalhamento, em que estamos interessados, o termo "doador" §é
ma.dequaéio pois nao mais se tem um elétron ligado que pode, eventualmente, ser
transferido.



Heip = twala (IL.3)

Hae = 22 26x)(al + 2) (IL4)

onde g > 0 (4 < 0) e A séo parametros adimensionais e representam, respectivamente, as

intensidades do potencial delta repulsivo (atrativo) e do acoplamento elétron—oscilador e

b é uma constante com dimens&o de comprimento. A equagio a ser resolvida é
H|¢>=E|¢e>, E>0 (I1.5)

para a determinacio dos autoestados de espalhamento é conveniente escrevermos (IL.5)

na forma
(Ho + Hvib = E)|¢> == V| ¢> (1L.6)

na qual V é o potencial espalhador definido por

V=il + 2l + 2] (IL7).

h? 62
H0=‘-E-a,—:2.

Da teoria formal do espalhamento(!?’, sabemos que os autoestados de espalhamento,



">, de(I1.6) sdo dados pela equagio de Lippmann—Schwinger
[tV > = |pO> + G V] > (11.8)

onde |¢(? > é solugo de (II.6) com V = 0 e G§* é o operador de Green retardado e

satisfaz a equagio
[E - (Ho + Hviv) +1€G§" =1 I1.9)
O autoestado | (% > é obtido facilmente, supondo solugdes separaveis, e é dado por
9> = [kn>|¢n> (1.10)

com |kn> e |#n> sendo, na representacdo de coordenadas, respectivamente, uma onda

plana com médulo do vetor de onda igual a

kn = IT!— Ekn ' Ekn = E-IIM (Hll)

e a autofuncdo do n—ésimo estado do oscilador as quais s&o, a menos de constantes,os
polinémios de Hermite de grau n.

Na base {| 9% >} podemos, a partir de (I1.9), expandir G§* como

ggn = 3 (L 160>< 6y <k 12
: ngof%(E - nhw ( )

———m'“—+ie)



onde L é o comprimento da caixa na qual definimos a normalizacdo de <x|k,>6. A

equacio de Lippmann—Schwinger na representagiio de coordenadas |xg> €

<xqle'V> = <xqle!V> +

dx’dx"dq’dq"<xq|G6" Ix/q/><x/q/ lVIx"q"><x"q” '¢(+)>

-
(I.13)
utilizando (I1.10) e lembrando que o potencial espalhador é local, ou seja
<x’q’|V|x’’'q’'>=V(x’',q")&x’ —=x’")é(q’ —q"’) (I.14)
com
’ 7\ h 2 ) *
V(x',a') = =g - Al + ) (IL.15)

temos que (II.13) fica

@®
?(*) (x,q) = elk"x'fn(Q) + J'J.dx’dq’Gé” (x,x’,9,9"YV(x’,q")e " (x",q")

(I1.16)

onde

8Consideraremos L = 1 por conveniéncia.

10



G§* (x,x’,0,9”) = <xq|G§* |x’q’> (IL.17)

que a partir de (II.10) e (II.12), supondo—se que o oscilador harménico encontra—se no

estado fundamental de modo que E = hk2/2m, tornar—se

- . s ikg(x = x%)
Gi” (xx’ aa) = Y, dnldn(a BF | Dhtpr—pry (IL18)
nel —

Resolvendo(13) a integral em (II.18), no plano complexo, obtemos a funcio de Green
retardada

Gé”(x,x’,q,q’) - Zik%ﬂ'l eiknlx—x'l¢n(q)¢(q/) (II.].Q)

n=0

. substituindo (II.19) e (II.15) em (I1.16), temos

#0(x) = S hn(a) + J g 4@ 'xlf ¢ (0 )#n(a ) + MaT + 2))da’

n={ -

(I1.20)

definindo—se um coeficiente a, como

an = f dq'p* (0,0 () (w2y)

tem—-se

11



o0 = % gyq) + Y L bu(@eE Xl [ag + AVETFT aner + VB anen)]
n=0

(I1.22).

Da equagio (I1.22) vemos claramente que a autofungdo ¢(*'(x,q) depende
explicitamente dos coeficientes a,. Para determinarmos tais coeficientes basta notarmos
que se fizermos x=0 em (I1.22) e a projetarmos no m—ésimo estado do oscilador obtemos

uma relagéio de recorréncia, para os coeficientes, do tipo

m = G0 + oo (4w + AVE F 1 Bmet + VD 20-1)] (I.23)

que pode ser, como veremos, facilmente resolvida. Antes porém, vejamos qual a
interpretacio fisica da equacdo (I1.22) bem como dos vérios coeficientes a,. Com o
auxflio de (I1.23) podemos reescrever (11.22) na forma

¥ (5,0 = (@) + Y, (an = Sr0)e ¥ go(q)

n={

ou melhor

eM%4y(q) + ¥ (an = bn)e Egn(a) x<0

eV (xa) =1 n=0 (IL.24)
2 anelk"x $n(q) x>0
n={

A autofun¢io do sistema na forma (I1.24) pode ser facilmente interpretada. Para tanto,

basta olharmos para a solugdo do problema no caso particular em que o acoplamento,
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elétron—oscilador, é nulo a qual é dada por

K040 () + (ag— 1)K gy(q) x < 0
() (x, = .25
’ (xq)l"=° ikox x>0 )
| age 0 o(q) =

onde a, é determinado a partir da expressao (I1.23) fazendo m = A = 0. A expresséo
(I1.25) descreve o processo de espalhamento elastico do elétron, pelo potencial delta, no
qual o mesmo possui amplitudes (a 0 ~ 1) e 3, de ser respectivamente, refletido e
transmitido. E importante enfatizarmos que o espalhamento elastico decorre do fato de
que o elétron e o oscilador n&o se interagem e portanto ndo podem trocar energia entre
si, no caso de A = (. Assim sendo, podemos dizer que (II.24) descreve simplesmente o
caso geral do espalhamento eletrénico, que inclui (II1.25) como um caso particular, no
qual ha, além do processo elastico, processos inelasticos, decorrentes do acoplamento nao
nulo, noc quais oelétron e o oscilador trocam energia’. Convém ressaltarmoe que (11.24)
constitui um autoestado de espalhamento do sistema tanto para A = 0 quanto para A #
0. Convém salientarmos que, sendo |¢' i¢> um autoestado ligado do sistema,para A = 0

ou A # 0, sempre teremos
< > =0
¢n¢' ¢
ou seja os autoestados do sistema sio ortogonais. Isto significa que o elétron incidente

nunca podera ficar ligado8. Dessa forma, os processos fisicamente possfveis, os quais

podem ocorrer de fato, sio aqueles nos quais o elétron incidente interage com o oscilador,

7No caso que estamos considerando, o elétron sé pode ceder energia para o oscilador pois o
mesmo se encontra, inicialmente, no estado fundamental

8A menoe que existam mecanismos de dissipagéo
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no caso A # 0, podendo trocar ou no energia com o mesmo, e posteriormente, apés um
tempo que n&o sabemos a priori, deixa o centro espalhador. Estes processos sao descritos
em (I1.24) pelas componentes cujo vetor de onda, ky, é real as quais representam ondas
refletidas e transmitidas. Somente essas componentes contribuem para o fluxo das ondas
espalhadas e neste caso, como veremos, os coeficientes a,, estdo intimamente relacionados
aos coeficientes de transmissio associados aos varios processos elasticos e inelasticos.
Observando (I1.24) notamos que além das componentes com k, real ha ainda
componentes com vetor de onda complexo. Eesas componentes descrevem a projecdo da
onda incidente nos diversos estados ligados e n&o contribuem para o fluxo
transmitido (pois s#@c reais além de decair exponencialmente com a distancia).
Obviamente, ndo descrevem processos fisicamente possivéis pois representam situagdes
em que o elétron estd ligado e o oscilador em um dado estado excitado e, como ja
dissemos, o elétron ndo pode permanecer ligado. Entretanto, elas descrevem processos
nos quais ha troca virtual de energia entre o elétron e o oscilador. Vemos pois que a
afirmacéo anterior, de que o elétron pode ou néo trocar energia, s6 se aplica a processos
fisicamente possfveis, pois pode—se ter E < hw n&o sendo poesfvel a troca real de energia.
Entretanto, em processos associados a k, complexos, sempre ocorre troca virtual de
energia.

O fato das componentes com k, complexo n#&o representarem processos
fisicamente possfveis nio significa, de maneira alguma, que néo sio importantes. Na
verdade, tais processos desempenham um papel crucial na fisica do sistema pois, uma
dessas componentes pode eventualmente, dependendo da energia do elétron incidente,
coincidir com um dos estados ligados quasi—estacionarios do sistema e isto provoca
grandes alteracdes noe coeficientes de transmissdo. No apéndice A, discutimos em
detalhes a existéncia de estados ligados bem como a de nfveis ligados
quasi—estacionarios.

Vejamos agora qual a relagdo entre os coeficientes a, e os coeficientes de
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transmisséo associados aos varios processos. Para tanto, consideremos a situagao na qual,
apbs o espalhamento, o elétron é transmitido com modulo do vetor de onda ke e o
oscilador é deixado no m—ésimo estado excitado. A amplitude de tal processo é obtida de

(11.24) projetando—se a mesma em ¢n(q). Denotando esta projegéo por gi*’ (x), temos
P4 (x) = ame' %, (1.26)

Definindo o coeficiente de transmissdo, T., do referido processo como a razado entre o

fluxo de probabilidade transmitido e o incidente e lembrando que o fluxo associado a

uma dada fungao f(x) é definido por

j= et ()2 _ E () gy (I1.27)

obtemos

Ta = f2|au? (I1.28)

A expressio (I1.28) nos da o coeficiente de transmissio para os processos elasticos e
inelasticos dependendo, respectivamente, se m = ( ou nao.
Para determinarmos os coeficientes a, e consequentemente os coeficientes de

transmisséo, dispomos da relagao de recorréncia (I1.23) que param = 0 é igual a

a=1+ {Eols(pao + Aap) 11.29)

eparam 2 1
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m = i plAtn + AVE F T et + VT 2a-1)] (I1.30)

A expressio (I1.30) é uma relagio de recorréncia de trés termos. Uma maneira bastante
simples de resolvé—la é obtida transformando—a em uma relagdo de recorréncia de dois
termos através da introducio de um outro coeficiente. Para tanto, definamos o

coeficiente Ry, tal que
R = == (11.31).

T am-t

Dividindo (I1.30) por ay € utilizando (II.31) temos

=gl TR+

ou

Ra = Aym (IL.32)
~p + ikgb — AVmM F I Rpet

que é uma forma mais adequada para os nossos propositos.

Em principio temos infinitos? coeficientes Ry e am a determinar. Entretanto,
fisicamente esperamos que as amplitudes a,, correspondente a processos em que o
oscilador se encontra altamente excitado, sejam bastante pequenas e poesam ser
consideradas nulas a partir de um certo m = N10, onde N é um nimero adequadamente
escolhido. A partir das consideragdes anteriores, podemos agora determinar os

coeficientes ay ¢ Ry. Inicialmente devemos determinar N. Para obter—se o nimero N de

9Uma vez que o oscilador tem infinitos estados
10]Isto equivale a impor que o oscilador possui um numero finito de estados
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modo adequado deve—se proceder da seguinte forma.:

1) imp&e—se Rpe; = 0 para um certo m = N arbitrario

2) Determina—se Ry Ry_;---R1 & partir de (I1.32)

3) Determina—se a, utilizando~se (I1.29) e (I1.31)

4) Repete—se os procedimentos anteriores para um outrom = M > N

5) compara—se ao(M) com a,(N) e escolhe—se aquele valor de N para o qual as(M) v
ao(N) (dentro da precisao adequada) para qualquer M > N.

6) Escolhido o valor de N pode—se determinar todos os coeficientes am(m#0), a partir de
(I1.31), e a,.

De posse dos coeficientes am, podemos agora determinar os coeficientes de
transmissdo associados aos varios processos. Na préxima secio apresentaremos e
discutiremos alguns graficos que nos mostram a dependéncia de T, em relagio a energia
da particula incidente, Ty x E, para varios valores dos parametros \, s e hw. Estes
graficos nos auxiliaréio na compreensséo de como o acoplamento, do centro espalhador a

um modo vibracional, afeta o espalhamento do elétron.
2. DISCUSSOES

Nesta segao discutiremos, dentre outros, alguns graficos de Ty x E. Estes graficos
séo obtidos!! a partir de (II.28), (I1.29), (I1.31) e (II.32). Na anilise dos graficos
tentaremos sempre, tendo em vista os possfveis processos que podem ocorrer no sistema,
explicar fisicamente as peculiares e bastante interessantes estruturas presentes nos
mesmos. Inicialmente analisaremos o caso do potencial repulsivo (barreira) e

posteriormente o caso atrativo (pogo quantico).

1Na obtengéo dos graficos consideramos m = h = 1.
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2.1 POTENCIAL REPULSIVO (BARREIRA)

Consideremos os graficos das figuras (1a) e (1b) que nos mostram os coeficientes
de transmisséo associados acs varios possfveis processos. A caracterfstica principal desses

graficos é que 08 mesmos apresentam singularidades exatamente nas energias dadas por
E¥nhw, n21 (11.33)

que correspodem a limiares de energia a partir dos quais um novo canal de espalhamento
se abre possibilitando a ocorréncia de espalhamento inelastico no qual o elétron cede
energia para o oscilador deixando—o excitado. Este comportamento peculiar é bastante
conhecido no contexto das reagées nucleares(!#15) ¢ ¢ uma consequéncia da conservagio
da corrente de probabilidade a qual nos diz que: "se a probabilidade de encontrar o
elétron no estado inicial é normalizada a 1 entdo, apés o espalhamento, a soma das
probabilidades,de todos os possiveis estados finais,também deve ser igual a 1". Tal lei de

1.0
> Too
» 0.8
s
{7p]

2 0.6
<
&
L 0.4
(]
5 0.2
o
(&

ENERGIA

Figura (1a): Coeficientes de transmisséo elastico, Ty, inelastico associado a um quantum,
Ty, e elastico com acoplamento nulo (A = 0), Tgo. Para Ty e T, utiliza—se A = 0.2,
Mo = 0.08 e g = 0.45.
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Figura (1b): Coeficientes de transmissio inelasticos Ty, T2 e T; associados,

respectivamente, a perda de 1, 2 e 3 quanta. Mesmos parametros da figura (la)

conservagio, ou condigdo de unitariedade, é causa de um importante efeito denominado
mecanismo de "feedback" através do qual os processos de espalhamento inelastico
alteram a probabilidade do espalhamento elastico. Em problemas unidimensionais, como
0 que estamos tratando, o mecanismo de "feedback” se manifesta diretamente nos
coeficientes de transmissio e reflexdio. Isto pode ser visto escrevendo-se a lei de

conservagio do fluxo para a fungiio de onda (I1.24), tem—se

B - R0y - 12 - Mgy 2 By Bhgag)n o Mooy s g Ry

M2 ag? + Mg 24 | (I1.34).

convém lembramos que, no calculo de (II.34), nio é necessario considerarmos os termos
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da expressdo (I1.24) com k, complexo pois estes néo contribuem para o fluxo. Dividindo

(I1.34) pelo fluxo incidente obtemos
1= lag= 1|2+ Elag|? + Bagl+ Blagl? + .
o+ Jool? + Eag|? + K2 ag]? + 2]y ?
ou melhor
1=Ro+Ri+Ry+Rg+ ...+ To+ T+ To+ T3+ ... (11.35)

onde R, e T; sdo, respectivamente, os coeficientes de reflexdo e transmisséo dos varios
processos. Fica evidente de (I1.35) que ha uma regra de soma bem definido, envolvendo
os varios coeficientes, segundo a qual todos se interligam.

E importante observarmos que com o aumento da energia as estruturas tornan—se
menos evidentes. Isto se deve ao fato de que, a altas energias, o movimento do elétron é
muito mais rapido que o movimento do oscilador de maneira que, durante o tempo que o
elétron permanece no centro espalhador, o oscilador néo é capaz de acompanhar o seu
movimento permanecendo fixo em uma certa coordenada qg;. Assim sendo, ndo ha a
possibilidade de troca de energia pois o elétron vé simplesmente um oscilador fixo.
Podemos dizer ainda que, no limite E =+ o, 08 processos elasticos dominam totalmente os
inelasticos. Devemos esperar que nesse limite a ABO seja valida.

Um outro fato importante a ser notado, nas figuras (la) e (1b), é o
comporta.meﬁto complementar, também devido a unitariedade, entre o coeficiente de
transmissdo elastico e o coeficiente total inelastico, ou seja, quando um aumenta o outro
diminui e vice—versa.

Observando ainda os graficos das figuras (1a) e (1b) nota—se que, logo acima das
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energias de limiar, dadas por (II1.33), o coeficiente de transmissio associado ao canal
imediatamente anterior, aquele que foi aberto, decresce significativamente, ou seja, para
energias logo acima do limiar E = hw, a partir da qual o canal de espalhamento
inelastico associado a um inico quantum, hw, passa a existir, o coeficiente de
transmissio eléstico decresce grandemente. Para E > 2\, na qual surge o canal de
espalhamento inelastico associado a dois quanta de energia, o coeficiente de transmisséo
associado ao processo inelastico de um quantum decresce drasticamente e assim
sucessivamente. Tal decréscimo pode ser entendido, por exemplo no caso elastico,
observando—se que, para E < hw, a onda espalhada (transmitida ou refletida) s possui
uma Unica componente, cujo vetor de onda é k,, e para 2w > E > N surge uma outra
componente, com vetor de onda k; < k,, a qual representa a nova possibilidade de
espalhamento inelastico. O surgimento dessa nova componente de baixa velocidade faz
com que, devido novamente a unitariedade, o coeficiente de transmissido, associado a

componente elastica, decresca.
2.2 CASO ATRATIVO (POQO QUANTICO)

Neste caso, como pode ser visto no apéndice A, o potencial espalhador possui
estados ligados quasi—estacionarios (ressonantes) e isto faz com que o coeficiente de
transmirséo tenha um comportamento diferente do caso delta repulsivo, devido &
possibilidade de ocorréncia de espalhamento ressonante. Observando os graficos, vemos
que sd3o notaveis as estruturas existentes nos coeficiente de trasmissdo elasticos, figuras
(2) e (3a), e inelasticos, figuras (3b). Tais estruturas, que 86 ocorrem no caso s < 0, s&o
radicalmente diferentes das que aparecem no caso do potencial delta repulsivo. Uma
breve inspecdo nos graficos é suficiente para constatarmos que as estruturas séo de
origem diferente, em relagdo ao potencial repulsivo, pois, por se situarem, no caso

elastico, em energias que estdo abaixo do 12 limiar de espalhamento inelastico, nao
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Figura (2): Coeficiente de transmissio, T,, para A = 0.03, wv=02epu=-0.5.
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Figura (3a): Coeficiente de transmissio elastico, Ty, para A = 0.09, hw= 0.2 e = —0.5.
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Figura (3b): Coeficiente de transmissio inelastico, Ty, associado a um quantum. Mesmos

parametros de figura (3a).
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Figura (4): Coeficiente de transmissio elastico, Ty, para varios valores de A com hw = 10

e p=-.5.
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podem ser justificadas pela simples associagio c&m a abertura de novos canais
1nelasticos, como foi feito no caso repulsivo. Nos graficos dos coeficientes transmisséo que
representam os processos inelasticos valem as mesmas consideracSes anteriores pois os
mesmos exibem estruturas em energias que est@o abaixo do limiar do processo
imediatamente superior, o que também n&o era verificado no caso s > 0. A origem destas
estruturas, como )& dissemos, estd diretamente ligada a ocorréncia de processos
ressonantes devido a existéncia de estados ligados quasi—egtacionérios no centro
espalhador

A principal caracteristica das estruturas presentes nos graficos dos coeficientes de
transmisséo, para o caso atrativo, é o fato das mesmas possuirem uma forma altamente
assimétrica variando abruptamente em torno de uma dada energia. Para entendermos a
origem fisica dessas formas t&o peculiares, é necessario analisarmos a expressio que
descreve o coeficiente de transmissdo. Vejamos, por exemplo, o caso elastico. De (I1.28)

com m = (, temos
2
To = |ao| (11.36)

com o auxilio de (II.29) e (I1.32) podemos escrever

3 2
Ty = I — kb (11.37)
—p + ikob — .
-4 + ik1b— M\2Rg
A expressdo (I1.37) pode ser ainda escrital? como
A 2
To = {ago + =T kb M (11.38)

120 desenvolvimento é feito no apéndice B.
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onde

(I1.39)

é a amplitude de transmisséio elastica com A = 0. A expresséio (I1.38) nos diz que o
coeficiente T, depende do quadrado da soma das amplitudes do processo elastico com
A = 0, a0, ¢ dos demais processos (note que aj, com o auxilio de (I1.30), pode ser escrito
em fungao de a,, a1 € ag e ag em fungdo de a;, ag e ag e assim sucessivamente), ou seja, as
amplitudes somam—se coerentemente no calculo de T,. Da mecanica quantica, sabemos
que a soma coerente de amplitudes, da origem a fenémenos de interferéncia entre as
varias componentes. Para energias nao ressonantes, os efeitos de interferéncia
simplesmente renormalizam o coeficiente de transmissio elastico, calculado com A = 0,
como pode ser visto observando—se a figura(4). Entretanto, em energias incidentes que
coincidem com' a energia de um particular estado quasi—estacionério, os efeitos de
int;erferéncia podem produzir drasticas alteragdes mo cceficiente de transmisséo pois,
como veremos, ao Cruzar a energia ressonante as amplitudes mudam de sinais de maneira
que a interferéncia é destrutiva abaixo e comstrutiva acima da energia ressonante, ou
vice~versa. Neste caso, para acoplamento, )\, pequenos, podemos fazer a; = 0, para
j > jress + 1, nas vizinhancas da ressonancia, poi; tais amplitudes sdo muito pequenas
nesta regisio. No caso especffico dos graficos das figuras (2) e (3a), onde escolhemos os
parametros de modo a haver um fnico estado ligado com energia negativa, podemos
notar, a partir do diagrama de niveis da se¢do 2—A e lembrando que inicialmente temos
o oscilador no estado fundamental, que o nivel ressonante corresponde aquele no qual o
elétron estd ligado e o oscilador no 12 estado excitado. Devemos pois esperar que a
amplitude ressonante seja a; e que possua uma forma do tipo Breit—Wigner. De fato, a
partir de (I1.29) e (I1.30) podemos escrever
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_ 1 A kob
> = T b = W) (= F by = 17 (IL40)

onde consideramos a; = 0 para j > 3 pois estamos com A pequeno.
Como estamos analisando uma situagéo na qual o nivel ressonante esta abaixo do

1o limiar, Erees < 'w temos nesta regidao

ik1 - - K1
(I.41)
kg = — s

com kn e xn dados, respectivamente, por (II.11) e (A.2). Devemos esperar que para um

particular E = E{, tenhamos

(—p - K1b - A\/?RQ) E= E; %0 (11.42)

é importante notar que E{ < E, onde E; é a energia do estado ligado, com A =0, no
qual o oscilador esta no 1° estado excitado. Nas vizinhangas do nivel ressonante podemos

fazer
(=g = kb — MW2R3) ~ o E{)(E -E7) +... (I1.43)

com

‘ 1 2)1 1
o«£) =+ 50| ymrEn+ O eoTy) O

substituindo (I1.43) em (I1.40) obtemos

o = o Ay . AED = o)+ ilab)  (I145)
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ou melhor

A
& = TETE;) F172 (I.46)

onde fizemos

A = iAkob/S(E1)

2

_ 223k, b
I = e G (IL.48)

De (I1.46), que possui a bem conhecida forma de Breit—Wigner, vemos que a; realmente
descreve um nfvel ressonante. £ importante enfatizarmos que E,, dado em(IL.47), ¢
menor que Ey (sendo igual para A << 1 =% A ~0). Isto é verificado nos graficos e pode
ger entendido observando—se o grafico da figura (2—A) que da a variagio da energia do
mais baixo estado ligado, fundamental, como fungéo de A. Este grafico nos diz que ao
aumentarmos ) a energia do estado ligado fundamental decresce. Podemos pois pensar
que os niveis de energia do diagrama da figura (3—A) s8o todos "puxados" para baixo, ao

acoplarmos o sistemald, o que faz com que E; < E;. O nivel ressonante possui uma

13]sto confirma a nossa intuigio de que o acoplamento deve minimizar a energia.
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largura I', dada por (I1.48), que se relaciona com o tempo de vida, 7, do estado através

da relacio de incerteza
Trah (11.49)

Na verdade, para escrevermos (I1.49) é necessario definir I'(E) em uma dada energia. E
comum escolher—se esta energia igual a E;. De (I1.48) e (I1.49) vemos que para A =0
temos I' ® 0 de modo que 7 - . Isto nos mostra que, nas energias ressonantes, o sistema
permanece um longo tempo na configuragao ligada quasi—estacionaria, antes de retornar
a configuracgo iniciall4, e esse fato faz com que haja grandes alteragdes nos coeficientes de
transmissio. Convém observarmos que, de acordo com as figuras (2) e (3a), um aumento
de )\ provoca um alargamento das estruturas. Isto de fato é confirmado pela expressio
(11.48). A razdo fisica para esse alargamento consiste no fato de que ao aumentarmos A
estamos, na verdade, aumentando o acoplamento entre os nfveis discretos e o
continuo (ver diagrama no apéndice A) e isto faz com que 7 diminua e
consequentemente, devido a (I1.49), I' aumente.

E importante enfatizarmos o fato de que as estruturas ressonantes séo altamente
assimétricas em tomo de E = E; pois, as amplitudes a,, e a; se interferem
destrutivamente abaixo de E; e construtivamente acima. Isto ocorre pois as partes reais
e imaginarias de a,, € a; possuem sinais opostos, de modo a se cancelarem, para E < E, e

smms iguais para E > E; como pode ser facilmente visto de (II.39) e (II.46),
considerando—se E — E.>>T para A # 0.

Para o caso inelastico, correspondente a figura (3b), podemoe fazer uma analise

semelhante 3 anterior identificando sempre um nfvel ressonante ¢ um nio ressonante que

se interferem. No apéndice B é desenvolvida uma expressio analoga a (I1.38), para T},

140 sistema pode eventualmente, se E > tw, voltar para uma configuracio que corresponda
a um processo inelastico.
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bem como ademonstragio de que az é do tipo Breit—Wigner nas vizinhacas da 22
ressonancia. |

Na analise dos graficos referente ao caso atrativo néo temos feito mengio alguma
acerca da condicéo de unitariedade, que da origem ao mecanismo de "feedback" a que
nos referimos no caso repulsivo. A raz&o é que, em tais graficos, estamos utilizando
parametros de acoplamento, A, pequenos de modo que as amplitudes dos processos
inelasticos séio bastante pequenas. Mesmo assim, ainda podemos notar uma pequena
manifestacdo de tal mecanismo através do qual a ressonancia no coeficiente inelastico,

figura(3b), produz um decréscimo, ainda que pequeno, no coeficiente elastico, figura (3a)
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CAPITULO I

INFLUENCIA DO ACOPLAMENTO LOCAL IMPUREZA-FONONS NO
ESPALHAMENTO DE EXCITONS EM SOLIDOS.



Capftulo III.

Neste capftulo, pretendemos estudar a influéncia das distorgdes, criadas pela
presenca da excitagdo nas vizinhancas da impureza, no comportamento da secdo de
choque de espalhamento de um éxciton de Frenkel em um sélido de simetria cibica
simples. A partir de um modelo de ligagdes fortes (tight—binding), frequentemente
utilizado na descrigo de transferéncia ef/ou espalhamento de excitagSes em matéria
condensada(1718)  prope—se um modelo exatamente solivel (uma generalizacio do
modelo de Koster~Slater(1¥-31)) no qual o sftio da impureza no sélido hospedeiro se
encontra linearmente acoplado a uma coordenada Harménica. Convém salientarmos que
o nosso modelo é bastante simples e ndo tem a pretensiéo de ser realista. Entretanto, ¢
exatamente solivel e nos proporciona, a0 menos qualitativamente, um ponto de partida
no entendimento dos varios possiveis processos envolvidos no espalhamento ressonante
em sistemas reais.

Na préxima segiio faremos uma breve revisio da teoria dos éxcitons tratando
essencialmente, dentro aproximagio de ligagio forte (tight—binding), os chamados
éxcitons de Frenkel. Nas secSes subsequentes trataremos o problema do espalhamento

dos éxcitons por impurezas acopladas a um tnico modo vibracional
1. EXCITONS

O conceito de éxcitons, como "particulas" de excitacdo em sdlicos, foi
pioneiramente introduzido por J. Frenkel, em 1931. No trabalho de Frenkel, e nos
demais que se sucederam a ele,(3¥'3) podemos constatar que tal conceito se origina
exatamente no problema da absor¢io de luz por sélidos. Vejamos agora,
qualitativamente, como o conceito de éxciton surge no contexto da absorgio.

Quando um sédlido absorve radiagdo eletromagnética podemos dizer, dentre outras

coisas, que algum tipo de excitagdo eletromica ocorre, dependendo da frequéncia da
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radiagdo. Ha dois casos nos quais podemos descrever a excitagio de maneira
relativamente simples. O primeiro caso é aquele no qual consideramos o sélido na
aproximagéo de ligag3es fortes (tight—binding). Esta é uma boa aproximacdo para os
cristais moleculares! onde cada molécula é representada por um sftio. Nesta aproximagio,
descreve—se o problema em termos das excitagdes individuais livres dos Atomos ou
moléculas do cristal. Entretanto, tais excitagdes individuais localizadas ndo constituem,
devido a interagdo inter-~molecular, autoestados do problema. Dessa forma, se um dado
sftio é excitado, tal excitacio pode migrar para um outro sitio. Como veremos, os
verdadeiros autoestados sdo combinacdes lineares dessas excitagdes localizadas tendo
cada uma um vetor de onda, K, associado. De modo analogo as ondas elasticas, pode—se
quantizar, através da introdugdo de operadores criagio e destruicio adequados, os quais
obedecem certos regras de comutagio, as ondas de excitagdo. Na situagdo que estamos
considerando, as "particulas" de excitacio sio denominadas éxcitons de Frenkel ou
moleculares. No segundo caso, o estado excitado do sdlido é visto como sendo constituido
por um elétron na banda de condugio e o respectivo buraco na banda de valéncia. A
descri¢do é entdo feita considerando—se o par elétron—buraco como um sistema ligado,
tipo hidrogendide, que pode migrar pelo cristal. Este modelo considera que a disténcia
entre o elétron e o buraco é grande quando comparada com o parametro de rede.
Também neste caso aos autoestados estdo associados vetores de onda, R, e as particulas
de excitagdo sdo denominadas éxcitons de Wannier. Este caso se aplica a semicondutores
e isolantes com alta constante dielétrica.

Os dois tipos de éxcitons descritos no paragrafo anterior parecem, a primeira
vista, totalmente distintos. Entretanto, desde que uma excitagao localizada (atémica ou
molecular) pode ser descrita como um elétron ligado, compactamente, através da

interag@o coulombiana, a um fon, podemos dizer que os éxcitons de Frenkel ¢ Wannier1$

14Cristais moleculares s&o sdlidos compostos de moléculas (ou atomos de gases nobres) que
se interagem, fracamente, via forgas de Van der Waals.

150s éxcitons de Wannier possuem grande raio de maneira que os estados ligados a
impurezas nao sdo localizados. Assim sendo, o tipo de efeito que pretendemos estudar
certamente néo € t&o relevante quanto para o éxciton de Frenkel.
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diferem somente nos seus "raios", ou seja, no grau de separacio entre o elétron e o

buraco!6. Esquematicamente temos

(a) Exciton de Frenkel "
(b) Exciton de Wannier -

2. EXCITONS DE FRENKEL EM UMA REDE CUBICA SIMPLES

Consideremos um sélido molecular hipotético, de simetria clibica simples sujeito a
condicdes de contorno periodicas, constituido por N dtomos (moléculas) idénticos de um
elétron di.spostos um por sftio. Sendo "a" a distincia de equilibrio entre os
atomos (moléculas) da rede, assumiremos que a mesma se mantém inalterada quando um
ou mais atomos se tornam excitados, ou seja, consideraremos a rede estatica. Por
conveniéncia, definiremos como nula a energia do estado fundamental, que corresponde a
situagdo na qual todos os dtomos (moléculas) n3o se encontram excitados, do sélido. A

cada sftio, n, da rede associaremos um vetor ?n definido por
Tn = nsai + nyaj + npak (IL1)
Estamos interessados em estudar os estados excitados do sdlido. No tipo de sélido

que estamos considerando, os orbitais dos varios sitios possuem um "overlap" muito

pequeno. Dessa forma, podemos descrever os estados excitados do sélido na aproximagao

16No caso dos éxcitons de Frenkel o termo "buraco" é simplesmente uma maneira de se
referir ao orbital vacante do qual o életron saiu.
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"tight—binding", ou seja, os estados excitados podem ser pensados como sendo
constituidos pelas excitacdes atomicas (moleculares) dos varios sftios. Entretanto, tais
excitagoes, devido ao acoplamento entre os sitios, ndo permanecem localizadas nos varios
sftios e sim migram de um sftio para outro. O hamiltoniano que descreve o estado
excitado do sélido, considerando—se somente ¢ acoplamento entre os vizinhos mais

proximos, pode ser escrita como

Hex = EOBIxBn - Biig+1Bng + BagiBng + Bay By + Bny Bny +
z,[ oy BlPy BheP Pl P PPy

+B} Bl +B}, B,,x]] (IL.2)
A¥+1 Ny Ay Ny

onde o operador B;txny,,z cria um estado excitado!” no atomo (molécula) situada em
(nx,By,nz) € Bynyn, destrdi este estado, E¢ é energia que a excitagdo teria na auséncia
do acoplamento entre os vizinhos ¢ — W /218 é a intensidade do acoplamento entre os
primeiros vizinhos que consideraremos constante e igual para todos os pares.

O hamiltoniano descrito em (III.2) ndo é diagonal. Para determinarmos as
energias dos estados excitados do sdlido, bem como os autoestados, devemos
diagonaligar (II1.2). Para tanto, basta definirmos um novo operador através da

transformacao unitaria

(I11.3)

com

17Consideraremos, por simplicidade, somente o 12 estado excitado de cada molécula.

18Este acoplamento depende das interagdes de exchange e de Coulomb
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B = kyi + kyj + kok, ke, ky, ky € [~/a,7/2]
e os operadores A‘% obedecem a relagéo

ApA}-AfAp = &

substituindo (II1.3) em (III.2) e notando que

obtemos

onde
E(®) = Eo — W(coskya + coskya + cosk,a)

Podemos eacrever (II1.5) como

Hex = 2 E(E)NK
4

(IIL4)

(II1.5)

(II1.6)

(IIL.7)

onde Nk = A;E AiE é o nimero de ocupagéo do estado caracterizado pelo vetor R. A partir

de (II1.7) podemos dizer que o sdlido,no seu estado excitado, se comporta como se fosse

composto por particulas de energia E® que populam estados de Bloch aos quais estéo

associados vetores R que, como veremos, representam vetores de onda de ondas de



excitacio. Essas particulas de excitagio, que compoem o estado excitado do sélido, s&o

denominadas éxcitons de Frenkel. Vemos pois que os operadores AiE e Alz 530,

respectivamente, os operadores criagdo e destruigio de éxcitons em estados R
Analisaremos a situacio na qual temos somente um éxciton presente no sdlido, ou

sgja, &K = SQ’E’. Neste caso
Hex = E(K) (II1.8)
e correponde ao autoestado
4> = A}|0> (I1L.9)

onde |0> é o ket associado ao estado fundamental do sélido. Com o auxilio de (III.3)

podemos escrever (II1.9) como

|y> = —71%—2 em'?nB§XIO>

'nx'nynz TIX
ou melhor
o>
|¢v> = 71%—2 e&'rnln,nyn,) (I11.10)
‘nxny‘nz

onde |nynyn,> € o ket associado ao estado excitado do sélido no qual o atomo(molécula)
situado no sftio (ny,ny,nz) esté no seu 12 estado excitado.

De (II1.10) vemos que os verdadeiros autoestados do sistema sdo, como j&
tinhamos mencionado, combinagdes lineares das excitagdes localizadas, |nxnyng>, ¢ as
amplitudes de probabilidade, de se encontrar a excitagdo em um dado sftio, variam como

uma onda plana com vetor de onda B. Dessa forma, podemos dizer que (III.10)
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representa uma onda de excitagio igualmente distribuida por todo o sdlido. A expressao
(II1.6) nos diz que as energias associadas aos autoesta&os formam bandas com um
minimo em E, — 3W e um maximo em Eo + 3W.

Para descrevermos excitagdes localizadas que migram pelo sélido, se faz necessario
o uso de "pacotes de onda de excitagio" que podem ser construidos, a partir de (II1.10),
através da superposicio de varios autoestados. Entretanto, em problemas de
- espalhamento considera—se pacotes largos espacialmente de modo a possuirem uma
pequena incerteza em B. Excitacdes descritas por pacotes deste tipo pbdem, com boa
aproximagio, ser tratadas, sem a utilizaco de pacotes, utilizando—se diretamente a
expressdo (I11.10)

Na préxima secio aplicaremos a teoria aqui desenvolvida ao problema do
espalhamento de um éxciton de Frenkel por uma impureza puntual acoplada com fonons.
Consideraremos somente situagdes na qual nao se faz necessério a utilizacso de pacotes

de onda na descri¢ao do éxciton.

3. ESPALEAMENTO DE EXCITONS POR UMA IMPUREZA ACOPLADA COM
FONONS

Analisemos agora a dinamica de um éxciton em uma rede cibica simples a qual
possui uma impureza substitzcioonal em um dado sftio, tomado convenientemente como
origem do sistema. Consideraremos o caso, bastante interessante, em que a presenca da
excitagio nas vizinhancas da impuresa induz distorcdes locais ao redor da mesma. O
nosso modelo assume que a impureza possui uma energia de sftio, Vo, diferente da
energia E, dos demais sftios. As distor¢des produzidas pela presenga da excitagdo nas
vigzinhancas da impureza, devido & existéncia de estados ressonantes, serio levadas em
conta adicionando—se um oscilador ao sftio impureza e acoplando—se, localmente, o seu
movimento ao do éxciton. Por simplicidade, tal acoplamento sera tomado como linear na

coordenada harménica. Para determinarmos os autoestados de espalhamento do nosso
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sistema (s6lido + impureza) devemos resolver a seguinte equagio de Schrodinger
Hex + 'hua.x A —5,(’\ L 53 =
ex a + 0+ ™ + 30)52310 I¢> = EI¢> (IIIll)
n

onde Hex é definido por (II1.8), A é um parainetro adimensional que representa a
intensidade do acoplamento éxciton—fénon, b uma constante com unidade de
comprimento e o termo Twatao representa um oscilador na origem cuja energia do estado

fundamental foi definida como nula. Podemos reescrever (II1.11) na forma

(Hex + Twalao — E) |¢> = = V]y> (IIL12)

com o potencial espalhador sendo
X
V= Vo+ 2ol + ao)sgi,o (IIL.13)
n

Da teoria de espalhamento em sélidos‘ '3 sabemos que a solugdo, |$(*) >, de (I1.12)

é dada pela equagio de Lippman—Schwinger
[94> = |99> + GV Vg > (IIL.14)

onde |$(? > & solugiio de (II1.12) com V = 0 e G'*) ¢ o operador de Green retardado e
satisfaz

[E - huaacs) +idGg" =1 (I11.15)

Os autoestados |9¢°) > s&o obtidos notando—se que se V = 0, a hamiltoniana é separavel

nas coordenadas harménica e exciténica. Assim sendo, os autoestados e as autoenergias
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do problema s&o, respectivamente, o produto (direto) dos autoestados e a soma das

autoenergias harménica e exciténica. Portanto, utilizando resultados da secao anterior,

temos
g0 = 1 ik;?, , II.16
y(> T2, ¢ |nynyng> | ¢;> (II1.16)
nxnyn
com
E = E®) + jtw (I0.17)

onde os estados |¢;> 880, na representagio de coordenadas, essencialmente os

polinémioe de Hermite e
K = 2 E®) (IIL18)

em que E(K;) é dado por (III.6). Na base {|¥'9>} podemos, a partir de (III.15),

escrever G{*’ como

B,
G§" = asf d3ki¢ﬂ€j'(rn- rn)l¢i>Inxnynz><n,’,£{,n;l<¢il (I11.19)
n;n§n/ (21?)3[E - J'h.w - E(K,) + lé]
nx‘.ly-nz
J

Estamos interessados na amplitude de |%(*)> em um dado sftio |lylylz> com o oscilador
em um particular estado |¢n>. Portanto, devemos projetar (III.14) em |xlylz> e | dm>.
A partir de (III.14), (I11.16) e (II.19) e supondo que o oscilador esta inicialmente no
estado fundamental (Temperatura = 0), obtemos
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<gu|<l|¥ V> = 6.,.0 f JFa 7 1 4%k
VN ' (27)%E - mhw- E(R)) + ie]
 <dullVo+ Dpdad + anll<0lptv>,  B=al, (1m.20)
ou
IK "
an(l) = VN— bmio + In(E1)[Voam + —g'r- (V' F T any + v ap-y)]
(IL.21)
onde
an(l) = <dn|<l|yp*) > (II.22)
€
d%k’ e lﬁm n '
L(El) = (TF E—mh - ELT ¥ (II.23)

A equagdo (III.21) nos diz que as amplitudes de |¥‘*)> dependem, como era de se
esperar, do valor das mesmas calculadas na regifio do potencial espalhador, ou seja, no
sftio da impureza. Para determinarmos os coeficientes ay, 08 quais, como veremos , est&o
relacionados com a segdo de choque diferencial de espalhamento, basta fazermos 1 = 0
(1x =0,y = 0,]; = 0) em (I11.21)

m = 2800 + 1o (B.0)[Vorm + AVEF T amet +/G 2u-1)] (IIL.24)

A expressio (II1.24) é uma relacio de recorréncia de trés termos e pode ser resolvida

procedendo—se de modo analogo ao que foi feito no capftulo II na resolugao de (11.23).
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Convém lembrarmos que (II1.24) contém as integrais In(E,0) as quais, a partir de uma
transformagéo que envolve a fungsio de Bessel de ordem zero?®, podem ser resolvidas
numericamente como integrais simples ou mesmo serem calculadas, para grandes valores
de E, utilizando—se uma expansio em série.

A grandeza relevante em um problema de espalbamento & amplitude de
espalhamento pois esta nos permite determinar a secio de choque a qual nos possibilita
avaliar quio eficaz é o espalhamento. A teoria do espalhamento em solidos, bem mais
complexa que a teoria de espalhamento convencional? devido a existéncia das bandas de
energia, nos diz que a amplitude de espalhamento é definida a partir da forma assintAtica
de (II1.21), no limite em que 1 + 20, Devemos pois calcular a integral, In(E,l), presente em
(II1.21) no limite requerido. A solu¢iio assintética desta integral foi dada, pioneiramente,
por Koster(?®) e Lifshitz{?®) em trabalhos independentes, para uma banda qualquer
E® A expressao assintética de In(E,l) para o caso da estrutura de banda da rede ctibica
simples é dada por Callaway‘342") No apéndice D, faremos a dedugao, para este caso,
utilizando o método das fases estacionarias(3®), Segundo Callaway In(E,}+), para a
banda dada em (III.18), com E, = 3W por conveniéncia, ¢

L(E L) = eiRom.T) 1
o(El) = =o' g
} sen’ko, + sen?k,y + sen?ko, ]1/ 2
) 8€Nn“K5xCo8K oyCX08Kog + sen’K 4yCo8Koxc 08Koz + 8sengkqzco8koxcoskoy
(II1.25)
onde R, é 0 vetor de onda que satisfaz (veja apéndice D) as condigdes
E-mhw=ERon) ¢ FERD)]|pp // 7, (1m.26)

9Esta transformacéo é feita no apéndice C

20Usaremos 1 + w para representar |?1| “m
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substituindo (III.25) em (III.21), obtemos a forma assintética dos coeficientes am(l-m)

e Rt
an(l=o) = —IN— &nyo + ) W F(Kom).
Voo = AV F 1 ages + Vil 2g-1)] (IIL.27)
com
F(Ron) = senZk,, + sen?k,, + sen’k,, 0-5
™/ = |sen%koxcosKoycoskos + Ben?K oucosKoxC08Kog + sen’kocoskoxcoskoy

(I11.28)

A expressdo (II1.27), juntamente com as condigdes dadas em (II1.26), nos diz que o vetor
de onda da onda espalhada n&io é necessariamente paralelo & direcio observada, ),
podendo até mesmo ser tal que ﬁ..'r.l < 0. No caso em que 120,..?1 < ( temos, a primeira
vista, uma situagio nio fisica na qual as ondas espalhadas séo convergentes. A questdo
da causalidade no problema de espalhamento em sélidos é rigorosamente discutida, a
partir do desenvolvimento da teoria com a utilizacgdo de pacotes de onda, por
Preziosi(?). Neste trabalho, Preziosi ressalta o fato de que o vetor de onda, que no
nosso caso é Ko.., ao contrario do que se tem no espalhamento usual, nio é proporcional &
velocidade (de grupo) de maneira que nem sempre 3(20.) .?1 > 0 implica em Eo.,..?l > 0.
Assim sendo, Ko...?l >0e Ko..'r’l < 0 néo significam, de modo algum, ondas espalhadas
divergentes e convergentes, respectivamuente. O que realmente nos garante solugdes
fisicamente aceitaveis, ondas espalhadas divergentes, € o termo +i¢ (¢ > 0) que é
introduzido no denominador da fungéo Green. Esse termo faz com que, no limite ?) -,
tenhamos a condigao ;l = ;(ﬁo,) Segundo Preziosi, uma maneira simples de se ver
porque devemos ter ; = ;(ﬁm) é a seguinte: "Uma particula pode chegar a um ponto

muito distante, ?1, somente se ela tiver uma velocidade que aponta para ?1"~
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Em sélidos, os processos de transferéncia de energia envolvemn baixas energias
pois, em geral, as excitagdes s@o produzidas no fundo da banda. Assim sendo, estaremos
interessados, neste trabalho, em processos nos quais |1€°,,,| % 0. Neste limite, podemos

determinar facilmente K.a. Expandindo-se E(Eo.), em torno da origem, até 22 ordem e
utilizando (IT1.26) obtemos

kom = -T(E -mhw) 1 =koa (1H.29)
Expandindo—se também o fator F(ﬁo.) até 22 ordem temos

F(Roa) = 1 (I11.30)

Dessa forma, (II1.27) pode ser escrita como

KT i
an(l0) = Sgr—buo + 57— gz [ Votm = MV F T e + Vil 20-1)]

(II1.31)

A expressio assintética (II1.31) descreve o processo de espalhamento do éxciton
para sitios, 'r’l, muito afastados do centro espalhadoi. Nela identificamos a porgéo néo
espalhada da onda incidente bem como a porgao, esfericamente simétrico (onda s), a qual
representa a onda espalhada. A expressdo (III.31) desempenha papel analogo ao da
expressio (I1.24) a qual descreve o espalhamento eletrénico. Convém lembrarmos que
(I1.24) descreve um problema de espalhamento unidimensional convencional e (II1.31)
um problema tridimensional de espalhamento em sdlidos. Entretanto, apesar de sua
maior complexidade, o problema do espalhamento do éxciton, do ponto de vista fisico,
em muito se assemelha ao espalhamento do elétron tratado no capftulo II. Em ambos

temos, por exemplo, a existéncia de processos ressonantes elasticos e inelasticos. Para a
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equacgio (II1.31) vale também as consideragdes, feitas no capftulo (II), acerca das
componentes da onda espalhada com vetor de onda complexo, bem como os demais
comentarios que se seguiram a expressio (II.24) com a ressalva de que ndo mais faz
sentido, no atual contexto, falar em ondas refletidas/transmitidas e coeficientes de
reflexao/transmissdo. Esses termos devem ser substituidos por, respectivamente, ondas
espalhadas e se¢Ses de choque.

A partir da forma assintética (II1.31) bodemos definir, de maneira analoga ao
espalhamento usual, a segio de choque diferencial, do/df}, como a ragdo entre o fluxo da
onda espalhada, através de um elemento de area ds = rf{dQ, e o fluxo da onda incidente.

Dessa forma, obtemos

Qe = | gy [ Votm = MVEF T amer + v 2a-0)]| 52 (II.32)

que representa a segao de choque diferencial associada ao processo no qual o oscilador é
deixado no m—ésimo estado excitado (m fonons sdo criados). Na obtengiio de (II1.32)
desprezamos a contribuicio, para o fluxo radial, do termo proveniente da onda incidente,
por ser uma contribuicio muito pequena, e consideramos, por simplicidade, N = 1.

Com o auxflio de (I11.32) podemos estudar o comportamento da secio de choque
diferencial, para varios valores dos parametros do sistema, CI;mO funcdo de E. Na

préxima secdo discutiremos alguns resultados.
4. DISCUSSOES

Observando os graficos?! a seguir os quais nos mostram o comportamento da segéo
de choque diferencial de espalhamento do éxciton, para os varios processos elasticos e

inelasticos, no caso em que V, < 0, notamos que os mesmos apresentam estruturas

21Na obtengdo destes também fazemos m = A =1
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Figura (5a): Secio de Choque elastica, do/dQ;, e elastica com acoplamento nulo,

do/dfgo, para A = 0.04, hw = 0.1 e Vy = ~0.45.
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Mesmos parametros que a figura (5a).
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Figura (6a): Secio de choque elastica, do/dQ, e elastica com acoplamento nulo,
do/d€Qqg, para A = 0.08, w = 0.1 e s = —0.45.
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h=0.1¢eVy=-0.339.

ressonantes?? analogas as que aparecem nos coeficientes de transmissio associados ao
problema eletrénico discutido no capftulo II. Na verdade, apesar de se tratar de um
problema de espalhamento em um sélido tridimensional, ao contrario do problema
eletronico, unidimensional, de espalhamento usqa.l, a fisica que descreve o espalhamento,
em baixas energias, do éxciton e do elétron é a mesma. Obviamente, como ja foi dito, o
problema do éxciton é mais complexo. Assim sendo, as estruturas que aparecem nos
graficos da sego de choque elastica, figura (5a), e inelastica, figura (5b), devem também
ser resultantes de fenémenos de interferéncia destrutiva e construtiva. Isto pode ser

visto observando~se, por exemplo, a expressdo de secdo de choque elastica, obtida de

2 Estas estruturas também se devem a existéncia de estados ligados quasi_estacionarios no
centro espalhador. Os estados ligados, bem como os ressonantes, para o problema do
éxciton sdo discutidos no apéndice A segio 3-A.
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(II1.32)que é dada por

2
= | Voo + ,\a,]l (II1.33)

com o auxilio de (II1.24),podemos escrever

do 2

= Vo
du,

1
QTrW[l_I Voo N + '\"‘1]
°te 1T ="1iV, - AV2 11R9

ou ainda?3 como

2
= |gw [2oo + (1 + 2col)Aa] (ITL.34)

onde

300 = 1=y (II1.35)

é a amplitude de espalhamento elastico para A = 0. A partir de (III.34) vemos que a
secao de choque elastica é o quadrado da soma da amplitude de espalhamento elastico,
com A =0, e dos demais processos. Aqu valem todas as consideracdes feitas no
problema eletrénico acerca de interferéncia, niveis ressonantes e etc. Para o caso das
figuras (5a) e (5b), onde novamente éséélhemos os parametros de modo a haver um unico
estado ligado com E < 0, para A = 0, podemos mostrar, de modo analogo ao que foi feito
para o elétron, que a; é do tipo Bfeit;-Wigner para E~ E{, onde E{ é uma energia

préxima da energia do estado ligado, E,, no qual o oscilador esta no 12 estado, ou seja

_ B
M=ETE,) FI/2

(I11.36)

23Estas contas sio feitas no apéndice E
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onde consideremos a; = O para j 2 3 e

B = AL/A(E;) (I11.37)

AED = o(E)(A =1Vo) (I11.38)
o) = - Vodpt |5 - 5y - VIR g = B (I1.39)
E =E{-A (II1.40)

__A’ﬂl%gl@{l = A +iT/2

As expressdes acima sdo analogas as obtidas para o elétron, embora um tanto
mais complexas. Entretanto, podemos tecer o mesmos comentarios acercade E;, A, T e
etc. feitos no problema do elétron pois temos uma situagio analoga.

Convém ressaltarmos que em (II1.34) as amplitudes se interferem de modo
andlogo as amplitudes em (II.38), ou seja, destrutivamente para E<E, e
construtivamente para E > E,.O grafico do processo inelastico, figuras (5b), pode ser
analisado de modo analogo ao caso elastico. No apéndice E, uma expressio analoga a
(II1.34) é obtida para do/d{);. Mostra—se também, para este caso, que ag é do tipo
Breit—Wigner.

Os gréficos das figuras (6a) e (6b) sdo analogos aos das figuras (5a) e (5b),
entretanto, séo obt»i;kzs utilizando-se um parametro de acoplamento um pouco maior. O
aumento de A "puxa", devido a relaxagao da rede, os niveis ressonantes para o fundo da
banda de modo que o efeito de interferéncia observado em (5a) pode somente ser
parcialmente visto, 86 a parte construtiva, em (6a). Podemos observar ainda o

surgimento de uma nova estrutura ressonante que certamente corresponde a ressonancia



com o nivel quasi—estacionario ligado no qual o oscilador se encontra no 22 estado
excitado. Se aumentarmos ) ainda mais, um novo autoestado ligado é criado abaixo do
fundo da banda. Na figura (6b) podemos verificar que com aumento de A a estrutura
ressonante se alarga, em relagio a figura(5b), e que a possibilidade de espalhamento
inelastico aumenta. O grafico da figura (7) nos mostra uma situacdo na qual escolhemos
o valor de V, de maneira que, para A = 0, tenhamos um estado ligado om E = 0. Nestas
circunstancia, podemos utilizar um A maior que o0s anteriores ¢ mesmo assim termos
somente um estado ligado abaixo da banda. Isto nos permite verificar o grande
alargamento da estrutura ressonante, em fun¢io do aumento de ), bem como o seu
deslocamento para energias menores.

E importante enfatizarmos que n@o ha, para segdes de choque, em problemas
tridimensionais, uma regra de soma bem definida, como no caso doe coeficientes de
transmissio em uma dimens&o, de maneira que o mecanismo de feedback para as se¢des
de choque é bem menos evidente nestes problemas.

E importante assinalarmos que o tipo de estrutura ressonante que aparece nos
coeficientes de transmisséo e segdes de choque, no caso de potenciais atrativos, e cuja
origem fisica se fundamenta no fendémeno de interferéncia, entre uma amplitude
ressonante e uma nao ressonante, ¢ uma caracterfstica comum a sistemas nos quais se
tem um nivel discreto acoplado a um continuo, como no nosso caso (ver diagrama
apendice A). No contexto da fisica nuclear, quando se estuda espalhamento de neutrons
por nicleos, tais estruturas sdo ha muito tempo conhecidas(30-32) No espalhamento de
neutrons por nicleos, o contfnuo sio os estados de espalhamento elastico no qual o
neutron néo "penetra" no micleo e o nfvel discreto ressonante é aquele no qual o neutron
"penetra" no nicleo formando um estado conposto com o mesmo. A segdo de choque

nestes casos pode ser escrita, para onda "s", como (3%’

R L | Apot + A,,.I2 (II1.41)
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com

2ikR

Apast= e -1, R = raio do nicleo

Ave = il (E

——s+1os

onde Eq é a energia ressonante e I'o(Eq) é a largura da ressonancia calculada em E,. No
limite kR << 1 e supondo que E -~ Eg >> I'o(E¢) vé—se claramente que Apot € Ares tem
sinais opostos para E < Eg e mesmo sinal para E > E;. Dessa forma, espera—se que haja
interferéncia destrutiva para E < Eg e construtiva para E > E,. Isto pode ser visto no

grafico dado por Blatt e Weisskopt

)
w
)
o
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T
o
w
)
= 2
g 4Tt R
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»
i
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Figura (8): Secao de choque elastica para o espalhamento de neutroms (com 1 = 0) por

A
nucleos.
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A figura (9) nos mostra o comportamento de do/dQ, para E = 0 em fungio de
Vo, com V,< 0. Neste grafico as estruturas sio, aproximadamente, igualmente
espagadas e sua origem esta relacionada ao "nascimento” de sucessivos estados ligados,
com E = 0, com o aumento de V,. Este comportamento peculiar é analogo ao que ocorre
na segio de choque(®¥’, para o potencial quadrado tridimensional, que ¢, para E = 0,
dada por

95~ [b8(a Vo) /v - 11

onde "a" e a largura do pogo e V, sua profundidade. No potencial quadrado os sucessivos
estados ligados, com E = 0, sdo estados do préprio potencial que surgem ao se aumentar
V,. Entretanto, no nosso caso, os estados ligados sucessfvos, com E = 0, se originam
devido ao acoplamento com os fénons, pois o sftio da impureza, sem acoplamento, sé

possul um tnico estado ligado, abaixo do fundo da banda.

50

w e

u 40

« ]

2

() 30 =

w

o

o 20

<<

O

h 10

A

| 1 I L i
0.2 0.4 0.6 0.8

Vo
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CONCLUSAO

Dentre os varios efeitos observados no espalhamento inelastico/ressonante de
particulas, tratado neste trabalho, podemos dizer que o mais interessante e peculiar é
aquele associado ao fenoémeno de interferéncia. Convém salientarmos que esse efeito,
apesar de bastante conhecido no contexto da fisica nuclear, aparece aqui pela 12 vez no
contexto do espalhamento em sélidos. Como vimos, existe devido a esse efeito
determinados valores de energia nos quais a partfcula simplesmente nao "vé" o centro
espalhador, ou seja, Tn=1 e do/dQ, =0. O fato do centro espalhador ficar
transparente para alguns valores de energia e, sem divida, bastante interessante. Isto
acarretaria, por exemplo no espalhamento de excitacdes por impurezas em sdlidos, um
livre caminho médio infinito.

Esperamos pois que este trabalho possa servir, de alguma maneira, como um
ponto de partida no entendimento dos reais efeitos que ocorrem no espalhamento
assistido por fénons ou, de modo geral, em problemas nos quais o centro espalhador est

acoplado a modos vibracionais.
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SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Em ambos os sistemas tratados neste trabalho, a particula incidente jamais pode
ficar ligada ao centro espalhador pois <¢Iig|¢“) > = 0. Assim sendo, um interessante
trabalho que pode ser feito futuramente é a tentativa de se introduzir mecanismos de
dissipagdo (banho de bosons) de modo a permitir que a particula possa ficar ligada ao
centro espalhador.

Para o problema unidimensional especificamente, pode—se tentar torna-lo mais
realistico levando—se em conta a extensdo, d, do potencial. Pode—se ainda calcular a
corrente de tunelamento, a partir dos fluxos transmitidos, e observar como as
ressonancias se manifestamn em tal corrente. No caso do espalhamento de excitacdes é
interessante determinar—se como o livre caminho médio se modifica frente as
ressonancics pois, este é um dado importante em questdes que envolvam migragio de

energia.
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Apéndice A

Neste apéndice tratamos da determinagio dos estados ligados dos problemas eletrénico,
capftulo II, e exciténico, capftulo ITI. Tal interesse reside no fato de que, apesar de
estarmos tratando de problemas de espalhamento, a existéncia de tais estados pode
modificar drasti.ca.mente o comportamento dos coeficientes de transmissio e segdes de
choque pois o0s mesmos dao origem, como veremos, a estados ligados
quasi—estacionarios (E> 0 e A # 0) os quais fazem com que haja possibilidade de

ocorréncia de espalhamento ressonante
1-A. ESTADOS LIGADOS DO MODELO DE HOPFIELD-BERATAN

A determinagio dos estados ligados do sistema tratado no capftulo II ja foi feita
por Hopfield—Beratan. Entretanto, por uma questio didatica, obteremos a mesma
solucdio a partir dos resultados da secéo 1, capitulo II. Para tanto, basta considerarmos o
problema de estado ligado como um "problema de espalhamento” no qual, obviamente,
ndo ha onda incidente. Dessa forma, desprezando—se todos os termos oriundos do termo

de onda incidente, obtemos a solugio

splgz‘:,q) = Ebue"‘"lxl én(q) (A.1)

n=(

onde
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Kn = J—%—?—(nhw - E) | (A.2)
e os coeficientes by, s3o dados pela relagso de recorréncia

bn = oplibn = AT F T byeg + V& bieo)] (A.3)

com p < 0.

Apesar de toda a aparente semelhanca entre os dois problemas, espalhamento e
estados ligados, os mesmos sio bastantes distintos. Por exemplo, no espalhamento
sabemos a energia, E > 0, do sistema e temos um fluxo incidente que define a
normalizagéo da fungéio de onda de modo que a relagio de recorréncia, que la aparece, é
bem definida e sempre admite solugio para uma dada energia dentro da banda. Por
outro lado, no problema de estados ligados nao se conhece, a priori, a energia, e a relagio
de recorréncia, (A.3), que aqui aparece admite solugdes somente para alguns valores
discretos de energias, E < 0 ou E > 0, do sistema. Além disso, os coeficientes by, nao sao
normalizados.

Para resolvermos a relagio (A.3) basta supor, como foi feito no capftulo Ii, que os
coeficientes by s8o muito pequenos e podem ser desprezados a partir de um certo n = N.

Assim sendo, podemos colocar (A.3) na forma tridiagonal

kot WI 0 O 0 7 Mbo]
WE mibs WT 0 0 | [b,
Y nxb-sp W 0 | |b,
0 0 gles O xPs|=10 (a9
S S Nk
0 0 0 0 ... MWN ryb—nl by
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A forma (A.4) é uma equagio matricial do tipo
AX=0 (A.5)

onde A é uma matriz N x N e X é um vetor de N componentes. Sabemos que a equagio
(A.5) 86 admite solugBes nao triviais se detA = 0. Assim sendo, para determinarmos as
autoenergias do sistema, basta procurarmos os zeros do determinante da matriz A como
funcdo da energia. Determinada as energias pode—se facilmente determinar os
coeficientes b, e consequentemente as autofun¢des. Entretanto, estaremos interessados
somente nas autoenergias. Convém salientarmos o fato de que o problema s6 admite
solugdes,para A # 0, com E < 0. Entretanto, para A = 0 podemos ter estados ligados com
E>0e E <0. A expressio (A.4) abrange os dois casos bastando fazer E = |E| para
E>0e E=- |E| para E < 0. Abaixo temos um grafico ilustrativo de detA x E, para
um dado conjunto de parimetros, e também de E$ x ), onde E é a energia do estado

ligado de mais baixa energia (fundamental)

DET(A)

|IDET(A)]
1.0

44-.——f

+

e e
'

-0.
ENERGIA

-0.3 -0.2

e AUTOENERGIAS

Figura (1—A): (DetA x E)/|DetA xE| par A = 0.1, \w=0.1e p = -1.0.
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Figura (2-A): Variagio da energia do estado ligado fundamental como funcio do

pardmetro de acoplamento A. Considera—se hw = 10 e g = —0.5.

2-A. ESTADOS LIGADOS QUASI-ESTACIONARIOS (NIVEIS RESSONANTES)

Como foi visto na secdo anterior, o nosso sistema possui estados ligados com
energia positiva (E > 0) para A > 0 com 4 < 0. Para A =0, as energias dos estados

ligados, positivas e negativas, sdo dadas por
Eo =28+, j=0,1,23,. (A.6).

Existe também, para E > 0, os estados de espalhamento cujas energias, no limite A = 0,
sdo obtidas da expressio

212
o= %K 4w j=0,1,2,3,.. (A.7)
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Das expressdes (A.6) e (A.7) podemos notar que existem estados discretos, do espectro

de estados ligados, os quais sdo degenerados com o continuo formado pelas autoenergias

do espalhamento. Isto fica mais evidente construindo—se um diagrama de niveis de

energia para o sistema

ESTADOS LIGADOS

ESTADOS DE ESPALHAMENTO

Figura (3—A): Diagrama de niveis de energia para o sistema (elétron + OH) com

A = 0. Considera—se as varias possibilidades para o estado inicial do OH.

A partir do diagrama da figura (3—A) fica evidente a existéncia de niveis

discretos degenerados com o contfnuo. Quando fazemos A # 0 o diagrama acima deixa de

representar, exatamente, os nfveis do sistema. £ bem sabido que um atomo de hélio,

desprezando—se a interacio elétron—életron, possui um diagrama de niveis de energia que

também apresenta degenerescéncia entre um nivel discreto e o continuo e que o efeito da

repulsdo inter—eletrénica é induzir transiges entre o discreto e o continuo, ou

vice—versa, fazendo com que tais nfveis deixem de ser estacionarios. Em particular,
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podemos dizer que os niveis discretos se alargam adquirindo tempos de vida finitos
tornando—se, dessa forma, estados denominados quasi—estacionarios. Nos sistemas que
estamos tratando, podemos pensar que o acoplamento A desepenha papel analogo ao da
repulsdo elétron—elétron no atomo de hélio. Assim sendo, podemos considerar que, para
acoplamentos A pequenos, em analogia com o atomo de hélio, cada nfvel discreto do
diagrama da figura (3-A), com E >0, se torna um nfvel quasi—estacionério.

A importancia da existéncia desses niveis quasi—estacionarios reside no fato de
que quando a particula incidente, possui uma energia tal que um desses estados
quasi—estacionarios pode ser constituido, drasticas alteragdes ocorrem nos coeficientes de

transmisséo. Dizemos ent&o que nessas energias ha espalhamento ressonante.

3-A. ESTADOS LIGADOS PARA O MODELO DO EXCITON ACOPLADO A UM
MODO VIBRACIONAL

E bem sabido(3%) que, a0 contrario de sistemas unidimensionais e bidimensionais,
a existéncia de estados ligados, em sélidos tridimensionais com impurezas puntuais, 86 é
possivel se a intensidade, |V, |, do potencial da impureza for maior que um certo valor
critico, V.. Sabe—se ainda que, supondo |V,| > V¢, as autoenergias dos estados ligados
situam—se abaixo do fundo da banda de energia ou acima do topo da mesma caso o
potencial seja, respectivamente, atrativo (V, < 0) ou repulsivo (V, > 0.

Podemos resolver o problema de estados ligados do sistema excitonico de maneira
analoga ao que foi feito na seg@o (1-A). A partir dos resultados do capftulo III,

desprezando—se os termos de onda incidente, obtemos a seguinte relagiio de recorréncia

by = ~In(E,0) [Vobn + AV + T bney + V71 bpy))] (A.8)
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onde

In(E,0) = l?%’ f [E__n%‘ém (A.9)

convém notarmos que em (A.9) n8o hé a necessidade do termo +ie no denominador pois,
como E — nfw < 0, para estados ligados a integral ndo possui polos. A forma assintética,
no limite l=w (r1=w), dos coeficientes , bp, o0s quais representam a amplitude do
autoestado ligado, | ¢;,>, em um dado sftio |1>, pode ser obtida de maneira analoga ao
que ¢ feito o apéndice D, para o caso de espalhamento. Entretanto, o resultado obtido,
como veremos, ¢ inteiramente diferente pois os vetores de onda K‘m 86 satisfario a

condigdo (D.2)
E - nhw = E(Kon)
ou melhor
~ |E - | = E(Kon) (A.10)
caso Ron = i%on. Isto ocorre porque o lado direito de (A.10) somente pode assumir

valores posftivos, contidos no intervalo [0,6W], de modo que (A.10) sé pode ser satisfeita

para Ron imaginéarios. Assim sendo, obtemos para b, (1) a expressio
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1 _&lrh
2TW I )

bn(l+w) = —

[ sh2 9., + sh? Yony + 8h2vy,. ]2
8h%YonxChYonyChYonz+ 8090 n ycBYonxCh Yong + %27on20h7on15h7ony '

.[vob,, AT F Ty + 46 b,—,-l)]. (A.11)

A partir de (A.8) podemos determinar as autoenergias do sistema. Para tanto, basta

escrevé—la na forma matricial

BX

I
o

ou melhor

Vot 0 0 by
«/410 Vo+v41 0 0 by
Vo+ ‘/él DY I 0 by
Vot1/ly ... 0 |x|bs|=[0]
: : : S : ,/N :

(A.12)

onde novamente fazemos uso de que os coeficientes, by, tendem a zero a partir de um
certo nimero n = N, e procurar valores da energia, E, para os quais detB = 0. Aqui
valem as mesmas consideragdes feitas no caso unidimensional acerca da existéncia dos
estados ligados com E > 0 e E < 0. A seguir temos o grafico de Efigx A, onde Ehg é

energia do estado fundamental. O grafico de detB x E é analogo ao da figura (1-A).
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Figura (4~A): Variag3o da energia do estado ligado fundamental do sistema excitdnico,
para hw = 10 e Vo = 0.5, em fungdo do parametro de acoplamento X.

4-A. NIVEIS RESSONANTES

De modo analogo ao problema unidimensional eletrénico, temos para o sistema do
éxciton estados ligados, para A =0, com E > 0 que sio degenerados com estados de

espalhamento. As energias dos estados ligados sdo obtidas por
Eex = E(Vo) + jlw j=0,1,23 ...|Vo| > V¢ (A.13)
onde E(V,) é a energia, negativa, do estado ligado introduzido pela impureza e V. é um

certo valor critico para que haja estados ligados. As energias do espalhamento sio dadas

por
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Eex = E(kj) + jlw, j=0,1,2,3 (A.14)

Dessa forma, de acordo com o que foi dito na se¢do 3—A, quando se faz A # 0 os
nivels degenerados se acoplam de maneira que passa a existir a possibilidade de
espalhamento ressonante devido a existéncia de niveis quasi—estacionarios. Convém
salientarmos que o diagrama de energia do éxciton, construido a partir de (A.13) e
(A.14) e analogo ao do elétron excetuando—se o fato de que a parte continua do diagrama
ndo mais se estende até o infinito pois para o éxciton ha um limite superior ditado pelo

topo da banda.
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Apéndice B

Mostraremos neste apéndice que os coeficientes de transmisséo elastico, T, e o inelastico
associado a um quantum, T, podem ambos serem escritos como o quadrado de
combinagdes lineares de amplitudes de espalhamento ressonantes e nio ressonantes. Para

T, temos a partir de (I1.37)

ikob

N 12
—p+lk°b——# + 1kib = AV2 Ky

To=

(B.1)

somando e subtraindo a parcela ag, = ikoa/(—g + ikqa) obtemos

ikobA2

To = |800 + (—‘# + 1kob)l(—p 4+ 1kib - Aﬂ Rz)(—l‘ + lkob) I2]

(B.2)

sabemos de (I1.23), (I1.31) e (I1.32) que

= Aikob
M T T F kb = W2 Ra) (5 F 1K.b) — X2 (B.3)

com o auxilio de (B.3) podemos escrever T, como

To = |200 + $+—A:I<‘OB a1 (B.4)

que é a expresséio (I1.38). No capftulo II, segdo 2.2 mostramos que a; é do tipo

Breit—Wigner. Assim sendo, podemos reescrever (B.4) na forma
To= |ANg + ARES (B.5)

onde ARES e ANR representam, respectivamente, uma amplitude ressonante e uma nao



ressonante.

Para o coeficiente T temos a partir de (I1.28)
_ k
= |ay| g - (B.6)
ou utilizando (B.3) e (I1.32)

Aikob

T, = — ——
[-"+1k1b_—p+1kgb-AJTK;J(—”'*'Ik")-’\)

(B.7)

somando e subtraindo a parcela

- Aik,b
2oi(}) = (=) - h T B =T (B8)

obtemos

Ty = |an(A) +

2ik,bA3/(-u + iksb - A3 Rs
(—p + ikyb)(—p + 1k<,b){l(-p + ikib) - +2l\k,b —73 RSJ (= + ikob) — A2}

(B.9)

que pode ser escrita como

yZ A o’ (B.10)

T = laci(A) + t{(—=# + 1kib )(—=p + 1kob) — A%] 4

onde
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A2 ikob (=p+ ikob — W3 Rg3)
Py

ag = . ' (B.11)
[—p + ik;b - ikob) — A2

=5 F 1K2b - A3 RJ("‘ +

Para que (B.10) passa ser escrita de maneira analoga a (B.5) é preciso mostrarmos que

ag é do tipo Breit—Wigner. De (B.11) temos

- A2/2 ik, b
2= (S5 F ikab + WS Ra)[(—# F 1K15) (% + 1Kob) = X% = 2XT(— F ikob)

(B.12)

No caso da figura (3b) do capftulo (II) temos, na regiio de ressonancia, E < 2hw de

modo que

1kg — — K2
(B.13)
ik — — K3
ky e xn dados, respectivamente por (II.11) e (A.2). Devemos esperar que na regiso da 22

ressonéancia, E ~ EJ, tenhamos, fazendo Ry = 0

(=p — K9b = AV3R3) =0 (B.14)
E=E;

onde E; é uma energia proxima 3 energia do estado ligado, Eg, com A =0, no qual o

oscilador se encontra no 22 estado excitado. De modo analogo ao que foi feito no capftulo

II, expressdo (11.43), podemos fager

(= = mb W3Rs) » aa(E3)(E ~ E3) + ... (B.15)

onde
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" — 1 322 1
(E9) = [ 55| ~roms —Ep * R VO —Ey ) (B.16)

substituindo (B.16) e (B.15) em (B.12) obtemos

com
F2 = a(EQ)(=p + ikib)(—p + ikob) — A?]
definindo
- gkl = g, 4+ 2 (B.18)
Az = A%2 ik;b/Ba(E}) (B.19)
e
Ey, = Ej -2 (B.20)
obtemos

= A
(E-Egn ) +5

a2

(B.21)

A expressdo (B.21) ¢ do tipo Breit—Wigner o que nos permite dizer que T pode também

ser escrita na forma (B.5), como pretendfamos mostrar.
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Apéndice C

Neste apéndice, veremos como a integral tripla, In(E,0), definida pela expressdo
(II1.23),pode ser convertida em uma integral simples de modo a se tornar facilmente
integravel numericamente.

D4 expressao (I1I1.23) temos

x
dk/dk ; dk
L(E0) = —g,l;;sfﬂ ——————
[E — mhw — 3W — (cosky + cosky + cosk;) + i¢]
-

(C.1)

ou melhor

Ia(E,0) = —2 f f f s (C.2)
W(27)3JJJ [Dp —in — cosk; - cosk; — cosk;]
-T

com

A integral em (C.2) deve ser analisada em trés casos distintos com relagio a
E —mhw. A saber

1°) Dentro da banda ——— 0 < E —mh < 6W
2°) Abaixo da banda ————E -~ mhw < 0

-3<Dnp3
Dm >3 .
32) Acima da banda ——— E - mtw > 0 ——— Dp < -3
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12 CASO
Neste caso, o integrando possui polos no eixo real e a inclusdo da parcela iy no

denominador se faz necessiria para que a integral exista. Podemos escrever (C.2) na

forma

I..(E,0)=_ﬂ}v_fﬂ.f_1.
J 2 @)’

- exp{—i[(D;j — in) — cosky — cosky — cok,]t }dtdk;dk;dk; (C.3)

Sabemos que a fungiio de Bessel de 12 classe de ordem zero é definida, na forma integral,

por

T

Jo(t) = leri J‘ elbcosé g, (C.4)
utilizando (C.4) podemos escrever (C.3) como
Tn(E0) = — f e~(Dn =ity y13ae (C.5)
0

fazendo 5 = 0 e separando as partes real e imaginaria obtemos

In(E,0) = -~ f [3(t)]senDat — ~4— f [Jo(t)]?cosDat (C.6)
0 0
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22 CASO
Aqui,o integrando n&o possui polos e a integral é real pois

Como o integrando ndo possul polos a parcela in néo mais se faz necessaria no

denominador de (C.2). Dessa forma, pode—se escrever

Tn(E/0) = — f f f}exp[—(D,.. — cosk}, — cosk;, — cosky)t]dtdk/dk! dk;
0 -

(C.8).
A funcéo de Bessel modificada de 12 classe de ordem zero é dada por
©
To(t) = = —i f scosdyg (C.9)
0
com o auxflio de (C.9), (C.8) fica
@
In(E,0) = — f P, ())3a (C.10)
0
sabemos ainda que
In(x) = i"Jx(ix) (C.11)
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obtemos pois

T(E,0) = - —= f eDnbg, (1) ds (C.12)
>
ou melhor
Tn(E/0) = — —— f [Jo(t)]?sen(Dt)dt (C.13)
>
32 CASO

Este caso é analogo ao anterior. Obtemos

I.(E,0) = ‘VIV' I [Jo(t)]Psen(Dyt)dt (C.14).
0

As integrais em (C.6), (C.13) e (C.14) sdo agora facilmente integraveis
numericamente. Na integragio utilizamos a regra 1/3 de Simpson e a forma polinomial

para Jo(t)(sﬁ) .
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Apéndice D

Neste apéncide, deduziremos a expressio (II1.28) a qual representa a forma
assintética, no limite 1 » m, da integral In(E,l). Faremos a dedugéo totalmente voltada
para o caso, de nosso interesse, em que a rede é cibica simples. Um dedugdo mais
rigorosa, e de carater geral, qualquer E(R), pode ser encontrada nos trabalhos de Koster?
Lifshitz (28, Callaway (24?7 e sobretudo de Preziosi(¥) que discute, utilizando pacotes,
as questdes de causalidade.

Consideremos a expressao (II1.26)

2 2
dsk. e**mT1

_ 1
n = P L.B (E — mhw — E(%.) + ie)

2=t

A expressio acima pode ser reescrita na forma

In(E)) = - (711?7‘ j' dt f 438’ exp{ i[E — E(R}) — mhw + ic}t + ik, 7}

(D.1)

No limite T;» o podemos resolver (D.1) utilizando o método das fases estacionarias
(MFE) (3 . Este método nos diz que as principais contribuicSes para a integral vem, em
primeira aproximagio, dos pontos para os quais o expoente é estacionario, ou se)a,
pontos ('E,t) em que o gradiente no espago 12;,, do expoente, bem como sua derivada com
relacio a t sio ambos nulos. Dessa forma, segundo o MFE, tais pontos, (ﬁom,to), 830
determinados pelas condigGes

E-mhw= E(l%;n) (D.2)
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tMERL)] Iltm p T ? (D.3)

A condi¢iio (D.2) nos diz que as principais contribuiges virio daqueles valores de E;,
situados na superficie de energia constante E — mhw. Por outro lado, (D.3) nos diz que,
da superficie de energia constante, somente haverd contribuicio daqueles pontos nos
quais o gradiente é paralelo & dire¢io "observada' ?l, isto é, pontos onde a velocidade de
grupo tem a mesma diregéo e sentido de ?1.

Podemos fazer uma expansdo em série de Taylor do expoente em (D.1) em torno do
ponto (kom,to). Mantendo termo até 22 ordem e lembrando que os termos de 12 ordem

s@o nulos, devido a condigdo (D.3), temos

i[E — E(R) — mho + iclt + #4.2) = i{f2, ) - [VE(R))] 2 g, BTt -3
to[(ﬁ,;-lzm).VfE(ﬁ,;)lmdof - (D.4)

com o auxflio de (D.4) podemos escrever (D.1) como

I(E]) = -mlryg 2 em”'?lf dsk;, f dt exp {— i(VE(R,)]

+

K; _ K (K;—Kom)(t - to)

+ 5t~ B WERDY, _p ] (D5)

onde o somatério inclui todos os pontos estacionarios (Ko.,to). Para a rede cubica

simples, sabemos que
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ER,) = W(3 - cosky, — cosky, — cosky ), com E, = 3W (D.6)

substituindo (D.6) em (D.5) e extendendo os limites de integragio de — o a + o, isto

pode ser feito pois as contribuigdes principais vém dos pontos estacionarios, obtemos

g 3 et _fﬂf

: to W 2
' e—llw(t - to)senkomx(kmx - komx) + - COSkomx(kmx - komx) dk,;x '
'e—i[.W(t - to)sen.komy(k.,.y - komy) + E&'W‘ COSkomy(kmy - kony)zdk;y .

.e_i[W(t — to)senKkomz(Knz — kowz) + 35_\?1 coskomz(kmz — konz)sdk;m dt

(D.7)
Completando o quadrado em kny, kny, kmz € utilizando a integral de Fresnel
%22 o1z
fe'lx Fdp = yr e ¢
X (D.8)

A integral (D.7) fica

21 - 1)® 9

N e
2

_ -'(%;)‘3 2 eiﬁo...'r’l J'

VcosKomxCo8Komyco8Koms

. W sen2%, sen?komy | 8en%komg 2
elit o [cos x+ cosko..y+ cosKon (t = to) dt
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novamente utilizando (D.8), temos

» @
In(E)}) =Ze&°""r1[21r [tol (8enZkomxcoskomycoskons + sen2komycoskonxcoskong +
2 12 -
+ sen?konzcoskomxcoskony) / ¢ W2 (D.9)

de (D.3) temos

-
Jto] = I, (D.10)
w \/senzkomx + sen?komy + sen?kong

substituindo (D.10) em (D.9) obtemos, finalmente

1 K om- ?I
In(E]) = - *—unr
27W |2 |
[ sen®kony + senZkomy + senkong ]
8eN“KomxCO8KomyCO8Komz + 8eN‘Kom ycosko"cos Komz + 8€n%KomzCO8KomxCO8Komy

(D.11)

que é a expressdo (111.28). Em (D.11) suprimimos o somatério. Tal simplificagio decorre
da forma particular da estrutura de banda da rede ciubica simples cujas superficies de
energia‘3?) constante sdo tais que, para cada dada diregio ?1, ha somente um tnico

ponto estacionario, quando houver, (Ko.,,to), satisfazendo as condigdes (D.2) e (D.3).
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Apéndice E

Neste apéndice mostraremos, de modo analogo ao que foi feito no apéndice C, que
as segOes de choque elastica, do/dQ,, e inelastica associada a um fonon, do/dQ;, podem
ser escritas como o quadrado da soma de amplitudes de espalhamento ressonante e nio

ressonante. De (1I1.32) temos

2
%6: = QTlrW (Voao + Aay) (E.1)

a partir de (III.24) podemos escrever

2
%ﬁ: = ?%‘W [ Vo + /\alJ (E2)
1=LVo - rrvorrTs; |

onde utilizamos o fato de que associada a (II1.24) ha uma relagso anéloga a (I1.32) entre

coeficientes Rn = (2n/an-1). Somando—se e subtraindo—se a quantidade

o =T=15v; (E3)
e lembrando que
= Al
= (1 =LiVo = AWVZR2 ) (T =T, Vo) = A5, (E.4)

obtemos

‘ 2
%5; = Q'iw (foo + "fal) y Y= Iofoo + 1. (E5)

Sabemos, expressio (II1.36), que a; é do tipo Breit—~Wigner. Dessa forma (E.5) fica
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' 2
- = ling + fRgs| (E6)

Para do/dQ; temos, a partir de (II1.32) e (II1.24), que

2

de = |l 2 (E7)
ou melhor
do | 1 A ?
I [(1 - Iovo){(l -11Vo) -u__'r%%r:—l%m} - )‘2101\]
(E.8)

somando—se e subtraindo—se a quantidade

_ )
for = Vo= V=L

e lembrando que

= e (E9)

obtemos

de _ | 1 2X(1 -L.V,)
LU lm [f°’+ [T=TVo)(I-11 Vo) ML “2]1 (E.10)

pode—se verificar que o fator multiplicativo de az é bem comportado. Devemos mostrar
que na regifo da 22 ressonancia ag é do tipo Breit—Wigner de modo que (E.10) tenha a
forma (E.6).
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De (E.9) e (E.4) temos que

ag = __ ALl2 _
(T=LVIT =TV = LI - 1[5V, = W3 Rela) = 231 T,VoTilz
(E.6)
Na vizinhanga da 22 ressonéncia podemos fazer
1-1aV, =A3Rgly % ag(ESYE-EJ) + ... (E.7)

onde Ej é uma energia préxima a energia do estado ligado, A = 0, no qual o oscilador
esta no 22 estado excitado. Substituindo (E.7) em (E.6) e apds tediosas contas é possivel

escrever ag na forma

_ C
NEETE, FU/2

de maneira que (E.10) pode também ser escrita como (E.6).
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