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SUMÂRIO

Neste trabalho estudou-se o movimento de uma carga espa-

cial sobre uma matriz fixa, de densidade uniforme, tanto em circui

to aberto como fechado. No primeiro caso, circuito aberto, a solu­

ção é quase trivial comparada com o outro caso, no qual o problema

é finalmente reduzido a uma equação diferencial ordinária, com mé-

- -
todo de soluçao analogo ao empregado em problemas de carga

cial monopolar livre.

espa-

Como ilustração, estudou-se a voltagem e a corrente pro-

duzidas por um sistema com carga total nula, mas com excessos 10-

cais de carga.

ABSTRACT

In this work the motion of a space charge cloud embedded

in a matrix of constant immobile charge density is studied in open

as well as in closed circuito In the first case, open circuit, the

solution is almost trivial as compared as the other one in which,

after some work, the problem is reduced to an ordinarydifferential

equation.

The method of solution is parallel to that employed in

the study of monopolar free space charge motion.

The voltage and the current produced by a system with no

net charge but with unbalanced local charge densi ty were calculated

using the general equations derived in the first part of the work.
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INTRODUÇÃO

Embora o estudo do movimento de carga espacial em isolan

tes tenha apresentado progressos significativos ultimamente, na

maior parte eles se referem à situação em que um único portador es

tá presente. Nesta linha sabe-se calcular a carga espacial no futu

ro, dada a distribuição de cargas no presente, na ausência de arma

dilhas. E isto quer em circuito aberto (1), quer em circuito fecha­

do (2) , (3) , (4) •

Na dissertação "Decaimento do Potencial de um Plasma nu­

ma Matriz Sólida em Geometria Plana"(5), Alcione Fernandes conside

rou o caso em que cargas positivas e negativas móveis, mas com den

sidades iguais criadas numa região do espaço aonde já existe umca~

po elétrico, sendo posteriormente por ele separadas; este cálculo

foi feito para circuito aberto.

Um outro caso considerado na literatura, também em cir­

cuito aberto, foi o da neutralização de cargas negativas fixas,por

positivas móveis, inicialmente justapostas (6)•

Nesta dissertação estudaremos o movimento de carga espa-

cial sobre uma distribuição uniforme fixa de sinal oposto,

em circuito aberto, como em fechado.

tanto

Ela se distingue dos casos anteriores por permitir que a

densidade inicial de carga móvel seja qualquer (isto é, não neces­

sariamente constante) e por realizá-Ia também para o caso de cir-

cuito fechado.

Para isto, puderam ser utilizados os métodos anteriormen

te empregados no estudo de carga livre(2), convenientemente modifi

cados pela introdução da carga de outro sinal.

Para ilustração escolheu-se o estudo dos seguintes casos

a - A carga positiva está acumulada uniformemente, no
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início em um dos lados da amostra, que no seu todo é

neutra.

b - O mesmo que no caso anterior, com a diferença que a

carga não está distribuída uniformemente.

Fez-se um estudo comparativo do valor da corrente exter­

na com o da variação do potencial - que lhe corresponde em circui­

to aberto - produzidos pelo movimento da carga espacial a partir

da situação inicial em que a diferença de potencial era zero (no

caso da corrente, esta d.d.p. permaneceu zero, pois é a condição

de curto-circuito).

No capítulo I são apresentadas a formulação do problema

e as equações básicas do sistema com uma descrição resumida do mé­

todo das características e a mudança para o sistema de unidades re

duzidas.
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CAPíTULO I

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA-EQUAÇÕES BÂSlCAS

1.1 - Formulação do problema

Consideramos um plasma de cargas positivas móveis e neg~

tivas fixas. As cargas positivas são livres, isto é, não há armadi

lhas que as imobilizem. A corrente de difusão será desprezada.

As equações que regem o movimento das cargas são:

a eq. de Poisson

aE'(x',t') = p'(x',t') _ p~
e: "u'

e a eq. da continuidade

onde:

aJ~(x',t')
ax'

= -
ap'(x',t')

--at'

J~(x',t') = l.l p' (x',t')E' (x',t')

é a densidade de corrente de condução dos portadores de carga posi

tiva e,

e: - é a permissividade dielétrica

l.l - é a mobilidade das cargas positivas

p' (x',t') - é a densidade de carga positiva na

x " no tempo t'

posição

p' - é a densidade de carga negativa
o

E' (x',t') - é o campo elétrico na posição x' ,no tempo t'

Derivando parcialmente em relação ao tempo a eq. de Pois



- 4 -

son e substituindo a eq. da continuidade:

o [ oE' (x',t') + llpl (Xl tl)EI (Xl ,ti)] = Oax' ~ at' ,

Observamos que a função entre colchetes independe de x',

sendo portanto uma função de ti e podemos escrever:

J I (t I) = llP'(X',t')E'(x',t') + ~aE'(X',t')

onde JI (ti) é a densidade de corrente total.

1.2 - Sistema de unidades reduzidas

A partir deste ponto vamos trabalhar com um sistema de

unidades reduzidas como mostrado na referência (2) tendo como fato

res de conversão entre as unidades adimensionais e as dimensionais

(com primo) correspondentes:

x =
Xl

L ; p ,p=-,­
Po

t = llP~t'
e:

e:E'
E = L'

Po
; J=~

onde L é o comprimento da amostra. Neste novo sistema, a amostra

terá comprimento igual a 1 (um) e a densidade de carga negativata~

bém pode ser escolhida igual a 1 (um).

1.3 - Equações básicas

Neste sistema adimensional,as eqs. ficam

àE(x,t) _
àx -

àJc(x,t)
àx

=

p(x,t)-po

àp(x,t)

àt

(1.1)

(1.2)

J (x,t) = p(x,t)E(x,t)c (1.3)



J(t) = p(x,t)E(x,t) + dE(x,t)at
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(1.4)

1.4 - Método das características

Para resolver o sistema de eqs. (1.1) a (1.4) usaremos o

método das características, utilizado pela primeira vez em proble­

mas de carga espacial por Many-Rakavy(7); as referências (2), (3)

e (5) mostram a eficácia deste método e a (8) dá uma explicação de

talhada da sua aplicação.

o método consiste em estudar o movimento dos portadores

. d - dx d - d d' l-a part1r a equaçao dt = E e esta equaçao e UZ1r a ace eraçao c2

mo função das grandezas elétricas (como será visto em detalhe abai

xo) •
~ - -

Em princ1pioo metodo fornece a posiçao x das cargas

em função da posição inicial Xo e do tempo t, isto é, x = x(t,xo),

e da mesma forma a velocidade, ou seja, o campo E em função dos

mesmos parâmetros, ou seja, E = E(t,xo). Eliminando-se xo,ter-se-á

x como função de E e t e o problema estará resolvido. como se verá

o método é de fácil aplicação em circuito aberto mas razoavelmente

complexo em circuito fechado, pelo fato de não se poder obter ex­

plicitamente, aquelas duas equações.

Iniciamos escrevendo que a velocidade é proporcional

(nas nossas unidades o fator de proporcional idade é 1) ao campo

dx (t) = E (x(t),t)dt (1.5)

Devemos seguir o campo que age sobre o portador e por isso conside

ra-se a dependência x de E, como função do tempo.

Quando derivamos esta equação uma vez em relação ao tem-

po, pelas razoes expostas, devemos fazê-lo totalmente, seja
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d 2 (X(t)) _ dE (X(t),t) _ aE (X(t),t) dx (t) + aE (X(t),t)
dt 2 - dt - aX dt at

substituindo as eqs. (1.1) e (1.5),

dE (x (t) , t)
dt

e substituindo agora a eq. (1.4),

dE (x ( t) ,t ) - J (t) + p oE (x(t),t) = Odt

com solução:

-p t [ Jt P ti.E(x(t),t) = e o E(xo,O)+ Oe o J(t'ldt']
(1.6)

sendo Xo a posição inicial de uma linha de corrente,e E(xo,O)o caro

po em Xo.

A variação da densidade de carga positiva ao longo da

linha de corrente em relação ao tempo é,

dp(x(t),t) = dp(X(t),t) dx(t) + dp(X(t),t)
dt dX dt dt

substituindo as eqs. (1.2) e (1.5):

dp(x(t),t) = _ ( (t) t) dE(x(t),t)dt P x, dX

substituindo a eq. (1.1):

dp(x (t) ,t) =
dt (1.7)

Quando a densidade de corrente total J(t) é conhecida,

podemos integrar a eq. (1.6) e depois a eq. (1.5) obtendo x(t) co-

mo:

i·i I '~Il 1·1'''':0'·,1111'.~Ii .11 lftillli il



x(t) = Xo +

-p t
E(xo,O)l-e o

Po

t -P ti ti P t"

+ Ioe o dt'Io e o J(t")dt"
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(1.8)

onde Xo caracteriza a posição inicial de uma linha de

te.

corren-

Podemos completar a solução do problema determinando a

densidade de carga positiva ao longo da linha de corrente integra~

do a eq. (1.7) e considerando p(xo,O) a distribuição inicial, obte

mos:

p(x(t),t) =

No caso em que

p(Xo,O) t (1.9)
-p o -p tl-e op(xo,O)(---)+e

Po

a amostra é mantida em circuito aberto, a

corrente total é igual a ° (zero) e as eqs. (1.6) e (1.8) ficam:

E(x(t),t) (1.10)

x (t)
-P t

= Xo + E(Xo,O)l-e o
Po

(1.11)

e o problema estaria resolvido.

No caso em que a amostra é mantida em curto-circuito, a

corrente total é diferente de ° (zero) e desconhecida a priori. Pa

ra resolver esta dificuldade, é necessário obter a corrente total

corno função de grandezas que possam ser obtidas mais facilmente em

termos das condições iniciais e de contorno.

~ oportuno citar que embora possamos escolher Po = 1, c~

mo vamos fazê-lo, mantivemos P nas equações obtidas por que estaso

seriam válidas também para o caso em que as cargas móveis e fixas

tivessem o mesmo sinal, sendo a móvel tratada como p(x,t) e a fixa

corno -p , representando cargas aprisionadas em armadilhas.o

Necessitando poucas modificações nas equações aqui obtidas.
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~ -
No cap1tulo 11 vamos estabelecer a relaçao entre a cor-

rente total J(t) e a d.d.p. entre os eletródios V(t). Esta relação

será uma solução geral, que pode ser aplicada tanto a circuitoaber

to como em curto com as respectivas condições de contorno.
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CAPITULO II

RELAÇÃO: CORRENTE TOTAL - D.D.P. ENTRE OS ELETRODIOS

2.1 - Condições iniciais

Vamos encontrar uma relação entre a corrente total J(t)

e a d.d.p. entre os eletródios V(t), que será posteriormente usada

tanto para o caso em que há uma d.d.p. aplicada aos eletródios como

também para o caso de circuito aberto.

Consideremos conhecidas as distribuições iniciais de

cargas, sendo que as positivas tocam um dos eletródios e as negat!

vas estão uniformemente distribuidas por todo o material,ver fig.L

9 (XO,O)

o

-90

REGIÃO I REGIÃO II
1

X

Fig. I - Distribuiçio inicial de cargas (genirica).

Onde:

50 - i a posição da frente de cargas positivas em t = O

5(t) - i a posiçio da frente após um tempo t

Pela figo I as condições iniciais sao:

- em t = O ~ p(xo,O) i conhecida e temos duas

distintas:

Regiio I : p(x,O) = p(xo,O)

Regiio 11: p(x,O) = O

- para qualquer t, p i fixa.o

regiões
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~ válida a condição de contorno,

f:E(X,tldx = V(t)

onde V(t) é a d.d.p. entre os e1etrOdios

Substituindo a eq. (1.1) na eq. (1.4) vem:

(2.1)

(2.2)

Integrando a eq. (2.2) de x = O até x = 1, para qualquer

tempo t < ~, onde T seria o tempo de chegada da frente de

em x = 1,

cargas

fI a fI fI fI aE(x t)J(t)dx = ãt E(x,t)dx+p E(x,t)dx+ E(x,t) a' dx
o o o o o x

obtemos a expressão da corrente total:

(2.3)

Parcia1mente,o objetivo foi alcançado. Precisamos obter E(O,t) e

E(l,t) como função das grandezas já conhecidas através das condi-

çoes iniciais, para conhecermos J(t).

Usando a eq. (2.1), mantendo t fixo:

fs (t) PE(l,t) = V(t)+ O xp(x,t)dx - ~

Usando agora a eq. (1.1), mantendo t fixo obtemos:

(2.4)

E(O,t)
fS(t)= E(l,t)+Po- O p(x,t)dx

(2.5)

Substituindo a eq. (1.6) na eq. (1.5) e integrando, obte
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mos finalmente,

x{t)

-Pot t -p ti ti P t"

= xo+E(Xo)l-e + J e o dtlJ e o J(t")dt".po o o
(2.6)

Pela eq. (2.6) a posição da frente de carga é:

-Pot t -p ti ti P t"

S(t) = So+E(So)l-~ + Joe o dtlJo e o J(t")dt'

Subtraindo a eq. (2.7) da eq. (2.6) vem:

(2.7)

x(t)

-Pot

= xo+S(t)-So + -l--e-----[E(Xo)-E(So)]
Po

(2.8)

ou,
-Pot

S(t)-So = x(t)-xo + -l--e----IE(So)-E(Xo) I
Po

(2.9)

2.2 - Definição da função X(t)

Quando o campo elétrico em x=O,para t=O, é negativo pod~

mos definir uma função X(t) para descrever o movimento das cargas

positivas que se deslocam para x=o como:

x é um ponto da distribuição,em t=O, que após um tempo t

estará em x=O,ou seja, quando x=O teremos xo=x. E a eq. (2.9)fica:

S(t)-So (2.10)

Substituindo a eq. (2.9) na eq. (2.4) vem:

JS(t)E(l,t) = V(t) - P; + O {xo+(S(t)-So) +

-Pot

+ -l--e----[E(Xo)-E(So)]}p(x,t)dX
Po

derivando a eq. (2.9) em relação a Xo, mantendo t constante:

(2.11)
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multiplicando a eq •. (1.9) pela eq. (2.12),

dxp(x,t) = dxop(xo,O) •

(2.12 )

(2.13)

Substituindo as eqs. (2.10) e (2.13) na eq. (2.11) obte-

mos,

ou

P JS (t)E(l,t) = V(t) - ~ + O {xo-X +

-Pot

+ 1- e [E (x o ) - E (X ) ] }. P (x o , O) dx o •
Po

Mas, pela eq. (1.1), em t = O:

(2.14)

(2.15)

Substituindo a eq. (2.15) na eq. (2.14) e separando os

termos em integrais vem:

P JSO JSo JSoE(1,t) = V(t) - ~ + xodE(xo)+Po xodxo-X dE(xo)-
X X X

-p t
Jso 1 o JS o- X Po dx o + -e • [ E (xo)dE (xo)+

X P o X

(2.16)
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As integrais da eq. (2.16) seriam de O (zero) a S(t)

x, mas como para x = O temos Xo = X' elas são efetuadas de X

em

até

50 devido à definição da função X(t) e às eqs. (2.9) e (2.10), for

necendo finalmente:

E(l,t)

onde:

(2.17)

v (X) :: fX E(X, O)dX
O

f 50e V(50):: O E(X,O)dX •

ao tempo:

Derivando a eq. (1.6), para x = O e Xo = X, em relação

Por outro lado, a eq. (1.4) fornece, para x = O:

J (t) - dEá~' t) = P (O,t) E(O,t)

(2.18 )

(2.19 )

Comparando as eqs. (2.18) e (2.19) e usando a eq. (1.1)

em x = O e x o = X:

dX _
dt -

(p (O,t)-po )E(O,t)
P (X) -p o

(2.20 )

A eq. (1.9), para x = O e Xo = X ~:

P (O,t) = ~
-p t

P (X) (l-e o -p t
P ) +e oo

j, ~ K: 'oTECA DO-II"S-I'l;;~:;-~'c ric',:;'" ,- n,:,,·,';-::'é·;:" <::i'J CA"I OS· u~p 1. _ ••I '6 1,0,;,'..1 .1 •• I •. :;' .• , •...••• '~.h,jI.,.11 ó._ '-.,..... l~.,. V

': r- ~ c:' , ,~ r.

!. r ; ,_, '.. , \'.=' .--. - -';,,..,,..,,,,,.,,,;:..,:.t'::.; ;;-::~·""""=,...~",'__L:';>f-'·~··";"::"'o;.r.~,cr.1l~"~~:,~",,,,,,,,,,,,"u',....-

(2.21)
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Substituindo a eq. (2.21) na eq. (2.20) obtemos:

(2.22)
~=
dt

-E(O,t}

-Pot -p tl-e o
p (X) (---)+e

Po

Substituindo a eq. (2.17) na eq. (2.5), usando a eq.

(2.15) :

Por 2 ]E(O,t) = V(t)+V(x)-V(So)+E(So) (So-x-l) + T (So-X) -2 (So-X)+l oj.

(2.23)

Substituindo agora a eq. (2.23) na eq. (2.22) obtemos fi

nalmente:

- P t
o 2

l-e [~(E(So)-E(X»-
o

dX _
dt - -1 t {V(t)+V(X)-V(So)+E(So) (So-X-l)+E(X)+

Po -P tl-e o
P (X) (---) +e

Po

P o [ 2+ T (S0- X) -2 (S0- X)+1] +

- Po(V(X)-V (S o)+E (X)(S 0-X) )] } (2•24 )

As eqs. obtidas são completamente gerais e podem ser

aplicadas para resolver os casos em que conhecemos as distribui-

ções iniciais de cargas e a condição de contorno pertinente (cir­

cuito aberto ou fechado). A única limitação é que a densidade de

carga positiva deve tocar um só dos eletródios.

Nos próximos capítulos faremos a aplicação deste método

de solução a problemas onde conhecemos as distribuições iniciais

e se o circuito se encontra em curto ou aberto, para distribuições

iniciais de cargas positivas tipo caixa e lineares, comparando os

resultados.
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Cabe ressaltar que no caso de circuito fechado esta sol~

ção está incompleta. Ela só vale para tempos menores do que tL,que

será o tempo correspondente ao valor máximo de X(t), XL' A partir

de tL, será encontrada outra solução para descrever a segunda par­

te do processo onde ocorre um fato importante, o descolamento das

cargas positivas do eletródio em x = O e o respectivo deslocamento

dessas cargas para uma posição central e simétrica, como será vis-

to em detalhes na seção 3.3.

No capítulo 111 aplicaremos este método de solução à si-

tuação em que a distribuição inicial é tipo caixa, para

aberto e fechado, fazendo as comparações entre eles.

circuito

~ -
Nos 3 cap1tulos que se seguem serao apresentados

os resultados obtidos através do cálculo direto, quando se

todos

trata

de circuito aberto e pela utilização do método Runge-Kutta (4a. 0E

dem) para integração numérica de equações diferenciais(9} quando

- ~ ~
se trata de circuito fechado, onde nao e poss1vel integrar analiti

camente as equações dX(t)/dt.

Todos os cálculos foram realizados no computador IBM-

370/145 da Divisão de Processamentos de dados da UFSCAR, usando

linguagem FORTRAN-IV.
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CAPÍTULO 111

APLICAÇÃO DO M~TODO Â DISTRIBUIÇÃO TIPO CAIXA: p(Xo,O) = S~

3.1 - Condições iniciais de campo elétrico e densidades de cargas

As cargas totais positivas e negativas são iguais a 1,

logo (ver figo 2) temos:

- densidade de cargas negativas

- densidade de cargas positivas

9 (Xa,O) I •
E(So)

-
o..

.;: O-
w

o
i. X

E

•
-90 I

Po = 1 em O<x<l

1
p(xo,O) = s; em O<x<So

Fig. 2 - Distribuição inicial Fig. 3 - Campo elétrico inicial

de cargas.

A configuração do campo elétrico inicial é do tipo da

figo 3, segundo o apêndice I-a, logo:

= (ll - !2) (l-50)50

1
E(So) = -(l-50)2

3.2 - Circuito aberto

(3.1)

(3.2)

Em circuito aberto a corrente total é J(t) = O e a eq.

(2.3) toma a forma:

(3.3)



- 17 -

A eq. (1.10) para x = O e Xo = X fornece:

-t
E(O,t) = E(x)e

e a eq. (1.11):

(3.4)

(3.5)

Integrando a eq. de Poisson de x = O a x = 1, mantendo t

fixo e usando as eqs. (3.4) e (3.5):

E(l,t)
-t 1 -t

= E(x)e + g;E(X) (l-e ) (3.6)

Comparando as eqs. (3.1) e (3.5) obtemos:

E(X) = -
(l-So)So

2 -t
(l-e (l-So»

X (t) = So (l-So) (l-e-t)

2 -t

(l-e (l-So»

Pela eq. (1.11) obtemos a posição das cargas

que no instante t = O estavam em Xo:

Xo 1 -t
x (t) = Xo + (- - ",)(l-50) (l-e )So ~

Pela eq. (1.10), o campo elétrico é:

E(x(t),t) = (~: -~)(l-So)e-t

(3.7)

(3.8)

positivas

(3.9)

(3.10)

Usando as eqs. (1.11) e (3.2) obtemos a posição da fren-

te de cargas positivas:

1[ -t ]S(t) = "2 l+So-e (l-So) .
(3.11)
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Substituindo agora as eqs. (1.1) e (1.11) na integração

por partes da eq. (2.1) obtemos a d.d.p. entre os eletródios, ver

apêndice lI-a:

V(t)

Substituindo a eq. (3.8) nas eqs. (3.4) e (3.6) obtemos

os campos elétricos nos eletródios:

E(O,t) =
-t

So(l-So)e

2 [l-e-t (l-So)]
(3.13)

(3.14)

vem:

Substituindo as eqs. (3.12), (3.13) e (3.14) na eq. (3.3)

dV(t)
dt (3.15)

Para completar a solução, obtemos da eq. (1.9) a evolu-

çao da densidade de cargas positivas com o tempo:

p(x(t),t)

3.3 - Circuito fechado

1- -t
l-e (l-So)

(3.16)

Em curto-circuito, a condição de contorno é:

V(tl = J:E(X,tldX - O

logo,

dV(t) = O
dt

(3.17)
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Substituindo os valores de E(X) e E(So) dados pelas eqs.

(3.1) e (3.2), e os valores de V(x) e V(So), apêndice III-a, na

eq. (2.24) vem:

(3.18)

Resolvemos por integração numérica a eq. (3.18) obtendo

X(t), substituindo na eq. (2.10) calculamos S(t), usando as eqs.

(2.17) e (2.23) obtemos J(t) pela eq. (2.3) e finalmente a densida

de é dada pela eq. (3.16).

Mas a solução X(t), como pode ser visto na figo8, apre-

senta um valor máximo XL que representa a posição inicial do últi-mo plano de cargas positivas que consegue atingir o eletródio

em

x = O. A partir do tempo tL, a solução da eq.

(3.18)não temmais

validade. Ternos que obter, portanto, outra forma de descrever os

deslocamentos das cargas positivas restantes dentro da amostra,q+.

A eq. (2.3) com as condições iniciais, eq.

fica:

J(t) = ~[E2 (1,t)-E2 (O,t)]

integrando a eq. de poisson (1.1), para tL < t < T:

E (1 , t ) = E (O , t ) + q+ - 1

onde:

f5(t)q+ = p(x,t)dx = 1 _ XL
O 50

dV
(3.17) e dt = O,

(3.19)

(3.20)

(3.21)

é a carga positiva que restou na amostra, substituindo na eq. (3.1~

as eqs. (3.20) e (3.21):
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por outro lado, a eq. (2.2) em x = O fornece J(t) como:

J (t ) = dE ( O , t )dt-

(3.22)

(3.23)

pois quando t > tL já não existem mais cargas positivas junto ao

eletródio em x = O, havendo um deslocamento para a região central

do material.

Comparando as eqs. (3.22) e (3.23):

dE(O,t)

dt

com solução:

l-q -(l-q)(t-t) -(l-q)(t-t)

+[ + L ] + LE(O,t) = ~ l-e +E(O,tL)e

mas E(O,tL) = O, logo:

E(O,t) = l-q+[l - (l-q+) (t-tL)2 -e J

para qualquer tL < t < T.

(3.24)

Substituindo a eq. (3.24) na eq. (3.22) obtemos finalmen

te a corrente total como:

J (t) =
- (l-q+) (t-tL)e (3.25)

Usando a definição da linha de corrente, eq. (1.5), na

frente de carga vem:

dS(t)
dt - E(S(t),t) , (3.26)
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Substituindo as eqs. (1.1) e (3.24) encontramos a posi-

ção da frente de cargas positivas como:

S(t)
l+q l-q -(l-q) (t-t )+ + . + L

= -r- - 2q+ e

l+q 1-q -(t-t )

[: + + ] L- ---- - --- - S(t ) e
2 2q+ L

(3.27)

Então, a partir de um tempo ~, as soluções são dadas p~

Ias equações (3.21), (3.25) e (3.27).

3.4 - Resultados e comparações

Os cálculos foram efetuados para valores de 50 = 0,1;

••• ; 0,9 sendo apresentados a seguir. Para circuito fechado foi

usado o Método Runge-Kutta de 4a. ordem na integração da eq. (2.24),

para obter X(t).

A tabela I mostra os resultados mais significativos para

o circuito aberto e a tabela 11 para o fechado.

Para compreendermos melhor as tabelas, vamos analisá-Ias

com o auxIlio dos gráficos obtidos.

A figo 4 mostra o gráfico X(t)xt para cada valor de 50

em circuito aberto e a figo 5 em circuito fechado (note a diferen-

ça de escala).

Em circuito aberto a função X(t) tende assintoticamente

ao seu valor final enquanto que em circuito fechado os valores de

tL são finitos e proporcionalmente crescentes em relação a 50, o

que era de se esperar, pois os campos elétricos na região do ele-

tródio em x = O são menores e as distâncias a ele da carga espa-

cial móvel, maiores para crescentes 50. Em ambos os casos o maior

valor de X(t), XL' ocorre para 50 = 0.5, sendo 0,125 em
circuito

aberto e 0,103 em circuito fechado. Para este valor de 50 e circui
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TABELA I

CIRCUITO ABERTO

p(xo,O) 50
XL Tm

(x10-1) (x10-1)

dV(t)/dt~
mln.

(x10-2)

V(t)

1,00xl0 0,10,450,20-7,78-10,130,5500,550

5,00

0,20,800,30-5,62- 8,000,6000,600

3,33

0,31,050,35-4,00- 6,130,6500,650

2,50

0,41,200,40-2,78- 4,500,7000,700

2,0

0,51,250,50-1,84- 3,130,7500,750

1,67

0,61,200,55-1,13- 2 000,8000,800,
1,43

0,71,050,55-0,61- 1,130,8500,850

1,25

0,80,800,60-0,26- 0,500,9000,900

1,11

0,90,450,65-0,06- 0,130,9500,950

1
0,5

0,920,30-3,95- 5 560,6670,6678 (--xo) 2

,
2 (l-xo)

1,00,870,45-0,07- 1,390,8330,833

onde:

p(xo,O) - densidade inicial de cargas positivas

50 - posição inicial da frente de cargas positivas

XL - posição inicial do último plano de cargas que atinge o

eletródio em x = O (no tempo tL)

T - tempo em que ocorre dV(t)/dtm

dV(t)/dt(mín.) - valor mínimo da derivada da d.d.p. em rela-

ção ao tempo

V(t) (mín.) - diferença de potencial mínima entre os

dios

eletró-

SF - posiçao final da frente de cargas positivas

q+ - carga positiva que permanece no interior da amostra



TABELA 11

CIRCUITO FECHADO

p(xo,O)
SotL

XL

SL
JLtM

JM

SF
(x10-2 )

PL (x10-2)q+T

1,00x10

0,10,843,840,381,63 -2
0,278,800,8080,6162,617,36.10

5,00

0,21,196,610,511,32 -2
0,436,670,8350,6703,035,45.10

3,33

0,31,488,570,601,19 -2
0,565,010,8570,7143,504,08.10

2,50

0,41,749,790,681,12 -1
0,693,660,8780,7564,093,00.10

2,00

0,52,0110,280,741,07 -2
0,832,550,8970,7944,862,11.10

1,67

0,62,3010,030,801,04 -2
0,981,660,9170,8345,991,40.10

1,43

0,72,638,980,851,02 -3
1,160,950,9360,8727,808,22.10

1,25

0,83,067,060,901,01 -3
1,400,440,9560,91211,333,90.10

1,11

0,93,754,160,951,00 -3
1,790,120,9770,95421,651,07.10

1
0,51,447,430,65

-2
0,564,320,8630,7253,648 (--xo) 1,22* 3,68.102

2 (l-xo)

1,01,857,400,86
-2

0,961,180,9290,8584,781.05* 1,02.10

* valores de p(O,tL)

onde:
N

w
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tL - tempo em que ocorre o valor máximo de X(t)

XL - valor máximo de X(t)

81 - posição da frente de carga em t = t1

PL - densidade de cargas positivas em t = tL

J1 - corrente total em t = tL

JM - corrente total máxima

TM - tempo em que ocorre JM

8F - posição final da frente de cargas positivas

q+ - carga positiva que permanece no interior da amostra

1
- constante de tempo das curvas J(t)xt, pela eq. (3.25): T=----l -q+
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to aberto, o campo elétrico da distribuição inicial se anula em

x = 0,25 e baseados no teorema de Lindmayer (ver apêndice IV),afi!

mamos que o campo elétrico será sempre zero em x = 0,25, podería-

mos pensar que toda carga situada entre x = O e x = 0,25 deveria

atingir o eletródio em x = O e que, portanto o valor máximo de

X(t), XL' deveria ser igual a 0,25. Que isto não deve ocorrer pod~

mos ver de várias maneiras, entre elas a seguinte: se toda carga à

esquerda de 0,25 se dissipasse no eletródio em x = O, restaria nes

ta região a carga fixa negativa. Com isto o campo elétrico finalt~

ria a configuração mostrada na figo 6, sendo positivo paraO<x<0,25

E (0,00)

°

E(1,00)

0,25 0,50 1,00
X

Fig. 6 - Campo elétrico final (para 50 = 0,5).

e indo a zero na distribuição (positiva), pois na situação final

não pode haver campo elétrico no plasma. Dessa maneira, não se po-

deria entender corno sendo o campo positivo, pode este levar as car

gas positivas para a esquerda. ~ interessante assinalar que a con-

figuração de campo final em circuito fechado é, a grosso modo, pa-

recida com a da figo 6 (com o ponto limite de campo zero diferente

de 0,25), com o plasma ficando simetricamente disposto em relação

aos eletródios para garantir a condição de d.d.p. nula imposta (is

to ocorrerá naturalmente para qualquer valor de 50)'

De que forma aparece este campo positivo em curto circui

to ?

Como se verá adiante, em curto circuito aparece urna cor-
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rente positiva, que no circuito externo vai do eletródio em x = 1

ao eletródio em x = O, carregando este último positivamente. Esta

carga positiva repele o excesso de carga do plasma, diminuindo o

valor de XL (de 0,125 em circuito aberto a 0,103 em c.fechado) e

fazendo com que o campo elétrico caia a zero junto ao eletródio em

x = O. Na continuação do processo o plasma é expelido de junto ao

eletródio indo, no final do processo se situar simetricamente. No-

te que em curto o processo é composto de duas partes distintas en-

quanto que em aberto, de uma só.

Continuando a análise das figs. 4 e 5 vê-se que, curiosa

mente, os valores finais de X(t), XL' são os mesmos para So = a e

So = l-a, o que é justificado pela eq. (3.8). Em curto os corres-

pondentes valores de XL são próximos e menores, aumentando a dife­

rença à medida em que So tende para 0,5. As figs. 7 e 8 resumem es

tas observações, também as colunas XL nas tabelas I e 11.

0,12

x..( t )
0,10

0,02

o~0,40,6013
50

1,0

Fig.

7 - XL x 80 para circuito aberto

A figo

9 ·f' dV(t)
x t para cada 80 em cir-mostra o gra l.CO dt

cuito aberto e a figo

10, J(t)xt para cada 80 em circuito fechado.
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0,12

x( t)~

0,10

0,08

0,06

0,04

0,02

Fig. 8 - XL x 50 para circuito fechado

A razão de compararmos estas duas grandezas está nas eq&

(3.3) e (3.19) vendo-se que a diferença entre elas está no

V(t), presente apenas no caso de circuito aberto.

termo

para

Mas sendo aqui V(t) inicialmente zero, os comportamentos

tempos pequenos de J(t) e - dV~~t) devem coincidir.

No entanto, fora detalhes, o comportamento de ambas as

distribuição

grandezas se assemelha em todo o desenrolar dos respectivos proce!

sos apesar de, como comentado há pouco, o processo em curto apre-

sentar a fase de descolamento do plasma.

Tanto J(t) como - dV~~t) partem de zero, atingem um máxi­

mo e depois se anulam. Aliás, este seria o comportamento esperado

para a corrente, que partindo de zero, pela peculiar

das cargas móveis e fixas, torna-se significativa e

se anular ao final do processo. Do comportamento de

mos que haverá um potencial residual, com o plasma

desde x = O até x = 5F.

depois terá de

dV(t) ...--- conclul.­
dt

extendendo-se
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Fig. 9 - dV(t)/dt x t para circuito aberto
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Fig. 10 - J(t)xt para circuito fechado
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Sendo o excesso de carga e os campos maiores para meno-

res So é de se esperar correntes (e sua contrapartida em circuito

aberto
dVd~t)) maiores e mais duradouras.

Isto, no entanto, não é perfeitamente válido pois

dV(t) -
enquanto as curvas de - ~~ nao se cruzam, as de corrente o

que,

fa-

zem, sendo bem visível o cruzamento entre a de 80 = 0,1 e So = 0,2

e entre estas e as demais.

Para o mesmo valor de 80 as correntes são maiores do que

dV (t ) d .d ....•. d t f ... · d .t .os - ~. eVl o a Ja menclona a rans erenCla e carga pOSl 1.va

para o eletródio em x = O devido à corrente externa.

Quanto ao sentido positivo da corrente, ele pode ser en-

tendido estudando-se o campo em x = I e sua variação temporal, que

é igual à corrente externa. Como o campo é negativo, e se deve es-

perar uma tendência à diminuição do mesmo em valor absoluto (por

se tratar de um processo dissipativo) a corrente deve então ser po

sitiva.

Porém esta explicação não serviria para o caso
dV(t)
dt

quando a corrente é zero. Aqui deve-se argumentar da seguinte ma-

neira: um movimento de carga para a direita significa uma diminui-

ção do potencial do eletródio em x = O e um movimento para a es­

querda, um aumento. No caso das distribuições aqui discutidas, o

campo elétrico (inicial) em x = O é negativo, e em x = So, positi-

vo, mas com o mesmo módulo. Desta forma, a velocidade inicial das

cargas em So, para a direita e em x = O para a esquerda é a mesma,

mas como o movimento em So é livre enquanto que em x = O é limita-

do pelo eletródio em x = O, o movimento é mais amplo para a direi­

ta do que para a esquerda, resultando disso um decréscimo do pote~

cial do eletródio em x = O. Este argumento também se aplica ao cUE

to-circuito, pois a corrente externa é a média espacial da corren-

te de condução. ~ interessante notar que em circuito fechado,
I

(3.25) fornece uma "constante de tempo" l' = ,, __ \I ver coluna

eq.

do
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T na tabela 11, enquanto que em circuito aberto, por não apresen­

tar a segunda fase da solução, não podemos definir uma constante

~ -0,02
\~

E

-0,08

-
+-

); -0,06u

-
....-o 04
"O '
•......

análoga. A fig.ll mostra o gráfico de dV(t)/dt(mín.)xSo em circui­

So

1p

-0,10

Fig. 11 - dV(t)/dt(mín.)x50 para circuito aberto

0,12
)( \~

:;: 0,1
•..•
...,

0,06

0,060,040,02

1"0
t '

Fig. 12 - J(t) (máx.)x50 para circuito fechado

to aberto e a fig.12,J(t) (máx.)x50 para circuito fechado. Notamos

que para pequenos 50 os J(t) (máx.) são ligeiramente maiores do que

os -dV(t)/dt(mín.) e esta diferença diminui quando 50 aumenta.

A figo 13 mostra o gráfico de 5(t)xt para cada 50 em cir

cuito aberto e a figo 14 em circuito fechado.
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1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

Fig. 13 - S(t)xt para circuito aberto

:;: 0,9--

(J) 0,8

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

10,0 12.~
t

20 25
t

Fig. 14 - 8(t)xt para circuito fechado

Verificamos que as posições finais da frente de carga 8F

(tabs. I e lI) para cada 80 são bem menores em circuito aberto do

que os correspondentes em curto circuito. Uma explicação para isto

é que ®m circuito aberto só existe uma fase de deslocamento das
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10
T=O

5
.- T = 0,117 (a) So = 0,1

2 _T=0,087

1

oJ I
0,H5

_T~7,100

1,0
X

0,750

)
I-T =0I

•
....•T=O,4Oe

2

....•T=1,0.
1"\

- 1-"","

~

1P
0,58

X0.861

1•

2,

9 (X, t

-T=O

(b) S O = 0,5

1,1~

9()(,t)
1,11'0

1,05
1,CM1

_T=0,224

(c) So = 0,9

1,000

o,
0,5 Fig. 15 - p(x,t)xx para

circuito aberto



- 36 -

10
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(a) 80 = 0,1
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0,143

0,808 1,0
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0,5 0,5650.016 -,
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..-T =0,3

_T= 1,0
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1

(b) 80 = 0,5

1,15
+­..

(c) 80 = 0,9

'Õ.9;Jr,o X
0,967

0,5

l:

T=3P

/

T=10,0

VT~36

I

I. I /"

0,9,,,,/ 0B;!5x10

1,05

x

Fig. 16 - p(x,t)xx para circuito fechado
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existem

duas, a segunda fase, que é o descolamento da traseira de carga do

eletr5dio em x = O e o deslocamento da distribuiçio para o centro

da amostra até atingir uma posição de simetria entre os eletródio~

é a responsável por esta diferença, pois no início as velocidades

das frentes de carga são idênticas. Em circuito aberto esta posi-

ção é atingida sem que a traseira se descole do eletródio em x = ~

Esta evolução até atingir o equilíbrio final, com as densidades de

cargas positivas iguais a um em ambos os circuitos estão represen-

tadas pelas figs. 15 e 16 para alguns valores de t e sendo (a) pa-

ra So = 0,1; (b) para So = 0,5; (c) So = 0,9.

Note-se o descolamento que ocorre em circuito

figo 16, (a), (b) e (c).

fechado,

o total de carga positiva que permanece dentro do mate-

rial, q , nos dois circuitos para cada valor de So está+ mostrado

nas tabelas I e II respectivamente para circuito aberto e fechado,

foram calculados usando a eq. (3.21). Notar que os valores de q+

crescem com So e que em circuito fechado, são ligeiramente maiores

do que em curto, para explicar isto, os argumentos usados sao os

já citados acima e em conseqUência, os valores de XL para os dois

circuitos (os do circuito aberto são maiores).

Embora não se tenha construído os gráficos, apresentamos

os valores mínimos de V(t) - diferença de potencial entre os ele-

tródios - na tabela I, bem como os valores de algumas grandezas de

interesse no instante do descolamento das cargas positivas do ele-

tródio em x = O, tL, em circuito fechado - tabela lI, temos a posi

ção da frente de carga SL' a densidade de cargas positivas PL e a

corrente total JL.

No capítulo IV faremos a aplicação do método à distribui

çao linear p(xo,O) = 8(~ - xo), em circuito aberto e fechado.
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CAPITULO IV

APLICAÇÃO DO M~TODO Â DISTRIBUIÇÂO LINEAR: p(xo'O} = 8(~ - xo}

4.1 - Condições iniciais de campo elétrico e densidades de carga

As cargas totais positivas e negativas são iguais a l(um},

logo (ver figo 17) temos:

- densidade de cargas negativas Po = 1 em O<x<l

- densidade de cargas positivas p(xo,O)=8(~-xo) em O<x<~
0,229

I4-{ 0,2

9 3~ \

-
/9(Xo,O) =8(1/2 -Xo)

o 0,1..o
2-f

\ x- °
l1J

1
-0,1

°
-0,2

50=0,5
1

-1
X

-0,3
t-o,33 ...Fig. 17 - Distribuição

ini--0,4

cial

de cargas Fig. 18 - Campo elétrico inicial

E a configuração de campo elétrico inicial é do tipo da

figo 18 (segundo o apêndice l-b) , logo:

(4.1)

_ 1
- "6

(4.2)

4.2 - Circuito aberto

Comparando as eqs. (3.5) e (4.1):

x(t}

-t4-3e

= 4(1-e-~

a -t4-3e }2

( -t4 (l-e)
2

1
3"

(4.3)

para valores de t --O calculamos X(t} por:



X (t) ~
l-e-t

3
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(4.4)

Pelas eqs. (3.4) e (3.6) obtemos o campo elétrico em ca­

da eletródio:

2 I -t
E(O,t) = -(4X - 3X + 3)e

E(l,t) = E(O,t)-4(X-X2)

(4.5)

(4.6)

usando as eqs. (1.11) e (4.2) obtemos a posição da frente de car-

gas positivas:

S(t)
2 -t_ e-3--6- (4.7)

Substituindo p(xo,O) = 8(j - xo) e as eqs. (4.1) e (4.3)

na eq. (2.1) - condição de contorno - e resolvendo, obtemos a d.d.

p. (ver apêndice II-b) entre os eletródios:

-t -t)2+e ) (2-e- ( 72

substituindo as eqs. (4.5), (4.6) e (4.8) na eq. (3.2):

Pela eq. (1.9) temos a densidade:

(4.8)

(4.9)

P (x,t) =

1
8 (--xo)2

1 -t-t
8(--xo)(1-e )+e2

(4.10)

e pela eq. (1.11) temos a posição da carga que no instante

estava em Xo.

t = O



x(t) 2 1-t
= xo-(4x - 3xo + -) (l-e )

o 3
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(4.11)

4.3 - Circuito fechado

Substituindo as expressões de E(X), E(So) dadas

eqs. (4.1) e (4.2) e,

4 3 3 2= - ~ + ~ - X
323

pelas

(4.12 )

V(So)
_ 1
- 24 (4.13)

dadas pelo apêndice rrr-b, na eq. (2.24):

Resolvemos, por integração numérica a eq. (4.14) obtendo

X(t), substituindo na eq. (2.10) calculamos a posição da frente de

carga S(t), usando as eqs. (2.17) e (2.23) obtemos a corrente J(t)

pela eq. (2.3) e, finalmente, a densidade pela eq. (4.10), que é

válida para todo t. As expressões a serem usadas são:

para obter a posição da frente.

(4.15)

E(O,t)

e

(4.16)

E(l,t) (4.17)

na eq. (2.3) para obter a corrente J(t).
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E, finalmente, a posição da carga que no instante t = O

estava em Xo:

2 -t 2 1
x(t) = xo+S(t)-4xo+3xo+e (4xo - 3xo - 2) (4.18)

Aqui, como no caso da distribuição tipo caixa para cir-

cuito fechado, também ocorre uma segunda parte da solução, usando

a expressão da carga positiva que resta dentro do material, q+, ob

~ida a~ravés da primeira parte da eq. (3.21):

(4.19)

e a eq. (3.27) - ambas são válidas para os três tipos de distribui

ção, em circuito fechado - para calcular J(t) e S(t).

4.4 - Resultados e comparaçoes

0,10
J(<t)

0,08

0,06

0,04

0,02

1 2 3 4 5 6
t

Fig. 19 - X(t)xt para circuito aberto
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0,08

x (t )

0,06

0,04

0,02-

0,5

Fig. 20 - X(t)xt para circuito fechado

1,0
t

1,5

A figo 19 mostra o gráfico X(t)xt para circuito aberto

e a figo 20 para circuito fechado. Como no caso da distribuição ti

po caixa o valor de XL (último plano de cargas a atingir o eletró­

dio em x = O) para circuito aberto é significativamente maior do

que para circuito fechado. Isto vai significar que a carga positi­

va que resta ao final do processo, q+, em circuito aberto é menor

do que em circuito fechado. Por outro lado, comparados com os re­

sultados da distribuição caixa com 50 = 0,5, figs. 4 e 5, os de

agora são inferiores. Mas como a distribuição linear acumula mais

carga perto de.x = O, apesar de XL ser menor, acabará mais carga

sendo eliminada (coluna q+ na tabela 11) para a distribuição li-

near.

Note-se que a distribuição final será do mesmo tipo, em

cada caso (circuito aberto e fechado), que a encontrada com as dis

tribuições caixa. Inclusive o descolamento, em circuito fechado,

ocorre também aqui.

A figo 21 mostra o gráfico dV(t)/dtxt para circuito aber

to e a figo 22, J(t)xt para circuito fechado.

Todas as observações feitas para um valor de 50 na dis­

tribuição tipo caixa, para os dois circuitos, são válidas também
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t

; 0,01"-
••••-
> 0,02
'O

0,03

0,04

Fig. 21 - dV(t)/dt x t para circuito aberto

agora.

7,5

o valor máximo da corrente J(t) é maior do que o de

-dV(t)/dt e mais duradoura do que este último.

0,05
J (t)

0,04

0,03

0,02

0,01

2,5 5,0 7,5
t

10p

Fig. 22 - J(t)xt para circuito fechado
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0,7

s (t )

0,6

0,5
1 2 3 4 5 6

t
7

Fig. 23 - 8(t)xt para circuito aberto

A figo 23 mostra o gráfico 8(t)xt para circuito aberto e

a figo 24, para circuito fechado.

A posição final da frente de carga 8F,
em circuito aber

to é menor do que em circuito fechado, como no caso da distribui-

ção tipo caixa.

A figo 25 mostra, para alguns valores do tempo t, os grá

ficas de p(x,t)xx para o circuito aberto e a figo 26 para o fecha-

do

1,0
50>

0,9

0,8

0,7

0,6

5 10 15
t

20

Fig. 24 - 8(t)xt para circuito fechado
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4

3

2

1
'ria8,O

0,25 0,75
X

Fig. 25 - p(x,t)xx para circuito aberto

__ 9(Xo,Ol:8(1/2 -Xol

4

9 (X, 1)

2

'1

0,084 I
0,137 0,250

Fig. 26 - p(x,t)xx para circuito fechado

Notamos que as distribuições, em ambos os circuitos ten-

dem a se uniformizar espacialmente e que para tempos corresponden-

tes, não deferem significativamente.

Note-se que na coluna PL os valores se referem, neste ca



- 46 -

so e no do capítulo v, a p(O,tL), pois para as distribuições li­

neares a função distribuição de carga positiva é parametrizada em

Xo através de x(t) que tam5em o é.

No capítulo V aplicaremos o método à distribuição li-

near p(xo,O) = 2(l-xo) em circuito aberto e fechado.
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CAPiTULO V

APLICAÇÃO DO M~TODO A DISTRIBUIÇÃO LINEAR: p(xO,O} = 2(1-xO}

5.1 - Condições iniciais de campo elétrico e densidades de cargas

As cargas totais positivas e negativas são iguais a 1 (um)

logo (ver figo 27) temos:

- densidade de cargas negativas p = 1 em O<x<l
o

- densidade de cargas positivas p(xo,O)=2(1-xo) em O<x<l

2
9

o

-1

,,;(XO,O) =2(1-Xo)

50-11 X

0,10

-0,1

Fig. 27 - Distribuição ini­

cial de cargas

Fig. 28 - Campo elétrico inicial

E a configuração do campo elétrico inicial é do tipo da

figo 28 (seguindo o apêndice I-c), logo

1
= _X2 + X - '6 (S.l)

5.2 - Circuito aberto

E (S o)
1

= - '6 (S.2)

Comparando as eqs. (3.S) e (S.l):

2-e-t

X(t} = l-e-t

h -t 22-e }2 - 3"( -t
l-e
2 (S.3)

mas para valores de t - O, calculamos X(t) por:



X(t) ~
l-e-t

6
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(5.4)

Pelas eqs. (3.4) e (3.6) obtemos o campo elétrico em ca­

da eletródio

1 -t
E(O,t) = (-X2 t X - 6)e

E(l,t) = E(O,t) - X(2-X)

(5.5)

(5.6)

Usando as eqs. (1.11) e (5.2) obtemos a posição da fren­

te de cargas positivas:

S(t) =
5+e-t

6 (5.7)

Substituindo p(xo,O) = 2(1-xo) e as eqs. (5.1) e (5.3)

na eq. (2.1) - condição de contorno - e resolvendo, obtemos a d.d.

p. (ver ap~ndicelI-c) entre os eletr~dios como:

-t-t l-e 2 1 2

V(t) = e { ~ (X -X+6)
~ l-e-t

3 + ..,..• }

Substituindo agora as eqs. (5.5) e (5.6) na eq. (3.2) ob

temos:

Pela eq. (1.9) temos a densidade:

(5.9)

p(x,t) = 2 (l-xo)-t -t
2 (l-xo) (l-e )+e

, (5.10)

e pela eq. (1.11) a posição da carga que no instante t = O estava

em Xo:



x(t) = Xo -

5.3 - Circuito fechado
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(5.11 )

Substituindo as expressões de E(X) e E(So) dadas

eqs. (5.1) e (5.2) e,

V(So) = O

dadas pelo apêndice III-c, na eq. (2.24) obtemos:

pelas

(5.12 )

(5.13)

dX =
dt

Integramos numericamente, obtendo X(t), substituímos na

eq. (2.10) e obtemos S(t)~ usando as eqs. (2.17) e (2.23) obtemos

J(t) pela eq. (2.3) e finalmente a densidade, pela eq. (s.IO), que

vale também para t > tL• As expressões a serem usadas são:

e a posição da carga que no instante t = O estava em Xo:

(5.15)

(5.16)

(5.17)

x(t)
-t

= Xo + S(t) - I + Xo - x~ - e (xo-x~) (5.18 )

A segunda fase da solução será obtida usando a eq. (3.25)

onde
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e a eq. (3.27) para calcular J(t) e S(t).

5.4 - Resultados e comparações

(5.19)

0,10
X ( t )

0,08

0,06

0,04

0,02

Fig. 29 - X(t)xt para circuito aberto

1 2 3 4 5 6
t

7

0,08
x (t)

0,06

0,04

0,02

1

Fig. 30 - X(t)xt para circuito fechado

2
t

3

A figo 29 mostra o gráfico X(t)xt para o circuito aberto

e a figo 30, para o circuito fechado. Aqui também o valor de XL é

significativamente maior em circuito aberto, acarretando um valor

menor na carga positiva que permanece dentro do material, q, no+

circuito aberto em relação ao circuito fechado, ver também colu-
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nas XL nas tabelas I e 11.

2,5

+- 0,001
"O
.......
-
~ 0,002>'t)

0,003

0,004

0,005

0,006

0,007

0,008

Fig. 31 - dV(t)/dt x t para circuito aberto

t
7.5

0,012

J (t )

0,008

0,004

2,5 5,0 7,5
t

10,0

Fig. 32 - J(t)xt para circuito fechado

A figo 31 mostra o gráfico dV(t)/dtxt para o circuito

aberto e a figo 32 o gráfico J(t)xt para o circuito fechado. O tem
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po gasto para atingir o ponto de máxima corrente J(t) e de máxima

-dV(t)/dt é bem menor no circuito aberto, ver colunas dV(t)/dt na

tab. I e J(t) na tabela 11, assim como -dV(t)dt<J(t) neste ponto

e também que o tempo para atingir novamente o zero é menor em c.

aberto. Tudo isto se deve à diferença fundamental existente entre

as respectivas eqs., ou seja, o termo V(t) que só aparece na eq.

de dV(t)/dt.

1,0

S( t )

0,8

t

fig. 33 - S(t)xt para circuito aberto

1,0

s( t)

0,9

0,8

Fig. 34 - S(t)xt para circuito fechado

A figo 33 mostra o gráfico S(t)xt para o circuito aber­

to e a figo 34 para o circuito fechado.
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Notamos que em curcuito aberto a posição da frente de

carga positiva se desloca no sentido negativo de x atingindo assin

toticamente um valor mínimo de S(t) que será o seu valor final, Si

No caso do circuito fechado há um recuo muito rápido da

frente de cargas positivas até o seu valor mínimo (que é um pouco

maior do que o do circuito aberto) e depois torna a se deslocar no

sentido positivo de x, muito lentamente atingindo um valor limite

assintoticamente SF' que é significativamente maior do que o de

circuito aberto, ver colunas SF nas tabelas I e 11. Esta diferença

de comportamento se deve ao fato de que no caso do circuito fecha-

do as cargas positivas se descolam do eletródio em x = O, para tem

pos maiores do que tL, tal como nos outros casos anteriores, e to­

do o conjunto caminha para uma posição centralizada no material de

modo que na posição de equilíbrio final as cargas positivas estão

de tal modo distribuidas que a densidade p(x,t) é igual a 1 (um) e

a sua configuração fica tipo caixa como pode ser visto na figo 36.

No caso do circuito aberto não ocorre o descolamento, em

bora a configuração final seja também tipo caixa ver figo 35 e sua

densidade igual a um, como nos casos anteriores.

2

9()(,t)

,t:1,0

1

0,25

Fig. 35 - p(x,t) para circuito aberto

0,15 0,8~ I
<>.840

0,934
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2

1

0,003 I
0,071 0,25 0,50

l':J100,OO

Fig. 36 - p(x,t) para circuito fechado

A figo 35 mostra como a densidade de cargas positivas

p(x,t) evolui no tempo, para o circuito aberto, o gráfico p(x,t)xx

tende para tipo caixa ao final do processo.

A figo 36 mostra a mesma tendência, com a diferença de

haver o deslocamento para o centro do material e o respectivo des-

colamento do eletródio em x = o.
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CAPITULO VI

CONCLUSÕES

Nesta dissertação, pelo emprego de técnicas de solução

para o movimento de carga espacial monopolar livre, problemas en­

volvendo uma matriz imóvel com densidade constante, puderam ser

resolvidos. Embora nas ilustrações a matriz imóvel tenha sido es­

colhida de sinal oposto ao das cargas móveis, a teoria desenvolvi­

da cobre também o caso em que as móveis e as fixas têm o mesmo si­

nal. E neste caso, problemas envolvendo preenchimento total de ar­

madilhas - por injeção prévia - e a acompanhante carga livre, po­

deriam ser atacados, necessitando-se somente fazer a extensão do

método de forma a descrever a saída de carga também pelo outro ele

tródio (em x = 1). Seria, em suma, semelhante à generalização fei­

ta da ref. 2 à ref. 3, com carga espacial livre.
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CAMPOS EL~TRICOS INICIAIS: E(X),E(So),E(l,O) e Eo

I.a - Distribuição tipo caixa

Usando a eq. de Poisson:

aE(xo,O) =
~xo

que na região l, Xo < 50' fornece:

dEr(XO,O)

dxo

integrando em Xo, para Xo < So:

-l..-1
- 80

obtemos,

Jxo l... - l)dxo(S o
O

l-So
Er(xo,O) = Eo + -s;- Xo

e na região rr, Xo > So, fornece:

(r.l)

dErr (xo ,0)
dxo

= -1

Os campos Er(So,O) e Err(So,O) tem o mesmo valor, pois o

campo elétrico é contínuo na frente de carga, logo:

e a integral fica:
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fXO
- dxo

80

fornecendo:

Agora podemos determinar Eo, usando:

(1.2)

dV _
dx -

Como V(t) = O, para t = O temos

E(x,t)

2

(l-So) 1) 1 1 SoO = EoSo+ ~ So+Eo( -So + -So-2+~

Eo = - ~ (1-So)

A eq. (1.1) para Xo = O fornece:

(1.3)

E (S o)
_ 1
- 2"

A eq. (1.2) para Xo = 1:

(1.4)

logo Er(O,O) = Err(l,O), ou seja, os campos elétricos iniciais nos

eletródios são iguais :

Substituindo Eo na eq. (r.1), vem:
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Logo:

1 l-So
= - 2(1-So) + -s;- Xo

e

1 1-80
= - -(1-80) + ---- X

2 So
(1.5)

E(80)
1

= -(l-Sol2
(1.6)

Note que para construir a configuração inicial do campo

elétrico bastam as eqs. (1.3) e (1.6), com o respectivo valor de

So, pois vemos que as eqs. (1.1) e (1.2) são lineares em Xo.

I.b - Distribuição linear: p(xo,O)

A eq. de Poisson, para t

1
= 8 (2' - xo)

= O, neste caso é:

aE(xo,O) =
dXO

que na região I, Xo < So, fornece:

na frente de carga,

(r. 7)

1
= Eo + 2

e, na região 11, Xo > So, fornece:



Corno no caso (a), Er(So) = Err(So), logo

e a integral fica:

fElI (xo)E.+! dE11(x.l = -x. + !2 2

Agora, Eo, usando dV/dx = E(x,t)

ISo IlO = (Eo+3xo-4x~)dxo+ (Eo+l-Xo)dxo
O So
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(I.8)

também aqui, ocorre,

Eo =
1
"3 (I.9)

e em So:

EII(I,O) = Eo

1
E(So) = '6

Substituindo Eo na eq. (I.7),

,

(I.I0)

(1.11)



logo
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(1.12 )

Neste caso a configuração inicial de campo elétrico
...

e

uma parábola invertida de x = O até x = ~ eq.

(I.11) e de

1
x = - 2

til til
(1.2) .ate x = 1 e uma reta~ eq.

I.c - Distribuição linear: p(xo,O) = 2(1-xo)

Neste caso a eq. de Poisson é:

êlE(xo,O} = l-2xo
êlxo

e para toda a amostra, já que 50 = 1, vale:

fE(XO)

dE(x) =

Eo fx o fXOO dxo - O 2xodxo

E(xo}

e, na frente de carga,

= Eo + Xo - x2
o

E(l,O) = Eo

(I.13)

usando dV/dx = E(x,t), e integrando por partes:
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(1.14 )

e a eq. (1.13) fica:

Eo =
1
'6

(1.15 )

1
E(xo) = -x~ + Xo - 6 (1.16)

1
= - b (1.17)

Aqui a configuração do campo elétrico inicial é uma pará

bola invertida de x = O até x = 1 com valor máximo, E<i) = Í!, pe­

la eq. (I.16).
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AP!:NDICE 11

D.D.P. ENTRE OS ELETRODIOS: V(t)

II.a - Distribuição tipo caixa

A eq. (2.1) pode ser escrita:

fS(t) fIV(t) = Er(x,t)dx+ E11(x,t)dx
O S(t)

com,

-p t
o

= E(xo,O)e

dE(xo O)
e, pela eq. (2.12), levando em conta que d 'Xo

O)-po

~ _ -Pot
dxo - 1+ (l-e ) (l-So_)50

então:

d E (x o , O) = P (x o,
= dXo

mas:

ISo -t -t l-S flV(t) = e E(xo,O) [1+(l-e )(~)Jdxo+ Err(x,t)dx
X o S(t)

dErr(X,t)
dx = -1

logo:

fErr(X,t) fXdErr(X,t) = - dx
E(S,t) S(t)

Err(X,t) = E(S,t)-x+S(t)
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+ Jl [E(8,t)-X+8(t)]dxS(t)

+ E(8,t) (1-8 (t)) - ~(1-8 (t)) 2

usando as eqs. (3.1) e (3.2):

rr.b - Distribuição linear: p(xo,O) = 8(~ - xo)

IS(t) IlV(t) = Er(x,t)dx+ ErI(x,t)dx° S(t)

IS(t) ISo -t dxO Er(x,t)dx = X e E(xo,O)dxo dxo

onde:

dx
dxo = l+(l_e-t)dE(xo,O)dxo

substituindo:

resultando em:



1 -t 2 ) 2 ( ))+ !(I-e )(E (So -E X

por outro lado:

fI 1EI I (X , t )dx = [E (S , t ) - 2" ( 1- S (t) )] (1- S (t) )
S(t)
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(I!. 2)

(II.3)

Substituindo as eqs. (11.1) e (11.2) na eq. de V(t),usan

do as eqs. (4.1) e (4.2), obtemos:

II.c - Distribuição linear: p(xo,O) = 2(I-xo)

fS(t) fIV(t) = Er(x,t)dx+ Err(x,t)dx
O S(t)

Como no caso anterior (II.b):

e

fI IEII(x,t)dx =[(l-S(t» E(S,t)-2(I-S(t»]
S(t)

resultando:

(II.4 )

(lI. 5)

(II.6)

V (t)
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Substituindo as eqs. (5.1) e (5.2):

3 -t -t
V(t) = e-t{!(l_e-t) (X2 _ X + !)2 _ ~ + l-e } _ l-e (l+e-t)

2 6 3 72 72 (II.7)
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D.D.P. INICIAIS: V(x) e V(So)

III.a - Distribuição tipo caixa

Pela definição:

2

= (l-So) (~2 - X)SO 2

= - X(l-So) (1 - Jl)
2 80

e,

V(So) = O

III.b - Distribuição linear: p(xo,O) = 8(~ - xo)

- 66 -

(III.!)

(II1.2)

e,

v (X) = _ ~+ ~ _ X
323

1
V(So) = 24

(II!.3)

(II!.4)
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III.c - Distribuição linear: p{xo,O) = 2{l-xo)

Ix 1V{x) = O {-x~ + Xo - 6)dxo

e,

3 2

=-x.::.tA.:.-X
3 2 6

V(So) = o

(II!. 5)

(III.6)

Estas expressões de V(x) e V(So) são usadas na eq. (2.24)

em circuito fechado, para as três distribuições.



- 68 -

APt:NDICE IV

TEOREMA DE LINDMAYER

A seguir apresentamos a demonstração do teorema de Lind­

mayer(10) como apresentado na referência (11).

A eq. (1.4) é:

J(t) = p(x,t)E(x,t) + dE(x,t)at

e a derivada do campo em relação ao tempo:

dE(x,t) _
dt -

aE(x,t) dx(t) + dE(x,t)
ax dt at

como nos interessa o ponto de campo nulo,

dE(x,t) ~ + dE(x,t) = o
ax dt at

usando a eq. de Poisson,

dx
dt(P(x,t)-p ) + aE(x,t)o _. = O

mas pela eq. (1.4):

aE(x,t) = J(t)-p(x,t)E(x,t)
at

substituindo na eq. (IV.l),

dx
dt(P(x,t)-po)+J(t)-p(x,t)E(X,t) = O

mas se no ponto de interesse, E(x,t) = O, ficamos com:

(IV. 1 )
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dx
dt(P(x,t)-po)+J(t) = O

dx )
J(t) = - dt(P(x,t)-po

(IV. 2)

que é a relação desejada. Para circuito aberto, J(t) = O e como em

geral p(x,t) 1 Po' conclui-se que ~~ = O, ou seja, o ponto de cam­

po zero permanece em repouso, durante todo o processo.
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