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SUMARIO

Neste trabalho estudou-se o movimento de uma carga espa-
clal sobre uma matriz fixa, de densidade uniforme, tanto em circui
to aberto como fechado. No primeiro caso, circuito aberto, a solu-
cao & quase trivial comparada com o outro caso, no qual o problema
€ finalmente reduzido a uma equagao diferencial ordiniria, com mé-
todo de solugao analogo ao empregado em problemas de carga espa-

cial monopolar livre.

Como ilustragao, estudou-se a voltagem e a corrente pro-
duzidas por um sistema com carga total nula, mas com excessos lo-

cais de carga.

ABSTRACT

In this work the motion of a space charge cloud embedded
in a matrix of constant immobile charge density is studied in open
as well as in closed circuit. In the first case, open circuit, the
solution is almost trivial as compared as the other one in which,
after some work, the problem is reduced to an ordinary differential
equation.

The method of solution is parallel to that employed in

the study of monopolar free space charge motion.

The voltage and the current produced by a system with no
net charge but with unbalanced local charge density were calculated

using the general equations derived in the first part of the work.



INTRODUGAOQ

Embora o estudo do movimento de carga espacial em isolan
tes tenha apresentado progressos significativos ultimamente, na
maior parte eles se referem a situagao em que um Gnico portador es
ta presente. Nesta linha sabe-se calcular a carga espacial no futu

ro, dada a distribuicao de cargas no presente, na auséncia de arma
(1)

dilhas. E isto quer em circuito aberto'™’, quer em circuito fecha-
30(2)/ (3),(4)

Na dissertagao "Decaimento do Potencial de um Plasma nu-
ma Matriz S6lida em Geometria Plana"(s), Alcione Fernandes conside
rou o caso em que cargas positivas e negativas moveis, mas com den
sidades iguais criadas numa regiao do espago aonde ja existe um cam
po elétrico, sendo posteriormente por ele separadas; este calculo

foi feito para circuito aberto.

Um outro caso considerado na literatura, também em cir-
cuito aberto, foi o da neutralizagao de cargas negativas fixas,por

(6)

positivas mOveis, inicialmente justapostas .

Nesta dissertagao estudaremos o movimento de carga espa-
cial sobre uma distribuigéo uniforme fixa de sinal oposto, tanto

em circuito aberto, como em fechado.

Ela se distingue dos casos anteriores por permitir que a
densidade inicial de carga mdvel seja qualquer (isto &, nao neces-
sariamente constante) e por realizd-la também para o caso de cir-

cuito fechado.

Para isto, puderam ser utilizados os métodos anteriormen

(2)

te empregados no estudo de carga livre , convenientemente modifi

cados pela introdugao da carga de outro sinal.
Para ilustracao escolheu-se o estudo dos seguintes casos

a - A carga positiva estd acumulada uniformemente, no
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inicio em um dos lados da amostra, que no seu todo

[0

neutrs.

b - O mesmo que no caso anterior, com a diferenca que a

carga nao estd distribuida uniformemente.

Fez-se um estudo comparativo do valor da corrente exter-
na com o da variagao do potencial - que lhe corresponde em circui-
to aberto - produzidos pelo movimento da carga espacial a  partir
da situacao inicial em que a diferenca de potencial era zero (no

caso da corrente, esta d.d.p. permaneceu zero, pois & a  condicao

de curto-circuito).

No capitulo I sao apresentadas a formulagao do problema
e as equagoes bdsicas do sistema com uma descrigao resumida do mé-
todo das caracteristicas e a mudanga para o sistema de unidades re

duzidas.
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cariTULO 1

FORMULAGAO DO PROBLEMA-EQUAGCOES BASICAS

1.1 - Formulacao do problema

Consideramos um plasma de cargas positivas mdveis e nega
tivas fixas. As cargas positivas sao livres, isto &, nd3o hd armadi

lhas que as imobilizem. A corrente de difusao sera desprezada.

As equagoes que regem O movimento das cargas sao:

a eq. de Poisson

aEI ] tl
2Bt - oyt - g

e a eq. da continuidade

aJé(X',t') _ dp'(x',t")
X" - oL’
onde:
Jé(x',t') = pup' (x',t")E'(x',t")

é a densidade de corrente de condugdao dos portadores de carga posi

tiva e,

-

€ — & a permissividade dielétrica
4 - @ a mobilidade das cargas positivas
p'(x',t') - & a densidade de carga positiva na posigao
x', no tempo t'
'

Py = € a densidade de carga negativa

E'(x',t') - & o campo elétrico na posigao x',no tempo t'

Derivando parcialmente em relacdo ao tempo a eqg. de Pois



son e substituindo a eq. da continuidade:

p) EBE'(x',t')
ox' ot

+ up'(x',t')E'(X',t')] =0

Observamos que a funcao entre colchetes independe de x',

sendo portanto uma funcao de t' e podemos escrever:

EBE'(x',t')
at!

J'(t') = pp' (x',t")E'"(x',t") +

onde J'(t') & a densidade de corrente total.

1.2 - Sistema de unidades reduzidas

A partir deste ponto vamos trabalhar com um sistema de
unidades reduzidas como mostrado na referéncia (2) tendo como fato
res de conversao entre as unidades adimensionais e as dimensionais

(com primo) correspondentes:

I
S
|
Lo
1
T
mlo-
+

X
x
2
©
I
>
o+
|

onde L & o comprimento da amostra. Neste novo sistema, a amostra
terda comprimento igual a 1 (um) e a densidade de carga negativa tam

bém pode ser escolhida igual a 1 (um).:

1.3 - Equagoes basicas

Neste sistema adimensional, as egs. ficam

9E (X 1.1
aEéi’t) = p(x,t)-p, (.1
BJC(X.t) . dp(x,t) (1.2)

X - ot
Jc(x,t) = p(x,t)E(x,t) (1.3)
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J(t) = ol tIE(x,t) + SEit) (1.4)

1.4 - Método das caracteristicas

Para resolver o sistema de egs. (l1.1) a (1.4) usaremos o

método das caracteristicas, utilizado pela primeira vez em proble-

mas de carga espacial por Many—Rakavy(7); as referéncias (2), (3)

e (5) mostram a eficidcia deste método e a (8) da uma explicagao de

talhada da sua aplicagao.

0 método consiste em estudar o movimento dos portadores

a partir da equagao %% = E e desta equagao deduzir a aceleragao co
mo fungao das grandezas elétricas (como serd visto em detalhe abai
X0) .

Em principio o método fornece a posigao X das cargas
em fungao da posigéo inicial x, e do tempo t, isto &, x = x(t,x¢),
e da mesma forma a velocidade, ou seja, o campo E em fungSo dos
mesmos parametros, ou seja, E = E(t,Xo). Eliminando-se x,,ter-se-a
x como fungao de E e t e o problema estara resolvido.Como se vera
o método & de ficil aplicagao em circuito aberto mas razoavelmente
complexo em circuito fechado, pelo fato de nao se poder obter ex-

plicitamente, aquelas duas equagoes.

Iniciamos escrevendo que a velocidade & proporcional

(nas nossas unidades o fator de proporcionalidade € 1) ao campo

dx(t) _ .
3t = E(x(t),t) | (1.5)

Devemos seguir o campo que age sobre o portador e por isso conside

ra-se a dependéncia x de E, como fungao do tempo.

Quando derivamos esta equagio uma vez em relagao ao tem-

po, pelas razoes expostas, devemos fazé-lo totalmente, seja



[T R L IR IS TR T | L E L R R ) 2L L R R T T O A (T TP PITY T YR TIeY T R LU L L (UE] L RETR A PR SIS T T e A

d’ (x(t)) _ dE(x(t),t) _ 3E(x(t),t) dx(t) , JE(x(t),t)
dt® dt 0x dt ot

substituindo as egs. (l1l.1l) e (1.5),

dE(x(t),t)

dt ) E(X(t):t)[p(x(t),t)-po] 4 SE(x(t),t)

It

e substituindo agora a eq. (1.4),

LB - gt) + peE(x(t),t) = 0

com solugao:

-0, t t p,t’ T
E(x(t),t) = e [E(xo,0)+J e J(t')dt'] (1.6)

0

sendo xo¢ a posigao inicial de uma linha de corrente,e E(xg,0)0 cam
po em Xyp.

A variacao da densidade de carga positiva ao longo da

linha de corrente em relagao ao tempo €,

dp(x(t),t) _ 9p(x(t),t) dx(t) + dp(x(t),t)
dt X dt at

substituindo as egs. (1.2) e (1.5):

dp(x(t),t) dE (x (t) ,t)

= -p(x(t),t)

dt ox
substituindo a eq. (1.1):
dp(x(t),t
p (e s8] = oz (x(t),8) + p p(x(t),t) (1.7)

Quando a densidade de corrente total J(t) é conhecida,
podemos integrar a eq. (l1.6) e depois a eq. (1.5) obtendo x(t) co-

mo:

IRTERSERTIYT ¥ URUP Y VERE T Y]



oo 0% ottt
x(t) = %o + E(%x9,0)——— + [ e dt'J e J(t")at" (1.8)
p
0 0 0
onde x, caracteriza a posigao inicial de uma linha de corxen-

te,

Podemos completar a solugao do problema determinando a
densidade de carga positiva ao longo da linha de corrente integran
do a eq. (1.7) e considerando p(x,,0) a distribuigao inicial, obte

mos:

o(x(t),t) = P(X0,0) (1.9)

No caso em que a amostra & mantida em circuito aberto, a

corrente total & igual a 0 (zero) e as egs. (1.6) e (1.8) ficam:

-pot
E(x(t),t) = E(xy,0)e (1.10)
-pot
x(t) = x, + E(xo,O)l—'—‘g——— (1.11)
0

e 0 problema estaria resolvido.

No caso em que a amostra & mantida em curto-circuito, a
corrente total & diferente de 0 (zero) e desconhecida a priori. Pa
ra resolver esta dificuldade, € necessario obter a corrente total
como fungao de grandezas que possam ser obtidas mais facilmente em

termos das condigoes iniciais e de contorno.

B oportuno citar que embora possamos escolher Py = l, co
mo vamos fazé-lo, mantivemos p, has equagoes obtidas por que estas
seriam validas também para o caso em que as cargas moveis e fixas
tivessem o mesmo sinal, sendo a movel tratada como p(x,t) e a fixa

como =P, representando cargas aprisionadas em armadilhas.

Necessitando poucas modificagoes nas equagoes aqui obtidas.



No capitulo II vamos estabelecer a relagcao entre a cor-
rente total J(t) e a d.d.p. entre os eletrddios V(t). Esta relagao
serd uma solugao geral, que pode ser aplicada tanto a circuito aber

to como em curto com as respectivas condigoes de contorno.
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CAPITULO II

RELACRO: CORRENTE TOTAL - D.D.P. ENTRE OS ELETRODIOS

2.1 - Condigoes iniciais

Vamos encontrar uma relagao entre a corrente total J(t)

e a d.d.p. entre os eletrddios V(t), que serd posteriormente usada

tanto para o caso em que hd uma d.d.p. aplicada aos eletrddios como

também para o caso de circuito aberto.

Consideremos conhecidas as distribuigSes iniciais

de

cargas, sendo que as positivas tocam um dos eletrddios e as negati

vas estdo uniformemente distribuidas por todo o material,ver fig.L

9 (Xo,O)-\_/\

o REGIAO 1 REGIAO 1I
So 1
-90
Fig. 1 - Distribuicdo inicial de cargas (genérica).
Onde:

S, - & a posigao da frente de cargas positivas em t = 0

S(t) - & a posicao da frente apds um tempo t
Pela fig. 1 as condigoes iniciais sao:

-emt =0 » p(Xy,0) & conhecida e temos duas

distintas:

Regiao I : p(x,0) = p(x,,0)

|
o

Regiao II: p(x,0)

- para gqualquer t, p_ & fixa.

regioes
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E valida a condigdo de contorno,

1
J E(x,t)dx = V(t) (2.1)
0

onde V(t) € a d.d.p. entre os eletrddios

Substituindo a eq. (1.1) na eq. (1.4) vem:

0E(x,t)

dE(x,t)
X

J(t) = E(x,t) T .

+p Elx,t) + (2.2)
Integrando a eq. (2.2) de x = 0 até x = 1, para qualquer

tempo t ¢ T, onde T seria o tempo de chegada da frente de cargas

em x = 1,

1 1 1 1
J(t)dx = LR E(x,t)dx+p E(x,t)dx+ E(x,t)ggizi;ldx
0 ot 0 "y 0 dX

obtemos a expressao da corrente total:

1
g t o, V(t) + 5[E*(1,t)-E* (0,t)] . (2.3)

Parcialmente,o objetivo foi alcangado. Precisamos obter E(0,t) e
E(l1,t) como fungao das grandezas ja conhecidas através das condi-

goes iniciais, para conhecermos J(t).

Usando a eq. (2.1), mantendo t fixo:

S(t) 0
E(1,t) = V(t)+f xp (x,t)dx - = (2.4)

0 2

Usando agora a eq. (l1.1), mantendo t fixo obtemos:

S(t)
E(0,t) = E(l,t)+p0—J p(x,t)dx (2.5)
0

Substituindo a eqg. (1.6) na eq. (1.5) e integrando, obte

611 DA I O B 16 N B
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mos finalmente,

l-e Eopytt bt ppt”
x(t) = XO+E(X0)——E———— + J e dt J e J(t")ydt" . (2.6)
0

Pela eq. (2.6) a posigcao da frente de carga é:

_pot

l-e t 'Dot' tl Oot"
S(t) = So+E(Sq)— + J e dt'[ e J(tMAt" . (2.7)
Py 0 0
Subtraindo a eq. (2.7) da eq. (2.6) vem:
—pot
X(£) = Xo+S(t) =5, + 1'2 [E(xy)=E(S) ] (2.8)
0
ou, ot
§(£)=Se = X(t)-xo + o |E(Sq)-E(xo) | (2.9)
0

2.2 - Definigao da fungao ¥ (t)

Quando o campo elétrico em x=0,para t=0, & negativo pode
mos definir uma fuano x (t) para descrever o movimento das cargas
positivas que se deslocam para x=0 como:

X € um ponto da distribuigao,em t=0, que apds um tempo t

estard em x=0,o0u seja, quando x=0 teremos x,=X. E a eq. (2.9)fica:

-p,t
l‘-ﬁ-—-—-[E(X)-E(so)]}. (2.10)
0

S(t)-S, = ={x +
Substituindo a eq. (2.9) na eq. (2.4) vem:
o S(t)
E(l,t) = V(t) - 7% + J {xo+(S(t)-8,) +
0

+ -l—:%——[E(xo)-E(So)]}p(x,t)dx (2.11)
0

derivando a eq. (2.9) em relagao a x,, mantendo t constante:
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_pot

dx = dxo [l + (p (%0,0)=p,)] (2.12)

multiplicando a eq. (1.9) pela eq. (2.12),

dxp(x,t) = dxep(xy,0) . (2.13)

Substituindo as egs. (2.10) e (2.13) na eq. (2.11) obte-

mos,
04 S(t)
E(l,t) = V(t) - 3 + J {Xo—X +
0
_pot
+ 28 [B(x0)-E(0] )0 (x0,0) a0 (2.14)
0
Mas, pela eq. (1.1), em t = 0:
p(x0,0)dxy = “EEeDha, + p dxq
ou
p(x9)dxo = dE(x0) + p,dxo . (2.15)

Substituindo a eq. (2.15) na eq. (2.14) e separando os

termos em integrais vem:

0 So So So
E(l,t) = V(t) - &~ + J XodE(Xo)+D°I XodXo"XJ dE(x0) -
X X X
So 1o Po® (s4
- XpOJ dxo + '——5—‘——. [J E(xo)dE(xo)+

X 0 X

SO Su SO

" po[ E(xo)dxo-E(X)J dE(xo)—poE(x)J dxo] . (2.16)
X X X
R R R ERIORTR Y T [ TN R Y TR N T ey L T R I (T RO ARSI U TR T ¥

RN <Mupwuwﬂ«rlnmw| LT RIRSERIET ENUETS TR R 2 JEULE 7 R 27 ]
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‘As integrais da eq. (2.16) seriam de 0 (zero) a S(t) em
X, mas como para X = 0 temos x, = y, elas sao efetuadas de X até
S, devido a definigao da fungao y(t) e as egs. (2.9) e (2.10), for
necendo finalmente:

_pot

| | Py 2 l=e
E(1,t) = V(E)HV(x)=V(Sq)+E(S,) (So=x)+=-] (S4=) "1 —
0

1
(5[E(50)-E(0) ] =p, [V x)-V (5, )4E (y) (5,~)]} (2.17)
onde:
(X S
0 0
Derivando a eq. (l1.6), para x = 0 e X =y, em relagao
ao tempo:

() - SELLE) o E(0,8) - e 3§§§l x. (2.18)

Por outro lado, a eq. (l.4) fornece, para x = 0:

dE(0,t)

J(t) - =3¢

= p(0,t)E(O0,t) (2.19)

Comparando as egs. (2.18) e (2.19) e usando a eq. (1.1)

em x = 0 e Xg = ¥:

t
X _ _ (p(0,t)=po)E(0,t) _Po
at AR ED e . (2.20)

A eq. (1.9), para x = 0 e xo = X €:

p(0,t) = e (X) (2.21)

bt SLOTECA DO INSTITUTD D FI7c7 £ QUikic4 DF SAD CARLOS - usp }
:
|

B e
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Substituindo a eq. (2.21) na eq. (2.20) obtemos:

dy _ ~E(0,t
2= _p't) : (2.22)
l-e ' TP, t
p(x) (F———)+e
pO
Substituindo a eq. (2.17) na eq. (2.5), usando a eq.

(2.15):

p
E(0,£) = V(E)4V(x)=V(S,)+E(Sy) (So=x-1) + o [(Se=x) 2=2(S0-X)41]4
-0t
1

+E(X) + TG [F(E(S ) =E () 2=p (V) =V(S ) +E(X) (Se=0) ] (2.23)

Substituindo agora a eq. (2.23) na eq. (2.22) obtemos fi

nalmente:

X - — IV (£) 4V (X) =V (S ) +E (S 3) (S o=x=1)+E (X)+
0 -
- Pot
o) (28— +e
Po -
p Pyt
0 -
+ ot [(S0=%0 *2(s ;my) +1] + l—%—;——[—%—m(so)-mx)) 2
= p,(V(Q=V(S )+E (¥ (S X)) ]} (2.24)
As eqs. obtidas sao completamente gerais e podem ser
aplicadas para resolver os casos em que conhecemos as distribui-

¢oes iniciais de cargas e a condigao de contorno pertinente (cir-
cuito aberto ou fechado). A Unica limitacao & que a densidade de

carga positiva deve tocar um sO dos eletrddios.

Nos prdximos capitulos faremos a aplicagao deste método
de solugdao a problemas onde conhecemos as distribuigoes iniciais
e se o circuito se encontra em curto ou aberto, para distribuigoes
iniciais de cargas positivas tipo caixa e lineares, comparando os

resultados.
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Cabe ressaltar que no caso de circuito fechado esta solu
cao estd incompleta. Ela sd vale para tempos menores do que t;que

serd o tempo correspondente ao valor maximo de y(t), X,. A partir

L.
de tL’ sera encontrada outra solugao para descrever a segunda par-

te do processo onde ocorre um fato importante, o descolamento das
cargas positivas do eletrdodio em x = 0 e o respectivo deslocamento
dessas cargas para uma posigao central e simétrica, como serd vis-

to em detalhes na segao 3.3.

No capitulo III aplicaremos este método de solugao a si-
tuagao em que a distribuigado inicial & tipo caixa, para circuito

aberto e fechado, fazendo as comparagoes entre eles.

Nos 3 capitulos que se seguem serao apresentados todos
os resultados obtidos através do calculo direto, quando se trata
de circuitb aberto e pela utilizagao do método Runge-Kutta (4a. or
dem) para integragao numérica de equagdes diferenciais(g) quando
se trata de circuito fechado, onde nao & possivel integrar analiti

camente as equagoes dyx(t)/dt.

Todos os cdlculos foram realizados no computador IBM -
370/145 da Divisao de Processamentos de dados da UFSCAR, usando

linguagem FORTRAN-IV.
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capliTuLO III

APLICAGAO DO METODO A DISTRIBUIGAO TIPO CAIXA: p(xq,0) = éL
0

3.1 = CondigOes iniciais de campo eldtrico e densidades de cargas

As cargas totais positivas e negativas siao iguais a 1,

logo (ver fig. 2) temos:

- densidade de cargas negativas Py = 1 em 0<x<l1

- densidade de cargas positivas p(x,,0) = gt em 0<x<§,
9 (Xo,0)
E(So)-
o
¢ 0 1 1
X X1 So X i
0 " X
So 1 x
E
. £(41,0)
Fig. 2 - Distribuicao inicial Fig. 3 ~ Campo elétrico inicial

de cargas.
A configuragao do campo elétrico inicial & do tipo da

fig. 3, segundo o apéndice I-a, logo:
- (X - 1y -
E(x) (SO 5) (1-80) (3.1)

E(So) = 5(1-So) (3.2)

3.2 - Circuito aberto

Em circuito aberto a corrente total € J(t) = 0 e a eq.
(2.3) toma a forma:
av (t) _ - 1lme - B2
S+ Vi) = - 3[E*,t) - E2(0,0)] . (3.3)

IR ANTIURT IFAINENTR TR TA T SR TR TR T Y T T TRy AT T R T SRR P WA LR el i L AL BT R KITT R RTEare  TE JEL T Y SRR A
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A eq. (1.10) para x = 0 e xo = ¥ fornece:

E(0,t) = E(y)e © (3.4)

e aeq. (l.11):

X(t) = ~E(x) (1-e"F) . (3.5)

Integrando a eq. de Poisson de x = 0 a x = 1, mantendo t

fixo e usando as eqgs. (3.4) e (3.5):

t

E(l,t) = E(x)e T + é?E(x)(l—e— ) . (3.6)

Comparando as egs. (3.1l) e (3.5) obtemos:

(1-So)So
2 (1-e~ % (1-50))

E ()

(3.7)

So (1-8,) (1-e~ )

2(1-e" % (1-80))

x(t) = (3.8)

Pela eqg. (1.11) obtemos a posigao das cargas positivas

que no instante t = 0 estavam em X,:

t) (3.9)

Xo 1 -
t = + —_— - l_s l—
X( ) Xo (SO 7) ( 0) ( e
Pela eq. (1.10), o campo elétrico &:

E(x(t),t) = (B - 3) (1-So)e™" (3.10)

Usando as eqs. (l1.11) e (3.2) obtemos a posigao da fren-

te de cargas positivas:

S(t) = 2[1+4s,-e T (1-50)] . (3.11)
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Substituindo agora as egs. (1.1) e (1.11) na integragao
por partes da eq. (2.1) obtemos a d.d.p. entre os eletrddios, ver

apendice II-a:

Soe-t
1-e t(1-5,)

V(L) = 2(l-e %) (1-8,) {

|+

[2+(1-7%) (g-1)]-1-e7%). (3.12)

Substituindo a eq. (3.8) nas egs. (3.4) e (3.6) obtemos

0s campos elétricos nos eletrdodios:

-t

E(0,t) = - —Sell-Se)e (3.13)
2[1-e " (1-s0)]

E(l,t) = - =20 (3.14)

Substituindo as egs. (3.12), (3.13) e (3.14) na eq. (3.3)

vem:

1 see”t
= -V(t) - 5(1-S0) *{1-[—2¢ ]2} . (3.15)
l-e " (1-So)
Para completar a solugao, obtemos da eq. (1.9) a evolu-
géo da densidade de cargas positivas com o tempo:

o(x(t),t) = L (3.16)

1-e Y (1-5,)

3.3 - Circuito fechado

Em curto-circuito, a condigao de contorno é&:

1
v(t) = [ E(x,t)dx = 0 (3.17)
0

logo,
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Substituindo os valores de E(y) e E(S,) dados pelas egs.
(3.1) e (3.2), e os valores de V(x) e V(S,), apéndice III-a, na

eq. (2.24) vem:

oS etX S E - 1] - A . (3.18)
dt l-e-t(l-So) [290 T X So J }%%-

Resolvemos por integragao numérica a eq. (3.18) obtendo
x {t), substituindo na eq. (2.10) calculamos S(t), usando as egs.

(2.17) e (2.23) obtemos J(t) pela eq. (2.3) e finalmente a densida

de é dada pela eq. (3.16).

Mas a solugdo x(t), como pode ser visto na fig. 8, apre-
senta um valor maximo X[, 9ue representa a posicao inicial do Glti=-
mo plano de cargas positivas que consegue atingir o eletrddio em
x = 0. A partir do tempo tL' a solugao da éq. (3.18) nao tem mais
validade. Temos que obter, portanto, outra forma de descrever lo]]
deslocamentos das cargas positivas restantes dentro da amostra,q+.

av

A eq. (2.3) com as condigoes iniciais, eq. (3.17) ez =0
fica:
J(t) = 3[E2(1,0)-E*(0,1)] (3.19)
integrando a eq. de Poisson (l.1), para tL < t < T
E(l,t) = E(0,t) + q, - 1 (3.20)
onde:
S(t) XL,
q, = I plx,t)dx = 1 - 5. (3.21)
0

e a carga positiva que restou na amostra, substituindo na eq. (3.19

as egs. (3.20) e (3.21):
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por outro lado, a eq. (2.2) em X = 0 fornece J(t) como:
(3.23)
pois quando t > tL j4 nao existem mais cargas positivas junto ao

eletrddio em x = 0, havendo um deslocamento para a regiao central

do material.

Comparando as eqgs. (3.22) e (3.23):

dE(0,t) (1-q,)?
Ic + (1-q )E(0,t) = —
com solugao:
B(0.t) = i%;_ l_e‘(l'q+)(t-tL)]+E(0,tL)e-(l‘q+)(t-tL)
*mas E(O,tL) = 0, logo:
E(0,t) = l:?+[1—e_(l_q+)(t—tL)] (3.24)
" para qualquer t. < t < 1.

L

Substituindo a eq. (3.24) na eq. (3.22) obtemos finalmen
te a corrente total como:

(1-q)* =(l-q,) (t-tp)

J(t) = —5—— e . (3.25)

Usando a definigao da linha de corrente, eq. (1.5), na

frente de carga vem:

ds (t)
dt

= E(s(t),t) , (3.26)

LR AL T IR R TR | T [ERRERC RN PR TR T TR e T E L TR LY N R AR TN TSN T PRSI SRt umquu?umm L MR RET S RNTHURTRE TR v L, L (P LR TR i)
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Substituindo as egs. (l.1l) e (3.24) encontramos a posi-

cao da frente de cargas positivas como:

+q, 1-q, =-(1-q,) (t-t;)

+
l+q, 1-q, - (t-t,)
- [ - T S(t;)]e (3.27)

Entao, a partir de um tempo t;r as solugdes sao dadas pe

las equagoes (3.21), (3.25) e (3.27).

3.4 - Resultados e comparacoes

Os calculos foram efetuados para valores de Sg = 0,1;
eeers 0,9 sendo apresentados a seguir. Para circuito fechado foi
usado o Método Runge-Kutta de 4a. ordem na integragao da eq. (2.24),

para obter y(t).

A tabela I mostra os resultados mais significativos para

0 circuito aberto e a tabela II para o fechado.

Para compreendermos melhor as tabelas, vamos analisa-las

com o auxilio dos graficos obtidos.

A fig. 4 mostra o grafico x(t)xt para cada valor de Se
em circuito aberto e a fig. 5 em circuito fechado (note a diferen-

¢ca de escala).

Em circuito aberto a fungdo yx(t) tende assintoticamente
ao seu valor final enquanto que em circuito fechado os valores de
tL sao finitos e proporcionalmente crescentes em relaqao a So, o]
gque era de se esperar, pois os campos elétricos na regiao do ele-
trédio em x = 0 s3ao menores e as distancias a ele da carga espa-
cial mdvel, maiores para crescentes S,. Em ambos os casos o maior
valor de x(t), Xpr ocorre para Sy = 0.5, sendo 0,125 em circuito

aberto e 0,103 em circuito fechado. Para este valor de S, e circui
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TABELA I

CIRCUITO ABERTO

Xy, T dv(t)/dt V(t)
m P P
p(x0,0) Sy (x10°1) (x10™1) min. min. S q,

(x10~ %) (x10°2) T

1,00x10 0,1 0,45 0,20 -7,78 -10,13 0,550 0,550

5,00 0,2 0,80 0,30 -5,62 -8,00 0,600 0,600

3,33 0,3 1,05 0,35 =-4,00 ~- 6,13 0,650 0,650
2,50 0,4 1,20 0,40 -2,78 - 4,50 0,700 0,700
2,0 0,5 1,25 0,50 ~1,84 - 3,13 0,750 0,750

1,67 0,6 1,20 0,55 -1,13 -2,00 0,800 0,800

1,43 0,7 1,05 0,55 -0,61 -1,13 0,850 0,850
1,25 0,8 0,80 0,60 -0,26 - 0,50 0,900 0,900
1,11 0,9 0,45 0,65 -0,06 - 0,13 0,950 0,950

8(%-X0) 0,5 0,92 0,30 -3,95 - 5,56 0,667 0,667

2(1-x,) 1,0 0,87 0,45 -0,07 -1,39 0,833 0,833
onde:
p(x,,0) - densidade inicial de cargas positivas
Sy - posicao inicial da frente de cargas positivas

Xg, = posicao inicial do dltimo plano de cargas que atinge o
eletrdodio em x = 0 (no tempo tr)

T~ tempo em que ocorre av(t)/dat

dv(t)/dt (min.) - valor minimo da derivada da d.d.p. em rela-
cao ao tempo

V(t) (min.) - diferenca de potencial minima entre os eletro-
dios

SF - posicao final da frente de cargas positivas

q, - carga positiva que permanece no interior da amostra

R UETE SRR CRE UL R DR R S TR TR L 2 L L T UL T L I e TL R T TS TR AT w-uuﬂwm’.ﬂrﬁuu-m UL SRR U ITRRURTR TR 2L o LT CT BT R T I B NP



TABELA IT

CIRCUITO FECHADO

Xy, Tm

p(%0,0)  So  ®p 1072y S AL I v (x1072) Sp q, T

1,00xl0 0,1 0,84 3,84 0,38 1,63 7,36.10"2 0,27 8,80 0,808 0,616 2,61
5,00 0,2 1,19 6,61 0,51 1,32 5,45.10°%2 0,43 6,67 0,835 0,670 3,03
3,33 0,3 1,48 8,57 0,60 1,19 4,08.10°%2 0,56 5,01 0,857 0,714 3,50
2,50 0,4 1,74 9,79 0,68 1,12 3,00.10"' 0,69 3,66 0,878 0,756 4,09
2,00 0,5 2,01 10,28 0,74 1,07 2,11.10°2 0,83 2,55 0,897 0,794 4,86
1,67 0,6 2,30 10,03 0,80 1,04 1,40.10°2 0,98 1,66 0,917 0,834 5,99
1,43 0,7 2,63 8,98 0,85 1,02 8,22.10°° 1,16 0,95 0,936 0,872 7,80
1,25 0,8 3,06 7,06 0,90 1,01 3,90.10"% 1,40 0,44 0,956 0,912 11,33
1,11 0,9 3,75 4,16 0,95 1,00 1,07.10"% 1,79 0,12 0,977 0,954 21,65
8(3-xo) 0,5 1,44 7,43 0,65 1,22* 3,68.107% 0,56 4,32 0,863 0,725 3,64
2(l-x,) 1,0 1,85 7,40 0,86 1.05* 1,02.10"% 0,96 1,18 0,929 0,858 4,78

* valores de p(O,tL)

onde:

-EZ_
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- tempo em que ocorre o valor maximo de x(t)
- valor maximo de y(t)

- posigao da frente de carga em t = tr

- densidade de cargas positivas em t = tL

- corrente total em t = tL

- corrente total maxima
- tempo em que ocorre JM
- posicao final da frente de cargas positivas

- carga positiva que permanece no interior da amostra

- constante de tempo das curvas J(t)xt, pela eq. (3.25): T=T§E—
+

(NRTR ST RENTRNEYN 1} L (KRNI T TR T L R E R 1 2L ERT R TR L R TR S VLI Rt DR TRT) IR oy i}ll?hlwl"d?l“.l‘ll LI RN ETE ) [RRIONS RN I r s (1 DR ETTE UTE O TV
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Fig. 4 - x(t)xt para circuito aberto

-gz-



EIRE ]

LaLIR |

[ BT ]

NN € o bl o B ]

LCCIRRTHRTT NI

[ TR

R numn&mma&m P

sy

sty

T8 R oA abill it o o

BN L B

1

0,125+
X (t)
So=0,5

0,100+
! 5o=0,4 So

0,6

So =O,7

0,075+

0.0504

(AN

¥

0,025

EORRERTE Al

I
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

Fig. 5 = x(t)xt para circuito fechado

-92_



- 27 -

to aberto, o campo elétrico da distribuigao inicial se anula em
x = 0,25 e baseados no teorema de Lindmayer (ver apéndice Iv) ,afir
mamos que o campo elétrico sera sempre zero em x = 0,25, poderia-
mos pensar que toda carga situada entre x = 0 e x = 0,25 deveria
atingir o eletrdodio em x = 0 e que, portanto o valor maximo de
x(t), Xp,e deveria ser igual a 0,25. Que isto nao deve ocorrer pode
mos ver de varias maneiras, entre elas a sequinte: se toda carga a
esquerda de 0,25 se dissipasse no eletrddio em x = 0, restaria nes
ta regiao a carga fixa negativa. Com isto o campo elétrico final te

ria a configuragao mostrada na fig. 6, sendo positivo para 0<x<0,25

E (0,00
O ) T 1
0,25 0,50 0,75 1,00
X
E(1,00)-

Fig. 6 - Campo elétrico final (para S, = 0,5).

e indo a zero na distribuigdao (positiva), pois na situagao final
nao pode haver campo elé&trico no plasma. Dessa maneira, nao se po-
deria entender como sendo o campo positivo, pode este levar as car
gas positivas para a esquerda. B interessante assinalar que a con-
figuracao de campo final em circuito fechado &, a grosso modo, pa-
recida com a da fig. 6 (com o ponto limite de campo zero diferente
de 0,25), com o plasma ficando simetricamente disposto em relagao
aos eletrddios para garantir a condigao de d.d.p. nula imposta (is

to ocorrerid naturalmente para qualquer valor de Sy).

De que forma aparece este campo positivo em curto circui
to ?

Como se vera adiante, em curto circuito aparece uma cor-



rente positiva, que no circuito externo vai do eletrddio em x =1
ao eletrddio em x = 0, carregando este Qltimo positivamente. Esta
carga positiva repele o excesso de carga do plasma, diminuindo o
valor de XL, (de 0,125 em circuito aberto a 0,103 em c.fechado) e
fazendo com que o campo elétrico caia a zero junto ao eletrdodio em
x = 0. Na continuacao do processo o plasma & expelido de junto ao
eletrddio indo, no final do processo se situar simetricamente. No-
te que em curto o processo € composto de duas partes distintas en-

quanto que em aberto, de uma sO.

Continuando a anadlise das figs. 4 e 5 vé-se que, curiosa
mente, os valores finais de y(t), Xq,e Sao OS mesmos para Sg = a e
S¢ = 1-a, o que & justificado pela eq. (3.8). Em curto os corres-
pondentes valores de x. sao proximos e menores, aumentando a dife-
renca a medida em que S, tende para 0,5. As figs. 7 e 8 resumem es

tas observagaes, também as colunas XL nas tabelas I e II.

0,12
x(1)
0,10
0,08+
0,061

0,04

0,02

T 1 T T T
02 04 06 08 10
So

Fig. 7 - ¥x;, x So para circuito aberto

dv (t)
dt

cuito aberto e a fig. 10, J(t)xt para cada S, em circuito fechado.

A fig. 9 mostra o grafico X t para cada Sy, em cir-

AR S TR NCRT Y IR TR AT TR LI CIRERTIR N S RRIURITRE T Y L AR AT R BT (N U [RILARTRRTTIC AT RRTTR ‘W"'ww"‘?""'““ B e I Bk ek B VT N 8 H i) [
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0, 12
x(1)
0,10
0,08+
0,06+

0,04-

0,02+

i { i l 1

0,2 04 06 08 1,0
SO

Fig. 8 - X7, X So para circuito fechado

A razao de compararmos estas duas grandezas estid nas egs
(3.3) e (3.19) vendo-se que a diferenca entre elas esti no termo
V(t), presente apenas no caso de circuito aberto.

Mas sendo aqui V(t) inicialmente zero, os comportamentos

para tempos pequenos de J(t) e - dZQT) devem coincidir.

No entanto, fora detalhes, o comportamento de ambas as
grandezas se assemelha em todo o desenrolar dos respectivos proces
sos apesar de, como comentado ha pouco, o processo em curto apre-
sentar a fase de descolamento do plasma.

Tanto J(t) como - Q%%}l partem de zero, atingem um maxi-

mo e depois se anulam. Alids, este seria o comportamento esperado
para a corrente, que partindo de zero, pela peculiar distribuigao

das cargas mdveis e fixas, torna-se significativa e depois terad de

dv(t)
dt

mos que haverda um potencial residual, com o plasma extendendo-se

se anular ao final do processo. Do comportamento de conclui-

desde x = 0 até x = Sge

" QO e
IO SRV ISR R £ E
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-0,03 1

~0,04-

0o ]

-0,06+

0,07+

dv(t)/dt
-0,08+

Fig. 9 - dv(t)/dt x t para circuito aberto
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0,06

0,05

0,04

6,03

0,02

0,01

So=0,8 __So=09
pd

2,5 5,0 75 10,0 12,5
t

Fig. 10 - J(t)xt para circuito fechado
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Sendo o0 excesso de carga € 0S camposS maiores para meno-

res S, &€ de se esperar correntes (e sua contrapartida em circuito

aberto - é%%?l) maiores e mais duradouras.

Isto, no entanto, nao € perfeitamente valido pois que,

dv(t)

enquanto as curvas de - - nao se cruzam, as de corrente o fa-

zem, sendo bem visivel o cruzamento entre a de Sy = 0,1 e Sy = 0,2

e entre estas e as demais.

Para o mesmo valor de S; as correntes sao maiores do que

_av(t)

0s 3 devido a ja mencionada transferéncia de carga positiva

para o eletrddio em x = 0 devido a corrente externa.

Quanto ao sentido positivo da corrente, ele pode ser en-
tendido estudando-se o campo em x = 1 e sua variagao temporal, que
€ igual a corrente externa. Como o campo & negativo, e se deve es-
perar uma tendéncia a diminuigao do mesmo em valor absoluto (por
se tratar de um processo dissipativo) a corrente deve entao ser po
sitiva.

Porém esta explicagao nao serviria para o caso - Q%%;l
guando a corrente & zero. Aqui deve-se argumentar da seguinte ma-
neira: um movimento de carga para a direita significa uma diminui-
cao do potencial do eletrddio em x = 0 e um movimento para a es-
querda, um aumento. No caso das distribuig¢oes aqui discutidas, o
campo elétrico (inicial) em x = 0 & negativo, e em x = S,, positi-
vo, mas com o mesmo modulo. Desta forma, a velocidade inicial das
cargas em S,, para a direita e em x = 0 para a esquerda & a mesma,
mas como o movimento em S, € livre enquanto que em x = 0 & limita-
do pelo eletrddio em x = 0, o movimento € mais amplo para a direi-
ta do que para a esquerda, resultando disso um decréscimo do poten
cial do eletrddio em x = 0. Este argumento também se aplica ao cur
to-circuito, pois a corrente externa & a média espacial da corren-
te de condugao. B interessante notar que em circuito fechado, eq.

(3.25) fornece uma "constante de tempo" T = TTQEIT' ver coluna do
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T na tabela II, enquanto que em circuito aberto, por nao apresen-
tar a segunda fase da solugao, nao podemos definir uma constante

analoga. A fig.ll mostra o grafico de dv(t)/dt(min.)xS; em circui-
S

0
OI.2 OT4 0’6 018 1,10

é _0102"‘
£
E
3§ -0,04+
; -0106"
T

~0,08-

-0,104

Fig. 11 - dv(t)/dt(min.)xS, para circuito aberto

max.
jo)
amdde
)
|

J(t)

0,02

T T T T ~ T
0,2 o4 06 o8 *t1£3
Fig. 12 - J(t) (max.)xS, para circuito fechado
to aberto e a fig.12,J(t) (max.)xS, para circuito fechado. Notamos

que para pequenos So OS J(t) (max.) sao ligeiramente maiores do dque

os -dV(t)/dt(min.) e esta diferenga diminui quando S, aumenta.

A fig. 13 mostra o grafico de S(t)xt para cada S, em cir

cuito aberto e a fig. 14 em circuito fechado.
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1,0

0,8

0,4

0,2

! 1
25 50 75 100 125

Fig. 13 - S(t)xt para circuito aberto

u—n

10 15 20 25

Fig. 14 - S(t)xt para circuito fechado

Verificamos que as posigoes finais da frente de carga SF
(tabs. I e II) para cada S, sao bem menores em circuito aberto do
que os correspondentes em curto circuito. Uma explicacao para isto

& que @m circuito aberto sd existe uma fase de deslocamento das

IR RS SN TR R T T (RN SRR L SRR T 2 L SO RN L R N T R T ST T R T ] 0:14'«'4,]“’1”"»»" AR L ] Dbk S T O I B B ) .
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10 T:=0
9{X,1)
5 —T=0,117 (a) So = 0,1
2 ~Tz0,587
1 ~T37,100
0,30 T T
0. y 0'5 0,55 1’0
0,15 X
20 Tz0
9(X,t)
(b) Sy = 0,5 1,9 _-T=0,408
1.2 _T:1,038
1,0 136,96
I
05 1 10
0,58 X
1,150 0'331750
9iX,1) ’
1,110 T:0
_-T:0,224
(c) S = 0,9
1,050
1.041 /T=°.917
1,000 _—T%9,30
0,950 .
0,5 069”\1,0 x Fig. 15 - p(x,t)xx para
b,93 % circuito aberto
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/ | |
0.03g 10A \ o192 0377 05 o572 ogos 1,0
"'0,143 X
2 _—T=10
9(x,t
_T:0,3
(b) S0 = 0,5 —T=1,0
1 ~T234
1
oote 103 0,5 G565 0664 080} 1,0
1,151 X
- T=0
X /
o
T=30
1’05T (c) so = 0,9
T=10,0
T236
0'95/i bota T 09005949 o X
5’1074 0,5 0,959 ‘1'
0,967
Fig. 16 - p(x,t)xx para circuito fechado
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cargas para a direita enquanto que no circuito fechado existem
duas, a segunda fase, que € o descolamento da traseira de carga do
eletrddio em x = 0 e o deslocamento da distribuicao para o centro
da amostra até atingir uma posigao de simetria entre os eletrddios,

& a responsiavel por esta diferenca, pois no inicio as velocidades

das frentes de carga sao idénticas. Em circuito aberto esta posi-
cao € atingida sem que a traseira se descole do eletrddio em x = Q
Esta evolugao até atingir o equilibrio final, com as densidades de
cargas positivas iquais a um em ambos os circuitos estao represen-

tadas pelas figs. 15 e 16 para alguns valores de t e sendo (a) pa-

ra S, = 0,1; (b) para S, = 0,5; (c) S, = 0,9.

Note-se o descolamento que ocorre em circuito fechado,

fig. 16, (a), (b) e (c).

O total de carga positiva que permanece dentro do mate-
rial, q,, nos dois circuitos para cada valor de S, esta mostrado
nas tabelas I e II respectivamente para circuito aberto e fechado,
foram calculados usando a eq. (3.21). Notar que os valores de q,
crescem com S, e que em circuito fechado, sao ligeiramente maiores
do que em curto, para explicar isto, os argumentos usados sao os
ja citados acima e em conseqléncia, os valores de X;, para os dois

circuitos (os do circuito aberto sao maiores).

Embora nao se tenha construido os griaficos, apresentamos
os valores minimos de V(t) - diferenca de potencial entre os ele-
trdodios - na tabela I, bem como os valores de algumas grandezas de
interesse no instante do descolamento das cargas positivas do ele-
trodio em x = 0, tL, em circuito fechado - tabela II, temos a posi
cao da frente de carga SL’ a densidade de cargas positivas pr, € a

corrente total JL.

No capitulo IV faremos a aplicagao do método a distribui

géo linear p(x4,0) = 8(% - Xg), em circuito aberto e fechado.
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CAPITULO IV

APLICAGAO DO METODO A DISTRIBUICAO LINEAR: o(x,,0) = 8(% - X,)

4.1 - Condigoes iniciais de campo elétrico e densidades de carga

As cargas totais positivas e negativas sao iguais a l(um),

logo (ver fig. 17) temos:

- densidade de cargas negativas p = 1l em O<x<1

- densidade de cargas positivas p(X0,0)=8(%-X0) em 0<x<l

2
0,229
4- 0,21
9 —
34 - - O 0,1
_9(X0,0)=8(1/2-Xo) 3
2 ~ 0
u 05 ]
1 -0,1 X
0 Y -0,24
$0=0,5 1
"'1 X _0’3
-0,33..
Fig. 17 - Distribuicao ini- -0,4

cial de cargas Fig. 18 - Campo elétrico inicial

E a configuracdo de campo elétrico inicial & do tipo da

fig. 18 (segundo o apéndice I-b), logo:

E(x) = ~4x® + 3x - % (4.1)

(4.2)

ol

E(So) =

4.2 - Circuito aberto

Comparando as egs. (3.5) e (4.1):

4-3e”t | fam3et o _‘

y(t) = 4i=e S e 3 (4.3)

para valores de t & 0 calculamos x (t) por:
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x(t) = 3 (4.4)

Pelas egs. (3.4) e (3.6) obtemos o campo elétrico em ca-

da eletrodio:
B(0,t) = -(4x? - 3y + 5)e " (4.5)
E(lrt) = E(Ort)-4(X"X2) (4.6)

usando as egs. (1.11) e (4.2) obtemos a posigao da frente de car-

gas positivas:

-t .
e
= (4.7)

S(t) =

Wit

Substituindo p(x0,0) = 8(% - Xo) € as egs. (4.1) e (4.3)
na eq. (2.1) - condig%o de contorno - e resolvendo, obtemos a d.d.

p. (ver apéndice II-b) entre os eletrddios:

- - 2 3 2 -
Vit) = et izt (1-e™%) [(ax?-3x+3) 2+ -B b X (1-e78)] ) -

2+e-t

-t
- (—fﬂr—)(z'e

) (4.8)

substituindo as egs. (4.5), (4.6) e (4.8) na eq. (3.2):

V) = vty -4 (x-x®) [(ax2-3x+d)e 42 (xx2)] . (4.9)

Pela eq. (1.9) temos a densidade:

8 (3-x0)

— — (4.10)
8(%-xo)(l-e t)+e t

p(xlt) =

e pela eq. (1.11) temos a posigéo da carga gque no instante t =0

estava em xg.
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X(t) = xg= (4%} = 3y, + ) (1-e™%) (4.11)
4.3 - Circuito fechado
Substituindo as expressoes de E(x), E(S,) dadas pelas
egs. (4.1) e (4.2) e,
3 2
Vi) = - 2 43 X (4.12)
3 2 3
V(Sy) = 5 (4.13)
0 24 o

dadas pelo apéndice III-b, na eq. (2.24):

- 3
- L {e t[axu_£%§_+1ox2-3x+%]-sx“—16x3+8x2}(4.14)

(4-8y) (1-e F)+e”t

a2

Resolvemos, por integracao numérica a eq. (4.14) obtendo
x (t), substituindo na eq. (2.10) calculamos a posigao da frente de
carga S(t), usando as egs. (2.17) e (2.23) obtemos a corrente J(t)
pela eq. (2.3) e, finalmente, a densidade pela eq. (4.10), que é

valida para todo t. As expressoes a serem usadas sSao:
- -t 2 1
S(t) = 1-4x(l-x)+e ~(=4x* + 3x - 3) (4.15)

para obter a posigao da frente.

- 3
E(0,t) = 8y“-16y3+8y2-e T (8y" - 5%%— + 10x2 - 3y + % (4.16)
e
) “t o w _ 44y° . 1
E(1,t) = 8y*-16y+12y%-4y-e " (8x* - 23 + 10x2 - 3x + 3)  (4.17)

na eq. (2.3) para obter a corrente J(t).



- 4] -

E, finalmente, a posigao da carga que no instante t =0

estava em Xo:
X(t) = Xo#S(t)=4xi43xote " (4%2 = 3%, = 3) (4.18)

Aqui, como no caso da distribuicao tipo caixa para cir-
cuito fechado, também ocorre uma segunda parte da solugéo, usando
a expressao da carga positiva que resta dentro do material, dpr ob

tida através da primeira parte da eq. (3.21):

q, = 1-4xp (1-xp) (4.19)

e a egq. (3.27) - ambas sao validas para os trés tipos de distribui

gao, em circuito fechado - para calcular J(t) e S(t).

4.4 - Resultados e comparagoes

O,10-
x(t)
0,08

0,02

—

Fig. 19 - x(t)xt para circuito aberto
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0,08+
x(1)
0,06

0,04-

0,02-

05 10 15

Fig. 20 - x(t)xt para circuito fechado

A fig. 19 mostra o grafico x(t)xt para circuito aberto
e a fig. 20 para circuito fechado. Como no caso da distribuigao ti
po caixa o valor de X1, (Qltimo plano de cargas a atingir o eletro-
dio em x = 0) para circuito aberto & significativamente maior do
que para circuito fechado. Isto vai significar que a carga positi-
va que resta ao final do processo, d,, em circuito aberto & menor
do que em circuito fechado. Por outro lado, comparados com oS re-
sultados da distribuicao caixa com S¢ = 0,5, figs. 4 e 5, os de
agora sao inferiores. Mas como a distribuig¢ao linear acumula mais
carga perto de.x = 0, apesar de Xj, Ser menor, acabari mais carga
sendo eliminada (coluna g _ na tabela II) para a distribuigao li-
near.

Note-se que a distribuigao final serd do mesmo tipo, em
éada caso (circuito aberto e fechado), que a encontrada com as dis
tribuigaes caixa. Inclusive o descolamento, em circuito fechado,

ocorre também aqui.

A fig. 21 mostra o grafico dV(t)/dtxt para circuito aber

to e a fig. 22, J(t)xt para circuito fechado.

Todas as observagoes feitas para um valor de S, na dis-

tribuigdo tipo caixa, para os dois circuitos, sao validas também



T
215 51,0 7:5

° 0,01
N
- |
> 0102‘
©

0,03

0,04+

Fig. 21 - d@v(t)/dt x t para circuito aberto

agora.
O valor maximo da corrente J(t) & maior do que

-dv(t)/dt e mais duradoura do que este ultimo.

0,057
Jit)

o]

- 43 -

de

2,5 5'0 ?95

Fig. 22 - J(t)xt para circuito fechado
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0,7

S(t)

0,6+

0,9 u j T
1 2 3 4 5 6 7

Fig. 23 - S(t)xt para circuito aberto

A fig. 23 mostra o grafico S(t)xt para circuito aberto e

a fig. 24, para circuito fechado.

A posicao final da frente de carga Sps

to € menor do que em circuito fechado, como no caso da distribui-

em circuito aber

¢ao tipo caixa.

A fig. 25 mostra, para alguns valores do tempo t, os gra

ficos de p(x,t)xx para o circuito aberto e a fig. 26 para o fecha-

do

5 10 15 20

Fig. 24 - S(t)xt para circuito fechado
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44
9(X,t) _9(X0,0)% B(1/2 = Xo)
3..
2_
1 N\ .
\Tae,o

0,25 0,50

0,568 (01667 b
0,630 X
Fig. 25 - p(x,t)xx para circuito aberto
4
9(X,1)
__9(X040)=8(1/2 = Xg)
LB
2_4
T+
1- \\\\\i\ /
| T 1 1 I
008 | 0,250 o,5oo§' 0850 0750 | 9862 1000
’ 0,530 0,8 X
0,580
Fig. 26 - p(x,t)xx para circuito fechado

Notamos que as distribuicoes, em ambos os circuitos ten-
dem a se uniformizar espacialmente e que para tempos corresponden-

tes, nao deferem significativamente.

Note-se gue na coluna py, OS valores se referem, neste ca
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so e no do capitulo V, a p(O,tL), pois para as distribuigSes li-
neares a funcao distribuicao de carga positiva é parametrizada em

Xo através de x(t) que tambem o &.

No capitulo V aplicaremos o método a distribuigao  li-

near p(xo,0) = 2(1-xy) em circuito aberto e fechado.

AR RIS R TR RN U A I RN R T LT PR T 2 Iy L RS T LT
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CAPITULO V

APLICAGEO DO METODO A DISTRIBUIGAO LINEAR: p(xy,0) = 2(l-x,)

5.1 - Condigoes iniciais de campo elétrico e densidades de cargas
As cargas totais positivas e negativas sao iguais a1l (um)

logo (ver fig. 27) temos:

- densidade de cargas negativas p, = 1 em O<x<1

- densidade de cargas positivas p(x,,0)=2(l-%y) em 0<x<l

0,10-
2- (X0,0)=2(1-Xo) .
9 ’/9 O 0,051
%
1- ~ o} T
w 1
- 0,05+ X
0
So=1} X ~0,104
-1 -0,15
-0,167
Fig. 27 - Distribuicao ini- Fig. 28 - Campo elétrico inicial

cial de cargas

E a configuragao do campo elétrico inicial & do tipo da

fig. 28 (seguindo o apéndice I-c), logo
2 1
E(x) =-x"+x-% (5.1)

E(Sy) = - (5.2)

o+

5.2 - Circuito aberto

Comparando as egs. (3.5) e (5.1):

2-"t _ /{é-e-t)z _ 2
-t -t 3
_ 1l-e l-e

mas para valores de t ~ 0, calculamos x(t) por:
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x(t) = 3 (5.4)

Pelas eqgs. (3.4) e (3.6) obtemos o campo elétrico em ca-
da eletrodio

1, -t

E(,t) = (=x* + y - z)e (5.5)

E(1,t)

E(0,t) - x(2-x) (5.6)

Usando as egs. (1.11) e (5.2) obtemos a posigao da fren-
te de cargas positivas:

5+e

S(t) = (5.7)

Substituindo p(x,,0) = 2(1-x9) e as egs. (5.1) e (5.3)
na eq. (2.1) - condigao de contorno - e resolvendo, obtemos a d.d.

p. (ver apéndice II-c) entre os eletrddios como:

-t 3 -t -t
_ ~t /l-e a_..lio _ 2 l-e _ 1-e -t
Vit) = e {==—K"-x*g) + =5 } z5—(lte

3 ) . (5.8)

Substituindo agora as eqgs. (5.5) e (5.6) na eq. (3.2) ob

temos:

dv(t)
dt

= V() - $(2-y) [x(2-x) + 2(x>-x+ple T . (5.9)

Pela eq. (1.9) temos a densidade:

2 (1=x,) (5.10)

2 (1-x,) (L~ E)4et '

p(X:t) =

e pela eq. (1.11) a posigao da carga que no instante t = 0 estava

em Xgs

I s i M A G R MO B D0 O LN (4 b R attas L R i L LR LR
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x(t) = x - (X§-Xo+%)(l-e-t) . - (5.11)

5.3 - Circuito fechado

Substituindo as expressoes de E(x) e E(S,) dadas pelas

egs. (5.1) e (5.2) e,

V(x) = -Xi+l<—-26<- (5.12)

V(Sg) = 0 | (9.13)

dadas pelo apéndice III-c, na eq. (2.24) obtemos:

= : X5 oy 2yt 1] X oy o0y 2
) 2(1-x)(1_e't,+e-t{e [éf ‘§“+2X 'X+3] S+2x7=2x"} . (5.14)

Q-aIQa
i<

Integramos numericamente, obtendo x(t), substituimos na
eq. (2.10) e obtemos S(t); usando as egs. (2.17) e (2.23) obtemos
J(t) pela eq. (2.3) e finalmente a densidade, pela eq. (5.10), que

vale também para t > tL. As expressoes a serem usadas sao:

S(k) =1 - 2% + X2 + e F(x-x?) (5.15)
4 - b 3

E(0,t) = % - 2x® + 3x2 - 2x - e t(%r—§§—+zx2-x+%) (5.16)
y - 4 3

E(L,t) = % - 2% + 2x% - e t(§r—§§—+2x2-x+%) (5.17)

e a posigao da carga que no instante t = 0 estava em xg:
x(£) = xp + S(£) = 1 + xg = x2 = e " (x-x2) (5.18)

A segunda fase da solucao serd obtida usando a egq. (3.25)

onde
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q, = (x,~1? (5.19)
e a eq. (3.27) para calcular J(t) e S(t).

5.4 - Resultados e comparagoes

0,10
x(t)

0,08-

0,06+

0,04+

0,02+

Fig. 29 - x(t)xt para circuito aberto

0,08+
x (1)

0,06+

0,04

0,02

-

Fig. 30 - x(t)xt para circuito fechado

A fig. 29 mostra o grafico ¥ (t)xt para o circuito aberto

e a fig. 30, para o circuito fechado. Aqui também o valor de X1, é
significativamente maior em circuito aberto, acarretando um valor
menor na carga positiva que permanece dentro do material, q, no

circuito aberto em relagao ao circuito fechado, ver também colu-

Rl T E PUTR TR SYR
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nas x; nas tabelas I e II.

t
2£ 510 ?!5

— 0,00 1 .
T
~

+ 0,002-
>
ho)

0,003

0,00‘J

0,005~

0,006

0,007+

0,008+

Fig, 31 - dv(t)/dt x t para circuito aberto
0,012
J(t)
0,008+
0,004+
I 1 | U
2,5 5,0 75 10,0
t
Fig. 32 - J(t)xt para circuito fechado
A fig. 31 mostra o gradfico dV(t)/dtxt para o circuito

aberto e a fig. 32 o grafico J(t)xt para o circuito fechado. O tem
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po gasto para atingir o ponto de maxima corrente J(t) e de maxima
-dv (t)/dt & bem menor no circuito aberto, ver colunas dV(t)/dt na
tab. I e J(t) na tabela II, assim como -dV(t)dt<J(t) neste ponto
e também que o tempo para atingir novamente o zero € menor em C.
aberto. Tudo isto se deve a diferenca fundamental existente entre
as respectivas egs., ou seja, o termo V(t) que sO aparece na eq.

de dv(t)/dt.

1,0-

S(t)

T3 5 & %

m—
-~J

Fig, 33 - S(t)xt para circuito aberto

ol
S(t)

T
0,8 Y | T T T 1

5 o 1% =20 2 30 .35

Fig. 34 - S(t)xt para circuito fechado

A fig. 33 mostra o grafico S(t)xt para o circuito aber-

to e a fig. 34 para o circuito fechado.
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Notamos que em curcuito aberto a posigao da frente de
carga positiva se desloca no sentido negativo de x atingindo assin

toticamente um valor minimo de S(t) que serd o seu valor final, SF

No caso do circuito fechado ha um recuo muito rapido da
frente de cargas positivas até o seu valor minimo (que &€ um pouco
maior do que o do circuito aberto) e depois torna a se deslocar no
sentido positivo de x, muito lentamente atingindo um valor limite
assintoticamente SF' que & significativamente maior do que o de

circuito aberto, ver colunas Sp nas tabelas I e II. Esta diferenga

de comportamento se deve ao fato de que no caso do circuito fecha-
do as cargas positivas se descolam do eletrddio em x = 0, para tem
pos maiores do que tL, tal como nos outros casos anteriores, e to-
do o conjunto caminha para uma posigao centralizada no material de
modo que na posigao de equilibrio final as cargas positivas estao
de tal modo distribuidas que a densidade p(x,t) & igual a 1 (um) e

a sua configuracao fica tipo caixa como pode ser visto na fig. 36.

No caso do circuito aberto nao ocorre o descolamento, em
bora a configuragao final seja também tipo caixa ver fig. 35 e sua

densidade igual a um, como nos casos anteriores.

__9(X0,0)22(1-Xo)

Fig. 35 - p(x,t) para circuito aberto

e
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2._.
9(X,t)
12100,00

1 —F L

| ! I T '\1
0,00

B 025 0,50 075 o g6 | /l SO0

0,880 / ™'
0,915
Fig. 36 = p(x,t) para circuito fechado

A fig. 35 mostra como a densidade de cargas positivas

p(x,t) evolui no tempo, para o circuito aberto, o grafico p(x,t)xx

tende para tipo caixa ao final do processo.

A fig. 36 mostra a mesma tendéncia, com a diferengca de
haver o deslocamento para o centro do material e o respectivo des-

colamento do eletrdodio em x = 0.

Ve b e b I R R T RN L A R T X L N N N T T TR Bt T T gT ST SR [AREL Ll L SR AT RIS 2 T TR 2 | b



- 5§ =

CAPITULO VI

CONCLUSOES

Nesta dissertagao, pelo emprego de técnicas de  solugao
para o movimento de carga espacial monopolar livre, problemas en-
volvendo uma matriz imdvel com densidade constante, puderam ser
resolvidos. Embora nas ilustragoes a matriz imdvel tenha sido es-
colhida de sinal oposto ao das cargas moveis, a teoria desenvolvi-
da cobre também o caso em que as moOveis e as fixas tém o mesmo si-

nal. E neste caso, problemas envolvendo preenchimento total de ar-
madilhas - por injecao prévia - e a acompanhante carga livre, po-
deriam ser atacados, necessitando-se somente fazer a extensao do
método de forma a descrever a saida de carga também pelo outro ele
trédio (em x = 1). Seria, em suma, semelhante 3 generalizagao fei-

ta da ref. 2 a ref. 3, com carga espacial livre.
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APENDICE I
CAMPOS ELETRICOS INICIAIS: E(y),E(S,),E(1,0) e E,
I.a - Distribuicao tipo caixa
Usando a eq. de Poisson:
0E (X0,0) _
axe - P(X0,0)-p,
que na regiao I, X, < S,, fornece:
dEI(XOIO) _ _l_ _ l
dx, So
integrando em x4, para x, < Sp:
Eq(x0,0) Xo 4
J dEI(xo,O) = J (§- - 1)dxo
Eg 0o °°¢
obtemos,
EI(Xo,O) = Eo + 1;?0 Xo (I.l)

e na regiao II, x, > Sy, fornece:

dXo = -1

Os campos EI(SO,O) e EII(SO,O) tem o mesmo valor, pois o

campo elétrico € continuo na frente de carga, logo:

EII(SO’O) = Eg + 1 = Sy

e a integral fica:
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X0
dEII(XO'O) = -[ dXo

IEII(XOIO)
So

E0+1-So

fornecendo:

EII(XO'O) =Ey+1-%Xp .

Agora podemos determinar E,, usando:

av _
a‘; = E(X,t)

Como V(t) = 0, para t = 0 temos

So 1
0 = I EI (%o ,O)dX0+I

0

So

2
0 = EOSO+‘Q'—2—§—°‘)‘S°+E0(1‘So)+l-So--]z'+-S§°—
Ey = = %(1-30)

A eq. (I.l) para xy = 0 fornece:

E(So) = 3

I
.—l
.

A eqg. (I.2) para Xy

1
EII(l,O) = E, - 7(1-80)

..57-

(I.2)

(I.3)

(I.4)

logo EI(O,O) = EII(l,O), ou seja, os campos elétricos iniciais nos

eletrddios sao iguais !

Substituindo Ey na eqg. (I.l), vem:
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By (x0,0) = = 7(1-8¢) + 5550 5,
Logo:
E(X) = - 3(1-80) + 3530 (1.5)
e
E(Se) = 3(1-So) (1.6)

Note que para construir a configuragao inicial do campo
elétrico bastam as egs. (I.3) e (I.6), com o respectivo valor de

Se, pois vemos que as egs. (I.l) e (I.2) sao lineares em Xo.

I.b - Distribuicao linear: p(x,,0)

8(3 - %o

A eq. de Poisson, para t = 0, neste caso é&:

aE(XOIO)

5% = 4-8x9-p,

que na regiao I, Xy < Sy, fornece:

EII(Xo) Xo Xo
J dEI(xo) = J (4—8xo)dxo-J dx,
Eg 0 0

EI(Xo) = Eo+3Xo-4X§ (1-7)
na frente de carga,

EI(SO) = E, +

N

e, na regiao II, X, > S,, fornece:
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E__-(xg) X
J L7398 (%) = -J dx,

II

EII(SO) So

Como no caso (a), EI(So) = EII(SO)' logo

_ 1
EII(SO) - E[) + 5
e a integral fica:
E__(x)
J HaE (ko) = =xo 4
Eots

EII(Xo) = Eo+l-xo

Agora, Eo¢, usando dv/dx = E(x,t)

1

So
0 = J (Eo+3xo-4x§)dxo+f (Eog+1-x¢)dxo

0 So

também aqui, ocorre,

EII(l,O) = Eg

e em Syp:

oV b

E(So) =
Substituindo E, na eq. (I.7),

1
Ep(xo) = -4x7 + 3x0 - 3

1
2

’
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(I.8)

(I.9)

(I.10)

(I.11)
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logo
_ 2 1
E(y) = =4y° + 3y - 3 (I.12)

Neste caso a configuragao inicial de campo elétrico

é
uma parabola invertida de x = 0 até x = % eq. (I.11l) e de X = %

até x = 1 & uma reta, eq. (I.2).

I.c - Distribuigao linear: p(x(,0) = 2(1l-x,)

Neste caso a eq. de Poisson é:

BE(Xo,O)
BXo

= l-ZXo

e para toda a amostra, ja que S, = 1, vale:

E(xo) X0 X0
I dE (x) = I dXo - I 2XodXo

Ey 0 0

E(Xo) = Eo + X9 - X§ (1.13)
e, na frente de carga,
E(l,O) = Eo

usando dV/dx = E(x,t), e integrando por partes:

1 1
0 = J E(xp,0)dx, = E(l,O)—J XodE (x4,0)
0 0
1 3E (x,,0)
E(1,0) = J Xo ——3—14—— dxg
0 X0
1 1
E(1,0) = J xodxo—ZJ x2dx,
0 0
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E(1,0) =%-§= - % (I.14)
By = - 7 (I.15)
e a eq. (I.13) fica:
E(xo) = -x% + Xy - % (I.16)
E(S)) = - % (1.17)

Aqui a configuragao do campo elétrico inicial & uma pard

bola invertida de x = 0 até x = 1 com valor maximo, E(%) = fi, pe-

la eq. (I.1l6).
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APENDICE II

D.D.P. ENTRE OS ELETRODIOS: V(t)

II.a - Distribuigao tipo caixa

A eq. (2.1) pode ser escrita:

S(t) 1
V(t) = f E.(x t)dx+[ E_.(x,t)dx
0 ' S(t) 1'%

com,

EI(x,t) = E(xy,0)e

dE (x0,0) _ 3E(x,0)

e, pela eq. (2.12), levando em conta que 3%, T =p(Xg,
0)-p0
_ -p,t
dx po 1"50
——— 22 + - —_—
ax, 1+ (1l-e ) ( P )
entao:
So _¢ -t, 1-5 1
V(t) = f e E(x,,0)[1+(1-e )(—Erlﬁjdx°+I E;p(x,t)dx
0
X S(t)
mas:
dEII(x,t) _ 1
dx -
E_.(x,t) X
f 11 dEp L (x,t) = - I dx
E(S,t) S(t)
Eqp(x,t) = E(S,t)-x+5(t)
logo:
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- - - So
V(t) = e t[l+(l‘e t)(lgél)][SUE(SO)-XE(X)—J XodE(Xo,O)] +
X
1
+ [ [E(s,t)-x+5(t)]dx
S(t)
- - - _ 2-2
vie) = e [1r(-e7h) (220 [sem(s0) im0 - 2520 E15%0] +

1

+ E(S,t) (1-S(t)) - -2-(1-s(t))2

usando as egs. (3.1) e (3.2):

Soe-t

1-e~F(1-5,)

V(t) = £(1-e"%) (1-80) 2{

[2+(1-e7%) (z=-1)]-1-e7%)
(I1.1)

II.b - Distribuicao linear: p(x,,0) = 8(% - Xg)

S(t) 1

Vt) = J E (x,t)dx+J E. . (x,t)dx
0 I S (t) II

s(t) So _
J E; (x,t)dx = Jx e tE(xo,O)éE% dxe

0
onde:
521 =_l+(l-e_t)§§é§%Lgl
substituindo:
et ~-t,dE (x,,0)
[ e R, 0 [1r a-eTH B axy = SiE(S0)XEX) -

X

Sy £

So 1 -
- J x0(4-8x0)dxo+J Xodx, + f(l-e )

X X

(E2(So)=E%(Y))

resultando em:
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S(t) -t 3,2 8, .3
J EI(x,t)dx = e [S¢E(Sq)-XE (X _7(SO-X2)+§(SO—X3)]+
0
+ (17" (B2 (80)-E* (X)) (11.2)
por outro lado:
1
| mmnax = [5(s,0) - F-s(en] (-5 (0) (11.3)

S(t)

Substituindo as eqgs. (II.l) e (II.2) na eq. de V(t),usan

do as eqs. (4.1) e (4.2), obtemos:

2
V() = e bt et [iaxt-ah 3B L 1)) (a1

II.c - Distribuigao linear: p(xy,0) = 2(1-xg)

S(t) 1

V(t) = J EI(x,t)dx+j (x,t)dx

II

0 S(t)

Como no caso anterior (II.b):

S(t) So So
I EI(x,t)dx = SoE(So)—xE(X)-J x0(2-2x0)dxo+I dx, +
0 X X

+ 2(1-e7%) (B2 (89)-E (X)) (I1.5)

1
J E ;(x,£)dx =[(1-8(£)) E(S, t)——(l s(t))] (II.6)
S (t)

resultando:

V(t) = S4E(Sy)-xE(x) - 1———X—l + —(sa-x ) + 2-(1-e t)
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V(t) = e

[E2(S0)-E* (x)]+(1-s(t) [E(S,t) - %(1-S(t))]

Substituindo as egs. (5.1) e (5.2):

"t.];_"t 2 _ _2_2X _l-e
{5(1-e ") (x X+ z) 3t =5} =

- 65 -

(1+e”t)
(I1.7)



APENDICE III

D.D.P. INICIAIS: V(y) e V(S,)

III.a - Distribuicao tipo caixa

Pela definigdo:

- - k(-8 (1 - X
v = - fa-so - 4
e,

V(So) = 0

III.b - Distribuigdo linear: p(x,,0) = 8(3 - xo)

X
V(x) J E(x0,0)dxy
0

X ) 1
V() 0(-4x0 + 3x, - §)dxo

3

2

e r
\ (S 0 ) = 24
LR ENE SRS AL D N USNUREIR X B RN RTERE T 2020 2 TR R AL LT TaE IR
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(I11.1)

(II1.2)

(II1.3)

(IIT.4)
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III.c - Distribuicao linear: p(x,,0) = 2(1-X,)
X
V00 = | Blxa,0)dxs
X
Vix) = J (-xg + Xp - %)dxo

3
Etd-4 (II1.5)

]
>
i
1

V(Sp) =0 (III.6)

Estas expressoes de V(x) e V(Sy) sao usadas na eq. (2.24)

em circuito fechado, para as trés distribuigoes.,
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APENDICE IV

TEOREMA DE LINDMAYER

A sequir apresentamos a demonstracao do teorema de Lind-
(10)

mayer como apresentado na referéncia (11).
Aeq., (1.4) é:

3E (x,t)

J(t) = p(x,t)E(x,t) + 3t ’

e a derivada do campo em relacao ao tempo:

dE(x,t) _ 3E(x,t) dx(t) + oE (x,t)

dt 0x dt ot

como nos interessa o ponto de campo nulo,

JE(x,t) dx | 3E(X,E) _
X dt ot
usando a eq. de Poisson,
dx 0B (x,t) _
a—E(p(x,t)-po) + ——a-—t——-' =0 (IV.l)

mas pela eq. (1.4):

JE (x,t)

= = J(t)-p(x,t)E(x,t)

dt ’ 0 ' ’

mas se no ponto de interesse, E(X,t) = 0, ficamos com:
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o (x,t)=py) 4 (£) = 0

d
ou,

dx
J(t) = - Frlelx,t)=p,) (1v.2)

que € a relagao desejada. Para circuito aberto, J(t) = 0 e como em

geral p(x,t) # p,r conclui-se que %% = 0, ou seja, o ponto de cam-

po zero permanece em repouso, durante todo o processo.
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