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RESUMO

Estudamos a parte dipolo-guadrupolo da energia de in-
teracao entre dois sistemas neutros, para distancias intermedia-

rias e grandes em relacao ds dimensoes lineares dos mesmos.



II

ABSTRACT

We study the dipole-quadrupole part of the interaction
energy between two neutral systems for intermediary distances and

large distances in relation to its linears dimensions.



INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos a energia de interacao dipo-
lo-quadrupolo entre dois sistemas neutros separados entre si por
uma distancia intermediaria e grande em relacdo a soma das dimen
soes lineares dos sistemas.

Como preparac¢ao ao estudo da situagéo geral considera
mos no capitulo I a situacao particular na qual os sistemas sao
dois atomos de hidrogénio e focalizamos o caso de grandes distan
cias entre os nicleos. Fazemos agui o calculo para a interacao
dipolo-quadrupolo estendendo deste modo o calculo feito por Lon
lon [9] para a parte dipolo-dipolo da interagao. A expressao per
turbada da energia de interacgao do sistema € estabelecida e atra
ves desta expressao calculamos um limite superior para a ener-~
gia. Um limite inferior pode ser conseguido empregando o método
variacional e o determinamos logo em seguida. Na parte final do
capitulo mostramos como a correcao da energia dipolo - quadrupolo
pode ser relacionada com as polarizabilidades elétrica dependen-
te da frequéncia. Isto € feito de maneira andloga com o que Dal-
garno [187] fez para a parte dipolo-dipolo. Alids, esta dependén-
cia & a razao pela qual as forcas de Van der Waals sao também
chamadas de forcas de dispersao de London. .

No capitulo IT consideramos a situagao mais geral de
dois sistemas atOmicos separados por uma distancia intermediaria
e grande (em relacao a soma das dimensoes lineares dos dois sis-
temas). Neste capitulo apresentamos as formulas basicas que fo-

ram deduzidas por Longuet-Higgins ]}O] e Boehm e Yaris |}l]. De
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lineamos aqui o estudo feito por Jacobi e Csanak [16] delineando
o calculo por eles feito para a interacao dipolo-dipolo das for-
cas de dispersoces de London.

No capitulo III estendemos os resultados do capitulo
II. Calculamos a energia de interagao dipolo-quadrupolo entre os
dois sistemas neutros para distancias intermediarias e  qrandes,
Mostramos aqui que para R grande recuperamos o resultadc apresen-

tado no capitulo I. Na parte final do capitulo mencionamos a im-

portancia destes cdlculos e onde eles sao aplicados.
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CAPITULO I

A INTERACAO DE VAN DER WAALS DIPOLO-QUADRUPOLO INDUZIDO

ENTRE DOIS ATOMOS DE HIDROGENIO

Neste capitulo calcularemos a interagao de Van der
Waals dipolo-quadrupolo induzido entre dois atomos de hidrogénio

no seu estado fundamental

Na figura acima colocamos as cargas positivas em A e
B e as cargas negativas em 1 e 2. Os vetores deslocamentos entre
as cargas estao nela desenhados. O Hamiltoniano para os dois elé-

trons é&

H=H_+H' , (1)
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h2 2 2 €‘2 ez
0 2m° 1 2 rlA r2B
,.oel, et e’  ef | (3)
H' = = r r r :
12 1B 2B

0 Hamiltoniano nao perturbado HO tem a seguinte solu-

cao para os dois atomos de hidrogénio no estado fundamental

> > > >
UglrpeTy) =Up00(r) Uy lry) . (4)

-~ > .
Consideraremos a situacao na qual R e muito grande

comparado com ;lA e ;2A' Neste caso H' & o térmo de perturbacao .

Expandimos agora H' em térmos de 1/R, segurando apenas 0s primei-

ros termos da expansao. Obtemos desse modo

2

Vs - _.._.e - -
H R3(2x1x2 Y1Ys zlzz)+
3e? 2 2
"o Cryxp = % raf2y vy + 22,2, = 3xpx)) (xg =] + o =)

O primeiro termo da Eq. (5) representa a energia der
interagao dipolo-dipolo. O segundo térmo da Eq. (5) representa a
energia de interagao dipolo-quadrupolo.

O valor esperado dos dois térmos da Eq. (5) entre o es
tado Uo(;l';z) €& zero. Isto porque Ug é uma funcao par de cada
componente de ;1 e ?2 separadamente e H' & uma fungao Impar de }l
e ?2 separadamente. Por isto a energia de interaééo de Van der
Waals em primeira ordem de perturbacao & zero tanto para a parte

dipolo-dipol6s €omo para a parte dipolo-quadrupolo.

© €Bfmo prineipal da energia de interacdao de Van der



Waals & o térmo em segunda ordem de perturbagao, o qual & propor-
cional a <H'><H'> . Concluimos entao que a corregao de energia de
vido a parte dipolo-dipolo de interacao é proporcional a 1/R® (Lon
don) e que a correcao de energia devido a parte dipolo-gquadrupolo
de interacao & proporcional a 1/R® . Notemos que existe um térmo
de cruzamento envolvendo as duas partes de H'. Tal térmo & da or-
dem de 1/R7 .

A energia de interacao dos dois atomos de hidrogénio

em segunda ordem de perturbacao & dada pela expressao

' 2 :
W(R) = Lol |n>] : (6)
-]

n

A linha no simbolo da soma indica que ela & valida pa

ra todo n#0, Eo € a energia do estado fundamental e E_ é a ener-
. n

gia do estado excitado.

Explicitando os numeros quanticos de cada sistema em

separado escrevemos

13
| <0, .0, |H"|n,.n_>|?
—W(R) = I 1 2 i (7)
(E -E )+(En -E )
2 9 2 92

0,49, indicamos nimeros quinticos dos estados funda

mentais ¢ n,.n, indicamos numeros quanticos de um estado excita-
do.
Na Eq.(6) E_<E_ e o numerador de cada térmo da  Eq.
(6) & positivo, portanto W(R) & negativo. Concluimos entao que a
energia de interacao & atrativa.

Da Egq.(6) & possivel determinar um limite inferior pa



ra -W(R) > 0.
Para obter o limite superior substituimos na Eq. (6)
cada En pela energia En* do primeiro estado excitado. Obtemos des

te modo

. (8)

0 denominador da Eq. (8) pode ser colocado para fora

da soma e o numerador pode ser calculado do seguinte modo

|<O|H'|n>|? <O|H'[n><n|H'[0> - (<O|H'|0>)?
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i
= <O|H"]0> -~ (<O|H'|0>)? . (9)
Ja vimos que <O|H'|0>=0. Substituindo a Eqg. (9) na

Eq. (8) teremos a expressao

v
“W(R) < <ofH'*|o> . (10)

E —
n¥* Eo

Na interacao dipolo-dipolo o limite superior da ener-
gia de interagao & obtido substituindo-se o primeiro térmo de H’
da Eqg. (5) na Eqg.(10). O calculo & conhecido e nao o reproduzire -
mbs aqui. Estamos interessados na parte dipolo-guadrupolo da inte
ragao.

Vamos calcular o limite superior da energia de intera
cao dipolo-quadrupolo. Notemos antes que o térmo de cruzamento de

H'? nao contribui na Eq. (10) pois este térmo de cruzamento & Im-



par em pelo menos uma das coordenadas.
Na interacao dipolo-quadrupolo o limite superior da
energia de interagao ¢ obtido substituindo-se o segundo térmo de

H' da Eq.(5) na Eq.(10) e obtém-se

2 2 2
< X,-rix, + (2 +22.2, = 3x X, =X 0>
(R < ¢ Ol ey + 2ryyy+ 2212, = 3xpg) (-, ) (1)
T 4R E ,-E
n o

Nesta expressao os atomos sao excitados para estados

de nimero quantico principal 2 de modo que EO==-2(e2/2ao) .
9 (a2 "R = 22/

E «=-2(e"/8a ) e E «~E =3e"/4a_.

No cdlculo do numerador da Eg.(ll) basta tomar os tér

mos quadraticos em cada componente das coordenadas, como por exem
b2 : 2 2,2 3

plo ryx,, pois os térmos cruzados, como exemplo rir,X,X,, nao

dao contribuigdo. Isto & devido ao fato de que U, & uma funcao

-

er

> -
par de cada componente de r 2 separadamente e 0s termos cruza

1

dos da Eq. (11) sao fungoes Impares de ;l e ;2 separadamente.
Os calculos do denominador da Eqg. (ll) envolvem inte-

grais do tipo

[ea]

" e dr = nt " : (12)
¢}

Calculando o numerador da tg.(ll) e substituindo o

< - = 2 - o

valor (En* EO) 3e /4aO obtemos

eza;
-W(R) < 180 . (13)
S =8

Este resultado coincide com o resultado mencionado por



L. Pauling no seu livro [20].
E possivel determinar o limite inferior da energia
de interacado utilizando o método variacional. A fungao teste & es

colhida do seguinte modo

>

‘“rl’rz):UlOO )(L+AH') . (14)

(rl) UlOO(rZ

Esta escolha foil feita de modo que W(;l,;z) tem um

termo proporcional a H'. Calculando-se o valor esperado de H' com

> -

w(rl,;z) aparecerao térmos proporcional a H'? . Na Eq.(14) "A" &
um parametro. A fungao w(§l,?2> nao & normalizada e determinamos
o limite inferior da energia de interacgao por
. ' [] 3 3
”q;1+AH)Gb+H)Uou+AH)d?ﬁk2
EO+W(R) < (15)

”UC2)(1+AH')2 dli d;
1 2

O valor esperado dos térmos de H' e H'’® entre o esta-

do U_ & zero. O lado direito da Eq. (15) se reduz a

E +2A<O|H'?|0>+ A%<O|H'H_H']|O>
O O

(16)
(1+A%<0|H'2]0>)

O valor esperado do térmo H'HOH' entre o estado Uo é

zero. A Eq. (16) se reduz a

E_+2A<O|H'?[O>

(17)
(1+A%<0|H'?]|0>)

Expandindo o denominador da Eq.(l17) e utilizando des-



ta expansio apenas térmos da ordem de H'?, que sdo os térmos do

nosso interesse, obtemos

(£, + 2a<0]H'2]0>)

~E + (2A-E A?)<OJH'?*|0> . (18)
(1+a2<olH'2jo>)  © °

A Eq. (18) tem um minimo em relagao ao parametro "A"

quando A=1/E_. Relembrando que E_ & negativo e substituindo A=1/E_

na Eq.(18) obtemos o limite inferior da energia de interagao

v 2
Eo+w(R) iEo + in_f_*_J_Ol . (19)

E
o

Na interacgao dipolo-dipolo o limite inferior da ener-
gia de interacao pode ser calculado de maneira usual. Focalizare-
mcs agora a parte gue nos interessa, a parte dipolo-quadrupolo in
duzido da interacao.

O limite inferior da energia de interacao dipolo-qua-
drupolo & obtido pela substituicao do segundo térmo de H' da Eq.
(5) no lado direito da Eq. (19)

o < %t <0| [:rix2 - r‘%xl + (2y,y,+ 22,2, = 3x;X,) (xl—xz)] 2lo> 20)

T 4R® E
(o]

Calculando o numerador da Eq. (20) e substituindo o va

e 9 a2
lor Eo 2e /2aO obtemos

e?a’

-W(R) > 135 o (21)
R®

Dalgarmo exprimiu a energia de interacgao de Van der
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Waals dipolo-dipolo calculada por London em térmos da polarizabi-
lidade elétrica dependente da frequéncia. Por esta razao chamou
essas forcas de forcas de dispersoes de London. Iremos agora ex-
primir a parte dipolo-quadrupolo da interagdo em térmos da polari

zabilidade dipolar e quadrupolar.

Na interacao dipolo-quadrupolo o calculo do numerador
da Eq.(7) envolve térmos iguais ao do cdlculo da Eg.(ll). Os Qni-

cos térmos do cadlculo da Eq.(7) que dao contribuicao diferente de
zero, no calculo do valor esperado, sao os térmos quadritiocos de
cada coordenada. Notemos também que os elementos de matriz de x2Z,
yi e zi sao todos iguais pois o nosso estado fundamental & esferi

camente simétrico. Temos entao que cada um deles pode ser coloca-

do sob a forma de 1/3 do valor ;i.

Obtemos deste modo, para a parte dipolo-guadrupolo da

Eq.(7), a expressao

_
2) 2 I<O]r2]n >|2]<O|r In lz
_W(R) = 39“} ( 11 2 2 . (22)
2R : E -E )+ (E_ -E_)
n; 70 ny o ny, 0,
nZ#O

Podemos separar agora a soma dos dois térmos indica -

dos no denominador da Eq.(22) usando a identidade

ab

1 2
m (a2+ u?) (b2 + u?)

(a+b) =

du

) © (23)

Substituindo (23) na kqg.(22) a energia de interagao

dipolo-quadrupolo fica



11

o3 ‘\ - < 2 2
3e2)2 2 A ) (Enl Eol)‘ O'rl,nl>‘
-W(R) = i'z——q— = slu / } [(E P 2] .
R e - L + U
0 nl 0 nl 0y
™ _ . 2
(Enz E02>1<01r21n2>\
. - 2] . (24)
— (E -E )° +u
n2¢0 E n, o,

No apéndice (I) mostramos que a polarizabilidade de-

pendende da freguéncia & dada pela seguinte relacao

-
(E -E cold {n>|?
& (Hw) =3 n, o)‘<C| “Ll . (25)
3 (E -E )? - (Hw)?
n. o

n, )

Vemos entao que o segundo fator do integrando presen-
te na Eq.(24) & igual a aliu)/e.

O primeiro fator da Eq. (24) & igual a3g(iu) onde g (Hw)
€

e a polarizabilidade quadrupolar,

o -~ F 2 2
e (Ln1 Eo)l<o|rllnl>}
B (Hw) =7§‘ . . (26)

_ 2 _ 2

Concluimos ent3ao que a Eqg. (24) pode ser escrita sob

a forma

-W(R) = ; . _— [ du a(iuv) B(iu) . (27)
o
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Deste modo relacionamos a corregao da energia de inte

racao dipolo-quadrupolo de London com as polarizabilidades dipo -

lar e quadrupolar clétricas dependentes da frequéncia.
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CAPITULO II

AS FORCAS DE DISPERSOES DE LONDON NA INTERAGRO

ENTRE DOIS SISTEMAS NEUTROS

2.1 - CONSIDERACOES GERAIS

A teoria das forcas de dispersoes para distancias in-
termediarias e grandes foram consideradas em particular por Longuet
-Higgins. Este autor preocupou-se em escrever os elementos de ma-
triz de interacao de modo fechado, sem expandi-la nos multipolos.

A energia de interacgao eletrostatica para dois siste-

mas quaisquer & dada pela expressao

pl(rl) pz(ri)

H' = dr, dr! . (1)
5 >, 1 1
fry - ril
Quando os dois sistemas nao estao muito proximos H'

& relativamente fraca e pode ser tratada como uma perturbacao. Nes
ta situagao tem-se, de fato, pequena superposicao das funcdes de

onda individuais dos sistemas, de modo que a troca de eletrons &

desprezivel.

Vamos agora demonstrar que a corregao de primeira or-

. - . . 0] _>
dem na energia e zero. Para isto vamos indicar a coordenada ri

que se refere ao segundo sistema, a uma origem situada no centro

. , R > > >
deste segundo sistema. Para isto basta fazer a troca ri+ri—f§ on-

T - ~ . : 2
de R e o vetor posigao entre os centros dos dois sistemas. Como R
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é fixo p(?i-—ﬁ) pode ser indicado simplesmente por p(;i). Com is-

to H' sera escrita

- -
D(rl) p(ri) IO
H' = e ~ T drldri . (2)
|r, - r] +R]|

Desenvolvendo agora o denominador em série de potén -
cia de 1/R. No caso atual em que ambos os sistemas sao neutros, ve
rificamos que H' & dado por uma soma de produtos de multipolos do
sistema: dipolo-dipolo, dipolo-guadrupolo, quadrupolo-guadrupolo,
etc. O elemento de matriz de H' & entao dado por uma soma de pro-
dutos dos elementos de matriz dos multipolos de cada atomo. O ele
mento de matriz no estado fundamental de cada um destes multipo -
los & igual a zero pela composigao de momentum angular “0‘%MJO>=O)‘
Concluimos entao que

<0102IH'|0102> =0 (3)

Isto verificamos explicitamente no capitulo I para as
interagdoes dipolo-dipolo e dipolo-quadrupolo. A correcao de segun
da ordem na energia foi escrita na Eq, (7) do capitulo I e a rees-

crevemos aqui,

D]
|<n.m|H'[ol.02>|2 .
WIRI= Lo T @ e a v @
e B, -E  )+(E -E_ )

Usando a Eqg.(l) o elemento de matriz de H' torna-se

> >,
<n-m|H'lOl~02> - J d;ld;i <nlpl(rl)[Ol><m|02(rl)I02> )
-> >, > *
|rl rl+-Rl




Substituindo a Eq. (5) na Eq.(4) obteremos

> >, -> >,
.o (py (1)) )Py (xy) ) o (pl(rz)m)(pz(rz)m)
drldr]_ > > * drzdr2 > >, 2
lrl-rl+R| |r2-r2+R|
WR) = Y 2 ) :
70 € -E )+ -E )
70

Usaremos a sequinte notacao na Eq.(6), para os elemen-

tos da matriz de transicao do operador densidade de carga

(O(r)on)= Xn(r) . (7)

Usando a notag¢ao (7), e usando as coordenadas em rela-

cao a cada sistema em separado, a Eq.(6) & entao escrita

- > > =y > > -1 |- _ >, -]
W(R) [drldrl drzdrzl ry rli'RI |r2 r2+-R| .
-> —), * > -)' )
Xn(rl)Xm(rl)Xn(rz)Xm(rz) (8)
: (1) (1) (2) (2) '
;;8 (En - Eo )+(Em - Eo )

Tal relacao foi obtida por Boehm e Yaris [}1] para des
crever a interacao entre os sistemas. Os autores utilizaram a
teoria da reposta linear baseada nas técnicas de fungoes de Green
de muitos corpos de Martim e Schwinger.

A Eq. (8) é a expressao basica que foi utilizada por
Jacobi e Csanak [16] . Estes autores reescreveram a Eq. (8) de

acordo com as consideracgoes delineadas abaixo.

Podemos separar a coma da Eq. (8) em duas partes usando

15



a identidade (23) do capitulo I. Usaremos também a representacao

de Fourier do potencial Coulombiano (representacao de Bethe),

> > > >
iq.(rl—rl+R)

1 _ 1 > e
> >, >, ( dq +2 . (9)
]rl-rl+-R| 2 q
Substituindo-se a identidade (23) do capitulo I e a

Eg. (9) na Eq. (8) obtém-se

!.‘X)

> > > -+ > > > <>
ig{r,-r}+R) ig.(r,-r'+R)
171 2 72
_ 2 1 + e 1l +, e
W(R) == — | du — dqg ) : dg o) .
m o 2 q 2m q

- * o (1) (2)
X (ry)X (r,)(E_~-E )
: > n 1""n" "2 n o
. drldrl drzdr2 . 1) ) R .
n#0 (En - E )+ u

- x (2) (2)
X (r!)X_(rl) (E - E )
m 1" m 2 m o
. 2] (2) ' . (10)

2 2
m#0 (Em - Eo Y5+ u

Em seguida os autores acima mencionados introduzem neg

. > >, L
sa Eq.(10) as transformadas de Fourier de X (ry), X (ry), X (r,)
* ...>'
e Xm(r2) '
ig.r
-> > -+ Q. 1
X (q) = Jdrl X (r))e (11)

Substituindo a eqg.(11l) na Eq. (10) obtEm-se
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) ® L, JA.R ei?q'.?a
WR) = — | du | dqdq’ =5 . 5 -
2n’ ) q g
T (1) (1) . '
é (En -E ) xn(q) Xn(-q )
s D (1) ) '
n#0 (En -E o )2 +u
(1) (2) O
(E -E ) X (-q) X (q'
O M . (12)
' (2) (2) ) )
ﬁ?ﬁj (E —EO )¢ 4+ u

Nesta dissertacao consideramos a interagdo entre dois
sistemas atdmicos, para atomos de camadas fechadas. Vamos agora
demonstrar que Xn(ﬁ) pode ser separado em uma parte com dependén-
cia radial e outra com dependéncia angular. Para isto reescreve -
mos a Eq.(11)

x @= | e X_(r)ar . (13)

Vamos substituir na Eq. (13) o nimero quantico n pela
densidade nLM (n & o nimerc quantico principal e LM s3ao nlmeros
quanticos de momentum angular) para explicitar a separagao das
partes radial e angular. No caso do atomo de hidrogénio no estado

fundamental temos

X (1) = [ wzoo('f') o(r') v (') a’r' : (14)

+
=y

p(r')=e 6(r- (15)
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Substituindo-se (15) em (14) e integrando obtemos
> * -+ -»>
X_ () =e ¥y45q(r) ¥_ (1) . (16)
nLM nLM
Substituindo a Eq. (16) na Eq. (13) obtemos
> ia ; * -> -> >
X (g)=e e 1 wloo(r) Yy (r)dr . (17)
nLM nLM
No caso atual as fungoes de ondas sao dadas por
(¥) =R, (r) Y, (6
Y100 (¥} =Ry g (x) ¥pq (0.0
-+ (18)
v_ (r)=R_ (r) YLM(6,¢) .
nLM nL

Vamos usar na Eq. (17) a expansao parcial de uma onda

oo +9
>
ig.n _ 2. * -
e i) ihyen ) v e, v @ . (19)
=0 ==
Nesta equagao j, (x) sao as fungoes esféricas de Bessel

e ng(ﬁ) sao os harmdnicos ggféricos, Usaremos também a relagao

de ortogonalidade

*

Vi 0r8) Yy (60,0080 = 6 ) & . (20)

Substituindo-se as Egs. (20), (19) e (18) na Eq.(17) ob

temos
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5 1/2 . 2
@@= b el g R Ry R0 rfary, 00 )
nLM o nL
(21)
Podemos entdo escrever essa equagao sob a forma

X (@ =X_ (@ Y (3 (22)
nLM o
onde
x_ (@)= um 2 3L e |5 (ar) R () R_ (r) rlar C@3)
nL J nL

Na Eq. (22) g refere-se & parte radial e §==(8q,¢q) re-

fere~-se 3 parte angular. Esta relacao foi obtida por Csanak e
Taylor ElZ] . Usaram tal relacao para determinar o comportamento
de X_ (q) para pequenos e grandes valores de q.

nL
Substituindo-se na Eqg.(12) a Eqg. (22) obtém-se

® ia R iq' R
WR = | A | &G a S 8
2w o

(1) (1) PR L '
Z : (E E ) X (g YIM(q) XHL(q ) (=1) YIM(q )

Ll N * \ P
SEST) X @ DT v, @ XEL- (@) . @")

. . (24)
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Vamos usar a Eqg.(24) a Egq.(19) e a relagao entre os es
[oricos harmonicos e os coeficientes de Wigner, que sao dados pe-

la relagao

(q) = [(2L+l) (2L'+1) (22+l)] 1/2
4n

bivlive] o w

Note-se que a Eg.(25) sO € nao nula para todos os valo
res de & que satisfazem a condig¢ao triangular [}5] .

Substituindo-se as Egs. (25) e (19) na Eq.(24) obtém-se

0 [+ o] e s . \ 2
W(R) = - 2 du | dg |dq’ E L 1'1
m3 o o 0 0 O

° Ln'i
. jelgr)jelq'r) (2L+1) (2L'+1) (28+1)
4n
- (E_(_l) —Eél)) X_ (q) x: (a')
nL nL nL
= (E_(_l) ‘E(l))2 + u?
n#0 nL ©
(Eiz)__Eéz)) X_ (q) x: Q")
. ml, ~ mL mL (26)
%;_O» €2 -p(2)2 2
mL

Esta & a expressdo final obtida por Jacobi e Csanak [16].
Estes autores analisaram em seguida o térmo L=1, L' =1 correspon
dente_é parte de dipolo-dipolo induzido da interagao. No proximo

paracrafe delireamos os resultados obtidos por estes autores.
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2.2 - A INTERACAO DIPOLO-DIPOLO DAS FORGAS DE DISPERSOES DE LONDON

Neste paragrafo delineamos o calculo de Jacobi e Csa-
nak [16) . O térmo L=1 e L'=1 da Eq.(?() & a contribuigao dipo-

lo-dipolo da energia de interacgao.

. Csanak e Taylor [lZ] escreveram Os primeiros ter-

mos da expansao de X (q) e calcularam os coeficientes desta ex-
nL

pansdo. Jacobi e Csanak [16] utilizaram o térmo dominante de X (g)
nl

na Eq. (26) para calcular a energia de interaqéo dipolo-dipolo

6
an (q) =D ____0'_.9_.___

. (27)
n (q2-+a2)3

Na Eq. (27) D, € o elemento de matriz de transicao de
dipolo e a &€ a média do inverso dos raios dos estados orbitais
(fundamental e excitado). Lassettre [17] mostrou que & €& pratica-

mente independente de n. Por isso, os calculos sao feitos com a

independente de n.
A substituicao de an(q) na Eqg. (26) resulta na seguin-

te forma analitica para o térmo dipolo-dipolo da energia de inte-

ragao

.

(
, _ -3W -aR 2 2 6 ~ -aR
W(R) = = [1-e™"" P (arR)]” + §(aR)" [e P4(aR)]} , (28)

7

onde P,(aR) e P, (aR) sao polindmios de 4a. ordem e 7a. ordem da-
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dos pelas sequintes expressoes

p4(X)= -5%-5 (7+7x+3x2+-§'-x3+§2—6x4) ,

P7(X)=1+X+ %X2+%X3+ ild—x4+ 5%%0-)(5 +T1'§l§6 x6 +'l_1-§l§—0' x7,
(29)

e W e a quantidade dada pela relacao

W= de oy (1w) o, (iw) : (30)

a(ilw) & a polarizabilidade dependente da frequéncia '

introduzida no capitulo I.

Para grandes valores de R tem-se os seguintes limites

~oR P, (oaR):] 2,1

e OR P4(aR)_l2 - 0
J

(1,1)
Da Eq. (28) vemos entao que para R grande W (R) .i.: ten

de ao valor (-3 7/ dw aﬁiw) az(iw)/nRG). Este @€ o comportamento da
energia de interagao dipolo-dipolo de London, como obtido por Dal
garno [187] .

No capitulo III estudaremos a estensao desses resulta-

dos para o térmo de dipolo-quadrupolo induzido da energia de inte

racao (L=1, L'=2 e L=2, L'=1).
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CAPITULO III

A INTERACAO DIPOLO-QUADRUrOLO DAS FORCAS DISPERSIVAS

Neste capitulo calculamos o térmo dipolo  quadrupolo

da energia de interacao entre dois atomos nos seus estados funda-

mentais.

O problema em pauta € o calculo dos termos I}=l,
L'=2 e L=2, L'=1 da Eq.(156) do capitulo II. Neste caso os valo

res possiveis de 2 sao 1 e 3.

A energia de interagao dipolo-quadrupolo & entao dada

pela seguinte expressao

(1,2) 2
S 1 2 3 3.5.(20+41)
WR = Z (o 0 o} [ ]

4

- (1) (1) * '
(EL~'-E ) X—= (q) X= (q')
Z nl O I'll nl
) J

= (1) (1),2 2
n#0 (EH -Eo )T+ u

2

) (2) . (2) *
Z% (Eﬁ -E ) Xméq) Xﬁéq )

. (1)

]
0 ©{2) - gl2))2 42
m2 o
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Vamos substituir na equagao acima os dois primeiros
termos da expansao de XnL(q) obtidas por Csanak e Taylor [}2] .

Estes térmos sao dados por

X (q)=Dn———°‘——51—-—' (2)
nl (a2+q2)3
8 9

X (g =0 LA (3)

n2q nz(“2+q2]‘t

Estas relacoes foram obtidas por Csanak e Taylor [12].
Mas foi Lassettre [17] que analisando a convergéncia das  expan-
soes de Xn(q) em série de Taylor que deu os primeiros passos para
sua obtencao. Na Eg. (2) D refere-se a transigao de momento de

dipolo . Na Eq. (3) Q refere-se a transigao de momento quadrupo-

lo .
Substituindo as Egs.(2) e (3) na Eg. (1) obtemos
o
(1,2) > 12 2)2 15(22+1)
W(R) = — —_— .
T 000 a7
2=1,3
6 8 .2
[ dg j, (qR) *d . e g .
0 (a2 +g?)?® 2(a®+qg2)*
6 .t 8 2
l dg' jg(q'R) @9 . @ 9q .
o (u2+q|2)3 2(a2+q'2)?
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« D—D: (E(l)__E(l))
) du nn n (@] .

o o M) gy 2, 2

n O
4
*(2) _ L (2)

) Qﬁ O (EH Eo ) (4)

== (2) (2).2 2

Notemos agora que a polarizabilidade de dipolo depen-
dente da frequéncia & dada pela expressao do capitulo I para qual

guer sistema. Para manter a normalizagdo usada na referéncia [12]
escrevemos ‘

* »
DnDn(Fn“En)
a(w) = ' - — o (5)
k. -F) - w*
n (@4

A polarizabilidade de quadrupolo dependente da fre-
quéncia & dada pela expressao
" (
9 O -EW#EQ>

Blw) = , : (6)
(£, -E) —(W* "

Usando as Eg. (6) e (5) na Eq;(4) esta se reduz a

L

(1,2) = | 12 2)2 15(2241)
81 2=173 4n
[
. 1; . J du a(iu) B(iu) , . (7)
(o]
onde I, & dado pela expressao
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3

dq j (qR). —L—— : (8)
g ' 6 (u?+(ﬁ)7

Calculando os coeficientes de Wigner em (7) para #=1

e 3 obtemos

Para a contribuicao £=1 obtivemos de (8)

-R 252 3p3 4ok 5 -5
I(R)=ﬂe 70LR+7OLR+0LR+<1R+OLR . (10)
1 20 | 128 512 512 4608 45080
Para a contribuicado £ =3 obtivemos
,0R) = 12 1 moR Pg(aR) ] . (11)
(110 (O,R)k
Nestes calculos usamos as seqguintes relagdes [13,14]]
n-1 o
cos (ax) dx - me (2n=k-2) ! (2ab)k
(b2+ x)D (2b) 221 (1) 8 ;Zig k! (n-k-1) |
0 k=0 . (13)
oo n-1
,; —ab 7 ianpoon ko
X sen(ax)dx _ Tae (2n-k-2) ! (2ab) (14)
(x*+ p%)"+L 220 4 2n-1 k! (n-k-1)!
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senanjax 1y € (15)
. X(Bzi-xz)n+l 282n+2 Zn.n! n
{‘O(Z) =1, Fl(Z) =242, ..., Fn(Z) = (Z+2n)Fn_l(Z) -ZFr'l_l (z) (16)

Py(eR) € um polindmio de nono grau, Este polindmio &

dado por
2 1 2 3 1
Pg (aR) =1+ aR + ——— [ 23040(aR) + 7680(aR) + 1920(aR) +
46080
5 6 7 ] ’
+ 887 (R} + 64(aR) + 9(aR) + 2(ar) + —z—(aR)] (7)
6 48 15
Para grandes valores de R tem-se de (10) e (13) os
seguintes limites
I, R) > 0
1,0 R)~ .5 1
a™ r4
(1,2)
De (9) vemos entao que para R grande W(R) tende ao

3 e . . 8
valor [= /7% /" dua(iw)g(iu)] /R

Este & o comportamento da energia de'interagéo dipolo
-gquadrupolo que obtivemos na Eq. (27) no capitulo I.

O calculo da energia de interacao dipolo-quadrupolo &

de grande importancia em calculos mais precisos de interacoes a



28

grandes distancias e a distancias intermediarias. Essa energia de
interagao ¢ Gtil na interpretagao das equagoes de estado do hidro
génio sdlido comprimido 9] .

Lassettre [17] sugeriu a aplicagao destes calculos pa
ta calcular-se o potencial eletrostatico dos atomos. Estas expres
sdes foram usadas com sucesso [12] na determinagdo do potencial

de polarizacao de espalhamento de elétrons por atomos,



CONTRIBUICOES ORIGINAIS DESTE TRABALHO

Calculo dos limites superior e inferior da
parte dipolo-quadrupolo da energia de inte

racao entre dois sistemas neutros.

Calculo da parte dipolo-quadrupolo da ener
gia de interagao entre dois sistemas neu-

tros.

29
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CONCLUSAO

Esta dissertacio estuda a energia de interagao de Van
der Waals entre dois sistemas neutros. Esta forma de energia foi
formulada por London na situacao de grandes distancias segqurando
o térmo correspondente a parte dipolo-dipolo induzido da intera-

cao, que & o térmo dominante a grandes distancias. Em sequida des

tacamos o trabalho de Longuet-Higgins cue escreveu oOs elementos
de matriz de interacao de modo fechado, sem expandi-la nos multi-
polos. O potehcial de interacao & escrito em térmos dos elementos
de transigao da densidade elétrica. A transformada de Fourier des
ses elementos de matriz foi analisada por Lassettre. Csanak e Tay
lor notaram que as consideracoes de Lassettre poderia ser utili=-
zadas para calcular as expansoes destas transformadas. Jacobi e
Csanak usaram estas expansoes para o calculo da parte correspon -
dente a parte dipolo-dipolo da interacao a distancia intermedia -
ria e grande.

Nesta dissertacao estudamos a parte seguinte, dipolo-
quadrupolo induzido da interacao.

Analisamos inicialmente o caso de grandes distancias,
seguindo a teoria estabelecida por London para a parte dipolo-di-
polo da interagao. A sequir estudamos o caso de distédncias inter-
mediarias extendendo deste modo os resultados de dipolo-dipolo in

duzido obtidos por Jacobi e Csanak. '
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APENDICE I

A POLARIZABILIDADE

A polarizabilidade « de um atomo & definida em térmos

do campo eléetrico local no atomo

i .=k (1)

onde Eind & o momento de dipolo elétrico induzido no sistema. 0
dipolo elétrico do sistema no estado caracterizado por [¢(t)> e
dado pelo valor médio do operador dipolo-elétrico, <"ll)(t)léll,b(t)>.

Vamos calcular a polarizabilidade do sistema quando a
perturbagao & devida a um campo elétrico oscilante e orientado no

sentido do eixo Z. A energia de interacao & entao dada pela rela-

cao
e 4 iwt | *  _—iwt, et
H'(t) =-d E=-d (E_ e +E e )e (2)

Nessa equacao ja introduzimos o fator de ligagao adia-

batica em -~ , exp(et).

Até primeira ordem de perturbacao o vetor de estado do

sistema & dado por

o . 1 t i ‘(mn - ma) t! —iwnt
> = ) gn> 5+ L [ H' (') e : dt'] e
n t
(3)

Usando as Egs. (2) e (3) podemos calcular o valor medio
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‘ <t§i(t)!dzl¢(t)> = ( vo(t) dZ Y (t)dr . (4)
Usando (3) em (4) obtemos
wit)fa,l vie)> = <alq |a +
tl
T ifw-w)t 1w -w )t
oL ><a|dz|n>J H (£ e Da gpe @ _
Ml t =
0
t . .
T =i(w -w )t' -1 (W =-w )t
.._l.. ) <n|d ‘a)f H' (t') e n-a dt' e an
R Z an
it i’ t ==
5,3 O
¥ (5)

Calculando as integrais em (5) obtemos

t £ - )t (iwte+i (wn—wa):]t

B f H' (t') e P @ dt':=-<n]dz|a:>E € +
na © [iwte+itw_ - V]

-0 n a

¥e—iw+e+i (wn-wa)] t
+E . (6)
[iwte+i (mn - ):]

N Substituindo-se a Eg.(6) na Eq.(5) obtemos

<‘P(t)fdzl‘f')(t)> = <a[d2|a> +> |<a‘d2|n>]2__’i
H

e

n

{_ E e(iw+t)t . e(iw+€)t + Complexo } -
o\ :

(W —w, ) u-ie (mn-g)a)- uwtie Conjugado

Er
gt
e
[
:
&
§id
i
i
B
5
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Desenvolvendo essa equagao obtemos, depois de fazer € = 0

' 2w ~w_)
<P (t) ] dz|¢(t)>= <a|d2|a> + §,> |<aldz|n>|2 n a .
H
n

2
((wn—wa) -w’)

(8)

O primeiro térmo no lado direito da Eg. (8) & o dipolo
permanente e o segundo térmo & o dipolo induzido. Temos entao

d = q(w)E onde a(w) & dada pela relagao

ind

2
v ; (w_-w_) |<ald_|n>|
o(w) = 2 n_4 2 . (9)

B - 07

Para um sistema no estado fundamental |[a > = |0 >, especifi

camente simetrico, teremos um resultado analogo tanto para o campo
elétrico orientado no sentido de x como no sentido de y.

Portanto
podemos escrever
2 <l o>
o = —2 uld |o>| (E, - Ep) (10)
3

n (Eu—Eo)z- (hw)
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