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RESUMOD

A fung8o parti¢d8o do modelo SO0S € analisada, mostrando
heuristicamente que 3cima da transig¢do de rugosidade, Tx, este
modelo se torna essencialmente um problema wunidimensional. Os
resul tados péra a rugosidade superficial e calor especifico s@o
comparados com uma simulag8o Monte Carlo de wuma rede mxm
(m=20,40,60,80,100). Um novo modelo S0S wunidimensional é
introduzido o qual mostra um bom acordo para regiles de altas e
baixas temperaturas com o modelo S05 bidimensional. Foi dedicada
aten¢8o especial na estimativa da temperatura de transig8o pelo
método Monte Carlo, a qual foi estabelecida como sendo Tp,=0.80.

Através de um aprimoramento no Método Monte (arlo, aplicado
a um sistema contendo 224 discos duros, obteve-se o *loop"* de van
der Waals, 1indicando assim, uma coexisténcia de fases para
densidades entre 1.29¢ 1 (1.36. Este resultado até ent¥o, sb
tinha sidoc obtido através da técnica din@mica molecular para 870

discos.
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ABSTRACT

The partition function of the S0S model is analysed and it
is shown heuristically that above the roughening transition
temperature, Tx, this model becomes essentialy an one-dimensional
problem. The results for the surface roughness and surface
specific heat are compared with a Monte Carlo simulation of a mxm
lattice (m=20,40,60,80,100). A new one-dimensional SO0S model is
introduced wich shows a good agreement with the ordinary two
dimensional S05 model for tow and high temperatures. Especial
attention was paid for the Monte Carlo estimation of the
roughening transition temperature which was stablished as being
Te=0.80.

Through an improvement 1in the choice of the mos t
representative configurations in the Monte C(Carlo procedure,
applied to a system containing 224 hard disks, it was possible to
obtain the van der Waals-type loop curve, showing then, a fase
coexistence in a density range 1.289¢ v (1.36. This result has so
far only been obtained by molecular dynamic procedure for 870

disks.



CAPITULOD 1

INTRODUC KO

Nesta tese, estudamos a transiglo de rugosidade de wuma
superficie cristalina(interface) representada pelo modelo S0OS
para uma rede cibica simples e 3 transig¢8o liquido-s6élido em um
sistema de discos duros. Esses fendmenos est¥o Lligados &
solidifica¢8o0 da matéria, como por exemplo a cristalizagfo.

Interface de um modo geral &€ entendida como sendo uma regifio
do espago em que duas ou mais fases da matéria coexistem. A
defini¢g8o de interface acima nos diz que existem vdrios tipos de
interface. Em particular, vamos nos dedicar a interfaces sé6lido-
fluido(liquido ou gds) com &nfase na rugosidade microscbpica de
superficies cuja caracteristica &€ importante em processos de
cristalizagﬁul‘lo.

0 estudo dos problemas que surgem durante os processos de
solidifica¢8o, envolvem principalmente as &reas da termodinfimica
e da wmeclnica estatistica das fases s6lida e fluida e da
interface.

Neste trabalho, abordamos as transigles s6lido-liquido e a
de rugosidade, principalmente do ponto de vista dé mecfnica
estatistica.

Pela sua import8ncia nos processos de crescimento de
cristais, dedicamos uma atenglo especial para a rugosidade da
interface cristal-fluido. No estudo deste fen8meno, nos detemos &
soluclio do modelo S0S e & transi¢8o de rugosidade neste modelo
para situag8es de equilibrio. O modelo SDOS & muito utitizado para
a descri¢lio de interfaces, por causa de sua simplicidade e por

que sua solug¥o fornece boas estimativas para grandezas
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termodindmicas da interface em cristais reais dentro de certos
intervalos de valores da temperatura.

Em nosso trabalho, efetuamos uma aproximag8o analitica a

qual ¢é boa para altas temperaturas e fazemos simulagles Monte
Carlo através das quais obtemos uma boa estimativa para a
temperatura da transig8o de rugosidade. Também introduzimos um
novo modelo 505, que concorda com o modelo S0S usual nas regifes
de altas e baixas temperaturas, para o qual montamos uma série
de recorréncia que nos fornece a solu¢¥o do modelo. Com esta
série, calculamos a rugosidade numericamente para uma superficie
com 10000 sitios.

Um outro estudo realizado foi o de lLiquido simples, s8bre o
qual em nosso trabalho, nos detivemos em simulagdes da transiglo
liquido-s6lido em discos duros com a intengfio de implementar o
método Monte Carlo para revelar a transi¢c8io de primeira ordem
liquido-sélido neste sistema.

Existem inimeros problemas para os quais ndo sdo conhecidoé

solucBes analiticas!l.

Nesses problemas & muito Util ‘0o uso de
simulag8es, as quais s8o verdadeiros "experimentos" 1idealizados
no computador. Existem dois tipos principais de simulagles: Monte
Carlo e Din@mica Molecutar. Em Din8mica Molecular, a evoluglo
temporal do sistema € calculada de um modo deterministico através
da integraglo numérica das equa¢les de Newton. Em simulagles
Monte Carta, certos elementos estocdsticos s8o introduzidos para
facilitar a estimativa de grandezas fisicas dadas pelas equa¢des
da mecflinica estatistica.

R simulagc¥o Monte Carlo tem origem na estatistica-matemdtica
no estudo de varidveis aleatérias e no cédlculo de integraisl?. Na

fisica, ela foi aperfeigoada para o cédlculo de valores médios de

grandezas fisicas as quais envolvem integrais n-dimensionais.

A simulago Monte Carlo &€ muito eficaz para sistemas de



spins, mas tem se mostrado ineficiente na simulagdo de liquidos,
devido a dificuldade na escolha de configurag8es importantes para

a representac8o desses sistemas 3 14.15 Neste trabalho,

mostramos um melhoramento nessas simula¢gbes conseguindo um

aumento na velocidade de convergéncia, mesmo na regi8o de
transigdo de fase.
Prosseguindo, fazemos uma breve revisfio s8bre a histéria da

teoria em crescimento de cristais e s8bre a transi¢8o Lliquido-
sé6lido. Uma ampla bibliografia & fornecida a fim de que o leitor

interessado entre em contato com aspectos dinfimicos(tebricos e
experimentais) de crescimento de cristais, e outros aspectos como
nucleagto e morfologia. S%0 citadas também, refer8ncias
importantes, para que o lLeitor, se o desejar, se aprofunde no
estudo de liquido simples.

Crescimento de cristal, é um fenbmeno de solidificag8o cuja
interpretaglio tebrica s6 se iniciou no século passado com
Gibbs '+1% 17 Ele analizou a influBncia da tensHo superficial no
processo de crescimento e mostrou que abaixo de certas dimens8es
cristalinas, ela domina todo processo3'16’17, ou seja, a forma de
equilibrio do cristal é determinada pela tens8o superficial.
Embora Gibbs n8o tenha dito em seu trabalho, esses foram os
primeiros estudos sobre nucleag8o. A relag¥o entre a forma
cristalina e a tensfio superficial foi colocada geometricamente
por Wulff1’3'18, através de um teorema, o qual foil generalizado
por Burton-Cabrera-Frank(BCF)1 para duas dimens8es. Este teorema

9

foi extendido para tr8s dimens8es por Landaul? e Herring?20. Tal

assunto foi revisado e implementado por FrankZI, Mullin522 e

Chernovza.

0 estudo tebdrico de formas cristalinas (de equilibrio ou

durante o crescimento) e sua estabilidade, tem sido desenvolvido

principalmente por Chernov 23-30

" ARUDTECA DO NRTITUIO I FSie A L OB O SR (Agmg.qgg‘r
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Uma teoria para a morfologia cristalina muito utilizada foi

introduzida por Hartman e Perdock3l'35, denominada de
PBC(*Periodic Bond Chain").

As 1idéias sobre como a rugosidadel! e a orientaglo da
superficie de um cristal perfeito(isto &€, aquele que nd3o tem
defeitos como por exemplo deslocamentos) afeta o crescimento 2

nivel microscépico foi introduzido por Kossel36 e
independentemente por Stransky37’38.

Frenkel3% demonstrou que a estrutura da superficie de um
cristal perfeito, acima da temperatura absoluta zero, apresenta
uma certa rugosidade por causa de flutuagBes térmicas.

Os trabalhos mais importantes sobre nucleag8o0 foram os de

Ualmer“o, o qual complementou e generalizou as idéias de Gibbs;

Stransky37 e Becker-Dbring‘l.

0O trabalho cléssico de BCFI, sintetiza todos esses trabalhos
citados acima e dio fundamentos fortes de mec8@nica estatistica no
estudo de crescimento de cristais. Eles também introduzem a
famosa teoria de crescimento em espiral de Frank“?.

BCF, pela primeira vez, definem rugosidade de uma
superficie. Eles fizeram analogia com o modelo de Ising em 2D e
calcularam a temperatura de transi¢8o0, mais tarde denominada de
transi¢clio de rugosidade.

Uma narrativa histérica importante s8bre a teoria cinética-
molecular de crescimento de cristais foi feita por Kaischewt3.

A transiglio Lliquido-s6lido para wum sistema de esferas
durasl3-15,44,45 6 a5 vezes denominada de transi¢¥o Kirkwood-
Alder. Este nome & devido ao trabalho inicial de Kirkwood, et.
al.46 com célculos analiticos da equag8o de estado, o0s quais
deram indicios de tal transig¥o. Mais tarde Rlder e Wainwright“5,
utilizando Din8mica Molecular evidenciam a transigdo de fase na

densidade prevista por Kirkwood et. all3d.



Passamos a mostrar em seguida um breve resumo do conteldo
dos prbéximos capitulos.

No capitulo II, fazemos uma revisfio da técnica Monte C(arlo
aplicado a sistemas canfnicos de spins(por sua analogia com

interfaces) e de liquidos simples.

No capituleo III, fazemos estudos da interface cristalina

s6lido-fluido com redes cristalinas em duas e tr&s dimens¥es.
Neste capitulo, efetuamos cdlculos analiticos da rugosidade e
comparamos com simulagles Monte Carlo. S8#o feitas também
discussfes sbbre a ordem da transi¢lio de rugosidade e estimamos a
temperatura de transigfo.

No capitulo IV, abordamos o assunto sbbre liquidos simples e
estudamos a transi¢lo sélido-liquido em um sistema de discos
duros através do método Monte Carlo. Neste capitulo, é feito um
melhoramento na simulaglio através de uma associaglio de simulaglo
nos sistemas gran-candnico e canbnico. Conseguimos assim, obter a
transigio de primeira ordem mostrada pelo "loop de van der
Waals".

D cap. V, é o capitulo conclusivo. Nele, nés discutimos os
resultados obtidos, as vantagens e as desvantagens dos métodos
utilizados nos capitulos III e IV. S3o0 postos também os problemas
em aberto s8bre o que foi abordado nos capitulos anteriores. Para
encerrar, s¥o sugeridos alguns problemas em sistemas.reais para

aplicar os métodos desenvolvidos durante o trabalho.



CAPITULO II

METODD MONTE CARLD

2.1 Aspectos Gerais

A disting8o entre os diversos métodos Monte Carlo &

tradicionalmente feito através das diferentes técnicas de escolha

1¥ Vamos desenvolver aqui a técnica devido a

de micro-estados!
Metropolis, et. al.%7, formalizada e aprimorada por Wood!%: 48
para Liquidos simples e por Fosdick“? para sistemas de spin.

0 objetivo final do método consiste em calcular o wvalor

médio de alguma grandeza fisica, dado por:

f fCQ)IPCR)dQ

{a}

(f) = ’ (2.1)
f P(2)d 2
{Q}
onde & contém o0s valores de todos o0s possiveis graus de

liberdade das particulas do sistema, por ex: posig8o, velocidade
e momento magnético. 0 espag¢o de fase &€ representado por ( 21},
que é preenchido com todos o0s possiveis micro-estados do sistema.
P( %) & uma densidade de probabilidade n¥o normalizada associada
com cada micro-estado @ . A equaglo (2.1) pode ser colocada em

termos de varidveis f discretas na forma:

20 FCRIPCR)

(fr = , (2.2)
> PCay
i
onde i=1,2,3,...... , enumera todos os possiveis micro-estados do
sistema. Nesta notaclio { 21} = (0 ,,8,, 85, ...}

- e wn R e AT GE R N TP D M S T G R SR e S G e e G . W P D En EE e R R ER M S Ge R GR SP SR L W T SR YR e e W AP W W S e um e

micro estado €é uma configuraglio do sistema descrita por um
conjunto de valores das varidveis mecl8nicas do sistema.
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0 procedimento é realizado, gerando M configurag®es através
de um critério, descrito abaixo, e o valor médio (f) & estimado

tomando a média aritmética sobre os valores de f para cada

configuragdo:
M

(fy) = i=1 (2.3)

f(R))
M

Para que (2.3) 'seja wvialida, certas condi¢gles devem ser

satisfeitas (veja os detalhes te6bricos nos Apéndices A e B):

a)Jo sistema deve ser ergbédigo, 1i. é&., todos os estados devem ser

acessiveis; |

b)a cadeia de configuragles geradas deve ser Markoviana, i. é.,

cada configura¢8o depende apenas da anterior;

c)a média n¥o deve depender da sequéncia(®"histéria") que as

configurag8es foram geradas, e,

d)a amostragem M, deve ser suficientemente grande para que (2.3)

convirja para um valor préximo de (f) com a precisfio desejada.
Vamos passar a descrever o procedimento para um sistema

candnico, assim, vamos utilizar o peso de Boltzmann?*
P(2) = exp(-BE(2)) , (2.4)

com B = 1/kT , k a cte. de Boltzmann, T a temperatura absoluta e
E( %) a energia do sistema correspondente a configuragldo descrita
por £,

Para conseguirmos a distribui¢do das configurag8®es dada pela
equacio (2.4) (veja Apéndice A), podemos geré-las da seguinte
maneira:

a) é& gerada uma configuragldo inicial;

Diferentes pesos podem ser vutilizados dependendo do tipo de
ensemble utilizado(veja por exemplo Binder(1886), ref. S0).
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b) escolhemos aleatoriamente(ou seqlencialmente) uma particula do
sistema e mudamos seu estado aleatoriamente(ou seja o micro
estado muda &; ~ 9;);

c) calculamos a diferenca de energia AE = E(9;)-E(Q;).

d) 0 novo estado é aceito com a probabilidade de transigido
P,,;=exp(-8 AE) efetuando o seguinte procedimento: se AE(0, a
transi¢¥o & aceita, caso contrdrio, sorteamos um nimero aleatério

£, 0¢t¢1 . Se Et (P,, aceitamos a nova configuragiio, caso
contrdrio, a rejeitamos, e utilizamos a configurag8o anterior
para o cédlculo da média dada por (2.3).

e) Voltamos novamente ao estdagio b).

Tal procedimento, quando escolhida uma cadeia de micro-estados
suficientemente longa, gera uma distribui¢do que converge para a
distribui¢d8o de Boltzmann. De fato quando M*> , a média dada por
(2.3) tende ao valor dado por (2.2).

Do ponto de vista prdtica, devemos procurar o menor M
possivel, para que nos d& um valor préximo de (f> com a precisfo
desejada. Isto € necessario, pois quanto menor o tempo de
computagdo, mais vidvel é a simulag¥o. € neste ponto que reside o
maior problema do método. O procedimento de um modo geral & o
seguinte: devemos efetuar no minimo um passo Monte Carlo™ por
particula antes de aceitarmos uma dada configura¢8o para a média
(2.3). Uma cadeia inicial de comprimento M, (niUmero de

configurac®es Mo) deve ser descartada a fim de que a tendé&ncia

provocada pela configurag8io inicial seja desprezivel. 1)
comprimento M, & escolhido tal que a semente inicial para o
nGmero aleatério e/ou configuraglio inicial ndo afete(na
*

Um passo Monte Carlo & percorrer todas as particulas do sistema
uma vez, tentando mudar seus estados. Um passo Monte Carlo por
particula é considerado uma unidade de tempo.



precisio escolhida) o wvalor final da média. Este efeito wvai

diminuir também com o aumento de M. No critério da escolha de Mo,
devemos cuidar que M)»)Mo, com M#M,, o minimo possivel para
otimizar a simulagd8o. Ro invés de um passo Monte Carlo, podemos
descartar M, passos Monte Carlo para diminuir a correlagdo entre
as configura¢®es escolhidas 50,51, HAssim, podemos estimar o erro

com maior confiabilidade(veja Ap&ndice RA):

(1 + 2M)cf=)r,, - «(f124)\1/2
b = (2.9)
M
onde «(f), & a média estimada por Monte Carlo. O critério para a

escolha de M, é minimizar a varilncia da grandeza fisica f,
tomando o0 cuidado de verificar se existe uma periodicidade desse
desvioc com o comprimento da cadeia descartada e assegurar que
Mo CCM ¥,

Antes de escolhermos as configurag®es para o célculo da
expressdo (2.3), devemos responder & seguinte pergunta: existe
alguma grandeza fisica do sistema em estudo a qual conhecemos o
comportamento através de outro processo? Se a resposta for sim,
devemos escolher M tal que o resultado para a grandeza fisica
conhecida seja proximo(dentro da precisfio desejada) na regi¥o(ou
dominio) que a conhecemos. Existem sistemas para os quais
conhecemos o tempo de relaxaglio para entrar em equilibrio,
permitindo-nos neste caso estimar My, 50,51. No caso em que a
resposta 4 pergunta for ndo, além do procedimento geral descrito
acima, devemos fazer uma outra série de estatisticas?®!, as quais
descreveremos abaixo.

No Apéndice C, fazemos algumas sugest®es para a elaboraglo
de um programa de simulacdo Monte Carlo.

- > - . S N s W G SR N e T MR G W R N e SR AW A T G Wr G dh e m A G R NP G Gm TR e We R G e W M W W SR e En R R AR W A 4 W W D e e

Nas simulagdes feitas por nbébs, tanto para discos duros qdanto
para o modelo SOS, encaontramos M,.=5.
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2.2 Estatisticas

Un bom teste para verificar a converg@ncia do cédlculo dado

por (2.3) € utilizar vdrias sementes iniciais para o mesmo valor
de M . Este teste pode tornar-se muito dificil se M for muito
grande, o que acontece nas vizinhangas de uma transig¢do de fase.

Por outro Lado, mesmo utilizando valores de M menores, os valores

médios para as diversas cadeias de micro-estados gerados pelos
diferentes numeros aleatérios podem servir para estimar valores
médios mais confidveis das grandezas fisicas desejadas.

Uma outra observaciio é que a funglio distribuig¢d3o da

grandeza medida deve ser gaussiana fora da transi¢g8o de fase(veja

fig. 1 e Apé&ndice R).

FREQUENGIA (F)

fig. 1 - Fung¢do Distribuigldo de

uma grandeza fisica f

€ importante notar que a vari8ncia da grandeza fisica é
maior na regido de transi¢do, pois nesta regi504ocorrem grandes
flutuagdes. Ho invés de utilizarmos sementes diferentes, podemos

também utilizar configuragles iniciais diferentes, que é anélogo
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a comegar com temperaturas diferentes. Por exemplo, um sistema de
spins, ferromagnético, totalmente ordenados corresponde a T = 0 e
desordenados corresponde a altas temperaturas.

¢ importante acrescentar qhe para que se tenha uma boa
estatistica , no caso de liquidos, & ideal que S0% dos movimentos
sejam aceitos e S50% sejam rejeitados, em média, pois para esse
sistema o nimero de estados & muito grande. Isto pode ser feito
ajustando o deslocamento mdximo das particulas tal que 1isto
ocorra. No caso de spins, este balan¢o nio é necessédrio, pois o

nimero de "movimentos" possiveis para cada particula & finito(no
caso de spin 1/2, apenas 2 estados s3o possiveis para cada spin)
e a escolha de um ou outro estado é feita automaticamente com seu
devido peso. Nas nossas simulagles de discos duros, notamos que a
influéncia nos resultados devido a um desbalanceamento desses
movimentos néo era significativo devido ao fato de

descartarmos(M,=5) configuragdes.

2.2.1. Técnica da EstratificacBo0 ("coarse-grained® ou ‘time-

smoothed")*8,

Ao invés de utilizarmos (2.3) diretamente, podemos dividir a
cadeia de comprimento M em | cadeias de comprimento N, ou seja
M=U{N.. O valor médio da grandeza fisica f para uma dessas cadeias
de comprimento Nc é:

mNc

(Femsy = }: f,/Nc , (2.6)
i=(m-1)Nc+1

comm = 1,2,3,..... L.

0 valor médio de f é:
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|

Z (femo)

(fy = =1 ) (2.7)

Se | for suficientemente grande para que possamos fazer uma boa
estatistica, podemos interpretar <(f¢»3), como sendo valores
correspondentes a configuragles as quais sdo pouco
correlacionadas. Assim, para o cdlculo do erro com essas

configuragles, utilizando (2.5) e omitindo o termo 2M,

escrevemos:

(f2re - (f)r2, 1/2
A = ) , (2.8)

onde as médias «f2) e (f)> agora s%o0 calculadas usanda (fem>),
Para wvisualizar como o sistema vai para o equilibrio,
podemos utilizar (2.6) e observar como <f)>, dado (2.7) evolui com

l. Exemplificando, grédficos como os das curvas a e b da fig. 2

<'ul> A

L
=

fig. 2 Evolugd3o Temporal de «(f).

(Neste Q§?§357&£’=m1¢é uma unidade de tempo)
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pertencem a regifes fora de transi¢8es de fase e/ou a regides que
ndo possuem problemas de ergodicidade. O da curva c indica wuma
regifio com problemas de ergodicidade. HAtravés dessas curvas
podemos ver o comprimento da cadeia 1inicial que deve ser

descartada. £ muito Util também observar a evolugldo temporal de
(femd) na qual podemos ver mais claramente o efeito de

correlag8es e do estado inicial(veja figs. 3 e 4).

fig. 3: alta correlaglio entre os estados.
Pela curva notamos uma tendéncia
inicial dos valores de (f¢<w?>) crescerem,

e depois oscilar com um certo periodo.



14

<Fun5

fig. 4: pouca correlagdo entre os estados.
A sequéncia de valores de (f<=>) nfo
possuem nenhum periodo notédvel ou alguma
tendéncia de crescer ou decrescer em um

certo intervalo de m.

2.3 Ergodicidade

Dependendo do sistema em estudo, pode existir regiles do
espago de fase em que nem todos estados s¥o acessiveis, ou, no
tempo wutilizado{(nuimero de passos Monte Carlo por particula
utilizado) para o experimento no computador, estados com pesos
relevantes n%o s8o0 visitados(ou s%o muito pouco visitados).
Nessas regildes a ergodicidade é quebrada. Tais regifies s8o em
geral de transi¢cdc de fase. Neste caso n3o devemos esperar que
nossa simula¢8o convirja, pois o tempo de relaxag8o &€ td3o grande
que o sistema n¥%o entra em equilfbrioll. Mas podemos usar este

fato para detectar transigdes de fase através das flutuagles,

observando como tais flutuagcOes demoram para atingir uma certa
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magnitude estipulada(veja fig. 9).

'

- Regldo «
Critice

fig. 5: 1 = tempo necessédrio para que o valor
de alguma grandeza fisica em parti-
cular atinja o equilibrio com a

precisio desejada.

2.4. Transi¢gles de Fase.

A técnica Monte Carlo é€ muito Gtil, pelo que jd foi exposto
para detectar uma transi¢3o de fase. Porém, para se determinar
com precisfo, uma temperatura critica e a ordem da transi¢8o, uma
andlise detalhada dos efeitos da finitude do sistema deve ser
examinada. Um par@metro de ordem conveniente(por ex: magnetizaglo
para o0 caso de sistemas magnéticos) deve ser calculado para
diversos tamanhos do sistema, para que se possa determinar como

tal par8metro depende da dimensio do sistemall'so.

A ordem da
transig8o pode ser avaliada também através das distribui¢les de
algum par3metro de ordem ou de outra grandeza fisica(por ex:

energia interna). AHAssim, por exemplo, a fun¢ldo distribuiglio da

energia interna em uma transig8o de primeira ordem, na regifio
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critica é uma gaussiana dupla como na fig. 6, isto devido ao fato

TwTe

FREQUENCIA ( E)

fig. 6: energia x frequéncia

de coexistirem duas fases, portanto existem dois valores de

energia relevantes para o0 sistema.
2.5. Condig¥es de Contorno 50

Nas simulagBes utilizamos sistemas finitos(tipicamente
variando entre 10 e 10« particulas). Mas freqlientemente estamos
interessados nas propriedades de um sistema infinito. A condig8o
de contorno convencional para simular um sistema infinito € a
condigcdo de contorno peribdical(ou toroidall. Tal condigio

minimiza os efeitos de superficie, mas nlo os elimina.

Seja uma caixa hiperctibica de dimens%es lineares
P Ls e seja G uma grandeza a ser medida e x uma posigédo
no sistema. Podemos definir os vetores t, = (L,,0,0,....,0),
L= = (0,Lz,0,....,0) is = €0,0,0,..... L)

Matematicamente, a condig3o de contorno peri6édica para a medida

de uma grandeza fisica G é _expressa por
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<>

GCx) = G(xtL,) , i21,2,4000,d. (2.9)

Se um ¢cistema de N particulas & tal que 3 energia de 1interagdo

entre as particulas é
Uy, = ullx, - x,1) , (2.10)

a condig¢do de contorno (2.9) & pior quanto maior o alcance de

U,y;. A energia interna do sistema & dado por

. . -~ ' -
- -+ -+ -+
UCxy ;X2 .0..0,:Xp) = u(l;.-xdl) § : }E:u(lx.-xJ+L:I), (2.11)
if] it] m
onde 1;=m1L,+m2L2+ ..... mala, $=(m1,m2,....,md), {m,} inteiros, e
a "Linha" na somatéria em m significa I;#O. D procedimento usual

para evitar uma soma infinita no 2¢ termo de (2.11) & truncar o
potencial para distincias I;—;'I)LIZ, onde L & um comprimento da
caixa.

Existem outras condi¢8es de contorno, especificas para
outros sistemas®0, como superficies livres e campo efetivo auto-
consistente, mas vamos nos deter nas condi¢g¥es de contorno

periddicas, pois é a que utilizaremos nos capitulos subseqlentes.
2.6. Nimeros aleatérios.

Na prédtica € impossivel gerar nimeros totalmente aleatérios,
ou seja com distribui¢%o uniforme. Entretanto é poss(vel gerar
nimeros quase aleatérios, que chamamos de pseudo-aleatérios,
porque existe um certo periodo no qual a cadeia comega a se
repetir. Existem diversas técnicas para geré-los*7+.49,50, mas a
mais utilizada & a de truncamento dos bits. ¢ gerado, através de
opera¢des usuais de multipticagﬁé e adi¢3o0, nimeros que podem
exceder o espago disponivel para conté-los, entlio os bits em
excesso s8o0 cortados. Este vai ser o método wutilizado nas

simulagBes dos capitulos que se seguem. ¢ aconselhavel verificar

s N
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se o0s numeros possuem uma distribui¢%o préxima da distribuiglo
uniforme antes de usé-tos.

Os numeros pseudo-randdmicos possuem um periodo, no méximo
de 2=, onde m &€ o numero de bits da méquina. A influéncia do
periodo desses nimeros j& foi estudada>%, e quando se requeria
muita precisio, eram detectados erros sistemdticos. Uma maneira
prdtica de se testar a qualidade de uma sequéncia de nimeros
aleatbérios, &€ efetuar simulagdes para sistemas cuja soluglio exata

seja conhecida.
2.7. Limitag¥es do Método Monte Carlo!ll

AR Llimitag%0 prdtica, estd no fato de que sémente sistemas
finitos podem ser utilizados em simulag&es(N~ 102+410%5) e cadeias
de Markov finitas(M ~1021~410+« (apenas M+ » fornece o valor
exato)). Portanto, a estimativa para o Limite termodin8mico deve
ser feita através de uma extrapolag8o, efetuando .experimentos
paﬁa vérios valores de N. As condi¢Bes de contorno peribddicas
minimizam o efeito da finitude do sistema, proporcionando uma
excelente estimativa, desde que o comprimento de correlaglo néo
exceda a dimensfo Llinear do sistema. Como o comprimento de
correlaclio diverge no ponto critico, 1isto se torna problemédtico
nesta regifio.

Uma Llimitaglio natural do método, estd no fato que ndo
conseguimos uma evolug¥o temporal real, embora possamos obter
valores médios de varidveis dinBmicas?0, 0 sistema sendo
ergbédigo, a média temporal coincide com a média nas
configuracBes, dai utilizamos os passos Monte Carlo por particula

como unidade de tempo, contudo, isto &€ apenas uma analogia, estes

- n¥o representam a evolug¥o temporal real.



CAPITULD III

ESTUDOS DA INTERFACE CRISTALINA

3.1 Introducdo

Interface cristalina’ & a regidio que abrange uma parte da
fase fluida e uma parte da fase s6lida, portanto é a regifio onde
as fases coexistem. A espessural(largura) tipica de interface

varia de alguns Angstrons a algumas dezenas de micra.
Estudos de interface abrangem vadrios fendmenos, como por

exemplo nuclea¢do, defeitos, transporte de massa e morfologia de
superficies. Tais fenbmenos estio intimamente relacionados com o
fendmeno do crescimento de cristais. A procura do entendimento
das interfaces; recebeu um grande impulso com o trabalho classico
de Burton-Cabrera-Frank(BCF)!, o qual foi revisto em vérios
artigos, como por exemplo nos trabalhos de Bennema e Gilmert e
Bennema 2. Naquele trabalho s¥#o integrados a mec@nica estatistica
para steps e superficies; fisica do continuo para
destocamentos(onde é tratado o crescimento em espiral, devido a
defeitos em espiral("screw dislocations®), de Frank*?) e fisica
do continuo para o fendSmeno de transporte. Ele & dividido em duas
grandes partes, a primeira trata da teoria de crescimento de
cristais reais e a segunda da estrutura de equilibrio de
superficies cristalinas.

Nesta tese, estamos interessados na rugosidade de
superficie, pois esta desempenha um papel fundamental no

crescimento de cristais, por ser um dos fatores determinantes do

¢ usual utilizar o termo superficie para interface, embora as
vezes & necessdrio distingui-los.
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tipo de crescimento(continuo ou por camadas)®. BCF estudaram a
rugosidade, fazendo wuma analogia com o modelo de Ising52. Uma
molécula ou dtomo("blocos®) no estado s6lido é associado com um
spin(+1/2) e na fase de vapor a outro spin(-1/2). Considerando
apenas uma camada atdmical(com vacl8ncias ou 4tomos adsorvidos),
eles fizeram o célculo exato da rugosidade(que serd definida
abaixo) e da temperatura critica Tc~ 0.51, usando o método de
Onsager 52, Eles sugeriram ent3o, pela primeira vez que existe uma
certa temperatura critica, denominada de temperatura de transiglo
de rugosidade, na qual a superficie de caracteristica
essencialmente plana passa a ficar totalmente rugosa.
Qualitativamente, o0 <conceito desta transig¢¥09:53 é o seguinte:
considera-se que para T)>Tp ,na situagdo de equilibrio, a
superficie fica essencialmente rugosa perdendo sua forma, n@o
caracterizando mais dire¢des preferenciais para a superficie. DOs
steps desaparecem e a superficie fica repleta de buracos e
kinks(veja fig. 1). No caso fora do equilibrio o crescimento ¢é
continuo, isto €& o numero de nlicleos &€ t%0 grande que a
superficie fica difusa(é a chamada rugosidade cinética%). Para
T¢Te © crescimento é por camadas, i. é, por nucleagdo
bidimensional(isto para cristais perfeitos). Quantitativamente
existem essencialmente duas medidas para a rugosidade9,53. Uma é
denominada de rugosidade Llocal, a qual foi primeiramente
introduzida por BCF, definida por (U-Uo)IQP, onde U é a energia
interna de superficie do sistema cristalino e U, a energia
interna de superficie para o estado fundamental, 1istoc é, sistema
com superficie lisa. R segunda medida & denominada de rugosidade
global, que & baseada nos momentos da posigdo da interface
¢((h,-¢h,;»)28), ande () indica a média no ensemble num dado tempo,
h, a altura de uma coluna de 4tomos em relag8o a algum plano de

referéncia, numa posigc¥o i da rede e N=1,2,3.... . R poténcia 2N
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a)

fig. 1: a) T«(Ta, R-steps,B-Kinks,C-vac@ncias ou “"buracos®,
D-terragos, E-d4tomos adsorvidos.

b) T»Te, sistema repleto de kinks e “buracos".

determina a ordem do momento das alturas. AR divergéncia desses
momentos na temperatura de transig¢8o, €é uma singularidade muito
mais forte do que aquela esperada para a energia interfacial e €
devido a flutuag®es de grande comprimento de onda. ¢ neste
sentido, que falamos sobre "rugosidade global® da interface.

€ muito dificil calcular a rugosidade global através da
Simulag8io Monte Carlo por causa do tempo de UPC(Unidade de
Processamento Central) requerido. Por 1isso, neste trabalho
apelamos para outros recursos para estimar a temperatura de
transi¢8o de rugosidade, os quais serfic mostrados no item 3.2.

Apés o trabalho pioneiro de BCF, foram realizados muitos
trabalhos para entender tal transiglo. Em 1958, Jacksond54,55
desenvolveu e extendeu as 1idéias de BCF para o caso de
crescimento 3 partir da fase Lliquida. Ele mostroau que a

morfologia e o mecanismo de crescimento de uma grande classe de
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cristais pode ser entendido, assumindo que eles crescem abaixo ou
acima da temperatura de transi¢do de rugosidade da superficie.

Em 1966, Temkin%:56.57 gaplicou campo médio no modelo SOS*
bidimensional para um cristal de Kossel(cristal cibico simples
com interac8c entre os primeiros vizinhos). Tal modelo

denominaremos simplesmente 505, cuja hamiltoniana é dada pord8

© §
H = JZZ n, (6-), (3.1)

i=-mj=1
onde n; é o nimero de &tomos com nimero de coordenag¢do j, e a
soma & efetuada sfbre todas as camadas i, sendo que cada 4&tomo
solidificado na camada i+1 estd necessariamente sobre outro
solidificado na camada i. A hamiltoniana dada por (3.1) 6

equivalente a

H=d }E: th, - h,1, (3.2)

<ij>
onde (ij)» significa colunas primeiras vizinhas. Em 1971, Leamy e
Jackson®8 fizeram a aproximaglo Bethe-Pei;ls e simulagBes Monte
Carlo para esse mesmo modelo.

Surgem entl8oc diversos modelos S05. 0Os mais estudados sdo
BCSOS, FSOS e Gaussiana Discreta(DG)°°'%%. D modelo BCSDS & para
um sistema cUbico de corpo centrado(bcc) e o FSDS(o F é devido 2
analogia com o modelo F>%) & ciubico de face centrada(fcc). Os
dois modelos podem ser mapeados no modelo de Seis
Vérticesb0(exatamente solivel). R condig8o para tal mapeamento é
que dois blocos vizinhos na superficie s6 podem diferir no méximo

de um bloco de altura.

S0S--Solid-On-Solid. Algumas vezes este modelo é denominado de
Multicamadas3. O significado do modelo é explicado Lliteralmente
pelo seu nome. Cada bloco no estado s6lido deve estar s8bre outro
no estado s6lido ou seja nio existem saliéncias(os blocos s8o
empilhados em colunas).
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0 modelo DG, possui a hamiltoniana
H=J :E: (hy, - h,)=. (3.3)
118

Este modelo pode ser mapeado no modelo planar XY, dyal do gis de
Coulomb 2D. Tanto o modelo planar XY como o Seis Vértices,
pertencem a mesma classe de universalidade denominada Kostertitz-
Touless(K-T)5g‘65, que apresenta transi¢do de fase dé ordem

- infinita com a parte singular da energia Llivre na forma

F ~» exp(-c/(Tp-T)272)

A discusslio sbbre a ordem da transi¢3o de rugosidade para os
modelos S0S em geral tem sido bastante pol&mica. Weeksd9,
Shugard, et. al.63,6%4 , sugerem que todos esses modelos S0S5
citados acima perten¢gam & mesma classe de universalidade. HAssim,
como cada modelo S0S pode ser mapeado em algum modelo
XY(Knopsﬁs), os correspondentes modelos planares também pertencem
4 mesma classe de universalidade. J& Swendsen66,67, utilizando
Monte Carlo, tem argumentado que a transi¢do de rugosidade para o
modelo simples clibico pode ser de segunda ordem. Nienhuis et.
al.68, mostram num modelo TISOS("Triangular® e "Ising") que na
faceta (111) a transig%o ndo € do tipo K-T. Neste modelo a rede é
triangular e as diferengas entre alturas vizinhas &€ no méximo

dois. RysGg

, demonstra que 2a transigﬁo.de ordem infinita pode ser
destruida, através de uma quebra de simetria ‘particula-buraco'
em um modelo em que sfio consideradas superficies perfeitas, sem
impurezas, com steps monoatdmicos criados por excitaglio térmica.
Em nosso trabalho’?, hd indicios, através de simulagBes, as
quais veremos no item 3.2.1, que a transig3o de rugosidade para
um sistema clibico simples na face (100) seja de ordem infinita.
Foram feitos poucos experimentos para medir T, , pelo fato

da temperatura de fus%o, previsto pela teoria®? ser menor que Tn

para a maioria dos materiais.
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Recentemente foram efetuados experimentos para medir a

temperatura de transigdoc de rugosidade do Xenbnio quando
adsorvido na superficie de palddio’7!. Também foi efetuada wuma
andlise da rugosidade em Niquel ’2:73 através de difrag%o por
feixe at6mico, evidenciando pela primeira vez a transigdo de
rugosidade em superficies metdlicas(11m) com steps. Existe também
um extenso trabalho com H&lio’%, onde o aparecimento de facetas
planas(transi¢ioc de rugosidade) na interface & analizado sob o
ponto de vista tebrico e alguns experimentos relacionados sido
revistos: eles incluem medidas das formas <cristalinas e da
dinfmica de facetas.

Experimentos para medir a rugosidade em sistemas em
crescimento est¥o sendo desenvolvidos’®. Tais medidas s8o feitas
através de espalhamento de luz laser na interface cristalina
cristal-liquido’5. O modelo tebrico utilizado, é o modelo de
crescimento polinuclear’77(PNG-"polynuctear growth"). Tal modelo,
consiéte em considerar agregados em forma de disco que nucleiam
em posi¢¥es randdmicas e entdo expandem-se até se encontrarem com
outros agregados na mesma camada, formando desse modo, uma
estrutura de multicamadas. Resulta, assim, uma estrutura
semelhante e com as mesmas propriedades de uma superficie rugosa
na escala monoatdmica, sé que numa escala maior. Nesta escala, é
possivel wutilizar comprimento de onda de luz visivel para se

medir flutuagBes na interface.

3.2 Simulaglio Monte Carlo e wuma aproximaglio analitica

unidimensional para o modelo S0S.
3.2.1. Método Monte Carlo aplicado ao modelo SO0OS.

Existem dois métodos para simular o modelo S0S para um

sistema candnico. 0 primeiro é& a troca de pares de
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Gutmman 78, introduzida por Leamy e Jackson58 para cristais.
0 método consiste no seguinte: uma molécula ou

A{OMO(lblOCO'S é des{ruida em um sf{io da PEdE e criada em OU{PO,
pre;ervando as propriedades do modelo S0S. Para tal fim
considera-se colunas de blocos (veja fig. 2 abaixo) e a

mudang¢a(®*movimento®) é efetuada variando a altura das colunas de

+1 ou -1. H escolha das colunas é realizada gerando nlmeros

aleal&rios en{re 1 e M, onde M é o ndmero de colunas. ﬂ cada

movimento calcula-se a diferenga de energia AE. Se AE ¢ O,

o] movimento é aceito e se AE » O, o movimento & aceito ou nio

com probabilidade exp(-8AE)(veja cap. II). 0 segundo método &

o de criacdo e aniquilag503 ¥

Uma coluna & sorteada
aleatoriamente e sua altura é& aumentada ou diminuida de 1 com

a mesma probabilidade. Neste <caso, quando o sistema esté

T‘Ol, 1 Ll

h=0 p—d . _[---

fig. 2:Micro-estado

A rigor, considerando 3a rede cristalina como um todo, este
sistema € gran-canBnico, pois é permitido flutuagles no nimero de
particulas. Contudo, para o modelo 505, onde as alturas das
colunas de dtomos podem ser consideradas estados, o sistema ¢é
candnicol.
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prOéximo do equilibrio, 0 numero de particulas €& conservado
na média, havendo pequenas flutua¢des. Aqui, vamos usar o segundo

método por que a simulaclio € mais simples de realizar.
3.2.1.1 Modelo SOS Unidimensional

Inicialmente, para testar nosso método efetuamos a
simulagl8o para o modelo SOS unidimensional, cuja solu¢g¥o exata é

conhecida . A hamiltoniana para este modelo é:

H = J E lh| - h‘_ll, (3.4)
' i

onde h, s8o as alturas das colunas(veja fig. 2) na direg8o0(01)
a partir de uma linha de refer8@ncia com i=1,2, ... N, sendo N
o numero de sitios ou colunas da rede e J é& um “broken
bond" *(aqui, J»0). Assim, a variaglio de energia devido & mudanga

(6 =+1) na altura da coluna sorteada é:

AE = JClh, - h,-y + 81 - Ihy =~ h,_a1) . (3.5)

Para comparar os resultados da simulaglio com os resultados
exatos, calculamos a rugosidade local!'9, cuja dedug3o fazemos
a seguir, utilizando o método de Leamy e Jackson 38,

A express%o para a energia livre é:

F = ¢<Ey - TS, (3.6)
onde E €& a energia interna do sistema, T a temperatura
absoluta S a entropia e ¢() denota a média no ensemble. Para

volume constante podemos escrever:

Um *broken bond® & definido por -[(E  +Ef¢)/2 - Eg¢]1, onde E;, ,
Efrsr e Ess sdo energias de ligaglo sblido-sélido, fluido-fluido
e sblido-fluido respectivanie
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dS = d<Ey/T. (3.7)

Por outro lado a rugosidade média local & definida por!:

R = («U - Us)IUp , (3.8)
onde U é a energia total dos “broken bonds"(energia de
superficie) para a superficie enrugada e Uo para a
superficie plana (T=0). Esquematicamente um “broken bond* &

indicado por ligagSes que "sobram"(mais exatamente € a energia
necessdria para quebrar uma ligag¢3o s6lido-s6lido) para ligar com

outro bloco na superficie(veja fig. 2).

Podemos demonstrar também que (veja Ap&ndice D)

EulkT = - aNu + aNg/2 ) (3.9)
onde k & a constante de Boltzmann, Nu- € o nimero de pares de
blocos sélidos para cada configuraglo pwes Ny €& o numero

total de blocos(sélidos + fluidos) e o =2J/kT * & o fator
introduzido por Jackson 54,79 e J & a energia de um “*broken
bond*".

Notemos que R, pela definiglo (3.8), ¢é a frag8o de "broken
bonds" ou também o niGmero de Lliga¢bes Llaterais sélido-fluido
para a superficie enrugada dividido pelo numero de Lligag¢les
s6lido-fluido para a superficie plana. Rssim, sendo N o numero

de colunas, temos:
R = ¢ 8 N;p)IN, (3.10)

onde A N_¢ & a variaglio do nimero total de ligagOes sé6lido-fluido
entre as fases enrugada e plana.

Por outro lado,

- ey wn  a e W G En e e S Mm e AR R A G TP SR MR G SR MR W e P R R GE ER R P G G D G S GE G e ee G N e e e BT W G G Y W we e W w W e

a =4J/kT, para o modelo S0S em 2 dimens@es.
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bNge = 2(Ng /2 - Nu ), (3.11)

onde Nu = Z minCh, ,h,.,) é o nimero de pares de blocos sélidos.
i

De (3.11), vutitizando (3.9) temos que
6 ¢ ANge> = 200Ny /2 - a2 (Ny») = 2((E> - Eo) /KT (3.12a)
ou
(A Noagd = 2(¢E) - Eod/akT . (3.12b)

Substituindo (3.12b) em (3.10) obtemos:

R = 2((E>» - Egd/a NkT . (3.13)

De (3.13) podemos escrever

(E» = E, +#0 NkTR/2 . (3.14)
Como aa T = constante, calculando o diferencial de (3.14) temos
d<E>» = NkTadR/2 . (3.15)

Substituindo (3.15) em (3.7) e integrando por partes o segundo

membro vem:

o a o a
S =/d5 = Nk/adRIZ = NkaR(a)/z} - Nk/R(a)daIZ ) (3.16)

(-] o« @

De (3.8) temos que
AF = ACE» - TAS , (3.17)

e, substituindo (3.16) e a integral de (3.15) em (3.17) vem:

Q a a
AF = aNKTR(a)/2] - aNkTR(a)/2] + NkT/R(a)da (3.18a)
ou
a
A FINKT =17fR(0)da : (3.18b)

A energia livre para o resultado exato e3:

R i -
§ FEUGOTECH DO MSTITUTO DE HRICA S CUIIG DL §10 kL o3 )

i fiyca _mwj




29

AF/INKT = -ln(ctgh(ca /4)), (3.19)

e 3 rugosidade é obtida da derivada de (3.19) com relag8o a o

23 C AF/INKT) 1

Py
"
"

(3.20)
‘3a senh( a /2)

As curvas R(a) X 1/ a (1/a =kT/2J) obtidas por Monte Carlo
e (3.20), sdo mostradas na fig. 3. Os resultados sdo

considerados satisfatérios.

o

Q.l_

-

L Y T T Y ]
00 1@ .20 30 40 .50 80

KT/24

fig. 3: Rugosidade x 1/0 (S0S 1D)
Pontos - Monte Carlo

Linha Cheia - Solug3o Analitica

As wvari8ncias( Var(X) = (X2) - (X>»2) e os desvios das
grandezas obtidas(Energia e Rugosidade) foram calculadas. Os

desvios foram obtidos através da férmula(veja cap. II) :
X = [(0eX2)y - ¢<X>22)/MI(2M, ¢+ 1))37s2 (3.21)

onde X & a grandeza fisica, M é o nimero total de configuragles e
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M. é o nimero de passos Monte Carlo descartados durante @
simulag¥o0. Os desvios foram estimados como sendo 0.5% dos valores
obtidos. Para o cdlculo numérico da rugosidade wutilizamos a
expressio:

R, - Z lhy - h,_a 1IN , (3.22)

i
a qual pode ser obtida de (3.10), utilizando (3.4).

3.2.1.2 Modelo S0S Bidimensional

R simulag¥io do modelo S0S5 bidimensional & semelhante ao
unidimensional. A diferenga consiste em que as colunas sdo
identificadas por uma matriz mXm e a hamilttoniana utilizada para

simular o sistema é

H = J E {lh',J - h|...1,J| + 'h.,J - h|_J..1'}, (3.23)

i,
onde h,., s80 o0s elementos da matriz das alturas, com
i=1,2....,m e j=1,2,....,m, sendo N=m2 o nimero de sitios da
rede. Novamente os cdlculos da Rugosidade e do Calor
Especifico s8o efetuados(veja figs. 4 e 5). Em ambas

simulagles s8o utilizadas condigles de contorno periddicas.
Para o modelo S0S em 2 dimens8es, a express8o para a
Rugosidade (3.20) fica’® R = 4 3 (A F/NkT)/ 20 . Da mesma forma

que encontramos (3.22), obtemos:

Ru = E {thy.y, = hy—a sl ¢ th,,, - hy 4, 1}N,
i,]

cujo valor médio é:

R = K (3.24)

sendo M o numero de passos Monte Carlo por particula utilizados e

Ry o valor da rugosidade para uma dada configuraglio u.
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Inflexdo
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kT/24

fig. 4:rugosidade local x temperatura. A Linha cheia
representa a aproximag¢8o analitica e
os pontos a simulag8o Monte Carlo p/ m=100.
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fig. S5: calor espec. x temperatura

a)
b)

c)

Monte Carlo p/ o sistema

isotrbpico 2D(m=100) "+*

Monte Carlo p/ o sistema

anisotrbpico(J;=204,) "0 "

Aproximagdo0 analitica

ou seja totalmente anisotrépico "—°
(Linha continua)
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No nosso caso, para 2D com um sistema 100X100, em regides
fora da transi¢do de fase, foram gerédas em torno de 6.25x10?

configurag®es, com M=1250 e foram descartados S passos Monte
Carlo por particuta(M_=5). Para cada temperatura, o processo de
construg8o da cadeia de Markov foi 1iniciada utilizando-se a
Gltima configuragdo da temperatura anterior. Na transigdo,
chegamos a construir uma cadeia de Markov 5 vezes maior. Foram

geradas ao redor de 10« configuragles por segqundo de UPC.

0 diagrama em blocos do programa para simular uma superficie

cristalina no equilibrio é mostrado no Apéndice E.

3.2.2 Aproximaglio Rnalitica.

Suponhamos um modelo anisotrdépico SOS de dimens®es Lineares

mXm cuja hamiltoniana & dada por

H=JIE{|h|vJ—h|~1nJl}+J22(|h|nJ-hloJ"l'}' (3.25)

i, i, ]
Defil'lindo 53 = E |h|_J - h|_1,J' e Sz =Z'h"'-’ - h.,J-;', a
.’- i,j
fungdo partiglo fiéajescrita

Z = exp(-8 J,S;, -8 J2S2), (3.26)
hi, g
onde {h,.,} €& a soma sobre todaos os possiveis hy.. ,
i=1,2,...,m e j=1,2,....,m e B =1/kT. Suponha que a
temperatura seja alta o suficiente, tal que possamds supor
S, = Sz , isto &, que as somas independem da direcg¥o.

Neste caso (3.26) fica

Z = :E::exp(— B(Jy + J2)5,). (3.27)

i, it
Note que a expressio (3.27) agora representa um modelo
unidimensional de m2 colunas cuja soluglio foi obtida no item
anterior. Observemos que o sistema acima &€ rico em kinks, pois

planos independentes dificilmente formam steps. £ de se
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esperar que a3 aproximagdo seja boa para T)»Tp , pois para tais
temperaturas a energia livre dos steps vHo a zerol:59,80,
Temkin °0 interpretou a inflex¥o da curva da rugosidade
para o campo médio(o qual para este modelo n¥o apresenta
transicdo de fase) como sendo correspondente ao ponto de
transi¢io de fase. Calculando o ponto de inflexdio para a
aproximag8o analitica obtemos T; = 0.62(fig. 4). 0 que
curiosamente esta em excelente concordéncia com os
melhores resultados para a temperatura de transigdo para a fase

rugosa, estimados por Swendsen §7. Comparando com os
resultados da Simulag8o Monte Carlo para J; = J, e m=100,
observamos que para T>T; a aproximacdo é razodvel(veja fig. 4).
No ARpéndice F, damos wuma outra maneira de interpretar
a aproximagdo analitica.
Fizemos também wuma simula¢g¥o para um caso altamente
anisotrbépico (J,=20J,) para verificar como este sistema se

aproxima do modelo unidimensional. Na discusslo abaixo ficaré

claro a relevBncia deste procedimento. 0Os resultados para o
calor especifico e para a rugosidade sdo mostrados nas
figs. 5 e B respectivamente.

Dbservamos na curva do calor especifico, para o caso do
sistema isotrépico, grande semelhanga na forma na regifio critica
com o modelo de Ising 2081, o0 que poderia nos levar a crer que a
transi¢cldo de rugosidade seria de segunda ordem. Entretanto, para
0 sistema anisotrbépico, desaparece o miéximo acentuado, o qual
comparece no sistema Ising anisotrbpico 2D, pois a anisotropia
ndo deve destruir a ordem da transi¢lo de fase enquanto esta ndo
diminuir a dimensionalidade do sistema. Rlém disso, realizando
simulagBes para m=20,40,60,80 e 100 para o sistema 1isotrépico,
verificamos que a temperatura onde se dé o midximoe do calor

especifico depende muito fracamente do nimero de pontos da rede.

FISicA

{ BBUOTECA 00 INSTITUTO DE FISRA T, OUIMICA DE SAO mﬁ]
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fig. 6: rugosidade x temperatura
a) Monte Carlo p/ o sistema
isotrbépico 2D0(m=100) *+°*
b) Monte Carlo p/ o sistema
anisotrépico(Jd,;=20J) "o *
c) Aproximag8o0 analitica
ou seja totalmente anisotrépico "-"
(Linha continua)
Estes resultados sugerem que a transi¢3o de rugosidade para o
modelo S0S usual nio é de segunda ordem.
Podemos observar que a curva do calor especifico(fig. 5)
para o sistema isotrb6pico possui uma singularidade aparente na
derivada primeira no valor kT/2J = 0.80, andlogo ao ‘apresentado

pelo modelo planar Xy 82

em baixas temperaturas. Para visualizar
melhor esta possivel transiglo, efetuamos uma simulagdo
considerando um substrato. Tal substrato é simulado proibindo que
as alturas sejam menores do que um certo valor(escolhemos o valtor
minimo igual a zero). Nesta simulag8o medimos as concentragfes

nas diversas camadas e as alturas médias. 0Os resultados sdo

mostrados nas figs. 7 e 8. Tais resultados indicam claramente uma

anomalia em kT7/2J = 0.80. @R partir deste ponto as camadas s#o
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todas populadas e a altura média dd um salto notdvel. O efeito do

substrato parece ser somente dificultar a formagSo de
superficies em equilibrio com temperaturas ao redor de 0.80,
provocando uma grande variag3o de populag¥o das camadas nesta
2 .
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fig. 7: alturas médias para as diversas
temperaturas com substrato.
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fig. 8: concentragdes para diversas temperaturas.
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regifo. Isto nos d& wum forte indicativo que a transicdo de
rugosidade n8o estd préximalou coincidente) do méximo do calor
especifico, que fica em torno de kT/2J = 0.60.

A ordem desta transigdo ainda precisa ser esclarecida,
embora pela semelhan¢a da curva do calor especifico com a mesma
curva para o modelo XY82, nos leva a crer que a transigio é de
ordem infinita. Uma prova definitiva pode ser dada através do
calculo da funglo correlagdo G(r,r’)=¢(h(r)-h(r’'))2), sendo h(r)
3 altura na posi¢80 r da rede. A partir da transigdo de fase este

comprimento diverge com Un(ler-p’1)39 | Pelas LlimitagSes

computacionais atual(muito UPC) n¥o fizemos este célculo.
3.3 Modelo SOS unidimensional com *Campo Estabilizante".

R fim de construirmos um modelo S0S soluvel, com wuma
hamiltoniana préxima do modelo usual exato, fizemos uma mudanga
no modelo 505 usual, a qual serd dada abaixo.

Antes de efetuarmos a mudanga no modelo SOS bidimensional,
vamos dar uma breve revisio no sistema - unidimensional para
justificéd-lLa. Lembremos que a hamiltoniana em uma dimens8o do
modelo SO0S pode ser dada pela express¥o (3.4), assim, a fungdo

partiglo fica

Z = Z exp( - 8 HCh) ) . ' (3.28)
{h}
assim,
Z = ZZ Z exp( - J th, - h,-s{ ) . (3.29)
h, bhs hw i
Efetuando a mudan¢a de varidvel A, = h, - h,_;, nos permite

reduzir (3.29) para
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N 00 a®
Z= Z exp( - BJI Ail ) = (Zexp( -8Jdl al)n (3.30)
i=1 8, =-= bz- =

onde a express¥o entre parénteses é facilmente calculada. Notemos

que se construirmos a hamiltoniana

H' = J E Lh.l ) (3.31)
i

ela nos fornece o mesmo resultado (3.30), pois a express¥o (3.29)

fica:

Z = ( ,E : exp( - g Jihy I ) I~ (3.32)

his-e

que é equivalente a (3.30).
Escrevamos agora a hamiltoniana para o sistema bidimensional

de drea igual a N = m x m:

H=J :E: Cthy,y, = hy—3.50 ¢ th,,.3 = h, 4211, (3.33)
i,j=1

Pelo que foi obtido anteriormente para o sistema unidimensional,

esperamos que efetuando uma transformaglo semelhante na expressdo

(3.33), possamos obter um resultado que pode se aproxim;r do

modelo SOS usual; pelo menos em alguma regifio. Assim, ao invés de

(3.33) escrevemos:

H* = J ’Z[Ih.,, - hy~s,. 3l ¢ thy 41 1, (3.34)

i.j
na qual o termo Ih,,.;1 atua como uma espécie de ‘“campo
estabilizante"(para uma melhor definiglio de campo estabilizante
veja refer@ncia S9). Notemos que a3 expressfio (3.34) nlio possui a
mesma dimensionalidade de (3.33), pois podemos somar em j
independentemente de i, isto ficar8 claro a seguir. Utilizando a

expresso (3.34), a funglo particlo fica:



CAPITULO TV

ESTUDOS DE LIQUIDOS SIMPLES

4.1 Introduglo

Nesta introdugdo vamos dar uma visdo geral s8bre Lliquidos
simples. No item a seguir vamos calcular a equag¢do de estado de
um sistema de esferas duras bidimensionais(discos duros).

Finalmen{e no i{em 49, u“lizando a equaggo cle es’cado obHda no

item 4.2, construimos um diagrama de fase para um sistema de 224

discos duros através da simulag8o0 Monte Carlo. Tal diagrama nos
revela uma transi¢cd3o de fase de primeira ordem.

Nos primeiros estudos quantitativos de liquidos eles eram
tratados como meios continuos. Provavelmente, Laplace fez a
primeira tentativa com sucesso de tratar as propriedades
macroscbpicas de um Lliquido em termos de uma interaglo entre
moléculas. Fazendo a hipbtese simplificada de que a atraglio entre
2 moléculas é€ desprezivel além de um alcance finito ¢, ele obteve
express8es para o calor lLlatente de evaporaclio e para a tensio
superficial em termos de integrais envolvendo o0 potencial de
interagHo. Comparando os valores numéricos para os dois
resultados, ele deu uma estimativa grosseira de c, o "raio de
influéncia" efetivoe de uma molécula, provavelmente a primeira
estimativa véalidals.

Tem-se imaginado ao longo do tempo que a densidade finita da
matéria implica que as moléculas precisam repelir uma as outrés
em dist8ncias curtas e que a coes%o em sblidos implica em alguma
atragtlio entre moléculas. Em 1850, Berthelot estabeleceu
experimentalmente que Lliquidos também tem forgas de coeslo

finitas. Ent%o, atingimos a idéia de moléculas praticamente
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z Z exp( - B H" ) , (3.35)

{h}

ou

i ;2 2 Z 2 exp(-BJY ITh, ., - hy_y 1 + Th,,,11), (3.36)
hyi.:hy.wha.1hz, nha.w i,)

ou

z —ZZ T 1 expl- B Jllh,., - hyca.yl + Ih,.,10). (3.37)

hi,s ha.wi=1 j=1

Observemos que para uma dada configuragdo temos somas do tipo:

Ih;; - ho;""'hl;I H lh;z - hogl"'lhz:l J oo o) Ih;m - ho,‘""|h1ml
lhay = hyyl+lthayl ; lhao - hyal+lhazl 500005 lhaw = hynltlha,l

lthsy - hayl+lhsyt ; lhzz - hazl+lhgal ;....; lhze - hapl+ihs,!

'hmi'hm—i-l|+Ihm1l;lhmz-hm—1.2|+'hm2' ;"'-;'hmm-hm—lnml+’hmm‘
Notemos que h... s6 aparece no uUltimo termo, assim, podemos

efetuar a soma em h,.,. inicialmente:

S, = z: exp( -BJllhpy.w - hucs.ml ¢ tha.a11) . (3.38)

hm-m=-w

A soma acima é func¢ldo de exp(-8 Jlhp-s..l).

A funclo partigcdo é€ obtida somando na sequéncia:

: : : :‘..: :.'.: : : :EXD(-BJZ”‘I,_ -h|_1,Jl+lh|,Jl) (3 39)

1-n—1 - .—1 m=21 . u - m l]'
usando as condi¢6es de contorno:
ho,] = 0 » i = 1'2' ----- M

A fim de resolver a soma acima, devemos resolver primeiramente a

soma genérica(o motivo disto ficard claro adiante):

S = Z ; exp( - Jylh - al - Jdalhl ) . (3.40)
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A soma (3.40) é facilmente resolvida notando que S(a) = S(-3a) ,

assim, basta supormos a)>0 , e chegamos ao resultado:

exp(-Jy;ltal) - exp(-J.lal) exp(-Jdolal)
S = + +
exp(Jz - J;) - 1. exp(J; + Jz) - 1-
exp(-Jylal)
+ exp(-J,1tal) , (3.41)
exp(Jd, + Jz) - 1.
ou
1. 1.
S = ( : + + 1.)exp(-J, lal)
exp(J, - J,) - 1. exp(Jd, + Jz) - 1.
1. 1.
+ ( - exp(-Jdolal) , (3.42)
exp(J1 + Jg) - 1. exp(J2 - J;) - 1-
com Jx # J, . No caso em que J. = J, obtemos
5 = lalexp(-Jtal) + (cotgh(J)lexp(-JJal) . (3.43)

Antes de prosseguir, vamos demonstrar que termos do tipo

§ :f(a)lalexp(-J*lal) ) (3.44)

onde f(a) & uma funglo qualquer de um nimero inteiro a, e Jx €
proporcional a BJ; podem ser ignorados na fung80 partig3o, pois
ndo contribuem para a energia livre por particula no Llimite

termodindmico.

Suponha que a funglo partigdo seja dada por

Y4 =§ :f(a)lalexp(-J*lal) + ¢/ f(adexp(-Jd«lal) , (3.45)
a a

onde c é€ alguma constante e f(a) uma fung¥o qualquer de a.

Definindo Z * = z k(a)exp(-dglal) , (3.45) fica escrita:
= ,
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22* 3 Ln(Z%)

+ ¢c2 =le -~ —2* . (3.48)
3« 3«

A energia livre por particula é dada por:

F kT kT aLln(Z*) kT
i v wemem|n(Z) ¢ - —(n(& - ) - Ln(2%) . (3.47)
N N N 3 Jx N

Para que (3.47) seja n8o nula no limite termodin@mico(N + =« ),

devemos ter Z* = AN, assim (3.47) ficaré:

F kT | 3tn(A)
s - ——\nfE - N————) - KTLRCR) . (3.48)

N N N
O primeiro termo de (3.48) é da ordem de Lln(N)/N , que vai a zero
quando N> = portanto o primeiro termo de (3.45) n¥o precisa ser
considerado.

Vemos com essa demonstracdo que o tinico termo que precisamos
considerar de (3.43), para o cédlculo de (3.39), é o termo
exp(-Jlal) (podemos também omitir a constante).

Podemos reescrever (3.42) na forma:
S = C(J, ,Jdzdexp(-Jdylal) + C(Jz,d3dexp(-Jdalal) , (3.49)
onde

sinh(J.)
C(J;,Jz) = (3.50)
2sinh((J>-J4,)/2)sinh((Jo+J,)/2)

R soma (3.39) pode ser reduzida, observando que existem somas

hz;:... 222..2._:,..;. h§-; Z.:.:'ghza;, ;; '

assim escrevemos Z:

Z = (2 . T exp(-8dJd Z[lh, - hy_41 + th,11))= _ (3.51)
h1 h. i=1 .
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Por simplicidade, fazemos B =1. D indice j pode ser omitido, pois

a soma em j j& foi efetuada, evidenciando assim, a

unidimensionalidade do sistema.

A primeira soma é em h, e o resultado é exp(-Jlh,-,1) , a

préxima &
Sz = Z exp(-Jdlh,_y-hu-2! - 2Jlh,_41) ,
P
J, = Jd e Jx = 2J ,
portanto
So = C(Jd,2d)exp(-Jdih,_21) + C(2J,d)exp(-2dlh,_o1) , (3.52)

a prbéxima soma & em h,-» e cada termo de (3.52) contribui para

dois produtos, dando:

S = C(J,20)IC0J,2d)exp(-Jlh,_31) + C(2J,J)exp(-dlh,_31)] +
C(24,IC(J, 3D exp(-Jdlhy-x1) + C(3J,J)exp(-th,;gl)] . (3.53)

Seguinde o raciocinio, montamos um diagrama do tipo é&rvore(de
Cayley) em que a soma de todos os possiveis produtos de nodos
seguindo os ramos da raiz até o extremo é a prépria funglo
parti¢c¢8o0o. O primeiro termo(C(J,d)) pode ser ignorado, assim,
colocamos 1 em seu lugar.

1Craiz)

cu,z.n/ ~~ cc24,d)

/\
CdJd,24) cz24,4) €(J4,30) €(349,4)

C(J,2J) C(2J,J) €C(J4,3J) C3J,d) CJ,2d) C€23,J) C(jj:::\E?ZU,J)

Para N+ = , os nodos dos ramos da direita(Z,) est3o relacionados

com os nodos da esquerda(Z_,) por

Z, = (C(J4,29) +« 1.)=22, , (3.54)



42

assim para calcular a funglo partigdo basta considerarmos um dos

ramos, por exemplo, o da esquerda

ccd,20) \C(J,J)
/\ /\

CeJ, 24 c24,4) cdJ4,3J

C(J,2J) C(24,d) C(J,3J) C(34,4) C(J,2J) €(24,J) C(J,40) Ccau,

S
~

C(3d,d

Fizemos o cdlculo da fun¢lo parti¢8o0 numericamente, utilizando a
drvore acima(com m = 100, pois ja4 dd uma boa convergéncia) e
calculamos é rugosidade. Comparamos os resultados com Monte Carlo
e a aproximag¥o analitica através dos grdficos mostrados na
figura 9. Vemos que o modelo S0S unidimensional com "campo" se
aproxima melhor do modelo SO0S usual do que a aproximaglo
analitica . Isto pode ser entendido observando que este modelo
possui uma hamiltoniana mais préxima do modelo usual que a

aproximac8o analitica.
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fig. 9: Rugosidade x kT/2J
a)Monte Carlo
b)Modelo S0S unidimensional com
*campo estabilizante"
c)Aprox.: Analitica
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impenetrdveis além de uma certa distincia, e um didmetro efetivo,

mas, para alguma distlncia maior, elas s¥o ligadas por forgas

atrativas(fig. 1)13,

of(r)

M e e o e o —

fig. 1: Potencial caracteristico de interag8o molecular.
(ro=raio efetivo da molécula)

Por Lliquido simples entendemos aquele que & composto por
apenas um tipo de dtomo(ou molécula) e cuja interagBio entre eles
pode ser descrita por um potencial efetivo independente de
fatores externos ou de varidvels termodin@micas. A nivel atdmico,
o estado da matéria pode ser determinado pela fungHo distribuiglo
radial g(r)13,4%4, sendo g(r)dV o no de d4tomos(ou moléculas) em um
elemento de volume dV & uma dist8ncia r de um 4tomo fixo. Os
dtomos no estado sélido cristalino mostram um ordenamento de
Ltongo alcance, enquanto que no estado liquido nio.

Existe wuma variedade de teorias para descrever o estado
fluido da matéria bem como para descrever o estado s6lido !3. Tais
teorias se ajustam bem para altas e baixas densidades. Contudo na
transic80 de fase elas falham(pelo menos quantitativamente83),

assim, o melhor meioc de ataque nesta regi%o & através de
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simulag¥esid, 84 QOs estudos de liquidos simples se iniciam com
estudos de esferas duras.

Neste trabalho, estamos interessades principalmente na
transicBo de fase liquido-s6lido de esferas duras. Tal transiglo
¢ de origem geométricald, pois, ela aparece em sistemas de
potencial de muito curto alcance. Simulag¥es Monte Carlo n¥o tem
tido sucesso 85(como din@mica molecular8f) para revelar
nitidamente tal transi¢3o no sistema em aprego. Esta transicglo é
revelada pelo aparecimento do "Loop de van der Waals", que
indica uma coexist&ncia de fases. O loop possui tr8s regi8es como

indicado na fig. 2. Na regiio R, temos estados metastédveis em que

fig. 2 : Loop de van der Waals

predomina o estado s6lido a baixa press8o. Na regiio B temos
estados instéveis e o sistema oscila rapidamente entre sé6lido a
baixa pressBo e liquido a alta pressfic. 0 fato dos valores médios
da press8o nesta regifio darem uma compressibilidade negativa para
0 sistema(o que é fisicamente impossivel) foi explicado por Alder

e Wainwright 85, No caso do célculo da curva de transiglo por
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simulag¢3o, o sistema utilizado é pequeno(poucas particulas dentro
de uma caixa). Portanto, nem todos os estados relevantes s@o

percorridos, pois na regifo da transigio de fase correlagfes de
Ltongo alcance™ s%o importantes. Por exemplo, é impossivel
encontrar cristalites de tamanho médio maior que o numero de

particulas dentro da caixa. Por outro lado, existe uma quantidade

de energia livre ndo desprezivel para formar interfaces 87. Desta

forma os efeitos de "tensdo superficial"® deveriam ser incluidos

na equagdo de estado. Além disso as condig¢gdes de contorno
peribddicas geram correlag8es que ndo existem em um sistema real.
Na regido (, os estados metastdveis liquidos a alta pressdo

predaominam.

Nesta dissertaglio retomamos este problema com sucesso.
4.2. EquagBo de Estado para Sistemas Bidimensionaisl13.44

Em principio, muitas propriedades termodin8micas de um
sistema podem ser derivadas a partir da equaglo de estado, dai
nosso interesse nela. Iremos aqui, deduzir a equa¢8o de estado a

partir da fun¢lio particio de um sistema 2D para um ensemble NVUT.

A fung¥o partic¥o para tal sistema 688:

1

-+ -+ >
uN s —-_— / d";dl‘g....di"gexp(-s Un)' (4-1)
» 2Nt TV

B hz\1-s2
A = R
( 2 "m)

- e - . N e W e TR SR AR G W T MR S e Wh e R W T S Ge m S CE ML G S N MR e N S M e e M T MR S e e e G e e S o e e

Aqui, correlagdo de longo alcance significa que wuma particula
estd correlacionada com outra a uma dist@ncia maior que L, o
comprimento da caixa.
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sendo B =1/kT, h a cte de Pltanck, m a massa de uma particula, ;.

a posic¥o de uma particula i e U, 3 energia interna do sistema. A

energia livre de Helmholtz é:
Ry (V,T) = -kTilnQ, , (4.2)
e a pressdo & definida por

p= -(—)p.r . (4.3)
IV

R energia interna do cictemy, pode sapr s2¢rrta em termos da

interag¢do u(r,,) entre as part(cutas(r,J=iF.-;Jl)

1
U = — 2 20 ulr,,) (4.4)
2 1 ]

onde a "linha®" na somatéria em j significa i4j. Considerando um
sistema quadrado de dimens8es L, com condig®es de contorno

peri6édicas escrevemos(veja cap. II, férmula (2.11)):

1 . 1 ! ' R
Uy = — 2 2 u(r.J)+“‘"‘_,ZZZu(IL$ L e, (4.5)
2 i J 2 ® i
a "linha" na somat6ria em m significa mé0 e ﬁ=(m;,m2), um
veter com componentes inteiras. Substituindo (4.2) em (4.3) e
utilizando (4.1) em (4.5) vem
PV (W
=1 - — (4.6)
NkT Z2NkT
ocnde
1 v dule,,) 1 ', 3ulliLes T,,1)
WN=——ZZI~.J + ZS&L- + £yl . (4.7)
2 i ar,, 2 "1l ar,

AR express¥o (4.6) & denominada forma de virial para a equaglo de
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estado. Geralmente, a soma em m faz com que o cdlculo de (4.6)
seja impraticével, a menos que ulr) v8 a zero para algum
intervalo fixado. Por 1isso, um método bastante utilizado é o
truncamento do potencial(veja cap. II) para algum rir..

No caso de discos duros(ou esferas duras), ou para um
sistema com potencial descontinuc com algum ‘"salto", o wvalor
médio de W, n¥o pode ser calculado diretamente. HfAssim, &
conveniente exprimir (4.68) em termos da fung8o distribuiglo
radial g(r). Usando a definigdo de g(r) dada no item 4.1 e

substituindo as somas em i,j em (4.7) por uma integral no volume

escrevemos:

N aul(r)
(W) = —— dtr -¢g(r)) R (4.8)
2 v or

o fator N é devido que a média se refere a todas as particulas em
um sistema can8nico. Substituindo o elemento de volume d T para

duas dimensfes escrevemos:

(-

(W) = NT:/drrzu'(r)(g(r)> . (4.9)

0
onde u’(r) & a derivada de u(r) com relaglo a r.

Levando (4.9) em (4.6) obtemos

PV B ©
/drr’u'(r)(g(r)) ) (4.10)
NkT 2 4

L[]
—
t

Suponha agora que u(r) seja descontinuo para valores de r
iguais a r, . Notemos que g(rlexp( 8 u(r)) & usualmente continuo

para todo r, assim, podemos escrever

PV n ® d(e- B wer>)
drr2le Bucrr¢g(r))>] . (4.11)
NkT 2 A dr

"
-
+

A integral em (4.11), separando as descontinuidades em u(r),
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fica:

PV .
= 1 ¢ — Z: r.2leButr 2(glr,))){e~Bu trd_a= Bu_tr 2} .
NkT 2 ¢

L J/.drrzuc'(r)(g(r)) ) (4.12)

2

onde u.{(r) denota a parte continua de u(r) e u, e u. s¥o

respectivamente os potenciais & direita e & esquerda dos pontos
de descontinuidade.
Para um sistema de discos duros temos u.(r,) =0 R

u_(rg) = e uc(r) = 0 , onde ro = do o difmetro do disco. Neste

caso (4.12) fica

PV ™
— = 1 + —do2(g(do)> . (4.13)
NkT 2
Da maneira como g(r) foi definido, n = <g(do)>» &€ o numero médio

de particulas por unidade de volume que circundam gqualquer

particula do sistema.

4.3 Transig8o0 de Fase em um Sistema de Discos Duros através da

Simulag¥o Monte Carlo 89,

Recentemente, foram realizadas simulag8es Monte Carlo
associadas com Din8mica Molecular(MCDM)®?., Tais procedimentos,
forneceram dados com precis@o de 1 parte em 10+« para a equagldo de
estado de um sistema clédssico de discos duros, para o volume
reduzido T =P/ P no intervalo de T =1.4 a 30.,onde P & a
densidade do sistema e Po @ densidade para a configuraglo
compactada. Porem quando T é reduzido, a mesma precisdo n¥o &
facilmente encontrada e de fato, para 1~ 1.32, foi mostrado86
que um sistema de 870 discos duros sofrem uma transigdo de fase.

R transi¢¥o fluido-s6lido era localizada pela observagio de um
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"Loop de van der Waals" para 1.26¢( 1(1.32, wusando o procedimento
da Din8mica Molecular(DM). Posteriormente, foram realizados
extensivos célculos Monte Carlo(MC)*8:%! & o Loop de wvan der

Waals n8o foi reproduzido, presumivelmente devido a deficiéncia
em percorrer as configuraglae maie impartantes para densidades

dentro do loop. RAqui, retomamos este problema e mostramos como é

possivel reproduzir o loop de van der Waals para um sistema de

224 discos duros, recobrando algumas caracteristicas da bem

sucedida simulag8o DM para um sistema de 870 discos duros86.

As ideias basicas do melhoramento apresentado aqui, é fazer
uso de uma maneira peculiar da técnica de *importance
sampling"49, introduzida por Metropolis et al.47 (veja cap. 1II),
mas(ironicamente) nunca integralmente usada em suas simulagles
para um sistema de discos duros.

A fim de encontrar uma cadeia de configuragles de
comprimento adequado, tendo em mente economizar tempo de
computacdo, aproveitamos o fato do uso de um potencial de
curtissimo alcance e ao invés de examinarmos todas as N-1
interagdes dos discos deslocados com outros discos, consideramos
apenas uma classe muito menor de vizinhos. Porém, a essBncia de
nosso método (ainda) é encontrar dentre todas as configuragdes de
um ensemble canfnico, as mais representativas. Embora seja claro
que certas classes de configuragles s8o mais importantes que
outras, no sentido de ter mais elementos, o0 jogo com a chance
exp(- A E/kT) é€ ineficaz, visto que qualquer configurag¢Bo em que
os discos ndo se superplem tem o mesmo peso( A E=0 para qualquer

movimento). De fato, é observado que no intervalo de confusfio®,

- e A G A S wr W o e G S S NS G G S s e T A G S G G GS GR G Mk A G R D W G TR GR Gk en S AR P SR R M TR G TR R TR R AR e G W en e e W e

Intervalo de valores de T em que os valores da Pressdo
calculados pela simulag8o dependem drasticamente das condigles
iniciais.

}"2 :. TE Y lpgreTyy - f v
NWIDTECA pn HETTOTG Bt fSca g QU A 15 SEQ CAZL B . 2 %
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1.29¢ 1 ¢(1.36, os discos est8o sujeitos a serem capturados por
*armadilhas" topolégicas(lugares de dificil acesso para certas

configuragdes do sistema) e, assim, a consequente manifestagdo de
dificuldades ergbdigas.

0 método apresentado aqui tem o mesmo objetivo do método

usado por Hansen e Verlet®? no caso de sistemas com potencial

Lennard-Jones, i. é., inibir flutuagdes , previlegiando situagdes

mais préximas de configura¢8es homogéneas.
Vamos iniciar, considerando um sistema arbitrariamente

grande, de volume V e N particulas. Dividimos este volume em um
grande nimero de r subunidades(células idé€nticas), com um volume
v = V/r, sendo cada uma estatisticamente grande, contendo wuma
média de N/r particulas. Considerando uma célula particular c,., ©
valor de equilibrio (A) de alguma quantidade intensiva A, de
interesse, pode ser expressa por
2 A(s)expl- B(E; - uNg)]
Ay, = —L(s) , (4.14)

D, expl-8(E, -uN)]
(s)

onde o subescrito ¢ em (A). indica a média no ensemble da célula

' Es a energia de um dado elemento do ensemble do sistema, NS 0

nimero de particulas do mesmo. A soma percorre todo conjunto de
estados: §)= Z /{dq} (aqui, estado ¢é definido por um dado
: N
S
ponto no espago das configuragles, varrido por todas as

coordenadas can8nicas de sistemas com 0,1,2,.... particulas) e ¥
o excesso de potencial quimico medido relativamente a upo, de um
gés perfeito com a mesma massa, densidade e temperatura 93,94,
Vamos agora representar a série de todos estados da célula
€. por {x,}c., , onde i denota o(s) estado(s). Ent¥8o, formamos um
ensemble can8nico modificado, através de um produto cartesiano de

réplicas :

(Xudv = {x,3ca © {x;3c28 ....0 (x.}c. . (4.15)
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Assim, um ponto particular X, no espago das configuragles

modificado é obtido, escolhendo um estado particular para cada

célula e multiplicando-os de acordo com a regra do produto
cartesiano. Devido ao tamanho macroscépico das células, a média
delas num sistema gran-canbnico, <(A). & idéntica & média no
ensemble can8nico modificado <Mb,, 1. ¢é., ««M_=<A),. Note que,

apesar da  flutuag8o no nimero de particulas n, em cada célula,

impusemos a lei de conservagﬁo:zz-n. = N com dN(t)/dt=0.
1
Nosso procedimento -MC segue os passos delineados acima, 1.

&., parearremos os pontos {x,}. de cada célula, construindo uma
trajetédria aleatéria de pontos {X.}, definidos por (4.15), usando
probabilidades de transigdo
Tis = Tioltx dealxyded € Xy » (xydealxydeca€ X, ,

de wuma configuraglio para outra, e tomamos a média <(A) s8bre
{X.}u. As quantidades entre colchetes indicam transigles de um
estado i para um estado j devido ao movimento de uma particula,
por exemplo, da célula cys(doadora) para uma outra
c,(receptoral)™. Assim, no méximo duas células podem ser
envolvidas na transi¢lo X, + X, e o espago {X.}o & explorado
caminhando através do espag¢o de fase {(x,}. para todas as células.

A fim de definir quantitativamente T,, para um sistema de
discos duros, iniciamos com a constru¢iio de probabilidades de
transigo Wo((x,)¢, * (x5)ce), vindo de um ponto (x,).,. do espago
de fase da célula c. para outro (x;)e, da seguinte maneira:
We = min(exp(-a),1) onde a = B (A E - un,;). A quantidade AE &
a variagcdo da energia, i. e., A E= 0 ou infinito, e n,;, = n, - n,
onde n, é o nimero de particulas no estado x,. Portanto, a

probabilidade de ter simult8neamente duas caonfiguragdes

- - - e G AR e TR ER e M R T R R A e Em TGS M m G Gm G G W W D G P R WS R R G GD n W TR MR D A s Ge SR R R G e T R G e W W e e am

Note que a lei de conservagio dN/dt = 0 € automaticamente levada
em conta.
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especificas nas células c, e cy relativamente a uma configuragdo
de refer@ncia (x,)c com (ng, + ngg)/2  particulas, ¢:
P, =Wellxode » (x)ca) W llxo)de + (x,)cqg). T,;, € ent¥o definido
como min(P,; /P, ,1),0 qual assume os valores zero, exp(- u ) ou 1.

Utilizamos, como Metrépolis et. al., N=224, inicialmente

numa rede triangular e dividimos o volume inicial em 56 caixas

menores, cada uma contendo 4 discos(fig.3). Foi usada a condigdo

peridédica de contorno convencional para a caixa maior.

X X

fig. 3: Config. inicial do sistema

Para dificultar as transig¢8es de uma célula para outra com
maior ndmero de discos, wusamos uma restrig¢do extra, 1. e.,
canvertemos ¢k em uAn na exponencial acima. an & a diferenga
entre o nimero de discos nas células receptora e doadora antes e
depois do movimento respectivamente.

Nosso objetivo é calcular o nimero médio n de discos por
unidade de volume que circundam cada disco, permitindo-nos
calcular a equag8o de estado(veja equ. (4.13) do item anterior):

¢ = Pl kT =1 ¢+ 1d.2nl/2 , onde P & a press¥io, e d, o difimetro
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dos discos.

0 nimero total de configuracles geradas foram quebradas em M

sequéncias sucessivas de m passos Monte Carlo por sitio(PMCS)

cada, e entdo calculamos(veja cap. II, equ. (2.6)):

A
by = EE: P ty) (4.16)

m i=p, (A)q.

onde ¢ (t,) € a press¥o reduzida devido a iésin2 configuraghe
gerada, pe=m(k-1)+1, q,=mk e p.(4)q, significando “a partir de

p. até gq,. com incremento de A PMCS", 1. e., A PMCS eram
descartados entre cada dois ¢ (t,) considerado. A fim de obter um
melhor conjunto de configuragles estatisticamente independentes,
usamos A =5 para os casos u =0 e u#0, dando uma estimativa de
erro mais significativaSl, A estimativa MC para a média (R) entlo

se reduz para

_ 1
¢ = — E b . (4.17)
M

Na Tabela 1, Ulistamos os valores da equagBo de estado para
poucos valores de 1 e u*, junto com os resultados dos cédlculos
MCDM °°. Né6s nfo investigamos a dependéncia de u com as dimensfes
do sistema e o nimero de subunidades. Porém, desde que a press¥o
na fase fluida nlio é fortemente afetada por esses parfmetros-
menos que 1% no nosso caso para t= 1.4°9:95% R8s usamos o
resul tado de Erpenbeck e Luban90 para predizer u grosseiramente
para cada t. Para 1t muito pequeno, observamos uma dificuldade
ergddiga crescente com T decrescente de 1.4 para dentro da

regifio de transi¢Bo, por outro Llado, para u muito grande a

Para cédlculos de potenciais quimicos de esferas duras através do
método MC, veja refer8ncia 93.
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TABELAR 1
Valores de ¢ = P/ p kT para discos duros como fung8o do volume
reduzido 1, para valores diferentes de B u . Note que quando

aumen{a, o valor de EP que leva a pl"ESSgO peri:o dOS PESUl{BdOS

de Erpenbeck ¢ Luban decresce, em concordincia com o fato de que

1.4 8.306 8.44 8.42 8.34 8.317 8.29
1.5 6.6074 6.71 6.64 6.62 6.59 @ -
1.8 %4963 iwd e 0,40 040 -
5.0 1.4983 1.50  1.47 1.44  1.44 -
10.0 1.2108 1.20 1.18  1.18 1.18 -
20.0 1.0974 .03 1.08 1.07 1.67 -

e e En M T G R EE R s G G R R T W Gh GD MR T T Ve L e TR G WS R TR R W M Gm Ve S MR SR G AR AR e e Ak W G e G e A R e e e e e e e

(a) Referé&ncia 90

4
o
T .
250
t
fig. 4: Relaxag¢8io de ¢ para o equitlibrio
( T = 1.4 , Bu = 5.0)

relaxag8o para o equilibrio era muito lenta (veja fig 4). Além
disso, os valores de 1 que trazem a pressfio perto dos resultados
de MCDM%0 s%o aqueles que fazem a presslio atingir o valor de
equilibrio mais répido. Fizemos também uma estimativa para o

limite inferior de y (1 =1.4) e encontramos Bu = 1.22(veja
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Apéndice G), o que é coerente com o valor utilizado( Bn=1.5).

Na fig. 5, mostramos os resultados para a pressdio contra T
para Bu =0.0(quadrados vazios), e Br=1.5(circulos cheios). R
curva continua tragada para 7 entre 1.25 e 1.40, para o caso
Bu =0.0(i. e., reduzindo nosso método para o procedimento MC no
ensemble candnico) mostra dois ramos desconectados, ou seja, os
ramos de alta e baixa press¥o0“®. Os quadrados vazios indicam a
regi¥o(1.28¢ v ¢1.31) indicam uma pobre estimativa da média
canbnica. Para Bu =1.5 a curva continua através dos circulos

cheios reproduz o Loop de van der Waals para um sistema finito

como foi encontrado pela primeira vez por Alder e Wainwright 86,

8 1 1 1 1
1.28 .28 1.3 1.34 1.37 i40
T

fig. S5: presslio reduzida ¢ contra o volume reduzido <t. Os
circulos cheios representam a press¥o reduzida para
Bu = 1.5. 0s vazios, ajustados pela Linha ponti-
thada apresentam uma relaxa¢Bo para dois patama-
res. Quadrados abertos representam a press8o
reduzida para Bu = 0.0. As linhas pontithadas
indicam a3 regifio com uma estimativa pobre da

média can8nica. A precis8o & discutida no texto.
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Nossos resultados para a lLocalizag¢l3o da pressio de equilfbrio na
transi¢¥o de fase(indicada pela linha horizontal na fig. ©5), n¥o
podem ser comparados com os resultados de Alder e Wainwright

porque a depend&ncia do potencial quimico com a dimens8o do

sistema n8o estd esclarecido. 0Os circulos vazios apresentaram
relaxagdo para dois patamares, com manifestagdio de estados

metastdveis de longa duraglolveja fig. 6)96: a pressio atinge o

valor de equilibrio nos valores indicados pelos pontos vazios,

ent8o ocorre um salto sibito e a pressio relaxa para valores mais

baixos(correspondentes a circulos cheios).

e

150
t

fig. 6 : A curva mostra uma lenta progressdo
para o equilibrio e a existéncia de

estados metastaveis.

Na regi8io de transiglio de fase, por exemplo para 1t =1.325
observamos através da fig. 7, wuma visivel correlaglio entre os
estados, em contraste com v =1.25(fig. 8), fora da regifio de

transi¢g8o de fase.
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fig. 7 : EvolugH%o temporal de ¢ para 1 = 1.325.
Muita correlag¥0 entre os estados.
o)
.04
9.0 —>
2850

fig. 8 : Evoluglo temporal de ¢ para 7t = 1.285.

Pouca correlag¥o entre os estados.

A distribuic¥o de probabilidades P( ¢, ) foi verificada como

sendo aproximadamente Gaussiana com maior largura para = entre
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1.31 e 1.35. 0Os casos com 1 ¢1.335 apresentaram uma cauda Longa
em altas press3es e o oposto(cauda Longa para baixa pressdo) foi
observado para 1)1.335(veja figs. 9, 10 e 11). HAs caudas
desaparecem para T (1.29 e 71)1.36(veja fig. 12). B precis8o das
estimativas para a pressio média estava tipicamente dentro de 1%,
mas em poucos casos{ T =1.33 a 1.34) estavam dentro de 2%. Usamos
diferentes valores de M e comprimentos iniciais diferentes eram
descartados dependendo do valor de v (veja um exemplo na fig.
13). Para poucos casos, como T = 1.3325, 1.34 e 1.35 demos uma

atengdo especial e o nimero de configuragles geradas chegaram a
S0 x 10« (M=800).

A principal consequéncia do procedimento descrito acima &
restringir a progress8io de configuragles que resultam em
distribui¢®es muito longe das uniformes. RALlém do mais, a chance

do sistema ser capturado por armadilhas topolbégicas é€ reduzido de

um modo significante.

()

!

fig. 9 : Fung3o Distribui¢8o da Pressio

para T ¢1.335

T WELNTECA DO INSTITUTO BE FISICA E QUUMICA DE SAD (Alklﬁ-l']
FISICA
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Ty

¢

fig. 10 : Fungl@o Distribuig¢do da Pressio

para 1.31¢ © ¢1.35

t¢)

fig. 11 : Fung¥o Distribuigdo da Pressio

para T »1.335



t(d)

¢

fig. 12 : Fungdo Distribui¢¥o da Pressio

para 1 ¢(1.29 e 111.36
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fig. 13 : Evoluglio temporal de ¢ para = 1.33

A cadeia inicial de comprimento 100x50x5

PMCS e-descartada.
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CAPITULO V

CONCLUSZOD

5.1 Comentédrios s6bre o modelo S0S e o sistema de Discos Duros.

0s estudos do modelo S0S feitos no cap. IlI, mostraram.que a

{rans{ggo de rugos{dade ¢ muito sutil. As grandezas fisicas

medidas neste modelo, como por exemplo rugosidade e calor

espec’f{co sgo #racamente dependentes do numero de sitios N da
superficie. Assim, fica dificil localizar precisamente o local da
transigc8o através do método Monte Carlo.

Pela fraca dependéncia do valor mdximo do calor especifico
com N e o fato do sistema anisotrdpico n8o apresentar um méximo
acentuado, concluimos que a transig8o nio deve ser de 22 ordem e
sim de ordem infinita (pela semelhan¢a com simulagdes feitas para
o modelo ptanar XY®2) em concord8ncia com outros

autores 9%:60,62-65 g

possivel localizagdo desta transiglio em
kT/24=0.80, ¢é bem diferente daquela encontrada por outros
autores®9,63,66,80 3té agora ou seja kT/2J = 0.62. Neste ponto,
devemos mencionar que temos observado8! que em modelos de spin, a
temperatura critica aumenta com o niumero de graus de lLiberdade do
sistema. AR temperatura critica para o modelo de seis vértices
para a interface é dada por kT/2J =0.72%3. E tal sistems possuil
mais wvinculos que os sistema S0S usual, portanto possui menos
graus de liberdade. Rssim, nosso resultado esté coerente com esta
observaglo.

0 ponto de transiglo, onde a curva do calor especifico
ajustada mostra uma visivel anomatia(veja fig. S5, cap. IIl, curva

a) é aproximadamente onde as curvas da rugosidade da aproximaglo

analitica, do modelo S0S unidimensional com ®*campo estabilizante"



63

e a do Monte Carlo juntam-se(veja fig. 3, cap. 1II1). RAssim, na
vizinhanga deste ponto, o modelo bidimensional passa a se

comportar como unidimensional. Os steps desaparecem podendo-se

ent30o considerar vdrios planos independentes, como foi mostrado

no cap. III. Com estes argumentos, podemos ver porque tanto a

aproximag8o analitica como o modeto S0S wunidimensional com
*campo" concordam com o modelo SO0S usual a partir de uma

temperatura préxima da transi¢do de rugosidade.

Com a motivac3o de encontrar um resultado analitico para o

modelo SOS usual, introduzimos um novo modelo SO0S( unidimensional
com "campo estabilizante"), com expressdo muito parecida com a do
modelo wusual(veja cap. III,  item 3.3). Tal modelo mostrou boa
concordincia para baixas e altas temperaturas com o modelo S0OS
usual, ajustando-se melhor que a aproximag¢8io analitica. Embora
tenhamos feito um cédlculo numérico para este modelo, fica ainda
em aberto a possibilidade da existéncia de uma solug¥o expressa
por fungdes analiticas conhecidas. |

Devemos aqui, ressaltar a limitagdo do modelo SOS para a
face (001) de um cristal cibico de Kossel para descrever sistemas
reais. Para temperaturas tais que «a é1.79, Temkin®’ e outros
autores?8:99, mostraram que a tenslo superficial é negativa, o
que fisicamente & absurdo.

No estudo da transiglio liquido-s6lido conseguimos obter o
*Lloop de van der Waals®, coisa que até o momento n8o tinha sido
obtido com Monte Carlo, mesmo para sistemas maiores. Acreditamos
que o fator mais importante para isto, foi o critério melhorado
de escolha de configuragdes, com a introdugiio de um potencial
quimico TR

Devemos observar que usamos o mesmo valor de ¥ para todas
as densidades mostradas na figura 5 do cap. 1IV. Contudo, na

regiio de transicdo de fase esperamos que y n8o mude com a
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densidade, e, como estamos perto desta regido, acreditamos que 3
escolha de um s6 valor de u seja uma aproximagdo razoavel.
A mudanga de entropia calculada na transigdo nos da
AS/INkT ~0.40, que estd proximo do resultado obtido por Rlder e
Wainwright86, embora a regi¥o da transig¥o esteja localizada em
um Llugar diferente. Isto é normal, pois o sistema de AHRlder e
Wainwright86 contém 870 esferas.
Um trabalho interessante com o sistema de discos duros, que
acreditamos ser relevante, é analizar a depend&ncia de PRA/NkT com

U para cada densidade. Iniciamos este trabalho com a densidade

especifica 1.4 e a curva apresentada é bastante curiosal(veja fig.
1a). Efetuando wuma transformagclo tal que tenhamos PR/Nu na
ordenads e kT/¥ na abscissa, temos a fig. 1b. Esta figura
mostra aproximadamente duas retas distintas, podendo indicar

alguma espécie de "transiglo".

Y

PA/NKT
PA/Np

pIkT a kT/g b

fig. 1: a) PR/NkT x p/kT; b) PA/Nu x kT/u

R dificuldade em simular sistemas de discos duros para um

numero grande de particulas estd no tempo de UPC requerido para
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tal. Um sistema 5 vezes maior do aquele que simulamos deve
demorar cerca de 10hs de UPC por ponto do diagrama PxV.

Outra dificuldade que encontramos, estd no fato de
utilizarmos um computador de 32 bits. Isto faz que o periodo da
sequéncia de numeros aleatérios seja 232. MAssim, para um sistema
de 224 particulas por exemplo, podemos construir uma cadeia de
Markov de comprimento mdximo igual a 2 24 micro-estados, ou seja
aproximadamente 1.67x107 micro;estados, pois a partir dai, a
medida da precisfio do resultado pode ser totalmente errada por
causa da tendéncia causada pelos nimeros aleatbérios. Dependendo
da precisio requerida, comprimentos muito inferiores j& podem

apresentar erros! 00,
5.2 Alguns problemas em sistemas reais

5.2.1 Simulac8o de um sistema de Esferas de Poliestireno

£ observado que esferas de poliestirenowl'lo5 mono-

dispersas(di8metro na ordem de 10 °A, com desvio padr¥o baixo,
2%), quando em soluglo aquosa e sob certas condigdes dispSem-se
regularmente, estabelecendo uma estrutura cristalina. A
fase no ordenada da dispers¥o caracteriza-se por uma baixa
concentrago de esferas de poliestireno, ou pela presen¢a

adicional de eletrélito(por exemplo KCLl) junto & soluglo de

esferas. 0 contraste entre estes fatores(concentraglo de
esferas-concentraglio de eletrb6lito) proporciona desde 3
fase totalmente dispersa, passando pela fase de

coexisténcial(isto é: podemos ter um precipitado iridescente,
constituido de “"cristalites®, e um meio de aspecto leitoso, ﬁo
estado disperso), até a fase total de cristalizaglo.

Para simular tal sistema a idéia & a seguinté: o sistema &
‘o mesmo do descrito no cap. IV s6 que em tré&s dimens¥es com um

potencial do tipo:
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texp(-arr)
V(r) = ) (5.1

que é solugdo da equagdo de Poisson-Boltzmann linearizada:

V.(cV0) =470, (5.2)

com p dado por

N
P = eo z:n.° z, exp(-U, /KT),

i=1

onde
N = nimero de espécies de ions
@€, = carga elementar
n,°= concentrag¢do do ion "i" quando U;= O
z, = valéncia do ion "i" com seu respectivo sinal
U, = energia do ion *i"
€ = constante dielétrica
A = comprimento de Debye
K = constante de Boltzmann
T = temperatura absoluta.
A simulaglio para este sistema foi iniciada. Construimos a

curva PU/NkT X V/V,, onde observamos a formag¢8o do "loop de van
der Waals" —e uma perturba¢¥o numa regifio a qual pode ser
originada por uma transi¢c3o polimérfica do tipo fcc-hcplO3(veja
fig. 2). RAs nossas sugest8es para constatar tal transig¥o s8o: 1)
calcular com grande precis8o a fung¥o distribuig¢8o radial g(r);
2) fixar a metade das esferas em uma posigldo, digamos fcc e
verificar qual regi%o a convergéncia é mais rdpida e fazer o
mesmo para a hcp. Com isto esperamos que a convergéncia sejas
facil para a regifio adequada com a distribuic¢8o previamente»

escolhida.



67

) {
24.00-

ol

L 18004 ti}i ]
§l5.00— { { i}{
0. by,
9.00. *
*0C 00 1o 120 130 140 180 150 170 130
v/ Vo ‘

fig. 2: Diagrama PV/NkT x V/V, para um sistema

de esferas de Poliestireno.

Podemos também resolver numericamente (5.2), e wutilizar
o potencial resultante na simulaglo na tentativa de

melhorar os resultados obtidos com o uso de (5.1).

$5.2.2. Simulag8o Monte Carlo da Transig¢lo de Rugosidade do

Xen8nio adsorvido em Palédio

Em 1983 R. Miranda ,et al’l , mediram a temperatura

de transi¢c8o para a fase rugosa. Os resultados obtidos para as
temperaturas criticas na segunda e terceira
camadas(n=2,3)(transig¥o de primeira ordem 106 ) foram
respectivamente B66.4K e 67.3K. Para n»4, eles obtiveram

Tr=68.2K(transi¢g8o de ordem infinita). Em termos do inverso da
variavel a =3 ¢ /kT, onde ¢ é a energia de LigagHo entre dois
dtomos e k a cte. de Boltzmann; esses valores s8o 0.208 e 0.211
para n=2 e 3 respectivamente e 0.214 para n)»4. Em 1984 N.

Cabrera et all97 , elaboraram um modelo teérico utilizando a
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aproximag¢8o de Bethe-Peirls para calcular a temperatura de
transi¢cBo para a fase rugosa. Os resultados obtidos para
a terceira e quarta camada possuem de 5% a 10% de errc. O valor
obtido para T. para n=7 foi 74K ou 1/a = 0.232.

Na simulagd80, o modelo a ser utilizado € o 505 para o
sistema fcc na direg8o (111). Este modelo, além do substrato,
apresenta restricles adicionais em relag¥o ao modelo 505
simples clibico para a direg¥o0 (001) que s¥o as sequintes: a)
devido ao substrato fixo as particulas de Xendnio se esgotam
quando  retiramos todas as particulas da primeira camada,

portanto, abaixo desta camada é proibido destruir particulas;

b) colocamos steps no substrato com terragos de lLargura fixa de

4 fileiras de &tomos de Xendnio, 1impondo interagles Llaterais
diferentes entre os atomos dos steps e terragos. A
estrutura do Xendnio sélido &€ fcc , portanto possui 6

vizinhos laterais ao invés de 4 como no sistema cubico.
Por simplicidade iniciamos a simulag8o para um sistema
hexagonal, assim cada &dtomo fica exatamente s8bre o outro.

A hamiltoniana desse sistema & dada por

H=J 2: lh, - h,1/86, (5.3)
<ij>
onde J & a cte. de acoplamento (J=3 ¢ ) e h, s8#o as alturas

da interface em relaglio a algum plano de referéncia e <(ij>»
indica colunas primeiras vizinhas. Para gerar os micro-estados,
criamos ou destruimos particulas na superficie aleatoriamente,
utilizando o método delineado por Binderd®0 . Rlguns resultados

obtidos s¥%0 mostrados nas figs. 3,4 e 5.
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fig. S5: Tempo para o desvio da rugosidade '

atingir 1% de erro.

Através do méximo da curva do calor especifico, obtemos a

"temperatura de transiglo®:
1/ a = .29, (5.4)

assim, sendo a=3 ¢ /kT temos

T = .29(3 ¢ /k) , (5.5)
usando valores reais de interaglo( ¢ =13.5meV) estimamos
Te=135.8K(obs: as curvas de concentrac®o mostram uma temp. de
transi¢¥o maior: 1/ a = 0.4 , como no modelo SOS usual).

Este resultado estd distante daqueles obtidos pelos
experimentos de Miranda et. al. (T=68.2K), e
préximo(ligeiramente inferior) ao obtido para o mesmo sistema
sem steps . HAcreditamos que tal fato &€ porque nio consideramos
o sistema fcc e também provavelmente a falta de um melhor

ajuste nas interagdes nos steps.
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5.2.3 Simulag¥o de Macro-steps

A idéia para simular tal sistema € a seguinte:

colocamos um sistema clibico inicialmente com steps mono-

atomicos perfeitos, com uma dada largura L para os terragos(a

qual fazemos varidvel). Os steps s8o colocados impondo um

desnivel de 1 nas alturas das colunas a cada Larﬁura L.
Escolhemos condig¢fes peridédicas de contorno, tratando

separadamente na diregdoc dos steps, pois temaos que subtrair o

nimero de steps NS das alturas no contorno mais alto para que o

terrago se complete no lado mais baixo(veja figura B6).

1
]
{
» 1 1
Z ) 1
. {
. 1
. !
' 1
L -
fig. 6 : Macro-steps
Neste sistema €& conveniente usar o esquema de troca de pares
de Gutmann 7’8 . Os sitios s%o sorteados aleatoriamente, e os
movimentos entre sitios em terragos diferentes serfio
considerados proibidos(estamos somente considerando os
casos de difuslo estacionaria nos terracos para Levar em conta

apenas movimentos quase estdticos de stepsl108). Inicialmente
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efetuamos a simulag8o para um sistema puro, em seguida colocamos
impurezas através de interagles repulsivas em alguns
sitios, esperamos que com isso aconte¢a um empacotamento de

steps ocasionando os Macro-steps!08,
5.2.3.1 Simulag8o de Macro-steps em Gafs

R estrutura do GaAs & do tipo da estrutura do sulfeto de
zinco(blenda), ou seja, duas estruturas fcc superpostas, onde em
uma fica os dtomos de ba e na outra os dtomos de As. Propondo um

modelo de interagdio entre os elementos podemos analizar o

crescimento - numa dada diregdo(por exemplo (111)) . 0
procedimento para a simulagio € o mesmo descrito no item
anterior. Na dire¢8o (111) encontramos os &tomos de Ga numa rede
fcc.

Scheel 109, observou na direg¥o (111), através do crescimento
de GaAs por epitaxia da fase liquida, a transi¢fio de camadas com
Macrosteps para camadas perfeitamente planas(transigio de
facetamento). Tal planicidade € importante para a fabricacdo de

dispositivos semicondutores(tais como DH-LASERS).



APENDICE R

METODO MONTE CARLO*®

R justificativa tebdrica para o procedimento Monte - Carlo

que iremos mostrar apbés algumas considera¢les,& feita para o

modelo Ising, mas é facilmente generalizado

O mérito do método estd no fato de avaliar grandezas

fisicas ndo calculédveis analiticamente .com razoédvel precis¥o

enquanto outros métodos s8o praticamente invidveis. Além disso
o método revela propriedades qualitativas do sistema, como
por exemplo a situac8io do sistema na transiglio de fase. 0

método consiste em estimar o valor médio de uma grandeza F:

JF(qrexp(-E(q) /KT)dq
(Fy = , (A.1)
fexp(-E(q)lKT)dq

onde E & a energia do sistema, q, representa as coordenadas
do espago de fase N dimensional, K a3 cte. de Boltzmann
e T temperatura absoluta.

Inicialmente, damos um resumo do procedimento.

Considere um sistema de N particulas num tempo t ¥, num
estado q . Seja »p a probabilidade de transi¢¥o de uma
particula no estado q a3 um tempo t para um estado q’' num
tempo t+1. Uma sequéncia aleatéria de estados gq: ,q= ,Qs
4o oe=-1Qm é gerado. As probabilidades de transic¢lo s3o
escolhidas de tal maneira que os estados nesta sequéncia tem
uma distribuiglo a quatl é aproximadamente a
; ................................................................

Uma unidade de tempo & correspondente a um passo Monte Carlo por
particula.
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distribui¢d3o de Boltzmann(veja fig. 1), assim escrevemos

N
Elﬂqt’_

(Fr = (R.2)
M
q
Fig. 1: frequéncia x coordenada generalizada.
Simulac¥o na rede Ising
Considere ¥ (k) a coordenada de um spin num sitio k
da rede( p(kl)= 1) de N sitios. Podemos representar uma

configura¢%o por H= {H (1),H (2), ... , H(N)} . € conveniente,
as vezes, pensar em ¢ como um nlUmero binério. Cada valor
de u corresponde & uma configurag8o distinta. A energia de uma
dada conf. ¥ é dada por: -

E = -J D utk) u(k’) + HY uCk), (A.3)

k, k! K

onde J, ¢é a constante de acoplamento, H um campo magnético e
o indice (1) sobre a somatéria representa os primeiros
vizinhos. Neste caso o valor médio de uma grandeza fisica F

calculada por integrais em (R.1), & calculada por somas
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(Fy =2 F(u)exp(-E, IKT) /2 exp(-E, IKT). (R.4)
m

Notemos que existem 2% termos para serem avaliados em
(A.4). Estimando o tempo de computag¢3o por operaglo em 10-®
seg, o0 tempo necessério para avaliar todos 0s termos
de (A.4) para N=100 seria aproximadamente de 3X10+ anos!

0 primeiro procedimento Monte Carto. foi denominado
*simple Monte Carlo sampling®, o qual consiste em um processo

aleatério em que sdo selecionadas configuragdes com igual

probabilidade plu) = 2- | Suponha que uma sequéncia de
valores selecionados s@o By s Mg peeeee T onde o indice
denota a ordem sequencial de selec8o e ndo do valor de H
; entdo numa sequéqcia é possivel ter u; = M-

Uma estimativa de (F» é dada por

M M
F» = ZF(Mt)exp(-EuthT)IZexp(-EuthT).. (R.S)
t=1 t=1

Esta técnica n8o &€ muito boa,pois a principal contribuicao
para a média é wuma pequena fraglo das 2 configuragdes e uma
estimativa razoédvel requer um valor enorme de M, ficando assim
impraticdvel a computagio. Por 1isso, Metrbépolis et. al.,
fizeram um outro esquema Monte Carlo, chamado *importance
sampling®. Considere p( 1) a probabilidade de selecionar a
configuragdo uo. Suponha que a sequéncia de H's,
T T T € selecionado por um processo aleatério onde
a probabilidade de selecionar a tésima configuragdo na

sequéncia, Moy é dado por p( u) independente de t. Podemos

ent%o escrever (A.5) na forma:
(F)J =§: F(u)exp(-EuIKT)(p(u“))I%;exp(—EulKT)(p(u))'.1 (R.6)
n

0O objetivo é encontrar um 6timo p(u ) para estimar (F)"*.

Para 1isso minimizamos a quantidade <(((F>} J/«F» - 1Y H» =

PRV arnmesrrivoos - ; P |
i SRUSTEOA DO MSTITUTD BE FISICA £ OUIMICA OF SAG (AiL‘MeQ’-&;I
! Fisiea

£ X 252
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Varidncia de <«Fy, [(FysVar((F), /(F))sV .  Fagamos Y um

pardmetro que denota uma particular sequéncia Bi, W2,

;, ... o, By usada na avaliagdo de <F>; e seja I' a série de
todos v . Seja m(p;yvy) um inteiro no intervalo (0,M) o
qual, para um particular v, ¢é igual 3o nimero de vezes que 0O
valor aparece na sequéncia Y . Como m(pu;v) 6 uma
distribuiglo binomial, pela lei dos grandes
nimeros!i0 * temos: m( pu; Y)/M+ p(u) quando M=+ =, Vamas
definir:
€ (H;Y) = m(M;Y) - p(HIM. (R.7)
Segque que € (u;Y)/M + 0 quando M + « . Temos também que
Var(m(¥u ;Y )) = pCWd(1 - p(u)IM = Uar(EM(u;Y)). (R.8)

Utilizando a defini¢do de m(yu;Y) escrevemos (A.B) na forms

:§:F(u)exp(—EulKT)m(u;Y)/p(u)

(F); = . (Q.S)
2:, exp(-E /KTImCu;Y)/p(u)

Tirando m(H ;Y ) de (R.7), substituindo em (R.89) e wutilizando

(R.4), apés alguns cédlculos chegamos a

)*
(F "

—_— a1 =

(F»

2 FO0exp(-E, /KT ey(uiv) IMpGR)  2exp(-E /KT ey Cusv) IMp (W)

aF(u)exp(—EulKT) Zexp(-EulKT)
u

EDuexp(-EleT)e"(u;Y)lMp(u)

1 +

>, exp(-E /KT) (R.10)
M

- am B am Ve S W G Gm M M T M e M MR e Em R M T T e e p Sh W G G Gn S e e M M W WE D ML e TR R Sh em P MR G S We e S S R W M A T w w a

Lim Praob. {m(u;Y) Yy M(p(u)+ 63} - 0

H'P ©
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Como ¢, (w;Yy) + 0 quando M+ = , podemos fazer 0

M
denominador de (A.10) ~ 1. 0 valor médio do quadrado de

(A.10) é obtido utilizando (R.8), e observando que o valor médio

de eyl(u;v) € nulo

F(u) (1 - ptu))
> -1 exp(-2E, /KT)
u | (Fy Mp )

v o= . (A.11)
( % exp(-EpIKT))2

R condig8o de normalizag8o0 para p(u) &

> plud = 1 (A.12)
u
0O valor 6timo de p(r) & obtido minimizando (A.11) com a
condig¢do (A.12):
F(u)
- 1|{exp(-E,/KT)
(F)»
p(p) = . (R.13)
° F(u)
-1 exp(-EuIKT)
<F)

A probabilidade dada por (R.13), embora nos fornega a
varificia minima para uma dada grandeza fisica F, ndo é
conveniente para a simulag8io, pois niio temos (F> a priori. Por
isso &€ frequente o uso do peso de Metrépolis

exp(-EuIKT)
plu) = . (R.14)

E;exp(-EulKT)
u

Substituindo (A.14) em (A.11) e usando a aprox. 1 - p(u) ~1

obtemos

2

exp(-EleT)

1

Mul P>
vV = . (R.15)
Z exp(-EpIKT)

i

F(u)

-1




Com a mesma aprox.

- 2

)

1 " (F)

F(u)

-1 exp(-EuIKT)
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, utilizando agora (R.13) em (R.11) vem

V; = - (R.1B6)
ML §3exp(-Eu/KT) |
B
Cubtraindo (A.18) de (A.15) obtemos a varifncla
11 F{w)
Vy - Vy = Var| - - 11}, (R.17)
JM «F)
com respeito 2 distribui¢8o de Boltzmann. Vemos por (R.17)
que quanto menor o desvio de F(u) com relaglio 2 média e quanto
maior M, mais préximo do valor 6timo para p(u) estard o peso
vtilizado por Metrbpolis. Levando (R.14) em (R.B) obtemos
. E& Fluy)d
(F)M = t=1 (R.18)
M
que é a expressBo (R.2). A demonstragdo da validade da
simulag8io vamos fazer a seguir.
Nio ¢é simples a realizaclo de um experimento que nos dé
uma distribuicdo p(ur) dado por (R.14), pois n8c existe o

equivalente a uma urna em que as configura¢les podem simplesmente

serem retiradas com probabilidade p(u). Ao

usamos um processo Markoviano o qual gera uma

configurag8es, tendo a propriedade que

sequéncia se torna infinita, a probabilidade de

conf. ¥ & dada por p(u).
Seja Puyr 2 probabilidade de transig8o
sendo Pup: independente de t.

condi¢do de normalizag¥o

E:‘puu' =1
ul

no limite em

invés disso,

sequéncia de
que a

ocorr8ncia da

= ut+ll

Rs probabilidades satisfazem a

(R.19)
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Se wt(u) é a probabilidade de encontrar o sistema num estado

num tempo t, ent¥o a probabilidade de encontrar o sistema no

estado p' no tempo t+1 & dado por:
b, (v =20 py b (W), (R.20)
U
Seja P a matriz com elemento qu' P €& chamada de

matriz estocdstica, pois p .0 e), pw'ﬂ, tal matriz é de
ul

ordem 2"x2V. Seja Yt o vetor linha tendo 2N componentes V.( p),

ento, o sistema de equag¢fes representado por (R.20) pode ser

escrito

Y., = ¥, P, (A.21)

segue ent¥o que a distribui¢do de probabilidade no tempo t

em termos da distribui¢8io no tempo t=0 & dado por

¥, = ¥ Pt (R.22)
A realizaglo do esquema *importance sampling" usado
aqui, estd baseado no fato que para uma escolha apropriada de P
temos
lim Y¥,=Y ) (R.23)
t +e

onde as componentes de Y sio

exp(-EuIKT)

vlu) = ' (R.24)
z exp(-E ,/KT)
m
e este Limite n¥o depende de Y, . Além disso, aplicando a lei

dos grandes nimeros encontramos

M
1 S F®
Lim —t=1 =D F(u) wlu). (R.25)
Mre M H

£ importante reconhecer que a expressdo (A.25) implica que
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podemos estimar (Fy tomando uma média simples de F sobre as
configurag¥es de uma Unica cadeia de Markov. Embora as formas
das expressfes (A.18) e (R.25) sejam idénticas, o cdlculo de
(R.25) ndo & do mesmo tipo, pois la era suposto que cada p erq

escolhido com probabilidade p(u) dado por (R.14), enquanto

que no presente cdlculo existe uma correlagdo entre as sucessivas
configuragBes e a distribuig¥o de probabilidade desejada

aparece somente no limite t + =.

Vamos agora considerar a escolha de P que leva
ao comportamento acima. Vamos supor que os sitios da
rede sdo numerados 1,2,....,N em alguma sequéncia que é
arbitrdria com respeito a geometria da rede. Se num tempo
t a rede esté numa configuragdo By entdo a configuragio By, é
gerada como segue: partindo do sitio nameroc 1 é feito

sequencialmente através de todos os sitios um processo aleatério,

o qual vamos agora descrever em termos do késimo sitio.

Seja AE a mudan¢a de energia do sistema que resulta da invers®o

da orientagdo do spin do késimo sitio; ent8o se A E<0 a

orientaclo do spin é mudada (i. €., u(k)+>-u(k)), mas se A E»O0,
entdo a inversdo da orientagdo do spin é feita com
probabilidade exp(- A E/KT). Isto completa o procedimento

feito para o sitio k, igual tratamento & dado ao sitio k+1, e
assim por diante. Finalmente, depois do tratamento do
sitio N, a configuragdo resultante é chamada i ,.
Seja p&ﬁ)denotando um elemento de P . A fim de provar que
os timites indicados pelas equagles (R.23) e (R.25) existem e s@o
Unicos & necessario e suficiente que para algum t»1, pJJ%O para
todo u , ¢. Além do mais, sob esta condiglo
Lim p(]ﬁ,l‘ v, (A.26)
t+o

onde este limite & unicamente determinado pela equaglo
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¥P = v , (A.27)

i. 6, é um autovetor de P com autovalor 1.
Primeiro serd mostrado que a condi¢lo de existéncia
€ satisfeita pelo processo de Markov que foi descrito. A
matriz P pode ser escrita como produto P(1)P(2)..... P(N), ande
P{k) é a matriz estoclstica das probabilidades de transigdo
correspondendo & invers8o do spin no sitio k; ent¥o, o elemento

¥ u' de P(k) &€ a probabilidade de transigdo u + u’ quando o

processo aleatdrio é aplicado 30 spin do sitio k. £ facilmente
visto que esta matriz Lligard pares de configuragdes
diferindo wuma da outra somente pela invers8o do spin k. £
importante ver que esses pares Lligados s8o conectados por
probabilidades de transi¢8io n8oc nulas, embora seja possivel
p(k)=0. Segue portanto, que a matriz P(k) representa a divisdo
de 2 estados em 2n-1 classes ergbdigas™. Agora considere o

produto matricial P(k)P(k+1). A matriz P(k+1) também define
uma série de 2N-1 classes ergbdigas e &€ 6bvio que todas

essas classes devem ser distintas daquelas definidas por P(k).

Segue entdo qué o produto matricial P(k)P(k+1) define uma
série de 2n-2z2 classes ergédigas. Se (p , wn’) & uma classe
ergédiga em P(k) e (v, u'’) e ( ', u’’?’) slo 2 classes
ergbdigas em P(k+1) entio ( », w’, wuw*'', wu*r*rr) ¢ uma
classe ergddiga em P(k)P(k+1). Por exten¢8o segue que para o
produto P = P(1)P(2)P(3) ...P(N) todos o; estados formam uma
Gnica classe ergbdiga. A partir deste argumento, vemos

que para algum par de estados u, u’, & possivel encontrar t tal

Um conjunto de estados o qual tem a propriedade que todos os
estados do conjunto s%o acessiveis a partir de qualquer outro
estado no conjunto, € chamado de classe ergbdiga.

A
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que p>0. Porem, resta mostrar que para um particular t,
puu')o para todo yu, u'. Para fazer isto agora somente &
necessdrio mostrar que ndo existem classes movendo

ciclicamente em P; isto &, & necessdrio mostrar que P nio conduz
a um comportamento periddico no qual o sistema partindo de

alguma configurag8o ¥ no tempo t pode somente retornar &y

quando t=at'+t, onde t’)1 e (3=1,2,3,..). Desde que P

reprecsenta uma Onica clasce eapgldiga ecte comportamento 6

impossivel se P contém um lnico elemento diagonal n8c nulo. 1]

elemento diagonal Puu de P onde u é a configuragdo de energia
minima € ndo nula, portanto P n8o tem classes movendo
ciclicamente. Isto completa a prova de que existe um t>1 tal que
p)P para todo u, p', e consequentemente os limites indicades nas
Z:uagﬁes (R.23), (R.25) e (A.26) existem e s8%o0 uUnicos.

Resta mostrar que o Llimite ¥ na equag¢do (R.23) tem

as componentes dadas par (R.24). Por causa da unicidade deste

limite é€ suficiente mostrar que um vetor com componentes dado por

(R.24) & um auvtovetor de P com autovalor 1. Isto pode ser
feito demonstrando que Y €& um autovetor com autovalor 1 de
P(k) para todo k, e seguird que 1isto & verdade para o

produteo P(1IP(2) ... P(N). Considere a matriz P(k) e suponha

que ( u, u') €& wuma classe ergbdiga em P(k). Se Eu)Eu"
entdo p (k)=1, todos os outros elementos na mesma linha sdo
up!

nulas. Se E (E , entdo
TR TY

p (k) = exp(-(E - E )/KT), (A.28)
uu M n
e
p (k=1 -p (k), (A.29)
uH uu
os elementos restantes na linha s80 iguais a zero. Portanto
para qualquer k temos Y P(k) = ¥, 1independente de k, assim ¥

tambem & autovetor de P com autovalor 1. Com isso
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encerramos a demonstragdo de que a simulagdo Monte Carlo
com 0 peso de Metrdépolis converge para um Unico wvalor
independente da condi¢¥o inicial quando o nimero de passos
tende ao infinito. Como na prdtica o numero de passos depende da

limitag8o0 do computador estimamos o desvio do valor médio

correto da grandeza fisica F como sendo:
po= [0+ 21)((F%) - (Fr2)IM])1/2 (R.30)

onde T, € o maior valor de =1 que satisfaz a desigualdade

(FCu IFC(u,,)) - tF)2 )y ¢, onde c & ssealhide arbitrariamente.
Na prédtica, fazemos 1, igual ao nimero de passos Monte Carlo por
particuta(M,) descartados para diminuir a correlagdo entre os
estados gerados.

€ preciso notar que este desvio n8o Leva em conta os efeitos
das dimens8es finitas do sistema. Para descobrir o valor correto
no Llimite termodin8mico é necessédrio realizar o experimento para

diversas dimens8es do sistema e extrapolar para N infinito.



APENDICE B

Daremos aqui, wuma outra demonstrag¥o, menos rigorosa que a
desenvolvida no Apéndice A, mas mais intuitiva para a validade
do procedimento Monte Carlo para um sistema candnicod0.

0 valor esperado de uma grandeza X para um sistema candnico

Z XC udexp(-B8E(qu))
(Xy = & (B.1)
Z exp(-8 E(p ))
u

Geramos uma cadeia de Markov de comprimento M através de
probabilidades de transig¢8o W,,;(i + j) tal que obedec¢a as
seguintes condig¥es:

a) normalizada; i. é,
Z W,, =1 ; i=1,2, R (B.2)

"b) ergbdiga; i. €. , seréd formulada tal que todos os estados
possiveis s8o acessiveis por algum caminho; e

c) satisfaz a condi¢lio de reversibilidade microscbdpica
W, ;Pealu,) = W, ,Pa(u,), (B.3)

onde Poq(u,) exp(-8 Hy(u,)) , Hy € o hamiltonianoc de um sistema
de N particulas.
A média

2 X(u,)

X = 1=1 (B.4)

tenderd a (X) se M+ « , ou seja

N

2 XCu,y)

<X>= Llim 1= (B.S)
M M
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Demonstrag¥o : suponha que M pontos do espago de fase {v,} nio
s80 escolhidos completamente ao acaso, mas s¥o selecionados com
probabilidade P(y,). Ent¥o (B.1) pode ser aproximado por(veja
Apé&ndice A):
X, P, dexp(- B Ha(u,))
(Xrv X =2 . (B.6)
> P-1(w dexp(-BHa(u,))

1

A mais simples e natural possibilidade de escolha é
P(r,) =Paqu,;), assim (B.B) se reduz & média aritmética dada por

(B.4). Desde que P_,, nio é conhecido explicitamente em nosso

casa, ndo efetuamos (B.4) diretamente. HAssim construimos um
caminho aleatério de pontos através do espago de fase {(n }, por
um processoc Markoviano, tal que P({ 1 }) tende a P..({n }) gquando
M+ «. Este processo de Markov é definido especificando uma
probabilidade de transigdo W,;, vindo de um ponto do espago de
fase i Ppara outro ponto p, . A fim de que o processo
Markoviano tenha a propriedade que P({y }) convirja para
Peal({pn 1), €& suficiente, mas nio necessdrio(veja Apéndice A e
refer. 3), impor a condi¢%o de um balan¢o detalhado dade - por

(B.3), assim temos

Wji

= exp(-BAH) , (B.7)

com AH=H,(u,;)-Hy(Cu ;). A equagiio (B.7) n3o especifica W,,

univocamente. As escolhas derw comumente usadas s¥o

W,, = (1 - tanh(-8aH/2))/2 ' (B.8a)

ou

— exp(- H) se AH»O0

w;_' = ’ (B.Bb)

se AH¢O
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onde Tsé algum fator arbitrdrio, que n¥o afeta a condigido (B.3).
0 fato de que (B.7) e (B.8) levam a convergéncia desejada pode

111 -
ser provado formalmente ", fazendo uso do tegrema de \imite
central da teoria de probabilidadello, a qual n8o desenvolveremos

aqui.
Vamos considerar um grande nlimero de processos markovianos

juntos. Suponha que sdo gerados N. sistemas no estade yu- e N

sistemas no estado py até o mesime passo Monte Carlo, com

He( u-)(Hu( ng). Usando nimeros aleatérios, podemos encontrar

movimentos u,. -+ ps, com "probabilidade a priori® W:s =W*sr
(i.é., probabilidade sem a condig¢¥o (B.3)). Mas as probabilidades
de transigdo que est¥o de acordo com (B.3) podem ser construidas

fazendo

W.e = W', exp(-8 &H) (B.93a)

Weprp = Wor = W ) (B.9b)

rs

Ent%o0, o nimero total Nrs de transi¢Bes vindo de W, Para é:

Neg = N W = N W' exp(-gaH), (B.103)
e o processo oposto

Nsr = NgWsr = NeWThg o (B.10b)
Portanto o nimero liquido de transigBes AN, . = N .. - N é:

AN_ .= NW _(exp(- B8 H) - N,/N.) . (B.11)

Enquanto NSINT diminui em relag¢8o ao valor candnico(exp(- ga H))
temos AN.s>0, ou seja Nr.g)Ngs,, portanto Ns/N- aumenta. E o
oposto, se N, /N. aumenta, AN, <0. Assim quando M+ o
assintoticamente, o estado estacionédrio é atingido quando NSINr
tem precisamente o valor canfnico. R anédlise feita vale também se

considerarmas pedagos de uma cadeia muito longa.



APENDICE C

ALGUMAS CONSIDERACBES PRATICAS DE COMPUTACXOD

Un bom programa Monte Carlo deve ter as seguintes

caracteristicas: a) ser claro, mesmo que custe um pouco mais de

UPC. Para isso & necessdrio organizar o programa em subrotinas.

Exemplo: primeira subrotina - oferece os dados de entrada; tabela

de temperaturas, configurag®o inicial e outros dados iniciais;

segunda subrotina - efetua o0s passos Monte Carlo; terceira
subrotina - calcula os valores das grandezas fisicas desejadas e
as estatisticas; ' quarta subrotina - escreve os resultados

obtidos. b) Para que se torne mais rapido é aconselhdvel guardar
num vetor uma tabela de exp(-B8AE), que denominamos de tabela de
temperatura; c¢) devemos sempre guardar num arquivo, a dltima
configurag8o gerada e os dados necessédrios para que se continue o
processamento; d) no casc em que utilizamos o método da
Estratificagdo, podemos argquivar todos o0s valores (fem2),
m=1,2,...,L e efetuar as estatisticas com esses dados; e)
finalmente, devemos cuidar dos arquivos importantes para
continuar o processamento, para que num acidente, por exemplo,
uma queda de forga n¥o venhamos a perdé&-lo. Para isso, criamos um
arquivo temporédrio, que &€ apagado assim que a maquina termina de
escrever o definitivo.
Uma subrotina de passos Monte Carlo, em geral, possui o

seguinte diagrama de blocos:

f WRLIOTECA DO INSTITUTO DE FISICA E QUIMICA DE SAQ CARLGS . 397

FISICA

i

- s
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Inicio do
Processao
(L& conf. inicial)

A4

Escolhe-se

Aceita
nova conf.

> uma particula <
do sistema

Muda-se
aleatoriamente seu
estado( o, + Q,)

A

Aceita
Config)
Antiga
VAN
v
Calcula
AE=E(QJ )'E(Ql)
N&D
SIM ? NAD
Gera
AECD > aleat.t > (exp(- BAE)

SIM




APENDICE D

0 calcuto abaixo & efetuado para um sistema canbnico com
condig8es de contorno peridédicas, mas pode ser generalizado. R
rede possui um total N, de pontos, sendo metade sblida e
metade fluida.

Seja M(i,j) um nimero inteiro indicando se na posiglio (i,j)
da rede(fig. 2, cap. III) héd ou n¥o um bloco s6lido (M(i,j) = 1
indica um bloco sblid§ e M(i,j)= 0 indica um bloco fluido).
Assim para uma dada configuragio u (como por exemplo o da
figura 2 do Cap. III) a energia interna , para as Lligag¥es

laterais, é escrita como

Ea, = i}:j{M(i.i)EssM(i,jn) + 01 - MG, IIE, (T - MU, §e1)) s

MCi,JIE (1 - MCi,§+10) + €1 - MCi,§))E ¢MCi,j+1)) =

= DL (B MCE,§IMCE, 5419 + E. (1 - MCi,§) - MCi,j+1) +

i,]

MCE, JOMCL, 54100 + E__(MGE,5) - MCE,5OMCE,§+1D) +
E,  (MCE,5+1) - M(i,jIMCE,j+1))

=izj{(ess+ Eopm 2B MU, JIMUE, 5410 + (E_ - B  )(MEE, ) o
MCi,j+1)) + E_ .}

=D (E ¢ Epp- 2B IMCL,5IMCE, 3410 437 (E_ - E . D(MGi,§) 4

i, ;

i,]

M(i,j+1)) + NTEff,

onde i,j percorrem todos os pontos da rede. Mas z: M(i,))
1,

}: M(i,5+1) = Ny /2 e N‘l =§:,M(i,j)M(i,j+1)(ndmero de pares de

i,j i,] .

blocos s6lidos numa dada configuragBo), portanto

E'u= (E ¢ E - ZEsf)Nu + NTEsf' (D.1)
Para as ligagdes verticais é:
Evu= E, Nr/2 ¢ EpcNy/2 lEsf. (D.2)




A energia total &

Eu= E‘u+ E”u'

Subtraindo o estado fundamental(larg.

obtemos:

Eu= - Q Nl-l t %NT:

com o = -(E + E - 2E

¥ ff )

sf

30

(D.3)

de interface igual a zero)

(8.4)



0 programa

APENDICE E

representado pelo diagrama de

blocos abaixo

simula um modelo S0S de uma superficie cristalina no equilibrio.

0 programa foi rodado no VAX 11/780 do IFQSC.

N
Sim
Ndo
N\
Aceita
M=M+1 <% Nova
Conf.

Conf. Inicial
(M=1)

>’ para escolha das pos
¢8es na rede

Gera N°% aleatérios §< NE g

i--

H{—

W
Sorteia um ne
aleatério ¢

\

Hceita
a Nova
Confi.

N\

Si

caita
Conf

1 na coluna sortead
se n¥o subtrai 1

Se 0« £<¢0.5 adiciona

a,

Y

Catcuta a3 variaglo
de Energia AE

vV

_ﬁwteri

. Ngo
or S

T

Gera
um ne
aleatério¢

AN

& N%o @ Sim >

Calcula
P=zexp(- A E/kT)

Obs: 1) MC é& o nimero méximo de movimentos estipulados.

2)

Apenas

fisicas

quando M)M, comegamos

para tirar a média.

armazenar

as grandezas



A fungl3o partigdo para o sistema mostrado
mesma de (3.27) para J, = Jd; = J. Como
independentes podemos escrever

Z=0() exp(-2B8Jdlh, - hy_y1))m
i

R expressdo (F.1) &€ o mesmo resultado dad
(3.30),trocando J por 2J. Notemos que para arr
fig. 1b), em média precisamos quebrar 2

que é a3 mesma coisa que arrancar um bloco de

33
na fig. 1b) & a

temos m planos

(F. 1)

o pela expressdo
ancar um bloco(na
ligagdes laterais,

um kink para o

sistema da fig. 13), confirmando assim, o fato que o sistema

representa bem o sistema exato S0S para TrTg



APENDICE F

Uma outra maneira de visualizar a aproximag¥io analitica(item
3.2.2, cap. III) é wutilizar um artificio semelhante &
transformagdo Migdal.-KadanoH’l12 aplicado ao modelo isotrépico,
quebrando ligagBes e reforgando odtras, como mostrado nas

figuras 1a3) e 1b) abaixo.

. l
| |
(o] o] (o) o (] o O (o]
[ 1 i1
y 1 1 il
+—0 —/— 0 ——0 ——0— ' o|o| o] o
| - t 1 U
X ] ) i T
-0 (o] (o) O =t~ o 0 0 (o]
_ | u Lt ol u
\ l LI D L
o ?—- ° ol ol o
|
4a 4b

fig. 1:a)mostra o plano (100) de um cristal isotrépico
cibico simples. Cada bloco representa um

4tomo ou molécula e os tragos sao as ligagdes
b)Sao quebradas as ligag¥es na direg¢lo x e
reforgadas na direg¥o y (tracos duplos),

surgindo m planos independentes com m blocos cada.



APENDICE 6
AVALIACXD DO POTENCIAL QUIMICO DE UM SISTEMA DE DISCOS DURDS

Embora n@o esteja claro como o potencial quimico citade no

capitulo IV depende das dimens3es do sistema, podemos estimar o

93

limite inferior de Em particular, vamos estimd-lo para a

densidade( ™ =1.4) na qual escolhemos y tal que a pressdo se

iguale com a de Erpenbeck-Luban 90

Seja m(r) uma densidade de probabilidade tal que 27 m(r)rdr
€ a probasbilidade de colocar uma particula vizinha de um ponto
escolhido ao acaso entre r e r + dr. Ent3o a probabilidade P( g )
de adicionar um novo disco em um ponto arbitrario o escolhide no

fluido, sem deslocar aqueles ja presentes é

P(o ) = [ 27 erm(eddr . (6.1)
, (s}
Por outro Lado temos 93:

p = -kTLlnPC o) . (6.2)

O nimero médio de discos por unidade de volume gque circundam cada

disco 693:
n=m(o)/P(o). (6.3)

Assim, escrevemos a expressdoc (4.13) do Capitulo IV na forma

o2m( o )/P( o ). (G.4)

Algumas propriedades gerais de m(r) s¥093:
(1) m(0) = p , a densidade de particulas;

(2) Lim m(r) = 0;

Qro
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0

(3) J{ 2 7 rm(rdder = 1

e para discos duros m(r) = ppara r{o /2.
Da expressdo (6.4) tiramos
g2m( o)

P( o) = ' (6.5)
20¢ - 1) ’ v

assim, escrevemos (G.2) na forma:

u 2(¢ - 1)
— = In . (6.6)
kT og2m( 0 )
Notemos que m( 0) = cpo , c¢(1, ec?p-1t , ent8o (6.6) fica
escrita
u 2(¢ - 1)
—— = Ln . (6.7)
kT T T ¢

Assim, a estimativa para o Llimite inferior de H/kT para
¢ = B8.44(7T = 1.4) & obtida com c=1 ou seja u /kT= 1.22. Que &
coerente com o valor utilizado por nés(cap. IV): v /kT= 1.5 para

T = 1.4,
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