206
UNIVERSIDADE DI SAO PAULO
| N
INSTITUTO DE FPISICA ¥ QUIMLCA DY SAO  CARLOS
|
MODELOS DE MECANICA ESTATISTICA '
EXATAMENTE SOLUVEIS EM DUAS DI-
MENSOES
ROBERTO NICOLAU ONODY !
a

Tese apresentada ao Instituto de
Fisica e Quimica de Ség Carlos ,
da Universidade de Sao ﬁaulo, pa
ra a obtengao do titulo de Dou -

tor em Ciéncias (Fisica Basica).
1}

t

Orientador:

Prof.Dr.Valério Kurak

DEPARTAMENTO DE FISICA E CIENCIA DOS MATERIAIS

19814



MEMBROS DA COMISSAO JULGADORA DA TESE DE DOUTORADO DE
ROBERTO NICOLAU ONODY

APRESENTADA AO INSTITUTO DE FISICA £ QUIMICA DE SAO CARLOS, DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO, EM 11 DE DEZEMBRO DE 198 4.

COMISSAO JULGADORA:

Dr.  Valério Kurak - Orientador
Dr. José Roberto Drugowich -de Felicio

= /ﬁ
Dr. Sylvio Goulart Rosa Junior

//
vy fw_?

J
.\[F/ José Fermando Pey(/

N
-

Dr. Coraci Pereira Malta



A minha mae e

meus irmaos

A Aldinéia, Carolina, Patricia
e

Gui lherme



AGRADECIMENTOS

Quero agradecer a todos que de maneira direta ou indirg
ta colaboraram na elaborac¢ao desse trabalho, e em particular,

A Aldindia pelo constante apoio nos momentos mais difi-
ceis e a meus filhos pelos momentos mais alegres,

A minha mae e meus irmaos pela confian¢a que sempre em
mim depositaram,

A Michacl Karowski pela orientagao dos meus primeiros
passos em mecanica estatistica.

R Valério Kurak pela sua dedicacao constante, sugestoes
e criticas que possibilitaram a elaboracao desta tese.

Aos professores F.Alcaraz, J.R.Drugowich, R.K&8berle e
S.G.Rosa pelas discussoes e sugestOoes que muito contribuiram na
confeccao deste trabalho.

A Loreni ¢ Suely pelo excelente trabalho de datilogra -
fia.

Ao CNPg e D.A.A.D. pelo apoio financeiro.



RESUMO, csoeeseecascs

ABSTRACT ..cevveves

INDICE

¢ @ o 0 068 e 0 o 0 s ® o 6 0 u o o e s ® 9 0 0 e 008 2B e s s 0o e 1

o @ 8 ® 4 ® ¢ 8 0 3 5 0 0 0 0 4o B e s 0 e s s e 0o e o ® ® 2 o 9 ® & ° o 8 ll

CAPTITULO I ~ INTRODUCAO....eeeceoseocccons teeeee B &

CAPITULO II~ SISTEMAS DE SPINS E VERTICES EM DUAS DIMENSOES... *

Consideracoes geraiS...ceeeess. s ecnsees T
Matriz de transferéncia....... ceteceesaanas 10
2.2.1. Matriz de transferéncia para siste -
mas de SpiNS...coseecssccosssccoccns . 410
2.2.2. Matriz de transferéncia para siste -

Mas de VErtiCeS.eeeseeeeessssonsssss 12

Associagao entre modelos de vértices e mode

los de SPiNS.sssceecesscens cesesans ereseess 43

Comutagao da matriz de transferéncia....... L&
2.4.1. Comutacao em sistemas de spins...... 4§
2.4.2. Comutacdo em sistemas de vértices... 20
Fatorizacao e relagao triangulo-estrela.... 22

Relacao de inversao e relagao de simetria.. 26

CAPTTULO III-UM MODELO DE DEZ VERTICES EXATAMENTE SOLOVEL.....29

3‘18
3.2.

3.3.

PreambulO...ceeeeecees Cereeseees cecetecssesa29
0 método de espalhamento inverso......... .. 29
3.2.1. A matriz de monodrOmMid...ceeeesceses 29
3.2.2., Aplicacao do método nos modelos de
seis e oito vértices....... cecenes .. 32
0 modelo de dez verticeS........ P 2 |

3.3.1. Definicio do modelo...ceeeeoeenaseasddl
3.3.2. Solugdo do modelo..eeeeeennaans cee..42

3.3.3. 0 diagrama de faseS....ceeesesceeesss 92

CAPTTULO IV~ SOLUCAO DE UM MODELO DE OITO VERTICES DE FERMIONS

LIVRES'.DI.‘IIC‘bi..ll.i.'ll..o.." oooooo n’ ----- 00055.
4,]1. PreambuUlO...eeeessncocencoscacanses ceseenes 55
4.2. O modelo de oito vértices de férmions 1li -

56

\’,resl.‘.a....'ld.l.ial..li.......‘ibil..'.l.
4.2.1. Definicdao do modelo...ceeereneseess.56
4.2.2. Sobre a inexisténcia da relagao de

SIMEETIA v.vveoonsesscessnncsaasssssest?



4.2.3. Proposta de um nova relagao funcio -
nal........... tCeeeeenns cestescecenses 6O
4.2.4. Solucao do modelo........ Ceeeeeaeaas 64

4.3. Equivalencia com o modelo de Ising na rede
Union JacK..ieeeeeeoeenoesonenononnneennnas 61
4,3.1. Mapeamento € diSCUSSAO..seeseesees.. b6}

4.3,2. Limites na rede quadrada......... e 15

CAPITULO V -SOLUQAO DE MODELOS DE SPIN COM SIMETRIA Z(N).... #9
5.1, Preambulo.iiieeeeceeeceeeenas ceetscnesccans 19
5.2. Modelos de spin com simetria Z(N).......... 80
5.3. Solugao exata na rede quUadrada......s.oe... 81
5.4. Solugao exata nas redes triangular e hexago

NAleeeeeesosennossessansanecnn . £
5.4.1. Solugoes anteriores..... Y £
5.4.2. Solugao a partir da rede quadrada.. %6
5.5. Criticalidade nas redes Kagomé e de dados.. 92
5.5.1. Conjecturas anterioresS....eeeeeee.. 92
5.5.2. Conjectura a partir da degenerescén

cia das redeS .. .eeeeeen. S - L
CAPITULO VI- CONCLUSOES. ¢ vt voocoeennnnn G eececeesesaanan ceeee.s 29
APENDICE A - O CALOR LATENTE DO MODELO DE DEZ VERTICES........ lod

APENDICE B - PROPRIEDADES DAS FUNCOES ELIPTICAS E DAS FUNCOES
' TETA e 4 e et eeesenesesneaneenennennsneoneanns ceeee.. 104

APENDICE C -~ ADICAO DE FUNCOES TETA...vveeeecaeenns cseescacss. 109

REFERENCIAS..-.-.@.-o.o.oo.‘-.o-a-ii.o-.i‘.ac ooooo ® * 8 b 0 028 e s s e e 113



i

RESUMO

Neste trabalho nds estudamos alguns sistemas de spins e
vértices exatamente solGveis em duas dimensoes, A solubilidade e-
xata estd ligada ao fato de existirem solugoes nao triviais  das
equagoes de fatorizagao, o que nos permite obter a energia livre
no limite termodinamico.

Introduzimos e resolvemos pelo método de espalhamento
inverso, um modelo de dez vértices assimétrico com dois e trés es
tados nas ligagoes. Obtemos o diagrama de fases e mostramos que o
sistema exibe uma transicao de fase de primeira ordem.

Analisamos um modelo de oito vértices de férmions 1li -
vres e propomos uma nova relacao funcional que nos permite calcu-
lar a energia livre por vértice. Mostramos que este sistema de
vértices corresponde ao modelo de Ising na rede Union Jack.

Apresentamos um método de solugao de modelos de spin em
redes triangulares a partir da solugao do mesmo modelo na rede
quadrada. O mé&todo se aplica sempre que o modelo de spins envol -
ver interacao de primeiros vizinhos e satisfizer a relagao trian-
gulo-estrela, Estendemos para a rede triangular, as solugoes auto
duais de Fateev e Zamolodchikov para a rede quadrada,'de modelos
de spin com simetria Z(N).

Analisamos as conjecturas existentes sobre a criticali-
dade do modelo de Potts definido na rede de Kagomé. Baseados na
simetria e nas degenerescéncias dessa rede conjecturamos uma ex -

pressao para a sua linha critica.
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ABSTRACT

We study some spin and vertex systems which are exactly
solvable in two dimensions. The exact solubility is connected to
the existence of non trivial sclutions of the factorization e -
quations which allow us to determine the free energy in the
thermodynamic limit.

We introduce and solve by the inverse scattering method,
a téen vertex model with two and three states on the links. We get
the phase diagram of the system and show that it exhibits a first
order phase transition,

Analysing a free fermion eight vertex model, we propose
a new functional relation which permit us to get the free energy
per vertex. We also show that this system is equivalent to the
Ising model in a Union Jack lattice.

We present a method to solve spin models on}triangular
lattices from the known solution of the same model on square
lattices. The method applies whenever the model involves first
neighbours interactions and satisfies the star triangle relation.
We extend to the triangular lattice the self dual solutions of
Fateev and Zamolodchikov for Z(N) invariant spin systéms.

We also analyse the conjectures made before for the
critical Potts model on a Kagomé lattice. Based on symmetry and
on the collapses of this lattice we conjecture an expression for

their critical line.
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CAPITULO T

INTRODUCAO

A termodinamica de equilibrio fci uma das grandes con -
guistas da fisica no século dezenove. De maneira quase milagrosa
esta ciéncia viabiliza o estudo das propriedades fisicas da maté-
ria, que & constituida tipicamente de algo em torno de 1023 parti
culas, em termos de algumas variaveis de estado como a temperatu-
ra e pressao. Naturalmente, todas as propriedades macroscopicas
da matéria devem ser derivadas, em ultima instancia, do conheci -
mento das interacgoes fundamentais entre as particulas microscopi-
cas que constituem a matéria. Este & o objetivo da mecanica esta-
tistica.

Uma vez que a matéria se nos apresenta em diversas fa -
ses tais como sdlida, liquida e gasosa, a mecanica estatistica
contemporanea tem envidado um gigantesco esforgo numa melhor com-
preensao dos mecanismos de transicac de fase, Neste sentido con -
ceitos importantes como leis de escala, expoentes criticos e uni-

1)

versalidade( foram introduzidos e tém contribuido de maneira de-
cisiva no estudo de fendmenos criticos.

Por outro lado, na esteira da imitagao das interagoes
entre as particulas constituintes da matéria surgiram os modelos
tedricos esculpidos por cientistas de grande sensibilidade. E a
arte cientifica imitando a natureza,

Dentre esses modelos tedricos alguns se distinguem de
maneira notavel pelo fato de serem exatamente sollveis. Com isso
queremos dizer que é possivel se obter exatamente a energia livre
do modelo no limite de um sistema infinito. Mesmo para‘esses pri-

vilegiados modelos muitc mais dificil porém & se obter, por exem-

plo, os parametros de ordem, fungoes de correlagao, etc. e, além



disso, o numero desses modelos especiais & bastante reduzido.

Sob um ponto de vista histdrico, o primeiro sistema exa

- .o (2
tamente soluvel foi o fluido de Van der Waals . & um modelo fe
nomenoldégico que (com a prescricao de Maxwell) objetiva explicar
a transigao liquido-ga@s. Sob certo regime dos parametros a transi
¢ao pode ser de primeira ou segunda ordem.

No comego do nosso século, o paladar cienti{fico se en -
contrava agugado por certas substancias que exibiam propriedades
paramagnéticas e ferromagnéticas, A primeira teoria do paramagne-
tismo foi proposta por Langevinca)e do ferromagnetismo por Weiss(
(teoria do campo médio molecular). Corretamente a teoria de Weiss
prediz a existéncia de magnetizagdo espontinea a campo magnético
zero., Do ponto de vista de mecanica estatistica a teoria de Weiss
pode ser formulada através de uma hamiltoniana de spins, com a ca
racteristica implausivel de que eles interagem entre si com a mes
ma intensidade, nao importando a distancia que se encontram  uns
dos outros. Alternativamente, a teoria de Weiss pode ser obtida
considerando interag¢oes de primeiros vizinhos numa rede hipercibi
ca e, depois do limite termodinamico, fazer a dimensionalidade da
rede ir a infinito (5/.

O primeiro modelo a incluir interacao explicita de spins
primeiros vizinhos foi o modelo de Ising (6)em 1925, Este &, sem
divida, o modelo mais importante e mais estudado de todos. A sua
solugao exata, em duas dimensdes, obtida por Onsager (?/represen—
ta hoje um patrimonio da humanidade. Pela primeira vez uma transi
gao de fase havia sido puramente demonstrada a partir do calculo
da fungdo de partigio. Muito embora o modelo de Ising tenha sido
proposto em 1925, ele permaneceu um bom tempo no limbé. Somente
passou a despertar interesse a partir de 1936 gquando Peierls )

demonstrou a existéncia de magnetizagao espontanea, seguindo-se ,

v)



~ (9
em 1941, a obtencao por Kramers e Wannier )da temperatura criti

ca do modelo através de argumentos de dualidade. O calculo da mag

netizagao espontanca foi anunciado, scn demonstragao, por Onsager
: (22) .

em 1949 e formalmente derivada por Yang cm 1952, Até hoje perma

nece como um desafio a solucao exata do modelo de Ising com campo

magnético.

A solubilidade exata do modelo de Ising gerou uma eufo-
ria na comunidade cientifica e generalizagdesdo modelo logo apare
ceram. As variadveis de spin no modelo de Ising podem assumir os
valores discretos mais ou menos 1 e, evidentemente, a primeira ge
neralizagao & pensar que essas variaveis possam assumir mais valo
res discretos. Essa generalizagao é hoje conhecida como modelo de
Pottsfig

Nesse trabalho, Potts determina através de argumentcs de
dualidade a temperatura critica do modelo. Muito tempo se passou
até que surgissem alguns resultados exatos para esse modelo. Atra
vés de uma equivaléncia desse modelo com um ;istema de seis vérti
ces alternado nas duas diregoes, Baxter (L%gbteve a energia livre
por spin na temperatura critica do modelo de Potts, na rede gua -
drada., Pouco depois ele estendeu os resultados para o Potts criti
co nas redes triangular e hexagonal “32 Até hoje nao se conhecem
resultados exatos, mesmo que criticos, para o modelo 'de Potts em
outros tibos de redes., Por outro lado, sabe-se gue a transicao &
de segundq ordem para N (nimero de estados) igual a 2,3 e 4 e de
primeira ?rdem para N7 4,

iEm anos recentes evidenciou-se a possibilidade de reali

zagoes experimentais do modelo de Potts. As substancias relevan -

tes sao, na sua maioria, gases raros adgorvidos em monocamadas

| (44), (15), (46) o (13)

em algum tipo de substrato , além da prata

beta alumﬂna (1£)e correspondem ao Potts de trés estados em redes



triangulares.
No mesmo ano em gque surgiu o modelo de Potts, Berlin e
(49) o _ ) " -
Kac propuseram e resolveram exatamente um modelo que tambem
generaliza o modelo de Ising, na medida em que as variaveis de
spin assumem valores continuos. E o chamado modelo esférico (a o-
rigem do nome advém da restricao esférica sobre as variaveis de
N
. 2’0"2__ - . .
spin: i = N). Trata-se de um modelo intrigante que pode ser
i=1
resolvido em qualquer dimensao e que exibe uma transigao de fase
com expoentes criticos nao classicos para a dimensao entre 2 e 4
(2 dimensido, no modelo, & um parametro que pode ser variado conti
nuamente) e classicos dal em diante.
Ainda como generalizacao do modelo de Ising ha o chama-
. (20) i ey
do modelo de Ashkin-Teller . Neste modelo, em cada sitio da
rede vivem duas variaveis de spin tipo Ising e envolve tanto inte
racao de primeiros vizinhos como interacao de quatro spins. Apre-
, _ (21) - -
senta um rico diagrama de fases . Somente & exatamente solu -
vel na chamada linha Baxter, onde os expoentes criticos variam
continuamente. Sob certo regime dos parametros o modelo de Ashkin
Teller exibe mais de uma temperatura de transigao.
Como um Gltimo sistema de spins exatamente solivel deve
. . (22) .
mos ainda citar o modelo de Baxter-Wu . Neste caso a intera -
cdo & de trés spins e ocorre em todos Os triangulos da rede trian
gular. O modelo de Baxter-Wu & equivalente ao modelo de oito vér-
tices na rede Kagomé.
. . . . . (23)
O conceito de vértices foi introduzido por L.Pauling
!
ao estudar a entropia residual do gelo I. Devido a regra de gelo
(experimentalmente verifica-se que cada Atomo de oxigénio tem sem
pre dois &tomos de hidrogénio proximos e dois afastados) este sis
tema corresponde ao modelo de seis vértices. A solugao exata foi

obtida por E.Lieb (Jq}utilizando a hipdtese de Bethe. O modelo de

seis vértices simétrico descreve algumas substancias ferroelétri-



cas e antiferroelé&tricas que exibem transicao de primeira ordem e
ordem infinita, respectivamente.
A mais espetacular solugao exata de modelos bidimensio-

(25/

nais foi, entretanto, aquela obtida por Baxter para o modelo
de oito vértices simétrico. Estamos sendo tao categdricos nessa a
firmacao, nao sé pela beleza, novidade e engenhosidade da técnica
de solucao empregada por Baxter mas também pela riqueza e pereni-
dade do proprio modelo. Sabe-se¢ hoje que o modelo de oito vérti -
ces contém, como casos particulares, os seguintes modelos: seis
vértices, Ising, férmions livres, Baxter-Wu e hexagono duro (QG).
Finalmente, resta-nos dizer algumas palavras sobre e}
modelo do hexagono duro. Trata-se de um modelo de adsorcao de a-
tomos numa rede (substrato) triangular e que obedecem a uma regra
de exclusao, isto &, toda vez que um atomo & adsorvido em um si -
tio da rede entao os sitios primeiros vizinhos (que formam um he-
xagono) estao proibidos para novas adsorgoes. Novamente foi

(23)

Baxter que obteve a solugao exata desse modelo, fazendo uso

das matrizes de transferéncia de canto.

Alinhavamos acima alguns modelos exatamente solQveis em
duas dimensoes. Além da importancia intrinseca desses modelos,
foi através deles gue as técnicas de solugac exata se desenvolve-
ram.

Devotaremos este nosso trabalho ao estudo de sistemas
de vértices e de spins exatamente solliveis em varios tipos de re-
des bidimensionais. Os Capitulos III, IV e V compdoem a parte ori-
ginal desta tese que estd organizada da seguinte maneira: no Capi
tulo IT, introduzimos as t&cnicas e conceitos que serao utiliza -
dos nos Capitulos seguintes; no Capitulo III, apresentamos o méto
do de espalhamento inverso e o aplicamos na resolucao exata de um

modelo de dez vértices; no Capitulo IV, resolvemos através de re-



lagcoes funcionais um modelo de oito vértices e mostramos que é e-—
quivalente ao modelo de Ising na rede Union Jack; no Capitulo V ,
propomos um método de solugao de modelos de spin em redes triangu
lares, estendemos para essa rede as solugoes de Fateev e Zamolod-
chikov e conjecturamos a criticalidade do modelo de Potts na rede
Kagomé; no Capitulo VI apresentamos as conclusoes e perspectivas

desse trabalho.



CAPTITULO II

SISTEMAS DE SPINS E VERTICES EM DUAS DIMENSOES
2.1. Consideracgoes Gerais

Os fundamentos da mecdnica estatistica cliassica de equi-
P L 28)
librio foram langados em 1902 no monumental tratado de J.W.Gibbs .
Seu trabalho fornece uma elegante descricao matemidtica das grande -
zas termodindmicas de um sistema macroscOpico. A nivel microscdpico
o sistema & definido a partir de uma hamiltoniana que & determinada
pelas interagoes das particulas constituintes. Neste trabalho estu-
darcmos sistemas de spins e de vértices.

Os primeiros estudos de sistemas de spins remontam & pro
pria época do trabalho de Gibbs e tinham por objetivo esclarecer o
comportamento paramagnético e ferromagnético de certas substancias.

. : . . (3) . (4)
Neste contexto, as teorias pioneiras de Langevin e Weiss cimen-
taram as bases sobre as quais se edificaram os modelos de spins.
/
Suponha uma rede de N sitios (em gqualguer dimensao) e
d ’ s .

gue nestes sitios se encontram N spins que podem assumir g valores
discretos: 0,1,... g-1. Seja H=H(¢) a hamiltoniana de interacao, on

de G::{Gl’aé""‘GNi e 6} € o spin do i-ésimo sitio. A funcao de par

ticao do sistema & definida pela expressao:
-ph :
Z: =l (2.1)
ON L4

onde a soma €& feita sobre todas as possiveis configuracoes de spins
e F»= l/KBT, T & a temperatura e KB a constante de Boltzman.
A partir da fungao de particao podemos calcular outras

grandezas termodinamicas importantes, a saber:

A energia livre por spin



- fF= 1L Un 2 (2.2)
N
A energia interna

U=z 1779 (‘f__) (2.3)

C-9U= T 8°[F (2.4)
2 2T?

Na formulacao da hamiltoniana pressupoe-se, usualmente ,
gue a interacao seja de curto alcance, podendo envolver dois ou mais
spins. Temos entao modelos gue envolyvem somente interacao de dois

)

6
spins (primeiros-vizinhos) como os modelos de Ising( , Potts esca -

(14 (29) @2)a (30
lar e vetorial 3 Z(N) , 3 spins: Baxter—Wé e 2 4 spins: Ashkin -
t
Telleréde(ge primeiros e segundos vizinhos (ANNI)(BQ etc. Esses mo-

!

delos podem ser definidos em diferentes formas de rede e em diferen
tes dimensoes e, além disso, exibem ricos diagramas de fases, com
uma ou mais temperatura de transicao de fa se. Em duas dimensoes al
guns desses modelos puderam ser resolyvidos exatamente e tém contri-
buido de maneira decisiva na compreensao de fendmenos criticos e na
verificagéo de hipOteses como as de universalidade e de escala.

Os chamados sistemas oun modelos de'vértices tém a sua o=
: . o @3) S N
rigem em 1935 guando Linus Pauling buscava explicar a entropia re
sidual do gelo I, uma vez gque os valores encontrados de entropia
nao podiam ser atribuidos exclusivamente &s vibracdes da rede. Ob -
servagoes feitas através de raios-X revelavam que o hidrogénio po -
dia assumir duas posi¢oes: uma proxima do oxigénio e outra afastada
do oxigénio e, além disso, cada oxigénio tinha dois hidrogdnios prd

ximos e dois afastados (esta constatacao & chamada de regra do ge -

lo) . Dessa maneira podemos pensar geometricamente o sistema, atri -



buindo uma orientacao (flechas) a ligagao hidrogénica (ponte) en -
‘tre oxigénios. Se o hidrogénio, gque estd entre os atomos de oxigé-
nio, estiver mais préximo do oxigénio da esguerda (direita) ou de
cima (de baixo) colocamos uma flecha apontando para a csquerda (di
reita) ou para cima (para baixo). Muito cmbora a estrutura crista-
lina do gelo I seja tetraédrica, verifica-se gue a representacao

do gelo I numa rede guadrada bidimensional conserva bem as proprie
dades do sistema original., Com a regra do gelo, somente seis confi

guragoes sobrevivem (seis vértices) e estao mostradas na figura a-

S /+/ \+\ i +/ \+/
7 +/ \+\ /+/ \+\ /+\
v 2 3 4 5 é
Fig.l - As seis possiveis configuracoes com a regra do

bhbaixo

4

gelo

No caso do gelo a energia atribuida aos vértices & zero

- | (32) .
(peso de Boltzman igual a um); generalizagoes posteriores atribui

ram diferentes energias para diferentes vértices e tinham por obje-
tivo servir de modelos para substancias ferroelétricas como o K.D .

P. (fosfato dihidrogenado de potassio, K H PO,) e antiferroelétri-

2

cas como o ADP ou F (fosfato dihidrogenado de amonia, N H,.H PO4).

4* 72

O chamado seis vértices simétrico (vértices conectados por reversao

de todas as flechas sao degenerados) foi resolvido exatamente em

J‘/ - 33 P
1967 por E.H.Lieb( thilizando a hipotese (ansatz) de Bethe ( %

Outra grande conquista da mecanica estatistica foi a es-

petacular solugao exata do modelo de oito vértices simétrico obtida

25)

por R.J.Baxter( ; de guebra isto lhe permitiu resolver a cadeia

34)

quantica unidimensional de Heisemberg completamente anisotrdpica = .
No comeco da década de 80 surgiram modelos de vértices
que permitiam nas liga¢oes da rede mais de dois estados (ou cargas,

(35) (3¢ 33
ou cores) e alguns puderam ser resolvidos exatamente 4( Je ( 4com



possiveis restrigoes nos pesos de Boltzman).
. s . (39

Cumpre destacar ainda que em 1979, A.B.Zamolodckikov
demonstron a correspondéncia existente centre os modelos de vérti -
ces em duas dimensoes e as matrizes S fatorizdveis. Isso permitiu
uma saudavel interagao entre as duas drcas.,

A fungao de particdo de um modelo de vértices se calcu-
la de maneira similar aquela dos spins. Seja uma rede de N vérti -
ces e wi(j) o peso de Boltzman 4o vértice do tipo i localizado no
sitio j. A fungao de partigao desse sistema de vértices & dada pe-

la expressao:

2= = T w ) (2.5)

onde a soma & realizada somente sobre configuragoes compativeis de

vértices,
2.2. Matriz de Transferéncia

Uma das ferramentas mals utilizadas em mecanica estatis-—

(23)

tica & a da matriz de transfercncia . A maior parte dos modelos e

xatamente soluveis de spins ou de vértices lanca mao desse instru
mento gue transforma o cdlculo da fungao de particao na determina -

cao do maior autovalor da matriz de transferéncia.

¢

2.2.1., Matriz de Transferéncia para Sistemas de Spins

Seja uma rede quadrada bidimensional de M linhas e N co-
lunas. Nos MN sitios dessa rede encontram-se varidveis de spin o
gue podem assumir os valores discretos: 0,1,...,g~-1. Usaremos condi
coes toroidais de contorno de maneira gue os spins da linha e colu-

na 1 estao identificados como sendo agueles da linha e coluna M+l e

10



N+1l. Seja ¢ 6., 0s spins de uma linha e ¢, ...,0. os spins da

AR B N

linha imediatamente acima como mostra a figura abaixo.

1 g" ;"-~‘_«~~ e P
2 3 T Tar
G\ < " - = - — e ‘3’__"_'4‘ — i
i S, 5;‘3 &' o';,
M=)
9 9% 0\3 0;/_, Sn
Fig.2 - A rede guadrada. Um peso de Boltzman facial es-
ta associado a cada quadrado.
A matriz de transferéncia da linha ¢l:{01,,.”dﬁi para a
linha ¢2:{Gi,...,0§j pode ser céscrita como:
N /
i T )
T, = Tr uJ(J(} AR IR’ (2.6)

onde W (0., 0.,,,0 ,,0!) & o peso de Boltzman da face gue comegca no
I b B A & o R s
spin Wj e percorre o guadrado no sentido anti-horario; ele contém
todas as possiveis interagoes entre os spins gue envolvem a face, a
saber: interagéo de primeiros vizinhos, diagonais, de trés spins e
de guatro spins.
L4
Multiplicando 23<ﬁT¢ T teremos a matriz de transfe -
g i aﬁ& %5
réncia da la. para a 3a. linha. Repetindo-se o processo até a ul-
tima linha e usando as condigoes ciclicas obtemos a funcio de parti

cao
(2.7)

= T ... T
N ¢ By 4, ¢, b P1

que pode ainda ser escrita

11



Z = tr (’rh1>

(2.8)

Seja ho o maior autovalor da matriz de transferéncia T
(no ponto critico ele & degenerado). No limite termodinamico em que
+ M e N»w, & ele quem domina e, portanto, podemos escrever a fungao

de particao por spin k:

L m
K:. Z[)’)’)(ZN)MN: ﬁt’m Ao

M,R/-?Oo M- 00

(2.9)

2.2.2. Matriz de Transferencia para Sistema de Vérti -

ces

Suponha que nas ligagoes dos sitios da mesma rede ante-

-

dos, cargas ou cores. O vértice esta

ol}

rior vivam variaveis de q est

ra centrado nos sitios e cercado por quatro ligacoes. Se nenhuma

das configuracoes for proibida tratar-se-&, portanto, de um modelo
i

de g vértices. Chamarcmos RAA' o peso do Boltzman representado na

figura 3. |
&

A X!

oL,

. - . PR s
Fig.3 - O vertice cujo peso de Boltzman e RA?"

ces o ,d',Ae ' assumen os valores: 0,1,...q-1.

Os Indi-

Vamos sgxpoy~ condigEes toroidais de contorno de maneira
que os Indices da la.linha e la.coluna estao sendo identificados co
mo aqueles da linha e coluna M+l e N+l respectivamente. Seja }01 =
— x s . _ ] 1 * P o

{Ml,...dNI os Indices de uma linha eAfE { 1 ,...,%NS os indices

da linha imediatamente acima, como mostrados na figura 4.



13

[

i
o <! 0
! 2 d/v
S Oz S e e o N <
o! !
t 2 {
¥y
>‘l '>‘?’ P T T LU, )\k/ /\1—-
4 o
) z
Fpey L
Fig.4 - Uma configuracao de vértices na rede quadrada

A matriz de transferéncia da linha f& para a linha fz po

de entao ser escrita

N ) v !

oAr oLy op oy

lon == T R = érlf‘r R j (2.10)
+ 2 hi‘)u C:l >L. )‘-4"

SET
& uma matriz gxg dos pesos de Boltzman.

onde R
Observe-se que a matriz de transferéncia & ela prdpria o
trago de um produto de matrizes.

Procedendo de maneira anzloga ao sistema de spins encon-

tramos que a fungao de particao & dada pela expressao

Z= Z glp, - pTy = te (1) (2.11)

RPN M

2.3. Associacao entre Modelos de Vértices e Modelos de Spins

Retornemos a rede guadrada de spins definida na secgao
2.2.1 e suponhamos gue os spins gue envolvem a face (e, possivel -
mente, os spins internos 3 face gue estejam somados) tenham intera
¢oes que dependam da diferenga dos spins, modulo g. Sejam 01,05,05,

¢, (6;=0,1,...9-1) os spins em torno da face. Se em cada ligagao



associarmos perpendicularmente uma "barra" carrcgando g cores da
maneira mostrada na figura 5, entdo a face tera dezesseis prescri-

T - . . - v
¢0es possivels formando um vértice

J'Da.l_.&l ﬁd:z“f‘
Ge--- e e G o] s
s e
Fig.> - As duas possiveis associagoes nas ligagdes dos

spins. A difercn¢a de spins & médulo q.

GH 63

W o @) G) (4)

Fig.6 - As quatro prescricoes admissiveis.

Das dezesseis possiveis prescrigoes somente quatro  sao
admissiveis (mostradas na figura 6), as outras doze levam a uma in-
compatibilizagéo dos vértices ao se justapor aé faces para se repro
duzir a rede. Neste trabalho usaremos freguentemente a prescrigao
(1). Quanto ao peso de Boltzman do vértice ele serd igual (ou pro -
porcional, com uma possivel normalizac¢ao que chamaremos de A ) aos
pesos de Boltzman das interagoes de spins internas & face. As inte-
rag6es de spins contidas nas fronteiras da face contribuirao com a
raiz guadrada do peso de Boltzman de spins para o peso de Boltzman do
vértice, uma vez que pertence a duas faces, '

Com essa prescrigao, as q4’possiveis configuragoes de
spins na face estarao associadas a q3 configuracoes de vértices. Di
zemos entao que ao modelo de spins original associamos um modelo de
vértices com conservacao de carga (ou cores) mddulo g.

A relagao entre a fungao de partigio do modelo de spins

e do modelo de vértices (guando a rede quadrada contém N spins e

nao ha spins internos & face) & dada por

N
>\ 25: CZ ZV (212)



onde z_ e ZV sao as fungdes de particio do sistema de spins e vér-
tices, respectivamente,

Se o sistema de spins cnvolve interacoes somente de pri
meiros vizinhos numa rede guadrada, entao podemos fazer ainda  uma
outra prescrigao. Cologue sobre o spin uma "barra" carregando a
carga (ou coxr) do proprio spin como wostrado na figura 7 abaixo .
Dessa maneira a uma configuragao de spins corresponde um virtice e

. Ind 4 - .
o modelo associado sera de g vértices,

e &, L
Ay 7 . “ ~
N -~ A ,/ .
N r N ’ ~
R . \\ ,’, "
7 \ - ~
’ h /rk \?
, N . \ 4
, N - N e
. A N s
e 4' ‘&
\ //
N v
A s
N ’
-1
Fig.7 - Prescrig¢ao alternativa para sistcemas de spins

com interagao de primeiros vizinhos.

O peso de Boltzman associado ao vértice sera igual ao
produto dos quatro pesos de Boltzman da interagao dos spins que ro
deiam o vértice.

E importante observar gque com as prescricoes feitas aci
ma & possivel mapear modelos de spin com interaciao de primeiros vi
zinhos e definidos em varios tipos de redes,em modelos de vértices

Existem substancias que adsorvem gases na sua superfi -

.
cie. Quando a adsorcao & fisica os dtomos ou moléculas adsorvidos
nao interagem com o substrato. Nesse caso o papel do substrato & o
de definir um potencial na superficie onde os atomos podem ser ad
sorvidos (sitios de adsorgao). Falamos centao de uma rede de adsor
cao (bidimensional) a qual pode assumir diferentes formas: guadra
da, triangular, hexagonal, etc. Os atomos adsorvidos interagem en

tre si com um potencial de Lennard-Jones. Se o parametro da rede de

adsorgéo for tal gue o seu valor esteja no regime repulsivo daguele
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% 053
NS Rt 2 e .
[N i S P ~ v [
N I ~ s / N / ! N
! N N e / AN 4 ! \
| N ! N A ’ N ’ ¢ N
N ! » ‘ N i N
T 4 v
< , ” TR RS
| . / / . « @,
AN .' ‘ A e ~ ‘
1 N 7 N
| ‘\ | ’ - « . N '
! A // N\ ’ N '
~ ’ |
(o9 2

(a) ¢) (c) @)

Fig.8 - Vértices associados a modelos de spins definidos
em diferentes tipos de rede:(a) triangular; (b)
de dados; (c) hexagonal; (d) Kagomé. Os spins in

ternos estao somados.

potencial, entao podemos nos defrontar com um sistema gue exibe re-
pulsao de primeiros vizinhos e atragao de scgundos vizinhos. Eviden
temente um estudo de tal sistema nao & tarefa facil e modelos mais
simples gue envolvem somente repulsao de primeiros vizinhos passa -
ram a ser estudados. Sao os chamados modelos "duros". Podemos asso-
ciar as varidveis 1 e 0 se o sitio de adsorcgao estd ou nao ocupado,
respectivamente. Se o atomo esta presente atribuimos uma probabili-
dade (atividade). Para certas redes de adsorcao (ver figura 9) é
possivel associar um sistema de vértices equivalentes. Na situagao
mostrada na figura as "barras" horizontais tem carga 1 e 0 e coinci
dem com a ocupacao ou nao daguele sitio. As "barras" verticais tem
cargas -1,0,1 e estdo definidas pela diferenga das ocupagoes. A ca-
da configuracdo de ocupagao estd associado um Gnico vértice. Temos
entiao um modelo de vértices cujo numero de estados na horizontal &
diferente daquele da vertical. Infelizmente os vértices permitidos

e proibidos nao sao agueles do modelo de dez vértices gue cstudare-

mos no Capitulo III.
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Fig.9 - Um modelo de vértices com dois cstados nas liga-

¢oes horizontais e trés estados nas ligacdes ver

ticais. As ocupagocs o, valem 0 ou 1.

Existem ainda alguns modelos de spins cujos mapeamentos
em modelos de vértices nao & tao simples como os aqui apresentados.
O modelo de Potts escalar numa rede planar & eqguivalente a um poli-

4o A - .
()eei)que por sua vez & eguivalente a um modelo de

nomio de Whitney
'sels vértices alternado nas duas diregoes ("staggered"). Esse tipo

de modelo de vértices inhomogéneo somente & soluvel gquando a alter-
nancia deixa de existir. No modelo de Potts, isto ocorre na tempera
tura critica, o que explica a sua solubilidade somente aguela tempe

raturaul)e@3)

. Outro exemplo & o modelp de Ashkin-Teller cujo siste
ma de vértices equivalente & um oito vértices alternado nas duas di
regSes4(isto €&, os pesos de Boltzman das duas sub-redes sao diferen
tes). A solugao exata deste modelo, como no caso anterior, sb & pos
sivel guando a alternancia deixa de existir. Isso ocorre na linhé

auto-dual, Aqui, porém, dependendo dos valores dos acoplamentos, a
linha auto-dual pode ou nao corresponder & linha critica (para um

determinado regime dos acoplamentos o modelo exibe duas temperatu -

ras de transicgao).



2.4. Comutagao da Matriz de Transferéncia

Como vimos anteriormente o maior autovalor da matriz
transferencia nos fornece a fungiao de partigao no limite de uma re
de infinita. Seria, portanto, extremamente descjivel a obtencao do
cspectro de autovalores da matriz. Tal tarcfa porém, é ardua e tem
desafiado a elite dos cGrebros mais brilhantes. Entretanto, exis -
tem alguns modelos gue apresentam peculiaridades as quais permitem

a sua solugao exata. Essa peculiaridade & a comutacao da matriz de

transferéncia.
2.4.,1. Comutacgao ecm Sistemas de Spins

O grande timoneiro e mentor das idéias gue passo a apre-

Ha) e (43)

sentar & R.J.Baxter cuja leitura recomendo ao leitor.

Dado um sistema de spins podemos escrever a matriz de
transferéncia T com peso de Boltzman W como na eguacao (2.6). Sob
gue circunstancias essa matriz de transferéncia comutarda com outra
T' gue tem a mesma forma de T mas cujo peso de Boltzman & w' ? Pa

ra responder a essa pergunta facamos primeiramante o produto matri

cial de T com T'

9t
- R
fo-g)  Aelond 2 s lny)s (1) Sy (%) (2.13)
by TN ~...¥Y=0
[
onde
(53) = w(o})%,i,ﬁy.ﬂ})w’(%,Tyi,¢3H»;Ué) (2.14)

Ty ﬁbn

Evidentemente podemos encarar Sj(ﬁﬂ, ) como matrizes

j ’T3+1
gxq (no total sao q4 matrizes gxg) com elementos Tj e TS+1‘ Dessa

maneira a eqguacao (2.13) pode ser reescrita

T

Oy
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TT o[
= r{5.%...s o
Lo, 6y} Vob o 2 "’] (2.15)
De maneira similar
| R
T ! )
'T;“I o= {:Y[Si"’a'“ s,/ | (2.16)
{0’1...6',4) {0"...6'”}
Uma condigao suficiente para que T e T' comutem & a exis
tcéncia de matrizes gxg nao singulares, Ml""’MN tal gue
S, = M, 5y M (2.17)
$ T T Vg
Vamos assumir gue Mj tenha a scyuinte forma
_ i} I .
My) = o' (v o), 7, q) (2.18)
T q
onde w" & uma fungcao qgue estd a nossa disposicao. Das equacoes
(2.14), (2.17) e (2.18) obtemos
oY " ! f t
f wley o, v, v)w' (v, 7% 0y ol Y (1) TV SO
- Vr b et {
Zwl oy v )uw'le, G T ) w it Tl 0 ) (2.19)
Rebatizando 7,65,0' 1’7 6]+l’ j,T’" de a,b,c,d,e,f,g'

respectivamente e chamandotué(a,b,c,d):w (b,c,d,a) podemos colocar

a equagao (2.19) numa forma mais simétrica:

q*
Z: w(b,c,glm) w'r(f'q.)%’e)‘*“!(a’,é,3/6): (2

QQ
O

= Z w"(%,-f,ov,b) w'(%' cd)w def)

.20)



A eguacao (2.20) chamaremos de relagao de comutagao (mui
tas vezes, erroncamente, chamada de relaggo triangulo-estrela). Se
cxistirem solugoes nao triviais de (2.20) entao o modelo podera ser
resolvido exatamente como vercmos no capitulo ITI, Na solugao de
(2.20) encararemos as suas equagBes COMO equagacs funcionails, ao in
vés de um sistema lincar de equagoes para w". Muito Gtil & dar 3 e-
quagao (2.20) uma representagao grafica (figura 10) pois ela sera u

sada mais tarde.

Fig.1l0 - Representacao grafica da relagao de comutagao.
2.4.2. Comutacao em Sistemas de Vértices

Fagcamos a mesma peryunta feita anteriormente. Em que con
dicoes a matriz de transferéncia T (equagao 2.10) com peso de
Boltzman R para os vértices comuta com uma matriz de transferéncia
T' (gue tenha a mesma forma de T) e pesos de Boltzman R'? Facamos

entao o produto matricial de T com T

Z tr[ﬁ‘:ﬁd:ﬁrJ Cte] TI\T/ R‘/s"d"]

ez

TT o
{oh-ad Loy 4d “ﬂf"ﬂrd (2.21a)

(ye(w (2.21b)

(2.21c)

S



. A 2 o )
onde S sao g matrizes dadas por

oy ) F !

AM )'M‘ - ¥z 0 }\A' MJA‘ '

De maneira similar teremos

\ -~ N ld"x}
{ilb—'dus id'i-" d‘uS L:‘
o235 3%
onde S' € igual a S trocando R por R',

As matrizes de transferéncia ccocwmutarao se existir uma ma
. 2 2 ~ .
triz R" g"xq”, nao singular, tal que

) n ! -1
gl _ g s¥ R (2.24)

pois devido a existéncia do traco as cguagoes (2.21lc) e (2.23) fi -

cam idénticas. Explicitando os Indices de (2.24) tercmos

q-1 Yy [} ¢ af 9—1 i iy G4l
er u¥Xt 2P VLIS ¢ SN
Z R.. R R, == Rﬁ,,R,,,R,, (2.25)
R L3 Y o dn,ﬂltr'L oo o« ol ylyY
d(ﬁ o) o

A eguacgao (2.25) & a relagao de comutacao para sistemas

de vértices. Podemos também dar uma representacao grafica para ela.

- Y
o
P
S, a7
P I
Fig.1ll - Representacao grafica da relagao de comutacao

para vértices.



2.5, Fatorizagao e Relacgao Trizngulo-Estrela

Enquanto se desenvolvia em mecanica cstatistica o método
da comutagao da matriz de transferéncia (no comego da década de 70)
somente alguns anos mais tarde (meados de 70) surgiram, numa area a
parentemente desconexa, 0s primeiros modelos de matriz S exatamente
soliiveis em duas dimensoes (uma cspacial ¢ uma temporal). O calculo
expiicito da matriz S era basicamente possivel guando o modelo apre
sentava uma propriedade especial chamada de fatorizacgao: a matriz S
de espalhamento (elastico) de n particulas podia ser expressa Ccomo
o produto de n(n-1)/2 matrizes S de espalhamento de duas particu -
las. As equagaes de fatorizacao foram pela primeira vez utilizadas

(44)

Atualmente um bom nlunero de matrizes S fato

(45 (4¢) -
3 0(N) com N2Z3,

por Karowski et al

rizaveis com diferentes simetrias internas: 0(2)

) Ik - )
U (N) }, etc., sao conhecidas.

En duas dimensoes uma particula relativistica livre pode

(48)
p

~ , ~ 2
ter a suva relacao de dispersao Ez—p :mz (c=1) parametrizada ela

. C o3 2 2 .2 2 2 .2 ~ .
rapidez 6 ("rapidity"): E“=m"ch® e p“=m"sh®. Esse parametro rapi -
dez também aparece em mecanica estatistica sob o nome de parametro

espectral. Dessa maneira as eguagoes de fatorizagao escritas abai -

xo assumem a forma de eqguacoes funcionais nessas varidveis.

" Ky " 293 ey ke, ki 23 4i¥
S (o) S (are')s T e)= S T T (6) S T (ere)5 “lo] (2.26)
L by 1 L3 k, &y {p L3 {4 R3 R, Ry

v

onde indices repetidos estao somados, i,Jj,R: 0,1,...,9-1 e a matriz
S de espalhamento de duas particulas, com os respectivos indices ,

esta mostrada na figura a seguir.
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Fig.l2 - Matriz S de espalhamento de duas particulas. A
coordenada tempo cresce no sentido sudoeste -
nordeste.
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Fig.13 - Representacao grafica das equacoes de fatoriza-

cao.

As equagoes de fatorizagao sao as vezes chamadas de equa

¢oes dos triadngulos ou equacoes de Yang-Baxter (e, impropriamente,
’

de equacgoes triangulo-estrela). Observe gue se & =6' = 0 entao

3.3 . . B

S.l,2 -~ __é?Z({?i é solucgao trivial de (2.26) (chamada de con
111, ©8=0) =714 75 -

digao inicial). Na busca de solugoes das equagdes de fatorizacao ,
usualmente elas sao transformadas de um sistema de cguacoes funcio
nais em um sistema de equacgoes diferenciais via derivadas parciais
em relagao a © (8') no ponto ©=0 (8'=0). Somente em 1979 & gue A.B.
Zamoldchikov(qwféz a ponte entre a relacao de comutacao nos mode -
- ~ ~ i2j2

los de vertices e a equacao de fatorizacao, igualando Ry 3
1-1
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Paralelamente a esses desenvolvimentos permanecia nao es
clarecido, na arca de mecdnica cstatistica, um sistema de cquacdes
intrigantes denominadas de relagao triangulo-cstrela. Essa relacgio
. C . €
foi pela primeira vez mencionada brevemente por Onsager )em seu
famoso (e porgue nao dizer, histbrico) trabalho de solugao do mode
lo de Ising. Posteriormente cssas relagoes foram utilizadas de ma-
neira abundante em sistemas Ising definidos em varios tipos de re-
(50) . . (s51)
des e no modelo de Potts critico .
Dizemos que um sistema de spins (com interagao de primei
ros vizinhos) satisfaz a relacgao triangulo-cstrela se cexistir solu

~ 3 ~ .~
¢ao para as g equagoes gue transformam um triangulo numa estrela

(veja figura 14), com uma possivel fungao de normalizacao A

&
>
N
T
8,
-6, Qo o
/ﬂ-93
Ty
- Fig.l4 - Relagao triangulo-estrela. Na estrela os parame
tros espectrais sao ei, no triéngulo?T»@i; Fi:
= O,l, . a oq—‘l.
(5%)
A maneira de Pokrowsky e Bashilov escreveremos as equa

coes da relagd@o triangulo-estrela como equagoes funcionais

q-1
52:0 kwiw(ei)lﬁza(el)k@g(eﬂ: A(ai’(gz'q?)/{rz%-a,)/((qm%)/((m~03) (2.27)

&0 0,07

onde K(v.(6§) e ch,(ﬁ—Bi) sao os pesos de Boltzman nas ligagoes

do tipo i na estrela e no triangulo respectivamente,/5(61,22,€3) é

uma funcao simétrica dos parametros espectrais e<91+5>+€g=1T. Em

modelos com simetria Z(qg) (habitualmente chamados de Z(N), mas es



)
A

tamos reservando N para o numero de spins ou vértices da rede) os

0]

pesos de Boltzman dependem da diferencga dos spins: K;(&) =

=K (6, e tém as scguintes propricdades: K©)=K (@) e k(@) =
016y (53) o ~ o
= Kq~¢(8)' A transformacao dual dos pesos de Boltzman @ a trans-—
54 ) (52/
formada de Fouricer dentro do grupo de simetria( e ¢ ;, NO €aso
Z(q) :
9-1 {20 A0
? Z Tk, (5-
- e -9
K, lo)= 2, « 1°9) (2.28)
-4
= ky (r-e)
olz o

Observemos que se sobrepuscrinos a cestrela em cima do

n

triangulo na figura 14 podemeos dizer gue estamos construindo a "re

de" dual acompanhada de uma transformacao dual dos pesos de Boltz-
man. Em geral csse procedimento mapeia um modelo de spins a alta
temperatura numa rede no mesmo modelo a baixa temperatura definido
em outro tipo de rede (por exewmplo; a rede triangular na hexagonal,
a rede de dados na Kagomeé, etc.). No caso particular da rede gqua -
drada e se o modelo tiver apenas uma temperatura de transicao, es-
sa transformacao permite a determinacao da temperatura critica.
Muito bem, e o que tem a ver a relacao triangulo-estrela
com fatorizagao? Suponha duas redes quadradas de spins superpostas
como mostradas na figura 15 e gue 0s pesos de Boltzman da intera -

¢ao numa direcao seja o dual do peso na outra direcao. Dessa manei

ra a célula unitaria (face) €& aguela apresentada na figura 16,

Fig.1l5 - Duas redes gquadradas superpostas.
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. Fig.l6 = C&lula Unitaria (fac

©

Transportando a face acima para a representacao grafica
da relagao de comutacao para sistemas de spins (figura 10) perce-
bemos a presenga de um triangulo e uma estrela 3 esquerda e um
tridngulo ¢ uma estrela 3 direita. Os spins nos cantos do triangu
lo da esquerda sao aqueles externos & estrela da direita e vice -
versa. Logo se a relagao tridngulo-estrela esti satisfeita a fato

rizagao estad garantida (a fungao A se cancela dos dois lados).

’ Fig.l7 - Relacgao triangulo-estrela e fatorizacao.

E claro que, em geral, a fatorizacao é mais do gue a re
lagao trifngulo-estrela (em modelos com interacao de trés spins ,
por exemplo, nem se pode falar nela) e permite estudos de modelos

com diversas formas de interacio.

2.6. Relagao de Inversao e Relacao de Simetria

A relagao de inversBo foi inicialmente introduzida no

2



(55)

contexto de vértices por Stroganov ' ( Posteriormente, a nogao foi

. . . beeb?) , .
estendida para sistemas de spins . E uma manifestagaoc ma -
croscopica, a nivel de funcao de particao, de uma propriedade lo-
cal e microscépica do vértice (mais precisamente, tem a sua ori -
gem no fato que a matriz associada ao vértice tem inversa).

Tomemos na equagao (2.26) @+8'=0. Assim procedendo ve -

mos que a expressao abaixo & solugao

R, ky h \ I ~h
, S o) = Ple)d; J.
S, (9) %w,( Fle)d:, 4. (. 29)
onde indices repctidos estao somados e ﬁ%@):fﬁ—ﬁ).
Pode~se demonstrar (veja Pokrowski e Bashilov U%U> gue a

fungac de particgao por spin obedece uma cquagao semelhante & (2.29)

e que passaremos a chamar de relagao de inversao.

R(0) R(-6) =p(0) (2.30)

A relagao de inversao acima & uma eguagao funcional para
a fung¢ao de partigao por spin k(e).

Podemos ainda explorar algumas simetrias da rede. Na fi
gura 15 se rodarmos a rede de 90°, evidentemente a funcao de parti
cao nao se alterard. Entretanto, da figura 16 vemos gue Os parame-

tros espectrais trocaram, isto &, & N-4. Podemos entao escrever

k(o)= k(n-6) (2.31)

A eguacao (2.31) & chamada relagao de simetria. A nivel
. . : . . (%43)
de matriz S ela tem sua origem na simetria de cruzamento . Nem
sempre podemos lancar mao da relacao de simetria e faz-se necessa
rio entao buscar uma equacao substitutiva. Teremos no Capitulo IV

oportunidade de wvoltar ao assunto.

Muito embora a relacao de inversao e de simetria nos



oy

r

permitam calcular a fungac de particao por spin no limite de uma
rede infinita e, portanto, o maior autovalor da matriz de trans-—
parencia, seria interessante podermos calcular os autovalores sc-
guintes e, além disso, termos algumas informacoes sobre os autove
tores. O mé&todo do espalhamento inverso, apresentado no proximo f

capitulo, permite tal andlise.
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CAPITILO TI1

UM MODELO DE DEZ VERTICES EXATAMENTE SOLUVEL

3.1. Preambulo

g - .
Neste capltulo estudanos o mclodo de cspalhamcento inver

50 gque teve um significativo desenvolvimento no final da d&cada !

de 70. Em mecanica cstatistica csse witodo transforma a hipotese
de Bethe numa algebra de operadores. Aprescntamos, comno cxemplos ,

a aplicagao do método nos modelos de seis e oito vertices, adicio-
nando aos resultados sobejauwente conhecidos na literatura, um dia-
grama de fases do modelo de scis virtices que se revela extremamen
te Otil na compreensao do mecanismo de mudanga de parﬁmetros (os

parametros ruins sao os pesos de Boltzman, os parametros bons s3o
os fornecidos pelas cquagoes de fatorizacao). No final do capitulo

. (55)
[&4

apresentamos a solug¢ao original do modelo de dez vértices o
seu diagrama de fases. Este modelo generaliza o de seis vértices
para dois e trés estados nas ligagoes, obedecendo & regra do gelo

(conservacgao de carga).
3.2, O Método de Espalhamento Inverso

3.2.1. A matriz de monodromia

L

O método de espalhamento inverso foi introduzido em 1967

)

no contexto das equacgoes de Korteveg- de Vries

A ~ ~ ~ \ (60)
possibilitando a solugao de algumas eguagoes nao lineares . Mais

59
por Gardner et al<

tarde a sua aplicagao se estendeu para a soluciao de modelos de in-

1)

teresse na teoria guantica de campos como: Sine-Gordon , eguacgao
] . ~ . Cé‘l - > 5 « . -~
de Schrddinger nao linear , etc. Em mecanica estatistica o méto-

3 -
do foi introduzido por Takhtadzhan e Faddeev(z‘%veja tambeém H.B.



Y

W
¢

(¢4

Thacher ) basecando-se nos trabalhos de Baxter,

Vamos fazer, inicialmente, uma imagem grifica da cgua -~
géo (2.10). (da matriz de transferdncia para modelos de vértices).
O Indice AN+1 (figura 18) estd identificado com Al’ ketirando-se

essa identificacao, deixando-os livres, podemos definir uma ma -~
SN . SRR 1] - " - T U TR S u o ey cm N N

triz gxg cujos "clementos" (na verdade watrizes gigantescas g xq')

sao dados por

q-t W o ¢
.2 TRTE .
CRERINE P Wk LD Yo FT ‘
A matriz £ & chamada matriz de monodromia
[
<y aly “y-g Ay
M bY3 Az e Ap-y I AVri 2 N

ofy oy oy 'y

Fig.18 - Representacac grafica da matriz de transferdn -

cia. Os Indices na horizontal e vertical sio
chamados auxiliares e quanticos, respectivamen-

te,

Evidentemente podemos escrever

-4

T= B, = tré¢ (3.2)
yeo A A

Para ficar um pouco mais claro o significado da matriz
de monodromia, vamos definir uma matriz gxq associada ao vértice i

gque chamaremos operador do vértice i

(]_f) - ,R C , m, nz 9,4,..., ‘?’i (3‘3)



Aqui, de novo, cada "elemento" do operador de vértice &

una matriz gxg. Por cxemplo, no caso g=3, o operador de vértice se

escreve:

) ) Y

T du”‘[ Ao d;
Roo Roi Roa

] 1 e ‘i_

o g i de )
Le- /Rio 11 iz
| (3.4)
’R“N'E ar ¢ A
22
| 2o VN )
Tomando o produto matricial Li Li+1 teremos
~ ! .l ! N
] ! Ao Mirrodisg L Ly “iry Hiag
spdy  Kpy e tot
oo o0 + Roi RLO + RD'«L RJ"‘ X X
o | 24 =
L-( Lt?l x ><¢ X
(3.5)
X s X
\ 7

onde exibimos apenas o elemento zero-zero do produto e indicamos

com um X os restantes. Dessa maneira fazendo-se o produto L. .L

l. 2..'
LN obteremos a matriz de monodromia que também serd 3x3.
N
=T L; (3.6)
=1
Em geral a matriz de monodromia terd q2 elenentos (ope-
radores). A soma dos operadores da diagonal & igual 3 matriz de

transferéncia.

Como dissemos no Capitulo II, as equacoes de fatoriza -
cao introduzem o importante parametro espectral & . Suponhamos duas

matrizes de monodromia:& =6(®) e §'=4(8') e busguemos uma matriz U

qzxq2, nao singular tal gue a relacao abaixo esteja satisfeita.

s



U(zot)- (&etlu .

Construimos na figura 19 a representacac grafica da e -
g g

e gunagao (3.7).

- Fig.1l9 - Representagao grafica da equacao (3.7).

Utilizando a figura 11 (equag¢ao de fatorizacido) vemos
que se a aplicarmos N vezes, o lado esguerdo da figura 19 ficara i
gual ao lado direito, ou seja a fatorizagao garante a veracidade
de (3.7) e, mais ainda, ela nos forneceri relagoes de "comutagao"
entre os q2 operadores da matriz de monodromia. Essas relacoes nos
permitem o calculo dos autovalores e autovetores da matriz de trans
feréncia se se encontrar o estado referéncia (também, as vezes cha
mado de pseudo-vacuo). Chamamos de estado referéncia aquele que
sob a agao da matriz de monodromia a transforma numa matriz trian-

gular superior (ou inferior). Infelizmente nem sempre a procura de

tal estado & uma tarefa facil.

3.2.2. Aplicacao do método nos modelos de seis e oito

. vértices

O chamado modelo de oito vértices simétrico permite as

seguintes configuragoes de vértices:
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v

V4
~

AN

Yo LY, 4 Yo
e =0 i < Eaie

Fig.20 - As configuracoes permitidas no modelo de oito

O >
A

o

a a-~
vértices,

O operador de vértice definido anteriormente & uma ma -

triz 2x2 e assume a seguinte forma:

o (2Y

Evidentemente a matriz de monodromia também serda uma ma-

triz 2x2

cC D (3.9)

/

Z:(A B
L

onde A,B,C e D sao matrizes 2NN,
. (25) . . -
Baxter demonstrou gque o modelo de oito vértices obede
ce as equagoes de fatorizacao. Ele obteve a seguinte parametriza -

gao para os pesos de Boltzman associados aos vértices:

az p sn(w? , k)

(3.10a)
b= ,Osn(trn]')q} (3.10b)
c = /Osn (»’l?)lq) (3.10c¢)

d = 7R sn(ari,;e)sn (u‘—7}&)sn(vf7/l2) (3.104)



S

- . -~ g - B e =
& uma constante de normalizagao sn(X,k) sao as fungoes elip

onde f

ticas de Jacobi, v & o parametro espectral, 7 uma constante e

D

o modulo da fungao eliptica.
Com essa parametrizagao ele mostrou que duas matrizes

de transferéncia com 0sS NESMOS 7 e k e diferentes paramclros es -

pectrais v e v' comutam:

[T), T ] = o

(3.11)

Queremos agora calcular os auto--estados da matriz de

Dreclsamos ortanto, descobrir o estado referdédn -
J r P ’

cia., A primeira idéia (mais simples) gue nos ocorre seria aplicar

a matriz no estado:

':1. [2 [U
|52,0= €, Qe, ® ... @ey (3.12)
i. 1 1 0
onde ejJ sao os vetores colunas e = o/ + e ={y] no sitio j (ij=
- 0,1).

Da equa¢ao (3.8) vemos que tal tentativa é infrutifera

5 - . 1 ~
uma vez que o operador de vertice atuando sobre os estados e, nao

-
e

nem triangular superior nem inferior. Podemos pensar, cntao, em

aplicar a matriz de referéncia num estado lJz>com a mesma estrutura
+

¥
Y3

deIJ20> ;, Inas com e; substituido por Ej \. Procedendo dessa ma

neira encontramos:

apy ) APy
Lé}g}: by N (3.13)
7 by,
~LdY; oty

o
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U

+
onde ‘f. s3o funcoes gue dependem do sitio j. Se for possivel en -
]

contrar uma matriz Mj, 2x2, nao singular, tal gue a transformagao
local definida na cqguacao (3.14) ecsteja satisfeira, cntao teremos
obtido o estado referéncia

-1
MyLy M = Ly (3.14)

onde Ia & uma matriz triangular superior (ou inferior) e Ml: MN+l'

Essa linha de raciocinio foi ntilizada por]&»iegﬁzé%ka&zj
no scu trabalho original e lhe frangueou a obtengao dos autoveto -
res da matriz de transferéneia do modelo de oito vértices a partir
do conhecimento do estado de referbéneia (que também & um autove -
tor).

Para o modelo de seis vértices, entretanto, o estado re
feréncia & bem mais simples, pois nesse caso, k=0 em (3.10d4) impli

cando que os vértices que nao conservam cargas exatamente estao

proibidos (d=0). Dessa maneira, o estado referéncia sera

) [o]
\ﬂo>= ei@ e, ®... ®ey (3.15)

Aplicando o operador de vértice em eg, teremos
a 0
(c) (
o (b
(o) e ,
Logo

T]nor= (tr ﬁ’}_é)‘ﬂo>_—_ (248 ) 1D (3.16)

ou seja, b20> & autovetor da matriz de transferéncia com autovalor
. N
igual a aN+b .

Lembrando que em k=0 as funcgoes elipticas de (3.10) tor



nam-se funcoes trigonométricas nao & dificil se obter a matriz U

que satisfaz a equacao (3.7)

1 ©0 o o
o A O
U= |© F
o & P ° (3.17)
o o o 4
onde = o((U’,u"): sen (v-v') e /g:ﬁ (u’,«r’): - sen7)

sen (u—-u'~.27) sen (ui—U"—‘z'])

Dessa mancira fazendo uso de (3.7), (3.9) e (3.17) pode

mos escrever as relacoes de "comutacao" dos operadores A,B,C e D:

[Aly) + D(lr)) Al +D()] - o (3.18a)
[ A(U)) A(U')]: [B(‘f),?)l”,)] = 0 (3.18b)

Ale) Blv') = 1 Bl Als)- ﬂifg) Bw)A() (3.18¢)
2o i)

D) Bv')= 1 Bw)pls) 4 @(v‘,tf’) B(U)D(vy (3.184)
«(,v!) anQJV

Munidos das regras acima podemos verificar gue os veto-
res construidos da maneira indicada abaixo sao autovetores da ma -
triz de transferéncia desde gue a equacao (3.22) esteja satisfei -
ta. Para tanto basta "passar" os B's através de A e D e juntar Js

termos "indesejaveis" zerando-os (isto & que gera a equagao (3.22)).

4]
Ui)v;'l)"' U"y,?: :’”Q'E(U'Z>lﬂo> (3.19)

com néN, pois se n»N entao ][ B(v,)z0.
i

A matriz de transferéncia guando aplicada ao estado aci-

ma resulta




T\Vi.\”z}"'wn>: /\<U’3"1,*&)~--%)\*f1»‘f.v“' ”’h> (3.20)
/\(U- L, U Uy ) 2 [sen( \r+7)] ‘]T sen (v-v; ~—.2>7)
=1 sen (u-ve )
~.[sen o - 7)] T‘ sen (U-vi ?)
C= sewn (v-ve) (3.21)

v
[sen(tf —r)] TTsen(v 12 ) [C'l( )JTrScn(U
s JT sen loy- o #29 170727 ) 5. 22)
L4} 1,43
e, além disso, fizemos em (3.10)/021.
Facamos agora algumas observac¢oes. Ao contrario dos au-
tovetores, os autovalores dependem do parametro espectral., Ambos

dependem de v,

170V, Que sao n incdgnitas que podem, em principio,

ser determinadas pelas n equacoes acopladas (3.22). No limite ter-
modinamico, os parametros espectrais se tornam densos e a equagao
integral resultante de (3.22) pode ser resolvida por transformada

ou série de Fourier para se obter a densidade de estados, pois o)

nucleo da equagdo integral depende apenas da diferenga dos parame

tros espectrais. Retorna-se entao & equagcao (3.21) e analisa-se |,
qual dois dois termos & dominante, Usualmente, numa transicao de
fase os parametros v e 7 passam de valores reais para valores ima-
0 ot ] . L= . - - . (6)
ginarios. No caso dos sels vértices é o parametro de Lieb gue

controla a transicao

Az a®+b*-c? = ws()

Sab (3.23)




As transicoes ocorrem emZ =1 em sistcmas ferroelétricos
(transigao de primeira ordem, na classificacao de Ehrenfest) e em
A=-1 em sistcmas antiferroeldtricos (transicio de ordem infinita).
Vamos agora analisar um pouco mais cm detalhe o diagra-
ma de fases do modelo de seis vértices nos seus parawctros natu -
rais (energias associadas aos vértices) e nos parametros que ad -

(69)p

véem da fatorizacao ( 7 e v). Em 1972, Glasser et al ublicaram

um belisssimo diagrama de fases do modelo de seis vértices. As e -

nergias e pesos de Boltzman associados aos vértices sao os seguin-
-BE ~F(e +E&_) - BE

a:e{gz,b 172 _TAA

tes: = e e ¢ =e ou seja a normaliza -

¢ao estd fixada pela condigiao b=ac. Graficando/5€2 contraléél eles
obtiveram o diagrama de fases mostrado na figura 21. As regioes I,
II e II* sao as fases ordenadas, as curvas A =1 {com dois ramos) e
A=~1 s3o as curvas criticas e no scu interior se encontram as fa -
scs desordenadas., Na origem do sistema de coordenadas (FGZQﬂel)
=(0,0) esta a temperatura infinita (correspondente ao modelo do ge
1o). Os modelos especiais estao indicados no proéprio diagrama (ve-
ja tabela I para a definigao desses modelos especiais), em particu
lar os modelos 1F, 1KDP e lKDPﬁt, sao assintdticos &s curvas criti
cas (com provaveis transigoes em T=0). Definido um modelo, isto &,
fixados €, e €,, as trajetérias termodinamicas (ou a evolugao com
a temperatura) sao, nesse diagrama, retas que passam pela origem e
cuja inclinagao tem tangente igual a 62/61o Quando a temperatura &
infinita um modelo se encontra na origem e, 3 medida que a tempera
tura abaixa, ele caminha ao longo da reta até cruzar com a curva
critica onde sofre a transicio e prossegue ao longo da mesma reta

-

ate o infinito.

0y
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’ Fig.21 -~ Diagrama de fases do modelo de seis vértices.,

As regides I,II e IT ™ correspondem as fases
ordenadas, As curvas A =%l s3o criticas e no
seu interior se encontyram as fases desordena-

das.

Vamos agora, a partir da parametrizacao obtida por
Baxter construir um diagrama nas variaveis 7 e v da regiao desorde
nada (nesta fase 7 e v sao reais). Conforme vemos na figura 22 es-
ta regiao tem a forma triangular. Qualguer modelo se encontra, a
altissimas temperaturas, em v=W"2 e 7 2"76. Dependendo dos valores

~ X
de El e 62 ele pode desembocar nas regioes III,III ,IV. Os pesos

v

dos vértices serao:

az e’ "z psenlvin)s senloon) (3.24a)
se,nm] seh (u’+r))
~pleitey)
lD: < = fse)'\(o”)?): Sey\a(b’—n) (3.24Db)
senaqsen(va)
~ %€
C- e P 1_—_ (osene'l7 = senl(v- {(3.24c)

sen (v+7 )




onde (9:56W0F7OAWN7SWN&+Z)foi, evidentemente, fixado pela mesma

normalizagao anterior.

« Bb=-A

© f}/é, Wy T/, T

Fig.22 - Diagrama das fascs desordenadas nas variaveis

v e 7 .

Neste diagrama a trajetdria termodinamica & dada pela

seguinte equagao.

(3.25)

[M} “ senlvn)

sen(v+q) sen37

onde L = QQ/ €4 . ’
Dessa eqguagao vemos que 93790 entao v20 ouf e se 7-y
/2 entdao v>T/2. As transicoes ocorrem, portanto, nos vértices
do tridngulo. Se um modelo & antiferroelétrico ele se encontra, a
temperaturas altas, em 7 =M/6 o v=T/2, faz uma curva na regiao IV
3 medida gue a temperatura abaixa e desemboca no vértice'7=v=7?72s
Se um modelo & ferroeldtrico, a alta temperatura ele estd em 7 =

=16 e v=T/2 e 3 medida gue a temperatura estd sendo abaixada ele



* - ,
faz uma curva na regiao III (III ) ¢ desemboca no vértice 7:v:O

(7:0 e v="W).

TABELA I - Os modelos de secis vértices especiais

=,
e

[

F U= 1Ty '77/ /¢, €;=0 €,70 140 %Y,
iF U=/ YRR €450 €, <o 3SA41
1koP* | vmey [T €eo | Geo | osniy
1 KDY U=T-39 161"575% €,2¢ >0 oS ALY,
kp¥ U:37 o€yEm | € 7o =0 | €844
kDP" (r:fr—s») 0576 /, €= €<0 % A< q

Apos passar pelos vértices do tridngulo, os modelos fer
ro ou antiferroelétricos entram nas fases ordenadas da seguinte ma
neira: a) se convergiu para o vértice (v,7)=(ﬂ72, T/2) entao 7 =
:7V2+i§ R V=172+iﬁ com j)bﬂ; b) se convergiu para o vértice (0,0)
entao 7=i§ ’ v=ifzcom/6{f70; c) se convergiu para o vértice (7,0)

entao 7] =ig, v=’ﬂ'—!—iﬁ com O(g (—ﬂ.
3.3. O Modelo de Dez Vértices

3.3.1. Definic¢ao do modelo

O modelo gue apresentaremos € uma generalizacao do mode




lo de seis vértices com duas cargas (*1l) nas ligacgoes horizontais
e trés cargas (32,0) nas verticais., Imporcmos gue vértices conec -
tados por conjugagao de carga tcenham o mesno peso de Boltzman e gue
somente vértices com conservagao cxata de carga sao permitidos.

Dessa manecira os vértices admissiveis sao dez e estao mostrados na

figura abaixo.

\
S . > TS SV
y Y,
# A\ \1/
AN
AN
< < £ <
N\ ~ < < ___é__._.%____
N
:F N R
a b C ol €
7 Fig.23 - As dez configuragoes de vértices permitidos

com os respectivos pesos de Boltzman.

Se certas condi¢oes sobre os pesos de Boltzman estive -
rem satisfeitas, entao esse modelo, no limite termodinimico &, so-

- - . _ 58
luvel pelo método de espalhamento 1nverso( }.
3.3.2. Solugao do modelo

Dada uma rede guadrada com M linhas e N colunas de vér-
tices do modelo, vislumbramos, de imediato, a possibilidade de de-
finirmos duas matrizes de transferéncia: uma de linha para linha

. ~ N _N . ~
de dimensao 3 %3~ e outra de coluna para coluna com dimensao

M. M . . .
x2""; as matrizes de monodromia associadas envolvem guatro e nove

2
Operadores, respectivamente. NGs trabalharemos a matriz de transfe
réncia de linha para linha pois se assemelha 3 do modelo de seis

vértices e o estado referdncia & ficil de ser obtido.

O operador de vértice no sitio j serd uma matriz 2x2 cu




jos elementos sao matrizes 3x3 e pode ser escrito

a oo o g
153
g o ¢
4 o e o ¢ o (3.26)
(o o d) (o b )
o o 03 o ©° 3

Para que duas matrizes de transferéncia com pesos de

N

N

—
i
o
® o
6 o q
Qgh

$ 0 o

Boltzman a,b,c,d,c ¢ a',b',c',d",e' comutem & suficiente encontrar

uma matriz U, 4x4, nao singular tal que

}

<L3®L3)U = U(ﬁ(}'@Lg)

(3.27)

onde U tera a wmesma forma daguela matriz definida em (3.17).

Observe-se gue, neste caso, U e L, nao tém a mcsma es -

trutura (forma). Analisando as 34 equagaes resultantes de (3.27)

vemos que algumas sao equagoes triviais (identidades) outras de i-
mediato impoeé a restrigao d=e (d'=e') e a matriz U, terd, como dis

semos, a mesma forma daguela do seis vértices

(¢} o ©O

Xa Xy © (3.28)
o o 14

o 0 QG »

Com essas restrigoes o nlmero de equacdes independentes
<

se reduz a cinco, a saber

Xy bd' ¢ Xy dal = olb’

(3.29%a)
XJ_CO(I+ x_zclb): de!

(3.29b)
Xidb( + X.ZCOU:‘ éo{/

(3.29¢)




.‘ bdl: CLC[I
Xi_d,G + X_Z (3.29d)

\ { {
X e + x.,dd' = ac
1 2 (3.29e)

onde ja utilizamos o fato de que c=d (e'=d').

O sistema acima apresenta solucgao desde que:

A (are)brac) d' (are) (0% ') (3. 30a)
A

b/

26 ab (3.30b)

O modelo tem, portanto, dois paréﬁetros livres. O para-
metro A na equagao (3.30b) descupenha o mesmo papel que o parame -
tro de Lieb no modelo de seis vértices: duas matrizes de transfe -
réncia T e T', com mesmo A e diferentes parametros espectrais v e
v', respectivamente, comutam.

A restricao imposta pela equacao (3.30a) revela que o
nosso modelo, quando solfiivel, tem uma das energias atribuidas aos
vértices dependente da temperatura.

Os pesos de Boltzman podem ser parametrizados por fun -

¢oes trigonométricas (hiperb&licas na fase ordenada)

>
7}

—fCﬂs(va)

(3.31a)

D
i

_f%(y]'v) (3.31b)

b= feosv (3.31c)
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d=e = st*:r[()’{) \/—.,Zws7 (3.314d)

onde F ¢ uma normalizagao e as regices fisicas (aquelas cem que a |,
b,c,d,e sao positivos) da fase desordenada cstic contidas no inte-
rior do triangulo: ﬁ/24v+7$31r/2, Wy287-v £ 3772, /28N &M e
-NW/28vEw2,

Desse modo os elementos da matriz U sao tambim simples

fun¢oes trigonométricas,

Xy = sen?y e X, = Sén (U“U“) (3.32)
sen(n4vl-v) sen(”)f”"")

Estamos agora aptos a usar o método do espalhamento in-

verso., Inicialmente observemos gue o operador de vértice definido

0

1
na equacgao (3.26) guando aplicado ao vetor coluna e, = (O & trian
gular superior. Entao o estado Lﬂb> definido abaixo & o estado re-

feréncia e autovetor dos operadores A e D e da matriz de transfe -

réncia

| 2): e, ®e,0....@ ey

(3.33)
Alfoy= QMI32;>

(3.34a)
/_Dl-Qo>: ClU lﬂ—o> .

(3.34b)
Tl = N+ V) te)

(3.35)

Utilizando os resultados obtidos acima na eguagao (3.7)
podemos escrever as seguintes relagoes de "comutacao" para os ope-

radores da matriz de monodromia



L Alv) Al )] = [B(tr) ) B(U‘)]:[C(v), C{U’)J - [vt0) Dl = o

Alv) Blv')= sen(ysotv) Bl)A(v) - seny Blo) #(u)

sen(v-u!) sen(v-v)

Dlv) 8(v')- ~£€_'L§_‘;LU;‘_‘£'_/ roseny Blo) D(v)

sen(v-u') sen(uv-u')

Definindoo estado

Vow ooy = 1T Bloy) |2

(3.36¢)

onde n=1,...,2N (no scis vértices esse indice vai somente até N).

Ele serad autovetor da matriz de transferéncia se a se -

guinte condigao estiver satisfeita

E?_s___(_}fU'C) = (_\)V\"i —FT SﬁyL(V)rU’z —U’})

) (3.38)
cos(n-uvr = g s
Y i) i W(?rLD JU)
Desse modo temos
TlU’i'./. U’n?: /\(U‘;Ui;"')u'v))l\fi)-nU‘n>
: (3.39)
com .
VR 7
/\(U’J ”1)"")"*/\)3 a 1T D + N YT/L;
E=i (=1 (3.40)
onae >\f-_~_ Sen(ﬂ*“fl"‘f) e /’L[’: Sen(yf'u"U":} .
sen (v-ue) Senén'-aj
Queremos agora resolver a equacgao (3.38) no limite em

gque n e N vao a infinito. Na fase desordenada 7 e v sao reais e
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oS V. sao imaginarios puros (0s guais passarcmos a escrever expli-
citamente v.:iﬁi, com‘éi real). Guiados pelos trabalhos de Yang e
i
(30) e(?fl)c

Yang sabemos que o conjunto de valores assumidos pe]os/si se

tornam densos

~00

f (”C/y)’iﬂ’: I/"— , fxe (neN—o) (3.41)

Retornando a cqua¢ao (3.38) definimos as seguintes fun-

gaes K(Pi) e C)(Fa) dos valores ainda discrotos doS/Si

J K(pr) . cospe 2 )

3.42
c.os()y-?/"f) ( )

ef®([5n'/53): Sw(yw:/s:—f/ﬂg) (3.42b)
sew ( lr] v iy - 837

Tomando o logaritmo da expressao resultante encontramos

Nmﬂ:)‘f. Oler-py) = wlat-m-1) | taa,m gy,

onde escolhemos 0 ramo do logaritmo de maneira a deixar a distri -
buicao dos valores dos f% simétrica (o i no 29 membro da equagcao &
- .
indice). e
No continuo ﬂi-?'/i, iﬁNfF(/s')d(s' e a expressao pode ser
- 00

reescrita

NK([b)—Joo@(ﬂ’ﬂ,)N/O(/}‘)d/z!: Qanfb/ﬁ(ﬂ’) dﬂ’ -(ne)y (3.44)

—-00

Derivando parcialmente com relacao a/B a equacao acima

obtemos:



4¥

2KE)- /oog&p@(ﬁ’/"//o(/ﬁ'/dﬁ’: 27202

%6 (3.45)
Das cquacoes (3.42a) e (3.42b) tcuwos:
_Q_K(/’): —'M (3.46a)

aﬁ (,05(:27)+-Ch2/z’

) @(ﬂ"f”’): 25¢h (27)
3 ch[@377")]- <052 (3.46b)

Substituindo-as em (3.45) obtemos a seguinte equagao in

tegral para K(F))

_.;zsey\(QZZ ) __ e 2 5€n (27) p(ﬂ))dp’: ZIT/O(/B)
. c_o.*.(v?) +rch@?) oo le\,[.z(p—/a')J—COS(Z';))

(3.47)

Podemos resolver a equacao acima por transformada de

Fourier. Seja ¥ (x) & fungdo transformada de f(8)

o0 [ﬂx
plp)= L) e’ flx)dx (3.48)
Vart oo

Substituindo (3.48) em (3.47) e fazendo uso da identida

de abaixo (para a integracao emﬂ' no 29 termo da expressao (3.47):

0 {uY r
e‘ do¢ = QT SHL(IT—M.)T]
oo Chot - cosu senum sh(T¥) ’

o<TReww £T (3.49)

Obtemos



—sen@’]) :lf f—(x){i + 5%[(“‘27)7’2‘-]} dx
cosiz) rck@e) Van Zeo 5“0%) (3.50)

-2 )X
Chamando g(x): TT)((X) {1 v sk[iz(l;;?).z],s teremos
(2224 —'ﬂx
%m:_gf e [ ~sené) ] G
— o0 cos(:z7)+c.k(zp) (3.51)

Utilizando novamente a equacgao (3.49) calculamos g(x) e,
poxr conseguinte, f(x)
T-nJx
oh [ 2]

fx)= _| 2 (3.52)
Ver  ch(3£)

e, dai finalmente a densidade de estados

oo - X
plp)= L } h (2] o ax (3.53)
ST "~oo c_k(qé)

Uma vez obtida a densidade de estados devemos investi -
gar na expressao dos autovalores (eguacao (3.40)) qual dos dois

termos & o dominante

) ]
C.)'\ @a -1
la.ka} = cosz(r) -v) >< 1 se U Zo ‘
C.u& Z
cosz(r)rtr)

uma vez gue

1cos(ﬁ'v) -
lcos(nfu)

VA

1*ta“t%’]l>1 se v
1 - tgrtyy
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-

Portanto, se v)0 o primeiro termo da cquagao (3.40) é
dominante ¢ se v<0 o segundo termo & gque ¢ dominante. Desse modo o

logaritmo do maior autovalor sera

n
fn/\: N tna +Zﬂn)\(ﬂ:) , Se uro

Y-
(A= |

(3.54a)

n
In/\ = NAnc + ’Z;/gn/u(ﬂ:’)’ se U<o

(3.54b)

Das cxpressoes acima vemos no limite termodinamico a e-
nergia livre por vértice na fase desordenada sera dada por

PRz tna s [ @) A(p)dp se vro (3.55a)

'(;‘F: Inc 4—/ /(p/jn/u(ﬂ}o/p/ se UKo

-09

(3.55Db)

onde A({j): 55"‘(”)‘””"./5) e /u(/g'): 5ev1(‘7+0'vfp)
sen (v~ ?p) Sen ({’ﬂ,—u)

Se substituirmos a expressao de /D(ﬁ) (equacao (3.53)) ‘em
(3.55) ficaremos com uma integral dupla nas variaveis x e ﬂ . A

integral em ﬂ pode ser realizada via a seguinte identidade:

Lo 2]

rh[%z(wx)] - L]y,
/ oo sh(r3) Y

In [sen (1_3_»)} -

o< Re(ry_l)< o

= /" (3.56)

&~
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Como resultado final obtemos a energia livre por vérti-

ce da fase desordenada:

F= dna 4 15 dx skfix(ﬁ-vl)]ﬁhf"(’]‘”)] , >0 (3.57a)
2 X sh(mrx) ch(yx)

-00

_PF:,(,\C +ij dx shl2x(m-3)] sh [x (+2v)] , V<o (3.57Db)
2 X skimx) ck(qx)

00

A obten¢ao da energia livre de fase ordenada & mais sim
ples uma vez que, como veremos, ela é ferroelétrica congelada.

Considere o regime em gue v = 7V2+id‘,7:ﬂﬂi§ com [al>(3],
30 e 0<0. Entao de (3.31) todos os pesos de Boltzman sao positi -

vos. Fazendo, neste regime, a mesma anidlise anterior sobre os ter-—

ann,
i

mos dominantes na eqguacao (3.40), encontramos que 1,

i
lAi{<l e Uéil>l. Ora, a primeira desigualdade nos diz gue o termo

dominante & o primeiro e gue podemos, no limite termodinamico, des
prezar o segundo; a segunda desigualdade, entretanto, nos diz que

quanto mais )\'s forem introduzidos tanto menor seri o autovalor e
portanto, a situagao em que ele & maximo corresponde aguela em que
n3o ha nenhum A , ou seja, o autovetor & o estado referéncia defi-

nido na equagao (3.33)., Dessa maneira o sistema se ordena numa con

figuragao em que todos os vértices da rede sao do tipo a.
—PF= dna (3.58a)

Tomemos agora o regime em gque v=-M/2+i¢ , 7:F+ij com

z;£\<1, Aot e (/Li\m.

el > l;\, 8<0 e 020, Neste caso teremos

O termo dominante & o segundo porém OS/&'S sao menores que um e o
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sistema congela com todos os vértices iguais ao tipo C.

~pF= Anc (3.58b)

3.3.3. 0 diagrama de fases

Tnicialmente vamos fixar a normalizacgao dos vértices

pela condigao b=ac e atribuir cnergias él,éa e 63 aos vértices a,c

e d, respectivamente. Desse modo, tercmos

-PBEy
a = ep = _ -V (3.59a)
cos()?—u)
.PBE
c= €05 | o (3.59b)
CosCl]ﬂr)
-5 (e, te
b= et Z): cos’v (3.59¢)

coﬂva)cas@=7)

dze= 7% o _cosuseny J-aco (3.594)
ooS(V+7)003(V‘7)

0 parémetrtﬂAzﬁcmﬁ’v(ver equacao (3.30b)) controla a transicao .
Quando{kzlj(vzﬂ) o modelo sofre uma transicao de fase de primeira

ordem (no apéndice A calculamos o calor latente) da fase desordena
da para um% fase ferroelétrica congelada.

. Em termos das variaveis naturais € e 62 apresentamos
i

na figura 24 o0 diagrama de fases. A curva 7=ffé critica. As re -

-~ log -~ - . .~ * —~
gioes IV sao nao fisicas (d<0). As regioces II eIl sao desordena ~-



* - -~ ~ -
das e III e III sao ordenadas. A regiao I nao exibe transicao de

fase.

>€;

\III‘ ----- a2

Fig.24 - Diagrama de fases nas variévei5/962 e B&. A

curva critica é e P& 3
€ + e = 2,

As trajetdrias termodinamicas sao retas que passam pe-
la origem. A altas temperaturas estamos na origem do sistema de coO
ordenadas (péz,pél)z@,O) e, a medida que a temperatura abaixa, um
modelo gue sofre transicao evolui ao longo de uma reta gue comega

. .~ *
na origem e desemboca nas regioces II ou II e muda de fase ao cru-

zar a linha critica.

Na Figura 25 mapcamos a fase desordenada nas variaveis

’?ev.

termodindmica & dada pela expressao:

Dado um modelo, isto &, fixados €, e €2, a trajetoria

r X
—- COSU = | —_¢cosu (3.60)

cos(n—v) cos(+v)

onde o= €,
€2

A altas temperaturas o sistema se encontra originalmen



Fig.25 - As fasces desordenadas nas variaveis de fatori

zagao 7 e V.

te em P]= T e v=0. Se o modelo sofre transic¢ao entao, & medida que
a temperatura abaixa ela faz uma curva na regiao II (II*) e desem-
boca no vértice v=12, ’7 = (v==-T/2, ‘) =T) e muda de fase. Se o mo-
delo nio exibe transicao, entao ele evolui pela regiac I, atingin-

do o ponto v=0 e ‘): T/2 em T=0.
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CAPTTULO IV
SOLUGCAO DE UM MODELO DE OIT0 VERPICES DE FERMIONS LI-

VRES
4.1. Preambulo

Na década de 80 tem-se cenvidado um consideravel csfor-
co no levantamento e classificacao dos modelos exatamente sollveis
em duas dimensoes. Esse esforgo se consubstancia tanto no contexto

("?3)e(?‘1).

de faces de spins(q#quanto no contexto de vértices Sob es-
te Gltimo prisma, Sogo et alG?)fizeram um levantamento bastante am
plo sobre modelos gue envolvem somente dois estados nas ligagoes e
gue tém seis, sete ou oito configuracoes de vértices permitidos .
Neste Capitulo estudaremos um desses modelos fatorizaveis gque Sogo
et al batizaram de oito vértices tipo II (o tipo I &, basicamente,
o0 oito vértices simétrico resolvido por Baxter). Trata-se de um mo
delo que obedece & chamada condig¢ao de férmions livres e que, por-—
tanto, pode ser resolvido exatamente pelo método do Pfaffiano (?5{
No gue tange porém i metodologia introduzida no Capitulo II, sua

solubilidade esti aparentemente comprometida pela auséncia da cha-
mada relacao de simetria (invariancia da fungao de partigao por ro
tacao de 90° da rede). Propomos, entao, uma relagao funcional subs
titutiva que nos habilita a resolver o problema. No final do capi-
tulo mostramos ser este modelo de vértices equivalente a um modelo
de Ising definido numa rede cuja forma lembra a bandeira inglesa

"Union-Jack". Analisamos ainda os comportamentos ferro e antiferro

magnéticos do modelo e as situagoes em que a rede Union-Jack se de

genera na rede guadrada.

by
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4.2, 0O modelo de oito vértices de férmions livres

4.2.1, pefini¢ao do modelo

(33)

Sogo et al estudaram as cquagoes de fatorizacgao de
um modelo de oito vértices cujas configuragdes permitidas sio as

mostradas na figura 26 abaixo:

\/ﬁ\ /+/ >
hy h, hy he 1 1 ha ha
Fig.26 - Os vértices do modelo de oito vértices tipo
IT e os respectivos pesos de Boltzman associa
dos. O chamado vértice de reflexdao foi norma-

lizado a um.

Eles obtiveram a seguinte parametrizacao para os pesos

de Boltzman

hy = enloR) v+ ¥e  sn(or) = e=21 (4.1a)
du(e,r) Vizg?

hy= enloR) — ¥Ye sulonr) (4.1b)
dn(e,Rr) A-y?

hﬁz € sn(e R? , (4.1c)

4-7°
haz SRsnler) cnler)  J=+1 (4.14)
O‘V\(Q/Q)
hp= 4 (4.14)

onde parecem as fungoes elipticas de Jacobi como funcao do parame-
tro espectral & e do mbdulo k e ¥ & um parametro adicional. Temos,

portanto, trés parametros e guatro pesos de Boltzman e concluimos
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gue o modelo nao & solfivel no scu aspecto geral (isto &, guando os
quatro pesos sado independentes). A condig¢ao de solubilidade € a

chamada condicao de férmions livres.
2 2
hyhy v hy= 2 4 he (4.2)

Na sua forma ja parametrizada (equagao (4.1» a condi -
cao acima estd identicamente satisfeita.

Face as equagoes (4.1) vemos gque se trata de um modelo

_ *

de vértices dependente da temperatura (muito pouco estudados na
literatura).

Ainda uma Oltima palavrinha sobre a parametrizagao

3)
(4.1). Reportando-nos ao trabalho de Sogo et al constataremos a
-1 - .

presenca de um fator Yo' e (y<©) (onde ¢ & uma constante) multi -
plicando o sétimo e oitavo vértices da figura 26, respectivamente.
Uma vez que estes vértices comparecem sempre aos pares (na rede

gquadrada, com condigoes toroidais de contorno) & absolutamente ir-

relevante a presenca destes fatores,
4.2.2. Sobre a inexisténcia da relagao de simetria
A funcao de particao &, evidentemente, uma fungao  do

parametro espectral © e & também invariante por uma rotagao de 90

da rede. Com essa rotagao os vértices trocam uns com Os outros .

Dizemos que um modelo de vértices & dependente da temperatura
quando a pelo menos uma das energias dos vértices nao se pode ar-
bitrariamente fixar o valor pois ela & dependente da temperatura.
A condic3o (4.2) & tipica. Usualmente, no afa de se obter um mode
lo independente da temperatura, impoem-se mais algumas restricoes
(por exemplo, hthZhi e hi=l) analisando-se, portanto, o modelo

num sub-espaco do espago de parametros.
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Ora, se pudermos simular essa troca simplesmente procurando um no-
vo parametro espectral 6 (usualmente 6 =M-6) que produza O mesmo e-
feito da rotagao, teremos cestabelecido uma equacao funcional para
a funcao de partigao: a relagao de simctria

Z(8) = z(é‘)

(4.3)

Nos vértices da figura 26 se fizermos uma rotag¢ao (ho-
rérié) de 900, o primeiro vértice vai no terceiro e o segundo no
quarto, E, entretanto, impossivel encontrar um parametro espectral

gue leve, simultancamente, ©s pesos hl e h2 no peso ht' 0 mode-
lo de oito vértices tipo II nao satisfaz a relagao de simetria.

Situacac semelhante ocorre também no chamado modelo de
Belavin(b}z Trata-se de um modelo de vértices com simetria Z(N) x
Z (N), fatorizavel e gque, para N72*, nao tem a propriedade da rela-
cao de simetria.

Belavin e Zamolodchikov(qééropuseram entao, a partir
das equacoes de fatorizacao (egquagao (2.26)), uma relagao funcio -
nal alternativa para a func¢ao de particao do modelo. De maneira re

sumida os resultados por eles obtidos sao os seguintes: se for pos

sivel encontrar um nimero 7 tal que

N-1
i ﬁ. 21 {i
ZJ g t (& - O )?1 RQ:O,.--,N‘:L
& 4= Pl 7) L}Jéx Pt (4.4)
[ {y
tem como Onica solugao 93; o~ 531 , entao

e 2, 3 kg2 ~ 3 2 ~ ~
e ‘5‘_z ' (V)-G)S . (71*6):[0(9){, JL, ) /o(a):p(-d)

Ry R,=0 tg Ry Lk, 2 LS (4.5)

*
Para N=2, trata-se do proprio modelo de oito vértices estudado

por Baxter.
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satisfaz a equagao de fatorizacao e implica, a nivel de funcido de

particao por vértice k(8, a seguinte relagao funcional

k(j-e) lz(7f-e)=,év(«9)

(4.6)

Naturalmente, a primeira idéia que nos ocorreu foi a da

aplicabilidade ou nao desses resultados para o modelo de oito vér-

tices tipo II. Para tanto, facamos inicialmente as seguintes iden-

tificacoes
SZ:: (9): kl(e)
11
5, (0) = wle)

o (8): 1

o4
510 (9): s01 B

Soo;(@): 5;:: (9): L\t(@)

577 (o) = 5, (0): hale)
Substituindo-as em (4.4) obtemos
hi“’))‘?’: r Y1 =0

Yo+ hly)pizo
hifen) ¥5 + kalen) 7o

("a(”‘/ Yo + h)yo-o

(4.7)

(4.8a)

(4.8b)

(4. 8¢)

(4.84)

As equacgoes (IV.8a e 8b) formam um sistema linear homo-

géneo para as variaveis %g e‘y% (idem para as eguagoes 4.8c e d pa

ra as variaveis Yg'e %2). Para que a solugao nao seja trivial (des

¢1
terminante identicamente nulo, ou seja,

. . £y g
cartada pois necessitamos que q}éxlv d )

devemos ter o seu de -



L),(Qvl)l\l(zvl) -{=o0

(4.9)

Ora, mas se isto acontecer, entao da condic¢ao de fér -

mions livres (equagao (4.2)) teremos, obrigatoriamente

L\z(z‘?)- 'rx:(-'“’):o (4.10)

que & exatamente a condigao para que‘fé e‘{g sejam diferentes de
zero!
- {4 ‘1 - . .
Conclusao: ((3 ~ J;i nao & solucao Unica, exis-
\ unica

te outra em que todos os elementos Lk;i sao diferentes de zero .
Logo a relacao (4.5) nao pode ser obtida e, consequentemente, nem
a relagao (4.6).

Faz-se necessario, portanto, a formulagcdo de uma nova
relagao funcional para a fungao de particao por vértices. Este exa

tamente & o assunto que seri objeto de estudos na proxima secgao .
4.2.3. Proposta de uma nova relacao funcional

Retornando ds equagoes (4.1), chamemos

1-1" = snl5, k) (4.11)

* - w
E muito conveniente agora mudar todas as funcdes elip-

ticas de Jacobi do seu mddulo original k para um novo mddulo R:ZK
- R’
*Os regimes do mddulo original k, para que todos os pesos de

Boltzman sejam reais positivos, sao os seguintes: fase desordena-
da - 1€k<o00, fase ordenada- 0£ik <% (k imaginidrio puro negativo e
€=J;l). As expansoes em série das fungOes elipticas (que necessi-
taremos mais adiante) sao escritas, usualmente, para k real entre

zero e um, dal a conveniéncia da mudanca de mddulo (4.12).



Com essa mudanc¢a de modulo, os pesos de Boltzman asso -

ciados aos vértices podem ser escritos (fazendo €=d=1)

he= en(u,®) + cnly, &) snlur) (4.14a)
s, k) dn (x,R)

hy= onlw,R) -~ cn(y,B) sn(m k) (4.14b)
sn(n‘ﬁ) dn(Mvi)

hp= dnlyr) snl4,%) (4.14c)
5n(7lﬁ) dn(u, %)

hg= -iR su(4,) cn (4, R) (4.144)
oan(u, ’)

hpe= 1 (4.14e)

onde U= k'@ , 7= k'§ , Rr'z Ji-r?

Na fase ordenada teremos 04kK<1l; 4 =iv, v)0; = 1%, &7 0.
Com estas condigoes garantimos gque ha, ht e hl sao. reais positivos
uma vez que as fungoes cn e dn no eixo imagindrio puro sao funcoes
reais positivas (e pares) e a funcao sn (que é Iimpar) no eixo ima-
ginario puro positivo assume valores imagindrio puro positivos. As
condigoes que garantem ser h, real positivo sao: 0<v<et e OLwK'
onde K'=K(k') & a integral eliptica completa de primeira espécie
do mdodulo complementar E'le-Ez. Para ver isso explicitemos as va-

- . v by - s .
riaveis e a condigao de que h, e positivo

2
cn(2u)y enlfe) snltv) (4.15)

chn (2v) swliz)

Se escrevermos v=oLf (d<1, uma vez que v<&) e fizermos o
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limite €0 entdao o primeiro membro da desigualdade (4.15) vai a um

o) termo ccnlde) - g, segundo membro vai a um e sn{iv) 5 v =d<] e a
. _ dn(iv) sn(i%)
inequagao (4.15) esta satisfeita. Suponha agora gue VvV possa ser

maior do K', isto &, v=K'+ £ (£70, arbitrario), entao & também sera
maior, isto &, ¢ = K'+ & (d7¢) . Utilizando as propriedades das fun-

coes elipticas (apéndice B) temos que o primeiro membro da equagao

‘ . . .
(4. 15? serd: cn(iK'+ig) = Zidn(i8) ¢ .
an (id) K sn(ig) )
a ——20 e a relagao (4.15) deixa de ser valida. Logo v nao

kK cn(ig)
pode ser maior do que XK' e tampouco g .

O segundo membro sera igual

Feitas estas transformagoes e analises Voltgmos a ques-
tao central desta seccao, isto &, o problema da relagao funcional
que substitua a relagao de simetria.

Em primeiro lugar, observemos que as equagoes de fatori

zagao (2.26) estao definidas a menos de uma normalizacdo A (&), is

*
to &, E; a4 31Q)a (A(B) S L 92 (8) também a satisfaz.

Li Ca (,i L
Suponha que exista um valor‘g Btal que

L3y %2 ._) 552 J?’l
S 2 (6 )= o 9, (4.16)
Ent3o, se colocarmos =6 nas equagoes de fatorizacao ,

para gue elas estejam satisfeitas basta apenas que a relagao abai-

x0 também esteja.

q-1
li.z’az z } re 4_1.
Z: - g . -
G Ryzo  Rali (o 9)5 R, Ry (o) ‘ ()J‘i J‘z (4.17)

E, retornando aos vértices originais, devemos ter

T+ e
2 % ~ Jide — %
o)
Z 5@1 N (9+9)5k1 "Zz( ) = /(3)&}1 J"z (4.18)
k'ﬂ_’:o

onde, evidentemente, FYO): fQﬁ)/:MG))69+5)

No caso do modelo de oito vertices tipo II se tomarmos
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Al )= 4./ CJl(MIQ) e &= ¢ K

(@ =1, h)(@=1, h!(T)=0, h!(T)=0. Pa

(polo das trés fungoes: sn ,

cn e dn) teremos: hi(i)=)(ﬁ)hl

ra hé temos uma singularidade removivel:

— el o -
ho(R) = fim ~tRsn(TE-Te) o fon 2 =y
g=o on(ik'-ce) g2o enliE)

Portanto, a condigao (4.16) estd satisfeita.
Nao & dificil verificar que o oito vértices tipo II

também satisfaz as equagoes (4.18)

1 (2 Ry > 7 32 Yz ~3
g 5 = 2 (s '
QZ,Q, 5&51 (a4 /() k, 2, (M)_/( )d;i J(a (4.19)
1 2=

onde

(4.20)

Necessitariamos agora demonstrar que a propriedade lo -
cal (4.19) do modelo se estende ao nivel de fungio de particio por
vértice. Na concretizagao de tal objetivo, deverfamos inicialmente
mostrar que as matrizes de transferéncia T (4) e T(A+i§') cdﬁutam e
que T(»)T(A+if')=?(u)l (I & a matriz identidade). Esse & o procedi

(52

mento usual na literatura { Nossa proposta, porém, se reveste de
algumas peculiaridades que inviabilizam este procedimento candni -
co. O motivo & bastante simples: muito embora as equacoes de fato-
rizagao estejam satisfeitas elas ndo implicam na comutacao das ma-
trizes de transferéncia porque a matriz que obedece & equacao
(4.16) tem determinante igual a zero, de sorte que nao existe a in
versa.

Apesar disso, propomos a seguinte relacao funcional pa-

ra a funcao de particao por vértice
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A K A '-.IZ,): _(%
R( ) ( ' ’ ) (4.21)

Cremos na veracidade de (4.21) por dois motivos: apos
demonstrarmos a equivaléncia do modelo de oito vértices tipo II
com o modelo de Ising definido na rede Union-Jack vamos verificar
qu, a nivel de fungao de partigao por spin, a relacao funcional
que propusemos & a propria relacao de simetrial; além disso, quan-
do a rede Union-Jack se degenera na rede quadrada a equacao (4.21).
e a relagao de inversao reproduzem as relacoes funcionais anterio-
res, sobejamente conhecidas para a rede quadrada. Entretanto, se -
ria interessante se obter uma demonstragao rigorosa e direta , de

que a equagao (4.19) implica na relacao (4.21).
4.2.4. Solugao do modelo

A partir da parametrizacao (4.14) e das equacdes (4.21)
e (2.29) podemos escrever as seguintes relagoes funcionais para a

funcao de particao por vértice

5n2n-5H9«

K(M) R(-x) = 5 E 3 (4.222)
k’(zw]kz(/ufff'): -7 _onu (5;«27-5,\2“)
R snaccnu snly dnt (4.22b)

Tomando o logaritmo das expressoes acima obtemos a ener

gia livre por vértice reduzida f (f:WBF)

2

£G4 fla)= 1"[5"2’0-SM (4.23a)

7
sndy dniu
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TRTRON EXCLU P

(4.23b)
onde usamos que cn(uf[EQ:-;Qi&g
R snu
No apeéndice C mostramos que
2 2 — o , - &
SN ;2-5y12.(,(, - ®@ (K/}@(?-M-¢/Cyw@ (l]f.a_‘Kt) (4.24)
2 )

5VL70(Y\A, @2(7’(0;2‘1)@2(’“*‘?)

onde as fungoes teta que aparecem no lado direito tém as suas pro-

priedades e conexao com as fungdes elipticas apresentadas no apén-

dice B.
Lancando mao da expansao em série da funcao teta
oo n i
In @)= dn ¥ - S iﬁ_ff’s(m;:‘) (4.25)
-1k o0
onde CI: e e ¥ - T (i_[lz”l)
“=1

podemos escrever

o0
[ 2 n - — . 2 .
/h[snz —”’2"* = ‘Z 16 q seng_i_’i,(?f-x—c‘lc)senﬂ( -K—;‘K7senn_r)_4(4.26)
- sy dn*ﬁl W='nh-q“9 2K U 7 2l

No apéndice C mostramos que

o n - -
,(nfcn(le’J_) =20 [ozq'ﬂ ()" (149 )]sen(}rn“‘l)sen_{_f_ﬂ(ni—(!{y (4.27)

N A h=1 n<1_q2n) ‘QIZ b o2
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Com estes resultados egtamos aptos a resolver o sistema

de equagoes funcionais (4.23a) e (4.23b) e determinar a energia 1i

*
vre por vertice na fase ordenada .

Para tanto, definamos inicialmente a funcao f

£ () = {L(M)‘+ 25 a4\56n<ﬂn*c)

1 (=)

n=t Z (4.28)
onde os coeficientes a nao dependem de AL .
Substituindo (4.28) em (4.23) teremos
z z
‘FL(M) + 'Fi(‘l-t) = —ng w (4.298.)
SHZ7 dy)z,u,

A ““K)*%“" Fe" 'L"(‘*“")”C"”"E“)} fn c’t(wtk}J filu)  (4.29D)

Nt

Fazendo uso da expansao (4.27) podemos escolher os coe-

ficientes a, de maneira que o segundo termo do primeiro membro de

(4.29b) seja igual ao primeiro termo do segundo membro, isto &, a

equagao (4.29b) fica igual a
=}
o (urtic! )= £y (-a) (4.29¢)

* . —

As expansoes utilizadas valem para k entre zero e um (fase orde-

nada). Para K entre um e infinito (fase desordenada) devemos re-

tornar &8s equagoes (4.23a e b) e mudar as fungodes elipticas do

médulo k para o mddulo 1/k e determinar as novas expansSes enm

série,
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e
An = _[52 n+('|)n(u-qz")] 5&(&',2?_;/2,)
"= 9 oL (4.30)
n(4-9°7") cosfmnii'
Chamando
£ ()= Z by, sen(""“)“” mn(u-t') (4.31)
2K

onde os coeficientes b nao dependem de £ .
Substituindo (4.31) em (4.29a) e (4.29c) segue-se que
estad Ultima equagao estd identicamente satisfeita. Utilizando a

expanséo (4.26) determinamos os coeficiente bn

9" an(neii-t&') senin (n-id -tk
3 q 56)1;%_(7* )snozé(’] )

n (A—q2"> oas(”’ﬂ'f/)

2k

by =

(4.32)

Finalmente, juntando as expressoces (4.32), (4.31),(4.30

e (4.28) obtemos a energia livre por vértice na fase ordenada

Lo 4]

)= - 4 ") n cic! Tnu
f( ) Z—: n(4- qzn)alS(leK) Ezﬁ ‘()(”1 )]SM(“;:ZIC/SC‘?(IT% )+

2k

2K

+ ?q sen rr'7(7+1< -tk')sen rm(7 © (K)sen(m}scnlm u -TK } (4.33)

4,3. Equivaléencia com o modelo de Ising na rede Union-Jack
4.3.1. Mapeamento e discussao

A cdlula unitiria que reproduz a rede Union-Jack esta
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mostrada na figura 27. A hamiltoniana das interagoes contidas na

face & dada por

H:”[f(f -+i v dJ Hf-ﬂ)+q(f rJ‘%)+

03 G0y Tyoy 095  d303

+ 0 J  -a
U, + .05 )J (4.34)
¢3fq
(X
?‘{--—‘_ - - ——I’I 63
LN i
: \\ 4 :
! N // “
0,0 & f 6 63
| ,f \\ :
'
v % N
|,/ I |
& ~=-- -~ 4 - - .l
ay 22

Fig.27 - C&lula unitdria da rede Union-Jack ( ¢&=11) e

o vértice associado.

. T -4 %
Denominando os pesos de Boltzman X= e , }&=e ,

-39,
(v . . - - . .
=e‘@ e somando sobre o spin interno GS e facil verificar que

Y2
os pesos de Boltzman da fase de spins e os pesos de Boltzman do mo-

delo de oito vértices tipo II tém a seguinte associacao

Miﬂf‘i},) Cnaw + cnjsnu = j, (4.35a)

Svn? dnuaa

M (ylryy)

H

chun ~_§HQ5MM = AJ

(4, 35Db)
5*’17 i

)zxqwlz dny snx - by (4.35¢)

§n7 Anu
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>\K‘ji(4+3}_): -8R snu cn4c = hg (4.354d)
dn
Ay, (¢+9i)s 4 = hy (4.35e)

onde A & uma normalizacdo. Evidentemente os pesos faciais (lado es
querdo das equacoes (4.35)) satisfazem trivialmente a condigao de
férmions livres (da mesma maneira gue, como ja vimos, o lado direi
to). O modelo Jde Ising na rede Union-Jack & portanto equivalente
do modelo de oito vértices tipoll.

Cabe aqui uma observagdo interessante. Na secgaoc ante -
rior vimos que a energia livre deve ser calculada, através das re-
lagoes funcionais, em dois regimes: 0<k<1 e 1:<k{w. Logo as singula
ridades ocorrem em k=1 e a parametrizacaoc dos pesos de Boltzman
(fornecidas pelas equacoes de fatorizagao) nos permite a determina
cio imediata da criticalidade! (por dualidade, certamente nao se -
ria tao simples, pois a rede dual da Union-Jack & a 4-8).

O procedimento & realmente muito simples: subtraia mem-~
bro a membro (4.35b) de (4.35a) e divida, também membro a membro ,

por 4.35c), o resultado serda o seguinte

(1e5t9}) = Flatest) o 2en(pR) (4.36)
2X939, dnly, %)

Mas cn(7hE=l):dn(7,E=l) e, portanto, a curva critica do

modelo de Ising na rede Union-Jack € a seguinte

(144542 )= x*(ureyl )= 4xu,4, (4.37)
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Na figura 28 mostramos o diagrama de fases no caso simé
trico Y,=Y,=Y e quando todas as interagoes szo ferromagnéticas (x

e y estao entre zero e um)

K ﬂﬂ—i

ob .- - .
ER

+ 13 >
9,5 06 de 9

Fig.28 - Diagrama de fases do modelo de Ising na rede

Union~-Jack.

Nas fronteiras x=1 e y=1 o modelo se reduz ao Ising na
rede quadrada. O ponto assinalado no meio corresponde aquele obti-

do por Utiyama(?Qque estudou o caso completamente simétrico XTy, =
=Y, -

O modelo de Ising na Union Jack exibird transicaoc de fa
ée nas seguintes situagoes: X,¥, e Y, ferro; x ferro, Yy, € ¥y, an -
tiferro; x e Yy antiferro; Yo ferro; x e Yo antiferro, Yy ferro.

As outras combinagoes sao frustradas.

Podemos, das equagao (4.35), calcular os pesos de Boltz

man do modelo de Ising

29atn) o dny sma

13 cl,)‘z(,u) 5)«7 aAn (4.38a)
.,292,("‘) - olny 57)(:'/2’—/.4)

- (4.38b)

A} %E(M) Sn7 dn(c"/:{—'—,u)
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l')i(M)X(M)-}- ‘lz(“i) = -JfESn?cn»u_
x(u) 0("7

(4.38c)

Das equagoes acima obtém-se as propriedades dos pesos

de Boltzman XY, € Y,

Yy(m)z —ug(-a)

(4.39a)
vl("*): ‘dz(—“)
(4.39Db)
‘I’i(-M');" (52({2”"“)
(4.39¢c)
X(am) = hals) y(-u)
h () (4.394)
- DE’—M
X ()= X(L ) {(4.39%e)

Se fizermos uma rotagao de 90° na rede Union Jack tere
mos que y£y, e Xax. De (4.39c) e (4.39%e) vemos que isso & equiva-
lente a fazer o parametro espectral ir de 4 para iK'-s Portanto ,
a funcao de partigao por spin do‘modelo de Ising na rede Union

Jack, k;, obedece a relagao de simetria

Ry () = kg (TR ) (4.40)

Mais adiante veremos que a relagao funcional que propu-
semos para o modelo de vértices levara exatamente ao resultado
(4.40) para o modelo de spins.

As equagoes (4.38) apresentam, evidentemente, duas solu
goes para Os pesos X1¥Yq] € Yy Em particular, observamos gque os pri

meiros membros das equacoes (4.38a e b) tem necessariamente gue
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ser menores gue um, guer as interagaes sejam ferro ou antiferromag
néticas (os pesos estarao entre zero e um e um e infinito, respec-
tivamente). Desse. fato segue-se que, como ja vimos, na fase ordena
da os parametros E,M,7 assumem 0s seguintes valores: "0<k<1, M=
= iv, v>0, %=1t , 70, 0CLKK' e K'-v{&, ou seja a regiao fisica

estd contida no triangulo mostrado na figura abaixo.

T 4
k' Ve

@Q-~~----: !
: |
¥ 1
i >
K/a k'

Fig.29 - O interior do triidngulo corresponde a regiao

fisica da fase ordenada.

Resolvendo as equagoes (4.38) encontramos as solugoes

¥ 4 2 !
b (u)s 2ny e 2 UESEIO (4.41a)
dn7snM
t d (DZLM)+\/ 2 L("Z‘[_ )-
3l(u)= sny) dnti Zyamyosn (RTe (4.41b)

dn7sn([fﬁu)

+
X (u)= =L RN cnudnu t {(s- Bantysnta )\ snlyra)sn (n-4) (4.41c)
— l L T

(enacln svw) + cnY) snu ) 0('17

Utilizando as equacoes acima e (4,39d) verificamos que

+ -
4, (w)yg ()= g (4.42a)

97 )y (w) = 2
(4,42Db)



X)X ()= 1
(4.42¢)

Analisando-se os valores assumidos por essas solucoces ,

identificamos

g ()= 9. ()

(4.43a)
+ a
O (a) = Y (w)
(4. 43b)
f);(M) - ‘g.zf (M)
(4.43c¢c)
‘5;(&% gy ()
(4.434)
Fa) = x7 (m)
(4.43e)
)('('M): )(q(-*k)
(4.43F)

onde f e a significam interagdes ferro e antiferromagnéticas, res-
pectivamente,

Vemos com isso gue as equagoes de equivaléncia (4.35)
contém as solugoes ferro e antiferromagnéticas dg Yy, € y, © somen-
te a solugao ferromagnética de X.

Antes de mostrarmos que a solugao antiferfomagnética de
x também pode ser obtida, facamos a conexao entre as energias 1li -
vres do modelo de vértices e o Ising.

Seja uma rede quadrada com N vértices do modelo de oito
vértices tipo II. Entao de (4.35) teremos a seguinte relacao entre
a fungao de partigao do modelo de vértices , Z,, e do modelo de

Ising, ZI
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AN Zp = Zy (4.44)

Observando que para cada vértice temos dois spins (veja
figura 27), podemos escrever para as energias livres reduzidas por

vértice, fv, e por spin, fI

fo () = 295 («) + In M) (4.45)

Se estivemos na fase ordenada fv(M) & a propria energia
calculada na secgdo 4.2.4. (equacao (4.33)).

Utilizando as equagoes (4.35) e (4.39) vemos gue Os € -
feitos da transformagao k¥ - sao: a nivel de vértices h¢?h,, a ni-
vel de spin: Y ()2 ) (-u) e a solucdo X (M)— X (-x)=X"(«). Mas a e -

nergia livre por vértices £, & invariante pela troca hf-’h2 (basta

v

multiplicar as linhas quanticas e auxiliares do vértice pela ma

triz de Pauli G;) e, portanto podemos escrever
fplm) = 2 (%) + 2n Mow) (4.46)

Resultado: se X=XI ou X=X utilizamos (4.45) e (4.46) ,
respectivamente, para o cadlculo da energia livre por spin do mode-
lo de Ising associado. A fungdo A pode ser obtida substituindo as
solucoes (4.41) em (4.35e).

Finalmente, vamos verificar gue a relagéo funcional que
propusemos para o modelo de.vértices implica na relagao de sime -

tria para o modelo de spin (equacao (4.40))

cn

f(ustie!) py,[c‘"(“‘**‘”‘e'/ s £y Cu) (4.47)

Substituindo (4.45) em (4.47) teremos
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M /\(Mfl.if-')

2f (mrie')s [n[M)J+ ln[_ﬂg'“) ] +2f () (4.48)

Da equacgao (4.35a) podemos escrever

A(—u)[ 1+ %}(M)QE(M)]: RS"?CM“ en (T a) +{cny

E.Svn? cn(c’f'»‘—u} (4.49a)

A(Mtfk-,)[if 9?(«)3:(4)]: Esm;lcu_(ufff')cnu -I-fcr|7
R Su)? oA

(4.49b)

Dividindo (4.48a) por (4.48b) temos

M (-x) - chA

MastR')  onluriR')

(4.50)

que substituida em (4.48) nos fornece
§.(T"-1) = §3 («) (4.51)

4,3,2, Limites na rede quadrada

Nesta seccdo vamos mostrar a conexao existente entre a
parametrizagao dos pesos de Boltzman do modelo de Ising numa rede
gquadrada que advém do modelo de oito vértices simé@trico resolvido
por Baxter e aguela que advém do modelo de oito vértices tipo II
gquando a rede Union Jack se degenera numa rede guadrada.

0 modelo de Ising é mapeado no modelo de oito vértices
simétrico (43/ (ver figura 20) superpondo-se duas redes gquadradas cO

mo na figura 15 e usando-se a prescricao da figura 27. A fase orde

nada do Ising nao se encontra no chamado regime p;rincipal(”) mas




sim no regime em que aec, bed, d¥-d. Essas operacgoes deixam inva-

é3)

riante a fungao de particao . Procedendo desta maneira podemos

escrever

a:(ﬂsn(-??';”): 1

(4.52a)
b - FKSYI(G,K!)SYI(@{-Z)]'/M)SM(.27’//3): )(lj xf,-

(4.52Db)
cz pon (e+zn' R) = x|

(4.52¢)
dz=- SH(G,B) = ,\’.’Z
/J (4.52Q)

onde ﬂ €& uma normalizagao, xi e xé sao os pesos de Boltzman das 1i
gagoes noroeste-sudeste e nordeste-sudoeste, respectivamente e usa
mos a normalizagao que spins no mesmo estado tem energia de inte -
ragao zero.

Multiplicando (4.52c) por (4.52d), membro a membro, e
dividindo pelo resultado da multiplicacao de (4.52a) e (4.52b) ob-

temos

(4.53)
Vi!
De (4.52a,c e d) segue imediatamente que
2l
1 o (4.54a)
(%)
XL:: “.ffig?:ii__

Sn(%g” )Z/ . (4.54Db)
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A regido fisica dos parametros & a seguinte (na fase
ordenada) : 0<k<l,6=*d), O<)<K'/2.
Analisemos agora o modelo de Ising na Union Jack guando

X=1; nesta situacao ele se degenera no modelo de Ising na rede qua

drada.
De (4.38c) e (4.35a e b) temos
-~ R 5’7( Q)— P :L[?’
: hE=4 = (4.55)
c’"(*y,n)
Por outro lado, das equacoes (4.38a e b) e (4.55) obte-
mos
_ o] dnlu,g)-1
g, = o [dnlu2)-1] s s6a
Ik sn(ulk)
e
P ond
ot lanlid'-u,k)-1]
&1_ [ (4.56Db)

Estamos aptos agora a estabelecer a conexao entre os pa
rametros €,k e 4, k. Facamos em (4.56a) uma transformacao de

Landen (veja apéndice B)

E.: QJ:;

(4.57)
1+R
de maneira que o peso Y, pode ser escrito como
MRk
_ S"(4+n’ ) (4.58)
Y, =
P |
sw{ X R
(&)%)

Identificando a expressao acima com (4.54a) encontramos




E2

A= (4+n)[6 £ 7 Kik?] (4.59)

As equagoes (4.57) e (4.59) estabelecem a conex3o que

desejavamos,

Por completeza, resta-nos dizer que o outro limite em

que a Union Jack se degenera numa rede quadrada, qual seja Y=Y, =

L2y
=1, corresponde a fazer#=7= R
2
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CAPITULO V

SOLUCAC DE MODELOS DE SPIN COM SIMETRIA Z(N)

5.1. Preambulo

Modelos de spin com simetria Z(N) tem sido abundantemen
te estudados nao s6 pela riqueza de informagdes que fornecem sobre
os mecanismos de transigao de fase mas também pela possibilidade
de realizagbes experimentais desses modelos (os sistemas experimen
tais mais comuns sao gases raros adsorvidos em algum tipo de subs-
trato). Além disso, eles apresentam a peculiaridade de permitir um
tratamento exato ainda que, na maioria dos casos, restrito a curva
auto;dual. Frise-se, ainda, o interesse que a simetria Z (N) desper
ta na area da cromodin8mica quantica, em problemas como o do confi
namento dos quarks. Por tudo isso, o estudo de modelos com sime -~
tria Z(N) se reveste hoje de uma importincia muito grande.

Neste Capitulo fazemos, inicialmente, uma apresentacgao
dos modelos de spin com simetria % (N) exatamente solfiveis numa re-—
de quadrada. Discutimos, em seguida, as peripécias e malabarismos
que eram necessarios para a obtengao de resultados exatos nas re -
des triangular e hexagonal e propomos um método que simplifica de-
veras o problema. Mostramos que se o modelo envolve somente intera
¢Oes de primeiros vizinhos e satisfaz a relagao triangulo-estrela
entao a solucio da rede triangular pode ser obtida a partir da so-
lucao da rede quadrada. Reobtemos, em seguida, os resultados do mo
delo de Potts escalar por esse método e estendemos as solugoes au-

(82)
to-duais de Fateev e Zamolodchikov para a rede triangular.

No final do Capituio, discutimos a criticalidade do mo-
delo de Potts escalar nas redes de Kagomé e de dados e fazemos uma

conjectura baseada na degenerescéncia dessas redes.




Jo

5.2. Modelos de spin com simetria Z (N)

Seja uma rede planar com N sitios. A cada sitio j asso-
ciaremos uma variavel de spin 05 que pode assumir os valores dis -
cretos: 0,1,...,9-1. A hamiltoniana mais geral com simetria Z(q) e

(54)

dada por :

q (5.1)

& M\,

H: __Z’ ’j'd[ws.?_ll‘ﬂ((v'(—a')}’i]
<3y o=

onde g & o maior inteiro contido em q/2, {ij) significa soma somen

te sobre primeiros vizinhos e estamos normalizando a energia de in

teragao a zero quando os spins vizinhos estiverem no mesmo estado.

A hamiltoniana {(5.1) tem como casos particulares importantes, O mo

delo de Potts escalar

H:: —'TZ (Jg' 1) (5.2)

0y
437 4

e o modelo de Potts vetorial ou do reldgio ("clock model")

H:—TZst-’r(ﬂ‘;*@)—i] (5.3)

Para g=2, a hamiltoniana (5.1) reduz-se aquela do prdo -
prio modelo de Ising; para g=3 corresponde ao modelo de trés esta-
dos do Potts escalar. Para g74 o modelo passa a exibir, para deter
minados valores dos acoplamentos Jx ; Mais de uma transicao e apre
senta um rico diagrama de fases(5yz permitindo inclusive uma varia
¢ao continua dos expoentes criticos ao longo da curva critica. Co-
" mo vimos no Capitulo II, quando este modelo de spins estd definido
na rede guadrada ou nas redes da figura 8 podemos associar, via
prescricao da figura 5, um modelo de q3 vértices que conservam car

ga mddulo g.
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5.3. Solugao Exata na Rede Quadrada

Historicamente, o primeiro desses modelos que teve uma
solucao exata foi o caso g=2 do modelo de Ising que Onsager resol
veu em 1944, Foram necessarios mais 29 anos para que se obtivesse
a solugao exata do caso particular do modelo de Potts escalar na
rede quadrada e mesmo assim, somente na temperatura critica.()prg
cedimento utilizado na derivacgao original foi bastante indireto .
Vamos apresentar de maneira sucinta, as linhas gerais dessa deriva
cao.

A fungao de partigdo do modelo de Potts escalar de g es

tados & dada por

2= Z e(Kng,Jﬁwb

conf.

(5.4)

onde o primeiro somatdrio & realizado sobre todas as possiveis con
figuragoes e estamos normalizando a zero a energia de interacdo se
spins vizinhos se encontram em estados diferentes. A fungao de par

tigao (5.4) pode ainda ser reescrita como

Z= 2 Tl'[i“’JWF;] (5.5)
conf. (ta)
onde vy = eﬂJ - 1.

Se a rede tem E ligagoes entre os spins entao a expres-
sdo (5.5) contera 2° termos. A eles associaremos um grafico G da
rede colocando barras sempre que escolhermos o termo v cﬂ#ob . Des
sa maneira, existe uma correspondéncia biunivoca entre graficos na
rede e os termos da expansao de (5.5) e a funcgao de particao assu-
me a forma

25 B 425 ?crv_ﬂ
[&

(5.6)
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onde a soma & sobre os graficos possiveis, £ & o nimero de barras
e C & o nimero de componentes (isto &, o nlimero de sitios isola -
dos mais os agrupamentos de spins no mesmo estado). A expressao
(5.6) & um caso particular do chamado polindmio de Whitney.

(¢)

Temperley e Lieb mostraram que (5.6) e equivalente a
um modelo de seis vértices alternado nas duas diregoes da rede
("staggered") e definido numa rede medial. O procedimento utiliza-
do porém, baseado numa Algebra de operadores, & bastante complexo
e de validade restrita a rede quadrada. Ao leitor interessado acon
selhamos a derivagao desse mesmo resultado obtida por Baxter ,
Kelland e Wu(q%Gue, além de mais simples, posto que se baseia numa
decomposigao grafica, tem validade em qualquer tipo de rede planar
Como exemplo desses resultados exibimos na figura 28 uma rede qua-

drada de spins e a rede medial associada do modelo de seis vérti -

ces alternado .

Fig.28 - Circulos cheios e linhas continuas correspon -
dem a rede de spins; circulos vazios, tridngu-
los e linha tracejada a rede medial do seis

vértices alternado.

Os vertices mostrados na figura 29 abaixo tém os seguin

tes pesos :

Nas linhas verticais (triangulos)




33

-] -
Wy w, Wy, U Wy = 1,1,x X 08 T s, st s

Nas linhas horizontais (circulos vazios)

-1
wlru21w31w4lw51w6 = xhlxhllllls +XhSIS+Xh5
. =1/2 - o 1/2 _ he
onde X, ouh = 9 v oouh ' s exp /2 e g 2c
3 .;t:><<:j. i::><::f :i:><i:: \r
1 2 3 4 5 6
Fig.29 - Os seis vértices associados (nac simétrico)

O modelo de seis vértices alternado, infelizmente, nzo
tem solugao a nao ser que a altern3ncia deixe de existir podendo -
se entao utilizar os resultados de Lieb para o seis vértices homo-
géneo. Isto ocorre na temperatura critica .

Cumpre-nos salientar ainda que essas equivaléncias es -
tao rigorosamente corretas somente para o modelo de Potts com inte
ragao ferromagnética(?14
No que diz respeito & hamiltoniana (5.1) s& recentemen-

. o ~
te Fateev e Zamolodchlkov( )encontraram algumas solugoes auto-

duais na rede guadrada .- Eles mostraram a existéncia dessas novas

solugoes utilizando a relagdo triingulo-estrela (na sua versao au-
to-dual) e, calcados nos trabalhos de Pokrowsky e Baxter, obtive -
ram a energia livre por spin a partir das relagoes funcionais de

inversao e simetria (que estudamos nos capitulos II e IV).
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5.4. Solucgao exata nas redes triangular e hexagonal
5.4.1. Solugoes anteriores

A estensao dos resultados exatos do modelo de Potts cri
tico para rede triangular (ou a sua rede dual que € a hexagonal) &
ainda mais rebuscada. Em primeiro lugar observemos que o modelo de
Potts definido numa rede triangular corresponde, via o mapeamento
estudado na secgao anterior, a um modelo de seis vértices numa re-
de de Kagomé! (que € a rede medial tanto da rede triangular como
da hexagonal). Ora, nao se conheciam solugoes do seis vértices nes
sa rede e isso protelou por cinco anos a estensao de resultados e-
xatos para a rede triangular; para quebrar as algemas era necessa-
rio resolver o seis vértices na rede de Kagomé.

Baxter se desvencilhou dessas algemas de maneira bastan

(84
te engenhosa (como sempre). Em 1974, Kelland havia estudado e re
solvido (usando a hipdtese de Bethe) um modelo de vinte vértices
numa rede triangular. As confiragoes permitidas de vértices eram
somente aquelas que conservavam carga exatamente e estao mostradas

na figura 30,

P 9 S
2 B K K

Fig.30 - O modelo de vinte vértices simétrico por rever

sao de todas as flechas.
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As entidades basicas na rede de Kagomé sao triangulos .
O modelo de Potts estd associado & rede de Kagomé que tem em cada
uma das 3 sub-redes um seis vértices com pesos de Boltzman diferen
tes (representamos isso na figura 31 através de circulo, triadngu -
lo e guadrado). Ora se todos os tridngulos da rede de Kagomé colap
sassem da maneira mostrada na figura 31 entao poderia se encontrar
solugOes para o seis vértices na rede de Kagomé através da solugao
de Kelland do modelo de vinte vértices na rede triangular. Foi exa
tamente este o procedimento de BaxteéfvEle mostrou que a solugao

de Kelland correspondia precisamente & solucdao do Potts critico na

rede triangular,

o /°2

o p’
{\"3

Fig.31 - Colapso do seis vértices na Kagomé no modelo

de vinte vértices, d.,ﬂ.,). =21, e A, estdo
I O ] i

somados.

Vemos com tudo isso que duas equivaléncias eram neces -
sédrias para a obtengdao do Potts critico na rede triangular.

Em pior situagao ainda se encontravam as solucdes de
Feteev e Zamolodchikov em que a primeira equivaléncia (isto &, com
um seis vértices na rede medial) sequer existia.

Na prdxima secgao mostraremos gue a estensao de resulta

dos exatos para redes triangulares pode ser simplificada de manei-

ra drastica.
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5.4.2. Solugao a partir da rede quadrada
(43) _

Em seu livro Baxter derivou a solugao do modelo de
Ising na rede triangular usando a equivaléncia entre um modelo de
oito vértices na rede de Kagomé e dois modelos de Ising desacopla-
dos definidos nas redes triangular e hexagonal(4%{ NOs mostraremos
que desde que a interagao seja somente de primeiros vizinhos e obe
deca & relagao tridngulo-estrela a energia livre por spin do mode-
lo definido na rede triangular pode ser obtida a partir da solugao
do mesmo modelo na rede quadradafga)

Fagamos primeiro uma superposicao de uma rede triangu -
lar e de uma rede hexagonal como mostrado na figura 32. Em cada si
tio dessas redes definimos variaveis de spin que podem assumir os
valores discretos: 0,1,...,9-1. Com a prescricao dada na figura 33
nos associamos s duas redes desacopladas um modelo de q3 vértices
na rede de Kagomé. Observe que esta rede de Kagomé tem tré&s tipos
de vértices. Se o modelo de spins satisfaz a relag¢ao triangulo-es-
trela entao o modelo de v8rtices obedece as equagoes de fatoriza -

¢ao (veja Capitulo II) e sua fungao de particio & 2z invariante (63

de maneira que podemos escrever

M

‘F’FK = —La < ﬂFr (5.7)

onde F & a energia livre por vértice da rede Kagomé e F, € a ener

gia livre por vértice do tipo i na rede gquadrada.




~ Fig.32 - --- rede hexagonal; — — —, rede triangular;

— , trés tipos de vértices na rede Kagomé

(1,2,3).
Fy~03
%e »%
AN /
SV
.
Oy 6, — 4N I3-0%
N
yd .
4 g
-0

Fig.33 - Prescrigao do vértice. A diferencga a, - & mo-
dulo q.

A uma rede de Kagomé com N vértices corresponde uma re-
de triangular com N/3 sitios e uma rede hexagonal com 2N/3 sitios
(como estamos interessados no limite termodindmico as condigdes de

contorno dessas redes sao irrelevantes) de modo que

13

~BF = - -2
B = Jg/f’Fﬁ Nk

(5.8)

onde F_ e Fh sao as energias livres por spin das redes triangular

e hexagonal respectivamente.

(s¢

Procedendo ald Pokrowsky e Bashilov nds podemos escre

ver a relagao triangulo-estrela como equagcoes funcionais

3t
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a-t ' ' o
oé Km(ﬁ‘);(%o_(ez) K‘%r(e,): "("M92»55)’(656(;“’@’)‘ésé—,’r“’z)/é-,é""’s) -

onde Kumd(ea) e Kff,(¢~63) sao os pesos de Boltzman nas ligagoes
do tipo i das redes hexagonal e triangular respectivamente ,
A(el,aé,93) & uma funcao simétrica dos parametros espectrais o, e

91+9 +6 =1,

2 3
7 &
5 [

\ S "

N ?

©s .

o O o = T-9, > %
7
o

d, 0.)

Fig.34 - Relagao triangulo-estrela

Fazendo uma dizimac¢aoc de spins da rede hexagonal atra -

vés da relacdo triangulo-estrela nds obtemos
_AF - LAn ) -1 BFe 5.10
F’k : Jﬁ ( )

Combinando as expressoes (5.7), (5.8) e (5.10) nds te -

mos

erF(-:ZL/n/\

PRz (5.11)

Ro |~
—

A equacao acima & a expressao chave desse nosso traba -
lho. Se um determinado modelo de spins com interacao de primeiros
vizinhos satisfaz a relagao triangulo-estrela (o que implica na
sua solubilidade na rede quadrada) entao a solugao exata pode ser

estendida &8s redes triangular e hexagonal através da equacao (5.1D.
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Vamos agora rederivar a solugao do modelo de Potts cri-

tico na rede triangular, utilizando a expressao (5.11). Os pesos '

de Boltzman para esse modelo sao dados por

K alet)= 4+ vie)des (5.12)

onde v(éﬁ) €& dada por (Pokrowsky e Bashilov(g%

Ulop)- ach(pT) sh f/““’ef)]/sl‘ (uor) (5.13)

1/2

e gq = ZCh(/uIT)e
A energia livre por vértice do tipo i na rede quadrada
tem a seguinte expressao (Pokrowsky e Bashilov(sw)
o0
~(5F: = L fng ,,[ sh[mx(-5)]tah (arx )ch [rx(i-267)] oy
2 ! oo x sh(rx) (5.14a)
-~ i L -8
- pFe= Ln4 s+ In }_98(”“”)]4» 24n| T{oefon) T (573
2 o
@IT) 9,0 _g‘a (5.l4b)
T%i+3&)7%i Sk)
O _ufh
M -28;
“pFe=iinqrpn v 22 £ f?‘*(/‘”")d‘["""(”‘ﬂ
L nzq n (5.14c)

onde as equagoes (5.14a,b e c) correspondem respectivamente aos ca
sos q<4, g=4 e g>4 e ¥=-ipu.
A fungao ) pode ser obtida diretamente da relacao tridn

gulo-estrela e vale
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Aoy 0:,03) = I r sh [ (r-0r)] s 16
! f=1 sh(/ué,) (>

Finalmente, usando as equagoes (5.11), (5.14) e (5.15)
nds obtemos a energia livre por spin do modelo de Potts critico na

rede triangular.

3
"‘F}F{:: éfnc, + L 2 sh fﬂx(i—zf)] sh (J& 19(-) A x

2 (.:,-oo x sh(mrx) ch(nrx) (5.16a)
4 -8.
- pF= unmﬁ{j"(.z )+ & WEIRMCRED) }
T(nzjn)w(i*g;;) (5.16b)

e OO ..../4 RN

_.ﬂpé:ifmc\ +/ulT Z Z

sh (-1’/‘”‘9")

! WCW””) (5.16¢c)

onde, navamente, (5.l6a,b e c) correspondem aos casos g<4, g=4 e

g?4, respectivamente. A conexao com 0Os parametros utilizados na so

(43).

lugao original obtida por Baxter et al & a seguinte: A =uT , &, =

J
/u(IT 9) e’r’ (r- 9)/?17

Vamos agora obter uma soluc;éo nova para redes triangula
res. Recentemente, Fateev e Zamolodchikov Cgo)enCOntraram solugoes
auto-duais da relacgao tridngulo-estrela em modelos de spin com si-
metria Z(N). Para o peso estatistico, que determina a interacgao en

tre dois spins 0 e ¢' em sitios vizinhos da rede quadrada, eles ob

tiveram a seguinte parametrizacao
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- a9
" nr + 8¢
Knlog)=
K=o Sen[ ,r(mi)_g] (5.17)
N N

onde N & nimero de estados de spin, n=0-¢' (mddulo N)<9i sao os pa

rametros espectrais e e+ 92+ 03= o,

As fuagoes Kn(GE) tém as seguintes propriedades K, =

= K—n= KN-n e KO € escolhido igual a um. A energia livre por vérti

ce do tipo i na rede quadrada & dada pela expressao abaixo

(5.18)

pre- [ 0 L L bl K
o r(E) L)

Fazendo uso da relagao triangulo-estrela nds encontra -

mos a fungdo N

[;,/2] k-1 y+ e
Alog 02,85)= N’ TFT_ [ N 2) '“J] . (5.19)
(=t w21 5en[‘l§ - 67 ’

N 2N

onde [N/Z] significa o maior inteiro menor que N/2. Finalmente u -
sando as relagoes (5.11), (5.18) e (5.19) nbés podemos obter a solu

¢ao na rede triangular

3 [l ) e

-1
) x ch(mx | ch(irx ) shrs)

dx

—PF{:: i_.lh

(5.20)
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5.5. Criticalidade na redes Kagomé e de dados
5.5.1., Conjecturas anteriores

Muito embora o modelo de Ising seja exatamente sollvel
a gqualquer temperatura em redes planares, a sua generalizacao, is-
to &, o modelo de Potts escalar somente o & na temperatura criti -
ca, Mais intrigante ainda & o fato de, até agora, os resultados e-
xatos valerem apenas para as redes gquadrada, triangular e hexago -
nal; nao se conhecem sequer as temperaturas criticas a nao ser nes
sas redes. Isto tem gerado uma série de conjecturas sobre a criti-
calidade do modelo de Potts em outras redes e,em particular,. para
a rede de Kagomé (e sua rede dual: a de dados) que passaremos a a-
nalisar (As células unitdrias dessas redes estao nostradas na Fig. 8).

De uma maneira geral, as conjecturas existentes se ba -
seiam na relagao triangulo-estrela do modelo de Potts e faremos en
tao um estudo cuidadoso dessa relacao.

Nao escreveremos, desta vez, as equagdes da relacao
triangulo-estrela (veja figura 34) como equagdes funcionais e uti-
lizaremos a normalizacao da energia de interagdo igual a zero guan
do os spins forem diferentes. Dessa maneira, o modelo de Potts tem

as seguintes equag¢oes para a relagao trisngulo-estrela (veja figu-

ra 34).
q-1 -
= Pllades + L dsn v adse)  p(sdin v % 80 v % den, )
g € - A€ (5.21)
Chamando %, = e'sLi ey, = epJi constatamos que a rela -

¢ao triangulo-estrela para o modelo de Potts implica na existéncia
de um total de cinco equag¢oes, a saber
€
;.76 AB1YYs= XX 4971 0200, 9L (5.22a)




a3

o

PR XYy T Xy F XpXy £ 972 oo’ (5.22b)
o
& _ s ]

E,:—-“‘ Dy, Kk KAzt g7 ) to (5.22¢)
oﬂ:

a' )

NN _ - Nt

R D N T O A L # (5.224)
;

1]

. ) i iy

Leet M= K pxarxzpgt3, SFETHFL (5. 220)
[}

Substituindo (5.22e) nas equagoes anteriores eliminamos
a normalizacio A . Dessa maneira as equagoes (5.22b,c e d) nos for-
necem os y, COmO fun¢oes dos X Substituindo-as em (5.22a) -encon -

traremos uma fungéo f(xl,xz,x3)=0 dada poyr

%(xi,xz,xg):(x,—t)(tz-l)(xy') X KgXg= X Ky = X My = XXy + (“‘1)("11”‘1*"3)1*(5.23)
+39-1-q° J

Portanto a relagao trifngulo-estrela do modelo de Potts

admite solucao se e somente se a equacao (5.23) estiver satisfeita.

Evidentemente a expressao entre colchetes de (5.23) deve ser nula.

Mas essa & exatamente a equagao do modelo de Potts critico na rede

hexagonal! Se tivéssemos eliminado A, X1 Xy, X5 em favor de Yir Yo
e y, entao teriamos obtido a condigao
ViYW =9 =By =By ¥ 279 =0 (5.24)

que &€ exatamente a equagao do modelo de Potts critico na rede trian
gular.:

Resultado: as equagoes triadngulo-estrela do modelo de
Potts s0 tém solugao se e somente se os X, e os y, satisfazem a e-
quagao critica do modelo nas redes hexagonal e triangular, respecé

tivamente. A Qnica excegdo que existe & o caso g=2 (modelo de Isingd

P~




94

pois o numero de equacgoes independentes reduz-se a guatro, uma

vez que & impossivel a configuracao (5.22e) |

E al reside o erro da conjectura feita por C.Tsalliéyﬁ
na rede 3-12 (e em consequéncia, na Kagomé) . Inadvertidamente,
ele omite a equagao (5.22e) na relagao tridngulo-estrela do Potts,
escrevendo somente 4 equacoes (eliminando-se a normalizaqéo.A ’
restam as equacoes de nimeros (8), (9) e (10) do trabalho de Tsallis).
£ claro que os resultados dele valem para o modelo de Ising mas nao
para o modelo de Potts com ¢g72.

85/

0 erro da conjectura de F.Y.Wu & de outra natureza. Em
seu trabalho ele estd interessado num modelo de Potts (interagao de
primeiros vizinhos) na rede triangular agregado a uma interagao de
3 spins em‘tgggi os triangulos da rede. Baxter havia anteriormente

encontrado a curva critica do modelo em gue a interagao de 3 spins

ocorre alternadamente nos triangulos da rede. Wu faz entao, uma hi

pbtese sobre a curva critica do modelo mais geral (em que a intera
cao de 3 spins ocorre em todos os triangulos) e a partir dela mon-
ta um sistema de equacgdes triSingulo-estrela (equagao (10) de Wu‘%%
no gual o tridngulo tem interagao Potts e de 3 spins e a estrela

somente a interacao Potts. Degenerando todos os triangulos da rede
triangular em estrelas obtém-se a rede de dados e a partir da sua
hip&tese de criticalidade do modelo gue contém interagao Potts e 3
spins, ele conjectura a criticalidade do Potts na rede de dados (e,
naturalmente, na rede Kagomé que & sua dual). Ele proprio reconhece

(5¢)

em trabalho posterior o erro da sua hipdtese inicial.

5.5.2. Conjectura a partir da degenerescéncia das redes

Nas conjecturas anteriores a degeneresceéncia da rede
Kagomé na rede quadrada (quando uma das interacoes vai a zero) & u-
tilizada para checar o resultado, NO6s gueremos inverter este proce-

dimento, ou seja, usar a simetria e as degenerescéncias da rede pa-
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ra obter o méximo de informagoes possiveis sobre a criticalidade
da rede.

Vejamos, por exemplo, como poderiamos obter a curva cri
tica do modelo de Potts (completaménte anisotrdpico) na rede trian

gular conhecendo a sua curva critica na rede quadrada.

Xy Xg=%,= %, + 1-9 = o (5.25)

Ora, a simetria da rede triangular impoe que a curva

critica seja simétrica nos pesos de Boltzman x X. (correspon

17%2 € %3

dentes 3s trés diregoes da rede). Além disso, se qualquer um dos
X, for a um (acoplamento zero nessa direcao) nds recuperamos a re-
de quadrada. Face 3 expressao (5.25) nds devemos ter somente poten
2 € Xj. A equagao mais geral que podemos es -

crever com essa simetria e poténcias & a seguinte

cias lineares de XqrX

X K2X3 + Co (%5 + *'*3'*xe})‘*cl(x‘*Xfo5)'*C§:=° (5.26)

onde Co’ Cl e C2 sao coeficientes a serem determinados. Fazendo X3

= 1, obtemos
X1K2(11'Co) ¥ (cifco)(x1+11)+ CqtrcCy=o (5.27)

Igualando (5.27) e (5.25), teremos

1+co=14 (5.28a)

(5.28b)

C1+C2: i'ﬁ
(5.28c¢c)




%

donde CO=O, Cc,=-1, C2=2—q que substituidos em (5.26) fornecem exa-

l=

tamente a curva critica do Potts na rede triangular.

Para a rede de Kagomé, entretanto, se xiﬁl entao ela se

degenera numa rede quadrada decorada cuja curva critica exata & fa

(50)

cil de ser obtida

2 2 < 2
Xy Ry = 2% Xy =2 X Ky + X+ Ky + 4(1-9) x,x, +

(5.29)
+(L-q)(ql— 29 +1) -2 (4—«;)2()(,”%) =0

Devemos entao procurar por uma eXpressao que seja simé-
trica nas varifveis X 1%, Xy € N0 médximo quadratica nessas varia -
veis (para poder gerar a curva critica da rede guadrada decorada

(5.29) no limite x.=31).

3

2.1 1
Co+ C((lexzfra) + C-Z( XX, f-x‘,¢5+xzx3)+ CS(XI ”l""S) 4
2 1 2 2
’fCH("u"z Xy Rt KKyt A%y 4 "L"; t A;*;, )+ Cs K, Xg%y + C(’(x:'xsz +
‘ (5.30)
FX XA X xl) ( 1.2, 2,1 . t2 ( 1.2 2 2
X Xehyt XK %y | v Cq (x!xg #5705 v 300 ) + o (x'Rixy # X0k, %3 4

IR 7.0 1
+K|X1K;) + )(| XZXB = ©

Tomando o limite xjﬁl em (5.30) e igualando a (5.29) ob-

temos

C3+C+i=1

(5.31a)
C(‘-\-C(’-"Cg:—o‘l

(5.31b)
CayCy+Cy= 4

(5.31c)

Cor Cyreg= 4(1-9)

(5.314)
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2
Ci+Catcy= ~2(4-9) (5.31e)

Co+ € +Cy=(1-9)(q*-39+¢1) (5.31f)

As seis equagoes acima sao, evidentemente, insuficientes
para se determinar os nove coeficientes. Entretanto, olhemos para o
limite em que X39Gl Neste caso, toda uma linha de spins estarao no
mesmo estado. Se neste limite olharmos para a rede dual (xgvl) en -

tao a rede se torna unidimensional como mostra a figura 35.

+ +d _
xPD X P ip
,./\<>__,_ o e ) « -
%
(b (<)
(a) J

Fig.35 - Limite xgﬁl na rede de dados (a) e aplicagao su
cessiva do calculo do peso de Boltzman equiva -

50
lente para spins em série (b) e em paralelo (c)( }

Da figura acima segue-se imediatamente gque

=D D D
X = X X5 +9-1 (5.32)

XD+ %3 +q-2

°s (3°) (5.33)

Quando a rede de dados colapsa na cadeia unidimensional

a temperatura critica deve tender a zero, ou seja, §Q40°. Utilizan
.xi+qu =

- D
do a transformacao dual: X, = y VEMOS gue X 00 corresponde

X.~-1
a hR
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2
(X4 Xz -1) = o

(5.34)
Ora se tomarmos o limite xi’m>em (5.30) obtemos
Cy Cq(ﬂ.f‘z)-'-c}("}f";)‘} CoXyXg + Cx(x‘z&z+x,x:)¢ XEz o
(5.35)
Igualando (5.35) e (5.34) teremos
C(‘,:C}: Cg= o0 (5.36a)
C, = —-2
¢ (5.36b)
C3,. i
(5.36¢)

O sistema de equagoes (5.36) e (5.31) deixa indetermina-

do apenas um coeficiente de (5.30)
zZ 1 1 Vi 2z
x( Xz )(3 -2 (7(' Xz X3 + X, Lz X3 t X X, ’(g)-}'Cs KixlXS

+ (’(F{- X-Z+><7;) + (é‘q‘j‘cs)(xwl + X Xy 4 xzx3) +

¢

+ (65 ~29"rg9 -8 Jxy# xut x3) + (~q%+ tq*-12q+8-C5)= o (5.37)

O modelo de Ising (g=2) corresponde a Cg=0. A hipotese
malograda de Wu corresponde a C5=4—2q. Infelizmente nao vislumbra-

mos, até.agora, uma maneira de determinar o coeficiente C5, que de

ve provavelmente ser um polindmio em q.
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CAPTITULO VI

CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos alguns sistemas de spins e de
vértices exatamente solfiveis em duas dimensoes. A partir da exis
téncia de solugoes para as equagoes de fatorizagao e ,em conse -
quéncia, a comutagao da matriz de transferéncia, mostramos ser
possivel se obter a enefgia livre no limite termodinamico atra -
vés do método de espalhamento inverso (quando se conhece o0 pseu-
do-vacuo) ou via relagdes funcionais para a funcgao de particgao.

Introduzimos um modelo de dez vértices assimétrico com
dois e trés estados nas ligagoes e o resolvemos pelo método de es
palhamento inverso. Mostramos que ele exibe uma transicao de fase
de primeira ordem com um congelamento de vértices na fase ordena-
da.

Analisamos um modelo de oito vértices de férmions 1li -
vres e propusemos uma nova relacao funcional que nos permitiu cal
cular a energia livre por vertice do modelo. Mostramos que o mode
lo de spins associado corresponde ao modelo de Ising na rede Union
Jack. Pretendemos utilizar este modelo exatamente sollvel para es
tudarmos o método de matrizes de transferéncia de canto ("corner
transfer matriz") introduzido por Baxter para o cdlculo de parémg
tros de ordem,

Demonstramos que se um modelo de spin com interagao de
primeiros vizinhos satisfaz a relacao triangulo estrela entao os
resultados obtidos na rede quadrada podem imediatamente ser es -
tenaidos, e de maneira simples, para as redes triangular e hexago
nal, eliminando os contorcionismos necessarios até entao, Utili -
zando este método, reobtivemos o Potts critico e estendemos as so

lucoces auto-duais de Fateev e Zamolodchikov para a rede triangu -



{00

lar.

Finalmente, analisamos as conjccturas existentes para a
criticalidade do modelo de Potts nas redes de Kagomé ¢ de dados
cuja principal conclusao nos acreditamos tenha sido a de inviabi
lizar o uso da relacao triangulo estrela em outras redes, gue nao
a triangular ou hexagonal. Conjecturamos ainda, a partir das dege
nerescéncias da rede Kagomé, uma expressao para a sua curva criti
ca a menos de uma constante. Uma andlise numérica seria interes -

sante para a determinacao dessa constante.
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APENDICE A

O CALOR LATENTE DO MODELO DE DEZ VERTICES

Como vimos no Capitulo ITII o modelo de dez vértices so
fre ﬁma transicao de primeira ordem. Dependendo dos valores de él
e €, essa transigao pode ocorrer ou no ponto 7:27e v=1T/2 ou no
ponto’]=TTe v=-1/2 (veja figura 25). A determinagao do calor laten
te é semelhante nos dois casos e nos restringiremos ao seu calculo
apenas no ponto'yzlre v="T/2,

Utilizando as equagoes (2.3), (3.57a) e (3.58a) pode -

mos calcular a energia interna do sistema a temperaturas acima e

abaixo da temperatura de transicao T

UlT)= -2 fna -1 2 fosh [oxtr-n) sk [x(p-29)] |
T )= = :2- (9/5 2o X sh(rr:() Ch())x) (A.1)

3
# (A.2)

Desse modo o calor latente pode ser obtido pela expres
sao abaixo

1y [ shlatrp)]sh(x( 7‘2")sz<
2 Dﬂ -00 X bL\(‘TX) Ct\(71() (A, 3)

L=z Lom [U (T+)" U(T‘)_]: f;‘_:y’ﬂ i

T->7 U Tify

Uma vez que 7 e v estao prdoximos de Me /2, respecti-

vamente podemos expandir as funcgoes hiperbdlicas

5k[3x(ﬂ"7)]"' .,zx(rr—»)) (A.4a)



{02

h Cx (y-20)]~ x (p-a0) o

ch (7x )~ ch(@ix)

(A.4c)

Substituindo essas expressoes na equacao (A.3) temos

L: Sim i‘.z_é joo(n"?)(")-zu’) x dx }

por o dply,  sh@m) (h->)
>0,
Fazendo uso da integral
oo
~dx _ ¢
= L (A.6)
~00 SL\@LX) .Za.l'

a expressao (A.5) pode ser reduzida a

L = _2,“’ /{:t;lr §ﬂ[(ﬂ-7)(7_zw).] (A.7)
v i/,

Das equacgoes (3.59) temos

-1 epeu eﬁez
ﬂ--y‘): cos [ 2 (Ae 8a)

penfcﬁez] -1 2- (62[56|+ ezﬁ’e?-)

7-zu: costl_e +ve |- cos
2 2(4-P*) 1 (aep)

substituindo-as na equagcao (A.7) obtemos o calor latente

A€ /2 €2
€ ¢ + €. ¢ , (A.9)

A
L{ i' 25(6l+el)
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(A.10)
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APENDICE B

PROPRIEDADES DAS FUNGCOES ELIPTICAS E DAS FUNCOES TETA

Neste Apéndice apresentamos de mancira sucinta algumas
propriedades das fungoes elipticas e das fungoes teta que sao uteis
para uma melhor compreensao do Capitulo 1V,

Integral eliptica completa de primeira espécie

/2
K(r) = ‘ da (B.1)
o \1-RkisenioA |

Notagao K'=K(k'), onde k':Vl~k2 & o mdodulo complemen -
tar.

Mudanga de mddulo:

K(L@): R'K(n)

(B.2a)
K(L)= kK(KR)+7k(=)
(B.2b)
K(ER)2 2R e (r)
(i-\-'Z) 2 (B.2c)
Kl)= ekt

As fungoes elipticas sn, cn e dn tém as seguintes re -

presentagoes produto:

oo
) s iulqzncos(%) ¢ a7
"z

(B. 3a)

Yy 4
Snu = ,2«7/7,.2 hsw{i_ﬂ

<K 1-':2‘12"-1(,05(%)*"]‘{"-1



‘4 e =% > d i A4 "
enm= 297k e ‘oos(ﬁ T _1+29 0"‘(‘7{) ra

2K/ =i - -
i*,gc’“ loos(@/ ’_7‘“4 Z
K

i 2n-] Yn-2
/2 2. 129 cos(%) + 9
dnum= R [
n=) 2n-| -
1-2q C.Oi(g:_‘)f?qnz
K
1
_TMEK_
onde gze k
perfod.oﬁ, 2705 polos

/, i
SN M gmk + anK i 2mk+2nK% 2m K4+ Gnn )KL
i, .
TNy leKf‘Jn(Kf‘k’L’) (amr )l +2n KL ngp(an)I,{'t
dnau aml + ‘{nK'C (amyi ) K + iK't 2m i+ (zun) k't

P . )

W e | ¥fe ‘K/l s+ K MK

¥ i { nia .

ot enm Vr! Jive! | _p! snu - ona

i VE! ddnin R snat

{ .
o(\l\al&* O‘Y\M m‘ £+n ,2 -1 N
dnan Sn A

transformagoes de mbdulo:

1) k1/k

sy\(nM,//;z)z kR sn{ur)

c,n(}zM, 4/,<): dadn (,u/)z)

(B.3b)

(B.3c)

(B. 4a)

(B. 4b)
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dH(KM) 4/::.) = cn(x, R)

2) kK
k'

sn(rba, TR/R)) = k' 27 (u )
on («,%2)

cn(n',“, (“/n'): en (4R )
odn (u, )

dn (Vz’/«) [Iz/,z)): 1
dn(M,n)

3) k‘?zig‘ (transformagao de Landen)
1+k

5n[(44n)u)g_\£?] = (“") sn(u,r)

cw[(wn)zu, Z_J__‘?:‘] = enly ’z)oln (A«(k)
14 R

/+lzsnzéaja)

o!ﬂ[(“"()'“/ E_@]: i- R sn(4, '2)

AR
4+ RSNy R)

Identidades:
2 1
Sna + cn 4= 4
A i 3 rRisniu = 4

sn(uiv): snauucnudnur T osnu cnuadna

1 - risnta snlo
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(B.4c)

(B.5a)

(B.5b)

(B.5c)

(B.6a)

(B.6b)

(B.6¢C)

(B.7a)

(B.7b)

(B.7¢c)
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cn(utu): N cnU’ F SHALSnudnaw dnu (B.7d)
4~ r¥*sntu gnlo
-— 2
dl’\(MiU’): Adnacdnu ¥ Rsnau sno-cne enor (B. 7e)

4-r%snlr snla

Vejamos agora algumas propricdades das funcoes teta que

definiremos a partir dos produtos:

91(4&): ) q‘/"snu T (1-.272nCos.24~ +7‘m)(4—72") (B.8a)
=
6,2,(“): ac]‘/"wsu E‘(i +.Zc,2n<,o5 2 +qq") (1-—92") (B. 8b)
o° 2n-i 4/n-z)( 27
6. (w) = 27(17‘37 cos2u +q 1-49 ) (B.8c)
E) e
oo -
QL[(M) = )Zr(j_ -.272" ,(,05.2-(4. /_74;, )(1-72") (B.8d)
=7
e Mt T Y g At Tify A+ TSy, - zevos
~2iu My Ta
gW)| ~6(x) |-e_ol)| gw) |tq < gL -g)| amg + an il
q
-alu g T
gléu’} —BJ(M) e %‘“) -6(x) |4 e 05(+) 92(“) é‘“"')f + 2"\%1_"
9
-ty Afy P
93(*&*) By 1) e_%_ 6+ Gy(4) |q Te g(u)| 0,0« (zm—l)g +(Jn-l)l_1;:'fl
] -2t L .
64‘(4\} @q(u) g_ﬁ__ 6‘(“) (%CM) {9 e Mﬁl(u) (9,{(4} 2wg +(2nl)%f
onde V= iR eqg-=e K
K

Definicgoes:



- @ Tu
o) o (5

H(x) = o, (lﬁ)

aK

@ (m) = 93(&5)

ak

Hi(M) = (9.2 (%ﬁ)

Conexao com as funcoes elipticas:

SYIM:_L_ H(M)
Vo' @(«)

az = Hola
ena= & Hile)
@(« )

Iz Jrt' @1(“)
@(~)

- 40§

(B.

(B.

(B.

.9a)

.9b)

9¢)

9d)

10a)

. 10b)

.10c)
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APENDICE C

ADICAO DE FUNCOES TETA

Neste apéndice quercmos derivar as cxpressoes (4.24) e
(4.27). Comecgaremos pela primeira gue envolve adicao de funcgoes te
ta.

Com o auxilio do apéndice B podemos escrever

5,\2”_5"1M - Cr\z,u-cnz)y = H,Z(M,)@l(’y)— f/,z(7}@z{-(4)
sz‘17"”‘2’“‘ 5"27"("2", Hly) B, (u) (C.1)

O numerador de (C.1), que chamaremos G(4'), pode ser

reescrito

G(M‘): 021("4') 9; (7/) - @22(7/)‘91; (’“,) (C.2)

Queremos reduzir a soma (C.2) a uma Unica expressao ou,
no jargao, encontrar a regra de adigao. As funcOes teta sio fun -
¢oes inteiras e quase-periddicas e podem ser expressas cOmo um pPro
duto dos seus zeros (como um polinomio). Nao existe, porém, uma re
ceita para a obtencao de G(u'). Usualmente fazem-se ensaios com al
gumas fungoes G(m') mantendo-se em mente (se possivel) os zeros da
soma. Rebuscando-se tal solucao, a adicao estard correta guando to
dos os zeros da soma sao também zeros da fungéo encontrada G(«') e
vice-versa. Felizmente, os critérios de ordem e caracteristica das
fungoes teta auxiliam bastante no encaminhamento do problema.

A funcao G(u') & uma fungao teta de segunda ordem e ca

racteristica +1, isto &
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Glm'vn) = + G(A') (C. 3a)

P R
-l Ar }
Gu'enT)z | Le cl«') (C. 3b)
i
A caracteristica de uma funcao teta & o sinal que apa-

rece em (C.3a) (no caso +1). A ordem de uma fungao teta é a potén-

cia que aparece cm (C.3b) (no caso, 2).

1

bém & uma fungao teta de segunda ordem ¢ caracteristica +1 pois

Analisemos a fungao F(u')=& (7'~M‘)Ql(7'+u') . Ela tam

F(M'+Tl) = F(M')

(C.4a)
~2fm ,
Flwemt)=| Le F(‘*)
q (C. 4b)
Podemos entSo»escrever*
z 2
@Z(M')G,/ (7')-— 822(7749;[44'):C5/ (7’—/«’/(9/(7 /hu’} (c.s)

onde C & uma constante. Para a determinagao de C fagamos, por e

xemplo, 4'=A1/2. Do Apéndice B segue-se que:

9q (%T) = ° (C.6a)
-1y
..//1 2 ,
G (7” %T/B'(7 + %77: 7% (7/ (C.6c)

Substituindo essas expressoes em (C.5) com u' = 0172

* ~ . ~
Uma vez que a combinacao linear de n+l fungoes teta de ordem n

€ uma combina¢ao linear dependente.
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obtemos
c= 9300) (c.7)
E, portanto, teremos
6, (w')e, (y')- 6,0 )oq(a) = @i(o) @ (9-ut) 9, (y '+’ )
ou
Hi() @70 )- ()0 () = ®to) Hly-«) i (yra) .

Vamos agora obter a expressao (4.27). Utilizando a ex-—

pansao produto da funcao cn (apéndice B) podemos escrever

- cos IL (m “'k|)
An Cn(z‘HfK'v,)]: fn/_ aic ] '

[V cogf MM
aAK (C.9)

+ g o] [2-24" cos(T2) +q77] [1-&12“"""'5(”‘“"“') T

m=l e os T (ki) o 7] [1-2 47 cosT (wr i) £ 9% ]
K K

Os logaritmos que aparecem no segundo termo do segundo

membro de (C.9) podem ser expandidos através da expressao

o? »»
-1 gn[1-apecosx +p*l= = P s(m«x (C.10)
: AL P ] 2] / C

r———
m=i begl

De maneira que o segundo termo tera duas somas. Uma de
oo n
las pode ser efetuada imediatamente via série geométrica:23 x =
n=j

= _X_ . De modo gue o segundo termo pode ser reescrito como
i1-%X
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olzo‘:)___i_____[ qm(cos mir(w+ik')- ws(mgg)> +

mei m(i_qzm) K

+<12M(<,os wl (wtk ) = cos mT (u +ict 1°/c/)] (C.11)
K 4 .

Para o primeiro termo de (C.9) utilizamos a expansao

it W=
ln[.z wsg] = 2 @) cosmx (C.12)
M=

»

de maneira gue ele pode ser reescrito como

(C.13)

oo
5 o [onmttessne) ot
m=| ” k k

Finalmente, somando (C.1l1l) e (C.13) obtemos

Zn[‘-“(““K)}* ‘-ZZ- [.zq ¢ (1) (4*‘1 )] sen<nmk/sen l'”(*f‘*‘ /()(c 14)

AL n=l (i-q



12.

13.

14.
15,

l6.

17.

18.

19.
20.

21.

REFERENCIAS

Stanley,H.E. (1971) "Phase transitions and critical
Claredon Press, Oxford.

Van dexr Waals,J.P. (1873), tese de doutorado.

Langevin,P. (1905), J.de Phys.,4, 678,

Weiss, P.(1907), J.de Phys.,6, 661,

Thompson,C.J. (1974), Commun.Math,Phys.,33, 53.

Ising,E. (1925), Z.Phys.,31, 253.

Onsager,L, (1944), Phys.Rev.,65, 117,

Peierls,R. (1936), Proc.Cambridge Phys.Soc.32, 477,

Kramers,H.A. ¢ Wannier,G.H.(1941), Phys.Rev.60, 252,

Yang,C.N. (1952), Phys.Rev.,85, 809.

Potts,R.B. (1952), Proc.Camb.Philos.Soc.48,106.

Baxter,R.J.(1973), J.Phys.C., 6, L445,

Baxter,R.J., Temperley H.N.V. e Ashley S.E. (1978),
Soc., A358, 535.

Alexander,S. (1975), Phys.Lett.A 54, 353.

Bretz ,M. (1977), Phys.Rev.Lett.38, 501.

413

11
phenomena",

Proc.R.

Tejwani,M.J., Ferreira,O. e Vilches,E. (1980), Phys.Rev.Lett.,

44, 152,

Berker,A.N., Ostlund S. e Putnam,F.A.(1978), Phys.Rev.B 17 ,

3650.

Couyet,J.F., Sapoval,B. e Pfenty P.(1980). J.Phys.Lett., 41,

L115.
Berlin,T.H. e Kac M. (1952), Phys.Rev.86, 821.

Ashkin,J. e Teller,E.(1943), Phys.Rev.64, 178,

"Felicio,J.R.D. (1982), tese de doutoramento, IFQSC/USP.

Baxter,R.J. e Wu F.Y.(1973), Phys.Rev.Lett., 31, 1294,

Pauling, L. (1935), J.Am.Chem.Soc.57, 117,

Lieb,E.H. (1967), Phys.Rev.Lett., 18, 1046,



25,

26,

27,

28.

40,
41,

42,

43.

45,

46,

47.

48,

114

Baxter,R.J.(1972), Annals of Phys.,70,193.

Andrews,G.E., Baxter,R.J. e Forrester,P.J.(1984), J.Stat.
Phys. W5, 193.

Baxter,R.J.(1980), J.Phys.A 13, L61.

Gibbs,J.W. (1902). "Elementary principles in statistical

mechanicg", Yale Univ.Press,
Alcaraz,F.C. e Kbberle,R. (1980), J.Phys.A ¢3, L 153.
Alcaraz,F.C. e Jacobs, L.(1982), J.Phys.A 15, L 357,
Barber,M.N. e Duxbury,P.M.(1982), J.Stat.Phys.29, 427,
Takahashi,H. (1941), Proc.Phys.Mat.Soc.Jap 23, 1069.
Bethe,H. (1931), Z.Phys.71,205.
Baxter,R.J. (1972), An.of Phys.70,323,
Schultz,C.L. (1981), Phys.Rev.Lett.46, 629.
Perk,J.H. e Schultz,C.L.(1981), Phys.Lett.84A, 407,
Belavin,A.A.(1981), Nucl.pPhys.B52, 180.
Zamolodchikov,A.B. (1979), Commun.Math.Phys. 69, 165,

Rasteleyn,P.W. (1975), "Fundamental problems in statistical

mechanics", N.Holland Pu.Co.Amsterdanm,
Temperley,H.N.V. e Lieb,E.H.(1971), Proc.R.Soc.A322, 251,
Baxter,R.J., Kelland,S.B. e Wu F.Y.(1976), J.Phys.A 9, 397.

Baxter,R.J. (1980) "Fundamental problems in statistical

mechanics", N.Holland, 109,

Baxter,R.J. (1982) "Exactly solved models in statistical

mechanics" London:Academic,

Karowski,M., Thun H.J., Truong,T.T. e Weisz,P.H.(1977) Phys.
Lett., 67B, 321.

Zamolodchikov,A.B. (1977), Commun.Math.Phys.,55, 183.

=7

Zamolodchikov,A.B, e Zamolodchikov Al.B (1978), Nucl. Phys.,

B133, 525,

Berg,B., Karowski,M., Kurak,V. e Weisz,P.H.(1978), Nucl.Phys.
B134, 125,

Zamolodchikov,A.B. e Zamolodchikov Al1.B(1979), Ann.of Phys.,
120, 253.



53.
54,
55,

56.

57.
58.

59.

60.

61.

62.

63,

64.
65,
66,
67.
68.

69.

70,
71.
72.

73.

115

Zamolodchikov A.B.(1979), Commun.Math.Phys.66, 1.

Syozi,I. "Phase transitions and critical phenomena". Domb e

Green, 1, 269,
Stephen,M.J. ¢ Mittag,L.(1972), Phys.Lett.,41n, 357,

Pokrowski,S.V. e Bashilov,Y.A.(1982), Commun.Math.Phys.84,
103.

Wu,F.Y. e Wang,Y.K.(1976) ,J.Math.Phys.,17, 439.

Alcaraz,F.C. (1980), tese de doutoramento, IFQSC/USP,

Stroganov,Y. (1979), Phys.Lett.74A, 116,

Jaekel ,M.T.e Maillard,J.M., "Inverse functional relation on

the Potts model", preprint, CEN-Saclay (1982).
Baxter,R.J.(1982), J.Stat.Phys.,28,1.
Onody,R.N. e Karowski,M.(1983), J.Phys.A 16, L 31.

Gardner,C.S., Greene,J.M., Kruskal,M.D. e Miura,R.M, (1967),
Phys.Rev.Lett., 19, 1095,

Lax,P.D. (1968), Commun.Pure Appl.Math.21, 467.

Sklyanin,E.K., Takhtadzhyan,L.A. e Faddeev, L.D., (1979) Teor.
Mat.Fiz 40, 3.
Sklyanin,E.K. (1979),Sov.Phys.Dokl. 24, 107.

Takktadzhan,L.A. e Faddeev, L.D:(1979), Russian Math.Surveys
34, 11.

Thacker,H.B. (1980), J.Math.Phys.,21, 1115,
Baxter,R.J.(l973), Ann. of Phys.76,1.
Baxter,R.J.(1973), Ann.of Phys.76, 25.
Baxter,R.J.(1973), Ann.of Phys.76, 48.
Lieb,E.H. (1967), Phys.Rev.162, 162,

Glasser,M.L., Abraham,D.B. ¢ Lieb,E.H.(1972), J.Math.Phys.13,
887.

'Yang,C.N. e Yang C.P.(1966), Phys.Rev.150, 321 e 327.

Yang,C.P.(1967), Phys.Rev.Lett.19,586.

Maillard,J.M. e Yarel,T.(1984), J.Phys.A 17, 1251 e 1257,

Sogo,K., Uchinami , M., Akutsu,Y. e Wadati,M. (1982), Prog.Theor.

Phys., 68, 508.



74.

77.

78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.

86,

116

Sogo,K., Akutsu,Y. e Abe T.(1983), Prog.Theor.Phys.,70, 730 e
739.

Fan,C. e Wu F.Y.(1970), Phys.Rev.B 2, 723,

Belavin,A.A. e Zamolodchikov,A.B. (1982), Phys.Lett., 116B,
165.

Gradsteyn,I.S. e Ryzhik,I.M. "Table of integrals, series, and

products" Academic Press, New York.
Utiyama,T. (1951), Prog.Theor.Phys.,6, 907.
Baxter,R.J.(1982), J.Stat.Phys.28, 1.
FateeVv,V.A., e Zamolodchikov,A.B. (1982}, Phys.Lettf,92A, 37.
Kelland,s.B.(1974), Aust.J.Phys., 27, 813.
Onody,R.N. e Kurak,V.(1984), J.Phys.A 17, L 615,
Tsallis,C.(1982), J.Phys.C 15, L 757,
Wu,F.Y.(1979), J.Phys.C 12, L 645,

Enting,I.G. e Wu F.Y.(1982), J.Stat.Phys.,28, 351.



