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RESUMO

As equações de movimento de uma partlcula (nucleon)

interagindo com um campo escalar (mesônico) são obtidas pelo m~

todo dos momentos do tensor energia-momentum, de Papapetrou.

Depois de um estudo detalhado do campo de radiação

mesônico estabelecemos a expressão da força de reação de radia

ção do campo sobre a partlcula.
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ABSTRACT

The equations of motion of a particle (nucleon) inte

racting with a escalar (mesonic)field are derived by the energy

-momentum tensor moments method of Papapetrou.

After a detailed study of the mesonic radiation field

we establish a expression of the reactive radiation force of the

field upon the particle.
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CAP1TULO I

INTRODUÇAO

Neste trabalho consideraremos as equações de movime~

to de uma partlcula, que chamaremos nucleon, interagindo com um

campo escalar classico que denominaremos mesônico. Alem da ma~

sa e carga nucleônica o nucleon e suposto ter spin e momento de

dipolo nucleônico. Um tal sistema foi já estudado por Har;s~

Chandra1 que determinou as equações de movimento pelo metodo que

Dirac2 elaborou e aplicou no caso do eletron, calculando o fl~

xo do tensor energia-momentum e do momentum angular atraves de

um tubo fino contendo a linha de universo da partlcula. Como no

caso de Dirac, um argumento de simplicidade e utilizado para ju~

tificar as contribuições das bases do tubo.

Na primeira parte de nosso trabalho atacamos a que~

tão da determinação das equações de movimento pelo meto do dos m~

mentos do tensor energia-momentum. Este meto do foi introduzido

por Fock3 e elaborado por Papapetrou~ para descrever o movime~

to De uma partlcula com spin num campo gravitacional. Esse meto

do foi tambem utilizado recentemente5 para a obtenção das equ~

ções de movimento de uma carga não-abeliana com spin num campo

de Yang-Mills. Alem d~ possibilitar a obtenção das equações de

movJmento de um modo direto e simples, o metodo dos momentos

permite tambem obter a expressão do tensor energia-momentume da

corrente nucleônica da partlcula e támbem de seus momentos. Es

ta parte do trabalho está elaborada nos capltulos 2 e 3.

Com o objetivo de incluir efeitos de reação de radi~

ção mesônica nas equações de movimento elaboramos, capltulos 4

e 5, um estudo sistematico do campo de radiação mesônico de há

muito conhecido nas suas propriedades gerais6,7. Desenvolvemos

nosso estudo sistemático paralelamente ao do campo eletromagn~

tico, de Landau-LifshitzB• Do balanço de energia do campo em in

teração com as partlculas obtemos a expressão de fluxo de ene~

gia (Vetor de Poynting) mesônico e determinamos em seguida a

emissão de radiação por cargas aceleradas.

A terceira e a última parte deste trabalho e devot~

da ã obtenção da força de reação de radiação mesônica do campo

sobre a partlcula (nos restringimos aqui a um nucleon com ape
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nas massa e carga). Essa força e obtida de duas maneiras dis

tintas. A primeira baseia-se na expressão da pot~ncia da r~

diação emitida pela partlcula, que pelo princlpio da conserv~

ção de energia implica numa força reativa sobre a mesma. O s~

gundo metodo consiste em calcular a força que cada uma das pa~

tes de um nucleon extenso exerce sobre dada parte do mesmo)c~

mo elaborado por Lorentz9 no seu modelo clãssico do eletron.
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CAPITULO 11

NUCLEON NUM CAMPO ESCALAR

2.1-Equação do Campo Escalar

Nosso objetivo ~ estudar o movimento de uma partI

cula, que chamaremos nucleon, interagindo com um campo esca

lar incluindo a força de reação de radiação, a exemplo do caI -

so do eletron interagindo com o campo eletromagn~tico. Cham~

remos g ~ carga nucle6nica da partlcula que interage como cam

po escalar. O campo ~ descrito pela função escalar ~(~, t) sa

tisfazendo, fora da distribuição de carga nucle6nica, a equ~

çao de onda livre

(1
c2

( 2 • 1 )

Esta equação no caso est~tico se reduz ~ equação de Laplace

('J2cjJ=: O).

Vejamos agora a equação na presença de materia nu

cle6nica com densidade p. Chamando dg ã quantidade de carga nu

cle6nica contida no elemento de volume dV em movimento, temos

p =: i9.
dV

(2 .2)

No caso particular de uma carga puntiforme g localizada em

1(t), vale a relação

p(~, t) =: gc)(~ - z(t)) . (2 .3 )
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No caso eletromagn~tico comparece do lado

de (2.1) o termo 4np , onde p ~ a densidade de cargae e

ca. Lembremos que tanto p como ~ da eletrodin~mica, sao come e -
ponentes temporais de quadrivetores. No nosso caso ~ ~ um e~

calar e portanto em vez de p deverá comparecer a densidade de

carga medida no repouso que ~ um escalar, aliás invariante.

Chamaremos essa densidade de p e a equação do campo ~(x, t) na

presença de mat~ria nucleônica toma a forma abaixo

( 1 d2 -+C"2""ãt"2 - 'iJ2)~(x, t) = -4np. ( 2.4)

o sinal de menos do lado direito de (2.4) reflete o comport~

mento atrativo das forças, ao contrário do que ocorre na ele

trodin~mica (com as cargas de mesmo nome).

Designado por dV o elemento de volume medido no si~

tema de repouso da carga dg em movimento com velocidade v te

mos, da contração de Lorentz~

d V = /1 - v 2 / c 2 d V (2 .5 )

Como a carga e um invariante, temos a relação

p = d ~ = p 11 _ v 2 / c 2 •

dV

Com isto a (2.4) pode ser escrita sob a forma

(2.6)

-+

Nessa equação v(x, t) ~ a velocidade do elemento que

no instante t está passando pelo ponto x.

2.2 - Equação de Movimento do Nucleon

A lagrangeana relativlstica de uma partlcula livre
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com massa m e velocidade V ~

L
o

( 2 . 8 )

,
Facilmente verificamos que a energia e o momentum c~

nonico calculados com esta lagrangeana, reproduzem as conheci

das expressões relativisticas. Temos:

e

-+

p ==

m V

~~2/C2

(2 .9)

m c2

/l--=-v 2 / c 2

(2.10)

As equações de Euler-Lagrange são

d

dt
--;

'dV
(2.11)

~

Estas equaçoes asseguram que P e0 são constantes de movimento.

Para incluir a interação da partlcula de carga 9 com

o campo ~, adicionaremos ao termo -mc2 em (2.8) o escalar -g~.

Com isto a lagrangeana da partlcula em interação com o campo ~

L (2.12)

o momentum canônico fica

p ==~
-+

3V
( 2 . 1 3 )

De (2.11) e (2.12) resulta a seguinte equação de mo

vimento para a partlcula

d

dt

-+
m v----- -

/1~-=-v2/ c 2
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o lado direito desta equação e a força que atua na

particula. Temos

onde

+
d m v

dt /1 - v2jc2

+
= F (2.15)

+
F --g- ~

c2 dt

"+
<P v-=r-

+
'V<p (2.16)

Para baixas velocidades a (2.14) se reduz ã

m

.+
V = __ g__ d_ <pv - gv<p

c2 dt

(2.17)

o lado direito desta equação e o análogo da força

de Lorentz.

A potência da força sobre a partlcula e F. v. Da

equação de movimento (2.15) temos, após uma derivação por pa~

tes, o resultado usual

+ + d m c2
F • v = -- -======_

dt /1 - v2jc2

(2.18)

Esta nada maisedo que a expressão do Teorema das forças vivas.

Comparece do lado direito da Equação a derivada temporal do que

chamamos energia cinetica da partlcula.

Usando (2.16) em (2.18) e a relação

obtemos

+
V • V<p = ~

dt

-~
at

(2.19)

d m c2

dt /1 - v 2 j C 2

d <p

- -g - ---
- dt ~V2 jc2

+ 9 /1 - v 2 j C 2 ~ • ( 2 • 2 O)
at



-7-

Este resultado pode também ser obtido da expressao

da energia total da partlcula

E
- -+-

P. V - L . ( 2 . 21)

Usando (2.12) e (2.13) nesta expressao temos

E _ mc2 + gcp

11=-Y2 I c2

Empregando agora a relação

(2 .22 )

dE

dt

=
aL

at

(2 .23 )

segue a (2.20).

As equações de movimento (2.14) e da potência

(2.20) podem ser englobadas numa unica equação covariante no

espaço-tempo. O quadrado do elemento de arco descrito pela pa~

tlcula é,

Logo

dt

ds

=

(2.24)

(2 .25 )

Multiplicaremos agora, (2.14) e (2.20) por dtlds e

introduziremos as seguintes quantidades:

(2.26)

e
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3 -+
(_. , -V)
c3t

(2.27)

ua ê a quadrivelocidade da partlcula.

Deste modo as mencionadas equações podem ser agrup~

das na equação

d

ds
(2 .28 )

Do lado esquerdo de (2.28) temos a derivada do que

chamamos quadrivetor energia-momentum da partlcula e do lado di

reito temos o quadrivetor força, isto ê,

onde

d
-9-

c ds

( 2 .29 )

(2 .30 )

De (2.26) vemos que a quadrivelocidade satisfaz a r~_

lação uau = 1 e, portanto u duajds = O. De (2.29) concluimosa a-. a -
entao que o quadrlvetor força satisfaz F u = O. Esta relaçaoa
ê satisfeita por (2.30).

Encontraremos a seguir as leis da conservação para

energla e momentum do sistema constituldo de partTculas nucle6

nicas e campo.

2.3 - Tensor Energia-momentum do Campo

A equação de Euler-Lagrange para o campo escalar

(vide apêndice 1-1)

-
e

3 a ( 2 . 31)
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ondeo€ e a densidade de lagrangeana e estamos usando a notação

(2.32 )

A densidade de lagrangeana que reproduz (2.1) via

(2.31) e

( 2 o 33)

Em analogia com a mecanica a densidade de energia do

campo e e~presso pela relação

~d' ' a;L ..dI.:' = <P --;- - ~

é'J<p

(2.34)

Usando a (2.33) resulta a seguinte expressao para

(2.34)

( 2 .35 )

Como ~ não depende expl icitamente das coordenadas xa

resulta de (2.31) a seguinte equação (vide apêndice I- 2)

(2.36 )

onde

(2.37)

e o tensor energia-momentum do campo. Esta denominação vem do

fato de que a componente zero-zero deste tensor coincide com a

densidade de energia do campo, isto e,!h= rOO.

,
I....-~. ..,\o ..•••."~ ,.,--.-- ' _.~ " •.,.,. ,,~''"

.._~-...••~
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Integrando a (2.36) em todo o espaço e notando que

o termo da diverg~ncia espacial se anula no infinito tenlOS

1__d_fTaO d V

c dt
o ( ~ ~ Q \L •JU)

Daqui conclulmos que a integral da T~o ~ uma constante de m~

vimento. Para a = O tal constante ~ a energia do campo e para

a = i a constante ~ identificada com o momentum do campo. O

quadrivetor momentum-energia do campo ~

( 2 . 39)

De acordo com (2.33) e (2.37) o Tensor energ1a - mo

mentum para o campo escalar fica

2.4 - Tensor Energia-momentum da Partfcula em Interação

com o Campo

Vamos chamar cr ã

densidade de massa medida no

drivetor energia-momentum da

. d d - lX - a o ESl a e e crcu = crcu u. sta

tensor

densidade de massa, cr = dm/dV. A

repouso indicaremos por ~. O qu~
-.. - a a

part1eula e p = meu e a sua de~

quantidade ~ a componente Ci, O do

(2 ,";)" .'+ I

e t aS ~ chamado tensor energia-momentum da partlcula8•

Queremos mostrar que o momentum e a energia do ea~

po mais da partlcula em interação com ele são conservados. Da

4 - divergência de (2.40) resulta
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N a a u s ê n c ia d e ca rga s tem o s a (2. 1 ), ist o e, ;)o ;) I) ii' =: oI)

o que nos leva ao resultado (2.36). Na presença de cargas o ca~

po satisfaz ~ equação (2.4), isto e, 3B3B~ = -4TI~. Portanto a

(2.42) fica

_~~a _~ 3a~ . (2 .43 )

o

Antes de calcular a 4-divergência de t aS notemos

que &c~B e o quadrivetor densidade de corrente de massas e por
o -

tanto 3B(Bc~P) = O e a equação de continuidade de massas. Te
mos então

(2.44)

Lembrando que

d a--u
ds

( 2 .45 )

e empregando a equação de movimento (2.22), segue que

ã { d (a) ag m - ds ~u + 3 ~} •
( 2 . 46 )

Temos a relação p/õ =: gim tanto no caso puntiforme

como no caso de uma distribuição contlnua de carga e massa pr~

porcionais. Nessas condições temos, usando a (2.45),

(2.47)

Efetuando uma derivação por partes no primeiro termo do ~ltimo

membro e usando a equação de continuidade de cargas aB(~u ) =: O,
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tem-se o resultado

(2 .48)

Esta relação pode ser escrita sob a forma

onde

(2.49)

°tcd3 - '" 0, 13+ p Ij' U U

(ÕC2+p<jJ) uauB (? r O )- . ~

e o tensor energia-momentum da partlcula em interaçao com o cam

po.

Comparando (2.49) com(2.43) obtemos a relação

Integrando em todo o espaço temos

-~ f (TcXO + t ao) d V == O •

cdt

( 2 . 51 )

(2.52)

Esta express~o mostra que a energia e o momentum do campo mais

da partlcula em interação com ele são conservados.

No pr6ximo capltulo vamos introduzir o metodo de

Fock-Papapetrou3,4 para a equação de movimento da carga, o

qual, ser~ depois utilizado para obtermos a equação de movimen

to da partlcula com spin e momento de dipolo.
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CAPITULO III

NUCLEON COM SPIN E DIPOLO NO CAMPO ESCALAR

3.1 - Obtenção da Equação de Movimento da Carga Nucleoni,4-
ca pelo Metodo dos Momentos de Fock-Papapetrou

por'

O metodo introduzidoYFock-Papapetrou3'4 consiste em

obter a equação de movimento de uma partTcula atraves dos m~

mentos do tensor energia-momentum da mesma. Aplicaremos este m.§.

todo ao nosso caso. E õbvio que partindo da expressao de t R,

equaçao (2.50), a integração de (2.49) no volume do sistema con

d uz ã eq ua çã o de mo v ime n to (2. 28) que a f in a 1 foi o po n t o d e pal~
ti da.

Como ponto de partida postularemos agora a conserva

ção de energia e momentum total do sistema expresso na (2.52),

com a equação de diverg~ncia-associada (2.51). O tensor ener

gia-momentum da materia, t~B ê agora suposto simetrico mas des

conhecido.

Em seguida mostraremos que partindo deste postul~

do de conservação obt~m-se a equação de movimento do sistema e

tambem a forma do seu tensor energia-momentum.

Das equações de campo resulta a (2.43) que substi

tUlda na equação de divergência (2.51) nos dã a (2.49), isto ê

( 3 • 1 )

Consideramos o sistema como sendo extenso com volu

me V. No fim dos cãlculos tomaremos o limite de V tendendo a ze

ro que caracterizarã uma partlcula.

OBS: Ne~te capItulo e~tamo~ u~ando o ~i~tema de unida

de0 e,tn qLU'_ c::: 1.

Integrando a (3.1) no volume V do sistema obtemos

d

dt
(3 .2 )
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Pelo teorema de Gauss o segundo termo no primeiro

membro pode ser convertido numa integral de superflcie onde

se anula taB. Deste modo obtemos

_d...J tao dV
dt

- a
Jpcp dV. ( 3 . 3 )

Ao lado da equação de divergência (3.1) vamos con

siderar a que resulta para xBtaÀ. Obtemos facilmente que

ta B G d ta À ta G G :-ct. cx+x -, = +x P'r"

d x ;\
( 3 . ~-)

Integrando esta expressão no volume do sistema e

notando que o termo da diverg~ncia espacial se anula obtemos-
a equaçao

~- J x Gt aO d V = J ta Bd V + J x G p cpa d V .
dt

Vamos escolher um ponto de refer~ncia do sistelna

XB, que pode ser o seu centro de massa como ser~ discutido

adiante. Chamando 6xB a distAncia do ponto xP a xC temos

( 3 .6 )

Essa escolha est~ sendo feita a tempos iguais, isto e XO

ou Sxo = O. No fim dos c~lculos tomaremos o limite 6xB

dendo a zero.

o
x

ten

Substituindo (3.6) em (3.5) e usando a

(3.3) tem-se

"v

equaçao
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Vamos agora fazer a expansao de ~a(x) em torno de X,

isto é

( 3 • g )

Na ordem zero as equações (3.3) e (3.7) ficam respe~

tivamente:

d

dt
( 3 .9)

f t aS dV d X B (t aO d V::-- )
dt

(3.10)

Na equaçâo (3.9) jã se pode reconhecer a equação de

movimento da partfcula. A (3.10) permitirã, como veremos, obter

a expressão de taS. Antes de continuarmos vamos introduzir a

quadrivelocidade do ponto X(s), onde s é o elemento de arco. Te

mos

d X B

ds
( 3 • 1 1 )

-
mos p

Notemos que uO = dt/ds e que pela (2.25) e (2.6) te

p/uo. Vamos também introduzir a notação:

e

f p dV g • ( 3 .1 3 )

Com isto as equações (3.9) e (3.10)

sob a forma:

-
sao reescritas
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d Mao
~ ds

-o = 9 cpa

U

MaS = Mao ~ .

uo

(3.14)

(3.15)

Vemos que a equação (3.15) permite obter Mao em ter

mos de ua. Colocandoaoo O em (3.15) e usando a simetria de ~1CtB

temos

Substituindo (3.16) em (3.14) obtemos

(3.16)

9 cpa • ( 3 .1 7)

Desenvolvendo o primeiro membro temos

d

ds

a ,a
U = 9 ep • ( 3 . 18)

Temos que

traindo entao (3.18)

au u =a
com ua

1 e, portanto, u duajds =0.a
temos

Con

9 u cpaa
dcp

9 -
ds

(3.19)

quencia

Ja = (p

t facil mostrar que 9 ê uma constante

da equação de continuidade para a corrente
+

, pv), temos

como conse

nucleõnica

( 3 . 2 O )
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Integrando no volume do sistema e usando o teorema

de Gauss, segue que a integral de superflcie se anula em Vlr
+ +

tude de J = pv se anular na mesma. Logo

e, portanto

d__ J pd V
dt

o ( 3 . 2 'j )

g I p dV constante. ( 3 . 22)

consequentemente concluimos de (3.19) que

constante m • ( 3 • 23)

Esta constante identificamos como sendo a massa do
:l

s istem a. S u b st itu in doM o o /(uO) de s ta eq ua çã o em (3. 17) ob te 111os

d

ds

ou

(3.24)

d cx
mu

ds
(3.25)

Reobtemos deste modo a equação de movimento

Voltemos agora ã equação (3.15) que)usando

pode ser escrita sob a forma

(2.28).

{3.16))

C~ (3u u • ( 3 • 26)

z

Substituindo MOo/~~ dado por (3.23) e retornando

ã notação (3.12) temos
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(3.27)

Consequentemente resulta a expressâo

ou

(3.28)

tcd3 ( 3 .29 )

Este ~ o tensor energia-momentum da partlcula em i~

teraçâo com o campo, como havTamos mostrado anteriormente,equ~

çâo (2.50). Estas considerações ilustram a potência do m~todo.

Veremos no pr5ximo par~grafo como ficam as equações do movimen

to, quando em (3.8) retemos tambêm o termo de primeira ordem

em bXa.

3.2 - Extensão para o caso de um Nucleon com Spin e DipQ

10 Nucleônico

Substituindo (3.8) em (3.3) temos)em ate primeira or

dem)que

d ~ tetO d V--j
dt

( 3 . :3 O )

Fazendo a mesma substituiçâo em (3.5) e usando a

equaçâo acima encontramos



-19-

Usando (3.11) e (3.13) as equações anteriores f cam

respectivamente

__d__ f tCXO dV

ds

CX cx 13

g<P + <p f ox13p dV
( 3 .32 )

u 13f t cxo d V + ~- f o x 13 t 0'.0d V = Uo f t 0'.13d V + cjJ G j Ó x 13p d V .( 3 .33 )
ds

Notemos que o primeiro termo no segundo membro de

(3.33) pode ser eliminado se subtrairmos desta equaçao a que se

obtem trocando os lndices O'. com 13. O resultado obtido com es

ta operaçâo €i

ur.; f tCW dV _ uO'. f tl30 dV + _d_j (oxl3tGO _ óxCXt[:;o) dV

ds

G 13 13 G
1;. f OX pdV - 1; f ox pdV . ( 3 . 34)

Vamos agora introduzir as seguintes notações:

O'.

P j t 0'.0 d V ( 3 . 35)

e (3.36)

de spln

DCX ê o quadrivetor momento de dipolo

(momentum angular interno) do sistema.

Com isto as equações (3.32) e (3.34)

critas sob a forma:

(3.37)

GR
e S . o tensor

podem ser rees

(3.38 )
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(3.39 )

Estas são as equações de movimento do nucleon com

momento de dipolo e spin. Essas equações coincidem com as o~

tidas por Harish-Chandra1 pelo método introduzido por Dirac2,

de calculo do fluxo do tensor energia-momentum através de um

fino tubo ao longo da linha de universo da particula, na sua

teoria classica do eletron.

A (3.38) e (3.39) são equações aproximadas no caso

de um corpo extenso. São equações exatas para uma particula

puntiforme com spin e dipolo nucleônico definida como sendo o

limite do caso extenso com o volume ou óxu tendendo a zero

e,p e tBo tendendo a infinito de tal modo que as integrais

(3 .35 ), (3. 36) e, (3. 37) se jam fi n it as.

Considerando que p e OU são conhecidos, as grande

zas incógnitas são: pU, uU e SuB, totalizando 4 + 4 + 6 = 14 v~

riaveis. O numero de equações são 10, 4 de (3.38) e 6 de

(3.39), de modo que faltam 4 equações para obter soluções unl

cas às grandezas incógnitas. Essas quatro equações subsidi~

rias estão condicionadas a escolha do particular ponto Xu. E!

colheremos xU de tal ~odo que Suo = O no referencial de repo~

SOe Como óxo = O concluimos de (3.37) e (3.6) que XU tem en

tão a seguinte expressão

XU = f xUtOO dV

ftOO dV
(3.40)

Como vemos a escolha Suo = O é equivalente a esc~

lha de XU como sendo o centro de energia ou massa do sistema.

A escolha Suo = O no referencial de repouso é num sistema qual

quer expresso pela relação

(3.41)

A (3.41) estabelece um conjunto de 4 equações que,

com (3.38) e (3.39) dão as 14 equações e consequentemente so
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luções unicas para as grandezas pa , ua e SaS . Está então co!!!.

pletamente determinado o movimento do sistema.

Vamos agora determinar as expressões do tensor

energia-momentum e do seu primeiro momento. Encontraremos ta!!!.

bem a da densidade de corrente do sistema.

Consideremos alem das equações (2.1) e (2.4), a que

resulta para xaxBtÀv. Temos a relação.

(3.42)

Integrando-a no volume do sistema e notando que o

termo de divergência espacial se anula encontramos

_d_ f xaxBtÀo dV = f xStÀadV +f xatÀBdV +f xaxS p <jJÀdV. (3.43)
dt

Efetuando a substituição (3.6) e empregando a equ~

çao (3.5) obtemos

=

(3.44)

Fazemos agora a mesma substituição (3.6), para xB e

usamos a expansão (3.8). A seguir empregamos a equação (3.7)

obtendo em primeira ordem a expressão

Introduzindo a notação

(3.46)

~18LIOTE'A DO INSTlTIJTO DE FISICA E QulMICA DE SÃO (ARlOS • USP

fI S I(A
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e empregando uo. = dXo./ds = uOd xo./dt a (3.45) toma a forma

(3.47)

Ao lado desta equação podemos escrever duas outras

expressoes que obtemos pela permutação dos indices À com o. e

À com S , isto e:

(3.48)

e

(3.49)

Antes de prosseguirmos, notemos que de (3.37) e

(3.46) tem-se a igualdade

(3.50)

Notemos tambem que Mo.SÀ = Mo.ÀS . Usando estes dois

fatos na equação que resulta da adição de (3.47) com (3.48)se

guidoda subtração de (3.49) encontramos

C o oaS -orno bX = O temos M = O. Entao colocando S = O

na relação acima segue que

SÀo a Sao ÀU + u. (3.52)

Substituindo este resultado em (3.51) temos
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S Ba Au .

(3.53)

Encontramos assim o primeiro momento (MaSÀ) em fun

ção das variãveis tensor de spin e quadrivelocidade do sist~

ma. Podemos agora obter a forma do tensor MaS. Empregando as

notações (3.12), (3.36) e (3.46) a (2.33) pode ser reescrita

como segue

De (3.53) temos:

d
+ --

ds
(3.54)

e

(3.55)

(3.56)

Colocando ~= O em (3.54) e usando (3.56) tem-se

(3.57)

onde dSso/ds.

Substituindo-se este e (3.69) em (3.68) encontramos

finalmente que

a
U

ou

+ 1sf3a _ cpa DS.
2

( 3 . 58)

De (3.12) vemos que taS ~ igual ao lado direito des
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ta expressão multiplicada pela função <S(x - X)/uo.

Encontraremos agora a densidade de corrente do si~

tema. Como ponto de partida consideraremos a equação de conti

n u id a d e a J' <X= o, c o m J<X de s c o n h e c ido.
<X

Integrando esta equação no volume do sistema e n~

tando que o termo de divergência espacial se anula, segue que

J;;o d V = J p d V = c o n s ta n te = g (3.59)

que e a carga do sistema.

Vejamos a equação que resulta para x<XJB. Temos que

(3.60)

Integrando no volume que contém o sistema temos

d <X <X
- J x p dV = JJ dV
dt

Substituindo (3.6) nesta, obtemos

d x<X g + _d_ J <sx<Xp dV = J J<X dV
dt dt

(3.61)

(3.62)

Usando u<X = dX<X/ds e a (3.36) podemos escrever

(3.63)

Desta equação segue que, para uma particula com ca!.

ga e dipolo, o quadrivetor densidade de corrente e da forma

<XJ = g (3.64)
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Alem da con.vecção p uCi. temos tambem a derivada do di

polo.

Vejamos agora em que condições podemos conseguir ex

pressoes simples para o momentum pa da partlcula e seu spin SaS~

Notemos inicialmente que, como fixo = O segue que DO=

= O. Portanto

(3.65)

pois e nulo no sistema do repouso. Desta igualdade temos como
- .. a ·a. '0

consequencla que, u D = -u D . No slstema do repouso D = O .a a
Logo

(3.66)

Vamos agora contrair a equação (3.39) com U e usara
a (3.65). Deste procedimento encontramos a seguinte relação pa

ra ~S -

(3.67)

•

Contraindo esta com US' a (2.38) com ua e a seguir

adicionando-as encontramos, após usar a (3.66), que

d

ds = g~ + ;S DS - Üs ua SaS
(3.68)

Esta equaçao pode ser escrita na seguinte forma

d ( a- U P - g<l> - D <l>a)
ds a a

(3.69)

.
. aS aS

Derivando (3.41) temos que u S = -u S ,o qual nosa a
permite escrever
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,
-u U S<xSaS =0, ( 3 • 7 O )

pois a contração de um tensor simetrico com um antissimetrico

se anula. Deste modo o ultimo termo de (3.69) e nulo.

Vamos agora supor que a particula tem mõdulo de

spin e do momento de dipolo constante, isto e:

e

SaSSas = constante

D Da = constante .a

(3.71)

(3.72)

'aS
De (3.71) resulta que S Q S = O. Portanto, cona~ -

traindo (3.39) com SaS e usando tambem (3.41) resulta, da ar

bitrariedade de ~~

(3.73)

.aS • aS
Desta relação temos D S = D S e de (3.72)temos

'S a a.
DSD = O. Portanto contraindo (3.39) com Da DS e usando tam
bem (3.65) e (3.66), resulta

a' S
DaD DS~ = O .

Daqui concluimos que

(3.74)

(3.75)

Com esta relação e a (3.70) a (3.48) nos fornece
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constante m . (3.76)

A constante m ~ identificada com a massa do sistema.

Essa equação nos d~ o valor de u pa que substituido em (3.67)nosa- - a
da a seguinte expressao para p

(3.77)

De (3.41) e (3.73) resulta que o spin ~ perpendic~

lar tanto ao dipolo como a velocidade, isto ~, temos a relação

(3.78)

~ fâcil verificarmos por contração com S Q quea~
uma constante como consequência de (3.71) e (3.72).

As equações (3.77) e (3.78) coincidem com as

sões de Harish-Chandra1, que, em vez de como fizemos,

(3.78) para a demonstração de (3.77).

K ~

expre_~

usa a
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CAPÍTULO IV

BALANÇO DE ENERGIA E VETaR DE POYNTING MESÔNICO

A densidade de energia do campo est~ escrita em

(2 .35 )

rxr:.. 1 ~ 2 -+01:) = ._(-- + (íJ cp )2).
8TI c2

( 4 .1 )

Vejamos agora como varia com o tempo a energia do

campo na presença de cargas nucleônicas. Seja W a energia do

campo contido em um dado volume. Sua derivada ~

ou

dW

dt
~ fltd V = f _1 (~+ V cjl • V ~) d V
dt 4TI c2

( 4 .2)

dW 1 -+.-+ 1 ~ .-=-f íJ.(cpíJcp)dV+--f (-- íJ2rp)cjldV. (4.3)
d t 41T 4 TI C 2

Pelo teorema de Gauss a primeira integral pode ser

convertida no fluxo atrav~s da superflcie do seguinte vetar

·s = (4 .4)

Empregando a equação do campo (2.7) na Gltima inte

gral de (4.3) obtemos
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- f p /1 - V 2 / c 2 ~ dV - 9 S . n d A
8t

( 4 . 5 )

Vamos considerar a situação na qual as cargas nu

cle6nicas presente no sistema são puntuais. Neste caso a pr~

meira integral em (4.5) ficar~ expressa por uma soma sobre

todas as cargas. A seguir empregamos a equação da potência

(4.20) para cada carga. O resultado final ê

m.c2

_d __ ( W + L: 1 _

dt i /~1---v-.2-/-C-2-
1

g.<jJ

+ L 1 )
i /1 - v.2 /c21

-9S.ndA. (4.6)

A esquerda desta equação comparece a variaçao da

energia total do sistema (campo, partlculas e interação) no

volume considerado, por unidade de tempo. Da conservação de

energia segue que S ê a quantidade de energia que atravessa

a superflcie por unidade de ârea e tempo. A essa quantidade

denominaremos vetor de Poynting mes6nico.

No prõximo capltulo calcularemos o campo devido a

uma carga nucle6nica em movimento. Do resultado obtido e da

definiçâo do vetor de Poynting (4.4) determinaremos em seguj

da a expressão não relativlstica da potência de radiação me

s6nica emitida pela carga.
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CAPITULO V

v - EMISsAO DE RADIAÇAO MESÔNICA

5.1 - Potenciais de Lienard Wiechert Mesôn;co

Neste par~grafo vamos obter a soluç~o da equaçao do

campo escalar na presença de cargas. A equação do campo~, de

acordo com (2.4),

->-

- IJ2)cjl(X,t) -AI! P (x , t) . ( 5 • 1 )

A solução desta equação ser~ obtida pelo metodo da

função de Green. De (5.1) cjlpode ser escrito sob a forma

->- ->- ->- ->-

cp(x, t) = f G(xt, x't') P (x', t') dV' dt'

onde a função G, chamada função de Green, satisfaz a

diferencial

(5 .2)

'"

equaçao

e a condição

4 ~(-r -;'-')5(t 1\- () X - X ( - t )
( 5 . :3)

-+ ->-

G(xt, x't') o para t' > t. ( 5 .4)

Esta condição define a função de Green retardada.

Pelo procedimento usual (vide ap~ndiceJJ) a solução de (5.3)

sujeita a condição (5.4) ê

onde R

-)- ->-

G(xt, x't')

l-r ->-'1x - X .

6 (t - t' - RI c )-------- '-
R
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Substituindo na equação (5.2) temos

cpCx, t) '" - J~~_~B./c)p (~I, t') dV' dt' . (5.6)
R

Resolvendo a integral em t' e introduzindo p encon

-~
cp(x,t)

+, )
_JP(x,t-R/c lf-v2/c~ dV',

R

( 5 . 7)

onde agora v e calculado no instante retardado.

Esta expressão descreve o potencial retardado de

uma dada distribuição de carga nucle6nica p(~, t) . No caso de
. +

uma partlcula com carga nucle6nica g e com velocidade v~d~t'

a densidade de carga e descrito pela (2.3) que usando

(2.6) nos da a seguinte expressão para p

- -~

p(x,t) ( 5 .8)

Substituindo essa densidade de carga na expressao

(5.6) e integrando no volume obtemos

cp (

+
X , t)

( 5 .9)

Para integrar em tI façamos a mudança de variável

t' + RI c

Com isto temos

dt

dt'

-+ +
R . v

Rc

+ +
R=x-z(t') (5.10)

(5.11)
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Expressando a (5.9) em função da nova variável a 11'1

tegral ~ facilmente resolvida. O resultado encontrado ~

cp Cx, t) = _ 9 11 __v2 I c 2

R ~
R- __ '.V I t'

c
t - R/c

(5.12)

Esta expressão e análoga ã dos potenciais

nard-Wiechert que aparece na eletrodinâmica. Nós o

mos de potencial de Lienard-Wiechert mesônico.

5.2 - Potência de Radiação Emitida

de Lie

denominare

Vamos determinar a emissão por radiação de uma car

ga nucleônica em movimento. Restringiremos nosso cálculo ã baj

xas velocidades (v«c) e ã zona de radiação. A potência emiti

da ~aintegral de superflcie do vetor de Poynting (3.4) no qual

comparecem as derivadas primeiras do campo cp(i, t) da equaçao

(4.12). Pelo procedimento usual conhecido na eletrodinâmica cal

culamos as derivadas de cp com o seguinte resultado (ver ap~nd~

ce rrr)

e

3cp

3t

_ --r

_ 9 n • v
Rc

( 5 . 1 3 )

onde
-
n R IR.

--r

Vcp -g + gl)1,1;)- n
Rc2

(5.14)

Substituindo estas derivadas na expressão do vetor

de poynting (4.4) e notando que o termo proporcional a 1/R3 não

contribui para a integral na zona de radiação podemos escre

ver', no infinito,
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-+

\7<p

4n
(5.15)

A potencia total emitida ê então

P=.fS.ndA = 1 g2§(n.v)2dr2. (5.16)
4'TT c3

onde dr2 ê a diferencial de ângulo s6lido. Essa integral ê f~cil

mente calculada, resultando

f (- -+)2 d"= 41T '2 (C: 17)_ n. v '" V. J • I
3

Levando este resultado em (5.16) segue a seguinte e~

pressa o para a pot~ncia de radiação emitida pelo nucleon em mo

vimento

p ( 5 • 18)

A pot~ncia mesônica ê proporcional ao quadrado da ac~

leração, como no caso da eletromagn~tica na qual, ali~s cOlnpar~

ce o fator dois terços em vez do um terço presente em (5.18).P~

la conservação de energia a pot~ncia irradiada acarreta uma pe!

da de energia da particula, o que implica numa força reativa s~

bre ela. Pela forma da pot~ncia mesônica tal força será propo!

cional a derivada da aceleração como no caso eletromagnético.

Calcularemos esta força no prõximo capitulo.
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CAPITULO VI

VI - FORCA DE REACAO DE RADIACAO

Neste capltulo será calculada a força de reaçao de

radiação por dois m~todos: o da pot~ncia emitida e o de Lo

rentz, isto ~ cálculo direto da força partindo de um nucleon

extenso.

6.1 - Metodo da Potência Emitida

Esse metodo segue da conservação de energia. De

acordo com a expressão (5.27) a energia perdida na unidade de

tempo por um nucleon em movimento ê

dE

dt

( 6 . 1 )

E s t a p e rd a d e e n e r g ia im p 1 i c a num a f o r ç a r e a t i v a FI' sob r e onu

cleon. A pot~ncia dessa força e

dE

dt

Fr
7
V ( 6 . 2 )

Dessas equaçoes segue, apõs uma derivação por partes, que

Fr
7-
V

d

dt

.
Cv. v) +

..
27-7-

g V • v. (6 .3 )

Quando tomamos a media no tempo o primeiro termo do

lado direito desta equação se anula por que é uma derivada to

tal, de modo que o trabalho médio por unidade de tempo é

7-
V

-7

V ( 6 .4 )

Daqui segue a seguinte expressão para Fr

F r ( 6 . 5 )
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Essas considerações são heuristicas. Entretanto a

força pode ser calculada diretamente da reação do campo so

bre a particula como veremOS a seguir.

6.2 - Modelo Classico ~o Nucleon

Um outro meto~o para se obter a força de reação do

campo e o calculo direto das forças que as partes de um n~

cleon extenso exerce entre si, como elaborado por Lorentz no

seu modelo classico do eletron. Para este proposito o nucleon

e considerado com dimensões finitas. Nosso modelo do Rucleon

consiste numa esfera rigida com distribuição de carga esferl

camente simetrica, analogamente ao modelo de Lorentz para o

caso do eletron.

Nosso objetivo e calcular a força total que esta

distribuição exerce sobre si mesma, para isto calcularemos a

força dF' que atua num elemento dg' da distribuição e depois

integraremos sobre todo o sistema. Nosso calculo sera não r~

lativistico, isto e, desprezaremos termos proporcionais a v~

locidade na expressão da força. Nessas condições a força em

dg' e, de acordo com (2.16),

(6.6)

N e st a ex p r e s são 4>'e o p o te n c ia 1 d e v id o a d is t r ib u içã o no po.!!.

to X' onde esta a carga dg' no instante t e com velocidade

igual a v = v(x', t) . Sua expressão e, de acordo com (4.7),

4>'=4>' (Xl, t) = - J p(x, t -R/c) 11 _ V2/C2 dV. (6.7)
R

-+

onde v que aqui e a velocidade de dg = pdV e calculado no pon
-+ -+ -+ -+ -

to x no insta,n,te retarda,do e R = x' - x.

Como estamos considerando as cargas com baixas v~

locidades a distribuição de carga não muda muito durante o te~

po R/c e podemos expandir p/T- v2jc2 em serie de potências

desse parâmetro ate dada ordem. De outro modo, como estamos

considerando o sistema com pequenas dimensões o retardo não e

muito importante.
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Expandindo p/1 - V2/C2 obtemos para <jJ1a expressao

-+

<jJ1(X',t)= L:
n=O n!

(6.8)

(as derivadas temporais podem evidentemente serem colocadas f~
ra da integral). Nessa expressão v e a velocidade calculada no

ponto (x, t) . Iremos supor que a distribuição só tem movimento

de translação, sem rotação. Nesse caso todos os elementos da

carga. tem a mesma velocidade, isto e, v e independente da pos1

ção e a(6.8) torna-se

<jJ(x', t) = L:
n=O n!

n
~ (1"1 - v 2 / c 2 J (_ R ) n - 1 p d V ) •

Cltn
(6 .9)

o primeiro termo da expansão e

<jJ(0)=!1_v2/c2J(_R)-1pdV = -JE. dV+0(V2).
R

(6.10)

o segundo termo, n = 1, e na ordem c

3

Cl

-(/1-V2/C2J dV) -+-+
c Clt p = - ~ Vc3

g • (6.11)

3

O terceiro termo e ate c- , usando a equação da continuidade e

o teorema de Gauss,

~JRpdV =
ClF

_Cl_JRV• (pv) dV =
2c2 Cl t

=---- d;:Z; -+- J v R . vpdV .
Clt

(6.12)

Usando novamente a equação da continuidade em Clp/Clt e o teore

ma de Gauss, na expressão acima, obtemos

.
-+ -+

J vR. vpdV
-+ --r -+ -+

- - J v (v R.v). pV dV.
2c2

(6.l2a)
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-3

O quarto termo, n=3, e na ordem c

( 3 ) 1 Cl3 1 Cl2 (-+ 2) -r
~ = f R2 P dV = -- - f íJ R. P V dV.

6 C 3 Clt3 6 C 3 Clt2

Substituindo (6.10) em (6.6) obtemos

dF (o )= ~ J E. dV _ J p R dV .

dg' c2 R R3

(6.13)

( 6 . 14)

A contribuição de (6.11)

( 6 . 12a) c o n t r i b u i c o m

~ de ordem superior, isto to c-5,- , A

dg'

-+ -+ -'7- 1 -+ -+ -+ -+ , 0-4V' J V R . v pdV + -- V I J V (17 R . v) .p v d V+-( C ) •

2c2 (6.15)

A (6.13) dã a contribuição

(6.16)

Integrando estas expressoes em dg' = pdV' e somando

as teremos a força total sobre o sistema. Como a distribuiçao

de carga ~ esf~ricamente sim~trica a integração do ultimo ter

mo em (6.14) se anula. A do ultimo termo da (6.15) também se

anula, pois o integrando muda de sinal quando trocamos as variA

veis de integração e usamos o fato de que V;(R) = -V'f(R). Fi

camas então com o seguinte resultado

V I 1 -+ "t- -+
F = -JJE2- dVdV' + -JJ p'dV'V'(v. VR) p dV -

c2 R 2c2

J J P I d V I _1~ VI (V R 2 • P ~) d V

3t2
(6.17)

Pela simetria da distribuição a componente i do ln

tegrando da segunda integral cont~m o fator
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- d. d. R v .
1 J J

1 • 2
- O .. íJ2 R v· = --

3 lJ J 3

v·
1

R

(6.18)

Com isto o segundo termo de (6.17) ~ igual ao prlmelro com o

fator -1/3.

De maneira idêntica a componente i da integra~a do

ultimo de (6.17) cont~m o fator

d~ d. R2v.
1 J J

(6.19)

~
Concluimos então que F tem a seguinte expressão

onde.

(6 .20 )

)l
2 f f EE- dV dV I •

R

( 6 .21 )

o primeiro termo do lado direito de (6.20) ~ pro. -
porcional a aceleração e pode ser agrupado com o termo m~ da

equação de movimento (2.15) que no nosso limite não-relativls

tico ~ m~ = f. Com isto m passa ao valor efetivo

mef m - )l (6.22)

Por esse motivo )l ~ chamado massa nucle6nica do sis

tema e m a massa mecãnica do sistema. Temos então uma renorma

lização da massa do sistema pela interação com o campo, sendo

o sinal de menos pelo fato de que as forças são atrativas. No

temos que a energia nucleost~tica dada pela relação

E = - 1 .'.r p ,) I d V d V I

2 R

(6 .23 )
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permite reescrever ~ (6.21) sob a forma

]J ~1tl
3 c2

(6.24)

o segundo termo de (6.20) ê a força de reação de r~

diação. Essa ê independente da estrutura do sistema e como tal

sobrevive no limite em que suas dimensões d tendem a zero. N~

temos que o primeiro termo da expansão ê da ordem d-1• Os te~

mos seguintes da expansão da força e que não estão calculados

explicitamente são sucessivamente proporcionais a potência de

d, isto ê, d, d2, ••• , etc. Se d for pequeno estes termos p~

dem ser desprezados. O caso limite de um nucleon puntiforme i~

to ê, d tendendo a zero a massa nucleônica diverge e o processo

de renormalização ê definido pelo quesito de que mef (6.22) ê
a massa experimental da particula. Claro isso significa que m,

a massa mecânica, ê infinita. Se ~ particula estiver sujeita

a um campo adicional externo ~ sua equação de movimento, levan

do em conta a força de reação de radiação, ê então

~- ~(~~)
c2 dt

g2 :;.V • (6.25)

Facilmente podemos escrever a versão relativistica

desta expressão. Basta obtermos a versão relativistica da fo~

ça reativa, já que a parte restante ,(2.28),estã definida com m

em vez de mef. A versão relativistica do ultimo termo ê

(6.26)

vao acom a condição de que as componentes espaciais de Ba

+'0' a a -ro quando v + • Daqul resulta que B = K~ • A funçao K

ra determinada da condição Fa u = O que satisfaz toda, r 'a '
força. Contraindo então (6.26) com ua obtemos

9 2 "a- (~ ~ ) + K = O

3c a

ze-
e ag~

quadri

(6.27)
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Esta equação determina K e portanto Ba, que substituido em

(6.26) dã o resultado

CY.

. g2 ~ _ ~(üí3 u ) uCY.

3c ds2 3c í3

(6 .28 )

Juntando esta força na equação (2.28) obtemos a

equação de movimento relativlstica da carga levando em conta

a reação de radiação, isto e,

~(rncuCt )
ds

_ -9- _~

c ds c 3c

g2 ("P ) a- - U ~(~ u
3c f

Nesta equação m e agora a massa experimental do sistema.
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CAPITULO VII

V I I - CONClUSJ\.O

Neste trabalho estudamos o movimento de uma partlc~

la interagindo com um campo escalar clissico, chamado mes6nl

co. Do formalismo lagrangeano foram obtidas as equações de m~

vimento da partlcula num campo externo. Estas equações foram em

seguida generalizadas para o caso de uma partlcula com spin e

dipolo nucle6nico pelo metodo dos momentos do tensor energia 

-momentum, metodo esse elaborado por Fock-Papapetrou no estudo

de uma partlcula no campo gravitacional. Alem de possibilitar

a obtenção das equações de movimento de um modo direto e si~

ples o metodo permitiu calcular tambem a expressão do tensor

energia-momentum e da corrente nucle6nica, e de seus momentos,

o que evidencia a potência do metodo. Com o intuito de incluir

efeitos do campo da própria partlcula, elaboramos um estudo si~

temãtico do campo de radiação mes6nico paralelamente ao que e

usualmente feito no caso eletromagnetico. Com isto foi posslvel

estudar o retardo das ações do campo o que permitiu estudar o

modelo clãssico do nucleon paralelamente ao eletron de Lorentz

analizando as forças que cada uma das partes de um nucleon e~,
tenso exerce sobre uma dada delas. Desse estudo resultou a equ~

ção de movimento da carga contendo a ação de seu próprio campo.

Como problemas propostos propomos os seguintes:

1) Extensão para o caso em que o campo e massivo, situação na

qual um termo proporcional ao potencial estarã presente na!equ~

ção de onda.

2) Obtenção das equações de movimento relativlsticas pelo meto

do independente de modelo de Dirac, por ele elaborado no caso

do eletron, e que consiste no cãlculo do fluxo do tensor ener

gia-momentum atraves de um tubo ao longo da linha de universo

da partlcula, evitando porem, o argumento de simplicidade li

utilizado para a contribuição provenientes das bases do cilin

dro, calculando-as explicitamente.
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3) Extensão para o caso de um nucleon com spin e dipolo nucle6

nico com o cãlculo explTcito das contribuições do cilindro an

teriormente mencionado.
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APrNDICE I

EQUAÇAO DO CAMPO ESCALAR E TENSO R ENERGIA-MOMENTUM

1.1) Equação do Campo Escalar

Vamos obter A equação do campo escalar pelo pri~

ClplO da ação mlnima. Sem determos no formalismo. como ponto

de partida escreveremos a ação para o campo escalar ~.

(1)

onde a íntegração ê estendida a todo o espaço e entre dois

instantes (t1• t2) dados. A variação de S usando a notaçãoa a -
~ = d ~ nos da

Como

a

ax a

integramos por partes o segundo termo na integral acima. Dis

to resulta que

A ~ltima integral acima pode ser separada em duas

partes. A primeira COmO a, integral da derivada temporal e a

outra numa integral da diverg~ncia. A parte temporal se an~

la visto que o~(x. t1) = o~ (x. t2) = o. A integral da di ve.!:

g~ncia pode. pelo teorema de Gauss. ser convertido numa int~

gral de superflcie. Esta superficie esta no infinito onde os

campo se anulam. Logo
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Pelo princIpio da ação mInima 05 =

trãrio no volume. Consequentemente

o e ocp €i

( 5 )

arbi

d

dX a
(6 )

T. 2) Tensor Energia-momentum

Mostraremos que, se ~ não depende explicitamente

das coordenadas, a equação (2.32) é satisfeita.

Se ~ não depende explicitamente das coordenadas,

temos

d;t
~ cpa +

dil ' dcpS--
--

dX
dCP

dcpS
dX

a
a

Usando a

(6) no primeiro termo ã direita de(7) temos

d~

= 'cp a _d _ d;;t +
dcpSdõt- .

dX dX Sd cpS
dX

d cpSa
a

(7)

(8)

Como

dX dXa a
(9)

a (8) pode ser reescrita na forma

A esquerda desta relação temos a derivada contravariante

VJ ..•... -. aS d 00 11~. Com o auxlllo do tensor metrlco 9 , on e 9 = -9 .

(10)

de

=
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22 33 aB "
= -9 = -g = 1 e 9 = O para a # p,

rivada covariante, ou seja

podemos passar ã de

( 1 1 \~ li)

Deste modo a (10) fica

:~ ((1)0, ~t_ 9GBi) '" O

:lxB (4)B

(1 ?)
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APtNDICE II

FUNÇAO DE GREEN RETARDADA

Encontraremos a solução da equação (5.3),

(_1
c2

-+ -+ -+ -+
-V2)G(xt,xltl) = -4no(x-x')o(t-t'),

'1)

sujeita ã condição (5.4),

-+ -+
G (x t, X I ti) = O para ti> t. (2 )

As funções deltas que comparecem ã direita de

(1) podem ser expressas através da transformada de Fourier

-+ -+ 1·-;t -+-+
o (x - X I ) Õ (t _ ti) = __ f e' R . (x -X I )

(27T)~

iw(t-t' )d3k dw •

e (3)

Notemos que o operador diferencial e as deltas em

(1) são invariantes por translações espaço-temporais. De~

(-+ -+ ) J (-+ -+ ). (+)te modo G xt,x'tl = G X-Xl, t-tl • Seja agora g k,w a

transformada de Fourier de G(x - Xl, t - ti). Podemos então es

crever a transformada inversa sob a forma

Substituindo esta e ( 3) em (1) temos

-r
g(k, w) = lim

é-+O

--.--.-. ---
(w - i€)2 - (kC)2

, 5 )

Nesta relação € é um infinitesimal positivo. No desenvolvj

mento a seguir mostraremos que esta escolha é a que satisfaz

ã condição (2). Pode-se mostrar que a escolha €< O conduz

ao resultado que satisfaz ã condição GCx-xl, t-tl) = O para
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ti Z t; ou seja, conduz

Substituindo

ã função

(5) em

de Green avançada.

(4) encontramos

G(R, -r) = '6 )

onde

-+

R
-+ -+
x-x' e T=t-tl

Consideremos inicialmente a integral em W

I(k,T)
••••iWT d

lim! e W

€ -+ o .00 (w _ i é) 2 _ (k c ) 2

(8)

Notemos que a condição

Para resolver a integral

tegral no plano complexo

(2) e agora expresso por I(k, T < 0)= O.

acima vamos considerar a seguinte in

z = w+iy,

f eiZT dz
C (z - i€)2_(kc)2,

'? iWT d lZT! e W + f e
-R (w _ i€ ) 2 _ ( k c ) 2 C (z-

dz

i€)2_(kc)2

,9)

onde a região de integração está esquematizada na figura I.
1Y

1>0

(-"c,i€){l:c,iél

-R

.
Il

-'?-

..-+-,W•
\

I

\

•
\

I
1'<0\ I

\ /" /C'" """ "."" ---
FIG-I.

C0I1.toJtI10 paJta o~ál~ulo da~ il1.tegJtai~em,9 I .

BIBLIOTECA DO INSTITúTO DE ~FISICA E QUIMICA DE SÃO CARLOS • USf

FISICA
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A integral ã esquerda de (9) será calculada pelo

teorema do resl duo. r fãci 1 de ver que z= ±kc + i f são os p~

los da função. Para T < O esta integral e feita no semiplano

inferior sobre a curva pontilhada. Como a função não tem polos

nesta região a integral se anula. Na curva C' a ~ltima inte

gral em (9) pode ser majorada no 1 imite R + 00

iZT
limJ e dz
€+O c' (z - it")2_(kc)2
R+Oó

Consequentemente

iZT dz
:e lim IJe - J~lim

R+oo Z2 - k2 c2 R+oo
= O.

, 1 O )

I (k, T < O) = O

Para T > O a integração e feita no semiplano

rior. t fãcil de ver que, como feito em (10), a ~ltima

g r a 1 em (9) s e a n u 1 a n a c u r v a C q u a n d o R-+00. P o r ta n to

sup~

inte

OD iWT dw iZT

1 i m f e = 1 i m 2 TI i Re se. I =,"+0 -00 (w - iG)2-k2c2 E+O (z _lé)2 - k2c2 Z = ±kc+i€

ikTC -lkTc ""k "k
= 2 TI i (e _ e ) = ~ (e' T C _ é' T c) { 12)

2kc 2kc kc

ou

I(k,T) = TIi

kc
ikTC -ikTC)e - € ( 1 3 )

Consequentemente a (6) fica

G("it) ic J (ikTC -ikTC) ik. R d3kK,T = -- e - e e - =
4 TI2 K

= ~ J ( i kTC _ ei kTC) €li kRcose k dk sene de d<j>
4TI2 e (14)
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Integrando no ângulo sólido (senGdGd~) encontramos

G(R,r) = __ c_i'''(jk(TC - R)_
2nR"

-ik(TC - R)) dk .+ e

ik(Tc~R) -ik(Tc+R)e - e +

, 1 5 )

Nos dois ultimos termos de (15) efetuamos agora

a mudança k~ -k. Com isto ficamos com a seguinte integral

G(R,T) = -c-f( Jk(TC + R)
2nR-ClQ

Integrando segue

ik(TC - R)) dk.e ( 1 6 )

G (R, T) = ~ [ o (T C + R) - o (TC - R) ] •

R

Como T ')0, temos

( 1 7)

ou, de (7),

c

'R
o(Tc-R) =

o (T- R/c)

R

(18 )

(-+ -+.G x - x , t-t') = O(t-t·_I~_~I~

1-+ -+ I I
x - x

(19)
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APÊNDICE 1I1

OBTENÇAO DAS RELAÇOES PARA a~jat e v~

o potencial de uma partlcula ~, de acordo com (5.12)

~Cx,t) = _g/1 - v2jc2
s

onde introduzimos as notações

ti = t - Rj c

s = R_R. V
c

e R = (2)

Em virtude das granc.ezas que comparecem a direita de

(1) serem calculadas no tempo retardado, ti = t - Rjc,necessit~

remos de algumas relações que demonstraremos a seguir.

Temos

aR

at

= aR at'- -
at I at

=_R.V

R

at'

at
(3)

De R = c (t - ti) temos aRjat = c(1 - at'jat). Logo, deste resul

tado e de (3), obtemos

at s

at' R
( 4 )

Notemos que o tempo retardado ti ~ tamb~m função das

coordenadas. Seu gradiente dã

-+
V't' +~

at'
Vt ') =

= (5)
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Donde obtemos

-+
vt I =

se
( 6 )

A derivada de s no parimetro ti
-

e

.
R -+ V2 R-+as . v . v (7)- = --- + - --- .

atl
Rcc

Para v«c estas expressoes,

as

(4) , (6) e l7), se reduzem

atl

at
= 1 , Vt I

-
n

c
e = -R

.
- --'>:-

n • v

c
(8)

onde íi = R/R.

Antes de calcularmos as derivadas primeira de ~

notemos que a derivada de V2/C2 e proporcional ã v/c e, po~

tanto, se anula para v« c. Deste modo obtemos

e

a~ a~' atl a~ 9 as- = ---- = -- =--
at atl at atl S2 atl

- -+

= _g n • v
Rc

(9 )

V~=g vs = L(vst,_ t + ~ Vtl) =
S 2 S2 -c e at I

íi (íi . "0") íi

(10)
= -g - + 9 •

R2
Rc2
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