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RESUMO

As equacoes de movimento de uma particula (nucleon)
interagindo com um campo escalar (mesonico) sao obtidas pelome
todo dos momentos do tensor energia-momentum, de Papapetrou.

Depois de um estudo detalhado do campo de radiacao
mesonico estabelecemos a egpressao da forca de reacao de radia

cao do campo sobre a particula.
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ABSTRACT

The equations of motion of a particle (nucleon) inte
racting with a escalar (mesonic)fie1d are derived by the energy
-momentum tensor moments method of Papapetrou.

After a detailed study of the mesonic radiation field
we establish a expression of the reactive radiation force of the

field upon the particle.



CAPTTULO 1

INTRODUCAO

Neste trabalho consideraremos as equagoes de movimen
to de uma particula, que chamaremos nucleon, interagindo com um
campo escalar classico que denominaremos mesonico. Alem da mas
sa e carga nucleonica o nucleon e suposto ter spin e momento de
dipolo nuclednico. Um tal sistema foi ja estudado por  Harish
Chandra! que determinou as equacoes de movimento pelo metodo que
Dirac? elaborou e aplicou no caso do eletron, calculando o flu
xo do tensor energia-momentum e do momentum angular atraves de
um tubo fino contendo a linha de universo da particula. Como no
caso de Dirac, um argumento de simplicidade e utilizado para jus
tificar as contribuicoes das bases do tubo.

Na primeira parte de nosso trabalho atacamos a ques
tao da determinacao das equacoes de movimento pelo metodo dos mo
mentos do tensor energia-momehtum. Este metodo foi introduzido
por Fock3 e elaborado por Papapetrou® para descrever o movimen
to De uma particula com spin num campo gravitacional. Esse meto
do foi tambem utilizado recentemente® para a obtencdo das equa
coes de movimento de uma carga nao-abeliana com spin num campo
de Yang-Mills. Alem dg possibilitar a obtencao das equacoes de
movimento de um modo direto e simples, o metodo dos momentos
permite tambem obter a expressao do tensor energia-momentum e da
corrente nuclednica da particula e tamb&m de seus momentos. Es
ta parte do trabalho esta elaborada nos capitulos 2 e 3.

Com o objetivo de incluir efeitos de reacao de radia
cao mesonica nas equacoes de movimento elaboramos, capitulos 4
e 5, um estudo sistematico do campo de radiacao mesonico de ha
muito conhecido nas suas propriedades gerais®s’. Desenvolvemos
nosso estudo sistematico paralelamente ao do campo eletromagne
tico, de Landau-Lifshitz®. Do balanco de energia do campo em in
teracao com as particulas obtemos a expressao de fluxo de ener
gia (Vetor de Poynting) mesonico e determinamos em seguida a
emissdo de radiacio por cargas aceleradas.

A terceira e a ultima parte deste trabalho e devota
da a obtencao da forca de reacao de radiacao mesonica do campo
sobre a partTcu]a (nos restringimos aqui a um nucleon com ape



nas massa e carga). Essa forca e obtida de duas maneiras dis

tintas. A primeira baseia-se na expressao da potencia da ra
diag¢do emitida pela particula, que pelo principio da conserva
cao de energia implica numa forca reativa sobre a mesma. 0 se
gundo metodo consiste em calcular a for¢a que cada uma das par
tes de um nucleon extenso exerce sobre dada parte do mesmo,co

mo elaborado por Lorentz® no seu modelo classico do eletron.



CAPITULO 11

NUCLEON NUM CAMPO ESCALAR

2.1-Equacao do Campo Escalar

Nosso objetivo e estudar o movimento de uma parti
cula, que chamaremos nucleon, interagindo com um <campo esca
lar incluindo a forca de reacao de radiacao, a exemplo do «ca
so do eletron interagindo com o campo eletromagnetico. Chama
remos g a carga nucleonica da particula que interage como cam
po escalar. 0 campo & descrito pela funcao escalar ¢(x, t) s5a
tisfazendo, fora da distribuicao de carga nucleonica, a equa
cao de onda livre

( 1 92
ce ote

- v2)e(x, t) = 0. (2.1)

Esta equa¢ao no caso estatico se reduz a equacao de Laplace
(v2 o= 0).

Vejamos agora a equac¢ao na presenca de materia nu
cleonica com densidade p. Chamando dg a quantidade de carga nu

cleonica contida no elemento de volume dV em movimento, temos

o =49 (2.2)
No caso particular de uma carga puntiforme g localizada em
z(t), vale a relacio

p(X, t) = g6i{x - z(t)) . (2.

D
—



No caso eletromagnetico comparece do lado direito
de (2.1) o termo 4mp_, onde p, e a densidade de carga eletri
ca. Lembremos que tanto P COMO ¢e da eletrodinamica, sao com
ponentes temporais de quadrivetores. No nosso caso ¢ e um es
calar e portanto em vez de p devera comparecer a densidade de
carga medida no repouso que e um escalar, alias invariante.
Chamaremos essa densidade de p e a equacao do campo o(X, t) na
presenca de matéria nucleonica toma a forma abaixo

(Zr 24 - 72) 0 (X, t) = -4uf . (2.4)

0 sinal de menos do lado direito de (2.4) reflete o comporta
mento atrativo das forcas, ao contrario do que ocorre na ele
trodinamica (com as cargas de mesmo nome).

Designado por dV o elemento de volume medido no sis
tema de repouso da carga dg em movimento com velocidade v te
mos, da contracao de Lorentz,

dv = /1 -vz/cz dV . (2.5)

Como a carga e um invariante, temos a relacao

5 - 49 - o/ TvEsce . (2.6)

Com isto a (2.4) pode ser escrita sob a forma

(L2 w2 o (X, t) = -4mo(%, t) /4 - ELE) (o 7y
c2 5tz c?

+
Nessa equacdo v(X,t) & a velocidade da elemento que
no instante t esta passando pelo ponto X.

2.2 - Equacao de Movimento do Nucleon

A lagrangeana relativistica de uma particula livre



.—)
com massa m e velocidade V e

LO = -mc2/1 - v2/c? (2.8)

A . 0 0
Facilmente verificamos que a energia e 0 momentum ca
nonico calculados com esta lagrangeana, reproduzem as conheci

das expressoes relativisticas. Temos:

p-2o . m v (2.9)
v V1 -v2/c2

!

& -

_Loz'——--——T-__Ci2 ‘ (2.10)
/1 - y2/c2

el
<}

As equacoes de Euler-Lagrange sao

->

Estas equac¢oes asseguram quefj eé? sao constantes de movimento.
Para incluir a interacao da particula de carga g com

o campo ¢, adicionaremos ao termo -mc2 em (2.8) o escalar -gob.

Com isto a lagrangeana da particula em interacao com 0 campo e

L = -(mc2 +gd) /1 -v2/c? . (2.12)

0 momentum canonico fica

—

= (m+go/c?) Vv . (2.13)

oV J1 - ve/ce

De (2.11) e (2.12) resulta a seguinte equacao de mo

vimento para a particula

d - d > S }
m.v_ _ __9 ov -g/1 - ve/cz Vaf2.14)

dt /Tisz/c2 c?2 dt /1 -v2/c?




0 lado direito desta equa¢ao e a forca que atua na
particula. Temos

> >
d m v - F (2.15)
dt V1 -v?/c?
onde
F-.g9 d 9V L g/T-vEjcE V. (2.16)

c2 dt /1—72/c2

Para baixas velocidades a (2.14) se reduz a

movo= -3 4 67 g . (2.17)
cz dt

0 lado direito desta equacao e o analogo da forca
de Lorentz.

A potencia da forca sobre a particula e F.Vv. Da
equacao de movimento (2.15) temos, apos uma derivacao por par
tes, o resultado usual

N .
F.y -9 m_cf (2.18)
dt /T -vzjce

Esta nada maisedo que a expressao do Teorema das forcas vivas.
Comparece do lado direito da Equacao a derivada temporal do que
chamamos energia cinetica da particula.

Usando (2.16) em (2.18) e a relagao

v.Te = -4 _ 3¢ (2.19)
dt ot
obtemos
d m c? d ___i____;,g/1_va/c-2 9% (2.20)

:—g——
dt V1 -v2/fc? dt /1 -v2/c? ot



Este resultado pode tambem ser obtido da expressao
da energia total da particula

E=P.v-L . (2.21)

Usando (2.12) e (2.13) nesta expressao temos

Fo_MCZ+g0 (2.22)
/T -v2/c?

Empregando agora a relacao

segue a (2.20).
As equacoes de movimento (2.14) e da potencia
(2.20) podem ser englobadas numa unica equacao covariante no

espaco-tempo. 0 quadrado do elemento de arco descritopela par
ticula e.

ds2 = c2dt? - dr2 = c2dt2(1 - v2/c2) . (2.24)

Logo

CLI N (2.25)
ds cv1 - va/c?

Multiplicaremos agora, (2.14) e (2.20) por dt/ds e
introduziremos as seguintes quantidades:

TR (uo,ui) = 1 , v/c ). (2.26)
J1-ve/c2 /1 -vye/ge?




u® & a quadrivelocidade da particula.

Deste modo as mencionadas equacoes podem ser agrupa
das na equacgao

4 meu®) = -9 - (pu®) e g 9% (2.28)

ds cds C

Do lado esquerdo de (2.28) temos a derivada do que
chamamos quadrivetor energia-momentum da particula e do lado di
reito temos o quadrivetor forca, isto e,

G
me 4. F

ds

@ (2.29)

onde

+gq_ 2% . (2.30)

De (2.26) vemos que a quadrivelocidade satisfazare
lacao u@uu = 1 e, portanto uudud/ds = 0. De (2.29) concluimos
entao que o quadrivetor forca satisfaz FauOL = 0. Esta relacao
e satisfeita por (2.30).

Encontraremos a seguir as leis da conservacao para

energia e momentum do sistema constituido de particulas nucleo
nicas e campo.

2.3 - Tensor Energia-momentum do Campo

A equacao de Euler-Lagrange para o campo escalar e
(vide apendice I-1)

] 3 v }
50 56



ondeczaé a densidade de lagrangeana e estamos usando a notagao

b = 3¢ . (2.32)

A densidade de lagrangeana que reproduz (2.1) via

My

(2.31)

L. 059 40 - (2.33)

3T

Em analogia com a mecanica a densidade de energia do
campo e expresso pela relacao

Yo - 6 2 (2.34)
3¢

Usando a (2.33) resulta a seguinte expressao para
(2.34)

Yoo (9, Reye) - : (2.35)

gm c¢?

Como&g nao depende explicitamente das coordenadas x %,
resulta de (2.31) a seguinte equacao (vide apendice I- 2)

5. T®B _ g (2.36)

onde

(2.37)

e o tensor energia-momentum do campo. Esta denominacao vem do

fato de que a componente zero-zero deste tensor coincide com a

densidade de energia do campo, isto é,}éz 7100,

-
i

i

|

]

t
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Integrando a (2.36) em todo o espaco e notando que

o termo da divergencia espacial se anula no infinito temos

1 d 79l gy 2 g (2.38)

Daqui concluimos que a integral da T%% & uma constante de mo
vimento. Parao = 0 tal constante e a energia do campo e para
o = 1 a constante e identificada com o momentum do campo. O
quadrivetor momentum-energia do campo e

pe = Ly

C

al 4y . (2.39)

De acordo com (2.33) e (2.37) o Tensor energia - mo
mentum para o campo escalar fica

B A

g A I I (2.40)

o"-— g°
4 2

2.4 - Tensor Energia-momentum da Particula em Interacao
com o Campo

Vamos chamar o a densidade de massa, o = dm/dV. A
densidade de massa medida no repouso indicaremos por &. 0 qua
drivetor energia-momentum da particula & p“= mcu® e a sua den
sidade & ocu” = Scu®uy®. Esta quantidade & a componente o, 0 do
tensor

+o
2
i
Q1!
@}
=
Q
[ i
jon;
™
4
—

e ap = . =
e t~" e chamado tensor energia-momentum da particula®.

Queremos mostrar que o momentum e a energia do cam
po mais da particula em interacao com ele sao conservados. Da
4 - divergencia de (2.40) resulta



aB 1
3 T "= {(88¢

8 4

Na ausencia
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Gy 4P B _ (a“¢ﬁ¢A}:"l—¢“ 0 0P (2.42)

+ ¢a8B¢ . 8
T

de cargas temos a (2.1), isto é,ngﬂ\p: 0
™)

o que nos leva ao resultado (2.36). Na presenca de cargas o cam

po satisfaz a equacao (2.4), isto e, 8888¢ = -41p. Portanto a
(2.42) fica
aBT“B = -p0% = -5 2% . (2.43)
—- e OLB
Antes de calcular a 4-divergencia de t notemos
que 5cu6 e o guadrivetor densidade de corrente de massas e por
o - N _ i
tanto BB(écup) = 0 e a equacao de continuidade de massas. le
mos entao
BE%uB = cu® BB(acuB)-féczudagua = SCZUBBBUQ. (2.44)
Lembrando que
) CR
ubapuu _ dx auB _ . d e (2.45)
’ ds  9x ds
e empregando a equacao de movimento (2.28), segue que
QuB o d o o
SBt =g {- Ic (du™) + 3 ¢} . (2.46)

Temos a relacao p/o =

como no caso de uma distribuicao continua de carga e massa

g/m tanto no caso puntiforme

porcionais. Nessas condigoes temos, usando a (2.45),

e

B

Efetuando uma derivacao por partes no primeiro termo do u
i

membro e usando a equacao de continuidade de cargas SB(BU

0]
taB _

pro
-5u838(¢u0‘)+5a%. (2.47)
timo

1
):D’
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tem-se 0 resultado

0,7 = 2, (Fouu®) + 5% (2.48)

Esta relacao pode ser escrita sob a forma

agt“B -5 0% (2.49)
onde
0 . o
taB _ tub . Bd)UaUB
= (0c2 +pd) u uB (2.50)

e o tensor energia-momentum da particula em interacao como cam
po.
Comparando (2.49) com(2.43) obtemos a relagao

BS(TQB+ t*) =0 . (2.51)

Integrando em todo o espaco temos

I (190 L %0 4y = 0 . (2.52)
cdt

Esta expressao mostra que a energia e o momentum do campo mais
da particula em interacao com ele sao conservados.

No proximo capitulo vamos introduzir o metodo de
Fock-Papapetrou®’" para a equacao de movimento da carga, 0
qual, sera depois utilizado para obtermos a equacao de movimen
to da particula com spin e momento de dipolo.
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CAPITULO III

NUCLEON COM SPIN E DIPOLO NO CAMPO ESCALAR

3.1 - Obtencao da Equacao de Movimento da Carga Nucleoni

3 e 4

ca pelo Metodo dos Momentos de Fock-Papapetrou

por

0 método introduzidoYFock-Papapetrou?®’*®

consiste em
obter a equacdao de movimento de uma particula atraves dos mo
mentos do tensor energia-momentum da mesma. Aplicaremos este me
todo ao nosso caso. E obvio que partindo da expressao de t“ﬁ,
equacao (2.50), a integracao de (2.49) no volume do sistema con
duz a equacao de movimento (2.28) que afinal foi o pontode par
tida.

Como ponto de partida postularemos agora a conserva
cao de energia e momentum total do sistema expresso na (2.52),
com a equacao de divergencia-associada (2.51). 0 tensor ener

. - . ¢
gia-momentum da materia,t F

e agora suposto simetrico mas des
conhecido.

Em seguida mostraremos que partindo deste postula
do de conservacdao obtem-se a equacao de movimento do sistema e
tambem a forma do seu tensor energia-momentum.

Das equag¢oes de campo resulta a (2.43) que substi
tuida na equacao de divergencia (2.51) nos da a (2.49), isto e

a

aBtO"B=53 o . (3.1)

Consideramos o sistema como sendo extenso com volu

ro que caracterizara uma particula.

0BS: Neste captltulo estamos wsando ¢ sistema de unida
des em que ¢ = 1.

Integrando a (3.1) no volume V do sistema obtemos

—g—~ftaodV+f-a—{tO” dv = 5 5 e%4qv. (3.

dt AX

™
~
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Pelo teorema de Gauss o segundo termo no primeiro

membro pode ser convertido numa integral de superficie onde

se anula taB. Deste modo obtemos

4 %0 gy - 5 e%dy. (3.
dt

[G8]
~—

Ao lado da equacao de divergencia (3.1) vamos con

siderar a que resulta para thuk. Obtemos facilmente que

ol ) - O £
:ta8-+x“ ~§T tak::tuB-FXB€>¢x» (3.4)

dX ax”

Integrando esta expressao no volume do sistema e
notando que o termo da divergencia espacial se anula obtemos
a equacao

4 B0 gy 2 %Py ar kP e dy . (3.5)

Vamos escolher um ponto de referencia do sistema
XB, que pode ser o seu centro de massa como sera discutido

B B

2
adiante. Chamando §x a X” temos

a distAncia do ponto x

xP o xB oy oexB, (3.6)

Essa escolha esta sendo feita a tempos iguais, isto e X9 = x°
ou 6x° = 0. No fim dos calculos tomaremos o limite &x~ ten

dendo a zero.

Substituindo (3.6) em (3.5) e wusando a -equacao
(3.3) tem-se

B f r
A X700 gy, 4 g B a0 gy

= rtBaver s e xP e dv . (3
dt dt

.7)
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~ o
Vamos agora fazer a expansao de ¢ (x) em torno de X,

isto e

oM (x) = 6% (x) + o%P(X) SX g+ - (3.8)

onde ¢a8 = 3%y

Na ordem zero as equacoes (3.3) e (3.7) ficam respec
tivamente:

ggiﬂf £%0 qy - 6% S 5 dv (3.9)
dt
o B d XB o0
ST AV = [t%%dv . (3.10)
dt

Na equacao (3.9) ja se pode reconhecer a equacao de

movimento da particula. A (3.10) permitira, como veremos, obter

~ (xr . . .
a expressao de t B Antes de continuarmos vamos introduzir a

quadrivelocidade do ponto X(s), onde s e o elemento de arco. Te

mos
B
uf o d X (3.11)
ds
Notemos que u® = dt/ds e que pela (2.25) e (2.6) te
mos p = p/u’. Vamos também introduzir a notacao:
ap
R A (3.12)
u
e
S opdV = g, (3.13)

Com isto as equacoes (3.9) e (3.10) sao reescritas
sob a forma:



4D L g (3.14)
ds uo
B
MeB o y®o L (3.15)
U

Vemos que a equacao (3.15) permite obter MO em ter

mos de u”. Colocandoo = 0 em (3.15) e usando a simetria de MaB
temos
00 '
meo M B, (3.16)
uo
Substituindo (3.16) em (3.14) obtemos
00
B - ge® (3.17)
ds (u )
Desenvolvendo o primeiro membro temos
00 00
d MET) UOL + MO d UOC: g(bOL . (3.18)
ds [°) (W) ds
Temos que uat%x: 1 e, portanto, u, du/ds -0. con
traindo entao (3.18) com u, temos
4 m2° d
—_— 5 = g Ua(boc = g—9 4 (3.19)
ds ﬁJ) ds
E facil mostrar que g e uma constante como conse

quencia da equacao de continuidade para a corrente nucleonica
o >
J = (p , pv), temos

5 J% =0 . (3.20)
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Integrando no volume do sistema e usando o teorema
de Gauss, seque que a integral de superficie se anula em vir

> -
tude de J = pv se anular na mesma. Logo

4 redy =0 (3.21)
dt

e, portanto

g = /pdV = constante . (3.22)

consequentemente concluimos de (3.19) que

00
—5 - g¢ = constante = m . (3.23)

()

Esta constante identificamos como sendo a massa do
2
sistema. Substituindo M°%/u® desta equacio em (3.17) obtemos

a

4ome g u® = g (3.24)
ds

ou
4 mu® = -g —E—(¢ud)+ g0”. (3.25)
ds ds

Reobtemos deste modo a equacao de movimento (2.28)

Voltemos agora a equacao (3.15) que,usando ({3.76),
pode ser escrita sob a forma

aB Mo o B

_mu y . (3.26)

/

M

2
Substituindo M°%/&° dado por (3.23) e retornando
a notacao (3.12) temos
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WO tOP v = (m+ go(x)) u®u® . (3.27)

Consequentemente resulta a expressao

afB Ua UB -
t7"= (m+ go(x)) ¢ (x-X) 5 =
u
o B
= (o + p¢p) L1 (3.28)
uo
ou
£ 2 (5w o) w* P (3.29)

Este e o tensor energia-momentum da particula em in
teracao com o campo, como haviamos mostrado anteriormente,equa
cao (2.50). Estas consideracoes ilustram a potencia do metodo.
Veremos no proximo paragrafo como ficam as equacoes do movimen
to, quando em (3.8) retemos tambem o termo de primeira ordem

a
em b&x .

3.2 - Extensao para o caso de um Nucleon com Spin e Dipo
1o Nucleonico

Substituindo (3.8) em (3.3) temos,em ate primeira or
dem, que

Sty = % s dV + ¢>°“9f §x. pdV . (3.30)

_d
dt B

Fazendo a mesma substituicao em (3.5) e wusando a
equacao acima encontramos

g
de—f 904y +dif sx Pt gy = rt®Bay + ¢® 5 oxPHdv (3.31)
t t
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Usando (3.11) e (3.13) as equagoes anteriores ficam

respectivamente

,Q_J'taodv = g®a + ¢QBI Sx
ds

g 0 AV (3.32)

W0 gy e —9 s ek® %0y 2 (0 s t%Pav 4 6% 7 exPp dv.(3.33)
ds

Notemos que o primeiro termo no segundo membro de
(3.33) pode ser eliminado se subtrairmos desta equacgao a que se
obtem trocando os indices a com B . O resultado obtido com es

ta operacao e

T BT B T St
ds
a B B o Y
=" exPoav - of foxeav . (3.34)

Vamos agora introduzir as seguintes notacoes:

o Q.0

p-o= St dyv, (3.35)
D% = sex%p dv e (3.36)
SOUP L (ax®t PO L oy P g 90y gy . (3.37)

- . . e
DY € o quadrivetor momento de dipolo e S“L 0o tensor

de spin (momentum angular interno) do sistema.

Com isto as equacoes (3.32) e (3.34) podem ser rees
critas sob a forma:

_dp_ g™ + 6%Fp (3.38)
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dSOLB a B B a o B_

y = P U - p u + D q) DBd)OL. (3.39)
S

Estas sao as equacoes de movimento do nucleon com
momento de dipolo e spin. Essas equacoes coincidem com as ob
tidas por Harish-Chandra' pelo metodo introduzido por Dirac?,
de calculo do fluxo do tensor energia-momentum atraves de um
fino tubo ao Tongo da linha de universo da particula, na sua
teoria classica do eletron.

A (3.38) e (3.39) sao equacoes aproximadas no caso
de um corpo extenso. Sao equacoes exatas para uma particula
puntiforme com spin e dipolo nucleonico definida como sendo o
lTimite do caso extenso com o volume ou 6x* tendendo a zero
e,p e ¢ B0 tendendo a infinito de tal modo que as integrais
(3.35), (3.36) e (3.37) sejam finitas.

Considerando que p e D% s3o conhecidos, as grande
% e s, totalizando 4+4+6 = 14 va
riaveis. 0 numero de equacoes sao 10, 4 de (3.38) e 6 de

. - . ~ o
zas 1incognitas sao: p , U

(3.39), de modo que faltam 4 equacOes para obter solugbes uni
cas as grandezas incognitas. Essas quatro equacOes subsidia
rias estao condicionadas a escolha do particu1ar‘ponto X, Es
colheremos X% de tal modo que S - 0 no referencial de repou
so. Como 8x° = 0 concluimos de (3.37) e (3.6) que X% tem en
tao a seguinte expressao

_ fxat00 dv

x¢ o LXx t dV
7t%0 gy

(3.40)

Como vemos a escolha S%° = 0 & equivalente a esco
Tha de X% como sendo o centro de energia ou massa do sistema.
A escolha S*® = 0 no referencial de repouso e numsistema qual
quer expresso pela relacao

umso‘B -0 . (3.41)

A (3.41) estabelece um conjunto de 4 equacoes que,
com (3.38) e (3.39) dao as 14 equacoes e consequentemente so
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lucoes unicas para as grandezas pu ,u e S°°B . Esta entao com
pletamente determinado o movimento do sistema.

Vamos agora determinar as expressoes do tensor
energia-momentum e do seu primeiro momento. Encontraremos tam
bem a da densidade de corrente do sistema.

Consideremos alem das equacoes (2.1) e (2.4), a que
resulta para x @Bt Temos a relacio:

AB aB=- A

(x%*x 8 >‘V) + x%t P e x%xP o et . (3.42)

_ XBtka

ax

Integrando-a no volume do sistema e notando que o
termo de divergencia espacial se anula encontramos

éfL—f x%xBer0 g

dt

Ve f xBeroy o x4t Bdy 4 xOxBr et dv . (3.43)

Efetuando a substituicao (3.6) e empregando a equa
cao (3.5) obtemos

dX® ;0 Beh0 gy . 4 ey Btr0 gy -

dt dt

s kB gy 4 s ex®t B av a s ax®xB 5 e? dv . (3.44)

Fazemos agora a mesma substituicao (3.6), para £ e

usamos a expansao (3.8). A seguir empregamos a equacao (3.7)
obtendo em primeira ordem a expressao

5 |
AXT o BA0 gy, GXT L 0 R0 gy L sx®i 2 Bay s sx Bt ¥ay.
dt dt (3.45)
Introduzindo a notacao
MOBAL 4O 1 sx*tBA gy (3.46)

BIBLIOTECA DO INSTITUTO DE FISICA E QUIMICA DE SAQ CARLOS - USP |
FISiCA
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e empregando u% = dX%/ds = u®d Xx* /dt a (3.45) toma a forma

™

o
HE MBAO + EE Mako - MaAB+_MBKa.

u u

(3.47)

Ao lado desta equacao podemos escrever duas outras
expressoes que obtemos pela permutacao dos indices A com a e
A com B , isto e:

A B

U a0, U yrao o yhab, yBod (3.48)
u u

e
u® aBo  ut LaBo 0BA L ABO
MM + == M =M + M . (3.49)
u u

Antes de prosseguirmos, notemos que de (3.37) e
(3.46) tem-se a igualdade

¥ o L(yxBo _ yBaoy (3.50)

u

aBA aiB

Notemos tambem que M =M Usando estes dois
fatos na equacao que resulta da adicao de (3.47) com (3.48)se
guido .da subtracao de (3.49) encontramos

B QA0 AQO
(M L M ) ¢ LogBAya 1 gBa A pgy

BaA _u
M P 0 )
2 u u 2 2

0a8= 0

Como $x° = 0 temos M Entao colocando B =0

na relacao acima segue que

MOAO  mAaO _ grOo o ga0 A (3.52)

Substituindo este resultado em (3.51) temos:
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AQ a0 ,
LA TGN ISP S S Y D

mBo 1 1
2 u° 2 u° 2 ?

-SBuuA.
(3.53)

Encontramos assim o primeiro momento (MQBA) em fun
cao das variaveis tensor de spin e quadrivelocidade do siste
ma. Podemos agora obter a forma do tensor MOL8 . Empregando as
notacoes (3.12), (3.36) e (3.46) a (2.33) pode ser reescrita

como segue

B 4 mPao

moB _oweo w4 ~0% pf o, (3.54)
0 )
u ds u
De (3.53) temos:
5 0.0 Bo Bo
MPao S UB-F§—— u ~+§- u® (3.55)
o (03 o
e
yioo _ B0 0 (3.56)
Colocando o= 0 em (3.54) e usando (3.56) tem-se
. 00 .
meo o M By gBe o gl (3.57)
u
onde éBo = dSBO/ds.

Substituindo-se este e (3.69) em (3.68) encontramos
finalmente que

. B a . 6 o
MuB _ 26 (MOO QE . Soco__(bo p )+_l _g_(sao U N SBO~Qﬂ )
u u 2 ds uo uo
. % SB& e DB (3.58)

De (3.12) vemos que £ 08 e igual ao lado direito des
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ta expressdo multiplicada pela funcdo &(x - X)/u°.
Encontraremos agora a densidade de corrente do sis
tema. Como ponto de partida consideraremos a equagao de conti
nuidade an*x= 0, com J* desconhecido.
Integrando esta equacao no volume do sistema e no
tando que o termo de divergéncia'espacial se anula, segue que

s3°dVv =S pdV = constante = g (3.59)

que e a carga do sistema.
Vejamos a equacao que resulta para anB. Temos que

ano‘JB S (3.60)

Integrando no volume que contem o sistema temos

4 k%o dv = r3%dv . (3.61)
dt

Substituindo (3.6) nesta, obtemos

o
X g v Lo rex®pdv = s g%dv . (3.62)

dt dt

Usando u% = dX%/ds e a (3.36) podemos escrever

uoc l')a
STXdV = g =+ = . (3.63)
u

=

Desta equacao segue que, para uma partTcu]aconlcaﬁ
ga e dipolo, o quadrivetor densidade de corrente e da forma

RIRPICAYe S SUMILUIYC I I (3.64)
u u
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Alem da conveccdo pu® temos também a derivada do di
polo. »

Vejamos agora em que condicoes podemos conseguir ex
pressoes simples para o momentum pa da'partfcu1a e seuspin SaB.

Notemos inicialmente que, como §x° = 0 segue que D°-
= 0. Portanto

a
uaD =0 (3.65)

pois € nulo no sistema do repouso. Desta igualdade temos como

3 O

-~ . . o . M
consequencia que, uuD = -uaD No sistema do repouso p° - 0

Logo

ubd* =10 . (3.66)

Vamos agora contrair a equacao (3.39) com u, e usar
a (3.65). Deste procedimento encontramos a seguinte relacao pa
ra pB

.

B ay . B N aB
p- = (ugp)u” - ¢ D" -y ST (3.67)

L
Contraindo esta com uB, a (2.38) com u, e a seguir
adicionando-as encontramos, apos usar a (3.66), que

d ay B . c
—a—s—(uap ) = g¢ + ¢ DB_UBUOLS

B (3.68)

Esta equac¢ao pode ser escrita na seguinte forma

_f_(uupo‘-gcp-na(po‘) = Dof - u U ST (3.69)
S »

»

Derivando (3.41) temos que das“3= .ums"‘B

, 0 qual nos
permite escrever
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. 'aB _ . [
UulJBS = -

aB
Uy Ug S™° =0, (3.70)

pois a contracao de um tensor simetrico com um antissimetrico
se anula. Deste modo o ultimo termo de (3.69) e nulo.

Vamos agora supor que a particula

tem modulo de
spin e do momento de dipolo constante,

isto e:

B = constante (3.71)

DaDa = constante (3.72)

58

De (3.71) resulta que Sa = 0. Portanto,

B
traindo (3.39) com S

con
g € usando tambem (3.41) resulta, da
bitrariedade de ¢}

ar

Das“5= 0 (3.73)

Desta relacao temos DaéaB = ﬁaSaB e de (3.72)temos
DBbB = 0. Portanto contraindo (3.39) com DabB e wusando tam
bem (3.65) e (3.66), resulta

(3.74)

(3.75)

Com esta relacao e a (3.70) a (3.48) nos fornece
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u pa - g9 - Da¢a = constante

(3.76)
o

"
3

A constante m e identificada com a massa do sistema.
~ - o . . . -
Essa equacao nos da o valor de u,poque substituidoem (3.67)nos
- . ~ al
da a seguinte expressao para p
ol

p- o= (m + g¢+DB¢B)ua+uBS.OLB— qQD

o3

(3.77)

De (3.41) e (3.73) resulta que o spin e perpendicu
lar tanto ao dipolo como a velocidade, isto e, temos a relacao

s@P eO‘B“"D11 VI (3.78)

FE facil verificarmos por contracao com SOCB que K e
uma constante como consequencia de (3.71) e (3.72).

As equacoes (3.77) e (3.78) coincidem com as expres
soes de Harish-Chandral, que, em vez de <como fizemos, usa a
(3.78) para a demonstracao de (3.77).
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CAPTITULO IV

BALANCO DE ENERGIA E VETOR DE POYNTING MESGNICO

A densidade de energia do campo esta escrita em
(2.35)

%=-1—(§f— + (Vo )2). (4.1

87 c?

—

Vejamos agora como varia com o tempo a energia do
campo na presenca de cargas nucleonicas. Seja W a energia do

campo contido em um dado volume. Sua derivada e

M D iy = s L (204 96.94) dv (4.2)
dt dt 4 c2

ou
A (Ue)dv + —— 7 (2 ves)ddv.  (4.3)
dt 47 41 c?

Pelo teorema de Gauss a primeira integral pode ser
convertida no fluxo atraves da superficie do sequinte vetor

LI NS (4.4)
i

Empregando a equacao do campo (2.7) na ultima inte
gral de (4.3) obtemos
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o vi e 22 gV s S ada . (4.5)

dt ot

Vamos considerar a situacao na qual as cargas nu
cleonicas presente no sistema sao puhtuais. Neste caso a pri
meira integral em (4.5) ficara expressa por uma soma Sobre
todas as cargas. A seguir empregamos a equacao da potencia
(4.20) para cada carga. O resultado final e

m.c2 g.¢ ) ~
4wy ‘ fore— )% AdA. (4.6
dt ] V1‘V]~2 /C2 1V1"V:IZ /C2

A esquerda desta equagao comparece a variacao da
energia total do sistema (campo, particulas e interacao) no
volume considerado, por unidade de tempo. Da conservacao de
energia Ssegue que S e a quantidade de energia que atravessa
a superficie por unidade de area e tempo. A essa quantidade
denominaremos vetor de Poynting mesonico.

No proximo capitulo calcularemos o campo devido a
uma carga nucleonica em movimento. Do resultado obtido e da
definicao do vetor de Poynting (4.4) determinaremos em segui
da a expressao nao relativistica da potencia de radiacao me
sonica emitida pela carga.



-30-

CAPITULO V

V - EMISSAO DE RADIAGCAOQ MESONICA

5.1 - Potenciais de Lienard Wiechert Mesonico

Neste paragrafo vamos obter a solu¢ao da equacao do
campo escalar na presenca de cargas. A equacao do campo e, de
acordo com (2.4),

(2% gy e (XL t) = 4 (X, t) . (5.1)

c? 9tz

A solucao desta equac¢ao sera obtida pelo metode da

funcao de Green. De (5.1) ¢ pode ser escrito sob a forma

=

o(X, t) =/ G(Xt, X't') 5 (X', t")dv'dt* , (5.2)

onde a funcao G, chamada funcao de Green, satisfaz a equacao
diferencial

2
( 19

) G(Xt, X't') = —4us(X-x')s(t-t")
2 s 2
¢s ot (5.3)
e a condicao
G(xt, x't') =0 para t' > t (5.4)
Esta condicao define a funcao de Green retardada.

Pelo procedimento usual (vide apendice]]) a solucao de (5.3)

sujeita a condicao (5.4) e

6(xt, x'tr) - St-t' - R/) (s

= 7 ) )

R

&}
—

> >
onde R = |x ~-x'
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Substituindo na equacao (5.2) temos

(5. t) = - so(t-t -R/C)
R

5 (X', t')dv'dt' . (5.6

[

Resolvendo a integral em t' e introduzindo p encon
tramos

o(X, t) = _fﬂ(sx’__t_;w ‘/1_V2/Cz‘ av', (5.7)
R

onde agora V e calculado no instante retardado.

Esta expressao descreve o potencial retardado de
uma dada distribuicao de carga nucleonica p(;, t) . No caso de
uma particula com carga nucleonica g e com velocidade Vsdfdfa

a densidade de carga e descrito pela (2.3) que usando
(2.6) nos da a seguinte expressao para p

5(x,t)=gs(x-2z(t)) /T-vejc? . (5.

(&)
o
~

Substituindo essa densidade de carga na expressao
(5.6) e integrando no volume obtemos

(%, t) = —gf L ZYCE s e L XS 3 |/0) dt
Ix - z(t")|

Para integrar em t' facamos a mudanca de variave]l

Y=1t"+R/c , R =x-2(t") . (5.10)

Com isto temos

dt _ , R. ¥
dt'’ Rc

—
o1
—
-

~—
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Expressando a (5.9) em funcao da nova variavel a in

tegral e facilmente resolvida. 0 resultado encontrado e

N
(%, t) = -g it—%.z/iz : (5.12)
R- =Y Lt =t - R/c

C

Esta expressao e analoga a dos potenciais de Lie
nard-Wiechert que aparece na eletrodinamica. Nos o denominare

mos de potencial de Lienard-Wiechert mesonico.

5.2 - Potencia de Radiacao Emitida

Vamos determinar a emissao por radiacao de uma car
ga nucleonica em movimento. Restringiremos nosso calculo a bai
xas velocidades (v<c) e a zona de radiacao. A potencia emiti
da eaintegral de superficie do vetor de Poynting (3.4) no qual
comparecem as derivadas primeiras do campo ¢(x, t) da equacao
(4.12). Pelo procedimento usual conhecidona eletrodinamica cal
culamos as derivadas de ¢ com o seguinte resultado (ver apéndi
ce III)

90 . g .V (5.13)
ot Rec
e
: ; (R, V) - i
V¢ = -g — + g — . (5.14)
R2 RC2

onde n =R /R.

Substituindo estas derivadas na expressao do vetor
de Poynting (4.4) e notando que o termo proporcionala 1/R® nao
contribui para a integral na zona de radiacao podemos escre
ver, no infinito, -
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(Sa
o
——

A potencia total emitida e entao

D-§S.ndA = ——gs(i.V)2da . (5.16)
4pc3 '

onde d & a diferencial de angulo solido. Essa integral e facil
mente calculada, resultando

F(h.v)edo= 2Ty (5.17)
3
Levando este resultado em (5.16) segue a seguinte ex

pressao para a potencia de radiacao emitida pelo nucleon em mo
vimento

w |—
o<
w n

A potencia mesonica e proporcional ao quadrado da ace
leracao, como no caso da eletromagnetica na qual, alias compare
ce o fator dois tercos em vez do um tergo presente em (5.18).Pe
la conservacao de energia a potencia irradiada acarreta uma per
da de energia da particula, o qUe implica numa forca reativa so
bre ela. Pela forma da potencia mesonica tal forca sera propor
cional a derivada da aceleragao como no caso eletromagnetico.
Calcularemos esta forga no proximo capitulo.
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CAPTTULO VI

VI - FORCA DE REACAO DE RADIACAO

Neste capitulo sera calculada a forca de reacao de
radiacio por dois metodos: o da potencia emitida e o de Lo
rentz, isto e calculo direto da forca partindo de um nucleon

extenso.

6.1 - Metodo da Potencia Emitida

Esse metodo segue da conservacao de energia. De
acordo com a expressao (5.27) a energia perdida na unidade de

tempo por um nucleon em movimento e

(6.1)

dt 3c3

_E = __1 92\72

Esta perda de energia implica numa forca reativa ?r sobre o nu

cleon. A potencia dessa forca e

Dessas equacoes segue, apos uma derivacao por partes, que

?r' v o= - 1 g2 4 (v.V) + 1 g2 v, v, (6.3)
3¢ dt 3c3

Quando tomamos a media no tempo o primeiro termo do
Tado direito desta equacao se anula por que e uma derivada to
tal, de modo que o trabalho medio por unidade de tempo €

Foov=togr v .y (6.4)
3¢3
Daqui segue a seguinte expressao para ?r
Foe gey (6.5)
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Essas consideracoes sao heuristicas. Entretanto a
forca pode ser calculada diretamente da reacdo do campo S0
bre a particula como veremos a seguir.

6.2 - Modelo Classico do Nucleon

Un outro metodo para se obter a forca de reacdo do
campo & o calculo direto das forcas que as partes de um nu
cleon extenso exerce entre si, como elaborado por Lorentz no
seu modelo classico do eletron. Para este proposito o nucleon
e considerado com dimensdes finitas. Nosso modelo do Rucleon
consiste numa esfera rTgida com distribuicao de carga esferi
camente simetrica, analogamente ao modelo de Lorentz para o0
caso do eletron.

Nosso objetivo e calcular a forca total que esta
distribuicao exerce sobre si mesma, para isto calcularemos a
forca dF* que atua num elemento dg' da distribuicao e depois
integraremos sobre todo o sistema. Nosso calculo sera nao re
lTativistico, isto e, desprezaremos termos proporcionais a ve
locidade na expressao da forca. Nessas condicoes a forca em
dg' e, de acordo com (2.16),

dF' = - d92'¢'7" ~dg'T'e . (6.6)
C

Nesta expressao ¢ e o potencial devido a distribuicao no pon

to x' onde est3 a carga dg' no instante t e com velocidade

igual a v = v(X',t). Sua expressao e, de acordo com (4.7),

¢ ="' (X', t) = g elx, t-R/E) “vZ/c2 dV. (6.7)
R

+ - bond . —
onde v que aqui e a velocidade de dg = pdV e calculado no pon
-> . > g ->
to x no instante retardado e R = x' - X.

Como estamos considerando as cargas com baixas ve
locidades a distribuicao de carga nao muda muito duranteo tem
po R/c e podemos expandir p/TfTV?7E; em serie de poténcias
desse parametro ate dada ordem. De outro modo, como estamos
considerando o sistema com pequenas dimensoes o retardo nao e

muito importante.



Expandindo pv/1 - v2/c? obtemos para ¢' a expressao

n

o (X, t) =z L2 )T ) AT VE ez ay.

(6.8)

(as derivadas temporais podem evidentemente serem colocadas fo

ra da integral). Nessa expressao V € a velocidade calculada no

ponto (X, t) . Iremos supor que a distribuicio so6 tem movimento

de translacao, sem rotacao. Nesse caso todos os elementos da

carga tem a mesma velocidade, isto e, V e independente da posi
cao e a(6.8) torna-se

n
o (X', t) =3 - L —éﬁ (/T-vereer £ (-R)" "1 odv). (6.9)
n=0n! ¢ ot

0 primeiro termo da expansao e

600) L /TTVE 2 £ (<R) VodV = - 52 dv+0(v2). (6.10)
R

- -3
0 segundo termo, n = 1, e na ordem c

O (/T vejcE fodv) = - YoV g | (6.11)

(1)_1
c ot c?3

q) =

— - -2 ~ .
0 terceiro termo e ate ¢ , usando a equac¢ao da continuidade e
o teorema de Gauss,

o(2) o1 3% rpodv - 1 B s RTL (o) dV -

2cz 9tz 2cz 3t

- 3, R.VedV . (6.12)

2c? 3t

Usando novamente a equacao da continuidade em 3p/3t e o teore
ma de Gauss, na expressao acima, obtemos

o(2) o o 1 3R, Vedv - 1 1 ¥ (¥ R.

2¢c? 2¢c?

- -
A

). ov dV.  (6.12a)
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0 quarto termo, n=3, € na ordem C

(e
—

2 - -
(3) 1 3% R2 opdv = 4 2 g (T RFLeV AV (6.13
o0 = —

3 2

Substituindo (6.10) em (6.6) obtemos

=(0)
dF°’ v fﬁ-dv-fﬁE dv. (6.14)
dg" cz R RS
A contribuicido de (6.11) e de ordem superior, isto e, c“5. A
(6.122) contribui com
dT—z(z) 1 > 3 1 = >, > - > (-
= V'SV R.vpdV + -— V' S V(VR. v).povdV +Ulc
dgl ZCZ 2C2 (6,15)
A (6.13) da a contribuicao
(3) NN
dFT 3 (W oRe L vy dv s O (6.16)
dg' 6c* 3t?

Integrando estas expressoes em dg' =podV' e somando
as teremos a forg¢a total sobre o sistema. Como a distribuicao
de carga & esfericamente simétrica a integracdo do ultimo ter
mo em (6.14) se anula. A do ultimo termo da (6.15) tambem se
anula, pois o integrando muda de sinal quando trocamos as varié
veis de integracao e usamos o fato de que V{(R) = -V'§(R). Fi
camos entao com o seguinte resultado

B Vs PO qydyt s s o dV T (Y L UR) o dV -

c? R 2c?

Foptdvt 229 (YRe L ov) dV L (6.17)
6c> yt2

Pela simetria da distribuicao a componente i do in
tegrando da segunda integral contem o fator
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a'ia.R\'/.=-a. 3. Rv. = —— 61.V2R\}.:-g L (6.18)

Com isto o segundo termo de (6.17) e igual ao primeiro com o
fator -1/3.
De maneira identica a componente 1 da integrada do

ultimo de (6.17) contem o fator

o 2y - - . 6.19
92 aj R vJ 2pV1 ( )

~ > . ~
Concluimos entao que F tem a seguinte expressao

ooy o+ 9z v (6.20)
3¢c3
onde.
W= 2 gr PRl gy gy, (6.21)
3¢*? R

0 primeiro termo do lado direito de (6.20) e pro
porcional a aceleracao e pode ser agrupado com o termo mv  da
equacao de movimento (2.15) que no nosso limite nao-relativis
tico e mt - F. Com isto m passa ao valor efetivo

mee =M - u . (6.22)

Por esse motivo p e chamado massa nucleonica do Sis
tema e m a massa mecanica do sistema. Temos entao uma renorma
lizacao da massa do sistema pela interacao com o campo, sendo
o sinal de menos pelo fato de que as forcas sao atrativas. No

temos que a energia nucleostatica dada pela relacao

1]
rro P

1
2 R

E - - dv dv’ (6.23)
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permite reescrever a (6.21) sob a forma

Lo ALl (6.24)

3 c?

0 segundo termo de (6.20) e a forca de reacao de ra
diacao. Essa e independente da estrutura do sistema e como tal
sobrevive no limite em que suas dimensoes d tendem a zero. No
temos que o primeiro termo da expansao e da ordem d™'. 0s ter
mos seqguintes da expansao da forca e que nao estao calculados
explicitamente sao sucessivamente proporcionais a potencia de
d, isto e, d, d2, ..., etc. Se d for pequeno estes termos po
dem ser desprezados. O caso limite de um nucleon puntiforme is
to e, d tendendo a zero a massa nucleonica diverge e o processo
de renormalizacao e definido pelo queéito de que m (6.22) e
a massa experimental da particula. Claro isso significa que m,
a massa mecanica, e infinita. Se a particula estiver sujeita
a um campo adicional externo ¢ sua equacao de movimento, levan
do em conta a forca de reacdo de radiacao, e entao

g? v. (6.25)

Facilmente podemos escrever a versao relativistica
desta expressao. Basta obtermos a versao relativistica da for
ca reativa, ja que a parte restante,(2.28)s;esta definida com m
em vez de m_ .. A versao relativistica do ultimo termo e

a _ g2 dzy®

3¢ ds?

+ BY (6.26)

com a condigao de que as componentes espaciais de B* vao a ze
ro quando vV o> 0. Daqui resulta que B = Kpa. A funcao K & ago
ra determinada da condicao F?;%x= 0 que satisfaz toda quadri
forca. Contraindo entdo (6.26) com u® obtemos

9% (W%, ) +K=0 . (6.27)
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Esta equacao determina K e portanto Ba, que substituido em
(6.26) da o resultado

v 2 2 o 2 ., -
Fa— d? u L(U%B)u“ _ (6.28)

3c ds? 3¢

Juntando esta forca na equacao (2.28) obtemos a
equacac de movimento relativistica da carga levando em ccnta

a reacao de radiacao, isto e,

_ o
~d—(mcu“) _ .9 4d su® 4 9% 4 g? d?u )
ds ¢ ds c 3¢ ds?
- W) (6.29)
3c -

Nesta equacao m e agora a massa experimental do sistema.
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CAPTTULO VII

VII - CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos o movimento de uma particu
la interagindo com um campo escalar classico, chamado meson i
co. Do formalismo lagrangeano foram obtidas as equacoes de mo
vimento da particula num campo externo. Estas equacoes foram em
seguida generalizadas para o caso de uma particula com spin e
dipolo nucleonico pelo metodo dos momentos do tensor energia -
-momentum, método esse elaborado por Fock-Papapetrou no estudo
de uma particula no campo gravitacional. Alem de possibilitar
a obtencao das equagoes de movimento de um modo direto e sim
ples o metodo permitiu calcular tambem a expressao do tensor
energia-momentum e da corrente nucleonica, e de seus momentos,
o que evidencia a potencia do metodo. Com o intuito de incluir
efeitos do campo da propria particula, elaboramos umestudo sis
tematico do campo de radiacao mesonico paralelamente ao que €
usualmente feito no caso eletromagnetico. Com isto foi possivel
estudar o retardo das acoes do campo o que permitiu estudar o
modelo classico do nucleon paralelamente ao eletron de Lorentz
analizando as forcas que cada uma das partes de um nucleon ex
tenso exerce sobre uma dada delas. Desse estudo resultoua equa
cao de movimento da carga contendo a ac¢ao de seu proprio campo.

Como problemas propostos propomos 0Ss seguintes:

1) Extens3o para o caso em que 0 campo e massivo, situacao na
qual um termo proporcional ao potencial estara presente naequa
cao de onda.

2) Obtencio das equacoes de movimento relativisticas pelo meto
do independente de mode]o de Dirac, por ele elaborado no caso
do eletron, e que consiste no calculo do fluxo do tensor ener
gia-momentum atraves de um tubo ao longo da linha de universo
da particula, evitando porem, o argumento de simplicidade 1la
utilizado para a contribuicao provenientes das bases do cilin
dro, calculando-as exp]icitémente.
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3) Extensao para o caso de um nucleon com spin e dipolo nucleo
nico com o calculo explicito das contribuicoes do cilindro an

teriormente mencionado.
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APENDICE I

EQUACAC DO CAMPO ESCALAR E TENSOR ENERGIA-MOMENTUM

1.1) Equacao do Campo Escalar

Vamos obter A equa¢ao do campo escalar pelo prin
cipio da acao minima. Sem determos no formalismo, como ponto
de partida escreveremos a acao para o campo escalar ¢,

S = f&(9,5%) dvdt , (1)

onde a integracao e estendida a todo o espaco e entre dois
instantes (t1, tz) dados. A variacao de S usando a notacao

% = 3% nos da
5s=f(3—°f sq>+?—%a¢o‘) dv dt . (2)
3¢ 3¢
Como
s6% = 820 - 9 sp (3)
X 9 X
o (o}

integramos por partes o segundo termo na integral acima. Dis

to resulta que

ss =0 (222 2% spdvdt+ s i(-a—ﬁw)dwt.
2 dx_ 3 ox, 3¢ (4)

A ultima integral acima pode ser separada em duas
partes. A primeira come a integral da derivada temporal e a
outra numa integral da divergencia. A parte temporal se anu
la visto que 6¢(;,t1) = 8¢ (i,tz) = 0. A integral da diver
gencia pode, pelo teorema de Gauss, ser convertido numa inte
gral de superficie. Esta superficie esta no infinito onde os
campo se anulam. Logo
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ss - r (X3 3%y 0 4yt . (5)

o
¢ BXu 00

Pelo principio da acdao minima 8S = 0 e 8¢ e arbi
trario no volume. Consequentemente

3 afzgo?_ (6)
axa 90 3¢

I.2) Tensor Energia-momentum

Mostraremos que, se & nao depende explicitamente
das coordenadas, a equacao (2.32) e satisfeita.
Se Z nao depende explicitamente das coordenadas,

temos
P
EEANE ANCINE Zad (7)
axa a¢ 8¢8 axa
Usando a (6) no primeiro termo a direita de [7) temos
i ad)
____Baf = ¢ 9 §§+ _8 E_f_{ . (8)
BXa BXB 8¢B Bxa 8¢B
Como
a¢6 - 9 99 @Qﬁ R (9)
X X BxB BxB
o a
a (8) pode ser reescrita na forma
LL AN BPLIT AU (10)
axa 9X a¢B

A esquerda desta rela¢dao temos a derivada contravariante de

B 11 _

T3 St o 00
& . Com o auxilio do tensor metrico g , onde ¢ = -g =



~4h_

_ ﬂgzz - _933 -1 e g@

rivada covariante, ou seja

0T 0B 3%

o -
X 'c)xS

Deste modo a (10) fica

S para o # £, podemos passar a

de
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APENDICE 1]

FUNCAO DE GREEN RETARDADA

Encontraremos a soluc¢ao da equacao (5.3),

2
(L 2

Sv2) G (Xt, X't') = -4ms(x-x")s(t-t'),
c2 9at2

(1)

sujeita a condicao (5.4),

G(Xt,x't') = 0 para t'> t. | (2)

As funcoes deltas que comparecem a direita de
(1) podem ser expressas atraves da transformada de Fourier

-5

x') o Jwlt-tt)gsy gy
(3)

ik . (X-

1 J e

(2m)t

S(X-x")6(t-1t") =

Notemos que o operador diferencial e as deltas em

(1) sao invariantes por translacoes espaco-temporais. Des

te modo G(Xt, x't') = G(x-x', t-t'). Seja agora g(k,w) a

transformada de Fourier de G(Xx-x', t-t'). Podemos entdo es
crever a transformada inversa sob a forma

> . .
6% - %1 t-tr) s s gk, w) &R 00X et gy gy,
(2m) (4)
Substituindo esta e (3) em . (1) temos
g(k, w) = 1im AT : (5)

€+0 (w-i€)2 - (kc)2

Nesta relacao € e um infinitesimal positivo. No desenvolvi
mento a seguir mostraremos que esta escolha e a que satisfaz
a condigao (2). Pode-se mostrar que a escolha €< 0 conduz
ao resultado que satisfaz a condicao G(X-x', t-t') =0 _ para
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t' £ t; ou seja, conduz a funcao de Green avancada.
Substituindo (5) em (4) encontramos

5 .—r."* iwT
G(R, 1) = £ timse'* R g re dw__ . (s)
453 €+0 (w-1ie€)z-(kc)2
onde
>
R=%X-x" e T=¢t-t' (7)
Consideremos inicialmente a integral em w
o AWT
[(k,t) = lim [~ € dw (8)
€+0"" (w-1i€)2 - (kc)?
Notemos que a condicao (2) e agora expresso por I(k, t<0)=0.
Para resolver a integral acima vamos considerar a seguinte in
tegral no plano complexo z = W+ iy,
¢ o 2T dz fk JWT dw _ e1ZT dz

= + [
C (z-—ié‘)f-(kc)2 ® (w-i€)2-(kc)2 ¢

onde a regiao de integracao esta esquematizada na figura I.
rLY

LkG L€)
’ R

e —— ——— =1

S
w

"—-_-’

FIG-1. Contoano para o calculo das integrais em

TKO0

120

(9).

(z-i€)2-(ke)?

(9)

FISICA

BIBLICTECA DO INSTITUTO DE FISICA € QUIMICA DE SAQ CAR

LOS - Us?
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A integral a esquerda de (9) sera calculada pelo
teorema do residuo. E facil de ver que z = tkc + i€ sao 0s po
los da funcido. Para T < 0 esta integral e feita no semiplano
inferior sobre a curva pontilhada. Como a funcao nao tempolos
nesta regiao a integral se anula. Na curva C' a ultima inte
gral em (9) pode ser majorada no limite R > oo

izt dz izt

1im 5 € ¢ Tlim |s-e 921 1im "R - 0.
e>0 ¢’ (z-i€)2-(kc)2 R»a 22 - k2c? R»e |RZ - k2c?|
R+ oo (10)
Consequentemente

I (k, 1 <0) =0 . (11)

Para t > 0 a integracao e feita no semiplano supe

rior. E facil de ver que, como feito em (10), a ultima inte
gral em (9) se anula na curva C quando R»e . Portanto
© iWT izt
1im (- dW__ _ 7im 2mi Res &— | .
>0 2w (w- ie€)2-k2c? €0 (z-1€)2 - k2c? z = zkc+ie
ikTc -kt . . .
= 271 (e _ e * ) = _T_T_T_ e1kTC _ é]kTC) (12)
2kc 2kc kc
ou
I(k,t) = mi ( e1k'cc _ é1ch:) ] (13)
kc
Consequentemente a {6) fica

. . . i
G(ﬁ,T) _ 1C f(e]kTC é1kTC) e-lk.ﬁ d3k =

4 g2 K

An? (14)
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Integrando no angulo solido (senodod¢) encontramos

G(R,T) = - ESEj7gk(TC"R)_ ;k(TC-LR)_ éik(Tc-FR) R
il
+e-"ik(TC—R)) dk . (15)

Nos dois ultimos termos de (15) efetuamos agora
a mudanca k- -k. Com isto ficamos com a seguinte integral

6(F,1) = S [(dklresR) ikl -R)y g - (45)

2R €

Integrando segue

G(R,1) =§[5(TC+R)-5(TC_R)]. (17)
Como T>0, temos

(R, 1) = - & s(wc-R) = - &lr= R/c) (18)

R R

ou, de (7),

(R, t-tr) - - Slt-t =X

x'|/e) (19)
|

3
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APENDICE JII

~ OBTENCAO DAS RELACOES PARA 3¢/3t e §¢

0 potencial de uma particula e, de acordo com (5.12)

> _ 9/t -v?/c? I

$(x,t) , (1)
S t' = t-R/c

onde introduzimos as notacoes

s oRrR-RV o RT3 . (2)

c

Em virtude das grandezas que comparecem a direita de
(1) serem calculadas no tempo retardado, t'=1t-R/c,necessita
remos de algumas relacoes que demonstraremos a seguir.

Temos
t .V at!
8R _ 3R at' | R.Vat' (3)
ot ot' ot R ot

$

De R = ¢ (t-t') temos 3R/9t = c(1-03t'/3t). Logo, deste vresul
tado e de (3), obtemos

CATI. , (4)

Notemos que o tempo retardado t' e tambem funcao das
coordenadas. Seu gradiente da

+ 3R vt') =
c c at'!

L (RORLV) By (5)



-51-

Donde obtemos

A derivada de s no parametro t' e

> S
98 - _K.V + y_z_ _ ﬁ.\/ (7)
ot R o c
Para v<<c estas expressoes, (4), (6) e [7), se reduzem
as
ot -1, %t'::— n . 3s - g M.V . (8)
ot C ot o

onde n = R/R.

Antes de calcularmos as derivadas primeira de
notemos que a derivada de v2/c? e proporcional a v/c e, por
tanto, se anula para v <<c. Deste modo obtemos

.
- -

3¢ _ 23¢° at'! _3% _ g 3s _ -g n.y (9)
ot ot' ot ot s2 at' Re
e
Vo =g g_:_ = %;(§st.=cte+-2%'v’t') -
o B BB (10)

R2 Rc?
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