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RESUMO

A formacao de camadas de cargas eletricas na superfécz'e de
Helio l;lquz'do e em filmes de Helio sobre um substrato estd hem estabelecida

tanto teorica quanto experimentalmente. Ndo existia porem, ate o presente,
um calculo auto-consistente para essas camadas de cargas, pois no regime

de bairas densidades eletronicas, estes sistemas podem ser tratados como o
problema de l-eletron. Em nosso trabalho incluimos os efeitos de muitos
corpos usando a aproximacdo de Hartree-Fock e, via calculos auto-

consistentes, mostramos Qque estes efeitos tornam-se relevantes para
densidades a partir de 10° e/cm? para eletrons sobre "Hétio e 10° e/cm? para
eletrons sobre filme de Helio. Calculamos tambem a mobilidade desses
eletrons, em superf%cie de Helio, incluindo dois mecanismos diferentes de
espalhamento; as interacoes eletron-ripplons e eletron-atomos de vapor.

Usando nossos calculos auto-consistentes obtivemos resultados que melhores

concordam com dados experimentais para a mobilidade, em regimes de

altas densidades eletronicas.
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ABSTRACT

The formation of electric charged layers outside liquid Helium
and outside Helium films are well understood experimentally as well as
theoretically. But, until today, there was not a self-consistent calculation for
these electronic layers because, at low densities, these system can be treated
as a nne-clectron problem. In this work we have included the many-body

effects using the Hartree-Fock approxzimations and, via self-consistent

calculations, we pointed out that these effects are relcvants for densities

above 10% e/cm? for liguid Helium and 10° e/cm?® for Helium films.

We also have calculated the electronic mobility due to different
scattering mechanisms: electron-ripplon and electron-vapour interactions.
Using our self-consistent calculations we have obtained results that fit very

well the experimental data, at high densities.



CAPITULO |
INTRODUCAO

Ja em 1964, Sommer, em "sua tese de doutorado[l],
previu a existéncia de estados eletronicos na superficie do
Hélio. A este trabalho seguiram-se os de Cole e Cohen em
1969[2] e o de Shikin em 1970[3] onde ambos, independentemente,
tambem sugeriram a existéncia destes estados eletrdnicos. As

primeiras experiéncias neste sistema foram medidas de escape

desses eletrons feitas por Willians, Craqdall e Willis em
1971{3], seguidas por medidas da mobilidade eletrdnica por

Sommer e Tanner tambem em 1971[4] .

Estes estados ligados sdo formados na direcgao
perpendicular a superficie do Hélio e, em principio, os
eletrons que os ocupam, sao livres para moverem-se na diregao
paralela a superficie. Estes elétrons quase livres, formam um

gas eletronico bidimensional no plano da interface.

Sistemas bidimensionais tem sido exaustivamente
estudados nos utimos anos. O interesse por estes sistemas e,
nado SO por serem teoricamente mais simples, mas sobretudo por
serem uteis no entendimento de propriedades de superficies e
interfaces e por exibirem muitas das propriedades dos sistemas

tridimensionais c¢omo, por exemplo, transi¢des de fase.

Fabricar em laboratorios sistemas genuinamente
bidimensionais nao e uma tarefa das mais simples. Camadas de
atomos adsorvidos em grafite sao um bom exemplo de sistema
bidimensional que tem sido usado com sucesso como teste das
teorias de transicdo de fase em duas dimensdes. Entretanto,
devido ao substrato interagir fortemente com essas camadas,
deixa de ser interessante quando ée deseja estudar movimentos

relativos somente aos atomos. Uma das vantagens do sistema



formado por eletrons na superficie de Hélio é que o Hélio
constitui uma superficie limpa de impurezas e sem
anisotropias. Além disto, as distancias médias dos elétrons a
superficie éﬁo bastante grandes , ~ 100&, fazendo com que os
eletrons interajam fracamente com o substrato e tornando,
portanto, este sistema excelente para estudo de fenomenos de
transporte. Ainda diversos outros experimentos podem ser feitos
nestes sistemas que sao importantes para progressos teoricos em

areas como de teoria de muitos corpos, estados polardnicos,
cristaliza¢dao de Wigner, etc. Bons artigos de revisdo sobre

estes assuntos s3ao encontrados nas seguintes referéncias[6-13].

A localizacao destes eletrons na direcao
perpendicular a superficie é devida a polarizacio do meio que
produz um potencial imagem atrativo , e, devido ao principio de
exclusdo de Pauli, ha a formagdo de uma barreira de potencial
que impede a penetragdo dos elétrons no Heéelio. Os primeiros
modelos teoricos[1-3], trataram esta barreira como sendo
infinita e o resultado e a equacdo radial para o atomo de
hidrogénio. Para obter uma melhor concordancia com medidas de
transig¢oes inter-bandas, passou-se a incluir, em calculos
posteriores[14], uma barreira finita na interface. Existem
tambem modelos que eliminam a divergéncia no potencial imagem
em z=0, usando um parametro de corte para ajustar a teoria aos
dados experimentais[2,15,16]. Em um desse modelos, o potencial
imagem e <calculado para a constante dielétrica variando
suavemente de um meio a outroll6]. Infelizmente, o duGnico
modelo[17] que nao usa parametros ajustaveis possui uma

concordancia muito ruim com os dados experimentais.

Embora este sistema seja estudado ha quase vinte
anos, tanto tedrico como experimentalmente, ndo havia, atée o

presente, um calculo dos niveis quanticos no qual os efeitos da



interacdo eletron-eletron estivessem incluidos. FEm nosso
trabalho esta interacdao foi levada em conta, pela primeira vez
na literatura, usando Hartree-Fock e correlacodes, na
aproximagao de densidade local. Para baixas densidades

eletronicas encontramos excelentes resultados comparados com

dados de espectroscopia optica para transigoes inter-

bandas[18]. Verificamos atraves desses <calculos auto-
consistentes, que, para densidades a partir de 10%® e/cm“, estes

efeitos tornam-se muito importantes e a aproximagcao de 1-
elétron ndo & mais adequada para descrever o sistema. Ha na
literatura dados, obtidos por Mehrotra e outros em 1985[19],
para a mobilidade eletronica na interface liquido-vapor. Essas
medidas foram feitas em regime de alta densidade,~entre 10° e
10° e/cmz, justamente para as quais mostramos a importancia da
interagao elétron-eletron. Com esta motivagdo calculamos a
mobilidade eletronica, usando nossos resultados auto-
consistentes, para dois mecanismos diferentes de espalhamento:
interacao dos eletrons com ondas superficiais chamadas de
ripplons e com os atomos de vapor de He na regidao proxima da
superficie. Nossos resultados s8o0 os que mais se aproximam dos
dados experimentais, constituindo, portanto, uma prova da
nécessidade da inclus@o da interagdao Coulombiana entre os
elétrons no intuito de se descrever corretamente as

propriedades fisicas destes sistemas.

Para densidades eletrdnicas maiores do que 10° e/cm’® a
superficie do Hélio torna-se instavel[9]. Um outro sistema,
similar ao descrito acima, que e formado por um filme de Helio
sobre um substrato solido (Safira, Vidro, Nednio, etc...),
permite o estudo desses eletrons para maiores densidades. O
substrato interage com o Hélio tornando-o estavel para

densidades de até 10" e/cm?. Mostramos que, para este sistema,



a interacdo elétron-elétron ndo podera ser desprezada quando a

densidade eletrdnica ultrapassar 10° e/cm’.

Esta tese foi dividida em tres capitulos, este
primeiro para uma introdu¢ao, o segundo para Os calculos auto-
consistentes e o terceiro para calculos da mobilidade
eletrénica. No CAPITULO Il discutimos detalhadamente a teoria

de formacdo destes estados superficiais, a inclusao da
interacdo eletron-eletron e tambem o procedimento utilizado

para efetuar o calculo auto-consistente. Mostramos nossos
resultados para transig¢does inter-bandas e d;stancias medias de
um elétron a superficie do liquido. Também, neste capitulo, se
encontram nossos resultados auto-consistentes para eletrons
sobre filme de Helio. Para este sistema apreseﬁtamos uma
maneira distinta da encontrada na literatura para se calcular o
potencial imagem. No CAPITULO I11I apresentamos a teoria para se
calcular a mobilidade eletrdnica usando o formalismo da equacdo

de Boltzmann e comparamos nossos resultados com os dados

éxperimentais obtidos por Mherotra e outros[19].



CAPITULO | |
CALCULO AUTO-CONSISTENTE

2.1 Introducao

Em condi¢des experimentais proprias pode-se produzir
um gas de eletrons bidimensional na superficie de Helio liquido

ou mesmo ainda na superficie de um filme de Helio sobre algum

substrato. Para entender o mecanismo de formacdo dezte gas

[l 1 " ’ . 14
vamos primeiro considerar um unico eletron e a estrutura onde o

Helio ocupa todo semi-espago z< 0 (figura 2,1)(o caso do filme

de Hélio sobre um substrato sera tratado mais adiante):

t*

1 rd

| ELETRONS
1
1
1
] z>
|
)
| VAPOR
1

FIGURA 2.1.- O Hélio liquido ocupa o semi-espago z< 0 e os eletrons formam um

gas quasi-bidimensional na interface Helio-ar.

Por simetria, o eletron & livre para se mover na

diregao paralela a superficie (x-y) e portanto devemos

considerar apenas as forgcas agindo na direcdo z (normal a

superficie). Na auséncia de um campo elétrico externo, a



energia potencial confinante sera dada por:

Vo, z< 0

V(z) = { (2.1)
Vim z> 0,

onde

a)Vo e uma barreira que limita a penetracao da funcgido
de onda eletrdnica na regido do Hélio liquido. Esta barreira é
uma consequencia do principio de exclusao de Pauli, que requer
que a fun¢do de onda de um elétron extra no'Hélio liquido seja

ortogonal as funcdes de onda dos elétrons no atomo de Helio.

Esta barreira e da ordem de 1 eV [20].

) Vi e o potencial imagem classico devido a polari-
za¢do do Helio na presengca de uma carga eletronica. Este

potencial & dado por [21]:

_ e? ( KI — KS ) o
Vim " 4KS ( KS + KI ) z° (2.2)

onde KI e a constante dieletrica do material que preenche o
espa¢o z< 0 ( no caso do Helio KI = 1.05723 ), KS é a constante
dieletrica do meio onde estdo as cargas ( neste caso &€ o vacuo,

KS = 1), finalmente e e a carga eletronica.

Un método simples de se <criar estes elétrons
superficiais consiste em colocar um capacitor carregado
positivamente junto a superficie da fase liquida (figura 2.2)
criando um campo eletrico, E,, e, usando um filamento de
tungsténio, injetar sobre a superficie os eletrons na fase
gasosa. O campo eletrico aplicado, nao somente serve para
impedir que os elétrons sejam ionizados, devido as flutuagdes

termicas, mas também, e uma maneira de <controlar a densidade

SERVIGO DE BIBLIOTECA E INFORMAGAG = 11056
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eletronica, N, experimentalmente, atraves da relacdo E,=27eN;.

ELETRONS N VAPOR

HELIO

CAPACITOR

FIGURA 2.2- Dispositivo experimental-:eletrons sio injetados sobre a superf'icie do
Helio usando-se um filamento de tungsténio. Coloca-se um capacitor carregado
positivamente junto a fase liquida criando um campo eletrico, E,, que pressionara os

eletrons contra a superficie.

Em nosso trabalho tambem incluimos este campo atraves

da seguinte contribuicdo a V(z) :

Vext = e Et z (2.3)

Antes de escrevermos e analizarmos a inclusgo da
interacdo elétron-eletron no potencial V(z) faremos algumas
considera¢cles gerais a respeito da equacgdo de Schrodinger para

um eletron com uma energia potencial que depende apenas de uma

das coordenadas espaciais (no casc z). Neste caso podemos
escrever
A Vi V(z)| v, ( ) = & ( ) (2.4)
T 2m hk X, ¥V, Z nk wn,k Xys¥,2), .

onde m € a massa do elétron, h e a constante de Planck e



-

(n,k) sdo os numeros quanticos representando os niveis n e o

o

momento linear no plano, k.

Como o potencial depende apenas da variavel z podemos

separar a funcao de onda total na seguinte forma

Yo (x,y,2) = exp(ik-F) ®.(2), (2.5)

onde o momento linear & dado por k=k.i+kyj e a posicio do

eletron e r=r.i+ryj. Desta maneira a equacao de Schrodinger

fica reduzida a seguinte equacdo unidimensional:

7’12 d2
- -2—111 E + V(Z) :I (pn(Z) == sn Qn(Z) (2.6)

sendo que, agora, a energia dos estados de nosso sistema é dada
por:

24,2
8 = & + LK. (2.7)

Essas energias estdo esquematizadas na figura abaixo.

\

el
€0

FIGURA 2.3- Niveis de energia para elétron na superficie de Hélio. O indice n &
relativo aos niveis discretos na direcdo z e, k € movimento do eletron no plano x-
V.

p~

~



Se denominarmos a energia do maior estado ocupado do
sistema como enefgia de Fermi, . E-, cada subbanda ocupada, n,
dara uma contribuicdo Nf para a densidade eletrdnica total.
Esta densidade € calculada a partir da integra¢do da densidade

de estados e encontramos[22]:

NS=;'%§(EF-8,,). T=0 (2.8a)

- &

m (E - &)
Ng 7rh2 KBT ln( 1 + —-—IZ;T———T)# 0. (2.8b)

Logo, & facil escrever a densidade total, N., que ¢&

dada por:

Ne -Z NT, (2.9)
n

onde a soma sobre n dependera de onde se encontra o nivel de

Fermi E.. Como exemplo, suponhamos a situacdo da figura 2.4

FIGURA 2.4- Um exemplo de preenchimento dos niveis de energia para a situaciao em

que temos somente as duas primeiras subbandas ocupadas, i.e., caso Er < &,.
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L4
Como apenas os dois primeiros niveis estao ocupados,

teremos Ne = N2 + N} .

2.2 Potencial de Hartree-Fock e correlacoes

Tendo feito as consideragdes acima voltemos a energia
potencial V(z). Falta-nos ainda incluir a interagdo eletron-
eléetron que e um dos pontos principais em nosso trabalho. Para
tal utilizamos o potencial de Hartree-Fock mais correlagdes,
V,r» de maneira que o potencial V(z) total considerado sera

]
/

dado por( z > 0 ):

V(Z) =- Vim + Vext + VH-F' (2.10)

O potencial V,. por sua vez e constituido por dois

termos [22]:

Ve = V, + Vxc (2.11)

onde V, @€ o potencial de Hartree e Vxc o potencial de
correlagdo e troca. O primeiro deles, V,, advém de uma
aproximacdo que e feita para se conseguir escrever um problema
de muitos corpos sob o formalismo de uma part;cula. Este termo
nao leva em conta o principio de exclusao de Pauli. O segundo
termo s@o corregdes ao primeiro que leva em conta este
principio. A principal hipotese para se escrever v, e supor que
cada um dos elétrons esta submetido a um potencial elétrico, @,

produzido por uma densidade de carga, p(z), devida a todos os

outros eletrons do problema. Entao a energia potencial, V, = -

ed,, ¢ determinado pela equagio de Poisson:



11

d° vy, = 4Te ,(z), (2.12)

Para um sistema bidimensional onde apenas a primeira

subbanda e ocupada, temos:

p(z) = - e :E: Ng

n,k

Vos (x,¥,2)F = - e N |@,(2)F,  (2.13)

’

onde ®,(z) e a fungcdo de onda do estado fundamental e Ng e a
densidade deste estado. Assim a energia de Fermi, E , esta
abaixo do primeiro estado excitado, E,, o oue ocorre somente a

baixas densidades.

Para resolvermos a equacdao de Poisson wusamos as

seguintes condi¢des de contorno:

d _ 4me® N
£ vy T (2.14a)
e
V,(0) = 0, . (2.14b)

onde a equagdao (2.14a) e relativa ao uso da lei de Gauss na
interface e (2.14b) e devida a escolha do zero de energia

potencial.

A solu¢ao da equagao de Poisson com as condigdes

(2.14a) e (2.14b) e:

4
2 4]
V., (z) = “L;S—& { z - J (z — z) ®3(z') dz’ } .(2.15)
0

O potencial Vg, que & o potencial de correlagdo e

troca, na aproximagao de densidade local, é dado por[23]:
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- 0.658428 0.7734 r.(z) 21
Ve = =2 2 o {1 + B In 1 + Fi(z) (2.16)

- . ’ . 4 1/3
Na expressao acima Vgc € medido em meV, o =[ I sy O

raio do volume ocupado por particula e dado por:

r.(z) = [ dr (% w2 ] -1sa (2.17)

e, o raio de Bohr efetivo, a™, e:

* A KS (2.18)

Devido a presenca da fungao de onda, ®,(z), no
potencial de Hartree e no potencial Vxc, teremos que resolver a
equa¢do de Schrodinger (2.6) de forma auto-consistente. Em
primeiro lugar devemos escolher uma fungao ®, convenientemente
e, para isso, usamos o metodo variacional. Desta forma obtemos
um V(z) de entrada, V,,, para o primeiro calculo da fun¢do de
onda, ®,, usando a equac¢do de Schrodinger. Entdo, com esta nova
funcao de onda, recalculamos o potencial V,, que, acrescido de
Vim © de Vg.4, chamamos de V,,. Colocamos em nossos calculos
numericos uma mistura do V

saida COmM o Vant na equacéo de

Schrodinger e, assim por diante, até que o V

.aiqca S€Ja igual ao

A%

ant *

Abaixo, na figura 2.5, mostramos nossos resultados
para o potencial de Hartree, calculado com wuma densidade
eletrénica Ng=10° e/cm?. Nesta figura os potenciais Vy, e Vim

sao plotados na mesma escala.

Os efeitos do potencial Vy, sobre os estados do

potencial imagem, serao basj ente dois:
rﬁo DE BIBLIGTECA E INFORMACAQ - ;Fesq

FISIC A




13

a) tornar os niveis de energia, 8., mais profundos,

por ser um acrescimo negativo.

b) comprimir os eletrons contra a superficie,

diminuindo, assim, as distancias medias.

~
- ¥
> -0l r s
£
ry
L - 4
E .
o -0.7 - Vim
o
a.
- 4
]
e -I5F
-
ad
_2.3 1 i 1 1 i
0.0 1.6 3.2 4.8 . 6.4 8.0

: Z (100 A

FIGURA 2.5- O potencial de Hartree, V, , para Ng=10%¢/cm?, junto do potencial

imagem, Vim' sentido por eletrons sobre Helio liquido.

O efeito do potencial Vg, sobre os estados do
potencial imagem, na verdade, contribui muito fracamente para o
resultado final, para as densidades consideradas ( 10%°-10°
e/cm?®). Sendo Vgxec bem menor que o potencial de Hartree, podemos
quase sempre despreza-lo. Por exemplo, para a mais alta
densidade eletrdnica considerada, 10° e/cm’°, as transicgdes

eletronicas entre as subbandas sao :
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a) Para V(z) = Vim T V, , temos

Agy= 8, -8, = 0.89meV , (2.19)
Ag;= 8,—8, = 1.01meV . (2.20)
b) Para V(z) =V, + Vi, + Vge, temos

Ay—yj= 8§, —~8, = 0.94meV, . (2.21)
Aoo= 8,—8 = 1.02meV . ‘ (2.22)

Repare que, mesmo para esta densidade, o termo Vg
praticamente nao altera os resultados obtidgs se considerarmos

apenas o termos de Hartree.

Como ja discutimos na introdugcdo, calculos prévios,
existentes na literatura, eram feitos sem a contribuig¢ao do
termo V,. ao potencial V(z). Em um desses calculos, fazendo
Vo—~o e o campo externo nulo, obtem-se um potencial do tipo
hidrogenoide[1-3]. Com a finalidade de compararmos com oS
nossos resultados, mostramos a seguir, a solucdo da equacdo de

Schrodinger para este potencial.

2.3 Aproximacdo do tipo Hidrogenoide

Para atomos hidrogenoides, a equacao de Schrddinger
pode ser separada em uma parte radial e outra angular. A parte

radial assume a seguinte forma

2
[ 5 &+ S v Jue) - w22
com
v = -z%, (2.24)

onde 4 & a massa reduzida e Ze @ a carga do nucleo
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Sendo que a solugdo total (radial+angular) e dada

por:

ur(r) Yin(0,0), (2.25)

-

&ntm ( f.) =

onde Yim(0,¢) sdo os harmonicos esfericos.

4

E facil comparar (2.23) com a equagao de Schrodinger

que descreve 0 nosso sistema, 1i. e

.o

T acE §0(2) . (2.6)
zZ

[-—iﬁ iﬁ--+'WZ)] ®(z)

Para isto consideramos apenas o potencial imagem

classico:

- - _o0% _ 1__ (KI=KS)
Vz) = V. = Q sendo Q = iKS (KS T K z>0., (2.26)

Note entdao que, se fizermos =0 em (2.23), a
equivaléncia de ambas equagdes & imediata. Existe porém uma
restricdo sobre ¥ em (2.25), pois a probabilidade tem de ser
finita e isto implica que u(r) - 0 quando r —- 0. Portanto, na
comparagao das duas equac¢des, devemos obrigar que a nossa
funcdo de onda ® se anule para z — 0. Isto & equivalente a

considerarmos a barreira Vo — oo!,

Uma vez observada a condigcdo acima, a equivaléncia

entre (2.23) e (2.6) e estabelecida ao fazermos:
r=2z. u=m, Z=Q e u=49,. (2.27)

As solugdes de (2.23) sd3o encontradas em qualquer
livro de mecanica qudntica (por exemplo no Merzbacher 1[24]).

Para o caso ! = 0, as fun¢gdes de onda s3o escritas como:

lrepare que para a equacao radial r > 0
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3
Un(r) = r J (2k)" (n—1)! exp (-kr) L;__ﬁ2kr), (2.28)

2n {(nt)
e
2.2
En = — £, (n=1,2,3 .....), (2.29)
2an
. 2
onde k = £ e o raio de Bohr é dado por a = R Tambem,
ha ‘ 1 el

L;-—l sao os polinomios associados de Laguerre definidos por:

p .
Lg—p2 = (07 45 Ly=), | (2.30)
dz

onde Lq sao os conhecidos polindomios de Laguerre obtidos pela

relacao:

q
Le(z) = e? 1Lﬁ(e'zqu (2.31)
dz

Por exemplo, o estado fundamental e sua respectiva

funcao de onda sdo dados por:

O &

T (2.32)

@, = 2z (/2 ~(Q2)/2 (2.33)

Para a constante dieletrica do Helio, KI = 1.05723
encontramos 8 ~ 0.7 meV. Se comparamos este valor com a
energia térmica para temperatura ambiente, KBT== 25.8 meV,
vemos que estes eletrons s3o facilmente ionizaveis, mesmo a
muito baixas temperaturas. Calculando tambem as energias dos
estados excitados, encontramos as seguintes frequéncias para as

transig¢des:
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By = (8,—8,)/k = 118.412 GHz = 0.489 meV, (2.34)
Dgsy= (8,—8)/h = 140.340 GHz = 0.580 meV. (2.35)

A experiéncia de absorcao optica para baixas

densidades do sistema fornece os seguintes valores [18]:

I+

Agsy= (8,—8,)/h = 125.9 % 0.2 GHz = 0.521 meV, (2.36)

I+

Ayj,= (8,—8,)/h = 148.6 0.3 GHz 0.614 meV. (2.37)

!

Veremos que a inclusdo do termo de muitos corpos em
altas densidades eletrdnicas, altera significavamente esses
resultados. Para se ter uma ideia de qu%o importante & a
contribuicao de V,,, mostramos abaixo, na figura 2.6, uma das

nossas fun¢des de onda, para o estado fundamental, justaposta a

solug¢do hidrogenoide.

FUNCAO DE ONDA ¢

FIGURA 2.6- Funcdo de onda hidrogendide para Ng=10° /cm? ®,, e a funcido de
onda auto-consistente, ®,, para o estado fundamental. Note que
as distancias médias de um elétron a superficie ,z=0, serao

menores para o eletron com funcdo de onda auto-consistente.
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Note que, além da nossa fungdo de onda penetrar na

regido z<0, a distancia media dos eléetrons a superficie,
diminui em relacdo a hidrogenoide. Isto resulta, ndo somente
por considermos o liquido como uma barreira de potencial finita
mas, sobretudo, devido ao potencial de Hartree, (figura 2.5),

comprimir os .eléetrons de encontro a superficie.

A seguir daremos uma descricao mais detalhada de como

nossos calculos foram feitos e dos metodos utilizados.

2.4 Procedimento numerico

Na figura 2.7 mostramos trés regides do espag¢o onde,
em cada uma delas, e empregado um procedimento de calculo

distinto. Descreveremos abaixo estes procedimentos.

Viz) ,

&

111

" e o ew e W - o W) o of -

FIGURA 2.7- Trés diferentes regides de energia potencial, onde em cada uma delas,
usa-se um procedimento de calculo distinto: Analitico na regiao I, numerico na I e
WKB na IIl. A barreira e o potencial imagem ndo estao na mesma escala de energia.
Mostramos também um esbogo da fung¢@o de onda do estado fundamental, @, e sua

respectiva energia, §;.

wkwc0|namBuEﬁEéAEiNFQkMAcAc;_i?oscl

cicyvr A
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i)A funcao de onda ®,, na regiao I, ¢é encontrada

analiticamente, pois para z < 0 , V(z) = Vo , uma constante,

de maneira que

o,(z) = C e*%, z < o0, (2.38)
com
a—\lzi"-(s—\fo) (2.39)
B2 O “

O valor da constante C sera determinada pela

normalizacdao da fungc@o de onda total.

ii) Na regiao II, a equagdo de Schrdodinger, para V(z)

dado por:

V(z) = Vi + Voyy + Vier. (2.40)

calculado para wuma densidade eletronica? fixa, e resolvida
numericamente pelo método de Runge-Kuttta[25]. Para usarmos
este método, & necessario conhecer a funcdo de onda e sua
derivada em z = 0. Neste ponto podemos usar a solu¢do (2.38)
com z=0 e a constante igual a umd, pois devemos impor

continuidade da fun¢do e sua derivada. Portanto:

¢0(0) = 1) . (2o4la)
542%(0) - . (2.41b)

Como o =a(8,) precisamos escolher um valor tentativa

2N, inicial & escolhida como sendo a menor delas, 10°e/cm®

Scomo jé dissemos esta constante somente sera importante para

a normalizagcao da fungao de onda total.
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para 8. Uma vez que, V(z), em (2.40), depende de ®, através de
V,., precisamos tambem de uma fun¢do tentativa para ®,, para que
nesta regiao possamos usar o Runge-Kutta*. Usamos o metodo
variacional para obter esses primeiros valores para § e ®,. A
escolha da funciao de onda variacional para este sistema e
direta. A fun¢do hidrogenoide, por ser uma solucgdo analitica
muito  boa para baixas .densidades, ¢ a melhor candidata.

Substituindo-se o fator Q/a por um parametro variacional B,

temos:
,l
®,2) — 4% B3/2; exp(- Bz). (2.42)
A baixas densidades podemos escrever a energia
potencial eletrdnica como V(z) = Vim + V, ou seja:
z
V(z)=—ézi) + A z — J (z—2') ®3(2') dz’|, (2.43)
0
onde
1 (KI—KS)e® .
Ao = 7 RS KIFKS)’ (2.44)
e
2
A “_WﬁsNE (2.45)
Iy
Ao substituirmos ®;, dada por (2.42), em (2.43), tem-
se:

z
+ A jz — I (z—2") % B3 Z’2exp (—=Bz") dz’|. (2.46)
0

Viz) = —%

‘precisamos do potencial definido ponto a ponto para que a

equacao diferencial seja definida ponto a ponto.
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A integracdo de (2.46) fornece:

Viz)= -3 4 4 [% ~ 1B exp(~B2 (22 + 424+ & )’].(2.47)

Podemos calcular a energia media, <H> = <T> + <V>,

onde:
(o ]
<> =1 j%(z) V() 4Z =
0 f
I | 33A
= 4 AB +'32 B’ (2.48)
e
0
T Q h2 d2
<I> = o(z)(—ma?)d’o(z)dz=
0
- A'B
= = . (2.49)
Para encontrar B devemos minimizar a energia total
média. Fazendo é%<ﬁt>-= 0, obtemos a seguinte equacao:

BS — 251;11\082 33mA 0

(2.50)
Substituindo em (2.47) o wvalor de B obtido desta

equa¢dao calculamos V(z) variacional e podemos dar a primeira

entrada para o potencial no calculo autoconsistente.

Uma vez tendo as condig¢des iniciais (2.41) e tambeém
os primeiros § e ®, podemos, usando o Runge-Kutta, resolver a

equag¢do de Schrddinger, (2.6), passo a passo, até alcangar o
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ponto Zm, na fronteira da regido III. Este ponto e escolhido,
suficientemente distante do ponto de retorno z,, para dgque, a

partir dele o potencial V(z) ja seja bem suave.

iii) Como, por escolha, o potencial e suave na
regiao III, podemos usar o metodo WKB para encontrar ®, nesta
regiao. Saberemos se o 8 usado, tentativamente, para a regiao

Il e o correto se:

d (bgunge-l(utta (Zm ) d (DB'KB (Zm )
dz — dz _ (2.51)
tpgunge-Kutta (zm ) QSVKB (Zm ) ‘

Note que a funcdo WKB, na regiao [II, tem condigdo de
contorno correta para 2z —+o. Com o uso desta aproximacgdo
estamos evitando a propagac¢ao de erros numericos nesta regiao,

onde os valores da funcao de onda sao muito pequenos.

Se (2.51) nao for satisfeita devemos esolher um novo
8§ e assim por diante ate que a igualdade ocorra. Uma vez
obtido §&,, temos automaticamente o ¢, e, com este @
recalculamos V, . . Encontramos assim o potencial V_,, que é&
comparado com o potencial V,,. Se nao forem iguais fazemos uma
mistura de ambos para compor um novo V,_,. Repetimos o
procedimento descrito para a regiao Il e III ate que a auto-

consisténcia seja satisfeita ( V,, = V,)s.

Uma vez determinados 8 e ®, auto-consistentemente,
aumentamos a densidade eletrdnica e repetimos o procedimento
acima. A diferenga agora e que, para dar entrada no Runge-
Kutta, nao usamos mais o calculo variacional e sim o resultado

auto-consistente para a densidade anterior. Isto permite

Snao utilizamos novamente a autoconsisténcia para calcular as
funcoes de onda dos estados excitados. O potencial € o obtido por

autoconsisténcia para o estado fundamental e € mantido fixo.
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obtermos uma nova solucao em menor tempo de computacao.

2.5 Corte no potencial imagem

Para resolvermos numericamente a equacgao de
Schrodinger para o potencial dado por (2.40), e necessario que

se fa¢a um corte no potencial imagem, V suprimindo-lhe a

im?

divergéncia nao fisica em z=0. Uma maneira de faze-lo e usar um

parametro A, reecrevendo Vim dado por (2.2) como:
A
V., = o "0 2.52)
im z + B (
O Vim’ escrito inicialmente, € um resultado classico

e, desta forma, ndo vale para pequenas distancias da interface.
Assim, o parametro de corte, B, pode ser entendido como uma
forma de se levar em conta os efeitos microscopicos da

superficie.

Em nossos calculos, encontramos que o valor de B8 que
melhor ajusta os resultados teoricos com os dados
experimentais, a‘campo externo zero[18], e B8=1.005 X. Este
valor, difere ligeiramente do resultado obtido por Hipolito e
outros [15], B=1.01 K. Esta difereﬁga dos resultados & devida

ao fato de termos considerado o termo de muitos corpos no

potencial total.

Existem, ainda, uma outra maneira de se suprimir a
divergeéncia do potencial imagem, na superfﬁcie[lG]. O fator
principal que nos levou a escolha da maneira acima, foi a
relativa facilidade, em relagdo a outra, com que pudemos
manipular (2.52) e ajustar o parametro A. Mais adiante, neste
capitulo, voltaremos a falar sobre esta divergéncia e sobre uma

maneira muito mais engenhosa de suprimi-la.
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Na figura 2.8, abaixo, apresentamos nossos resultados
para transicdes inter-bandas como funcao do campo eletrico
externo, E,. Com a finalidade de mostrarmos a i.mportﬁncia do
efeito de muitos corpos, plotamos essas transicoes, para dois

valores extremos da densidade eletronica:

1) Para uma densidade pequena, 10° e/cm®, cujo

resultado ¢ basicamente o mesmo de l-eletron,

2) Para a maior densidade permitida ©para este

sistema, 10° e/cem?.
400
Ng =10‘0/cm2 Prg
-~

~ -——— N ‘IOso/cmz -~
x E ~ <
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< 330 -
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<
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FIGURA 2.8- Resultado auto-consistente para as transi¢des inter-bandas como fungéo
do campo eletrico E., perpendicular a superficie do liquido, para dois valores
diferentes da densidade eletrdonica. Os pontos experimentais foram obtidos por Grimes
e Brown na referéncia [18].
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Ajustamos nosso parametro de corte, 3, fazendo com
que o resultado, para pequenas densidades, em E,= 0, fitasse o

’

resultado experimental, assinalado com cruzes nesta figura. E
interessante notar a otima concordancia desses dados com os

nossos , mesmo para campos externos n&@o nulos.

Contrapondo-se a esses valores, plotamos o resultado
para 10° e/cm’. Podemos verificar que diferem completamente do
resultado de baixa densidade. As diferencas de energias ficaram

muito maiores, pois o estado fundamental, como consequéncia do

l’
efeito do potencial de Hartree, tornou-se bem mais profundo.

Outra consequeéncia da inclusdo do termo de Hartree,
ja discutida anteriormente, é o fato das distancias medias de
um eletron a superficie do liquido diminuirem. Podemos

verificar este efeito diretamente pela figura 2.9,

11O —~ » Eﬂ =0
+ E, =200

L 4
A
v

84

71 L 1 j 1 I |

0 108 107 108 10° 10'C

Ng (e/cm?)

FIGURA 2.9- Resultado auto-consistente para a distancia media de um eletron a
superficie do Hélio liquido em f un¢ao da densidade eletronica, para E,=0 e E,=200
V/em. |

lsuevuco DE BIBLIOTECA E INFORMAGAO - IFQSC)
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A contribuigao do termo de Hartree, assim como a do

campo eletrico E, ¢ de fazer com que o eletron se aproxime da
superficie liquida‘ Este resultado pode tornar-se mais claro ao
verificarmos que, o potencial de Hartree, plotado na figura
2.5, possui uma derivada maior que a do potencial imagem. As
distancias meédias se modificam drasticamente a partir do valor
10° e/cm® para a densidade eletrdnica. Esta densidade critica
surge tambem nos resultados plotados na figura 2.10, onde
mostraﬁos dados para as transigoes como funcdo da densidade

’

eletrdonica.

Podemos concluir entao que, para densidades menores
que 10° e/cm?, a interacdo elétron-elétron é desprezivel, o que
justifica, portanto, a aproximagao de l-eletron existente na
literatura. Acima de 10®° e/cm’, a contribuicdo desta interacdo
torna-se muito importante e deve ser levada em conta para se

descrever o sistema adequadamente.
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FIGURA 2.10- Resultado auto-consistente para as transi¢boes inter-bandas, como
fung¢do da densidade eletronica.
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Infelizmente, ainda nao foram feitos experimentos de
absorcgao optica que fornecam essas transigoes a altas
densidades uma vez que o sistema torna-se muito instavel[9].
Existem, entretanto, dados experimentais para a mobilidade

alatrédnical{19)], obtidos nas densidades desejadas. No CAPITULO
I1r, apresentamos nossos calculos teoricos, para esta
mobilidade, e, veremos que os nossos resultados, sao os que
mais se aproximam desses dados experimentais, comprovando a

validade de nossa teoria.

Antes de apresentarmos a teoria e’os calculos para o
outro sistema estudado, filme de Helio sobre um substrato,
queremos mostrar uma maneira diferente de se eliminar a

-
divergéncia no potencial imagem. Mostraremos assim um modo, nao

existente na literatura, de calcular o potencial imagem para o

filme de Helio sobre um substrato.

2.6 Potencial imagem suave

’

Esta outra forma de suprimir a divergéncia em V, e

im?
alcancada variando a constante dieletrica suavemente, de um
valor KI no material, em z < 0, até o valor KS, no vacuo [16].
Usamos uma funcdo suave, K(z), que é plotada na figura 2.11
abaixo. Neste caso teremos, ao inves de B8, um outro parametro a

ser ajustado, determinando a largura, d,, da regiao onde ocorre

a transigao de KI a KS.

Para <calcularmos o novo potencial imagem, devemos
calcular o potencial eléetrico, ®, produzido por uma carga Q

posicionada em 1o (fig.11), resolvendo a equag¢do de Poisson:

VKzZ)VOIE) = —471Q 6(F—Fp). (2.53)

(a origem dos eixos x-y esta colocada sobre a carga Q).
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K(z)f

oo m e

e
0

FIGURA 2.11- A constante dieletrica suave.

Pode-se expandir @ usando a transformada de Fourier-

Bessel[26]:

RO
d(r) = qu JolaR) Aqg(2) da, (2.54)
onde J, & a funcdo de Bessel de ordem zero e R= x2+y?.
Substituindo (2.54) em (2.53) encontra-se uma equac¢ao

diferencial que deve ser satifeita por Adz):

Q §(z — zo) .

2.55
K(zp) ( )

42 — g2 1 4 4 -
422 Aq(z) q Aq(Z)+K(Z) de(Z) dqu(Z)-— 2

Resolvendo esta equacgao diferencial encontra-se ()]

para todo espacgo.

O potencial imagem e o potencial sentido pela carga

Q, devido & polarizagdo do meio por ela propria, e e dado por
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®(?) ao fazermos r=(0,0,z,), i.e, a posicao da carga Q. Devemos

. ’
tomar o cuidado de subtrair o termo divergente de ®, que e
relativo a auto-energia, i.e., a contribuigdo da carga sobre
ela mesma. Este termo é encontrado ao colocarmos em (2.55),

K(z) =K(z,) para todo o espago z, alem da condi¢do ®-0 gquando

|zl 2o, Desta forma encontramos:

A%l(z) = I?(%__q exp (-q|z—2zg|)- (2.56)

’

Logo, o potencial imagem e dado por:
[ o]

Vim(Zo) = % I q [ Aq(zo) — A%(Zo) ] dq. (2.57)
0

Um exercicio interessante e o caculo do potencial
imagem classico dado na eq.(2.2), usando este procedimento, ao
inves do usual método das imagens. Isto sera discutido mais

tarde.

A equagao diferencial (2.55) permite solugdo
analitica quando a constante dieletrica varia linearmente de um
meio ao outro. Podemos escrever, genericamente, K(z) como uma

variacdo gradual

K(z)= KI+ (KS— KI) S(2), (2.58)
onde
0 zZ< —2Z,
S(z) = (ii—_t—z—t) -z, <z<0 (2.59)

1 z>0.
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FIGURA 2.12.- A constante dieletrica varia linearmente na regido de transicao. A

carga Q encontra-se em z,, na regiao de transigao, definida por 0 < s < z,.

Se a carga estiver em 2z,, na regiao definida por
0<zg<—2, , <como mna fTigura 2.12, a solugdo da equacgdo

diferencial (2.55) sera:

Regido 1. CAL(z) = Ah %7, (2.60a)
Regido 2. Aﬂ(z) = a Im 4+ B K7, (2.60b)
Regido 3. AY2) = o, LM + B, KoM, (2.60c)
Regido 4. AY(z) = Ay o 9%, (2.60d)

Nas expreessoes acima, I, e K, sdo as fun¢des de Bessel

KS =z,

modificadas com argumento dado por 7 = —qf{(z + BS—KI ).

’

E importante frisar que estamos considerando KI>KS.
Se tivessemos KI<KS deveriamos fazer n——7, pois as fungoes I,

e Ko s@8o definidas para argumentos positivos.

As constantes em (2.60) sao calculadas atraves das

‘SERV&CO e IOLIOTECA E INFORMAG RO - wosc'!
FISIC A
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condig¢des de contorno nas interfaces entre cada regiao:

Alq(—zt) = Azq(_zt)a

d
L ayl-z) = A2,
(2.61a)
AY(z) = Aj(zo),
d 43 I Y _ _2Q
dqu( ZO) dqu( ZO) - K( Zo) 3
, (2.61b)
AR0) = AY(0),
d A4 _ d 43
L4500 = Layo,
(2.61c)

Apos resolvermos o sistema de equacdes, encontramos

Ab(z) = 2Q (Ki Ir—17 KDKS lop—15 Kop) a(z+2:)
4 Kizo)a (1} ki —15 Kp)(I7 Kz —KI 13) ’
(2.62a)
A2z — 29 &P IoM—17 KoM ) (K§ Iop— 13, Koo
d Klzo)a  (If Ki—1I5 KD(Iz K5~ K& 1) '
(2.62b)
A(z) = -2Q (K LM—1I5 Ko )( KT Too—17 Koo)
q Kzda ~ (17 K —1I5 Ko7 KK 1)
(2.62c)
t2) = 29 Ky 1F—17 K)KD Top— I Kop) -az

K(zo)a (17 Ki—15 K)(l7 Ko— K§ I3)
(2.62d)
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Nas expressdes acima, as constantes sao definidas por

K} = K(S) & Ki(Sy,

(2.63)
I = ISy & ISy,
onde os argumentos sao determinados por
« KI z,
e T RT—XS
S; = 4 %S:_% (2.64)
S; = — @2z, + S;
e,finalmente,
Koz = Ko(S2) 5, Ioz = [o(S,). (2.65)

Um idéntico procedimento & usado para encontrar as

solu¢des para z, na regidces 1 e 2 (fig 2.12).

Como uma observacgao, notamos que a soluc@o acima ndo
possui divergencia em z=0, mas ainda permanece uma
descontinuidade, nao fisica, na derivada do potencial em z= 0 e

z=-z, , como pode ser visto na figura 2.13.

A maneira de se eliminar estas descontinuidades no
campo eletrico, & <construindo wuma funcao dieletrica <cuja
derivada seja continua para todo z. Para isto coloca-se uma
nova func¢ao S(z), cuja derivada seja suave em todo o espacgo.

Uma possivel escolha e
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0 Z<‘—Zt"‘at

, 2a T(z+2: ),
(2 + zeta—mteosl D22 27,
“2z

—zZp—8;< Z <—8y

(z4+24)

S(z)= —~z,+a,<z<—a, (2.66)

2a
{ z + zt—-at-}——;rlcos{%'f;]}ﬁzt

—a.,< z <ag

1 a,< Z;
420 - VipimeV) e
; Z,=68A

20.5 |

-1.0 F
-20.5
-44.0 . 4 L I

-23.0 -135 -40 5.5 15.0
Z (R)

FIGURA 2.13- O potencial imagem para interface liquido-vapor de Heélio obtido
usando a constante dieletrica linear, para z,; = 6.8 A.
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Entretanto, com este S(z) nao temos mais solugao

analitica para a equacdo diferencial (2.55). Em nosso trabalho
usamos Runge-Kutta, para a regido de transigcao. Para regiodes
distantes pode-se usar o resultado para a constante dielétrica
linear. Cabe observar que a integral em gq tambem e feita
numericamente mas, felizmente, para z grande, o termo q=0 e o
dominante. Deve-se tambem usar a expansao assintotica para K, e
I, de maneira a reobter o potencial imagem classico. Mostramos,
na figura 2.14, o potencial imagem suave, obtido por este
método, para a,= 2.0 X e z,=- 6.8 .Z. Estés s3o os melhores
valores para se fitar o resultado experimental da absorc¢ido

b6ptica de um gas de eletrons na superficie de Hélio

liquido[18].

[ ]
420 ¢ . a4=0.0
..:- °
. ( % a4:=2.0A
f"“\
22.5 S0
- \
.- \
P - \
p--.__--—.-’ v
‘\
1.0t \ .
‘\ - - ’,"‘.-‘
\ //
-22.5¢} \ /7
i~/
-440 . : ! . :
-230 -135 -4.00 5.50 15.0

FIGURA 2.14- O potencial imagem para a constante dieletrica suave inclusive na

derivada, dada pela equacao (2.66) justaposto com o potencial para a constante
. ) 0 0

dieletrica linear. z,=6.8 A e a,=2.0 A.
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Outro motivo de interesse nesses potenciais e o fato
de que, para interfaces cristalinas, permite uma jungdo mais
natural entre a funcdo de onda no potencial cristalino e a
funcdo de ondla na regiao externa. Na figura 2.15, mostramos o
potencial imagem para um eletron na interface de uma
heterojungdo  semicondutora construida com Gaj Al As-GaAs, e

para uma concentrac¢dao de aluminio, x=0.3.

Este ultimo potencial & repulsivo para a regiao em

que a carga se encontra, z>0. Isto porque, ao contrario do
sistema anterior, temos agora KS > KI. Outra diferenga entre
este sistema e o formado pela interface Helio-ar &€ que agora o

potencial imagem € bem menor.

~ T 2.5

>

®

=

E

>

-26 0 Z(A) s

—2.5

FIGURA 2.15- Potencial imagem suave para Ga,_,Al,As-GaAs, onde a

0 o]
concentragcdo € x = 0.3. z,=5.0 A e a,=1.0 A.

2.7 Filme de Helio

O sistema estudado até aqui, eléetrons sobre Helio,
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torna-se instavel para densidades superiores a 10°e/cm®*. O uso
de um outro sistema, um filme de Helio sobre um substrato,

permite o estudo deste gas de elétrons para densidades ate

10" e/cm® (figura 2.16).

b x

;
/
KI|| ELETRONS
‘ |
el n/ KS

I o
11 z d —Largura do filme
,/ l VAPOR KD = 19.0 (Constante dieletrica do substrato)
; ; KI = 1.05723 (Constante dieletrica do He'lio)
/"9"‘ KS = 1.0 ( Constante dieletrica do vapor)

FIGURA 2.16- Elétrons sobre filme de Hélio, de largura d e constante dieletrica KI,

depositado sobre um substrato, cuja constante dieletrica e KD.

Este novo sistema, alem das altas densidades, sera
bem diferente do anterior devido, fundamentalmente, a presenca
do substrato o qual introduz modificacdes no potencial imagem.
Tradicionalmente, este potencial e obtido, para ambos os
sistemas, usando o método das imagens. Contudo, para o filme,
surgem infinitas cargas imagens para que se possa satisfazer as
condigcbes de contorno nos planos (1) e (2), perpendiculares a z
(figura 2.16). Pode-se tambéem, fazer wuma analogia com as
infinitas imagens opticas que apareceriam para um objeto
situado na frente de espelhos localizados nestes planos. Com o

metodo das imagens encontramos:
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0 )nx ‘

onde as cargas efetivas sdo dadas por

ho = TR+’ (2.68)
e
2 .
A, /e KI (’KD”-i KI ) , (2.69)
4 ( KI + KD X KI + 1)
e a constante dieletrica efetiva & dada por
a _ (KL — 1) KD — KI ) (2.70)

( KI + 1 ) KD + KI )~

Nestas expressdes ja estamos considerando o vacuo

acima do filme, logo KS = 1

O primeiro termo de Vzm’ acima, € o potencial imagem
classico, sem o substrato. Para entendermos melhor o efeito
deste substrato, vamos manter apenas o primeiro termo da seérie
acima e, como a distancia média dos elétrons a interface & bem
pequena, i.e, <z> <« d , podemos expandi-lo. Assim, atée ordem

linear em z, obtemos:

- A, (2.71)

0] efeito do subtrato torna-se evidente nesta
expansao. Alem de adicionar um termo constante, -A,/d , aos
niveis do potencial imagem anterior, o termo linear em z simula

um campo externo Eg=-A,/ed2. Este campo interno e da ordem
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de 850 V/cm para substrato de Safira e um filme de espessura d
0 -~ -

- 300 A. Portanto, em comparacao com os resultados anteriores,

devemos esperar que, para este sistema, os niveis de energia

sejam mais profundos e as distancias medias sejam menores.

A série, em (2.67), nao e somavel em termos de
fun¢des conhecidas mas, felizmente, converge muito rapidamente,
devido ao fato de que a constante dieletrica efetiva, a, ser
muito pequena (a~0.023 para um filme de Helio sobre o
substrato de Safira). E interessante notar que o metodo de
calculo do potencial suave descrito na seggo anterior, quando
usado neste problema, permite-nos fazer a equivaleéencia desta
série com uma integral. Para isto devemos resolver a equacgio
diferencial (2.55), onde a constante dieletrica varia como na

figura 2.17.

KD K (z)

- KI

-

KS

b o o e —

]

Q <+
O
N

FIGURA 2.17- A constante dieletrica para o filme de Hélio sobre um substrato.

A solugao geral para esta equacgao, quando é%K(z)==0,

Aq = A e1%4 B o797, (2.72)
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Observando-se que a solucdo assintotica, para lzl-—eo,

deve se anular, temos que:

Regido 1. A(z) = A, 717, (2.732)

Regido 2. A4iz) = A, e%%4 B, 797, (2.73b)

Regido 3. AY(z) = A, %% + B, 717, (2.73c)
.~ 4 qZz

Regiao 4. Ag(z) = A, e . (2.734d)

Usando as condi¢does de contorne para z=-d, z=0 e
z=Z,, encontramos as constantes Ai acima. O potencial imagem,

usando a formula (2.55), para z, > 0 & dado por

e-2qd
~-2qd

2
Vim(zo)= _§2_

- (KI——I)(KI—&-KP%}“)

— (KI+1)(KI+KD)

X0
J”dqe—zqzo {(KI+1)(KI—KD)
3 (KI—1)(KI—KD) e

que e equivalente a expressdo (2.67), obtida pelo método das
imagens. Infelizmente nao conseguimos expressar esta integral
em termo de fungdes conhecidas. Contudo este & um exemplo de
como a Fisica pode ser um bom guia na solugao de problemas
matematicos e vice-versa. Note mais que, no limite de d-—oo,
esta integral pode ser obtida e o resultado é o potencial

imagem do problema sem substrato.

Em nossos calculos usamos o potencial imagem dado por
(2.67), mantendo os seis primeiros termos de sua seérie. Como na
se¢cdo anterior, nosso objetivo & entender o regime de altas
densidades e para isto, acrescentando ao potencial imagem o
termo de Hartree-Fock mais correlacdes. O mesmo metodo de
calculo descrito anteriormente se aplica inteiramente, a
comecar pelo parametro de corte B. Neste caso deve-se usar o
mesmo [ anterior por uma razao muito simpies. Devemos esperar
gue os resultados obtidos se nga. do..suhsirato devem..

| SERVICO DE BiBLIOTLCAE INFOQMACAO - iFQSC
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recuperados ao fazermos d—o ou KD=KI. Um desses limites,
KD—-KI, e ilutrado na figura 2.18. Nesta figura mostramos
nossos resultados para a distdncia media de um elétron a

superficie como funcio da densidade eletronica.

3

36

18 1 | | | 1

o 105 100 10® 10® 10° 0"

DENSIDADE (1/¢cm2)

FIGURA 2.18- Resultados auto-consistente para as distancias medias de .l.lm elétron a

superficie do filme de Hélio depositado sobre Safira, KD =19, como funcdo da
o]

densidade eletrdnica. A largura do filme é 100 A. Dados para o substrato de vidro

estao marcados com cruzes.

Note tambem que, como o substrato funciona como um
campo elétrico intrinsico, a distincia média agora e menor do
que no caso anterior (figura 2.9). A linha cortinua se refere
ao substrato de Safira e o ponto isolado ao de vidro (N = 10°
e/cm’). Este resultado pode ser entendido ao notar que diminuir
a constante dieletica do substrato tem o mesmo efeito de fazer
KD—KI, recuperando os resultados obtidos na ausencia de

substrato.

Note também que para este sistema ha uma densidade

‘2 . . . 2
critica. Para densidades superiores a 10° e/cm®?, pode-se reparar
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que os dados se distanciam dos resultados obtidos na
aproximacdo de l-eletron. Esta densidade critica aparece tambem
nas diferencas de energia, 8-8 e §-8 em funcao da densidade

(figura 2.19).

21 - T SAFIRA KD -19
" 5 d-100A
g I X VIDRO  KD.56
g »
< |7 =
@
1
1.4 -
w I
- -
Z

13
n
W
tO
o
2 9ofF X
<
14
-

X
5 { 1 i | | | ]
6 7
0 10 10 10° __10° 10'° 10" 10'2
NECITI

Q
FIGURA 2.19- Resultado auto-consistente para um filme de Heélio de 100 A sobre

substrato de safira , para transi¢des inter-bandas como funcao da densidade

eletronica.

As linhas continuas s3o para filme de Hélio sobre
Safira e os pontos isolados s8o para substrato de vidro.
Notamos neste caso gque as diferencas de energia sao bem maiores
devido ao termo constante e negativo na eq.(2.71) que torna o
estado fundamental, &q, mais profundo. Novamente, quando
diminuinos a constante diélétrica do substrato estas diferencas

tendem para os valores encontrados para o sistema anterior.
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(figura 2.10).

Uma outra maneira de recuperarmos os resultados
anteriores ¢ tomarmos o limite da espessura do filme, d—oo,que
¢ ilustrado na figura 2.20. Aqui novamente mostramos as
diferengcas de energia §&,-§ e §,-8;, para uma densidade
eletrénica superficial fixa, N = 10° e/cm’, como funcido da

0 0
largura do filme, entre 100 A e 800 A.

15
12 L — SAFIRA KD =19
X VIDRO KkD=56
g -
6 -
31 /Ea‘eo
ﬁ;;;*-g..g
I <0
0 { | 1 | ] ] | |

I00 200 300 400 500 600 700 800 900

ESPESSURA DO FILME A

FIGURA 2.20- Resultados auto-consistentes para as transi¢des inter-bandas como
funcao da largura do filme. O campo interno aumenta as eergias de ligacdo e de

transigao.

Lamentavelmente, os resultados de absorp¢do Optica
calculados para um filme, nao podem ser comparados com dados

experimentais. Contudo e bastante evidente a necessidade da
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inclusdo da interacao eletron-eletron para densidades
superiores a 10° e/cm®’. No préximo capitulo mostraremos que os
resultados tedricos para o caso sem substrato dao uma
contribui¢cao importante para um melhor entendimento de medidas

da mobilidade eletrdonica ao longo da interface liqu;do-vapor.
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CAPITULO Il
MOBILIDADE ELETRONICA

3.1 Introducgao

Um dos objetivos deste capitulo e reproduzir
resultados experimentais de medidas da mobilidade eletronica,
na interface He-ar; atraves de ~calculos teoricos. Essas
medidas, feitas por Mehrotra e outros [19], sdo obtidas em
densidades entre 10° e 10° e/cm* (figura 3.1). Devemos frisar

que, exatamente para esses valores, os efeitos de muitos corpos

tornam-se relevantes.

A comparag¢ao dos resultados teoricos, wusando os
resultados auto-consistentes, com resultados experimentais e
importante tanto para uma verificacdo da nossa teoria como
também para mostrar a real necessidade de se incluir a

interacao elétron-elétron na descrigdo correta deste sistema.

Na figura 3.1, as linhas continuas sdo resultados
teoricos obtidos usando uma extensdo de resultados anteriores
[27-281. Embora esses resultados variem <com a densidade
eletrdnica, neles a interagdao eletron-eletron e completamente
desprezada. A tuUnica dependéncia com a densidade & devida ao
campo eléetrico externo E, (perpendicular a superf;cie) que pode
ser determinado por E,=27N:. Eles nao reproduzem corretamente
os dados experimentais na regiao acima do pico devido a fusao
do cristal de Wigner. Note que esta aproximacao esta sempre

muito abaixo dos valores medidos.

A temperatura de fusdo foi predita teoricamente para
o valor I'=135, onde I' ¢ a razao entre a energia potencial e a
energia cinética dada por I‘=eZJNgr/KgF [29]. Neste trabalho

vamos nos concentrar na regido fluida do sistema de elétrons,
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i.e, acima da temperatura de fusao do cristal de Wigner.

3.0 3.0
Ng (a)
24 | 2.4
1.8 1.8
1.2 F 1.2
0.6 - 0.6 |
NE O ’ 1 1 1 | o 1 1 1 1
i 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
e 5 10
> N, =2.1 N.=3.2 (d)
"o 4F BT s &t
= 3 6 L
a o~
< 2 o E 4 -l ”‘!.
S .
:I I ud 2 o
@
o
z o [ 1 1 1 o L 1 L 1
: (o] 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
20 1 50
Ng=6.3 (e) - Ng =95 (f)
16 put T 40 .
12 | 30 | ; .
8| 20 | Meeeee e
4 o |o = __/
o 1 A L L o L i L 1
500 600 700 800 900 (000 500 600 700 800 900 1000
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FIGURA 3.1.- Inverso da mobilidade versus temperatura, para diversos valores da
densidades eletrdnica, Ng. A curva solida é um resultado tedrico para espalhamento
por riplons e atomos de vapor. Os valores da densidade sdo 5.3 para a), 1.05 para b),
2.1 para c¢) , 3.2 para d), 6.3 para e) e 9.5 para f), medidos em unidades de 10°e/cm®.

O simbolo | esta indicando a barra de erro.
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Adiantamos que os resultados tedricos se aproximam

dos experimentais quando a interagdo eletron-elétron ¢
incluida. Usando os resultados auto-consistentes [30] do
capitulo anterior pode-se obter uma melhor concordancia com a
experieéncia. A seguir desenvolvemos a teoria necessaria para o

calculo da mobilidade eletronica.

3.2 Calculo da mobilidade - Equacdo de Boltzmann

O sistema considerado aqui ‘é o mesmo do capitulo
anterior onde, os eletrons na superficiel do Heéelio, formam
estados ligados na direcdo perpendicular a interface
(direcdao z) e sao livres para moverem-se na direcdo paralela
(plano x-y). Vamos agora apresentar a teoria necessaria para
calcular a mobilidade desses eletrons gquando submetidos a um
campo elétrico é, paralelo a interface. Vamos definir a

-

densidade de corrente eletrica, J , por:

- 2 -
J=-¢ z [%&% £(8.,) ¥, (3.1)

onde e ¢ a carga do elétron, v = ly.g. & a velocidade, &, &
'F!. y n,k ’ n.k

a energia de uma subbanda calculada auto-consistentemente no

capitulo anterior e f(§,,) & a fungdo distribuicdo de elétrons de

btoy

nao equilibrio, pois a distribuicao dos e

Yot
D>

strons entre os
estados e modificada pela presenca de forgcas externas. Se o

sistema ndo estivesse submetido ao campo elétrico E, f(§,,) seria

a funcao de Fermi-Dirac.

Portanto para calcularmos j, devemos primeiro
calcular f(§,) através da solugao da equagdo de Boltzmann [31].
Esta equa¢do, para processos estacionarios e na auséncia de

campos magneticos e de gradientes de temperaturas, fica
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reduzida a

21(8,,) = g E V.L(8,,) ' (3.2)

s

onde 2f é conhecido como operador de colis@o! e e o campo

eletrico paralelo a interface.

Por outro lado, para calcularmos a acdo deste
operador sobre f, devemos fazer uso da estatistica na descricao

dos processos fisicos. Desta forma encontra-se que:

gr => > [ wk'n'—kn £6,,) — Wkn=k'n) 15, |, (3.3)
n’ k’

onde Mi’n’~ﬁn) ¢ a probabilidade por unidade de tempo de que

um elétron possa sofrer uma transicdo do estado ﬁ’,n’ para o

estado ﬁ,n e, no caso de permitirmos apenas transig¢les

intrabanda, o n & conservado e podemos retirar o somatorio em

)

n acima. Esta probabilidade depende do mecanismo de

espalhamento e e calculada, basicamente, via regra de ouro de

Fermi. Igualando (3.2) a (3.3) obtemos a seguinte equagdo:

g > =
2 E V.£(8,)

=ZZ [ Wk'n’—~kn) f(§,) — Wkn-k’n’) f(s,,_k)],
n' k’
(3.4)

A solucao geral desta equac¢cdo resulta em um problema
muito complicado. Usualmente, esta solucao pode ser
simplificada com a introdugao do tempo de relaxacao, 7. Este

tempo e definido ao supor-se que a restaura¢io do equilibrio,

lMostramos a deducdo da formula (3.2) no apéndice 4. Na

. 3
literatura este operador e, algumas vezes, representado por [ -a—{]cons;o,
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quando desligarmos as forcas externas, ¢ proporcional a quanto

o sistema deslocou-se deste equilibrio, i.e:

=
|
o)
—

I

|

(3.5)

)]
Lad
<

Nesta expressao T e o tempo medio de relaxacao do
sistema e f, e a fungao de distribuicdao de equilibrio. O tempo
de relaxacdo T pode ser entendido como uma medida do retorno ao

equilibrio, que havia sido perturbado pelo cahpo externo.

Se as forgas aplicadas nao deslocam o sistema para
muito longe do equilibrio, podemos introduzir uma aproximacgao

adicional no calculo de f. Neste caso podemos expandi-la como:

f = f, + £, + ..., (3.6)

sendo f, a correcdo anisotropica, de primeira ordem, sobre a
funcio de equilibrio. Dizemos que ela & anisotrbpica por
depender da direcao de kK e de primeira ordem porque as
derivadas de f; serao consideradas de ordem superior. Esta

funcao e escrita como:

0
P

£, = (3.7)

sendo g uma fung¢3o isotropica em k, i.é., g n3o depende da

direcao de k mas, apenas, do seu modulo e sera determinada

atraves das equac¢des acima.

Nestas aproximagoes, o tempo de relaxacgao e dado

por:

(3.8)
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E evidente, desta expressao, que para calcularmos T,

devemos extrair a parte anisotropica de Qf. Note que f, o
isotropica e portanto nao contribui para a corrente eletronica.
Desta forma apenas o termo anisotropico, f,, entrara no calculo
de J em (3.1). Vamos ent3oc substituir a expansao (3.6) na

equacao (3.2) e separa-la em uma parte isotropica e outra

anisotropica:

ar _eE _ eE . S =
ef = % v;r(sk_n) = % V;( fo + g,k) =
_ eE X
~ e [szo + V.gk ]
= 2E o, fo VB, + E + Geedki + @Guedke] +
+ (Gog)kxi + Brygyiky) ]. (3.9)
-
Para um gas com dispersdo parabolica V;8w1== Eﬁg e
2,2
como gi(S) = gﬁ%ﬁ%ﬁ. Entaoc, as derivadas acima podem ser
. . . hZ s
calculadas imediatamente e obtem-se akjgi = ﬁkj asgiks, de
maneira que, a equacgao (3.9) assume a forma :?
a ~ - A2k
8f =[ g + 80gg + =F Bglfo +
?5,2 -~ -~
+ Tkxky 3gl gyl + 8xi ) P. (3.10)

Os dois primeiros termos, em (3.10), sao isotropicos

enquanto os dois Ultimos s3o anisotropicos. Como o ultimo termo

. . o - . _ R%?
2para simplificar a notagao usaremos 8 = Sk,n e & = o

3aqui usamos o fato de que, devido a isotropia na relacao de

2
dispers@ao, ki’ =ky® = ’—Cz—
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D~

de ordem mais alta que os demais nao o consideraremos, o que

M~

equivalente a manter apenas f, e f, em (3.6). Embora estes
detalhes sejam tediosos eles siao fundamentais para se entender
o gque realmente esta ocorrendo e eventualmente, aplica-los a

outros sistemas.

Separando Qf em uma parte isotropica e uma parte

anisotropica temos:

=2 E . (§ + §3:E ), .- (3.11a)

SHo

]isotrépnco

eh E . k 9gfs. (3.11b)

]anisotrépico

Esta expressao permite calcular 1/7 imediatamente:

1 _ ]an|sotr6plco eh E -k anO 2
1 T Jewovbeco _ ek = T 980 (3.12)
g-k gk
Desta equa¢ao encontramos que:
i = — eﬁh—r(asf‘o) E, (3.13)

-

e, assim, a densidade de corrente J pode ser escrita como:

Lembrando que Vv
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J= -3 Id‘kz 3gfo 7 (k-E) K. (3.14)

Se em (3.14) separarmos o termo independente do campo

eletrico, temos que:

Fa

B4
I
|
[
(3]
5
R
M.

(5}

(3.15)

onde a conditividade elétrica é proporcional ao tensor K,

definido por*:

S | d?k 2
K = 3 E Ihz 3gfo 7 K. (3.16)

Logo, pela relacao ohmica, J = o E , encontramos
facilmente a condutividade elétrica:
c = — £k, (3.17)
m
Por outro lado, a relacao o = eNgu, define a
mobiilidade eletronica 4 . Logo:
= — e h’ (
M mNEK . (3.18)

Note que, K , dada por (3.16), depende de f, e de T.
Em nossos calculos usaremos f, como sendo a funcdo de Fermi-
Dirac portanto basta que calculemos T para determinarmos a

mobilidade eletronica.

O calculo de 7 implica em especificarmos quais s3o os

‘Detalhes no apeéndice B
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mecanismos de espalhamento importantes no sistema em questao.

Em linhas gerais, 7 sera encontrado usando-se a equagdo (3.12),

onde e definido em termos de @f} . Escrevendo o operador

amsotrépmo
total Qf, em termos dos mecanismos de <colisao (3.3) e,

extraindo desta equagao a parte anisotropica, encontramos

], ., e consequentemente 7., Faremos isto na proxima secao.
anisotropico

3.3 Calculo do tempo de relaxacio T

Na regiao de temperatura em que oS experimentos sao
realizados [19], (figura 3.1), devemos considerar apenas dois

mecanismos de espalhamento importantes:

i) Espalhamento devido a excitag¢des superficiais no

Hélio liquido (ripplons) e,

ii) Espalhamento por vapor de atomos de He, que se
evaporam da superficie liquida a medida que a temperatura

aumenta.

Temos portanto de calcular dois tempos de relaxacao,
ou seja: Tz, 0 tempo de relaxa¢do associado ao espalhamento
devido aos ripplons e, 75, o tempo de relaxacgdo associado ao
espalhamento devido aos atomos de vapor.

O tempo de relaxacao completo, T, que entrara no
calculo deve ser obtido de [22]5, pela regra de Matthiessen,

supondo que os mecarnismos de espalhamento ocorram em regimes

distintos:

4=

= ?;'+ 7o (3.19)

-

=9f|R!PPI_ON + 8 flGAS

[
frel}
Sy



33

3.4 Tempo de relaxacao para os Ripplons.

O espalhamento dominante, a baixas temperaturas, e o
devido 4as ondas na superficie do Hélio pois, nestas
temperaturas nao ha um desprendimento significativo de atomos
do liquido. Estas ondas podem ser quantizadas e sao semelhantes
aos fonons de um cristal sendo que, no presente caso, recebem o

nome de ripplons. Estas excitacOes obedecem a uma relacao de

dispersao dada por [32]:

w;=(g q+F a), (3.20)

onde g € a constante gravitacional, o & a tensdao superficial e

p é a densidade de massa do Hélio liquido.

Para calcularmos 7, devemos saber como os elétrons do
gas interagem com estas excitacdes superficiais. A exemplo da
interacdo elétron-fonon no problema do polaron [33], a forma
para a interagao elétrons-ripplon, proposta por Saitoh [27], e
baseada nos trabalhos de Cole [32] e Monarkha e Shikin[34], tem

a forma de:

H =L E Fq(2) eia'f(a +a L)
e-R q ] ~a’
S 5 q q
(3.21)
onde a forca de interacao eletron-ripplon e dada por:
_, _hgq 1/2 2 R%q° Ki(qz) 1
Fq(Z) ={ 2pwq) {eEt —mao{ Gz — ('—c;—z—)"z' ] N (3.22)

e o raio de Bohr efetivo e escrito como:
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— 52 ) 4KS (KI +KS)
% = (Kl —KS)

Nestas formulas S e a area do sistema, K, e a func¢ao
de Bessel modificada, E, & o campo elétrico perpendicular a
superf;cie e az ¢ um operador bosdnico que cria uma excitacao

superficial com numero de onda q.

Uma vez obtido o potencial de interacao eletron-
ripplon, estamos aptos a calcular W(ﬁ’n’—-ﬁd), a probabilidade
de transicdo de um elétron, em um estado inicial E’,n’, sofrer
uma transigao para um estado final En, sob a acac deste
potencial espalhador. Como ja mencionamos anteriormente, isto
sera feito via regra de ouro de Fermi e considerando tambem

efeitos westatisticos. Nesta transicao dois processos podem

ocorrer:

Os elétrons passam de um estado iniciallﬁ’,n’> para

um estado final Jk,n> de duas maneiras: i) absorvende um

ripplon ou, ii) emitindo um ripplon.

Pela regra de ouro de Fermi temos que, a

probabilidade de transicao por unidade de tempo e:

, 2 )

(3.24a)
onde os estados iniciais e finais sao |i> ==IE’,n’>aqj0> e If>

= |k,n>[0>.

ii) T2 ¢ = 2T |<il Heglf>[ 6( Sy +8n— & -— & .+hug),

(3.24b)

Q
3
(=
[}
Q
W
1]
ta
-+
[>]
[=9
(=]
wn
[
3
[
(e}
[
5]
[
[¢/]
(4]
=y
-
]
[+
et
n
14/]
4
(=]
5]
(11}
o
-3
QO
-
v
-
1
vV
=)
v



55

nd <+ ~ , ’
e If> = Jk,n>ag[0>. Nesta expressao 0> e o vacuo das
excitacoes superficiais, onde nos nao podemos aniquilar

ripplons, i.é, agl0> = 0.

Usando (3.21) para Hg_; temos que

i 1 - 2T ! 28 - -
i) Iy = S |<n’[Fq(z)in>|" 6 &, +84 8,
Sn,—hwq),
(3.25a)
onde a conservagcio do momento linear & § = k' — K’
ii) Ti.,p = 3L I<n’|Fq(z)in>]* 6 &, +8n— & .-
Sn,+hqu
(3.25b)
onde a conservégﬁo do momento linear é § = k/ — k.
Se o numero, Nq, de ripplons na temperatura T

contribuem para que uma absorc¢do ocorra, entao a probalidade de
transig¢do (3.25a) deve ser multiplicada por Ng afim de termos

a contribuicdo total. A estatistica de bosons para o numero

médio de ripplons com energia fiwg, nos da que Ng :
N, = 1 (3.26)
9 hwq ’
oXp (m—) - 1

onde a relagao de dispersao de ripplons, wgq, é dada por (3.20).

No caso de uma emissao de ripplons, o numero total de
ripplons Ng sera acrescido de 1. Assim W(E’,n’aﬁ,n) deve ser

escrita como:

SERVICO DE DIiLiGTECA E INFORMACAD - iFQSC |
FISiCA !
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1]
s
b
=

W(k’,n’=k,n) = £3 |<n’}Fq(Z)!n>‘ [ Ngq o 8k+8n— Skﬁ— Gns——?‘qu}--ﬁ-
+ (Ng + 1) % 68 8 +8n— 8,..— & ,+hwg |, (3.27)
onde §= k — k’ & devida a conservacio do momento linear.

Portanto, considerando apenas as transigOoes intra-

banda, i.e, o numero quantico n sendo <conservado no

espalhamento, podemos entao escrever @f dada por (3.3) como:

@f = Z [w(f(’n—afcn) f(k’,n)—Wkn-k’ n) f(lz,n')] =
<

— 27\' 2 ) . T
= 33 IF I { [Nq f(k’) — (Ng + 1) f(k)]6( Sk— Sk,—hwq)
k’
+
(3.28)
onde Iql = Ik - k1 e o elemento de matriz para a interacao &
dado por

X0
IF1? = 1<nlFq(z)in>1? = gcb,%(z)Fq(z)dzz

O tempo de relaxacao e calculado por (3.12) usando
apenas a parte anisotropica do operador @f acima. Substituindo
neste operador a expansdo (3.6) para f e retendo apenas a parte

anisotropica encontramos

[ vo])

)
I
I

75 2. |Faf { [ Ng & — (Ng+1) k] o6, — &, —hwg) +

HNg+ D K~ Ng k] 60 8~ 8, + hug } (3.30)



57

Para subtrairmos o termo anisotropico neste operador,
de primeira ordem, usamos o fato de que a energia do ripplon e
muito menor que a energia do eletron. Logo, expandindo a funcao

delta em poténcias de hAwg, temos que:

——1 + . . ’ —
o( Sk,—-Sk—%ﬁwq) =(1 = hwqask’ + ) 6( Sk, SkL3.31)

Ao substituir (3.31) na formula para 8f,(3.30) e

-

lembrando que o somatorio em k’ pode ser transformado em uma

integral em Sk’ torna-se evidente que o termo anisotropico em
12 ordem sera devido a termos que contenham apenas ﬂsky—skh
pois os demais contribuirao com derivadas e portanto sdo termos

de ordem superior. Assim, retendo em (3.30) somente os

coeficientes de ¢ Sk,— SkL encontramos que:
&1), eorioce = %—g Z |Faf(2 Ng+1) & (k'— k) 8 §,— & ),
k’
(3.32)
onde § = k= k
Usando a formula (3.12) para 7 temos:
L — ]anisotrépnco
T gﬁ -
27 1 n {2 > = \
== 5 i1 zf]Fq’(qu + 1) -3 6 8§ — 8§ ). (3.33)
k’

Por outro lado como g, dado em (3.13), & proporcional

-

ao campo eletrico E, entao ao colocarmos o campo na direcao x,

podemos escrever g=-gi, ﬁ==—kf, 4 = q(cosBi + sindj ), de
maneira que (3.33) torna-se:

1_ 27 n P k-§ P
== 3 ; [Faf( 2 Ng + D 23 60 §— &) (3.34)
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Nesta formula o somatorio em k/ foi substituido por um

somatorio em q, observando a conservagao do momento linear

-

k"=k+q. Para que esta expressao fique adequada ©para os
calculos numericos devemos transformar o somatorio sobre q em

uma integral e eliminarmos a funcdo § integrando sobre o modulo

de q. Desta forma obtéem~se que®:

Y h
L VTG

=4

2T
- Ide 8(q) (1—cosb), (3.35)
0

onde

®aq) = [Fqf (2 Ng + 1), (3.36)

e q esta relacionado com o momento linear do elétron, k, por:

q = 2 k sin?. ‘ (3.37)

3.5 Tempo de relaxacdo para o Gas de Atomos

Para calcularmos 7¢g repetimos o procedimento da

secc¢ao anterior com algumas modificagdes que, guando
importantes, as reproduziremos. Para a interacdo elétron-Gas
usaremos o Hamiltoniano proposto por Saitoh[27]. Este

Hamiltoniano & obtido de uma transformada de Fourier de um

potencial tipo delta:

(3.38)

§ maiores detalhes dos calculos sdo descritos no APENDICE C
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. ’
nesta formula Q @ o volume do sistema e bm,u e o operador de

destruicio de um 4tomo de Hélio com vetor de onda (K:,Kz)7 e

iKz A

Ne(Kz) = Us; <nl e In>%,

(3.39)
onde a constante U; esta relacionda com a se¢do de choque do

atomo de Helio.

Usando o mesmo procedimento do estudo dos ripplons
vamos agora escrever o operador de colisao ar para o Gas.
Fazemos a seguir uma adaptacao dos calculos do Saitoh para que
possamos usar as nossas fungdes de onda auto-consistentes. O

operador de colisdo, para este caso, pode ser escrito como[311]:

~t
[

2 - - ,")
‘8:+;T4( Ke—(Retd? ) + 4o KE-K:7) | —

Z

{ rk+d of &,
- 2 o 2 - s
— (k) 6[ sz_sm-i-;‘—M( | S Kt—&)‘)-%-%(Ké—Kz‘) ]}, (3.40)

onde M é a massa do atomo de Hélio e fgKeKz) & a funcio de

distribuicdo do gas de Helio

Fo(Ke,Kz) = ( [3“7&2_ 2 Ny exp {—R2(Ke+KZ&) / 2MKT }, (3.41)

onde a densidade de saturacdo de vapor, N;, e dada por:

7Ki - (Kxi1 + Ky3j)

(o o]
8 <nif(z)in> = Id%(z)f(z)dz, sera feita numericamente pois &
-0

sao as nossa funcgoes de onda auto-consistentes
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MKgT.32 - Q/KgT
NG — (qﬁ2)3/2 e Q/RB

(3.42)

e Q é a energia de vaporizagao.

Usando a seguinte representacdo integral para a

fung¢do §:

0
. dt _itx
§(x) = I 3% © ‘ (3.43)
-0 !

podemos fazer a integracao sobre Kt e sobre Kz. Estes detalhes

podem ser vistos no APENDICE C . Assim obtemos:

X0
a¢ — 2T N Z 2 dt
8f = 70 S ) 17a(p)] Iﬁ {

a.p -0

f(k+q exp{ it( 8. .—8,)— RAit+t°KT) (@ +pd)/2M } —

f(k) exp{—it (8, .~ 8) — RAit+t KeT)(a"+p%)/2M} }.(3.44)

Devido ao fato de que a massa de um elétron seja
muito menor que a massa de um atomo de He, m<«M, vamos
expandir a exponencial desta expressio ate 12 ordem em 1/M.
Alem disso, usamos novamente a representacao integral para a
fungao & para escrever o integrando como coeficientes de
ﬂSLa—Sﬂ e suas derivadas (detalhes também no APENDICE C ) e

encontramos:
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fro}]
-

= S nanf {

a,p

A KT

Loz B2, 2, 2 F2 ) 2va2

f(k+4q) [ 1— syl +p )88k+q+ TV IR )88k+q]

_ T RE, 2 2 KT, 2y a2 e
FCR[1 + Jgla %+ (@ +p,agk+q] 8(8, -~ 8.).

(3.45)

Para isolarmos o termo anisotropico em 12 ordem na
expressao acima, como foi feito para o éaso dos ripplons,
devemos manter apenas os coeficientes de §, sem derivadas.
Fazendo isto e usando o fato de que f=f,+gk além da definicdo

de T dada por (3.12) temos, finalmente:
LTl L 5™ g S & ss, -8 (3.46)
s R gk & O T .

Queremos adequar esta formula para calculos
numeéricos. Para tal usando (3.13) para g e somando sobre g§ (

veja o APENDICE C), podemos reescrever:

<
1 _ NGUém 2
o = e Ifa(p)f dp, (3.47)
-0
onde
Ifn(pf = I<nl e'P%n>p. (3.48)
Neste ponto estamos prontos para calcular a

mobilidade usando os tempos de relaxacdo obtidos nesta secldo e
lembrando que o tempo de relaxag¢do total sera dado pela regra

de Matthiessen, 1/7 = 1/7¢ + 1/74.
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3.6 Discussao dos resultados

Para rtelembrarmos os resultados mais importantes que
foram conseguidos nas secdes anteriores, disporemos abaixo

algums das formulas obtidas para a mobilidade:

— _ ekl 3.18
7 m N K, ( )
onde
= 1 z: d?k 2 !
K = 3 4 IZ‘R‘Z dgfo T k°. (3.16)
Para a funcao de distribuicao eletronica de

equilibrio, f,, usamos a fun¢do de Fermi-Dirac:

f, = i , (3.49)
ex p( KBTF) + 1

onde u- e o potencial quimico que precisa ser determinado.
Para isto devemos calcular a densidade, N, definida por:
K T m S;U-r: ’

Ne = z _dk_ o _ KT m In [ 1 + exp (=) }£3.50)
"4 J(zw)’—’ ° T L [ ot )

’

E importante notarmos que a densidade eletronica Ng &
fixa para cada experiéncia. Em nosso trabalho consideramos gue
as duas primeiras subbandas podem estar populadas {(devido a

temperatura) e assim a formula acima (3.50) se transforma em

uma equacdao do segundo grau para a variavel }e

KBT

resolvendo-a achamos a solug¢do em termos de NE e 8.°.

%¢ interessante notar que se tivessemos escrito fo, como a funcao
de AMazwell-Boltzmann o termo, em u, advindo de K, gque contem ur, Se
cancela com o Ne do denominador e encontramos a formula de Monarkha

[27]1 para a mobilidade eletronica.
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Como pode ser notado pela figura 3.2, a ocupagao
eletronica da segunda subbanda e desprezivel para temperaturas
menores que 4.5 K, quando a densidade eletronica e 9.5
10° e/cm®°. Ja para uma densidade menor, 1.05 10% e/cm”, a

ocupa¢dao da primeira subbanda e refletida nos resultados

obtidos para a mobilidade , mesmo em temperaturas T ~ 2.8 K.

4

~_ 30 8
- - NE=-95x10 . & b
2 24| - NEZ 105x10 y—r
g = P~ i'.
&h / o
S N .-/rC
’TO ' 8 — // 0'.. .
A ' /, o.. .'../'d
ey //’
= o
<12 7
E // .o'.‘.'.
= //,n'_-.'..
= ol
= 0-6 ~ ",..::.‘
= /’.-,::'.
- ’,."..\go
0.0 =T o L ! ) 1 L J

10 19 28 25 3.0 3.5 40 4.5 S
TEMPERATURA Kk

FIGURA 3.2- Contribuicao do primeiro estado excitado no calculo da mobilidade
eletronica, para dois diferentes valores da densidade eletrdnica, 1.05 10° ¢ 9.5
10%/cm®. Nas curvas a) e c) se encontra incluida a contribuicado do primeiro estado
excitado; e nas curvas b) e d) estam,0os considerando que a mobilidade e devida

somente aos eletrons no estado fundamental.

SERVICO DE BIBLIGTECA E INFORMACAO - IFQSC
FISICA
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Como foi mencionado no inicio deste capitulo, o nn.=95
objetivo era comparar nossos resultados tedricos para a
mobilidade com os dados experimentais obtidos por Mehrotra e
outros[19]. Abaixo, nas figuras 3.3a e 33.b, mostramos nossos
resultados, a baixas densidades eletrdonicas, junto com estes
dados experimentais e, tambeém os calculos obtidos sem inclusao

- . - L4 ' L4
dos efeitos devidos a interacao eletron-eletron.

3.0 . " -
— . Ng= 053 10 e/cm ]
g I
L 24t
=
@ =3
[ ]
>
T 1.8 I~
b
W oLe
<
o L
=
Q 06 [
=
: =

o 1 i
0 200 400 - 600 - 800 1000

FIGURA 3.3a- Resultados para o inverso da mobilidade eletrdnica em superf icie de
Helio, para baixas densidades. Os pontos sao resultados experimentais da ref.[19], a
linha tracejada sdo resultados teoricos que nao incluem interacao eletron-eletron e a
linha solida sdo os nossos resultados auto-consistentes. Note que a essas densidades
ambos os resultados obtem boa concordancia com a experiencia. Os picos sdo devidos

a fusdo do cristal de Wigner. I é a barra de erro experimental.
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3.0 " "
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FIGURA 3.3b- O mesmo que na figura 3.3a para uma densidade um pouco maior, Ng
= 1.05 10° e/cm®.

Para baixas densidades eletrdnicas (figura 3.3a e
3.3b), podemos notar que, nas regides acima da fus3o do cristal
de Wigner, tanto os nossos resultados como os obtides por
Mehrotra apresentam uma concordarncia muito boa com os dados
experimentais. Contudo, para o sistema com altas densidades e o
nosso calculo, que considera os efeitos da interacdo elétron-
eletron, o que mais se aprdxima dos dados experimentais. Isto
pode ser melhor entendido ao notar que o efeito do potencial de
Hartree (capitulo I1) e diminuir a distancia media de um
eletron a superficie. Logo, o fato de se aproximar da

superficie faz com que o eletron seja mais fortemente espalhado
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pelos ripplons e pelos atomos de vapor. Consequentemente, a
mobilidade deve diminuir e, portanto, o inverso da mobilidade

aumentar, Isto pode ser claramente observado nas figuras 3.4a,

3.4b e 3.4dc.

- Ng =32 10%e/cm®

2)

|/ MOBILIDADE (10 Vseg/cm
¥

o L | i | | | 1 | 1
0 200 400 600 800 {000
T(mK)

FIGURA 3.4- Resultados para o inverso da mcbilidade eletrdnica na superf'icie de
Helio. Estes dados sdo para altas densidades eletrdnicas. O resultado tedrico que nao
incluem a interacdo eletron-elétron € o mostrado pelacurva tracejada, os dados
experimentais est@o representados por pontos e o nosso resultado auto-consistente

para a mobilidade é o representado pela curva sodlida, sendo os que mais se aproxima

deste do resultado esperimental.
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FIGURA 3.4b- O mesmo que na figura 3.4b para densidade Ne
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FIGURA 3.4¢c- O mesmo que em 3.4a e b, para densidade eletrdénica

Ne = 9.5 10%® e/cm?.
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Note que o poténcial de Hartree leva em conta os
efeitos de muitos corpos apenas para a direcao z. No plano x-y,
existem tentativas para acrescentar esta interacdao usando a
constante dielétrica para o gas de elétrons na aproximacdo RPA.
Nés também a incluimos em nossos calculos porem verificamos que
blindar a interacdo dos elétrons com os centros espalhadores
fornece um resultado contrario ao esperado (i.&¢ um aumento da
mobilidade). Isto talvez possa sugerir que se tente uma maneira

mais apropriada para tratar a correlacao eletronica na direcao

]
{

X-y

i&&WQOIHLMEUCHECﬁf:NFCRMACAC)~.fQSC

g
FESTC A
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CONCLUSAO

Nesta tese estudamos os efeitos da interagao eletron-
elétron sobre camadas eletronicas na superficie de Hélio e
tambem na superficie de filme de Helio sobre substrato
isolante, em especial a safira e o vidro. Usamos o potencial de
Hartree-Fock para incluir estes efeitos e mostramos, através de

calculos auto-consistentes, que existe uma densidade limite,
acima da qual, esses eletrons nao podem mais serem tratados na

aproximacio de l-elétron. Esta densidade limite & de 10° e/cm’
para elétrons sobre Hélio e 10° e/cm’° para elétrons sobre filmes
de Helio. Nossos resultados para baixas densidades revelam uma
otima concordancia com dados experimentais obtidos por
espectroscopia optica. Para regides de altas densidades
calculamos a mobilidade destes eletrons, quando submetidos a um
campo eletrico paralelo a interface e, os resultados obtidos
sao muito proximos dos dados experimentais para o sistema, nas

regides de temperaturas acima da fusio do cristal de Wigner.

Com a intengao de melhorar estes resultados incluimos a
constante dielétrica, na aproximagao RPA, para o gas
eletronico. Verificamos que o uso desta aproximacao na

blindagem dos eletrons <conduz a resultados piores que o
esperado. Na realidade, o efeito da blindagem eletrdnica no
potencial de espalhamento por ripplons e por atomos de vapor,
conduziu os resultados na direcdo oposta a desejada. Seria
interessante tentar melhorar esta aproximacdo na esperanga de
se tratar melhor a correlagao elétron-eléetron e, assim, obter-

se melhores resultados teoricos.

Estamos terminado calculos para camadas eletronicas
na interface GaAlAs/GaAs, onde usamos o potencial imagem suave
obtido no capitulo IIl, e calculando a relacio de dispersao

para a frequéncia de plasmons-polaritons superficiais, como



funcao do vetor de onda paralelo a interface.
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APENDICE A

Para encontrarmos a fun¢do distribuicao eletronica de

nao equilibrio devemos, em primeiro lugar, <calcular a sua

derivada temporal:

2iv.r. (A.1)

Na aproximacao semiclassica, a forca total exercida

sobre o elétron e dada por

F — % 9k 5
F h atk (A.2)
e, como a velocidade eletrdnica e Vv = g%?, entdao (A.1) e
reescrita como:
de _ 2 Ry 1 B
dtf = atf' + v Ff + 5 FV;f. (A.3)

Devido a conservacdo do numero de estados, temos é%f
= 0. Assim:

T (A.4)

A for¢a, F, pode ser separada em um termo que

inclui
forgas internas

apenas as devidas aos mecanismos de
espalhamento, tais

-

como impurezas e ripplons, F

colisic? € €m um
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segundo termo devido somente as forgas externas, Fo. Assim

temos

—8¢r = v+ LF.vr + LF,v.r. (A.5)

8t M h e X 7'.7. col N ‘

E imediato, nesta expressao, notar-se que podemos
separar é%f em duas partes: uma relativa aos processos
externos ELf] e outra devida aos processos internos éLf]

' At € P : at colisao ?
onde:

- 2ffe = V0 4 % Fe V.1 (A.6)
e

9 = 1 g
= é—tr]colisio - A Fcol V'k'f‘ (A7)

No texto chamamos g%fLmﬁo de @f, para qQue nao haja

confusao deste operador com uma derivada parcial comum. Para

processos estacionarios, i.e., processos que nao dependem
explicitamente do tempo, temos g%f=-0 e, portanto,

3 3

a—?f]colisio= = a—tf]e ’ (A.8)
ou seja:

Dt )ooito= &F = V-V.f + L Fev.r (A.9 )

3t Jeolisdo r A e vy * *

Assim se, como no presente trabalho, considerarmos

que a forca externa & devida apenas a um campo eléetrico E,
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entao ﬁe==-eE e v=0. Logo, o operador de coliséo pode ser

escrito como:

E.V.f, (A.10)

que e a formula (3.2) no capitulo [11.

Quando o campo eletrico E e desligado, temos entdo um

processo dependente do tempo, que induz o sistema voltar a uma

funcao distribuicdo de equilibrio, fr, assim:’

]m
—
I
ool
)

n (A.11)

Q

O tempo de relaxagao, 7, e introduzido ao supor que
este processo de volta ao equilibrio € proporcional ao

deslocmento do equilibrio, i.e.:

aa‘tf= gr = — L - 1,). (A.12)

A

O tempo de relaxagcdao pode ser melhor entendido ao

integrarmos esta expressao obtendo que:

-
flk,t)—fok)= [ f(k,0) — (k) ] e . (A.13)

Note que se o tempo de relaxagao do sistema &
pequeno, T7—0, temos que f(ﬁ,t)ﬂfo, i.&, o equilibrio & obtido
instantaneamente. Por outro lado, se T for grande, o sistema

levara um tempo tambem grande para atingir o equilibrio. Dai o

SERVICO DE BiELIGIECA E INFORMACAO - IFQSC
FISICA




nome tempo de relaxacao.
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APENDICE B

-

A densidade de corrente J & dada por:

- 242 " -~ 2
jo— — &b ZJ%E 3¢fo 7 kE k. (2.10)
0 “~

-

A componente i de J pode ser escrita como:

(0]
[N

>t
N

_ | dk
J,= — &£ 2: Zn:JEPanO T kj Ej kj. (B.1)

J

L i
Se definimos K J como sendo:

_ ek’ i
3= - > k' JE; (B.3)

Como a integral em JKl J se anula para i = j, entao:
k' o= k'l os (B.4)
Substituindo esta expressao em (B.3) temos:
J= — €8 ki lg, (B.5)




Por outo lado, como k% =

el l_g22_¢ -1 Z

E Ji pode ser

Entao

2

%kz, temos que:

n

escrito como:

]___

-

dk
272

3¢ fo

T ¥

76

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(3.15)
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APENDICE C

Neste apéndice fazemos alguns detalhes dos calculos
para os tempos de relaxagao 7, ¢ T7; . O primeiro deles refere-
se as passagens matematicas que servem para transformarmos a
formula para 7o, (3.34), em uma outra, (3.35), acessivel a

calculos numéricos. A expresao, para o tempo de relaxacdo para

ripplons, que queremos transformar e :

1 . 27 n Ea ]
= = %% zq: |74 [ (2Na+1) = & — &) (3.34)
onde & observada a conseva¢io do momento paralelo, ﬁﬁ=ﬁ—ﬁ e
21,2 .
Sk ==%ﬁ%. Transformando o somatorio sobre g em uma integral:
2T 0
1 dq 1
i — = de d {(C.1)
s 2 Lmz (27r>2j [q B
q 0 0
temos que:
2r o)
1 1 q°
o = xR Jde qu ?(q) x cosd 4 Sk — Sk,) (C.2)
0 0

onde HHq) = |7ﬁlﬁ2Nq + 1). Observe que a funcdo & pode ser

escrita como:

2m 2 -
508 . . — 8.)= =£Dg -2k-q ) (C.3)
(& : Z ) ( q q
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e a substituindo na exbressao (C.2) para 1/7, obtém-se que:

de integragcao de 6 a

porque, como q e k s3ao positivos,

T/2 o ,
5_1_ = —‘-“—3 I df jdq ¥{q) 1 cosd 6(q2—2l‘<’a), (C.4)
R Th k

-x/2 0

A funcdo d, nesta expressaote restringe o intervalo

intervalos em que cosf >0,

Isto aontece

cosf tambem deve ser para que

o vinculo imposto pela 6§, qg°=2kcosf, seja satisfeito.

a fazendo

Note que, devido a fung¢ao 6, poderemos
a seguinte mudanca de variavel:

y = q° — 2kcos#

Ou seja:

q = 2keos® 4 Li(2kcos0f + 4y

e dy = (2q — 2kcosf)dq de maneira que:

dq = dy _ dy

Assim:
/2 o0
o= T“;laf def 1 2 (a(y))
; : ‘ 4
- 0 (2kcos8)y 4+ 4y
™/2
— m ¥q(0)) q%(0)
- Wﬁ3j de 2kcos® k cosé

integrar sobre

(C.5)
(C.6)
(C. 1
2
a §<Y) cosh §(y)
(C.8)



79

onde

q(0) = 2kcosf. (C.9)
Ou ainda
x/2
. m ( ; 2 '
2 T o j dé ¥{q(0)) cosb. (C.10)
-n/2
9 w

Fazendo 9—»5——5 nesta formula chegamos exatamente a

a expressio (3.35), do capitulo III.

Os proximos calculos sao relativas ao tempo de
relaxacdo 7g. A seguir fazemos em detalhes duas integrais para
mostrar como se chega a formula para o operador de colisao,

dada por (3.45), partindo de de sua expressdao (3.40) dada a

seguir:

gr(k) = 25 S |neKz—Kz'F fo(Re,Kz).

a.Kt,Kz.Kz

- . 2 -~ . ;2
A fk+3) 60, - & + Do K- (R+@?) + B (K- k%) )—

k

2 B2, 2 2 a2 he 2 »2
— f(k) 6( & — SLE-{-W( Kt— (Ki—q) )+m(Kz— 2°))} (3.40)

[N

e fuKt,Kz) = ( 2Zh

o $2 Ngexp{ —Hh?(K2+K%Z)/2MK,T } (3.41)

-



80

-

Transformando os somatorios sobre Kt e Kz em

integrais
1 ~  |dRedKz
'DIDD [okea
(C.11)

2 k2

MET % N;, mais a representagdo integral para

e usando B = (

a funcdo §:

o0
§(x) = Ig—}r eitx (C.12)
-0

o operador de colisdo , (3.40) ,e reescrito como:

o o]
. = - K —_ N2 .
ef = (27!')215.9 Z j-dKz J‘th 'T]G(Kz Kz )l .
-0

~ ’

q,Kz

-exp{ —h?(Ke+K%2)/2MK.T } -

Q.

t P . ith2 2 .2 2 oo
{ f(k+q)-exn{1t(8;,a—8;)+W(Kz—Kz —q°—2Kt-q)}—

)
=

1

e . _ i tAZ w2 2 __ a2 .. 3
f(k) exp{ lt(s-;’a 8;)+1W(Kz —Kz —q — 2Kt q)} ]
(C.13)

Fazendo uma nova mudanga de variavel ,K;'=p+K5

,obtém-se que:

CAE INFORMACAO - \FQSC\

E BIBLIOTE
‘PST:'WK;OD FISICA —
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C

f = 'wum IdKz Ith Ins(p)f

-0

leoH]
.Q#

cexp{ —R*( Kt +KZ)/2MK.T } -

»

X0

| dt Lo e iths, 2 2 R A
sz{ f(k+4q) eXP{lt(SM. 6.1+ VA 2pKz—2K:-q)}
o o)

(C.14)

Isolando os termos em Kt acima ficamos com as

seguintes integrais:

_ > _ ’2 -2 ithz o,
I, = Jth exp{ TMET Kt o 2Kt-q }
/ (C.15)
_ L _ k> 2 i th® ..
I, = Ith exp{ TMEST Ktz + M 2 Kt-q }
Basta gque fagamos apenas uma dessa integrais pois I, = 1I,.
Assim:
O o =]
I = Id& dezexp{— T (KeHkA— W 2(Ka+Keay | =
-0 -0
m .
2
= deleXP{— _Z—MLKETT (K24 i tK;T2K,q) } -
-0
o<
: [dK2 exp{— 2Mﬁ itK;T2Kzq0) ). (C.16)
-0 :
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Completando o quadrado na exponencial,

o0
i = dex exp(— gyicp (K +nleal])
xR

0
2 )
. JdKQ exp{— 5—1\-/%;. (K 42,02+ ] } (C.17)
-0

onde

a; = itKBTqJ- (C.18)

Fazendo a integral Gaussiana e usando (C.18) temos:

R2t%KT

L, = 3—’%@ exp{— ——3 7 a° } (C.19)

Substituindo este resultado em (C.14):

0 X0
ar — _BMKT > | dt <
ef = 5a Z |7a()] J JdKz expl— syt )
-0 lo o)

L (k4 -explit(§; &) — 2"+ a7 +2 pKz)) —

- : 2
—f(k) exp{—it(§; ;—8) — Hh(p*+a"—20K)) 1 -



83

AT 3 (C.20)

Separando os termos em Kz nesta formula devemos fazer

a seguinte integral

0
l, = I dKz epr—ix%tTKzﬁ-— i;G‘DpKz} (C.21)
-0 - -

Pelo mesmo metodo de completar o quadrado temos:

RtK, T

2M
K T exp{— o P’} (C.22)

-52

Substituindo [, em (C.20) temos:

o0

a _ 2% Ng dt

8f = 70 *E IWG(P)F J'Q_‘?l' .
q,p i

1 f'(l*<+i)eXP(it(S;¢a-8;)—hz(it+t2KeT)(q2+p2)/2M}—

— f(k)exp{—i t(8:+a——S:)—hz(it+t2KB'1')(q2+p2)/2M} ] (3.44)

Vamos agora expandir a exponencial ate 12 ordem em ﬁ
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Extraindo os termos em t somente do coeficiente de

f(ﬁ—#&) (para f(k) o procedimento & similar), temos:

o]
O

t . A2, . 2 2, 2y
- exp{xt(SLa—S:) [ 1 — 2M(1t+t KeT)(a“+p%1 (C.24)

[=9

[ ]

E novamente usando a representacdo integral para a
funcdo & podemos imediatamente verificar que o 1% termo de
(C.24) e 6(8k+q—— &, ) e o 22 ¢ o 3% sio derivada primeira e
segunda respectivamente. Desta forma obtem-se a eXpressao

(3.45) para 8f, no capitulo III.

A seguir faremos alguns calculos para um melhor
esclarecimento de como se chega a expressao final para 75.De

(3.46) temos que:

o0 27 o0
N PR - - ~
%=— = L Jdp [na(piff jde Jq dq g-q 6(8..-8.). (C.25)
e (27)°% g-k k+q K
-0 0 0

fazendo g = - gi, Kk = —ki e q = q(cosﬂf%—sin@j% tem-se que:
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&0 21
1 Y 1 g) mpf | d0 |q°dq coss a8 .—8.)(C.26)
Ts (27)h k ked K
- 0 0
Reescrevendo a § como em (C.3) obtemos:
o -T/2 o
1 N 2M 1 R 2 : e
73=_(_2GT)’%_3 X dp lnG(p)I dfcosd | q-dq &g '—qucose) (C.27)
- -x/2 0 '
Por fim, fazendo uma mudanca de variavel, como em

(C.5), integramos primeiro sobre q e depois sobre 8, para obter

uma expressdo mais simples, (3.47), para 7Tg,.
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