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RESUMO

NOs obtemos o hamiltoniano associado ao modelo de oito
vértices simétrico, tomando o limite de tempo continuo em um mode-
lo equivalente (modelo de Ashkin-Teller). O resultado & um hamilto
niano de Heisenberg com coeficientes JX, Jy e JZ idénticos aqueles
encontrados por Sutherland, na regiao critica.

A mudancga nos operadores & acompanhada explicitamente
e a relagao entre o operador "crossover" do modelo de Ashkin-Teller
e o operador energia do modelo de Baxter €& obtida de forma transpa

rente,



III

ABSTRACT

We obtain the associated Hamiltonian for the symmetric
eight-vertex model by taking the time-continuous limit in an
equivalent Ashkin-Teller model. The result is a Heisenberg
Hamiltonian with coefficients Jx’ Jy and J, identical to those
found by Sutherland for choices of the parameters a,b,c and d that
bring the model close to the transition.

The change in the operators is accomplished explicitly,
the relation between the crossover operator for the Ashkin-Teller
model and the energy operator for the eight-vertex model being

obtained in a transparent form.



CAPITULO 1

INTRODUCKO

A primeira descri¢ao quantitativa de fendomenos criti-

(1)

cos apareceu com Van der Waals em 1873, quando ele apresentou u
ma equagao de estado, aproximada, para um fluido. Abaixo de uma
certa temperatura, chamada critica, essa equagao apresenta uma ins
tabilidade, caracterizando uma transicao de fase.

Quanto a sistemas magnéticos, foi s0 em 1907, depois
dos trabalhos pioneiros de Curie, Hopkinson e outros, que Pierre

(2)

Weiss propds uma teoria fenomenoldgica para descrever a transi-
g¢ao ferromagnética, na qual os momentos magnéticos dos dtomos inte
ragem via "campo molecular" que & proporcional a magnetizagao mé -
dia. Uma versao mais moderna dessa teoria, considera que cada spin
interage com todos os outros do sistema com igual intensidade.

As teorias de Van der Waals e P. Weiss, embora tratan-
do de problemas diferentes, possuem caracteristicas comuns como
por exemplo, sdo equivalentes a uma teoria com interagao de alcan-
ce infinito(3), nao dependem da dimensao do sistema e mais impor-
tante, nao levam em conta flutuagdes do parametro de ordem. Em vis
ta disso, elas nao descrevem corretamente os sistemas fisicos, fa-
lhando principalmente na regidao critica onde as flutuagdes s3ao es-
senciais(4).

Com o advento da mecanica quantica, foi possivel se
chegar a um modelo mais realista para a interagao entre os ato-

(6)

mos(s), e ja em 1925 o jovem Ernest Ising publicava a solugao '
para o caso unidimensional, daquele que viria a ser o mais conheci
do e citado modelo da meclnica estatistica nos cinquenta anos seguin

tes. Para completa frustragdo do seu orientador Wilhelm Lens, a in



teracio

' (1)

onde Sj representa o momento magnético do atomo, que pode tomar a-
penas os valores * 1, nao conduziu a um valor médio de S (<S>) di-
ferente de zero para campo magnético H igual a zero. Os argumentos
do proprio Ising para explicar a inexisténcia de transicio ferro -

magnética mesmo em dimensdes mais altas, levaram a um esquecimento

(7)

temporario do modelo, que sd foi retomado dez anos depois para

descrever ligas binarias. Como modelo de ferromagnetismo, o modelo

(8)

de Ising sO6 foi ressuscitado quando Peierls mostrou que ja . em

(*)

duas dimensoes poderia ocorrer uma transicdao de fase

(10)

. Essa previ-
sao foi comprovada por Onsager que tendo obtido a energia livre
exata para o modelo de Ising bidimensional foi capaz de extrair to
das as informagoes relevantes a respeito da transigdo de fase des-
se modelo. Em vista da import3ncia desses resultados, muitos auto-
res consideram o trabalho de Onsager o marco de uma nova etapa nho
estudo de fendmenos criticos.

O proximo grande resultado em teoria de transicdo de
fase foi conseguido em 1967 por Elliott Lieb(ll) que resolveu exa-
tamente o modelo de seis vértices, que havia sido proposto ja em

1941 por Slater(lz)

para descrever a transicao ferroelétrica do
fosfato di-hidrogenado de potassio (KHP) e seu isOmero KDP. O tra-

tamento do modelo bidimensional de vértices desenvolvido por Lieb

esta relacionado de forma surpreendente com a solucgdo de - Yang-
—Yang(l3) para o modelo (quantico) unidimensional de Heisenberg.
Essa coincidéncia foi explicada por McCoy e Wu(l4) ao mostrarem

(*) Somente em 1964 & que essa prova foi tornada rigorosa por R. Griffiths(g).



que, com uma escolha conveniente de parametros, a matriz de trans-
feréncia do modelo de seis vértices comuta com aquele hamiltoniano..
Essa conexao entre modelos bidimensionais classicos e

unidimensionais quanticos comegou entao a ser investigada em ou-

tras situagoes. O primeiro a obter sucesso foi Sutherland(ls) que

provou a comutac@o da matriz de transferéncia do recém-proposto mo

(16)

delo de oito vértices simétrico com o hamiltoniano de Heisenberg

(17)

completamente anisotrdpico. A seguir, Suzuki obteve uma rela-

¢do andloga entre o modelo de Ising e um hamiltoniano XY e final -
. (18)

mente Krinsky encontrou o operador (XY com campo) que comuta

com a matriz de transferéncia do modelo de fermions livres, Vale a

pena notar que todos os modelos acima mencionados sao sollveis exa

tamente e em alguns casos como consequéncia direta da conexao esta

belecida.

Existem, contudo, modelos bidimensionais muito interes

santes, tais como potts (17) (20 )

(21)

escalar e vetorial, Ashkin-Teller
e cibico que ndo possuem solucdo exata. Entretanto, eles  sao
muito atraentes porque, além do interesse intrinseco, se mostram
adequados para a descricdo de certas situagOes experimentais. Por
exemplo, a transic¢ao ordem-desordem de hélio adsorvido em grafite
esfoliado (grafoil) pode ser descrita pelo modelo de Potts com
trés estados(zz).

Desafortunadamente nao se conhece para nenhum . desses
modelos o operador unidimensional associado, que os tornaria tratd
veis pelas té&cnicas do grupo de renormalizagao:no espago real(23'24'25).
Para contornar essa dificuldade, procura-se encontrar um hamilto-
niano que comute pelo menos aproximadamente com a matriz de trans-
feréncia do modelo em questdo.

Uma das maneiras de realizar essa idéia foi introduzi-

da por Fradkin e Susskind(zs) no contexto de um modelo sollvel (Ising)

e que recebeu o nome de limite de tempo-continuo.



Para mostrar esse procedimento, vamos tomar a matriz
de transfer@ncia do modelo Ising bidimensional, j& na forma de ope

rador:

*
X KH o? 0? )X Kv og
J ]+lj ]

T = (2 senh 2k) V2 oI e , (2)

- - » H o~
onde N & o numero de sitios da rede, K e KV sao os acoplamentos
horizontais e verticais respectivamente, ja divididos por KpT, e
V*

finalmente K° & definido por

*

\ \

K' = - % 2n tgh K . (3)

O calculo dessa matriz segue em linhas gerais  &aquele
apresentado na segEo III.1 para o Ising dobrado, ou pode ser encon
trado em diversas referéncias, como por exemplo no artigo de P.W.

Kasteleyn(27).

Como os operadores nas exponenciais (2) nao comutam,

em geral ndao poderemos escrever T como uma unica exponencial. Con-

tudo, definiremos um operador H que em algum limite especial possa

ser escrito como

T=e"TH (4)

onde T & o espacamento da rede na direcdo vertical, também chamada
diregao temporal.

Usando a identidade(zs)

1
A B A+B+5 [A,B] + ...
e e =e (5)

onde (...) significa uma soma infinita de miltiplos comutadores

dos operadores A e B, teremos a seguinte expressdo para H

[?&mnmoommnmnvf~'apwmrAmfﬁ;mmgmUWg
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Até aqui esse H & t3o complicado quanto T. No entanto,
se considerarmos o limite 1-0 (tempo-continuo) ganharemos uma enor
me simplificagdao. Isso porque para que tenhamos um H bem definido,

nessa situag8o, & necessario que

K = 61 (7a)
e

k= Av . (7b)
onde § e A sio independentes de T(em primeira ordem). De (3) e

(7a) temos també&m que

K = e . (8)

Isso significa que no limite de tempo continuo temos

A%

uma versao altamente anisotrodpica (KH->0 e K' >+ =) do modelo origi-

nal. Sendo T um par8metro livre, que precisa apenas ir a zero, va-

mos defini-lo como
T=e ’ (9)
e dessa forma (7) se reescrevem como

K" =1 » §=1 (10a)

K =Ae . (10b)

Nessas condigoes, os multiplos comutadores em H vao todos a zero e
portanto teremos o seguinte hamiltoniano associado 3@ matriz de

transferéncia

H=- Y(AcZ 62, . + oF) . (11).
3 J



Esse hamiltoniano na verdade s determinarad a dinimica
do modelo Ising numa vizinhanga do ponto critico e A & exatamente
uma medida do afastamento de Tc' A razao para isso & que o limite
de tempo continuo & uma transformacao do gupo de renormalizagao
e por isso mesmo sO preserva as propriedades do sistema nas proxi
midades do ponto fixo. De fato, ao fazermos 1+0 mudamos a escala

vertical e para manter .a mesma fisica (mesmas fungoes de correla-
v

cdo) a grandes distincias reescalamos os acoplamentos: K@ - « e
KH—+O. Em outras palavras, isso significa o seguinte(26): Se
kP=xY, a fungao de correlagao
z z .
= >
T (n) <o, oy (12)

teria simetria circular, no limite de n grande. No caso Kv?*w e
KH—>O,T(n)passaré a correlacionar mais fortemente os spins na di-
regEo vertical. Como queremos preservar a mesma fisica, deveremos
compensar essa anisotropia distorcendo a rede e a relagao (9) é a
que garante isso, ao menos para grandes comprimentos de correla -
¢ao, ou seja, nas vizinhancas do ponto critico.

E possivel também entender o significado do parametro

A, usando a condig¢ao de criticalidade do modelo Ising anisotropi-

co

senh 2K’ senh 2K" = 1 . (13)
Quando KV?*w e KH->O '

senh 2KV»> % e2Kv (1l4a)
e

senh 2KT -+ 2kH . (14Db)
Portanto, de (13),

v

K =e (15)



ou seja, comparando com (10b), A critico vale

= . 6
Ac 1 (16)
Essa teoria foi imediatamente levada a modelos mais

complicados, tais como Potts e Ashkin—Teller(29'30), embora para

esse Ultimo caso haja uma controvérsia sobre qual seja a maneira

mais conveniente de se fazer o 1imite(3l’32)

. Na realidade foi exa
tamente tentando esclarecer essa situagao que vislumbramos a possi
bilidade de se fazer o limite de tempo-continuo para o proprio mo-

delo de oito vértices simétrico, com a possibilidade Impar de po-

der compard-lo com o resultado exato obtido por Sutherland(lS?. Le
(33)

vando adiante essa idéia, encontramos para o modelo de Baxter
(oito vértices simétrico) o hamiltoniano associado:
_ X X Y &Y zZ .z
i g(si Si+1 *A53 Sy * TSy Siy) (17)

onde S & o operador de spins - 1/2 e os coeficientes ' e A depen-

dem dos pesos a,b,c e d dos vértices na forma

b+d
e
A= b4 i (18b)
b+d

Esse hamiltoniano tem a forma daquele encontrado por
Sutherland e os coeficientes sadao iguais aos dele no limite de for-

te anisotropia

a=c e b,d=0 . (19)

Como o A, aproximado, na regiao critica coincide com

o resultado exato, concluimos que os Indices criticos, que sO de-



pendem de A(34), serao idénticos aos exatos. En outras palavras, o
limite de tempo continuo n3do tira o sistema de sua classe de uni-
versalidade. O resultado & extremamente gratificante tendo em vis-
ta a complexidade da situacao analisada (presencga de operador mar-
ginal, expoentes criticos que dependem dos detalhes da interagao).

Para a melhor apresentagao desses resultados, e de ou-
tros concernentes aos modelos de vértices, organizamos esse traba-
lho da seguinte forma:

Capitulo II - definimos os modelos de vértices e mostramos com de-

talhe alguns dos seus resultados mais importantes.Em
particular, cbtivemos o hamiltoniano que comuta com a matriz de
transferéncia do modelo de Baxter, cujos cilculos sdo apresentados
no apéndice I. H& tamb&m uma apéndice II onde mostramos que os aco
plamentos obtidos por Baxter para o hamiltoniano xyz sao iguais a-

queles obtidos por Sutherland.

" Capitulo III - introduzimos a representagdo de Ising para o modelo

de Baxter e determinamos o seu hamiltoniano de tem-

po continuo na situagdo particular de ndo haver interagio envol -
vendo quatro spins (A=0). Em sequida, com a representagao de Ising do
modelo de Ashkin-Teller, mostramos a sua equivaléncia com o modelo
de Baxter.(Alguns detalhes sobre as transformacdes de dualidade en
vaolvidas sdo apresentadas no apéndice III). Isso nos permitiu calcu
lar o hamiltoniano de tempo-continuo desses modelos e compara-lo ,
na regido critica, com aquele encontrado por Sutherland, quando A#0. .
Finalmente, mostramos que a relagao entre os operadores

crossover do modelo de Ashkin-Teller e energia do modelo de Baxter,

pode ser facilmente wvisualizada no contexto do presente trabalho.



CAPITULO 11
CONEXAQ ENTRE MODELOS DE VERTICES E HAMILTONIANOS DE SPIN
11.1) Apresentacao do Modelo

Em teoria de fendmenos criticos, alguns modelos bidi-
mensionais recebem consideravel atencao, por apresentarem solucao
exata (ex., modelo Ising). Esses modelos permitem testar e até pro-
por hipdteses fundamentais a respeito do comportamento critico (leis
de escala, universalidade). Essa & uma das razoes do interesse por
modelos mais abrangentes e sofisticados, ainda que bidimensionais ,
dos quais destacamos os modelos de vértices, responsaveis em grande
parte pelo avango da mecanica estatistica na Gltima década. Nesses
modelos, ainda de duas componentes, & a ligacao da rede que pode es
colher entre dois estados, ao contrario do modelo Ising que tem es-
se papel desempenhado pelo sitio da rede. Usualmente esses estados
sio indicados por setas, e uma possivel configuracao do sistema en-

contra-se na figura (1).

FIG. (1) - Uma possivel configuragao de

vértices para uma rede gquadrada
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Cada sitio possue quatro ligagoes, logo temos 16 (=24)
tipos distintos de vértices e a cada um atribuiremos uma energia

€ r =1,2,...,16, segundo a convengao estabelecida na figura (2).

rl

TITTTTTEOTT

SO Al ol e S e

FIG. (2) - Esses sdo todecs os vértices pos-

16

siveis para uma rede com nimero
de coordenagao 4. Os iIndices es
tao colocados de acdrdo com a
literatura e numa ordem conveni-
ente: os seis primeiros com nime
ro de flechas entrando igual ao
nimero de flechas saindo do vér-
tice (conservagao médulo zero) .0
sétimo e oitavo, com o nimero de
flechas entrando sendo conserva-
do modulo 4 e os restantes sem

nenhuma conservacao.

Com o sistema em contato com um reservatdrio térmico,
a cada vértice estard associado um fator de Boltzmann wr==exp0£€r)

e a fungao de particao pode ser escrita como

2 = 3§ mw

& I r(3,K) (20)

onde ) significa soma sobre todas as configuragdes possiveis.
c
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Embora a solucdo geral desse modelo n3o seja conhecida,
muita informagao ja se possui a respeito dos mesmos. A primeira in

formagao foi obtida em 1967 quando se resolveu o caso particular

w.=1parar<6 ew =0parar>6, (21)

*
que ficou conhecido como modelo do gelo.( )

O caso

=@, <1 , (22)

utilizado por Slater e Takahashi em 1941 para descrever as proprie
dades ferroelétricas do composto fosfato dihidrogenado de potassio
(KH2PO4), foi resolvido exatamente.

A situag¢ao inversa, isto &,

wl=w2=w3=w4<l e w5=w6=l ' (23)

também & sollvel e descreve as propriedades antiferroelétricas do
composto fosfato dihidroéenado de ambnia. Esse & o chamado modelo
ADP ou modelo F, e foi utilizado por Rys(36).

Esses modelos, ditos simétricos por obedecerem a rela-
cao

, p=1,2,3, (24)

(*) A estrutura cristalina do gelo apresenta atomos de oxigénio ligados por
pontes de hidrogénio, num arranjo tetraddrico. Linus Pauling(35) represen-
tou esse sistema pela rede da fig.(l) (onde em cada sitio existe um oxigé -
nio e tantos hidrogénios quantas forem as setas chegando), para explicar a

entropia residual do gelo.

(bservando que os atomos de hidrogénio nao formam nenhum arranjo estrutural
sabre a rede e exigindo a neutralidade de carga em cada véertice, ele atri -
buiu o mesmo peso (# 0) para os seis primeiros e zero para os outros vérti-
ces da fig. (2).
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foram todos resolvidos por Lieb em 1967, que se beneficiou curiosa

mente da solugao de Yang e Yang(l3) para o modelo de Heisenberg
: - . (*) (**)
anisotropico H .
XXZ
Essa relagao entre dois modelos tao diferentes, um

classico e outro quintico, um em duas dimensdes e o outro em -uma,

(14)

sd foi esclarecida no ano seguinte gquando McCoy e Wu verifica-

ram que a matriz de transferéncia do modelo de seis vértices comu-
ta com o hamiltoniano de Heisenberg com uma escolha conveniente

dos parametros (Jx, Jy e Jz), isto &,

l_TGV’ Hxxz:] =0 : - (25)

(15)

Sutherland em 1970 mostrou que esse resultado podia ser esten-

dido ao caso em que os vértices (7) e (8) s3ao também permitidos. A
matriz de transfer&ncia desse novo modelo, simétrico de oito vérti

ces, comuta com o hamiltoniano de Heisenberg H, completamente a-

Y2

nisotropico. Mas ao contrario do que ocorreu no caso anterior (Yang

resolveu o HX ), os auto-valores de Hsz sO puderam ser encontra-

(33) resolveu o modelo de oito veértices, pelo

(***)

método da matriz de transferéncia comutante . Baxter na verda-

XZ

dos depois que Baxter

de foi mais longe, mostrando que o hamiltoniano de Heisenberg gque
comuta com a matriz de transferéncia & proporcional a derivada lo-

garitmica da mesma.

(*) Yang e Yang(l3) resolveram o problema de Heisenberg anisotrdpico, isto &,

encontraram os auto—-vetores e os auto-valores do hamiltoniano xxz, usando
um método que ficou conhecido como"ansatz" de Bethe(37).

(**) A solucao geral do modelo de seis vértices, isto &, com os seis primeiros
w. distintos, foi dada no mesmo ano por Sutherland, Yang e Yang(38).

(¥**) Sabe-se hoje que a dificuldade para se encontrar os auto-vetores de nyz’
que nao conserva spin total, reside na escolha do vacuo (auto-estado a
partir do qual sao constituidos todos os vetores por simples aplicacdo do

operador criagao das "pseudo particulas").
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Nas proximas segoes mostraremos explicitamente esses re

sultados, comecando pela obtencao da matriz de transferéncia.

11.2) Mataiz de trhansferencia do modelo de oito verntices (§-V)

A construcgao da matriz de transferéncia para o modelo
de 8-V & semelhante aquela do modelo de Ising bidimensional, esco-
lhendo como camada o conjunto das N flechas verticais paralelas. O

estado da k-ésima camada sera especificado por

k

_ .,k k k
u —(ul.u

o1 wee M) ’ (26)
onde u? vale (+1) ou (-1), conforme a seta vertical (j,k) esteja pa
ra cima ou para baixo, respectivamente. Usaremos também, conforme

se vé na figura (3),

_ k
A —-(kl, Az, ooy XN) (28)

para indicar o estado das flechas horizontais que ligam as camadas

(k) e (k+1), onde Aﬁ

direita ou para a esquerda.

= (+1) ou (-1) segundo a flecha esteja para a

K+l K+l K+l
Hj Hj+l Mn
K K . K
N N+l AN
‘ K K K
H; His Mn
FIG. (3) - Notagao usada para duas camadas su-

cessivas, k e k+1, e a linha que as

une.
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A funcido de partigdo desse modelo & definida por:

Ig

-B €, N

S r(j,k) .

z=Y Ve I =3 7. e, , (28)
ok 5k j,k r(j,k)

onde r(j,k) & a configuragao de vértices do sitio (j,k) e I I simbo
liza soma sobre todas as configuragoes permitidas. Sempre gué possi
vel, omitiremos o indice (k) das camadas e indicaremos por u' a ca-
mada vizinha de u.

Para explicitar a dependéncia de w,_ com as variaveis do

sitio (j,k), definiremos

ALAL
O (5.5 Tll K ) (29)
: 373
Entao, por exemplo,
= ' =
wl' se Uj Uj 1,
Tl'l'= w3, se uj=1%==—l , (30)
H3H5 :

Na verdade Tl’l & o elemento de matriz ujué do opera-
1,1 MyHg
dor T°'",
)
Tl'l=w10-+o + wy0 oF = 1 0 ' (31)
0 w
3
2

(32)
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para representar Wy = (1) e (-1) respectivamente, e lembrar que nes

sa basc
<uu]ot 0T ul > =68 (u., )8 (nl,1) , (33a)
] J ] ]
<u. o’ o7 ul >=8 (., -1) 8 (u},-1) (33b)
] J J 3
e portanto,
il = bl (34)
TR J J
3]
Um procedimento analogo define os operadores Tl’_l,

-1,1 e T—l’l,

T com o0s quais podemos montar o chamado vértice ele -

mentar (figura 4)

il i1 wla+o—4-w3o_o+ wco+4-wco—

A= 1,1 1,-1 ) (35)
-1, -1,- + - + - - +
T T wco 4-wdo w4o o 4—w20 o

Dagqui por diante usaremos que W, =W, =W _ € Wy =Wg = Wq.

qui P e 57 %~ Y 77 % Y%

Isto nao constitui uma particularizagdo, uma vez que as condig¢oes
periddicas de contorno exigem que o nimero de vértices do tipo 5
tem que ser igual ao nlmero de vértices do tipo 6, o mesmo ocorren

do para o par 7,8.

FIG. (4) - No vértice acima, pp' designa um dos
' quatro blocos de A e pﬁ' um elemento

de matriz desse bloco.
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Dessa forma, a funcao de particao serd escrita como

N
AL
z=) ) 375+1 _
boxog,k < vylT u5>
N A A AL A A A
=2 2 H<uk|T 1 2®T2 3®;.. @TN lluk+l >
u Ak
K AASe1, kel
=) m<p®|Ym TjJJ W= T (36)
u ok A

Nessas expressoes estamos usando condigdes de contorno toroidais e
N

indicando por Iﬂk> um vetor do espago]HN==Hl® hn, onde
n:
_ A2
h =¢C . (37)
Alem disso,
*
ALAL AL
A JEREAE R I S S A A S | (38)
t—j-ésima posicao
e
N  ALA. A A AsA A A
r=ynrd It oyt 23 L. Nt =
A J A
N
=t T2, (39)
J
com
1,1 1,-1 + = - + o+ -
T.’ T’ W,0. 0, +Ww,0.0. W, 0. W O
J J 1373 3773 d7j "¢
A= = .
J | -1,1 0 -1,11 + - + = -+
Tj Tj wccj + dej w40j054-w20j0j

(40)

O trago em (39) deve ser entendido no sentido usual de
soma dos elementos da diagonal, observando apenas que no caso es-

ses elementos sao na verdade matrizes (2x2).
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11.3) Hamiltoniano associade a matriz de transfertncia

Nesta segao mostraremos que existe um operador H da

(*)

forma

jas}
I
.0~

- o, o B
By 541 Z y J o o , (41)
J o,
que comuta com a matriz de transferéncia do oito veértices. Na equa-
¢do (41), o,B =x,y,2,0, com 0°=1. Comegaremos considerando a ma-

triz

N .
c= Y| T A , H. . =Yy C. . (42)
j[k , 3'3”} s
Desde que Hj 5+1 comuta com os elementos de matriz de Aj' para
14

j'#3 e j+1, nds temos que,

para J #N,

cy =A1A2...Aj_l[AjAj+l, Hj’j+l] BopeeeByr  (432)
para j =N,
CN':AlAz ...AN HNl-HNlAl ...AN . (43b)

Supondo que existam matrizes Bj’ que contenham operado

res agindo apenas no sitio j, tais que
T T R R (44)

entao obteremos,

5 A Rt SN, e - A TP .
CRIBLIOTECA DO NG 7 o7 T e E GlRICA BE S0 CARLGE - x]

B
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C=

.2

cj = (BlAz)A3 AN- (Ale)A3 AN +
+Al(B2A3) AN—Al(A2B3)A4 AN +
+.---a ........ .—Al o e o A-N_z(A-N_lBN) +

+Ay ..o Ay 1 (ByAy) - A, .. A, (AB)) . (45)

Excluindo o primeiro e os trés ultimos termos, os de-

mais se cancelam dois a dois. Portanto,

C= (BjA))A ... Ay~ A ... A (A, B +

+hy ... Ag (BgA) =By .. A (ABI) . (46)

Usando a propriedade ciclica do trago, que & possivel
porgque os elementos de matriz de Aj ou Bj comutam para pontos dife

rentes, imediatamente vemos que
trC=0 (47)

e portanto,
[T,H =0 . (48)

Entdo, a condicdo (44) & suficiente para a existéncia de H, embora
possa nao ser necessaria.
Para a determinagdo de H, & importante notar que os

elementos da diagonal de I Aj’ isto &, os operadores que comparece
(*) + -

rao na matriz T, s3ao somas de produtos de 0 e 0, e que eles
N
- z
por provocarem um numero par de trocas, preservam o produto 1 o. .
3

Em consequéncia disso, T conserva paridade, ou seja,

[%, I 0.} =0 , (49)
3 ]

+ - ~ N . ~
(*) Nesses produtos, ¢ e ¢ nao precisam ocorrer em igual nimero, logo, T nao

conserva o spin total.
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sugerindo que o H, deva ser da forma

j, i+l

— X X Y .y z Z
. = , . + A + .
Hj,3+l JX 03 Oj+l Jy 0J OJ+1 Jz oj 03+1 +
+J (oX of . - g¥ gx )4—H(o%4—o? ) (50)
s 3j J+1 j i+l j j+1

Usando a equacao matricial (44) para calcular esses a-

coplamentos, encontramos que

JX:Jy:Jz=2(ab+cd):2(ab—cd):a2+b2—c2-d2 (51)
e ainda

JS=H=0 , (52)
para o modelo de 8-vértices simétrico:

Wy =Wy = &, w3=w4=b,w5=w6=c,w7=w8=d . (53)

Os detalhes do cdlculo sao apresentados no apéndice I.

Esse resultado mostra que hd uma familia inteira de ma

trizes T comutando com o mesmo HX todas elas caracterizadas pe-

yz'
los par@metros

A _ ab-cd _a'b'-c'd' _ (54a)
ab + cd a'b'+c'd’

r = a?+b2—cz—d2=a'2+b'2—c'2—d'2___.” . (54b)

2 (ab+ cd) 2(a'b'+c'a")

Baxter mostrou que os membros dessa familia também co

mutam entre si e usou esse resultado para calcular a fungao de par

ticao do 8—V(33).
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11.4) Rela¢do entre a mathiz de zransgernencia do 8-V e o hamiltondia
no de Hedlsenbeng

Mostraremos agora que o hamiltoniano associado ao mode

lo de 8-V simétrico, esta relacionado com o operador

L=T1@ & 7w . (55)

av V=t

onde T & a matriz de transferéncia.

(33)

Seguindo Baxter , vamos parametrizar os pesos a, b,

(39)

c e d em termos de fungOes eliticas de Jacobi , da seguinte manei-

ra,

%(C+d) ;C’I’l‘(V,Q’) , (56a)
Cn(C,l)

| %(c_ q) = v, ) , (56b)
dn(z,2)

1 _

i(a—b) =1 ’ (56¢)

fa+p) = WU (56d)
sn(zg,4)

onde V, ¢ e % sao fungdes de a, b, c e d.

Dessa forma, um elemento de matriz do vértice elemen-
tar, equagao (35), se escreve
J

A" [ = ] py o3 00 (57)

(SR e I 1

onde



pl=-§—(b+d) ’
py=2(b-d)
p3=%m—c) ’
p4¥%(a+c) .

Em A(a,a'|A,A') os Indices (a,a') indicam um

AT

de matriz dentro de cada matriz Tj de Aj.

Quando V=¢ , b e 4 sao nulos e a=c¢, logo,

e portanto,

Alu,u'|x,x") =28, , 8

Ao Tad :

De (39), um elemento de matriz de T entre as

u e p' se escreve

: 3 A
T = <pu|T|u'> =) I <u.|T. . > =
! uiT|u ; o<ugITy™ [y
J
N
SIS 5 NCTITAN D VS L) B
A3
Usando a equagao (60), podemos escrever
o v=r) =26 s a8,
! TV T 1 MM
cujo inverso & (ver figura 5)
-1 -N
T =2 N8 8, .8,
MU uzul U3U2 UIUN

21

(58a)

(58b)

(58¢)

(584)

elemento

. (59)

(60)

camadas

(61)

(62)

(63)



M g2 p3 KN Mi M2 M3 N
----- —— ° o, -———
M M2 M3 N M Mz M3 HN
(a) (b)

FIG. (5) - a) O operador T(V=g) desloca todos os

spins de um sitio a direita.

b) Acdo do operador inverso T t(v=c).

Calculemos agora a derivada de T(V) em relacdo a V:

4 . q X
Lo = £ PIAL Al l) =
av T (V) , & . A(uj,ujlkj,%]ﬂ)

ey

N
= ) YA A A ) Al ,u A LA ).
4 : 11 1 2 22 2 3
)\lnco/\N J

da P
ere Aluy_q ol o [A 5-1 )[dv 3'“3“ ’)\3+l):]A(Uj+l’uj+l[}\j+l Ap2)

. A(%Wukiﬁvkl). (64)

No ponto V= ¢, teremos, usando (60),

eas O 1 A(U IU |H]l,u

) x4 1 +ee O v o (65)
My_p Mg j 3+l )

Hyp1 a2 H

onde A' significa derivada de A em relacao a V.

De (63) e (65) achamos, entao, que os elementos de ma-
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triz de I sao

-1 d
L = T . T \% =
IPET, é ujv &) [dV v )]
V=g
)
== 6 6 LI (S 6 ...‘6 Y 6 T oo
2 j HYV WY, Ujvj—l Uj+le Vi, VoM
ceees O A' (v.,ul|v. ! 8 eee O =
Vy-2 ”3—1 ( J’“JI J-l’“3+l) V341 u'j+2 Uy
57
= = 6 1 (S | ecee 6 1 ] 1 1
R M gHig AT gy il ) X
X § eess O . 6
uj+2,u5+2 MoK (66)
Substituindo (57),
1 z Lzl k k
I == 8 ¢ e0e O . p'. o o ' cees
MU 2j HoH Hio1My-1 ¥ k Hyrby THypp ety
N 4
1 ' k k
cos GUN 6“& = 5 g E Py <u|0j 0j+ll“ > , (67)

o. =16 ... ® 00 8 ... ® 1 (68)

j-ésima posicao.

Portanto,
N 4
_ 1 v k k
L=35 1 1Pgoy 05, . (69)
i k
Usando (56), (58) e algumas propriedades das fungoes e
liticas(39)

, obtemos os pﬁ :



No

iguais aqueles

" ch 2%
sn 2§

“dn 2¢
sn 2¢
1
sn 2¢

cn2g+dn2z- 1
sn 2¢

]

apéndice II mostramos que esses coeficientes

24

(70a)

(70Db)

(70c)

(704)

sao

encontrados por Sutherland, equagoes (51) e (52).
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CAPITULO 111

HAMTLTONTANO DE TEMPO-CONTTNUO PARA O MODELO DE BAXTER

IT1.1) Representacdo de 1sing para o modelo de Baxtenr

Na tentativa de entender os interessantes resultados

(33) (40)

obtidos por Baxter para o modelo de 8-V simétrico, Wu

Kadanoff—Wegner(40)

acabaram estabelecendo, independentemente, uma
conexao entre aquele modelo e um sistema de spins que, além da
interacdo usual de dois vizinhos, possui também um acoplamento de
quatro spins. A idéia central desses trabalhos & substituir o sen-
tido da ligagao pelo produto de varidveis de spins ( +1) situadas
na rede dual, com a convencao: setas para cima (E direita) separam

. . . \ .
spins de mesmo sinal, e setas para baixo (a esquerda) separam spins

de sinais contrarios, conforme ilustrado na figura 6.

. ' > -

Y - Y + ¥ — y
r s - K o

A — Y Y — +
-3 <€ -€

FIG. 6 - Modelo de Baxter e sua representagao
em termos de spins de Ising coloca -

dos na rede dual.

Dessa maneira, um peso w 3,k) na funcgao de particao
r

r (
€ reproduzido pelo seguinte fator de Boltzmann dos quatro spins

(veja figura 7) envolvendo o vértice r(j, k)



onde

Ll==% in %% ’
L2==% &n %g ’
X=¥%-£n %% '
a=(abca)/? |

A exp{Lloo" + L, 0'c"™ + Xoo'o" o™ }o,

Resolvendo para os pesos a, b, c¢c e d temos,

L. +L.+ A
a=»4aAe 1 2
-L -L2+-A
b=27Ae
L,~-L,~-2A
c=Ae 1 2
-L.+L.,-2
d=A e 1 2
d’HI
\\
L2
[}
/L,
4

FIG. 7 - Vértice r(j,k) e os spins das quatro

faces que o envolve.

Se ab=cd, de (72c) temos que A =0. Portanto,

26

(71)

(72a)

(72b)

(72c)

(724)

(73a)

(73b)

(73c)

(734)

teremos
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dois sistemas de spins idénticos, desacoplados (veja figura 3) e
com interagao anisotrodopica envolvendo apenas primeiros vizinhos
(Ising).

FIG. 8 - Sistema de spins equivalente ao mode-
lo de Baxter. Se A=0, temos dois sis
temas de Ising independentes, um com
ligagdes cheias e o outro com ligagdes

tracejadas.

Porém, se ab#cd os dois sistemas estarao acoplados pe
la interacao de quatro spins (A #0), obrigando-nos a considerar a
"super"-rede (linhas tracejadas da figura 9) que possui também intera-

cao entre segundos vizinhos.

FIG. 9 - "Super"-rede para o modelo de Baxter.
Observe que acoplamentos em diagonais

paralelas sao iguais.
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Para se obter o hamiltoniano de tempo-continuo precisa
mos, em primeiro lugar, escrever a matriz de transferéncia T desse
modelo. As diregdes das interacoes L, e L, sugerem escolher como
camadas as linhas chejas da figura 10. Dessa forma, L2 sera a inte
ragao entre os spins de uma mesma camada, engquanto Ll sera a inte-
racao entre spins de camadas vizinhas. Os estados das camadas K e

K+1 serdo indicados por

K

W= (00,057 «ees ON) (74a)
e
K+1
W= (81485000408 (74b)
onde
Uj = ij (75a)
e
1
(75b)
FIG. 10 - Camadas na super-rede para a matriz
de transferéncia do 8-V simétrico..
Estamos usando condi¢des de contorno periddicas na
direcao de L2, de maneira que Oj:iON+j e Sj:=SN+j’ O que - permite

escrever a func¢do de partigao como
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Zo,= ) Ilexp 2 (Ly 0y S5 + 1, 050,
Y o,stk 3 "2

X exp {§ MO541 S25 S2541 S25e2 T 923-1 925 T2441 Sog)t =

= ) IIexp(Z L,

0. A)
{o,s} K j 2

exp {g @1+ X Syy Sp5up) Og41 Sp4e1 F

+) (L;+Xro } =

3

Y o S

25-1 %25+17 925 *23

K K+l

= 1 nn,afN ek 2 ] T y . (76)

{0,8} K {0,8} K

As definigces de T, e T; na equagdo acima sdo as usuais,
isto &, em T, as interagdes sao entre spins de uma mesma camada e
em Tl estao contidas as interagoes entre spins de camadas vizinhas.
Para escrever a matriz de transferé&ncia como um opera-

2
dor, vamos trabalhar com a base de auto-vetores de o,

chk> = ’ (77)

definir o vetor IpK> do espago produto iIﬂ por

[UK> = HIO.k> (78)
3 J

e introduzir os vetores

oX1¥iZ 1 g ... @ oXY?

: ® ... 1 (79a)

1. =108 ..... 081 ' (79b)
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que atuam nesse espago.

Identificando Gj como auto-valor do vetor G? , podere-

mos escrever T2 (uK,uK) como elemento de matriz de um operador @2
do espag¢o H:
K K, _ __ K51 K
T, (W,1) Zexp § Ly 05 Gup=<H | >, (80)
com
S z 2
T, =exp N L, Oj Oj+2 . (81)

3

O passo seguinte seria escrever Tl também na forma de
operador, mas nesse caso encontramos uma séria dificuldade: a inte
ragao A de quatro spins introduz em Tl um térmo que envolve o si-

nal relativo de spins da camada (K+1), que nao se dei-

523 S23+2¢
xa escrever como elemento de matriz de nenhum operador do espago
H. Dessa forma, vemos nossa esperanca frustrada em razao da impos
sibilidade de se extrair de T um operador unidimensional equivalen
e (hamiltoniano de tempo-continuo).

Antes de abandonar de vez esta abordagem, julgamos opor
tuno examinar o caso A =0 em que o nosso programa pode ser conclul

K+1

do. Nessa situagao Tl(uK,u ) se reduz a

K K+1

Tl(u Y| ) = H exp Ll Oj Sj =
J
L -L
_ 1 1
= Q e 60.,8. + e 6—0.,5.' . (82)
J J° 3 J° 3
Usando as identidades
<g.|1|8.> = §
G]l | J a.,S. (83a)
J J
e
X =
<ogloisy> =6 s ’ (83b)
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Tl(uK,uK+l) pode ser escrita na forma

K K+ Kz K+
Tl(u At l) = <u ITllu l> r (84)
com
L ~-L
Fo=Tlel 1, +e 1 o% . (85)
Loy 3 ]
O operador 51 por sua vez pode ser escrito na forma ex
*
ponencial( )
- LI ox
T, =TNCe J , (86)
J
com
C=(2 senZLl)l/2 (87a)
e
L =-Llomtgr 87
l— 'f n gh 1 . ( b)
Em razao das regras de comutagao obedecidas por 0? ’

a=x,y ou z, T, pode ser reescrito como
1

= )N/Z

T,= (2senh 21, exp ] L} o}j‘ , (88)

3

e consequentemente, a matriz de transferéncia no caso A=0 se .re-

duz a

ol N/2 z z * X
T= (2 senh 2 Ll) exp [:z] Lzoj 0j+2 ]exp g Ll Oj . (89)

Encontrar um hamiltoniano que comute com a matriz ce

transferéncia para qualquer valor de (Ly, L,) & muito dificil. E

(*) Para determinar C e LI

senh e camparar com (85). Podamos também igualar os elementos de matriz de

basta escrever a exp. em (86) em termos de cosh e

(85) e (86) na base em que o™ for diagonal.

e v f i & 16 TAD AL 03 - UaP
BIBLIOTECA DO Ismimiirn £ #1774 € QUIRITA BE SAD L
|
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por essa razao que a semelhanca do que se faz para o modelo Ising(26) ,

~ -
buscaremos um operador unidimensional H através de

T=e"TH (90)
que comute com T pelo menos na regiao critica (1+0). Na equagao
(90) 1 & o espagamento da rede na direcdo do acoplamento LI , cha-
mada direcao temporal, e o hamiltoniano assim encontrado & chamado
hamiltoniano de tempo-continuo fl. Usando a identidade de Baker-
-Hausdorff(28),

P B = exp(A4-B4-% [A,B] + ...) p (91)

encontramos de (89) e (90) que ﬁ se escreve

*

H=-lim = {J@, of 6% +L¥ ) +0@*L) + cte} (92)
3 273 j 172

1
0 T

j+2 1

onde cte==§ 2n(2senh:2Ll) € uma constante aditiva que omitiremos
daqui em diante. Para que os dois termos de H tenham limites fini-

tos, e nao triviais, & necessario que

LI= ST (93a)

L2=AT . (93b)

L1=e . (94)

Isso significa que no limite de tempo-continuo, as constantes de

acoplamento se ajustam de maneira que o acoplamento "temporal" Ll

seja grande enquanto o acoplamento "espacial" L, seja pequeno. Es-
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colhendo o espagamento T como
T=e 1 (95)

e isso & possivel porque T & um parametro arbitrario, teremos

L = T1~>8=1 (96a)

L.=Ahe T ) (96b)
Portanto, de (92),

Z Z X)

H=- %(Aoj 0j+2+0J . (97)

Esse hamiltoniano & aparentemente diferente daquele en
contrado por Sutherland no caso ab=cd (A=0). Entretanto, basta uma
transformagao de dualidade sobre as variaveis o para que os dois re-
sultados fiquem exatamente iguais. Essa transformacao, que & um
analogo quantico da transformacdaoc de Kramers-Wannier, se faz defi-
nindo novos operadores

I o
K<]j

z _ X
Ny+1/2 = X (98a)

Da solugao de Baxter(33) para o 8-V simétrico, sabemos que esse

modelo sofrera uma transicdo de fase quando todos os pesos forem positivos e
a=b+c+d .

Usando as equagoes (73) concluimos que o modelo @ critico quando A=1.
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e
X _ .z z
M541/2 99 9541 ' (98b)
que residem no ponto médio das ligagoes originais.
Substituindo (97) em H teremos
S X X zZ Z

onde fizemos uma redefinicao dos Indices:j » j+1/2.
Para comparar esse hamiltoniano com aquele encontrado

por Sutherland equagao (51), primeiro devemos fazer a rotagao

Z X
nj —>nj (100a)
e
X V4
. -n. 100b
nj > nj ’ ( )

que nao altera a &Algebra desses operadores. Ent3o,
X z z
(15 Sy thnd o) (1o

H=- J x
J

Agora, examinando o resultado de Sutherland, equacao (51), de (54)

e (73), temos que no caso A~ 0

CJ_ 2 2 2 2
r= _2-at*b -c -d =senh2Ll senh 2 L, (102a)
J 2(ab + cd)
x
- J ab - cd

J ab + cd )
X

No limite de Ll-*oo e L2==0, o T do Sutherland resulta

['=e +sLy=A ' (103)



35

0 que mostra que o nosso hamiltoniano H coincide com o resultado
exato (50) na regiao critica associada com a transigdao que ocorre

em
a=b+c+d . (104)

Esse resultado, embora interessante, nao correspondeu a
nossa expectativa que era obter o hamiltoniano de tempo - continuo
para o modelo de Baxter com interagao de quatro spins. Porém, isso
€ impossivel nessa formulagdo de Wegner e Kadanoff uma vez que o
acoplamento de quatro spins envolve mais que dois sitios da rede. E
(41,42)

r

nesse ponto que a conexao, ultimamente muito explorada
tre o modelo de 8-vértices e o de Ashkin-Teller (que sb possui in-
teragao de primeiros vizinhos) surge como uma alternativa viavel.
Na proxima segdo analisaremos em detalhes essa possibilidade.

IT1.2) Modefo de AAthnFTQKZQﬁ(ZO) e dua nepresentacao de Ising

Esse modelo, que & uma generalizagao do modelo de
Ising, caracteriza-se por ter em cada sitio da rede um atomo que
pode estar num dos gquatro estados A,B,C, ou D. A interagao & de
primeiros vizinhos e as energias sao associadas aos pares segundo
a tabela I, onde ja estamos considerando o caso de rede quadrada ,

porém anisotropica.

TABELA I

Possiveis estados dos pares de tamos, com suas respectivas ener -
gias, para o modelo de Ashkin-Teller anisotrdpico.

5
:

AR, BB, CC e DD €0
AB, CD e%
AC, BD eg
AD, BC. sg

Com a=H ou V estamos distinguindo as energias dos pares que estao na horizon -
tal ou vertical respectivamente.
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Como mostrou Fan (43)

, esse modelo admite uma represen
taqu de Ising com os estados A,B,C e D representados pelas quatro
configuragdoes de dois spins independentes e colocados no mesmo si-

tio. A convencdo normalmente adotada & a que segue

A= (+,+), B=(+,-), C=(-,+) e D= (-,-) . (105)

Para reproduzir as energias e?, siao necessarios acopla
mentos apenas entre pares vizinhos, (o,t) e (¢',1'), envolvendo in
teracao de dois spins (oo’ e 11') e de quatro spins (co' t1'), con
forme mostrado na figura (11). A fung3o de partigao nessa lingua-

gem magnética &, portanto,

yon expE5”+K“rr'+ K, 00"+ K, oa'rr] . (106)

72 =
AT f o o 1 2

De (105) e da tabela I, achamos que

a_ o o 0 O
4KO-wOwlw2w4 (107a)
e ’
o o o
4K WA W
e 192 , (107b)
o o
Wiy
4Kg wgwi
e = o a , | (107c)
274
e
o 0. o
4K4 w0w4 _
e = = ’ (1¢74a)
w0y
o -Beq
onde wy = e e B=1/KgT . (108)

Essas equag¢oes podem ser invertidas para dar

o o ol ol
_ KO4-K14-K24-K4 (109a)
wo—-e ’
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o Ko= K} +KJ - K
wy=e ° , (109b)
. K2+K°‘—K‘;—K‘;
w2=:e , (109¢)
e o a o (o]
KX -KX-KY+K
wi‘=e o 1”27 %4 ] (1094)

K%
—-olo—-—o'o——-olo——-o'o
Il o ! T | |
AR !

- -o'o— - —olo— - —olo— - —olo
| | ! | I
I I ! | I
o'o- -—olo- - -olo- - 90—~ —o|o
I I I I
I |

| ' H
00— — —00— — —00-
o= (ZE D

FIG. 11 - Representacao de Ising do mode-
lo de A.T.

Lo de Baxtexn

No modelo de AT as interagoes de quatro spins ocorrem
em diregdes bem definidas, como desejavamos. Contudo, esse moczlo
tem dois spins em cada sitio (modelo com duas camadas), enquanto o
8-V sd tem um (ver figura 9). Para se estabelecer, n- rede, a cone
xao entre os dois modelos & preciso fazer, conforme propds Weg-
ner(44), uma transformagao de dualidade nos spins de uma das cama-

das (1 por exemplo). Essa transformacdo, que substitui a rede de

spins 1 por uma nova rede (dual) de spins u (figura 12), significa
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substituir na funcao de partigao

Y exp ) K1t (110)
{[} <>
por
1-N o
2 D Y exp ¥ e+ ™% , (111)
{u} <>D

onde % & uma soma sobre primeiros vizinhos na rede dual e Ny e o
D
nimero de sitios dessa rede. Maiores detalhes sobre essa trans -

formagao sdo encontrados no Apéndice III e na referéncia (45).

\o/\ /\O/
S
5SS
TN NN

FIG. 12 - Super-rede do AT. Os spins u residem
na rede dual da sub-rede que resi-

diam os spins 71

Aplicando essa transformacao a& funcao de particdao do

modelo de AT,

Kg+Kgoo' (K§+Kioc')'c1'
Z..= Y I e ) T e : (112)

{g} <> {1} <>

ficaremos com
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l-ND Kg‘+ Kg go’ Kcl"+ KZ‘ oo’
Zp = 2 ) m e e +
{o,u} <>
-Ki—K(ch' l-—ND
+ uu' e =2 ) o Wa(oa',uu') ' (113)
{o,u} <>

onde o produtdrio I deve envolver todos os pares de vizinhos pro-
ximos da figura 10f>
Devemos notar que nessa expressao os Spins residem na
super-rede (figura 12) mas os acoplamentos ainda se referem .. aos
spins da rede original. Acoplamentos{K*}entre os spins da super-re
de vao aparecer quando eSCrevermos wa(co',uu') ﬁa forma usual:
ﬁ?+1@*mf—+Kg*co'+-Kz*uu'oo' (114)

W (oo, up') =e 1 .

Igualando (113) e (114) para diversas configuragdes de

o eyu, obtemos as relagoes entre{k*} e {w}:

KOL*+K?*+K;*+KZL*
W (+,+) = u%+w% =e0© , (115a)
S S Ul
w(-,-) = wg— w% =eg© 4 , (115Db)
KM - Ki‘*+Kg‘*—KZ‘*
W (+,-) = wg—wi =e© , (115c)
a, O Kg*-l-K(;*_ Ky - K?IL*
Wa(—,+) = w24-w4 =e . (1154)

Agora o modelo de 8-V entra em cena. Rodando de 45° a
super-rede (figura 12), ficaremos com uma rede semelhante a super-

-rede (figura 9) do 8-V simétrico:
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\,/ /
X | X
// N\ / .\~ y,
o\ /X\ }\ ) °~\ *‘ He
N / N7 N\ S V‘ K2
> > | K Ky, N
/s N |/ P \ S N
A § X X » Pt »
NN \\// f 2
> < | X kH* KY”
/ \ / \ / \ /, | I, 2
Mo % -4 S 0 v

(a) (b)

FIG. 13 - Super-rede do modelo de AT anisotropico
rodada de 45° (a). As linhas tracejadas
representam as interag¢oes entre os spins,

cujas diregoOes e valor indicamos em (b).

Procedendo no sentido inverso de Wu e Kadanoff-Wegner,
desenharemos vértices na rede dual da fiqura 13 e o fator de Boltz
mann W (oc',un'), entdo, representari os pesos dos vértices. Por -

tanto, de (113) temos que

(116)

onde o fator 2 adicional & porque para cada configuragao do 8-V te
mos duas configurac¢oes de spins.

Mas ao contrario do que ocorre no 8-V normal, os aco-
plamentos do AT em diagonais paralelas alternam de valor. Isso faz
com que um mesmo vértice tenha pesos diferentes conforme a classe
de spins (0o ou u) que ocupa a diagonal principal. Dizemos, entao,
que o AT anisotrdpico &, em geral, equivalente a um 8-V alternado.
Rotulando com H(V) os vértices com os spins o(u) na diagonal prin-

cipal, temos os seguintes pesos para os vértices.



Sub-rede (H)
e A o
> >
(o} °

o

WH(+,+) =e

e A o
< <
0] ‘\ ®

o A o
-~ <
7 <
(o] Y °®

« A o
- S~
~ 7
o ﬂ( °
Ky
WH(+,—)=e 1
FIG.
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Sub-rede (V)

> —>
e A o©
* * * * * *
+K§ ” o KV+K\17+K\27+KZ v
za W(+,+)=eo zZa
(o} A Y
< <
o A o
* * * *®
+KIZ H v KV"K\J{"K\;J'KX* \
= b W(-,-)=e® =b
O A o
> ——
e ¥ o
* V* V* V* v*
K K -K 4K/ -K
4 _ H Wey=eo 177277 _ v
O A o
< >
e VY ©
* * * x * *
KI;'KIZ H A KV+K\17'K\27°K§17 v
=d W (-4 =e° =4

14 - Vértices e respectivos pesos para o

modelo de Baxter. Os pontos negros

representam os spins o, enquanto os

brancos (o) representam os spins u.
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modelo, que ja & simétrico, também deixard de ser

Ry = K / (117a)
H* _ _V*
K, =K, ’ (117b)
H* _ _V*
K, =K , (117c)
e
H* - _V*
K4 = K4 . (1174)
'Nessas condigdes, de (115) e da figura 14, temos
W+,+) =al=a’za , (118a)
w*(-,-) =b=b"zp , (118b)
Wli-,4) =W’ (+,-) =cl=¢’ = ¢ , (118c)
e
WH(+'—) =Wv(-'+) = dedvz d . (llsd)
Usando essas relagoes novamente nas equagdes (115) temos
H _ v -
wo+wl—-wo+wl——a ’
H_H_ V_ V_
Wy = W, = Wy w4-b ' (119b)
H, H_ V_ V_
wy + Wy =W wy =c¢ ' (119c)
e
H_ H_ V, V_ .
Wy = Wy T Wyt w, d (1194d)
TRUOTECA DO e T TR E BRI LA B 210 CARLOS -

“\ )A
s st st

| arnne e ORISR » T S -

i e
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Resolvendo para os wg e substituindo-os em (107), obte-

mos a desejada relagao entre os acoplamentos do AT e Os pesos do

8-V simétrico:

| 4K’
e 0= @-AP-ph e °=fk @-H@-phH, (20w
\Y
e4K[1{ _f(a+d) b+c) ’ e4Kl - lare)brd) (120b)
(a-4a) (c-b) (a=c)(d-Db)
A
;KE _(a+d)(a=4d) , e4K2 _(a+c)(a=c) , (120c)
(b+c) (c-b) (b+4d) (d-b}
L | &Y
4 _ (a+d)(c=D) o o 4. flatcei@-b) (1209)
(a-d) (b+c) (a-c)(b+d)

111.4) Hamiltonidvio de Teémpo- Continuo

Uma vez mostrada a equivaléncia do 8-V simeétrico com
o modelo de AT anisotropico, podemos prosseguir em nosso programa
montando a matriz de transferéncia desse modelo para em seguida en
contrar o hamiltoniano de tempo-continuo associado.

Usando a representagao de Ising para o AT, o calculo
da matriz de transferéncia se assemelha muito com aquele do modelo
de Ising. Usaremos como camada as linhas horizontais, cujo estado

s aa K
indicaremos por U ,

K -

_ ] . 2
H (Olk’ Tix 7 Ookr Tox 7 ++e § Oy HMG) . (121)

Entao, le (106),
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K

T3,k T34,k T X2 99k %541,k

z= Y Texp EXKg+K§

{o,7} K 3

V., .V
+ K Tie 541,k O3k Og41,60 P %‘Ko*'Kl Tk T5,ke1 F

A4 Vv
* Ky 05 05 pan Ky O 95 14 Tk TS, kel

K K+1, _ K K+
y oI Tz(uK,uK) Tl(u PH l)= N I T(u ,u ;)

{o 1} K {o,1} K

(122)

onde, a exemplo da secao III.A), T, contém interagoes entre spins
de uma mesma camada enquanto Tl contém interagoes entre spins de
camadas vizinhas.

Para escrever a matriz de transfer@ncia T na forma de

Z Z
operadores, vamos trabalhar com a base de auto-vetores de o~ e 7T :

[0y ) A R ] (123)

e definir o vetor [uK> do espago produto H por

K
> = qlojk>|1jk> . (124)
J

Tomando ojk e Tjk como auto-valores respectivamente de

o§==1OL 8...0 ¢ ©...0 1% (125a)
™~ L. -
e 3—851ma pOSJ.(;aO
¥
2 -17e6...0 1% ©...0 17 , (125b)
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que atuam cada um num sub-espagco de H; podemos escrever

Tz(uk,uk;) = <ukl'leuk> | | (126)

’

onde

- Zz % 7 % Z2 72 7 2
T, = exp %[Kg4-K§ T Tj+14-K§ 0% 954 4—K§ 5 Tje1 95 %54
(127)

Quanto a Tl’ ele & um operador nao diagonal, . .nessa ba .

se, o que acarreta certas dificuldades. Tipicamente um elemento de

= ' = . - L ad
Tl e da forma expKoog', com ¢ Uj,k e Gj,k+1 , € pode ser es
crito como
‘ -
Koo ==<o](eK 19+ e7¥ ) lo'> (128)
em vista das identidades
<o|1%|o'> =5 (129a)
g,c’ ’
e
<o|o®|a'>=6 ' . (129b)
-0,0

k

Levando (128) em Tl(uk,u +l), primeiro para os spins T

e depois para os o, teremos

K Rl KZ+K¥00' K¥+KZOG' .
T, (W, ) =Te <T kl e 1+
J
—'V-Kymf
te Lt e =
j,ktl
KV+KV+ (KV+KV)00' KV-—KV+ (KV-KV)OO'
3 ik ‘ K+l
V,.V,.V,.V v
K +K +K.+RK K+r - -®
1 2 4 lTlG-Fe o 1 2 4 lT Ox'+

o
= g <Tjk[<0jk|{e
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V_ .V V_.V_.V, .V
+eO 1+K2 K4 TX 1T+eKO 1 K2+K4 TX OX}|0 >lT >
jk+1" ' "jk+1
(130)
Usando (107) e (124), obtemos
K K+l, _ K A\ T g \'% T X
T (W, ) =<y I{I;[wo nj L+ o, ILJ oy +
VvV x o] V x x K+1
+ wy T Hj + w, T 3 Hu > , (131)

(o)

onde T? ,'0§ e B% Seguem as mesmas definigSes (125) .

Portanto, o operador Tl se escreve

onde por conveniéncia omitimos os operadores identidades.

*
E possivel introduzir acoplamentos {K } de maneira que

= -

Tl seja escrito como uma unica exponencial:

* oy *
. +
1 TJ K

N
Q
-
<4
~

*
-
Q

- *
Tl=C ;I exp(KO+K

. (133)

X X .= . .
Usando a base em que 0y e Ty sao diagonais, obtemos fa

. *
cilmente as relagdes entre {K } e {w}:

* * * *
KO+-K + K, +K

e 17027 e wX+w\17+w\27+wX=a+d , (134a)
* * % *
CeKO+Kl_K2"K4=wz+w\{_wg-wZ=a—d , (134b)
*+ * .
CeK - Ky Kz"K4=w -w¥+w¥-wz=c+b , (134c)

(@
0
Il
€
|
€
!
€

\4 Vee-
1 stuw,=c b . (1344)
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A segunda igualdade nessas equag8es €& obtida usando as
*
relagoes (119). Resolvendo para os {x } em funcido dos pesos a,b,c e

d e comparando-os com as relagoes (120) obtemos

K:;:‘ 11‘6' (a® - a%) (c?- % =Kg (escolhendo C=1/2),
(135a)
A e R i I (1350)
SR R R Er e T (1350
. ‘
Ky=-F 0 (Prore—ar=ky - (1354)

Com isso temos a seguinte expressdo para a matriz de transferéncia

=1 H, H 2 _% H 72 Z
T=3 g exp(KO-i-Kl Tj Tj+1+-K2 Oj Oj+l +
H 2 2 Z 2 H H x H x
+ Ky TS Ty41 O3 0j+l) exp(KO+K2 Tji-Kl o5 +
H x x
+ K . O .
4 73 J) (136)

Uma vez obtida a matriz de transferéncia na forma de
operador, procedemos como na segao III.1 para obter o hamiltonia-

no de tempo continuo:

1 Z 2 z 2z zZ 2 7 2
H= iig = % (K?,rj Tj+14-K§ Gj 0j+l*‘K§ T Tj+l cj o541

X X X X 2
+1<;[rj+1<‘li 0j+KIZ Tj 0j+o(K)) . (137)

Para que esse limite exista, devemos impor que
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Kj =1 | (138a)
H\
Ky=Trt (138b)
e
KI; =-At , (138c)

onde ja fizemos a escolha para o espagamento temporal T.

As equagOes acima, da mesma forma que no caso ab=cd
(A=0), exigem que os acoplamentos horizontais (espaciais) sejam
pequenos. Isso implica que os {K*}, dados por (135), também devam
ser pequenos. Entdo, de (134) os pesos a e c sao de mesma ordem, en

quanto b e d sao ambos pequenos:

R

azc (13%a)

b=xd=0 . (139Db)

Dessa maneira os acoplamentos verticais (temporais), dados pelas
equagoes (117), ficam arbitrariamente grandes. Sob as condigoes

(138) , nosso hamiltoniano de tempo-continuo se escreve

Z 2 Z 7 zZ 2 Zz 2z X
H=- )(t, t.,,+Tol o, ,-AT.T.,, 0. o, -+ 10 +
g J 3l j 3+l J 3+l 73 ol J
X X X
+ 0. =ATL Ol
i j % ) ' (140)

que aparentemente nada tem a ver com o hamiltoniano xyz de Heisen-
berg. No entanto, devemos lembrar ao leitor que estamos trabalhan-
do com dois conjuntos de operadores independentes residindo no mes
mo ponto, situagao completamente nao usual em se tratando de mode-
lo de oito vértices. Um ponto a nosso favor & que podemos facilmen
te eliminar esse incoveniente, fazendo uma transformagao de duali-
dade (& semelhanga do que foi feito na segao III.3) numa classe de
spins (t por exemplo). Introduzindo, entd3o, spins u nos pontos mé-

dios das ligagoes, definidos por
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p 4
Mo = I T (141a)
i+1/2 k< 3 k
e
X _ .7z 2
uj+l/2—Tj Tj+l ’ (l4lb)
teremos

Z Z 2 X

—__ vf|.x Z _
H= § Hi41/2 1005 0547 7805 Ouyy M4y 7

2 X x 2 Z

Z
+ r“j-l/z uj+1/2+0j - Ao’

3 uj—l/z uj+1/2 ] . (142)
Uma vez separados os spins, vamos fazer mais uma transformagao de
dualidade, s0 que agora em todos eles, com o mesmo objetivo daque-
la da segdo III.1l, equagao (98), ou seja, de colocar operadores de
spin em posigOes correspondentes as ligagoes dos vértices (veja fi
ra 15). Chamando os spins o e p indistintamente de n, definiremos

spins S tais que

X Z 2

Si+1/2 T N5 Ny41/2 (143a)
e
Z J X

k=0,1/2,1,..

Antes porém de utilizar os spins S, vamos usar ~ dque

n§==ﬂ.(spin de Ising) para reescrever H convenientemente:

- _ ' Z Z Z X
SR R I VARG TS VEIRE S B K Ve I

_p pZ 2 y/ Zz x + Xy
N5 M5+1/2 N3+1/2 M5+1 Nj+1/2 N5

-

+rn? 2 % Z - an¥X p? n% nZ 2
"3-1/2 M3 M3 M1z 700 Ng-1/2 M5 Ny Nye1/2)e

(144)
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’ ! ' ! I
rge o) i ! ! ! i
' P ! ! i
*0—} —eo0—+ t ocri = |
i i 2 | 3
a | ! ! '
I- T.D.v i | i ! !
T3 > |
29 T.D. 2 L 2 | e
' " i I '
v k%% =3
| 2 3 4 5
FIG. 15 - Limite de tempo-continuo (t1-+0) e

transformagoes de dualidade (T.D.)
para o modelo de AT. A la. T.D. se
para os spins(d dos spins(e), en-
quanto a 2a. T.D. coloca spins S
nas posigoes correspondentes as 1i
gagoes dos vértices. Observar a mu
danca de escala introduzida depois
da 2a. T.D.

Agora & facil substituir (143) e obter

- _ X X Y oY zZ Lz
H g(rsi Si4p tAS] S{41* Sy Si+1] (145)

com uma redefinigao conveniente do parametro de rede, conforme fi-
gura (15).

- X z z X .
Apds uma rotagao s*+-s” e s” + s° obtemos um hamilto -
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niano que tem exatamente a mesma forma daquele encontrado por
BSutherland, equagao (50) . Resta analisar os coeficientes T' e A .

Das relagdes (120) podemos escrever

exp(-2k] - 2kh) = {&2Rl (1462)

(a+ d)

exp(-2k1 - o) - (a=d) (146b)
(a+ ) ’

exp (--2KI2i - 2KI;11) -lbtc) ' (146c)

{(a+ 4d)

que apds uma expansao, até primeira ordem, das exponenciais forne-

cem
K? - {(b+d) , (147a)
2 (a+d) :
K;_I = ..(.E_:L) , ‘ (147b) °
2 (a+d)
e
H d-Db
ki = {d-Db) (147¢)
2(a+d)
Nessa aproximagao, os coeficientes sao dados por
H
K
r=_2_-f{a-¢c) (148a)
H (b+4d)
X
e
H
=K
A= 4 _ (b-4d) , (148b)
H (b+4a)
X1
que também sao iguais aos acoplamentos de Sutherland, - equagoes
(51), no limite a~c e b,d= 0, conforme mostramos abaixo

T _afapteted | (ato) @ty ¥ b b=d) , a< _

2
I,  2(E+cd) 2[(a+c) (b+d) + (a-c) (b-d)] b+d

(149a)
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=A (149b)

Iy _ab-cd _ (atc) B-d) + (@a=c) b+d) _ b-d
JX ab+cd (a+c)(b+d)+ (a-c)(b=-4d) b+d

Note que essa aproximagao nao muda a condigao de criti

calidade do 8-V que, tanto no exato quanto no. aproximado, & a = b+

+c+d, isto &, I =1(46)
Para comparar com os resultados da segao III.1, onde
obtivemos o hamiltoniano de tempo continuo para o caso de A=0

(Ising dobrado), vamos retornar & linguagem magnética e reescrever

os coeficientes como

a-c 2Ll senh(L2+A)

T= —=Z = ¢ (150a)
b+a cosh(Lz-A)
e
A= 222 - tann (A-L,) (150b)
b+d

onde fizemos uso das equacgoes (73).
Para garantir que estamos trabalhando na regido criti-

ca, precisamos impor que

= =——=1 , isto @ a=b+c+d ' (151)

e além disso que b e d sejam pequenos, caso contridrio nao valeriam

0s nossos resultados. Isso feito temos que

Ll*-w ’ (152a)

L,+0 , (152b)
e

A+-L, . (152¢)

Substituindo em (150) ficamos com

A=tanh(2X) , (153a)
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que no caso A =0 (Ising dobrado) se anula. Nesse caso também temos

que

‘ senh(Lz) L
1
e cosh(Lz) e

e portanto esse hamiltoniano, para o caso A=0, & idéntico aquele

obtido na secdo III.1l, equagao (99).

111.5) Coxnespondencia entre operadores do AT e do 8-V

Um sub-produto do cidlculo desenvolvido nas segoes ante
riores & a obtencao da conhecida correspondéncia entre o operador
"crossover" do AT e o operador energia do 8-V. No contexto do pre-
sente trabalho, essa conexao & estabelecida de maneira transparen-
te. Para isso, comecamos reescrevendo o hamiltoniano de Heisenberg

na forma

ill2 .
. SZH] ' (154)

que exibe o operador‘*”)
sY s¥,1 - 5% Sim1 ss)

identificado como o operador energia do modelo de 8-V por estar as
sociado ao coeficiente (1-T), que & zero na transigao e portanto
proporcional a (T—Tc)/TC.

Da mesma forma, a parte diagonal da matriz de transfe-

réncia do modelo de Ashkin-Teller, eq. (127), pode ser reescrita

como

z z z z
+ Kg)(cj Oj+l + Tj Tj+l) +

=]

Il

]

3
. ™
—~—
ok
+
Nl
i

NHﬂ
L
N’E

Zz Z Z Z - (156)
K? (o O3+1 jTj+1)4'KE 374+1 °3°3+l}
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0 operador(48’49)
z 2 z _z
Oj Oj+l - Tj Tj+l y (157)

. . s H H -
associado ao coeficiente Kz--Kl e chamado operador "crossover", é

o que quebra simetria entre as sub-redes (uma com spins T e aoutra

com spins o).

A seguir acompanhamos o efeito das duas transformagoes
de dualidade, equacgdes (141) e (143), sobre o operador (157). Pela
primeira,

VA V4 Z Z z z X

O35 9541775 T341”

e pela segunda transformagao

z z X

O3 95417 N+1/2 7
que & exatamente o operador energia do 8-v.

Ent3o, a presenca do operador energia do 8-V, T'#1 (ver
eq. 154), ou seja, K?#Kg, implica no aparecimento do operador "cros
sover" do modelo de Ashkin-Teller e portanto pode-se dizer que o
operador energia do 8-V & o quebrador de simetria do modelo de

Ashkin-Teller.

Essa correspondéncia, que & fundamental para a ocbtengao

dos expoentes criticos do modelo de Ashkin~Teller(42), foi inferi-

da independentemente por Kadanoff(48), Knops(so) e den Nijs(47) a

partir do mapeamento dos dois modelos no chamado modelo gaussiano

generalizado(SI). Na verdade a relagao sO & obtida no caso Ising

(A e K, iguais a zero) e o argumento para que ela continue valendo

4
fora desse ponto, esta baseado na existéncia de um operador margi-

nal em cada um dos modelos.
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APENDICE 1

DETERMINACKO DO HAMILTONTIANO ASSOCIADO A0 MODELO DE BAXTER

Vamos utilizar a equagao matricial (44) para calcular

os acoplamentos do hamiltoniano H em termos dos pesos w,.. Ini-

XyZ
cialmente vamos trabalhar com um modelo de 3 vértices geral e no
final particularizar para o simétrico.

Vamos procurar por matrizes Bj iguais as matrizes Aj »
exceto pelos pesos w,. que serao trocados por pesos Br:

+
0 0 + -+
B193°5 83959 B 0 B95
B. = (r.1)
j + -5t
g %3 +Bd0] 8403 B0 3%

Os elementos (1,1) das matrizes envolvidas em (44) sao,

do lado direito,

(B, A

5By TRy By, T (B 3= wBy)o} 05 *

5 %
+ (Bawy =By 3)"3+1 41

+ (Bdc B w)o °3 + (B Bdw) °3 °3+1 ’ (I.2)

e do lado esquerdo,

_ 2 4 - - + =
(Ay2y )y 1= (g Wy)" 05050447 Oy Wydwy 0504 +

* (W) = wgwz 0505

+ +
+ww, 0, O

+ (W - w,) w of o
17 W3) Wy 044y Og4y TOMg 95 O44

2 + - 2 - +
+wd0j + w_ 0.0 +w W, 0. 0. +u)2

Iy417 Yo %5 %3417 %M 95 Y541 3 . (I.3)
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Para calcular o comutador dessa expressao com H, & me-

- + -
lhor escreve=-lo em termos de ¢ e 0O :

+ + + -
Hy g4 = 49,95 °3 0441 © 3+1 =203, -H) 044 954
+2MH=-J) o 0T 4T +J -2iT) oo . +
2”3 73 X 'y s’ ) I+l

+ + +
+ i . -
(JX4-Jy+-21 JS) 03 oJ 4—(J J ) o. Uj+l +

+ (JX—Jy) cj cj+l - 2H . (r.4)

" Entao,

.2 2 2 2 _
[Aj Ay Hj,j+l:|l'1 = [‘“’d we) Iyt (bg=u) I,

., 2 2 + -
- 21(wd wc) Jé] oj Oj +
2 2 2 2 + -
+ [( W w) It (w wd) Jy+2i(wc+wd) Js]Uj+1 041 +

2 2 2 2 + +
+ I:(u)l w3) JX— (wl—w3) Jy 4w wd H] J j+l +

2 2 2 2
+ [(wl w3) JX— (Awl-w3) Jy+4w w3 H:| J 3+l . (r.5)

Igualando esse resultado dquele da equagao (I.2), ope-

rador por operador, obtemos apenas duas equagoes linearmente inde-

pendentes:
(wé-wi) Jx+ (wg - wz) Jy - Zi(wé + wi) Js= w163 - Blw3 ' LI)
(wi—wg) JX- (wi-wg) Jy-2 0 Wy H= Bcwd—Bdwc . (I1)
Observando a estrutura das matrizes A, ou B.,,  vé-se

que as equagoes correspondentes aos elementos de matriz (2,2) da
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equagao matricial (44), podem ser obtidas das anteriores pela subs

tituicao

Wy & Wy Wyo Wy O Wy ’
(L.6)
Com esse procedimento obtemos,
2 2 2 2 2.2
(wc wd)Jx+ (mc wd)Jy—21.(mc+oud)Js~—Bzuo4 B4w2 ’ (I1I1)
2 2 2 2 | _ :
(w4 w2)Jx - (w4-w2)Jy—2wdwc H = Bcwd Bdwc . (v)
As equagoes correspondentes aos elementos de matriz

(1,2), de (44), sao obtidas de maneira completamente analoga e os

resultados s3ao os seguintes
(w2+w4) (wd-wc)Jx+ (w2+w4) (wd+ wc)Jy— 2wd((ul+ oo3)Jz -

- Ziwd(w2+w4)Js- de(wl- w3)H=-Blwd+ Bdwl+ B3wd— Bdw3 W

(w2+w4) (wd—wc)Jx— (w2+w4) (wd+ wc)Jy+ 2u)c(wl+ w3)Jz -

- Ziwc(w2 + cu4)JS + ZmC(wl- m3)H = —Blwc+ Bcwl+ B3wc— Bcw3 (V1)

(wl+ w3) (wd—wc)JX+ (wl+w3) (wd+ wc)Jy— 2wd(w2+u)4)Jz +

+ 2iwd(wl+w3)JS+ 2wd(w2— w4)H=-Bdw4+ B4wd+ Bdwz— Bzwd (VII)

(wl+ w3) (wd—wc)JX- (wl+ w3) (wd+ wc)Jy+2wc(w2+w4)Jz +

+ Ziwc(wl+ w3)Js + 2wc(w4 - mz) H= -Bcw4 + B4wc + Bcw2 - Bzwc (VIII)
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)J (ww+ww)J+2wa+

(w 4 y T 0q3

at s )

+ 2iw.w, J - 20w

02 Jg— gy B = = Bywg+ Bug (IX)

(wcw2 d4)J + (w w2+ww)J - 2w Y3 Jz+
+ 21wcw2 JS + 2wcw3 H=-B3wc+ Bch (X)
(wcwl— wdw3)Jx- (wcwl+ wdw3)Jy+ dewz JZ -
- 21wdw3 JS- dewz H=—Bdw2+ Bzmd (xXI)
(wcw3— wdwl)JX+ (wcw3+wdwl)Jy— 2wcw2 Jz -
- lecw3 JS+2wcw2 H=—Bcw2+ Bzwc . (X11)

As substituigdes (I..6) nesse caso nao nos dao novas e-
quagoes porque os elementos de matriz (1,2) e (2,1) de A, ou Bj
sao hermitianos conjugados.

Temos, entdo, um sistema de 12 equagoes, (I) - (XII) ,

e 10 incdognitas, que apenas sob certas condigoes dos pesos W sdo

compativeis. Pode-se resolver esse sistema de equagSes, no caso

isto &, 6-V simétrico, e também para
_ 2 2
+w3w4—wc+wd '

wiwz

conhecido como modelo de fermions livres e finalmente no caso do

modelo de 8-V simétrico onde
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Neste caso, as equagoes (I) - (XII) reduzem-se a
(@-cha + (dz—cz)Jy—2i(d2+c2)JS=Ba—Ab (1)
(a® - 127, - (a2—b2)Jy— 4cdH = Cd- De (1I)
(?-adg + (c2—d2)Jy- 2i(c° +d°)J_=2b-Ba (II1)
(b2—a2)JX— (b2—a2)Jy—4ch = Dc-dcC (Iv)

(I) + (III) ~» Js=0 ’

(IT) + (IV) > H=0

Substituindo esses resultados nas outras equagoes do

sistema, obtemos

(a+Db) (d- c)Jx+ (a+b) (d+ c)Jy- 2d(a+b)Jz =

= -Ad+Da+Bd-Ib ' (II1)

(a+Db) (d-C)Jx— (a+Db) (d+c)Jy+20(a+b)Jz =

= -Ac+Ca+Bc-Cb , (v)
(cb—da)Jx- (_cb+da)Jy+ 2d J, =-Bd+Tb , (VII)
’(ca—db)Jx+ (ca+ db)Jy-Zcb Jz=—Bc+Co . (VIII)

Vamos combinar essas equagoes de maneira a eliminar A,

B, C e D. A operagao

b(III) + (b= a) (VII) - d(I)

resulta numa equagao sbd nos acoplamentos Jx' Jy e Jz:
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(b2d - 2abc + a2d- d> + <ic2)Jx + (b%d+ 2abc+aZd-do+ dcz)Jy-

-4adez=0 . (1.7)

Da mesma forma,

b(IV) + (b-a) (VIII) - c(I)

fornece

2 2

(2abd-b"c-cd +c3-azc)JX- (2abd+bzc+ cdz--c:s-*-f:*.zc)Jy +

+ 4abc J, = 0 . (I.8)

De (A.7) e (A.8) & facil tirar que:

_ . _ L2 2 _ 2_ 2
Jx' Jy. Jz = 2(ab+cd):2(ab~-cd):a " +b c d .

Procuramos também resolver o modelo de 8-V com campo,
wl#wz ’ w3=w4=b roWgr Wy

mas as equagoes (I) - (XII) mostraram-se incompativeis, de maneira
que para esse modelq, nao existem as matrizes Bj’ da forma que
procuramos, que satisfagam a equagao (44). Isso nao significa, en-
tretanto, que nao exista um operador H que comute com a matriz de
transferéncia, uma vez que a condigao (44) & suficiente, mas nao

necessaria.
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APENDICE 11

VERIFICACAO DA IGUALDADE ENTRE 0S HAMILTONTANOS H e 1

Mostraremos nesse apéndice que os acoplamentos pi en-
contrados por Baxter, equacdes (70), sdo iguais aos obtidos por
Sutherland, equagoes (51).

Para isso serao necessarias algumas propriedades das
fungdes eliticas de Jacobi, que podem ser encontradas por exemplo
na Tabela do Gradshteyh—Ryzhik(39),

Definindo T' e A por

de (51) e (56) teremos

~en?(v) dn® () sn® () ~an® (V) en(g)sn (2) + an® (2) s (2) dn (g) +

F:
en? (V) sn (2)dn? (£)=dn” (V) en® (£) sn () ~en® (z) sn (£)dn (T), +

+ snZ (Vyen? () dn2 (2)

(II1.1)
+ sn (V) en? (2) dn? (2)

po ment(Vsn® (£)dn’ (¢) + dn’ (V) s’ (2) cn’ (2) - cn (g)sn’ () dn® (3) +

a? (V) sn? () an’ (2) - dn? (V) cn? (2) sn> (2) - cn® (C)sn (5)dn2 (T) +

+ sn (V) en? (¢) dn’ (¢)

(II.2)
+ sn® (V) en® (2) dn? (z) |

onde por comodidade n3o colocamos o mddulo & das fungoes eliticas.

Utilizando as identidades
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2

a) dn2(6,£)==1- 2 snz(e,z) ,

2 2 (I1.3)
e b) sn"(8,2) =1-cn (6,42)

no numerador de (IL.1) ficamos com

—en? (V) sn? (2) + 22 (V) sn? (1) - en? () sn2 (2) + 22sn2 (V) en? (2) sn2 (1) +

+ en? (g)sn? (z) - £2en® () sn’ (2) + sn? (V) en? (¢) - 22en? (V) sn? (2) en? (z) =

= —en® (V) sn® (2) + 22en® W sn? (2) - 2a? (@) sn (@) +sn? (W) el (1) =

® (2 @) -’ W) 1- 2@y . (IT. 4)

Levando as mesmas identidades ao denominador de (II.1l)

teremos

cn2 (V) snz(c) - Sch:n2 W) sn4(c) - cnz(z,')snz(c) + !Lzsn2 (V) cnz(c)snz(c) -

—cnz(?;)snz(c) + £2m2(c)sn4(c) + sn2 (V) cnz(c) - !Lzsn2 W cnz(c)snz(c)=
®) (@? (@) - ® W) (@? () - sn? () + Pen’(z)) @

= (@2 (2) - W) (en® (¢) - sn>(Z) an(7)). (11.5)

Portanto, de (II.4) e (II.5)

(II.6)

en? (7) - sn® (z) an® (1)
Usando a relagao

cn(UtV,2) = en(Uyen (V) + sn(U)sn(V)dn (U)dn(V) , (1I.7)

l-zzsnz(u)snz(v)

temos,

r= —1 , (II.8)

cn(2z)

que & exatamente a relacao entre os coeficientes pé e pi de Baxter,

equagBes’ (70) .
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Quanto a A, seu denominador & igual ao do (B.1l), ja

calculado, e o numerador &

2 an? (@) + (@2 (V) ~dn®(2))sn? (Q)en®(z) . (II.9)

(?(Z) - en

Com as identidades (a) e (b) podemos reescrevé-lo como

(0 (2) - cn? (V) )dn? (2) - 22 (sn® (V) - sn (2) ) sn® (£) en’ (Z)

B (r2(2) - a? W) (@ (@) - 2%sn? (2) (7)) . (I1.10)

Portanto, de (II,5) e (II.10) obtemos

an’(z) = 2%sn(x)en® () _ an(2r)

: ’ (I1.11)
en® (1) - sn®(z)an® (1) en (27)
onde além da relagdo (B.7) utilizamos també&m que
=2
dIl(UiV,Q,) = dn(U)dn(V) + % Sn(U)Cn(U)Cn(V) . (II.12)

1-22sn2(U)sn2(V)

Das equagbes (70) vemos que

p'
A= —% .

[ ]
Py
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APENDICE 111

TRANSFORMACKO

A fungao de partigao

nético é
S '
Z= I eKTT
{1} <>
s
onde I
<>

significa produtdrio sobre as ligagoes da rede e

DE DUALIDADE

do modelo de Ising sem campo mag-

(IT11.1)

é

{1}

uma soma sobre as configuragoes dos spins T numa rede com N pontos

e sujeita a certas condigoes de contorno.

Em termos de um novo

KTt
ver cada fator e como

onde K* e C sao determinados por:

éenh 2K sen 2K* =1 ’

(% sen2K)l'/2 .

C
Dessa forma,

Z =‘(%- sen 2K)s/2

s
{Z} T (X +10r K%
TS <>

acoplamento K*, & possivel escre-

(ITI1.2)

(I11.3)

(ITI.4)

(III.5)

No desenvolvimento do produtdrio nds obteremos uma so-

ma de produtos do tipo
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J(STPIR*=DbK* ., (III.6)

- - -K* .
onde b & o nimero de vezes que TT' e comparece nesse produto

Para que esse termo contribua para a fungdo de particao, & preciso

que TlTi ces Tng"l, ou seja, que cada spin comparega um niilmero
n

2 - s .
par de vezes (1~ =1). Em caso contrario, como 2 Ti==0, ele se anu

laria. Representando a ligagdo t1' por uma barégi isso significa..
que apenas caminhos fechados contfibuem.

Vamos definir uma nova rede, a rede dual, cujos sitios
sio os centros das células unitarias da rede original. Colocando
spins u na rede de maneira que tenham sinais contririos toda. vez

que entre dois deles existir uma barra e mesmo sinal na auséncia

de barra, o termo

(s=b) K* - bK*
e

(ITI.7)
pode, entao, ser representado por
s
1 K*uu'
e*” : (III.8)

A cada valor de b correspondem duas configuragoes dos

spins p: uma com {p} e a outra com {-u}. Portanto,

S * —R* S .
il (eK +1T1' e K ) = % 2 il eK HH , (I1I1.9)
<> {u}<>D
s
com I produtdrio sobre as ligagoes da rede dual.
<>
D Substituindo (III.9)em (III.5), e usando que 2 l=2N, ob-
{t}
temos
N-1-s/2 s/2 S K*uu'
7 =2 (senh 2K) Yy I e . (III-10)

{ul <5
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O que fizemos foili escrever Z em termos de spins e aco-
plamentos de uma nova rede. Com K* definido por (III.3) essa & a cha
mada transformagao de dualidade, que foi usada por Kramers e
Wauﬁer(45) para determinar a temperatura critica do modelo de Ising
bidimensional, antes mesmo que Onsager o resolvesse exatamente.

A fungao de partigao dada por (III.5) apresenta-se mis-
ta, no sentido que ela contém spins da rede direta (1) e acoplamen
tos da rede dual (K*). E possivel fazer o contrario, ou seja, es-
crever Z em termos de spins da rede dual e acoplamentos da rede di
reta. Isso pode ser interessante (como o foi na segdo III.3) gquan-
do se quer relacionar os acoplamentos das duas redes. O procedimen
ta & simples e consiste em fazer a volta da rede dual para a dire-

ta, na equacao (III.10), pelo mesmo procedimento que nos levou da

equagao (ITI.1) & equagao (III.5), sO que feito na rede dual:

o . . S 1k
2= 2 (qern 2052 Gserh k0 ¥? T 1 @ &)
{u} <>D
N-1-s S K -K*
=2 Y T (e +w'e ) . (ITI.11)
{t} <

D

Usando a relagao topoldgica N+ N_=s+ 2, valida para

D
redes planares, onde N & o numero de sitios da rede dual, obtemos

exatamente a transformagio usada na segao III,3, equagao (113).
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