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RESUMO

Neste trabalho um novo formalismo é desenvolvido para o estudo de
sistemas de spins classicos com interagoes regulares ou aleatdorias na rede  de
Bethe. Esse novo formalismo consiste essencialmente na introdugao de um spin
fantasma cujas interagoes com os spins da superficie da rede simulam um | eampo
magnético externo. Com a introdugao do spin fantasma e das ligagoes que repre-
sentam sua interagac com os spins da szpeﬁficie; a érvo.re de Cayley & transfor-
mada na arvore de Cayley fechada assimétrica. A estrutura hierarquica dessa ul-
tima permite entao a aplicagao das técnicas do grupo de renormalizagao no espa-
go real na determinagao das propriedades locats de sistemas de spins. Neste tra
balho sao estudados os modelos de Ising, Potts e Ashkin-Teller com  interagoes

regulares e aleatorias com énfase na determinagao de seus diagramas de fases.

Os diagramas de fases dos sistemas regulares sao determinados do es-
tudo das propriedades dos atratores de um mapeamento que relaciona a magnetiza-
eao no topo de uma rede com s+l camadas com a mesma quantidade em uma rede com

uma camada a menos.

No caso de sistemas aleatorios esse mapeamento é escrito em  termos
da media e da variancia das distribuigoes de probabilidades dos campos extermos
efetivos que atuam nos topos dessas redes. Para o vidro de spin de Ising, esse
mapeamento reproduz as equagoes de Sherrington e Kivkpatrick. Nos demais mode-
los os mapeamentos obtidos correspondem a generalizagoes dessas equagoes. A sim
plicidade tecnica e concettual do formalismo desenvolvido, possibili‘ta a deri-
vagao de equagoes de Thouless, Andersom e Palmer generalizadas para os  vidros

de spin de Potts e Ashkin-Teller.

Pinalmente, & apresentado wm procedimento direto e algébricamente fa

eil para a obtengao da energia interna de todos esses sistemas.
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"ABSTRACT

In this thesis the Ising, the Potts and the Ashkin-Teller models,
with random or regular interactions, on a Bethe Zatticé, are studied using a
new formalism. The formablism 18 essentially based in the introduction of a
ghost spin whose interactions with the spins in the surface mimick an exter—
nal magnetic field. The presence of the bonds associated with these interac-
tions transforms the Cayley tree into the asymetric closed Cayley tree. The
hierarchical structure of this latter treé enabies one. to use the real space
renormalization group techniques in the determination of the properties of the

systems.

The phases diagrams for regular systems are determined studing the
properties of the attractors of the mapping which relates the magnetization in

the tops of two trees with s+1 and s shells.

For random systems the mapping relates the means and variances of
the probability disim:butions of the effective external magnetic fields acting
in the tops of these two trees. In the particular case of the Ising spin glass
this mappiﬁg gives the Sherrington-Kirkpatrick equations. In the other cases
i1t corresponds to generalizations of these equations. The technical and
conceptual simplicity of the formalism also enables one to cier'ive the genera-
lrzed Thouless, Anderson and Palmer equations for Potts and Ashkin-Teller spin

glasses.

Finally a straightforward and algebrically simple procedure to

derive the internal energy of all those systems is also shown.
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CAPITULO I

INTRODUGCAO

Neste trabalho desenvolvemos um novo formalismo para o

(1)

estudo de sistemas de spins na rede de Bethe e o aplicamos para
os modelos de Potts e Ashkin-Teller com énfase na determinacao de

seus diagramas de fase.

A rede de Bethe, apesar de apresentar uma topologia bas-
tante peculiar sendo por muitos considerada como uma pseudo-rede,
tem sido largamente utilizada no estudo de problemas envolvendo sis

temas de muitas particulas(z_lo)

. O interesse despertado por essa
rede se deve principalmente as sequintes razdes: em primeiro lugar,
€& possivel obter-se solugoes exatas o que, por si sd, & razao mais
do que suficiente para justificar sua utilizagao. Em segundo lugar,

como foi primeiramente observado por Kurata, Kikuchi e Watari(ll),

a aproximagéo de.Bethe—Peierls para o magnestismo(lz_ls) e exata
na rede de Bethe. Essa Gltima observagéo permite concluir-se entao,
que a solucao exata de modelos de spins nessa rede corresponde a
aproximagao de campo efetivo de Bethe-Peierls para redes de Bravais.
A idéia basica dessa aproximagdo, introduzida nos anos de 1935-36,
€ tratar exatamente as interagoes de um spin com seus primeiros vi

zinhos, substituindo os efeitos dos demais spins do sistema por um

campo efetivo.

Foi exatamente esta propriedade da rede de Bethe que nos
motivou a utiliza-la em nossos estudos. Dessa forma, podemos afir-
mar que o objetivo desse trabalho & desenvolver e aplicar a alguns
exemplos um novo formalismo para a construgao de teorias de campo

médio para sistemas de spins.

Nessa introdugao faremos uma breve recapitulagao dos re-

sultados conhecidos, o gue permite uma apreciagao da motivagao do



nosso trabalho. Os resultados originais estao expostos nos capitu-

los seguintes.

1l.1. Teorias de Campo Médio para o Vidro de Spin de Ising

Dentre os problemas solucionados nesse trabalho des-

tacam-se, por sua importancia, os referentes a sistemas aleatorios

também clamados de vidros de spin.

O termo vidro de spin foi originalmente introduzido
(16)

por Coles para denotar um conjunto enorme de ligas metalicas
éom impurezas magnéticas substitucionais, das quais a liga AuFe &
o exemplo mais classico. Essas ligas apresentam uma fase a tempera
turas muito baixas, conhecida como fase vidro de spin, na qual os
momentos magnéticos se encontram aleatdoriamente congelados de modo
que, a magnetizagao liquida & nula. Nessas ligas a interagao predo
minante entre as impurezas mégnéticas & a interacao de troca de
Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY)(17-19). O carater oscilatodrio
dessa interagao & considerado o responsavel pela existéncia da fa-

se vidro de spin(zo).

Posteriormente foram descobertos inGmeros outros sis

(21,22) .
temas que apresentavam essa fase , fazendo com que o concei-
to de vidro de spin se tornasse muito mais abrangente. Atualmente

(23)

€ bastante aceita a definicao de Binder que classifica os vi-
dros de spin como sistemas magnéticos nos quais as interagdes en-
tre os spins estao em conflito umas com as outras devido a algum

tipo de desordem temperada presente no sistema.

Do ponto de vista tedrico, a exigéncia de que a de-
sordem seja temperada, introduz uma dificuldade adicional no pro-
blema. Como foi demonstrado por Brout(24), a média sobre a desor-

dem temperada deve ser efetuada na energia livre ou nos observa-



veis e nao na fungao de partigao. Para resolver esse problema

(25)

Edwards e Anderson. (EA) numa das primeiras teorias de campo me-

dio para os vidros de spin, utilizaram a teécnica conhecida como

truque das réplicas. Esse truque foi'primeiramente utilizado por

Kac(26) e consiste em fazer uso“da identidade:

. 1
inZ = 2im n

(z" - 1) | (1.1)
n-+0

que possibilita transformar a média sobre o logaritmo da fungao de
particao, na média sobre a fungao de particao de um sistema consti
tuido por n réplicas do sistema original nao interagentes. Nesse
modelo os spins sao classicos e a desordem & simulada considerando
que as interagOes entre eles sao variaveis aleatdrias que obedecem
a uma distribuicao de probabilidades Gaussiana. Com essas sSuposi-
¢Ooes EA mostraram a existéncia de uma temperatura critica Tg_abaixo
da qual os spins se encontram congelados emposicoes aleatdrias.Além
disso, foram capazes de mostrar também que a susceptibilidade mag-
nética apresenta uma clspide em Tg' 0 que € uma das caracteristi-
cas experimentais mais importantes dos vidros de spin. Esse modelo
entretanto, apresenta também aspectos negativos. Dentre eles o mais
importante & a previsao de uma cispide no calor especifico em T _,

g9
0 que nunca foi observado experimentalmente.Em 1975 Sherrington e

Kirkpatrick (SK)(27’28)

lancaram as bases da que seria, pelo menos
até o momento, a mais bem sucedida teoria de campo médio para os
vidros de spin. A idéia basica desses autores consiste na aplica;
cao da teoria de EA a um sistema de spins de Ising, com a suposi-=

cao adicional de que as interagles entre eles tém alcance infini-

to.

Seguindo o exemplo de EA, no modelo de SK, as intera
¢Oes sao aleatdrias e obedecem a uma distribuigdo de probabilida-

des Gaussiana definida por: -
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P[Jij]= [N/2732] exp[—N(Jij—Jo/N)Z/ng] (1.2)

A divisao da média e da variancia dessa distribuicao

(27)

& feita no sentido de se obter um limite termodindmico razoavel

Observe que como as interagbes tém alcance infinito um spin qual-
quer é primeiro vizinho de todos os demais de modo que a Hamilto-

niana para esse sistema pode ser escrita como:

H=-1 J,. S, S, (1.3)
1) 1 3 |
<ij>

onde a soma deve ser tomada sobre todos os pares de spin no siste-

ma.

Através da utilizacao do truque das réplicas SK, fo-

ram capazes de efetuar a média sobre a desordem logo nos passos

iniciais. Seguindo um procedimento muito semelhante ao introduzido

por Kac(29) que faz uso da identidade de Hubbard—Stratonovich(30),
SK obtém a seguinte expressao para a energia livre:
. .1 J2 n N ,1/2
[F]av = - Teim 2im — [exp(EE—g—) J{n ) / ax } x

2 =1
N2> n->0 4kBT a=1 2w

x {n  (n/2m /2 ay,,} {expG)-11] (1.4a)

(aB)
onde:
(aB) aB a=1
- B ~ .1/2 n a
+ &n Tr exp[8F ¢ y , s* sP + (83 )% % x 8]
{s2} (ap) @B o a=1

(1.4b)

Nas equacgoes (1.4), o € um indice de réplicas e

PRV TR O T W IRy e




(a8) indica pares distintos de réplicas.Tr{sa} denota o traco so-
bre as n réplicas em um Gnico sitio; 8= l/kBT (kB € a constante de

Boltzmann) e [ ]av indica média“ sobre a desordem.

Para efetuar as integrais usando o método de ponto

de sela, a ordem dos limites N-»«= e n»0 foi trocada.

Fazendo a hipdtese que no maximo todos os x, € todos

yaB sao iguais (xa= X; yaB= y) obtém-se para a energia livre:

= & 2 . F(1- 2 .

[Fl,y = kgT {1/2 83 m [1/2 83 (1-q)]
- (2ﬂ)-1/2 ;7 dx exp(-x2/2) n 2 cosh (ng”+
+ 83a2%x)) (1.5)

onde foram feitas as substituigoes:

g = y/83 (1.6a)

1/2

3
i

x(BJo) (1.6Db)
Essa hipotese & conhecida atualmente como "ansatz"de

réplicas simétricas.

Das condigOes de éxtremo:

2 [F] 3 [F]
_.....__.EY. = 0 e —av = 0 (1.7)
3aq am '

obtém-se as seguintes equagoes para m e q:

e—x2/2 l/ZX]

m = (27r)_1/2 ;: dx tanh[sjom + BJg

(1.8a)




- © 2
g = 2072 7 ax X2

tanh?[8J m + sﬁql/zx}

(1.8b)

As solugoes (1.8) sao conhecidas como equagoes de SK.
O siginificado fisico de m e g & determinado pelas seguintes igual

dades:

8
1|

[<Si>]av (1.9a)

. 2 -l .
[<Si> - (1.9b)

o]
i

m e g sao designados respectivamente pardmetros de
ordem ferromagnético e de vidro de spin. Observe que um valor nao
nulo para gq indica ordem magnética enquanto gue um valor n3o nulo
de m indica que a ordem & ferromagnética. A fase em que m=0 e g#0
€ entao identificada como sendo a fase vidro de spin. E importante
observar que as equagoes de SK, como pode ser facilmente verifica-

do, nao admitem uma solucao do tipo antiferromagnética.

A solucgao de SK também sofre de um sério defeito uma
vez que a baixas temperaturas obtém-se entropia negativa. SK espe-
cularam que esse comportamento nao fisico tinha sua origem na tro-

o . (31)
ca dos limites N»= e n»>0. Posteriormente van Hemmen e Palmer ve
rificaram ser incorreta essa suposigao.

Na verdade, como demonstrado por de Almeida e Thouless

(ar) (32)

por meio do estudo da estabilidade da solugao de SK, a en
tropia negativa era devida a caracterizacao da fase vidro de spin
por meio de um Gnico parametro de ordem, g. Em outras palavras, AT
verificaram que a solugao de SK obtida a partir do "ansatz" de ré

plicas simétricas era instavel na fase vidro de spin e mesmo na fa

se ferromagnética a baixas temperaturas. Dessa forma, o fato da en



tropia ser negativa quando T+0 pode ser entendido como uma conse-
guéncia direta da suposta simetria entre as réplicas. Para se ob-

ter uma entropia fisicamente aceitavel & necessario entdo a elabo-
ragéo'de um esquema para quebrar a simetria entre réplicas. Em ter
mos mateméticos isso significa fazer com que o parametro de ordem
g nao seja Gnico mas sim uma grandeza dependente das réplicas en-
volvidas. Como nao se tinha idéia de como deveria ser essa depen-
déncia foram sugeridos muitos esquemas de quebré de simetria entre

(33_43). Dentre estes o mais bem sucedido foi proposto por

réplicas
Parisi em 1980 e transforma o parametro de ordem g em uma fungao
q(x) com x contido no intervalo [0,1]. Resultado semelhante foi ob

(44)

tido por Sompolinsky que estudou as propriedades eStéticas do
modelo de SK utilizando uma aproximacao dinamica. Nessa aproxima-
cao supOs-se que existe uma distribuigéo de tempos de relaxacgao que
se tornam infinitos no limite termodinamico. De modo a relacionar
seus resultados com os obtidos por Parisi, Sompolinsky parametrizou
esses tempos de relaxacao em ordem decrescente por meio de um para

metro arbitradrio x contido no intervalo [0,1]. Nessa aproximag¢ao g

(x) mede a autocorrelagao retida no tempo ty definida por:

a(x) = [<Si(0)Si(tx)>], (1.10)

1.1.1. A solugao de TAP

Com o intuito de obter uma entropia nao nega-
tiva Thouless, Anderson e Palmer (TAP)(45) propuseram em 1978 uma
nova solugao, que evitava o truque das réplicas, para o modelo de
SK. Utilizando expansoes diagramaticas .nas quais eram desprezados
os diagramas que se anulavam no limite em que o numero de coordena

cao tende ao infinito obtiveram a seguinte expressao para a ener-
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gia livre:

Fim,}= - N% 3 J.. mm -
i i<y 13 13

- %% BN_l r J2.(1-m2) (1-m2) +

i<j 1] 1 J
1 -1

+ =5 (BN) T {(l+mi)zn[l/2(l+mi)} +
i

+ (1-m ) 2n(1/2(1-m) ]} (1.11)

onde m,= <Si> € a magnetizacgao no sitio i. Da condigdo de extremo

para a energia livre (3F/3 m, = 0) obtiveram que:

= - g2 2 (1-m2
m;= tan h [B § J;4m5 - 8 § gt mj)mi]

(1.12)

Essa equagao & conhecida como equacao de TAP e substitui a equagao
de campo médio usual. A interpretacao fisica da equacao de TAP & a
seguinte: .0 argumento da tangente hiperbdolica nada mais & do qué

o campo efetivo que atua sobre o spin localizado no sitio i. Esse

campo €& constituido pelo campo da cavidade (I Jij mj) - que & o
J
campo que atua no sitio i na auséncia do spin nele localizado - e

pelo campo de reacao de Onsager (B8 § Jij(l—mg)mi). Esse Ultimo cam
po & devido a polarizagao dos spins vizinhos ao i-ésimo sitio indu
zida pelo spin nele localizado. Essa polarizacao por sua vez alte-
ra o campo visto por esse mesmo spin. Em suma, o campo de reacao
de Onsager & o campo produzido sobre um sitio pela polarizagao do
spin nele proprio localizado. Como observado por Cyrot(46), o cam-
po de reagao de Onsager desempenha um papel crucial nos vidros de
spin porque nos sistemas aleatdrios esse campo e o campo da cavida

de sao comparaveis. As seguintes propriedades de baixa temperatura

do modelo foram derivadas por TAP em seu trabalho originalz



i) A energia do estado fundamental calculada

por TAP & ligeiramente maior do que as obtidas por EA e SK
ii) A entropia e zero em T=0

. 1ii) O calor especifico varia como T2 e a sus-

ceptibilidade como T quando T-+0

vi) A distribuicao de campo efetivo P(g) € 1li-
near nas proximidades da origem (P(£)= a[t]) e nd3o constante como

na distribuicao Gaussiana de SK.

Como foi observado por De Dominicis et al. po
rém, a média com relagcao a desordem da equagao (1.12) possui um ni1
mero de solugOes <Ns> que cresce exponencialmente com o numero de

spins no sistema:
<Ns> = exp [NA(T)] (1.13)

onde A(T) & da ordem de 0.2 para T=0 e A(Tg)=0.

Essas solugOes representam minimos locais no
espago de configuracoes que sao separados por barreiras de energia

que, no limite termodindmico, sao infinitamente altas.

Esses resultados mudaram a representagao con-
ceitual dos vidros de spin. A partir deles tornou-se largamente a-
ceita a idéia de que a superficie de energia livre de um vidro de
spin apresenta muito vales, cada um deles representando um estado

metaestavel.
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1.2. TEORIAS DE CAMPO MEDIO PARA OS VIDROS DE SPIN DE

POTTS E ASHKIN~TELLER

Pelo que foi apresentado nas secgOes anteriores fica
claro que a elaboragao-de uma teoria de campo médio para o vidro
de spin de Ising fez-se segundo dois dois caminhos distintos: uti-

lizando~-se ou nao do truque de réplicas.

No estudo do vidro de spin. de Potts tem-se tentado
reproduzir esse procedimento. E claro que devido & maior complexi-
dade desse modelo, dificuldades adicionais eram esperadas. Os pri-
meiros trabalhos nessa &rea pordm tém demonstrado gue as dificulda
des surgidas e os fatos novos encontradps tém superado em muito as
expectativas, impossibilitando um entendimento claro desse siste
ma. De uma forma abreviada, sao os sequintes oé principéis resulté

dos obtidos até agora:

i) A baixas temperaturas e para pP>2, onde P & o nume
ro de estados de Potts, o modelo de alcance infinito & sempre fer-

romagnético(48).

ii) Supondo—Se qﬁe exista uma fase de vidro de spin a
utilizagao do "ansatz" de réplicas simétricas indica que a transi-
cao dessa fase para a fase paramagnética deve ser de la. ordem pa-
ra p>6 e de segunda ordem para p<6(48’49). Por outrb lado, a anali
se. da estabilidade da solugao paramagnética determina que a transi

gao deve ser de la. ordem para p>2(49).

(50)

iii) Elderfield e Sherrington demonstraram ainda

que para p#2 os efeitos de quebra de simetria entre réplicas sao
muito mais fortes do que para p=2 fazendo com que os "ansatz" de

(39-43)

Parisi e Sompolinsky(44) deixem de ser equivalentes para

p>4.Nessa situagao o mais adequado seria o "ansatz" de Sompolinsky.



11

iv) O uso do "ansatz" de réplicas simétricas juntamen
te com uma quebra da simetria entre os p estados de Potts dio ori-
gem a uma nova fase, dénominada de fase mista. Essa &€ uma fase do
tipo ferromagnética mas que apresenta-parémetros de ordem de vidro

de spin longitudinal e transversal'diferentes(Sl'sz).

v) A generalizacao da abordagem de TAP para esse mo-
delo, novamente na suposicao da existéncia de uma fase ‘vidro de
_spin, indica que a energia livre tem instabilidades nés mesmas tem
peraturas obtidas pela utilizagao do "ansatz" de réplicas simétri-
cas. Também nesse caso prevé-se que as transigdes entre as fases

paramagnética e vidro de spin seja de la.ordem para p>2(53).

Os fatos inexplicadoé‘ e as contradigdes aqui apre-
sentadas constituem a motivagao principal para o nosso estudo des-—

se sistema utilizando uma abordagem diferente.

No caso do vidro de spin de Ashkin-Teller nao temos
conhecimento de nenhum trabalho até o presente momento. OsS nossos

estudos apresentam os primeiros resultados sobre esse sistema.

E importante salientar também que, além das razdes
citadas na primeira secgao dessa introduééo, a utilizagao da rede
de Bethe nestes estudos foi motivada pelo fato de que os resulta-
dos de SK e TAP para o modelo de Ising podem ser repfoduzidos nes-

sa rede comb foi mostrado por Thompson(54).'

1.3. SISTEMAS REGULARES

Além do estudo- de sistemas aleatdrios 'apresentamos
neste trabalho uma discussao sobre os modelos de Potts e Ashkin-

Teller regulares.

-

0 modelo de Potts régular, que apresenta uma teoria
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de campo médio ja razocavelmente desenvolvida(ss), é resolvido na
avore de Cayley fechada introduzida por Jellito. Esse modelo & u-
 tilizado também para se mostrar a correspondéncia entre essa arvo-

re e a arvore de Cayley decorada.

No caso do modelo de Ashkin-Teller porém apesar de
sua introducao ter se dado a mais de 40 anos sua aproximagao de
campo mddio nio foi ainda suficientemente estudada. Conhecemos ape
nas um artigo que trata desse’problema. Nele Ditizian et al(56)cog
siderém orﬁodélo &é Ashkin-Teller domo ﬁma'supérposigio de dois

sistemas de Ising acoplados de forma que sua Hamiltoniana & escri-

ta como:

H= - <‘Z [Jz (cio'j + Si SJ) + J3oicjsisj] (1.14)

ij> .

onde a soma envolve todos os pares de vizinhos mais proximos na re

de. o; e Si,sao varidveis de spin de Ising e J, e J; sao constan-
tes de interacgao. o

A partir da identificagao dos campos efetivos que a-

tuam sobre os spins ¢, s e os no sitio i, dados por:

i | .
h‘J = g <0j> Kz (1.15a)
i ‘ .
hs = § <Sj> K2 (1.15b)
J
i _
hos = ; <ojsj> K3 . (1.15c¢)

onde K;,= 8 Ji (i= 2,3) e a soma extende-se apenas sobre o0s vizi-

nhos ao sitio i, sao obtidas as equagoes de campo médio:

<g;> = (tan h“h§ + tan h hi tan h h;s)/D, (1.16a)
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_ i Wi i |
<Si> (tan h hs + tan h ho tan h hos)/D (1.16b)
<g.S.> = (tan h hi +1tan h hi tan h hi)/D (1.16c)
ivi oS o s
i i i
D=1+tan hh” tan hh” tanhh (1.16d)
g s oS

Como & usual nesse tipo de aproximacao pode-se cons-

truir facilmente a energia livre:

F=-1I1n A K, I (<o0.><0.> + <§,><8.>) +
: . 2 .. i | i ]
i <ij>
4+ K I <0g,8.> <0.S8.> (1.17)
s <ij> ivi 33
onde
Zi'= 4 (cos h hl cos h hl cos h hl +
4 o s os
i i i
+ sen h h0 sen h hs sen hos) (1.18)

& a funcao de particao de uma Ginica particula sob a agao dos campos

i i
e h

- i
magnheticos h™, h .
o S oS

'O_diagrama de fases para esse modelo, apresentado na
figura 1, & ent3o determinado pelo estudo numérico das solugOes das
equagoes de campo médio (1-16). Sempre que & encontrada mais de uma

solugao € escolhida aquela que minimiza (1-17).
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Figura 1 - Diagrama de fases para o modelo de Ashkin-

Teller isotrépico(56).

Por meio desse estudo foram encontradas, além da fa-

se paramagnética na qual <o>= <S>= <0S>= 0, as seguintes fases;

i) Fase de Baxter (Baxter) na qual todos os parame-

tros de ordem sao nao nulos.

ii) Fase de Ising Ferromagnética (<¢S>) para a qual a

penas a magnetizagao <os> & nao nula.

iii) Fase de Ising Antiferromagnética (<oS>AF).' Essa
fase € a analoga a fase <0S> para valores negativos de Ky e é obti
da dividindo-se a rede em duas sub-~redes distintas. Nela apenas a

magnetizagao <os> de cada sub-rede & nao nula com as sub-redes a-
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presentando magnetizacoes de sentidos contrarios.

Esse diagrama apresenta ainda a fase indicada por

<¢> na qual apenas essa magnetizagao & nac nula (<s>= <gs>= O) e,
na mesma regiao do diagrama, a sua equivalente com <s> # 0 e <o>=
<gs>= 0. E interessante observar que devido a simetria da Hamilto-
niana (1.14), o aparecimento dessa fase por ser considerado como

~bastante surpreendente.

Em §irtude do desenvolvimento incipiente da teoria
de campo médio para esse modelo nds apresentamos neste trabalho
duas versoes dessa a?roximagéo: a primeira delas consiste na sua
solugao na rede de Bethe e & apresentada no capitulo IV. Na segun-
Aa é considerada a versdo de alcance infinito desse modelo e & a-

presentada no apéndice C.

Essa tese @ dividida da seguinte forma: no Capitulo II
o modelo de Ising & utilizado tanto para ilustrar algumas proprie-
des da rede de Bethe bem como para introduzir o formalismo por nds
desenvolvido e utilizado no restante deste trabalho. Esse formalis
mo se baseia essencialmente na introdugao de um spin fantasma cuja
interagao com os demais spins no sistema simula os efeitos de um
campo magnético externo. Como veremos logo no inicio desse capitu-
lo a presenga de um campo magnético externo, atuando pelo menos
nos sitios da superficie da rede, & fundamental porque sem ele oOs
resultados obtidos nessa rede reproduzirao os da cadeia linear.Com
a introdugao do spin fantasma porém a arvore de Cayley & transfor
mada na arvore de Cayley fechada assimétrica o que poe em evidén
cia seu carater hieradrquico. Mediante a aplicagao das técnicas do
grupo de renormalizag¢do no espago real - que € a ferramenta mais
adequada para o tratamento desses sistemas - pode-se entao determi
nar de uma forma matematicamente muito.simples e conceitualmente
bastante clara as propriedades locais de spins localizados profun-

damente em seu interior.



Para o modelo de Ising regular o problema torna-se
quase que trivial e os principais resultados como temperatura cri-
tica, ordem da transigao, energia interna, etc... .sao facilmente
reobtidos. Demonstra-se também, com igual simplicidade, que na si-
‘tuagdo em que o nlmero de coordenagao da rede z tende ao infinito

sao reproduzidos os resultados de teoria de campo médio usual.

No caso particular em que supOe~-se que as interacgoes
sao aleatdorias o problema & um pouco mais complexo sO0 podendo ser
resolvido no limite em que z-o~, E importante salientar porém que &
exatamente esse limite que mais nos interessa. Alem disso, esse
formalismo nos permite reobter as equagoes de SK e de TAP de uma
maneira muito mais'simples e direta do que a utilizada por Thomp-

son (54) .

-

No Capitulo III & utilizada uma nova rede conhecida
como arvore de Cayley fechada. Essa rede foi introduzida por

(57)

Jellito com o intuito de obter uma conectividade menos trivial

do que a da arvore de Cayley  usual e utilizada por ele e poste-

1058:59) 5 solugao do modelo de Ising.

riormente por Glasser et a
Com a utilizacao das técnicas do grupo de renormalizagao no espago
real entretanto nds mostramos logo no inicio desse capitulo que os
resultados obtidos com ela reproduzem os que seriam obtidos com a
utilizacao de uma arvore de Cayley decorada e mostramos ainda co
mo, a partir desses ultimos, construir os resultados para a rede
de Bethe. Resolvemos entao os modelos de Potts regular e aleatorio
generalizando para esse modelo os resultados obtidos no capitulo
“anterior. E interessante observar que os resultados obtidos para o
vidro de spin de Potts diferem em muito dos obtidos para Ising. Em
primeiro lugar, destaca-se o fato de inexistir uma fase vidro de
spin no seu sentido usual para qualquer p#2. Também, para p:6 ha o

aparecimento de uma fase aleatdria incrustada entre as fases ferro

magnética e paramagnética.
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O modelo de Ashkin-Teller regular na rede de Bethe
& estudado na pfimeira sec¢§o do Capitulo IV. Apesar’desse modelo
ser muito mais complexo do que o modelo de Ising o formalismo por
nds desenvolvido se mostra nesse caso igualmente poderoso. Através
de sua aplicagao obtém-se de forma bastante simples o diagrama de
fases para esse modelo. Esse formalismo nos permite também demons-
trar qﬁe, pelo menos na rede de Bethe, inexiste a fase designada
por <o> na referéncia 56. No restanté, verifica-se que hd uma con-
cordincia qualitativa bastante boa entre essas solugoes e entre

elas e a apresentada no apéndice C.

As sgcgaes restantes desse capitulo-sao dedicadas ao
estudo do vidro de spin de Ashkin-Teller. Novamente nesse caso nos
concentramos na obtengso de equagoes de TAP e SK generalizadas paf
‘'ra esse modelo e a partir destas ultimas na determinagao de seudia
grama de fases. Devido ao nimero excessivo de parametros presentes
no mapeamento porém nos.limitamos neste trabalho ao estudo dos trés

casos particulares mais representativos.

Finalmente, no Capitulo V fazemos um resumo de nos-

'‘s0s resultados e conclusdes.

Antes de encerrarmos essa introdugdo gueremos salien
tar que ao redigirmos esta tese procuramos fazé-lo de forma a pro-
porcionar aos leitores trés niveis de entendimento: o primeiro de-
les é proporcionado pela leitura da introdugao e da conclusao des-
te trabalho e apresenta de forma concisa a motivagao para a sua
elaboragao e os principais resultados obtidos. O segundo, que for-
nece uma visao também global mas um pouco mais profunda do vtraba—
lho, pode ser obtido da leitura da introdugao de cada capitulo e
das legendas das figuras:neles contidas; Finalmente o ﬁltimé deles
como & usual, requer a leitura de toda a tese e através dele pode
ser obtido um entendimento mais detalhado e técnico deste traba-

lho.
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CAPITULO II

O MODELO DE ISING NA REDE DE BETHE -

- DESENVOLVIMENTO DO FORMALISMO

O objetivo deste capitulo € discutir os aspectos nprinci-

pais da rede de Bethe e desenvolver o formalismo a ser empregado
no restante do trabalho. Para isso utilizaremos como exemplo o mo-
delo de Ising uma vez que este sistema ja foi bem estudado na rede

(54,60,61) todos os

de Bethe podendo ser encontrados na literatura
resultados que aqui serao reobtidos. Na secgao 2.1 apresentaremos
uma maneira alternativa de se construir a arvore de Cayley que, a-
pesar de nao ser a usualmente encontrada, se mostra a mais conve-
niente para nosso estudo (veja figura 2). Nesta mesma secgao nds
mostramos também que os resultados obtidos nao sao reduzidos aos
obtidos para a cadeia linear somente se existir um campo magnético
externo atuando pelo menos sobre os spins da superficie da arvore.
A introdugao desse campo magnético,. pode ser simulada pela interaf
cao dos spins nos sitios superficiais com um spin fantasma situado
lem um sitio extra nao pertencente a rede original. Isso nos permi-
te transformar a arvore de Cayley usual na arvore de Cayley fecha-
da assimétrica da figura 4. Essa rede apresenta sobre a arvore de
Cayley aberta usual a vantagem de revelar claramente a sua estrﬁtg
ra hierarquica tornando possivel a utilizagao de técnicas do grupo

de renormalizagao no espago real no estudo de modelos de spins

classicos na arvore de Cayley.

Na secgao 2.2 nds introduzimos as variaveis transmissivi-
dade térmica e sua dual(62) e apresentamos também suas regras de
composigao (veja figura 5). Essas regras nos permitem substituir
cada aglomerado contendo spins da superficie da arvore de Cayley fe

chada assimétrica por uma Unica ligagao. Esse processo_ de substi
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tuigcao de ligagoes, conhecido como renormalizagao, reproduz entre-
.tanto.a mesma rede mas.com uma camada a menos (veja figura 6). A
aplicacao sucessiva desse procedimento reduz o estudo de modelos de
spins nessa rede ao estudo das propriedades de um mapeamento, que
no caso do modelo de Ising regular & dado pela equagao (2.14). Po
demos obter dessa forma a magnetizagao no topo da rede, a tempera-
tura critica e a ordem da transigdo. Como Gltimo tdpico dessa sec
cao apresentamos uma maneira bastante simples de se calcular a e-
nergia interna dos spins infinitamente afastados da superficie (fi

gura 9).

Finalmente na secgao 2.3 nos dedicamos ao estudo do mode-
lo de Ising com inferagBes aleatdrias distribuidas segundo uma
Gaussiana dada pela equaga@o (2.45) ou segundo a distribuigao *J a=
presentada em (2.46). Utilizando as regras de composigéd para aé
transmissividades bem como o teorema do limite central mos tramos
que a distribuigao de ~probabilidades péra o campo externo efetivo
que atua sobre os spins de uma dada camada da rede & uma distribui
cao Gaussiana. Das relagOes entre as médias e variancias para  as
distribuiéBes dos campos efetivos que atuam em duas camadas conse-
Eutivas obtemos entao o mapeamento. Para sistemas com constantes de
acoplamento com distribuicao de probabilidades Gaussianas esse ma-
peamento reproduz no ponto fixo as equacgoes dé Sherrington e Kirk-
patrick para o vidro de spin de Ising. A seguir calculamos, de ma-
neira analoga & da secgao 2.2, a energia interna do vidro de spin
de Ising (figura 14) e derivamos a equagao de TAP para esse siste-
ma. Finalizando esse capitulo.estudamos o caso da distribuigao *J
cujo mapeamento (2.83) reproduz o obtido em teoria de campo médio
usual para sistemas regulares de modo que ndo & possivel obter-se

uma fase do tipo vidro de spin.
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2.1. A rede de Bethe

Consideremos o grafico construido da seguinte forma
(veja figura 2): z pontos s3o colocados lado a lado em uma linha e
ligados por meio de barras a um Gnico ponto colocado imediatamente

acima gerando dessa forma uma arvore de Cayley com 2 camadas. Para

se gerar uma arvore com 3 camadas sao colocadas, ao lado dessa fi-

gura, z-1 figuras idénticas ligando seus pontos superiores de ma-
neira analoga ao processo usado para unir os pontos iniciais. A re-
petigao iterativa desse segundo passo por mais N - 3 vezes produzi
ra um grafico que designaremos por arvore de Cayley desgalhada com
N camadas e razao de ramificagao z. Observe que seu ponto mais su-
perior se encontra ligado a apenas 2z vizinhos ao passo que Os def
mais sitios no seu interior se encontram ligados a b=z+l pontos vi
zinhos onde b & o nimero de coordenagao. O grafico que é conhecido
como arvore de Cayley & gerado unindo-se a séguir, pelo mesmo pro-
cesso acima descrito, z+l arvores de Cayley desgalhadas. Vale a pe
na ressaltar que a maneira como aqui construimos a arvore de Cay-
leu difere bastante da que € normalmente utilizada. Entretanto, co
mo veremos a seguir, essa construgao alternativa € a mais conveni-
ente para a abordagem aqui utilizada. A arvore de Cayley nao apre-
senta circuito fechado visto que ha um e apenas um caminho wunindo
quaisquer dois de seus pontos. Seu ponto mais superior sera chama-
do de topo, sua camada mais inferior serd denominada superficie e
a camada constituida pelos topos das arvores desgalhadas de camada
central. As camadas serao numeradas em ordem crescente a partir da
superficie (s=0) até o topo_(s=N—l); Em uma camada qualquer, s, te

ZN—(s+l)

remos ns= pontos enquanto que no grafico todo teremos um

total de pontos dados por:

= (ZN

N - 1)/(z - 1)
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(a) (b) | (c)

Figura 2 - Processo de Construgao da Arvore de Cayley com

razao de ramificagao z=2.

Inicialmente dois pontos sao colocados lado a lado em uma
linha, formando uma camada. Em seguida esses pontos sao unidos por
barras a um ﬁnicp ponto pertencente a uma camada imediatamente aci
ma (a). Na segunda etapa do processo coloca-se lado a lado duas fi
guras assim formadas ligando seus pontos superiores de maneira des
crita acima (b). A repetigao dessa ultima etapa por mais N-3 vezes
da origem a arvore de Cayley aberta desgalhada com razao de ramifi
cagao z=2 e N camadas. A arvore de Cayley usual pode ser’facilmen—
te obtida unindo-se por barras z+1=3 érvbres de Cayley desgalhadas
.a um Unico ponto chamado de topo. A camada mais inferior & chamada
de superficie e a camada vizinha ao topo de camada central. A arvo

re de Cayley com z qualquer & construida de forma idéntica.
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Como em todas outras redes os pontos pertencentes a
superficie da arvore sao pontos especiais uma vez que estao liga-
dos .a apenas um ponto vizinho. De uma maneira geral a arvore de
Cayley pode ser considerada uma rede regular desde que por algum
processo os efeitos dos spins de sua superficie possam ser exclui-
dos ou ignorados. O procedimento usual utilizado no estudo de sis-
temas definidos em redes de Bravais para se eliminar os efeitos de
spins superficiais consiste em se tomar o limite termodinamico, ou
seja, considerar o limite em que o‘nﬁmero totai de pontos da rede
tende ao infinito. Com isso a razao entre o nimero de pontos na su
perficie e o nimero de pontos em seu interior tende a zero. Portan
to, nesse limite os efeitos de spins superficiais nas propriedades
do sistema podem ser ignorados. Para um sistema definido na arvore
de Cayley o limite termodinamico pode ser efetuado de uma maneira
simples fazendo-se com que o numero de camadas tenda ao infinito.
Esse procedimento entretanto nao elimina os efeitos dos spins su-
perficiais. Isso porque tanto o numero de pontos no interior quan-
to o numero de pontos na superficie da arvore de CaYley crescem ex
ponencialmente como zN fazendo com que a razao entre eles tenda a
um nmero finito diferente de zero. Isso significa que para qual-
quer modelo colocadc nessa redé sua fungao de partigao contera con
tribuigdes tanto de spins em seu interior quanto de spins em sua
superficie. Neste caso, sabe-se que o estudo de um modelo de spins
nessa rede, segundo os canones tradicionais da mecanica estatisti-
ca, dara origem a resultados muito peculiares, tais como uma tran-
sigcao de fase com uma energia livre singular mas sem ordem de lon-
go élcance(63’64). Por outro lado, o estudo de propriedades lo-
cais, tais como a magnetizagdao, em regides afastadas da superficie
da rede, indicam a existeéncia de uma transigéo de fase numa tem-
peratura critica bem definida e sem as anamalias que ocorrem no ou

tro caso(60’6l).

*
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Figura 3 - A arvore de Cayley e a Cadeia Linear

Devido a inexisténcia de circuitos fechados na arvore de

Cayley essa figura pode ser sempre separada em duas partes (desig-
nadas por A e B) cortando-a em um ponto P qualquer. Para o modelo
de Ising a fungao de particao do sistema original & dada ' por 7=
—% Z,%p onde z,(25) & a fungéo»de particao do sub-sistema A(B) co-
mo se o ponto P sO a ele pertencesse. Esse procedimento de corte
pode ser repetido para cada um dos sub-sistemas A e B até que a ar

vore fique reduzida 3 N,sistemas constituidos por dois spins inte-

1
ragindo entre si, onde N, é o nimero de ligagdes na rede original.
Dessa maneira, a funcao de partig¢ao serd proporcional ao produto

das Nl funcoes de particao de um par de spins, como ocorre para a

cadeia linear.
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Neste trabalho consideraremos somente as proprieda-
Gs locais de sitios infinitamente afastados da superficie no limi-

te termodinamico. Mais tarde, neste mesmo capitulo, ndés definire-
mos O que consideraremos como sendo sitios infinitamente afastados
da superficie. Esses sitios, que por ora consideraremos como sendo
o topo e os spins nas camadas vizinhas, sao todos equivalentes ten
do cada um b vizinhos e constituem o que & chamado de rede de Bethe.

(1)

Essa designagéo, como observado por Baxter tem sua origem no fa

to bem conhecido de que as propriedades locais nesses sitios repro

duzem as obtidas quando se faz a aproximagao de Bethe—Peierls“z_la

em redes de Bravais(ll’61).

Sistemas de spins com interagOes de primeiros vizi-
nhos colocados na arvore de Cayley e na auséncia de campo magnétif
co externo apresentam ainda a interessante propriedade de reprodu-
zir os resultados obtidos para a cadeia linear(65). Esse fato, que
é uma consequéncia direta da inexisténcia de circuitos fechados na
rede pode ser demonstrado com facilidade. Por uma questao de sim—~

plicidade vamos considerar o modelo de Ising regular cuja Hamilto-

niana & definida por:

H=-J & (o0,0,-1) (2.1)
<ij> 13

onde os o; sao variaveis que podem tomar os valores *1 e a soma se
estende sobre todos os pares de primeiros vizinhos na rede. A ‘de—b
monstragao a seguir pode ser facilmente generalizada para outros
modelos de spins tais como os modelos de Potts e Ashkin-Teller. De
vido 4 inexisténcia de circuitos fechados a rede pode ser dividida
em duas partes - indicadas na figura 3 por A e B - cortando-a em
um tnico bonto. Designemos as variaveis de spin de Ising coloca -
das nos sitios das sub-redes A e B respectivamente por {c} e {S}.A

varidvel colocada no ponto de jungdo das sub-redes P & .designada
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- por 1. A fungao de particao para o sistema todo & escrita como:

i

, . 1 o .
Z = I bX I exp[BT = (oic{—l) +
{c} {8} =71 <ij> J

+ 8J I (s, - 1) + 83 % (o,T - 1) +
<Ki> K2 i i

+ B3 I (Spr - 1] : . (2.2)
K
-As somas em i1 e K serao tomadas apenas. sobre os pon-
tos vizinhos a 't nas sub-redes A e B respectivamente enquanto que
as somas em <ij> e <K&> sobre todos os pares distintos de vizinhos

em cada sub-rede. Efetuando a soma em 1 temos que:

I I exp[BT I (8.8,
{o}{s} <Kg>

N
i

~1) + 83 % (0.0.-1)] .
<ij> 13 ]

. {exp [8J é (Sg~1) + 87 i (0, -1 ]+

+ exp [ BJ I (-S-1) + 8J I (-o; - 1)]} .
K i (2.3)

Fazendo-se, na ultima exponencial do lado direito
dessa equagao, as transformagoes de inversao dos spins em todos os

.sitios:

o> =0y | | (2.4a)
M i
+--Si (2.4b)

S

obtém-se que:

Z =2 I exp [BT I (0,0, 1) + 8J I (0.-1)] x
57 i
{o} <i4s i
ij>

-
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'x I exp [BJ I (SKSR-l) + BJ I (sK-l)] (2.5)
- {8} <K > K

A fungao de particao do sistema fica expreséa entao
como o produto das fungoes de partigao ZA[{G},J] e ZB[{S},J] dos
sub-sistemas A e B submetidos a acgao de um campo magnético J que

atua apenas® sobre os sitios vizinhos ao sitio P. A fungao de parti

cao ZA[{G},J] pode também ser reescrita como:

N .
ZA[{G},J] =35- & exp [8J L (oicj—l) +
{c} <ij>

+8I % (0.-1)] + % © explsd & (0.,0.-1)-
. i 2 ... 1]
i {0} <ij>
- BJ = (ci+l)] (2.6)
i
onde, no segundo termo do lado direito dessa equacgao fizemos uso

da transformagao (2.4a). Finalmente, introduzindo um spin "fantas-

ma og em P teremos:

‘ _ 1
zA[{o},J] = 5 I, (2.7)

onde Z =3I exp [BJ I (0;0.-1) + 8J I (0,0 -1)] & a fun-

_ _ A {o} <ij> i g
cao de particao do sub-sistema A considerando-se que o spin no si-
tio P pertenga apenas a ele e nao ao subsistema B. Repetindo o pro
cedimento de (2.6) a (2.7) para o subsistema B chegaremos as mes-
mas conclusoes de tal forma que teremos:

L 7.7 (2.8)

3]

Pode-se ver facilmente gque esse procedimento pode ser

repetido para os subsistemas A e B e depois para os subsistemas ge
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Figura 4 - Transformagao da arvore de Cayley aberta na ar

s vore de Cayley fechada assimétrica.

Para que os resultados obtidos para um sistema de spins
na arvore de Cayley nao reproduzam os obtidos na cadeia linear de-
vemos submeter, a agao de um campo magnético externo, pelo menos
os spins na superficie da arvore. As interagoes desses spins com O
campo externo podem ser simuladas por interagoes com um spin fan-
tasma 9 colocado em um sitio adicional. A introdugao desse sitio
extra e das ligagOes associadas as interagoes que simulam o campo
externo transforma a arvore de Cayley aberta (a) na arvore de Cay-

ley fechada assimétrica (b).



29

rados pela subdivisdo destes e assim por diante até que finalmente
tenhamos somente N-1 sistemas de dois spins interagindo entre si,
onde N é o nimero de particulas no sistema original. A fungao de
particdo do sistema original serd entdo o produto de N-1 fungoes

de particao de dois spins, 4 cos h BJ, dividido por dois elevado ao

numero de divisoes efetuadas no sistema, N-2:

2N cos hN_l BJ (2.9)

[~
I

gue nada mais € do que a fungao de particao da cadeia linear,o que
completa a demonstragao. Queremos ressaltar que esse resultado &
uma consequéncia direta da simetria Z(2) da Hamiltoniana implican-
do na invariancia da fung¢ao de partigao para a transformagéooi+-%:
Raciocinio analogo pode ser utilizado para os modelos de Potts e

Ashkin-Teller fazendo-se as transformagOes apropriadas.

Para que os resultados obtidos utilizando a arwvore de
Cayley nao se reduzam aos resultados triviais do mesmo modelo na
cadeia linear devemos introduzir um campo magnético externo para
guebrar a simetria da Hamiltoniana. A razao porgue a introdugéock@
se campo magnético externo altera tao profundamente as propriedades
do sistema pode ser entendida da seguinte maneira. Comparando as
equagoes (2.6) e (2.7) pode-se ver que a interagao'do campo magné-
tico_externo com os spins da rede pode ser simulada pela interagao
destes Ultimos com um spin introduzido artificialmente. Esse spin
designado de spin fantasma g € colocado em um sitio extra nao per
tencente originalmente 3 rede. Para nossos propdsitos & suficiente
que o campo magnético externo atue apenas sobre os spiné da super-
ficie da rede. A generalizagao para campo magnético externo- atuan-
do em todos os spins & trivial. Com a introdugao desse spin fantas
ma, a arvore de Cayley original com seus sitios superficiais sob a

acdo de um campo magnético externo (figura 4a) é transformada na
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rede que denominaremos arvore de Cayley fechada assimétrica ou sim
plesmente arvore fechada assimétrica (figura 4b). Para melhor dife
rencia-las a arvore da figura 4a. sera designada daqui por diante

de arvore de Cayley aberta.

A introdugao do spin fantasma para simular o campo

magnético externo apresenta duas grandes vantagens:

i) Em primeiro lugar, torna evidente que as altera-
¢oes produzidas nos resultados pela presenca do campo magnético ex
terno se devem a uma profunda modificacao na conectividade da re-
de. Essa modificagao se traduz, no limite termodindmico, pelo apa-
recimento de um numero infinito de circuitos fechados. Torna-se
claro portanto porque que, com a introdﬁgéo do campo magnético ex-
terno, nao sO os sistemas regulares passem a apresentar resultados
nao triviais mas também porque sistemas aleatbrios possam apresen-
tar uma fase do tipo vidro de spin (secgao 2.3) uma vez que O sis-

tema pode ter circuitos (plaguetas) frustadas.

ii) Em segundo lugar, e talvez mais importante, a in-
trodugéo do spin fantasma nos revela, com toda clareza, a natureza
ﬁierérquica dessa rede. Essa propriedade nos leva a aplicagéo de
técnicas do grupo de renormalizagao no espago real no estudo de

sistemas de spin nessa rede.

Finalmente, observamos que a Hamiltoniana que descre
ve o modelo de Ising na arvore de Cayley aberta com um campo ex-
terno atuando em seus spins superficiais pode ser obtida trivialmen
te da que descreve esse mesmo modelo na arvore assimétrica simples
mente atribuindo-se ao spin fantasma o valor +1, como pode ser vis
to na equacao (2.7). Essa relacao implica em correspondéncias sim-
ples entre as propriedades dos dois sistemas. As correlagoes entre
spins em dois sitios quaisquer na arvore de Cayley aberta sao idéen-

ticas as obtidas para os mesmos spins na arvore fechada assimétrica
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como pode ser facilmente demonstrado. Em particular, a correlagao
entre o spin fantasma e o spin do topo na arvore fechada assimétri

ca pode ser identificada com o valor esperado do spin do topo da
arvore de Cayley aberta simplesmente atribuindo-se ao spin fantas-
ma o valor +1. Outra relagao importante & que a fungao de partici-
pagao do sistema na arvore fechada & proporcional a fungao de par-

ticao do sistema na arvore aberta.

2.2. Aplicagao das técnicas do grupo de renormalizagao no

espagb real & rede de Bethe

A simplicidade algébrica do grupo de renormalizagao
no espago real a ser empregado neste trabalho & decorrente da natu
reza hierarquica da arvore de Cayley fechada e da simplicidade das
leis de composicao das variaveis naturais desse formalismo. Para
um sistema consistindo de apenas dois spins interagindo entre si,
essas variaveis, designadas de transmissividade térmica e sua dual
(62), nada mais sao do que a correlagao entre esses dois spins e
O peso de.Boltzmann associado a ligagao entre eles. Essa identifi-
cagao segue diretamente da definicao dessas grandezas. Portanto,
neste trabalho nds usaremos como sindOnimos as designagoes: trans-
missividade-correlagao e transmissividade dual - peso ou fator de
Boltzmann. No caso do modelo de Ising a transmissividade entre dois
spins, o; © Oj' situados em sitios vizinhos e interagindo atraveés

de uma constante de troca J & definida como:

t = [1 - exp(-28J)] /[1+exp(—28J)]= <oicj> =

tan h(gJ) | (2.10a)

e sua dual como: e
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eq

(a) . (b)

Figura 5 - Leis de composigao para as transmissividades.

A transmissividade associada a uma ligagao Kl=BJl entre

dois spins s; e s. & definida por: t= [1 - exp(-2K,) L{l+exp(—2Klﬁ

J
e sua dual por £P = [1-t]/[1+t]. Essas grandezas correspondem, res
pectivamente, a correlagéo <sisj> e ao peso de Boltzmann associado
a ligacgao. A partir dessa correspondéncia obtém-se as seguintes

leis de composicao para pares de ligacoes com transmissividade tl

e t,: 1) Para duas ligagoes em série (a) a transmissividade equiva

lente tzq é o produto das transmissividades, tzq = tl'tz' ii) Pa-

ra duas ligagoes em paralelo (b) a dual da transmissividade equiva

lente (teq)D € igual ao produto das duais das transmissividades as

D tD

sociadas a cada ligagao, (tgq)D = tl -
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= [1-e]/[1+t] = exp (-289). (2.10b)

As regras de composigao dessas variaveis sao as seguintes: Conside
re o arranjo de trés spins interagindo através das constantes de
troca Jl e J2 com transmissividade associada, respectivamente, tl
e t2 como mostra a figura 5a. A transmissividade equivalente corres-
pondendo a uma ligagao direta entre os dois spins extremos, & ob-

tida como sendo o produto das transmissividades associadas a cada

ligacgao:

ted = £;.t, (2.11a)

Isso pode ser entendido lembrando-se que para a ca-
deia linear a correlagao entre dois spins quaisquer & obtida como
sendo o produto das correlagoes entre todos os pares de primeiros
vizinhos intermediarios aos dois sitios considerados. Para o arran
jo de dois spins ligados por duas ligagoes eﬁ paralelo, como mos-
tra a figura 5b, a transmissividade dual equivalente & obtida como
sendo o pfoduto das transmissividades duais associadas a cada>lig§

cao:

eq,D _ ,D D
(D7 = t) . g . » (2.11b)
Em termos de pesos de Boltzmann, a demonstragao des-

sa segunda lei de composicao & absolutamente trivial.

De posse dessas leis de composigao a idéia basica pa
ra a obtencgao das propriedades locais de spins em sitios infinita-
mente afastados da superficie da arvore consiste em se substituir
aglomerados de ligagGes localizados na superficie da rede por uma @
nica ligagao. Note que apos a implementagao desse procedimento a

camada seguinte da rede (s=1) passara a constituir uma nova super-
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ficie onde novamente encontramos aglomerados iguais aos anteriores.
E importante lembrar que as ligagOes entre os spins da superficie
darede e o spin fantasma representam o campo magnético externo.Des
sa forma, essas 1igag5es renormalizadas representarao o campo ex-~

terno efetivo que atua sobre os spins da 18 camada.

A repeticao desse procedimento fara com que uma vez
efetuadas todas as renormalizagoes necessarias restem apenas o
spin do topo e o spin fantasma ligados por uma Unica interagao re-
normalizada. Essa interacgao corresponderé no éaso da arvore aberta

ao campo efetivo que atua sobre o spin do topo.

Na pratica, esse procedimento se reduz a obtengao de
buma relagao de recorréncia ou mapeamento que nos permitirad, a par-
tir do campo efetivo que atua sobre os spins de uma dada camada,de
terminar o campo efetivo que atua sobre os spins da camada seguin-
te. Para os casos regulares esse mapeamento sera escrito em termos
das transmissividades associadas aos campos efetivos. A obtencao
de seus atratores nada mais é do que a determinagdo da correlagao
existente o spin do topo e o spin fantasma. Como ja observamos,a-
tribuindo-se ao spin fantasma o valor +1 essa mesma correlagao po-
de ser identificada com as magnetizagOes nos topos das arvores de
Cayley desgalhadas. Como mostraremos mais adiante, a magnetizagao
no topo da arvore de Cayley aberta, ou seja, a magnetizagao na re-
de de Bethe, pode ser obtida a partir das magnetizagoOes nos topos
das arvores de Cayley desgalhadaé. Para tanto faz-se mais uma re-
normalizagao onde serao dizimados, entretanto, z+1 spins. Dessa for-
ma, os atratores estaveis do mapeamento determinardao os parametros
de ordem que caracterizarao as diferentes fases do modelo. Por exem
plo, no sistema com interagoes ferromagnéticas, o ponto fixo tri-

vial caracteriza a fase paramagnética e o ponto fixo nao trivial a

fase ferromagnética.

Antes de prosseguir vamos fazer um parentesSes para
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definir o que coﬁsideraremos como sitios infinitamente afastadaos
da superficie da rede. Esses sitios devem ser todos equivalentes
e cbmo foi observado nossos problemas se reduzirao ao estudo de
relagoes de recorréncia. Torna-se claro portanto que devem ser
considerados como sitios infinitamente afastados da superficie da
rede aqueles pertencentes a camadas para as quais a relagao de re-
corréncia ja tenha convergido. Para se evitar mal-entendidos, duas

observagoes se fazem necessarias:

i) Em primeiro lugar, ha que se destacar que os atra
tores caracterisficos dessas relagaes de recorréncia, exceto  nos
‘casos muito simples, serao obtidos numéricamente. Torna-se entao
necessario o estabelecimento de um critério que permita caracteri-
zar a ocorrencia da convergéncia. Por razoes puramente computacio-
nais neste tfabalho diremos que a convergéncia ja foi alcangada
quando os resultados obtidos apds duas iteragdes consecutivas nao

diferirem entre si por mais do que uma parte em 107. Em termos da

transmissividade 6y ass;ciada a uma ligagcao direta entre os sitios
da camada s e O spin fantasma, essa camada sera considerada como
infinitamente afastada da superficie da arvore se:
les+1 esI < 10_7
ii) Em segundo lugar, o fato da iltima renormalizagao
ser diferente das demais pode fazer.parecer que o topo e seus vizi
" nhos nao sao equivalentes. Apesar da magnetizagao na rede de Bethe
sO0 poder ser identificada com a magnetizagaoc no topo da arvore
a equivaléncia entre esse sitio e seus vizinhos pode ser facilmen
te demonstrada. Observe que, uma vez tendo sido obtida a convergén

~cia em uma dada camada, qualquer sitio de uma camada posterior po-

‘de ser considerado como topo simplesmente redesenhando-se a. arvore.

-
‘
3
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- Figura 6 - Obtengao da relagao de recorrencia para o mode

lo de Ising regular

Utilizando as leis de composicao da figura 5 cada aglome-
rado de ligagoes contendo os spins da superficie da arvore de Cay-
ley fechada assimétrica (figura 4b) pode ser transformado em uma
Gnica ligacao. A transmissividade equivalente & dada pela equagao
(2.15) onde t & a transmissividade associada as ligagbes nao  re-
normalizadas e 6, a transmissividade associada a uma ligagao dire-
ta entre o spin fantasma e um spin da s-ésima camada. Observe dque
a substituicdo de cada aglomerado da figura 4b por uma TGnica liga-
¢ao reproduz a mesma figura com uma camada a menos. Dessa forma,es
se procedimento pode ser aplicado recursivamente até que o sistema
figque reduzido a uma uUnica ligagao renormalizada entre o spin do
topo © spin fantasma. es pode ser interpretada como sendo a trans-
missividade associada ao campo efetivo'que atua nos spins da s—ési

ma camada.
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2.2.1. A relagao de recorreéncia

Consideremos o aglomerado de spins e ligagoes
mostrado na figura 6. 6.,= tan h (BX,) € a transmissividade associa
da ao campo efetivo X.l que atua sobre os spins da i-ésima camada e
t = tan h (éJ) € a transmissividade associada as interagoes nao re
normalizadas, ou seja, és‘interagaes que ligam os sitios de camada.
s aos sitios da camada s+1. Todos os resultados que serao aqui (re)-

obtidos sao bem conhecidos e podem ser encontrados, por exemplo,na

referéncia 60.

Usando inicialmente a lei de composigao (2.1la)
eliminemos os spins da camada s substituindo cada par de ligagoes
em série por uma Gnica ligagao com transmissividade tés. A seguip,
por meio de (2.11b) podemos substituir todas as z ligacgoes em para
lelo por uma ﬁnica ligagéo, Xs+l’ com transmissividade associada,
8

s+l dada por:

[1-0_,  1/[1+0_ ;] = [(1—te’s)/(1+tes)]zv

(2.13)

Tomando o logaritmo de ambos os lados essa equagao pode ser .rees-—

crita como:

arc tan h es+l = z arc tan h‘tes) ‘(2.14)

ou ainda como:

6,1 = tan h [z arc tan h(tes)] (2.15)

Antes de passarmos ao estudo do mapeamento

(2.15) propriamente dito vamos mostrar que ele reproduz os resulta
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Figura 7 - Relagao de recorréncia para o caso ferromagné-

tico (t>0).

A transmissividade es entre o spin do topo e o spin fan-
tasma € a-magnetizacd@o no topo da arvore com s camadas. Dessa for;
ma, no limite em que s+~ a magnetizagao no topo & determinada pe-
los atratores do mapeamento (2.15) parametrizado pela transmissivi
dade (temperatura) t. Esses atratores podem ser determinados grafi
camente da seguinte maneira: A partir de um valor nao nulo eo de-
terminamos 6, tragando uma linha vertical até a intersecgao com a

1

curva 6_,,- ezéckterminado tracando-se desse ponto uma linha hori-

zontal até a reta es+l=es e a seguir novamente uma linha vertical
até a curva es+l' Repetindo esse processo "ad infinitum" obtém-se
o atrator. Para t < 1/z o Unico atrator & o ponto fixo trivial (o-
rigem) que identifica a fase paramagnética. Para t > 1/z o ponto
fixo trivial & instavel e os iterados de gqualquer eo nao nulo con-

vergem para um ponto fixo n3o trivial e* gue identifica a fase fer

romagnética.
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dos de campo médio usual. Antes de mais nada, & importante obser-
var-se que neste limite, para que possamos garantir a existéncia

de resultados fisicamente aceitaveis, as interagoes devem ser pro-

porcionais ao inverso da razao de ramificagao(66). Nessas condi-
¢oes podemos fazer a aproximagao:
t = tan h(BJ/z) = BJ/z. (2.16)

Substituindo (2.16) em (2.15) e expandindo-se

o arco tangente hiperbdlico obtemos a seguinte relagao de recorrég

cia para a transmissividade eS:

6

s+l = tan h(BJeS) (2.17)

Lembrando que no ponto fixo (es =es=6*)e que

+1
a transmissividade 6* pode ser interpretada como a magnetizacao m*
do spin do topo, podemos identificar a equagao (2.17) como a equa-

cao de campo médio (66

No que diz respeito ao mapeamento (2.15), ex-
ceto pelo fato de 6*=0 ser um ponto fixo para qualquer valor de t,
todas as suas demais propriedades serao profundamente dependentes
do sinal desse parametro e por esse motivo analisaremos os dois ca

sos separadamente.

a) Caso Ferromagnético (t= tan h(gJ)>0)

Nesse caso a fungao 6_, ;= f£(8;) tem as seguin

+1
tes propriedades (veja figura 7):

i) E mondotoma crescente em todo o intervalo

de definigdo de o_[-1,1].

ii) E cdnvaca no intervalo -1 < 8_< 0-e convexa
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no intervalo 0 < es < 1.

Essas propriedades nos permitem tirar as se-

guintes conclusdes a respeito dos pontos fixos desse mapeamento:

1) Em primeiro lugar, sO teremos pontos fixos
nao triviais quando a derivada f'(es) em es=0 satisfizer a condi-
Vgﬁo {£'(0) |>1, ou seja, quando o ponto fixo 6*=0 se torna instavel
(veja Apéndice A). Note que a instabilidade dovponto'fiko trivial
significa ha‘prética que teremos uma correlagao nao nula entre o
spin do topo e 0 spin fantasma mesmo no limite em que o campo na su-
pérficie é aproximadamente - mas nao exatamente - nulo. E importan
te observar-se também que este valor da correlaéao € independente
da magnitude da condigao inicial (campo externo) dependendo abengs
de seu sinal. Como veremos mais adiante essa dependéncia nao & im-

portante.

ii) Os dois pontos fixos nao triviais, dados

Fl

8* = tan h [z arc tan h(te;)] V (2.18)

%
%
serao estaveis sempre que existirem. Esses pontos fixos, como se
pode ver de (2.18), corresponderao a mesma solugao, diferindo en-
tre si apenas pelo sinal. Para qual desses pontos fixos a relagao

de recorréncia convergira dependera de condigao inicial.

No caso de z finito entretanto esses pontos
fixos nao podem ser imediatamenteAidentificados como a magnetiza-
cao no topo da rede, como fizemos no caso z+w. Isso'porque no ul-
timo aglomerado a ser renormalizado teremos z+l ligagOoes em parale
lo e nao simplesmente z ligagOes como em todas as renormalizag6e$ag
teriores. Levando em conta esse fato a magnetizagao no topo da re-

de sera:
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m* = tan h [(z+1) arc tan h(t8*)] (2.19)

que €& precisamente a expressao para a magnetizacao na aproximagao

de Bethe—Peierls(Go)

. Os dois pontos fixos nao triviais podem en-
tao ser entendidos como uma degenerescéncia do estado fundamental
do modelo de Ising ferromagnético e correspondem ao alinhamento "pa

“ra cima" e "para baixo" se o campo externo que atua na superficie

(condigao inicial) for positivo ou negativo.

iii) Da estabilidade do ponto fixo trivial ob-

tém-se a temperatura critica B

tc = tan h(st) = 1/2 (2.20)

Para t>tc o ponto fixo trivial que caracteri-
za a fase paramagnética (m*=0) torna-se instdvel e a solucao nao
trivial estavel (m*#0) que caracteriza a fase ferromagnética pas-

sa a existir.

iv) A ordem da transicao pode ser determinada
considerando-se os seguintes resultados: como foi observado os pon
tos fixos paramagnético e ferromagnético nao sao simultaneamente
estaveis, significando que ndo hi coexisténcia de solugbes. Em segundo lu
gar, como uma consequéncia da convexidade (concavidade) do mapea-
mento para es>0(<0) os pontos fixos ferromagnéticos coalescem de
uma maneira continua no ponto fixo trivial quando t>t . Isso signi
- fica que nao ha discontinuidade no parametro de ordem (m*) na tem-
peratura critica. Baseados nesses fatos podemos concluir dque a

L= = a
transicao e de 2- ordem.

b) Caso Antiferromagnético (t= tan h(8J) <o)

Para t<0 e mapeamento (2.15) pode ser escrito

(d.)dtiiq(AE.ﬁ““P‘K DE SAD CARLOS . ye?
FISICA
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Figura 8 - Relagao de recorréncia para o caso antiferro-

magnético (t<0)

Seguindo o procedimento descrito na figura 6 verifica-se
que para |[t|<l/z o Tinico atrator & o ponto fixo paramagnético. Pa-
ra |t|>1/z surge um novo atrator, denominado de duplo ciclo, no
qual os iterados de &, no limte s+« ficam saltando entre dois valo
res (a) de forma que sao necessarias duas iteragoes para que O mes

mo valor seja reproduzido. Em termos da segunda iterada (b) esse

duplo ciclo se transforma em dois pontos fixos.
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como:

=-tan h [z arc tan h([t]es)] (2.21)

es+l.

+1

vale a dizer que o tnico ponto fixo possivel & o ponto paramagnéti

de tal forma que es e es terao sempre sinais opostos, o que equi

co (véja figura 8a.). O estudo da estabilidade desse ponto fixo u-
sando (A.5) nos mostra que, a exemplo do que oéorre no caso ferro
magnético, ele & instavel abaixo da temperatura critica definida
por (2.20). Consequentemente, para t>tc, um novo atrator, mais com
plexo Que um simples ponto fixo, deve se tornar estavel. A forma
desse atrator pode ser determinada a partir dos pontos fixés nao
triviais obtidos no caso ferromagnético da seguinte forma: suponhg
*.
+

mos que 6_=6%. De (2.18) e de (2.21) teremos entao que 0 1= ~ 0%,

+1

ou seja, es+l= 6*. Repetindo esse procedimento com GS= 6* obtemos
que %H1=61.Dessa forma, esse atrator chamado duplo ciclo, & consti
tuido pelos dois pontos fixos nao triviais do caso ferromagnético,
de forma que pela relagao de recorréncia volta-se ao mesmo ponto a
pOs duas iteracgoes. Esse resultado pode ser interpretado como uma
consequéncia da divisao da rede em duas sub-redes magnetizadas em
sentidos opostos; Portanto esse duplo ciclo é o atrator que carac-
teriza a fase antiferromagnética. No que diz respeito 3 magnetiza-

cao no topo tem-se dois resultados possiveis, um para cada sub-re-

de:

m, = tan h{(z+1) arc tan h(|t|e*)] , (2.22)

Quanto as demais propriedades do modelo, elas
podem ser mais facilmente determinadas estudando-se a relagao de
recorréncia para a segunda iterada, ou seja, a relagao de recorrén

cia para 6_,, em funcao de 0¢
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8 = tan h{z arc tan h[!tltan h[z arc tan h

s+2

(Jtleg) 1]} (2.23)

Nesse caso pode-se ver facilmente que o duplo
ciclo de (2.21) se reduz a um ponto fixo nao trivial. Em outras pa
lavras, esse mapeamento tem as mesmas propriedades ja discutidas no
caso ferromagnético, Portanto todas as conclusoes obtidas no que diz
respeito a temperatura critica, estabilidade dos pontos fixos e or
dem da transigao se aplicam para o caso t<0 (veja figura 86).

A seguir analisamos o caso particular z=2. Pa

ra esse valor da razadao de ramificagdo a relagao de recorréncia po-

de ser escrita de maneira muito mais simples. Da equagao (2.13) ob

temos que:
= + t2 g2 2.24
8t 2tes/[1 t es] ( )
Fazendo-se e$+l=es=e* podemos obter os seguintes pontos fixos:
p* = (2.25a)
6* = [2t - 1]1/2/t (2.25b)

E interessante destacar que:

i) Os pontos fixos nao triviais sd sao reais
para t > ti = 1/2 que & a mesma temperatura em que o ponto fixo pa
ramagnético fica instavel. Aplicando-se (A.5) & facil mostrar que

os pontos fixos (2.25b) sao estaveis sempre que reais.

ii) Os pontos fixos nao triviais (2.25b) ten-

- . .o . F
dem de uma maneira continua ao ponto fixo trivial quando t+tc. Es-
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sas duas propriedades caracterizam uma transicao de fase de 22 or-
dem na temperatura tg= tan h(BcJ) = 1/2.

iii) Para t<0 o Gnico ponto fixo real &€ o ponto
fixo paramagnético. Isso nos leva a estudar a segunda iterada de

(2.24).

- 2 A+lp 3 242 bk
Ocr2 [4t B + 4t es]/[1+2t 02 + thol +

+ 4t49?] (2.26)

Além do ponto fixo trivial esse mapeamento a-

presenta os seguintes pontos fixos:
. _ 1 1/2
i) (61’_{)F =+ Z (-1+2t) (2.27a)

que sO serao reais se t>0 e nesse caso correspondem aos pontos fi-

xos (2.25b) j& obtidos no caso ferromagnético.

. _ 1 1/2
i) (8}),p = + —¢ [-1-2t] (2.27b)
que sO serao reais para t < tgF = - 1/2. Aplicando-se o critério

de estabilidade (A.5) & equagao (2.26) verifica-se que essa €& a
temperatura em que o ponto fixo trivial se torna instavel. Como no
caso ferromagnético os pontos fixos nao triviais (2.27b) serao es-
taveis sempre que forem reais e tendem de uma maneira continua ao
ponto fixo trivial quando t+t§F caracterizando a transigao entre
as fases paramagnética e antiferromagnética também como de 22 or-
dem. O duplo ciclo que caracteriza a fase antiferromagnetica ' ode
sef identificado simplesmente fazendo-se .= (6%) em (2.24) para

+  AF

‘ = * i -
se obter 8__ (%), e vice-versa.
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Figura 9 - Determinacao da correlagao entre o spin do to-

po e um spin da superficie.

Conhecendo a transmissividade renormalizada entre o spin
do topo e o spin fantasma podemos construir um aglomerado reintro-
duzindo os spins da superficie. Isso nos permite obter a transmis-
sividade (2.30) associada a uma ligagao direta entre o spin do to-
po € os spins da superficie (a). No limite termodindmico o numero
de camadas tende ao infinito fazendo com que essa transmissividade
tenda a zero. Nesse limite os spins da superficie se comportam co-
mo um sistema de particulas nao interagentes submetidos a agao de

um campo magnético externo (b).
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Para finalizar eésé_secgéo vamos considerar
mais uma vez a drvore de Cayley para mostrar qué a correlagao en
tge_um.spin na superficie e o spin do topo € nula. Com isso, mos
fiaremos gue a superficie dessa arvore pode ser entendida como um
conjunto de spins n3o interagentes submetidos 4 agdo de um campo
~magnético externo. Nessa demonstragao utilizaremos um procedimen-
’to inﬁerso ao adotado até agora. Em todos os calculos que efetua-
mos até o presente moﬁento a idéia basica era ir dizimando os spins
dattéde até ficarmos com uma Gnica ligagao renormaliéada unindo o
spin fantasma ao spin no topo da rede. A idéia agora é reintrodu-
zir os zN“l sitios da superficie, transformando uma unica intera-
¢ao renormalizada em um aglomerado como mostrado na figura.9a. Es
se aglomerado & constituido por 21 conjuntos de ligagoes em pa-
ralelo. Cada um desses conjuntos por sua vez, & constituido éor 2
ligagOes em série: a primeira delas representando o campo magnéti
co externo, XO, com transmissividade associada eo e a outra feprg
sentando a ligagao direta entre um spin da superficie da arvore e
o spin no topo, com transmissividade associada V. Aplicando as
leis de composigao (2.10)a esse aglomerado teremos:

; N-1
[1-0*]/[1+6%] = [(1-Ve )/ (1+Ve )]®
(2.28)

onde 6* & a transmissividade associada & ligagao renormalizada en
tre os spin do topo e fantasma. Tomando o logaritmo de ambos os
lados dessa equagao teremos:

arc tan h 6* = zN-'l arc tan h(Veo) (2.29)

de tal forma que a transmissividade associada a ligagao direta en

tre um sitio da superficie e o spin do topo sera:
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1
6
o

vV =

tan h | L _ . rc tan h 8*]. (2.30)

N-1
z
No limite termodinamico, ou seja, no limite

em que o nimero de camadas N tende ao infinito, V se anulara.Nesse
limite entao seréa nula a correlagao entre um spin da super-

ficie e o spin do topo e o aglomerado da figura 9a pode ser redu-

. . N . ~
zido ao da figura 9b que representa z 1 spin nao interagentes sob
a agao de um campo magnético. E trivial mostrar-se entao que a cor

relacao entre dois desses spins, VS, sera dada por:

v.=256

2 = 2
g~ 85 = tan h (SXO) (2.31)

Também, fica Obvio que a correlagao entre um
desses spins e o spin fantasma nada mais & do que a magnetizacao

produzida na superficie pelo campo magnético externo:

m = tan h(BXo) (2.32)

2.2.2. Outras propriedades termodinamicas

Consideremos o modelo de Ising em uma rede
gualquer, submetido & acdo de um campo magnético H. Sua fungao de

partigao & definida como:

zZ(8,h) = I exp [BJ I c.0. + BH I ci]
{o} <ij> J i
(2.33)

onde a primeira soma & efetuada sobre todos os pares de sitios vi-
zinhos e a segunda sobre todos os sitios. Da energia livre defini-

da por:
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p(B,h) = - KT n 2 (2.34)

todas as propriedades termodinamicaspodem ser calculadas. Por exem

plo, a magnetizacgao total M pode ser obtida de:

M(g,H) = - 24(B/H) (2.35)
9H

e a energia interna de:

Ug,H) = - 12 2 (L&) (2.36)
oT T

Convém lembrar que a magnetizacgao total & uma

soma sobre todas as magnetizag6es locais, ou seja:

M(g,H)= I M, (8,H). (2.37)
i
Em uma rede regular onde todos os sitios sao
equivalentes a magnetizagao total pode ser escrita como Nm onde N

€ o nimero total de sitios e m a magnetizagao média por sitio.

Como ja& observamos esse procedimento no caso
da arvore de Cayley da origem a uma série de problemas inusitados
porque ela nao & uma rede de Bravais. Como nesse trabalho conside—
ramos apenas propriedades locais de sitios pertencentes a rede de
Bethe, @ necessario desenvolver um método que nos permita cans-
truir as demais propriedades termodinadmicas.

Com relagdo a energia livre esse método ja
foi desenvolvido por Thompson(Go). Ele consiste essencialmente emn
se considerar na equacgao (2.37) apenas sitios pertencentes a rede
de Bethe, todos com nimero de coordenagao b, e para os quais Mi(B,

H) = m(R,H). Para a rede de Bethe a energia livre pode entao ser

obtida integrando-se (2.35) com relagdo ao campo magnético, desde
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que se defina de forma apropriada os extremos de integracao. Isso
pode ser feito observando-se que no limite H»» a fungao de parti-
cao (2.33) & dominada pelo estado em que todos os spins assumem

o valor +1, de tal forma que:

Y(B,») = - JNL - HN . (2.38)

onde N & o nimero de ligagoOes na rede e N o numero de sitios.Ob-

'servando-se ainda que m(B,»)=1 e que para uma rede regular, com ng

mero de coordenacao b=z+l teremos N = %~ Nb ligagoes a energia 1li-

vre por particula poderad ser escrita como:

v(g,H)_ _ _1
N 2

b - H + [y [m(h)-1]dh.

(2.39)

Esse & o procedimento padrao para o calculoda
energia livre a partir da magnetizagao para rede de Bethe. Mesmo
no caso do modelo de Ising regular a avaliacao da integral do lado
direito de (2.39) exige algum esforgo de modo que a determinacgao da

energia livre em sistemas mais complicados nao & uma tarefa facil.

Nesta secgao nds mostraremos entretanto que a
energia interna pode ser calculada de uma maneira muito simples.Es
se calculo se baseia no fato de no limite termodinamico tanto o to
po da arvore quanto os sitios da camada central poderem ser consi-
derados como pertencentes a rede de Bethe, ou seja, s3o todos si-
tios equivalentes. A média térmica da energia de interagao entre um

spin da camada central da rede, o;r €0 spin do topo, Oy e dada

por:

.= —J<cic >. (2.40)
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Como esses sitios sao todos equivalentes U
pode ser considerada a energia média por ligagdo em uma rede de
Bravais na aproximagao de Bethe. Da equagao (2.36) a energia inter

na para o modelo pode ser escrita como:

U=-J § <o
<ij>

ioj> ' (2.41)

Lembrando-se que <cioj> deve ser o mesmo para guaisquer pares de

sitios, teremos para a energia interna por particula:

S <93%5> ) . (2.42)

Comparando (2.40) e (2.42) nds podemos ver gque
o’problema da obtengao da energia interna na aproximagao de Bethe
se reduz ao calculo da cofrelagéo eﬁtre um spin da camada central
e 6 épin do tobo; éu‘seja, éo calculo da transmissividade efetiva
entre esses dois spins. Essa transmissividade pode ser obtida da
seguinte forma:.inicialmente pfocedemos a tddas as renormalizagoes
necessériéé'para”se reduzir a arvore apenas ao conjunto formado pe
lo spin do topo, seus primeiros vizinhos que formam a camada cen-
tral e o spin fantasma (veja figura 1l0a). No 1imite termodinamico
 podemos dizer que a transmissividade efetiva 6: entre os spins da
camada central é o spin fantasma sera dada por:(2.18). Lembrando
que na camada central temos z+l sitios o aglomerado da figura 10b
é obtido‘simplesmente dizimando-ée quaisquer z spins da camada cen
tral. Considerando que a relagdo de recorréncia ja éonvergiu note
que a transmissividade obtida dessa decimagdo serd ei(ej) se esta-
mos supondo ferromagnetismo (antiferromagnetismo). Vale a pené deg
tacar que o aglomerado da figura 10b representa um sistema de dois
spins interagindo entré si com cada um deles submetido a agao de

um campo magnético efetivo que nada mais & do que a idéia-  basica
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Figura 10 - Derivagao da energia interna

A correlagao <0No§—l> entre o spin do topo oN e um spin

-

gualquer cﬁ_l da camada central (2.43) e obtida efetuando-se as
renormalizagoes indicadas na figura. Na rede de Bethe, B
a correlagao entre quaisquer dois spins primeiros vizinhos. Por-

tanto, na aproximagao de Bethe - Peierls a energia interna (2.44)é

obtida substituindo-se essa equagao na equagao (2.42).
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de aproximagdo de acoplamento cdnstante(67).

Vamos calcular a transmissividade definida em

(2.40) apenas para o caso antiferromagnético uma vez que o . caso

ferromagnético pode ser obtido deste simplesmente fazendo-se ej+ei.

Aplicando as leis de composigao (2.11) ao a-

glomerado da figura 10b teremos finalmente:

<0,0,> = [t + 6% 0% ]/[1+ toX o0*] (2.43)
A substituicao de (2.43) em (2.42) nos permi-
te escrever a energia interna por particula como sendo dada por:
1

U=-—5DbJ [trefe*]/[l+toro*] (2.44)

concordando com a expressao da energia interna obtida na aproxima-

cao de Bethe (00

2.3. O vidro de spin de Ising na Rede de Bethe

Nesta secgao e nas seguintes nds resolvemos exatamen

te o modelo de Ising com interagoes aleatdrias entre primeiros vi-
zinhos na rede de Bethe no limite z+». Abrimos um parenteses pa-
ra salientar que a desordem introduzida no sistema pelas interagoes
aleatOrias serd considerada temperada. Segundo a prescrigao de Brout
(24) | e - s
isso significa que a media sobre esta desordem deve ser efetua

da sobre a energia livre e as grandezas dela derivadas e nao sobre

a funcao de partigao, como seria o caso se considerassemos a desor

dem recozida.

O modelo de Ising aleatdrio na arvore de Cayley' foi

(54)

anteriormente considerado por Thompson , supondo que a distri-
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Figura 11 - Relacao de recorréncia para o vidro de spin

de Ising.

Usando as leis de composigao da figura 5 o campo efetivo
s+1 . .
Xi (c), gque atua sobre um spin da camada s+l, pode ser escrito em
. ~ ~ . s .
termos das interagoes nao renormalizadas Kij' entre esse spin e 0s
. . s P
da camada s, e dc campo efetivo Xj’ gue atua nesses ultimos, como
nas equagoes (2.50) e (2.49). No limite em que z+» o teorema do 1i
mite central nos assegura que a distribuicao de probabilidades pa-
s S+l - . - ’ s - .
ra o campo efetivo Xi sera Gaussiana. A sua media e variancia po

dem ser obtidas da média e variancia da distribuigao de probabili-

dades das interacoes Yij (b).
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buigio de probabilidades para as interagdes & Gaussiana, de mddo
que a maior parte dos resultados aqui obtidos pode ser encontrada,
para comparagao, nessa referéncia. Essa comparagao se presta tam-

bém para se apreciar melhor a simplicidade de nosso formalismo.

A idéia basica para solugao desse problema consis-

te, como fizemos no caso regular, na substituicao de aglomerados
com z+2 spins e 2z ligagcoes pelos dois spins nos extremos ' intera-
gindo através de uma constante de troca renormalizada. Essa cons-

tante de troca renormalizada pode ser interpretada, fixando-se o

spin fantasma, como o campo magnético externo efetivo gue atua so-
bre os spins de camada a que pertence o spin no topo do aglomerado.
Procedendo dessa maneira, podemos calcular a distribuigao de prdbg
bilidades para o campo externo efetivo, que atua na camada s +1 da
rede, a partir das distribuicoes de probabilidades para os campos

externos efetivos que atuam na camada s.

Consideremos o aglomerado da figura lla. A Hamilto-

niama para esse sistema pode ser escrita como:

5.(Us+l ;
1 301 J
(2.45

. s . .
onde og representa o spin fantasma, oj os z spins da camada s liga
dos ao i-ésimo spin da camada s+l por meio das interagOes nao re-

. s i '
normalizadas Kij' Os campos externos efetivos que atuam sobre os

spins da camada s sao designados por X?.

Por enquanto n3o seria necessario que especificasse-
mos qual & a distribuicdo de probabilidades para as interagoes.En
tretanto, podemos adiantar gue resolveremos esse problema usando a
distribuigao de probabilidades mais comum no estudo de vidros de

spin:
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P[K?.] = [z/2ni2]1/2 exp[-z(Kij—Ko/z)z/Ziz] (2.46)

1]

bem como uma distribuigao discreta do tipo:

P[Kij] = w6 [Ko.-K/z] + (1-w)s[Ki’j+K/z] (2.47)

1]

Em ambos os casos, os parametros das distribuicoes
devem ser divididos pela razao de ramificagao péra que, como no ca
so regular, possamos garantir resultados fisicamente aceitadveis no
limite z+~. Observe que esta divisao faz com que as interagoes Kij
possam ser consideradas como quantidades muito pequenas, 0 que se-
ra bastante utilizado no que segue. E importante salientar que os
resultados obtidos dessa aproximagao s se tornarao realmente cor-

retos no momento em que efetuarmos a média sobre a desordem.

Utilizando a lei de composicao (2-1lla) cada conjunto

de duas ligagOes em série no aglomerado da figura lla pode ser subs-
tituido por uma tnica ligacgao Yij (veja figura 1llb). Fazendo  uso
da definicao de transmissividade (2.10a) as interagoes Yij podem

ser escritas como:

S 1 s .. s s
YO, = 5-n {1+ t. 6, 1 - t;. 627]1} (2.48)
iy 2 1 ij 3 /1 ij J]
onde ti. e e? sao as transmissividades associadas, respectivamente,
com as interagoes nao renormalizadas Kij e os campos efetivos X?.
Lembrando qgue as interacoes Kij sao muito pequenas obtemos a  se-

guinte aproximagdo para a equacao (2.48):

v, = xS, §° (2.49)

O passo seguinte consiste na substituicao .de todas

s+l.

as z ligagOes em paralelo pelo campo externo efetivo Xi :




Z
xi+l= Z Yi'
j=1

(2.50)

(69)

O teorema do limite central nos garante que no

limite z»~, qualquer que seja a distribuicao de probabilidades dos

Yij' a distribuicao de probabilidades para o campo externo efetivo

Xi+l sera Gaussiana. Com excessao da superficie onde suporemos gue
o campo externo nao & aleatdrio, podemos afirmar entao que em to-
das as demais camadas da rede o campo externo efetivo terd uma dis
tribuicao de probabilidades Gaussiana. O teorema do limite central
nos garante também que a mé&dia Xi dessa distribuigao e sua varian
cia §§ sao obtidas da média Ys e da variancia §é da distribuicao

de probabilidades dos Y:j poré

xi =z Yz , (2.51a)
xé =z Yg (2.51b)

Portanto o problema da obtencao da distribuicgao de

1

7 R s+ -
probabilidades para o campo externo efetivo Xi se reduz ao calcu

lo de Yi e Yg que sao obtidas, usando a equagao (2.49), de:

S S

_ S s S S
Yo = IIP(Xj)P[Kij]Kij ej dKij dxj (2.52a)
e de:
¥2 = S S 11x5.65-v%]2 ak?. axs.
2 ffp[xj]p[xij][Kij ] o) i3 9% (2.52b)

Para prosseguir além desse ponto & necessario especi

. . R ‘ q s s . _
ficar a distribuigao de probabilidades dos Kij' Os dois casos par-
ticulares ja mencionados serao analisados separadamente pois apre-

o

sentam resultados bastante distintos.
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2.3.1. Distribuicao de probabilidades Gaussiana

Neste caso os Kij sao independentemente dis-

tribuidos de acordo com (2.46). Fazendo-se asubstituigao de varia-

veis.

cima e definindo:

obtemos finalmente:

S 1/2 | s -

Uij= -z (Kij - Ko/z)/K
-(us.)2/2
¥$ = (2m) Y2 ;sp[x8]e 13
o 3
+ K272 %) 65 avd. ax
1] J 1)
S
- - - )2/
YZ= (2m) 172 ffP[X?]e 1]
+ K z_l/2 .%) eSS - Ys]2 du,
ij o i

(2.53)

(2.54a)

(2.54Db)

Efetuando as integrais em U:j nas equagoes a-

m = s/p[x5] 65 axs
S J J J
S Sq2 s
= [P |X. . dax’

(2.55a)

(2.55b)
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SR - S =1 ' ,
YS =K,z mg | (2.56a)
¥2 = g2 271 (2.56b)

s qs. £ ]

Usando agora as relagaés (2.51) a distribui-
¢ao de probabilidades para o campo externo efetivo que atua na ca-

mada s+1 pode ser explicitamente escrita como:

P[X§+l] = [2nK? qs]_l/z exP[—(X§+1 -

- K,m)2/2 K2 q_] (2.57)

Note que m e g estao ligados respectivamén-
te & média e & varidncia da distribuigao de probabilidades do cam-
po externo efetivo que atua na camada s+l1l. Usando agora (2.57),(2.
55) e iembrando que—e§ s tan h |X§| nds podemos encontrar o mapea
mento que relaciona a média e a variancia da distribuigao de proba
bilidades do campo externo efetivo que atua na camada s+2 como fuﬁ
gao dessas mesmas grandezas parabo campo externo efetivo que atua

na camada s+1l:

~ 1/2

~-1/2 =
mg,q = (2n) / {m tanh [K m_ + K g x]dx
(2.58a)
-1/2 = -x2/2
dgyq = (27) / I e /2 tan h2 (K mg +
+Kq/? x] ax (2.58b)

onde, para escrever as equagoes acima fizemos uma substituigao de

variaveis idéntica a (2.53). Supondo a existéncia de pontos fixos



60

do tipo m_, ,=m_=m e q_, ,=q_=q as equagoes (2.58) se reduzem 3s e-

(27)

quagoes de SK para o vidro de spin de Ising . Na verdade, essas

equagdes sao um pouco mais gerais que as equagOes de SK uma vez que

-

adritem solugao também para K <0. Para valores negativos de K, @

s+1 '/
qs=qs+l caracteristico de uma fase antiferromagnética. Basta que

facil de ver que (2.58) possui um duplo ciclo do tipo m=-m ;

se faga nas equagoes (2.58) a transformagao x +- X para obter, pa-

‘ra K <0:
o

~1/2 e é—xZ/z

m_,, =~ (2m) S peo tan h [-lKolmS -
- R,q;/z x ] dax (2.59a)

=1/2 e -x2/2
dgyp = - (2m) / fiw ® /2 tan h2 [~ 1k, |m_-

= 1/2

-Kaq/° x] ax (2.59b)

Invertendo os limites de integracgao nessas e-
quagoes e lembrando que a tangente hiperbdlica & uma fungao Impar

de seu argumento teremos:

T -1/2 o _-x%2/2
m_,q, == (27) I_e tan h [|K°1ms +
+ K qi/z x ] dx - (2.60a)
-1/2 .o =x2/2 ;
dgeq = (27) / I_e X*/2 tan n2 [[Ko[ms +
+ K qt/? x ] ax “(2.60b)

Para se estudar a estabilidade dos pontos fi-
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xos (veja Apéndice A) & necessario obter-se os elementos do Jaco-

biano das transformagoes (2.58):

am

. ) R |
A =_Stl _ (2m) 1/2 K, L e~X°/2 sec hz@%ﬂ§+
om ‘
s
+Kq/? x ] ax - (2.61a)
po sl 202 R e -x2/2
3q 2 q;/z -
X sec hz'[KomS + K qi/z x ] dx (2.61b)
aq -
c = —=ti (21)"1/2 2k [wex/ztanh[Km+
om o o's
s
+ K q;/z x ] sec h? [K m_ + iqi/zj dx
(2.61c)

g4 _ 12w)-l/2 K - 4x2/2
g

S

1/2

x tan h [Km, + K q

; 2
x ] sec h®[K m +

+Rq/? x] ax | (2.61d)

-Devido 3 complexidade do mapeamento (2.58) e
das equagOes (2.61) o TGnico estudo analitico que pode ser feito &

o da estabilidéde,do ponto fixo trivial:

m* =q* =0 . E (2.62)
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A KT/ D
PARA
B C
ANTIFERRO FERRO
VIDRO| DE |
SPIN

W2

Figura 12 - Diagrama de fases de vidro de spin de Ising.

Como no caso reqgular, o diagrama de fases dovidro de spin

pode ser obtido dos atratores do mapeamento correspondente (2.58).
Sao os seguintes os atratores encontrados e as fases por eles ca-
racterizadas: i) ponto fixo m* = g* = 0 - fase paramagnética. 1ii)
pento fixo m* = 0; g* # 0 - fase vidro de spin. 1iii) ponto fixo
m* # 0; g* # 0 - fase ferromagnética. iv) duplo ciclo m = T M

m*; di47 =94 = g* - fase antiferromagnética.
A linha ABCD fornecida por (2.64) pode ser obtida anali-

ticamente estudando-se a estabilidade do ponto fixo paramagnético.
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Substituindo (2.62) em (2.61) & facil de ver que B=C=0 de tal for-

ma que os autovalores do Jacobiano serao:

Al = A = Ko g BJO | - (2.63a)

il
o
]
=t
1
™
(]

Az (2.63b)

Aplicando-se ocritério de estabilidade (A-10)
temos gue o ponto fixo trivial, que caracteriza a fase paramagnéti
ca & estavel na regiao definida por:

L

KT/J > |3/3| (2.64a)
KT/J > 1 (2.64b)

Para‘se estudar outros aspectos do mapeamento
(2.58) tais como.a identificagao dos demais atratores e a determi-
nagao de.suas estabilid;desfé necessario recorrer-se a uma analise
numérica (veja Apéhdice B) . Essa analise nos permite reproduzir ‘en
tre outras coisas o diagrama de fases do vidro de spin de Ising ob
tido pof SK (figﬁra 12) . Nesse diagrama, além da fase paramagnéti=-
ca temos uma fase ferromagnética representada por um ponto fixo nao
trivial, m*#0; g*#0, uma fase vidro de spin caracterizada por um
ponto fixo do tipo m*=0; g*#0 bem como uma fase antiferromagnética
representada por um duplo cicio do tipo M=~ M=~ m* ; qs+l= qg=

g*. Todas as .transicoes de fase sao de segunda ordem no sentidodis

cutido na secgdo (2.2.1).

Como Tltimo passo mostraremos que m, e q_ po-

dem ser identificados respectivamente como os parametros de ordem

ferromagnético e vidrc de spin em uma Arvore com s+l camadas. Ob-

serve inicialmente que as equagdes (2.58) representam as médias da



64

Oy Ot o,
t
K¢ Ktz+t :
{
N+ N-I |
o, \ ’, Oz+1 | my
\Q\ / :
c c
xl \§ // xzol :
o J'
g Og Og Oy

(ad | | (b)

Figura 13 - Processo utilizado para a derivagao da egqua-
| - ¢ao de TAP. |
A parfir do aglomeradd (a) constifuido pelo spin do topo,
o spin fantasma e os spins da camada central podémos obter a magng
tizagao no topo_(2.66), Por outro lado, essa mesma quantidade e a
magnetizacao na camada central podem ser obtidas a partir do aglo-
merado (bi séguindo-se, respectivamente, os caminhos indicados pe-
las setas 1 e 2 (iespectivamente equagaes (2.68) e (2.67)). Combi-

nando essas trés equa@ées obtém-se as equagoes de TAP (2.74).
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'trahsmissividade, entre o spin fantasma e o spin do topo de uma re
de com s+l camadas, e de seu quadrado, segundo a distribuigao de
campo externo efetivo que atua neste Gltimo spin. Comoc ja vimos na
secgao (2.2) essa transmissividade pode ser diretamente identifica

: , ~ + ' -
da com a magnetizagao <¢® i, no topo de uma arvore de Cayley aber-

t
ta com s+l camadas. Desse modo, as equagoes (2.58) podem ser rees-

critas como:

s+1>

m, = [<o. >] o (2.65a)
q_. = [<os+1>2] (2.65b)
s t av :

onde [ ]av indica a média sobre a desordem introduzida pelo campo

externo efetivo.

2.3.2. A equagao de TAP

Os primeiros autores a reconhecerem a impor-
tancia do campo de reagdo no estudo dos vidros de spin foram Thou-

)(45). Utilizando a rede de Bethe es-

less, Anderson e Palmer (TAP
ses autores desenvolveram uma equagao fundamental para o valor es-
perado de o, agora conhecida como equagao de TAP. Essa equagao subs
titui a equagao de campo médio usual (2.17) por levar em conta a
contribuigao do campb de reagao. Nesta secgao mostraremos como a

equagao de TAP pode ser derivada usando o formalismo agui desenvol

vido.

Para isso, inicialmente devemos proceder a to
das as renormalizagoes necessarias para reduzir a arvore (completa)
ao aglomerado da figura 13. Esse aglomerado & constituido pelo spin

do topo, Oy s Seus z+1 primeiros vizinhos Uj e o spin fantasma Gq'

MICA DE SAQ CARLOS .4S? i

SRS

iﬁux%”ff‘ao;&;HTUb)DEFSKA £ oul

i
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Em outras palavras, devemos determinar primeiramente o campo exter
no efetivo X; que atua nos spins da camada central. O campo efeti-
vo que atua no topo da rede serda entao dado por:

z+1

X, = L

0
t 40

c
K, . .
t1 3

onde Ktj € a constante de interacao entre o spin do topo e o j-ési
mo spin da camada central e e; a transmissividaae associada ao cam
po externo efetivo Xg. Tomando a tangente hiperbélicé de ambos os
lados dessa equagao e lembrando que a transmissividade entre o spin
do topo e o spin fantasma nada mais € do que a magnetizagao no to-
po teremos: |

z+1
mg,=tanh [ £ K_, 6% ] (2.66)

t j=1 t3 3
Efetuando-se agora mais uma renormalizagao de
forma a eliminar z spins’da camada central pode-se facilmente che-

gar ao aglomerado da figura 13b. Nessa figura 6 | representa a

tg
transmissividade associada @ interacgao th_entre o spin do topo e
o spin fantasma quando um um dos spin da camada central permanece
sem ter sido eliﬁinado. Para essa interagao estamos usando a mesma
notagao dos campos externos efetivos porque, como na camada central

temos z+1 spins, ela & obtida usando-se a mesma equagao (2.50) usa

~da na determinagao desses campos. A partir desse aglomerado temos

duas opgoes: primeiramente nds podemos renormaliza-lo de forma ...a ',
encontrar a transmissividade entre o spin fantasma e o spin rema-

nescente na camada central. Lembrando que, a exemplo do que fize--

mos com relagao ao spin do topo, também essa transmissividade pode
ser identificada como a magnetizagcdo nesse sitio, teremos:
c

C
. = . + .8 1 + K,_.0.6 . (2.67
my = [og + Keyopgl /Il + Kegoyegl. (267

C gt
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Por outro lado, podemos dizimar o spin rema-

nescente para encontrar a magnetizagao no topo da rede:

_ | c q c
m, [etg_+ Kes05 1/[1 + Ktjejetg]. (2.68)

Dessa ultima equagao podemos obter a seguinte relagao:

- - C - C .
Org = [mt Ktjej],/[l Ktjmtej]. (2.69)

Substituindo (2.69) em (2.67) e desprezando os

termos O(K%j) temos:

(o} (o} )
. = 6. + K_, 1 - (8;)2 2.70
m eJ £5 Mt [ ( J) ] (2.70)
de modo que:
C._ - - Cy2
6y '= my Ktjmt[l (ej) 1. (2.71)

Elevando essa equagao ao quadrado:

(e§)2= m§f- 2K, mjmt[l - (e§)2] +

J
. .
+kEymp [1- (62]2 (2.72)

e substituindo (2.72) de volta em (2.71) podemos escrever:

= - - m2 )
ej mj Ktj m, (1 mj) (2.73)

onde novamente desprezamos oOs termos O(Kij). Finalmente, (2.73) po

de ser substituida em (2.66) e teremos:
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Figura 14 - Obtengao da energia interna do vidro de spin

de Ising.

A partir do aglomerado constituido pelo spin do topo, o)
spin fantasma e um spin da camada central a correlagao entre esse
Gltimo e o spin do topo (2.76) pode ser obtida como indicado na fi
gura. Dessa relagéo, conforme indicado em (2.75), a energia inter-
na para o vidro de spin de Ising (2.79) pode ser obtida efetuando-

se a média sobre a desordem.
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' z+l z+1 ,
m_ = tan h [ Ji Ktj mj - m Jil Ktj (l—mg)]

(2.74)

qgue & exatamente a equagao de TAP. Vale a pena reafirmar que as a-
proximagoes feitas para se obter (2.74) sO podem ser consideradas
corretas se agora efetuarmos a média com relagao a& desordem. Essa
tarefa, como & sabido na literatura, tem resistido a todos os es-
f0f¢OSVe apenas observamos aqui que ela deve ser o Ultimo passo no

procedimento adotado.

2.3.3. A energia interna

A energia interna para o modelo com interagdes
aleatdrias pode ser obtida utilizando-se um procedimento muito se-
melhante aovdesenvolvidq na secgéo‘2.2.2. Como vimos neste secgao,
para sistemas regulares tudo se resume ao calculo da correlagao en
tre o spin do topo e um spin da camada central. Nesse caso, entre-
tanto, como estamos tratando a desordem coﬁo temperada, para obter
" mos a energia interna devemos fazer a média dessa correlagao cém
rélagéo as distribuigdes de probabilidadé. Dessa maneira a equacgao
k2342) no caso de sistemas aleatdrios deve ser escrita como:

Us=- %% [B-lKij<cioj>]av. | (2.?5)

Consideremos o aglomerado da figura 14. Utili

zando-se as leis de composigao (2-10) a correlagao <g,c.>,  entre

t ]
o spin do topo e um spin da camada central, pode ser obtida como:

= c c
<0,05> = [Ktj +}etgej] /(1 +7Ktj etggj]

(2.76)
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ou, lembrando que K. é O(z-l/z), como:

3

. +06. 65 - k.. 082 (092 2.7
t] tJ tg J KtJ tg ( J) ( 7

~De tal forma qgue a energia interna por parti-

cula, no limite em que z+~, sera dada por:

REE SRR I E R L [ RO

.8, 8. ~
t) tg j

- K2, + K2, 82 (85)2] &K, .dx,  ax§ 2.
§y + Kiy 0 005)2] ek yax, o axy  (2.78)

Como fizemos no caso regular a energia inter-

na sera calculada para a situagdo mais geral que & aquela em gue O

atrator para as relagoes de recorréncia (2.58) & um duplo ciclo an

] = m*, (6]

tlferromagnetico'([e av b

= m* com m*¥ = - m*). Usando

tg +

as definigdes (2.55) e efetuando a média sobre a distribuicgdo dos

Ktj temos a seguinte expressao para a energia interna:
1 g2 ‘
U=-—= J, mfm* - —— (1 - q?) (2.79)

Observe que na situagao em que o atrator & um
ponto fixo a energia interna & obtida da equagao acima fazendo m:=

m* = m como:

-~

__1 - o _ J% , _ 2 '
-5 J_m - (1 - q?). (2.80)

Essa € a expressao da energia interna do - vi-

dro de spin de Ising obtida primeiramente por SK(27);
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' 2.3.4. A distribuicdo *J

Suponhamos agora que OS Kij sejam independen

temente distribuidos de acordo com (2.47). Substituindo-se essa

distribuicao em (2.52) e usando as definigoes (2.55) temos que:

s _ -1 '
YS =20 Kz ' om . (2.81a)
v2 = @272 ,=2 - 2072 =2 ;2
Ys B&J4 2 qs 4 w4BRJ* z mg (2.81b)

Usando as relagoes (2.51) a distribuigao de
probabilidades para o campo efetivo que atua na camada s+l pode

ser escrita como:

P|X§+l[= Lim [Znez]-l/z exp[-(xg+l -

Z-rc
- (Zw-l)BJms)z/Zezj (2.82a)

onde

e2= g23? 21 a - 4 el g2 g2 g1 m2 .
(2.82b)

Efetuando-se o limite z-»~ obtemos que:
P[x§+1] =5 [x§+1 - 208Im_] - (2.83)

Usando essa distribuicdo de probabilidades nas definigoes (2.55)ob

temos a relagdo de recorréncia:
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o
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‘Figura 15 - Diagrama de fases para o vidro de Spin de

Ising com distribuicdo * J.

0 diagrama de fases pode ser obtido determinando-se os
atratores do mapeamento (2.84) de forma anadloga ao que .foi feito
para o caso de desordem gaussianamente distribuida. No caso t J,
nao ha nenhum atrator correspondente a fase vidro de spin, porque
a distribuicao de probabilidades para o campo externo efetivo que
atua no topo da rede € uma fungdo Delta. Nesse caso obtém-se ape-

nas as fases paramagnética , ferromagnética e antiferromagnética.
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m = tan h [(2w—l)BJms] (2.84a)

= m2

541 = Mg41° (2.84b)

Fazendo-se a substitﬁigéo BJ' = BJ(2w-1l) a equagao (2.84a) repro-
duz a equagao de campo médio para o modelo de Ising ferromagnético
" (antiferromagnético). Nesse caso entao nao teremos uma fase vidro

de spin e o diagrama de fases para esse sistema (figura 15) pode
ser trivialmente obtido. Observe que a inexisténcia da fase vidro
de spin & uma consequéncia direta da anulacao da variancia da dis-
Fribuigéo de campo efetivo no limite z-»~. Isto, por sua vez, decor
re do fato de a distribuicao de probabilidades (2.47) apresentar
um Unico parametro passivel de ser dividido por z. Consequentemen-
te, a inexisténcia da fase vidro de spin independe do modelo que
esta sendo estudado, advindo diretamente de (2.47). Em vista disso,
nos estudos dos modelos de Potts e Ashkin-Teller aleatdrios nos res

tringimos apenas a distribuicao Gaussiana.
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CAPITULO III

O MODELO DE POTTS NA ARVORE DE

CAYLEY FECHADA

. O modelo de Potts, formulado em 1952 por’R.B.Potts(70) se

. guindo uma sugestdo de C.Domb, & uma generalizagdo do modelo de
Ising para um sistema de mais de duas componentes. Esse modelo po-
‘de ser formulado em qualquer rede associando-se a cada sitio i uma

variével'Ai que pode assumir p valores e sera designada por spin.

Para uma revisdo recente sobre o modelo de Potts veja Ref.7l.

A'energia de interacgao entre dois spins Ai e Aj localiza-

dos em sitios adjacentes & definida como sendo:
= pJd, .8 ' _ (3.1)

onde ‘ ] g

0 se ki # Aj é o delta de Kronecker.

Usando a*representagéo(72)

Ay =el ; w=exp2ri/p) , ky =1, ...p ©(3.2)
podemos escrever:
B - ” . p . _ R
Sx;a, = P L g ,r,pr - (3.3)
i%3 =1 %t 3 ' .

A Hamiltoniana para o hodelo de Potts em uma rede qual-
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quer, com interagoes apenas entre primeiros vizinhos, pode ser es-

crita como:

-BH = I H,.= I K.,. £ AfP (3.4)
<ij> 1J <ij> 1) p=1 i3
onde Kij = BJij' Observe que na situagao em que p=2, devido as de-

finigaes (3.2) as variaveis A sO0 podem assumir os valor *1 de modo

que teremos:

- BH = £ K,. (A,Ax. + 1) (3.5)
<ij> ij ij .

que corresponde & Hamiltoniana para o modelo de Ising.

Neste capitulo, sera estudado o modelo de Potts com p-es-
tados na arvore de Cayley fechada definida na secgao 3.1. Ainda nes
ta secgao serao introduzidas as variaveis transmissividade térmica
e sua dual para o modelo de Potts e suas leis de composigao. Com a

)
introdugao dessas variaveis mostra-se que o modelo de Potts na arvore
de Cayley fechadavé mapeado no mesmo modelo na arvore de Cayley fe

chada assimétrica decorada da figura 19b, bem como na arvore fecha

da assimetrica da figura 4b.

Na secgao 3.2 resolvemos o modelo de Potts regular na ar-
vore de Cayley fechada e mostramos que quando as interagdes sao fer
romagnéticas os resultados obtidos dependem profundamente do sinal
das ligagoes que unem as superficies das arvores abertas. Verifica
mos, por exemplo, que quando essas ligacgoes sao ferromagnéticas(an
tiferromagnéticas) a transigao entre as fases paramagnética e fer-
romagnética & de primeira (segunda) ordem. No caso de as ligagoes
entre as arvores serem antiferromagnéticasmostra-se também gque ¢ alinha
mento dentro de cada arvore & ferromagﬁético e que spins em arvo-

res abertas diferentes se alinham antiferromagnéticamente.
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Como um Ultimo resultado dessa secgao mostramos que se as
interagoes em uma arvore aberta sao ferromagnéticas e na outra an

tiferromagnéticas a Gnica fase possivel & a fase paramagnética.

Na secgao 3.3 & analisado o modelo de Potts na arvore de
Cayley fechada com interagoes aleatdOrias independentemente distri
buidas segundo uma Gaussiana. Utilizando um procedimento semelhan
te ao usado para se estudar o vidro de spin de Ising derivamos as
relagoes de recorrencia para os parametros de ordem ferromagnéti-
co e vidro de spin. E importante salientar gue nesse ponto fazemos
a transformagao que nos leva-a arvore de Cayley fechada assimétri
ca da figura 4b. Essa transformagao permite que os resultados ob-
tidos sejam considerados como uma aproximagao de campo médio para
o vidro de spin de Potts. Como resultados interessantes dessa sec
cao vale a pena destacar a inexisténcia de uma fase vidro de spin
no sentido usual e o aparecimento, para p>6, de uma fase aleato-
ria. Nesta secgao & feito também um estudo sucinto do atrator que

caracteriza essa fase.

Finalmente, na secg¢ao 3.3.1 generalizamos a equagao de
TAP para o modelo de Potts e na Ultima secgao deste capitulo deri

vamos a energia interna desse sistema.

3.1. A arvore de Cayley fechada

A arvore de Cayley fechada & um grafico derivado do .
gue convencionamos chamar de arvore de Cayley aberta. Essa arvore
foi proposta em 1979 por Jellito com o intuito de construir uma
rede com uma conectividade menos trivial. Na versao original, a
arvore de Jellito & construida unindo-se a partir da superficie
duas arvores de Cayley abertas idénticas, como mostrado na figura

16a. Nesse trabalho usaremos uma construgao ligeiramente diferen-
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a) / {b)

Figura 16 - Arvore de Cayley fechada com razdo de Rami-

ficagao 2=2 e n=4 camadas.

A arvore de Cayley fechada proposta por Jellito em 1979

é constituida por uma arvore aberta e sua imagem especular(a). Na
vérséo modificada da arvore de Jellito utilizada neste _.trabalho
(b) os sitios superficiais de duas arvores abertas sao unidas por
ligagoes, designadas por jungoOes, que podem assumir valores dife-
rentes das demaisvligagaes. As camadas das arvores abertas superi
or e inferior sao numeradas a partir de suas superficies (s=0)até

0os topos. O topo da 8rvore aberta inferior & designada por fundo.
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(73)

te, proposta em 1984 , na qual as superficies das duas arvores

abertas serao unidas através de novas ligagées, como mostrado na
figura 16b. A introdugao dessas novas ligagoes, que podem ser di
ferentes das ligagOes nos interiores das Arvores & feita no senti

do de facilitar a aplicagao das técnicas do grupo de renormaliza-

cao no espago real. A arvore de Jellito & um caso.particular gque

pode ser recuperado no limite em que as interagOes associadas as
novas ligagoes tendem ao infinito. Serd mantida para a arvore de
Cayley fechada a mesma notagao utilizada no Capitulo II para a ar
vore de Cayley aberta. As camadas das arvores abertas superior e

inferior que a compoe serao numeradas independentemente a partir
das superficies (s=0) até os topos (s=N-1). O topo da &arvore aber
ta inferior sera designada por fundo e as ligagbes que unem as

duas arvores serao chamadas jungoes.

A arvore de Cayley fechada assimétrica pode ser re-
obtida desta arvore fazendo-se com que todos os pontos que consti
tuem a arvore aberta inferior coalesgam em um Gnico ponto. Esse
ponto desempenhara o papel do sitio extra no qual & colocado o
spin fantasma. Em termos de interagoes entre spins isso correspon
de a se fazer com que as interacoes na arvore aberta inferior se-
jam infinitamente grandes. Nessas condigoes, as jungGes podem ser

identificadas com um campo magnético externo.

O procedimento que adotaremos nesse capitulo & ana-
logo ao adotado no capitulo anterior. Ele consiste na aplicagao
de técnicas do grupo de renormalizagao no espago real, para subs-
tituir as aglomerados existente na uniao das arvores abertas supe
rior e inferior por uma Unica ligagao. Essa ligagao sera chamada
de jungao renormalizada. A repetigao iterativa desse procedimento
nos permitira entao reduzir toda a arvore de Cayley fechada a uma
Gnica ligacao entre os spins do topo e do fundo. A exemplo do‘que

fizemos no capitulo anterior, esse procedimento pode ser, bastante
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Figura 17 - Leis de composigao para as transmissividades

no modelo de Potts.

No modelo de Potts com. p-estados a transmissividade as-
sociada a uma ligagao Kl entre 2 spins &€ definida por t =[ 1l - exp
(-p K,) 1/ [1 + (p-1) exp (—pKl)] e sua dual por £P= [L-¢t]/[1+

(p - 1)t ]. Suas leis de composicgdo sio idénticas is derivadas pa-

ra o modelo de ISing. Para ligégSes em série tzq'= tl't2' Para li-

gagces em paralelo (tgq)D= t? . tg.
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simplificado com arintrodugéo das variaveis transmissividade e sua
dﬁal. Como no caso de Ising, para um sistema de dois spin intera-
gindo entre si essas variiveis nada mais sdo do que a ' correlagao
zlrkp—r> e o fator de Boltzmann associado & interacao entre elgs.

172
' Utilizando a Hamiltoniana (3.4) verifica-se facilmente que:

Tt = <Aiﬂ3_r> = [1 - exp(—pKij)]/[l+(p—l) exp

(~PK; ;)] (3.6a)

P exp (-pKij) =[1-¢]/1+ (p-1)t]
(3.6b)

Observe que para p=2 as definigOes para a transmissi
dade e sua dual para o modelo de Ising sao reproduzidas. A partir
dessas definigdes, pode-se facilmente encontrar as mesmas leis de
composigao obtidas no cépitulo anterior para essa variaveis, a sa-

ber:

i) Para duas ligagoes em série, (figura 17a), com
transmissividades associadas tl e t2 a transmissividade equivalen-
te, correspondendo a substituigao desse sistema por uma fnica liga

¢ao & dada pelo produto:

eq _ N
tS tl -ty 5 tl (3.7a)

ii) Para duas ligagOes em paralelc com transmissivida

des t, e t, (figura 17b) a dual da transmissividade equivalente,

1 2
correspondendo & substituigao desse aglomerado por uma lnica liga-

¢ao, & dada pelo produto das duais
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‘Figura 18 - Aglomerados que d3o origem a um mesmo mapea

mento.

Devido & comutatividade do produto de transmissividades
0 mesmo mapeamento € gerado pela aplicagao das leis de composigao
da figura 17 aoé aglomerados (a) e (b). Dessa forma as redes cons
truidas a partir desses aglomerados sao equivalentes pois siste-
mas de spins nelas definidos apresenfarﬁo as mesmas propriedades

locais.

F
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L™ 1 "2 (3.7b)

Na equagdo (3.7a) nds fizemos questao de explicitar
a comutatividade da lei de composicao para associagoes de ligagoes

em série porque essa propriedade traz uma consequéncia importante.

Como no capitulo anterior, pode-se intuir que a transmissividade en

" tre o spin do topo e o spin do fundo da arvore de Cayley fechada

dependeré unicamente do mapeamento. Por sua vez esse mapeamento fi
ca complétamente defindo pelo aglomerado a ser substituido por uma
Ginica ligagdo. Devido & propriedade de comutatividade da lei de
composigéo (3.7a) , pode-se mudar a ordem das ligacoes em série do
aglomerado a ser renormalizado, conforme indicado na figura 18. Pa
ra a determinagéo da transmissividade entre os spins do topo e do
fundo da arvore de Cayley fechada, essa mudanga € irrelevante. No-
te que para os dois aglomerados da figura 18 obtém-se o mesmo ma-
peanmento. Podemds concluir entao que as mesmas propriedades locais
sao obtidas para o modelo definido em qualquer das arvores da figura 19.
Entretanto a arvore da figura 19a que da origem ao aglomerado da
figuraA18a & topoldgicamente distinta da arvore da figura 19b que
da origem ao aglomerado da figura 18b. No caso do modelo de Potts
a demonstragao de que a arvore de Cayley aberta, com um campo mag-
nético externo atuando em seus sitios superficiais, pode ser trans
formada na arvore de Cayley fechada assim@trica & uma extensao di
reta dé ja4 apresentada para o modelo de Ising. Como uma consequén-
cia dessa equivaléncia pode-se entao fazer as seguintes identifica
¢Oes entre quantidades na arvore de Cayley fechada e na arvore de
Cayley fechada assimétrica decorada: o spin do fundo de uma pode
ser identificado com o spin fantasma da outra e as jungOes renorma
lizadas como o campo magnético externo. Mais importante ainda, a
correlacao entre os spins do topo e do fundo na arvore de Cayley

fechada pode ser interpretada como a magnetizagéo no topo da arvo-



(a) (b)

Figura 19 -~ Equivaléncia entre as arvores de Cayley fe-

chada e fechada . assimétrica . decorada.

Oé aglémerados que devem ser utilizados no processo de
renormalizacao para as redes (a) e (b) sdo apresentados na figura
18 e como visto nessa figura, dao origem ao mesmo mapeamento. Des
sa forma, as jungdes e o spin do fundo da rede (a) sao identifica
dos, respectivamente, com o campo externo e o spin fantasma na
rede (b). Modelos de spin na rede (b) podem ainda ser mapeados em
modelos na arvore de Cayley fechada assimétrica (Figura 4b) pela
substituigao tlt2>+ t. Portanto, modelos de spins em qualquer des

sas trés arvores apresentam as mesmas propriedades locais.
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re de Cayley fechada assimétrica decorada.

As propriedades locais do modelo na arvore fechada assimé

trica podem ser obtidas das propriedades na arvore fechada decora-
da pela substituicao das duas ligagoOes em série por uma tnica liga
¢ao com transmissividade t = tltz' Dessa forma, a relagao de recor

réncia para o modelo de Ising regular na arvore de Cayley fechada

pode ser obtida de (2.13) simplesmente substituindo-se t por tl ty-
Finalmente, devemos salientar que para o calculo das propriedades
termodindmicas globais do modelo essa equivaléncia nao tem absolu-

tamente nenhum sentido.

3.2. O modelo de Potts regular na arvore de Cayley fecha-

da

No estudo do modelo de Potts regular na arvore de
Cayley fechada todas as interagoes Kij serao consideradas iguais a
K na arvore aberta superior e iguais a L na arvore inferior. Apli-
cando as leis de composigao (3.7) ao aglomerado da figura 20a; on-
de 6_ & a transmissividade associada d jungao entre as s-ésimas ca
madas das érvores abertas superior e inferior e t1 e t2 sao as

transmissividades associadas respectivamente 3s interagdoes K e L

temos que:

[1-6,,,1/[1+ (p-1) 8 1] = [1-tyt,0 1%/ [1+(p-1t t,8 ] Z,
| (3.8)

Por uma questao de simplicidade vamos nos restringir
ao caso particular em que a razao de ramificacao, z, € igual a 2.

Nesse caso (3.8) pode ser reescrita como:
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Figura 20 - Obtengao da relagao de recorréncia para omo

delo de Potts regular na arvore de Cayley

feshada.

A aplicacao das leis de composigdo da figura 17 ao aglo
merado (a) gera o mapeamento: [1- 6_..] / [1 + (p-1) ] =11 -
511 °st1

z z = Cctns .

tzes] / [1+ (p—l)tltzeS] onde 6, e a transmissividade associa
da a jungao entre as i-ésimas camadas das arvores abertas superior
e inferior. Para razdo de ramificagdo z=2 esse mapeamento se re

2,22 222]

duz a: 6_,, = [2t t 0, + tit56] (p-2)] / [1 +(p-1) tjtse

do a substituicao t = tlt2 obtém-se o mapeamento gerado pela arvo

Fazen

re de Cayley fechada assimétrica da figura 4b.



- 242p2 - - 24242
"es+-1 [2t t,0 +t3tlel (p 2)1/[1+(p 1)tlt265]

| _A | | (3.9)

Exceto pelo fato de 6*=0 ser ponto fixo para quais-
quer valores de tl e tz, as propriedades desse mapeamento serao pro

fundamente dependentes do sinal do produto dessas variaveis. Dessa

. forma, como fizemos no capitulo anterior, os dois casos serao ana-

lisados separadamente. Lembrando que a substituigao t t0t deve re

produzir o mapeamento para a arvore de Cayley fechada assimétrica

diz-se que o modelo & ferromagnético se tlt2>0 e antiferromagneti-

cCO se tlt2<0.

a) Caso ferromagnético (tlt2>0)

Além do ponto fixo 6*=0, caracteristico da fase
paramagnética pode-se ver dafigura2l que o mapeamento (3.9) apresen

ta dois pontos fixos nao triviais:

(p-2)t2 + [(p-2)2t" -4(p-1)t2(1-2t)] /2
2 (p-1) t?

+ %

(3.10)

onde t = tlt2' Note que esses pontos fixos sao os mesmos que se-

riam obtidos na arvore de Cayley fechada assimétrica.

Como a magnetizagao no topo da arvore & determinada

pelo ponto fixo pode-se definir a transmissividade (temperatura)

(1)

(>

critica t como sendo o menor valor de t para o qual os pontos

fixos (3.10) sao reais. Assim, tél) sera determinado de:

-2 22 - 4p-1 [1-2¢/P7] =0 (3.11)

como:
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Figura 21 - Relagao de Recorréncia para o caso Ferromag

nético (t = tlt2 >0).

Para t>0 o mapeamento da figura 20 tem as seguintes pro

%
priedades: i) 8 = 0 & ponto fixo para qualquer valor de t sendo
(2)

*
o = 1/2 >t (<t).ii). O ponto fixo 0, e

estével (instével)_para t

| estavel para t>-t(l)= [Zp(p—l)l/z- 4(p-1)] / [(p—2)2].iii) O pon-

C
(1) w2 - (2)
c < t< tc e estavel para t>tc

* *
Para t = tél) tém-se o, = 6_ >0.v) Para t>tél)

* - . - . .
to fixo 6_ & instavel para t Liv)
esses pontos fixos

*
comecam a se deslocar em sentidos contrarios com o ponto fixo 6 _

passando pela origém em t=t£2).vi). O mapeamento conserva o sinal

da jungao renormalizag¢ao, ou seja, sinal (6 ) = sinal (es).

s+l
A escolha do sinal da condigdo inicial traz implicagOes

que se acham discutidas nas figuras 22 e 23.
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£ = ppe-1? - 4e-11/[-227] (3.12)

onde sO tomamos a raiz positiva porque, por hipétese‘t=tlt2>0.

Substituindo agora (3.11) em (3.10) nds veremos que
(1)

c o campo externo efetivo- e consequen-

na "temperatura" critica t

temente a magnetizagao - tera uma discontinuidade dada por:

ayp = o [£lV]=0x M7= p-202200-1) (3.13)

gque & exatamente a metade da discontinuidade obtida em teoria de

campo médio(7l’74)

(1)
ca tc

. Na figura 22 apresentamos a temperatura criti-

e a discontinuidade A, em fung3o do niimero de estados . de

~ Potts, p.

E interessante observar-se também que com a diminui-

¢3o (aumento) da temperatura (transmissividade) a partir de tél)os

i

pontos fixos 6} e 6* comegam a se afastar, deslocando-se em dire-
¢oes contrarias. Enquanto o ponto fixo 6% se dirige em direcao ao

valor maximo 1 atingindo-o em t=1, o ponto fixo 6* se dirige em di

(2)
tC

regao a origem. Uma segunda "temperatura .critica" - as razoes

para essa denominagao ficarao claras logo mais - & definida quando
‘ (2)

e* = 0 obtendo-se te =1/2. Nessa segunda temperatura critica . a
discontinuidade sera:

A, = 2Al = (p-2)/(p-1) (3.14)
Para temperaturas ainda menores esse ponto fixo assume valores ne-

gativos atingindo o valor minimo -1/(p-1) também em t¥l.

No que diz respeito & estabilidade dos pontos fixos
8% e o} (por inspegao da figura 21 e/ou aplicagao do critério. de

estabilidade (A—SD.as seguintes informagbes sdo obtidas:’’



90

4,
— 11}
0.2- c
00+— ' + - r .
0.0 50 | 100

(1)

(o]

Figura 22 ~ Transmissividade critica t e descontinui-

dade Ay em fungdo do nimero . de estados’ de

Potts.

Para condigoes iniciais positivas o atrator do mapeamen

to da figuré 20 correspondente 3 fase ferromagnética é o ponto fi-

* (1) (2) -

xo0 6,. Dessa forma, para o7 <t <t (Figura 2la) ha coexisténcia

entre as solugoOes paramagnética e ferromagnética, caracterizando -

uma transicao de fase de 12 ordem. A descontinuidade A, no parame-

tro de ordem em tél) € dada por A2=(p-2) / 2(p-1). Em téz) a des-

continuidade & o dobro desse valor reproduzindo a obtida em teoria

(2)

de campo médio. Para té1)<t< t

, O atrator em diregao ao qual se
dara a convergéncia € determinado pela condigao inicial 6,- Para

* * - - - * *
69>6_ (<8_) a convergéncia se dara em diregao a 8, (6 =0).
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i) O ponto fixo 6*=0 € estavel até a temperatura cri

(2) (2)

tica definida por tc c

, ou seja, para t<t

ii) O ponto fixo o¥ € estavel sempre que for real, ou

seja, para t >tél). Observe que, como‘téZ)z tél) (a igualdade vale
para p=2) no intervalo t(l)< t <t(2) as solugoes - paramagnéticas

c c
(6*=0) e ferromagnética‘ei sao simultaneamente estaveis.

(1)
c

iii) O ponto fixo 6* é instavel no intervalo t <t<

(2)

(2)
tc c -

e estavel para t>t

Observa-se também que, como as transmissividades t e
8 s0 podem assumir valores no intervalo (-1/(p-1), 1), o mapeamen

to (3.9), para t>0, fara com que 0541 © by tenham sempre o mesmo

1
sinal. Dessa forma, o problema apresenta solugoes bhastante diferen
tes dependendo de se a-condigao inicial (ou seja, as jungoes nao
renormalizadas que unem as arvores de Cayley abertas inferior e su
perior) for suposta positiva ou negativa. Como essa arvore & equi-
valente a arvore de Cayley fechada assimétrica, onde essas jungoes
s3o interpretadas como sendo o campo magnético externo, tem-se (pa
ra p>2) solugOes bastante diferentes se o campo magnético externo
for positivo ou negativo. Observe que esse resultado se deve ao fa
té dé,que campos positivos atuando em uﬁa:diregéo sigﬁificam que
~es_ta-dirégéo esta sendo favorecida ao passo que campos negativos
que ela esta sendo desfavorecida. Para o modelo delsing essa distin
,an é irrelevante pois nesse caso sb temos dois estados acessiveis
e favorecer um ou desfavorecer outro & a mesma coisa. Entrefénto
para o modelo de Potts com p>2 essa-distingéo se torna importante
pois nesse caso desfavorecer um estado significa favorecer, simul-
taneamente os outros P-1 estados. Vamos entdo analisar também es-

. ses dois casos separadamente.
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a.l) Jungoes Ferromagnéticas (eo>0)

Nesse caso os dois pontos fixos aceésiveis sao
6*=0 e 0% =ei uma vez que 6* quando for positivo sera também ins-
tavel. Isso significé que a fase de baixa temperatura & aquela em
que a correlacdo entre os spins do topo e do fundo € positiva indicando que
os spins nas duas arvores de Cayley abertas se alinham na mesma di
regSo. No caso do modelo posto na arvore de Cayley fechada assimé-
trica, isso significa que os spins'se alinham~ paralelamente . ao

spin fantasma, ou seja, na diregao em que atua o campo magnético.

(1), ¢ <4 (2)

c o ~ pode-se ver da figura 21 que a existén-

No intervalo t
‘cia do ponto fixo instavel 8*, localizado entre os pontos fixos es
taveis 6* = 0 e 6% faz com que a convergéncia do mapeamento (3.9)
dependa fortemente da condigao inicial L Dessa forma,  tanto a
‘temperatura critica quanto a discontinuidade no parametro da ordem
dependem da condigao inicial. Para obter~se o ponto fixo 0% é pre-
ciso que 6> 6% de médo‘que uma vez fixada a condigao inicial a
temperatura critica tc & definida como sendo aguela para-a qual o*=
eo. A discontinuidade no parametro de ordem nessa temperatura cri-
tica @ dada por:

A =o0¥ (t)) . | (3.15)
- Pode-se ver facilmente ainda que para eo>e: (tél)) a convergéncia

se dara em diregao ao ponto fixo ei sempre que ele for real de mo-

do que para esses valores da jungao (campo externo) a temperatura

critica sera sempre'tél). Por outro lado, na arvore de Cayley fe-

chada assimetrica, o campo magnético & introduzido para-evitar que
os resultados sejam triviais de modo que no final do calculo pode-

-se tomar o limite em que esse campo se anula. Nesse limite, tem-

(2)

-se entao que a temperatura critica é ts

e a discontinuidade no
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parametro de ordem A,. E importante lembrar que A, & a discontinui

2 2
(71,74)

dade obtida em teoria de campo médio

Finalmente, no que diz respeito a ordem da tran
sicao diz-se que ela & de 12 ordem porque o parametro de ordem a-

presenta sempre uma discontinuidade na temperatura critica e tam-

bém porque h& coexisténcia de solugoes.

a.2) Jungoes antiferromagnéticas (6,< 0)

Na situagao em que a condigao inicial & negati-
va.os dois Unicos pontos fixos acessiveis s3do o ponto fixo. : tri-
Vial e o ponto fixo 8* = 8* que quando negativo €& estavel. Dessa
forma, na fase de baixa temperatura, a correlagao entre os spins
do topo e do fundo da  arvore de Cayley fechada sera negativa indi
cando que dois spins, um na arvore aberta superior e outro na in-
ferior se encontram em estados diferentes. E importante observar-
se que a situacao ainda & de ferromagnetismo uma vez gue a corre-
lagao entre dois spins na mesma arvore & positiva. Isso pode ser
melhor visualizado calculando-se a correlagao entre o spin do to-
po, e um de seus primeiros vizinhos. Para isso utiliza-se o aglo-
merado da figura 23 onde A? e A% sao respectivamente, um spin da
camada central superior e sua imagem na camada central inferior.
xt e Af sao respectivamente o spin de topo e o spin do fundo. Ob-
serve que a transmissividade associada a ligagao direta entre es-
ses dois Ultimos spins, também é 6* porque, a exemplo do que ocor
ria no capitulo anterior, na camada central teremos z+1=3 sitios.
Aplicando as leis de composigao (3.7) a esse aglomerado, a corre-
lagao entre o spin do topo e o spin da camada.central é obtida
como:

) [tl+t2(ef)2+(p—2)t1t2(ef)2}
1+ (p-1) tltz(ej)z,’ (3.16)

¥ ..s,p-r
<At (xj) >
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Figura 23 - Calculo da correlagao entre o spin do topo e

um spin da camada central superior.

Para condigoOes iniciais negativas (jungao antiferromagné
’ *
ticas) o unico atrator estavel serd o ponto fixo trivial (6_) se

t<téz)(t>té2)) de forma que nao ha coexisténcia de solugoes. Além dis

* ) . _ . -
decresce continuamente nao ha descontinui

(2)
c

so, como o ponto fixo ©

dade no parametro de ordem na temperatura critica t .caracteri-
zando a transicdo como de 22 ordem. Para jungBes antiferromagnéti-
cas, a fase de baixa temperatura pode ainda ser caracterizada como
ferromagnética apesar da correlagéo.entre oS spins do‘topoeado fun-
.do da rede ser negativa. Isso é verificado aplicando as leis de com
posigcao da figura 17 ao aglomerado (a). A correlagao entre o spin

do topo e um spin de camada central da mesma arvore aberta (supe-

rior ou inferior) assim obtida & positiva.
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Observe que essa correlagao sera sempre positiva porque a  unica
quantidade negativa, 6*, se encontra elevada ao quadrado. Isso por

que as jungoes renormalizadas estdao associadas em série, o que sem
pre ocorrera quando calcularmos as correlagoes entre dois spins na

mesma arvore de Cayley aberta.

Como ja foi observado‘anteriormente, a transi-
cao é de 22 (12) ordem quando as jungoes sao antiferromagnéticas
(ferromagnéticas). Isso é justifiéado observando-se que o ponto fi
xo 6* se torna estavel e negativo na mesma temperatura em que o
ponto‘fixo trivial se torna instavel de modo que nao ha coexistén-
cia de solugoes e a temperatura critica t = 1/2 & independente da con-
digao inicial.

Em segundo lugar 6* (t_ )= 0 e com a diminuigao
da temperatura esse ponto fixo se afasta de forma continua desse
valor de modo que o parametro de ordem nao & discontinuo na tempe-

ratura critica. Essas observagoes nos permitem entao concluir gue

a transigéo, nesse caso, & de segunda ordem.

Encerrando o estudo do modelo de Potts ferromag
nético na arvore de Cayley fechada apresentamos na figura 24 o seu
diagrama de fases<no plano (t,eo). Nessa figura a fase ferromagné-
tica obtida na situagado em qﬁe as jungoes sao ferromagnéticas (an-

tiferromagnéticas) & indicada como Ferro 1 (Ferro 2).

b) Caso antiferromagnético (tlt2<0)

Fazendo em (3.9) a substituigao t= -t;t, obtém-se

que:

E claro que isso em nada altera as propriedades do
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t
FERRO 2 t(z’
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FERRO | ’
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Figura 24 - Diagrama de fases para o modelo de Potts fer

romagnético.

Além da fase paramagnética (indicada por PARA) esse mo-
delo apresenta ainda duas fases ferromagnéticas. A fase FERRO 1 -
na qual todos os spins do sistema se ordenam ferromagnéticamente
e a fase FERRO 2 onde os spins estao ferromagnéticamente ordena-

dos porém em estados distintos em cada arvore aberta.
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ponto fixo trivial 6*=0 mantendo-se este estavel até a temperatura
critica definida por tc=l/2. No que diz respeito as demais proprie
dades do mapeamento, entretanto, as alteragoes sao profundas (figu

ra 25) . Basta observar que se es @ negativa (positiva) entao es+l

sefé positiva (negativa), ou seja, o atrator nao trivial para esse
mapeamento & um duplo ciclo antiferromagnético. No capitulo ante-
rior, atratores desse tipo foram estudados utilizando-se a segunda
iterada do mapeamento. Nesse caso entretanto essa sequnda iterada
€ bastante complicada o que nos leva ao estudo numérico desse ma-

peamento. Lembrando que t se acha contido no intervalo (0,+1/(p-1))
pode-se facilmente verificar que o Gnico atrator para a relagao de
recorréncia (3.17) & o ponto fixo 6*=0. Podemos entao concluir que
o modelo de Potts antiferromagnético na arvore de Cayley fechada

€ paramagnético até T=0.

3.3. O Modelo de Potts com Interagoes Aleatdorias na Arvo-

re de Cayley Fechada

Nesta seccao estuda-se o modelo de Potts com intera-
coes aleatdrias na arvore de Cayley fechada no limite em que a ra-
zao de ramificagao z tende ao infinito. A desordem no sistema é
considerada novamente como temperada e nos limitaremos a estudar a
penas a situagdao em que a distribuigao de probabilidades & Gaussia
na. E importante frisar que as propriedades locais de sistemas alea
torios na arvore de Cayley fechada também podem ser mapeadas nas
de sistemas definidos na arvore de Cayley fechada decorada e estas,
por sua vez, nas de sistemas na arvore de Cayley fechada assimétri
ca. Lembrando que ‘a solugao de modelos nessa Gltima arvore & equi-
valente d sua solugao na arvore de Cayley aberta com campo na su-
perficie, o que faremos nesta secgao corresponde a teoria de campo

e

médio para o vidro de spin de Potts.

HTTUTG DE FISICA E GUIMICA DE SAQ CARLOSUSF
i
FISICA !
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O -

Figura 25 - Relagao de recorréncia para o modelo de
Potts antiferromagnético.

Para t<0'o mapeamento da figura 20 apresenta éomo ﬁnicé
atrator o ponto fixo trivial que se mantém estavel em todo inter-
valo de definigdo de t(te[0, -1/(g-1)]). Portanto, a 'dnica fase
possivel para o modelo de Potts com interagOes antiferromagnéticas

é a fase paramagnética.
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Como ja foi observado anteriormente para que se pos-
sa garantir a obtengéo de resultados fisicamente aceitaveis, no li

mite em que a razao de ramificagao € infinita, a média e a varian-
cia da distribuigao de probabilidades para as interagoes devem ser
inversamente proporcionais a z. Entretanto, quando consideramos
sistemas na arvore de Cayley fechada apenas os parametros da dis-
~tribuigao de probabilidades das interagoes de uma das arvores aber
tas devem ser escalados com z. Se, por outro lado, esse procedimen
to for adotado para todas as distribuigoes, obtém-se resultados

triviais. Isso fica mais evidente se consideramos a transformagao
dessa redé na arvore de Cayley fechada assimétrica decoradg apre-
sentada na figura 19b. Nesta arvore, os sitios que decoram as liga
¢Oes possuem z=2. Sendo assim, apenas os parametros da distribuicao
de probabilidades para as interagoes na arvore aberta superior de-

vem ser feitas proporcionais a 1l/z.

De modo anadlogo ao procedimento utilizado no estudo
do vidro de spin de Ising os aglomerados de ligagoes e spins na u-
niao das arvores abertas sao substituidos por uma Gnica ligagao.Es
se procedimento & repetido até que toda a arvore de Cayley fechada
seja reduzida a uma Gnica ligagao unindo os spins do topo e do fun
do. A cada passo desse processo a distribuicao de probabilidades pa
ra a juncao renormalizada que substitui o aglomerado & obtida das
distribuicgoes de probabilidades para as interagaes nele presentes.
Como algumas dessas ligagOes sao também jungdes renormalizadas es-
se procedimento permite, a exemplo do que foi feito na secgao 2.3,
construir uma relagao de recorréncia envolvendo as médias e varian

cias dessas distribuigoes em dois passos consecutivos.

Como apenas a distribuicao de probabilidade para as
interagoes na arvore aberta superior tem seus parametros divididos
por z vamos usar uma notagao que permite distinguir variaveis das

drvores abertas superior e inferior. Designaremos entao as intera-
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T?ﬂ | g 84l
(a) : (b) {c)

Figura 26 - Obtengao da relagac de recorréncia para o

modelo de Potts com interagoes aleatdrias

na arvore de Cayley fechada.

Usando as leis de composigao da figura 17 o campo efeti

Yo K?+l{¢), que atua sobre um spin da camada s+l, € escrito emter
1 ' _ -

. ~ < . s S
mos das interagoes nao renormalizadas Kij e Lij

e das jungoes re
normalizadas X?,.como nas equagoes (3-20) e (3-21). No limite em
que z-»~, a exemplo do que foi feito para o modelo de Ising, o teo
rema do limite central nos assegura que a distribuicao de probabi
lidades para o campo efetivo Xi+l sera Gaussiana. A sua média e

varidncia podem ser obtidas da média e variadncia da distribuigao

de probabilidades dos Yij(b).



101

¢bes ligando os z spins A? da s-ésima camada da arvore aberta supe

. . s+l - . S -
rios ao spin Ai da camada s+l dessa mesma arvore por Kij' Na ar-
vore aberta inferior as ligagoes correspondentes sao designadas por

s+l

s , . s , ~
Lij e os spins por Tj e‘Tj respectivamente. Com essa notagao a

Hamiltoniana para o aglomerado da figura 26a sera escrita como:

H = : KS.s§ . + F 1S, s +
BH = p jo1 13 Oys+l. s p .= i3 ° s+ls
i j 3 i J
Z s ’
tp I XZe. o o (3.18)
=1 A5 .S
] i "5

oS L= . ~ ; 3 ési o8
onde Xj sao as jungoes renormalizadas unindo as s-ésimas camadas

- . . . . fong S -~ .
. das arvores abertas superior e inferior. As interagoes Kij sao in-

dependentemente distribuidas com probabilidade:

s ~211/2 s -
P[KS 1= [2/20K] /2 exp [-2(KS; - K,/2)2/2K2] (3.19a)
e as interagoes Lij’ também independentemente, com probabilidade:

-~ _12 ~
P[Lij]= [2mL2] / exP.[-(Lij -’L°)2/2L2] (3.19b)

Utilizando as leis de composigao (3.7) esse aglomera

do pode ser substituido por uma Unica ligagao (figura 26b).

z
v (3.20)
=1
onde
s 1 S s [ s .S .S
e + (p- -~ . h,. 8%/11-t%.h7 .6
Yy 5 en {[1+(p 1)-1-_30J 13 J]/[1 tishy 5 J]}
(3.21)
com,tij, hij e 9? representando respectivamente as transmissivida-
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' . - ~ s s
des associadas com as interagoes Kij e Lij

e as jungoes renormali-
zadas X?. Devido a diﬁtribuigéo de probabilidades (3.19a) as inte-
régGes Kij s3o da ordem do inverso da razao de ramificagSo. No 1li-
mite em gue esta quantidade tende ao infinito (3.21) pode ser ex-

pandida em série de poténcias para se obter, em primeira ordem:
(3.22)

O teorema do iimite central garante que as Jjungoes
renormalizadas X§+l da equagao (3.20) tem uma distribuig¢ao de pro-
babilidades Gauséiana, independentemente de qual seja a distribui-
¢ao de probabilidades para oerij. O mesmo teorema garante também

a existéncia das seguintes relagoes:

X2+l’= z Yz - _(3.23a)
X2, =z Y2 ~ (3.23Db)

s oy ~ . - o NP . .
onde Xo e xg sao respectivamente a média e a variancia da distri-

buigcao de probabilidades da juncao renormalizada Xi+l e Yi e §§re§
pectivamente a média e a variancia da distribuicdo de probabilida-
‘des dos Yij. Usando as equagdes (3.22) essas ultimas grandezas sao

obtidas de:

S S S S S S S S S
vS = s p[xS1P[S.1P[KS.] k5. n®. 6% ax®. ar?.a
o [ J] [ 1J] [ lJ] i3 Pij %5 Fig 3%y
(3.24a)
¥v2 = rrr p[xS1ernS. e (k5.7 (k5. nS, oS -
: [ 3] [ 13] [ 13] [ 15 Piy 95
- Y5712 gk® S S ‘
Y312 aKj; Ly, ax; (3.24b)
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Note que essas equagOes sd diferem das equagdes (2.
54) pela introducao das variaveis relativas d arvore aberta infe-
rior. A contribuigdo dessas variaveis, entretanto, se limita & in-

trodugao de duas constantes multiplicativas dadas por:

a =[P [Lij] hij dLij | (3.25a)

S22 - s s 2 s .
a2=s P [Lij] (hyy)2 dby, (3.25b)

J

Como em (2.55) define-se:

S s S
= s p[x5] o° ax° , 3.26
n [J] s B ( a)

WQ
n
]

s s s

FP[XI] (82)2 ax; . (3.26b)
[ J] ( J J

Combinando os trés pares de equagoes acima tem-se que:

Y  =a Kz m (3.27a)

O (o] S
¥2 = a2 k221 q (3.27b)

De forma que usando as relagoes (3.23) a distribui-
¢do de probabilidades para as jungées renormalizadas que unem as
(s+l)-&simas camadas das arvores abertas superior e inferior pode

ser explicitamente escrita como:

: R -, - . +
p[xf*l] = [27 a2'K2 g_] 1/2 exp[_-(xi 1.
-« K, m)2/2 32 K2 q] (3.28)

Andlogamente as que foi feito no capitulo qpterior,o
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mapeamento que relaciona as médias e variancias das distribuigoes
de probabilidades para as jugoes renormalizadas em dols passos con

secutivos & obtido da substituicdo da equagao (3.28) na equagao(3.

26) como:
o =1)2 e -x2/2 ~ = 1/
m,, = (21) [ e 6[a K, M+ o Kq)'" x]dx
(3.29a)
- . " ~ .
qs+l = (2m) 172 {w e X /2 62[a KO mS + o K i/z xjdx
(3.29b)
onde:
6 (y) = [1-exp(-py)]/[1+(p-L)exp(-py)]. (3.29¢)

A passagem para a arvore de Cayley fechada assimétri
cé pode ser feita simplesmente omitindo-se em todas essas equagoes
a dependéncia nas variaveis associadas 3 arvore aberta inferior, o
gue em termos das constantes o e a2 corresponde a iguala-las a uni
dade. Portanto, as equagoes de campo médio para o vidro de spin de

- (83),
Potts sao :

-1
e_xz /2 1-exp [—pKoms—quS/Z x]

- -1/2
mS+l‘ (2m) ‘roo =~ 172 ax

1+(p-1)exp[-pK m_-pKq’“ x]
(3.30a)

]remaﬁpKrn-pkf/ngj

qs+l=(2 )'1/2 o -’e2/2,{ N o's s } 2 ax

1+ (p-l)exp [—pK R~ ;‘/ 2 x2]

(3. 30b)

Antes de passarmos a analise do mapeamento propria-

mento dito vamos mostrar que m_ e a. podem ser identificados, res-

S

pectivamente, com os parametros de ordem ferromagnético * e vidro
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ae spJ'.n. para‘isso pro‘cedemos cla seguJ'.n{:e forma: J'_nicialmen{:e efe—

tuamos todas as renormalizagoes necessarias para que a arvore de
Cayley fechada assimétrica com (s+l) camadas fique reduzida a ape-
nas uma ligagao entre o spin do topo e o spin fantasma, ouseja, até

' ' . . ~
que o sistema fique reduzido a apenas um spin sob a agao de um cam

po magnéfico efetivo XiTl, cuja distribuiggo de probabilidades &

dada por (3.28). Da Hamiltoniana para esse sistema:

s+1
H=- X §. - ' (3.31)
+
t XS 1 A
e 9
s+l _ . . ' - ~
onde At € o spin do topo e Ag o spin fantasma, obtem-se a funcgao
de partigao: P
+
z = p [expex;’™h + (p-1)]. (3.32)

Dessa grandeza, a magnetizacao & obtida como:
+ +
M = [p exp(pX] 1)]/[exp(pxi Ly + (p-1)] (3.33)

Entretanto, no caso do modelo de Potts & importante
observar-se que a magnetizagao nao & o verdadeiro parametro de or-

dem - o qual toma valores de 0 a 1 - mas se encontra relacionada

com ele‘por(7l’75’76)

m=[M-1]/[p-1] . (3.34)

Substituindo (3.33) nessa Ultima equagao obtEm-se que:

s+1

m =V[l - exp(-p X_ )]/[1 +(p-1) expép xS*+L

e ] (3.35)

Comparando as equagoes (3.35) e (3.30) verifica-se

>
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que essas Ultimas podem ser interpretadas como as médias, segundo
-a distribuigéo de campo efetivo, do parametro de ordem e -de seu

qﬁadrado, o que completa a identificagcao procurada.

Como era de se esperar, para p=2 o mapeamento (3.30)
reproduz as equagoes de SK para o vidro de spin de Ising. Entretanto para
p#ﬁz esse mapeamento apresenta resultados completamente diferentes

dos obtidos para o modelo de Ising.

Destaca-se entre esses resultados a impossibilidade
de existéncia de uma fase vidro de spin no sentido usual (m*=0,g*#
0). Isso pode ser facilmente visualizado através do seguinte racio
cinio. Suponhamoé que em um certo estidgio do processo iterativo

1/2

'ms=0 e qs%‘o. Como a fungao e(piqs x), definida em (3.29c), tem o

" mesmo sinal de seu argumento e além disso, como 8(p i qi/z x) > -
~ 1/2 . . - X .
6(-p K qs/ X) a iterada seguinte sera do tipo ms+l>0, qs+l>0, pa-

ra p>2. Para p<2 as desigualdades sao invertidas de modo que a ite

s+l<0, qs+1§0. Com isso fica entao de-

- _ * % - :
monstrado que m = 0, g # 0, que & o ponto fixo caracteristico da

rada seguinte sera do topo m

fase vidro de spin, nao & ponto fixo do mapeamento (3.30). Portan-
to o modelo de Potts com unteragoes aleatdrias nao apresenta a fa-

se vidro de spin.

Outra informagao relativa ao mapeamento (3.30) que
pode ser obtida analiticamente diz respeito & estabilidade do pon-
to fixo trivial (m*=0, g*=0). A regido onde esse ponto fixo & esta
vel pode ser determinada estudando-se, como fizemos para o modelo
de Ising, os autovalores do Jacobiano do mapeamento. Suas frontei-

‘ras sao obtidas aplicando-se o critério de estabilidade (A.10)

(3.36a)

]
)

KBT/J‘

i

KBT/S J /3 ' (3. 36b)
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onde JO = KBT}Ko e J= KBT K.

Devido a complexidade do mapeamento (3.30) suas de-
mais propriedadeé sao obtidas numericamente (veja Apendice B). As
relagoes de recorréncia serao estudadas para os valores de p= 3,4,
5,6 e 8. De uma maneira geral, os diagramas de fase obtidos podem
ser grosseiramente - divididos em 2 gfupos - p<6 e p>6. O diagrama
. de fase para p=3 (figura 27) é representativo dos do primeiro gru-
po e o diagrama de fase para p=6 dos do segundo (figura 28). Além
da fase paramagnética, ja discutida e indicada nesses diagramas por

PARA, foram encontradas as seguintes fases:

a) Fase Ferromagnética (indicada por Ferro): Esta &
uma das fases de baixa temperatura para p#2 sendo caracterizada por
um ponto fixo em que m* e g* sao positivos. Ela ocorre mesmo para
valores negativos.de Jo/s ocupando as regices que para p=2 eram
ocupadas pela fase vidro de spin. Outra diferenga com relagao ao
diagrama de fase para o vidro de spin de Ising & o aparecimento de
uma regido - indicada pelas areas tracejadas nas figuras 27 e 28—em
gue essa solugao coexiste com a solugao paramagnética. Essa regiao
de coexisténcia de solugOes cresce com p € como vimos anteriormen-
te, indica que a transicao entre as fases paramagnética e ferromag

nética € de primeira ordem.

b) Fase Antiferromagnética (<2>__): Essa fase, carac

AF
terizada por um atrator que @ um duplo ciclo do tivo m1>0, m2<0 e
ql# q2¢ 0, &€ uma outra fase de baixa temperatura do modelo. Com o
aumento de p a regiao ocupada por essa fase é deslocada, pela fase

ferromagnética para valores cada vez mais negativos do parametro

JO/J. Como nao ha nenhum indicativo de coexisténcia entre essa fa-

se e suas vizinhas todas as transigoes envolvendo-a sao classifica-

a
das como de 2- ordem.
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KT/V
PARA ////
.0 M

FERRO

AA -0 00 0,3

Figura 27 - Diagrama de fase do vidro de spin de Potts

com P=3.

O diagrama de fases do vidro de spin de Potts pode ser
determinado a partir da identificacao dos atratores do mapeamento-
(3.30). Esse diagrama apresenta as seguintes fases: i) paramagné-
tica indicada por PARA e caracterizada pelo ponto fixo trivial m*
= q*= 0. ii) ferromagnética (FERRO) caracterizada por um ponto fi-
X0 nao trivial m*¢ 0, q*% 0.Na regiao hachurada as solugcoes FERRO e
PARA coexistém caracterizando essa transigao como de 12 ordem.iii)
Bi-ferromagnética (<2>F) caracterizada por um duplo ciclo com os
dois valores de m positivos. iv) Antiferromagnética UQ>AHcaracte—
rizada por um duplo ciclo onde os dois valores de m tém sinais
contrarios. A excessdo da transigdo PARA-FERRO todas as demais sao

a . . 2 . P .
de 2= ordem. Digno de nota também & a inexistencia de uma fase vi

dro de spin.
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c) Fase Bi-Ferromagnética (<2§F): Essa fase ocupa
uma pequena regiao no formato de uma tira localizadz entre as fa-
ses ferromagnética e antiferromagnética e € caracterizada por um
duplo ciclo no qual os dois‘valores de m séowpositivos. As duas
transigSes ferro -k<2>Fne antiferro - <2>F parecem ser de 2é ordem
no sentido em que nao had discontinuidade no parametro de ordem,pa
ra p<6. Mantendo-se a,temperatura constante na passagem do siste-
ma (p<6) da fase ferromagnética para a fase antiferromagnetica &
observada a seguinte evolugao do atrator: com a diminuicao em di-
regao a valores cada vez mais negativos do parametro Jo/ﬁ © ponto
fixo ferromagnético fica instawel e abre-se continuamente em um duplo
<m, caracteristico da fase biferromagnética.Na

1 72
fronteira entre essas fases (linha AB nas figuras 27 e 28) o atra

ciclo do tipo O<m

tor @ um duplo ciclo (ponto fixo) dado por:

Com a posterior diminuigao do parametro JO/J os va-
lores de ml e m2 se tornam cada vez mais distintos com ml se des-

‘locando em diregao a origem. m, torna-se negativa de maneira con-
- tinua de modo que a fronteira entre as fases bi-ferromagnética e
antiferromagnética (linha A'B'nas figuras 27 e 28) é caracterizada

por um duplo ciclo dado por:
m, = 0 2 m,> 0 e q, # a, #0

d) Fase Aleatdria (A): Os diagramas de fase para pz
6 diferem dos demais pelo aparecimento de uma nové fase, designa-
da aleatoria, em»uma.pequena,rEgiao incrustada eﬁtre as .fases fer
romagnética e antiferromagnéiica. Essa fase & caracterizada por
um atrator que apresenta uma evolugéo extremamente intgressante;

"
'

Fixando-se parametro JO/J com 0 aumento da temperatuxa o'ponﬁo,fi
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Figura 28 - Diagrama de fase do vidro de spin de Potts

i

com p=6.

Para p26 o diagrama de fases para o vidro de spin dePotts
apresenta uma outra fase, indicada por A em (bi; além das discuti-
das na figura 27. Essa fase foi designada de aleatdria por ser ca-
racterizada por um atrator que parece ser nao periddico. Esse atra
tor & aescrito em detalhes nas figuras 29 e 30. Ao lado da fase a-
leatbria existe uma pequena regiao, indicada por M em (b), onde o-
corre um fendmeno de metaestabilidade muito interessante (figura

31).
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Figura 29 - Evolugao do atrator caracteristico da fase

aleatoria.

O atrator caracteristico da fase aleatdria evolui com o
aumento da temperatura da seguinte forma: partindo da fase : fer
romagnética, com o aumento da temperatura, o ponto fixo caracteris
tico dessa fase se torna instdvel sendo entao substituido, de ma-
neira continua, por um atrator com o formato dé uma borboleta (a)
Para temperaturas ainda maiores as asas dessa borboleta se' sepa
ram aésumindo cada uma delas um formato elipsoidal (b) .. Aumentando-se
ainda mais a temperatura cada uma dessas elipses coalesce em um
ﬁnico'ponto caracteristico da fase antiferromagnética. Finalmente
aumentos posteriores da temperatura fazem com que esses pontoscon
virjam em diregao & origem gerando assim o ponto fixo paramagnéti

Co.
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Figura 30 - Expoente de Liapunov como fungao do ~nimero

de iteracgoes.

Nessa figura apresentamos o0 expoente de Liapunov como
fungao do nimero de iteragoes utilizadas para éalculé-lo. Sao gra
ficados somente os valores obtidos em 1800 iteragoes apds terem si
do feitas 10 (a) e 2 x 10°(b) iteragdes para o ponto 3/ ¥ =-1.3
e KT/J = 1.085. O mesmo procedimento foi repetido para outros pon-
tos tendo sido obtidos comportamentos semelhantes. Observe que a 1

nica diferenga importante entre essas duas figuras é a mudanga de
escala no eixo das ordenadas. Isso indica que seria necessario um
nimero maior de iteracoes para que se conseguisse obter a conver-
géncia. Devido & presenga das integrais no mapeamento (3.30) o tem ~
po de computagao (CPU) necessario torna esse calculo impraticavel,’
dentro das facilidades de que dispomos. Essa mudanga de escala po-
de ser interpretada também como um indicativo de que o expoente de

Liapunov pode convergir para um valor nulo, o que caracterizaria

uma fase quase periddica.



115

P8 JO/Js -1.3 KT/J1.085

.03

.00

-.03

EXPOENTE DBt L IAPUNOV (X172 )

‘ 1000 1645 139@ 1235 1280
NUMERQ DE PASSOS (X101 )

. P:8 J0/J:-1.3 KT/J=1.085

m S

)

>

> !
oS

=z ]

)

o

a

—t

-]

ws

Q-

(Tl

'.__

=

L
O

Cg

>

b T i | 1

200600 20045 20099 20135 201860
NUMERG DE PASSOS (X10T )



- 116

xo caracteristico da fase ferromagnética torna-se instavel, sendo
substituido, de forma aparentemente continua, por um atrator com o
. formato de uma borboleta (figura 29a). Aumentando-se novamente a
temperatura as asas dessas borboletas comegamva se separar em duas
figuras de formato elipsoidal (figura 29b). Para temperaturas ain-
da maioreé essas "elipses” comegam a diminuir, coalescendo no du-
plo ciclo antiferromagnetico. E interessante observar-se que nesse
atrator um ponto qualquer e seu primeiro iterado 1ocalizam—se em
asas dlstintas, exceto na regiao central da figura onde torna-se di

ficil essa distingédo.

Para atratores desse tipo & sempre.importante a de-
‘terminagéo do expoente de Liapunov pois esse numero nos permitebvg
rificar se a 6rbita € periddica ou nao (veja Apéndice A). -Nesse
caso entretanto, o célcu1o do. expoente de Liapunov é bastante difi
cultado pe;a lenfidéb com gue essa grandeza parece convergir. Isso
pode ser verificado comparando-se as figuras 30a e 30b ohde gréf;-
cémos 1.800 valores do expoente de Liapunov apds, respectivamente
10.000 e 200.000 iteragOes. O procedimento adotado para a constru-
qSo dessas figuras foi repetido também para outrés pontos tendo
sido obtidx;resultados semelhantes. Observe que as figuras sao a-
proximadamente as mesmas tendo mudado apenas a escala associada a
Aordenada.'Dessas figuras, pode—se verificar que, para se obter o)
expoente de Llapunov com uma precisao razoavel, seriam necessarios
milhoes de iteragoes. Isso; contudo, se torna impratlcavel quando
observamos que a presenga das integrais no mapeamento (3.30) faz
com que o tempo de computagao (CPU) necessirio para tanto seja da
-ordem de algumés dezeﬁas de horas, para cada par de valores dos pa
rametros Jo/3 e KT/E. Ficamos portanto limitados por. dificuldades
computacionais podendo observar apenas que as figuras 30 indicam
uma peguena tendéncié:no sentido de-convergéncia para um expoente

de Liapunov nulo, o que caracterizaria uma Orbita quase-continua.
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Figura 31 - Atrator caracteristico da regiao indicada por
M na figura 28,
» ,

Nessa regidao ocorre um fendmeno de metaestabilidade ca-
racterizado pela forma como os iterados de uma determinada condi;
.¢ao inicial convergem ao verdadeiro atrator do mapeamento. Partin-
do-se de um dado ponto, indicado na figura por eo’ os iterados se-
guintes parecem convergir diretamente para o ponto fixo trivial,
que € instavel para esses valores dos parametros‘Jo/ J e KT/J. A-
pds ficar por um nimero grande de itera¢des nas proximidades desse
ponto seus iterados seguintes comegam a se afastar da origem. Esse
afastamento se da de uma forma que chamamos de antiferromagnética
uma vez que dois iterados seguintes apresentam sinais contrarios.
O processo se encerra com a convergéncia aoc verdadeiro atrator nes
sa regiao do espago de parametros que & um duplo ciclo antiferromag

nético.
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Para finzaliar esta secgao destacamos que, vizinha a
'regiao ocupada pela fase aleatdria, ha uma regido - indicada por M
na figura 28 - em que ocorre um 4fen6meno de meta-estabilidade mui
to interessante (figurab3l). Péra determinados valores das condi-
goes iniciais (campq externo) o mapeamento (3.30) inicialmente pa-
rece convergir para o ponto fixo paramagnético, que & instavel pa-
ra esses valores dos parametros. Apds ficar.algum tempo nas proxi-
midades desse ponto;.porém, comeca a haver um distanciamento da'ofz.
rigem, atraves de uma sequéncia antiferromagnética; com dois itera
dos consecutivos apresentando sinais contrérios. O processo se en-
cerra com a convergéncia para d verdadeiro atrator que no caso, &

um duplo ciclo antiferromagnético.

3.3.1. Generalizagao da;Equaqéo de T.A.P.

Nesta secgao mostramos que seguindo o  mesmo
'prééedimento adotado no caso de Ising obtém-se a equagao de TAP ge
neralizada para o modelo de Potts. Para isso, considere-se o mode-
lo de Potts na arvore de Cayley fechada assimétrica fazendo todas
as renofmalizaqaés necessarias para reduzir essa arvore ao aglome
rado'da figura 32a. Esse aglomerado & constituido pelo spin do to-
po,,At, .
fantasma Aé.'Usando as leig de composigao (3.7) e o fato de Ki.ser

. , J
O(Z-l) podemos obter a maghétizagéo no topo como sendo dada por:

os spins da camada central, Aj (j =1, .. z+1l) e o spin

. z+1 Cc
= - — R N + B
m_ = [1 exp[ P jZ K 3 63]/[}

' +1 '
+ (p-l)exp(-p I Res0$1 (3.37)

j=1

Efetuando agora mais uma renormalizagao obtém
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At At

(a) (b)

Figura 32 - Generalizagao da equagao de TAP e obtencaoda

energia interna do "vidro de spin" de Potts.

Utilizando as mesmas sequéncias de renormalizagoes apre-
sentadas na figufa 13 podemos obter, a partir dos aglomerados (a)
e (b) a generalizagao da equagao de TAP para o vidro de spin de

Potts [eq.(3.43)].

Por outro lado, seguindo a sequéncia de renormalizagoes
da figura 14 o aglomerado (b) pode ser utilizado também para obtér
a energia interna desse sistema [eq.(3.47)]. Ressalvamos gue essa
equagao ndo & valida na fase aleatdria onde ndo se conhece a distri

buicdo de probabilidades do campo efetivo.
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-~

se o aglomerado da figura 32b onde 6 representa a transmissivida

tg
de associada & interagao entre o spin do topo e o spin fantasma,

'xtg, com um dos spins da camada central remanescente. A partir des

se aglomerado pode-se obter tanto a magnetizagéo nesse sitio da

camada central:

C

(o C.
e.' + K . . + -2 ] -e
S t3 eJ (p )Ktj 6 tq
J 1+ (p-1) K. 65 o
P Fes f5 g (3.38)
quanto a magnetizagao no topo da rede:
c
e + K,.6 + -2)K, . 6, ©
Lo gt Kegleg t PRy 85 O4g
t : c
1+ (p~1)Keq 05 00
S S R (3.39)
Dessa ultima equagao obtém-se:
' c
o _ ‘mt Ktj ej
c9 1+ 2)K,_. 65 1 K, . 65
1 H (2K 8y = (p=1) m Ky 8y
| (3.40)

Substituindo (3.40) em (3.38) e desprezando os termos O(K%j) tem—

-se que:

m,; =06, + K

- (D— Cy2.
3 3 £ P [1-(p 1(e)? +

+ (p-2) e‘J?] (3.41)
A transmissividade eg pode ser obtida dessa e

quagao pelo mesmo procedimento utilizado no Capitulo II nas passa-

gens da equacgao (2.71) & equagao (2.73) como:



121

C - C _ _ - C 2
o =m; - Kygmy f1- (0-1) ()2 +
+ (p=2) m‘j:] | (3.42)

Finalmente, substituindo-se (3.42) em (3.37) obtém-se

l +1
1 - exp{- p L Ktjm'j+ p]Zlm K2, 4 [1- (1) (m, )2+ (p-2)m3] }
m =
+
1 +(p-1) expl-p “l g xS+ pz):l m X, [+ (o-1) (m, 2) 2+ (p-2) mc]}
=1 83 =

(3.43)

gue € a generalizagao da equagao de TAP para o modelo de Potts.Ob-
serve que a solugao para o modelo de Ising pode ser reobtida sim-
plesmente fazendo-se p=2. Convém ainda destacar novamente que = as
aproximagoes feitas para se obter (3.43) sb tém validade se, coﬁo

um Ultimo passo, efetuarmos a média sobre a desordem.
3.3.2. A Energia Interna

A energia interna do "vidro de spin de Potts"
pode ser obtida para quase todos os valores dos parametros JO/E e
KT/Sadaptando-se para esse modelo o calculo efetuado para o modelo
de Ising. Essa adaptacao entretanto nao nos permite obter a ener-
gia interna do modelo na fase aleatbria uma vez que nessa regiao
nao temos uma distribuicao de probabilidades bem definida para efe
tuar a média sobre a desordem. Essa indeterminagao pode entao ser
considerada como uma limitagao do método aqui proposto para o cal-
culo da energia interna. Ha que se considerar em seu favor, contu
do, que nessas condigOes nao se conhece nenhum outro método que nos
permita calcular essa grandeza de modo que esse vonto em nada re-
duz as vantagens apresentadas por essa metodologia guando compara-

da com as ja previamente existentes. e
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Do aglomerado da figura 32b obtém-se facilmen

te a correlaqéo entre o spin do topo e o spin da camada central:

C C
K .+4606,6 + 2) K,.. 6. 06
OF BT - et g T P2 Ky 65 0
(o]
1+ (pl) K. 6,8
®1) Ky 05 O¢q

(3.44)

. Expandindo essa expressao obtém-se que:

C

r pP-r C
<AL A Tts =R, . +65 8, + (p-2)K,. 65 8, -
t 5 t3 j Opg ¥ (Pm2)Kpy 04 04g
- - Cy2 2
(p-1) Ky (ej) (0, | (3.45)

g
de modo que a energia interna seri dada por:

Z

c
i
i

r.p-r
/P [Ktj]P[th]P[Xj]Ktj AT

. d X d X. 3.46
d Key @ Xeg X, (3.46)

A fim de tornar essa solugao a mais geral pos
sivel vamos supor que as-distribuigoes de probabilidades para as

variaveis th e Xj sejam ambas Gaussianas com média ml(mz) e va-

riancia ql(qZ) para a distribui?éo dos X S

tg(Xj). Na fase em que O .

atrator caracteristico & um ponto fixo a energia interna pode ser
obtida simplemente fazendo m1=m2 e q,=q9,. Usando as definicgoes (3.

26) essas integrais podem ser facilmente calculadas obtendo-se pa-

ra a anergia interna a seguinte expressao:

- -1 - K2 - :
U=-——K, mmn, 1+ (p-2)mm, +

28 © 28 2

+ (p-1) q,9,] C(3.47)
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Vale a pena reafirmar que essa forma de ener-
' R W : ~
gla interna e valida para todas ‘as fases do modelo com excessao da

fase aleatOria.
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CARITULO IV

O MODELO DE ASHK;N—TELLER NA REDE DE BETHE

0 modelo de Ashkin-Teller foi introduzido em 1943'77) co-

mo uma generalizacao do modelo de Ising para sistemas de quatro
cqmgonentes.'Em sua versao de gas de rede cada sitiovpode ser ocu-
pado‘por um dentre quatro tipos de atomos designados por: A, B, C
é D. Dois atomos do mesmo tipo interagem:zcom enetgia €57 Ppara os

pares de AB e CD a energia de interagao é ¢

l; €5 para os pares AD
e BC e €3 para os pares AC e BD.
Em 1972 Fan(78) mostrou que a Hamiltoniana para esse mode

lo pode ser escrita em termos de variaveis de spin de Ising asso-
ciando-se duas dessas variaveis - o, € s, - a cada sitio. O par

(ci,si) é feito igual a:

3

(+,+) se o atomo em i for do tipo A
(+,-) se for do tipo B

(-,+) se for do tipo C e

(-,~) se for do tipo D.

No restante deste trabalho o par (oi,si) sera chamado de

spin de Ashkin-Teller e representado‘por n .

Nesse esquema, a energia de interagao para,um sistema de
duas particulas localizadas nos sitios i e j pode ser escrita cono:

et
»
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H,. = - - .S, - -
i Jo J;{slsJ Jzoioj Jssioisjcj (4.1)
7
onde
- J0 = (80 + €y + £y + 63)/4 (4.2a)
-0 = ey e - ey - eg) /M (4.2b)
“ Uy = ey tey meqmeg)/d (4.2¢)
- J3 = (eo + €3 " €, " 62)/4 (4.24)
Adicionando a energia de interacao a constante J I+, +
J,, essa Hamiltoniana pode ainda ser escrita da forma mais conve-

i

niente:

- BHij = Kl(sisj—l) + Kz(cioj—l) + K3(sioisjoj—l) (4. 3)

onde Ka = BJa (a= 1,2,3)

No caso particular em que Ki = K2 o modelo de Ashkin-
Teller &€ chamado de isotrOpico. Um outro caso particular interes-
sante desse modelo & obtido guando Kl=K2=K3. Nesse caso o modelo
de Ashkin-Teller reproduz o modelo de Potts com p=4. Isso pode ser
verificado observando que ambas as Hamiltonianas (4.3) e (3.4) descre-
vem sistemas de dois estados, com degenerescéncia 12 para o estadg
de mais baixa energia e 4 para o de energia mais alta. A equivalég

cia se completa verificando que em ambos os casos a diferenca de

energia entre os dois estados & a mesma.
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Inicialmente, neste cappitulo o conceito de transmissivi-

dade e sua dual é extendido para o modelo de Ashkin-Teller(84)e a

S
leis de composigEO'pa:a essas variaveis sao apresentadas. Utilizan
do essas leis o modelo de Ashkin-Teller regular isotrdopico na rede
de Bethe & analisado obtendo-se seu diagrama de fases. Na secgdo
4.1.1 mostramos que o‘formalismo desenvolvido no Capitulo II pode
ser facilmente extendido para a obtengao da energia interna desse

sistema.

-

vaA~Secg§o 4.2 e dedicada ao estudo do vidro de spin de
Ashkin-Teller. Devido & complexidade do mapeamento obtido - veja
equagSes (4.38) -~ nos limitaremos a estudar alguns casos particula
.naiobtidoskfazendo-se com que dois dos parametros se anulem simul-
taheamente. Esses casos particulares, que apresentam uma rigqueza
bastante grande, tém seus diagramas de fase apresentados nas figu-

ras 40, 41 e 42.

Fihalmehte,,asvseches 4.2.1 e 4.2.2 s3o dedicadas, res-
pectivamente, d obtengab de uma generalizagao da equagao de TAP pa
ra o vidro de spin de Ashkin-Teller e a derivagao de sua ~ energia

interna.

4.1. O modelo de Ashkin-Teller isotropico regular na rede

de Bethe

Nesta secgao estudamos o modelo. de Ashkin-Teller iso
tropico regular na arvore de Cayley fechada assimétrica. Os resul-
tados desta secgao podem ser comparados com Os obtidos utilizando

(79)

interagoes de alcance infinito (veja Apéndice C) ou mesmo com
~0s obtidos na aproximagdo de campo médio. A demonstragao de que
- essa solugao & equivalente a obtida na arvore de Cayley com campo

magnético externo atuando nos spins superficiais € uma generaliza
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‘¢ao direta da apresentada no Capitulo II, para o modelo de Ising.
B importante'observar porém que no caso de spins de Ashkin-Teller
existem 3 campos magnéticos externos: Hl atuando nas variaveis Sy

H., nas variaveis o5 e H3 atuando no par ¢ ~Assim sendo, define-

2 1%
se 3 "magnetizagoes" <g;%s <8;> e <o s.>. Por um raciocinio analo-
go ‘ao do Capitulo II mostra-se facilmente que essas magnétizagSes

podem ser obtidas das correlagoes <o.,0_>, <sisg> e <o,s,0 s > fi-

_ i“g 114949
xando-se o spin fantasma (cg,sg) na posigao (+,+).

' Vamos considerar um sistema constituido por um par
‘de spins de Ashkin-Teller e descrito pela'Hamiltoniéna (4.3). Da
identificagao transmissividade - correlagao mostra-se  facilmente

que a uma ligacao existem 3 transmissividades associadas dadas por:

t, = <s;8;> = [1+x1—x2-x3]/[l+xl+x2+33]; (4.4a)
t2 = <oioj> = [1—x1+x2—x3]/[1+x1+x2+x3] (4.4Db)
ty = <cisigjsj>= [1—xl—x2+x3]/[l+xl+X2+x3] (4.4c)

onde os xi s sao os fatores de Boltzmann:

x) = exp [-2 kx, - 2 K,] ' ‘ (4.5a)
Xy = exp [-2 K, - 2 K] | (4.5b) _
= exp [-2 K; - 2 K,] | - - (4.50)

X3

No restante deste capitulo a Sequinte'cbnvengéo é a-

dotada para o uso dos Indiceg a, 8 e y: sémpre gue um deles apare-
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cer isoladamente em uma equag@o ela representaria 3 equagdes = nas
quais esse indice aésume consecutivamente os valores 1, 2 e 3.Quan
do os trés indices aparecerem em uma mesma equagao, eles tomam os
.valores:a=l, B=2.é y=3. Também nesse caso essa equagao represeﬁta—
r3 um conjunto de 3 equagoes sendo que as duas restantes sao obti-

das da primeira por permutagoes ciclicas desse indices.

Nessa notagao, as equagoes (4.4) e (4.5) podem ser

reescritas como:

. 1l +x - x8 - X
t = o Y | (4.44)
l+x 4+ x, +x
o B
e
x,= exp [-2 K, = 2 Ky] | (4.54)

As dﬁais das transmissividades (fatores de Boltzmann)

s3o obtidas invertendo-se as equagdes (4.4):

\ro
D _ _ . L _ 3 :
t, = x, 1+ t, -t tY] / }’ta+ t, + tY] -(4.6)

Por uma questao de brevidade nesta tese representa-

t. e t_, associadas a

mos o conjunto das trés transmissividades tir 3

uma tnica ligagao por t e ao conjunto de suas duais, t?, tgﬁ e tg
D :
por t-.

Utilizando as relagoes (definigdes) (4.4)-(4.6) as
leis de composigdao para as transmissividades podem ser obtidas co-
mo generalizagoes diretas das apresentadas para os modelos de Ising

e Potts (figura 33).

i) Para duas ligagdes em série com transmissividades

bl
.
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Figura 33 - Leis de composigao para as transmissividades

no modelo de Ashkin-Teller.

Devido & forma da Hamiltoniana (4L3) trés transmissivida -
. des sao associadas a uma Unica ligagao. Essas transmissividades e
suas duais sdao definidas, respectivamente, pelas equagoes (4.4) e
(4.6). A partir dessas definicoes & facil mostrar-se que cada uma
dessas transmissividades obedece &s mesmasiléis de composigao' ja
obtidas para os modelos de Ising e Potts. Para ligagoes em - série
essas leis se encontram explicitadas na equagdo (4.7a) e para liga
¢oes emvparalelo nas equagoes (4.7b) e (4.7¢c). Por conveniéncia &
infroduzida a seguinte notagéo: os Indicés a, B e y tomam os valo-
‘res 1, 2 e 3. Quando os 3 Indices aparecem na mesma equagao sao-
lhes atribuidos os valores fixos a=1, B=2 e y=3. Duas outras equa

¢oes sdao obtidas por permutagoes ciclicas desses indices.
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. re > - : o . . .
associadas t! e t? a a-&sima componente da transmissividade equiva
lente & obtida como sendo igual ao produto das a-8simas componen-

tes dessas transmissividades, ou seja:

eq,s _ .1 2 ' ,
(tq ) t, - ta ; , , (4. 7a)

ii) Para duas ligagoes em paralelo, com transmissivi-

- -
dades associadas t! e t2 a «~8sima componente da dual da transmis-
sividade équivalente_é obtida como sendo dada pelo produto das o~

ésimas componentes das duais:
qu - 1D 2 D
(tu ) (t )" . () (4. 7b)

Usando as relagdes (4.6) a . lei. de composigao (4.7)
pode também ser reescrita em termos das componentes das transmissi
: .22 '
vidades t* e t“ como

tl+e24tlt2+ tle2
a o By Y B

1+ t1e2+ t2¢l+ £l¢2
oo BB Yy

(4.7¢c)

eq,p _
(t5HP =

Mediante a aplicagao dessas leis de composigao ao a-
glomerado da figura 34 obtém-se o seguinte mapeamento para o mode-

lo de Ashkin-Teller regular:

s+1

_ s + oSS S, 2
0, [2(t 6 + tBtYGBeY)]/[l+(taea) +
Sy2 . S, 2 ' ,
+ 8 + 8 4.8
(tg0p) (£ 0.)%] | . (4.8)
onde T & a transmissividade associada as ligagOes nao iteradas e
8% = (ei ,62 ,63) a transmissividade associada ao campo efetivoque

atua na s-ésima camada da arvore.
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Figura 34 - Relagdo de recorréncia para o modelo de

Ashkin-Teller regular.

A aplicagao das leis de comp051gao da flgura 33 ao aglo-

. merado (a) gera o mapeamento: ez+l [2(t e + tBt 08 e )] / [T+

+ (taei)2 + (tBez) + (t 2 )2] Para o modelo de Ashkim-~Teller iso

tropico (K1=K2), fazend?-se el = 62, esse mapeamento pode ser rees
crito como:

S+1

Vio= [2t,V5 (s )] / [20$H? + (vH?]
s+l_ .,s+1

vV =V

v§+l [v + (v]) 21 [1 +2 (V]) +'(v§)2]

onde fizemos Vs.= t es.
[0 2 a o
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'No caso particular do modelo de Ashkin-Teller isotrd

pico (K1=K2) verifica-se facilmente que X = X,y de modo gue tl=t2.
Nesse caso as equagées (4.4) podem ser reescritas como:
t; = [1 = x]/[1 + 2x; + x,] | (4.9a)
ty = [1 - 2x; + x,]/[1+ 2x; + x,] | " (4.9b)

Observando-se que os pesos de Boltzmann (4.5) sao ne
cessariamente positivos verifica -se facilmente também que as va-
riaveis tl e t3 se encontram definidas nos intervalos:

- 1<t,<1l v 7 (4.10a)

R S 1
T (1 + t3)< tl< 5

(1 + t,) (4.10b)
Adotando-se para os campos magnéticos externos (con-

- ->
digoes iniciais) 90 a mesma simetria do modelo, ou seja, fixando-
se e? =e§ o mapeamento para o modelo de Ashkin-Teller isotropico

regular & obtido como:

o5t = [2t;03(1 + £y 09T/ [1+2(£ 8512 +

Sy :
oSt - o5t (4.9b)
e§+l = 2[t39§ + (tlei)zj/[l + z(tle?)Z +

+ (t36§)2] ~ . ‘ (4.9¢c)
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as relagoes (4.9) podem ser reescritas na forma mais simplificada:

v; t = [ZtIVi(1+V§)]‘/[l+2(V§)2 +.(V§)2] (4.10a)

V§+l _ V§+l‘ A ' (4.10Db)
+1 | :

s M R /LR aD e e

No que segue, por conveniéncia, somente condigoes
cos s s o] c s ~ .
iniciails 6 positivas sao consideradas. Nesse caso, O0s atratores
do mapeamento (4.10) nos permitem identificar, para esse modelo,as

seguintes fases (veja a ‘figura 35):

a) Fase Paramagnética (PARA): Como foi observado ini
meras vezes nesse trabalho essa fase é caracterizada pelo : ponto
fixo trivial 6§ =6% =0. O critério de estabilidade (A.10) determi-

na a seguinte regiao de estabilidade para essa fase:
- 1/2 < tl < 1/2 ’ (4.11a)

- 1/2 < t3 < 1/2 . (4.11b)

E importante frisar que ndao ha nenhum indicio da
existéncia da fase indicada por <o> .na referéncia 56. A regiao que
seria ocupada por essa fase se encontra dentro da regiao dominada

pelo ponteo fixo paramagnético (figura 35b).
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~b) Fase de Baxter Ferromagnética (BAXTER F): Nessa
fase todas as correlagoes entre o spin fantasma e o spin no topo
©sao positivas. Como ja vimos, isso significa que as trés magnetiza

goes no topo <g,> ,<S,> e <g, S, > sao positivas indicando um ali-

t t tt

nhamento ferfomagnéticovdos spins. Essa fase ocorrepara valores de
Kl positivos e suficientemente grandes (ou tem?eratura baixa) mes-
mo que K3 seja nulo ou negativo mas de modulo pequeno. Ela & devi-
da a um alinhamento ferromagnético entreio spins de Ising oges o
que por si sO faz com gue <os> seja positivo. B claro que o aumen-

to de K, nessas condigoes favorece ainda mais esse alinhamento. Es

3
sa fase, que s0 existe para valores positivos de tl e t3, é carac-

terizada por um ponto fixo nao trivial de coordenadas dadas vor:

- —£.)2- 1/2
x  llegregty t1y+[(t3+tlt3 t)) 2= (2t 4 ) (b42t, €] )
(2t;+t,)

(4.12a)

4

—-{[2t

<
[
|

(L+Vy) - 1- (V2] 232 (4.12b)
1 3 3 /212 .

Essa Gltima coordenada pode. também ser obtida de:

*_ * - _ * *— 1/2
v, = {V3[2t3 1 (v3)2]/2[v3 t3]} v (4.12c)

Devido & complexidade das equagOes (4.12) nao nos foi
lpossivel'determinar analiticamente a regiao onde este ponto fixo &

estavel.

c) Fase de Baxter Antiferromagnética (BAXTER A.F.) :
Essa fase pode ser considerada ¢omo a analoga antiferromagnética da
fase anterior. Ela ocorre a baixas temperaturas para valores nega-

tivos de K Nessa fase <o> e:<s> invertem seus sinais um duas ca-

1
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ts
F
ISING F
‘BAXTER
E o F
¢t
B
PAFU\
A t,
ISING
mAF

(a)

Figura 35 - Diagramas de fases 4o modelo de Ashkim=Teller

isotrdpico regular.

O diagrama de fases do modelo de Ashkin-Teller isotroOpi-
co na rede de Bethe, obtido a partir da determinagao dos atratores

do mapeamento da figura 34, apresenta as sequintes fases: i) Para-

_ * *
magnética caracterizada pelo ponto fixo Vl = V3 = 0. ii) Fase de

Baxter ferromagnética (Baxter F) caracterizada pelo ponto fixo nao
trivial definido pelas equagdes (4.12). iii) Fase de Baxter anti-

ferromagnética (Baxter AF) definida por um duplo ciclo do tipo

s+l_ s _ .* s+l1_ s _ *
l—Vl—V eV3 —V3-—V3.
*

*
(Ising F) caracterizada pelo ponto fixo Vl =0, V3>0 definido nas

\Y% iv) Fase de 1Ising ferromagnética

equacoes (4.14). v) Fase de Ising antiferromagnética (Ising AF) ca
racterizada por um duplo ciclo do tipo Vi+l= Vi =0 e V§+l= —Vg

= V; [equagdo (4.16)].

Nesse diagrama a regidao hachurada indica coexisténcia de
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17Kk, |
ISING F
PARA
c
/Bﬂ ﬂ{ i
ISING AF
BAXTER F
10 2.0 3.0
i 1 i
Ks/K,
ISING F
BAXTER AF
4 p /
D 4% B

(b)

solugoes (veja figura 36) de modo que as transigoes 'de fase'. que
ocorrem no interior das regides BDEC e B'D'E'C' sao de 12 ordem.As

. : C o as — a
linhas cheias indicam transicoes de fase de 2= ordem.
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madas consecutivas caracterizanao um alinhamento antiferromagnéti-
..€o. Numa mesma camada porém os spins de Ising o e s _se alinham pa-
ralelamente de modo a fazer com que <os> seja positivo. Ou seja,do
_§bnto de vista do parametro de ordem <o> (<s>) o aliﬁhamento e an-
fiferromagnético enquanto que do ponto'de vista do parametro de
ordem <os> essa & uma fase ferromagnética. O atrator caracteristi-

co dessa fase, que sd aparece quando t, < 0 e t, >0, € um duplo

ciclo do tipo:

+1_ _ S = * :
Vi = Vl Vl | (4.13a)
s+l _ s _ *
V3 = V3 = V3 (4.13b)

* *
onde V, e V, podem ser obtidos das equagoes (4.12) simplesmente fa

zendo a substituigao tl+ - tl' Isso pode ser visto observando que
as relagoes (41Ca) e (4.10b) sao, respectivamente antissimétrica e

simétrica com relagao a 'inversao do sinal do parametro t.. E claro

l.
que também nesse caso nao € possivel um estudo analitico da estabi

lidade desse atrator.

d) Fase de Ising Ferromagnética (Ising F): Para valo
res suficientemente grandes de K3, dependendo do valor de Kl,é:pQ§
sivel encontrar-se uma fase na qual apesar de <g> e <s> serem . nu-
los a magnetizagdo <¢s> nao & nula. Nessa fase o modelo de Ashkin-
Teller se comporta como o modelo de Ising ferromagnético. Seu atra

tor caracteristico & um ponto fixo cujas coordenadas sao dadas por:

Vl =0 ' (4.14a)

<
i}

L = [2e,-1112 - (4.14b)
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Como se pode ver da equagao (2.24b) esse & o ponto

fixo ferromagnético do modelo de Ising.

A regiao onde esse ponto fixo & estavel pode ser de-

terminada analiticamente sendo definida por:

o 1/2 -
t < ty/[1 + (25 - 1)7/7] (4.15a)
ty> 1/2 ‘ | ' (4.15b)
e) Fase de Ising Antiferromagnética (ISING AF): A

eemplo do que ocorre com as fases de Baxter ferromagnética e anti-
ferromagndtica essa fase & a andloga i anterior para_K3<O. Também
nesse caso apesar de <g> e <s> serem nulos a magnetizagao <os>nao
€ nula, porém alternada indicando que o alinhamento & antiferromag

nético. O atrator caracteristico dessa fase & um duplo ciclo do ti

po:
vt = v8 = o (4.16a)
1 1l
vl o 8 = [-2¢, - 11172 (4.16b)
3 3 3
Observe que (4.10c) é antissimétrica com relagao a
Vt quando vi=0e que (4.16b) pode ser obtida de (4.14b) inverten
3 1 —=

do-se o sinal desse parametro.

A regido de estabilidade desse duplo ciclo & defini-

da por:

t3 < - 1/2 : (4.17)
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Nesse caso nao had nenhuma equagao correspondente a
(4.15a) porque o afunilamento da regiao fisica para valores nega-
tivos de t3 faz com que sO existam as fases Ising AF e paramagnéti

ca.

No que‘diz respeito d& ordem das transigoes entfe as
diferentes fases elas podem ser deduzidas do estudo das proprieda-
des dos varios atratores descritos. Devido &s simetrias apresenta-
das pelo mapeamento (4.10) e pelas inter-relagOes entre os ' pontos
VfiXos e duplos ciclos esse estudo pode ser limitado apenas aos pon
tos fixos uma vez que as transicoes envolvendo duplos ciclos terao
as mesmas caracteristicas das envolvendo pontos fixos. Vamos estu-

dar essas transigdes uma a uma.

a) Transigao Para-Ising F: Essa transicao pode ser
identificada como sendo de segunda ordem simplesmente observando-
se que em virtude de (4:llb) e de (4715b) os pontos fixos que ca-
racterizam essas fases nio s3o simultineamente estdveis. Além disso,
como pode ser visto de (4.14b) o ponto fixo nao trivial caracteris
tico da fase Ising F cresce continuamente a partir do zero de modo
que n3o ha discontinuidade no parametro de ordem na temperaturacri

tica. Note que os mesmos argumentos se aplicam a transigao para -

Ising AF.

b) Transigao:Para-Baxter F: A determinagao da ordem
das transigoes envolvendo a fase Baxter F (Baxter AF) requer um es
tudo mais elaborado do ponto fixo (duplo ciclo) definido em (4.12).

*

Note em primeiro lugar que V3 sO serd real se o radicando for posi

tivo semi-defindo, i.e., se:

2
t1 > 4t3 (1—t3)/(l+t3) . (4.18)
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A igualdade define ‘a linha BCE. Sobre essa linha tem-se que:

- tl)/(Ztl + tgy) ' (4.19)

* . )
V3 = (t3 + tl‘t3‘,
. )
Como V3 é positivo para:
_-t3 > tl(l + tl) : (4.20)

esse parametro de ordem apresenta uma discontinuidade na temperatu
ra criticau(figura 37). Além disso, da condigdo (4.1la) (t; < 1/2)
que define a linha ABD e do estudo numérico da estabilidade do pon
‘to fixo de Baxter (4.12) verifica-se que na regiao BDC as solugoes
PARA e BAXTER F coexistem, como se pode ver do diagrama de fluxos
da figura 36a. Dessa forma, na regiao em que (4.20) & satisfeita a
transigéo entre essas fases pode ser classificada como sendo de
12 ordem.

.~ -~ - s . *
Na regiao,em que (4.20) nao é satisfeita V3 somente

é positiva se t, > 1/2 que coincide com (4.1la). Note que de (5.

1
10c), verifica-se facilmente que para condigoes iniciais positivas

S
3 3

ma verifica-se também que nessa regiao nao h& coexisténcia de solu
. .

1
crescem continuamente a partir do zero. Desse modo, a transigao so

e t, positivo todo V, sera necessariamente positivo. Da mesma for-

-~ -_ * L]
¢oes e que Os parametros de ordem V. e V3, ou seja, <o> , <s> e <0s>
bre a linha AB & de segunda ordem. As coordenadas do ponto B onde
a transigao entre as fases PARA e BAXTER F passa de 2§ para 12 or

dem sao:

tig = 1/2 (4.21a)

tay = 1/3 DR - (4.21b)
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Figura 36 - Diagrama de fluxos nas regioces BDC(a) e CDE(b) .

Nas regioes de coexisténcia de solugoes o verdadeiro atra
tor para o qual o mapea@ento da figura 34 converge € determinado
pelas condi¢oes iniciais. E importante frisar gque na regiao BDC
(B'D'C') a coexisténcia se da entre as solugoes - paramagnéticas
}é Baxter.f (Baxter AF) ao passo que na regido CDE (C'D'E') coexis-
tem as solugOes Ising F e Baxter F (Baxter AF). Nesse Gltimo caso,

como se pode ver em (b), o ponto fixo paramagnético & instavel.
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Vale a pena reafirmar que essa argumentagao pode ser
extendida de forma direta para a transigdo PARA - BAXTER AF. bas-

‘tando que se faga nos resultados acima a substituigao: t,-+ -t..

1 1

c) Transigao Ising F - Baxter F: A ordem dessa tran-
sigao & determinada do estudo numérico do mapeamento (4.10) - nas
proximidades da curva obtida tomando-se a igualdade em (4.15a). Va
le a pena lembrar que essa curva define o limite de esfabilidade
da solugao Ising F. Através desse estudo foi possivel mostrar que
essa transigao é de segunda ordem na linha EF e de primeira ordem
na linha ED. O ponto E onde a transigao passa de 12 ordem para 22

ordem tem coordenadas:

r’.
]

1 = 0-42705 , | (4.22a)

t 0.52786 ‘ (4.22b)

3E

4

Na regiao CDE as solugoes de Baxter F e Ising F co-
existem, como pode ser visto do diagrama de fluxos da figura 36b.A
penas como ilustragéo'apresentamos ainda na figura 4.7 as disconti

nuidades nos parametros de ordem ao longo das fronteiras BCE e BDE.

Finalmente vale a pena observar que os resultados pa
ra os modelos de Ising e Potts com 4 estados sao reobtidos como ca

sos particulares do modelo de Ashkin~Teller isotrdpico.
4.1.1. Energia Interna do Modelo de Ashkin-Teller
Isotropico Regular

A energia interna do modelo de Ashkin-Tgller

isotrdpico regular pode ser calculada usando uma generalizacao do
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Figura 37 - Descontinuidades nos paradmetros de ordem.

Nessa figura apresentamos as descontinuidades nos para-
metros de ordem Vl e V3 ao longo das fronteiras BCE(a) e BDE(b).
Em ambos os casos'a linha cheia representa a descontinuidadeemvl

e a linha tracejada a descontinuidade em V3.
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Figura 38 - Obtengao da energia interna do modelo de

Ashkin-Teller isotropico regular.

A energia interna do modelo de Ashkin-Teller regular po
de ser obtida a partir da determinagao das correlagoes entre o spin
do topo (dt,st)‘e um spin da camada central (oj,sj) por meio da re

lagSo: u=-XP (<o,0.> + <s,S.> ) - k3b <o0,8,0.s5.>. Essas cor-

zg -3 e 2 ttI3
relagGes, por sua vez, sao determinadas procedendo-se & mesma se-
quéncia de renormalizagoes discutida para os modelos de 1Ising e
Potts. Nas fases caracterizadas por duplos ciclos a energia inter

na € dada pela equagao (4.25) .
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procedimento desenvolvido no Capitulo II para o modelo de Ising re
gular. Para isso basta observar que, devido a forma da Hamiltonia-
na (4.3) a energia interna por particula desse modelo sera dada

por:

‘Klb
U= - (<o.0.> + <sis.>) -
28 J
K3b
- <g.8.0.5.> . : (4.23)
28 1

Dessa forma, € necessario calcular todas as
gorrelagées (transmissividades efetivas) entre o spin do topo da
rede e um spin da camada central, o que pode ser facilmente reali-
zado ﬁtilizando-se o aglomerado da figura 38. Para uma rede com N
camadas (N»«) na situagao mais geral em que o atrator é um duplo
ciclo a transmissividade entre o spin fantasma e um spin da camada
central 8° & difrente da transmissividade 8t entre o spin do topo
e o spin fantasma. Designando as componentes dessas transmissivida
desbpor: (ei, 63) e (ei, eg) as componentes da transmissividade
efetivé gtc entre o spin do topo e um spih da camada central, obti

das utilizando as leis de composicao (4.7), sao dadas por:

t ¢ t .cC t _C
JEC [tl + 8y 6 + 105 065+ £.0, 6
1 t,.c t ,C
l+2tl _6161+t3 63 93
(4.24a)
t |cC t ¢
Jte - [t3 + 65 05 + 2t 0 67 4. 24)
3 t _.c t _c *
1+ 2tl 6, 0, * ty 05 65
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Substituindo as equagoes (4.24) em (4.23) e

~com as ldentificagoes: ,

- N o o]
<oioj> = <sisj> = 61
- atc
<°isiejsj> E= 63
tem-se que:
t c t c t c
e - Klz tl+el l+tle3 3+t3el 1 J _
t.c t c
8 1l + 2tlelel + t3 3 3
t c t.c
_ K3z [t3+93 3+2t1919l ‘] o (4.25)
28 142t 656C+t_6%6C ' )
1 l l 3 3°3

As expressoes para U nas diferentes fases sa3o obtidas, no caso par

ticular z=2, fazendo as seguintes substituic¢bes:

i)}Na fase paramagnética teremos ef = ei =0 e
t _ _cC =
93 = 63 0
. t _ ¢ _ 1 *
ii) Na fase Baxter F teremos 8y = &) = - V1
t _ cA_ 1 V*’ * * . - 1
e e3 = 63 = —E; 3 com Vl e V3 a serem obtidos das equacgoes (4.12).
. t _ c_1 *
iii) Na fase Baxter AF teremos el = - 61- = Vl
1
- %k * x*
e et = ¢ = . 3 V, onde V, e V, também sao obtidos das equagoes (4.
3 3 t3 3 1 3
12) fazendo-se a substituigao t, > -ty
, , t c _ t _
iv) Na fase Ising F teremos el = el =0 e ec =
c _ 1 *
85 = "E; V3 com V3 dado por (4.14b).
v) Finalmente na fase Ising AF teremos 6;=el"
: * * Y
0 ewe§'= - eg = —%— V3 onde“V3 € obtido de (4.14b) fazendo-se a
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substituigao t, + - t

3 3°

4.2. O Vidro de Spin de Ashkin-Teller

Nessa secgao o formalismo desenvolvido anteriormente
é utilizado para a solugao do modelo de Ashkin-Teller isotropico
com interagGes aleatorias na rede de Bethe no limite em que a ra-

zao de ramificagdo se torna infinita.

. R
Consideremos o aglomerado da figura 39 onde Kij =

- s s S 7 v - ~ '
[(Kl)ij ’ (Kz)ij ' (K3)ij] representa as trés interagoes entre os

spins de Ashkin-Teller localizados nos sitios j da s-ésima e i da
-

(s+l)-ésima camadas da rede. Nesse aglomerado x? = [(Xl)§ ’ (X2)§,

(xs)§] representa os trés campos externos que atuam no spin de Ash

~kin-Teller localizado no sitio j da s-&sima camada. As transmissi |

vidades associadas 3s interagdes _ﬁij serao designadas por %ijz[(tl)ij,
(tz)ij' (t3)§j] e as transmissividades associadas aos campos exter

nos §§ por 3? = [(el)§: (92)§, (63)§].

Nessa secqso,‘por razoes ja discutidas no Capitulo IT,
nos limitaremos ao estudo do caso particular em que as distribui-
goes de probabilidades para as interagoes (Kij) sao Gaussianas.Mais
explicitamente, essas interacoes se encontram independentemente dis

tribuidas de acordo com as leis de probabilidades:
1/2

P[(Ka)ij = [z/ZwKi] exp{-z[(Ka)ij -

- x° %2 |
K /2z]2/2K2} (4.26)

Como ja observamos nos capitulos precendentes a idéia

bidsica para assolugdo desse problema consiste na substituigao do
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Figura 39 - Relagao de recorréncia para o vidro de spin

de Ashkin-Teller.

0 mapeamento (4-38) que determina os parémetros de ordem
do vidro de spin de Ashkin-Teller & obtido seguindo o formalismo

desenvolvido no capitulo II. Mesmo no caso do modelo de Ashkin- )

Teller isotrdpico, os mapeamentos (4.39) e (4.40) tem uma dimensio
nalidade excessivamente alta e envolvem um nimero muito grande de
parametros. Nas figuras 40, 41 e 42 apresentamos os diagramas de

fases para os casos particulares mais importantes.
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aglomerado da figura 39 por uma fnica ligagdo efetiva de modo a se
determinar os campos externos efetivos que atuam nos spins da cama
‘da s+1l. As distribuigOes de probabilidades para esses campos podem
entao ser calculédas a partir das distribuigbes de probabilidades
para os campos que atuam sobre os Spins da camada anterior e das
distribuigoes de probabilidades para as interagdes, nao renormali-

zadas, definidas em (4.26).

Utilizando as leis de composicao (4.7) obtém-se gque
os campos efetivos que atuam sobre os spins da camada s+l sao da-

dos por:

2 _
(X ) = © (y)S, 4.27
i R (Y,)75 (4.27)

: ~ s .
onde as interagoes (Ya)ij podem ser escritas em termos dos fatores

de Boltzmann (ha)ij a elas associadas como:

4

s _ _1 s _ s _ s
(Y )i5 = 7 [zn(ha)ij tn(hy) s - an (hY)ij]

(4.28)

Esses pesos de Boltzmann por sua vez sao dados por:

1+ (£)S.(0)5 - (2,05, (6.)% - (t.)5.(8)5

(h )%. = aij a'j B'ij "B’ Y'i3 '3
a’ij s s s s s )
1 +_(ta)ij(ea)j + (te)ij (BB)j + (tﬂjj(ey)j

(4.29)

~ 3> ~
Lembrando agora que as interagoes Kij sao todas elas
-— ->
0(z l) as transmissividades tij podem ser aproximadas por:
Q

(t)55 = (K 15 o | " (4.30)

de modo que as equagoes (4.29) podem ser aproximadas por:

-
I



152

s s s s _ s s
Lr KJi5(0)5 = Kglyy By = KD55000)5

s s s s s ]
1+ (Kd)ij(ea)j + ‘KB)ij (eB)j + (Ky)ij(eY)j
(4.31)

(h )y .=

Substituindo a expressao acima nas equagoes (4.28) e

expandindo os logaritmos obtém-se que:

s  _ s s '
(Ya)ij = (Ka)ij (ea)j . , ] (4.32)

A aplicagao do teorema do limite central as equagoOes
{4.27) nos permite afirmar que as distribuigoes de probabilidades

-
. s+1 ~ .
para os campos externos efetivos Xi serao todas Gaussianas. As

o,s+1 s+1

médias (X)) e as variancias (Xi) dessas distribuigOes sao ob

tidas das médias (YZ)S e das variancias (Yz)S das distribuigoes de
-

probabilidades para as interagoes Yij através das relagoes:

|

0,S+1 _ 0,8
(Xa) z (Ya) (4.33a)
~2 s+1 _ 24 S
(Xg) =z (Ya) . (4.33b)

Usando as equagoes (4.32) e fazendo as definigoes:

s _ S (] s ] S S 4 [
m> =S P[(Xl)j] P[(Xz)j] P[<X3)j] (0,03 A(X))3 (X)) 5 dXy)
(4.34a)

q. =/ P[(xl)‘;]P[(xz)*;?]P[(x3)§f] [(em)f]‘]2 d(xl)§ d(x2)§ d(x3)sj'

(4.34b)
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-~

as grandezas (Y‘::)s e (;fi)s sao obtidas como sendo dadas por:

O 8 _ L0 _S
(Ya) = Ka ma/z (4. 35a)
(yi)s = k2 q2/z. (4.35b)

Substituindo as equagdes (4.35) nas equagoes (4.33)

tem-se que:

=K m ' (4.36a)
a a .
(x2)5*1 = k2 o5 . (4.36b)
a a a '

- de modo que as distribuicoes de probabilidades para os campos ex-
termos efetivos podem ser explicitamente escritas como:
s+l

_ »o S1-1/2 _ s+l _ O S72 joz2 S
1 )= [2k2 ¢ ]7° expl-[(x) K, m]2/2K2 g }.

P[(Xa) i

(4.37)

Finalmente, substituindo as distribuigoes de probabi
lidades (4.37) nas definigoes (4.34) obtém-se as seguintes rela-

¢oes de recorréncia para o vidro de spin de Ashkin-Teller:

s+l _ =3/2 = - .
m, = (2n) 170 e [- (x +y? 4+ zz)/2] £ (%, ¥, 2; My,

9yr My, 9y My, g4) dx dy dz | (4.38a)

s+l _ (217)‘—3/2 ._fz.f exp [- (x2 + y2 + x2)/2] [fa(x, Y, 2; mi,

ql, mzl q21 m3l q3)]2 dax dy dz
(4.38b)

onde as fungdes fa (g,y,z;‘ ml,ql,mz,qz,m3,q3) sao dadas por:
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. | _ ~ s 1/2
£ (x/y.2; My s9y My .Gy, My,g,) = {1+ exp [—ZKB(qB) y -

_opQ B > 1 S\ 4/2
QKB mg - QKY(qY) z -

0 S - .. 8,1/2
- 2Kk m - exp{- 2K {( X -
Y Y] g a qa)
_ s _ .. ,8/1/2
2Ka ma ZKB(qB) y
_ a0 S sy 1.5y 1/2
QKB mB] - exp [—Qka(qa) X -
- ox° S _ oo . s\1/2 _
ZKa m, 2KY(qY) z
- .81/
2KY mY]}/ {1 + exp [ ZKB(qB) y -
- 280 n® - 2K (qs)l/z z -
B y oY 1
- 2x° m>] + exp [—2% ( s)l/2 X -
Y - aqa
_ S _ 5w (Sy1/2
2Ka ma ZKB(qB) Y
- 282 n®] - ex [—2% ( s)l/2 X -
g ™ P o« 9o
_ ox© .S _ .o, s 1/2 _
2Ka m, ZKY(qy) z
- 2k° n°]} (4.38c)
Y Y
A identificagao de mi e qz como sendo, respectivamen
te, os parametros de ordem ferromagnético e vidro de spin pode ser .

efetuada observando-se que as equagoes (4.38) nada mais sao do que
as médias com relagao as distribuicoes de campos externos efetivos

das transmissividades entre os spins do topo e fantasma e de seus

[T B TR VE ETENITIEYN TSR T A RAT ST RY T PPy X WA v uﬁunm ST TR T RSP e o™ > OB 0 b B L1 B AN k- AR R0 10 . b b s i e ol
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quadrados.A identifi‘cqgéo é completada lembrando que essas trans-
missividades nada mais sao do que as magnetiza§6es no topo da re-

de.

As relagdes de recorréncia para o modélo de Ashkin-
Teller'ﬁxmrépico podem ser obtidas seguindo-se um procedimento abso
lutamente andlogo ao aqui apresentado. Elas podem também ser dire-
tamente obtidas a partir dasAdefiniQSes (4. 34) utilizando-se as
distribulgoes (4. 37)e :observando q&a nesse caso tem-se apenas duas
transm1551vidades associadas a cada llgagao definldas nas equagoes

(4.9) . O mapeamento para este casq particular € escrito como:

s+l

m o= 2n)" ff exp[~(x2 + y2) /2] £, (x,y,ml,ql,m3,q3) dx dy
(4.39%a)

S on L 57 e[~ + v2) /2] [£ Gy )]2ax
q =~ = (2n exp[-02 +y2) /2] [£ (x,yim,q;,mq,qq) ] %dxdy
; . . (4.39%a)

com és fungoes £, (x, ¥;: My, qys My, q3) dadas por:

fl(xlv.y;ml,ql,m3,q3)'= ‘{ 1-exp[ -&l(qi) 1/2 X - 4K§ mi]}/ {1+
+2exp[-—2K (ql) 2 4 ZKimi-

21"((51/2 2 X2

y - my ]+

+exp[~4x(ql)l/2 - 4]} (4.40a)

fz,(x,y;gtl,ql,m3;q3) = fl (x, g; m, Qs m3', q3) (4.40Db)
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s)1/2 o._S

£ (x,Y,ml qyritgdyl = {1 - 2 exp [-2K -2k m -

2K(g1/2 2K2m%]+
+ep [~ K@Y x- 4]y
{l+2exp[2K(qll/2x—2Klml
2Ry - 2] -

+exp|:4K(qll/2 4K ]}(4 40c)

Nos parece evidente que devido & dimensionalidade ex
cessivamente alta desse mapeamento bem como ao grande nimero de pa
rametros envolvidos a analise das equagoes (4.39) torna-se imprati
cavel. Entretanto, seis casos particulares importantes podem ser
obtidos anulando—ée simultaneamente dois dos parametros envolvidos.
Dentre estes alguns se reduzem a situagoes ja estudadas nesse tra-
balho como sao o0s casos em que fazemos KO = i = 0 ou Ko = R = 0,

1 1 3 3

reproduzindo o mapeamento obtido para o modelo de Ising ou ainda
§l= R3 = 0 que reproduz o mapeamento para o modelo de Ashkin-Teller
isotropico regular. Dessa forma, no que segue sao analisados apenas
os trés casos particulares restantes. Antes de comegarmos a estuda
-los separadamente vale a pena observar que em todos eles O mapea-

)

mento sera bi-dimensional uma vez que as fungoOes fa(x,y;ml,ql,mB,q3
sO dependem de dois parametros. Além disso, em todos esse casos, a
regiao em que o ponto fixo trivial & estavel &€ determinada por e-

quagoes semelhantes as ja obtidas para'os vidros de spin de Ising

e Potts.
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a) Primeiro Caso: Rl = Kg =0

Nesse caso particular as fungSes‘fa(x, Yi ®ys Qg

m,, q3) se reduzem a:
3 = - - o .
fl(y.ml,<;3) {1 -exp [- 4 K, mi]} / {1 +

mS - 2 E' (qs)l/2

+ 2 exp [~ 2 Kl ) 3 3 y]+

+ exp [~ 4 K ml]} (4.41a)

f3(Y:mqu3) = {l.- 2 exp [—-2 Ki i -
- 2 R3(q§)l/2 y] + exp [- 4 Ki mi]} /
, {1 +2exp [-2 Kl mi -9 K (qs.LQ J]+
+ exp [- 4 k] m(]} (4.41b)

de modo que o mapeamento (4.39) fica reduzido a:

s+1 _ -1/2 =« _~-y2/2
mi*t = (2m) S e g v my, gy g
(4.42a)
- © myl
q§+1 = (2") 1/2 -{w e Yy /2 f% (Y; ml' q3) dy
(4.42b)

Uma vez obtidos os valores de m; e g; correspon-
dentes. aos diferentes atratores desse mapeamento os demais parame-~

~tros de ordem podem ser calculados.
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A regiao no interior da qual o ponto fixo paramag

* * ) * %
nético mo=q; = 0 (fazendo também com que m, e q sejam nulos) &
estavel é definida por:

1/123 > 1 (4.43a)

L&3>|K?%ﬂ (4.43b)

O mapeamento (A.42) apresenta também alguns limi-

{:es in{:eressan{:es que poclem ser es{:u&aclos anali{:icamen{:e € que per

mitem um bom entendimento das propriedades do modelo. Por conve-

niéncia, sao feitas as seguintes substituigoOes:

-~

R, = 1/K, (4.44a) .
&% = KO/ (4.44p)
S R RN
a =exp [~ 2 Rg mi / R3] | (4.44c)
a= 2 exp (- :z(qg)l/2 y/R3] (4.444)

de modo gue as equagoes (4.41) sao reescritas como:
£, (ysm ,q,) = [1 - a2]/[1 + 2 ac + a?] (4.45a)

£5(yim .q,) [1 - 2a0+ a?2]/[1 + 2ac + a?](4.45b)

Nesse caso e nos seguintes usaremos letras gregas

para indicar a exponencial da variavel de integragao.

i) Rg > © com R4 finito. Nesse limite as 1intera-

[T R TR A A TR YR IRSIR TN N BN SRRN TSR Rt T PR R T T Mvnm FU R STy R ‘“’"W"T"W"""F“”“ [Tyt T T YUY B e T A bl ke
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¢oes entre os spins de Ising ¢ (s) em camadas consecutivas da rede
kséo muito;grahdes fazendo com que esses spins se alinhem ferfomag-
ﬁetidamente. Esse alinhamento,bpor sua vez, faz com que O mesmo
océrra com as varidveis os. Observe que nessas condigoes a+0 de mo
do que £, e f s3o iguais 3 unidade. Dessa forma m> e mS

1l 3 1 3
pre iguais a unidade, qualquer que seja s, e de forma que teremos

serao sem

um alinhamento ferromagnético tanto em termos de ‘o (s) quanto em
" termos de os. Essa fase é indicada por (1-FERRO; 3-FERRO) (figura

40) .

ii) Ri-*w : R3+ © COom R3>>Rg. Nesse caso apesar de ha

ver uma forte tendéncia no sentido de que os spins o(s) se alinhem
ferromagneticamente ha”uma tendéncia maior que os spins os permane

¢am desordenados uma vez que R.+ = pode ser entendido como tempera

3
tura muito alta. Como os nao pode manter-se desordenado sem que O

mesmo ocorra com relagao a o(s) devemos esperar que nesse caso te-

%* *
nhamos paramagnetismo com m, = mg =0e qI =45 = 0. De fato, nes-
se limite a+1 de modo qﬁe fl =0e f3 = tan h [(qg)l/2 y/R3].Obse£

ve que em termos das variaveis m., e q3 a relagao de recorréncia re

3
produz as equagoes de SK (2.58 ) com J, = 0. Nessas equagoes o fa-
to de Jé ser nulo faz com que m também o seja. O ponto fixo da re-

- - _ ok * ~
lagao de recorréncia restante seraq =0 (g # 0) se KT/J>1(<1l).

Como R, = KT/J3>>1 a convergéncia entao se dara em diregao ao pon-
to fixo trivial. Essa fase & indicada na figura 40 por (1 - PARA;
3 - PARA). ‘

iii)'Rg = 0 com R3 finito. Nesse limite o modelo de

Ashkin-Teller isotrOpic¢o aleatdrio se reduz ao vidro de spin de

Ising na varidvel os. Além disso, como supomos nulo o valor medio

Kg teremos em termos dessa variavel uma-fASe paramagnética (1-PARA;

3-PARA) quando R,

R3<l. Isso pode ser facilmente verificado observando-se éue_também

>1 e uma fase vidro de spin (1-PARA; 3-VIDRO)quan

*E:auo‘wc/\ DO INSTITUTO D FISICA E QUIMICA DE SAQ CARLOS . USP
' FISICA ‘




~160

Figura 40 - -Diagrama de fases do vidro de spin de Ashkin
-Teller: caso particular Kl = K3 = 0.

(o) diagrama de fases apresentado foi obtido do estudo nu-
o

mérico do mapeamento’(4.39) com Rl = K3 = (0. Nesse e nos diagramas
seguintes o numero 1 se refere as ?ariéveis o(s) ao passo que o nii
mero 3‘se refefeké variavel os. Sao as seguintes as fases encontra
das: i) (1-PARA; 3-PARA). Essa & a fase paramagnética do sistema,
obtida paraitemperaturas suficientémente altaé e caracterizada pe-

* * * *
lo ponto fixo m =gy = 0 e my, =q4 = 0. ii) (1-FERRO; 3-FERRO)

obtida para valores suficientemente grandes do parametro Ki e ca-
‘racterizada por um ponto fixo no qual todos os parametros de ordem
sao positivos. 1ii) (1-PARA; 3-VIDRO). Nessa fase os = apresenta

uma ordem do tipo vidro de spin (m3 = 0; q; # 0) enquanto gque os

se mantém desordenados. Ela & encontrada para valores suficiente-
o
ll
Essa fase é a analoga i fase discutida em ii) para valores negati-

mente pequenos da temperatura e de K iv) (1-ANTIFERRO; .3-FERRO):

vos de Ki. Seu atrator caracteristico & um duplo ciclo do tipo

s+l _ _ s+l s+l_ s
my = my com m my.

~ Lo a ~ . ,
cOes aparentemente sao todas de 2= ordem nao havendo indicios de

No que diz respeito d@ ordem das transi

descontinuidade nos parametros de ordem ou de coexisténcia de solu

goes.
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I/ks
I- PARA
3- PARA.
Ko}
| - PARA
3~ VIDRO I~-FERRO
3~ FERRO
1 1
-1.0 0 1.0

K7k 5
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nesse caso a=l de modo que fl=0 e f3 = tan h [(qg)l/zy/R3].

i

iv) Rl + -» com R. finito. O fato de RC + - = faz com

3 1
que o(s) apresente um alinhamento antiferromagnético e, como ja vi

mos, esse alinhamento induz o alinhamento do spin os. E interessan
te observar que o alinhamento induzido é ferromaghético indicando
que os spins o e s em um mesmo sitio se alinham. ferromagneticamen-

te. Em outras palavras, <oioj> e <sisj> sendo negativos fazem com

que <oisiojsj> seja positivo. Observe que se tomamos mi positivo

a » », de modo que £, = -1 - fazendo com que ms+l seja negativo -e
1 1
f3=l. Se, por outro lado, tomamos mi negativo a + 0 e teremos f.=1

1
- fazendo com que ms+l seja positivo - e novamente f_=1. Essa fase
que My

_ 3
€ indicada na figura 40 por (1-ANTIFERRO; 3-FERRO).
v) Rg + —o com Rj finito e R3>>R§. Esse limite pode

ser analisado de forma muito semelhante ao que fizemos em ii) e va

~ ‘ J 3 I3
lem as mesmas conclusoes ali obtidas.

Guiados por esses resultados, o mapeamento (4.42) foi
‘estudado numéricamente. O diagrama de fases obtido & apresentado
na figura 40. Como pode ser visto dessa figura o modelo apresenta

apenas as fases obtidas dos casos limites estudados analiticamente.

b) Segundo Caso: Kg = K3'= 0

Nessas condigoOes as fungoes £, (x, y;: myi, Qs W,

dyr Mgy q3) se reduzem a:

fl(x;ql,m3) = {1 - exp'[— 4 Kl(q:sl)l/2 x]} /

- s,1/2
{1+ 2exp [- 2K (q)) B
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: . - 1/2
-2 Kg m§]+exp [- 4 Kl(c_lsl) / x]}

(4.46a)

' 1
f3(x;ql,m3) {1 - 2exp [~-2 K (ql /2 X

‘

1

-2 K m ] + exp [-4 K (ql /2 x]}/

{1+2 exp[-2 X (qs)l/2 x - 2 KO mg] +

3
+ exp [-4 K (qs 172 x]} (4. 46b)
de modo que o mapeamento (4.39) fica reduzido a:
s+l _ -1/2 » =x2/2 2 .
q; (2m) f e £ (x; q;/my) dx
(4.47a)

1 L3 - - _ 2 .
wit = o7V 2 £ ugpmy) ax (4.470)

Agora, sao os parametros de ordem m, e g5 que nao
participam do mapeamento devendo ser calculados a partir dos valo-

res de ql'e m,.

A regiao no interior da qual o ponto fixo paramag

nético & estavel & dada por:

1/1~<l > 1 (4.48a)
~ o,
1/, > |K3/Kl| (4.48b)

Seguindo o mesmo esquema utilizando no primeiro

caso (Kl = Kg = 0) vamos estudar alguns limites analiticamente. Fa

-

zendo as substituigdes:



164

1/K

Rl = . 1 (4.49a)

RS - K3/K, (4.49b)

b = exp [—2:Rg'm§/Rl ] | ~ (4.49¢)

5 = exp [-2(a5) /2 x 2 (4.494)
podemos reescrever as equagoes (4.46) como:

flv(.x;ql,m3) = [1 - 82]/[1 + 2bs + B2] (4.50a)

£4(x;qy,mg) = [1 - 2bg + 82] / [1 + 2bg +82]
) (4.50b)
i) R 2 0 com R, finito: O modelo de Ashkin-Teller
se reduz a dois Isings superpostos nas variiveis ¢ e s. Nessas cir
cunstancias b=1, f, =tan h [(qi)l/2 x/Rl]e f,= tan h2 [ (qi"_)l/2 x/

* *
< 1 temos que m,=0 com q,> 0 caracterizan-

1l 1
do uma ordem vidro de spin na variavel o(s) e m

Rl] de modo que para R

* ) * 0
3 >0 com q5 > ca-

racterizando ordenamento ferromagnético na variavel os. Portanto

béssa fase é indicada por (1-VIDRO; 3-FERRO) na figura 41. Para R >

1
* * * *
1 ml=ql=m3=q3=0 caracterizando a fase paramagnética (1-PARA; 3-PA-

RA) .

ii) Rg >~ ®© Ccom Rl finito. Nesse caso ha uma forte

tendéncia a um alinhamento ferromagnético na variavel os. Observe
que nessas condigoes b=0 e f3=1 implicando que m3=l, 0 que demons-
tra o ferromagnetismo em os. Outra consequéncia de b=0 & que £f. =

1
1/2

tan h [Z(qi) x/Rl] . Para a variavel o(s) tem-se entao reproduzi.

da equacgao- de SK para’JO=0. Observe que o fator 2 multiplicando o
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argumento da tangente hiperbdlica faz com que a transigao entre as
fases vidro de spin e paramagnética ocorra em Rl=27 No diagrama da

figura 41 essas fases sao indicadas por (1-PARA, 3-FERRO) quando

R.>2 e (1-VIDRO; 3-FERRO) %uando R,<2.

1 1

iii) R% + © mas R° >>Rl. Nesse casolmantém-se a ten-

3

- déncia de ordenamento ferromagnético para a variavel os.

. Com relagao a variavel o(s) novamente o fato de

5101

tan h [Z(ql x/le. Entretanto

k £en&ér a zero Eaz com gue fl
como R,>>2 essas variaveis nao se ordenam e temos novamente carac-
L

terizada a fase (1-PARA; 3-FERRO).

iv) Rp + o com R,~+> « mas Rp <<R.. Nesse caso, a
3 1 3 1
O_)

forte tendéncia ao ferromagnestismo na variavel os expressa em R3

» & anulada por uma temperatura excessivamente alta evidenciada pe

1 3

nenhuma das variaveis (1-PARA; 3-PARA). Note que como b=l recupera

lo fato de R, » = com Rl>>R9. Sendo assim, nao hi ordenamento em

-se 0 limite analisado em i mas com Rl>l.

(o}

v) R, » -» com Rl finito: De maneira inversa ao

neste caso forte tendéncia no sentido de um

e w

que obtivemos em ii h
alinhamento antiferromagnético da variavel os. A demonstragao de

gue isso realmente acontece pode ser feita através do seguinte ra-

s
3

tem dois zeros localizados em B8

ciocinio: em primeiro lugar observemos que, para m,>0,b+~. E facil

de se ver também que f =0 e 82=2b.

3 1
Em termos da varidvel de integragd@o x estes zeros se localizam em:

1

x, = Ry a8, / [2(aD)17?] (1=1,2) (4.51)

de modo que substituindo os valores de Bl e 62 e lembrando que b~

o teremos: e
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Figura 41 - Diagrama de fases para o vidro de spin de -
Ashkin-Teller: caso particular Ki = K3 = 0.
Quando K? = K3 = 0 o mapeamento (4.39) se reduz ao ma-

peamento (4.47). Além da fase paramagnetica encontrada em todos os

diagramas sao derivadas as sequintes fases: i) (1-VIDRO; 3-FERRO)

* * % * -
caracterizada por um ponto fixo no qual ml=0 mas M, ql e q3 sao

positivos. ii) (1-PARA; 3-FERRO) caracterizada por um ponto fixo

% %
no qual mo=dy =0 mas com m; € qg positivos. iii) (1-PARA; 3- AN-
TIFERRO). Essa fase & a analoga da fase anterior para Kg <0. Seu
- . . * * s+1 S .
atrator e um duplo ciclo do tipo ml = ql = 0 com mj = = mj. iv)
(l—<2>V; 3—<2>F). O atrator caracteristico dessa fase € um duplo

*
ciclo no qual, exceto ml, que e nulo,todos os demais parametros de OIr-

dem sao positivos mas assumem valores diferentes em duas camadas

3-<2>__). Essa fase & analoga a ante-

consecutivas. vi) (l-<2>V ; AF

riQx com a unica diferen?a de que nela o Parémetro de ordem m] al-
terna seu sinal em duas camadas consecutivas.

Com relagao a ordem das transigoes todas parecem ser de

a ~ , = .
2= ordem com excessao da que ocorre na regiao hachurada da figura

onde ha coexisténcia de solugoes.
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17K, ’
I- PARA
3-PARA
10 I - PARA
3-FERRO
I- PARA ,
‘ iI-VIDRO
3-ANTIFERRO
|- (Z)V 3‘FERR°
3-C2)¢
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X, == @ X, = + (4.52)

s+1
3
< 0 a fungao £, nao tem zeros
s+l
3

nancia do sinal de mq caracteriza o ordenamento ferromagnético da

Como a fungao € negativa entre os zerosé facil de ver que m se-

ra negativa. Por outro lado, para m§

sendo positiva em todo eixo real implicando que m > 0. A alter-

variavel os.

1
tera valores significativamente diferentes de zero quando x+~ oca-

Com relagao a £, & facil de ver que esta fungadosod
siao em que a gaussiana se encarrega de anular a integral fazendo

 ql=0. Temos ent3o a fase (1-PARA; 3-ANTIFERRO).

vi)ARg + -« com R;> e Rl>>R§ (1-PARA; 3-PARA).

Novamente uma temperatura excessivamente alta im-
pede que exista qualquer ordenamento nas variaveis o(s) e os. Isso
pode ser facilmente verificado observando-se que b+l e £, = f2 =

3 1
1/2

tan h2[(qi) x / R1]+0.

O diagrama de fases obtido a partir do estudo nu-
mérico do mapeamento (4.47) é apresentado na figura 41. Como ' pode
ser visto dessa figura além das fases ja previstas aparecem mais
duas fases indicadas por (l—<2>V ; 3—<2>F) e (l--‘<2>V ; 3—<2>AF).E§
sas fases se encontram localizadas entre as fases (1-PARA; 3-ANTI-

FERRO) e (1-VIDRO; 3-FERRO) e seus atratores caracteristicos sao

duplos ciclos do tipo:

o — . s s+1
m =m =0 ; q #q

S , .s+l s s+1
O<my #my ™ >0 ; g37dy

para a fase (1—<2>V ; 3 - <2>F e
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s+l

mp=m " =0 ; # q;
s+1 s s+1

my< 0 < my i 43 7 d3

para a fase (1 - <2>V : 3 - <2> ).

Na-regiao hachurada as solugdes (1-PARA; 3-PARA)e

(1-VIDRO; 3~-FERRO) coexistem indicando transicgao de 12 ordem.

¢c) Terceiro caso: Ki = Kg =0

Quando ambos os valores médios das distribuigoes

(4.26) sao nulos as equagoes (4.40) podem ser reescritas como:

s 1/2

£,(x,¥39,,95) = {1 - exp [-4 K 14@y) x]} /

; {1+2 exp [-2 K (qs 172 4 -

-4 &, (¢5)1? «]} (4.53a)

1/2
f3(x,y;ql,q3) = {1-2 exp [-2 K (qs / X

s 1/2

2 K 3(a@3) y] + exp [-

4K (qs 1/2

x]¥/ {1+

1/2
l T ox

+ 2 exp [~ 2 Kl(

1/2

2 K (q3 yﬂ +
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+ exp [~ 4 Kl(qi)‘l/2 x ]}

‘ (4.53Db)
ﬁicando o mapeamento (4.39) réduzido a:
ai™h = 207 [Texo [-(x?+y2) /2]
fi (x, ¥; gy, q5) dx dy . (4.54a)
q§+1 = (2n)-1'£Zexp [ - (x%+y2?) /2]
’fs (x, y; 4y, q3) dx dy (4.54b)

Como nos casos anteriores os demais parametros de

ordem m, € m, sao determinados de q; e dj-

Para esse caso particular, a regiao de estabilida

de para o ponto fixo paramagnético & dada por:

1/i3> 1 (4.55a)

~

l/K3> Kl/K3 | (4.55b)

O diagrama de fases obtido da analise numérica do mapeamento (4.54)
é apresentado na figura 42. A exemplo do que ocorreu no caso parti

(o}

cular a (Kl= K3 =0) todas as fases do modelo podem ser identifica-

das estudando-se alguns limites especiais. Os comportamentos das

fungaes/»fl e £, s3o obtidos mais facilmente fazendo as _seguintes
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substituigoes:

R3 = l/K3 (4.56a)
3_ -

Rl = Kl/K3 : (4.56b)

a =exp [~ 2 Ri (qi)l/2 x / R3] ) (4.56c)

s)l/2

B =-exp [- 2 C Y /Rs]. (4.564)

De modo que as equagoes (4.53) s3ao reescritas como:

£,(x, ¥i qy,93) = [1 - o2] /[1 + 208 +a?] ,
) ) : (4.57a)

£f3 (x, ¥5 @1,95) = [1 - 2e8 + 2] /[1 +

+ 208 +a?] (4.57b)

3

1= 0 (1-PARA; 3-VIDRO) e (1-PARA; 3-PARA)

i) R

Com Ri=0_o modelo de Ashkin-Teller isotropico no-

~vamente se reduz ao modelo de Ising na variavel os. Observe que

nesse caso a=1 de modo que f,=0 e £.= tan h [(qg)l/z

1 3
sa forma, nao hd ordenamento das variaveis ¢ e s. No casc da varia

y / R3]. Des-

vel os entretanto podemos dizer que temos um ordenamento vidro de

spin para R, <1 e nenhum ordenamento para R,>1. As fases assim ob-

3 3
tidas sao designadas, respectivamente, por (1-PARA; 3-VIDRO) e

(1-PARA; 3-PARA).

ii) R, » = (1-PARA; 3-PARA) e (1-VIDRO; 3-FERRO)

3
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I/K3
|- PARA
3-PARA
10
- PARA
3-VIDRO
I-VIDRO
3-FERRO
1
1.0

RI/Kb

Figura 42 - Diagrama de fases do vidro de spin de Ashkin

Teller: caso particular Ki = Kg =0

Quando ambas as médias sao nulas o mapeamento para o vi-
dro de spin de Ashkin-Teller se reduz as equagoes (4.54). O estudo
numérico desse mapeamento indica, além da fase desordenada, a exis
téncia das sequintes fases: i) (1 - PARA; 3 - VIDRO). Essa fase &
encontrada para valores suficientemente‘pequenos da temperatura e
de Kl sendo caracterizada pelo ponto fixo m =gy T my T 0; q374 0
ii) (1 - VIDRO; 3 - FERRO). Essa fase & obtida para valores sufi-
cientementes grandes de Kl e & caracterizada por um ponto fixo no

*

qual todos os parametros de ordem sao positivos, exceto m; que é
nulo.
- a
Novamente as transicoes parecem ser todas de 2= _ordem

nao sendo verificadas descontinuidades nos parametros de ordem nem

mesmo coexisténcia de solugoes.
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Na situag;o em que R.,> » que corresponde a tempe-

3
raturas muito altas somente para valores muito grandes de y tere~

mos B#l. Para esses valores contudo a gaussiana se encarrega de a-

nular o integrando de modo que podemos fazer g=l. Com isso podemos

escrever que:

: s, 1/2 3
£ =tanh [(ql) x / (Rj/Rl)] ~ (4.58a)
1/2 ‘
£, = tan h? [(qi) /2 / (R3/Rg)] (4.58b)

Substituindo essas equagOes nas equagoes (4.54)ve
rifica-se facilmente a partir do resultado obtido para o modelo
de Ising que para R3/Ri <1 obtém-se um ordenamento vidro de spin
das varidveis o es e um ordenamento ferromagnético da variavel os
(1-VIDRO; 3-FERRO). Por outro lado, guando R._< R3 os spins estao

3 1
completamente desordenados (1-PARA; 3-PARA).

Finalmente, com relagao & ordem das transigoes de
fase todas elas parecem ser de segunda ordem pois nao ha indicios
de coexisténcia de solugOes nem de descontinuidades nos parametros

de ordem.

4.2.1. Generalizagao das equagoes de TAP para o vVvi-

dro de spin de Ashkin-Teller

A exemplo do que fizemos para o modelo de
Potts o formalismo desenvolvido no Capitulo II & extendido, permi-
tindo a construgao das equagoes de TAP generalizadas para o modelo
de Ashkin-Teller. Como ja foi visto anteriormente o primeiro passo
desse procedimento consiste em fazer todas as renormalizagoes ne-
cessarias para que a rede fique reduzida ao aglomerado da figura

> -~ 3 . s . . - R
43a. Nesse aglomerado e? sao as transmissividades associadas = aos
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Figura 43 - Generalizagao da equagao de TAP para o vidro
de spin de Ashkin-Teller e obtengao de sua e-

nergia interna.

Seguindo a mesma sequéncia de renormalizagées descrita no
Capitulo II e indicada pelas setas 2a e 2b, obtém-se a generaliza-
¢ao da equagao de TAP (4.67) para o vidro de spin de Ashkin-Teller.
Essa equaééo reduz-se aos resultados obtidos para Ising e Potts quan

do se escolhe apropriadamente as interagoes (Ka) entre o spin do

tJj
topo e os spins da camada central.

Efetuando a renormalizagdo indicada na seta 1 esse aglome
rado pode ainda ser utilizado para obtencao da energia interna des
se sistema. O resultado obtido [eq(4.7l)] reduz-se, nos casos par-

ticulares analisados, aos apresentados nas equagSes (4.72).
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u%campos externos efetivos ig que atuam na camada central, e Rt as
: f - j
interagoes entre o j-&simo spin dessa camada e o spin do topo.

A partir desse'aglomerado e por um procedimen
tbksémelhante ao utilizado na passagem da equagao (4.27) para a e-
quagao (4.32) o campo externo efetivo que afua no topo da rede §§

fica dada por:

xt Z';;'l c '
, = (K), . (86 ) . _ (4.59)
- j=1 a tj a J

Combinando a equagao acima com as definigoes
dos pesos de Boltzmann:

t t t
= —-— - x -

w, = exp [- 2 Xg v ] (4.60)

e Jas transmissividades (4.4) obtém-se a sequinte expressao para a

- magnetizagao no topo da rede:

mz = {Ltexp [-2 :;1 [(Kg) 4 B)J R 508 J]] -
2+l _
-.exp [-2 jil [(Ka>tj(ea)‘j’ +Ky) 5(80) 3 S -
z+1 \
-exp [-2 jz_l (&) 5 a)J K ]]}/{ 1+
z+1
vow [2 3 [®)yle)5+ €)le)S ]] +
- z+l
+exp [-2 I (k)50 D3t K y(05 11 +
z+1
tew [2 3 [(xé)tj(ea)J? + (K ), (0 ]]}
(4.61)
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Partindo desse aglomerado, e por meio das

leis de composigao (4.7), pode-se chegar facilmente ao aglomerado

T w - .
da figura 43b onde etg sao as transmissividades associadas as inte

~ >
ragoes th entre o spin do topo e o spin fantasma. Fazendo agora u-

so da lei de composigao (4.7c) o novo aglomerado por ser utilizado
tanto para se reobter as magnetizagoOes no topo (figura 43c, seta
2a)

0%k (K ) (8 )5 + 09K ), . (6 ) S+

(8 )¢ K),.(0)S
L _ o otiaj 8 YtJVJY BtJ 8]

tg c, ,tg c, . tg C
+ . .+ , .
10,7 (K ) 5 (0,) 5+ 857 (Ry) 5 (0,) 40 TR (8, ¢

(4.62)

bem como para se calcular a magnetizagao no j-ésimo sitio da cama-

da central (figura 43c, seta 2b)

c_ c tg c tg
(ma)j [(ea)j + (Ka)tj 6"+ (eB)j (KY)tjeY +

c tg c tg
+ (o) (KB)tj i ]/ [1+ (8,05 (K)58,° +

c tg tg
+ (803 (K)o 0.7+ ()T (K), 5 8°9]

(4.63)

As equagoes (4.62) podem ser agora utilizadas

. . R -t
para se determinar as transmissividades 68 9 como:

tg _, t _ c _ c _ t
ea "{“h (Ka)tj(ea)j (KB)tj(eB)j I,
c._t
- (KY)tJ( 3 }/[1 (K) tJ(e )J m- -
c _t c _t )
(KB)tj( B)J mg - (KY)tj(eY)j m- ] (4.64)

de modo que as equagoes (4.63), desprezando-se Os termos.O[GSQ%j]b,
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podem ser reescritas como:

c _ c N t -
(ma)j -_(Ga)j + (Ka)tj m, {1

[Cog)y 123 + (Rg) gy mg [(0)5

g

ta C C t c _
to,5(eg) 5] f_(Ky)tij‘[(eB)jl

c c . R ’
(ea)j (ey)j ] (4.65)

Por meio de um procedimento absolutamente ' i-
dentico ao utilizado nas passagens de (2.70) a (2.73) as transmis-
sividades 3; podem ser isoladas obtendo-se:

(6 )€ = (m ) S

- Wt - C j23 .
o' 3 )3 = Kdpgmy (1 - [m)3 ] b

- (K )¢

t c
= gles Mg [(my)

Y3 a3 B' 3

mt [@)% - m)S (m )]

- (K .
( Y)tJ Y B° 3 a J Y3

(4.66)

As equagoes de TAP generalizadas para o mode-
lo de Ashkin-Teller podem’ser;finalmente obtidas substituindo-se as

equagoes (4.66) nas equagodes (4.61), i. e.:

| . - z+1 : c _
me = { 1.+ exp{- 2 i) (Rgheymg);

4 2 t - C 12 _. ,
(Kg) 2y mg (1 ~[(mg) 5 %3

1

‘ ‘ ot c _ c . 3C1 _
Kydps (Keley my Lm)y = (m)y (mgdgl -

(Kg) s (K )gy my [ma)j,; (mg) 5(m) 5 1+
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. c _ 2 t - C v24_
(KY)tJ(mY)j (K )%y m {l, [(mY)j ]2}
(K‘) (K ), . mt [(m )€ - (m ) ] -

o't Tyt Ta [ a J Y
(Kg) 5 KD gy [m)) S —(ms)J(nw)J]}}- expf -
Z+i c t
- 2 -
2 jil {(Ka)tj(ma)j (Ka)tj o {1

C 72y . t c _
[m)5 123 = Ry (Kg ey mg [(m )]

c c t C
(ma)j (m ) ] (K ) ( Y)tj mY [(mB)j -
c c c _
(ma)j (mY j I+ (KY)tj(mY)j ,

2 ot - C 121 _
(Ky)tj v {1 [(mY)j ]2}

t c c C
(Ka)tj(Ky)tj m [(ms)j (m“)j'(mY)j ]

t c

c _ _ z+1 c
(mB)j (myﬁ]}} exp { 2j£l ((R,) g (m) S~
2 t - 4 C -
(K35 my (1= [(m)3 1%}
t o]
(K ), =(K ), .m [(m)S - (m) ] -

a’t) Bty B Y'3J a J

(Ka)tj(Ky)tj-

t c | (o] c
m [(mB)j (ma)j (my)j ]+

c _ 2 t - C 12y _
(KB)tj(m6§J (Kp) 3y mg (1-[(m) S 123

: t c _ c‘, _
(Ky) gy (Kg)py M, [(mY)j (m ). (mg) ¢ ]
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t c c c
- ®) gy ® )y m ()3 = () (m ) TH) /

z+1
/{1l+exp[ -2 & {(K

m )€ -
j=1 b

8 t]

i, s Lo C1y
(KB)tj mg {1 [(mB)j ] }

mg [(mY)? - m)S @)% -

(Ka)tj(Kﬁ)tj ] q)] 65

- (K,),.(K), . m®

c _ C c
Bt Yty Ty [(mq)j (mB)j (my)j] +

c_ 2 nt{ao- C123-
R ygmdy - ROy mol R [(mY)j] }

t c _ c c -
= (R W [(mB)j (m_) (mY)j] Ko g |

@’

' t c c,.  ,C
(KY) . [(ma)j - (mY)j(mB)j]}} +

3
- &2 mo (1 - [m)5]2) -
= (R 5 (Kg) s m§ [@m)$ - (ma)j (m8)§ ]-
- Ky B me [m)§ - m§ @S]
- (KY)tj(mY)g —'(KY)éj mt {1 - [(mY)§]2}-
- (Ka)tj(KY)tj‘mz [mg)§ = m)3 5] -
- ®g)ys K sme (@S - @ m )51
z+1

)C

+ exp{ - 2 R { (Ka)tj (m, 3

=L .
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(4.67)

A respeito dessas equagOes vale a pena obser

var que:

i) As equagoes de TAP para o modelo de Ising

sao recuperadas fazendo-se duas das constantes de interagao (Ka)tj

-iguais a zero.

ii) Impondo que (Ka)tj = (KB)tj = (Ky)tj tem-

t t
B

reobtemos a equagao de TAP para o modelo de Potts.

c _ c _ c t _
se que (ma)j = (mB)j (my)j € que m  =m

4.2.2. A energia interna do vidro de spin de Ashkin-

Teller.

Seguindo-se o procedimento introduzido no Ca-
pitulo II a energia interna para o vidro de spin de Ashkin-Teller

isotrdpico é obtida fazendo-se a média com relagao a desordem  das

=m_. Nessas condigoes |
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correlagoes (transmissividades) entre o spin do topo (0,/8,) e um

spin da camada central (cj,sj), i.e.:

U=- ;%— [(Kl)tj (<qtcj> + <stsj> +
t(Ky) <0tsjojsj>]‘_iv (4.68)

onde | Jav indica a média com relagdo 3 desordem.

Usando a notacao:

tc _ _
el = <otoj> = <stsj> (4.69a)
etc = <g,S5,0.S.> (4.695)
3 t7t 373

essas correlagoes podem ser facilmente obtidas das equagdes (4.24)

como:
tg gtg tg
ote _ (K 1)t3+9 (e ) +(K )EJ 3 (e ) +(K )Qel (e
1
tg otg
1+2mﬁwe m) +m)u3(e)
(4.70a)
tg tg
etc (K3)t1,e (6 ) + 2 (Kl)tjel (6 )
1
1+2 (K)o tg(e )5 + (K3)tJ gg(e )€
(4.70Db)

onde foram usadas as equagoes (4.30).

Expandindo os lados direitos dessas equagaes
e desprezando os termos 0 [(Ka)ij] obtém-se que:
tc _ tg c tg c

1 1

»
s
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tc

n

Bylyy 877 ()5 + 2080 510, 7(0)5]7 4

~tg _tg c c
(K3)tjel 05 (el)j (93)j (4.71a)
tg c tg c
(Kylyy T 05700505+ 2(R)) 5 6,7 (8)) +
tg tg c c
2(K . 0.). (8,).
(K3) [05° (8, 12 (4.71b)

Substituindo a expressdo acima na equagao (4.

68) obtemos que a energia interna pode ser escrita como:

U =

_ b 2
(20 25

+ (K,)2. +

28 3¢

2(Kl%je§9 (el)§ Ky s egg (93)§ +
2(k)) 2, 0359 (93)§ +

4(Kp) 5 (K3 09 (el)g +

2 tg Cq2
4R 2, (o] (6)3]%+

2(K3)%j [egg ‘93)§]2+
tg ,tg c c
40K)) g (Rg) ey 097 037(0 ) 5 (03) 5 1 ¢
(4.72)

A seguir apresentamos a forma explicita da e-



183

nergia interna para os casos particulares analisados na secgao 4.
2. Para tornar esses resultados os mais gerais possiveis vamos su-

por em todos os casos que o atrator & um duplo ciclo definido pe-

- s S5 S5 8 stl stl s+l s+l
los pontos [ml, 9, My, q3] e [ml r 9y ]

gia interna em uma fase caracterizada por um ponto fixo € obtida

. A ener-

facilmente fazendo-se: mi = mi+l, qi = qi+l ' m§ = m§+l ' q§ =q§+l.
a) Primeiro Caso: Kl = Kg = 0.
1 +
v=-— [K2+2K §91’1+
28
s+1 ,
+ 2 K3 q3 q3 ] (4.73a)
b) Segundo Caso: Kg = K3 =0
__ .1 = O s _s+]l
U = ;;— [2 K2 + Ky mJ my +
+ 2 K2 mS m§+1 + 4 Ki a qs+l] (4.73b)
c) Terceiro Caso: Ki=K§=0
o= - X K2 + K2 %2 mS Stl
U = - [2K1+K3+2K1m3m3 +
+4k2 g7 of"h v 23 qS o] (4730
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CAPITULO V

CONCLUS20

Como ja observamos na introdugao o objetivo deste traba-

lho consiste na utilizagao da rede de Bethe para a elaboragao de

teorias de campo médio para sistemas de spins. Para isso desenvolve

. [_J
mos um novo formalismo que além de ser matematicamente muito sim-
ples & bastante abrangente podendo também ser aplicado no estudo

de muitos outros modelos que nao foram abordados aqui. Esse forma-

lismo, devido principalmente a sua simplicidade, nos permitiu tam-
bém esclarecer algumas propriedades dessa rede e de redes correla-

tas. A este respeito merecem destaque os seguintes aspectos:

i) Em primeiro lugar, ele permite esclarecer porque a SO-
lugao de sistemas de spins na rede de Bethe correspondem a aproxima
¢ao de Bethe-Peierls. Observe que apds infinitas renormalizagoes a
rede pode ser reduzida a apenas o spin do topo e os da camada cen-
tral com estes Gltimos submetidos & agao de um campo magnético efe
tivo. Essa & justamente a idéia central da aproximagao de Bethe-

Peierls como ja foi observado na introdugao.

ii) No Capitulo II mostramos como a aproximagao de acopla-

mento constante pode ser reproduzida utilizando o formalismo.

iii) Finalmente, uma vez que as propriedades locais de spins
localizados profundamente em seu interior sao determinadas Unica e
exclusivamente pelo aglomerado utilizado no processo de renormali-
zagao, mostramos como se relacionam os resultados obtidos utilizan
do trés redes diferentes: a rede de Bethe, a arvore de Cayley fe-

chada e a arvore de Cayley decorada.

Os resultados obtidos para os diferentes modelos aqui ana

lisados podem ser resumidos da seguinte forma:
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- 1) Modelo de Ising: O modelo de Ising & utilizado neste
trabalho apenas para a apresentagao do formalismo desenvolvido nao
sendo portanto nosso objetivo a obtencao de resultados novos para
esse modelo. Todos os resultados conhecidos porém sao reobtidos de
uma maneira gque, vale a pena ressaltar novamente, & muito simples
e clara. Essa simplicidade & ainda mais evidente quando se trata
de sistemas aleatOrios para os quais reobtemos as equagoes de SK
na forma de um mapeamento em termos da média e da varidncia da dis
tribuigcao do campo externo efetivo que atua em uma dada camada. E
importante salientar que as equagoes de TAP sao também reobtidasde

forma igualmente direta.

2) Modelo de Potts: Dentre os resultados obtidos para es-

se modelo em sua versao regular queremos destacar a dependeéncia da

‘ordem da transicao entre as fases paramagnética e ferromagnética

com o sinal do campo externo. Para campos externos positivos, que
favorecem o alinhamento.dos spins em um mesmo estado, a transigao
foi obtida como sendo de 12 ordem. Isso porque o parametro de or-

dem apresenta uma discontinuidade na temperatura critica. Mostra-

mos também gque em uma determinada faixa de temperaturas essas duas

solugoes coexistem. Para campos externos negativos, que desfavore-
cem o estado sobre o qual atuam, a transigéo entre as fases ferro-
magnética é paramagnética & de segunda ordem n3o havendo disconti-
nuidade no parametro de ordem nem coexisténcia de solugoes. No que

diz respeito & versao antiferromagnética desse modelo mostramos que

‘nao ha transicao de fase a temperaturas finitas matendo-se a fase

paramagnética estavel até T=0.

O modelo de Potts com interagoes aleatOrias entre primei-
ros vizinhos foi estudado no Capitulo III tendo seu diagrama de fa
ses sido obtido a partir da caracterizagao dos atratores das equa-

gGes de SK generalizadas para esse modelo. Foram analisados os ca-

.
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sos p= 3,4,5,6,8. Nesses diagramas (para p#2) destaca-se a inexis-
téncia de uma fase vidro de spin no sentido usual. Isto € uma con-
sequencia direta do fato das transmissividades (correlagdes) nao
terem paridade definida. Apesar de nao ser possivel uma comparacgao
com os resultados ja conhecidos a inexisténcia dessa fase pode
ser a responsavel por algﬁmas das contradigées existentes na lite-

ratura e apresentadas na introdugao desta tese.

Nesses diagranas (pz6) destacamos também a ocorréncia da

fase designada por aleatOria. Apesar de dificuldades computacio-

nais nos terem impedido de proceder a uma analise mais detalhada
dessa fase € importante salientar que ela é obtida de um mapeamen-
to que envolve apenas grandezas macroscopicas o que, para sistemas

aleatorios, & bastante raro.

3) Modelo de Ashkin-Teller: O modelo de Ashkin-Teller iso
tropico regular foi analisado em duas versdes: na rede de Bethe e
supondo que as interagoes tém alcance infinito. Esses resultados
podem ser considerados como complementares uma vez gue enquanto que
no primeifo estudamos apenas propriedades locais de spins perten-
‘centes a rede de Bethe no segundo a energia livre & que desempenha
o0 papel mais importante. Outro resultado importante relativo a es-
se modelo, como observamos na introdugao, & inexisténcia da fase

<0>#0, <s>=<gs>=0.

No que concerne ao modelo de Ashkin-Teller com interacgoes
aleatdrias todos os resultados obtidos devem ser necessariamente
destacados devido 3 complexidade do modelo e ao fato de ser este o
tnico estudo relativo a este sistema. Um ponto que merece ser res-
saltado porém & o fato de sempre gque o sistema apresenta algum ti-
po de ordem com relagao as variaveis o(s) o mesmo ocorre com oS
sendo que, para estas Ultimas, a ordem geralmente & ferromagnética.

Isso porque devido a simetria presente no Hamiltoniano temos <o> =
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<s> o0 que faz com que o valor esperado de os tenda a se aproximar

dos quadrado dessas grandezas. A Gnica excessao, por razoes Obvias
. o - . X . ~ R

ocorre quando K3 e muito negativo. Nessa situagcao as variavies os

apresentam um alinhamento do tipo antiferromagnético.

Finélmente, dois pontos comuns a todos os modelos devem
ser destacados. Em primeiro lugar, mostramos neste trabalho que
nao é possivel obter-se uma fase do tipo vidro de spin quando con-
sideramos a distribuigao discreta I 5. como vimos no Capitulo II
esse resultado & uma consequéncia direta da necessaria divisao dos
parametros da diétribuigéo de probabilidades pela razido da ramifi-

cagao da rede quando supomos que esta tende ao infinito.

Ainda relativo ao estudo do sistemas aleatdrios e apesar
de nao terem sido analisadas merece destaque também a obtencao de
equagées de TAP generalizadas para os modelos de Potts e Ashkin-
Teller. Este & cgrtamente um passo importante no entendimento das
propriedades desses vidrbs de spin, como o foi no caso do vidro de

spin de Ising.

Diante do exposto resta-nos apenas indicar as diregoes nas
quais pretendemos dar prosseguimento a este trabalho. Além de natu
- ral extensao do formalismo aqui apresentado para a solugao de ou-
tros modelos, e.g., o modelo Z(5), dois outros caminhos nos - pare-
cem igualmente naturais; a analise das equagOes de TAP para o mode
lo de Potts e a determinagao das demais fungOes termodinamicas pa-

ra esses vidros de spin.

No que diz respeito a este ﬁltimo a5pectobvale a pena ob-
servar que um bom niimero dessas fungbes termodinamicas tais como
‘magnetizagao, susceptibilidades e valores especificos podem ser ob
tidas de forma direta ou quase que direta dos resultados aqui apre
sentados. Outras, podem ser obtidas a paﬁtir da extensao do proce-

dimento proposto por Thompson para o calculo daAeﬂergia livre.
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Quanto as equagoes de TAP generalizadas para o modelo de

Ashkin-Teller estas nos parecem por demais complexas. O caminho na

tural serd o estudo dos mesmos casos particulares discutidos no Ca

pitulo IV.
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APENDICE A
CRITERIOS DE ESTABILIDADE E O EXPOENTE DE LIAPUNOV:

Um ponto fixo serd dito estavel quando os iterados seguin
tes de qualquer ponto em sua vizinhanga se encontrarem sucessiva-
mente mais proximos do ponto fixo. A partir dessa Qefinigéo o
critério de estabilidade de um ponto fixo 6* de um mapeamento uni-

dimensional do tipo

8o, = £(8) | | (A.1)

pode ser determinado linearizando-se essa equagao em torno do pon-

to fixo. Com isso obtém-se:

= * ' * - %
CIY £(o%*) +’f (6%) (6 4-0%) + (A.2)
Como f£(6*) = 6*, essa equagao pode ser reescrita como:
0 -6% ‘
£'(0%) = S (A.3)
5 :

Observe que para que es+l se encontre mais proximo de 6%

do que 6_ € necessario que
IeS+l - 0% | < }es - 8*| | (A.4)

de modo que a condigdao para que o ponto fixo 6* seja estdvel sera

dada por:

[£7(e*%) | < 1 R (A.5)
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Para um mapeamento bi-dimensional do tipo:

S+l = S’YS) . (A.Ga)

(A.6b)

I
Q
-
e
-~
<2
A

Yo+l “s''s

o procedimento para a obtengao do critério de estabilidade de um

ponto fixo (6*,y*) &€ uma generalizagéb direta do utilizado para ma

peamentos unidimensionais. Linearizando as equagoes A.6 em torno

do ponto fixo obtemos:

£(o*,y*) + (es—e*) fé (6%,y*) + (Ys+y*)f;§(6*,y*)+

es+l -
(A.7a)
= * * - % ' * * + 4y * ! e* *
Tert T OUO%YT) T {070%) gy (057 o+ fr ) 9] (9%
(A.7b)
onde fé (6%,v*) e»gé (6*%,y*) sao respectivamente as derivadas par
S s

ciais de f(es,ys) e g(es,ys) com relacao a es’ calculadas no ponto

fixo (6*,y*) e analogamente, f; (6*,y*) e g; (6*,y*) sao as deriva
S s

das dessas mesmas fungOes com relacgao a Y4+ Utilizando uma notagao

matricial a equacgao (A.7) pode ser reescrita como:

ss+l ) Gs (4.8a)
= J(o*,v*)
nS‘f‘l ns
onde §, = 6. - 8% (4.8b)
1 l
= - Nk ' 4.8
ny Y5 Y ( c)

e J(6*,y*) & o Jacobiano das transformagoes (A.6) definido por:



193

af(6,y) /00 3£(0,v)/dy |
J(e,y)= , - (A.9)
}ag(e,y)/ae ag(e v)/ay

De (A.8) fica claro que a estabilidade de um ponto £fixo

(6*,y*) & determinada pelos autovalores i; e i, do Jacobiano (A.9)

calculado nesse ponto, pelas relagges:

[xg] <1 (A.10Db)

A.1l. O EXPOENTE DE LIAPUNOV

Um aspecto importante no estudo de atratores, como o
obtido na secgso 3.3. para a fase aleatdria, & a determinagao de
sua natureza. Para isso estuda-se a distancia entre os iterados a-
pds n iteracgoes de dois pontos inicialmente‘préximos. Vamos consi-
‘derar o mapeamento (A.l) e supor que dois pontos vizinhos 6, e 69
se encontrem inicialmente separados por uma distancia eg. Apds uma

iteragao teremos:

6; = £(6g) ' (A.1lla)

0] = £(8y) = £(0g +eg) (A.11b)

] - . . .
Definindo-se e€;= 6; - 8; como sendo a distancia entre os primeiros

iterados de 63 e 8y e expandindo-se o lado direito de (A.llb) ob- -

tém-se:

e1= eo|P(8g) | (A.12)
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Repetindo-se esse procedimento para a segunda itera-

¢ao teremos:

€y = €1|fl(f(90))! = €0|f'(90)f‘(91)| (A.l3)

©

- s -~ ) » ' -
onde e, € a distancia entre 0s segundos iterados de 64 e 64. £ fa-

cil de ver entdo que apds n iteragOes os n-&simos iterados dos pon

|
tos iniciais 6y e 83 estarao separados por:

n-1 - n-1
e, = € T lf'(ei)[ = g, exp [_Z Rnlf'(ei)]=
i=0 i=0
= e, oA (A.14)
onde
_ 1 n-1
A =2im 2 I gn |£' (6.) | (A.15)
n-row i=0 i

& chamado de expoente de Liapunov. Esse expoente & usado entao pa-
ra se classificar atratores como o obtido na secg¢ao 3.3. de acordo

com O seguinte critério:

i) Se X < 0 separacgdo entre os n-ésimos iterados de

1 - N . - .
8p e 85 diminui exponencialmente e o atrator & dito periddico.

ii) Se X = 0 essa separacao se mantém constante e ©

atrator & dito unidimensional ou quase continuo.

iii) Se. A > 0 a separagao cresce exponencialmente e o

atrator & dito estranho.

Para mapeamentos bi-dimensionais essa idéia pode ser

facilmente generalizada sendo o expoente de Liapunov definido co-
mo(80)
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- e 1
A= gzim - an AL _ (A.16)
n-> :

onde A _. € o maior auto-valor da matriz:
n-1 : .
J= 7 J(0,,v.) . . : (A.17)
i=0 0t |

com J(ei,yi) definido em (A.9).
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APENDICE B

INTEGRAGAO NUMERICA

Os mapeamentos obtidos para os vidros de spin, i.e., as

equagoes de SK generalizadas invariavelmente envolvem o calculo de

integrais do tipo:

-x2 £(x)

I=/"dxe

-0

/7 ax p(x) £(x) (B.1)
-

Como na implementagao desses mapeamentos essas' integrais
s@o calculadas inlmeras vezes & necessirio que se exija do método
de integracao a ser empregado uma precisao bastante grande. Neste
apéndice nds mostraremos que o método recomendado nos livros tex-
tos para a avaliacao de integrais do tipo (B-1) é bastante impre-
ciso em determinadas situagOes e para resolver essa dificuldades a

presentamos um método alternativo para esse cialculo.

B.l. Quadratura de Gauss-Hermite

O problema de se encontrar o valor numérico da inte-
gral de uma fungao de uma Gnica variavel &, devido ao seu signifi-
cado geométrico, geralmente chamado de quadratura. Geralmente, es-
se problema € resolvido aproximando-se a integral por uma combina-

géo linear de valores da fungéo, ou seja, fazendo-se:

17 dx p(x)f(x) =
-— OO - K

e 3

n n .
) Ay f(xK) E (B.2)

onde p(x) & chamada de fungao peso. A equagao (B.2) € normalmente

- - n -~
conhecida como formula de quadratura. Nessa formula os fosao - ge-
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ralmente designados por nodos e os Ag Sao pesos a eles associados.
&) significado'dessalequagéo pode ser facilmente visualizado. Defi-

nindo-se
W |
P =‘fa dx p(x) (B.3)
(B.2) pode ser reescrita na forma:

-1

P fz dx p(x)f(x) = n

By f(x?) ] (B. 4)

[

K=1

n
K

- ’ . n - -
tados como pesos associados aos valores f(xK). Se nos exigimos que

Nessa equagao os coeficientes B, devem ser interpre-

a equagéo (B.4) deve ser exata sempre que f & uma constante entdo

n

x devem satisfazer a condigao de normalizagao:

os peSos B
=1 (B.5)

Déséa forma, a soma do lado direito de (B.4) passa a
ter o significado de média ponderada dos valores f(x?) e O proble-
ma da avaliagéo da integral se reduz :a encontrar pesos Bg‘tal que
a média ponderada dos valores de f(xg) seja aproximadamente igualao

valor médio da integral. Dessa argumentacao & facil de se ver também

que quanto maior © valor de n mais precisa serd essa aproximagao.

Na situagcao especifica de integrais do tipo (B.1),ou
seja, gquando:

p(x) = e~ X?

os livros textos(81’82)

recomendam que  sejam usados como nodos Os
zeros de polinomios de Hermite de ordem n. Esses livros também for

necem tabelas dos pesos Agvpara diferentes valores de n. Essa  re-
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comendagéo, como veremos a seguir, pode se mostrar‘baStante inade-
‘quada em alguns exemplos especificos. Consideremos - apenas  por
- uma questao de simplicidade pois a generalizagao & obvia ~ o mapea

mento obtido para o modelo de Ising'onde
£(x) =tan h (A +B) . (B.7)

Na situagaokem qué B é grande (temperatura muito bai
xa) essa fungao varia muito rapidamente em torno do<§bnto X = -A/B
no qual ela se anula. Se A>>B isso nao traz nenhum problema porgque
x, se ehcontra em uma regiao em que a‘funqéo peso anula o integran
,’do. Isso & expresso na f6rmulakde quadratura pelo fato de os pesos
Aﬁ serem muito pequenbs~para xE.grandes. Quando A £ B entretanto,
"essa variagao & importante e deve ser conéiderada. Quando utiliza-
mos a formula de quadratura (B.2) devemos entdo fazer com que} um
f&é&ﬁde niinero de nodos se localize nessa regido. Utilizando os ze-
_ros'de polinomio de Hermite porém, isso nao é pdssivel pois, como
osggxtremos de integragéo sao sﬁpoStoé ffxos (=< ek+w) © mesmo o-
corre com'esses nodos. Nas figuras 44, nas Quais os zeros do poli-
nomio de Hermite s3o indicados por cruzes, podemos ver que dquando
a fungao varia muito rapidamente esse hétodo de integragao pode
levar a fesultados absurdos. Note que, como os zeroskde ~polinomio
de Hermite s3dao simétricos com relagao 3 origem, em ambos os casos

€ nulo o resultado da integragao por esse processo enguanto que os

resultados verdadeiros sao "significativamente diferentes.

e
+

BIBLIOTECA DG INETITUTO Dt FISICA E QUIMICA DE SAQ CARLOS » Y&
FISICA :
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#lx), £(x)

(a) (b)

Figura 44 - Grafico da funcao (B.7) para A e B muito

grandes. (a) A>0 (b) A<O0.

Dessas figuras & facil de ver também que o resultado
da integragao sera o mesmo enquanto o zero da fungao permanecer en
tre dois nodos mudando significativamente quando um bdesses nodos
for ultrapaSsado; Isso pode ser témbém verifidado na.figura 45 on-
de apfesentamos o valor da integral:

o =-x2

I=17/ e tan h [A + B_] dx (B.8)

" —-—00

como uma fungao da razao A/B (linha tracejada) com B=10"%.

B.2. Quadratura de Gauss-Legendre

Como ja observamos anteriormente a solugao para esse
. n y =~
problema pode ser obtida concentrando-se os nodos Xy na regiao em
que a fun¢ao varia rapidamente. Isso pode ser conseguido utilizan-
do-se a formula da quadratura de Gauss-Legendre:
b _-x?

fa e f(x) dx = i CK g (x,) : . (B.9)
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onde:
g(x) =e * f(x). (B.10)

Nesse caso, os nodos sao os zeros de polinomios de

Legendre. Os pesos o (81)

K ' bem como os xE sao também tabelados

i ~ -
para os limites de integragao a= -1, b=1l. Essa formula fornece bons

resultados por duas razoes:

1) os extremos de integraggo podem ser alterados por

mudancas de variaveis.

ii) os zeros dos polinomios de Legendre se concentram

nas proximidades dos extremos de integragao.

Dessa forma, para que a regiao em que o integrando
varia répidamente seja considerada com precisao basta que a inte-
gral seja dividida em duas fazendo com que X, seja extremo de inte
gragao:

—_—l -
exﬂmkﬂie%fwk

(@]

—2 X
fb e % f(x)dx = fao

(B.11)

O fato dos extremos de integragao serem finitos nao
introduz nenhum problema pois, como f(x) & limitada, devido a Gaus
siana o integrando pode ser, para todos os efeitos, considerado nu
lo para |x|29. Observe que a menor exponencial gque nosso computa-

dor consegue calcular & exp(-84).

O resultado da integragao de (B.8) por esse processo

& também apresentado na figura 45 em (linha cheia).

Esse método de integragao apresenta ainda a vantagem
adicional de a integral convergir rapidamente com n para o Valor

- Sk
exato. Para n=12 e n=96 a maior diferengca obtida & da ordem de 10 .
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- -1.0

Figura 45 -Comparagac entre os métodos de integragao numé

rica de Gauss-Hermite e de Gauss-Legendre.

Nesta figura apresentamos os resultados obtidos para a in

-1/7 o —x2
172 /7™ tan h (A+BX)dx para B=lO4. A linhacheia

tegral I = (2n)
(tracejada) & obtida utilizando-se a formula de quadratura de Gauss-
Legendre (Hermite) com 12 (20) pontos de quadratura. A variagao brus
ca no valor da integral usando o método de quadratura de Gauss-Her

mite ocorre sempre que 0 zero da tangente hiperbdlica (XO— -A/B)ul

trapassa um dos modos.
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Apesar disso entretanto, em nossos calculos utilizamos sempre no

minimo 96 pontos de quadratura.

Finalmente, cabe~nos observar que a extensao dessa
metodologia para o calculo das integrais duplas presentes no mapea

mento obtido para o modelo de Ashkin-Teller & direta.
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APENDICE C

O MODELO DA ASHKIN-TELLER DE ALCANCE INFINITO

De (4.3) a Hamiltoniana para o modelo de Ashkin-Teller

de alcance infinito & escrita como:

H = Jl z 0,0 + J2 ; SlSJ + J3 z cisiois. +
(ds3) 1,]7 -4,
t+hyZTo, +h, LS +hyloaS - (C.1)
i i i
onde a soma em <i,j> deve ser efetuada sobre todos os pares de

spins e as constantes de troca K, devem ser divididas pelo nimexro-
de particulas (3i= Ji/N) para que se garanta um limite termodinami

co razoavel.

A funcdo de particdo 2z o € obtida usando-se uma generali-

Al
zagao do método introduzido por Kac. Inicialmente cada soma em
<i,j> na equagao (C.l) é substituida, a menos de uma constante, pe

lo quadrado da soma sobre todos os spins. A seguir, fazendo uso por

trés vezes consecutivas da identidade de Hubbard-Stratonovich:

1/2 1 exp (- x2/2 + 21/2

- 00

exp (a?) = (2n) a x ) dx

(C.2)

as variaveis de spin ficam desacopladas de modo que o trago pode

ser facilmente efetuado. Com isso obtemos:

- - *® 2 2
2N 8L 3/2 ;5; exp [—1/2(x1+x2+x§)]

- 00

Z = 2

AT (27)

3 - 3 - N
{_zr_lcos h R x,+b,) x [l+.1_r-ltan h® %, +b,) ]} dx dx,dxy .
B = | o (€L3)
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2 = 3 =
onde Ki BJi, bi Bhi,

3
2L = I J, e B = K_T.
No limite termodindmico as integrais na equagao (C.3) po-
dem ser avaliadas pelo método de Laplace de modo que a energia li-
vre por sitio pode ser escrita como (veja figura 46):

—Bf(Ki,bi) = 2 2n2 + max{g(xi, Ki' bi)} (C.4a)

onde Ki = BJi e
(x, ,K, b, )= g [- S K. x2 an cos h(K,x,+b,)] +
EASS AN ies RAnE i % cos i¥i7P4
i=1l 2
3 - .
+ 2u [1+ 7 tan h (K;x.+b.)] - (C.4b)
i=1 1 1 1

As condigBes de extremo para g(xi,Ki,bi) sao:

X tan h.(Kaxa+ba) + sec h (Kaxa+ba) tan h(KBxB+bB)

t h (K +b D c.5
an ( vFy Y)/ ( a)

onde utilizamos a mesmo convengao introduzida no Capitulo IV para

os Indices a,B e y e:

D=1+

. tan h [Kixi + bi] (C.5b)

hJw

1

Tomando-se as derivadas parciais de - Bf com relagao aos
campos externos obtém-se diretamente que os valores esperados das
variaveis de spin sao idénticos as coordenadas do ponto de extre-
mo; e.i, <o> = Xyr <8>= X,, <08>= Xq (veja figura 47). Observe que

as equagdes (C.5) s3ao as mesmas equagOes de campo médio ja obtidas

por Ditizian et al, apresentadas nas equagdes (1.16). Nesse caso
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entretanto, nao & legitimo o estudo do modelo antiferromagnético
uma vegz qqe,fcomo~pédeAser~veri£icadoﬁpar~inspeg§o~da equagao (C.
3) e necessério impor-se qué os J; sejam positivos para que se pos
sa garantir que a fungao de partigao seja real. Além disso, devido
ao fato de as interagoes serem de alcance infinito nao é possivel

dividir-se a rede em duas sub-redes.

Como ja observamos na introdugao dessa tese Ditizian ét
a1(56) determinaram o diagrama de fasé do modelo de -AShkin—Teller
a partir da andlise numrica das equagdes (C.5). Nesse apéndice nds
fazemos uso de uma outra estratégia que se baséia no estudo anali-

tico das solugOes das equagdes (C.5) e de sua estabilidade.

Uma vez que os xi s, s3o identificados como sendo os valo
res esperados das variaveis de spin as diferentes fases do modelo
podem ser caracterizadas, no caso particular em que os campos exter
nos sao nulos, simplesmente verificando-se se as solugoes das equa
¢oes (C.5) sao triviais, ou n3o. Desse modo s3o encontradas as se-
guintes solugoes:

I) Fase paramagnética
=x, = x5 = 0 (C.6)
'II) Fase parcialmente ordenada (Ising)

x=x,=0 , x = tan h(K_x_ ) (C.7)
' Y Yy .
III) Fase completamente ordenada (Baxter)

X3= <0># 0 , X,= <8># 0 , Xg= <08># 0 - (C.8)

A maximizagao de g(xi,Ki,bi) requer que a segunéé deriva-
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Figura 46 - Energia livre para o modelo de Ashkin-Teller

i

de alcance infinito.

Nesta figura apresentamos o grafico do funcional energia
livre f(#,‘z,p,t) = -2t n2 + x° + 4%-22 - t 2nfcos h2(x/t) cos h
(pz/t)] - t e2n [1 + tan hz(x/t)l tan h (pz/t)|] como uma fungao de
X = <g> @ 2 = <gsS> para os seguintes valores dos parametros p e t:
a) p= 0.2; t= 2.2. 0 minimo na origem caracterizando a fase paramag
nética @ facilmente observado. b) p= 2.5; t= 2.2. O minimo global
ocorre em <o>=0; <os>#¥ 0 caracterizando a fase de Ising. Na origem
observa~se um pmto de sela,como previsto (P'-sad). c¢) p=0.95; t=1.1.
O sistema se enconéra na fase de Baxter mas mostra dis tipos de mi
nimos: um minimo lqcal na origem e quatro minimos globais em x = z

X , & = ¥ zZ .
o o

Observe que no texto analisamos o funcional

E

g(xl,xz,x3;p,t) = - —%-f(x, Y, 2Zi p, t) = 2 n2.
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(b)

(c).
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i

Figura 47 - Magnetizagéo do modelo de Ashkin-Teller em

fungao da temperatura.

Nesse grafico apresentamos as magnetizaQSes <s> (<o>) (a)
e <os> (b) para os seguintes valores de p: 0.2 (linha tracejada) ;
p=1 (linha tracejada e pontilhada) e p=2.5 (linha cheia). Para p=1l
o modelo de Ashkin-Teller se reduz ao modelo de Potts com 4 esta-
dos. Nessa situagao, como era de se esperar, as curvas tracejadas

e pontilhadas em (a) e (b) coincidem. Isso € uma consequéncia da

simetria da Hamiltoniana (para K, = K, = K3) com relagao a trans-

formagao s;*S; € o,> 048, que faz com que <g>= <s>= <0s>.

Note que, para p= 2.5, a curva <gs> acusa-a transigao o-

corrida em <s> (<¢o>).
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Figura 48 - Diagrama de fases para o modelo de Ashkin-

{

Teller de alcance infinito.

Em (a) apresentamos no plano p-t as regioes nas quais o

extremo de g(xl, X p.t) pode ser determinado analiticamente. Na

37
regiao P-max (P-min) g(xl,x3) tem um maximo (minimo) na origem.Nas
regiSes P'-sad e P-sad os pontqs de sela de g(xl,x3) na origem se
- encontram girados de n/2 um com relagao ao outro. Na regiao BDC
o maximo de g(xl,x3) é’determinado pela solugao de Ising, enquanto

que regiao I-sad - que coincide com P-min - essa solugao correspon

de a.um ponto de sela.

Em (b) é apresentado o diagrama de fases do modelo. Na fa
se paramagnética <o¢> = <s> = <¢gs> =0, na faée de Ising <o> = <s$ =
0; <os8> # 0 e na fase de Baxfer <g> =t <8> # 0; <os> # 0. Na re-
giao EDF (DFG) a fase de Baxter coexiste com a fase paramagnética

(Ising). )
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da direcional Vu Vu g (x;,K;,b;) na diregao de um vetor unitdrio ar

bitrario u = (cos aj, cos a,, €OS aj) calculada no éonto de extre-
mo seja negativa; i.e

- f (1-634)

vuvu g(xi,Ki,bi)— T 2 1j gx4 x5 cos a, < O

isj=1 J
. (C.9a)

Essa forma quadratica é homogénea se e somente se:

Ixx  Ixy Ixx yx Ixz
a) ng <0; b) >0 ; c©) gYY gyy gyz < 0 (C.9b)
gXY gYY IxI gyz Izz

(g% /Ky ,by) &€ um minimo se e s6 se todos os determinantes forem

positivos.

De acordo com as equagoes (C.9) a solugao paramagnética
correspondera a um miaximo de g(xi,Ki,bi) se e somente se:

g (0, Ki'bi) = Ki (Ki-l)< 0 : (C.10)

Xi X

li
Restrigindo-nos ao modelo isotrdpico (J1=J2) as linhas de

instabilidade t=1(t=l/BJl) e t= p(p=J3/Jl) sao obtidas fazendo as

segundasderivadas,gXlxl eg na origem iguais & zero. .Dessa

X3X3
forma, as condigaes de esgtabilidade (C.ld) saorSatiSfeitas na re-
gido indicada por P-max na figura 48a. N&s observamos também que a
estrutura analitica do funcional energia liére na origem pode éer
facilmente determihada em outras regides do espago de parimetros.

Revertendo todas as desigualdades em (C.10) determinamos a regiao
P-min no plano p;t onde g(0,0,K;,K5,0) & um minimo. Nas . regioces

ODA (P-Sad) e BDA'(P'~Sad) as derivadas segundas g Inaxs tem

e
X1X)
sinais opostos de modo que‘g(xl,x3,Kl,K3,0) tem um ponta “de sela
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- na ordgem.

A estabilidade para as solugdes de Ising pode ser determi

nada de forma aniloga obtendo-se que essa solugao maximizara g(x,
K,,0) se e somente se:

a) K

<1l; b) (Kl—l)(K2-1)> K,K. x2 , C) K3(1—x§)< 1 (C.11)

1 17273

Para que se possa obter uma solugdo nao trivial para x4 devemos im
" por taﬁhémﬁqhe'K3>l. No caso particular em que. J,=J, essas  equa-

¢Oes podem ser reescritas como:

1- t/p <(t-1)2 ; p>t>l o o S (C.12)
Déssas'igualdades obtemos as seguintes informagdes a respeito da
regiao de estabilidade da solugSo de Ising: a»linha DB que foi ob-
tida das condigGes de estabilidade .para a soiugEo paramagnética po
de também ser obtida da equagao (C.12) lgualando-se o limite infe-
rior & zero. Dessa forma, as regioes no plano p-t nas quais as so-
lugdes paramagnética e de'I;ing maximizam g(xl,x3,Kl,K3,0) nao se
superpoe, isto &, nao ha nenhuma regido no espago de parametros on
de dois maximos, determinados pelas solugoes paramagnética e de
.Ising, coexistam. N6s interpretamos esse resultado como sendo um
indicativo de que a transigao entre essas fases & de segunda ordem.
A equagao da linha DC, que juntamente com DB delimitam a regiao

I-max & obtida fazendo x2 igual ao limite.superior:

"3

t - 1=tanh [p/e(t-1)] v . - (c.13)

Nbs observamos que a soluqéovt=1;.K3#l corresponde i solugdo tri-
vial da equag3do (C.7). Essa solugdo & aceité?éliapénas«se,KBfl de

modo que DC .contém o ponto t=p=1l. No iimite%de_p-infiniuNMmMespzn-



216

de essa fronteira vai assintdticamente por valores inferiores para
t=2. VErificaése faéilmente que essa linha de estabilidade & uma
funcao cdncava e monotona crescente do parametro p. A solugdo numé
rica da equacgao (C.l3).é mostrada na figura 48a. Queremos ressal-
tar o fato do limite inferior para z? ser idéntico 3 condigdo de
maximizag&o para - Bf do modelo de Ising de alcance infinito. Isso
€ equivalente a afirmacao de que o quadrado da magnétizagéo exponta
nea € uma fungéo concava da temperatura. Isso pode ser provado to-
mando-se a derivada parcial da eguagao (C.7) com relagao a tempera
tura reduzida (t = 1/8J3) e usando-se a segunda desigualdade de
Griffiths em adigcao ao fato de |<os>|<l. Desse modo a condigao (C.
1llc) &€ sempre satisfeita. Como uma consequéncia dessa propriedade
ndos observamos que a solugao de Ising nao pode nunca minimizér o}
funcional g(xl,x3,Kl,K3,0). Finalmente na regiao P-min, além do
minimo na origem, g(x,,%5,K;,K4,0) apresentara também um ponto de

sela determinado pela solug¢ao de Ising.

A determinagao da regidio de estabilidade para a solugdo de
Baxter poderia eﬁ principio fornecer-nos todos os dados necessa-
rios para que se possa tragar o diagrama de fases. E desnecessario
dizer porém que nao foi possivel efetuar essa determinagao analiti
camente..Mesmo assim nds podemos recolher outros resultados, que
juntamente com os obtidos acima, sao suficientes para que se trace
um diagrama de fases qualitativamente correto. Parte dessa informa
cao vem de dois casos particulares do modelo de Ashkin-Teller. Em
p=0 esse modelo desacopla em dois modelos de Ising independentes.
Sua temperatura critica t£=l foi corretamente obtida da analise da
estabilidade da solugao paramagnética. Esse fato revela que em p=0
nao ha superposigao das solugbes paramagnética e de Baxter. Em p=1
0 modelo de Ashkin-Teller isotrdpico sé reduz ao modelo de Potts
com 4 estados cuja temperatura critica ti‘= 4/(3wn3)= 1.21 se si-

tua dentro da regiao P-max. Dessa forma, no intervalo de temperatu



217

ra‘€z>t>1 o’méximO“absolutof&e g(xl,xs,Kl=K3,0),‘que‘é‘déterminaéo
.numgiicamante:ccmo correspondendo a solugao de Baxter,,coexistecnm
o maximo relativo correspondente & solug3ao paramagnética. Essa co-
existéncia de dois maximos deve persistir para outros valores de p
uma vez que o ponto critico de Potts (p=l, t= ﬁz) deve pertencer
a uma.linha critica.'Somos entao levados a concluir que nessa par-
. te do espago de pardmetros ha uma regiao na qual mais do que um ma
ximp de‘g(xl,XB,Kl,K3,0) coexistem. Em outras palavras, as regioes
p-max e &;ﬁax,'&eterminadas pelas condigOes de esfabilidade, sao
parciaimenﬁe'invadidas pelas regido do espago de parametros na qual
o minim (absoluto) de g(x;,x;,K,,K;,0) & determinado pela .solugdo
‘ ae~Baxter.'Finalmehte observamos que a linha de transigcao entre a
fase de Baxtéf e as demais além de passar pelos pontqs p=0, t=1 e
p=1, t=t§ tem que terminar na linha de instabilidade DC. Isso por-
que se éla terminasse na linha DB com o aumento da temperatura pa-

ra p>1l teriamos’ uma sequencia nao fisica de fases: Baxter - Ising-

‘Baxter = paramagnetlca”

No que diz respeito & ordem das transigoes nds observamos
que,é coexistdncia do mAximo absoluto determinado pela solugao de
 Baxter com o miximo relativo determinado pelas solugoes de Ising

ou'paramagnética nos permite interpretar as transigoes entre essas
fases como sendo de 12 ordem nessa regiao. NOs observamos também
que para valores‘grandes de J3 a Hamiltoniana (C.1l) se reduz a Ha-
miltoniana do tipo Ising. Note que nas vizihhanqas de B (Véja-figg
ra 48a) o écoplamento I é suficientemente fraco quando comparado
com J, e a temperatura muito alta de modo que n3o ha polarizacdo de
o6 e de s. O ordenamento parcial do sistema & uma consequéncia -do
-apenas»e O sistema se comporté como um siStema} de

3
Ising na variavel os. Por outro ladd, perto do ponto C o modelo de

—acoplamento J

Ashkin—Teller tambem se reduz a um modelo de. 151ng com uma constan

te de troca de 2J,. Devido ao fato de J3 ser muito grande e 3 tem-

1°

-
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peratura relativamente baixa o parametro de ordem <gs> & aproxima-
do igual a uniaade. Com isso, quase que certamente terxremos o=s. O
fato de as variaveis ¢ e s se manterem fixadas € entdao o responsa-
vel pela redugao do modelo de Ashkin-Teller ao modélo de Ising(SGZ
Desse modo, longe da regiao do espago de parametros onde temos co-
existéncia de solugOes, as linhas de instabilidade devem coincidir
. com as linhas de transigéo. Consequentemente, neste limite (J3+w )
as transigoes devem ser de segunda ordem. Como uma Ultima observa-
¢ao nos queremos salientar que a mudanga na natureza do extremo na
origeﬁ, préviamente interpretado por Baracca et a1(55) como . outra
nao analiticidade do funcional energia livre & recuperado e exten-
aido pelo nosso estudo da estabilidade da fase paramagnética. Note
que cruzando-se as linhas ED e DF o maximo relativo na origem tor-

na-se um ponto de sela, exceto no ponto D (t=p=1l) no qual ele tor-

na-se um minimo relativo como também foi detetatc por Baracca et al.

" De posse de todas essas informagoes fizemos entao um estu
do numérico das equagoes (C.5a) o que nos possibilitou obter o dia

grama de fases apresentado na figura 48b.

Finalmente, nds voltamos nossa atengao para o calculo das
fungOes termodinamicas. Derivando-se a energia livre (C.4) com re-
lagdo & temperatura nds obtemos as seguintes  expressoes para e en-—

tropia e o calor especifico:

3 :
S = 2Kpin2 + Ky iil [tn cos h (K x;+b,) -

- x; (K x, + bi)] Ky n D A (C.14)
c=x7T & -2 x (Kx, +b,) (C.15)
= — X X, .

B 421 a7 1 11 i

onde os x!s sd3o solugbes das equagdes (C.5). As equagdes acima fo-
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ram calculadas,numericamente e sao apresentadas naé figuras 49 e
50. Uma outra fungao -de interesse & a susceptibilidade v-magnética
qgue pode ser obtida tomando-se a derivada'parcial das équagaes (C.
5) com relagao a bl,' b2, b3. As equagoes resultantes podem ser agru
padas em trés conjuntos independentes contendo cada um trés equa-

goes acopladas, como por exemplo:

X1 = Xp W)+ Ky Flrxy) xp; + KgFlxy,xg) xgp  (C.162)

X9y = ‘F'(xz.xl) + KlF(¥2,xl) xy; + KgF(X,,X3)x5,  (C.16b)

X31 = F(QB;Xl) + KlF(x3,xl) X11 + kZF(x3’X2) X1 (C.16c)
onde

xI'(Jll = (1-‘x§»)/[1 - Kl(l-xi)] (C.164d)

& a susceptibilidade magnética para o modelo de Ising e

- . .- X.+b.
) [xi ‘ tan h (Kixi+bl)][_xJ tan h (KJxJ bj)]
173 (D~-1] [1-K; (1-x2) ]
i
Os dois outros conjuntosAgnvolvgndo Xogr Xypr X33 © X33 +
X337 X317 Xo3 podem ser escritos a partir das equagGes (C.16) efe-

tuando-se permitagoes ciclicas nos indices.

No caso particular em que o campo externo & nulo nds ob-
servamos que as componentes Xij-da susceptibilidade para o modelo
de Ashkin-Teller isotrdpico satisfazem as relagoes: X11X227 X231%

X127 X337X32%X53 (veja figura 51). Essas iqualdades sao consequen-—

cias da operagao de simetria oy

<——>s; Qﬁe deixa a Hamiltoniana (C.

1) invariante.
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Figura 49 - Entropia em funcao da temperatura.

Nesta figura apresentamos a entropia obtida para campo
magnético nulo em fungao da temperatura para os valores de p: 0.2
(linha tracejada); 1.0 (linha tracejada e pontilhada) e 2.5 (linha
cheia).
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‘Figura 50 - Calor especifico em funcao da temperatura.

Nesta figura mostra-se o calor especifico obtido a campo

magnétido nulo em funcao da temperatura para os mesmos valores de

p utilizados na figura 49; p= 0.2 (linha tracejada); p=1.0 (linha

trécejada e pontilhada) e p=2.5 (linha cheia).



222

S

40r

30

20

Iy

ferentes componentes da susceptibilidade magnética

a— p:2.5
== p=1.0
—-= p=0.2

s S U . it - e

- . s e o

e o

———

.
b X
A o e same ¢ @ W S @ NS ¢ SEn 4 emmmes O

{a)

peratura.

temperatura.

5.0

X3

L

40

3.0

20

— pz25
-=pz10
-=p=0.2

Figura 51 — Susceptibilidade magnética em funcao da tem-

Nessas figuras sao apresentados Os comportamentos das di

em fungao da

a) X11 x T ; b) X13 X T ; ) X192 x T; 4) X33 x T

A linha cheia & obtida para p= 2.5 enquanto que a

linha

tracejada (tracejada e pontilhada) & obtida para p=0.2 (p=1.0).

TR B PAY T STE SRR IR TR b

i oh L DA 30 0 o A1 R ﬂTMM VTR TR R LT ERT R AR ST waﬁTﬂWﬂw.In”»m Ry AT R R T R L & UG R S 4 [ Rt e e

ool it h



223

—pTEv

~=p*1.0
~=ps02

30}
20F
(Ko ) 2

30}
20+

(d)



/1)

e
| (3)
(4)
(5)
(6)
7
(8)

(9)

(10)

(11)

12)
(13)
(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

R.

'KASUYA:: Progr. Theoret. Phys. 16, 45 (1956);?

225
“REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

J. BAXTER Exactly Solved Models in Statistical Mechanics
Academic Press, London (1982).

. VANNIMENUS 2. Phys. B.43, 141 (1981).

HORIGUCHI e T. MORITA J. Stat. Phys. 35, 355 (1984).
SHAPIRO Phys. Rev. Lett. 50, 747 (1983).
G. LARSON e H. T. DAVIS J. Phys. C. 15, 2327 (1982).

L. A. de QUEIROZ J. Phys. A. 14, L339 (1981).

D. HUGHES e M. SAHIMI  J. Stat. Phys. 29, 781 (1982).

E. KRIZAN Phys. Rev. B19, 4841 (1979).
'R. REICH e P. L. LEATH J. Stat. Phys. 19, 611 (1978).

KARDAR e M. KAUFMAN Phys. Rev. Lett. 51, 1210 (1983).

KURATA; R. KIKUCHI e T. WATARI J. Chem. Phys. 21, 434
(1953). '

A. BETHE Proc. Roy. Soc. A216. 45 (1935).

A. BETHE Proc. Roy. Soc. 150, 552 (1935).
PEIERLS Proc. Camb. Phil. Soc. 32, 477 (1936).

PEIERLS Proc. Roy. Soc. 154, 207 (1936).

W. ANDERSON  Amorphous Magnetism I, eds. H. O. Hooper and

A. M, de Graff.vPlenum, New Ydrk, 1973..

A. RUDERMAN e C. KITTEL Phys. Rev. 96, 99 (1954).



226

(19)

t20)

(21)

(22)
(23)

(24)
(25)

(26)
(27)
(28)

(29)

(30)

(31)

(32)
(33)
(34)

(35)

YOSIDA  Phys. Rev. 106, 893 (1957).

RAMMAL e J. SOULETIE Magnetism of Metals and Alloys, ed
M. Cyrot, North Holland, Amsterdam, 1982. :

A. MYDOSH J. Magn. Mag. Mat. 31-34, 1289 (1983).

KUMAR Current Trends in Magnetism, eds., N. Satyamurthy
and L. M. Rao, Indian Physics Association, Bombay, 1981.

BINDER Fundamental Problems in Statistical Mechanics,ed
E. G. D. Cohen, North Holland, Amsterdam, 1980.

. BROUT Phys. Rev. 115, 824 (1959).

F. EDWARDS e P. W. ANDERSON J. Phys. F. 5, 965 (1975).

KAC Trondhein Theorical Physics Seminar (1968) nao publi
cado. '

SHERRINCTON e S. KIRKPATRICK = Phys. Rev. Lett. 35, 1792 -
(1975) . - S

4

KIRKPATRICK e D. SHERRINGTON Phys. Rev. B17, 4384 (1978)

———

KAC in Statistical Physics, Phase Transitions and Super-
fluidity, Vol. I, eds. M. CHRETIEN et al, Gordon and Bre-
ach, New York (1968). '

J. AMIT Field Theory, The Renormalization Group, and Cri
tical Phenomena, McGran-Hill, New York, 1978.

L. van HEMMEN e R. G. PALMER J. Phys Al2, 563 (1979).

. R. L. de ALMEIDA e D. J. THOULESS J. Phys. All, 983(1978)

J. BRAY e M. A. MOORE J. Phys. C12, 79 (1979).
J. BRAY e M. A. MOORE Phys. Rev. Lett.41, 1068 -(1978).

BLANDIN; M. GABAY e T. GAREL J. Phys. Cl13, 403 (1980).



38

;€i ’ Ji;3?)f

538)

WTL ” (39)

. (40)
(41)

(42)

(43)

(44)

lf(lﬁl

- {46)

(47)

(48)
. (49)
(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

A

s 227

‘JkaBAY-e‘M, A, MOORE J. Phys. C13, 419 (1980).
PARISI = Phys. Lett. 73A, 203 (1979).

 PARISI  Phys. Rev. Lett. 43. 1754 (1979).

PARISI J. Phys. A13, 1101 (1980).
PARISI  Phys. Rep. 67, 25 (1980).

PARISI  J. Phys. Al3, L115 (1980).

PARISI J. Phys. Al3, 1887 (1980).

PARISI Phil. Mag. B41l, 677 (1980).

SOMPOLINSKY Phys. Rev. Lett. 47, 935 (1981).

-

 J.'THOULESS; P. W. ANDERSON e R. G. PAIMER Phyl. Mag.35
593 (1977). '

CYROT Phys. Rev. Lett. 43, 173 (1979).

S

de DOMINICIS; M. GABAY; T. GAREL e H. ORLAND "J. "Physi

que 41, 933 (1980).

' J. THOMPSON ~ J. Stat. Phys. 27, 457 (1982).

‘ELDERFIEiD,e_D. SHERRINGTON - J. Phys. Cl6, L497 (1983).

ERZAN e E. J. S. LAGE ~J. Phys, C16, L555 (1983).

ELDERFIELD e D. SHERRINGTON J. Phys. Cl6, L1169 (1983).
' ELDERFIELD e D. SHERRINGTON ' J. Phys. C16, L971 (1983).

.Jd. S. LAGE e A. ERZAN Preprint 1984,

J. S. LAGE e J. M. NUNES da SILVA J. Phys. Cl7. L5393
(1984) . B '

.

»
v

. BARACCA; M. BELLESI; R. LIVI; R. RECHTMAN e S. RUFFO Phys




228

(56)

(37)
(58)

(59)

(60)
- (61)
(62)

(63)

(64)
(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

oo
o2

R.

D.

Lett. 99A, 156 (1983).

V. DITZIAN; J. R. BANAVAR; G. S. GREST e L. P, KADANOFF
‘Phys. Rev. B22, 2542 (1980). ’

J. JELLITO Physica 99A, 268 (1979).
L. GLASSER e M. K. GOLDBERG Physica 117A, 670 (1983).

E. KRIZAN; P. F. BARTH e M, L. GLASSER Physica 1194, 230
(1983) . ‘

J. THOMPSON . J. Stat.Phys, 27, 441 (1982).
KATSURA e M. TARIZAWA  Prog. Theor. Phys. 51, 82 (1974).
TSALLIS e S. V. F. LEVY Phys. Rev. Lett. 47, 950 (1981).

MULLER~HARTMANN e J. ZITTARTZ Phys. Rev. Lett. 2;, 893
(1974) . '

MULLER-HARTMANN e J. ZITTARTZ Z. Physik B22, 59 (1975).

EGGARTER Phys. Rev. B9, 2982 (1974).

E. STANLEY Introduction to Phase Transitions and Criti-

cal Phenomena, Clarendon Press, Oxford, 1971.

S. SMART Effective Field Theories of Magnetism, W. B.
Saunders Company, Philadelphia & London, 1966. o

M. BURLEY Phase Transitions and Critical Phenomena, Vol.
2, eds, C. Domb and M. S. Green, Academic Press, New York
1972.

GILLESPIE Am. J. Phys. 51, 520 (1983).

B. POTTS Proc. Camb. Phil. Soc. 48, 106 (1952).

Y. WU  Rev. Mod. Phys., 54, 235 (1982).

MIFTAG e M. J. STEPHEN J. Phys. A7, L1092 (1974).




(73)

(74)
(75)
(76)
(77)

(78)

(79}

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

229

P. L. CHRISTIANO e S. GOULART ROSA Jr. Phys. Lett. 101A,275
(1984) .

I. ONO J. Phys. Cl7, 3615 (1984).

J. P. STRALE¥ e M. E. fISCHER J. Phys. A6, 1310 (1973).
K. BINDER J. Stat. Phys. 24, 69 (1981).

J. ASHKIN e E. TELLER Phys. Rev. 64, 178 (1943).

C. FAN Phys. Lett. 394, 136 (1972).

P. L. CHRISTIANO e S. GOULART ROSA Jr. Aceito para publica-
cao em Phys. Lett. |

E. OTT Rev. Mod. Phys. 53, 655 (1981).

V. I. KRYLOV Approximate Calculation of Integrals, Mﬂﬁleﬁ
New York, 1962.

P. D. DAVIES e P. RABINOWITZ Methods of Numerical Integra-
tion, Academic Press, New York, 1975.

P.L.CHRISTIANO e S.GOULART ROSA Jr. J.Phys. Al8 (1985)
L407.

F.C.ALCARAZ e C.TSALLIS J.Phys. Al5 (1982) 587.





