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RESUMO

Neste trabalho wn novo formalismo é desenvolvido para o estudo de

sistemas de spins clássicos com interações regulares ou aleatórias na rede de

Bethe. Esse novo fOY'malismoconsiste essencialmente na introdução de wn spin

fantasma cujas interações com os spins da superficie da rede simulam um campo

magnético externo. Coma introdução do spin fantasma e das ligações que repre­

sentam sua interação com os spins da superficie~ a árvore de Cayley é transfor­

mada na árvore de Cayley fechada assimétrica. A estrutura hierárquica dessa úl­

tima peY'mite então a aplicação das técnicas do grupo de renormalização no espa­

ço real na deteY'minação das propriedades locais de sistemas de spins. Neste tr~

balho são estudados os modelos de Ising~ Potts e Ashkin-Teller com interações

regulares e aleatórias com ênfase na deteY'minação de seus diagramas de fases.

Os diag.ramas de fases dos sistemas regulares são determinados do es­

tudo das propriedades dos atrotores de wn mcpeamento que relaciona a magnetiza­

ção no topo de uma rede com s+l camadas com a mesmaquantidade em wna redE com

wna camada a menos.

No caso de sistemas aleatórios esse mapeamentoé escrito em termos

da média e da variância das distribuições de probabilidades dos campos externos

efetivos que atuam nos topos dessas redes. Para (, vidro dE spin de Ising~ esse

mapeamento reproduz as equações de Sherrington e Kirkpatrick. Nos demais mode­

los os mapeamentos obtidos correspondEm a generalizações dessas equações. A sim

plicidadE técnica e conceitual do formalismo desenvoZvido~ possibilita a deri­

vação de equações dE ThouZess~ Anderson e Palmer generalizadas para os vidros

de spin de Potts e Ashkin-Teller.

FinaZmente~ é apresentado wn procedimento direto e aZgébricamente fª­

ciZ paro a obtenção da energia interna de todos esses sistemas.
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ABSTRACT

In this thesis th? Ising, the Potts and the Ashkin-TeUer model,s,

üYith random 01' regular interactions, on a Bethe l,attice, are studied using a

new forrraUsm. The forrraUsm is essentiaUy based in the introduction of a

ghost spin whose interactions üYith the spins in the surface mimick an exter~

nal, nt:lgnetic fiel,d. The presence of the bonds associated with these interac­

tions transforms the Cayl,ey tree into the asymetric cl,osed Cayley tree. The

hierarchical, structure of this latter tree enables one to use the real, space

renormaUzation group techniques in the determination of the properties of the

systems.

The phases diagrams for regular systems are determined studing the

properties of the attractors of the mapping which relates the magnetization in

the tops of two trees with s+l and s sheUs.

For random systems the mapping rel,ates the means and variances of

the probabiUty distributions of the effective external, magnetic fields acting

in the tops of these two trees. In the particul,ar case of the Ising spin glass

this mapping gives the Sherrington-Kirkpatrick equations. In the other cases

it corresponds to generalizations of these equations. The technical and

conceptual simpl,icity of the formalism also enabl,es one to derive the genera­

lized Thouless, Anderson and Palmer equations for Potts and Ashkin-TeUer spin

gl,asses.

FinaUy a straightforward and al,gebricaUy ,simple procedure to

derive the internal energy of al,l, those systems is also shown.
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CAPiTULO I

INTRODUÇÃO

Neste trabalho desenvolvemos um novo formalismo para o

estudo de sistemas de spins na rede de Bethe(l) e o aplicamos para

os modelos de Potts e Ashkin-Teller com ênfase na determinação de

seus diagramas de fase.

A rede de Bethe, apesar de apresentar uma topologia bas-

tante peculiar sendo por muitos considerada como uma pseudo-rede,

tem sido largamente utilizada no estudo de problemas envolvendo sis

temas de muitas partículas (2-10)• O interesse despertado por essa

rede se deve principalmente às seguintes razões: em primeiro lugar,

é possível obter-se soluções exatas o que, por si só, é razão mais

do que suficiente para justificar sua utilização. Em segundo lugar,

como foi primeiramente observado por Kurata, Kikuchi e Watari (11),

, - d'B th P' 1 t' (12-15) ~ ta aproxlmaçao e e e- eler s para o magnes lsmo e exa a

na rede de Bethe. Essa última observação permite concluir-se então,

que a solução exata de modelos de spins nessa rede corresponde
..a

aproximação de campo efetivo de Bethe-Peierls para redes de Bravais.

A idéia básica dessa aproximação, introduzida nos anos de 1935-36,

é tratar exatamente as interações de um spin com seus primeiros vi

zinhos, substituindo os efeitos dos demais spins do sistema por um

campo efetivo.

Foi exatamente esta propriedade da rede de Bethe que nos

motivou a utilizá-la em nossos estudos. Dessa forma, podemos afir-

mar que o objetivo desse trabalho é desenvolver e aplicar a alguns

exemplos um novo formalismo para a construção de teorias de campo

médio para sistemas de spins.

Nessa introdução faremos uma breve recapitulação dos re­

sultados conhecidos, o que permite uma apreciação da moti,yação do,



2

nosso trabalho. Os resultados originais estão expostos nos capítu­

los seguintes.

1.1. Teorias de Campo Médio para o Vidro de Spin de Ising

Dentre os problemas solucionados nesse trabalho des-

tacam-se, por sua importância, os referentes a sistemas aleatórios

também chamados de vidros de spin.

O termo vidro de spin foi originalmente introduzido

por Coles(16) para denotar um conjunto enorme de ligas metálicas

com impurezas magnéticas substitucionais, das quais a liga AuFe
-
e

o exemplo mais clássico. Essas ligas apresentam uma fase a tempera

turas muito baixas, conhecida corno fase vidro de spin,'na qual os

momentos magnéticos se encontram aleatóriamente congelados de modo

que, a magnetização líquida é nula. Nessas ligas a interação predo

minante entre as impurezas magnéticas é a interação de troca de

Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY) (17-19). O caráter oscilatório

dessa interação é considerado o responsável pela existência da fa­

se vidro de spin(20).

Posteriormente foram descobertos inúmeros outros sis

(21 22) .
ternas que apresentavam essa fase ' , fazendo com que o concel-

to de vidro de spin se tornasse muito mais abrangente. Atualmente

é bastante aceita a definição de Binder(23) que classifica os vi-

dros de spin como sistemas magnéticos nos quais as interações en-

tre os spins estão em conflito urnas com as outras devido a algum

tipo de desordem temperada presente no sistema.

Do ponto de vista teóric~, a exigência de que a de-

sordem seja temperada, introduz uma dificuldade adicional no pro­

blema. Corno foi demonstrado por Brout(24), a média sobre a desor-

dem temperada deve ser efetuada na energia livre ou nos observá-



veis e não na função de partição. Para· resolver esse

Edwards e Anderson (EA) (25) numa das primeirasteoriad de

3

problema

~
campo me-

~.~.,..~.--',

dio para os vidros de spin, utilizaram a técnica conhecida como

truque das réplicas. Esse truque foi primeiramente utilizado por

Kac(26) e consiste em fazer uso" da identidade:

R.nZ = .tim

n+O

1
n (1.1)

que possibilita transformar a média sobre o logarítmo da função de

partição, na média sobre a função de partição de um sistema consti

tuído por n réplicas do sistema original não interagentes. Nesse

modelo os spins são clássicos e a desordem é simulada considerando

que as interações entre eles são variáveis aleatórias que obedecem

a uma distribuição de probabilidades Gaussiana. Com essas suposi~

ções EA mostraram a existência de uma temperatura crítica Tg abaixo

da qual os spins se encontram congelados emposições aleatórias.Além

disso, foram capazes de mostrar também que a susceptibilidade mag-

nética apresenta uma cúspide em T , o que é uma das característi­g

cas experimentais mais importantes dos vidros de spin. Esse modelo

entretanto, apresenta também aspectos negativos. Dentre eles o mais

importante é a previsão de uma cúspide no calor específico em Tg'

o que nunca foi observado experimentalmente.Em 1975 Sherrington e

Kirkpatrick (SK) (27,28) lançaram as bases da que seria, pelo menos

até o momento, a mais bem sucedida teoria de campo médio para os

vidros de spin. A idéia básica desses autores consiste na aplica-

çao da teoria de EA a um sistema de spins de Ising, com a suposi-

çao adicional de que as interações entre eles têm alcance infini-

to.

Seguindo o exemplo de EA, no modelo de SK, as intera

çoes sao aleatórias e obedecem a uma distribuição de

des Gaussiana definida por:

probabilida-
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_ 1/2 __
peJo .}= [N/21TJ2J exp[-N(J ..-J /N)2/2J2]1J 1J o (1.2)

A divisio da m~dia e da variãncia dessa distribuiçio

~ feita no sentido de se obter um limite termodinâmico razoávet27).

Observe que como as interações têm alcance infinito um spin qual-

quer é primeiro vizinho de todos os demais de modo que a Hamilto-

niana para esse sistema pode ser escrita como:

H = - E

<ij>

J.. S. S.
1J 1 J (1.3)

onde a soma deve ser tomada sobre todos os pares de spin no siste-

ma.

Através da utilização do truque das réplicas SK, fo~

ram capazes de efetuar a média sobre a desordem logo nos passos

iniciais. Seguindo um procedimento muito semelhante ao introduzido

por Kac(29) que faz uso da identidade de Hubbard-Stratonovich(30) ,

SK obtém a seguinte expressão para a energia livre=

- Tiim iim .ln
N-+oo n-+O

1/2
x {1T (N/21T) dy S} {exp(NG)-l}] (1.4a)

(aS) a

onde:

1 L

G = 2" (aS)
y2 + _1 _aS 2

n
L

a=l

(1. 4b)

Nas equações (1.4), a é um índice de réplicas e
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(aB) indica pares dis~intos de r~plicas.Tr{sa} denota o traço so­

bre as n réplicas em um único sítio; B= l/kBT (kB é a constante de

Boltzmann) e [] indica média'sobre a desordem.av

Para efetuar as integrais usando o método de ponto

de sela, a ordem dos limites N+w e n+O foi trocada.

Fazendo a hipótese que no máximo todos os x e todosa

Y Q sao iguais (x = Xi Y Q= Y) obtém-se para a energia livre:a~ a a~

-1/2 w 2 -- (2n) J dx exp(-x /2) ~n 2 cosh (SJ m+o

onde foram feitas as substituições:

q = Y/SJ

m = x (6J )-1/2o

(1.5)

(1.6a)

(1.6b)

Essa hipótese é conhecida atualmente como "ansatz"de

réplicas simétricas.

Das condições de éxtremo:

a [F}

a [F]
av = o

e
av = O (1.7)

aq

am

obtém-se as seguintes equaçoes para m e q:

-1/2 00m = (2n) J dx-w -x2/2 [ _ - 1/2 ]e tanh SJ m + SJq xo

(1.8a)

.,•....
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q = (2n)-1/2 L: dx e-x2/2 tanh2[BJom + BJql/2xJ

(1.8b)

As soluções (1.8) são conhecidas como equações deSK.

O siginificado físico de m e q é determinado pelas seguintes igual

dades:

m = [<Si>] av

q = [<Si>21 J av·

(1.9a)

(1. 9b)

a en

m e q são designados respectivamente parâmetros de

ordem ferromagnético e de vidro de spin. Observe que um valor nao

nulo para q indica ordem magnética enquanto que um valor não nulo

de m indica que a ordem é ferromagnética. A fase em que m=O e q~O

é então identificada como sendo a fase vidro de spin. ~ importante

observar que as equações de SK, como pode ser facilmente verifica­

do, não admitem uma solução do tipo antiferromagnética.

A solução de SK também sofre de um sério defeito uma

vez que a baixas temperaturas obtém-se entropia negativa. SK espe-

cularam que esse comportamento não físico tinha sua origem na tro­

ca dos limites N+oo e n+O. Posteriormente van Hemmen e palmer(31)ve

rificaram ser incorreta essa suposição.

Na verdade, como demonstrado por de Almeidae Thouless

(AT) (32) por meio do estudo da estabilidade da solução de SK,

i

tropia negativa era devida à caracterização da fase vidro de spin

por meio de um único parâmetro de ordem, q. Em outras palavras, AT

verificaram que a solução de SK obtida a partir do "ansatz" de re

plicas simétricas era instável na fase vidro de spin e mesmo na fa

se ferromagnética a baixas temperaturas. Dessa forma, o fato da en
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tropia ser negativa quando T+O pode ser entendido como uma conse-

quência direta"da suposta simetria entre as réplicas. Para se ob-

ter uma entropia" fisicamente aceitável é necessário então a elabo-

ração de um esquema para quebrar a simetria entre réplicas. Em ter

mos matemáticos isso significa fazer com que o parâmetro de ordem

q não seja único mas sim uma grandeza dependente das réplicas en-

volvidas. Como não se tinha idéia de como deveria ser essa depen-

dência foram sugeridos muitos esquemas de quebra de simetria entre

- I' (33-43) D t t 'b d'd f' trep 1cas . en re es es o ma1S em suce 1 o 01 propos o por

Parisi em"1980 e transforma o parâmetro de ordem q em uma função

q(x) com x contido no intervalo [0,11. Resultado semelhante foi ob

tido por sompolinsky(44) que estudou as propriedades estáticas do

modelo de SK utilizando uma aproximação dinâmica. Nessa aproxima­

ção supôs-se que existe uma distribuição de tempos de relaxação que

se tornam infinitos no limite termodinâmico. De modo a relacionar

seus resultados com os obtidos por Parisi, Sompolinskyparametrizou

esses tempos de relaxação em ordem decrescente por meio de um parª

metro arbitrário x contido no intervalo [0,1]. Nessa aproximação q

(x) mede a autocorrelação retida no tempo tx definida por:

q(x) = [<Si(O)Si(tx»] av

1.1.1. A solução de TAP

(1.10)

Com o intuito de obter uma entropia nao nega-

" (45)
tiva Thouless, Anderson e palmer (TAP) propuseram em 1978 uma

nova solução, que evitava o truque das réplicas, para o modelo de

SK. Utilizando expansões diagramáticas.nas quais eram desprezados

os diagramas que se anulavam no limite em que o número de coordena

ção tende ao infinito obtiveram a seguinte expressão para a ener-

.-~-._ ..<_....--=---""-"'.,
~18jÇfU ,. 00 iNSTiTUTO OE FiSICA E QUIMICA DE St.O (ARLOSdlif

FI S I(A
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gia livre: •

-1
F{m.}= - N E J .. m.m. -J. .. J.J J.JJ.<J

1
~N-lE J? (l-m?)(l-m?) +-2 i<j J.J J. J

1 -1 [ J

+ 2 (SN) E {(l+m.}tn 1/2(1+m.) +,J. J.1.

+ (1-m,)R.n[1/2(1-m.)}} (1.11)J. J.

onde m.= <Si> é a magnetização no sítio i. Da condição de extremo1

para a energia livre (aFia m. = O) obtiveram que:1

m.= tan h [13 E J ..m. - 132 E J? (l-m?)m.JJ. . J.JJ . 1J J 1
J J

(1.12)

Essa equaçao é conhecida como equação de TAP e substitui a equaçao

de campo médio usual. A interpretação física da equação de TAP é a

seguinte: .0 argumento da tangente hiperbólica nada mais é do que

o campo efetivo que atua sobre o spin localizado no sítio i. Esse

campo é constituído pelo campo da cavidade (E J .. m.) - quej 1J J
campo que atua no sítio i na ausência do spin nele localizado

~e o

- e

pelo campo de reação de Onsager (13 E J~. (l-m?)m.). Esse último camj 1J J 1

po e devido ~ polarização dos spins vizinhos ao i-ésimo sítio indu

zida pelo spin nele localizado. Essa polarização por sua vez alte-

ra o campo visto por esse mesmo spin. Em suma, o campo de reaçao

de Onsager é o campo produzido sobre um sítio pela polarização do

spin nele próprio localizado. Como observado por cyrot(46), o cam-

po de reação de Onsager desempenha um papel crucial nos vidros de

spin porque nos sistemas aleatórios esse campo e o campo da cavid~

de são comparáveis. As seguintes propriedades de baixa temperatura

do modelo foram derivadas por TAP em seu trabalho originál:
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i) A energia do estado fundamental calculada

por TAP é ligeiramente maior do que as obtidas por EA e SK

il) A entrdpia é zero em T=O

lil) O calor específico varia como T2 e a sus-

ceptibi1idade como T quando T+O

vi} A distribuição de campo 'efetivo P(~) é li­

near nas proximidades da origem (P(~)= a[~J) e não constante como

na distribuição Gaussiana de SK.

Como foi observado por De Dominicis et aI. po

rém, a média com relação à desordem da equação (1.12) possui um nú

mero de soluções <Ns> que cresce exponencialmente com o número de

spins no sistema:

<Ns> = exp [NA(T)1

onde A(T) é Ba ordem de 0.2 para T=O e A(T )=0.g

(1.13)

Essas soluções representam mínimos locais no

espaço de configurações que são separados por barreiras de energia

que, no limite termodinâmico, são infinitamente altas.

Esses resultados mudaram a representação con-

ceitual dos vidros de spin. A partir deles tornou-se largamente a-

ceita a idéia de que a superfície de energia livre de um vidro de

spin apresenta muito vales, cada um deles representando um estado

metaestável.

"
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1~2~ TEORIAS DE CAMPO MtDIO PARA OS VIDROS DE SPIN DE

PQTTS E ASHKIN-TELLER

Pelo que foi apresentado nas secções anteriores fica

claro que a elaboração de uma teoria de campo médio para o vidro

de spin de I$ing fez-se segundo dois dois caminhos distintos: uti­

lizando-se ou não do truque de réplicas~

No estudo do vidro de spin de Potts tem-se tentado

reproduzir esse procedimento~ ~ claro que devido à maior complexi­

dade desse modelo, dificuldades adicionais eram esperadas~ Os pri­

meirostrabalhos nessa área porém têm demonstrado que as dificulda

des surgidas e os fatos novos encontrados têm superado em muito as

expectativas, impossibilitando um entendimento claro desse siste

.ma~ De uma forma abreviada, são os seguintes os principais resulta

dos obtidos até agora:

i) A baixa~ temperaturas e para P>2, onde P é o nume.
ro de estados de Potts, o modelo de alcance infinito é sempre fer~

romagnéti~0(48) ~

ii) Supondo-se que exista uma fase de vidro de spin a

utilização do "ansatz" de réplicas simétricas indica que a transi­

ção dessa fase para a fase paramagnética deve ser de la~ ordem pa­

ra p>6 e de segunda ordem para p<6(48,49) ~ Por outro lado, a análi

se.daestabilidade da solução paramagnética determina que a transi

- . (49)
ç~o deve ser de Ia. ordem para p>2 ~

iii) Elderfield e Sherrington(SO) demonstraram ainda­

que para p~2 os efeitos de quebra de simetria entre réplicas sao

muito mais fortes do que para p=2 fazendo com que os "ansatz" de

Parisi (39-43) e sompolinsky(44) deixem de ser equivalentes para

p>4~Nessa situação o mais adequado sêria o "ansatz" de S<:>mpolinsky.
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iv) O uso do "ansatz" de réplicas simétricas juntameg

te com uma quebra da simetria entre os p estados de Potts dão ori-

gem a uma nova fase, denominada de fase mista. Essa é uma fase do

tipo ferromagniiticamas que apresenta parâmetros de ordem de vidro

de spin longitudinal e transversal diferentes (51,52) •

v) A generalização da abordagem de TAP para esse mo­

delo, novamente na suposição da existência de uma fase vidro de

spin, indica que a energia livre tem instabilidades nas mesmas te~

peraturas obtidas pela utilização do "ansatz" de réplicas simétri­

cas. Também nesse caso prevê-se que as transições entre as fases

paramagnética e vidro de spin seja de la.ordem para p>2 (53) •

Os fatos inexplicados e as contradições aqui apre­

sentadas constituem a motivação principal para o nosso estudo des-

se sistema utilizando uma abordagem diferente.

No caso do vidro de spin de Ashkin-Teller nao temos

conhecimento de nenhum trabalho até o presente momento. Os nossos

estudos apresentam os primeiros resultados sobre esse sistema.

! importante salientar também que, além das razoes

citadas na primeira secção dessa introdução, a utilização da rede

de Bethe nestes estudos foi motivada pelo fato de que os resulta-

dos de SK eTAP para o modelo de Ising podem ser reproduzidos nes­

(54) .
sa rede como foi mostrado por Thompson •

1.3. SISTEMAS REGULARES

Al'-émdo estudo de sistemas aleatórios ap:r;esentamos

neste trabalho uma discussão sobre os modelos de potts e Ashkin-

Teller regulares.

O modelo .de potts regular, que apresenta uma teoria
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de campo médio já razoavelmente desenvolvida (55), é resolvido na

ávore de Cayley fechada introduzida por Jellito. Esse modelo é u-

tilizado também para' se mostrar a correspondência entre essa árvo-

re e a árvore de Cayley decorada.

No caso dÓ modelo de Ashkin-Teller porém apesar de

sua introdução ter se dado a'mais de 40 anos sua aproximação de

campo médio não foi ainda.suficientemente estudada. Conhecemos ap~

nas UID artigo que trata desse problema. Nele Ditizian et aI (56}con

sideram o modelo de Ashkin-Teller corno urna superposição de dois

sistemas de Ising acoplados de forma que sua Hamiltoniana é escri-

ta corno:

H -= (1.14)

onde a sorna envolve todos os pares de vizinhos mais próximos na re

de. ai e Si' são variáveis de spin de Ising e J2 e J3 são constan­

tes de interação.

A partir da identificação dos campos efetivos que a-

tuam sobre os spins o, s e OS no sítio i, dados por:

hi = E<O'j> K2o j

hi =

E<Sj> K2s j
hi = 1:

<0.s.>K3oS .
J JJ (l.l5a)

(l.l5b)

(l.l5c)

onde K. = B J. (i= 2,3) e a sorna·extende-se apenas sobre os vizi-1. 1.

nhos ao sítio i, são obti~ as equações de campo médio:

(l.16a)



i i i
<8.>= (tan h h + tan hh tan h h )/D1. S a as

i" i i
<a.S.> = (tan h h + tan h h tan h h )/D~ ~ aS a s

i i i
D = 1 + tan h h tan h h tan h h

a s as
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(1.16b)

(1.16c)

(1.16d)

Como é usual nesse tipo de aproximação pOde-se cons-

truir facilmente a energia livre:

i
F = - r tn Z + K2 r «a.><a.> + <8.><S.» +... ~ J ~ J1:. <1:.J>

onde

+ K E <a.S.> <a.S.>s ., 1 1 J J
<1J>

(1.17)

i i i
+ sen h h sen h h sen h ) (1.18)a s as

é a função de pa-rtição de uma única partícula sob a ação dos campos

~. hi hi himagnet1cos , e .a s as

o diagrama de fases para esse modelo, apresentado na

figura 1, é então determinado pelo estudo numérico das soluções das

equações de campo médio (1-16). Sempre que é encontrada mais de uma

solução é escolhida aquela que minimiza (1-17) •

.'
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BAXTER

...,,,
PARA ~5)

III
/f

<O) III
I

<OS)AF III
I
II

0.4

0.1

N
~0.3
c.
~
O
+-

0.2

0.0

Figura 1 - Diagrama de fases para o modelo de Ashkin­

Teller isotrópico(S6).

Por meio desse estudo foram encontradas, além da fa-

se paramagnética na qual <a>= <S>= <aS>= O, as seguintes fases;

i) Fase de Baxter (Baxter) na qual todos os parame-

tros de ordem são não nulos.

ii) Fase de Ising Ferromagnética «aS» para a qual a

penas a magnetização <as> é não nula.

iii) Fase de Ising Antiferromagnética «aS>AP)'
Essa ..

fase é a análoga à fase <aS> para valores negativos de K3 e é obti

da dividindo-se a rede em duas sub-redes distintas. Nela apenas a

magnetização <as> de cada sub-rede é não nula com as sub~redes a-
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presentando magnetizações de sentidos contrários.

Esse diagrama apresenta ainda a fase indicadapor

<o> na qual apenas essa magnet~zação é não nula «s>= <os>= O) e,

na mesma região do diagrama, a sua equivalente com <s> t O e <0>=

<os>= o. g interessante observar que devido à simetria' da Hamilto­

niana (1.14), o aparecimento dessa fase por ser considerado como

bastante surpreendente.

Em virtude do desenvolvimento incipiente da teoria

de campo médio para esse modelo nós apresentamos neste trabalho

duas versões dessa aproximação: a primeira delas consiste na sua

- ~ ...

soluçao na rede de Bethe e e apresentada no cap1tulo IV. Na segun-

da é considerada a versão de alcance infinito desse modelo e é a­

presentada no apêndice C.

Essa tese é dividida da seguinte forma: no Capítulo 11

o modelo de Ising é utilizado tanto para ilustrar algumas proprie­

des da rede de Bethe bem como para introduzir o formalismo por nós

desenvolvido e utilizado no restante deste trabalho. Esse formalis

mo se baseia essencialmente na introdução de um spin fantasma cuja

interação com os demais spins no sistema simula os efeitos de um

campo magnético externo. Como veremos logo no início desse capítu­

lo a presença de um campo magnético externo, atuando pelo menos

nos sítios da superfície da rede, é fundamental porque sem ele os

resultados obtidos nessa rede reproduzirão os da cadeia linear.Com

a introdução do spin fantasma porém a árvore de Cayley é transfor

mada na árvore de Cayley fechada assimétrica o que põe em evidên

cia seu caráter hierárquico. Mediante a aplicação das técnicas do

grupo de renormalização no espaço real - que é a ferramenta mais

adequada para o tratamento desses sistemas - pode-se então determi

nar de uma forma matematicamente muito simples e conceitualmente

bastante clara as propriedades locais de spins localizados profun­

damente em Seu interior.
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Para o modelo de Ising regular o problema torna-se

quase que.trivia}.e os principais resultados como temperatura crí­

tica, ordem da transição, energia interna, etc ••• sãofacilmente

reobtidos. Demonstra-se também, com igual simplicidade, que na si-

tuação em que o número de coordenação da rede z tende ao infinito

sao reproduzidos os resultados de teoria de campo médio usual.

No caso particular em que supõe-se que as interações

sao aleatórias o problema é um pouco mais complexo só podendo ser

resolvido no limite em que z~~. ~ importante salientar porém que
-e

exatamente esse limit.eque mais nos interessa. Além disso, esse

formalismo nos permite reobter as equações de SK e de TAP de uma

maneira muito mais simples e direta do que a utilizada por Thomp­

son(54} •

No Capítulo IIIé utilizada uma nova rede conhecida

como árvore de Cayley fechada. Essa rede foi introduzida por

Jellito{57} com o intuito de obter uma conectividade menos trivial
j

do que a da árvore de Cayley usual e utilizada por ele e poste­

riormente,por Glasser et al(58,59} na solução do modelo de Ising;

,Com a utilização das técnicas do grupo de renormalização no espaço

real entretanto nós mostramos logo no início desse capítulo que os

resultados obtidos com ela reproduzem os que seriam obtidos com a

utilização de uma árvore de Cayley decorada e mostramos ainda co

mo, a partir desses últimos, construir os resultados para a rede

de Bethe. Resolvemos então os modelos de potts regular e aleatório

generalizando para esse modelo os resultados obtidos no capítulo

anterior. ~ interessante observar que os resultados obtidos para o

vidro de spin de potts diferem em muito dos obtidos para Ising. Em

primeiro lugar, destaca-se o fato de inexistir uma fase vidro de

spin no seu sentido usual para qualquer p~2. Também, para p~6 há o

aparecimento de uma fase aleatória incrustada entre as fases ferro

magnética e paramagnética.
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o modelo de Ashkin-Teller regular na rede de Bethe

é estudado na primeira secção do Capítulo IV. Apesar desse modelo

ser muito mais complexo ~o que o modelo de Ising o formalismo por

nós desenvolvido se mostra nesse caso igualmente poderoso. Através

de sua aplicação obtém-se de forma bastante simples o diagrama de

fases para esse modelo. Esse formalismo nos permite também demons-

trar que, pelo menos na rede de Bethe, inexiste a fase designada

por <a> na referência 56. No restante, verifica-se que há uma con-

cordância qualitativa bastante boa entre essas soluções e

elas e a apresentada no apêndice C.

entre

As secções restantes desse capítulo são dedicadas ao

estudo do vidro de spin de Ashkin-Teller. Novamente nesse caso nos

concentramos na obtenção de equações de TAP e SK genera~izadas pa:

Ora esse modelo e a partir destas últimas na determinação de seudia

grama de fases. Devido ao número excessivo de parâmetros presentes

no mapeamento porém nos limitamos neste trabalho ao estudo dos três

casos particulares mais Jrepresentativos.

Finalmente, no Capítulo V fazemos um resumo de nos-

'sos resultados e conclusões.

Antes de encerrarmos essa introdução queremos salien

tar que ao redigirmos esta tese procuramos fazê-Io de forma a pro-

porcionar aos leitores três níveis de entendimento: o primeiro de­

les é proporcionado pela leitura da introdução e da conclusão des­

te trabalho e apresenta de forma concisa a motivação para a sua

elaboração e os principais resultados obtidos. O segundo, que for­

nece uma visão também global mas um pouco mais profunda do traba­

lho, pode ser obtido da leitura da introdução de cada capítulo e

das legendas das figuras neles contidas. Finalmente o último deles

como é usual, requer a leitura de toda a tese e através dele pode

ser obtido um entendimento mais detalhado e técnico

lho.

deste traba-
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CAPITULO II
o MODELO DE ISING NA REDE DE BETHE -

DESENVOLVIMENTO DO FORMALISMO

o objetivo deste capítulo é discutir os aspectos princi-

pais da rede de Bethe e desenvolver o formalismo a ser empregado

no restante do trabalho. Para isso utilizaremos como exemplo o mo­

delo de Ising uma vez que este sistema já foi bem estudado na rede

. (54 60 61)
de Bethe podendo ser encontrados na 11teratura " todos os

resultados que aqui serão reobtidos. Na secção 2.1 apresentaremos

uma maneira alternativa de se construir a árvore de Cayley que, a-

conve-pesar de não ser a usualmente encontrada, se mostra a mais

niente para nosso estudo (veja figura 2). Nesta mesma secçao

mostramos também que os resultados obtidos não são reduzidos

-
nos

aos

obtidos para a cadeia linear somente se existir um campo magnético

externo atuando pelo menos sobre os spins da superfície da árvore.

A introdução desse campo magnético,. pode ser simulada pela intera­

ção dos spins nos sitias superficiais com um spin fantasma situado

em um sítio extra não pertencente ã rede original. Isso nos permi-

te transformar a árvore de Cayley usual na árvore de Cayley fecha-

da assimétrica da figura 4. Essa rede apresenta sobre a árvore de

Cayley aberta usual a vantagem de revelar claramente a sua estrutu.
ra hierárquica tornando possível a utilização de técnicas do grupo

de renormalização no espaço real no estudo de modelos

clássicos na árvore de Cayley.

de spins

Na secção 2.2 nós introduzimos as variáveis transmissivi­

dade térmica e sua dual(62) e apresentamos também suas regras de

composição (veja figura 5). Essas regras nos permitem substi tuir

cada aglomerado contendo spins da superfície da árvore de Cayley f~

chada assimétrica por uma única ligação. Esse processo ..de substi
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tuição de ligações, conhecido como renormalização, reproduz entre-

tanto"a~m~slllarecle/mC\s.~com>uma,camacla a me.:n()s(v~ja....,.1:ig.\lra.6) • A

aplicação s\lcessiva desse procedimento reduz o estudo de modelos de

spins nessa rede ao estudo das propriedades de um mapeamento, que

no caso do modelo de Ising regular é dado pela equação (2.14). Po

demos obter dessa forma a magnetização no topo da rede, a tempera­

tura critica e a ordem da transição. Como último tópico dessa sec

ção apresentamos uma maneira bastante simples de se calcular a e­

nergia interna dos spins. infinitamente afastados da superfície (fi

gura 9).

Finalmente na secção 2.3 nos dedicamos ao estudo do mode­

lo de Ising com interações aleatórias distribuídas segurido uma

Gaussiana dada pela equação (2.45) ou segundo a distribuição ±J a~

.presentada em (2.46). Utilizando as regras de composição para as

transmissividades bem como o teorema do limite central mostramos

que a distribuição de probabilidades para o campo externo efetivo
I

que atua sobre os spins de uma dada camada da rede é uma distribui

çao Gaussiana. Das relações entre as médias e variancias para as.

distribuições dos campos efetivos que atuam em duas camadas conse­

cutivas obtemos então o mapeamento. Para sistemas com constan~ de

acoplamento com distribuição de probabilidades Gaussianas esse ma­

peamento reproduz no ponto fixo as equações de Sherrington e Kirk­

patrick para o vidro de spin de Ising. A seguir calculamos, de ma­

neira análoga à da secção 2.2, a energia interna do vidro de spin

de Ising (figura 14) e derivamos a equação de TAP para esse siste­

ma. Finalizando esse capítulo. estudamos o caso da distribuição ±J

cujomapeamento (2.83) reproduz o obtido~m teoria de campo médio

usual para sistemas regulares de modo que não é possível obter-se.

uma fase do tipo vidro de spin.
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2.1~A rede de Bethe

Consideremos o gráfico construido da seguinte forma

(veja figura 2): z pontos são colocados lado a lado em uma linha e

ligados por meio de barras a um único ponto colocado imediatamente

acima gerando dessa forma uma árvore de Cayley com 2 camadas. Para

se gerar uma árvore com 3 camadas são colocadas, ao lado dessa fi-

gura, z-l figuras idênticas ligando seus pontos superiores de ma-

neira análoga ao processo usado para unir os pontos iniciais. A re-

peticão iterativa desse segundo passo por mais N - 3 vezes produzi~ -
rá um gráfico que designaremos por árvore de Cayley desgalhada com

N camadas e razao de ramificação z. Observe que seu ponto mais su-

perior se encontra ligado a apenas z vizinhos ao passo que os de-

mais sítios no seu interior se encontram ligados a b=z+l pontos vi

zinhos onde b é o número de coordenação. O gráfico que é conhecido

como árvore de Cayley é gerado unindo-se a seguir, pelo mesmo pro-

cesso acima descrito, z+l árvores de Cayley desgalhadas. Vale a pe

na ressaltar que a maneira como aqui construimos a árvore de Cay-

leu difere bastante da que é normalmente utilizada. Entretanto, co

mo veremos a seguir, essa construção alternativa é a mais conveni-

ente para a abordagem aqui utilizada. A árvore de Cayley não apre-

senta circuito fechado visto que há um e apenas um caminho unindo

quaisquer dois de seus pontos. Seu ponto mais superior será chama-

do de topo, sua camada mais inferior será denominada superfície e

a camada constituída pelos topos das árvores desgalhadas de camada

central. As camadas serão numeradas em ordem crescente a partir da

superfície (s=O) até o topo (s=N-l). Em uma camada qualquer, s, te

N-(s+l) ~ .
remos ns=z pontos enquanto que no graflco todo teremos um

total de pontos dados por:

N
= (z - 1) / (z - 1) .'
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1\
(a)

-
(b)

-
(e)

Figura 2 - Processo de Construção da Ãrvore de Cayley com

razão de ramificação z=2.

Inicialmente dois pontos são colocados lado a lado em uma

linha, formando uma camada. Em seguida esses pontos são unidos por

barras a um único ponto pertencente a \ma camada imediatamente aci

ma (a). Na segunda etapa do processo coloca-se lado a lado duas fi

guras assim formadas ligando seus pontos superiores de maneira des

crita acima (b). A repetição dessa última etapa por mais N~3 vezes

da origem à árvore de Cayley aberta desgalhada com razão de ramifi

cação z=2 e N camadas. A árvore de Cayley usual pode ser facilmen-

te obtida unindo-se por barras z+1=3 árvores de Cayley desgalhadas

a um único ponto chamado de topo. A camada mais inferior é chamada

de superfície e a camada vizinha ao topo de camada central. A arvo

re de Cayley com z qualquer é construída de forma idêntica.
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..
a

superfície da árvore são pontos especiais uma vez que estão liga-

dos a apenas um ponto vizinho. De uma maneira geral a árvore de

Cayley pode ser considerada uma rede regular desde que por algum

processo os efeitos dos spins de sua superfície possam ser excluí-

dos ou ignorados. O procedimento usual utilizado no estudo de sis-

temas definidos em redes de Bravais para se eliminar os efeitos de

spins superficiais consiste em se tomar o limite termodinâmico, ou

s·eja, considerar o linci.te em que o número total de pontos da rede

tende ao infinito. Com isso a razão entre o número de pontos na su

perfície e o número de pontos em seu interior tende a zero. Portan

to, nesse limite os efeitos de spins superficiais nas propriedades

do sistema podem ser ignorados. Para um sistema definido na árvore

de Cayley o limite termodinâmico pode ser efetuado de uma maneira

simples fazendo-se com que o número de camadas tenda ao infinito.

Esse procedimento entretanto não elimina os efeitos dos spins su-

perficiais. Isso porque tanto o número de pontos no interior quan-

to o número de pontos na superfície da árvore de Cayley crescem ex

ponencialmente como zN fazendo com que a razão entre eles tenda a

um número finito diferente de zero. Isso significa que para qual-

quer modelo colocado nessa rede sua função de partição conterá con

tribuições tanto de spins em seu interior quanto de spins em sua

superfície. Neste caso, sabe-se que o estudo de um modelo de spins

nessa rede, segundo os cânones tradicionais da mecânica estatísti-

ca, dará origem a resultados muito peculiares, tais como uma tran-

sição de fase com uma energia livre singular mas sem ordem de lon-

. (63 64) .
go alcance ' . Por outro lado, o estudo de propr1edades 10-

cais, tais como a magnetização, em regiões afastadas da superfície

da rede, inàicam a existência de uma transição de fase numa tem-

peratura crítica bem definida e sem as anamalias que ocorrem no ou

(60 61)
tro caso ' •
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Figura 3 - A árvore de Cayley e a Cadeia Linear

Devido à inexistência de circuitos fechados na árvore de

Cayley essa figura pode ser sempre separada em duas partes (desig-

nadas por A e B) cortando-a em um ponto P qualquer. Para o modelo

de Ising a função de partição do sistema original é dada por Z=

~ ZAZB onde ZA(ZB) é a função de partição do sub-sistema A(B) co­

mo se o ponto P só a ele pertencesse. Esse procedimento de corte

pode ser repetido para cada um dos sub-sistemas A e B até que a ár

vore fique reduzida à Nlsistemas constituídos por dois spins inte­

rasindo entre si, onde NIé o número de ligações na rede original.

Dessa maneira, a função de partição será proporcional ao produto

das NI funções de partição de um par de spins, corno ocorre para a

cadeia linear.
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Neste trabalho consideraremos somente as proprieda-

~ locais de sítios infinitamente afastados da superfície no limi-

te termodinâmico. Mais tarde, neste mesmo capítulo, nós definire-

mos o que consideraremos como sendo sítios infinitamente afastados

da superfície. Esses sítios, que por ora consideraremos como sendo

o topo e os spins nas camadas vizinhas, são todos equivalentes ten

do cada um b vizinhos e constituem o que é chamado de rede de Bethe.

Essa designação, como observado por Baxter{l) tem sua origem no fa

to bem conhecido de que as propriedades locais nesses sítios repro

duzem as obtidas quando se faz a aproximação de Bethe-Peierls{12-lS)

. (11 61)em redes de Brava~s ' .

Sistemas de spins com interações de primeiros vizi­

nhos colocados na árvore de Cayley e na ausência de campo magnéti-

co externo apresentam ainda a interessante propriedade de reprodu­

zir os resultados obtidos para a cadeia linear(6S). Esse fato, que

é uma consequência direta da inexistência de circuitos fechados na

rede pode ser demonstrado com facilidade. Por uma questão de sim-

plicidade vamos considerar o modelo de Ising regular cuja Hamilto~

niana é definida por:

H = -J E

<ij>
(o.o. -1)

~ J
(2.1)

onde os o. sao variáveis que podem tomar os valores ±l e a soma sel
estende sobre todos os pares de primeiros vizinhos na rede. A de-

monstração a seguir pode ser facilmente generalizada para outros

modelos de spins tais como os modelos de Potts e Ashkin-Teller. De

vida à inexistência de circuitos fechados a rede pode ser dividida

em duas partes - indicadas na figura 3 por A e B - cortando-a em

um único ponto. Designemos as variáveis de spin de Ising coloca-

das nos sítios das sub-redes A e B respectivamente por {o1 e {S1.A

variável colocada no ponto de junção das sub-redes P é .designada
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por T. A função de partição para o sistema todo é escrita como:

z =
1

1: 1: 1:
{a} {S} T=-l

exp [eJ 1:

<ij>
(a,a:-l) +

J. )

+ eJ 1: (SKSt- 1) + BJ 1: (aiT - 1) +
<Kt> i

+ BJ 1: (SKT - l}J
K

(2.2 )

AS somas em i e K serão tomadas apenas ,.sobre os pon-

tos vizinhos aTnas sub-redes A e B respectivamente enquanto que

as somas em <ij> e <Kt> sobre todos os pares distintos de vizinhos

em cada sub-rede. Efetuando a soma em T temos que:

• {exp [eJ i. (SK-1) + BJ i (ai - 1) J +

+ exp [ BJ L (-STP-1) + BJ 1: (-ai - 1)J}
K X\ i (2.3)

Fazendo-se, na última exponencial do lado direi to

dessa equação, as transformações de inversão dos spins em todos os

,sItlos:

obtém-se que:

(2.4a)

(2.4b)

z = 2 1: exp [BJ 1: (aiaj- 1) + B~ 1: (ai-l)J,x
{a} <"> i'J.)
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"X E exp [SJ E (SKS -1) + SJ E "(SK-1)] (2.5)
{S} <Ki> i K

A função de partição do sistema fica expressa então

corno o produto das funções de partição ZA[{cr},J] e ZB[{S},J] dos

sub-sistemas A e B submetidos à ação de um campo magnético J que

atua apeIla~ sobre os sítios vizinhos ao sítio P. A função de parti

ção ZA[{o},J] pode também ser reescrita como:

- 1- E

- 2 {crl
exp [eJ E (o.0.-1) +

<ij> 1.)

1
+ eJ E (o. -1)] + -2 Ei J. {o}

- eJ E (0.+1)]i 1.

exp[eJ E (0.0.-1)­
<ij> J. )

(2.6)

onde, no segundo termo do lado direito dessa equação fizemos uso

da transformação (2.4a) . Finalmente, introduzindo um spin "fantas-

ma" o em P teremos:
g

(2.7)

onde ZA = E exp [SJ E (0.0.-1) + SJ E (o.og-l)] é a fun-{ } ., J.) . 1.o <J.» 1.

çao de partição do sub-sistema A considerando-se que o spin no sí-

tio P pertença apenas a ele e não ao subsistema B. Repetindo o pro

cedimento de (2.6) a (2.7) para o subsistema B chegaremos às mes-

mas conclusões de tal forma que teremos:

Z = (2.8)

Pode-se ver facilmente que esse procedimento pode ser

repetido para os subsistemas A e B e depois para os subsistemas g~
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1 1 r

(o)

f r f

(b)

Figura 4 - Transformação da árvore de Cayley aberta na ár

vare de Cayley fechada assimétrica.

Para que os resultados obtidos para um sistema de spins

na árvore de Cayley não reproduzam os obtidos na cadeia linear de-

vemos submeter, à ação de um campo magnético externo, pelo menos

os spins na superfície da árvore. As interações desses soins com o

campo externo podem ser simuladas por interações com um spin fan-

tasma cr colocado em um sítio adicional. A introdução desse sítiog

extra e das ligações associadas às interações que simulam o campo

externo transforma a árvore de Cayley aberta (a) na árvore de Cay-

ley fechada assimétrica (b).
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rados pela subdivisão destes e assim por diante até que finalmente

tenhamos somente N-l sistemas de dois spins interagindo entre si,

onde N é o número de partículas no sistema original. A função de

partição do sistema original será então o produto de N-l funções

de partição de dois spins, 4 cos h 8J, dividido por dois elevado ao

número de divisões efetuadas no sistema, N-2:

(2.9)

que nada mais é do que a função de partição da cadeia linear,o que

completa a demonstração. Queremos ressaltar que esse resultado
.•.e

uma consequência direta da simetria Z(2) da Hamiltoniana implican­

do na invariância da função de partição para a transformação cr.~-a.1 ~
Raciocínio análogo pode ser utilizado para os modelos de Potts e

Ashkin-Te'ller fazendo-se as trans formações apropriadas.

Para que os resultados obtidos utilizando a árvore de

Cayley não se reduzam aos resultados triviais do mesmo modelo na

cadeia linear devemos introduzir um campo magnético externo para

quebrar a simetria da Hamiltoniana. A razão porque a introdução de~

se campo magnético externo altera tão profundamente as propriedades

do sistema pode ser entendida da seguinte maneira. Comparando as

equações (2.6) e (2.7) pode-se ver que a interação do campo magné-

tico externo com os spins da rede pode ser simulada pela interação

destes últimos com um spin introduzido artificialmente. Esse spin

designado de spin fantasma cr é colocado em um sítio extra não perg -

tencente originalmente à rede. Para nossos propósitos é suficiente

que o campo magnético externo atue apenas sobre os spins da super-

fície da rede. A generalização para campo magnético externo atuan­

do em todos os spins é trivial. Com a introdução desse spin fantas

ma, a árvore de Cayley original com seus sítios superficiais sob a

ação de um campo magnético externo (figura 4a) é transformada na
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rede que denominaremos árvore de Cayley fechada assimétrica ou sim

plesmente árvore fechada assimétrica (figura 4b). Para melhor dife

renciá-las a árvore da figura 4a. será designada daqui por diante

de árvore de Cayley aberta.

A introdução do spin fantasma para simular o campo

magnético externo apresenta duas grandes vantagens:

i) Em primeiro lugar, torna evidente que as altera­

çoes produzidas nos resultados pela presença do campo magnético ex

terno se devem a uma profunda modificação na conectividade da re­

de. Essa modificação se traduz, no limite termodinâmico, pelo apa­

recimento de um nfimeroinfinito de circuitos fechados. Torna-se

claro portanto porque que, com a introdução do campo magnético ex­

terno, não só os sistemas regulares passem a apresentar resultados

nao triviais mas também porque sistemas aleatórios possam apresen­

tar urnafase do tipo vidro de spin (secção 2.3) urnavez que o sis­

tema pode ter circuitos (plaquetas) frustadas.

ii) Em segundo lugar, e talvez mais importante, a in~

trodução do spin fantasma nos revela, com toda clareza, a natureza

hierárquica dessa rede. Essa propriedade nos leva à aplicação de

técnicas do grupo de renormalização no espaço real no estudo de

sistemas de spin nessa rede.

Finalmente, observamos que a Hamiltoniana que descre

ve o modelo de Ising na árvore de Cayley aberta com um campo ex­

terno atuando em seus spins superficiais pode ser obtida trivi~

te da que descreve esse mesmo modelo na árvore assimétrica simples

mente atribuindo-se ao spin fantasma o valor +1, cornopode ser vis

to na equação (2.7). Essa relação implica em corresDondências sim­

ples entre as propriedades dos dois sistemas. As correlações entre

spinsem dois sítios quaisquer na árvore de Cayley aberta são idên­

ticas às obtidas para os mesmos spins na árvore fechada assimétrica

..
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como pode ser facilmente demonstrado. Em particular, a correlação

entre o spin fantasma e o spin do topo na árvore fechada assimétri

ca pode ser identificada com o valor esperado do spin do topo da

árvore de Cayley aberta simplesmente atribuindo-se ao spin fantas-

ma o valor +1. Outra relação importante é que a função de partici­

paçao do sistema na árvore fechada é proporcional à função de par-

tição do sistema na árvore aberta.

2.2. Apli.cação das técnicas do grupo de renormalização no

espaço real à rede de Bethe

A simplicidade algébrica do grupo de renormalização

no espaço real a ser empregado neste trabalho é decorrente da natu

reza hierárquica da árvore de Cayley fechada e da simplicidade das

leis de composição das variáveis naturais desse formalismo. Para

um sistema consistindo de apenas dois spins interagindo entre si,

essas variáveis, designadas de transmissividade térmica e sua dual

(62) d . - d 1 - d .., na a ma1S sao o que a corre açao entre esses 01S sp1ns e

o peso de Boltzmann associado à ligação entre eles. Essa identifi-

caçao segue diretamente da definição dessas grandezas. Portanto,

neste trabalho nós usaremos corno sinônimos as designações: trans-

missividade-correlação e transmissividade dual - peso ou fator de

Boltzmann. No caso do modelo de Ising a transrnissividade entre dois

spins, a. e a., situados em sítios vizinhos e interagindoatravés1 )
de urna constante de troca J é definida como:

t = [1 - exp (-28J)] /[l+exp (-28J)] =

= tan h (8J)

e sua dual como:

<a.a.> =
1. )

(2.10a)
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Figura 5 - Leis de composição para as transmissividades.

A transmissividade associada a uma ligação Kl=SJl entre

dois spins si e Sj é definida por: t= [1 - exp (-2Kl) ]/[l+exp(-2Kl)]

e sua dual por tD = [l-t]/[l+t]. Essas grandezas correspondem, re~

pectivamente, à correlação <S.S.> e ao peso de Boltzmann associado1 J

à ligação. A partir dessa correspondência obtém-se as seguintes

leis de composição para pares de ligações com transmissividade tI

e t2: i) Para duas ligações em série (a) a transmissividade equiva

lente t:q é o produto das transmissividades, t:q = tl.t2. ii) Pa­

ra duas ligações em paralelo (b) a dual da transmissividade equiva

lente (teq)D é igual ao produto das duais das transmissividades asp
. d d I' - (eq)D D D

SOC1a as a ca a 19açao, tp = tI . t2



tD = [1 - t]/[1 + t] = exp (-2~J).
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(2.10b)

As regras de composição dessas variáveis são as seguintes: Conside

re o arranjo de três spins interagindo através das constantes de

troca Jl e J2 com transmissividade associada, respectivamente, t1

e t2 como mostra a figura 5a. A transmissividade equivalentecorres­

pondendo a uma ligação direta entre os dois spins extremos, é ob-

tida como sendo o produto das transmissividades associadas a cada

ligação:

(2.lla)

Isso pode ser entendido lembrando-se que para aca-

deia linear a correlação entre dois spins quaisquer é obtida como

sendo o produto das correlações entre todos os pares de primeiros

vizinhos intermediários aos dois sítios considerados. Para o arran

jo de dois spins ligados por duas ligações em paralelo, como mos­

tra a figura 5b, a transmissividade dual equivalente é obtida como

sendo o produto das transmissividades duais associadas a cada lig~

çao:

(2.llb)

Em termos de pesos de Boltzmann, a demonstração des-

sa segunda lei de composição é absolutamente trivial.

De posse dessas leis de composição a idéia básica p~

ra a obtenção das propriedades locais de spins em sítios infinita-

mente afastados da superfície da árvore consiste em se substituir

aglomerados de ligaçõeslocalizados na superfície da rede por uma ú

nica ligação. Note que após a implementação desse procedimento a

camada seguinte da rede (s=l) passará a constituir uma nova super-
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fície onde novamente encontramos aglomerados iguais aos anteriores.

g importante lembrar que as ligações entre os spins da superfície

darede e o spin fantasma representam o campo magnético externo.Des

sa forma, essas ligações renormalizadas representarão o campo ex­

terno efetivo que atua sobre os spins da l~ camada.

A repetição desse procedimento fará com que uma vez

efetuadas todas as renormalizações necessárias restem apenas o

spin do topo e o spin fantasma ligados por uma única interação re­

normalizada. Essa interação corresponderá no caso da árvore aberta

ao campo efetivo que atua sobre o spin do topo.

Na prática, esse procedimento se reduz à obtenção'de

uma relação de recorrência ou mapeamento que nos permitirá, a par­

tir do campo efetivo que atua sobre os spins de uma dada camada,de

terminar o campo efetivo que atua sobre os spins da camada seguin­

te. Para os casos regulares esse mapeamento será escrito em termos

das transmissividades associadas aos.campos efetivos. A obtenção

de seus atratores nada mais é do que a determinação da correlação

existente o spin do topo e o spin fantasma. Como já observamos,a­

tribuindo-se ao spin fantasma o valor +1 essa mesma correlação po­

de ser identificada com as magnetizações nos topos das árvores de

Cayley desgalhadas. Como mostraremos mais adiante, amagnetização

no topo da árvore de Cayley aberta, ou seja, a magnetização na re­

de de Bethe, pode ser obtida a partir das magnetizações nos topos

das árvores de Cayley desgalhadas. Para tanto faz-se mais uma re­

normalização onde serão dizimados,entretant~ z+l spins. Dessa for­

ma, os atratores estáveis do mapeamento determinarão os parâmetros

de ordem que caracterizarão as diferentes fases do modelo. Por exem

pIo, no sistema com interações ferromagnéticas, o ponto fixo tri­

vial caracteriza a fase paramagnética e o ponto fixo não trivial a

fase ferromagnética.

Antes de prosseguir vamos fazer um parenteses para
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afastadas

dasuperficie da rede. Esses sitios devem ser todos equivalentes

e como fai observado nossos problemas se reduzirão ao estudo de

relações de recorrência. Torna-se claro portanto que devem ser

considerados como sitios infinitamente afastados da superficie da

rede àqueles pertencentes a camadas para as quais a relação de re­

corrência já tenha convergido. Para se evitar mal-entendidos, duas

observações se fazem necessárias:

i) Em primeiro lugar, há que se destacar que os atra

tores caracteristicos dessas relações de recorrência, exceto nos

casos muito simples, serão obtidos numéricamente. Torna-se então

necessário o estabelecimento de um critério que permita caracteri­

zar a ocorrência da convergência. Por razões puramente computacio-

nais neste trabalho diremos que a convergência já foi alcançada

quando os resultados obtidos após duas iterações consecutivas nao

diferirem entre si por mais do que uma parte em 107• Em termos da

transmissividade 8 associada a uma ligação direta entre os sitioss
da camada s e o spin fantasma, essa camada será considerada como

infinitamente afastada da superficie da árvore se:

18s+l 8s1 < 10-7

ii) Em segundo lugar, o fato da última renormalização

ser diferente das.demais pode fazer parecer que o topo e seus vizi

nhos não são equivalentes. Apesar da magnetização na rede de Bethe

só poder ser identificada com a magnetização no topo da árvore

a equivalência entre esse sitio e seus vizinhos pode ser facilmen

te demonstrada. Observe que, uma vez tendo sido obtida a convergêg

cia em uma dada camada, qualquer sitio de uma camada posterior po­

de ser considerado como topo simplesmente redesenhando-se a árvore.

"
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Figura 6 - Obtenção da relação de recorrência para o mode

10 de Ising regular

Utilizando as leis de composição da figura 5 cada ag10me-

rado de ligações contendo os spins da superficie da árvore de Cay­

1ey fechada assimétrica (figura 4b) pode ser transformado em uma

única ligação. A transmissividade equivalente é dada pela
-

equaçao

(2.15) onde t é a transmissividade associada às ligações não re-

norma1izadas e e a transmissividade associada a uma ligação dire­s
ta entre o spin fantasma e um spin da s-ésima camada. Observe que

a substituição de cada aglomerado da figura 4b por uma única 1iga-

ção reproduz a mesma figura com uma camada a menos. Dessa forma,es

se procedimento pode ser aplicado recursivamente até que o sistema

fique reduzido a uma única ligação renormalizada entre o spin do

topo o spin fantasma. e pode ser interpretada como sendo a trans­s
missividade associada ao campo efetivo que atua nos spins da s-ési

ma camada.
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2.2.1. A relação de recorrência

Consideremos o aglomerado de spins e ligações

mostrado na figura 6. e.= tan h (BX.) é a transmissividade associa1 1
da ao campo efetivo X. que atua sobre os spins da i-ésima camada e1
t = tan h (8J) é a transmissividade associada às interações não re

normalizadas, ou seja, às interações que ligam os sítios de camada

s aos sítios da camada s+l. Todos os resultados que serão aqui (re)-

obtidos são bem conhecidos e podem ser encontrados, porexemplo,na

referência 60.

Usando inicialmente a lei de composição (2.lla)

eliminemos os spins da camada s substituindo cada par de ligéÇões

em série por uma única ligação com transmissividade teso A seguir.'

por meio de (2.llb) podemos substituir todas as z ligações em par~

leIo por uma única ligação, Xs+l' com transmissividade associada,

.es+1'dada por:

= [<l-te )/(l+te )]zs s
(2.13)

Tomando o logaritmo de ambos os lados essa equação pode serrees-

crita como:

ou ainda como:

arc tan h es+l = z arc tan h(te )s (2.14)

= tan h [z arc tan h(te )]s

Antes de passarmos ao estudo do

. (2. 15)

mapeamento

(2.15) propriamente dito vamos mostrar que ele reproduz éS resulta
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Figura 7 - Relação de recorrência para o caso ferromagné-

tico (t>O).

A transmissividade 8s entre o spin do topo e o soin fan­

tasma é a'magnetização no topo da árvore com s camadas. Dessa for-

'ma, no limite em que S700 a magnetização no topo é determinada pe-

los atratores do mapeamento (2.15) parametrizado pela transmissiv~

dade (temperatura) t. Esses atratores podem ser determinados graf~

camente da seguinte maneira: A partir de um valor não nulo 8 de-o

terminamos 81 traçando uma linha vertical até a intersecção com a

curva 8s+1. 82édeterminado traçando-se desse ponto uma linha hori­

zontal até a reta 8s+1=8s e a seguir novamente uma linha vertical

até a curva 8s+l. Repetindo esse processo "ad infini tum" obtém-se

o atrator. Para t < l/z o único atrator é o ponto fixo trivial (0-

rigem) que identifica a fase paramagnética. Para t > l/z o ponto

fixo trivial é instável e os iterados de qualquer 8 não nulo can­o

vergem para um ponto fixo não trivial 8* que identifica a fase fer

romagnética.
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dos de campo médio usual. Antes de mais nada, é importante obser-

var-se que neste limite, para que possamos garantir a existência

de resultados fisicamente aceitáveis, as interações devem ser pro-

,. , d - d 'f' - (66) N d'porc1ona1s ao 1nverso a razao e ram1 1caçao • essas con 1-

ções podemos fazer a aproximação:

t = tan h(8J/z) ~ 8J/z. (2.16 )

Substituindo (2.l6) em (2.lS) e expandindo-se

o arco tangente hiperbólico obtemos a seguinte relação de recorrên

cia para a transmissividade e :s

= tan h (8Je )s (2 •.17)

Lembrando que no ponto fixo (es+l=es=e*)e que

a transmissividade e* pode ser interpretada como a magnetização m*

do spin do topo, podemos identificar a equação (2.17) como a equa-

- ~ . (66)
çao de campo medlo •

No que diz respeito ao mapeamento (2.15), ex-

ceto pelo fato de e*=o ser um ponto fixo para qualquer valor de t,

todas as suas demais propriedades serão profundamente dependentes

do sinal desse parâmetro e por esse motivo analisaremos os dois ca

sos separadamente.

a) Caso Ferromagnético (t= tan h(8J»0)

Nesse caso a função es+l= f(es) tem as seguig

tes propriedades (veja figura 7):

i) ~ monótoma crescente em todo o intervalo

de definição de e [-1,11.s

ii) t; cônvaca no intervalo -1 < e < o·e oonvexas
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no intervalo O < e < l.s

Essas prop~iedades nos permitem tirar as se­

guintes conclusões a respeito dos pontos fixos desse mapeamento:

,i) Em primeiro lugar, só teremos pontos fixos

nao triviais quando a derivada f' (e ) em e =0 satisfizer a condi-s s
çao jf'(O)1>1, ou seja, quando o ponto fixo e*=o se torna instável

(vejaApêndic~ A). Note que a instabilidade do ponto fixo trivial

sigrtific~ na pr.ãticaque teremos uma correlação não nula entre o

spin 00 tx:>};O e o spin fantasma mesmo no 1im.i>teem que o campo na su­

perfície é aproximadamente - mas não exatamente - nulo. ~ importan

'teobservar-se também que este valor da correlação é independente

da magnitude da condição inicial (campo externo) dependendo apenas

de seu sinal. Como veremos mais adiante essa dependência não é im-

portante.

por:

ii) Os dois pontos fixos não triviais,

e; = tan h [z are tan h(te;)]

dados

(2.l8)

serao estáveis sempre que existirem. Esses pontos fixos, como se

pode ver de (2.18), corresponderão à mesma solução, diferindo en­

tre si apenas pelo sinal. Para qual desses pontos fixos a relação

de recorrência convergirá depende~á de condição inicial.

No caso de z finito entretanto esses pontos

fixos não podem ser imediatamente identificados como a magnetiza-

çao no topo da rede, como fizemos no caso z-+oo.Isso porque no úl­

timo aglomerado a ser renormalizado teremos z+l ligações em parale

10 e não simplesmente z ligações coroem todas as renormaJ.lzaçõe~an

teriores. Levando em conta ess.efato a magnetização no topo da re­

de será:-



m* = tan h [(z+l) arc tan h(te*}]

41

(2.19)

que é precisamente a expressãq para a magnetização na aproximação

de Bethe-peierls(60). Os dois pontos fixos não triviais podem en-

tão ser entendidos como uma degenerescência do estado fundamental

do modelo de Ising ferromagnético e correspondem ao alinhamento "~

ra cima" e "para baixo" se o campo externo que atua na superfície

(condição inicial) for positivo ou negativo.

iii) Da estabilidade do ponto fixo trivial ob-

tém-se a temperatura crítica S :C

t = tan h(S J) = l/zc c (2.20)

Para t>t o ponto fixo trivial que caracteri­c
za a fase paramagnética (m*=O) torna-se instável e a solução nao

trivial estável (m*fO) que caracteriza a fase ferromagnética pas-

sa a existir.

iv} A ordem da transição pode ser determinada

considerando-se os seguintes resultados: como foi observado os pon

tos fixos paramagnético e ferromagnético não são simultâneamente

estáveis I significando que não há CQI=>....xistênciade soluções.Em segundo lu

gari como uma consequência da convexidade (concavidade) do mapea-

mento para e >0«0) os pontos fixos ferromagnéticos coalescem des
uma maneira contínua no ponto fixo trivial quando t~t . Isso signic -
fica que não há discontinuidade no parâmetro de ordem (m*) na tem-

peratura crítica. Baseados nesses fatos podemos concluir que a

. - - a
translçao e de 2- ordem.

b) Caso Antiferromagnético (t= tan h(8J)<o)

.'
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(o)

e.+2

(b)

Figura 8 - Relação de recorrencia para o caso antiferro-

magnético (t<O)

Seguindo o procedimento descrito na figura 6. verifica-se

que para Itl<l/z o único atrator é o ponto fixo paramagnético. Pa­

ra Itl>l/z surge um novo atrator, denominado de duplo ciclo, no

qual os iterados de e no limte s+oo ficam saltando entre dois vaIoo

res (a) de forma que são necessárias duas iterações para que o mes

mo valor seja reproduzido. Em termos da segunda iterada (b)

duplo ciclo se transforma em dois pontos fixos.

esse
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como:

.
e +l=~ tan h [z arc tan h( It I e )]s· s (2.21)

de tal forma que 8 +1 e 8 terão sempre sinais opostos, o que equis s -
vale a dizer que o único ponto fixo possível é o ponto paramagnéti

co (veja figura 8a.). O estudo da estabilidade desse ponto fixo u-

sando (A.S) nos mostra que, a exemplo do que ocorre no caso ferro

magnético, ele é instável abaixo da temperatura crítica definida

por (2.20). Consequentemente, para t>t , um novo atrator, mais comc

plexo que um simples ponto fixo, deve se tornar estável. A forma

desse atrator pode ser determinada a partir dos pontos fixos nao

triviais obtidos no caso ferromagnético da seguinte forma: suponha

mos que 8s=8~. De (2.18) e de (2.21) teremos então que 8s+1= - 8~,

ou seja, 8s+1= e~. Repetindo esse procedimento com es= 8* obtemos

que es+l=e~.Dessa forma, esse atrator chamado duplo ciclo, é consti

tuido pelos dois pontos fixos não triviais do caso ferromagnético,

de forma que pela relação de recorrência volta-se ao mesmo ponto a

pós duas iterações. Esse resultado pode ser interpretado como uma

consequência da divisão da rede em duas sub-redes magnetizadas em

sentidos opostos. Portanto esse duplo ciclo é o atrator que carac-

teriza a fase antiferromagnética. No que diz respeito à magnetiza-

çao no topo tem-se dois resultados possíveis, um para cada sub-re-

de:

m± ~ tan h[(z+l) arc tan h(ltI8;)] (2.22)

Quanto as demais propriedades do modelo, elas

podem ser mais facilmente determinadas estudando-se a relação de

recorrência para a segunda iterada, ou seja, a relação de recorren

cia para 8s+2 em função de
8 :s

..
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8S+2= tan h{z arc tan h[ltltan h[z arc tan h

(2.23)

Nesse caso pode-se ver facilmente que o duplo

ciclo de (2.21) se reduz a um ponto fixo não trivial. Em outras p~

lavras, esse mapeamento tem as mesmas propriedades já discutidas no

caso ferromagnético.portanto todas as conclusões obtidas no que diz

respeito à temperatura crítica, estabilidade dos pontos fixos e ar

dem da transição se aplicam para o caso t<O (veja figura 86).

A seguir analisamos o caso particular z=2. Pa

ra esse valor da razão de ramificação a relação de recorrência po-

de ser escrita de maneira muito mais simples. Da equação (2.13) ob

temos que:

= 2t8 1[1 + t2 82]S S ( 2. 24 )

Fazendo-se es+l=es=e* podemos obter os seguintes pontos fixos:

e* = O

~ interessante destacar que:

(2.25a)

(2.25b)

i) Os pontos fixos não triviais só são reais

para t > tF = 1/2 que é a mesma temperatura em que o ponto fixo pac -

ramagnético fica instável. Aplicando-se (A.5) é fácil mostrar que

os pontos fixos (2.25b) são estáveis sempre que reais.

ii) Os pontos fixos não triviais (2.25b) ten­

dem de uma maneira contínua ao ponto fixo trivial quando"t+tF. Es­c
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sas duas propriedades caracterizam uma transição de fase de 2~ or­

F
dem na temperatura t = tan h(S J) = 1/2.c c

iii) Para t<O' o único ponto fixo real é o ponto

fixo paramagnético. Isso nos leva a estudar a segunda iterada de

(2.24) •

(2.26)

Além do ponto fixo trivial esse mapeamento a-

presenta os seguintes pontos fixos:

i) (e~)F = ± i (-1+2t) 1/2 (2.27a)

que só serao reais se t>O e nesse caso correspondem aos pontos fi-

xos (2.2Sb) já obtidos no caso ferromagnético.

ii) (e~)AF = ± ~ [-1-2t] 1/2 (2.27b)

~ -. AF 1/2 l' d .t ~ .que so serao realS para t < t = - . Ap lcan o-se o crl erlOc
de estabilidade (A.S) à equaçao (2.26) verifica-se que essa

~
e a

temperatura em que o ponto fixo trivial se torna instável. Como no

caso ferromagnético os pontos fixos não triviais (2.27b) serão es-

táveis sempre que forem reais e tendem de uma maneira contínua ao

ponto fixo trivial quando t+tAF caracterizando a transição entrec
as fases paramagnética e antiferromagnética também como de 2~ or-

demo O duplo ciclo que caracteriza a fase antiferromagnética.ode

ser identificado simplesmente fazendo-se 0s= (0:)AF em (2.24) para

se obter 0s+1 = (e~)AF e vice-versa.
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Figura 9 - Determinação da correlação entre o spin do to-

po e um spin da superfície.

Conhecendo a transmissividade renormalizada entre o spin

do topo e o spin fantasma podemos construir um aglomerado reintro-

duzindo os spins da superfície. Isso nos permite obter a transmis-

sividade (2.30) associada a uma ligação direta entre o spin do to-

po e os spins da superfície (a). No limite termodinâmico o
-

numero

de camadas tende ao infinito fazendo com que essa transmissividade

tenda a zero. Nesse limite os spins da superfície se comportam co-

mo um sistema de partículas não interagentes submetidos à ação de

um campo magnético externo (b).
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Para finalizar essasecção vamos considerar

mais wna vez a árvore de Cayley para mostrar que a correlaçãoen

tre um spin na superfície e o spin do topo é nula. Com isso, mos

traremos que a superfície dessa árvore pode ser entendida como um

conjunto despins não interagentes submetidos à ação de um campo

magnético externo. Nessa demonstração utilizaremos um procedimen­

to inverso ao adotado até agora. Em todos os cálculos que efetua-

mos até o presente momento a idéia básica era ir dizimando os spins

da, x:ed.e a:téfi.carmos,cClltuma úni.ca-ligação renormaliz.ada unindo o

spin fantasma ao spin no topo da rede. A idéia agora é reintrodu-

. H-I ~ti d f~· t f d ~ .. tz~r os z s~ osa super ~c~e, rans orman o uma un~ca ~n era-

çao renormalizada em um aglomerado como mostrado na figura 9a. Es

1 d ~ t·t ~d N-l. dl·-se ag omera o e cons ~ u~ o por z conJuntos e ~gaçoes em pa-

ralelo. Cada um desses conjuntos por sua vez, é constituído por 2

ligações em série: a primeira delas representando o campo magnéti

co externo, X , com transmissividade associada e e a outra repreo 0-
sentando a ligação direta entre um spin da superfície da árvore e

o spin no topo, dom transmissividade associada V. Aplicando as

leis de composição (2.l0)a esse aglomerado teremos:

[l-e*]/[l+e*] =
N-l

[(l-Va )/(l+Ve )]zo o
(2.28)

onde e* é a transmissivi.dadeassociada à ligação renormalizada en

tre os spin do topo e fantasma. Tomando o·logarítmo de ambos os

lados dessa equação teremos:

arc tan h e* N-l= z arc tan h(Ve )o (2.29)

de tal forma que a transmissividade associada à ligação direta en

tre um sítio da sup~rfície e o spin do topo será:
r'.

\
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1 1 ]V = e- tan h [ N-l arc tan h e* .o z
(2.30)

No limite termodinâmico, ou seja, no limite

em que o número de camadas N tende ao infinito, V se anulará.Nesse

limite então
.•.

sera nula a correlação entre um spin da super-

fície e o spin do topo e o aglomerado da figura 9a pode ser redu­

zido ao da figura 9b que representa zN-l spin não interagentes sob

a açao de um campo magnético. ~ trivial mostrar-se então que a cor

relação entre dois desses spins, V , será dada por:s

V = e2 = tan h2(f3X )s o o (2.31)

Também, fica óbvio que a correlação entre um

desses spins e o spin fantasma nada mais é do que a magnetização

produzida na superfície pelo campo magnético externo:

m = tan h (SX )s o

2.2.2. Outras propriedades termodinâmicas

Consideremos o modelo de Ising em uma

(2.32)

rede

qualquer, submetido à ação de um campo magnético H. Sua função de

partição é definida como:

Z(s,h) = E exp
{o}

[SJ E

<ij>
0.0. + SH E o.]

.1. J . .1.
.1.

(2.33)

onde a primeira soma é efetuada sobre todos os pares de sítios vi-

zinhos e a segunda sobre todos os sítios. Da energia livre defini-

da por:



W(S,h} = - KT in Z
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(2. 34)

todas as propriedades termodinâmicas podem ser calculadas-. Por exem

plo, a magnetização total M pode ser obtida de:

M(S,H) =

e a energia interna de:

(2.35)

U(S,H)
ô

ôT
(2.36 )

Convém lembrar que a magnetização total é uma

soma sobre todas as magnetizações locais, ou seja:

M(8,H)= L M.(B,H).. ).).
(2.37)

Em uma rede regular onde todos os sítios sao

equivalentes a magnetização total pode ser escrita como Nm onde N

é o númerQ total de sítios e m a magnetização média por sítio.

Como já observamos esse procedimento no caso

da árvore de Cayley dá origem a uma série de problemas inusitados

porque ela não é uma rede de Bravais. Como nesse trabalho conside-

ramos apenas propriedades locais de sítios pertencentes à rede de

Bethe, é necessário desenvolver um método que nos

truir as demais propriedades termodinâmicas.

permita cons-

Com relação à energia livre esse método

foi desenvolvido por Thompson(60). Ele consiste essencialmente

já

em

se considerar na equação (2.37) apenas sítios oertencentes à rede

de Bethe, todos com número de coordenação b, e para os quais M. (B,).

H) = m(B,H). Para a rede de Bethe a energia livre pode então ser

obtida integrando-se (2.35) com relação ao campo magnétiso, desde
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que se defina de forma apropriada os extremos de integração. Isso

pode ser feito observando-se que no limite H+oo a função de parti-

ção (2.33) é dominada pelo estado em que todos os spins assumem

o valor +1, de tal forma que:

- JN - HNL (2. 38)

onde NL é o número de ligações na rede e N o número de sítios.Ob­

servando-se ainda que m(S,oo)=l e que para uma rede regular, com nú

mero de coordenação b=z+l teremos NL= ~ Nb ligações a energia li­

vre por partícula poderá ser escrita como:

1--
2

bJ - H + J; [m(h)-l]dh.

(2. 39)

Esse é o procedimento padrão para o cálculoda

energia livre a partir da magnetização para rede de Bethe. Hesmo

no caso do modelo de Ising regular a avaliação da integral do lado

direito de (2.39) exige algum esforço de modo que a determinação da

energia livre em sistemas mais complicados não é uma tarefa fácil.

Nesta secçao nós mostraremos entretanto que a

energia interna pode ser calculada de uma maneira muito simples.Es

se cálculo se baseia no fato de no limite termodinâmico tanto o to

po da árvore quanto os sítios da camada central poderem ser consi-

derados como pertencentes à rede de Bethe, ou seja, são todos
.•.sJ.-

tios equivalentes. A média térmica da energia de interação entre um

spin da camada central da rede,

por:

cri' e o spin do topo, crt, é
dada

(2.40)
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Como esses sítios são todos equivalentes UL

pode $erco~iderada a energia média por ligação em ·uma rede de

Bravais na aproximação de Bethe. Da equação (2.36) a energia inter

na para o modelo pode ser escrita como:

u = - J (2.41)

Lembram~o-se que <O"iaj> deve ,ser o mesmo para quaisquer pares de

sItios, teremos para a energia interna por partícula:

Jb
U = - ---- <0.0.>

2 ~ J
(2.42)

Compar.ando (2.40) e (2.42) nós podemos ver que

o problema da obtenção da energia interna na aproximação de Bethe

se reduz ao cálculo da correlação entreÜm spin da camada central

e o spin do topo, ou seja, ao cálculo da transmissividade efetiva

entre esses dois spins.,Essa transmissividade pode ser obtida da

seguinte forma: inicialmente procedemos a todas as renormalizações

necessárias para se reduzir a árvore apenas ao conjunto formádo p~

10 spin do topo, seus primeiros vizinhos que formam a camada cen­

tral e o spin fantasma (veja figura 10a). No limite teimodinâmico

podemos diz.erque a transmissividade efetiva e: entre os spins da

camada central e o spin fantasma será dada por: (2.18). Lembrando

que na camada central temos z+l sítios o aglomerado da figura 10b

é obtido simplesmente dizimando-se quaisquer z spins da camada cen

traI. Considerando que a relação de recorrência já convergiu note

que a transmissividade obtida dessa decimação será e:(e~)se esta­

mos supondo ferromagnetismo (antiferromagnetismo). Val.ea pena des. -
tacar que o aglomerado da figura 10b representa um sistema de dois

spins interagindoentre si com cada um deles submetido à ação de

um campo magnétiCO efetivo que nada mais é do que a idéÜV básica
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Figura 10 - Derivação da energia interna

spin

(2.43) é obtida efetuando-se

entre o spin do topo oN e um

qualquer

~e

as

N N-l
<o o. >1

- N N-l
A correlaçao <o o. >1
N-l
o. da camada central1

renormalizações indicadas na figura. Na rede de Bethe,

a correlação entre quaisquer dois spins primeiros vizinhos. Por-

tanto, na aproximação de Bethe - Peierls a energia interna (2.44)é

obtida substituindo-se essa equação na equação (2.42).
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de aproximação de acoplamento constante (67)•

Vamos calcular a transmissividade definida em

(2.40) apenas para o caso antiferromagnético uma vez que o caso

ferromagnético pode ser obtido des te simplesmente fazendo-se e:+ e~.

Aplicando as leis de composição (2.11) ao a-

glomerado da figura IOb teremos finalmente:

(2.43)

A substituição de (2.43) em (2.42) nos permi-

te escrever a energia interna por partícula corno sendo dada por:

(2.44)

concordando com a expressão da energia interna obtida na aproxima-

- (60)
çao de Bethe .

2.3. O vidro de spin de Ising na Rede de Bethe

Nesta secçao e nas seguintes nós resolvemos exatamen

te o modelo de Ising com interações aleatórias entre primeiros vi-

zinhos na rede de Bethe no limite z+oo. Abrimos um parenteses pa-

ra salientar que a desordem introduzida no sistema pelas interações

aleatórias será considerada temperada. Segundo a prescrição de Brout

(24) isso significa que a média sobre esta desordem deve ser efetua

da sobre a energia livre e as grandezas dela derivadas e não sobre

a função de partição, corno seria o caso se considerássemos a desor

dem recozida.

o modelo de Ising aleatório na árvore de Cayley foi

anteriormente considerado por Thompson(54) , supondo que ~ distri-
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Figura 11 - Relação de recorrência para o vidro de spin

de Ising.

Usando as leis de composição da figura 5 o campo efetivo

x~+l(c), que atua sobre um spin da camada s+l, pode ser escrito em1
termos das interações não renormalizadas K~., entre esse spin e os1J
da camada s, e do campo efetivo x~, que atua nesses últimos, como

J

nas equaçoes (2.50) e (2.49). No limite em que z+roo teorema do li

mite central nos assegura que a distribuição de probabilidades pa-

f t· XS+1 - . A - d .. - .ra o campo e e 1VO . sera GaUSS1ana. sua me 1a e var1anC1a po1 -
dem ser obtidas da média e variância da distribuição de probabili-

dades das interações y~. (b).1J
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buição de probabilidades para as interações é Gaussiana, de mddo

que a maior parte dos resultados aqui obtidos pode ser encontrada,

para comparação, nessa referência. Essa comparação se presta tam-

bém para se apreciar melhor a simplicidade de nosso formalismo.

A idéia básica para solução desse problema consis-

te, como fizemos no caso regular, na substituição de aglomerados

com z+2 spins e 2z ligações pelos dois spins nos extremos'intera-

gindo através de uma constante de troca renormalizada •.Essa cons-

tante de troca renormalizada pode ser interpretada, fixando-se o

spin fantasma, como o campo magnético externo efetivo que atua so-

bre os spins de camada a que pertence o spin no topo do aglomerado.

Procedendo dessa maneira, podemos calcular a distribuição de proba

bilidades para o campo externo efetivo, que atua na camada s +1 da

rede, a partir das distribuições de probabilidades para os campos

externos efetivos que atuam na camada s.

Consideremos o aglomerado da figura lla. A Hamilto-

niama para esse sistema pode ser escrita como:

-SH =
z
E

j=l

s s+l s
K .. (0. o. - 1) +1.J 1. J

z
E

j=l

s sx. (0.0 -1)
J J g

(2.45

onde o representa o spin fantasma, o~ os z spins da camada s liga
g J -

dos ao i-ésimo spin da camada s+l por meio das interações não re-

normalizadas K~ .• Os campos externos efetivos que atuam sobre os1.J

spins da camada s são designados por x~.J

Por enquanto não seria necessário que especificásse-

mos qual é a distribuição de probabilidades para as interações.En

tretanto, podemos adiantar que resolveremos esse problema usando a

distribuição de probabilidades mais comum no estudo de vidros de

spin:
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P[K~.]~J (2.46)

bem como uma distribuição discreta do tipo:

P [K~ .]
1.J

= w ô [K7.-K/Z] + (l-w)ô[K~.+K/zJ
1.J 1.J

(2.47;

Em ambos os casos, os parâmetros das distribuições

devem ser divididos pela razão de ramificação para que, como no ca

so regular, possamos garantir resultados fisicamente aceitáveis no

limite z+oo. Observe que esta divisão faz com que as interações K~ .
1.J

possam ser consideradas como quantidades muito pequenas, o que se-

rá bastante utilizado no que segue. ~ importante salientar que os

resultados obtidos dessa aproximação só se tornarão realmente cor­

retos no momento em que efetuarmos a média sobre a desordem.

utilizando a lei de composição (2-lla) cada conjunto

de duas ligações em série no aglomerado da figura lla pode ser subs-

tituido por uma

da definição de

única ligação Y~. (veja figura llb). Fazendo1J
transmissividade (2.l0a) as interações Y~,1J

uso

podem

ser escritas como:

s
Y. ,

1J 1 [ s· s ] [ s s]= -2 R,n { 1 + t., e, / 1 - t,. e. }1J J 1J J
(2.48)

onde t~, e e~ são as transmissividades associadas, respectivamente,1J J
com as interações não renormalizadas K~. e os campos efetivos1J
Lembrando que as interações K~, são muito pequenas obtemos a1J
guinte aproximação para a equação (2.48):

s
X .•

J

se-

s - s s
Y .. = K" e,

1J 1J J (2.49)

o passo seguinte consiste na substituição .de todas

1, - 1 1 ' s+las Z 19açoes em parale o pe o campo externo efet1vo X.1
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(2.50)

o teorema do limite central(69) nos garante que no

limite z+oo, qualquer que seja a distribuição de probabilidades dos

Y~., a distribuição de probabilidades para o campo externo efetivo~J
s+l ~. - f~' dX. sera Gauss~ana. Com excessao da super 1c~e on e suporemos que1

o campo externo não é aleatório, podemos afirmar então que em to-

das as demais camadas da rede o campo externo efetivo terá uma dis

tribuição de probabilidades Gaussiana. O teorema do limite central

nos garante também que a média XS dessa distribuição e sua variâno

cia X2 são obtidas da média yS e da variância y2 da distribuiçãos o s

de probabilidades dos y~. por:1J

X2 = Z y2S S

Portanto o problema da obtenção da

.probabilidades para o campo externo efetivo x~+l1
10 de yS e y2 que são obtidas, usando a equaçãoo s

s s [s]s s s sy =!!P (X.) P K .. K .. e. dK .. dX.
o J 1J 1) J 1) J

e de:

(2.5la)

(2.5lb)

distribuição de

se reduz ao cálcu

(2.49), de:

(2.52a)

(2.52b)

Para prosseguir além desse ponto é necessário especi

ficar a distribuição de probabilidades dos K~ .. Os dois casos par­1J
ticulares já mencionados serão analisados separadamente pois apre-

.'
sentam resultados bastante distintos.
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2.3.1. Distribuição de probabilidades Gaussiana

5 - 'd d d'Neste caso os K .. sao ~n epen entemente 1S-
~J

tribuídos de acordo com (2.46). Fazendo-se a substituição de variá-

veis.

US = _ 1/2 (KS. - K /z)/Kij Z i] o

nas equações (2.52) temos que:

. (2.53)

- -1/2 s s s s+ K z U..) 6. dU .. dX.1J J 1) J

e

(2.54a)

cima e definindo:

(2.54b)

Efetuando as integrais em U~. nas equaçoes a­1J

obtemos finalmente:

[ s] s sm = JP X. 6. dX.s J J )
(2.55a)

(2.55b)
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yS = K z-l (2.56a)O o ms

y2 = í{2z

-1
(2.56b)s

qs·

Usando agora as relações (2.51) a distribui­

ção,de probabilidades para o campo externo efetivo que atua na ca­

mada s+l pode ser explicitamente escrita como:

= [2nK2 qs]-1/2 exp[-(x~+l ­J

(2.57)

Note que m e q estão ligados respectivamen-s s
te ã média e à variânciada distribuição de probabilidades do cam-

po externo efetivo que atua na camada s+l. Usando agora (2.57),(2.

55) e lembrando que e~ 7 tan h Ix~1 nós podemos encontrar o mapeaJ J -

mento que relaciona a média e a variância da distribuição de prob~

bilidades,do campo externo efetivo que atua na camada s+2 como fun

ção dessas mesmas grandezas para o campo externo efetivo que atua

na camada s+l:

-1/2 ~ - 1/2
= (2n) J tan h [Km + K q x]dx_~ o s s

(2.58a)

(2.58b)

onde, para escrever as equações acima fizemos uma substituição de

variáveis idêntica a (2.53). Supondo a existência de pontos fixos
.'
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do tipo ms+l=ms=m e qs+l=qs=q as equações (2.58) se reduzem às e­

quaçoes .de SK"para o vidro de spin de Ising(27). Na verdade, essas

equações são um pouco mais gerais que as equações de SK uma vez que

admitem solução tambémpara K <O. Para valores negativos de K"o o

fácil de ver que (.2.58)possui um duplo ciclo do tipo ms= - mS+1 ;

qg==qs+l característico de uma fase antiferromagnética. Basta que

se faça nas equações (2.58) a transformação x +- X para obter, pa-

ra K <O:o

= _(2n)-1/2 r~:e-x2/2 tan h [-IKolms -

- 1/2
K q x ] dxs (2.59a)

- 1/2-Kq". x] dxs (2.59b)

Invertendo os limites de integração nessas e-

quaçoes e lembrando que a tangente hiperbõlica é urnafunção

de seu argumento teremos:

.•
unpar

= _ (2n}-1/2

+ Kql/2 x ] dxs (2.60 a)

= (2n)-1/2

+ K ql/2 x 1 dxs "(2.60b)

Para se estudar a estabilidade dos pontos fi-
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xos(veja Apên.d:i..ceA) é necessário obter-se os elementos do Jaco­

bi:ano das transformações (2.58):

A =

+ K ql/2 x ] dxs (2.61a)

B = ams+1

aqs
Ia> -x2f2
_a> e •

(2.61b)

c = aqs+l

ams

(2.61c)

a .
o = qS+l

aq s

+ Kql(2 xl dxs (2.61d)

Devido ã complexidade do mapeamento (2.58)

das equações (2.61) o único estudo analltico que pode ser feito

o da esta.bilidad.e do ponto fixo trivial.:

e
-e

m* = q* = O

,

(~.6~)
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Figura 12 - Diagrama de fases de vidro de spin de Ising.

Como no caso regular, o diagrama de fases do vidro de spin

pode ser obtido dos atratores do mapeamento correspondente (2.58).

são os seguintes os atratores encontrados e as fases por eles ca-

racterizadas: i) ponto fixo m* = q* = O - fase paramagnética. ii)

ponto fixo m* = O; q* ~ O - fase vidro de spin. iii) ponto fixo

m* t O; q* t O - fase ferromagnética. iv) duplo ciclo mi+l= - mi=

m*; qi+l = q. = q* - fase antiferromagnética.1

A linha ABCD fornecida por (2.64) pode ser obtida anali-

ticamente estudando-se a estabilidade do ponto fixo paramagnético.



63

Substituindo (2.62) em (2.61) é fácilàe ver gueB=C=O de tal for-

ma que os autovalores do Jacobiano serão:

À2 = O = K :: aJ

(2.63a)

(2.63b)

Aplicando-se oc:ritério de estabilidade (A-lO)

t.emos qt1e. o. :J'?OntQ :fixo trivdalr que caracteriza a fase paramagnéti

caéestável na região definida por:

KT/J > 1

(2.64a)

(2.64b)

Para se estudar outros aspectos do mapeamento

(2.58) tais como a identificação dos demais atratores e a determi-
j

nação de suas estabilidades é necessário recorrer-se a uma análise

numérica (veja Apêndice B). Essa análise nos permite reproduzir'e~

tre outras coisas o diagrama de fases do vidro de spin de Ising ob

tido por SK (figura 12). Nesse diagrama, além da fase pararnagnéti-

ca temos urna fase ferromagnética representada por um ponto fixo não

trivial, m*.FOiq*~O, urna fase vidro de spin caracterizada por um

ponto fixo do tipo m*=Oi q*r!O bem como uma fase antiferromagnética

representada por um duplo ciclo do tipo ms+1= - ms = - m* i qs+l = qs =

q* ••Todas as,transições de.fase são de segunda ordem no sentido dis

cuti.do na secção (2.2.1).

como último pa.sso rnos.oraremos que m e qpo-.... , .... ·s s

dem ser identificados respectivamente como os parâmetros de ordem

.ferromagnético e vidrc de spinem uma árvore com 5+1 camadas. Ob-

serve inicialmente qt+~ as equações (2.58) r~presentam as médias da

,
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Figura 13 - Processo utilizado para a derivação da equa-

çao de TAP.

A partir do aglomerado (a) constituído _pelo spin do topo,·

ospin fantasma e os spins da camada central podemos obter a magne

tização no topo (2.66). Por outro lado, essa mesma quantidade e a

magnetização na camada central podem ser obtidas a partir do aglo­

merado (b) seguindo-se, respectivamente, os caminhos indicados pe-

Ias setas I e 2 (respectivamente equações (2.68) e (2.67». Combi­

nando essas três equações obtém-se as equações de TAP (2.74).

,
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transmissividade, entre o spin fantasma e o s~in do topo de umare

de com s+l camadas, e de SeU quadrado, segundo a distribuição de

campo externo efetivo que atua neste último spin. Como já vimos na

secçao

da com

(2.2) essa transmissividade pode ser diretamente identifica

. - s+l ~
a magnetlzaçao <Ot > no topo de uma arvore de Cayley aber-

ta com s+l camadas. Desse modo, as equações (2.58) podem ser rees-

cri tas como:

(2.65a)

(2.65b)

onde [J indica a média sobre a desordem introduzida pelo campoav
externo efetivo.

2.3.2. A equação de TAP

Os primeiros autores a reconhecerem a impor­

tância do campo de reação no estudo dos vidros de spin foram Thou­

less, Anderson e Palmer (TAP) (45). Utilizando a rede de Bethe es-

ses autores desenvolveram uma equação fundamental para o valor es­

perado de o, agora conhecida como equação de TAP. Essa equação stib~

titui a equação de campo médio usual (2.17) por levar em conta a

contribuição do campo de reação. Nesta secção mostraremos como a

equaçao de TAP pode ser derivada usando O formalismo aqui desenvol

vido.

Para isso, inicialmente devemos proceder a to

das as renormalizações necessárias para reduzir a árvore (completa)

ao aglomerado da figura 13. Esse aglomerado é constituído pelo s~in

do topo, 0t' SeUS z+l primeiros vizinhos o. e o spin fantasma o •
J g

" . ---"_._._"-~ .. - 'M'(A DE ~ÃO (~RLOS·U"')'
Im:UCiEU De it·;;;'iiU[') DE FlSICA E QU,..",". v' • _ •• <~,

F\~IC~
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Em outras palavras, devemos determinar primeiramente o campo exte~

no

vo

efetivo xC;:que atua nos spins da camada central. O campo efeti­)
que atua no topo da rede será então dado por:

z+l
E K . SC

j=l t) j

onde Ktj é a constante de interação entre o spin do topo e o j-ési

mo spin da camada central e S~ a transmissividade associada ao cam)
po externo efetivo xc;:.Tomando a tangente hiperbólica de ambos os)
lados dessa equação e lembrando que a transmissividade entre o spin

do topo e o spin fantasma nada mais é do que a magnetização no to-

po teremos:

z+l

= tan h [ E K . S~ ]
j=l t) )

(2.66)

Efetuando-se agora mais uma renormalização de

forma a eliminar z spinsJda camada central pode-se facilmente che-

gar ao aglomerado da figura l3b. Nessa figura Stg representa a

transmissividade associada à interação xtgentre o spin do topo e

o spin fantasma quando um um dos spin da camada central permanece

sem ter sido eliminado. Para essa interação estamos usando a mesma

notação dos campos externos efetivos porque, como na camada central

temos z+l spins, ela é obtida usando-se a mesma equação (2.50) us~

da na determinação desses campos. A partir desse aglomerado temos

duas opções: primeiramente nós podemos renormalizá-lo <i~ f9.;:q}~;~"4'-:~"'·f;~·

encontrar a transmissividade entre o spin fantasma e o spin rema-.

nescente na camada central. Lembrando que, a exemplo do que fize­

mos com relação ao spin do topo, também essa transmissividade pode

ser identificada como a magnetização n~sse sítio, teremos:

m. = [sC;:+ Kt·St J/[l + Kt·SC;:St]·) ) ) 9 )) 9 (2.67)
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Por outro lado, podemos dizimar o spin rema­

n~sc~nte para encontrar a magIletização no topo da rede:

Dessa última equação podemos obter a seguinte relação:

etg = [mt - Ktje~J / [l-Ktjmte~].

(2.68)

(2.69)

Substituindo (2.69) em (2.67) e desprezando os

mj = e~ + Ktj mt [1 - (e~)2J

de modo que:

Elevando essa equaçao ao quadrado:

e substituindo (2.72) de volta em (2.71) podemos escrever:

(2.70)

(2. 71)

(2. 72)

(2.73)

onde novamente desprezamos os termos O(K2t,). Finalmente, (2.73) po. J -

de ser substituída em (2.66) e teremos:
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Figura 14 - Obtenção da energia interna do vidro de spin

de Ising.

A partir do aglomerado constituído pelo spin do topo, o

spin fantasma e um spin da camada central a correlação entre esse

'último e o spin do topo (2.76) pode ser obtida como indicado na fi

gura. Dessa relação, conforme indicado em (2.75), a energia inter-

na para o vidro de spin de Ising (2.79) pode ser obtida efetuando-

se a média sobre a desordem .

..•.
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mt

que é exata~nte a equação de TAP. Vale a pena reafirmar que as a­

proximações feitas parªse obter (2.74) só podem ser consideradas

corretas se agora efetuarmos a média com relação à desordem. Essa

tarefa, como é sabido na literatura, tem resistido a todos os es-

fórçÓs e apehas observamos aqui que ela deve ser o último passo no

procedimento adotado.

2•.3.3. A energia .interna

A energia interna para o modelo com interaçães

aleatórias pode ~er obtida utilizando-se um procedimento muito se­

melhante ao desenvolvidq na secção 2.2.2. Como vimos neste secção,

para sistemas regulares tudo se resume ao cálculo da correlação e~

tre o spin do topo e um spin da camada central. Nesse caso, entre-

tanto, como estamos tratando a desordem como temperada, para obter

mos a energia interna devemos fazer a média dessa correlação com

relação às distribuições de probabilidade. Dessa maneira a equação

(2.42) no caso de sistemas aleatórios deve ser escrita como:

u = - b -1 >]2" [B Kij<oiOj ave
(2.75)

Consideremos o aglomerado da figura 14.•Utili

zando-se as leis de composição (2-10) a correlação <OtOj>' entre

o spin do topo e um spin da camada central, pode ser obtida como:

<OtOj> = [Ktj + etgejJ / [1 + Ktj et~~jJ
(2". 76)
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.. -1/2
ou, lembrando que Ktj e O(z ), como:

<ata.> = Kt' + et e~ - Kt' e2 (e~}2J . J g J J tg )
(2.77)

De tal forma que a energia interna por partí-

cula, no limite em que z+~, será dada por:

(2.78)

Como fizemos no caso regular a energia inter-

na será calculada para a situação mais geral que é aquela em que o

atrator para as relações de recorrência (2.58) é um duplo ciclo an

tiferromagnético ([et] = ln+*,[e~] = m* com ID+*= - m*). Usandog av J av - -

as definições (2.55) e efetuando a média sobre a distribuição dosj

Ktj temos a seguinte expressão para a energia interna:

(2.79)

Observe que na situação em que o atrator é um

ponto fixo a energia interna é obtida da equação acima fazendo m~=

m* = m·como:

u= - ~ J~ m2 _ ~2 (1 _ q2). (2.80)

Essaé'a expressão da energia interna do vi­

dro de spin de Ising obtida primeiramente por SK(27) ~
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2.3.4. A distribuição ±J

Suponhamos agora que os K~j sejam independen

temente distribuidos de acordo com (2.47). Substituindo-se essa

distribuição em (2.52) e usando as definições (2.55) temos que:

s -1
Y = 2w K z mos (2.8la)

(2.8lb)

Usando as relações (2.51) a distribuição de

probabilidades para o campo efetivo que atua na camada s+l

ser escrita como:

pode

- (2w-l)8Jm )2/2e:2]S .

onde

(2.82a).

(2.82b)

Efetuando-se o limite z~~ obtemos que:

Ô [X~+l - 2w8Jms]) (2.83)

Usando essa distribuição de probabilidades nas definições (2.55)ob

temos a relação de recorrência:

•. ,1""

,
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'figura 15 - Diagrama de fdses para o vidro de Spin de

!sing com distribuição ± J.

O'diagrama de fases pode ser obtido determinando-se os

atratores do mapeamento (2.84) de forma análoga ao que ,foi feito

para o caso de desordem gaussianamente distribuida. No caso
+

J,

não há nenhum atrator correspondente à fase vidro de spin, porque

a distribuição de probabilidades para o campo externo efetivo que

atua no topo da rede é uma função Delta. Nesse caso obtém-se ape-

nas as fases paramagnética ,ferromagnética e antiferromagnética.

f
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(2.84a)

(2.84b)

Fazendo-se a substituição 8J' = 8J(2w-l) a equação (2.84a) repro­

duz a equação de campo médio para o modelo de Ising ferromagnético

(antiferromagnético). Nesse caso então não teremos uma fase vidro

de spin e o diagrama de fases para esse sistema (figura 15) pode

ser t~ivialmente obtido. Observe que a inexistência da fase vidro

de spin é uma consequência direta da anulação da variância da dis­

tribuição de campo efetivo no limite z+oo. Isto, por sua vez', decor

re do fato de a distribuição de probabilidades (2.47) apresentar

um único parâmetro passível de ser dividido por z. Consequentemen­

te, a inexistência da fase vidro de spin independe do modelo que

está sendo estudado, advindo diretamente de (2.47). Em vista diss~

nos estudos dos modelos de Potts e Ashkin-Teller aleatórios nos res

tringimos apenas à distribuição Gaussiana.
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CAPITULO III

o MODELO DE POTTS NA ARVORE DE

CAYLEY FECHADA

o modelo de Potts, formulado em 1952 por R.B .potts (70) se

guindo uma sugestão de C.Domb, é uma generalização do modelo de

Is1:ng para um sis,tema de mais de duas componentes. ES,se modelo po­

de ser fórmulado em qualquer rede associando-se a cada sitio i uma

variável 'Xi que pode assumir p valores e será designada por spin.

Para uma 'revisão recente sobre o modelo de Potts veja Ref.71.

A energia de interação entre dois spins Ã. e Ã. localiza-~ J

dos em sítios adjacentes é definida como sendo:

H = pJ.. ô, ,ij '~J I\il\j

onde

= O se Ã. :I x. é o delta de Krenecker.
~ J

, - (72)
Usando a'representaçao

(3.1)

podemos escrever:

; úl = exp(2'ITi/p) , ki = 1, •••p (3.2)

-xp
P 1':

r=l
Xr p-ri Ãj (3. 3)

A Hamiltoniana para o modelo de Potts em uma r~de qual-

\
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quer, com interações apenas entre primeiros vizinhos, pode ser es-

crita como:

- BH = E

<ij>
H .. -

~J
E

<ij>

P r
K .• E À Àp-r
~J r=l i j (3.4)

onde KiJ' = SJ.·. Observe que na situação em que p=2, devido às de-.... ~J

finições (3.2) as variáveis À só podem assumir os valor ±l de modo

que teremos:

- SH = E

<ij>
·K •• (À. À. + 1)

~J ~ J
(3.5)

que corresponde à Hamiltoniana para o modelo de Ising.

Neste capítulo, será estudado o modelo. de Potts com p-es­

tados na árvore de Cayley fechada definida na secção 3.1. Aindanes

ta secção serão introduzidas as variáveis transmissividade térmica

e sua dual para o modelo de Potts e suas leis de composição. Com a

introdução dessas variáveis mostra-se que o m:x1elode Potts na árvore

de Cayley fechada é mapeado no mesmo modelo na árvore de Cayley fe

chada assimétrica decorada da figura 19b, bem como na árvore fecha

da assimétrica da figura 4b.

Na secção 3.2 resolvemos o modelo de potts regular na ár­

vore de Cayley fechada e mostramos que quando as interações são fer

romagnéticas os resultados obtidos dependem profundamente do sinal

das ligações que unem as superfícies das árvores abertas. Verifica

mos, por exemplo, que quando essas ligações são ferromagnéticas(an

tiferromagnéticas) a transição entre as fases paramagnética e fer­

romagnética é de primeira (segunda) ordem. No caso de as ligações

entre as árvores serem antiferronagnéticasmostra-se também que Q alinha

mento dentro de cada árvore é ferromagnético e que S9ins em árvo-

res abertas diferentes se alinham antiferromagnéticamente.
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Como um último resultado dessa secção mostramos que se as

interações em uma árvore aberta são ferromagnéticas e na outra an

tiferromagnéticas a única fase,possível é a fase paramagnética.

Na secção 3.3 é analisado o modelo de Potts na árvore de

Cayley fechada com interações aleatórias independentemente distri

buídas segundo uma Gaussiana. Utilizando um procedimento semelhan

te ao usado para se estudar o vidro de spin de Ising derivamos as

relações de recorrência para os parâmetros de ordem ferromagnéti­

co e vidro de spin. ~ importante salientar que nesseponbo fazemos

a transformação que nos leva à arvore de Cayley fechada assimétri

ca da figura 4b. Essa transformação permite que os resultados ob­

tidos sejam considerados como uma aproximação de campo médio para

o vidro de spin de Potts. Como resultados interessantes dessa sec

ção vale a pena destacar a inexistência de uma fase vidro de spin

no sentido usual e o aparecimento, para p~6, de uma fase aleató-

ria. Nesta secção é feito também um estudo sucinto do atrator que

caracteriza essa fase.

Finalmente, na secção 3.3.1 generalizamos a equação de

TAP para o modelo de Potts e na última secção deste capítulo deri

vamos a energia interna desse sistema.

3.1. A árvore de Cayley fechada

A árvore de Cayley fechada é um gráfico derivado do ,

que convencionamos chamar de árvore de Cayley aberta. Essa árvore

foi proposta em 1979 por Jellito com o intuito de construir uma

rede com uma conectividade menos trivial. Na versão original, a

árvore de Jellito é construída unindo-se a partir da superfície

duas árvores de Cayley abertas idênticas, como mostrado na figura

l6a. Nesse trabalho usaremos uma construção ligeiramente diferen-
.'
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,
5=3
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5=0

S= I5=2

(o)

Figura 16 - Árvore de Cay1e~ fechada com razao de Rami-

ficaçãoz=2 e n=4 camadas.

A árvore de Cay1ey fechada proposta por Je11ito em 1979

é constituída por uma árvore aberta e sua imagem especu1ar(a). Na

versao modificada da árvore de Jellito utilizada neste ..trabalho

(b) os sítios superficiais de duas árvores abertas são unidas por

ligações, designadas por junções, que podem assumir valores dife­

rentes das demais ligações. As camadas das árvores abertas superi

or e inferior são numeradas a partir de suas superfícies (s=O)até

os topos. O topo da árvore aberta inferior é designada por fundo.
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te, proposta em 1984{7J), na qual as superfícies das duas árvores

abertas serão unidas através de novas ligações, como mostrado na

figura 1Gb. A introdução dessas novas ligações, que podem ser di

ferentes das ligações nos interiores das árvores é feita no senti

do de facilitar a aplicação das técnicas do grupo de renormaliza-

ção no espaço real. A árvore de Jellito é um caso particular

pode ser recuperado no limite em que as intera9ões associadas

novas ligações tendem ao infinito. Será mantida oara a árvore

que

..
as

de

Cayley fechada a mesma notação utilizada no Càpítulo II para a ár

vore de Cayley aberta. As camadas das árvores abertas superior e

inferior que a compoe serão numeradas independentemente a partir

das superfícies (s=O) até os topos (s=N-I). O topo da árvore aber

ta inferior será designada por fundo e as ligações que unem as

duas árvores serão chamadas junções.

A árvore de Cayley fechada assimétrica pode ser re­

obtida desta árvore fazendo-se com que todos os pontos que consti

tuem a árvore aberta inferior coalesçam em um único ponto. Esse

ponto desempenhará o papel do sítio extra no qual é colocado o

spin fantasma. Em termos de interaçoes entre spins isso correspon

de a se fazer com que as interações na árvore aberta inferior se­

jam infinitamente grandes. Nessas condições, as junções podem ser

identificadas com um campo magnético externo.

O procedimento que adotaremos nesse capítulo é aná-

logo ao adotado no capítulo anterior. Ele consiste na aplicação

de técnicas do grupo de renormalização no espaço real, oara subs-

tituir as aglomerados existente na união das árvores abertas supe

rior e inferior por uma única ligação. Essa ligação será chamada

de junção renormalizada. A repetição iterativa desse procedimento

nos permitirá então reduzir toda a árvore de Cayley fechada a uma

única ligação entre os spins do topo e do fundo. A exemplo do que

fizemos no capítulo anterior, esse procedimento pode ser,'bastante



80

ÀJ ÀJ ÀJÀJI AI
ti ~kt

teq

t, "F2I teq

- • •. P

t2
lÀ,

Ài ÀlÀ,
Cal

(b)

Figura 17 -'Leis de composição para as transmissividades

no modelo de Potts.

No modelo de Potts com-p-estados a transmissividade as­

sociada a uma ligação Kl entre 2 spins é definida por t = [ 1 - exp

(-p Kl) J/ [1 + (p-l} exp (-pKl)] e sua dual por tD= [1 - t] / [1 +

(p - l)t ]. Suas leis de composição são idênticas às derivadas pa-
j

ra o modelo de Ising. Para lig~ções em série t:q = tl.t2• Para li-
- eq D D D

gaçoes em paralelo (tp ) = tI • t2•
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simplificado com a introdução das variáveis transmissividade e sua

dúal. Como no caso de Ising, para um sistema de dois spin intera-

gindo entre si essas variáveis nada mais são do que a correlação

~À~À~-r> e o fator de Boltzmann associado à interação entre el~s.

Utilizando a Hamil-toniana (3.4) verifica-se facilmente que:

t =- <ÀrÀP2-r> = [1 - exp(-pK ..)]/[l+(p-l) expL 1)

( .•.pIe .)]1)

tD ::exp (-PKij) = [1 - t] / [1+ (p-l) t]

(3.Ga)

(3.Gb)

Observe que para p=2 as definições para a transmissi

dade e sua dual para o modelo de Ising são reproduzidas. A partir

dessas definições, pode-se facilmente encontrar as mesmas leis de

composição obtidas no c~pítulo anterior para essa variáveis, a sa-

ber:

i) Para duas ligações em série, (figura 17a), com

transmissividades associadas tI e t2 a transmissividade equivalen­

te, correspondendo à substituição desse sistema por uma única lig~

çao é dada pelo produto:

(3.7a)

ii) Para duas ligações em paralelo com transmissivida

des tI e t2 (figura 17b) a dual da transmissividade equivalente,

correspondendo à substituição desse aglomerado por uma única liga­

ção, é dada pelo produto das duais
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81 18M
Figura 18 - Aglomerados que dão origem a um mesmo mapea

mento.

Devido à comutatividade do produto de transmissividades

o mesmo mapeamento é gerado pela aplicação das leis de composição

da figura 17 aos aglomerados (a) e (b). Dessa forma as redes cons

truídas a partir desses aglomerados são equivalentes pois siste­

mas de spins nelas definidos apresentarão as mesmas propriedades

locais.
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(3.7b)

Na equação (3.7a~ nós fizemos questão de explicitar

a comutatividade da lei de composição para associações de ligações

em série porque essa propriedade traz uma consequência importante.

Como no capítulo anterior, pode-se intuir que a transmissividadeen

tre o spin do topo e o spin do fundo da árvore de Cayley fechada

depender~ unicamente do mapeamento. Por sua vez essemapeamento fi

ca completamente defindo pelo aglomerado a ser substituído por uma

única ligação. Devido à propriedade de comutatividade da lei de

composição (3.7a), pode-se mudar a ordem das ligações em série do

aglomerado a ser renormalizado, conforme indicado na figura 18. Pa

ra a determinação da transmissividade entre os spins do topo e do

fundo da árvore de Cayley fechada, essa mudança é irrelevante. No­

te que para os dois aglomerados da figura 18 obtém-se o mesmo ma-

peamento. Podemos concluir então que as mesmas propriedades locais

são obtidas para o oodelo definidoem qualquer das árvores da figur-:J.19.

Entretanto a árvore da figura 19a que dá origem ao aglomerado da

figura l8a é topológicamente distinta da árvore da figura 19b que

dá origem ao aglomerado da figura 18b. No caso do modelo de Potts

a demonstração de que a árvore de Cayley aberta, com um campo mag-

nético externo atuando em seus sitios superficiais, pode ser trans

formada na árvore de Cayley fechada assimétrica é uma extensão di

reta da já apresentada para o modelo de Ising. Como uma consequên-

cia dessa equivalência pode-se então fazer as seguintes identifica

ções entre quantidades na árvore de Cayley fechada e na árvore de

Cayley fechada assimétrica decorada: o spin do fundo de uma pode

ser identificado com o spin fantasma da outra e as junções renorma

lizadas como o campo magnético externo. Mais importante ainda, a

correlação entre os spins do topo e do fundo na árvore de Cayley

fechada pode ser interpretada como a magnetização no topb da árvo-
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(o) (b)

Figura 19 - Equivalência entre as árvores deCayley fe-

chada e fechada. assimétrica decorada.

Os aglomerados que devem ser utilizados no processo de

renormalização para as redes Ca} e (b) são apresentados na figura

18 e como visto nessa figura, dão origem ao mesmo mapeamento. Des

sa forma, as junçqes e o spin do fundo da rede Ca} são identifica

dos, respectivamente, com o campo externo e o spin fantasma na

rede (b). Modelos de spin na rede (bl podem ainda sermapeados em

modelos na árvore de Cayley fechada assimétrica (Figura 4b) pela

substituição tlt2 + t. Portanto, modelos de spins em qualquer des

sas três árvores apresentam as mesmas propriedades locais.
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re de Cayley fechada assimétrica decorada.

As propriedades locais do modelo na árvore fechada assimé

trica podem ser obtidas das propriedades na árvore fechada decora-

da pela substituição das duas ligações em série por uma única lig~

çao com transmissividade t = tlt2• Dessa forma, a relação de recor

rência para o modelo de Ising regular na árvore de Cayley fechada

pode ser obtida de (2.13) simplesmente substituindo-se tpor tI t2·

Finalmente, devemos salientar que para o cálculo das propriedades

termodinâmicas globais do modelo essa equivalência não tem absolu-

tamente nenhum sentido.

3.2. o modelo de Potts regular na árvore de Cayley fecha-

da

No estudo do modelo de potts regular na árvore de

Cayley fechada todas as interações K .. serão consideradas iguais a~J

K na árvore aberta superior e iguais a L na árvore inferior. Apli-

cando as leis de composição (3.7) ao aglomerado da figura 20a, on-

de e é a transmissividade associada à junção entre as s-ésimas cas

madas das árvores abertas superior e inferior e tI e t2
sao as

transmissividades associadas respectivful1ente às interações K e L

temos que:

(3.8)

Por uma questão de simplicidade vamos nos restringir

ao caso particular em que a razão de ramificação, z, é igual a 2.

Nesse caso (3.8) pode ser reescrita como:

.'
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Figura 20 - Obtenção da relação de recorrência raraomo

del0 de Potts regular na árvore de Cayley

féóhada.

A aplicação das leis de composição da figura 17 ao aglo

merado (a) gera o mapeamento; [1 ~ 6ôt1J J [1 + (P-l1Sst1J = [1 -

tlt2SsJz J [1 + (p-lltlt26sJz onde 6i& a transmissividade associa

da à junção entre as i-ésimas camadas das árvores abertas superior.

e inferior. Para razão de ramificação z=2 esse mapeamento se re

2 2 2 2 2 2Jduz a: 8s+1 = [2tlt28s + tlt28s (p-2>J / [1 +(p-l) tlt28s . Faze~

do a substituição t = tlt2 obtém-se o mapeamento gerado pela árvo

re de Cayley fechada assimétrica da figura 4b.

".
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(3.9)

Exceto pelo fato de e*=o ser ponto fixo para quais-

quer valores de tl € tz' as propriedades desse mapeamento serãoprn

fundamente dependentes do sinal do produto dessas variáv.eis. Dessa

forma, como fizemos no capítulo anterior, os dois casos serao ana-

lisados separadamente. Lembrando que a substituição tlt2+t deve re

produzir o mapeamento para a árvore de Cayley fechada assimétrica

diz-se que o modelo é ferromagnético se tlt2>0 e antiferromagnéti­

co se tlt2<0.

a) Caso ferromagnético (tlt2>0)

Além do ponto fixo e*=o, característico da fase

paramagnética pode-se ver da figura 21 que o mapeamento (3.9) apresen

ta dois pontos fixos não triviais:

e* = (p-2)t2
±

± [( p-2) 2 t4 -4(p-l)t2 (1-2t)~

2 (p-l) t2 (3.10)

onde t = tlt2. Note que esses pontos fixos sao os mesmos que se­

riam obtidos na árvore de Cayley fechadaassimétrica.

Como a magnetização no topo da árvore é determinada

pelo ponto fixo pode-se definir a transmissividade (temperatura)

crítica t(l) como sendo o menor valor de t para o qual os pontosc
fixos (3.10) são reais. Assim, sera determinado de:

como:
"

(3.11)
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Figura 21 - Relação de Recorrência para o caso Ferroma~

Para t>O o mapeamento da figura 20 tem as seguintes pro
*

priedades: i) e = o é ponto fixo para qualquer valor de t sendo

estável (instável) para t~2) = 1/2 >t «t) .ii). O ponto fixo e; é

estável para t > t (1)= [2p (p-l) 1/2 - 4 (p-l)] / [(p-2) 2] •iii) O pon-e

to .fixo e * é instável para t(l) < t < '-t2 e estável para t>t (2).iv)- c c c

Para t = t (1) têm-se 6+*= e * >O.v) Para t>t (1) esses pontos fixosc -. c *
começam a se deslocar em sentidos contrários com o ponto fixo 6 _

passando pela origem em t=t(2) .vi). O mapeamento conserva o sinalc

da junção renormalização, ou seja, sinal.(6s+l) = sina~ (6s).

A escolha do sinal da condição.inicial traz implicações

que se acham discutidas nas figuras 22 e 23.
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(3.12)

onde só tomamos a raiz positiva porque, por hipóteset=tlt2>0.

Substituindo agora -(3.11) em (3.10) nós veremos que

na "temperatura" crítica t (1) o campo externo efetivo-e consequen­c

temente a magnetização - terá uma discontinuidade dada por:

A = e * [t(1)J = e * [t(1)]= (p-2)/2 (p-l)1 + c - c (3.13)

que é exatamente a metade da discontinuidade obtida em teoria de

campo médio(7l,74). Na figura 22 apresentamos a temperatura críti­

ca t~l) e a discontinuidade AI em função do número de estados de

Potts, p.

g interessante observar-se também que com a diminui­

ção (aumento) da temperatura -(transmissividade) a partir de t~l)cs
j

pontos fixos e~ e e~ começam a se afastar, deslocando-se em dire-

ções contrárias. Enquanto o ponto fixo e~ se dirige em direção ao

valor máximo 1 atingindo-o em t=l, o ponto fixo e~ se dirige em di

reçao'à origem. Uma segunda "temperatura crítica" t~2) - as razoes

para essa denominação ficarão claras logo mais - é definida quando

e* = O obtendo-se t(2)=1/2. Nessa segunda-temperatura crítica ac
discontinuidade será:

A2 = 2Al = (p-2)/(p-l) (3.14)

Para temperaturas ainda menores esse ponto fixo assume valores ne-

gativosatingíriq'o o valor mínimo -l/(p-l) também em t=l.

No que diz respeito à estabilidade dos pontos fixos

e~ e e: (por inspeção da fig~ra 21 e/ou aplicação do critério_ de

estabilidade (A-S» as segUintes informações são obtidas: ..r
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Figura 22 .•...Transmi.ssividade crítica t(ll e descontinui­c

dade AI em função do número. de estados· de

Potts.

Para condições iniciais positivas o atrator do mapeameE

to da figura
*

xo 6+. Dessa

20 correspondente à fase ferromagnética é o ponto fi­

forma, para t(l)<t <t(2) (Figura2Ia) há coexistênciac c

entre as soluções paramagnética e ferromagnética, caracterizando

uma transição de fase de lê ordem. A descontinuidade AI no parâme­

tro de ordem em tel) é dada por A2=(p-2) / 2(p-I). Em t(2) a des-c c
continuidade é o dobro desse valor reproduzindo a obtida em teoria

de campo médio. Para t(l)<t< t(2), o atrator em direção ao qual sec c

dará a convergência é determinado pela condição inicial eO• Para
:* * ... - * *

60>6_ «6_) a convergencia se dará em direçao a 6+ (6 =0).
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i} O ponto fixo e*=o é estável até a temperatura cri

tica definida por t(2}, ou seja, para t<t(2}c c

ii} O ponto fixo e: é estável sempre que for real, ou

seja, para t >t~l). Observe que, como t~2)~ t~l) (a igualdade vale

Para p,=2).no intervalo t(1)< t <t (2) .as soluções' 'Oaramaanéticasc c •. J

(e*=O) e ferromagnéticae~ são simultâneamente estáveis.

lii) O ponto fixo

e estável para t>t(2).c

e* é instável no intervalo t(l). c < t <

Observa-'se também que, como as transmissividades t e

e só podem assumir valores no intervalo (-1/(p-l), 1), o mapeamens -

to (3.9), para t>O, fará com que e 1 e e tenham sempre o mesmos+ s

sinal. Dessa forma, o problema apresenta soluções bastante diferen

tes dependendo de se a "condição inicial (ou seja, as junções nao

renormalizadas que unem as árvores de Cayley abertas inferior e su

perior) for suposta pos~tiva ou negativa. Como essa árvore é equi-

valente~à árvore de Cayley fechada assimétrica, onde essas junções

são interpretadas como sendo o campo magnético externo, tem-se (pa

ra'p>2) soluções bastante diferentes se o campo magnético externo

forposltivo ou negativo. Observe que esse resultado se deve ao fa

to de que campos positivos atuando em uma:direção significam que

esta direção está sendo favorecida ao passo que campos negativos

que ela está sendo desfavorecida. Para o modelodelsing essa distin

çao é irrelevante pois nesse caso só temos dois estados acessíveis

e favorecer um ou desfavorecer outro é a mesma coisa. Entretanto

para'o modelo de Potts com p >2 essa distinção se torna importante

pois nesse caso desfavorecer um estado significa favorecer, simul-

tâneamente o~ outros P-l estados. Vamos então analisar também es-

ses dois casos separadamente.
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a.l) Junções Ferromagnéticas (e >0)o

Nesse caso os dois pontos fixos acessiveis sao

e*=o e e* =a~ uma vez que e~ quando for positivo será também ins-

tável. Isso significa que a·fase de baixa temperatura é aquela

que a rorrelaçã::>entre os spins Cb topo. e do fundo é positiva indicando

em

que

os spins nas duas árvores de Cayley abertas se alinham na mesma di

reçao. No caso do modelo posto na· arvore de Cayley fechada assimé-

trica, isso significa que os spins se alinham }?aralelamen te ao

spin fantasma, ou seja, na direção em que atua o campo magnético.

No intervalo t (1)< t < t (2) pode-se vér da figura 21 que a existên-c c
cia do ponto fixo instável e~, localizado entre os pontos fixos es

táveis a* = O ea~ faz com que a convergência do mapeamento (3.9)

dependa fortemente da condição inicial a . Dessa forma, tanto ao .

temperatura critica quanto a discontinuidade no parâmetro da ordem

dependem da condição inicial. Para obter-se o ponto fixo e~ é pre-
j •

ciso que a > a* de modo que uma vez fixada a 'condição inicial ao -

temperatura critica tc é definida como sendo aquela para .a qual a~=

ao. A discontinuidade no parâmetro de ordem nessa· temperatura cri­

tica é dada por:

Poc1e-se ver facilmente ainda que para a >a* (t(l» a convergênciao - c

se dará em direção ao ponto fixo a~ sempre que ele for real de mo-

do que para esses valores da, junção (campo externo) a temperatura

critica será sempre t(l). Por outro lado, na· árvore de Cayley fe-c

chada assimétrica, o campo magnético é introduzido para" evitar que

os resultados sejam triviais de modo que no final do cálculo pOde-

-se tomar o limite em que esse campo se anula. Nesse limite, tem-

-se então que a temperatura critica é t(2) e a discontinuidade noc
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parâmetro de ordem ~2. ~ importante lembrar que ~2 é a discontinui

dade obtida em teoria' de campo médio(71,74).

Finalmente, no que diz respeito à ordem da tran

sição diz-se que ela é de l~ ordem porque o parâmetro de ordem a-

presenta sempre uma discontinuidade na temperatura crítica e tam-

bém porque há coexistência de soluções.

a.2} Junções antiferromagnéticas (80< O)

Na situação em que a condição inicial é negati-

vaos dois únicos pontos fixos acessíveis são o ponto fixo tri-

vial e o ponto fixo e* = e~ que quando negativo é estável. Dessa

forma, na fase de baixa temperatura, a correlação entre os spins

do topo e do fundo da'árvore de Cayley fechada será negativa indi

cando que dois spins, um na árvore aberta superior e outro na in-

ferior se encontram em estados diferentes. g importante observar-

se que a situação ainda é de ferromagnetismo uma vez que a corre-

lação entre dois spins na mesma árvore é positiva. Isso pode ser

melhor visualizado calculando-se a correlação entre o spin do to-

po, e um de seus primeiros vizinhos. Para isso utiliza-se o aglo­

merado da figura 23 onde À~ e À~ são respectivamente, um spin daJ J

camada central superior e sua imagem na camada central inferior.

Àt e Àf são respectivamente o spin de topo e o spin do fundo. Ob­

serve que a transmissividade associada à ligação direta entre es-

ses dois últimos spins, também é e~ porque, a exemplo do que ocor

ria no capítulo anterior, na camada central teremos z+1=3 sítios.

Aplicando as leis de composição (3.7) a esse aglomerado, a corre-

lação ent·re o spin do topo e o spin da camada central é

como:

obtida

<À~ (Àj}p..;"r>=

[t +t (e*)2+(p-2)t t (e*)2]1 2 - 1 2 -
1+ (p-l) tIt2 (e~) 2· (3.16)
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Figura 23 Cálculo da correlação entre o spin do topo e

um spin da camada central superior.

Para condições iniciais negativas (junção antiferromagné
*

ticas) o único atrator estável será o ponto fixo trivial (0_) se

t<t (2) (t>t (2» de forma que não há coexistênc.iade soluções. Além disc - c
. *

so, como o ponto fixo 6_ decresce continuamente não há descontinu~

dade no parâmetro de ordem na temperatura crítica t(2) _caracteri­c

zando a transição como de 2e ordem. Para junções antiferromagnéti-

cas, a fase de baixa temperatura pode ainda ser caracterizada como

ferromagnética apesar da correlação entre os spins do topoedo fun­

do da rede ser negativa. Isso é verificado aplicando as leis de com

posição da figura 17 ao aglomerado (a). A correlação entre o spin

do topo e um spin de camada central da mesma árvore aberta (supe­

rior ou inferior) assim obtida é positiva.
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quantidade negativa, e~, se encontra elevada ao quadrado. Isso por

que as junções renormalizadas estão associadas em série, o que sem

pre ocorrerá quando calcularmos as correlações entre dois spins na

mesma árvore de Cayley aberta.

Como já foi observado anteriormente, a transi­

çao é de 2~ (l~) ordem quando as junções são antiferromagnéticas

(ferromagnéticas). Isso é justificado observando-se que o ponto fi

xo e* se torna estável e negativo na mesma temperatura em que o

ponto fixo trivial se torna instável de modo que não há coexistên-

cia de soluçõese a temr--eraturacrítica t = 1/2 é independente da con-- c
dição inicial.

Em segundo lugar e~ (tc)= O e com a diminuição

da temperatura esse ponto fixo se afasta de forma contínua desse

valor de modo que o parâmetro de ordem não é discontínuo na tempe-

ratura crítica. Essas observações nos permitem então concluir que

a transição, nesse caso, é de segunda ordem.

Encerrando o estudo do modelo de Potts ferroma~

nético na árvore de Cayley fechada apresentamos na figura 24 o seu

diagrama de fases no plano (t,eo). Nessa figura a fase ferromagné­

tíca obtida na situação em que as junções são ferromagnéticas (an­

.tiferromagnéticas) é indicada como Ferro 1 (Ferro 2).

b) Caso antiferromagnético (t1t2<O)

Fazendo em (3.9) a substituição t= -tlt2 obtém-se

que:

= [-2te +t2e2(p-2)]/[ 1+(p-l)t2e2 ]s s s ( 3. 17)

:E': claro que isso em nada altera as propriedades cb
"
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•

FERRO 2

( p_I}-1 o

FERRO I

II
I
I PARA
I
I
I
I

e~(t~I)) 1.0

Figura 24 - Diagrama de fases para o modelo de Pottsfer

romagnético.

Além da fase paramagnética (indicada por PARA) esse mo-

delo apresenta ainda duas fases ferromagnéticas. A fase FERRO I -

na qual todos os spins do sistema se ordenam ferromagnéticamente

e a fase FERRO 2 onde os spins estão ferromagnéticamente ordena-

dos porém em estados distintos em cada árvore aberta.
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ponto fixo trivial S*=O mantendo-se este estável até a temperatura

crítica definida por t =1/2. No que diz respeito às demais propriec -

dades do mapeamento, entretanto, as alterações são profundas (figu

ra25). Basta observar que se Ss é negativa (positiva) então ss+l

será positiva (negativa), ou seja, o atrator não trivial para esse

mapeamento é um duplo ciclo antiferromagnético. No capítulo ante-

rior, atratores desse tipo foram estudados utilizando-se a segunda

iterada do mapeamento. Nesse caso entretanto essa segunda iterada

é bastante complicada o que nos leva ao estudo numérico desse ma-

peamento. Lembrando que t se acha contido no intervalo (O,+l/(p-l))

pode-se facilmente verificar que o único atrator para a relação de

recorrência (3.17) é o ponto fixo 8*=0. Podemos então concluir que

o modelo de Potts antiferromagnético na árvore de Cayley

é paramagnético até T=O.

fechada

3.3. O Modelo de Potts com Interações Aleatórias na Arvo-

re de Cayley Fechada

Nesta secçao estuda-se o modelo de Potts com intera­

çoes aleatórias na árvore de Cayley fechada no limite em que a ra-

zão de ramificação z tende ao infinito. A desordem no sistema

considerada novamente como temperada e nos limitaremos a estudar a

penas a situação em que a distribuição de probabilidades é Gaussia

na. ~ importante frisar que as propriedades locais de sistemas alea

tórios na árvore de Cayley fechada também podem ser mapeadas nas

de sistemas definidos na árvore de Cayley fechada decorada e es~,

por sua vez, nas de sistemas na árvore de Cayley fechada assimétr!

ca. Lembrando que a solução de modelos nessa última árvore é equi­

valente à sua solução na árvore de Cayley aberta com campo na su-

perfície, o que faremos nesta secção corresponde a teoria de campo
.'

médio para o vidro de spin de Potts .
.-.. ..•...•••....,_..._"'.."_"-"".'-"~.''''r.''_'''''''''''.~_''' ' I - 'l" ~ r'!{'

ij:i:lL',m.~i, ,.:. :N:,rmno DE fÍSICA f. OUIMICA Q~ SIl,O ÇflRLO.$,tJIf :i
FI S I(A '

,....••
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Figura 25 Relação de recorrência para o modelo

potts antiferromagn~tico.

de

Para t<O o mapeamento da figura 20 apresenta cornoúnico

atrator o ponto fixo trivial que se mant~m estável em todo inter­

valo de definição de t(tE[O, -l/(q-IJ]J. Portanto, aútiica fase

possível para o modelo de potts com interações antiferromagn~ticas

~ a fase paramagn~tica.
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Como já foi observado anteriormente para que se pos­

sa garantir a obtenção de resultados fisicamente aceitáveis, no li

mite em que a razão de ramific~ção é infinita, a média e a variân­

cia da distribuição de probabilidades para as interações devem ser

inversamen te proporcionais a z. Entretanto, quando consideramos

sistemas na árvore de Cayley fechada apenas os parâmetros da dis­

tribuição de probabilidades das interações de uma das árvores aber

tas devem ser escalados com z. Se, por outro lado, esse procedimen

to for adotado para todas as distribuições, obtém-se resultados

triviais. Isso fica mais evidente se consideramos a transformação

dessa rede na árvore de Cayley fechada assimétrica decorada apre­

sentada na figura 19b. Nesta árvore, os sítios que decoram as liga

ções possuem z=2. Sendo assim, apenas os parâmetros da distribuição

de probabilidades para as interações na árvore aberta superior de­

vem ser feitas proporcionais a l/z.

De modo análogo ao procedimento utilizado no estudo

do vidro de spin de Ising os aglomerados de ligações e spins na u­

nião das árvores abertas são substituídos por uma única ligação.Es

se procedimento é repetido até que toda a árvore de Cayley fechada

seja reduzida a uma única ligação unindo os spins do topo e do fun

do. A cada passo desse processo a distribuição de probabilidades pa

ra a junção renormalizada que substitui o aglomerado é obtida das

distribuições de probabilidades para as interações nele presentes.

Como algumas dessas ligações são também junções renormalizadas es­

se procedimento permite, a exemplo do que foi feito na secção 2.3,

construir uma relação de recorrência envolvendo as médias e variân

cias dessas distribuições em dois passos consecutivos.

Como apenas a distribuição de probabilidade para as

interações na árvore aberta superior tem seus parâmetros divididos

por z vamos usar uma notação que permite distinguir variáveis das

árvores abertas superior e inferior. Designaremos então ~s intera-
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ÀSZ
I

I1 I
Is y~

I
X~+IXS I I

•••
I XS---YiI ---IIZ

II I I I z I
TI ,I I

I \ / T~ I
IIlT,tl

T,tl,~.II
II

(a)

(b)(c)

Figura 26 - Obten1ão da re1arão de recorrência para o

modelo de potts com interações aleatórias

na arvore de Cayley fechada.

Usando as leis de composição da figura 17 o campo efeti

y~ ~1+1(Ç}1 ~ue atua sobre um spin da camada s+l, é escrito emte~

mos das interações não renorma1izadas K~. e L~. e das junções re1J 1J

•

norrnalizadas x~, .como nas equações (3-20) e (3-21). No limite emJ

que z~oo, a exemplo do que foi feito para o modelo de Ising, o teo

rema do limite central nos assegura que a distribuição de probab!

lidades para o campo efetivo x~+l serã Gaussiana. A sua m~dia e1
variância podem ser obtidas da média e variância da distribuição

de probabilidades dos y~. (b).1J
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ç.oes ligando osz spins x~ da s-ésima camada da árvore aberta supeJ -
.. xs+l d d 1 d - KS-r~os ao sp~n. a cama a s+ essa mesma arvore por ". Na ar-~ ~J

vere aberta inferior as ligaçõ~s correspondentes são designadas por

Ls . s s+l . C -i. e os sp~ns por L. e,L. respect~vamente. om essa notaçao aJ J J

Hamiltoniana para o aglomerado da figura 26aserá escrita como:

Z S Z S
- BH = P L K .. cS +1 s + P L Li' cS +1 +j=l ~J XS 'À '=1 J .s si j J Li Lj

Z s

(3.18)+ P L X. cS s _ J sj-l ,À. L.J J

onde X~ são as junções renormalizadas unindo as s-ésimas 'camadasJ

das árvores abertas superior e inferior. As interações K~j são in-

dependentemente distribuídas com probabilidade:

P[K~jJ= [Z/21TK2Jl/2exp [-Z(K~j - Ko/z)2/2i<2J(3.19a)

e as interações L~j'também independentemente, com probabilidade:

P[L~ .]= [21TÍ)J-l/2exp ...[-(Lsi.- L )2/2L2]~J . J o (3.19b)

Utilizando as leis de composição (3.7) esse aglomera

do pode ser substituído por uma única ligação (figura 26b).

onde

X~+l ­
~ -

Z
L

j=l
s

Y ..
~J

(3.20)

s 1
Y .• =-
~] P [ s s sJ [ s S S]R,n { 1+ (p-l) t.. h .. e. / l-to .h..e. }l,.J ~J J ~] ~] ]

(3.21)

com t7., h~. e e~ representando respectivamente as transmissivida-
.' ~J ~J J r
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des associadas com as ínterações K~. e L~. e as junções renormali-~J ~J

distribuição de probabilidades (3.l9a) as inte-zadas X~. Devido à)
rações K~. são da ordem do inverso da razão de ramificação. No li­~J

mite em que esta quantidade tende ao infinito (3.2l) pode ser ex-

pandida em série de potências para se obter, em primeira ordem:

s
Y .. -

~J
s s sK .. h .. e.
~J ~J )

(3.22)

o teorema do limite central garante que as junções

renormali.zadas x~+l da equação (3.20) tem uma distribuição de pro­J

babilidades Gaussiana, independentemente de qual seja a distribui-

ção de probabilidades para os Y~ .• O mesmo teorema garante também~J

a existência das seguintes relações:

xs+l = z yS (3.23a)o o

= .z y2S (3.23b)

onde XS e x2 são respectivamente a média e a variância da distri-o s

buição de probabilidades da junção renormalizada x~+l e yS e y2 res. ~ o s-
pectivamente a média e a variância da distribuição de probabilida-

des dos y~ .• Usando as equações (3.22) essas últimas grandezas são~J
obtidas de:

s [ S] [s] [S ] S S S S s ~..sy = III P x. P L .. P K .. K .. h .. e. dK .. dL .. ax.o ) ~J ~J ~J ~J J ~J ~J )

(3.24a)

y2 =s I I I P [X~J P [L~ .] P [K~.] [K~. h ~. e ~ -3 ~J ~J ~J ~J )

(3.24b)
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Note qU~ essas equações só diferem das equações (2.

54) pela introdução das variáveis relativas à árvore aberta infe­

rior. A contribuição dessas variáveis, entretanto, se limita à in­

trodução de duas constantes multiplicativas dadas por:

a = [ s] s s/ P L .. h .. dL ..
1.) 1.) 1.)

(3.25a)

-2 _ [ S ] ( s )2 Sa - r P Li' h .. dL ..) 1.) 1.)

Como em (2.55) define-se:

= r P [x~] e~ dX~) ) )

Combinando .os três pares de equações acima tem-se que:

(3.25b)

(3.26a)

(3.26b)

yS = a K z-l m (3.27a)o o s

y2 ~ ~2

i{2 z-1
(3.27b)s

qs

De forma que usando as relações (3.23) a distribui­

ção de probabilidades para as junções renormalizadas que unem as

(s+l)-ésimas camadas das árvores abertas superior e inferior pode

ser explicitamente escrita como:

- a K m )2/2 ã2Q s (3.28)

Análogamente as que·foi feito no capítulo ~rnterior,o
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mapeamento que relaci~na as médias e variâncias das distribuições

de probabilidades para as junções'renormalizada~ em dois passoscog.
secutivos é obtido da substituição da equação (3.28) na equação(3.

26) como:

(3.29a)

(3.29b)

onde:

S(y) = [l-exp(-py)]/[l+(p-l)exp(-py)]. (3.29c)

A passagem para a árvo~e de Cayley fechada assimétri

ca pode ser feita simplesmente omitindo-se em todas essas equações

a dependência nas variáveis associadas à árvore aberta inferior, o

que em termos das constantes a e ~2 corresponde a igualá-Ias à un!

dade. Portanto, as equações de campo médio para ·0 vidro de spin de
_ (83)

Potts sao :

(3. 30a)

q =(2 )-1/2 "" ~2/2 l-exp[-pK m _•....;.ql/2 ]""5+1 f ""{ o S tJH S x
1+ (p-l) exp [-pK m -pKq-1/2 2]}o S S x

Antes de passarmos a análise do mapeamento

2dx

(3.30b)

propria-

mento dito vamos mostrar que m e q podem ser identificados, res-
o S s

pectivamente, com os parâmetros de ordem ferromagnético' e vidro



105

de spin. Para isso procedemos da seguinte forma: InIcialmente ete­

tuamos todas as renormalizações necessárias para que a árvore de

Cayley fechada assimétrica com (s+l) camadas fique reduzida a ape-

nas uma ligação entre o spindo topo e o spin fantasma, ouseja, até

que o sistema fique reduzido a apenas um spin sob a aç~o de um cam

ri I ~ I I .,ôtl 1.1 H I ~ ~ 4 b'l'd d •
po magne~~co e~e~~vo Àt ' cUJa a~str~ou~çao ae prooa ~ ~ a es e

dada por (3.28). Da Hamiltoniana para esse sistema:

H = - p Xs+lt
Ô·s+1 1X 1\

gt
(3.31)

d s+l - .. b - f-
on e Àt e o spl.ndo topo e Àg o sp~n fantasma,o tem-se a unçao

de partição:

r s+l ]Z = P Lexp(pXt ) + (p-1) .

Dessa grandeza, a magnetização é obtida como:

[ s+l ] s+1 ]M = P exp (pXt ) / [exp(pXt ) + (p-1)

(3. 32)

(3.33)

Entretanto, no caso do modelo de Potts é importante

observar-se que a magnetização não é o verdadeiro parâmetro de or-

dem - o qual toma valores de O a 1 - mas se encontra relacionada

(71 75 76)
com ele por ' ,

m = [M - 1] / [p-l] (3.34)

Substituindo (3.33) nessa última equação obtém-seque:

[ s+l ] [ s+l ]m = 1 - exp(-p Xt ) / 1 +(p-l) exp€-pXt ) (3.35)

Comparando as equaçoes (3.35) e (3.30) verifica-se
.'
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que.essas últimas podem ser interpretadas como as médias, segundo

a distribuição de campo efetivo, do parâmetro de ordem ede seu

quadrado, o que completa a identificação procurada.

Como era de se esperar, para p=2 o mapeamento (3.30)

reproduz as equações de SK para o vidro de spin de Ising. En tretanto para

p# 2 esse mapeamento apresenta resultados completamente diferentes

dos obtidos para o modelo de Ising.

Destaca-se entre esses resultados a impossibilidade

de existência de uma fase vidro de spin no sentido usual (m*=O,q*t

O). Isso pode se-r facilmente visualizado através do seguinte racio

m ~o e q 4 o. Comos sr ..-
mesmo sinal de seu

cínio. Suponhamos que em um certo estágio do processo iterativo

a função S(pKq;/2x), definida em (3.29c), tem o

argumento e além disso, como e(p K q;/2 x) >

e(-p K q;/2 x) a iterada seguinte será do tipo ms+l>O, cIs+l>O, pa­

ra p>2. Para p<2 as desigualdades são invertidas de modo que a ite

rada seguinte será do topo ms+l <O, qs+l> O. Com isso fica então de-* - *
monstrado que m = O, q # O, que é o ponto fixo característico da

fase vidro de spin, não é ponto fixo do mapeamento (3.30). Portan-

to o modelo de Potts com unterações aleatórias não apresenta a fa-

se vidro de spin.

Outra informação relativa ao mapeamento (3.30) que

pode ser obtida analiticamente diz respeito à estabilidade do pon­

to fixo trivial (m*=O, q*=O). A região onde esse ponto fixo é está

vel pode ser determinada estudando~se, como fizemos para o modelo

de Ising, os autovalores do Jacobiano do mapeamento. Suas frontei-

ras são obtidas aplicando-se o critério de estabilidade (A.lO)

-
KBT/J = 1

(3.36a)

KBT/J = Jo/J

(3.3Gb)
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onde Jo = ~T Ko e J= KBT K.

Devido à complexidade do mapeamento (3.30) suas de­

mais propriedades são obtidas numericamente (veja Apêndice B). As

relações de recorrência serão estudadas para os valores de p= 3,4,

5,6 e 8. De uma maneira geral, os diagramas de fase obtidos podem

ser grosseiramente divididos em 2 grupos - p<6 e p)6. O diagrama

,de fase para p=3 (figura 27) é representativo dos do primeiro gru­

po e o diagrama de fase para p=6'dos do segundo (figura 28). Além

da fase paramagnética, já discutida e indicada nesses diagramaspor

PARA, foram encontradas as seguintes fases:

a) Fase Ferromagnética (indicada por Ferro): Esta
-e

uma das fases de baixa temperatura para p~2 sendo caracterizadapor

um ponto fixo em que m* e q* são positivos. Ela ocorre mesmo para

valores negativos,de Jo/J ocupando as regiões que para p=2 eram

ocupadas pela fase vidro de spin. Outra diferença com relação ao

diagrama de fase para o vidro de spin de Ising é o aparecimento de

uma região - indicada pelas áreas tracejadas nas figuras 27 e 28-em

que essa solução coexiste com a solução paramagnética. Essa região

de coexistência de soluções cresce com p e como vimos anteriormen-

te, indica que a transição entre as fases paramagnética e ferroma~

nética é de primeira ordem.

b) Fase Antiferromagnética «2>AF): Essa fase, caraE

terizada por \m atrator que é um duplo ciclo do tipo ml>O, m2<0 e

ql~ q2~ O, é uma outra fase de baixa temperatura do modelo. Com o

aumento de p a região ocupada por essa fase é deslocada,pela fase

ferromagnética para valores cada vez mais negativos do parâmetro

Jo/J. Como não há nenhum indicativo de coexistência entre essafa­

se e suas vizinhas todas as transições envolvendo-a são classifica
a

das como de 2- ordem .
.'
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-1.0

PARA

1.0

0.0

fERRO

1.0

Figura 27 - Diagrama de fase do vidro de spin de Potts

com P=3 .

o diagrama de fases do vidro de spin de Potts pode ser

determinado a partir da identificação dos atratores do mapeamento'

.(3.30). Esse diagrama apresenta as seguintes fases: i) paramagné­
*

tica indicada por PARA e caracterizada pelo ponto fixo trivial m
*

= q= O. ii)ferromagnética (FERRO) caracterizada por um ponto fi-
* *

xo não trivial m "I O, q "I O. Na região hachurada as soluções FERRO e

PARA coexistêm caracterizando essa transição como de l~ ordem.iii)

Bi-ferromagnética «2>F) caracterizada por um duplo ciclo com os

dois valores de m positivos. iv) Antiferromagnética «2>AF)caracte­

rizada por um duplo ciclo onde os dois valores de m têm sinais

contrários. Â excessão da transição PARA-FERRO todas as demais são

de 2~ ordem. Digno de nota também é a inexistência de uma fase vi

dro de spin.

•

•.

,
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c) Fase Bi-Ferromagnética «2~F) : Essa fase ocupa

uma pequena região no formato de uma tira localizadé: entre as fa­

ses ferromagnética e antiferromagnética e é caracterizada por um

Quplo ciclo no qual os doi.s valores de m são positivos • As duas

tr?nsições ferro - <2>F e antiferro -<2>F parecem ser de 2~ ordem

no sentido em que não há discontinuidade no parmnetro de ordem,pa

ra p<6. Mantendo:"se a temperatura constante na passagem do siste­

ma (p<6) da fase ferromagnética para a fase antiferromagnética é

observada a seguinte evolução do atrator: com a diminUição em di­

reção a valores cada vez mais negativos do parâmet.ro Jo/J o ponto

filO fenomágnético fica instável e abre-se continuamente em um duplo

ciclo do tipo 0<m1 <m2 característico da fase biferromagnética.Na

fronteira entre essas fases (linha AB nas figuras 27 e 28) o atra

tor é um duplo ciclo (ponto fixo) dado por:

Com a posterior diminuição do parâmetro Jo/J os va­

lores de rol e m2 se tornam cada vez mais distintos com ml se des­

'locando em direção à origem. ml torna-se negativa de maneira con­

.tinua de modo que a fronteira entre as fases bi-ferromagnética e

antiferromagnética (linha A 'a 'nasfiguras 27 e 28) é caracterizada

por um duplo ciclo dado por:

d) Fase Aleatória (A): Os diagramas de fase para'p~ .

6 diferem dos demais pelo aparecimento de uma nova fase, designa­

da a.lea tóri a , em. umapeque:rta região incrustada ert·treas .fa.sesfer

romagnética e antiferromagnética. Essa fase é caracterizada por

um atrator que apresenta uma evolução extremamente interessante.

F$xando-se pal:'âmetroJo/J co.m o aumento da tempera.tu.rao'ponto fi
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Figura 28 - Diagrama de fase do vidro de spin de Potts

com p=6.

Para p~6 o diagrama elefases para o vidro de spin àePotts

apresenta uma outra fase, indicada por A em (bf, além das discuti­

das na figura 27. Essa fase foi designada de aleatória por ser ca­

racterizada por um atrator que parece ser não periódico. Esse atra

tor é descrito em detalhes nas figuras 29 e 30. Ao lado da fase a­

leatória existe uma pequena região, indicada por M em (b), onde o­

corre um fenômeno de metaestabilidade muito interessante (figura

31) •

,
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Fig~ra 29 - Evolução do atrator característico da fase

aleatória.

o atra~or característico da fase aleatória evolui com o

aumento da temperatura da seguinte forma: partindo da fase fer

romagnética, com o aumento da temperatura, o ponto fixo caracterís

tico dessa fase se torna instável sendo então substituído, de ma­

neira contínua, por um atrator com o formato de urna borboleta (a)

Para temperaturas ainda maiores as asas dessa borboleta se' sep~

raro assumindo cada uma delas um fonna.toelipsoidal.(b).- Aumentando-se

ainda mais a temperatura cada uma dessas elipses coalesce em um

unico ponto característico da fase antiferromagnética. Finalmente

aumentos posteriores da temperatura fazem com que esses pontosoon

virjarn em direção à origem gerando assim o ponto fixo paramagnéti

co. ~
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Figura 30 - Expoente de Liapunov como função do :número

de iterações.

Nessa figura apresentamos o expoente de Liapunov como

função do número de iterações utilizadas para calculá-Ia. são gr~

ficados.somente os valores obtidos em 1800 iterações após terem si

do feitas 104 (a) e 2 x 105(b) iterações para o ponto J / j = -1.3o

e KT/J = 1.085. O mesmo procedimento foi repetido para outros pon-

tos tendo sido obtidos comportamentos semelhantes. Observe que a ú

nica diferença importante entre essas duas figuras é a mudança de

escala no eixo das ordenadas. Isso indica que seria necessário um

número maior de iterações para que se conseguisse obter a conver­

gência. Devido à presença das integrais no mapeamento (3.30) o tem '.

po de computação (CPU) necessário torna esse cálculo impraticável,'

dentro das facilidades de que dispomos. Essa mudança de escala po­

de ser interpretada também como um indicativo de que o expoente de

Liapunov pode convergir para um valor nulo, o que caracterizaria

urnafase quase periódica.
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xocaracterístico da fase ferromagnética torna-se instável, sendo

~ubstituído, de forma aparen.temente contínua, por um atrator com o

formato de uma borboleta (figura 29a). Aumentando-se novamente a

temperatura as asas dessas borboletas começam a se separar em duas

figuras de fo:rmato elipsoid4l (figura 29b). Para temperaturas ain-

da maiore$ essas "elipses" começam a diminuir, coalescendo no du­

plo cicloantiferromagnético. ! lntereSsante observar-se que nesse

atratorutn ponto qualquer e seu primeiro iterado localizam-se em

asas distintas, excéto l)a região central da figura onde torna-se di

frcil essa distinção.

Para atratores desse tipo é sempre importante a de­

terminação do expoente de Liapunov pois esse número nos permite ve

rificar se a órbita é periódica ou não (veja Apêndice A). ',Nesse

caso entretanto, ° cálculo do"expoente de Liapunov é bastante, difi

cultado Pe+a lentidão com qUe e~~~ grandeza parece convergir. Isso
./

pode ser verificado comparando-se as figuras 30a e 30b onde grafi-

camos 1.800 valores do ~xpoente de Liapunov após, respectivamente

10.DOOe 200.000 iterações. O procedimento adotado para a constru­

ção de.ssas figuras toi repetido também para outros pontos tendo

sido obticbs resultados semelhantes. Observe que as figuras são a­

proximada.menteas mesmas tendo mudado apenas a escala. associada à

.ordenada. Dessas figuras, pod~se verificar que, para se obter o

expoente de Liapunov com uma precisão razoável, seriam necessários

milhões deiterações. Isso,' contudo, se torna impra.ticável quando

observamos que a presença das integrais no mape amen to (3.30) faz

com que o tempo de computação (CPU) necessário para tanto seja da

ordem de algumas dezenas de horas, para cada par de valo:res dos pa

râmetros J /J e KT/J. Ficamos oortanto limitados Dor dificuldadeso .•• -

computacionaispodendo observar apenas que as figuras 30 indicam

uma pequena te.ndência·no sen.tido de/.convergência para um expoente

de LiapunoV'nulo, o que caracterizaria uma órbita' quase-contínua.

f"
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Figura 31 - Atrator característico da região indicadà por

M na figura 28.

Nessa região ocorre um fenômeno de metaestabilidade ca-

racterizado pela forma como os iterados de uma determinada condi­

.ção inicial convergem ao verdadeiro atrator do mapeamento. Partin-

do-se de um dado ponto, indicado na figura por e , os iterados se­o

guintes parecem convergir diretamente para o ponto fixo trivial,

que é instável para esses valores dos parâmetros J / J e KT/J. A­o

pós ficar por um número grande de iterações nas proximidades desse

ponto seus iterados seguintes começam a se afastar da origem. Esse

afastamento se dá de uma forma que chamamos de antiferromagnética

uma vez que dois iterados seguintes apresentam sinais contrários.

o processo se encerra com a convergência ao verdadeiro atrator nes

sa região do espaço de parâmetros que é um duplo ciclo antifen:oma,g:

n~tico •

.'
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Para finzaliar esta secção destacamos que, vizinha ã

r~giãó ocupada pela fase aleatória, há uma região - indicada por M

na figura 28 - em que ocorre um fenômeno de meta-estabilidade mui

to interessante (figura 31). Para determinados valores das condi-

çoes iniciais (carqpo externo) o mapeamento (3.30) inicialmente pa-

rece convergir para o ponto fixo paramagnético, que é instável pa-

ra esses valores dos parâmetros. Após ficar algum tempo nas proxi-

midades desse ponto, porém, começa a haver um distanciamento da 0­

rigem, através de uma sequência antiferromagnética, com dois itera

dos consecutivos apresentando sina!p contrár,j.os.O processo se en-

cerra com a convergência para o verdadeiro atra.tor que no caso,

um duplo ciclo antiferromagnético.

3.3.1. Generalização da Equação de T.A.P.

-e

Nesta secção mostramos que seguindo oj
mesmo

procedimento adotado no caso de Ising obtém-se a equação de TAP ge

neralizada para o modelo' de Potts. Para isso, considere-se o mode-

10 de Potts na árvore de Cayley fechada assimétrica fazendo todas
..

as renormalizações necess4rias para reduzir essa árvore ao aglome

rado da figura 32a. Esse aglomerado é constituído pelo spin do to-

po, Àt' os spins da cama~a central, Àj (j = 1, •• z+l) e o spin

fantasma \j. Usando as leis de composição (3.7) e o fato de Kij s~r
~l .... ,-

O(z ) podemos obter a magnetizaçao no topo como sendo dada por:

r r z+l C]mo = 1 - expL.-p .I: K .. e. / [1 +J=l ~J J

z+l c
+ (p-l)exp(-p ~ KtJ.e.)]j=l J

(3.37)

Efetuandoagor? mais uma re~ormalização obtém
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Figura 32 - Generalização da equação de TAP e obtenção da

energia interna do "vidro de spin" de Potts.

utilizando as mesmas sequências de renormalizações apre­

sentadas nà figura 13 podemos obter, a partir dos aglomerados (a)

e (b) a generalização da equação de TAP para o vidro de spin de

potts [eq.(3.43>].

Por outro lado, seguindo a sequência de renormalizações

da figura 14 o aglomerado (b) pode ser utilizado também para obter

a energia interna desse sistema [eq.(3.47)]. Ressalvamos que essa

equação não é válida na fase aleatória onde não se conhece a distri

buição de probabilidades do campo efetivo .

.'
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se o aglomerado da fi~ura 32b onde etg representa a transmissivida

de aS~Qciada à interação entireospin do topo e o sp:l,nfanta~ma,

Xtg, com um dos spins da camada central remanescente. A partir des

se aglomerado pode-se obter tanto a magnetização nesse sítio da

camada central:

c
m. =)

c c
e. + Kt' e. +] J]

1 + (p-l)

c·
(P-2)Kt· e.et) ] gc
Kt' e. et) ) 9 (3.38)

quanto a magnetiz~ção no -topo da rede:

c
et + Kt·et· + (p-2)Kt. e.g .... ) g ... )]c

1 + (p-l)Ktj ej etg

etg

(3.39)

Dessa última equação obtém-se:

etg; =

c
. mt - Ktj ej

c c
1 + (D~2)Kt' e. - (p-l) mt Kt' e.- ) ) ) )

(3.40)

Substituindo (3.40) em (3.38) e desprezando os termos O(Ktj) tem­

-se que:

+ (p-2) e~]) (3.41)

A transmissividade se: pode ser obtida dessa e) -
quaçao pelo mesmo procedimento utilizado no Capítulo II nas passa-

gen~ da equação (2.71) à equação (2.73) Como:
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e~ = m~ - K . m LI-(o-l) (m~)2 +
J J tJ t - J

+ (p-2} m~ J]

Finalmente, substituindo-se (3.42) em (3.37) obtém-se

(3.42)

que é a generalização da equação de TAP para o modelo de Potts.Ob-

serve que a solução para o modelo de Ising pode ser reobtida sim­

plesmente fazendo-se p=2. Convém ainda destacar novamente que as

aproximações feitas para se obter (3.43) só têm validade se, como

um último passo, efetuarmos a média sobre a desordem.

3.3.2. A Energia Interna

A energia interna do "vidro de spin de Potts"

pode ser obtida para quase todos os valores dos parâmetros J /J eo

KT/Jadaptando-se para esse modelo o cálculo efetuado para o modelo

de Ising. Essa adaptação entretanto não nos permite obter a ener­

gia interna do modelo na fase aleatória uma vez que nessa região

nao ternos uma distribuição de probabilidades bem definida para efe

tuar a média sobre a desordem. Essa indeterminação pode então ser

considerada corno urna limitação do método aqui proposto para o cál-

culo da energia interna. Há que se considerar em seu favor, contu

do, que nessas condições não se conhece nenhum outro método quenos

permita calcular essa grandeza de modo que esse ponto em nada re-

duz as vantagens apresentadas por essa metodologia quando compara-

da com as já previamente existentes.
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Do aglomerado da figura 32b obtém-se facilmen

te a correlação e~tre o spin do topo e o spin da camada central:

c c
K + e e + (p-2) Kt' 6, 6tt" tg J J g=J J

c
1 + (~l)Kt' e. ' 6tg- J J

(3.44)

Expandindo essa expressão obtém-se que:

(3.45)

de modo que a energia interna será dada por:

U = __ z_
f P [KtJ,JP[Xt]P[X,]Kt, <ÀrÀ~-r>g J J t J

(3.46)

A fim de tornar essa solução a mais geral pos

sivel vamos supor que as distribuições de probabilidades para as

variáveis Xtg e Xj sejam ambas Gaussianas com média ml(m2) e va­

riância ql~2) para a distribuição dos Xtg(X;). Na fase em que o

atrator caracteristico é um ponto fixo a energia interna pode ser

obtida simplemente fazendo ml=m2 e ql=q2' Usando as definições (3.

26) essas integrais podem ser facilmente calculadas obtendo-se pa-

ra a anergia interna a seguinte expressao:

U = - 1
26

(3.47)
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Vale a pena reafirmar que essa forma de ener­

gIa Interna ~v~11da para tOdas 'as fases do modelo com excess~o da

fase aleatória.
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CAP!TULO IV

o MODELO DE ASHKIN-TELLER NA REDE DE BETHE

() modela de AshlU.n-Teller foi introduzido em 1943( 77) co-

mo uma generalização do modelo de Ising para sistemas de quatro

componentes. Em sua versão·de gás de rede cada sítio pode ser ocu­

pado por um dentre quatro tipos de átomos designados por: A, B, C

e O. Dois átomos do mesmo tipo interagem-:com energia EO; para os

pares de AB e CD a energia de interação é El; E2 para os pares AO

e BC e EJ para os pares AC e BO.

Em 1972 Fan(78) mostrou que a Hamiltoniana para esse mode

10 pode ser escrita em termos de variáveis de spin de Ising asso-

ciando-se duas dessas variáveis - ai e si - a cada sítio.

(ai,si) é feito igual a:

~+,+)se o átomo em i for do tipo A

(+,-) se for do tipo B

(-,+) se for do tipo C e

(-,-)se for do tipo O.

o par

No restante deste trabalho o par (a.,s.) será chamado deJ. J.
••

spin de~:t1kin-Teller e representado por 11 •

Nesse esquema, aenei'gi-ade interação para \Ullsiste,ma de

duas partículaslocali zadas nos sít.iosie j pode ser escri>taCOITO:

.,r

\
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H .. =
~J

Jo J2aiaj
J 5.0.5,0.

• ~ ~ J J
~~

(4.1)

onde

- Jo (4.2a)

J.
1. (4. 2b)

- J2 (4.2c)

- J3 ( 4 • 2 d)

conve-

Adicionando à energia de interação a constante Jo+J1+J2 +

J), essa Hamiltoniana pode ainda ser escrita da forma mais

niente:

- SH .. = Kl(s.s.-l) + K2(a.CJ,-1) + K3(s.CJ.s,CJ.-l)1.J 1. J 1. J 1. 1. J J
(4. 3)

or.de K = SJ (a= 1,2,3)a a

Ashkin-de
No caso particular em que Ki = K2 o modelo

Teller é chamado de isotrópico. Um outro caso particular interes-

sante desse modelo é obtido quando Kl=K2=K3' Nesse caso o modelo

de Ashkin-Teller reproduz o modelo de Potts com p=4. Isso pode ser

verificado observando que arrbasas Hamiltonianas (4.3) e (3.4)descre-

vem sistemas de dois estados, com degenerescência 12 para o estado

de mais baixa energia e 4 para o de energia mais alta. A equivalêg

cia se completa verificando que em ambos os casos a diferença de

energia entre os dois estados é a mesma.
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lnicialmen1;e" neste cappitulo o conceito de transmissivi­

dade e sua dual é extendido para o modelo de Ashkin-Teller (84)e as

leis de composição para essas variáveis são apresentadas. Utilizan

do essas leis o modelo de Ashkin~Teller regular isotrópico na rede

de Bethe é analisado obtendo-se seu diagrama de fases. Na secçao

4.1~1 mostramo::rque o formalismo desenvolvido no Capítulo II pode

ser fa,cilmenteextendido para a obtenção da energia interna desse

sistema.

A secçao 4.2 é dedicada ao estudo do vidro de spin de

Ashkin-Teller. Devido à complexidade do mapeamento obtido veja

equações (4.38) - nos limitaremos a estudar alguns casos particula

~obtidos fazendo-se com que dois dos parâmetros se anulem simul-

tâneamente. Esses casos particulares, que apresentam umarique2a

bastante grande, têm seus diagramas de fase apresentados nas figu-

ras 40, 41 e 42.

Finalmente, as secções 4.2.1 e 4.2.2 são dedicadas, res-

pectivamente, à obtençãb de uma generalização da equação de TAP p~

ra o vidro de spin de Ashkin-Teller e à derivação de sua

interna.

energia

4.1. O modelo de Ashkin-Teller isotrópico regular na rede

de Bethe

Nesta secçao estudamos o modelo de Ashkin-Teller Iso

trópico regular na árvore de Cayley fechada assimétrica. Os resul­

tados desta secção podem ser compaz:ados com os obtidos utilizando

. t - ~ al . f' .t (79) ( . A" d' C)~neraçoes ae cance ~n ~n~ o veJa pen ~ce ou mesmo com

os obtidos na aproximação de campo médio. A demonstração de que

essa solução é equivalente à obtida na árvore de Cayley com campo

magnético externo atu~do nos spins super:ficiaisé uma generaliza
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ção direta da apresentada no Capitulo lI, para o modelo de Ising.

:e importante'observar porém que no caso de spins de .Ashkin-'l'eller

existem 3 campos magnéticos externos: Hl atuando nas variáveis si'

H2 nas variáveis ai e H3 atuando no par aisi.Assim sendo, define­

se 3 "magnetizações" <a.>, <Si> e <a.s.>. Por um raciocínio análo-~ ~ ~

90 ao do ca.pítulo II mostra-se facilmente que essas magnetizações

podem. ser obtidas das correlações <aia>, <siSg> e <a.s.a s > fi-9 .. ~ ~ 9 9

xando-se o spin fantasma (a ,s ) na posição (+,+).9 9

Vamos considerar um sistema constituído por um par

de spins de Ashkin-Teller e descrito pela Hamrltoniana. (4.3). Da

identificação transmissividade ~ correlação mostra-se facilmente

que a uma ligação existem 3 transmissividades associadas dadas por:

(4.4a)

(4.4b)

<a.S.a.S.>=
~ ~ J J

(4.4c)

onde os x! s são os fatores de Boltzmann:1

(4. Sa)

(4.5b)

. (4.Sc)

No restantede$te capitulo a seguinte convenção é a­

dotada para o uso dos índiceSl'a, e ey: sempre qüeum de'lesapare-
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c::eri.s.oladamenteem uma equação ela representará 3 equaçoes nas

quais esse índice assume consecutivamente os valores 1, 2 e 3.Qua!!.

do os três índices aparecerem ~m uma mesma equação, eles tomam os

valores":a=l, 8=2 e y=3. Também nesse caso essa equação representa­

rá um conjunto de 3 equações sendo que as duas restantes são obti­

das da primeira por permutações ciclícas desse índices.

Nessa notação, as equações (4.4) e (4.5) podem ser

reescritas como:

t =a

e

1+ xa

1 + xa

- x - x
8 .r

+ x8 + Xy

(4.4d)

(4.5d)

As duais das transmissividades (fatores de Boltzmann)

sao obtidas invertendo-se as equações (4.4):

tO ::x = [1 + t - ta a a 8

L-t

- t ] / ti: + t + t ]y a 8 Y
.~"(4.6)

Por uma questão de brevidade nesta tese representa­

mos o conjunto das três transmissividades tI' t2 e t3 associadas a

-. li" - + . d di D tO tOuma un~ca gaçao por t e ao conJunto e suas ua s, tI' 2 e 3
+0

por t •

Utilizando as relações (definições) (4.4)- (4.6) as

leis de composição para as transmissividades podem ser obtidas co­

rnogeneralizações diretas das apresentadas para os modelos de Ising

ePotts(figura 33).

i) Para duas ligações em série com transmissividades
.'
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Figura 33 - Leis de composição para as transmissividades !

no modelo de Ashkin-Teller.

Devido à fopna da Hamiltoniana (4.3) três transmissivida

.des são associadas a uma única ligação. Essas transmissividades e

suas duais são definidas, respectivamente, pelas equações (4.4) e

(4.61. A partir dessas definições é fácil mostrar-seque cada uma

dessas transmissividades obedece às mesmas leis de composição já

obtidas para os modelos de Ising e Potts. Para ligações e~série

essas· leis se encontram explicitadas na equação (4.7a) e para liga

ções em paralelo nas equações (4.7b) e (4.7c). Por conven.iência é

introduzida a seguinte notação: os Indices a, a e y tomam os valo-

res 1, 2 e 3. Quando Os 3 Indices aparecem na mesma equaçao sao-

lhes atribuldos' os valores fixos a=l, 6=2 e y=3. Duas outras equa I
çoes são obtidas por permutações clclicas desses Indices.

'.

\
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-+ -+
associadas tI et2 a a-ésima componente da transmissividade equiva

l~nte é obtida como sendo igual ao produto das a-éslmas componen-

tes dessas transmissividades, ou seja:

(4.7a)

"

11) Para duas ligações em paralelo, com transmissivi-
-+ -+

dades associadas tI e t2 a a-ésima componente da dual da transmis-

sividadeequivalente é obtida como sendo dada pelo produto das a-

ésimas componentes das duais:

(4.7b)

Usando as relações (4.6) a lei_ de composição (4.7b)

pode também ser reescrita em termos das componentes das transmissi
-+ -+

vidade.s tI e t2 como

t1+t2+t1t2+ tIt2
a a a y y a

1 + t1t2+ t2tI+tIt2
a a a a y y

(4.7c)

Mediante a aplicação dessas leis de composição ao a­

glomerado da figura 34 obtém-se o seguinte mapeamento para o mode-

10 de Ashkin-Teller regular:

(4.8)

onde téa transmissividade associada às ligações não iteradas e

ãs = (e~ ' e; ,6~) a tr.ansmissividade associada ao campo efetivoqm

atua na s":'ésimacamada da árvore.
"
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Figura 34 Relação de recorrência

Ashkin-Teller regular.

para o modelo de

A aplicação das leis de ~omposição da figura 33 ao aglo­

merado (a) gera o mapeamento: es+l = [2(t aS + tQte: aS)] / [ r- +. a a a .~ y p y

+ (t e·s) 2 + (toe:) 2 + (t eS)2]. Para o modelo de Ashkim-Teller isoao· pp yy

trópico (Kl=K2), fazend~-se a~ = a~, esse mapeamento pode ser rees

crito como:

s+l

VI = [2t VS (1+VS ) ] / [1+2(Vs)2 + (Vs)2]11313

vs+1=vs+12 1

VS+1= 2t [vs + (VS)2] / [1 + 2 (VS)2 + .(VS)2]3 3 ··31· 1. 3

onde fizemos VS = tas.a o o
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:No caso particulél.r do modelo de Ashkin-Teller isotró

fi)Í-co(KI=K2) verifica,...sefacilmente que xl == X2 de modo que tl::;t2·

Nesse caso as equações (4.4) podem ser reescritas como:

Observando-se que os pesos de Boltzmann (4.5) sao ne

cessariamente positivos verifica - se facilmente também que as va­

riáveis ~l e t3 se encontram definidas nos intervalos:

- 1 < t3 < 1 (4.l0a)

(4.l0b)

Adotando-se para os campos magnéticos externos (con-
+

dições iniciais) e a mesma simetria do modelo, ou seja, fixando­o

se e~ ::;e~o mapeamento para o modelo de Ashkin-Teller isotrópico

regular é obtido como:

eS+l es+l2 = 1

(4.9a)

(4.9b)

(4.9c)
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Fazendo-se a transformação

as relações (4.9) .podem ser reescritas na forma mais simplíficada:

~+l _ ~+l2 - .1

(4.10a)

(4.10b)

(4.10c)

No que segue, por conveniência, somente condições

iniciais eO positivas são consideradas. Nesse caso, os atratoresa

do mapeamento (4.10) nos permitem identificar; para esse modelo,as

seguintes fases (veja a lfigura 35):

a) Fase paramagnética (PARA): Como foi observado inú

meras vezes nesse trabalho essa fase é caracterizada pelo ponto

fixo trivial e1 = e~ =0.•O critério de estabilidade (A.IO) determi­

na a seguinte região de estabilidade para essa fase:

- 1/2 < tI < 1/2

- 1/2 < t3 < 1/2

(4.11a)

(4.11b)

~ importante frisar que não há nenhum indício d.a

existência da faseindicada pOr <O' > na refe'rência56. A região que

seria ocupada por essa fase se encontra dentro da região dominada

pelo ponto fixo paramagnético (figura 35b).
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b) Fase de Baxter Ferromagnética (BAXTERF): Nessa

fase todas as correlações entre o spin fantasma e o spin no topo

são positivas. Comojá vimos, isso significa que as três magnetiz~

ções no topo <O't>, ':;St> e <CTtSt>são positivas indicando umali­
nhamento ferromagnétlco dos spins. Essa fase_ocorre para valores de

Kl positivos e suficientemente grandes (ou temperatura baixa) mes­

moqueK3 seja nulo ou negativo mas de módulo pequeno. Ela é devi­
da a um alinhamento ferromagnético entre o spins de Ising a e s o

que por si só faZ' comque <o'-S>seja positivo. g- c'laro que o aumen­

to de K3 nessas condições favorece ainda mais esse alinhamento. Es

sa fase, que só existe para valores positivos de tI e t3, ~ cara c­
~erizada por umponto fixo não, trivial de coordenadas dadas oor:

- ln
{(t3+tlt3-~)+[{t3+~ t3-tl)2_(2tl+t3) (t3+2~t3)J }

(2tl+t3)
(4.l2a)

(4.l2b)

Essa última coordenada pode tambémser obtida de:

(4.l2c)

Devido à complexidade das equações (4.12) não nos foi

possível' determinar analitic:amente a região onde este ponto fixo é

estável.

c) Fase de Baxter Antiferromagnética (BAXTERA.F.) :

Essa fase pode ser considerada comoa análoga antiferromagnética da" .. - .. - .

fase anterior. Ela ocorre a baixas temperaturas para valores ..nega-

tivos de Kl. Nessa fas-e <a> e,<s> invertem seus sinais ~r duas ca-
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I5tNle f

PAIRA

(a)

Figura' 35 - Diagramas dê fasês do modglo de Ashkim-Teller

isotrópico regular.

o diagrama de fases do modelo de Ashkin-Te1ler isotrópi-

co na rede de Bethe, obtido a partir da determinação dos atratores

do mapeamento da figura 34, apresenta as seguintes fases: i) Para-
* *

magnética caracterizada pelo ponto fixo VI = V3 = O. ii) Fase de

Baxter ferromagnética (Baxter F) caracterizada pelo ponto fixo nao

trivial definido pelas equaçoes (4.12). iii) Fase de Baxter anti-

ferromagnética (Baxter AF)definida por um duplociclodotipo

vS+l= _vs = v* vS+l= VS = v*

iv)
Fase deIsingferromagnética

1 1 e 3 3 3· *

*
(Ising F) caracterizada pelo ponto fixo VI = O,v3>0 definido

nas

equaçoes (4.14). v) Fase de Ising antiferromagnética

racterizada por um duplo ciclo do tipo v~+l= v~ = O e
*

= V 3 [equação (4.16)] .

ca

Nesse diagrama a região hachurada indica éoexistê ncia de
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BAXTER F

IIk.

PARA

ISING AF

BAXTER AF

(b)

PARA

1.0 2.0

ISING F

3.0

soluç6es (veja figura 36) de modo que as transiç6es -de fase', que

ocorrem no interior das regi6es BDEC e B'D'E'C' são de lê ordem.As

linhas cheias indicam transiç6es de fase de 2ê ordem .

.~
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madas consecutivas caracterizando um alinhamento antiferromagnéti­

eo. Numa mesma camada porém os spins .de.:J,:~ingele S,l?eÇi~JI'lhqmpa­

ralelamente de modo a fa~er com que <as> seja positivo. Ou seja,do

ponto de vista do parâmetro de ordem <a> «s» o alinhamento é an­

tiferromagnético ~nquanto que do ponto de vista do parârnetro de

ordem <as> essa é uma fase ferromagnética. O atrator característi-

co dessa fase, que só aparece quando tI < O e t3 > O, é um duplo

ciclo do tipo:

(4.l3a)

(4.l3b)

* *
onde VI e V3 podem ser obtidos das equações (4.12) simplesmente fa

zendo a substituição tl+ - tI' Isso pode ser visto observando que

as relações (4l0a) e (4.l0b) são, respectivamente antissimétrica e

simétrica com relação à 'inversão do sinal do parâmetro tI' ~ claro·

que também nesse caso não é possível um estudo analítico da estabi

lidade desse atrator.

d) Fase de Ising Ferromagnética (Ising F): Para vaIo

res suficientemente grandes de K3, dependendo do valor de KI, é pos

sível encontrar-se uma fase na qual apesar de <a> e <s> serem nu-

los a magnetização <as> não é nula. Nessa fase o modelo de Ashkin-

Teller se comporta como o modelo de Ising ferromagnético. Seu atr~

tor característico é um ponto fixo cujas coordenadas são dadas por:

*
V = O1 (4.14a)

(4.l4b)
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Como se pode ver da equação (2.24b) esse é o ponto

fixo ferromagnético do modelo de Ising.

A região onde esse ponto fixo é estável pode ser de-

terminada analiticamente sendo definida por:

tI « t31[1 + (2t) - 1)1/2J (4.15a)

(4.15b)

e) Fase de Ising Antiferromagnética (ISING AF): A

~emplo do que ocorre com as fases de Baxter ferromagnética e anti­

ferromagnética essa fase é a análoga à anterior para K3<o. Também

nesse caso apesar de <a> e <s> serem nulos a magnetização <as> nao

é nula, po~ém al~ernada indicando que o alinhamento é antiferroma~

nético. O atrator característico dessa fase é um duplo ciclo do ti

po:

~+l = ~ = O

~+l = ~ = [-2t _ 1]1/2333

(4.1Ga)

(4.1Gb)

Observe que (4.10c) é antissimétrica com relação à

t3 quando ~ = O e que (4.1Gb) pode ser obtida de (4.14b) inverten

do-se o sinal desse ..parâmetro.

A região de estabilidade desse duplo ciclo é defini-

da por:

t3 < - 1/2 (4.17)
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Nesse caso não há nenhuma equação correspondente a

(4.,15.a)porque o afunil.amen1;oda região física para va.loresnega­

tivos de t3 faz com que só existam as fases Ising AF e paramagnéti

ca.

No que diz respeito à ordem das transições entre as

diferentes fases elas podem ser deduzidas do estudo das proprieda-

des dosvários atratores descritos. Devido às simetrias apresenta-

das pelo mapeamento (4.10) e pelas inter-relações entre os pontos

fixos e duplos ciclos esse estudo pode ser limitado apenas aos pog

tos fixos uma vez que as transições envolvendo duplos ciclos terão

as mesmas características das envolvendo pontos fixos. Vamos estu-

dar essas transições uma a uma.

a) Transição Para-Ising F: Essa transição pode ser

identificada como sendo de segunda ordem simplesmente observando-

se que em virtude de (4.llb) e de (4.lSb) os pontos fixos que ca-

racterizam ess~fasenão são simultâneamente estáveis. Além disso,

como pode ser visto de (4.l4b) o ponto fixo não trivial caracterís

tico da fase Ising F cresce continuamente a partir do zero de modo

que nao há discontinuidade no parâmetro de ordem na temperaturacrí

tica. Note que os mesmos argumentos se aplicam à transição para-

.IsingAF.

b) Transição:Para-Baxter F: A determinação da ordem

das transições envolvendo a fase Baxter F (Baxter AF) requer um es

tudo mais elaborado do ponto fixo (duplo ciclo) definido em (4.12).
*

Note em primeiro lugar que V3 só será real se o radicando for pos~

tivo semi-defindo, i.e., se:

(4. 18)
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A j,gualdade define a ~inha BCE. Sob.t;eessa linha tem-se que:

(4.19 )

*
Como V3 é positivQ para:

(4.20)

esse parâmetro de ordem apresenta uma discontinuidade na temperatu

ra crItica (figura 31). Além disso, da condição (4.lla) (tI < 1/2)

que define a linha ABD e do estudo numérico da estabilidade do pon

to fixo de Baxter (4.12) verifica-se que na região BDC as soluções

PARA e BAXTER Fcoexistem, como se pode ver do diagrama de fluxos

da figura 36a. Dessa forma, na região em que (4.20) é satisfeita a

transição entre essas fases pode ser classificada como sendo de

a
1- ordem.

*
Na regiãojem que (4.20) não é satisfeita V3 somente

é positiva se tI > 1/2 que coincide com (4.lla). Note que de (5.

10c), verifica~se facilmente que para condições iniciais positivas

e t3 positivo todo v~ será necessariamente positivo. Da mesma for­

ma verifica-se também que nessa região não há coexistência de solu
- - .. * *

.çoes e que os parametros de ordem VI e V3, ou seja, <a> , <s> e <as>

crescemcontlnuamente a partir do zero. Desse modo; a transição so

bre a linha AB é de segunda ordem. As coordenadas do ponto Bonde

. - a a
a trans~çao entre as fases PARA e BAXTER F passa de 2- para 1- or

dem são:

tlB = 1/2

t3B = 1/3

(4.2la)

(4.2lb)
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Vo3
1.0

t.-0.46

t3-O.48

0.5

(a)

J.°voI

VO3
1.0

t.=0.4S'

t3-0.505

\i 1 /" /
•

0.5

(b)

I.0yt!I

Figura 36 - Diagrama de fluxos nas regiões BDC(a)e CDE(b).

Nas regiões de coexistência de soluções o verdadeivo atra

tor para o qual o mapeamento da figura 34 converge é determinado
j

pelas condições iniciais. ~ importante frisar que na região BDC

(B'D'C') a coexistência se dá entre as soluções paramagnéticas

e BaxterF (Baxter AFl ao passo que na região clm (C'D'E') coexis­

tem as soluções Ising F e Baxter F (Baxter AF). Nesse último caso,

como se pode ver em (b), o ponto fixo pararnagnético é instável.
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Vale a pena reafirmar que essa argumentação pode ser

extendida de forma direta para a transição PARA - BAXTER AF. bas­

·tando .que se faça nos resultados acima a substituição: tl+ -tI.

c) Transição Ising F - Baxter F: A ordem dessa tran­

sição é determinada do estudo numérico do mapeamento (4.10) nas

proximidades da curva obtida tomando-se a igualdade em (4.15a). v~

le a pena lembrar que essa curva define o limite de estabilidade

da solução Ising F. Através desse estudo foi possível mostrar que

essa transição é de segunda ordem na linha EF e de primeira ordem

na linha EO. O ponto E onde a transição passa de l~ ordem para 2~

ordem tem coordenadas:

tlE = 0.42705

t3E = 0.52786

(4.22a'.)

(4.22b)

Na região COE as soluções de Baxter F e Ising F co~

existem, como pode ser visto do diagrama de fluxos da figura 36b.~

penas como ilustração apresentamos ainda na figura 4.7 as disconti

nuidades nos parâmetros de ordem ao longo das fronteiras BCE e BOE.

Finalmente vale a pena observar que os resultados pa

ra os modelos de Ising e Potts com 4 estados são reobtidos como ca

sos particulares do modelo de Ashkin-Teller isotrópico.

4.1.1. Energia Interna do Modelo de Ashkin-Teller

Isótropico Regular

A energia interna do modelo de Ashkin-Teller

isotrópico regular pode ser calculada usando uma generalização do
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Fig~ra 37 - Descontinuid~nos parâmetros de ordem.

Nessa figura apresen~amos as descontinuidades nos parâ-

metros de ordem VI e V3 ao longo das fronteirasBCE (a) e BDE (b).

Em ambos os casos'a linha cheia representa a descontinuidade em VI

e a linha tracejada a descontinuidade em V3.
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l1t
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II
I
I Xtg-I

, I
yc , I-1 ''1

'ifg

(b) (e)

-
l1t

do topo (ot'St) .e um spin
- k b

laçao: U = - 1_ «Oto.~ +
26 J

relações, por sua vez, são

Figura 38 - Obtenção.da energia interna do modelo de

Ashkin-Teller isotrópico regular.

A energia interna do modelo de Ashkin-Teller regular po

de ser obtida a partir da determinação das correlações entre o spin

da camada central (o.,s .) por meio da reJ J -
. k b

<Sts.> ) - 3 <OtSto.s.>. Essas cor-
J 2B J J

determinadas procedendo-se à mesma se-

quência de renormalizações discutida para os modelos de Ising e

Potts. Nas fases caracterizadas por duplos ciclos a energia inter

na é dada pela equação (4.25).
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procedimento desenvolvido no Capítulo 11 para o modelo de Ising re

guIar. Para isso basta observar que, devido à forma da Hamiltonia-

na (4.3) a energia interna por partícula desse modelo

por:

-
sera dada

u = «0.0.> + <5.5.» -1 J 1 J

K3b
- ---- <0.5.0.5.>

~S 1 1 ] ]
(4.23)

Dessa forma, é necessário calcular todas as

~orrelações (transmissividades efetivas) entre o spin do topo da

rede e um spin da camada central, o que pode ser facilmente reali-

zado utilizando-se o aglomerado da figura 38. Para uma rede com N

camadas (N~m) na situação mais geral em que o atrator é um duplo

ciclo a transmissividade entre o spin fantasma e um spin da camada

central ãc é difrente da transmissividade êt entre o spin do topo

e o spin fantasma .. Designando as componentes dessas transmissivida

des por: (a~, a~) e (ai, a~) as componentes da transmissividade

efetiva êtc entre o spin do topo e um spin da camada central, obti

das utilizando as leis de composição (4.7), são dadas por:

(4.24a)

(4.24b)
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Substituindo as equações (4.24) em (4.23) e

oOmasi.dentífíeações:

<a.a.>
~ J

_ ate1

tem-se que:

<ais,a,s,>1. J J
_ ate3

26
(4.25)

i) 'Na faseparamagnétiea teremos ai =

iil Na fase Baxter

c 1 * * *
= a3 = t v 3 com VI e V3 a serem3

t c 1 *
F teremos aI = 61 = t VI1
obtidos das equações (4.12).

iii} Na fase Baxter AF teremos ai =t c 1 * * *
e a 3.= a 3 = t3 V 3 onde vie V 3 também são obtidos das

12) fazendo-se a substituição ti + - tI.

c 1 *-a=--v
1 tI 1

equações (4.

iv} Na fase Ising F teremos ai
c 1 *

a3 = t V3 com V3 dado por (4.14b).3

= aC == o e at1 c
=

v} Finalmente na fase IsingAF teremos ai=a~=i * *t V3 onde V3 é obtido de (4.14b)3
fa·ze'i1.do-sea
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4.2. O Vi.dro de Spi.n de Ashkin"'Teller

Nessa secção o formalismo desenvolvido anteriormente

é utilizado para a solução do modelo de Ashkin-Teller isotrópico

~s s s
X. :: [ ( Xl)' , (X2) .,] ] J
atuam no spin de Ash

com interações aleatórias na rede de Bethe no-limite em que a ra­

zao de ramificação se torna infinita.

+s
Consideremos ().aglomerado da figura 39 'onde K .. -

~J

[(Kl)~j , (K2)~j , (K3)~j] representa as três interações entre os

spins de Ashkin~Teller localizados nos sítios j da s-ésima e i da

(s+l)-ésimacamadas da rede. Nesse aglomerado

(X }~J representa os três campos externos queS···]

';"kin-Teller localizado no sítio j da s;..ésimacamada. As transmissi

d d . d .... - +Ks. - d i d -tS [(' \svi a es assoc~a as as ~nteraçoesi" serao es gna· as por t..:: tI" "J ~J ~Js .... j

(t2}ij' (t3)~jJ e as transmissividades associadas aos campos exter

:'".s +s [s s s]nos Aj. por 6j = (6I}j' (62)j' (63)j •

NeSSa secção, por razões jâdiscutidas no CapItuloII,

nos limitaremos ao estudo do caso particular em que as distribui­

ções de probabilidades para as interações (K~j) são Gaussianas.Mais

explicitamente, essas interações se encontram independentemente dis

tribuIdas de acordo com as leis de probabilidades:

= [Z/21TK~]1/2eXP{-z[(Ka}~j -

(4.26)

Como já observamos nos capItulos precendentes a idéia

básica para a:!'Soluçãodesse problema consiste na sub$t!tu'lção do
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Figura 39 - Relação de recorrência para o vidro de spin

de Ashkin-Teller.

o mapeamento (4-38) ~ue determina os ~arâmetros de ordem

do vidro de spin de Ashkin-Teller é obtido seguindo o formalismo

desenvolvido no capítulo lI. Mesmo no caso do modelo de Ashkin-

Teller isotr6pico, os mapeamentos (4.39) e (4.40) tem uma dimensio

nalidade excessivamente alta e envolvem um número muito grande de

parâmetros. Nas figuras 40, 41 e 42 apresentamos os diagramas de

fases para os casos particulares mais importantes.
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aglomerado da figura 39 por uma única ligação efetiva de modo a se

deteJ:'Illi,.naros C.éUllpoSexternos efet.ivos que atuam' nos spins da cama

da s+l. As distribuições "de probabilidades para esses campos podem

então ser calculadas a partir das distribuições de probabilidades

para os campos que atuam sobre os spins da camada anterior e das

distribuições de proba"bilidades para as interações, não renormali­

zadas, definidas em (4.26).

Utilizando as leis de composição (4.7) obtém-se que

os campos efetivos que atuam sobre os spins da camada s+l são da-

dos por:

(X )s+la i
z

= "1: (Y) s
j=l a ij

(4.27)

onde as interações (Y )~. podem ser escritas em termos dos fatoresa 1J

de Boltzmann (h liso a elas associadas como:a J

s 1 (S s s](Y ) .' = -4 R.n(h )i' - R.n(ha) ., - R.n (h ) ..a 1J a J 1J Y 1J
(4.28)

Esses pesos de Boltzmann por sua vez são dados por:

1+
s =

(ha) ij 1 +

s s(t ) .. (a).­
a 1) a)s s

(t )i .(a ) . +a J a J

s s(t )..(a).
y~) y)s s(t ).. (8 ) .
y 1) Y J

(4.29)

OCz-l) as

- +s -
Lembrando agora que as interaçoes Kij sao todas elas

transmissividades t~. podem ser aproximadas por:1J

s
(ta)ij

s
= (Ka)ij

'(4.30)

de modo que as equações (4.29) podem ser aproximadas por:



152

)s _
(ha ij-

1+

1+

( s sK ) •. (8 ) . ­
a1] a)

S S
(K ) •• (8 ) . +

a 1] a J

s
(KS) ij

s
(KB) ij

s s
(K ). 0(8 ) o

Y1J . y :1

s s
(K).o(8)o

y 1) Y J

(4.31)

Substituindo a expressão acima nas equações (4.28) e

expandindo os logaritmos obtém-se que:

s s s
(Y ) •. = (K ) •. (8 ) o

a 1J a 1J a J
(4.32)

A aplicação do teorema do limite central às equaçoes

{4.27) nos permite afirmar que as distribuições de probabilidades

t f to ~xs+l - d G .para os campos ex ernos e e 1VOS o serao to as aUSS1anas. As1
-do {Xo)s+l ." . (-X2)S+1d· d' °b o - - bme 1as e as var1anC1as essas 1str1 u1çoes sao oa a

tidas das médias (yo)s e das variâncias (y2)S das distribuições dea a

probabilidades para as tnterações y~o através das relações:1J

(4.33a)

(4.33b)

Usando as equações (4.32) e fazendo as definições:

S [S] [ S [ S] S S s. sm = f P (Xl)' P (X_).]P (X3)o (8 )od(x..).d(x..).d(X3).a J --Z J ] a J1 J --Z J J

(4.34 a)

e

s sl [ s [S] S 2 s. S sq :;.f P[(X1)oP (X-).]p(X3). [(8)o] d{Xl)o d(X-)od(X3).a . J -"2 J J a ] ] -""2:J J

(4.34b)
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as grandezas (Yo)s e (y2)S são obtidas como sendo dadas por:a a

'(yo)S = KO mS /z (4.35a)a a a

(y2)S = i{2 qS/z.

(4.35b)a a a

Substituindo as equações (4.35) nas equações (4.33)

tem-se que:

(xo) s+l = KO mSa a a

(X2)s+1 = K2 qSa a a

(4.36a)

(4.36b)

de modo que as distribuições de probabilidades para os campos ex-

termos efetivos podem ser explicitamente escritas como:

p[(X )~+l) ;= [2'1rK2sJ-l/2 {-[(X )s+l _ KO mS]2/2K2S}.a1. aqa exp ai a a a,qa

(4.37)

Finalmente, substituindo as distribuições de probabi

lidades (4.37) nas definições (4.34) obtém-se as seguintes

ções de recorrência para o vidro de spin de Ashkin-Teller:

rela-

ms+l = (2'1r)-3j2fif eJ<P[- (x2 + y2 + z2)j2] f (x,y, Zi IIJ.'--a _= a

(4.38a)

s+1-3/2 = ] [~ = (21T) !.!f eJlP[- (x2 + y2 + x2)/2 fa(x, y, Zi I1J.'

ql' ~,q2' m3, qiJ 2 dx dy dz

(4.38b)



154

o s] [- S 1/2- 2K rn - exp - 2K (q ) x -
y y - a a

- 2K
a.

S
rn

a.

z -

- 2K a
s

ma

m~J - exp [-2~ (qs)1/2 x -~ a a

s
ma z -

(4.38c)

A identificacão de mS e aS como sendo, respectivamen
> a ~a -

te, os parâmetros de ordem ferromagnético e vidro de spin pode ser

efetuada observando-se que as equações (4.38) nada mais são do que

as médias com relação as distribuições de campos externos efetivos

das transmissividades entre os spins do topo e fantasma e de seus
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quadrados.A identific~ção é completada lembrando que essas trans­

missividades nada mais são do que as magnetizações no topo da re-

de.

As relações de recorrência para o modelo de Ashkin­

Teller isotrópico podem ser obtidas seguindo-se um procedimento abso

lutamente a~álogo ao aqui apresentado. Elas podem também ser dire­

tamente obtidas a partir das definições (4.34) utilizando-se as

distribuições (4.37)e .'observando qte nesse caso tem-se apenas duas

transmissividaães associadas a cada ligação definidas nas equações

(4.9). O mapeamento para este cas~ particular é escrito como:

m:+l = (21T)-1 1j e:xp[-(x2 + y2)/2J fa (x,y;IIJ.,ql,m3,q3)dx dy
-<» (4.39a)

q:+l = (21T)-1 1j exp[-(x2 + y2)/2J [fa(x'Y;IIJ.,ql,~,q3)]2dxdy-
(4.39a)

com as funções fa

.,•...
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- s 1/2 OS]+ exp [-4 Kl (ql) x - 4 Kl ml }(4.40c)

Nos parece evidente que devido à dimensionalidade ex

cessivamente alta desse mapeamento bem como ao grande número de pa

râmetros envolvidos a análise das equações (4.39) torna-se imprati

cável. Entretanto, seis casos particulares importantes podem ser

obtidos anulando-se simultâneamente dois dos parâmetros envolvidos.

Dentre estes alguns se reduzem a situaçõesjá estudadas nessetra-

balho como sao os

o - o

casos em que fazemos Kl = Kl = O ou K3 = K3 = O,

reproduzindo o mapeamento obtido para o modelo de Ising

ouainda

-
Kl= K3 = O que reproduz o mapeamento para o modelo de Ashkin-Teller

isotrópico regular. Dessa forma, no que segue são analisados apenas

os três casos particulares restantes. Antes de começarmos a estudá

-los separadamente vale a pena observar que em todos eles o mapea-

mento será bi-dimensional uma vez que as funções fa(X,Yimyql,m3,Q3)

só dependem de dois parâmetros. Além disso, em todos esse casos, a

região em que o ponto fixo trivial é estável é determinada por e-

quações semelhantes às já obtidas para 'os vidros de spin de Ising

e Potts.

•
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a) Primeiro Caso: Kl = K~ = O

Nesse caso particular as funções 'fa(x,y;ml, ql'

m3, q3) se reduzem a:

+ 2 exp [- 2 K~ m~ - 2 K3 (q~)1/2 y] +

(4.4la)

(4.4Ib)

de modo que o mapeamento (4.39) fica reduzido a:

(4.42a)

q~+l = (2~)-1/2 l: e-y2/2 f~ (y; ml, q3) dy

(4.42b)

Uma vez obtidos os valores de ml e q3 correspon­

dentes,aos diferentes atratores desse mapeamentoos demais parâme-

tros de ordem podem ser calculados.
p ..
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n~tico ml = ql = O (fazendo também com que m3

estável é definida por:
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A região no interior da qual o ponto fixo parama~
~

e ql sejam nulos) é

(4.43a)

(4.43b)

o mapeamento (A.42) apresenta tamb~m alguns limi-

tes interessantes que podem ser estudados analiticamente e que per

mitem um bom entendimento das propriedades do modelo. Por conve-

niência, são feitas as seguintes substituições:

(4.44a)

(4.44b)

a (4.44c)

de modo que as equaçoes (4.41) são reescritas como:

(4.44d)

(4.45a)

Nesse caso e nos seguintes usaremos letras gregas

para indicar a exponencial da variável de integração.

i) R~ ~ 00 com R4 finito. Nesse limite as intera-
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çoes entre os spins de Ising a (s) em camadas consecutivas da rede

sªo muito grandes fazendo com que esses spins se alinhem ferromag-

neticamente. Esse alinhamento, por sua vez, faz com que o mesmo

ocorra com as variáveis os. Observe que nessas con4ições a~O de mo

do que fI e f3 são iguais à unidade. Dessa forma m~ e m~ serao sem

pre. iguais à unidade, qualquer que seja s, e de forma que teremos

um alinhamento ferromagnético tanto em termos de'o(s) quanto em

termos de as. Essa fase é indicádapor (l-FERRO; 3~FERRO)

40) •

(figura

ii) R~ ~ClD ; R3~ ClD com R3»R~. Nesse caso apesar de ha

yer uma forte tendência no sentido de que os spins a{s) se"alinhem

ferromagneticamente ha-uma tendência maior que os spins as permane

çam desordenados uma vez que R3~ ClD pode ser entendido como tempera

tura muito alta. Como as não pode manter-se desordenado sem que o

mesmo ocorra com relação a a(s) devemos esperar que nesse caso te-
* *

nhamosparamagnetismo com ml = m3 = O e
j

se limite a~l de modo que fI = O e f3 =

* *
ql = q3 = O. De fato, nes-

tan h [(q~)1/2 y/R3].ObseE

ve que em termos das variáveis m3 e q3 a relação de recorrência re

produz as equações de SK (2.58 ) com J = O. Nessas equações o fa­o

to de J ser nulo faz com que m também o seja. O ponto fixo da re­o
-. - * *

laçao de recorrencia restante sera q = O (q
-

# O) se KT/J>l{<l) •

Como R3 = KT/J3»1 a convergência então se dará em direção ao pon­

to fixo trivial. Essa fase é indicada-na figura- 40 por (1 - PARA;

3 - PARA).

iii) R~ = O com R3 finito. Nesse limite o modelo de

Ashkin-Teller isotrópico aleatório se reduz ao vidro de spin de

Ising na variável as. Além disso, como supomos nulo o valor médio

K~ teremos em termos dessa vqriável urna fase paramqgnética (l-PARA;

3-PARA) quando R3> 1 e uma fase vidro de spin (l-PARA; 3-VIDRO) qua!!

R3<1. Isso pode ser facilmente verificado observando-se que também
~,",,","~~~'\IIl •." ..•..... _ .. ""! .'-' ••

BllllIOU:CA 00 INSTITUTO lJti FISICA E QUIMICA I)E SÃO CARLOi. UU

FIs I (A
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Figura 40 --Diagrama de fases do vidro de spin de Ashkin

-Te11er: caso particular KI = K~ = o.

o diagrama de fases apresentado foi obtido do estudo nu­

mérico do mapearnento (4.39) com i1 = K~ = O. Nesse e nos diagramas

seguintes o número 1 se refere às variáveis o(s) ao passo que o nu

mero 3 se refere à variável as. são as seguintes as fases encontra

das: i) (l-PARA; 3-PARA). Essa é a fase paramagnética do sistema,

obtida para temperaturas suficientemente altas e caracterizada pe-

ii) (l-FERRO; 3-FERRO)
* *

10 ponto fixo m1 = ql ~ O

obtida para valores suficientemente grandes do

racterizada por um ponto fixo no qual todos os

•. o
parametro Kl e ca-

parâmetros de ordem

sao positivos. iii) (l-PARA; 3-VIDRO). Nessa fase as apresenta
* *

urnaordem do tipo vidro de spin (m3 = O; q3 ~ O) enquanto que as

se mantém desordenados. Ela é encontrada para valores suficiente­

mente pequenos da temperatura e' de K~, iv) (l-ANTlFERRO; 3-FERRO):

Essa fase é a análoga à fase discutida em ii) para valores negati­

vos de K~. Seu atrator característico éurn duplo ciclo do tipo

s+l s+l s+l s N· d' 't - d d t '
ml ~ - ml com m3 = m30 o que 1Z respe1 o a or em as ranS1

çoes aparentemente são todas de 2~ ordem não havendo indícios de

descontinuidade nos parâmetros de ordem pu de coexistência de solu
-

~oes.



I-ANTIFERRO

3-FERRO

-1.0

1- PARA
3- PARA

1- PARA

3- VIDRO

1.0

l-FERRO

3-FERRO
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nesse caso a=l de modo que fI=0 e f3 = tan h [(q~)l/2y IR3] •

iv) RI + -~ com R3 finito. O fato de R~ + - = faz com

que o(s) apresente um alinhamento antiferromagnético e, como já vi

mos, esse alinhamento induz o alinhamento do spin os. ~ interessan

te observar que o alinhamento induziao é ferromaghético indicando

que os spins o e s em um mesmo sítio se alinham.·ferromagneticamen-

com

positivo
s

tomamos ml

s+l. t'
ml seJa nega 1.VO -eque fI = -1 - fazendo com que

outro lado, tomamos m~ negativo a + O e teremos fl=l

que m~+l seja positivo - e novamente f3=1. Essa fase

figura 40 por (l-ANTlFERROi 3-FERRO).é indicada na

f3=1. Se, por

- fazendo com

te. Em outras palavras, <0.0.> e <s.sJ'>sendo negativos fazem1. J 1.

que <o.s.o.s .> seJa positivo. Observe que se1. 1. J J
a + ~, de modo

v) R~ + -~ com R3 finito e R3»R~. Esse limite pode

ser analisado de forma muito semelhante ao que fizemos em ii) e va
J

lem as mesmas conclusões ali obtidas.

Guiados por esses resultados, o mapeamento (4.42)foi

estudado numéricamente. O diagrama de fases obtido é apresentado

na figura 40. Como pode ser visto dessa figura o modelo apresenta

apenas as fases obtidas dos casos limites estudados analiticamente.

o
b) Segundo Caso: RI = R3 = O

Nessas condições as.funções fa.(x,Yi ml, ql' m2 '

q2' m3, q3) se reduzem a:
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- 2 K~ m~] + exp [- 4 il ('4) 1/2 xJ}

(4.46a)

(4.46b)

de modo que o mapeamento (4.39) fica reduzido a:

= (21f) -1/2 Ia> -x2/2-a> e
(4.47a)

(4.47b)

Agora, são os parâmetros de ordem ml e q 3 que nao

participam do mapeamento devendo ser calculados a partir dos valo-

res de ql e m3·

A região: no interior da qual o ponto fixo parama~

nético é estável é dada por:

(4.48a)

(4.48b)
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(4.49a)

o o -
R3 = K3/Kl

(4.49b)

b

= exp [-2 R~ .m~/Rl J (4.49c)

8

= exp [_2(q~)1/2 x IRl] (4.49d)

podemos reescrever as equações (4.46) como:

(4.SOa)

f3(x;ql'm3) = (1 - 2b8 + 82] I [1 + 2b l3 +82J
(4.S0b)

i) R~ ~ O com RI finito: O modelo de Ashkin~ller

Se reduz a dois Isings superpostos nas variáveis C1 e s. Nessas ciE

cunstâncias b=l, fI = tan h [(q~)1/2 x/RIJe f3= tan h2[ (q~)1/2 xl* *
RI] de modo que para Rl< 1 temos que ml=Ocom ql> O caracterizan-

.. * *
do uma ordem vidro de spin na variável a (s) e m3 >~O com q3 >O ca-

racterizando ordenamento ferromagnético na variável as. Portanto

essa fase é indicada por (l-VIDRO; 3-FERRO) na figura 41. Para RI>* ** *
1 ml=ql=m3=q3=0 caracterizando a fase paramagnética (l-PARA; 3-PA-

RA) ••

ii) R~ + ~ com RI finito. Nesse caso há uma forte

tendência a um alinhamento ferromagnético na variável as. Observe

que nessas condições b=O e f3=1 implicando que m3=1, o que demons­

tra o feJ;:"romagnetismoemC1S. Outraconsequência de b=O é que fI =

tan h (2(Qt)1/2x/RIJ . Para a variável C1(S) tem-se então reproduzi

da equação de SK paraJ =0. Obssrveque o fator 2 multipllcando oo
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argumento da tangente hi~erbó11ca faz com que a transição entre as

fases vidro de spin e paramagnética ocorra em Rl=2. No diagrama da

figura 41 essas fases são indicadas por (l-PARA, 3-FERRO) quando

i1i) R~ ~ ~ mas R~ »Rl. Nesse caso mantém-se a ten-

dência de ordenamento ferromagnético para a variável os.

a zero

_ Com relação à variável o (s) novamente o fato de

faz com que 11 = tan h [2(qi)1/1 X/Rl~. Entretanto

como R~»2 essas variáveis não se ordenam e temos novamente carac­~

terizada a fase (l-PARA; 3-FERRO).

o o
iv) R3 ~ ~ com Rl~ ~ mas R3 «RI. Nesse caso, a

forte tendência ao ferromagnestismo na variável os expressa em RJ~

~ é anulada por uma temperatura excessivamente alta evidenciada pe

10 fato de RI ~ ~ com Rl»R~. Sendo assim, não há ordenamento em

nenhuma das variáveis (l-PARA; 3-PARA). Note que como b=l recupera

-se o limite analisado em i mas com Rl>l.

v) R~ ~ -~ com RI finito: De maneira inversa ao

que obtivemos em ii há neste caso forte tendência no sentido de um

alinhamento antiferromagnético da variável os. A demonstração de

que isso realmente acontece pode ser feita através do seguinte ra­

ciocínio: em primeiro lugar observemos que,para m~>O,b+w. ~ fácil

de se ver também que f3 tem dois zeros localizados em Bl=O e B2=2b.

Em termos da variável de integração x estes zeros se localizam em:

x.
~ = RI tn Bi / [2(q~)1/2J (i=1,2) (4.51)

de modo que substituindo os valores de 81 e 82 e lembrando que
b+

cx> teremos: .'
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Figura 41 - Diagrama de fases para o vidro de spin de

Ashkin-Teller: caso particular K~ = K3 = O.

o
Quando Kl = K3 = O o mapeamento (4.39) se reduz ao ma-

peamento (4.47}. Âl~m da fase paramagn;tlca encontrada em todos os

diagramas são derivadas as seguintes fases: i) (l-VIDRO; 3-FERRO)

* * * *
caracterizada por um ponto fixo no qual m1=O mas m3, ql e q3

positivos. ii) (l-PARA; 3-FERRO) caracterizada por um ponto

-
sao

fixo

* * * *
no qual ml = ql =0 mas com m3 e q3 positivos. iii) (l-PARA; 3- AN-

TIFERRO). Essa fase é a análoga da fase anterior
* *

atrator é um duplo ciclo do tipo ml = ql = O com

o
para K3 < O.
s+l s

m) = - mr

Seu

iv)

(1-<2>Vi 3-<2>p)' O atrator característico dessa fase é um
*

ciclo no qual, exceto lI}' que é nulo,todos os demais parâmetros de

duplo

or-

dem são positivos mas assumem valores diferentes em duas camadas

consecutivas. vi) (l-<2>v; 3 -<2>AF). Essa fase é análoga à ante­

~~9r c9m a única diferenra de 9ue nela o parâmetro de ordem m] al-

terna seu sinal em duas camadas consecutivas.

Com relação à ordem das transições todas parecem ser de

2~ ordem com excessão da que ocorre na região hachurada da figura

onde há coexistência de soluções.



1- PARA

3-ANTIFERRO

1- (2)y

3- (2)F

LO

1- PARA

3-PARA

1- VI ORO

3-FERRO
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l-PARA

3-FERRO

~/kl

"
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- elO = + elO (4.52)

C f - - o - f 01 d s+l
ornoa unçao e nega t~va entre os zercse ac~ e ver que m3 se-
_ o s --

ra negat1va. Por outro lado, para m3 < O a funçao f3 nao tem zeros

sendo positiva em todo eixo real implicando que m~+l > O. A alter­

nância do sinal de m3 caracteriza o ordenamento ferromagnético da

variável O's.

Com relação a fI é fácil de ver que esta funçãosó

terá valores significativamente diferentes de zero quando x+elO oca-

sião em que a gaussiana se encarrega de anular a integral fazendo

ql~O. Temos então a fase (l-PARA; 3-ANTlFERRO).

Novamente uma temperatura excessivamente alta im-

pede que exista qualquer ordenamento nas variáveis O'(s)e O'S.Isso

pode ser facilmente veriticado observando-se que b+l e f3 = fi =

tan h2[(q~)1/2 xl RlJ+O.

o diagrama de fases obtido a partir do estudo nu­

mérico do mapeamento (4.47) é apresentado na figura 41. Como pode

ser visto dessa figura além das fases já previstas aparecem mais

~uas fases indicadas por (1-<2>v ; 3-<2>F) e (1-<2>v ; 3-<2>AF).E~

sas fases se encontram localizadas entre as fases (l-PARA; 3-ANTI-

FERRO) e (l-VIDRO; 3-FERRO) e seus atratores característicos sao

duplos ciclos do tipo:

= O ;

0< mS ~ ms+l > O3 3

para a fase (1-<2> ; 3 - <2> eV F



m~ = m~+l = O ;

.,
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para a fase {I - <2>V

Na região hachurada as soluções {l-PARA; 3-PARA)e

(l-VIDRO; 3-FERBO) coexistem indicando transição de l~ ordem.

c} Terceiro caso: K~ = K~ = O

Quando ambps os valores médios das distribuições

(4.26) são nulos as equações (4.40) podem ser reescritas como:

-4 KI{q~)1/2 x]}

- 2K3{q~) 1/2 y] + .'~:

(4.53a)
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I

+ exp [- 4 il(q~)1/2 x ]}

(4.53b)

ficando o mapeamento (4.39) reduzido a:

(4.54a)

(4.54b)

Como nos casos anteriores os demais parâmetros de

ordem ml e m3 são determinados de ql e q3·

Para esse .caso particular, a região de estabilida

de para o ponto fixo paramagnético é dada por:

(4.55a)

(4.55b)

o di.agrama de fases obtido da análise numérica do mapeamento (4.54)

é apresentado na figura 42. A exemplo do que ocorreu no caso parti. -
cular a (KI= K~ =0) todas as fases do modelo podem ser identifica-

das estudando-se alguns limites especiais. Os comportamentos das

funções ,fI e f3 são obtidos mais facilmente fazendo as .·seguintes
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substituições:

R3 = l/K3 (4.56a)

3 - -

RI = KlIK3
(4.56b)

a

= exp [- 2 RI (q~)1/2 x I R3J (4.56c)

8

- [ s 1/2 J (4.56d)- exp - 2 (q3) y IR3 •

De modo que as equações (4.53) são reescritas como:

(4.57a)

(4.57b)

3
i) RI = O (l-PARA; 3-VIDRO) e (l-PARA; 3-PARA)

Com Ri=oo modelo de Ashkin-Teller isotrôpico no­

vamente se reduz ao modelo de Ising na variável as. Observe que

nesse caso a=l de modo que fl=O e f3= tan h [(q~)1/2 y I R3]. Des­

sa forma, não há ordenamento das variáveis a e s. No caso da variá

vel aS entretanto podemos dizer que temos um ordenamento vidro de

spin para R3 <1 e nenhum ordenamento para R3>1. As fases assim ob­

tidas são designadas, respectivamente, por (l-PARA; 3-VIDRO) e

(l-PARA; 3"'PARA).

ii) R3 + CIO (l-PARA; 3-PARA)e (l-VIDRO; 3-~.J~RO)
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1- PARA

3-PARA

1.0

1- PARA

l-VIDRO

3-FERRO

1.0

Figura 42 - Diagrama de fases do vidro de spin de Ashkin

Teller: caso particular K~ =

Quando ambas as médias são nulas o mapeamento para o vi-

dro de spin de Ashkin-Teller se reduz às equações (4.54). O estudo

numérico desse mapeamento indica, além da fase desordenada, a exis

tência das seguintes fases: i) (l - PARA i 3 - VIDRO). Essa fase
~
e

encontrada para valores suficientemente pequenos da temperatura e

de RI sendo caracterizada pelo ponto fixo ml = ql = m3 = Oi q3f O

ii) (1 - VIDROi 3 - FERRO). Essa fase é obtida para valores sufi-

cientementes grandes de RI e é caracterizada por um ponto fixo no
*

qual todos os parâmetros de ordem são positivos, exceto ml que

nulo.

~e

Novamente as transições parecem ser todas de
a

2- __ordem

não sendo verificadas descontinuidades nos parâmetros de ordem nem

mesmo coexistência de soluções.
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, -
~a s~tuaçao em que R3~ ~ que corresponde a tempe-

raturas muito 'altas somente para valores muito grandes de y tere~

mos 811. Para esses valores contudo a gaussiana se encarrega de a-

nular o integrando de modo que podemos fazer 6=1. Com isso podemos

escrever que:

(4.58a)

(4.58b)

Substituindo essas equações nas equações {4.54)ve

rifica-se facilmente a partir do resultado obtido para o modelo

de Ising que para R3/Ri < 1 obtém-se um ordenamento vidro de spin

das variáveis (J e s e um ordenamento ferromagnético da variável as

(l-VIDRO; 3-FERRO). Por outro lado, quando R3< Ri os spins estão

completamente desordenados (l-PARA; 3-PARA).

Finalmente, com relação à ordem das transições de

fase todas elas parecem ser de segunda ordem pois não há indícios

de coexistência de soluções nem de descontinuidades nos parâmetros

de ordem.

4.2.1. Generalização das equações de TAP para o vi­

dro de spinde Ashkin-Teller

A exemplo do que fizemos para o modelo de

Potts o formalismo desenvolvido no Capítulo 11 é extendido, permi-

tindo a construção das equações de TAP generalizadas para o modelo

de Ashkin-Teller. Como já foi visto anteriormente o primeiro passo

desse procedimento consiste em fazer todas as renormalizações ne­

cessárias para que a rede fique reduzida ao aglomerado da figura

43a. Nesse aglomerado e~são as transmissividades associaaas aosJ
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(e)

Figura 43 - Generalização da equação de TAP para o vidro

de spin de Ashkin-Teller e obtenção de sua e-

nergia i.nterna.

Seguindo a mesma sequência de renormalizações descrita no

Capítulo II e indicada pelas setas 2a e 2b, obtém-se a ge.neraliza-

ção da equação de TAP {4.67) para o vidro de spin de Ashkin-Teller.

Essa equação reduz-se aos resultados obtidos para Isinge potts quan

do se escolhe apropriadamente as interações (K )t' entre o spin doa J

topo e os spins da camada central.

Efetuando a renormalização indicada -na seta 1 esse aglome

rado pode ainda ser utili.zado para obtenção da energia interna des

se sistema. O resultado obtido [eq(4.71>] reduz·se, nos casos p~r­

ticulares analisados, aos apresentados nas equações (4.72).

,
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"cal'l'P0s externos .efetivos X, que atuam na camada central, e Kt) • j
interações entre o j~ésimo spin dessa camada e o spin do topo.
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as

A partir d.esse aglomerado e por um procedimen

tosémelhante ao utilizado na passagem da equação (4.27) para a e-

- 2) '.• d-+tquaçao (4.3 acampo externo efet~vo que atua no topo a rede Xa

fica dada por:

t z+l
Xâ:: 1: (K )t' (6.)7 • (4.59)
. j=l a) a J

Combinando a equação acima com as definições

dos pesos de Boltzmann:

(4.60)

+exp

+exp

e das transmissividades (4.4) obtém-se a seguinte expressão para a

magnetização no topo da rede:

z+l

mt= {Hexp [-2 ,L [(KB)t)' (a13) 7 + (Ky)t' (a )<?]] -a )=1 ) ) y J
z+l

-.exp [-2 L [(K)t' (a )7 +(Ko)t' (ao)7 ]]-.j=l a J a) p) p)
z+l

- exp [-2 1: [(Ka'tj(aa)7 +(K)t,(a )7 ]]}/{ 1+j=l· ) y) Y)

z+l
(C c

[-2 L [K) t' (a ) , + (K )t' (6 ) , .]] +j=l 13) 13) y J y J
z+l

[-2 1: [(K )t' (6 ):+ (Ko)t' (60)7 ]] +j=l a) a) p J p)

z+l

+ exp [-2 ,LI [(K)t,(a )7 + (K)t,(a )7 ]]})=. a) a J YJa J .

(4.61)

,
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Partindo desse aglomerado, e por meio das

leis de composição (4.7), pode-se chegarfacilmente ao aglomerado

da figura 43b onde étg são as transmissividades associadas às inte

- -+ .,
raçoes ~tg entre o sp~n ao topo e o spln ~antasma. Fazendo agora u-

so da lei de composição (4.7c) o novo aglomerado por ser utilizado

tanto para se reobter as magnetizações no topo (figura 43c, seta

2a)

tg c tg· c tg c

te + (K ) t' (e ) . + eg (K ) t ' (e ) .+6 (Ka) t' (e o) ,m = a a ] a l Y ] Y J Y o J 'o]

a tg C tg ctg C

l+ea (Ka)tj(ea)j+ eS (KS)tj (SS)j+Sy (KS)tj(SS)j

(4.62)

bem como para se calcular a magnetização no j-ésimo sítio da cama-

da central (figura 43c, seta 2b)

(4.63)

As equações (4.62) podem ser agora utilizadas

para se determinar as transmissividades ~tg como:

tg_ t_ c_ ct
e - { m (K ) t. (e ) . (Ka) t .(e a) , my.a a a J aJ IJ J IJJ

c t [ c t- (K ) t' (e ) . ma}/ 1 - (K ) t .(e ) . m -Y J Y J jJ a J a J a

(4.64)

de modo que as equações (4.63), desprezando-se os termos.O[(K )2t']a . J
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pc:Jdemª~r>reescritas como:

c c t
(m), = (6 ), + (K ) t' m {l-~3 « J o J o

cc] t [ c- (6),(aa)' + (K )t,m (ao)'-~ ) J y.J y p J

•

(4.65)

pôr meio de um procedimento absolutamente i­

dêntico ao utilizado nas passagens de (2.70) a (2.73) as transmis-

sividâdes ã~ podem ser isoladas obtendo-se:J

(a ) c
(I j = (m )~ - (K)t,mt {l - (m )~ ]2} -o .~ (I J.o (I J

t [c c c ]- (K ) tJ' m (ma) , - (m ), (m),y y ~ J oJ y J

(4.66)

As equações de TAP generalizadas para o mode­

lo de Ashkin.-Teller po~em ser!fin.almente obtidas substituindo-se as

equações (4.66) nas equações (4.61), i. e.:
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+ (K ) t)' (m ) ~ - (K )t2. mt {I - [(m )<? ] 2}_Y Y ) y) y y )

z+1 c t
- 2 L {(K) . (m ). - (K ) 2. m {1-

. a t) a) a t) a)=1

c c ] c(m ), (m ), + (K ) t)' (m ) .a) y) y y )

c CI z+1 c- (mo)' (m tJ}} - exp {-2.L1 {(K )t,(m) ,-p) y ) )= a J a)

- (K ) 2, mt {I - [(m ) <? ] 2} -a t) a· a )

t [c c c ]- (K ) t)' (K ) t ,. m (mo) . - (m ), (m ), +a y) y p) a J Y ]

t [c c c ]- (K )t,(Ko)t' m (m), - (m) ,,'(ma)' -a ) p J a y) a J J
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t [c C C]- (Ka)tJ' (l{ )tJ" m (m)"· (ma)" (m )" }}} /~ y y a J p J Y J

- (Ka)~j m~'{l- [(m~)~]2 j

t [C c c]- (Ka) t' (K ) t' m (m) , - (ma)' (m ), +~ J Y J Y ~ J ~ J Y J

+ (K }t],(m)': - (K )2e" mt{ -1'- [Cm )':]2}_y y] y] y Y]

+ exp{ - 2
z+l

L {(K) " (m ) ': -
j=l a t] a]

- (K) ,(m) ': - (K ) 2" mt {I - [(m ) ':] 2}_
Y t] y] y t] y y ]

( ( . t [C c C]- Ka) t ' K) t' ma (m), - (ma)' (m ), }}+~ . ) y ) ~ a ) ~ J y )

z+l
+ exp{ - 2 L { (K ) t" (m) c: -

j=l ..a] a J

.... ".
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) ( [C c c] t
- (K tJ' KB) tJ' (m ) . - (m ) . (mB)· m -U YJ UJ J B

+ (K13)tj (m13); - (KI3}~j m; {I - [(ml3)~ J2} -

t [C c c ]

- (K ) t .(KS) t' m (m) , - (m ). (mB)· -
U J J a Y J a J J

t [c c c ]

- (K13)t .(K )tj m (m) . - (m13). (m). }}}J y y a J J y J
(4.67)

A respeito dessas equações vale a pena obser

var que:

i} As equações de TAP para o modelo de Ising

sao recup~radas fazendo-se duas das constantes de interação (K }t'a J

.iguais a zero.

ii) Impondo que (K )t' == (Ka)t' == (K )t' tem-a J ~ J Y J

()c t t t· d' -
== m ,e que m == ma == m • Nessas con 1çoesY J a ~ Y

TAP para o modelo de Potts.

c c
se que (m ) . == ( ma) .a J ~ J

reobtemos a equação de

4.2.2. A energia interna do vidro de spin de Ashkin-

Teller.

-,

Seguindo-se o procedimento introduzido no Ca-

pitulo II a energia interna para o vidro de spin de Ashkin-Telle-r

isotrópico é obtida fazendo-se a média com relação à desordem das
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correlações (transrnissividades) entre o spin do topo (crt,St) e um

spin da camada central (o.,s.),
J J

u = _ b
28

i.e.:

t (K3)t' ~ats.a .s.)]J J J J av

onde [] indica a média com relação à desordem.av

Usando a notaç~o:

(4.68)

te _e -1 <a a. > =t J
(4.69a)

(4.69b)

essas correlações podem ser facilmente obtidas das équações (4.24)

como:

() tg c tg c
stc= K3 tj+S3 (S3}j+ 2 (Kl}tjSl (Sl}j
1 tg c tg c

1 + 2 (Kl}tjSl (Sl}j+ (K3}tjS3 (S3}j

{4.70b)

onde foram usadas as equações (4.30).

Expandindo os lados direitos dessas equaçoes

e desprezando os termos O [(K )2.J obtém-se que:a tJ

.'
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.tg tg c c

+ (K3)tj61 63 (61)j (63)j
(4.71a)

tg tg c c
+ 2(K1)tj e1 eJ (e1)j (eJ)j +

(4.71b)

Substituindo a expressão acima na equação (4.

68) obtemos que a energia interna pode ser escrita como~

( ) 2 tg )c
+ 2 K1 tj 63 (a3 j +

tg c
+ 4(K1)tj(K3)tj aI (a1)j +

tg tg c c ]+ 4(K1)tj(K3)tj aI a3 (a1)j (a3)j av

(4. 72)

A seguir apresentamos a forma explic.ita.da e-
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nergia interna para os casos particulares analisados na secçio 4.

2. Para tornar esses resultados os mais gerais possí'i/eisvamos su-

por em todos os casos q~e o atrator é um duplo ciclo definido pe-

. [s S S 5J [5+1 s+1 s+1 S+1JIas pontos ml' ql' m3, q3 e ml ' ql ' m3 ' q3 . A ener-

gia interna em urnafase caracterizada por um ponto fixo

, s s+I S s+I s .s+I

fac1lmente fazendo-se: ml = ml ' ql = ql ' m3 = m3

é obtida

s s+l

, q3 =q3

a) Primeiro Caso: KI
o

= K3 = o.

u =
1

[ K2 + 2 KO mS ms+1 +3 111

(4.73a)

o
b) Segundo Caso: K1 = K3 = O

U = - __1_ [2 K2 + KO mS ms+1

+
2e 1 3 3 3

+ 2 K2 mS s+l + 4 i2 S s+l]

(4.73b)·13m3 1 ql q1

c) Terceiro Caso: K~ = K~ = O

U = - __1_ [2 ~2 + ~2 + 2 K2 mS ms+1

+2e 1 3 1 3 3

-2 S s+l -2 s s+lJ

(4.73c)+ 4 K1 q1 ql + 2 K3 q3 q3
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CAPITULO V

CONCLUSÃO

Como já observamos na introdução o objetivo deste traba-

lho consiste na utilização da rede de Bethe para a elabora9ão de

teorias de campo médio para sistemas de ~. Para isso desenvolve••

mos um novo formalismo que além de ser matematicamente muito sim-

pIes é bastante abrangente podendo.também ser aplicado no estudo

de muitos outros modelos que não foram abordados aqui. Esse forma-

lismo, devido principalmente a sua simplicidade, nos permitiu tam­

bém esclarecer algumas propriedades dessa rede e de redes correla-

tas. A este respeito merecem destaque os seguintes aspectos:

i) Em primeiro lugar, ele permite esclarecer porque a so­

lução de sistemas de sp~ na rede de Bethe correspondem à aproxima

ção de Bethe-Peierls. Observe que após infinitas renormalizações a

rede pode ser reduzida a apenas o spin do topo e os da camada cen­

tral com estes últimos submetidos à ação de um campo magnético efe

tivo. Essa é justamente a idéia central da aproximação de Bethe­

Peierls corno já foi observado na introdução.

ii) No Capítulo 11 mostramos corno a aproximação de acopla-

,mento constante pXE ser reproduzida utilizando o formalismo.

iii) Finalmente, urna vez que as propriedades locais de spins

localizados profundamente em seu interior são determinadas única e

exclusivamente pelo aglomerado utilizado no processo de renormali-

zação, mostramos como se relacionam os resultados obtidosutilizan

do três redes diferentes: a rede de Bethe, a árvore de Cayley fe-

chada e a árvore de Cayley decorada.

Os resultados obtidos para os diferentes modelos aqui ana

lisados podem ser resumidos da seguinte forma:
.'
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1) Modelo de Ising: O modelo de Ising é utilizado neste

trabalho apenas para a apresentação do formalismo desenvolvido não

sendo portanto nosso objetivo a obtenção de resultados novos para

esse modelo. Todos os resultados conhecidos porém são reobtidos de

uma maneira que, vale a pena ressaltar novamente, é muito simples

e clara. Essa simplicidade é ainda mais evidente q~ando se trata

de sistemas aleatórios para os quais reobtemos as equações de SK

na forma de um mapeamento em termos da média e da variância da dis

tribuição do campo externo efetivo que atua em uma dada camada. ~

importante salientar que as equações de TAP são também reobti&s de

forma igualmente direta.

2) Modelo de Potts: Dentre os .resultados obtidos para es­

se modelo em sua versão regular queremos destacar a dependência da

ordem da transição entre as fases paramagnética e ferromagnética

com o sinal do campo externo. Para campos externos positivos, que

favorecem o alinhamento ,dos spins em um mesmo estado, a transição

foi obtida como sendo de l~ ordem. Isso porque o parâmetro de or­

dem apresenta uma discontinuidade na temperatura crítica. Mostra­

mos também que em uma determinada faixa de temperaturas essas duas

soluções coexistem. Para campos externos negativos, que desfavore­

cem o estado sobre o qual atuam, a transição entre as fases ferro­

magnética e paramagnética é de segunda ordem não havendo disconti­

nuidade no parâmetro de ordem nem coexistência de soluções. No que

diz respeito à versão antiferromagnética desse modelo mostramos que

nao há transição de fase a temperaturas finitas matendo-se a fase

paramagnética estável até T=O.

O modelo de Potts com interações aleatórias entre primei­

ros vizinhos foi estudado no Capítulo 111 tendo seu diagrama de fa

ses sido obtido a partir da caracterização dos atratores das equa­

ções de SK generalizadâs para esse modelo. Foram analisados os ca-
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80S p= 3,4,5,6,8. Nesses diagramas (para p;i2) destaca-se a inexis-

tência de uma fase vidro de spin no sentido usual. Isto é uma con-

sequência direta do fato das transmissividades (correlações) nao

terem paridade definida. Apêsar de não ser posslvel uma comparação

com os resultados já conhecidos a inexistência dessa fase pode

ser a responsável por algumas das contradições existentes na lite­

ratura e apresentadas na introdução desta tese.

Nesses diagranas (p~6) destacamos também a ocorrência da

fase designada por aleatória. Apesar de dificuldades computacio-

nais nos terem impedido de proceder a uma análise mais detalhada

dessa fase é importante salientar que ela é obtida de um mapeamen-

to que envolve apenas grandezas macroscópicas o que, para sistemas

aleatórios, é bastante raro.

3) Modelo de Ashkin-Teller: O modelo de Ashkin-Teller iso

trópico regular foi analisado em duas versões: na rede de Bethe e

supondo que as interações têm alcance infinito. Esses resultados

podem ser considerados como complementares uma vez que enq.:L3Iltoque

no primeiro estudamos apenas propriedades locais de spins perten­

centes à rede de Bethe no segundo a energia livre é que desempenha

o papel mais importante. Outro resultado importante relativo a es-

se modelo, como observamos na introdução, é inexistência da fase

<0>~0, <s>=<os>=O.

No que concerne ao modelo de Ashkin-Teller cominterações

aleatórias todos os resultados obtidos devem ser necessariamente

destacados devido à complexidade do modelo e ao fato de ser este o

único estudo relativo a este sistema. Um ponto que merece ser res-

saltado porém é o fato de sempre que o sistema apresenta algum ti-

po de ordem com relação às variáveis o(s) o mesmo ocorre com as

sendo que, para estas últimas, a ordem geralmente é ferromagnética.

Isso porque devido à simetria presente no Hamiltoniano temos <a> =
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<s> o que faz com que '0 valor esperado de crstenda a se aproximar

dos quadrado dessás grandezas. A única excessão, por razões óbvias

ocorre quando K~ é muito negativo. Nessa situação as variávies crs

apresentam um alinhamento do tipo antiferromagnético.

Finalmente, dois pontos comuns a todos os modelos devem

ser destacados. Em primeiro lugar, mostramos neste trabalho que

nao é possível obter-se uma fase do tipo vidro de spin quando con­

sider~mos a distribuição discreta ± J. Como vimos no Capítulo 11

esse resul~ado é uma consequência direta da necessária divisão dos

parâmetros da distribuição de probabilidades pela razão da ramifi­

caçãoda rede quando supomos que esta tende ao infinito.

Ainda relativo ao estudo do sistemas aleatórios e apesar

de não terem sido analisadas merece destaque também a obtenção de

equaç~es de TAP generalizadas para os modelos de Potts e Ashkin­

Teller. Este é certamente um passo importante no entendimento das

propriedades desses vidrbs de spin, como o foi no caso do vidro de

spin de Ising.

Diante do exposto resta-nos apenas ind~car as direções nas

quais pretendemos 'dar prosseguimento a este trabalho. Além de natu

ral extensão do formalismo aqui apresentado para a solução de ou­

tros modelos, e.g., o modelo Z(S), dois outros caminhos nos pare­

cem igualmente naturais; a análise das equações de TAP para o mode

10 ~e Potts e a determinação das demais funções termodinâmicas pa­

ra esses vidros de spin.

No que diz respeito a este último aspecto vale a pena ob­

servarque um bom número dessas funç5es termodinâmicas 'tais como

magnetização, susceptibilidades e valores específicos podem ser oe.

tidas de forma direta ou quase que direta dos resultados aqui apr~

sentados. Outras, podem ser obtidas a parotirda extensão do proce­

dimento proposto pai"Thompson para o cálculo da energia livre'.
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Quant.o às equações de TAP generalizadas para o modelo de

Ashkln-~el1er estas nos parecem por demais complexas. O caminho na

tural será o estudo dos mesmos casos particulares discutidos no Ca

pítulo IV.
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·APiNDJ:.CE A

CRITtRIOS DE ESTABILIDADE E O EXPOENTE DE LIAPUNOV

Um ponto fixo será dito estável quando os iterados seguig

tes de qualquer ponto em sua vizinhança se encontrarem sucessiva-

mente mais próximos do ponto fixo. A partir dessa definição o

critério de estabilidade de um ponto fixo e* de um mapeamento uni­

dimensional do tipo

(A.l)

pode ser determinado linearizando-se essa equação em torno do po~­

to fixo. Com isso obtém-se:

(A. 2)

Como f(e*) = e*, essa equação pode ser reescrita como:

fi (6*) -
6 s+l - e*
e - 6*s

(A.3)

Observe que para que es+l se encontre mais próximo de e*

do que e é necessário ques

les+l - e* \ < Ias - e*\ (A.4)

de modo que a condição para que o ponto fixo e* seja estável será

dada por:

Ifl(e*) I < 1 (A. 5)
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Para um mapeamento bi-dimensional do tipo:
•

= f(es'Ys} (A.6a)

= gçes'Ys) (A.6b)

o procedimento para a obtenção do critério de estabilidade de um

ponto fi.xo (8*,y*) é uma generalização direta do utilizado para ma

peamentos unidimensionais. Linearizando as equações A.6 em torno

do ponto fixo obtemos:

= f (e*,y*) + (es-e*) f~ (e*,y*) + (ys+y *)f~ (e* ,y*)+
W j

(A. 7a)

I = g (tl* 11*) t (~-e * ) ~ I (e * 1*) t (I +1 *) q I ~e * y *)s+t s· ê' s Jy ,IS s

(A. 7b)

fixo (e*,y*) e analogamente, fi (e*,y*)
Ys

das dessas mesmas funções com relação a

com relação a e , calculadas no pontos
e g' (e*,y*) são as deriva

y -s
y . Utilizando uma notaçãos

onde f~s(e*,y*) e g~s (8*,y*) são respectivamente as derivadas pa~

ciais de f(e ,y ) e g(e ,y )s s s s

matricial a equação (A.7) pode ser reescrita como:

[Os+1] ;;; J (e * ,y *)T1s+l r::]
(4 • 8a)

onde o. = e. - e*1 1 (4 • 8b)

T1i = y i - y * (4.8c)

e J(8*,y*) é o Jacobiano das transformações (A.6) definido por:



[aJ (e , y ) / ô e

J(6,y)=

ag(e,y)lae
,

ôf{6,y)/ây

ag (e y) lay ]
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(A.9 )

De (A.8) fica claro que a estabilidade de um ponto fixo

(6*,y*) é determinada pelos autovalores Àl e À2 do Jacobiano (A.9h

calculado nesse
N

ponto, pelas relaçoes:

A.I. O EXPOENTE DE LIAPUNOV

(A. IDa)

(A.lDb)

Um aspecto importante no estudo de atratares, como o

obtido na secção 3.3. para a fase aleatória, é a determinação de

sua natureza. Para isso estuda-se a distância entre os iterados a-

pós n iterações de dois pontos inicialmente próximos. Vamos consi-

derar o mapeamento (A.I) e supor que dois pontos vizinhos 80 e 80

se encontrem inicialmente separados por uma distância EO. Após uma

iteração teremos:

, ,
81 = f(80) =

(A.lIa)

(A.llb)

,
Definindo-se El= 81 - 81 como sendo a distância entre os primeiros

iterados de 80 e 80 e expandindo-se o lado direito de (A.llb) ob-

têm-se:

(A.l2)
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Repetindo-se esse procedimento para a segunda itera-

çao teremos:

(A.13 )

,
onde E2 é a distância entre os segundos iterados de 80 e 8ó• ~ fá-

ci1 de ver então que após n iterações os n-ésimos iterados dos po~

I
tos iniciais 60 e 60 estarão separados por:

n-1 n-1

e: = e: O TI I f' (e . ) I = Eo exp L r R. n I f ' (e . )] =n '0 1. '0 1.
1.= 1.=

n À

(A.14 )= EO e

onde ..

À = iim
n-+oo

1 n-1
- E
n .

1.=0
tn If' (6. ) I1.

(A. 15)

é chamado de expoente de Liapunov. Esse expoente é usado então pa-

ra se classificar atratores como o obtido na secção 3.3. de acordo

com o seguinte critério:

i) Se À < O separação entre os n-ésimos iterados de
I

60 e 60 diminui exponencialmente e o atrator é dito periódico.

ii} Se À = O essa separação se mantém constante e o

atrator é dito unidimensional o~ quase continuo.

iii} Se À > O a separação cresce exponencialmente e o

atrator é dito estranho.

Para mapeamentos bi-dimensionais essa idéia pode ser

facilmente generalizada sendo o expoente de Liapunov definido co­

mo(80)
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(Ao16 )

onde À é o maior auto~va1or da matriz:max .

n-1
J = 1T

i=O J(Si'Yi) (Ao17)

com J( S. ,y. ) definido em (Ao9) o~ ~
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AP~DlCE B

INTEGRAÇÃO N~RICA

Os mapeamentos obtidos para os vidros de spin, i.e., as

." equações de SK generalizadas invariavelmente envolvem o cálculo de

integrais do tipo:

~ -x2 ~
I = f dx ef(x) ~ f dx p(x)f(x)

-00
(B .1)

Como na implementação desses .mapeamentos essas integrais

sao calculadas inúmeras vezes é necessário que se exija do método

de integração a ser empregado uma precisão bastante grande. Neste

apêndice nós mostraremos que o método recomendado nos livros tex-

tos para a avaliação de integrais do tipo (B-l) é bastante impre­

ciso em determinadas situações e para resolver essa dificuldades a

presentamos um método alternativo para esse cálculo.

B.I. Quadratura de Gauss-Hermite

o problema de se encontrar o valor numérico da inte~

gral de uma função de uma única variável é, devido ao seu signifi­

cado geométrico, geralmente chamado de quadratura. Geralmente, es-

se problema é resolvido aproximando-se a integral por uma combina-

ção linear de valores da função, ou seja, fazendo-se:

n
foo dx p(x)f(x) = L ~ f(x~) (B.2)
-00 K=l

onde p(x) é chamada de função peso. A equação (B.2) é normalmente

conhecida como fórmula de quadratura. Nessa fórmula os x~~são ·ge-
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ralmente designados por nodos e os ~ são pesos a eles associados.

O signi.fic~dodessa equação pode ser 1;acilmentevisualizado. Defi-

nindo-se

P = Jbdx p(x)a

(B.2) pode ser reescrita na forma:

p-l lb dx p(x)f(x) = ~ B~ f(X~).a K=l

(B. 3)

(B. 4)

Nessa equação os coefic~entes B~ devem ser i~terpre­

tados como pesos associados aos valores f(~). Se nós exigimos que

a equação (B.4) deve ser exata sempre que f é uma constante então

os pesos B~ devem satisfazer a condição de normalizàçãb:

n
L

K=l
(B.5)

Dessa forma, a soma do lado direito de (B.4) passa a

ter o significado de média ponderada dos valores f(~) e o proble­

ma da avaliação da integral se reduz a encontrar pesos B~ tal que

a média ponderada dos valores de f(x~) seja aproximadamente igualao

valor nédioda integral. Dessa argumentação é fácil de se ver também

que quanto maior o valor de n mais precisa será essa aproximação.

Na situação específica de integrais do tipo (B.I),ou

seja, quando:

p (x) = e-x2

os livros textos(8I,82) recomendam que ,sejam usados como nodos os

zeros de polinomios de Hermitede ordem n. Esses livros também for

,necem tabelas dos pesos ~ para diferentes valores de n. Essa re-

,
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c::omend~ção,,como verell\Osa seguir ,pode se mostrar bastante inade­

'~:a.'~m élJ.9l;lnS·~~ç·19s,~EiPec~:f·!ços. Cons.J,;g~:Jf,ª~~- qPenªs' por

paquestãode simplicidade pois a generalização é óbvia - o mapea

ll\en.toobtido p_ra o modelo de Ising ,onde

(B.7)

Na situação em que B ê grande (temperatura muito bai

xa) essa função "a,ria auito rapidamente em torno do ponto x = -A/Bo

no qual ela se anula. Se A»B isso não traz nenhum problema porque

x se encontra em uma região em que a função peso anula o integranO -

do. Isso é expresso na fórmula de quadratura pelo fato de os pesos

~ serem muito pequenos para ~. grandes. Quando A ~ B entretan,to,

essa variação é importante e deve ser considerada. Quando utiliza~

mos a fórmula de quadratura (B.2) devemos então fazer cOm que um

grande nÜnero de nados se localize nessa região. Utilizando os ze­

ros'de polinomio de He+mite porém, isso não é possivel pois, como

os, extremos de integração são supostos fixos (-CIIO e +CIIO) o mesmo o­

corre com'esses nodos. Nas figuras 44, nas quais os zeros do poli­

nomio de Hermi te são indicados por cruzes, podemos ver que quando

a função varia muito rapidamente esse método de integração pode

levara resultados absurdos. Note que, como os zeros de ,pol:i.nomio

de He rmi te são simétricos com relação à origem, em ambos os casos

é nulo o resultado da integração por esse prOcesso enquanto que os

resultados verdadeiros são Significativamente diferentes.

~B:tlU01ECA DO !NST!TWÓ DE -F1SlCA. E QUIMICA 'DE sAo C.~F.lOS•V~-?
FI s te A
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..-

,(x)

laJ

x

f Ix J

IbJ

x

Figura 44 - Gráfico da função (B.7) para Ae B muito

grandes. (a) A>O (b) A<O.

Dessas figuras é fácil de ver também que o resultado

da integração será o mesmo enquanto o zero da função permanecer en

tre dois nodos mudando significativamente quando um desses nodos

for ultrapa'seado. Isso pode ser também verificado na figura 45 on-

de apresentamos o valor da integral:

co -x2 r 1I = f e tan h LA + Bx dx-co

como uma função da razão A/B (linha tracejada) com B=104.

B.2. Quadratura de Gauss-Legendre

(B.8)

Como já observamos anteriormente a solução para esse

problema pode ser obtida concentrando-se os nodos ~ na região em

que a função varia rapidamente. Isso pode ser conseguido utilizan-

do-se a fórmula da quadratura de Gauss-Legendre:

(B. 9 )
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onde:

9 (xl
-x2

= e f (x) , (B.10)

Nesse caso, os nodos são os zeros de polinomios de

1\ n - ..
Legendre. Os pesos CK ' bem como os ~ sao tambem

tabelados (81)

••

para os limites de integração a= -1, b=l. Essa fórmula fornece bons

resultados por duas razões:

i) os extremos de integraç~o podem ser alterados por

mudanças de variáveis.

ii) os zeros dos polinomios de Legendre se concentram

nas proximidades dos extremos de integração.

Dessa forma, para que a região em que o integrando

varia rapidamente seja considerada com precisão basta que a inte-

gral seja dividida em duas fazendo com que x seja extremo de inteo

graçao:

-x2e f(x)dx
Xo -x2 a-x?-= f e f{x)dx+ f e f{x)dxa xo

(B.ll)

O fato dos extremos de integração serem finitos nao

introduz nenhum problema pois, como f{x) é limitada, devido à Gaus

siana o integrando pode ser, para todos os efeitos, considerado nu

10 para Ixl~9. Observe que a menor exponencial que nosso computa­

dor consegue calcular é exp(-84).

O resultado da integração de (B.8) por esse processo

é também apresentado na figura 45 em (linha cheia).

Esse método de integração apresenta ainda a vantagem

adicional de a integral convergir rapidamente com n para o valor
-4

exato. Para n=12 e n=96 a maior diferença obtida é da ordem de 10.
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1.0

I

-2.0 -1.0

0.5

,
,,

___ ' -0.5

-1.0

1.0
A/B

2.0

,
Figura 45 -Comparação entre os métodos de integração numé

rica de Gauss-Hermite e de Gauss-Legendre.

Nesta figura apresentamos os resultados obtidos para a i~

-1/2 00 -x2 4
tegral I = (21T) , J e tan h (A+BX) dx para B=lO . A linha cheia-00

(tracejada) é obtida utilizando-se a fórmula de quadratura de Gauss-

Legendre (Hermite) com 12 (20) pontos de quadratura. A variaçãob~

ca no valor da integral usando o método de quadratura de Gauss-Her

mite ocorre sempre que o zero da tangente hiperbólica (X = -A/B)ulo -

trapassa um dos modos.
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Apesar disso entretanto, em nossos cálculos utilizamos sempre no

mínimo 96 pontos de quadratura.

Finalmente, cabe-nos observar que a extensão dessa

metodologia para o cálculo das integrais duplas presentes no mapea

mento obtido para o modelo de Ashkin-Teller é direta.
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APgNDICE C .

o MODELO DA ASHKIN-TELLER DE ALCANCE INFINITO

De (4~3) a HamiItonianapara o modelo de Ashkin-Teller

de alcance infinito é escrita como:

L 0.0. + J2~ ) E S.S. + J3 E 0iS'O'S' +~ ) ~ ~ )
~i,j? I (i,j)

+ h1"E o. + h2 E S. + h3 E o.S.. ~ i ~ . ~~~ ~
(C.I)

onde a soma em <i,j> deve ser efetuada sobre todos os pares de

spins e as constantes de troca K. devem ser divididas
~ pelo número

de partículas (Ji= Ji/N) para que se garanta um limite termodinâmi

co razoável.

A função de .partição ZAT é obtida usando-se uma generali­

zaçao do método introduzido por Kac. Inicialmente cada soma em

<i,j> na equação (C.l) é substituída, a menos de uma constante, pe

10 quadrado da soma sobre todos os spins. A seguir, fazendo uso por

três vezes consecutivas da identidade de Hubbard-Stratonovich:

2 -1/2 m 2 1/2
e:xp (a ) = (211) ! exp (- x /? + 2 a x ) dx

(C. 2)

as variáveis de spin ficam desacopladas de modo que o traço pode

ser facilmente efetuado. Com isso obtemos:

= 22N e-BL (211)-3/2 !i! eXP[-1/2(x~+x~+x;)J-m

3 - C 3 - JN{ 11COS h (K.x.+b.) x 1+ 11tan h (1<. x.+b,) } dxldx2dx3·'1 ].].]. 'I ].].].].= ].= •.• (C.3)
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onde R? =
~ SJ., b.= Sh., 2L =~ ~ ~

3
E

i=l
J .ei -1

B

No limite termodinâmico as integrais na equação (C.3) po­

dem ser avaliadas pelo método de Laplace de modo que a energia li­

vre por sítio pode ser escrita corno (veja figura 46):

-Sf(K. ,b.) = 2 tn2 + max{g(x., K., b.)}~ ~ ~ ~ ~

onde K. = BJ. e~ ~

(C.4a)

g(X.,K.,b.)=~ ~ ~

3
E

i=l
[- 1 K. x? tn cos h(K.x.+b.)] +

2 ~ ~ ~ ~ ~

+ tu
3

[1+ tr
i=l

tan h (K.x.+b.)]~ ~ ~ (C.4b)

As condições de extremo para g(x. ,K.,b.) sao:~ ~ ~

tan h (K x +b )/0 (C.Sa)
y y y

onde utilizamos a mesmo convenção introduzida no Capítulo IV para

os índices a,S e y e:

3O = 1 + 1T

i=l
tan h [K.x. + b.]~ ~ ~ (C. Sb)

Tomando-se as derivadas parciais de - Sf com relação aos

campos externos obtém-se diretamente que os valores esperados das

variáveis de spin são idênticos às coordenadas do ponto deextre-

mo; e.i, <a> = xl' <s>= x2' <as>= x3 (veja figura 47). Observe que

as equações (C.S) são as mesmas equações de campo médio já obtidas

por Oitizian et aI, apresentadas nas equações (1.16). Nesse caso
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e~tretanto, não é legítimo o estudo do modelo antiferromagnético

"'Wl\B."ve.zque,c(j)mepoQeserv~~1t'icado"p~r4·nspeção da equação (C.

3) é necessário impor-se que o~ Ji sejam positivos para que se pos

sa garantir que a função de partição seja real. Além disso, devido

ao fato de as interações serem de alcance infinito não é possível

dividir-se a rede em duas sub;"redes•. .

Como já observamos na introdução dessa tese Ditizian et

al(56) determinaram o diagrama de fase do modelo de Ashkin-Teller

a partir da análise nUIrtéricadas equações (C.5). Nesse apêndice nós

fazemos uso de uma outra estratégia que se baseia no estudo analí­

tico das soluções das equações (C.5) e de sua estabilidade.

Uma vez que os x! s, são identificados como sendo os vaIo~

res esperados das variáveis de spin as diferentes fases do modelo

podem ser caracteri zadas, no caso particular em que os campos exte.E,

nos são nulos, simplesmente verificando-se se as soluções das equa

ções (C.5) são triviais,ou não. Desse modo são encontradas as se­

guintes soluções:.

I) Fase paramagnética

II) Fase parcialmente ordenada (Ising)

(C. 6)

x ::::;x = O
a B

, x = tan h (K x )
y y y .

(C.7)

III) Fase completamente ordenada (Baxter)

(C.8)

A maximização de g(xi,Ki,bi) requer que asegunâ~ deriva-
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Figura 46 - Energia livre para o modelo de Ashkin-Teller

de alcance infinito.

Nesta figura apresentamos o gráfico do funcional energia

.' 2 'I 2 [ 2l~vre f(x"z,p,t) = -2t tn2 + x +:r z - t tn cos h (x/t) cos h

(pz/t)]- t tn [1 +tan h2(x/t} I tan h (pz/t)I] comô uma função de

x = <a> e z = <as> para os seguintes valores dos parâmetros p e t:

a) p= 0.2; t= 2.2. O mínimo na origem caracterizando a fase parama~

nética é facilmente observado. b) p= 2.5; t= 2.2. O mínimo global

ocorre em <a>=O; <as>~ O caracterizando a fase de Ising. Na origem

observa-se um pentode sela,como previsto (P'-sad). c) p=0.95; t=l.l.

O sistema se encontra na fase de Baxter mas mostra dois tipos de mí

nimos: um mínimo local na origem e quatro mínimos globais em x = ~

,x ,o

Observe que no texto analisamos o funcional

= - ~ f(x, y, z; p, t} - 2 tn2.
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(a)

(b)

(e).



210

Figura 47 - Magnetização do modelo de Ashkin-Teller em

função da temperatura.

Nesse gráfico apresentamos as magnetizações <s> «a» (a)

e <as> (b) para os seguintes valores de p: 0.2 (linha tracejada) ;

p=l (linhatracejada e pontilhada) e p=2.5 (linha cheia). Para p=l

o modelo de Ashkin-Teller se reduz ao modelo de Potts com 4 esta-

dos. Nessa situação, corno era de se esperar, as curvas tracejadas

e pontilhadas em (a) e (b) coincidem. Isso é urna consequência da

simetria da Hamittoniana (para RI = R2 = R3) com relação à trans­

formação S.+ s. e 0'.+ a.s. que faz com que <0'>= <s>= <as>.~ ~ ~ ~ ~

Note que, para p= 2.5, a curva <as> acusa'a transição 0-

corrida em <s> «o».

"
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Figura 48 - Diagrama de fases para- o modelo de Ashkin­

Teller de alcance infinito.

Em (a) apresentamos no plano p-t as regiões nas quais o

extremo de g(xl, x3; p,t) pode ser determinado analiticamente. Na

região P-max (p-min) g(xl,x3) tem um máximo (mínimo) na origem.Nas

regiõesP'-sad e P-sad os pontos de sela de g(xl,x3) na origem se

encontram girados de u/2 um com relação ao outro. Na região BDC

o máximo de g(xl,x3) é determinado pela solução de Ising, enquanto

que região I-sad - que coincide com p-min - essa solução correspo~

de a.UIn ponto de sela.

Em (b) é apresentado o diagrama de fases do modelo. Na fa

se paramagnética <a> = <s> = <as> =0, na fase de Ising ~a> = <s> ~

·0; <as> ~ O e na fase de Baxter <a> =± <s> ~ O; <as> 1o. Na re­

gião EDF (DFG) a fase de Baxter coexiste com a fase paramagnética

(Ising) .
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da direcional vu Vü g (xi,Ki ,bi)·na direção de um vetor unitário ar

bitrário u = (cos ap cos a.v .cos a3) calculada no ponto de extre­

mo seja negativa; i.e

3 (1-ô i .)
VuVu g(x.,K"bi)= E 2 J gXi x' cOs a, < °~ ~ "I J J~sJ=

(C.9a)

Essa forma quadrática é homogênea se e Somente se:

gxxgxy gxx.gyxgxz

a)

g <O·b) I > °;c)
gyygyygyz
1<0(C.9b)xx '

9 -
gyy gxIgyzgzzxy

. (g(xi ,Ki ,bi) é um mínimo se e só se todos os determinantes forem

positivos.

De acordo com as equações (C.9) .a solução par.amagnética

corresponderá aurn máximo de g (xJ.',K. ,b.) se e somente se:~ J.

(C.10)

Restrigindo-nosao modelo isotrópico (JI=J2) as linhas de

instabilidade t==l(t=l/BJI) e t::;p(P=J3/JI) são obtidas fazendo as

segundas -derivadasgx e g na origem iguais à zero. DessaIXI X3x3 " .

forma, as> condições de estabilidade (C.IO) são satisfeitas na re-

gião indicada pdr P-max na figura 48a. Nós observamos também que a

estrutura analítica do funcional energia livre na origem pode ser

facilmente determinada em outras regiões do espaço de parâmetros.

Revertendo todas as desigualdades em (C.IO) determinamos a .regiao

P-min no plano p-t onde g(0,0,Kl,K3,0) é um mínimo. Nas regiões

ODA(P-Sad) e BDA'(P'-Sad) as derivadas segundas ge g x têmXIXI x33

sinais opostos de modo queç (xl,x3'Kl ,K3,O) tem um ponto "de sela
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tA,eJ;t.abill,daàe,para as ;$QJ.,,~çQes.de Ising pode se.rdeterm,!.

nada de forma análoga obtendo-se que' essa solução maxlmizará g(xi,

Ki,O) se e somente se:

(C.ll)

, ...: •...

Para que se possa obter uma soluçao nao trivi~l para x3 devemos i!!!,

por .taInhern·q:ueK3> 1. No caso p.~rticular em que. J1=J 2 essasequa­

ções podem ser reescritas como:

1- t/p «t-l)2 ; p>t>l (C.12)

Dessas igualdades obtemos as seguintes informações a respeito da

região de estabilidade da solução de Ising: alinha DB que foi ob­

tida das cóndições de estabilidade para a solução paramagnêtica P2

de também ser obtida dCLequação CC.12) igualando-se o limite infe­

rior à zero. Dessa forma, as regiões no plano p-tnas quaisas so­

luções paréllltagné'ticae de Ising maximizam .g(xl,x3,Kl,K3,O) não se

superpõe, isto é, não há nenhuma região no espaço de parâmetros on

de dois máximos, determinados pelas soluções paramagnét!ca e de

.!si'ng,cóexistam. Nós interpretamos esse resultado como sendo um

indicativo de que a transição. entre essas fases éde segunda ordem.

A equação da:lj.nhà De, que juntamente com OB delim! tam a região

I-max é obtida fazendo x; igual ao limite superior:

t ...1 == tanh Ip/t(t-l)] (C.13)

Nós ob$ervamosque a'soluçãot==1,K3,1 correspondeãsolução tri­

vial da equaçàoCC. 7). Essa solução é acei táveLapenas' se K3=;1 de

modo que-Decont.em o ponto t=p==l.No limi te'"j'dep infinitanlente-gran-
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de essa fronteira vai assintóticamente por valores inferiores para

:t=2.Verifica-se facilmente que essa linha de estabilidade é uma

função côncava e monotona crescente do parâmetro p. A solução nume

rica da equação (C.13) é mostrada na figura 48a. Queremos ressal­

tar o fato do limite inferior para z2 ser idêntico à condição de

maximização para - af do modelo de Ising de alcance infinito. Isso

é equivalente à afirmação de que o quadrado da magnetização e~tâ

nea é uma função côncava da temperatura. Isso pode ser provado to-

mando-se a derivada parcial da equação (C.7) com relação à tempera

tura reduzida (t = l/aJ3) e usando-se a segunda desigualdade de

Griffiths em adição ao fato de l<crs>I~I.Desse modo a condição (C.

llc) é sempre satisfeita. Como uma consequência dessa propriedade

nós observamos que a solução de Ising não pode nunca minimizar o

funcional g(xl,x3,KI,K3,O). Finalmente na região P-min, além do

mínimo na origem, g(xl,x3,Kl,K3,O) apresentará também um ponto de

sela d~terminado pela solução de Ising.

j

A determinação da regiãO'de estabi.lidadepara a solução de

Baxter poderia em princípio forne~er-nos todos os dados necessa-

rios para que se possa traçar o diagrama de fases. ~ desnecessário

dizer porém que .não foi possível efetuar essa determinação analit!.

camente. Mesmo assim nós podemos recolher outros resultados, que

juntamente com os obtidos acima, são suficientes para que se trace

um diagrama de fases qualitativamente correto. Parte dessa informa

çao vem de dois casos particulares do modelo de Ashkin-Teller. Em

p=O esse modelo desacopla em dois modelos de Ising independentes.

Sua temperatura crítica tI=1 foi corretamente obtida da análise dac
estabilidade da solução paramagnética. Esse fato revela que em p=O

não há superposição das soluções paramagnética e de Baxter. Em p=l

o modelo de Ashkin-Teller isotrópico sé reduz ao modelo de Potts

com 4 estados cuja temperatura crítica tP = 4/(3tn3)= 1.21 se si-c

tua dentro da regi,-.aoP-max. Dessa fo.rma, no intervalo de ·temperatu. -



217

rat:~>t> 1 () máxi1OOél'bsoluto·de '9txl, x3,K 1=K3,O)·, que 'é determinado
nwreJ::'icamen'te'eolnOcollr~e$'PQl'Hiel)doà S91ução de Baxter ,coexiste cnm

o,má9C:i.morela,ti,vocortespondente à solução paramagnética. 'Ess'a co­

exis,tência de dois máximosdeve persistir para outros valores de p
• '.4 P

\Utla vez que o ponto cr~tico de Potts (p=l, t=t) deve pertencerc

a ·uma,linha crItica. Somosentão levados a concluir que nessa par-

te do espaço de parâInetros há umaregião na qual mais do que ummá, -
ximô de g(x1,x3,Kl,R3,O) coexistem. Emoutras palavras, as regiões
p-max e 1-max,determinadas pelas condições de estabilidade, sao

parcialménte invadidas pelas região do espaço de parâmetrosna qual

omúrlno '(absoluto) de g(xl,x3,Kl,K3,O) é determinado pela .solução
de ..Baxter. Finalmente observamos que a linha de transição entre a

fase 'de Baxter·e as demais além de passar pelos pontos p=O, t==l e
Pp=l, t=t tem que terminar na linha de instabilidadeDC. Isso por­c

que se ela terminasse na linha DBcomo aumento da temperatura pa-

rap>l terIamos'uma sequência não física de fases; Baxter - Ising­

Baxter -: paramagnética.,

No que diz respeito ã ordem das transições nós observamos

que a coexistência do máximoabsoluto determinado pela solução de

Baxter como máximorelativo determinado pelas soluções de Ising

ou 'paramagnética nos permite interpretar as ,transições entre essas

fases comosendo de lê ordem nessa região. Nós observamos também

que para valores grandes de J3 a Hamiltoniana (C.I) se reduz a Ha­
miltoniana do tipo Ising.Note que nas vizinhanças de B (veja figu

ra 48a) o acoplamento Jl é suficientemente fraco quando comparado

comJ 3 e a temperatura muito alta de modoque não hápolarizaçã:> de
a e de s. O ordenamento parcial do sistema é uma consequênciado

acoplamento J 3 apenas e o sistema se comporta comoumsistema de
1s1ng na variável as. Por outro lado, perto do ponto C o modelo de

Ashk1n-Tellertambém se reduz a ummodelo de :;1sin9 com umaconstan

te de troca de 2J1.DeVidoao fato d~.J3 ser :,muito grandé;'e à tem-

,
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peratura relativamente baixa o parâmetro de ordem <as> é aproxima-

do igual à uni.dade. Com isso, quase que certamente teremos o=s. O

fato de as variáveis a e s se manterem fixadas é então o responsá­

vel pela redução do modelo de Ashkin-Teller ao modelo de 1sing (56~

Desse modo, longe <da região do espaço de parâmetros onde temos co­

existência de soluções, as linhas de instabilidade ~evem coincidir

com as linhas de transição. Consequentemente, neste limite (J3+oo )

as transições devem. ser de segunda ordem. Como uma última observa­

ção nós queremos salientar que a mudança na natureza do extremo na

origem, préviamente interpretado por Baraccaet al(55) como outra

não analiticidade do funcional energia livre é recuperado ~ exten-

dido pelo nosso estudo da estabilidade .da fase paramagnética. Note

que cruzando-se as linhas ED e DF o máximo relativo na origem. tor-

na-se um ponto de sela, exceto no ponto D (t=p=l) no qual ele tor­

na-se um mínimo relativo como também foi detetato por Baracca et aI.

De posse de to~as essas informações fizemos então um est~

do numérico das equações (C.5a) o que nos possibilitou obter o dia

grama de fases apresentado na figura 48b.

Finalmente, nós voltamos nossa atenção para o cálculo das

funções termOdin'âmicas. Derivando-se a energia livre (C.4) com re­

lação à temperatura nós obtemos as seguintes'expressões para e en­

tropia e o calor específico:

3

S = 2KBtn2 + KB L [tn cos h (KiX.+b.) -. 1 ~ ~l.=

(C.14)

3

C = KBT E
i=l

x.(K.x. + bi>'l. ~ l.
(C. 15)

onde os x~s são 'soluções das equações (C.5). As equações acima fo­l.
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ramca.lcu1adasnurnericamente e são apresentadas nas figuras 49 e

50. -umaoutrafuncpão 'àeint~resse -é a susceptibilidade -magnética

que pode ser obotida tomando~se a derivada parcial das equações (C.

5) com relação a b1, b2, b3• As equações resultantes podemser agru
padas em três conjuntos independentes contendo cada um três equa­

ções acop1adas, como por exemplo:

onde

(C.16d)

é a susceptibilidade magnética para o modelo de Ising e

F(Xi,x.) =J
[Xi - tan h (Kixi +bi)] [Xj

[P-1] [l-Ki (l-xi)]

- tan h (K.X.+b.)]J J J

Os dois outros conjuntos .•envo1vendo x22' X12, X32 e X33 '

X33' X31' X23 podem ser essritos a partir das equações (C.16} efe­
tuando-se perrnltações cíc1icas nos índices.

No caso particular em que o campo externo é nulo nós ob-

servamos que as component~s_~ij.- da s~ceptibi1idade para o modelo

de Ashkin-Te1ler isotrópico satisfazem as relações: XII=X22; X21=

X12; X31=X32=X23(veja figura 51). Essas igualdades são consequên­

cias da operação de simetria <1i <->51 que deixa a Harnlltoniana (C..
l)invariante •.
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Figura 49 - Entropia em função da temperatura.

Nesta figura apresentamos a entropia obtida para campo

magnético nulo em função da temperatura para os valores de p: 0.2

(linha tracejada); 1.0 (linha tracejada e pontilhada) e 2.5 (linha

cheia) .
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Figura 50 - Calor específico em função da temperatura.

Nesta figura mostra-se o calor específico obtido a campo

magnético nulo em função da temperatura para os mesmos valores de

p utilizados na figura 49; p= 0.2 (linha tracejada); p=I.O (linha

tracejada e pontilhada) e p=2.5 (linha cheia).
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Figura 51 - Susceptibilidade magnética em função da tem-

peratura.

Nessas figuras sao apresentados os comportamentos das di

ferentes componentes da susceptibilidade magnética em função da

temperatura.

a} XII x T i b} X13 x T i c} X12 x Ti d} X33 x T

A linha cheia é obtida para p= 2.5 enquanto que a linha

tracejada (tracejada e pontilhada) é obtida para p=O.2 (p=l.O).
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