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Nesta tese estudamos 0 mapa de Bethe-Peierls (B.P.). Esse mapa racional e a

transforma<;ao do grupo de renormaliza<;ao do modelo de Potts na rede de Bethe. Ele e
parametrizado pela temperatura, pelo campo magnetico, pelo numero de coordena<;ao ,

e pelo numero de estados p do spin de Potts. Foram feitos calculos para determiuar as

regiOes no espa<;o de para-metros onde existe caos. Para, par nao existe orbita peri6dica

com periodo maior que dois. Para, = 3 varios resultados analiticos siio obtidos pois 0

mapa e de grau tres. UIIla. transforma<;iio reccm descoberta nos permite restringir p ao

illtervalo p E (1,2). Para p = 1 0 ma.pa. de B.P. tOJ'lJa-se UIlI mapa. polillornial de grau

,. p = 2 e urn ponto fixo da transformal;;ao. Novas familias de vidros de spins de Mckay-

Berker-Kirkpatrick sao encontrados pela detennina<;ao do valor critico Pc(')[Pc(3) :::::1..51].

Abaixo desse valor existe bastan te [rustra.~ao de modo que 0 mapa exi bini. uma rase cautica

a baixa temperatura. Mostra-se tambem que um entendimento completo desse mapa. requer

a extensao da temperatura a. valores complexos.

Utilizando urn metodo mais simples desenvolvido pOl' Christiano e Goulart Rosa [oi

generalizada a rela<;ao de recorrencia obtida pOI' Thompso.!l para a magnetiza<;ao loca.l do

modelo de Ising na a,rvore de Cayley. Seguindo seu procedimento obtivernos 0 funcional da

energia livre do modelo de Potts ua aproxima.(;a.o de Bethe-Peierls em termos dos atratores

do mapa de B.P. A partir desse funcional obt.ivclJlos as dClJlais granuezas t('rmodiniul\icas.

Foi mostrada tamhem a illlporUlncia. do sinal do campo superficial lIa onlelll de trallsic;ao

de fase do modelo de Potts e na estabili<la<le <las rases de baixas temperaturas.



In this thesis we study the Bethe-Peierls map. This rational map is the renormalization

group transformation of the Potts model on the llethe lattice. It is parametrized by t.he

temperature, by the magnetic field, by the coordination n.umber / and by the number of

state p of the Potts spin. Calculations were carried out to determine the regions in the

parameters space where there is chaos. For even / there is no periodic orbit with period

greater than two. For / = 3 several analitical results are obtained since the map is of degree

three. A newly discovered transformation allows us to restrict]J to the interval ]J E (1,2).

For p = 1 the B.P. map becomf's a polinomia.l map of degree /. p = 2 is a fixed point

of the transformation. New families of Mckay-Uerkcr-Kirkpa.trick spin-glasses are found

by determining the critical va.lue P("(,)[11("(:3) := 1.51]. Bellow this value there.is enough

frustration such that the ma.p will disply a chaotic phase at low temperature. We also shown

that a 'complete understanding of this map requires to extend the temperature to complex

values.

By using a more simple method developed by Christiano e,Goulart Rosa it was generalized

the recurrence relation obtained by Thompson for t.lle local magnetiza.tion of tile Isillg model

on the Cayley tref'. Following his procedure we obtaillcd the funtional of the free energy

in terms of the atraettors of the B.P. map. From this functional we obtained the others

termodynamics functions.

It was showed also the importance of tile boulldary field 011 the phase transition order of

the Potts model and on tile st.abilit.y of the pha.ses a.t low tempera.tures.
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·matematico experimental usa 0 computador para simular soluc;oes de equac;oes nao lineares

sistemas nao lineares foi estimulado pela publica<;ao em 1978 de UIll artigo de Feigenbaum

(1) que analisou uma relacsiiode recorrencia unidimensional simples que havia sido proposta



Feigenbaum estudou a chamada rota para 0 caos via bifurca.<;ao em que, variando 0 unico

cicio se torn a de periodo infinito e a. partir dai 0 crescimcnto populacional se torna irregular

(ca6tico). Ele mostrou que esse cena-rio de duplica~a.o de ciclos nao e peculiar somente ao

modelo utilizado mas e de fato "universal" e comum a uma grande variedade de sistemas

I

cingulo relativo entre eles. Esse modelo e mais conhecido na literatura como modelo Z(p)

numa alusao ao grupo de simetria ao qual 0 sistema perten·~e.



Ai = Aj

Ai =f Aj.

o sistema e ferromagnetico se J > O. Nesse casu 0 estado fundamental consiste de p

configurac;oes em que todos os spins estao no mesmo estado. Para J < 0 0 sistema e

antiferromagnetico. 0 estado fundamental possui p(p - 1) configurac;5es em que os dois

spins apontam em direc;oes distintas. Tal versa.o e conhecida como modelo de Potts padrao

ou simplesmente modelo de Potts. E ela que tern sido mais explorada e que sera considerada

neste trabalho.

Os estudos de sistemas lineares e de transi<;i\.ode fases em modelos de Mecanica Estatlstica

cresceram independentemente e a teoria do grupo de renorrnaliza<;ao (G.R.) tern sido essencial

para alguns dos mais importantes avanc;os na compreensao desses problemas. Urn dos

sucessos do C.R. foi transformar 0 estudo de problemas de~transi<;ao de fases no estudo de

mapeamentos. Esses mapas sao relac;oes de recorrencia obtidas eliminando-se alguns graus de

liberdade da func;ao de partic;ao. Tal procedimento permite relacionar diagramas de fases e

comportamentos criticos a propriedades do mapa: lIm ponto fixo estavel representa lima fase,

urn ponto fixo parab6lico representa urna transi<;i\.ode fase, etc. Urn casu especial eo estudo

de transic;ao de fases em modelos definidos em rcdes hiera,rquicas entre as quais as arvores

de Cayley constituern uma subclasse. Para esse lipo de rede a aplica<;ao do forrnalisrno do

grupo de renormalizac;ao no espac;o real (G.R.E.It.) e simples e exato. Mckay et al (M.B.K.)

(3) descobriram em 1982 a existencia de orbitas periodicas e caoticas em lIlapas do C.R.E.R.

de sistemas em redes hierarquicas. Eles consideram urn sistema de spins de Ising com

interac;oes competitivas nao aleatorias numa rede hieni,rquica bastante artificial. A reIa<;ao

de recorrencia (mapa) unidimensional obtida para 0 acoplameuto renormalizado depende

de cinco parametros todos eles relacionados com fatores geometricos da rede. Variaudo 0

parametro que rnede 0 grau de frustra(Ji.o do sistema e man tendo os outros quatro fixos

observaram a rota para 0 caos de Feigenbaum interpretando a regime caotico como sendo



uma fase vidro de spin do sistema.

a tern a central desta tese e 0 est.lido do lllodelo de Potts fcrromaglletico ou

jantiferromagnetico na arvore de Cayley. Diferentemente do rnodelo de McKay, Berkel' e

Kirkpatrick esse sistema nao possui intera~oes competitivas alem de ser definido na rede

hienirquica mais simples e bastante conhecida. Igualmente~ao sistema de M.B.K. 0 modelo

e exatamente soluvel e a sua soluC;ao cOlTesponde a aproximac;ao de campo medio de Bethe-

Peierls para redes de Bravais. Essa e urn refinamento da aproximac;ao de campo medio de

Bragg- Williams e consiste em tratar de maneira exata as interac;oes de urn spin com seus

primeiros vizinhos, substituindo os efeitos dos demais spins do sistema por um campo medio

efetivo.

Denominamos de mapa de B.P. a transfortlla~iio do grupo de renormalizac;a.o do modelo de

Potts de p-estados na rede de Sethe (4). Esse mapa apresellta um comportamcllto caOtico em

certas regioes do espac;o de parametros podendo ser considerado como 0 exemplo mais simples

do vidro de spins proposto por M.B.K. Sell estudo e de grande importiwcia na compreensiio

da aproximac;ao de campo medio do modelo de Potts que, como mostrado neste trabalho,

nao havia atingido 0 mesmo grau de desellvolvimcnto alcallc;ado para 0 casu do modelo de

Ising.

Para fixar a notac;ao e definir claramente 0 sistema fazemos a seguir uma breve apresenta~ao

da rede de Bethe e da Hamiltoniana de Potts. Apas obter 0 mapa de B.P. fazemos tambem

a apresenta.c;ao do trabalho e uma enellmerac;a.o de seus resultados.

De acordo com Essam e Fisher (5) 0 tel'lllO ci.rvorc e lItiliza.do para dcnominar um grafo

(conjunto de vertices e arestas) conexo que naD eontcm eireuitos feehados.

A arvore de Cayley e eonstrllida cia segllinte rnancira: parte-se de urn ponto (vertice)

central "0" e liga-se esse ponto a I olltros pontos formando-se a primeira camada 5' = 1

da arvore. As camadas subseqiientes sao formadas iterativamente ligando-se a cada ponto



da ultima camada S, I - 1 novos pontos fOl'lnando-se uma nova camada externa S + 1.

as vertices da camada rnais externa SaG denominados superficiais. Eles, diferentemente dos

demais que possuem I vizinhos, estao ligados a somente urn outro vertice da camada S. A

figura (1.1 ) mostra uma arvore de Cayley, construida da maneira acima descrita com tres

camadas ou gerac;Oes e com numero de coordenac;ao I = 3.

Arvol'e de Cayley com 3 cama.das e 11l1mero de cool'denac;iio 3.

Vma peculiaridade da arvore de Cayley e que no limite termodilHimico, quando 0 numero de

camadas cresce indefillidarnente, a razao entre 0 numero de vertices superficiais e 0 nurnero

de vertices interiOl'es nao tencle para. zero, como acolltece com as recles regulares. Is80

implica nurna participac;ao importante dos spills superficiais nos calculos das propriedacles

termodilHlmicas dos modelos definidos nesse tipo de arvore. Para eliminar os efeitos de

superficie costuma-se considerar somente propriedades lodlis dos spins que se encontram

no interior da rede infinitivamente afastados da camada superficial. Os sitios infinitamente

afastados da superficie silo todos equivalent.es pOl' possuirem a. mesma valencia I fonna.lldo

o que costuma-se denominar de recle de Uet.he.

1.3. 0 Modelo de Potts l1a Arvore de Cayley



o modelo de Potts com intera.<;oesentre pnmeJros vizinhos, na arvore de Cayley, na

ausencia de urn campo magnetico externo, possui solu<;ao trivial (6). Entretanto quando

submetido a urn campo magnetico 0 modelo exibe, como uma conseqiiencia dos efeitos

superficiais, uma transic;ao de ordem continua. descoberta pOl' Miiller-Hartmann e Zittartz (7).
,
Essa transic;ao e caracterizada pela existencia na expressao da energia Iivre de urn termo com

1t = -pJ L 0,\;>..) - pH L o>..;>..g - pHs L 0>"5>"9
<0> i S

recupera-se a Hamiltoniana para. 0 meslllo sistema na arvore de Cayley aberta na presell(,;a

de um campo magnetico externo (4).

Aj = wF
:) , w = e:rp(21rijp) , kj = 0,1, ... ,]1 - 1

Podemos reescrever a Hamiltoniana (1.3.1) nessa represellt~c;ao como
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e com duas camadas (gera.<;oes).0 ramo com uma camada a mais e obtido substituindo cada.

ligac;ao tracejada pe10 aglomerado elemental' (cut diamond). Esse aglomerado e formado pOI'



de uma maneira simples e exata. Isso e feito pela introdu<;ao da fun<;ao correlac;ao do par

(Aprr), tambem denominada de transmissividade termica (10).

A transmissividade termica e a varia,vel mais cOllveniente para a implementa<;~tO do GRER

devido as suas regras de composic;iio simples (10). POl' exemplo, se tres spins nos sitios i,j, k

'.
lado existem dois spins nos sitios i e j ligados em paralelo pelos acoplamentos Jij e J{ij a

transmissividade dual equivalente tD(Jeq) eo produto tD(Jij )tD(I\ij).

X B(X H I-G(Xl1,l,l1,p,,)
n+1 = n,t, ,p,,) = -----------

1 + (p - l)G (X71, t, H, p,,)

[ \' ]')'-1T -(3pH 1 - t. 11

G(Xn,t,H,p,,)=e l+(p-l)lX
n

,n=O,I, ...



l-XD
Xn= n, X;;=exp(-p;3Jln) , Xo=Xs.

l+(p-l)X~

camada contada a partir da superficie.

A relac;ao de recorrencia (1.10) foi denominada, pOl' Christiano e Goulart Rosa, de mapa

de Bethe-Peierls. E urn mapa l'acional relacionando os campos efetivos que atuam em spins

reduzida" t(J), pelo campo externo H, pelo nlunero de coordenac;ao 'Y (que determina seu

grau) e pelo numero de estados da variavel de spin p.



inversao do campo magnetico e do padirnetro de ordem, na energia livre do modelo

p' = (pi (p - 1))-estados. Esse mapealllento pennite que 0 estudo desse funcional

no intervalo pf(l, 2) forne~a 0 comportamento termodinamico do sistema para to do

p > 2. 0 casu p = 2 corresponde ao ponto fixo da transforma~ao de simetria e 0

comportamento do modelo de Ising ja esta. hem estahelecido. A simetria noo se~

modelo de Potts na rede de Bethe em termos desses atratores e enUi.o, seguindo 0

esquema de integrat;oo da magnetiza<;a.o usado pOl' Thompson (13) para 0 modelo

de Ising, chega-se diretamente a expressa.o para 0 fllncional da energia livre para

qualquer pf(l, 2). Queremos enfatizar que 0 proc~dimento de escrever 0 mapa de

B.P. na forma dada pela eq. 4.9 limita a regia.o de defini<;a.odo mapa a.qllela parte



(d) A construc;ao do diagrama de fases (1'1) 110 espac;o de parametro t - h para 0 caso

p = 1, com "'( = 3. Mostra-se que nesse caso 0 mapa de B.P. e topologicarnente

~
do mapa esse e 0 exemplo mais simples que se conhece de urn vidro de spin do

com a teoria de campo rnedio da percolac;ao de ligac;6es. Foi calculado 0 parametro

de ordem, sua susceptibilidade, a ellergia interna e 0 calor especifico bem como os



(b) Pontos criticos (maximo, minima e pontos <.Ieillflexa.o)

Tres apendices fazem parte desta tese. No apendice A mostra-se as defini~oes e algumas

propriedades das fun~oes hiperb6licas genera.lizadas utiliza~Jas no trahalho. No B obtem-se

o funcional da encrgia. livre utilizando-se 0 metodo de Baumgartel (16), Finalmcnte no C
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Neste capitulo fazemos urn estudo numerico e anaHtico do mapa de Bethe-Peierls.

o mapa de B.P., como ja foi dito no capitulo introdut6rio, e a transforma~ao do grupo de

renormaliza~o no espa<;o real do modelo de Potts corn p estados na arvore de Cayley. It
urn mapa racional uni-dimensional cujo espa<;o de parameti'os e formado pela temperatura

reduzida t, pelo campo magnetico externo H, pelo numero de estados p que mede 0 grau de

frustra<;ao presente e pelo nurnero de coordena(,;ao /. 0 nurnero de coordena(,;ao e 0 ullico

fator geometrico da rede hierarquica que a.parece no mapa de B.P. e determina 0 seu grau.

A seguir apresentamos uma breve discussao dos diversos parametros.

Apesar da regiao fisica da temperatura reduzida estar restrita ao intervalo -1/{p - 1) <

t < 1, como pode see visto das eql1a<;oes(1.8) e (1.9), estende-se seu dominio para qualquer

t real a fim de se obter urn entendimento mais abrangente do mapa.

o sinal do campo superficial Hs (condi(,;<\.oinicia.l) tem influencia no comportamento

assint6tico do mapa (8) sendo urn fator determillante na ordem de transi<;ao de fase bem

como na estabilidade da fase de baixa. temperatura do sistema, como sera discutido em

detalhes no capitulo 4.

o parcimetro l' tern uma relevancia muito grande pois e de ccrta forma uma medida da

frustra<;ao presente no sistema. Quanto maior for 0 valor de p, menor sera a frustra~ao

presente no modelo. Aumentando-se 0 llulIlcro de estados de variaveis de Potts eleva-se 0

numero de possibilidades de configura~oes que satisfazem a condi(,;iio de minimo de energia.



vertice inferior do lado direito do triangulo esta frustrado. Em (b), para p = 3 existem as

duas possibilidades de acomodal;a.o desse spin, mostradas na figura, e 0 sistema agora niio

de 1. 0 caso p = 2 (Ising) corresponde ao ponto fixo da trans[orma<;ao e para 0 caso p = 1

a simetria nao se aplica. 0 caso p = 1 sera estudado a parte no capitulo 3. 0 intervalo



ern que 0 numero de coordena<;ao 1 = 3. 0 comportamento dinamico do mapa de B.P. com

1 = 3 e caraeterlstico para todos os valores de 1 impares.

.
todas as informa<;Oespara a discussao do comportamento termodinamico. Portanto 0 seu

B(T ) I-G(Xn,t,H,p'1)
Xn+1 = Xn,t,H,P'1 = 1+ ( -l)G(X t H )p • n" , p, 1

[ \' ]~-l
T 1 - L'\nG(.Xn, t, H, p, 1) = exp( -j3pJI) ) \"

1 + (p - 1 L n

H ~ _(pi _ 1)1/



(
I )-1p-l-. p-l

(
r ) (' ') [1 + (p' - l)tX:j"Y-1G Xn, t, H,P,1 = exp (3p H 1_ tX~ =

~
,,-I
1- G(X",t,H ,p ,1'

B(X t H p "Y) = _n" , , I 1+(p'_1)[G(X: ••t,H',p' •...,.] I

1 _ r r.1 \' I • II' ~' ~.l
-'~- -(p - 1) ')[ " fl' , ]I+(p -I G(.~n,t, ,p ,1'



A rela~a.o (2.8) pode ser constatada obscrvando-se, pOl' exemplo, as figuras 2.2 e 2.3 para

os valores de p = 3 e p' = 3/2.

( "'Q.)

x
;~ 0.2

0.0

-0.2

p = 3.0
t = 3.9
r = 2

-0.6
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

p = 1.5
t = 3.9

-2.0
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5

Fig. 2.2. Mapa de B.P. com, = 3 mostnllldo 0 ]Jrocesso iterativo e ollde a. rela.~ao (2.8)

]Jode sel' cOllstatada. E111 (a) pa.ra p =:3 e Clll (b) para]J = :3/2.
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temperatura reduzida.

, ,
t-+-(p -1)t.

[

, , r ] "'(-I
r ' , 1+ (p - l)t )~n r ' , , -1G(Xn,t,H,p,,) = exp({3pH) 1- t'X

n
= [G(Xn,t,If ,p ,-r]
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r r 1 - ex}) [-j3p(H + JXn)]

Xn+l = W(Xn, 13,J, H,p) = 1 + (p _ 1) exp [-j3p(H + J X
n
)]

[ " 'Lr _ r _ l-exp-{3p (H +JXn~
Xn+1 - W(Xn,j3,J,H,p)- 1+(pl-l)-lexp[-{3p'(H'+JX~)l '.

[ I 1 ,I L
_ _ 1 _ l-exp -{3p (II +JA,,)

- (p 1) I [' I •• 11+(/) -I)exp -{3p (H +J.l;"J



W(Xn,{3,J,H,p) = -(p' -l)'vV(X~,{3,J,H',p')

Para obter-se a segunda relaCiao entre os mapas de B.W. quando se transforma a

temperatura reduzida procede-se como na determina<;ao da expressao (2.11) substituindo

~ntretanto a transformac;;ao (2.9) por

J -+ _(p' - 1)/

r· 1- exp [-{3p'(H' + J'Xn)]

Xn+I = W(Xn,{3,J,H,p) = 1+ (p' _1)-1 exp[{3p'(H' + J'Xn)]

unidade. Esse caso sera tratado separadalllente no capitulo 3. Para p = 2 recupera-se as

rela<;6es de recorrencia de campo medio do modelo de Ising.



A figura 2.6 mostra dois gnificos do mapa de B.P. para t positivo e negativo que servirao

p • 1.5
t • 10.0
r • 2O.Ol

. -0.5

-~.O
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5

X

1.0

0.5 p •• 1.5

t - - 18
0.0 r - 2

-0.5 (b)
-1.0

-1.5

-2.0
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

X

Gnificos do mapa de B.P. com / = 3, ]J = 3/2 e para valores de t positivo (a) e

SERVIC;O DE BIBLIOTECA E INfORMAc;AO .• !(QSCl
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xi2) = l/{p - 1)t = _(p' - 1)Xi1)

Essa rela<;ao entre XA1) e XA2) e conseqtiencia da transforma<;ao (2.4).

Portanto 0 papel desempenhado pOI' X~l) para p e 0 mesmo desempenhado pOl' X~2) para

p' = p/(p - 1). Tal observa<;a.o pode ser cOJlstataua. nas figuras 2.2 e 2.3.

A paridade do numero de coordena.<;ao " como foi dito na se<;ao 2.1, desempenha um

papel importante no comportamento do mapa. Se, for par a derivada B'(Xn,t,H,p,,),

para valores diferentes de X~1) e X~2), sera sempre positiva ou negativa depenuclIuo do sinal

dc t. Assim, nesse caso, 0 mapa de B.P. e UllI hOlllcolllorfistrio e portanto os pontos XA1) e

XA2) sao pontos de inflexao (vcja. figuras 2.7).



1.0 P _ 1.5

O.S t - 2
r •• J

0.0
-0.5

-1.0

-1.5

-2.0

-2.5
-2.0 -1.~

p •• 1.5

t = -2.0
r ••• J

(b)

-2
-Z.(I - '.~. -1.0 -0.5 0.0

X

Para I impar, 0 sinal da derivada H' (XII' t, H, p, t') sera determiuada pelos sinais de t e do



que aparece no nurnerador de (2.18). Devemos lembrar que hD e sernpre positivo.

Para t > 0, (P(Xn, t) e positivo no intervalo -l/(p -l)t < Xn < lit e negativo fora desse

intervalo. Portanto X~l) = lit e urn ponto de maximo e X~2) = -l/(p -l)t e urn ponto de

minimo (figura 2.6a).

Para t < 0, P(Xn, t) e negativo no iniervalo lit < Xn < -l/(p - l)t e positivo fora desse

intervalo. Novarnente XA1) = lit e um ponto de nuiximo e XA2) = -l/(p - 1)t e um ponto

. {(-y - 2){[1 + (p - 1)tX,JY-l + (p - 1)hD(l - tX,Jr-1 }{(p - 1)(1 - L\n) - [1 + (p - 1)tX



anula-se em Xn = X,~l) e Xn = X~2) quando I for maior que 3. Se I > 3 for irnpar esses

-4(p - 1)(1 - tXn)[1 + (p - 1)tXn]{1 + (p - 1)tXnJ - hD(1 - tXn)}}

Lembrando outra vez que hD > 0, os resultados acillla confirmam que X~I) e urn ponto de

maximo e X~2) e urn ponto de mini mo.



Agora mesmo para. p > 1 0 mapa possui singularida.des nos pontos em que

r _ [hD(p - 1)P/h-t) + 1
Xn - t{[hD(p _ 1)]t/h-t) - (p - I)} .

SERVI<;O DE BIBLIOTECA E INFORMACAO - IFQSe:
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( 1) ,,-1 (1)G(±oo) = hD --- = hD --
p-1 p-l

(p _ 1)"-1 _ hD

B(±oo) = D'(p _1),,-1 + h (p - 1)

se muitos resultados analfticos, mostra-se facill1lente de (2.:.32) que na ausencia de campo

magnetico (hD = 1) os valores assint6ticos san dados pOl'

B(±oo) = (p - 2).
(p - 1)
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0.6
0.4
0.2 P - 3.0
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'"'1-1

G(±OO) = _hD _1_
p-l

( 1)'"'1-1 I D
B( ±oo) = p - - I,

(p - 1)'"'1-1 - hD(p - 1)



Vamos estudar primeiro os pontos de illflexa.o quando I for impar. Nesse caso eles sao

calculados com as seguintes condi<.;oes:

Entao da expressao (2.24) para a derivada scguuda Bn (X n, t, H, P, I) e e1ascOlleli~oes (2.38)

e (2.39) obtemos a seguinte equac;ao cujas raizes sa.o os pontos de infiexao do mapa.

(/ - 2) {[I + (p - l)tXnP-l + (p - l)hD(l - tXnP-l} {(p - 1)(1 - tXn)

-[1 + (p -1)tXn]) - 2(/ -1)(p -1)(1 - tXn)[1 + (p - l)tXn] {[I + (p - l)tXnp-2

No modelo de Ising com campo externo uuIo verifica-se facilmente que a. origem Xn = 0 e
um dos pontos de inflexao do mapa..

Para I = 3 de (2.40) ap6s e1esenvolver os binomios e a.grupar os termos semelhantes

obtemos a seguinte equac;a.o do terceiro gl'<lUque )lode sel' resolvida. analiticarncute:

2(p - 1)2[(p - 1) + hD]t~X~ + (p - l)(p - 2){ 4(p - 1)( 1 - hD) - 3[(p - 1) + hD]}t2X~

-6(p - 1)[(p - 1) + hD]t.Xn + (p - 2)[1 + (p - l)hD] - 4(p - 1)(1 - hD) = 0



Para H = O(hD = 1) essa equa<;ao reduz a

2(p - 1)2/3X~ - 3(p - l)(p - 2)t2X~ - 6(p - l)tXn = 0

Para nos orientarmos na analise dos sillais das raizes da equa<;ao (2.42) utilizamos uma

regra devido a Descartes. Tal regra. a.firma que 0 numero de raizes positivas de uma equa<;ao

polinomial F(X) = 0 com coeficientes reais e igual ao numero de varia<;oes de sinais de

F(X), ou a esse numero dirninuido de urn numero par. 0 nurnero de raizes negativas de

F(X) = 0 e igual ao numero de raizes positivas de F( -XJ = O. Quando urn polinomio e
escrito na ordern decrescente das potencias da variavel, 0 llumero de variac;oes de sinal do

mesmo e igual a.o numero de pares de terrnos sucessivos com sinais diferentes.

Aplicando-se a regra de Descartes a equCl<;a.o(2.42), com 1 < p < 2, obtemos os seguintes

resultados:

(a) Se t > 0 temos uma raiz positiva e duas ou nenhuma raizes negativas. Conlo 0

mapa de B.P. possui um minimo a esquerda da origem (fig. 2.6a) e apresenta um

comportamento assint6tico rillito conclulmos que ele possui pelo menos UIll ponto

de inflexao a esquerda da origcm. Assim a alternativa correta e que existem duas

raizes negativas implicando lla ocorrencia de dois pontos de inflexcio a esquerda da

origem como podemos vel' na figura 2.6a.

(b) Para t < 0 temos duas ou l1enhuma. raizes positivas e uma negativa. 0 mapa a.gora

possui um mlnimo a direit.a cia origem como mostra a fig. 2.6b, e aprcsenta Ulll

comportalllcuto assint6tico rillito. COllcluimos que ele possui pelo mCllOSUlll ponto

de illftexao a direita da origem. POI'lallto a aJtcl'1Iativa correta e que existem duas

raizes positivas ou em outras palavras que 0 mapa de B.P. tern dois pontos de

inflexao a direita da origem como pode ser vista lJa figura 2.Gb.

Resumindo: se t > 0 0 mapa apresenia UIIIPOlito de inflexao positivo e dois negativos. Se,

.!Joroutro lado, t < 0 temos agora dois pOllios de illflcxcio postivos e um IJcga.tivo.



Nesse caso alem dos pontos de inflexao obtidos como solu<;ao de (2.39) temos ainda os

outros dois pont.os X~I) e X~2) que fOrctllldeLcnlliua.dos ctutel'ionnent.e (figlll'ct 2.7).

," 1-G(X)
X = 1+ (p - l)G(X)

I D [ 1 - tX ]"Y-1
I 1 + (p _ 1)tX

1- X
1 + p - l)X



Pode-se verificar facilmente que quando H = O(hD = 1) 0 ponto X = 0 e sempre

uma solu<;ao de (2.47) independentemente de i,p e /. Essa solu~iio corresponde it fase

paramagnetica do sistema. Se If for diferente de zero X =''0 nao e mais urn ponto fixo.

IB'(Xn = 0)1 < 1

B' (X n = 0) = ±1

B'(X) = b -l)i(1- X)[1 + (p -1)X]
(1- tX)[1 + (p-1)tX] ,

conforrne e mostrado no apendice C. It importante ressaltar que a exprcssa.o (2.50) e valida

meslllo para If =/:. o.
Usando-se a condi<:;ao (2.49) na equ(l<}10(2 ..50) rcsulta que



+[(p - l)(hD - 2t) + (1 - 2ht)]X + (liD - 1) = O.

Voltando ao caso particular de H = O(hD = 1) a equa<;iio (2.53) reduz-se a seguinte forma

(p - 1)t2 X3 - (p - 2)t2 X2 + (1 - 2t)X = O.

(p - 2)t ± J(p - 2)2t2 - 4(p - 1)(1 - 2t)
X± = 2(p _ l)t

It interessante observar-se que para p = 2 as solu<;oes fornecidas pOl' (2.55) so sao reais se



~ = (p - 2)2t2 - 4p - 1)(1 - 2t) > U

± -4(p - 1) ± 2pJjJ=T
ttang = (p _ 2)2

As temperaturas reduzidas ttang e ttang correspondem aos valores onde ocorrem as

bifurca<,;oestangentes pois para esses valores de t,



p •• 10S

t - -1CS.0
r - 2

-1.5

-2.0 ,/ I
_? ('\ -, ••••..... ....,

i I
-to -0.5

X

\/1-
i i i

().O O.~ 1.0
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Deve-se ressaltar que a temperatura reduzida ttang e equivalente a telllperatura 82 obtida



por Peruggi (18).

o valor do ponto fixo na temperatura de bifurca~ao tangente e entao, de acordo com (2.55)

v _ (p - 2)
.I\.± -

2(p - 1)

Intervalo de p Intervalo de t # Raizes posit,ivas # Raizes negativas

l<p<2 0< , < 1/2 zero 2 ou zero
]<,)<2 t < ]/2 I ]

]<p<2 1<0 zero 2 ou zero
p>2 U < , < 1/2 2 Oll zero zero
1) > 2 1 > 1/2 I I
p>2 1 < U '2 Oll zero zero

(a) Para ttang < t < ttang X = 0 e 0 llJlico ponto fix.? existcnte. Fora desse intervaJo

alem do ponto fixo X = 0 existcm mais dois outros pontos fixos X+ e .Y_ cujos

(b) 0 ponto fixo X = 0 deixa de sel' ('st.avel na.s temperaturas it = 1/2 e i~ = -1/2



It claro que 0 ~inal positivo da condi<;a.o (2.6.5) refere-se it bifurca.c;ii.otangente pois nesse

valor 0 grafico do mapa tangencia a reta y = x. Entii.o nesse caso a soluc;a.o de (2.65) sera a

mesma que a fornecida pOI' (2.60).

2t(1 - X)[l + (p - l)X] = -1
(1 - tX)[l + (p - l)tX]
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Discute-se ainda a existencia de urn valor critico de p acirna do qual nao existe a possiblidade

de comportamento caotico na regiiio fisica.

tfis = -1/{p - 1)

tfi+ = 1.
IS

As temperaturas reduzidas lfi+ e lfi- correspondem a, temperatura T = 0 pa.ra a.coplamentos IS

ferromagl1ctico e antiferromagnetico respeetivamellte. A temperatura reduzida l = 0



X+ invertem seus papeis, isto e; x = a passa a ser urn repulsor enquanto X+ passa ser urn

atrator. 0 valor de tt ja foi deterrninado na. sec;ao 2.4 como sendo

.It interessante observar-se que a regiao de estabilidade do'ponto fixo X = 0, -1/(, -1) <

t < 1/{,-1), vai se tornalldo cada vez menor a medida que 0 numero de coordenac;ao , cresce.

antiferromagnetica tfi- correspondente a T = 0, isto e:
IS

f1" = tfi-IS



Isso significa, por exemplo, que para, = 3 qualquer sistema com 0 numero de estados

maior ou igual a tres nao apresenta 0 cicIo clllplo na regiiw fisica .. E claro que para cada ,

tambem pode-se obter urn valor critico pc" it, partir do qual 0 cicio cle periodo n se localiza

+ _ -4(p - 1) + 2py"jJ=l
itang - , (p - 2)2

_ -4(p - 1) - 2py"jJ=l
itang = (p - 2)2 ,

para, = 3. Essas temperaturas estiw lIlostradas na. fig. 2.10.

Para, qualqllcr as tCll1peraturas 'tang (' 'Lang Sc)O dcterrllinadas cia condi<;ao

B'(X±) = (,-1)(1 -: X)[l + (p -1,))\] = I.
(1- iX)[l + (p -l)t.\]



A temperatura ttaos tcaos corresponde ao valor do parainetro t onde aparece, pela primeira

vez, urn regime aperiodico (caOtico). Na regia.o de t posi ti vo 0 va.lor tta-os sem pre surge fora

da regiao de interesse fisico, isto e: para ttfl,OS > 1 Entretanto para t negativo (acoplamcnto

-'! • I

_f\ .1 J
~ - I

o I
- -I ::.. -:

, • l,
"

•

p := 1.1

_~. rJ --y-- _
I

12

TCIIIl'crti(."ril (h~(';1 OS.

definida pOI' Grebogi et al (19) com 0 nOllle de "crise". Existem dois tipos de crise; a crise da

tronteira e a crise interior. A primeira leva a. dest.rui<Jl.Osllbita do atra,t.or ca,otico e de sua



altera<;ao no tamallho do atrat.or ca6t.ico COIllO mostrado na fig. 2.12.,
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A temperatura reduzida no ponto de crise de fronteira, t~rise figura 2.10, e calculada da

condi<;ao que 0 maximo (minimo) e atra.ido pa.ra 0 ponto fixo instavel X = 0 apes duas

B2[-1/(p - l)t] = B[-l/(p - 1)] = 0,

[
I-t ]1'-1

l+(p-l)t =1



1- t
-----=±l,
1 + (p - l)t

[

)

]

')'-1(p - 1 + t
(p _ 1) (1 _ t) = 1

_(p_-_l_)_+_t_ = ± 1
(p - 1)( 1 - t)

E interessante observar-se que a expressao (2.83) pode ser igualmcnte determillada

aplicando-se a trallsronna~.ao (p -1) ~ (pi - 1)-1 a expressao (2.80). Deve-se ainda ressaltar

que as expressoes (2.80) e (2.83) sao vcUidas para qualquer I fmpar.



regiao ca6tica para acoplarnento antilerrornaguetico (J < 0) dentro da regiiio f1sica que nesse

caso e todo 0 intervalo negativo de t. Sahe-se tambem que 0 modelo de Ising (p = 2) s6

igualando-se a temperatura tcaos, a temperatura extrema Cfi .
IS

A figura 2.13 mostra 0 gratico de teaos (linha tracejada) e tits (linha pontilhada) versus 0

numero de estados p.

e a curva de tfis pel a expressao (2.68).

--------- -- -- --- -- ~~ ..... •.•.•....... .••. .•.
(/)-I- -4-
(/)

o
8 -6
I-

.-10 4----...,,-----r,-----r,-----r,---_+_
1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6

Numero de est ados p



de ordem zero de campo medio (apl'Oxima\ao de Bragg-Williams) do modclo de Potts com

Escalando-se convenientemente a constante de acoplamento J a expressao (2.2) pode ser

escrita com 0 a.uxilio de (1.5) e (1.6) da. scguinte forma

G( v· H ) _ (-(3 H) { 1 - ){n + [(p - 1) + Xn] exp(-(3pJ IT) }T
./\n,t, ,p" -exp p ( ,," ) r I1 + p - I)An + (p -I (I - An)exp(-(3pJ 1")

fim {1_It2J(p-I/+Xnl r
Rim 'I' - 00 '_ G(Xn,t,H,p,,)= exp(-j3pJJ)·-'I-·,.-. -------
, 00 l'/.1ll {1_pJlr-I)(l-XnJr

l' _ 00 r

- exp( -fJpH) exp{+/3J[(I'-I)+Xn]}
- , . exp[-t3J(p-I)(I-X ••)]



Rim
1- G(Xn,t,Ii,p,"I)

"y -+ 00

eim
H(p-I) G(Xn,t,H,p,"I)

"y -+ 00

_ I-expH3p(H+JXn))
- H(p-l)exp[-,Bp(H+JXn))

x - l-exp[2,B(H+JXn))
.• n+l - Hexp[-2,B(H+JXn)]

exp[-l3p(H + JX)] = 1 - X .
1 + (p - 1 ).\



[
I-X ]j3pJ X = en ( . ) \"1 + p - ] _

da estabilidade das rases do ponto de vista termodinamico.,.

As temperaturas onde 0 ponto fixo X = 0 deixa de ser Ulll atrator sao obtidas da condic;iio

(8Xn+l) = ±I
8Xn Xn=o



o mapa de B.P. para 0 caso particular p = 1 torna-se polinomial de grau ,- 1. Seu estudo

e de grande importancia pOI' duas razoes. Em primeiro lugar porque 0 modelo de Potts

ferromagnetico no limite p = 1 esta intimamente relacionado ao problema de percolac;ao (21).

A outra razao e a sua conjugac;ao analitica com 0 mapa logistico (14) X2 + C, quando 0

numero de coordena<;ao , e igual a tres.

A conjuga<;ao do mapa de B.P. com 0 mava logistico permite que se obtenham Illuitas

informa<;6es sobre 0 modelo de Potts l-estado, extraidas do mapa logistico. Esse ultimo e

sem duvida 0 mapa mais explorado no estudo de sistemas nao lineares e cujo comportamento

dinamico ja esta bem estabelecido.

Neste capitulo fazemos uma aplicaeJw do cstudo feito no capitulo anterior ao caso particular

p = 1. Sera mostrada a conjugar,;ao analitica do mapa de B.P. com 0 mapa logistico e a

generaliza<;ao para, qualquer com 0 mapa .\".•.-1 + C (15). A conexao com 0 problema de

percola<;ao sera feita no capitulo 5.

Xn+1 = B (X71, t, H, I) = 1 - liD (I - [X" f-I

= 1-(1-h)(1-tX71f-1



h=I-IP,

POl' causa de sua importancia e pelas referencias que faremos adiante reescrevemos aqui a

relac;ao de recorrencia (3.1) que para 0 caso particular, = 3 se torna

Xn+l = h + 2(1 - h)tXn - (1 - h)t2X~

Da.analise das expressoes (3.4) e (3.5) pode-se conduir que 0 ponto Xn = l/t e um maximo

quadratico quando, = 3 e urn ma.ximo de oreleJllsuperior quando, for impar e maior que 3.

Para, par 0 ponto Xn = l/t e um ponto de inflexao e 0 mapa torna-se um horneoforrnismo.

Nesse caso 0 mapa apresen ta no JllcixilllOcidos de periodo dois. A figura 3.1 mostra os



gnificos do mapa de B.P. para, = 3 em (a.) e, = 4 eni (bf

o (z:t.)

p - 1.0
r • 2
t - 0.9

-20-><-I.- -40

-BO
-20

600

+00 (b)
200

0
-200 p-1.0
-+00 r •• J

t - 0.50
-600

-800

-1000
-10 -5 0 5 10

X

Fig. 3.1. Mapa de B.P. para 0 caso particular]J = 1 com I = 3 em (a) e ,= 4 em (b).
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x = 1 - (1 - h) (1 - tXrr-1

B.P. quando H = 0 (h = 0) pa.ra quaisquer valores dos parametros II t e p. Isso pode

ser facilmente verificado na equac;a.o (3.7). Mostrarnos igualmente que tal ponto fixo e urn

[2t(1- h) - 1] ± VI + 4t(t - 1)(1 - 11)
X± = --------------

2t2( I- h)

B'(X) = 2t(1 - X).
(1 - tX)



1 - .~ = (1 _ h)( 1 - tX)
1 - t

que substituida em (3.10) fornece a expressao da derivada do mapa com p = 1 e I = 3 no

ponto fixo:

B'(X) - 2t (1 - h) (1 - tX)

2t(1- 11.)(1- tX±) = 11=)1 + 4t(t -1)(1- h)

B' (X±) = 11=VI + 4t(t - 1)(1- h)

Nessa forma torna-se simples a analise da. estabilidade dos pontos fixos X±. Observa-se

facilmente que 0 ponto fixo X_ e sernpre instavel (repulsor) pois IB' (}L)I e sempre maior



enquanto 0 outro limite e determinado pOl':

4t (t - 1)( 1 - h) = 3

Deve-se ressaltar neste instante que as rela~oes (3.18) e (3.19) serao reobitidas na proxima

se<;ao quando se fizer a conjuga~ao analitica. do mapa de B.P. com 0 mapa logistico.

A rela<;ao de conjuga<;ao e geralmente de grande utilidade no estudo de sistemas dinamicos.

Dois sistemas descritos pelos mapas R(Z) e S(Z) sa.o anafiticamente conjugados se existe

uma transforma<;ao de Mobius (22) M(Z) (mapa racional bijetivo) tal que

onde 0 significa a operac;ao de composi~ao. Ullla propriedacle da conjugac;ao dos mapas

R(Z) e S(Z) e que suas n-essimas composic,;oes silO talllbelll analiticamente conjugadas, isto

e:



Rn = RoRo ... oR
nvezes

~
pelo mapa R pode ser obtida da propriedade correspondente de S atraves da aplica.<;aoda

_(1_-_'_1) t_2 = 1

bt
1+-=0

a



(1 - h)t'lb2
ah + b - 2(1 - h)tb - --- = C

a

a = -(1 - h)t2



que SaD identicas as expressoes (3.18) e (3.19) cia.se<;a.oanterior e correspondem as linha.s

de transi~ao atrator finito /superaLl'ator illfinito e ponto fixo atrator/ciclo duplo.

que represent a a linha de transi~ao caos/atrator infinito.

A figura (3.2) mostra esquematicamente 0 diagrama de fase tra~ado com 0 auxilio do

3.30. Na regiao dellotada. por F 0 pOI1I,o fixo esl.ttvel e X+. 0 ponto fixo paramagnetico

X = 0 e esta.ve111a regiao hI = 0, t E (-1/2,1/2). Na pri1l1eira faixa (da direita. para a



C = a + b = (-1)1'-1(1- t)[(1- h)tjl/h-2)

Para determinar os valores criticos C1,2 e C1,oo no ca.so de I =13 fazemos uso da.s expressoes

que fornecem os valores limites de csiabilidade do ponto fixo do mapa de B.P., isto e, h = 0,

t = ±l/b - 1).

Substituindo esses valores em (3.37) obielllos

obtido com t = -l/b - 1).

Para I = 3 as expressoes (3.38) e (:3.:i9) reCllpcram os resultados jei. hem cOllhecidos,

C = 1/4 e C = -3/4, respectivalllellie.



It interessante observar de (3.39) que para 1 pa.r 0 parametro C nao pode ser rea.l 0 que

B'(X) = ±1

(I-1)t(1-X)
(1 _ tX) = ±1

x = _1- (I - l)t
(I - 2)t

1-(l-1)t [1-h-1)lJ"Y-1
- -h---2-)t- = 1- (1- h) 1+ -h-' --2-)-

1 (I - 2)"Y-2h=l- . --h- 1)(-y-l) t 1 - t

SERVic;O DE: 2!8L!OH·C.A[~';'~··fEI;,:~~.\CA·~j- IfQSa
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1
h=l----

4t(1 - t)

. 1 (,) ,,-2
h=l+---- --(f - 1)h-1)t 1 - t

h=l 3+ 4t(1 - t)



,
CAPITULO 4

Thompson (24), para 0 modelo de Ising, onde ele obtem esse funcional pOl' illtegra~ao

utilizando-se urn formalismo simples e elegante desenvolvido pOl'Christia.no e Goulart Rosa

(4) para a obten~ao do para-metro de ordem e consequentemente da magnetiza~ii.o.



fechada no aglomerado da fig. 4.1b. Compondo mais uma .yez as h' - 1) correla<;oes t com

as h' - 1) correla<;oes Xn obtem-se 0 aglomerado da fig. 4.1c. Finalmente compomos 0

aglomerado da fig. 4.2a para a obtenc;ao da. correla<;ao < AoAg >= m que e dada pOl'

Ao • Ao

~

:~
I ,
I

,, , \ : , I > \ I > ,
\ \ \ ' , , \.\ , XH+11 I X",, I \' , X • I\ \ \ , , I \ i ' N I I, \ \t I\ , , I I XH-L .,

\ \\ II I /J\ •t\~\ \ \ 'I I 9
\' I I

-.''''• >..,
Cb) (Co )

(a.)



(1 + t)X + (p - 2)tX2
nl = ---------

1 + (p - 1)tX2

,
E interessante neste momento escrever 0 mapa. de B.P. de uma mancira. que se mostrara

1 - X"+l
1 + (p - 1))\""+1



Aplicando-se 0 logaritmo aos dois lllembros <la equa~ilO (4.4) obtem-se que

1- e-p6

tanhl~)= ------
1 + (p - l)e-pe

1 [1 + (p - 1)e]aretanhpe = pen 1 _ e .
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onde agora a transmissividade t == (1 ~ e-p/3J)/[l + (p - l)CP13J] e a tangente hiperb61ica

x + tX + (p - 2)X.tX
m=

1+ (p - l)X.tX



~= arctanhpT X. (4.15)

Porem como pode ser visto no apendice A, 0 segundo membro de (4.13) corresponde a
expressao para a tanhp(0 + cI». Assim podemos escrever a eq. (4.13) para 0 parametro de

N

H = -pJ L 8'\"\J - pH L8,\•.0
<ij> ;=1

N
ZN(/3, B) = L[exp(-f3Epotts{'\} )][exp(pB I: 8.\,,0]

{A} ;=1



EPotts = -pJ L b>'il>'}
<ij>

( ) Rim -1- {j1/J (j, B .= N N RnZn(f3, B).
-+ 00

8
M({j, B) = 8B [-f31/J(f3, B)]



- j3t/J(j3,B) = J M(j3,B)dB.

N

QN(j3,B) = L[exp(-j3Epott,,{A}]{exp[l'J3L(b.\;,o -1)]
{A} i=l

Rim- j3lfJ(j3, B) = N CnQN(j3, B).
-+ 00

8
8B[-,B<p(f1,B)] = AJ(f:J,H) - p.



-fim (0)B -+ cx::/3t.p({3,B) = -{3t.p({3, 00) = -{3Epotts

(0) 'YPJ
EPotts = - -2-'

/31/;(/3, B) = /3E~Jtts - pB + (p - 1) faoo['/n(j3, b) -ljdb

{eo { fJ . p}1= J
B

fJbfn[pcoshp(b + "Yarclanhpt.\ )j- 2' db,



Tendo-se em conta que pcoshp8 "" eP8/2 quando 8 --+ 00 (veja defini\ao de coshp8 no

apendice A) e que X(b) --+ 1 quando b --+ 00, a integral I sera dada pOl'

Calcula-se em seguida a mesma integral J efetuando-se em primeiro lugar a derivada

existente no integrando (veja apeudice C), obteudo-se como resultado que

1= (]J-1)J;[m(l3,b) -1]db

-~ {fn[l + (p - 1)tX2]- fn(1- tX) - fn[l + (p - l)tX] + fn(l - t)}

Utilizando-se a defini<;ao do a1·etanhpt (veja. apendice A) na expressao (4.35) e entao

igualando-a a (4.36) obtem-se que

+~ {fn[l + (p - 1)tX2]- fn(l - iX) - Cu[1 + (p - l)iX]

+ £n[1 + (p - 1)iD + 1!f-.

Finalmente substituindo-se (4.3i) em {4.:3;3) obtelll-se Ulna expressiio para. 0 funcioual da

energia livre dada pOl'



-fn[pcoshp(B + ,arctanhptX)]

+~ {fn[1 + (p - l)tX2]- £n(1 - tX) - fn[1 + (p - l)tX]

+ £n[1 + (p - 1)t]) -Ef - ~

(3'I/J({3, B) = -£n[pcoshp( B + /U1'etanh'JtX)]

+~ {in[I + (p - 1)tX2]- £n(1 - tX) - £u[1 + (p - l)tX]}

+~{£n[1 + (p - l)t] + £n(1 - t)}

_'.1.fl.E.:l _ E1!.
4 2 '

- J.!l:!.. - B
41 '



Fazendo-se uso <las defini~oes de algumas fUII</)eshiperb61icas generalizadas contidas no

apimdice A e de aIgurna algebra mostra-se (vcja apelHlice C) que a expressao (4.38) pode ser

colocada na forma

131/J(/3, B) = - -Yh;l)fn(1 - tX)

+h;2Iin {ePB[1 + (p - l)tXP + (p - 1)(1 - tX)"}

+~in(l - X) + ~fn(1 - t) - ~fnp

Como constata<;a.o da veracida.de da. expressao (4.41) cia e reobitida no apendice B de uma

outra rnaneira usando-se UIll metodo propos to pOl' Baumgartel(16).

Pode-se eliminar a dependencia expHcita 110 campo B da expressao (4.38) e escreve-Ia

nurna forma que sera utilizada na se<;iw 4.4. Procedendo dessa maneira (veja apendice C)

obtem-se a seguinte expressiio

131/J= -(-y -1)en(1 - tX) + en(l - X) + (-y; 2) en[1 + (p -1)tX2] + ~en(l - t) - fnp

(4.42)

x = ~~

= ;3(p - 1)~~



{
(I-tX)[I +(p-I )tX]+tsechk[B+ ("(-1)arctanhptX] }

. (I-tX)[I +(p-I )tX]-h-I )tsech~[B+( "(-I )arctanhptX]

{
(I-tX)[I+(p-I)tX]+tsechk[B+h-I)al'ctanhptXj }

• (I-tX)[I+(p-I)tX]-h-I)tsech~[B+h-I)arctanh,)tX] •

(p-I )(I-X)(I-tX)[I +(p-I )X)[I+(p-l )tX] {(I+t)!) -(p-I )tX2]+2(p-2)tX)
[I+(p-I )tX2j2 {(I-tX )[I+(p-I )tX]-h-l )t(I-X)[1 +(p-I )X]) I



8131/'(13.8) _ -lL II+(p-i)Xj[I+(p-l)tXj
aT - kBT2' (1+(1'-1)t.\'2]

+-..J:L [1+(1'-1 ).\'2][1 +(1'-1 )t]
2kBT2 • [1+(1'-1 )tX2J

u = _H[I+(p-l)X][I+(p-l)tX]
[1+(p-l)tX2]

_ =yJIl+(p-1 )X2]1l+(p-1 )tJ
2[1+(1'-1 )tX2]



(b)

_ t+[1+(p-2)tjX2

- [1+(p-l)tX2]



f3 ) - _ ,'J [1 + (p - l)X~][l + (p - l)t]
U( ,0 - 2 [1+(p-l)lX2j

Pode-se observar agora que a expressao (4.54) e identica a (4.49) com H = O.
~

C(,B,O) = aiel)

C('f3 0) = "l'J2lp-1)(1-t)(1-X)[1;t17J-1)tj {(1 + X)[1 + ( - I)X2]
, 2kBT2[1+(I)-1)t,~2J2 p

2h- IHl-t)X2[1+(p-l)tJ[J+(I>-1 )Xj }+ (1-tX)(1+(,,- 1)tX]-h-1 )t(l -X)(I+(p-1 )X]

5
- = f3u - f3'l/J
k

Deve-se ressaltar que as fun<;oes tCrIllodinalllicas calculadas na se\;~w 4.2 recuperam as

func;oes obticlas pOl' Peruggi et al (ll~). Os re::-ultados de Peruggi et al silO expressos em

termos das variaveis r.p e eK oncle

= XD _ 1- X
r.p - - 1+ (p - I)X



_ -(JpH {[I + (p - 2)w]xn + W}"Y-l
Xn+l - e . 1 + (p - 1)wxn



);'2 + IX1 + (JI - 2)IX1X2

1 + (p - 1 )IXJ ""2



Para 0 cclJculo cia integral (4.65) procedc-sc como no caso a.nterior porcm agora 110 lugar
'-



Lembranclo que no limite B -. Bel Xl = X2 = X, a integral J' e facilmente obtida como:

- ~en[pcoshp( Be + "fa1'ctanhpt Xl)]

Calculando-se agora a integral j' efetuando primeiramellte a derivada. existellte 110

l' = J3c[Al(f3, b) - p]db + ~{(n[I + (p - I )tX2
]- fn(I - tX)

-in[I + (p - I )tX]} - ~ {2fn[1 + (p - 1)tX1X2]- £(1 - tXd

Igualando-se as expressoes (4.67) e (<l.GS)obtem-se que

SERVIC;O DE 81BlIOTECA E INFORMAC;AO - IFQSC (
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J3C[AJ(f3, b) - p]db = £n[pcoshp(J3c + 1'(I.1·etanhptXI

-i {in[1 + (p - l)tX2] - en(1 - tX) - e71.[l + (p - l)tX]) - ~

-~ {in(1 - tXd + in[1 + (p - l)tXtl

+~ {en[1 + (p - 1)tX2] - £n(l - tX) - Cn[1 + (p - l)tX])

-~ {en(1 - t) + £n[1 + (p - 1)t]) - ~ - P.!f,

determina-se finalmente a expressiio para 0 funcional da enel'gia livre do lllodelo de Potts

com p estados, na rede de Bethe, na fase antiferromagnetica:



j3t/J(j3,B) = -t {£n[pcoshp(B + "Ya1·etanhptXdl

~ {fn(l - tXd + £n[l + (p - l)tXtl + £n(l - tX2)

_ '1flJ!!.. _ Eli
4 2

j3t/J(j3, B) = -~ {fn[2cosh(B + "Ya1·ctanhptXdl

_JiY.. - B
2 •



=0
, --+ 00

lim lln[1 + (p _ 1)t.\"2] = j3J(p - J )X
2

,--+002 2

lim 1£n(1 _ tX) = _f3JX
,--+002 2

Rim 1£11.[1+ (p -1)tX] = f3J(p - 1).\"
,--+002 2

Rim 1in[1 + (p _ 1)t] = f3J(p - 1)
,--+004 4

fi1n IfnO-t)=-pJ
,--+004 4

Rim (_ 1)t = r.lJ,--+00' jJ



4.3.1. Magnetiza~ao

Substituindo-se 0 limite (4.74) em (4.16) obt.c1l1-sea expressao do parametro de ordem m

que e dada pOl'

13l/J(;3,B) = -fn[pcoshp(B + (iJX)] + (P-l~iJX'

_ (p-2),I3J X _ fl.:!... _ ci!.
2 2 2



f3J(p - 1)m2 pJ
f3t/J= f3Jm + in(1 - 11"1,) + 2 - T - fnp

Podemos ainda mosirar que a expl'essao acilllCt e idcntica a obtida pOl' Wu (20) (veja

13t/J = 11+(P;1)X1fn[1 + (p - 1)X] + (1J-I)(l-.~)(tL(I-X)

kBTX = (p -1)(1- )~)[1+ (p - 1).\:]
1 -I3J(1 - ..X)[1 + (p - 1).\]

k T _ 1 - X2

B X - 113J(1 _ X2)



A expressao cia energia livre e obtida. facilllwllt,e lIesse caso fazelldo-se t = 0 e ,J --t J na.

U(f3, H) = -H[l + (p - l)X) - ~[l + (p - 1).\"2)

s
- = f3u - {31/J
k



~ = -,BJ1[1 +(p-l)X]- [l+(p;i)X1CII[1 +(/I-l).\"]

_ (p-l)(l-Xlf. (1 _ ,.r) + /}11. .'\. lllp,
P

S [l+(p-l)XL [1 ( 1)\~1 (p-l)(I-X)e'(1 '~) n- = ------t11. +]J - • - ------ 11. -.'\. + ln1'
k P ]J

/l-l/J((3, B) = -~ {fn[pcoshp(B + j3.JXj)]

+I3J(p-2)(X + Y ) _ ill.. _ Eli
4 1 -2 2 2



4.4. Metaestabilidade no Modelo de Potss na A.rvore de Cayley

A natureza da transic;a.ode fase que ocorre no modelo de Potts ferromagnetico foi discutido

primeiramente pOl' Kihara et al (26) na aproxima<;ao de Bragg-Williams. Para p > 2 existe

uma transic;ao de fase de primeira ordem l1a te111peraturacritica Tc(p), enquanto para p :s 2

da aproxima<;ao de Uethe-Peierls do lIlodelo de PoUs (:l1). Esse resultado e obtido estudauJo

minimo absoluto da energia livre de cada rase. Nesse ultimo esquema a temperatura critica

tc correspondellte it transic;.io de primcira ordem e dada pOI'(21)

(p - 1) - (p - l)b-2)h

tc = (p _ l)(p _ 1)b-2)h - l'

v 1+(p-l)t<
."q = 1'(1'-1)

x __ 1_-fiE""'---'X •....
D

_

2 - 1+(1'-1 "IX?

.......-<.::..:L.:....._· _._~_. ~ ~_,_._~"""_ •• ", •. " ••. """', .., ..•. -....:l,;. ~-~,- .>.._--
SI:.R\/!<';:C Lt: b:"LiCHC,' \: 'NrCH~.",,\/,.CAO _ IfQSa
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(p- 2)
Lim = (p _ 1)'

-entre os esquemas de classifica~ao nao deve ser a.tribuida entre as aproxirna~Oes de Bragg-



..
(b) As orbitas atra.toras dc' UIII IIIClpa r;wiollill U( X) <1(.grilu d ~ 2 esti"1O collt.i<lilS 110

I .-._. I
• -l·-· ....o ------ ---~.-.. ' •...'

I',.•..•.,
\,
I

II

"

.-.t.\,
,,/

-'----------.".::.1,---...:.--
• •. _.-' i :•••.••••.-.,.. I I

maglleiico cxicmo, como fl/ll(iio dil /('III[>Cl"iIlIlUI I"cdl/zidil "[ = }\'l'B1'jJ, As lillilils c/lCias.



illtensidade do campo superficial determinam de qual bac~a atratora estamos partilldo na

rela<;ao de recorrimcia e assim detennina 0 ponto fixo do mapa de B.P. que sera atingido.

f3J(p - 1 )'1112 j3J
f3t/J = t3Jm + £n(1 - m) + ---- - - - Cn7)2 2

2(p - 1)
pf3cJ = (p _ 2) Cn(p - 1)

e obtida da condic;a.o /3t/J'(m) = 0 e #4'(m) = fit/J(O), enquanto a temperatura 1~(2) e obtida



·enquanto as rases de baixa temperatura da transi<;ao de segunda ordem sao sempre minimos



(b) A transic;ao em Tc( 2) e de segundo. ordem. Nao existe viola<;ao de con vexidade para

qualquer pea fase de baixa temperatura e um minimo local cia energia livre. Para

(c) 0 esquema de classifica~ao de Kihara et al e obtido usalldo somente os pontos fixos

estaveis na.o negativos (H s > 0).

(d) 0 esquema de classi{ica~cio de <.IiLiberto et 0.1 outIe as trallsi<;Oes sa-o todo.s de

primeira ordem e obtido lIsalldo 11s > 0(//:; < 0) pa.ra p > U (p < 0). Na. rase

Bethe-Peierls (numero de coordenac;a.o finita), alem da entropia negativa a baixa

temperatura num sistema. C01l1]J > 2 (veja fig .4.8), a viola.c;a.ode convexidade

~ -Ll
~..,

; _-- I _ ..,•... _ .

~1.~1:~': 1.-):1
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campo H sa-o mapeadas nas pl'opriedades do Illodelo COlli J/ (= jJ / (p - 1)) estados na mesma

temperatura t na presenc;a do campo esca.Iado e illvertido JJ' = -(p - 1)/1.

+h;2)fn[1 + (p - 1)tX2] + ~en(l - l) - enp

V ' v'.'\ = -(p - 1).'\ ,

, ,
11 = - (]J - 1) H ,

131/J(X,t,p,,) = -(1- 1)fn[1 + (p' -1)lS']

+fn[1 + (p' - 1)lX'] + h;2Ifn[l + (p' - 1)/.\"'2]



-( I - 1)fn[l + (p' - 1)tX'] + fn[ 1 + (p' - 1).\"] =

-(-y - 1)£n(1 - tX') + fn(l - X') t #//IJ'

f3tjJ(X,t,p,,) = -b - l)fn(l - ot) t Cn(l - X')

+h;2Ifn[1 + p' - 1)tX/2
]

tfn( 1 - t) - fnp' t £n(p' - 1) t {3]J'Il'

Na fase ferromagllctica X eX' SaG os pOlltos fixos estaveis obtidos com cOlldic;oes illiciais

, de sillais difcrcntcs.

o rcsultado expresso net cq. (-J.10i) (' taJII!>C"1Ilv<llido para 0 1I)()delo <L1lti fClTornagll cLico clIja

densidade de energia livre, obLida segllillclo 0 IIleSlllO proccdilllellt.o utilizado 1I<LdetcnllillCL\ci.o

da expressa.o (4.'12), e clacla pOl'

;3tN;3,B) = -!fn( 1 - tXd + fn( J - Xd

+~l'n(l - t) - flljJ

Como um lelllbrcte final devcJ1los c1lalllar a atc.'lIc;ao que para s~ ohLer 0 result.ado hem

collheciclo que a clIcrgia line do Illod('lo de Isillg (/1 = ~) (. UIIICl 1'1111<,;;10 par 110 ("<11111)0



magnetico, isto e, que a energia liv\'(' {. ill\'ariillltp as I.ralls!'or!II(l\oes de ('scala e inversao

devemos adicionar a eq. (4.101) a cOlltribui<;ao ji(H + J/2). Esses tcrmos COIllOja Coidito

correspondem a um deslocamento do nlvd ZCI'Ode energia. resultante do uso do delta de

Kronecker na Hamiltoniana no luga.r de produtos de pares de variaveis de spins como e feito

usualmente na definic;iw da Hamiltonialla de Isillg.



CAPiTULO 5

Faremos a seguir U1l1abreve descri~a() do problema de pcrcola~a.o de liga.~oes a fim de se

introduzir a nota~ao e conceitos de algumas gralldezas. Para uma introdu~ao a esse problema

citamos como referencia 0 livro de D. Staufrer (29).

A percolac;ao de ligac;oes e urn lllodclo geometrico de urn sistema aleat6rio no qual

,ligac;oes unindo sitios vizinhos de uma rede sa.o colocados ao acaso. Todas as ligac;oes

SaD independentes e 1r e 1 - 1r SaD as probabilidades de uma ligac;ao estar presente e

ausente respeetivamente. Dois sitios que esta.o conectados pOl' meio de uma cadeia de

ligac;Ocs presentes sa.o ditos pertenccrelll ao mesmo aglomerado. Para 1r < 1re, onde 7re e
a concentrac;ao critica de Iigac;oes present,es, todos os aglomerados sao fillitos. Para 7r > 7re

existe pelo menos lun aglomcrado illlillit.o IIUllla rcde iIlIiuit.a. No estudo de pel'cola~il.O de

ligac;Ocs varias grandezas envolvelluo a distribuic;ao de aglomerados podem ser calculauas.

Uma delas e a probabilidade de percolaC;clo P(7r) que UIlI dado sitio, a origem da rede pOl'

exemplo, pertenc;a a UIll aglomerado illrillit.o. Dutra gl'a,lldcza. importante na descric;ao do

problema e 0 tamanho medio S(7r) do a.glomerado finit.o que COIltern a origem.

Urn importante avan~o na teoria de pCl'colac;ii.ofoi a sua conexao com Ull1 1110delo de

Potts formulado pOI' Kasteleyn e Fortuin (21)em H)69. Essa·.formulac;a.o e cxtrcmamente util

pois permite a aplicac;ao das tecnicas jci. desell\'olvidc\'s em ]\·Iedi.nica Estatlst.ica 110problema

geometrico da percolac;a.o.

Neste capitulo most.ra-se COIIIOCI ('ol'lC'spolldj'lIcia elltre 0 problema. de percola<;ao de

jigac;oes e 0 III0del 0 de Potts l-estado pod!' ser \'t.'rilicilda. explicita1llclll,e.



5.2. Probabilidade de Percolac;ao, P( 7r)

m=(1+t)X-tX2

x = (2t - 1)/ t 2

(1-t)3
m=l- -t-



m(t,O} = P(1r}/7r (5.G)

_ (am)
X - aH H=O

(am) (ah )= 8h h=O au H=O

1 (am)= kT 8h h=O

am = [(1 t) _ 2 Xl axah + t ah

{3-1x = [(1 + t) - 2tXlh=o (~~.)
II=u



~~ = - [-(1 -tX)2 + (1 - h)~(1 -IX)(-/)'/;~]

= (1 - tX)2 + 2t(1 - h)(l - tX)~i

ax (1 - tX)2
7ih = 1 + 2t(I - h)(l - tX)

(ax) _
all. h=O

(I-X)
1-21(I-t.\")

(I-tX)2 = I-X

,:l-l , _ [( 1+ I) - 2t Xl( J - X)
}J X-I - 2t( 1 - tX)



x = (2t - 1)/t2, pa.ra t > 1/2,

na expressao (5.15):

-1 1+ t /
/3 X = (1 _ 2t) , t < 1 2

/3
-1/- (1- t)2[(1 + t)t -2(2t -1)]
x- t3(2t-1)

= Nr' [I + (1 - 1)X'l]



U(H = 0) = u(H = 0) = _ 3Jt I t < 1/2 .
N 2

u(Il = 0) = _3J [t + (1 - t)(2t - 1)2] , l > 1/2,
2 t4

campo nulo:

{

3J2(1-I) t < 1/')
2ksT2 I -c-

3J2(1-t) [(2t-l)(212_it+'Il+t~]
2ksT2 t~

SERVIC;:O DE BIBLIOTEcA:E!'NFO'RMACAO _ IfQSC
FrS ICA



j3t/J(p) = -3fn( 1 - tX) + ~en{cH [I + (jJ - I jlXj3 + (p - 1)( I - tX f3}

+~fn(l - X) + ~en(l - t) - ~enp.

Calculando-se agora a deri vada, em rela,<;a.oa. Jl no pon to p = 1, tem-sc que

3 (ax) 3 (8t) :3
- 2(1-XJ) ap p=l - 2(I-tl) ap /)=1 - 2

= 3. [x (Jt) + t (~:~) ]
( 1- t 1oXJl 1 op p= 1 1 dp p= I

3 (ax) 3 (8t) 3
- 2(1-XJ) a; p=l - 2(I-tl) 8p /)=1 - '2

-onde t1 = 1 - e-{3J e Xl = 1 - e-f3JJ• SilO as trallsmissidades correspolldentes ao caso ]J = 1.



3 (ax) 3 (at) 3
- 2(1-XJ) ap p=l - 2(1-tJ) ap p=l - 2

+3 [2Xdl-ttl-ll-tIXt I] (at)
2(1-tt)(1-t\Xtl ap p=l

1- e-{3/JJ
t=------

1 + (p - 1)e-!3pJ

( ;'1/) = to (-IU _ (I _ t-1U )t;-IU
()p p= 1



-8 [ 1 - C," ] 2

e 1 + (p - 1)tX
1- X

1 + (p - l)X

B( IV) 2(l-X J I [\" (1 1)( JJ I) + t (aX)- - ·'\1 - (l-tIXd • 1 - -I /) -I 1 8,) p=1



+3(1 - t )(/:J.J - t ) [2Xd1-td-(l-t,IXl)]
1 JJ ) 2(1-ttl()-tl,~Il

Como urn teste de validade para os cci.lculos cia magneliza<;ao e cnergla interna feiios

direiamcllie da cOlllposi~ao de irallsillissi"idcldl's 1I10sl.rallios a seguir que essas expressoes

__ o/3J,p(V=1)I -1- (L1X?-a1l+:l) (;' ..\'1)
m. - 8B B=O - 2 ,)8 B=u

(dXt/DB)B=O' Isso e feiio deriva,lIdo-se (l111I)osos 1I11'IIII>rosde (5.28) em rela<;ao a 13:
I



( Xo) (aXl) (\"0 ( \'0)2t1 - t1 1 - 1 BE = - 1 - - I) 1 - [1-'\ 1

8=0

u = _ [H + _3J + (2t
1

_ llX
l

_ I) (_0_\_·.) + _.J(_J_-_"_\"_d_('_'_1 -_3_)(_J _-_t_d]
2 iJll 1



u(B = 0) = - [3: + J(1 - X?)('\J - :1)(1 - Id + (21,t,X~- 1) (iJ~~lLJ



( v·o )(8Xl) 'J\'I1( \'0)(1 )2t} - t1J'\1 - 1 8/3 B=O = -2 . I I -. t - it

(8i;) = - [3; - 2JX?(1- XP)(l - it} + .J(I-X?)(\?-3)(t-ttl]

T-T
E= T C > o.

C



3k fn22
C ~ 8

2
[1 + (3lfn2 + 2)(- E)]

conforme definic;oes dos coeficiclltcs criticos dados pOl' 1-I.E.Stallley(3U).

Calcularemos agora os expoentes criticos rJ, I' "'/e 8.

5fn2 3 -J l' < '1:,x=-----e "J 2J

3
E-J T' > 1'cX = 2J

J "lJl ~ --1/1.
9fn2



reclipere as flllH;oes da percola\~o (' sellS (':\jJoClllc's. 0 pruccdillJeIlLo llSCldoitlllOlllClticillllClll.c

satisl'az os reqllisitos do teorClIli:l de I\Clst.cl(·YII-I:orluill. Observa-se ainda ((lte' os n~slliladus

da percola~ao podem tel' tlllla cOlll.illlla,ilo illialil.ica esl.c·lldida a toda l"C'giiio it dircit.a da

linha critica -3/4 = t(l - t)(l - It). (Veja diagrCllllil. de fase, Fig. ~3.2).

o procedimcllto apresentado acillla c a forllla Jllais silllpies de se obler os result.ados do

problema de percola.~a.o que tell10s ("()IlIIC~('ill)(,llto 11<\ lit.erat.llra.



CAPiTULO 6

6.1. Motiva~ao e Estrategia

o que motivou a realiza<;ao desta tese foi, em ultima analise, 0 nosso interesse na

aproxima<;ao de campo medio do vidro de spins de Potts. Os resultados conhecidos na

literatura sobre esse modelo sao contradit6rios e estimulam 0 engajamento, de pesquisadores

nesse assunto.

Como uma etapa preliminar de nossa pesquisa resolvemos obter urn melhor conhecimento

I da aproxima<;ao de Bethe-Peierls do rnodelo de Potts regular. Isso foi conseguido, em grande

parte, nesta tese, atraves do estudo do mapa de B.P. que e a transforma<;ao do grupo de

renormaliza<;ao no espa<;o real do Illodelo.

A estrategia utilizada no estudo do mapa de B.P. foi estender 0 dominio do panimetro

p, que determina 0 numero de est ados da val'icivel de spins, ao conjunto dos numeros reais

[1,00) e 0 dominio do para-metro t, temperatura reduzida, ao conjunto dos numeros reais

(-00,+00).

Isso foi feito para se ter urn conhecimento malS abrangente do mapa. Muitas vezes

esse procedimento tern sido utilizado e tl'azido resultados surpreendentes. Como exemplo

podemos citar os estudos dos zeros de Yang-Lee (31) no plano complexo da fugacidade e 0

conjunto obtido por Mandelbrot (23), e que leva seu nome, quando ele estelldeu 0 esludo do

mapa logistico X2 + C ao plano complexo.



(a) A descoberta de uma simetria do mapa que permite reduzir de maneira dfiistica 0

dominio do parametro p.

(b) A construc;ao do diagrama de fases para 0 caso p = 1 e I = 3. Mostrarnos que

nesse caso 0 mapa de B.P. , e topologicamente conjugado ao mapa logistico. A

generalizac;ao para "'1 qualquer tambem foi considerado mostrando-se sua conjugac;ao

com 0 mapa de Mandelbrot X..,-l +C. Ainda com relac;aoao caso p = 1 mostramos

a maneira mais simples de recuperar os resultados da percolac;a.ode ligac;oes.

(c) Baseados no conceito de bacia atratora do mapa mostramos a importaucia do

sinal do campo superficial na determinac;ao da ordem da transic;a.o bem como na

estabilidade da fase de baixa temperatura. Conseguimos com isso esclarecer os

resultados de Kihara et al e os resultados de di Liberto et al.

(d) Fizemos uma generalizac;ao para 0 modelo de Potts do procedimento utilizado pOl'

Thompson para 0 modelo de Ising na arvore de Cayley. Como uma constatac;ao

da veracidade dessa generalizac;ao recuperamos todas as func;6es termodinamicas

obtidas pOI'Peruggi. Obtivcmos alem disso uma expressao fechada para 0 fUllcional

da energia livre lla fase antiferromagnetica, que nao temos conhecimento da

existencia de similar na literatura. Ainda como um teste da nossa generalizac;ao

obtivemos 0 fUl1cionalda energia livre utilizando um metodo alternativo proposto

por Baumgartel.

(e) Mostramos a existencia de urn valor critico p ~ 1.51 para 0 numero de estados

da variavel de Potts, acima do qual nao e possivel a existencia da fase ca6tica na

regiao fisica.

(f) Foi reobtido 0 mapa de Bragg-Williams como caso particular do mapa de Bethe-

Peierls no limite de I infinito.



(a) Estudar a influencia do campo magnetico externo no diagralna de bifurca<;ao do

mapa de Bethe-Peicrls.

-(b) Determina~ao das constantes Q e 6 de Feigenbaum para 0 mapa de Bethc-Peierls.



FUNC;;OES HIPERBOLICAS GENERALIZADAS

DEFINIC;;OES:

epe/2 _ e-pe/2
senhpE> = ------

p

epe/2 + (p _ 1)e-pe/2
coshpE> = --------

p

epe/2 _ e-pe/2
tanh E>= -------

p - epe/2 + (p - 1)e-pe/2



sech e = ----p----
p - eP8/2 + (p - 1)e-1'8/2

RELACOES

senh E>tanh E>= l'
l' cosh E>

l'

1
cotanh1'E> = I E>tan 11'-

1
sech1'E> = I E>

COS 11'-

1
cosech1' E>= h E>sen 1'-



cosh~e - (p - 1)senh~8 + (p - 2)senhp8coshp8 = 1

sech;e + (p - l)tanh;e = 1+ (p - 2)tanhpe

cotanh~e - cosech~e = (p - 1) - (p - 2)cotanhp0

FUNQOES DE ARGUMENTOS NEGATIVOS:

h (
0) _ coshp(0) (p - 2) pe/2

cos p -0 - (p _ 1) + (p _ 1)e

tanh 0
tanh (-0) = - p

p 1 + (p - 2)tanhp0

cosechp(-0) = -cosechpE>

sech (-0) = (p - l)sechpE>
p 1 + (p - 2)epe/2sechp0

cOLanhp(-8) = -[coLauh,,8 + (II - 2)]

FORMULAS DE ADH;;AO (SUBTRAc;AO):

ISERVI<;O DE BIBLIOTECA E INFORMA<;AO - IFQSC
FISICA



(A.23)

coshp(f> - c)) = coshpf>coshpc) - (p - l)senhpf>senhpc)

1 (0. ..¥..) tanhp8 + tanhp~ + (p - 2)tanhp8tanhp~tan 1 0 + ~ = -------------~
p 1+ (p - l)tanhp8tanhp~

.
h (0. ..¥..) tanhp0 - tanhp<I>tan p 0 - ~ = ---------~----

1- (p - l)tanhp8tanhp<I> + (p - 2)tanhp<I>

cotanhp(f> _ c)) = cotanhp8cotanhp<I> + (p - 1)
cotanhp8 + cotanhp~ + (p - 2)

h (0. ..¥..) cotanhpf>cotanhp~ - (p - 2)cotanhpE>
cotan p 0 - ~ = -------------cotanhp0 - cotanhp<I>

_d-senh E>= cosh E>+ _(p_-_2_) scnh 0
dE> p p 2 p



d (p - 2)
d8 coshp8 = (p - l)senhp8 - 2 coshp0

d
-tanh E>= sech2E>dE> p p

d (p - 2)
dE>cosechpE> = -cosechpE>cotanhp8 - 2 cosechpE>

d (p - 2)
dE>sechpE>= -(p - l)sechpE>tanhpE> + 2 scchpE>

d
dE>cotanhpE> = -cosech;8

FUN<;OES INVERSAS:

2 [PE> + Vp'282 + 4]arcsenhpE> = pen 2 ' -00 < 8 < 00

h 0. 20 [P8+yp282-4(P-l)] 0. > 2 r.:=}arccos '0 = -f.n ------- '0 ~
P P 2 ' - p

1 [l+(P-l)E>] 1arctanhpE> = -in E>' - ( ) < E>< 1P 1-- p-l

1 [8 + (p - 1)]arccotanhpE> = -en 8 ,8 > 1
p - - 1



2 [P+VP2-4(P-l)82] P
arcsechp8 = pin 28 ,0 < 8 ~ 2~

2 [p + Jp2 + 482]arccosehp8 = pin 28 ' e 1= 0



o calculo d.a energia livre de B.P. e realizado como segue. Numa primeira etapa calcula-

se a func;a.ode partic;a.o ZN do sistema numa arvore de Cayley assimetrica fechada com N

ZN = 2:;=02:~ = 1 (~) [ZX,(l)]" [zx,(# 1)r-# .
A#+I, ...•,\..,~H



ZN = 2:;=0A~ 2:~ = 1 {exp [(/Ll1pJ + I1Il)(6A, 1)].

'\I!+ 1,... ,>'''(¥-1 (B.2)

. exp {ppJ [8(,\, AI!+d + ... + 8(,\, '\,)]}}

(B.3)

Ap6s efetuar-se 0 somat6rio em ,\ a cxpressao (B.2) se torna

Z = ", A {ell{3PJ e{3pJ/N L." Il=O Il • •

L~,.+1"",'\"y#l exp {f3pJ [6(1, '\Il+d + ... + 6(1, '\-r)]}

[ ]

-r-Il
e{3pJ + (p - 2)



podemos entao escrever (B.B) na forma

ZN = el1pH [el1pJ Zt(l) + (p - I)Zt(# I))'"

+(p - I) {zt(1) + [eI1PJ + (p - 2)] zt(# 1)r.

o caniter hienirquico dos ramos 1I0S permite estabelccer Ullla rela<;iio <.Ierecorrencia para

zt. Somando os spins na superficie de Ulll ramo com N gera,<;oes a seguinte rela<;ao de

recorrencia entre zt e Zt_l e obtida:



onde

Cnb - 1)fn [e.6PJ + e.6pJ + e.6pHn-1 + (p - 2)] .

Zpar( 1) e Zpar( # 1) sao rcspectivamente a fun<;ao de parti<;a.o do par com 0 spin do topo

no est ado "1" e diferente de "1".

Das defini<;Oesde Zpar(l) e Zpar(# 1) caJcula-se cntao que



(B.17)

ZN = <p~ {e.8PH [(YN + (p - 1)]'"1+ (]J - 1)[( + riv + (p - 2)j'Y}

S£RvT-.;0 •C,f"'DJ8L! ~rEC'\..t''i'NtORM'7~AO:t F.:;J sa
FlSICA



-in {e{3PI![(YN+l + (p - l)P + (p - 1)[( + YN+l + (p - 2)p}.

fJF = fJf:1F
f:1v

eo numero de sitios que a arvore com (N + i) gera<;oes possui a mais que a arvore com N

gera<;Oes.



{3F = h-2~.., [~N ("V_ l)N+t-nc _ ~"H("V _ l)NH'lC ]
2(h-l) -1) L..-n=1 I n "-n=1 I n

-ln{e13pH[(l'iv+t + (p - l)P + (p - 1)[( + l'N+t + (p - 2)Pl}

__ h-2h [~t ( _ J)'-i. .]
- 2(h-1)'-I) "-i=1 "'I ()+N

Tomando agora o limite termodinâ-mico (N -+ 00) a dependência da densidade de energia

livre em f. desaparece obtendo-se a energia livre de H.P.



IJF = fim IJ.P
IJ BP N -+ 001J

_ (-y-l)..,coo [~l ( 1)l-j]
- - 2[(-,-1)'-1] LJj=1 f-

= _7;PO + h;l)fn{e13pH[(y + (p - 1))'"'+ (p - 1)[( + l'+ (p - 2)),",l

y _ fim }'" _ fim l'
- N -+ 00 N - N -+ 00 N+l'



1 _ (-1
t=----

1+ (p - 1)(-1

1 _ y-l
X=----

1+ (p - l)Y-l

( = 1+ (p - l)t
1 - t

y = 1+ (p -I)X
I-X

[/Y (_ 1)] = p[I + (p - l)tX]
'> + P (1 - t)(1 - X)

p(l - tX)
[( + Y + (p - 1)] = (1 _ t)( 1 - X)



+1h;1)fn(1 - X) + 1h;1)fnp

+b;2Ifn {ePpH[l + (p - l)tXP + (p - 1)(1 - tXp}
-~fn(l - t) - ~fn(l - X)

/3FBP = ,h;llfn(l - tX)

+ h;2lfn {e13pH[l + (p - l)tXP + (p - 1)(1 - tXp}

+~fn(l - X) + ifn(1 - t) + ifnp



hD [ 1- tXn ] "'I-I _ 1- Xn+1

1 + (p - l)tXn 1 + (p - l)Xn+I

( -l)hD [ I-tXn ]"'1-2 {-t[J+IP-I)tXn)-II-tXn)(P-l)t}
I J+(p-l)tXn [J+(p-l)tXnF

_ -[J+lp-I)Xnt!l-(l-Xnttl(p-l) aXntl
- [J+(p-I)Xntd2 aXn

( 1) tl D [ l-tX" ]"'1-2 I1- P t J+(p-l)tXn [J+(p-l)tXnF

_ -p aXntl
- (J+(p-I)Xn±1FaXn

( -l)thD[ I-tXn ]...,-1 1
"'1 J+(p-l)t,Y.. (l-tX ••)[J+lp-l)tX,,)



h-l)t(l-Xntd 1
[t+(p-l)Xn+l) . (l-tXn)[t+(p-l)tXn]

~ _ h-l)t(l-Xntdlt+(p-l)Xntll
aXn - (l-tXn)[t+(p-l)tXn]

(
aXntl). _ h-l)t(l-X)[t+(p-l)XI

aXn Xn=X - (l-tX)[t+(p-l)tX]



L~{:b In(pc08h.(b + "Yarctanh.tX)] - ~} db

:bln[pcosh,,(b + "Yarctanh"tX)) =

:bIn[pcosh"( b + "Yarctanh"tX)]

= co.~,.e[(p - 1)senh,,8 - (,;2)cosh"e] ~~

= [(p - 1)tanh,,8 - ';2] [1 + (l-tX)(S(P-l)txd ac:

= ~[2(p -l)m(,8,b) - (p - 2)) [1 + (l-tX)[l~~"-l)tX)d ~



:bln [pcosh,,(b + -yaretanhptX)] - i=

= i[2(p - l)m(p,b) - (p - 2)]

+! [2(p - 1)m(p, b) - (p - 2)] [(l-tX)[S(P-l)tXj ae:] - ~ •

= ![2(p -1)m(p,b) - (p - 2) - p]

+l [2(p - l)m(p,p) - (p - 2)] (l-tX)[S(P-l)tXj~

- ( 1)[ (a b) _ 1] + 1"l't(2(p-l)m(t}.b)-(p-211 ax
- p - m fJ, 2 (l-tX)[l+(p-l)tXj 8b

t- t)X + (p - 2)tX2
[1 + (p - l)tX2]

( 1) ( 2) - 2(p-l)(l+t)X+2(p-l)(p-2)tX2_(p-2)[l+(p-l)tX2j
,; p - m - p - - (l+(p-l)tX'j

_ 2(p-l)(l+t)X +(p-2)[2(p-l)tX2_1-(p-l )tX2)
- (l+(p-l)tX2j

_ 2(p-l)(l+t)X-(p-2)[1-(p-l)tX2j
- [l+(p-l)tX2j



= (p - 1)[m({3 b) - 1] + :I!2(p-l)(I+tlX -(p-2)[1-(p-l)tX2]8X
, 2 (1-tX)[I+(p-l)tX][I+(p-l)tX2) 8b

+1 roo {ti2(p-lllI+tlX-(P-2lU-(P-lltX2]} ax} db
2 JB (1-tX)[I+(p-l)tX][I+(p-l)tX2) ab

t{2(p-l)(I+t)X -(p-2)[1-(p-l)tX2)} _
(1-tX)[I+(p-l)tX][I+(p-l)tX2) -

:b {In[l + (p - 1)tX2] -In(l - tX) -In[l + (p - l)tX]}

+i fs :"{In[l + (p - 1)tX2] -In(l - tX) -In[l + (p - l)tX]} db

-i {In[l + (p - 1)tX2] - in(l - tX) - in[l + (p - l)tX] + in(l - t)}

r;SEiRi\vmJC;XO~DD'iE~89i'18R;'L-r;, O~T~E~C~A~E~I~"'~fO~R~M~A~C::-iA~o~_~IF!"'!!Q~S"!'(J·'
FISICA I



I IP(3J(3t/J«(3,B) = t«(3,B) + 2in[l + (p - l)t] - -2-

+~{in[l + (p - l)tX2] - in(l - tX) - in[l + (p - l)tX]) - i

(3t/J«(3,B) = t(j3, B) + ~in[l + (p - I)t] _ IP:J _ IP:J

j3J = arctah"t = !In [_l_+_(P_-_l_)t]
p I-t



f3t/J(f3,B) = ~(f3, B) + ~fn[l + (p - l)t] - ~

-lln [I+(P-l)t]
4 (I-t)

= ~(f3, B) + ~[fn[I + (p - I)t] + ifn(I - t) -'~

= ~(f3,B) + ~ {In[l + (p - l)t] + In(l - tn - ~

+~{In[I + (p - I)X2] -In(I - tX) -In[I + (p - I)tX])

+l {In[I + (p - I)t] + In(I - t)}

_ '1D2:!.. _ l?1I
4 2 •



Na defini~ao da Hamiltoniana de Ising Thompson usou a.seguinte expressao

'HTh = -f3J L (7i(7j - f3HL (7j_
<ij> i

Z ~ IJJ'"'<, '> tlitl,+IJH '"',tliTh = LJ e l.J'J l.J.

{tI}

L 1= "fN/2
<ij>



E e2PJ E<i;> 6(C7iC7.i)+2PH Ei 6(C7i+) = ZN
{C7}

i/3J/31/JTh = /31/JN + -2- + /3H



+i {in[l + (p - 1)tX2] - in(l - tX) - fn(1(p - l)tX]}

+~ {in(l - t) + in[l + (p - l)t]) - 'lIlfl- Ef-

13t/J = -in(pcosh,,(B + l'arctanh"tX)]

+~ {In[l + (p - 1)tX2] -In(l - tX) -In[l(p - l)tX]}

+iln(l - t) - ~ln(l - t) + ~in[l + (p - l)t]

_~_Z&
4 2

+~ {In[l + (p - 1)tX2] -In(l - tX) -In[l(p - l)tX]}

+:Iln(l - t) + :Iln [1+(P-l)f]
2 4 1-'

_:I!lJ?i. _ P.!1
4 2

13t/J = -in(pcosh,,(B + l'aretanh"tX)]

+i {In[l + (p - 1)tX2] -In(l - tX) -In[l(p - l)tXn

+~ln(l - t) - ~



= coshp[B + ('"Y - 1)arctanhptX]coshp[arctanhptX]

= coshp[B + ('"Y - 1)arctanhptX] =

e-p{B+( "1-1)orclo""pIXI!2 ep{orclo""pIXI/2

= I-tonhp[B+b-l)orctonhptX]'l-tonhp[arctanhptX]

_ 1) e-p{B+( "1-1 )orclo""pIX)/2 tanhpIB+(-y-l )arctanhptX)
+(p I-tanhp[B+b-l)arctanhptX]

e-PI orclo,,"p IX) /2 tanhplarctanhp tX]
I-tanhp[arctanhptX]

= e-P{B+h)orclo""plX) (_ 1)e-p{B+( "I)orclo""plX) X tX
(l-X)(l-tX) + P (l-X)(l-tX)

e-p[B+h-1)arctanhptX]/21I+(p-l)tX2)
(l-X)(l-tX)



131/J = b;2lln[pcoshp(B + ")'arctanhptX))

-1ln {pe -p(B+ (..,-1 )Grc'Gnhp,Xl/2 [I+(p-I ItX') }
2 (I-X)(I-tX)

+~ {In[l + (p -1)tX2 -In(l - tX)) -In[l + (p - l)tX])

+~en(l - t) - Ef-

131/J = b;2lin[pcoshp(B + -yarctanhptX)) - iinp

+,~B+ =tparctanhptX + iin(l - X)

-ifn[l + (p-l)tX) -Ef- + ifn(l- t)

+b~2l pB + ~arctanhptX + ~in( 1 - X)

-iin[l + (p - l)tX] - iinp + iin(l - t)



/3-/, b-2) t h tX b-2) n {1 ( 1) ·pB l l-tX )'Y}
'f/ = 4 "Yparean l' + 2 <.11 + p - e l+(p-l)tX

-iin[1 + (p - 1)tX] - iinp + iin(1 - t)

+b-2)pB
2

/3-/, - 1b::!l t h tX + b-2) n {ePB11+(P-I)IXJ"'+CP-I)(I-IX)"'}
'f/ - 2 pare an l' 2 <.n ePB(1+(p-l)tXj'"

+~in(1 - X) - ~in[1 + (p - 1)tX] - iinp

+jln(l - t) + b-~)pB

+b;2)£n {e1'B(1+(1'-l)tXP+(1'-lHl-tXP}

+jln(l - X) - jln[l + (p - l)tX] - jlnp

= -~ln(l - tX) + jln(l - X) - i1np

+b;2)ln {ePB(1+(p-l)tXp+(p-lHl-tXP} + ifn(1 - t)

+~ b - 1("'( - 2) - 1] in [1 + (p - 1)tX]



f31/J = -~ln(l - tX)

+iln(l - X) + iln(l - t) - ilnp



(3t/J = -In[pcoshp(B + ,arctanhptX)]

+~{In[1 + (p - l)tX2] -In(1 - tX) - In[1 + (p - l)tX]

+In[1 + (p - l)t]) - ~ -1Pf-

Jei vimos (eq. 5 da sec;aoCA do apendice C) que
. 2

cosh (B + ,aretanh tX) = e-p[B+-yarctanh"tXI/2[1+ (p - l)tX ]
p p (1 - tX)(1 - X)

Substituindo a expressao acima em (C.6.1) vem que

{3t/J = 'farctanhptX - In[1 + (p - 1)tX2]

+in(l - tX) + in(1 - X) + ~{in[1 + (p - 1)tX2

-~-inp

- h;2)in(1 - tX) + in(1 - X) - ~in[l + (p - l)tX]



1 [l+(P-l)tjpJ = arctanh"t = -in ----
P I-t

pt/J = -(; - l)t'n(l - tX) + h;2)fn[1 + (p - 1)tX2]

+fn(l - X) + ifn(l - t) - fnp



Derivando (C.7.1) em rela<;aoa B vem ~ue

= see~[B + "Yarctanh"tX] {I + (l-tX)[S(,,-l)tX) :~}

ax 2 [("Y - l)t ax]
aB = seeh,,[B + h- l)aretanh"tX] 1 + (1 _ tX)[1 + (p _ l)tX] aB

{1 - (-y-l)beCh~[S+(-y-l)arctanhptX)} ax - 12[B + ( - 1) t I tX]
(l-tX)[l+(,,-l)tX) as - see l" "Yare an l"

{
(1-tX)[l+(P-l)tXj-(-Y-l)t.ech;[B+h-1)arctanhptXj} ax - h2[B + ( _ 1) . t h tX]

(l-tX)[l+(p-l)tXj aB - see p "Y a7 e an p



ax (1 - tX)[l + p - 1)tX]sech;[ B + ('Y- 1)aretanh"tX]
aB = (1 - tX)[l + (p - l)tX] - h - l)tsech~[B + h - l)aretanh"tX]

~~= sech;[B + ('Y - 1)aretanh"tX).

{
I -ytaech;[B+ b-1 )arctanh"tX) }. + (l-tX)[l+(p-l)tx)-b-l)t,ech~[B+b-l)arctanh"tX)

:~ = sech;[B + (i - 1)aretanh"tX].

{
(l-tX)[l+(p-l)tX]+taech;[B+(-y-l)arctanh"tX) }

• (l-tX)[1 +(,,-1)tX]-( -y-l )arctclnh,,[B+( -y-l )arctanh"tX)



sech;[B + ('"Y - 1 )arctanhptX]

= eP[B+b-1 )4rct4nhptX){I - tanhp[ B + h- 1)arctanhptX]}

ePB [1 + (p - l)tXj..,-1 _ 1+ (p - I)X
1- tX 1- X

sech:[B + h- l)arctanhptX] = (1 - X)[1 + (p - I)X]

_ pB [H(P-I)tX]..,-1 [l+(P-I)tX] (1 _ )2
- e l-tX l-tX m

= 1l+(p-I)XJ[l+(p-l)tX) {I _ (l+t)X+(P-2)tX2}2
(I-X)(I-tX) [l+(p-l)tX2)



Entao

sech~[B + b- l)arctanhptX] =

_ (1+(p-I)X][I+(p-l)tXI {l+(p_l)tX2_(l+tlX -(p-2ItX2 }2
- (I-X)(I-tX) (l+(p-l)tX2j

(I-X)(I-tXlII+(p-1 )XlII+{p-l )tX]
(l+(p-l)tX2j

k T (p-l)(l-X)(l-tX)[l+(P-l~X)[l+(p-lltX)
B X [l+(p-1ltX2j .

(1+t)[l-(p-l )tX21+2(p-2)tX
. (l-tX)(l+(p-l)tXl- b-l)(l-X)(l+(p-l)Xl



C.9. Calculo da integral l' (eq. 4.68)

Vamos calcular a integral J' efetuando em primeiro lugar as derivadas.



l' = J3e
~ { {[2(p - 1)m2 - (p - 2)) [1 + (l-tX, )[1~(P-I)tX,! ~]

- rBe {1[2(p _ l)m _ (p _ 2)] _ l!} db + 1 rBe { [2(p-l)m,-(p-2)ht 8X, } db
- JB .( 2 .(.( JB (l-tXdll+(p-l)tXt! 8b

.
rBe {I [2( 1) ( 2)] l!} db 1 rBe { [2(p-l)mt-(p-2)]-yt lli} db+ JB 4 P - ml - P - - .( + 4 JB (l-tX,)[l+(p-l)tX,) 8b

+:r! lBe { 2(p-l)m2-(p-2) ax! + 2(p-l)m,-(p-2) ax,} db
4 B (l-tXt}[l+(p-l)tXtI 8b (l-tX,)[l+(p-l)tX,) 8b

_ 2(p-l)X,+2(p-l)tXt +2(p-l)(p-2)tX IX,-(p-2)-(p-l)(p-2)tXt x,
- [l+(p-l)tXtX,)

(C.9.5)



:" {2ln[1 + (p - l)tX1X2]-ln(1 - tXd -In[1 + (p - l)tX.]

j' = fBe B[Af(,8, b) - p]db + i fBe B {:" {2ln(1 + (p - l)tX1X2] - t'n(1 - tXd

J' = f3e(M(j3, b) - p]db + i {2t'n[1 + (p - 1)tX2] - 2t'n(1 - tX) - 2I:n(1 + (p - 1)tX])

SUVK;O DE BIBlIOTECA E INFORMA<;:,l,O - IFQSa
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l' = J:c[M(f3, b) - p]db + i {in[l + (p - 1)tX2j - in( 1 - tX) - in[l + (p - I )tX]}

-~ {21n[1 + (p -1)iX1X2] -In(1 - tXd - £11[1 + (p - l)tXd - £11(1 - tX2)

-£11[1 + (p - l)tX2])



Partindo de (4.84)

(31/;((3,B) = -In[pcoshp(B + (3J X)] + (P-l~JX2

_ (p-2)/U x _ @l _ Ell
2 2 2

pcoshp(B + (3JX) = eP(B+fJJXll/2 [1 + (p - l)e-p(B+fJJX1]

e-p(B+fJJX) = 1 - X
1+ (p - l)X

Pcosh (B + (3JX) = eP(B+fJJX1/2 [ p ]
p 1 + (p - l)X

(31/;((3,B) = _pI3;X -lnp + In[l + (p - l)X] + IP-l~JX2

(p-2)PJX fll... B
- 2 - 2 -p



In[1 + (p - 1)X] = pB + p/3JX + [n(1 - X)

Substituindo (C.lO.6) em (C.lO.5) vem que

/31/J(/3,B) = /3JX + £n(1 - X) + PJ(p~l)X2

-¥ -lnp

-¥ -£np
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