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RESUMO

Nesta tese estudamos o mapa de Bethe-Peierls (B.P.). Esse mapa racional é a
transformagdo do grupo de renormalizagio do modelo de Potts na rede de Bethe. Ele ¢
parametrizado pela temperatura, pelo campo magnético, pelo nimero de coordenagio ~
e pelo nimero de estados p do spin de Potts. Foram feitos cilculos para determinar as
regides no espaco de parimetros onde existe caos. Para 7 par nao existe drbita periddica
com periodo maior que dois. Para v = 3 varios resultados analiticos sio obtidos pois o
.
mapa ¢é de grau trés. Uma transformacio recém descoberta nos permite restringir p ao
intervalo p € (1,2). Parap =1 o mapa de B.P. torna-se um mapa polinomial de grau
Y. p = 2 é um ponto fixo da transformacio. Novas familias de vidros de spins de Mckay-
Berker-Kirkpatrick sio encontrados pela determinagao do valor critico Pe(7)[Pe(3) ~ 1.51].
Abaixo desse valor existe bastante frustragio de modo que 0 mapa exibira uma fase cadtica
a baixa temperatura. Mostra-se também que um entendimento completo desse niapa requer
a extensdo da temperatura a valores complexos.

Utilizando um método mais simples desenvolvido por Christiano e Goulart Rosa foi
generalizada a relagdo de recorréncia obtida por Thompson para a magnetizacao local do
modelo de Ising na 4rvore de Cayley. Seguindo seu procedimento obtivemos o funcional da
energia livre do modelo de Potts na aproximacio de Bethe-Peierls em termos dos atratores
do mapa de B.P. A partir desse funcional obtivemos as demais grandezas termodinamicas.

Foi mostrada também a importancia do sinal do campo superficial na ordem de transicao

de fase do modelo de Potts e na estabilidade das fases de baixas temperaturas.



ABSTRACT

In this thesis we study the Bethe-Peierls map. This rational map is the renormalization
group transformation of the Potts model on the Bethe lattice. It is parametrized by the
temperature, by the magnetic field, by the coordination number 4 and by the number of
state p of the Potts spin. Calculations were carried out to determine the regions in the
parameters space where there is chaos. For even v there is no periodic orbit with period
greater than two. For 4 = 3 several analitical results are obtained since the map is of degree
tﬁl‘ee. A newly discovered transformation allows us to restrict p to the interval p € (1,2).
For p = 1 the B.P. map becomes a polinomial map of degree 4. p = 2 is a fixed point
of the transformation. New families of Mckay-Berker-Kirkpatrick spin-glasses are found
by determining the critical value p.(v)[p.(3) ~ 1.51]. Bellow this value there_is enough
frustration such that the map will disply a chaotic phase at low temperature. We also shown
that a complete understanding of this map requires to extend the temperature to complex
values.

By using a more simple method developed by Christiano e Goulart Rosa it was generalized
the recurrence relation obtained by Thompson for the local magnetization of the Ising model
on the Cayley tree. TFollowing his procedure we obtained the funtional of the free energy
in terms of the atracttors of the B.P. map. From this functional we obtained the others
termodynamics functions.

It was showed also the importance of the boundary field on the phase transition order of

the Potts model and on the stability of the phases at low temperatures.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1. Motivagao

Sistemas dinamicos ndo lineares vém despertando nas ultimas décadas um interesse
crescente entre pesquisadores dos mais diversos ramos da ciéncia.

A explosao desse interesse em dinamica nao linear tem sido atribuida principalmente a
disponibilidade de computadores cada vez mais eficientes e velozes e ao reconhecimento
da import&ﬁcia do caos deterministico. A dificuldade de obtencao de resultados analiticos
.
fez com que os computadores passassem a desempenhar um papel crucial no progresso
recente da ciéncia ndo linear. De fato alguns pesquisadores tém usado o termo “matematica
experimental” para denominar pesquisas baseadas em métodos numéricos. Desse modo o
matematico experimental usa o computador para simular s;)lugées de equacgdes nao lineares
obtendo assim uma maior percepgio de seus comportamentos.

A descoberta de comportamentos cadticos em sistemas que nao estao submetidos a
qualquer tipo de forgas aleatérias mas, ao contrario, siao regidos por leis deterministicas
marcou o surgimento de um novo paradigma que foi batizado de caos deterministico. O
caos deterministico cuja existéncia ja havia sido prevista no final do século passado pelo
matematico francés Henri Poincaré em sistemas Hamiltonianos nao recebeu a devida atencao
dos cientistas da época. Setenta anos depois em 1963 o meteorologista . N. Lorenz observou
que mesmo um sistema simples de trés equagoes diferenciais nao lineares de primeira ordem
pode levar a trajetérias completamente cadticas. Ele descobriu um dos primeiros exemplos
de caos deterministico em sistemas dissipativos. Entre os fisicos, o interesse pelo estudo de
sistemas nao lineares foi estimulado pela publicagio em 1978 de um artigo de Feigenbaum

(1) que analisou uma relagiio de recorréncia unidimensional simples que havia sido proposta



como um modelo matematico de crescimento populacional por Verhulst no século passado.
Feigenbaum estudou a chamada rota para o caos via bifurcagio em que, variando o tnico
parametro da equagdo, a populagdo inicialmente se estébiliza em um valor determinado
(ponto fixo), em seguida oscila entre dois valores (ciclo de periodo dois), quatro valores
(ciclo de periodo quatro) e assim por diante até que para uin valor finito do parametro o
ciclo se torna de periodo infinito e a partir dai o crescimento populacional se torna irregular
(cadtico). Ele mostrou que esse cendrio de duplicagio de ciclos nio é peculiar somente ao
modelo utilizado mas é de fato “universal” e comum a uma grande variedade de sistemas
fisicos, quimicos e biologicos. Essa descoberta desencadeou uma avalanche de atividades
tedricas e experimentais nesse campo. .

Outro sistema que tem atraido a atengao de fisicos e matematicos é o modelo de Potts (2.
Este interesse é devido as realizagdes experimentais do modelo em diferentes sistemnas fisicos
e as suas relagdes com problemas de teoria de grafos. O modelo de Potts é uma generalizagao
do modelo de Ising, e foi sugerido em 1951, por C. Domb. Em sua versao original o sistema

€ constituido de spins cldssicos localizados nos sitios de uma rede com cada spin podendo se

posicionar em p diregdes coplanares igualmente espagadas especificadas pelos angulos

0, = 2rn/p, n=01,...,p—-1. (L.1)

Cada spin interage com seus vizinhos através de um acoplamento que depende somente do
‘eingulo relativo entre eles. Esse modelo é mais conhecido na literatura como modelo Z(p)
numa alusiao ao grupo de simetria ao qual o sistema perten“ce.

A versdo mais simplificada analisada por Potts considera a interacio de um par de spins

da forma

Jij = Jbxa,, (1.2)

onde 6M,\J € o delta de Kronecker definido por



6/\.'/\)' = (13)
0 se  AN#F

O sistema é ferromagnético se J > 0. Nesse caso o estado fundamental consiste de p
configuragbes em que todos os spins estao no mesmo estado. Para J < 0 o sistema é
antiferromagnético. O estado fundamental possui p(p — 1) configuragdes em que os dois
spins apontam em diregdes distintas. Tal versao é conhecida como modelo de Potts padrao

| ou simplesmente modelo de Potts. Eela que tem sido mais explorada e que sera considerada
neste trabalho.

Os estudos de sistemas lineares e de transigao de fases em modelos de Mecanica Estatistica
cresceram independentemente e a teoria do grupo de renormalizagio (G.R.) tem sido essencial
para alguns dos mais importantes avangos na compreensdo desses problemas. Um dos
sucessos do G.R. foi transformar o estudo de problemas de transigdo de fases no estudo de
mapeamentos. Esses mapas sao relagoes de recorréncia obtidas eliminando-se alguns graus de
liberdade da fungao de partigdo. Tal procedimento permite relacionar diagramas de fases e
comportamentos criticos a propriedades do mapa: um ponto fixo estavel representa uma, fase,
um ponto fixo parabdlico representa uma transicao de fase, etc. Um caso especial é o estudo
de transicao de fases em modelos definidos em redes hierarquicas entre as quais as arvores
de Cayley constituem uma subclasse. Para esse tipo de rede a aplicagio do formalismo do
grupo de renormalizacdo no espacgo real (G.R.E.R.) é simples e exato. Mckay et al (M.B.K.)
) descobriram em 1982 a existéncia de 6rbitas periddicas e cadticas em mapas do G.R.E.R.
de sistemas em redes hierarquicas. Eles consideram um sistema de spins de Ising com
interagoes competitivas nao aleatérias numa rede hierarquica bastante artificial. A relagao
de recorréncia (mapa) unidimensional obtida para o acoplamento renormalizado depende
de cinco parametros todos eles relacionados com fatores geométricos da rede. Variando o
parametro que mede o grau de frustragio do sistema e mantendo os outros quatro fixos

observaram a rota para o caos de Feigenbaum interpretando o regime cadtico como sendo



uma fase vidro de spin do sistema.

O tema central desta tese é o estudo do modelo de Potts ferromagnético ou
antiferromagnético na arvore de Cayley. Diferentemente do modelo de McKay, Berker e
Kirkpatrick esse sistema nao possui interagdes competitivas além de ser definido na rede
hierarquica mais simples e bastante conhecida. Igualmenteaao sistema de M.B.K. o modelo
€ exatamente solivel e a sua solugio corresponde & aproximagio de campo médio de Bethe-
Peierls para redes de Bravais. Essa é um refinamento da aproximacio de campo médio de
Bragg-Williams e consiste em tratar de maneira exata as interagbes de um spin com seus
primeiros vizinhos, substituindo os efeitos dos demais spins do sistema por um campo médio
efetivo.

Denominamos de mapa de B.P. a transformacao do grupo de renormalizagio do modelo de
Potts de p-estados na rede de Bethe *). Esse mapa apresenta um comportamento cadtico em
certas regides do espago de parametros podendo ser considerado como o exemplo mais simples
do vidro de spins proposto por M.B.K. Seu estudo é de grande importancia na compreensao
da aproximagio de campo médio do modelo de Potts que, como mostrado neste trabalho,
nao havia atingido o mesmo grau de desenvolvimento alcangado para o caso do modelo de
Ising. “

Para fixar a notagio e definir claramente o sistema fazemos a seguir uma breve apresentacao
da rede de Bethe e da Hamiltoniana de Potts. Apds obter o mapa de B.P. fazenios também

a apresentagao do trabalho e uma eneumeracao de seus resultados.

1.2. A rede de Bethe

De acordo com Essam e Fisher ) o termo arvore é utilizado para denominar um gralo
(conjunto de vértices e arestas) conexo que nao contém circuitos fechados.

A arvore de Cayley é construida da seguinte manecira: parte-se de um ponto (vértice)
central “O” e liga-se esse ponto a v outros pontos formando-se a primeira camada S = 1

da arvore. As camadas subseqiientes sao formadas iterativamente ligando-se a cada ponto



da ultima camada S, 4 — I novos pontos formando-se uma nova camada externa S +1.
Os vértices da camada, mais externa sao denominados superficiais. Eles, diferentemente dos
demais que possuem 7 vizinhos, estio ligados a somente um outro vértice da camada S. A
figura (1.1 ) mostra uma drvore de Cayley, construida da maneira acima descrita com trés

camadas ou geragbes e com nimero de coordenacio v = 3.

Fig. 1.1.  Arvore de Cayley com 3 camadas e nimero de coordenacgao 3.

Uma peculiaridade da drvore de Cayley é que no limite termodinamico, quando o nimero de
camadas cresce indefinidamente, a razio entre o nimero de vértices superficiais € 0 numero
de vértices interiores nao tende para zero, como acontece com as redes regulares. Isso
implica numa participagdo importante dos spins superficiais nos calculos das propriedades
termodinamicas dos modelos definidos nesse tipo de arvore. Para eliminar os efeitos de
superficie costuma-se considerar somente propriedades locais dos spins que se encontram
no interior da rede infinitivamente afastados da camada superficial. Os sitios infinitamente
afastados da superficie sdo todos equivalentes por possuirem a mesma valéncia v formando

0 que costuma-se denominar de rede de Bethe.

1.3. O Modelo de Potts na Arvore de Cayley



O modelo de Potts com interagoes entre primeiros vizinhos, na arvore de Cayley, na
auséncia de um campo magnético externo, possui soluciio trivial (). Entretanto quando
submetido a um campo magnético o modelo exibe, como uma conseqiiéncia dos efeitos
superficiais, uma transigio de ordem continua descoberta por Miiller-Hartmann e Zittartz (7).
‘Essa transigio é caracterizada pela existéncia na expressio da energia livre de um termo com
dependéncia no campo cujo expoente varia continuamente com a temperatura. Por outro
lado eliminando-se os efeitos de superficie, pode-se estudar as propriedades termodinamicas
locais na rede de Bethe que reproduzem os resultados de campo médio de Bethe-Peierls.
Nesse caso 0 modelo apresenta uma transigio de primeira ou segunda ordem dependendo do
numero de estados p e do sinal do camnpo superficial Hg @),

Para descrever o sistema de spins de Potts com p-estados na arvore de Cayley aberta, na
presenga de um campo magnético externo, Christiano e Goulart Rosa () consideraram os
spins dispostos na arvore de Cayley assimétrica fechada (A.C.A.F.). As interagdes com o
spin “fantasma” simulam as interagées com o campo externo (Fig. 1.2).

A Hamiltoniana do sistema de spins de Potts na ACAF é escrita na forma

H=—pJ Z 5,\'»,\1 —pf]Z(S,\.-,\g — pHs Z(S,\s,\g (1.4)
S

<ij> '

onde o primeiro somatério € {eito sobre todos os pares < ij > de sitios vizinhos mais
proximos, o segundo (terceiro) é sobre todos os sitios no (a) interior (superficie) da arvore
e Ay € o spin fantasma. Congelando-se o spin fantasma em qualquer um de seus p-estados
recupera-se a Hamiltoniana para o mesmo sistema na drvore de Cayley aberta na presenca
de um campo magnético externo 4,

Utilizando-se a representagio para as variaveis de Potts, como raizes da unidade ¥

)\]-=<.u’"J , w=exp(2mifp) , k;=0,1,...,p—1 (1.5) -

Podemos reescrever a Hamiltoniana (1.3.1) nessa representacio como



r—-1 p—1 p—>1
H==J 3 NN —HY S AN~ He Y S NN (1.6)

<i3> r=0 t r=0 S r=0

onde fizemos o uso da identidade

p—-1
bap, =P AN (1.7)
r=0

Fig. 1.2. Ramo da 4rvore de Cayley assimétrica fechada com nimero de coordenagaoy = 3
e com duas camadas (geragées). O ramo com uma camada a mais é obtido substituindo cada
ligagdo tracejada pelo aglomerado elementar (cut diamond). Esse aglomerado é formado por
duas ligacées solidas representando o acoplamento J, duas ligagées tracejadas representando
o campo renormalizado H,, e pela ligagio “trago-ponto” ( o campo magnético externo) unindo
o spin fantasma com o seu spin do topo. A drvore é formada ligando vs sitios do topo de

cada um dos trés ramos a um sitio extra central.



A vantagem de definir o sistema na arvore {echada é o carater hierdrquico de seus ramos
tornando possivel a aplicagio do formalismo do grupo de renormalizagio no espago real
de uma maneira simples e exata. lsso é feito pela introdugao da fungao correlagdo do par

(XIAE™"), também denominada de transmissividade térmica (%),

ApAT) = 1) = [1- ()] 1+ (0 - NP (Jy)] - (1.8)
onde
tP(Ji;) = exp(—pBJi;) (1.9)

1.4. O Mapa de Bethe-Peierls

A transmissividade térmica é a varidvel mais conveniente para a implementagao do GRER
devido as suas regras de composicio simples (1) Por exemplo, se trés spins nos sitios ¢,j, k
estdo ligados em série através das constantes de acoplamento Ji;, Jjx a transmissividade
equivalente t(J.,) entre os spins externos é dada pelo produto t(J;)t(Jj). Se por outro
lado existem dois spins nos sitios ¢ e j ligados em paralelo" pelos acoplamentos J;; e K;; a
transmissividade dual equivalente tP(Je,) € 0o produto tP(Ji;; 1tP (Kyj).

Aplicando-se agora essas regras de composigao as transmissividades do aglomerado gerador

do ramo da arvore (Fig. 1.3 ), obtém-se

1 - C;(ax.nyta llv P ‘7)

Xpu1 = B(Xn,t, H,p,7) = J 1.1
w1 =Bl P = T = )G (Xt H, pr ) (1-10)
onde
1 —1X -l
G (X, t,H,p,y)=ePPH =0,1,... .
( p,Y)=e [1+(p~—1)lX,,] yn=0,1 (1.11)



1-XP ’
X, = n . XD = exp(—pBH,) , Xo=Xs. 1.12
1+(p_1)X’1‘) n ea’p( pﬂ ) o S ( )

i
Observamos que H, é o campo efetivo (renormalizado) que atua sobre um spin na n-ésima
camada contada a partir da superficie.

A relagdo de recorréncia (1.10) foi denominada, por Christiano e Goulart Rosa, de mapa
de Bethe-Peierls. E um mapa racional relacionando os campos efetivos que atuam em spins
localizados em duas camadas consecutivas da arvore. Ele é parametrizado pela “temperatura

reduzida” t(J), pelo campo externo H, pelo nimero de coordenagio v (que determina seu

grau) e pelo nimero de estados da variavel de spin p.

Iig. 1.3.  Aglomerado elementar gerador do ramo da arvore de Cayley assimétrica fechada.

1.5. Resultados

Os principais resultados desta tese sao:



(a)

(b)

A descoberta de uma simetria do mapa de B.P.U'Y. Como consegiiéncia dessa
simetria mostra-se que o funcional da energia livre na aproximagio de campo médio
do modelo de Potts p-estados é mapeado, através de operagoes de dilatagao e de
inversio do campo magnético e do parametro de ordem, na energia livre do modelo
p = (p/(p — 1))-estados. Esse mapeamento permite que o estudo desse funcional
no intervalo pe(1,2) forneca o comportamento termodinamico do sistema para todo
p > 2. O caso p = 2 corresponde ao ponto fixo da transformagao de simetria e o
comportamento do modelo de Ising ja esta bem Sestabelecido. A simetria nao se
aplica ao caso p = 1.

Foi obtida uma expressio fechada e geral para o funcional da energia livre 12
na fase antiferromagnética que nao temos conhecimento na literatura. Isso é
conseguido definindo-se uma fungées “hiperbolicas generalizadas™ que permitem
escrever o mapa de B.P. numa forma anéaloga ao do modelo de Ising. Utilizando-se
os atratores do mapa escrito nessa forma e um formalismo simples desenvolvido
por Christiano e Goulart Rosa () obtém-se uma expressao para a magnetizagio do
modelo de Potts na rede de Bethe em termos desses atratores e entdo, seguindo o
esquema de integragio da magnetizagao usado por Thompson (13) para o modelo
de Ising, chega-se diretamente & expressao para o funcional da energia livre para
qualquer pe(1,2). Queremos enfatizar que o procedimento de escrever o mapa de
B.P. na forma dada pela eq. 4.9 limita a regiao de defini¢io do mapa aquela parte
do seu diagrama de bifurcagao onde ele possui somente pontos fixos e ciclos duplos.
Nessa regiao o sistema é fisicamente bem definido e livre das patologias que sao

introduzidas quando se estende o espago de parametros do mapa de B.P.

Para J > 0 mostramos também a importancia do sinal do campo superficial Hg
na determinacio do ponto fixo do mapa ) bem como na estabilidade da fase de
baixa temperatura 8 : Baixando-se a temperatura com Hs > 0, umn sistema com

p < 2(p > 2) sofre uma transicio de fase de segunda (primeira) ordem para uma fase

10



metaestavel (estavel). Para Hg < 0 ocorre uma transicao de segunda (primeira)
ordem se p > 2(p > 2). Nesse caso o sistema também, apresenta uma entropia
residual que é negativa para p < 2. O conceito de bacia atratora de um mapa ¢ de

fundamental importancia na discussao deste item.

(d) A construgdo do diagrama de fases !*) 1o espago de parametro t — h para o caso
p = 1, com v = 3. Mostra-se que nesse caso o mapa de B.P. é topologicamente
conjugado ao mapa logistico apresentando rota para o caos quando se considera
o acoplamento antiferromagnético. Devido o tipo de rede e o carater polinomial
do mapa esse é o exemplo mais simples que se conhece de um vidro de spin do
tipo Mckay, Berker e Kirkpatrick. A generalizacdo para 4 qualquer também foi
considerada (!3) mostrando-se sua conjugacio com o mapa X"~V 4C. Fazendo -se a
identificagao da transmissividade térmica t (na regiao de t > 0) com a probabilidade
da ligacio estar presente mostrou-se (!*) a conexdo do modelo de Potts para p = 1
com a teoria de campo médio da percolagao de ligagoes. Foi calculado o parametro
de ordem, sua susceptibilidade, a energia interna e o calor especifico bem como os

comportamentos assintoticos dessas grandezas no ponto critico para-ferro.

(e) Foi mostrada a existéncia de um valor critico p. =~ 1.51 para o ntimero de estados da
variavel de Potts, acima do qual nao é possivel existir a fase caética na regiao fisica.
Tal valor é determinado numericamente utilizando-se o coeficiente de Liapunov

"

como indicador do caos.

(f) Foi reobtido o mapa de Bragg-Williams (BW) como caso particular do mapa de

Bethe Peierls no limite de 4 inlinito.

1.6. Apresentagao do Trabalho

Esta tese estd organizada da seguinte {orma:

No capitulo 2 estuda-se o mapa determinando-se:

11



(a) Simetria do mapa
(b) Pontos criticos (maximo, minimo e pontos de inflexao)

(c) Pontos fixos e estabilidades

(d) Diagramas de bifurcagdo com obtengio de alguns valores do parametro t onde

ocorrem “transigdes”

(e) Mapa de BW (limite 7 infinito)

No capitulo 3 o estudo realizado é aplicado ao caso particular p = 1. Mostra-se sua
conjugagio com o mapa logistico e a generalizagao para nimero de coordenagdo qualquer.
No capitulo 4 obtem-se o funcional da energia livre, discute-se os problemas de ordem de

transicio, estabilidade de fases, violagoes de convexidade e conseqiéncias das propriedades

de simetria do mapa.

No capitulo 5 discute-se o problema da percolagao que é obtido como o caso particular
p=1.

Finalmente no capitulo 6 apresenta-se as conclusoes e trabalhos futuros.

Trés apéndices fazem parte desta tese. No apéndice A mostra-se as definigoes e algumas
propriedades das fungdes hiperbdlicas generalizadas utilizadas no trabalho. No B obtém-se
o funcional da energia livre utilizando-se o método de Baumgartel (18) " Fipalmente no C

apresentamos alguns célculos intermediarios.

12
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CAPITULO 2

ESTUDO DO MAPA DE BETHE-PEIERLS

2.1. Introdugao

Neste capitulo fazemos um estudo numérico e analitico do mapa de Bethe-Peierls.

O mapa de B.P., como ja foi dito no capitulo introdutério, é a transformagao do grupo de
renormalizagio no espago real do modelo de Potts com p estados na arvore de Cayley. E
um mapa racional uni-dimensional cujo espago de parametros é formado pela temperatura
reduzida t, pelo campo magnético externo M, pelo nimero de estados p que mede o grau de
frustragio presente e pelo nimero de coordenagao 7. O numero de coordenagao € o unico
fator geométrico da rede hierdrquica que aparece no mapa de B.P. e determina o seu grau.

A seguir apresentamos uma breve discussao dos diversos parametros.

Apesar da regido fisica da temperatura reduzida estar restrita ao intervalo —1/(p — 1) <
t < 1, como pode ser visto das equagoes (1.8) e (1.9), estende-se seu dominio para qualquer
t real a fim de se obter um entendimento mais abrangente do mapa.

O sinal do campo superficial H, (condigao inicial) tem influéncia no comportamento
assintético do mapa (8 sendo um fator determinante na ordem de transigao de fase bem
como na estabilidade da fase de baixa temperatura do sistema, como sera discutido em
detalhes no capitulo 4.

O parametro p tem uma relevancia muito grande pois é de certa forma uma medida da
frustragao presente no sistema. Quanto maior for o valor de p, menor serd a frustragao
presente no modelo. Aumentando-se o nimero de estados de variaveis de Potts eleva-se o

numero de possibilidades de configuragées que satisfazem a condigao de minimo de energia.

13



O exemplo da fig. 2.1 ilustra esse fato.

| } A }
-J

\ -J -J -J J
J ; “ ™ \ =-J /i

s st S Sy

() b)

Fig. 2.1.  Uma rede triangular de spins ilustrando a “frustra¢io”. Em (a), p = 2 (Ising)
nao existe arranjo que satisfaga todos os viculos microscépicos e dizemos que o spin no
vértice inferior do lado direito do tridangulo estd frustrado. Em (b), para p = 3 existem as
duas possibilidades de acomodagio desse spin, mostradas na figura, e o sistema agora nao

possui mais frustragao.

Devido a uma nova simetria que descobrimos para o modelo de Potts na arvore de Cayley!!!)
pode-se restringir o dominio do paramnetro p ao intervalo p € (1,2). Como sera mostrado
na segao 2.2 isso ¢ suficiente para se obter uin conhecimento para todo p positivo diferente
de 1. O caso p = 2 (Ising) corresponde ao ponto fixo da transformagao e para o caso p = 1
a simetria nao se aplica. O caso p = 1 serd estudado a parte no capitulo 3. O intervalo
p € (0,1) é mapeado pela transformagao no intervalo de p negativo. No intervalo p € (0,1)
o mapa apresenta singularidades. Esse problema nao sera tratado nesta tese constando de
planos de pesquisa futuros.

A paridade do parametro v desempenha um papel destacado no comportamento dinamico
do mapa de B.P. Para 4 par ou infinito o mapa se torna um homeomorfismo e como tal
nao pode apresentar ciclos com periodo maior que dois !7) ‘como acontece com o modelo de
Ising sem campo. Contudo para v impar e p dilerente de dois o comportamento dinamico

do mapa se torna rico e seu estudo se faz bastante atrativo. No limite de 5 infinito o mapa

14
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de B.P. se transforma no mapa de Bragg-Williams (B.W.). Esse mapa é uma relacao de
recorréncia correspondente & aproximagao de ordem zero de campo médio (aproximagao de
B.W.) do modelo de Potts com p estados.

Neste trabalho grande parte dos resultados analiticos sao alcangados para o caso particular
em que o nimero de coordenagao 7y = 3. O comportamento dinamico do mapa de B.P. com
~ = 3 é caracteristico para todos os valores de v impares.

O mapa de B.P. é um dos mapas mais importantes em Mecanica Estatistica pois contém
todas as informacoes para a discussdo do comportamento termodinamico. Portanto o seu

estudo é de grande valia para o conhecimento completo da teoria de campo médio do modelo

de Potts.

2.2. Simetrias do Mapa de B.P.

Um dos resultados mais importantes extraido do estudo do mapa de B.P. foi a descoberta
de uma nova simetria para o modelo de Potts que permite restringir drasticamente o dominio
do parametro p. Essa simetria ¢é verificada da seguinte maneira:

O mapa de B.P., como ja foi visto, € dado por

1 - G(X.nstaH»p’Py)

Xn41 = B(Xn,t,H,p,y) = — 2.1
n = B L2 = TG 06X 1 Hopr) - 1)
onde

G(Xusts Hy py ) = exp(—BpH) | — 12 i (2.2)

“Any by W DyY) = p p 1+(p_])t‘\,n :
Aplicando-se as operagoes de dilatagao e inversao ao campo magnético
H—o —(p -1H (2.3)
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e ao paramtro de ordem

X, — =(p — )X, - (24)
onde
p—1-(p -1 (2.5)
obtém-se de (2.2) que
; v [14(p = DX ! ' P
G(Xn,t, H,p,7) = exp(Bp H') =% = [.G(Xn,t,H Ny ,7] (2.6)
Substituindo-se (2.6) em (2.1) vem que
Bix - [eoxn’ pa]
( nata ’p”)l) - 1+(p'-1)[G(X,’,.t,Hl,p'(‘(]_l
(2.7)
, 1- G(/\',I,,t,lll,pl,w]
=—(p - 1)1+(p'—-l)[G(.\',’,,t.H'.p’.‘y]
Portanto
B(Xn,t,H,p,7) = ~(p = V)B(X,.t, H',p',7) (238)

Essa relagio mostra que escalando-se X,,, H e p conforme (2.3) - (2.5) as transformagoes
de dilatacao e inversao deixam o mapa de B.P. invariante.

Observemos que o fato de se escalar o campo maguético é uma conseqiiéncia de se ter
escrito o nimero de estado p como um pré-fator na Hamiltoniana. Isso foi feito de modo que

todas as quantidades trasnformem da mesma maneira.
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A relagio (2.8) pode ser constatada observando-se, p(;r exemplo, as figuras 2.2 e 2.3 para

os valores de p=3 e p = 3/2.

L0

F(X)
J
1

1.0 1 ] 1 1

0.5"' ’ ; 4 @é i [
p =15 : - I‘i 5
{ =

0.0 - 7 sl

.,

]
N
0

-0.5 =

FO)

~1.0- -

—1.5 4 L

-2.0 1 ¥ t ¥ t
-20 -15 -10 =05 0.0 0.5 10

Fig. 2.2. Mapa de B.P. com v = 3 mostrando o processo iterativo e onde a relagio (2.8)

pode ser constatada. Em (a) para p =3 ¢ e (b) para p = 3/2.
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" Valores assintoticos

-0.6 T T T T

-4 -2 0 2 4 6

1.0
0.5 ™
0
[e)
Lo
° 0.0- B
<
1]
8 —0.54 B
[%¢]
[
5 -10- -
O
>
_1-5— / ~
-2.0 T T T |
4 0 2 4 6

Temperotura reduzida

Fig. 2.3.  Diagrama de bifurcagio do mapa de B.P. quc confirma a relagao (2.8). Em (a)

parap=3 eem (b) parap=3/2.
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Uma outra simetria similar é obtida fixando-se X, e em seu lugar transformando-se a

temperatura reduzida.

t——(p —1)t. (2.9)

Substituindo-se entio (2.3), (2.5) e (2.9) em (2.2) implica que

, (- 1+ '—lt'Xn ! , ' r -1
G(Xn,t,H,p,7) = exp(Bp H )[ i”_ t'X) } = [G(Xn,t', H',p', 4] (2.10)

que de maneira analoga, quando substituida em (2.1), resulta em

B(Xp,t, H,p,v) = =(p = 1)B(Xn,t , H',p ) (2.11)

As figuras 2.4 e 2.5 ilustram essa ultima simetria, quando comparadas com as figuras 2.2a

e 2.3a respectivamente.

10 S S

0.8 u
0.6 s
0.4 1 =

F(X)

0.2 1 p =15 "

0.0

ﬁ
I
[
N
00

-0.2 - - -
~0.4 - 5 L

-0.6 T T T T 1 l 1
-06 -04 -0 CGu 02 04 L& wB LU

v
A

Fig. 2.4.  Graéfico do mapa I'(X) = —(p — 1)B(X) mostrando o processo iterativo e onde

a relagao (2.11) pode ser constatada.
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Valores assintoticos

-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6
Temperoturo reduzido

Fig. 2.5.  Diagrama de bifurcagio do mapa I'(X) = —(p—1)B(X) que comprova a relagio
(2.11).

Deve-se ressaltar que as relagoes (2.8) e (2.11) aplicam-se também para o caso de v infinito.

Nesse limite o mapa de B.P. é transformado no mapa de B.W. que é dado por

1 —exp|-Bp(H + JX,)]

Xnp1 = W(Xa, B,J,H,p) = : 2.12
# = WO B 0 D) = T e (=B + I X)) (42)
Aplicando-se as transformagoes (2.3), (2.4) e (2.5) ao mapa de B.W., obtem-se
. ) 1-exp [0 (' + X,
Xnp1 = W(Xy,8,J,H,p) = 1+(p'=1)~1 exp[-By" (H'+J X))
(2.13)

, l—exp[—ﬁpl(”’%]/\':x)]
=—(p - 1)1+(p’—l)cxv[“ﬁpl(”'“-"';)]

i

Portanto
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W(Xa,B,J,H,p) = —(p = )W (X,, 8,0, H ,p) : (2.14)

Para obter-se a segunda relagao entre os mapas de B.W. quando se transforma a
temperatura reduzida procede-se como na determinagao da expressao (2.11) substituindo

entretanto a transformacéo (2.9) por

J——(p - 1)J' (2.15)

que resulta em

1 —exp [—ﬂp'(H' + J'Xn)]

Xn = W Xﬂ7 1J’H? = ’ ’ [ 1 216
= W(Xnf P =TT — 1) exp BF (H 4 7 Xo)] (2.16)
que naturalmente conduz a

W(Xa,B,J,H,p) = —(p = YW (Xo, 8,0, H ,p) (2.17)

Provadas essas simetrias daqui por diante podemos restringir os valores de p ao intervalo
p € (1,2). Para p = 1 os denominadores dos mapas de B.P. e B.W. se transformam na
unidade. Esse caso sera tratado separadainente no capitulo 3. Para p = 2 recupera-se as

relaces de recorréncia de campo médio do modelo de Ising.

2.3. Analise do mapa

Nesta secio determina-se os pontos criticos, singularidades e valores assintéticos do mapa

sem levar em consideracao a sua dindiica que sera discutida nas seqoes 2.4 e 2.5.
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A figura 2.6 mostra dois graficos do mapa de B.P. para ¢ positivo e negativo que servirao

como referéncia nessa segdo.

1:0 L | o A 1
0.5 p =15 -
t = 10.0 ;
0.0 - r=2 \ -
2 05 N
a -0.5 ~J
-1.0 (2) |
=15 B
-2.0 T T T T
-2.0 -18 -10 —2.5 0.° 2.8 19
1-0 1 i 1 A 1
0.5 - p =15 B
t = - 18
0.0 r= 2 B
< 0.5 4 (b) |
"~
-—10 -
-1.5 < k/‘b
-2.0 T - T T T
-2.0 -1.5 .- 1.0 -2.5 0.0 0.5 19

Fig. 2.6.  Graéficos do mapa de B.P. com v =3, p = 3/2 e para valores de t positivo (a) e
negativo (b).

2.3.1 Pontos Criticos

Derivando-se, em relagao a X, a expressao (2.1) do mapa de B.P. obtem-se

»
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(7= p*hPH(1 = X)L+ (p = VX))

' = ' 7 — 218
/\n B ()‘mtavaa‘Y) {[1 + (P _ l)iX,,]""l + (P — l)hD(l — tXn)'v—l}Z ( )
Analisando a expressao da derivada acima vé-se que ela se anula nos pontos
XM =1/t (2.19)
XP=1/(p-1t=—(p - )X (2:20)

-

Essa relagao entreb X e X2 ¢ consegiiéncia da transformagao (2.4).
Portanto o papel desempenhado por X{!) para p é o mesmo desempenhado por X3 para
"= p/(p — 1). Tal observagio pode ser constatada nas figuras 2.2 e 2.3.

A paridade do numero de coordenagiao v, como foi dito na segdo 2.1, desempenha um
papel importante no comportamento do mapa. Se v for par a derivada B'(X,,t,H,p,v),
para valores diferentes de X! e X{?), serd sempre positiva ou negativa dependendo do sinal
de t. Assim, nesse caso, o mapa de B.P. é um homeomorfismo e portanto os pontos X! e
X{?) sao pontos de inflexdo (veja figuras 2.7).

i
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_,1_’5. hd i A Il 4 4
1.0 p= 15 -
0.5 t =2 L
r=J .
0.0 -
8-—05- -
L
-1.0 4 L
° (a)
=15 -
-2.0 2
-2.5 1 r L) T - )
-20 -1 -0 -05 00 05 0
X
4 L 1 1 i L
N
34 N\ p =15 "
\ t = =20
24 r=3J3 -
e L
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o4 (b) -
—1 - -
_2 l T A T ¥
-0 =5 -1.0 -~05 o0 0.5 w
X

Fig. 2.7.  Gréficos do mapa de B.P. para o caso de vy par para valores de t positivo em (a)

e negativo em (b).

Para 4 impar, o sinal da derivada B'(X,,t, H,p,v) serd determinada pelos sinais de t e do

produto
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P(Xnt) = (1 =tX)[1 + (p— 1)iX,] (2.21)

que aparece no numerador de (2.18). Devemos lembrar que kP é sempre positivo.

Parat > 0, (P(X,,t) é positivo no intervalo —1/(p— 1)t < X,, < 1/t e negativo fora desse
intervalo. Portanto X{! = 1/t é um ponto de maximo e X = —1/(p — 1)t é um ponto de
minimo (figura 2.6a).

Para t < 0, P(X,,t) é negativo no intervalo 1/t < X, < —1/(p — 1)t e positivo fora desse
intervalo. Novamente X! = 1/t é um ponto de maximo ¢ X{¥ = —1/(p — 1)t é um ponto
de minimo (figura 2.6b).

Assim para qualquer t, XV = 1/t é sempre um ponto maximo e X2 = —1/(p — 1)t é

sempre um ponto de minimo.
A analise acima é valida para p > 1 que é o caso considerado nesse trabalho.

Os valores maximo e minimo do mapa podem entao ser facilmente calculados como sendo

Bmax(Xn,t, H,p,7) =1 (2.22)

Bin(Xnm &, Hyp,v) = =1/(p— 1) (2.23)

Deve-se observar que a derivada segunda

LR ) (=)A= X)) (p=1 X8
B (‘\mth’ '7’7)) - {]+(p-—1)l.\'n]"’+(p—l)hD,(1—t.:\',,)7'l}3

A = {4 (p = DXL 4 (p = DAL = 1X,) " H(p = 1)(1 = tX,) = [1+ (p— 1)tX
~2(y = 1)(p — (I ~ tX)[1+ (p — DX+ (p = DEX]~2 = RP(1 = £X,)72)}

(2.24)



anula-se em X, = X{V e X, = X quando 7 for maior que 3. Se v > 3 for impar esses
pontos sa0 maximo e minimo, respectivamente de ordem superior a 2. Isto é, sao pontos de
extremos nao quadraticos.

Para v =3 a derivada segunda reduz-se a

"oy - 2hD1)2!2
B (Xa) = {1+ (p=1)tX P +(p-1)AD(1-1 X )2

A+ (= DIXP + (0 = DAP(L = LX) {(p = 1)(1 = tXa) = [1 4 (p — 1)eX,]}

—4(p — 1)(1 - tXL)[1+ (p - X {1+ (p— 1)tX,] - hD(l - tXn)}}

(2.25)
Os valores dessa derivada calculados nos pontos criticos X e X siao dados por
B (X" = —2hrP¢*/p < 0 . (2.26)
e
B (X®)y=2p-1)%*/hPp > 0. (2.27)

Lembrando outra vez que AP > 0, os resultados acina confirmam que X{" é um ponto de

maximo e X{2 é um ponto de minimo.
2.3.2 Singularidades

~ impar

Nesse caso o mapa ¢ sempre conlinuo pois a fungao G(X,, ¢, 1, p,7) é sempre positiva ‘
considerando-se que p > 1. Para p < 1 o denominador do mapa de B3.P. pode se anular.

Esse caso nao serd analisado aqui.
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7 par
Agora mesmo para p > 1 o mapa possui singularidades nos pontos em que

1+ (p— 1)G(Xn,t, H,p,7) =0 (2.28)

Os pontos de singularidades sio dados pela expressao

, __ [PP-DMe-N 40

" T HEPG- D/ = (- DY (229)
Por exemplo no caso de
p=2 e H=00W"=1)
Essas singularidades ocorrem no infinito
Xn =00 " (2.30)

2.3.3 Valores assintéticos

Outra vez devemos separar nossa analise para valores de 4 pares e finpares.

v impar

Da expressao (2.2) verifica-se facilmente gue
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p—1

Substituindo-se entao (2.31) na expressao (2.1) do mapa, obtemos que

(p—1)"t=ab

B = . 2.3
() (p~1)"T+hP(p—1) (2:32)
Outra vez no caso particular de
p=2 e H = 0(hP =1)
verifica-se que
B(£o0) =0 (2.33)

No caso v = 3, que serd sempre considerado com mais detalhes porque é possivel obter-
se muitos resultados analiticos, mostra-se facilmente de (2.32) que na auséncia de campo

magnético (h? = 1) os valores assintéticos sdo dados por

B(+oo) = ﬁ. ) (2.34)
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Isso estd ilustrado na figura 2.8.

1.0 1 -
0.8 T -
0.6 - L
0.4 - -
024 P =230 L
0.0 1 "
-0.2 :
~0.4 L

-0.6 Y
=10 -8

244

10

>
O 4

Fig. 2.8. Gréfico do mapa de B.P. com v = 3, p = 3.0 mostrando o seu comportamento

assintotico.

v par

Para valores pares do nimero de coordenagio a equagao (2.31) fica escrita como

Nesse caso os valores assinidticos do mapa de B.P. sao dados pela expressao

(p—1)"t = hP .
B(to0) = 2.36
(50 = G G- 1) .

. Para o caso particular p = 2 ¢ H = 0(hP = 1) essa expressao se reduz a
B(£o0) = £00 (2.37)

como foi mencionado anteriormente na equagao (2.30).
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2.3.4 Pontos de Inflexao

Vamos estudar primeiro os pontos de inflexao quando 7 for impar. Nesse caso eles sio

calculados com as seguintes condigdes:

B'(Xn,t,H,p,7) #0 (2.38)

B (X.,t,H,p,y)=0 (2.39)

Entéo da expressio (2.24) para a derivada scgunda B'(X,,t, H,p,v) e das condicoes (2.38)

e (2.39) obtemos a seguinte equagio cujas raizes sio os pontos de inflexao do mapa.
(=2 {1+ (p = DEX]™ o+ (0= DAP(1 = X)) {(p = 1)(1 — £X,,)
=1+ (- DtXa]} =20y = 1)(p = 1)(1 = tX)[1 + (p = DEX] {1 + (p — 1)tX, -2
—hP(1 - tX, )2} =0

(2.40)

No modelo de Ising com campo externo nulo verifica-se facilmente que a origem X, =0 ¢é
umn dos pontos de inflexao do mapa.
Para v = 3 de (2.40) apés desenvolver os bindmios e agrupar os termos semelhantes

obtemos a seguinte equagao do terceiro grau que pode ser resolvida analiticamente:

2(p — 1)’[(p = 1) + RPIEXZ + (p = 1)(p — 2){d(p — 1)(1 = hP) = 3[(p — 1) + KD }2X?2

0

=6(p = Dl(p = 1) + RPJXa + (p—2)[1 + (p = DAP) —d(p — 1)(1 — hP) =0
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Para H = 0(hP = 1) essa equacao reduz a

2(p — 17X ~ 3(p — 1)(p = 2)*X2 — 6(p — 1)t X, =0 (2.42)

Para nos orientarmos na andlise dos sinais das raizes da equagio (2.42) utilizamos uma
regra devido a Descartes. Tal regra afirma que o nimero de raizes positivas de uma equagio
polinomial F(X) = 0 com coeficientes reais é igual a0 nimero de variacoes de sinais de
F(X), ou a esse nimero diminuido de um ndimero par. O nimero de raizes negativas de
F(X) = 0 é igual ao nimero de raizes positivas de F'(—X) = 0. Quando um polinémio é
escrito na ordem decrescente das poténcias da varidvel, o nimero de variagées de sinal do
mesmo ¢ igual ao numero de pares de termos sucessivos com sinais diferentes.

Aplicando-se a regra de Descartes a equagao (2.42), com 1 < p < 2, obtemos os seguintes

resultados:

(a) Se t > 0 temos uma raiz positiva e duas ou nenhuma raizes negativas. Como o
mapa de B.P. possui um minimo & esquerda da origem (fig. 2.6a) e apresenta um
comportamento assintético finito concluimos que ele possui pelo menos um ponto
de inflexao a esquerda da origem. Assin a alternativa correta é que existem duas
raizes negativas implicando na ocorréncia de dois pontos de inflexio a esquerda da
origem como podemos ver na figura 2.6a.

(b) Para t < 0 temos duas ou nenhuma raizes positivas e uma negativa. O mapa agora
possui um minimo a direita da origem como mostra a fig. 2.6b, e apresenta um
comportamento assintotico finito. Concluimos que ele possui pelo menos um ponto
de inflexao a direita da origem. Portanto a alternativa correta é que existem duas
raizes positivas ou em outras palavras que o mapa de B.P. tem dois pontos de

inflexao a direita da origem como pode ser vista na figura 2.6b.

Resumindo: se ¢ > 0 o mapa apresenta um ponto de inflexao positivo e dois negativos. Se,

por outro lado, ¢ < 0 teinos agora dois pontos de inflexdo postivos e um negativo.
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No caso de p = 2, além da solugao X, = 0, a equagao (2.42) admite duas raizes dadas por

X, = V3. | (2.43)

7 par

Nesse caso além dos pontos de inflexio obtidos como solugio de (2.39) temos ainda os

outros dois pontos X{" e X{? que foram determinados anteriormente (figura 2.7).

2.4 Pontos fixos e estabilidades

“

O ponto fixo X do mapa de B.P. é obtido da condigao

X = Xppr = Xn (2.44)

Aplicando-se essa condigao a expressao (2.1) do mapa encontra-se a scguinte equagao

_ 1-G(X)
1+ (p-1)G(X)

(2.45)

que pode ainda ser reescrita na forma

1-X

- =G Tx

(2.46)

Substituindo-se em (2.46) a expressao de G(.X) dada por (2.2) obtem-se que o ponto fixo

X é solugao da equagao

1—tx 1~ X
hP i - = ———\— : (2.47)
1+ (p—1)tX l+p-1)X
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Pode-se verificar facilmente que quando H = (kP = 1) o pouto X = 0 ¢ sempre
uma solugdo de (2.47) independentemente de {,p e v. Essa solugao corresponde & fase
paramagnética do sistema. Se H for diferente de zero X =0 nio é mais um ponto fixo.

Variando a temperatura encontra-se a regiao de estabilidade do ponto fixo X = 0 da

condigio

|1B'(X, =0)| <1 (2.48)

As temperaturas extremas no intervalo dessa regiao sao calculadas de

B'(X, =0) = +1 (2.49)

A derivada do mapa de B.P. calculada nos pontos fixos do mapa pode ser escrita na forma

vy _ (= Dl = X)[1 4 (p— 1).X] . .
B(X)="—12 X)L+ (p- 1)tx] (2.50)

conforme é mostrado no apéndice C. E importante ressaltar que a expressao (2.50) é valida
mesmo para H # 0.

Usando-se a condigao (2.49) na equacio (2.50) resulta que

(v — 1)ty = £1. (2.51)

Portanto o ponto fixo X = 0 é estavel (atrator) no intervalo

L =Y =1)<t<1/(y-1) (2.52)

Quando o ntmero de coordenagio ~ é igual a trés a equagao (2.47) pode ser calculada

analiticamente pois nesse caso cla se torna uma equagao do terceiro grau
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(p=Dlp—1) + hPIX3 + {[AP — (p— 1)%]t + 2(p — 1)(1 — hP)}tX?
(2.53)
+(p = )AL —2t) + (1 — 2h)}X + (R — 1) = 0.
Voltando ao caso particular de H = 0(hP = 1) a equagao (2.53) reduz-se a seguinte forma
(P-1)EX3—(p-2)2X2+ (1 -2t)X =0. (2.54)

Além da solugdo X = 0, como discutido anteriormente, os outros dois pontos fixos sao

dados por

(p—2)t £ \/(p — 2)22 — 4(p — 1)(1 — 2)

‘Y =
* 2(p — 1)t

(2.55)

E interessante observar-se que para p = 2 as solugdes fornecidas por (2.55) sé sao reais se

—4(1-2t) <0 (2.56)

0 que equivale a

i

t>1/2. (2.57)

Isso significa dizer que para o modelo de Ising o ponto fixo nio nulo sé existe para t > 1/2.
Como se mostra no capitulo 4 isso corresponde a una transicio de fase na temperatura
critica t = 1/2.

Para p # 2 o intervalo I onde os valores fornecidos por (2.55) sio reais é calculado fazendo-

se novamente o discriminante na equagao (2.55) positivo
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A=(p-2—dp-1)1-2)>0 (2.58)

Resolvendo essa inequagao obtem-se que

1= (—oo,tgang)U(tg“angoo) (2.59)

onde

-4(p-1) £ 2p\/p—-1

£ _ .
ttang = (p — 2)2 ) (2.60)

sao as raizes de

A=0 (2.61)

, As temperaturas reduzidas tg-ang e tEang correspondem aos valores onde ocorrem as

bifurcagdes tangentes pois para esses valores de ¢,

~

X, =X_ (2.62)

Nas bifurcagdes tangentes aparecem simultaneamente dois pontos fixos. Um deles é estavel

(atrator) enquanto o outro ¢ instdvel (repulsor). Inicialmente esses pontos coincidem e a



seguir vao se separando como mostrado na figura 2.9.

';U i i —e "l Jd

0.5 P =15 -
t = -16.0
0.0 1 re 2 i
P
b -0.5 - (=) +
.
-1.0 I
/
-1.54 / o
—2-0 / T L i l\/ t T
-20 -15 -0 -05 00 05 10
X

1:0 i 1 L 1 A

0.5 p = 1.5 -
t = -20.0
0.0 4 r=2 i
< 0.5 - (b) |
Lo

-1.0 4 o
-1.5 4 : -

—2¢o T L T 1 L
~2.0 -~1.5 -~1.0 —2.5 0.0 0.5 1.0

Fig. 2.9. Gréficos do mapa de B.P. mostrando a bifurcagio tangente. Inicialmente
aparecem simultaneamente dois pontos fixos que coinciden:. (a). Em scguida esses pontos

vao se separando (D).

Deve-se ressaltar que a temperatura reduzida 1&“8. € equivalente a temperatura ©; obtida
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por Peruggi (18),

O valor do ponto fixo na temperatura de bifurcagio tangente é entao, de acordo com (2.55)
e (2.60),

(p—2)

T p-1)

] '

(2.63)

Vamos analisar agora os sinais das raizes Xy dada pela expressio (2.55), com 1 < p < 2.

Para p > 2 ha uma inversio no sinal das raizes.

Utilizando-se novamente a regra de Descartes obtem-se os seguintes resultados em relacio

aos sinais de X, que sdo resumidos na tabela I, abaixo.

Tabela I

Intervalo de ¢

Intervalo de p

# Raizes positivas

# Raizes negativas

I<p<g? 0<t<1/2 zero 2 ou zero
l<pg? t<1/2 i 1
l<p<2 t<o0 zero 2 ou zero
p>2 0<t<1/2 2 ou zero zero
p>2 t>1/2 1 ]
p>2 i< 2 ou zero zero

Com o auxilio da Tabela I e do diagrama de bifurcagio da figura (2.10) podemos tirar as

seguintes conclusoes:

(a) Para tt?ang <t< ttzxng X =0 ¢ o tnico ponto fixo existente. Fora desse intervalo
além do ponto fixo X = 0 existem mais dois outros pontos fixos X+ e X_ cujos

valores sio fornecidos pela expressio (2.55).

(b) O ponto fixo X = 0 deixa de ser cstavel nas temperaturas tf =1/2et] = ~1/2

conforme a equagao 2.52.
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' Vamos discutir agora a estabilidade dos pontos fixos X, eX_. Ela é calculada da condicéo

|B' (X, = X1)| < 1 | (2.64)

Da mesma forma como foi feito anteriormente os valores extremos dessa regiao de

temperatura sdo dados por

B (X,=X3) =+l (2.65)

E claro que o sinal positivo da condigio (2.65) refere-se & bifurcagdo tangente pois nesse
valor o grafico do mapa tangencia a reta y = . Entio nesse caso a solugao de (2.65) sera a
mesma que a fornecida por (2.60). '

O outro extremo da regiao de estabilidade dos pontos fixos X4 e X_ é entao calculado da

condigao
’

B(X,=Xy)= -1 (2.66)

Combinando as equagoes (2.50) com (2.66) e fazendo v = 3 obtemos que nesse caso

particular a outra extremidade da regiio de estabilidade é dada por

201 = X)1+(p=1)X] _
(1= tX)1+(p—1)tX]

~1 (2.67)

A expressdo (2.67) juntamente com a equagao (2.47) que determina o ponto fixo, fornecem

a linha critica no espago H — t que separa a regiio de ponto fixo da regiao de cilco duplo.

2.5 Diagramas de Bifurcacgao
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Fig. 2.10.  Diagrama de bifurcagao do mapa de B.P. destacando varias “temperaturas de

transicao”, (a)t > 0e (b)t < 0.

Os diagramas de bifurcagao representam os atratores do mapa em fungao da temperatura

reduzida.
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A figura 2.10 mostra os diagramnas de bifurcacio do mapa de B.P. onde destacamos algumas
temperaturas para posteriores referéncias. Os diagramas sio para o caso v = 3 e p=1.2
Deve-se ressaltar que eles apresentam as mesmas caracteristicas para qualquer valor de 5
impar. O fato de considerar-se y = 3 é devido & possibilidade de realizar-se calculos anéticos
nessa situagao.

Nesta segao sera discutido o significado de varias temperaturas reduzidas. Sera mostrado

* como obté-las numericamente e, quando possivel, como calcular seus valores analiticamente.

Discute-se ainda a existéncia de um valor critico de p acima do qual nao existe a possiblidade

de comportamento cadtico na regiao {isica.
2.5.1 Regiao Fisica

Como foi mencionado na introducgao deste capitulo a regido fisica para a temperatura

reduzida estd limitada pelos valores

teo=~1/(p— 1) (2.68)
+ _ 96
th =1. (2.69)

As temperaturas reduzidas tﬁs e tﬁs correspondem a temperatura T’ = 0 para acoplamento
ferromagnético e antiferromagnético respectivamente. A temperatura reduzida ¢ = 0
corresponde nos dois casos a T = co. Assim a regiao ferromagnética esta definida no intervalo

¢t € (0,1] e a regiao antiferromagnética no intervalo ¢t € [—1/(p = 1),0).

2.5.2 Célculo das Temperaturas t}e 7

A temperatura t corresponde ao valor onde o ponto fixo repulsor X, proveniente da

bifurcagao tangente colide com o ponto fixo X = 0. Nesse instante os pontos lixos X =0 e
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X4 invertem seus papéis, isto é; X = 0 passa a ser um repulsor enquanto X, passa ser um

atrator. O valor de t] j4 foi determinado na segao 2.4 como sendo

‘

t=1/(y-1) (2.70)

A temperatura { corresponde ao valor onde o ponto fixo X = 0 perde sua estabilidade e

em seu lugar surge o ciclo duplo como um novo atrator. Seu valor também Ja foi calculado

na segao 2.4 como sendo

1 =-1/(y-1). (2.71)

E interessante observar-se que a regiao de estabilidade do*ponto fixo X =0, ~-1/(v-1) <
t < 1/(y—1), vai se tornando cada vez menor 4 medida que o nimero de coordenacio 7 cresce.
Isso nao é valido entretanto para o limite 7 infinito porque nesse caso a temperatura reduzida
t perde seu significado como parametro. Nesse limite o mapa de B.W. é parametrizado por
B, como pode ser visto na eq. 2.12.

Deve-se mencionar ainda que existe um valor de Pe;, para cada valor de v, a partir
do qual o ciclo duplo sé existe fora da regiao fisica. Tal valor de p é calculado da
condigao que o surgimento desse ciclo se dé exatamente na temperatura extrema da regiao

antiferromagnética ts correspondente a 1' = 0, isto é:

i =t (2.72)

lgualando-se (2.68) e (2.71) obtemos o seguinte resultado

=y =1 =~1/(p, - 1)
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que resulta em

Pey = 7. | (2.73)

Isso significa, por exemplo, que para v = 3 qualquer sistema com o nuimero de estados
maior ou igual a trés nao apresenta o ciclo duplo na regiao fisica. E claro que para cada v
também pode-se obter um valor critico p., & partir do qual o ciclo de periodo n se localiza

fora da regido fisica.

2.5.3 Bifurcagao Tangente

As temperaturas reduzidas correspondentes is bifurcagoes tangentes ja foram também

determinadas na segao 2.4 da condigio X, = X_. Seus valores sio dados por

tfan = Ao U4y ol (2.74)
g (»—2)°

_=Ap-1)-2py/p -1

tt—ang - (p —2)? ? (2.

o
-J
o
g

para v = 3. Essas temperaturas estao mostradas na flig. 2.10.

Para v qualquer as temperaturas ¢} {

© S" 2 . 1 adas 1o
tang ao determinadas da condicao

Lang

oy oy - DA-X)I+(p-1)X]
B(Xs) = (1 —tX)[1 + (p— 1)tX] =1

Juntamente com a expressao (2.47) que determina o ponto fixo.
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2.5.4 Caos

A temperatura t {05 2a0s corresponde ao valor do parametro t onde aparece, pela primeira
vez, um regime aperiédico (ca6tico). Na regiio de ¢ positivo o valor téaos sempre surge fora
da regido de interesse fisico, isto é: para t¢aos > 1 Entretanto para ¢ negativo (acoplamento
antiferromagnético) a temperatura de caos tcaos pode estar dentro da regiao fisica no caso
emquel <p<2

A figura 2.11 mostra um grafico da temperatura tcaos Versus o nimero de coordenagio
7 para o caso p = 1. l._- Tal grafico foi construido considerando-se tcaos como sendo a
temperatura pard a qual o coeficiente de Liapunov se torna postivo pela primeira vez, quando

se varia o pardmetro ¢ no sentido das duplicagdes de perfodos.
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Fig. 2.11.  Temperatura de Caos.

2.5.5 Crise

Uma colisao entre um atrator cadtico e um ponto fixo ou drbita periddica instaveis foi
definida por Grebogi et al ' com o nome de “crise”. Existem dois tipos de crise; a crise da
fronteira e a crise interior. A primeira leva a destruigao sibita do atrator cadtico e de sua

bacia de alragao como ocorre em Lerises €Nquanto o segundo tipo de crise causa uma sibita
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alteragao no tamanho do atrator caético como mostrado na fig. 2.12,

7;rise

-04 ) 1 Lo 1 1 1 !
20 -15 -0 -0t 00 05 10 15 20
. X —

Fig. 2.12. Dfééréma mostrando a temperatura de crise interior no mapa logistico.

A temperatura reduzida no ponto de crise de [ronteira, t(trise figura 2.10, é calculada da
condigao que o méaximo (minimo) é atraido para o ponto fixo instavel X = 0 apés duas

iteradas, isto é:

B*(1/t) = B(1) = 0, l<p<? (2.76)

ou

B-1/(p—t] = B[-1/(p-1)] =0, p>2. (2.77)

i

Aplicando-se a condicio (2.76) ao mapa de B.P. obtém-se que

~

1—t¢ !
Tro—1nil = 2.78
[1 +(P—1)tJ : (2.78)

que implica em
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1-1t

___._____:il’ : 2.7
1+ (p—1)t (2.79)

para v impar.

A solugdo nao trivial de (2.79) € obtida quando se considera o sinal negativo nessa equagao:

t=-2/(p—2), l<p<?2 (2.80)

Para p > 2 a condigao (2.77) fornece

o= }”'Ll

p-1)(1-1) (2.81)
| que implica para v impar
n e | | (282)
i | Novamente aqui a solugao nao trivial corresponde ao sinal negativo sendo dada por
t=2(p-1)/(p-2), p>2 (2.83)

E interessante observar-se que a expressao (2.83) pode ser igualmente determinada
. . - ' 1 . - .
aplicando-se a transformacgao (p—1) — (p —1)7' a expressio (2.80). Deve-se ainda ressaltar

que as expressoes (2.80) e (2.83) sao validas para qualquer v impar.

2.5.6 Maior valor de 1 < p < 2 para existéncia de caos na regiao fisica da

temperatura



Como serd mostrado no capitulo 3 o diagrama do modelo de Potts p = | apresenta uma
regido caotica para acoplamento antilerromagnético (J < 0) dentro da regio fisica que nesse
caso € todo o intervalo negativo de t. Sabe-se também que o modelo de Ising (p = 2) s6
apresenta ciclo duplo correspondente a fase antiferromagnética desse sistema. Assim deve
existir um valor intermediario de p, que denomina-se de p,, acima do qual nao é possivel
a existéncia da fase cadtica na regido fisica. Tal valor, P =~ 1.51, é obtido numericamente
igualando-se a temperatura {ca05, & temperatura extrema {ﬁs.

A figura 2.13 mostra o gréfico de 15,05 (linha tracejada) e tes (linha pontilhada) versus o

numero de estados p.

A curva correspondente a tgpog € obtida numericamente conforme descrito na segao 2.5.4

e a curva de te pela expressao (2.68).

0 1 1 1 1

— e e — o
— o —— -
-
-—
—

Tcaos , Ttis

-=10 T T ] T
1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6
Numero de estados p

Fig. 2.13.  p Critico.

2.6 Mapa de Bragg-Williams (Limite de 4 infinito
O mapa de Bragg-Williams é uma relacio de recorréncia correspondente a aproximacgio
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de ordem zero de campo médio (aproximagao de Bragg-Williams) do modelo de Potts com
p-estados. Ele pode ser obtido & partir do mapa de B.P. quando considera-se o limite do

nimero de coordenagao + tendendo para o infinito, tendo-se o cuidado de escalar a consntate

de acoplamento, da seguinte forma

J—=J/y

Escalando-se convenientemente a constante de acoplamento J a expressao (2.2) pode ser

escrita com o auxilio de (1.5) e (1.6) da scguinte forma

: ) 1= X+ [(p = 1)+ Xalexp(=ppd/r) |
GGt yp19) = expl ) { s U X)o7

—
o
[075]
[N

~—

onder = (y —1).

Expandindo a exponencial existente em (2.88) mantendo o termo de ordemn 1/r e tomando-

se o limite de r tendendo para o infinito obtei-se que

(m {1 1ipmtrxaly
tim G(Xn,t, H,p,v) = exp(—fpHl ). 5
7o (i {1-Bdp=n=xn) 7
7 — 00 "

_ ] exp{+8J{(p=1)+Xn]}
= exp(—ﬂPH)-e;,,[_w(,,’_l,(,_,\»")l

= exp[—pp(H + .JX,)].

Entao da equagio (2.1) do mapa de BB.P. ¢, tendo em conta (2.2), podemos escrever que
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bm ,
Xn+l = N — OOB(/\mtaILP,‘I’)

bm
]_

- ooG(X,.,t.H,p.‘y) . (2.86)

lim
1+(p-1) G(Xast,Hpv)
Y — 00

_ 1-exp[—Bp(H+JX,)]
T 14(p-1)exp[-Bp(H+J X4))

A expressio (2.86) é o mapa de B.W. L' interessante observar-se que o resultado bem
conhecido da condi¢ao de autocousisténcia para o modelo de Ising é recuperado fazendo-se

p =2 em (2.86), isto é:

X, = L=expl28(H+JX,)]
“Andl = 1+exp[-28(H+J X))

= tanh[B(H + JX,)]

Portanto podemos identificar X como a magnetizacio do modelo de Ising na aproximagao
de B.W.
Como anteriormente os poutos fixos do mapa sio obtidos fazendo-se na expressao (2.86)

Xnt1 = X, = X. Reescrevendo essa equacao obtemos que

- X
pl-Bp(H+JX) = ——— 2.88
exp{—Bp(H + J X)] Ty (2.88)
ou ainda
Bp(H + JX) = tn [l—il(i—}l)—\} (2.89)

Para campo externo nulo a equagao (2.89) se torna



BpJX = n [

l1-X
L+(p-1)X

que admite a solugdo X = 0 corresponde & fase paramagnética do sistema. Podem existir
ainda duas outras solugdes que serdo consideradas no capitulo 4 onde discute-se o problema
da estabilidade das fases do ponto de vista termodinamico.

As temperaturas onde o ponto fixo X = 0 deixa de ser um atrator sio obtidas da condigio

aXn+1 _ ¢
(———aX" ) T +1 (2.91)

Derivando-se (2.86) em relacio a X,,, com H = 0, obtém-se

0Xnn _ Bp?J exp(=pBpJ X,) (2.92)
axX, [+ (p = L)yexp(=ppJ X,)]? o
Utilizando-se a condigio (2.91) obtém-se
BJ = £1 (2.93)
ou
BlJ| =1 (2.94)

As expressoes (2.90) e (2.94) sao analogas as obtidas por Wu 29 para o modelo de Ising.
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CAPITULO 3

OCASOp=1
3.1. Introducgao

O mapa de B.P. para o caso particular p = 1 torna-se polinomial de grau v— 1. Seu estudo
€ de grande importancia por duas razées. Em primeiro lugar porque o modelo de Potts
ferromagnético no limite p = 1 est4 intimamente relacionado ao problema de percolagio (2.

A outra razdo é a sua conjugagio analitica com o mapa logistico ) X? + C, quando o
numero de coordenagao v é igual a trés.

A conjugagdo do mapa de B.P. com o mapa logistico permite que se obtenham muitas
informagdes sobre o modelo de Potts 1-estado, extraidas do mapa logistico. Esse ultimo é
sem duvida o mapa mais explorado no estudo de sistemas nao lineares e cujo comportamento
dindmico ja esta bem estabelecido.

Neste capitulo fazemos uma aplicagio do estudo feito no capitulo anterior ao caso particular
p = 1. Serd mostrada a conjugagio analitica do mapa de B.P. com o mapa logistico e a

generalizagio para ¥ qualquer com o mapa X! 4 C (15 A conexio com o problema de

percolagao sera feita no capitulo 5.

3.2. Analise do mapa

Fazendo-se p = 1 na expressao (1.9) do mapa de B.P. obtéin-se o seguinte mapa polinomial:

Xup1 = B(Xo,t, H,y)=1—=hP (1 = (X))

=1—(1=h)(l —tX,)"!



onde
h=1-hP,  t=1-¢P X, =1-Xxb (3.2)

Por causa de sua importancia e pelas referéncias que faremos adiante reescrevemos aqui a

relagao de recorréncia (3.1) que para o caso particular 4 = 3 se torna

Xn41 = h+2(1 = h)EX, — (1 = h)t2X2 (3.3)
+ n

3.3. Pontos criticos
Calculando-se as duas primeiras derivadas do mapa (3.1) em relagao a X, obtém-se

B (Xn,t,H,7) = (v = 1) kP2 (1 ~ 1., )" (3.4)

B' (Xa,t, H,v) = (v = 1) (v — 2) RP12 (1 — 1,2 (3.5)

Da analise das expressdes (3.4) e (3.5) pode-se concluir que o ponto X,, = 1/t é um maximo
quadratico quando ¥ = 3 e um méximo de ordem superior quando « for impar e maior que 3.
Para 4 par o ponto X, = 1/t é um pouto de inflexio e o mapa torna-se um homeoformismo.

Nesse caso o mapa apresenta no maximo ciclos de periodo dois. A figura 3.1 mostra os
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graficos do mapa de B.P. para y =3 em (a) e y = 4 em (b).

20 1 1 e
o4 (&) !
-20 L
~~
=
. 0
—40 L
p =10
r=2
~60 1 = 0.9
-B80 Y T T
-20 -10 2 10 20
|
600 . . ‘
400;‘ b -
2007 ( ) -
0 -
~
< -200 - p=10 -
~400 r=3 B
t = 0.9
- 600 r
-8C0 o
-1000 T T T
~-10 -5 2 5 10

Fig. 3.1.  Mapa de B.P. para o caso particular p=1 com v = 3 em (a) ey =4 em (b).
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3.4. Pontos fixos

Os pontos fixos X do mapa sdo calculados da condigao

"

Xpp1=Xa=X (3.6)

aplicada a equagao (3.1), isto é

X=1-(1=-h)(1-tx)! | (3.7)

Como ja foi mostrado no capitulo anterior X = 0 é sempre um ponto fixo do mapa de
B.P. quando H = 0 (h = 0) para quaisquer valores dos parimetros 7, t e p. Isso pode

ser facilmente verificado na equagio (3.7). Mostramos igualmente que tal ponto fixo é um

atrator no intervalo

—1/(v-1)<t<1l/(v-1) (3.8)

No caso 7 = 3 as solugdes de (3.7) sdo dadas por

- k) =11+ 41— 1)1 - k)

3.C
* 212(1 - h) (89)
A equagao (2.50) da derivada do mapa calculada no ponto fixo é dada por
o 2(1 = X)
X)=———= 3.
B'(X) 0o ix) (3.10)

Para v = 3 a equagdo (3.7) pode ser reescrita como:



1-X
1 -tX

=(1-h)(1—tX) - (3.11)

que substituida em (3.10) fornece a expressiao da derivada do mapa com p=1e~ =3 no

ponto fixo:

B (X)=2t(1-h)(1-tX) (3.12)

Com pequenas manipulagées algébricas a expressao (3.9) dos pontos fixos pode ser escrita

da seguinte forma:

20(1—h)(1—tXy) =1 F /1448t —1)(1 - k) (3.13)

Comparando-se (3.13) com (3.12) chega-se finalmente a seguinte expressao para a derivada

do mapa calculada nos pontos fixos X,

B'(Xe)=1F\/1+4t(t—1)(1 — h) (3.14)

Nessa forma torna-se simples a analise da estabilidade d.os pontos fixos X3. Observa-se
facilmente que o ponto fixo X_ é sempre instavel (repulsor) pois |B'(X.)| é sempre maior
que a unidade para qualquer temperatura. Por outro lado a estabilidade do ponto fixo X,
ocorre num intervalo finito de temperatura, comno mostramos a seguir.

Da condigao de estabilidade

IB'(X,)] <1 (3.15)

podemos determinar os limites desse intervalo de temperatura:
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B'(X,)=1 (3.16)

]

B'(X,)=-1 (3.17)

A igualdade (3.16) fornece a equacao

1+4t(t-1)(1-h)=0 : (3.18)

enquanto o outro limite é determinado por:

(t-1)(1=-h=3 . (3.19)

Deve-se ressaltar neste instante que as relagoes (3.18) e (3.19) serao reobitidas na préxima

secao quando se fizer a conjugagao analitica do mapa de B.P. com o mapa logistico.

3.5. Conjungagao com o mapa logistico X? + C

A relagao de conjugagao é geralmente de grande utilidade no estudo de sistemas dinamicos.
Dois sistemas descritos pelos mapas R(Z) e S(Z) séo analiticamente conjugados se existe

uma transformagiao de Mobius (22) M(Z) (mapa racional bijetivo) tal que

R(Z)= MoSoM~Y(2) (3.20)

onde o significa a operagio de composigio. Uma propriedade da conjugagao dos mapas

R(Z) e S(Z) é que suas n-éssimas composicoes sao também analiticamente conjugadas, isto

{

é:

R" = MoS"oM~Y(Z) (3.21)



onde R" significa a composigao de It n vezes, isto é

RoRo...oR

nvezes

Rn

(3.22)

A conjugacao analitica implica que qualquer propriedade topoldgica do sistema descrito
pelo mapa R pode ser obtida da propriedade correspon(ler;te de S através da aplicagao da

transformacao M.

Aplicando-se agora a seguinte transformagéao linear de Mébius

M(X)=aX+b (3.23)
a expressao (3.3) do mapa de B.P. obtém-se que
L(X)= MoBoM~'(X)
= —U=MC X2 o1 — )t (14 2) X (3.24)

+ah +b—2(1 = hyth — L=2

Igualando-se os coeficientes do polindmio (3.24) aos do mapa logistico X2 + C chega-se as

seguintes relagoes:

- 2
_d=he (3.25)
a
bt
14+ = =0 (3.26)
- |



(1-h)2e?

a

ah+b—2(1-h)tb- C ‘ (3.27)

Das duas primeiras tira-se imediatamente que

a=—(1-h)? | (3.28)

b=(1-h)t (3.29)

Substituindo-se os valores de a e b na expressio (3.28) obtém-se

C=t(1-t)(1-h) (3.30)

A expressao (3.30) permite a determinagio do diagrama de fase do sistema descrito pelo
mapa de B.P. O conhecimento dos valores criticos Con, do parametro C' onde as drbitas
do mapa logistico tornam-se indiferentes determina as linhas de transigao no espaco de
parametros h — t. Assim por exemplo substituindo-se em (3.30) os valores bem conhecidos
C =1/4 e C = -3/4 do cardioide principal do conjunto de Mandelbrot 23 onde o ponto

fixo € marginalmente estivel obtém-se as expressaes:

t(1—t)(1—h)=1/4 (3.31)

t(1-t)(1=h)=-3/4 (3.32)

iy }
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que sao idénticas as expressoes (3.18) e (3.19) da secio anterior e correspondem as linhas
de transicao atrator finito /superatrator infinito e ponto fixo atrator/ciclo duplo.

Considerando-se agora o valor C = -2 da extremidade da antena do Mandelbrot,

determina-se a equagao:

t(l—t)(1-h)= -2 (3.33)
que representa a linha de transi¢do caos/atrator infinito.

A figura (3.2) mostra esquematicamente o diagrama de fase tragado com o auxilio do

conjunto de Mandelbrot.

Fig. 3.2 Nas regiées I ;4 € 13 o sistema é termodinamicamente mal definido. Suas
fronteiras (linhas pontilahdas-tracejadas) sio obtidas fazendo C = 1 /4, C = =2 na equacio
3.30. Na regido denotada por F o ponto fixo estdvel é X,. O ponto fixo paramagnético
X = 0 é estdvel na regido hy = 0, t € (—=1/2,1/2). Na primeira faixa (da direita para a
esquerda) o sistema é um ciclo de periodo 2. A [aixa intermedidria representa a sucessao de

ciclos de periodo 2. A iiltima faixa é a cadtica.

A conjugagao do mapa de B.P. para p = | e 4 qualquer com o mapa de Mandelbrot

X771 4 C é feita de maneira analoga a anterior pela transformacao de Mébius

(%]
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M =az+), . (3.34)

Nesse caso temos que

1/(v-2)

a=(=1)"2[(1- ) . (3.35)

b=at™?, (3.36)

de modo que a constante C do mapa de Mandelbrot é dada por

C=a+b= (=11 = t)[(1 = h))"/0~2 (3.37)

Para determinar os valores criticos Cy 5 e (', no caso de v # 3 fazemos uso das expressoes

que fornecem os valores limites de estabilidade do ponto fixo do mapa de B.P., isto é, h = 0,
t==x1/(v-1).

Substituindo esses valores em (3.37) obtemos

Cloeo = (—1)77H(y = 2)(y = 1)~ 0= D/0=2), (3.38)

obtido comt=1/(y —1)e

Ciz = (_1)1/(1—2)7(7 - 1)—(7—1)/(7-2)’ (3.39)

obtido com t = —1/(y —1).

Para v = 3 as expressoes (3.38) e (3.39) recupcramn os resultados ja bem couhecidos,
i

C =1/4 e C = —3/4, respectivamente.



E interessante observar de (3.39) que para 74 par o parametro C nao pode ser real o que
significa dizer que nao existe ciclo duplo nesse caso. _

As linhas de transigio ponto fixo/atrator infinito e ponto fixo/ciclo duplo podem ser

calculadas agora da condigao

B'(X) = 1 (3.40)

que com o auxilio da equagdo (2.50), para p = 1, torna-se

O —(11)_t(t1X—) X)_ 4 (3.41)

Considerando-se primeiramente o sinal positivo no segundo membro da equagao (3.41) ¢

resolvendo-a em relagido a X, obtém-se que

X._._._LH_)_t

3.42
CEE B4
Substituindo-se esse valor na expressao (3.7) do ponto {fixo temos que
1—(y—1) [ 1-(7—1)1]"‘
-———=1-(1-h [+ — . 3.43)
(v —2)t ( ) (v—=2) (

Apds uma manipulagao algébrica simples essa equagao de linha de transigao pode ser

escrita como

1 v —2\"?
he=1- , ( ) .
) rEET (3.44)
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¢ Essa expressao corresponde a linha de transi¢ao ponto fixo/superatrator infinito. Para

v = 3 ela se reduz a

1

h=1- m (3.45)

-

que € idéntica a expressio (3.31) ja obtida para essa situagao.
A linha de transigdo ponto fixo/ciclo duplo é obtida de modo semelhante porém agora

considerando-se o sinal negativo na equagao (3.41). Um procedimento idéntico nos fornece

a expressao

' 1 7 \"? .
h=1+ Py (1 _t) . (3.46)

Para v = 3 esta se reduz a equagao

3 -

que se identifica com a expressao (3.32).

O fato do mapa de B.P. para p = 1, ser analiticamente conjugado ao mapa X' + C
significa que ele apresenta toda a riqueza desse ultimo, incluindo a fase caética que de
acordo com a interpretagdo dada por MBI, para essa regiao, constitui a fase vidro de spins
do sistema. Assim devido ao tipo de rede e ao carater polinomial do mapa, o modelo de

Potts com p = 1 na arvore de Cayley é o exemplo mais simples de um vidro spins MBK.
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CAPITULO 4

PROPRIEDADES TERMODINAMICAS LOCAIS

4.1. Introducao

Neste capitulo calcula-se as propriedades termodinimicas do modelo de Potts com p
estados na rede de Bethe. Discute-se o problema da ordem de transigio do modelo, a
estabilidade das fases, as violagSes de convexidade e a consegiiéncia de uma das propriedades

de simetria que foram mostradas no capitulo 2.

4.2. Fungoes Termodinamicas

Caso ferromagnético J > 0.

O funcional da energia livre é calculado generalizando-se o esquema proposto por
Thompson (¥ para o modelo de Ising, onde ele obtém esse funcional por integracao
da magnetizagdo. Por outro lado, é feita uma simplificagio do esquema de Thompson,
utilizando-se um formalismo simples e elegante desenvolvido por Christiano e Goulart Rosa

(4) para a obtengdo do parametro de ordem e consequententente da magnetizagao.

i

4.2.1. Magnetizagao

De acordo com Christiano e Goulart Rosa o parametro de ordem m pode ser determinado
calculando-se a correlagao (transmissividade térmica) entre o spin central Ay da arvore de
Cayley assimétrica fechada e o spin fantasma )\,, que simula o campo magnético exierno.
Lembrando que a arvore fechada, é formada por 4 ramos fechados como mostra a figura

4.1a, a correlagao entre o spin central Ay ¢ o spin fantasina Ay pode ser calculado facilmente
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da seguinte maneira:

Numa primeira etapa usando as regras de Composigao das correlagoes para obtencao do
mapa de B.P. podemos decimar todos os spin do interior dos ramos reduzindo a arvore
fechada no aglomerado da fig. 4.1b. Compondo mais uma vez as (7 — 1) correlagdes ¢ com
as (y — 1) correlagbes X, obtém-se o aglomerado da fig. 4.1c. Finalmente compomos o

aglomerado da fig. 4.2a para a obtengao da correlagao < AgA; >= m que é dada por

mP = (tXN)PXR,, (4.1)

b )\o >\°

i
! N
F | '
i /
! / 3 \ / ———d ’
NN b Xin!  / Xn
N ! / v x s
Vo X v |
Y N-L / /
v Ir 7 * ]
Wy 4 Ag A9
A A
w?.b
A9
(<)

(2) (b)

Fig. 4.1. Processo de decimagdo dos spius interiores dos ramos da arvore de Cayley

fechada.
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Ko |

|/ |
VAa x?
(2)

(b)

Fig. 4.2.  Processo de obtengao da correlagio < AgAg >.

No limite N — o0, X = Xn41 = Xn. Entdo a expressao (4.1) pode ser escrita na forma

mP = (tX)PXP, (4.2)

ou em termos das transmissividades, da seguinte maneira

_(+9)X + (p—-2)tX? (4.3)

1+ (p—1)tX?

E interessante neste momento escrever o mapa de B.P. de uma mancira que se mostrara

de grande utilidade para analogias com os resultados obtidos por Thompson para o modelo

de Ising.

L)
A expressao (1.9) do mapa de B.P. pode ser escrita na forma

1—tx, 17 L= Xy
_ . n - n 4.4
exp(—BpH) [1+(})—1)tXn] L+ (p— )Xo (4.4)
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Aplicando-se o logaritmo aos dois membros da equagio (4.4) obtém-se que

1 14 (p-1)tX,
= - 1)-ln
} B ¥ (7 )p " 1 - t-Xn

1, [1 + (p = 1)Xnps
P 1 - Xon

"

onde B = BH. Deve-se ressaltar que o logaritmo restringe o dominio de variagio de X1
de modo a tornar o seu argumento sempre positivo. Além disso o outro logaritmo restringe
o dominio de X, ao intervalo —1/(p — 1)t < X,, < 1/t. Essa dltima restricio equivale a
considerar o mapa de B.P. somente entre seus valores extremos o que o torna uma fungao
mondtona e portanto de comportamento dinamico semelhante ao caso tangente hiperbélica.

Definimos agora, em analogia com a tangente hiperbélica, uma fungio tanh,® que

denominamos de tangente hiperbdlica generalizada de ordem p

1 —e?®

tanh,© = T (p=1)e0

(1.6)

De (4.6) podemos definir a sua fungdo inversa como sendo

arctanh,© = ;—)En [M] .

5 (4.7)

Aplicando agora as defini¢oes (4.6) ¢ (1.7) em (4.5) obtém-se o mapa de B.P. na forma

arctanh, X, 11 = B+ (v = 1)arctanh,t X, (4.8)

ou

Xn41 = tanhy[B + (7 — l)arctanh,t X, ], (4.9)
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onde agora a transmissividade t = (1 = e7"#) /[l 4 (p — 1)e7?7] é a tangente hiperbélica

generalizada de ordem p, de 8J.

A expressio (4.9) generaliza a relagdo de recorréncia obtida por Thompson.

Vamos agora, usando a eq. (4.9), reescrever a eq. (4.3) para o parametro de ordem m, em
uma forma conveniente que sera utilizada posteriormente.

A equagao que fornece os pontos fixos do mapa de B.P. é dada por

X =tanhy[B + (v — 1)arctanh,t X]. (4.10)

A expressao (4.3) para o parametro de ordem pode ser escrita na forina

X 4tX 4+ (p-2)XaX

1+(p-1)XtX (4.11)
Substituindo-se agora (4.10) em (4.11) e tendo-se em conta que
tX = tanh,[arctanh,tX], (4.12)
obtém-se
_ tanh,Otanh,® + (p — 2)tanh,Otanh,d (4.13)
B 1+ (p — 1)tanh,Otanh,® '
onde
Q=B+ (y—1)arctanh,t X (4.14)
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® = arctanh,TX. . (4.15)

Porém como pode ser visto no apéndice A, o segundo membro de (4.13) corresponde &

expressao para a tanhy(© + @). Assim podemos escrever a eq. (4.13) para o parametro de

ordem como

m = tanh,[B + yarctanh,t X}, (4.16)

que novamente reproduz o resultado de Thompson para p = 2.

4.2.2. Energia Livre

A Hamiltoniana do modelo de Potts com p estados na presenca de um campo magnético

externo H aplicado na diregao “0” é dada por

N
H=—pJ Y éxn, —PH D br0 (4.17)

<iy> =1

onde o primeiro somatorio é feilo sobre todos os pares < ij > de sitios vizinhos mais préximos
enquanto o segundo é sobre todos os sitios da rede. O fator p na Hamiltoniana foi usado
para ficar coerente com a expressao (1.4) do capitulo 1.

A funcgao de particao do sistema serd entdo fornecida pela expressao

]\7
Zn(B, B) = Y _lexp(=BEpous {A})]lexp(pB > 61,0] . (4.18)
{7} i=1

onde
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EPotta = —PJ Z 5/\5,,\, (419)

<ij>

B = BH. ) (4.20)

A energia livre por spin ¥(f3, B) no limite termodinamico é dada por

lim

—BY(B,By= "y _NT'nZ,(8,B). (4.21)

Da expressao (4.21) da energia livre todas as propriedades termodinimicas podem ser

calculadas. A magnetizagio por exemplo é dada por

M(8,B) = 5 (~66(8, B) (1.22)

Porém a magnetizagao M estd relacionada com o parametro de ordem da seguinte maneira

(20),

MB,B)=1+(p—-1)m. (4.23)

Conhecendo-se entao o parametro de ordem a magnetizacio é determinada facilmente
através da expressao (4.23) acima. Por outro lado o couhecimento da magnetizagao permite
a determinagio completa da energia livre como mostra Thompson.

Pelo teorema fundamental do célculo dilerencial e integral tem-se que a menos de uma

fungdo ®(F) que
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- By(B,B) = /M(ﬁ,B)dB. (4.24)

Essa fungao ®(4) é determinada seguindo-se o esquema proposto por Thompson. Define-se

primeiramente as quantidades auxiliares andlogas a (4.18) e (4.21) como

N
Qn(B, B) = Ylexp(~BEpous (N} {explpB 3 (83,0 — 1) (4.25)
{1} 1=1
e
~ B8, B) = 4" tnQu(B, B). (4.26)

De (4.18) e (4.25) pode-se escrever que

QN(ﬂ,B) = e_NpBZN(ﬂs B) (427)

Tomando-se o logaritmo nos dois membros de (4.27), considerando-se o limite

termodinamico e utilizando-se as expressoes (4.21) e (4.26) podemos escrever

- IB‘P(IByB) = —pB - ﬂd)(ﬂa B)a A (428)
ou ainda, derivando-se (4.28) em relagao a B, obtém-se que

i[—ﬁ B,B)] = M(p,B) - 4.29

5p P8, Bl = M(B, 2 (4.29)

A vantagem da definigao das quantidades auxiliares pode agora ser entendida pois das

eq. (4.25) e (4.26) vemos que no limite de 3 — oo,
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—lim (0)

5o Be(B,B) = ~fp(B,00) = —BED, (4.30)
onde .
Eph, = —%, (4.31)

é a energia do estado fundamental por spin.

Integrando-se (4.29) desde B até o infinito obtém-se, tendo-se em vista (4.28) e (4.30), que
I [M(B,b) — pJdb = —Byp(B,00) + Bo(B, B)

(4.32)
= ~BES),, + pB + (8, B)

Substituindo-se (4.23) na expressio (4.32) a energia livre pode ser escrita da seguinte

formas:

BB, B) = BEN, ~pB+(p—1) [ (m(8,0) - 1]db (4.33)

determinado-se dessa maneira a fungao ¢(g).
A fim de calcular-se a integral (4.33) usando a expressio do parametro de ordem m dada

pela equagdo (4.16) vamos considerar primeiramente a seguinte integral:

~ [ ’ P
I = /B {%ﬂn[pcoshp(b + varctanh,t X)) — 5} db, (4.34)

onde b > 0 e X é o ponto fixo positivo do mapa.



Tendo-se em conta que pcosh,® ~ €’/ quando © — oo (veja definigao de cosh,® no
que p p q p

apéndice A) e que X(b) — 1 quando b — oo, a integral / sera dada por

I = ~¢tn[pcosh,(B + yarctanh,t X )]

(4.35)
+Larctanh,t + %B.

Calcula-se em seguida a mesma integral I eletuando-se em primeiro lugar a derivada

existente no integrando (veja apéndice C), obtendo-se comno resultado que

I'=(p-1)[g'[m(B,b) - 1]db
(4.36)
=3 {en[l + (p— 1)tX? = fn(l — tX) — €nl + (p — )tX] + fn(1 - t))

~

Utilizando-se a definicho do arctanh,! (veja apéndice A) na expressio (4.35) e entao

igualando-a a (4.36) obtém-se que
(p— 1) [g°[m(B,b) — 1]db = —n[pcosh,(B + yarctanh,t X)]
+3{n[l + (p — 1)tX?] — n(l — tX) — ([l + (p — 1)tX] (4.37)

+ [l + (p—1)1)} + 2.

Finalmente substituindo-se (4.37) em (4.33) obtém-se uma expressio para o funcional da

energia livre dada por



—{n[pcosh,(B + yarctanh,t X))
+2 {tn[l + (p — 1)tX?] — n(l ~ tX) — ([l + (p — 1)t X] (4.38)

+ ol + (p—1)t]} — & — 124

"

Para compararmos com a expressao de energia livre do modelo de Ising obtida por

Thompson, a equagao (4.38) pode ainda ser escrita (veja apéndice C) na forma

BY(B, B) = —fn[pcoshy,(B + yarctanh,t X))

+3 {nfl + (p— 1)EX?] = tn(1 —1X) — (n[l + (p — 1)t X]}

(4.39)
+I {1+ (p—1)t]+ (n(1 —t)}
_a6pJ _ pB
4 2
onde no caso p = 2 (Ising) recupera-se a expressio calculada por Thompson:
BY(B, B) = —(n]2cosh(B + yarctanht X )]
+3 {3n(1 — ) — tn(1 = £2X?) + (a1 + 1X?)} (4.40)
J
__1;L - B,

a menos dos dois ultimos termos. Esses termos correspondem a um deslocamento do zero de

i

energia devido ao uso do delta de Krouecker na definigao da nossa Hamiltoniana conforme

se mostra no apéndice C.



Fazendo-se uso das definigdes de algumas fungoes hiperbélicas generalizadas contidas no
apéndice A e de alguma dlgebra mostra-se (veja apéndice () que a expressao (4.38) pode ser

colocada na forma

BY(B, B) = ~ 1 en(1 - 1X)
+h;—21€n {e”B[l +(p—=1tX]+(p-1)(1 - t.\”)"} (4.41)

+36n(l - X) + 2en(1 — t) — Lnp

Como constatagdo da veracidade da expressao (4.41) ela é reobitida no apéndice B de uma
outra maneira usando-se um método proposto por Baumgiirtel (),

Pode-se eliminar a dependéncia explicita no campo B da expressio (4.38) e escrevé-la
numa forma que serd utilizada na segio 4.4. Procedendo dessa maneira (veja apéndice ()

obtém-se a seguinte expressio

=2
By =—(v—1)n(l —tX)+n(l - X)+ (o 5 )ﬂn[l + (p— )tX + %fn(] —t)—l(np
(4.42)
4.2.3. Suscetibilidade Magnética
A suscetibilidade magnética x é dada por )
x=24
(4.43)
=B(p-1)%5

Derivando-se a expressao (4.16) em relagio a B (veja apéndice C) obtém-se



% = sech’( B + yarctanh,tX).

(4.44)

(1=t X)[1+(p—1)tX]+tsech?[B+(v—1)arctanhpt X)
T (1=tX)[1+(p—1)tX]=(v—1)tsechZ[B+(y—1)arctanhptX]

Entdo de (4.43) podemos escrever a expressao para a suscetibilidade magnética na forma

kgTx = (p— l)sech?,(B + varctanh,t X)

(4.45)

(1-tX)1+{p—1)tX])+tsech?[ B+ {v—1)arctanhytX]
" Q=tX)[14+(p=1)t X}~ (v=1)tsech?[B+(v—1)arctanh,tX] [

Podemos ainda eliminar as secantes hiperbodlicas generalizadas (veja apéndice C) na

expressao (4.45) e obter-se a suscetibilidade magnética na forma

kBTX =

(4.46)

(p=1)(-X)(A—~tX)1+(p— ) X][1+(p-1 )t X]{(1+4)[1 —(p—1)t X 2]+ 2(p~2)t X }
1+(p-1)tX2P{(1=tX)1+(p—-1)tX ]~ (=1t (1=-X)[1+(p-1)X]}

4.2.4. Energia Interna

A energia interna é dada por

, 08¢ (3, B)

= —kg’
v Bl 57

(4.47)

Derivando-se a expressao (4.41) da energia livre, em relagao a T (veja apéndice C) obtém-se

que



ABv:(B.B) _ _H_ [N+(p-1)X][I+{p-1)tX]
8T = kpT?* [1+(p-1)tX?]

(4.48)

+ v [4e-1)X?1+(p-1)¢]
2kpT?* [1+(p-1)tX?)

Substituindo-se entdo (4.48) em (4.47) obtém-se finalmente a expresio para a energia

interna :

U = — 2+ (= X][1+(p-1):X]
[1+(p-1)tXx?]

(4.49)

i+ (p-1) X314 (p-1){]
2[14(p-1)tX7?}

Com a finalidade de checar a expressao (4.49) vamos calcular a energia interna do modelo
de Potts na rede de Bethe utilizando o formalismo desenvolvido por Christiano. Nesse

formalismo a energia interna na auséncia de campo magnético externo é dado por (1):

U(B,0) = —-75{[1 +(p—1) < Aoh >] (4.50)

onde < AgA; > é a correlagao (Lransmissividade térmica) entre o spin central Ay e o spin
vizinho Ay, na arovre de Cayley assimétrica fechada (veja fig. 4.1). Lembrando novamente
‘que, como na obtengao do pardmetro de ordem, deve-se considerar a arvore e nao somente

o ramo, pode-se usar o aglomerado da figura (4.1¢) conforme esquematizado na fig. 4.3, no

-}
(W]



calculo da correlagao < Agh; >.

(=) (b)

Fig. 4.3.  Processo de obtengdo da energia interna.

~

Aplicando-se as regras de composi¢éo ao aglomerado da fig. 4.3 obtém-se entao que

< AoAr >P=tP( Xy XN)P (4.51)

No limite N — 00, X = Xn41 = Xn. Entao a expressao (4.51) pode ser escrita na forma

< Aok >P=tP(X?)P (4.52)

S

Em termos das transmissividades diretas a expressao (4.52) torna-se

l—tD X2 D

< Ao > = oD

(4.53)
- t+[1+(p-2)1}X?

[1+(p-1)tX2?]

Substituindo-se (4.53) em (4.50) obtém-se finalmente que



_ _ﬂ 1+ (p-1)XYL+(p- 1) i
B0 = = T = Xy (1.54)

Pode-se observar agora que a expressdo (4.54) é idéntica a (4.49) com H = 0.

4.2.5. Calor Especifico

O calor especifico a campo nulo pode ser obtido derivando-se a expressao (4.54) da energia

interna a campo nulo, em relagao a temperatura, isto é:

C(B,0) = 229

4 2(p— — - p— - -
C(B,0) = P M= {1 + X)[1 + (p - 1)X7] (4.55)

+ 2(v=1)(1=t) X2 [14+(p~1)t][14(p—1) X]
A=t X)1+(p-1)tX]-(v-1)t(1-X)[1+(p-1)X]

4.2.6. Entropia

A entropia S é claculada utilizando-se a relagao bem conhecida da Termodinamica:

2~ Bu—py (4.56)

Deve-se ressaltar que as fungoes termodinamicas calculadas na segio 4.2 recuperam as

fungées obtidas por Peruggi et al "®). Os resultados de Peruggi et al siao expressos em

termos das variaveis ¢ e e” onde

l_lY
=x0=—— "2 . 4.
14 1+ (p-1)X (

[&4]
-1
~—

-~}
-1



_ 1+(p—-1)t.

K Dy-1
= (1
e’ = (t7) 1

(4.58)

Embora os autores nao fagam referéncias a mapeamentos, a eq. 3 da pagima 380 do referido

trabalho é a equagao de ponto fixo do mapa de B.P. que nas variaveis duais «,, = XPew=1tP

€ escrita na forma

_ oo [+ (p = 2fan + |

Tntl 14+ (p~ 1wz,

(4.59)

Caso antiferromagnético.

No caso antiferromagnético determinamos somente o funcional da energia livre porque
a partir de sua expressao pode-se determinar as demais fun¢des termodiniamicas. Como
estamos generalizando o esquema de Thompson devemos em primeiro lugar obter uma

expressao para a magnetizagio o que sera feilo a seguir.

4.2.7. Magnetizagao

A fase de baixa temperatura no caso de acoplamento antiferromagnético corresponde ao

ciclo X, X; do mapa de B.P. Assim no calculo da magnetizacao deve-se tomar a média
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aritmética das configuragoes da figura 4.1.

|
l |
' l
[ >\1 [ )\1
X, V7 v/
X X
r/ ™M ! / X
| / L
/ I /
y Vo)
J
(&) (b)
Fig. 4.4.  Processo de obtengio de magnetizagio no caso antiferromagnético.

onde X; e X; sdo os pontos pertencentes ao ciclo duplo atrator do mapa de B.P.

Denominado-se de m; =< AgAy > 0 parametro de ordem correspondente ao aglomerado da
fig. 4.4a e my =< Ay, > 0 parametro de ordem correspondente ao aglomerado da fig. 4.41
obtéms-se apds a composigio das transmissividades que

X+ Xy + (p = 20X X, .
1.60
TF (p = DX, X, (1.60)

ny =

‘X.Q + t-'\"l + (1) i ?_)[.\,1 ‘\’2 (l ()J)
1 + (]) - ])t}\‘ .\/.‘)_ '

mo =

Aplicando-se um procedimento analogo ao utilizado na determinagio da expressao (1.16),

para a magnetizagao ua regiao lerromagnética, obtéme-se que
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my = tanh,[B + yarctanh,t X, (4.62)

mg = tanh,[B + varctanh,tX,] (4.63)

{

Fazendo-se entdo a média nas configuragdes mostradas na figura 4.4 determinamos a

expressao para a magnetizagio que é dada por

= 1P—g-u(ml + my)
(4.64)
= ”%9 {tanh,[B + yarctanh,tX,)

+tanh,[B + yarctanh,t X,]}

4.2.8. Energia Livre

Uma vez determinada a magnetizagio passamos a calcular o funcional da energia usando
um procedimento anilogo ao desenvolvimento na segio 4.2. Agora entretanto devemos levar

e consideragao a existéncia do campo critico. Assim procedendo reescrevemos (4.32) como

B,
[ IM(8,0) = pldb = By(8, B) + B3, B) + p(B — B). (4.65)

Para o calculo da integral (4.65) procede-se como no caso anterior porém agora no lugar

de (4.34) considera-se a integral:

30



I'=[5 {%535 {€n[pcosh,(b+ yarctanh,t X,)]
(4.66)
Infpcosh, (b + yarctanh,tX,)] - g}} db

Lembrando que no limite B — B,, X; = X; = X, a integral [ " é facilmente obtida como :

I =tn [pcosh,(B. + varctanh,tX)] — E%
—%fn[pcosh,,(Bc + yarctanhyt X, )] (4.67)

—Yen[pcosh, (B, + yarctanh,t X,)] + %.

. ! . . . . .
Calculando-se agora a integral I eletuando primeiramente a derivada existente no

integrando (veja apéndice C) obtém-se que

I'= [P<[M(B,b) - pldb + Z {tn[l1 + (p — 1)1X? = n(1 - tX)
—fn[l+ (p— 13X} = T {201 + (p - 1)X; X3) — (1 — tX,) (4.68)

—nfl 4+ (p— 1)tX)] = n(l —tX,) - tall + (p - l)t,;(z]} .

Igualando-se as expressoes (4.67) e (4.68) obtém-se que
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JE[M(B,b) — pldb = tn[pcosh, (B, + yarctanh,t X]
~2{ln[l + (p - X} = tn(1 —tX) =]l + (p - 1)tX]} - %

-3 {n[pcosh, (B + yarctanhyt Xy)] + (n[pcosh,(B + yarctanh,t X))}

(4.69)
+1en[l + (p — 1)1X; Xp) + 22
—3{n(l —tXy) + a1 + (p— 1)tX;]
+ (1 —tX;) + [l + (p— 1)tX,]}.
Igualando-se as expressées (4.69) e (4.65), tendo-se ainda em conta que
B(B, B.) = —Ln[pcosh,(B + yarctanh,t X))
+3{n[l + (p — X = tu(1 = tX) — n[l + (p — 1)t X]) (4.70)

—3{n(l —t) + a1 4 (p - 1)1]} — 22eL _ 2B

4 Y

determina-se finalmente a expressao para o funcional da energia livre do modelo de Potts

com p estados, na rede de Bethe, na fase antiferromagnética:
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BY(B,B) = ——% {€n[pcosh,(B + yarctanh,tX;))

+n[pcosh,(B + yarctanhyt Xp)]} + 3l + (p — l)tXIXz]

3 {fn(1 —tX1) + o]l + (p — 1)tXq) + {n(1 - tX,) (4.711)
+fnfl + (p— 1)tX;) — n(1 —t) — {n[l + (p — 1)t}}

—28ed _ pB
4 2

Para p = 2 a expressao (4.71) se reduz a

BY(B, B) = —3 {€n[2cosh(B + varctanh,t X,)]
+fn[2cosh(B + varctanh,tX,)]} + (1 + t.X;X;)

=2 {tn(1 = 2X2) + tn(1 — (2X7) — (n(1 — (%)}

J
~ - p.

Novamente a expressao (4.71) recupera o resultado obtido por Thompson a menos dos dois
ultimos termos. A razao do aprecimento desses termos adicionais ja foi discutida na se¢ao

4.2.

Nao é de nosso conhecimento a existéncia na hiteratura de uma férmula semelhante a

expressao (4.71) para o modelo de Potts.

4.3. Fungoées Termodinamicas (v infinito)

As fungoes termodinamicas nesse caso (aproximagao de 3.W.) podem ser obtidas tomando-
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se os limites de v infinito nas expressoes obtidas na se¢ao 4.2. Devese lembrar que o
acoplamento é escalado de maneira que J — J/~.

Em primeiro lugar considera-se o caso [ferromagnético. Ein seguida, como foi feito no caso
de ramificago finita, obtém-se o funcional da energia livre para o caso antiferromagnético.

Nos calculos que se faz a seguir sao utilizados os seguintes limites:

limt .

=0 (4.73)
¥ — 00
bim tanhytX = BJ X 4.74
7__)oo7arcanzp = pJ. (4.74)
bom Y S pJ(p— J)X2 r
- 002€11[1 +(p- X% = — 5 (4.75)
bm vy N BIX -
7__)00-2-€n(1——t/\)-—— 5 (4.76)
tim v o BJp—-1)X ; -
S oogfn[l +(p-1X]= — (4.77)
tim 7 | _BIp—1) .
7_)oozﬂn[l+(p—1)t]— — (4.78)
bim ~ . BJ -
bm = 8J (4.80
v = oo\ = -.80)
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Caso ferromagnético.

4.3.1. Magnetizagao

Substituindo-se o limite (4.74) em (4.16) obtéin-se a expressao do parametro de ordem m

que é dada por

m = tanh,(B + fJX) (4.81)

Deve-se notar que no caso de ramificagéo infinita, levando-se em consideragio o limite

(4.73), a expressao (4.3) do parametro de ordem m se reduz a

m = X. (4.82)

Assim a expressao (4.81) pode ainda ser escrita na forma

m = tanh,(B + fJm) (4.83)
p

que para p = 2 recupera o resultado bem conhecido para a relagio de autoconsisténcia para

a magnetizagao.

4.3.2. Energia Livre
Por substituigido dos limites (4.73) - (4.79) em (4.39), obtém-se para o funcional da energia

livre a seguinte expressio

BY(B, B) = —tn[pcosh, (B + pJ X)) 4 L=Ax2

_(e=2)8JX _ gJ _ pB
2

xN
<



Mais uma vez um resultado de Thompson é recuperado quando se faz p = 2 na expressao

acima.

~

A expressao (4.84) pode ainda ser escrita numa outra forma que serd utilizada

posteriormente (veja apéndice C):

B = BJm + tn(l — m) + é-{(—”;—l-)’"f - ‘37”’ — tup (4.85)

4 -~

Podemos ainda mostrar que a expressao acima é idéntica a obtida por Wu (9 (veja

apéndice C):

,B’l/) — ]1+!p’—,~1!/\'[€n[1 + (P _ 1)‘\] + Q)-l)(l—-.);)f,u(l—.\')

—-%"[1 +(p—1)X? - tap

« 4.3.3. Suscetibilidade Magnética

A substituicao dos limites (4.73) e (4.80) na expressao (4.46) fornece a seguinte expressao
para a suscetibilidade magnética no limite de v iufinito:

(p -1 = X)[1+(p—-1)X]

I = TR X+ (= D)X :

los]
-1
~——

Para o caso p = 2 a expressao (4.87) se reduz a

1 - X?
k = —-——m——me—e ) ./17
BT x 171 = X7) . (4.83)

que pode ser encontrada, por exemplo, emi um livro de C.J. Thompson (2%,
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4.3.4. Energia Interna

A expressao da energia livre é obtida facilinente nesse caso fazendo-se t =0 eyJ — J na

expressio (4.49):

U8, H) = —H[L + (p = 1)X] - %Il +(p— )XY (4.89)

4.3.5. Calor Especifico

Novamente por substituigio dos limites (4.73) e (4.80) na eq. (4.55) obtén-se a expressao

para o calor especifico, a campo nulo, no linite de 7 infinito:

_ (= DXL+ (p = 1)X]

CB0) = o AT+ =X (4-90)

4.3.6. Entropia

-

Com a finalidade de comparar com uma expressao fornecida por Wu 9 vamos determinar
explicitamente a expressdo para a entropia no limite de v infinito. Como é sabido a entropia

. pode ser calculada de:

|

= Bu — B | (4.91)

Substituindo-se entao as expressoes (:1.89) e (4.86) na equagao (4.91) obtém-se de imediato

que
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£ = —BH[1 + (p - 1)X] = B0 g 4 (p - 1)X)

(4.92)
—M)ﬁl'—xll’n(l - X) + (np,
que no caso de H = 0 se reduz a expressao do Wu:
% N U ”Men[l +(p-1)X] - (p= 1) = ‘X)en(l —X) +tnp (4.93)

P

Caso antiferromagnético

Nesse caso como foi feito para o caso de v finito calcula-se somente o funcional da

energia livre. A partir dessa as demais [ungoes termodinamicas podem ser determinadas

por derivagoes.

4.3.7. Energia Livre

Substituindo os limites (4.74) - (4.79) na expressao (4.72) obtém-se a expressao para o

funcional da energia livre no limite de v infinito na forma:

BY(B, B) = —3 {€n[pcoshy(B + B.J X;))
+€n[pcosh,(B + fJ X3)|} + 9’;1-1132‘]—\—"33 (4.94)

+8E=A (X, + X,) - & 22

Mais uma vez recupera-se um resultado de Thompson quando se faz p = 2 na expressao

(4.94)
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4.4. Metaestabilidade no Modelo de Potss na Arvore de Cayley

A natureza da transigao de fase que ocorre no modelo de Potts ferromagnético foi discutido
primeiramente por Kihara et al (?6) na aproximagio de Bragg-Williams. Para p > 2 existe
uma transigao de fase de primeira ordem na temperatura critica T,(p), enquanto para p < 2
a transigao € de segunda ordem em T(2). Recentemente uim outro esquema de classificagao,
onde a transigao é de primeira ordem para todo p # 2 e de scgunda ordein para p = 2, surgiu
da aproximagao de Bethe-Peierls do modelo de Potts 7). Isse resultado é obtido estudando
o comportamento do sisterna bem no interior da arvore de Cayley e selecionando a solugao da
condigao de autoconsisténcia (ponto fixo do mapa de B.P.) como sendo aquela que fornece o
minimo absoluto da energia livre de cada fase. Nesse ultimo esquema a temperatura critica

t. correspondente a transicao de primeira ordem é dada por (27

—1)=(p =12/
= (p=-1)-=(p-1) _ (4.95)
(p=1)(p—1)0=2/v—1 :

Nessa temperatura a equagao (4.10) admite trés solugoes dadas por (?7)

‘\’1 — 1+(p—1)t,

p(p-1)
(4.96)
- _/.,\'D
X = 14(p=1)/XD
X3 =0 (4.97)

A primeira e a terceira correspondem as fases estaveis ordenada e desordenada,
respectivamente. O sistema sofre uma transi¢ao de primeira ordem em . caracterizada

« por um salto no parametro de ordem dado por (2%
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Am = 2—1)—_—1—;- (4.93)

Lembrando o fato que aproximagées distintas de aglomerados conduzem a uma mesma
descrigao qualitativa de uma transi¢ao de fase, somos levados a concluir que a discrepancia
entre os esquemas de classificagdo nao deve ser atribuida entre as aproximagoes de Bragg-
Williams e de Bethe-Peierls e que a explicagao deve ser outra.

A seguir apresentaremos um cenario completo onde os resultados acima podem ser
conciliados. Isso é realizado estudando-se o efeito do sinal do campo superficial H, no
comportamento do sistema.

A condicao inicial da transformagao do grupo de renormalizagio é determinada pelo sinal
do campo superficial H, de modo que uma cscolha diferente do sinal de I, produzird uma
solugao diferente para o parametro de ordem. Como uma conseqiiéncia, transi¢oes de fase
diferentes podem ser obtidas. O esquema de classificagao de Kihara et al, por exemplo, é
recuperado se o sistema for resiriado na presenca de um campo H, positivo. Para se obter
o esquema de di Liberato et al, deve-se usar condi¢dées mistas do campo superficial H,, que
é positivo para p > 2 e negativo para p < 2. Se, por outro lado, H, é escolhido como sendo
negativo, obtém-se a situagao inversa a analizada por Kihara et al, isto é: o sistema com
p > 2 sofrera uma transi¢ao de segunda ordem em 7.(2), enquanto para p < 2 existe uma
transicao de primeira ordem em 1.(p).

Embora a contribuigao dos sitios superficiais tenham sido suprimidos no calculo dos pontos
fixos e consequentemente no do funcional da energia livre o sinal do campo superlicial é
ainda relevante pois ele determina o ponto lixo. A alirmativa aciina relativa aos efeitos das

condigdes iniciais H, temn como suporte os seguintes resultados da teoria de mapas racionais

(22),

(a) O nimero de drbitas periddicas atratoras de um mapa racional R(.X) de grau d > 2

€ no maximo 2d — 2. Como cada ponto fixo especifica uma fase, o mapa de B.P. com

~
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interagoes ferromagnéticas J > 0 possui no maximo dois pontos fixos atratores.

(b) As érbitas atratoras de win mapa racional R(X) de grau d > 2 estao contidas no
conjunto de Fatou I'( 1), enquanto as érbitas repulsoras estao contidas no conjunto

al
‘

de Julia J(R) que ¢ o complemento de [(17).

(c) Seja p um ponto fixo atrator de R(X). Entao a bacia atratora de p é o conjunto
We(p) = {X|R"(X) = p} quando n — oo cuja [ronteira é J(I2).

() Os conjuntos de Julia ¢ Fatou siao completamente invariantes, isto ¢, se X € F'(R),
entao R(X) € I'(R) e R-Y(X)CF(R). onde R7Y(X) sdo as pré-imagens de X, Isso
significa que uma vez dentro de uma bacia atratora (ou em sua borda), um ponto

nao pode abandona-la por wina aplicacao de R(X).

m
") | pe?
p>2 | e - \‘
0 S SR fon S i
N ' v '
.'\ \\\
! N
./ 3
L 0 | 7
- ' '
~1/(p-1) pm—= ! =1/(p~1) —
1=1c(2) 1c(p) ' be1cl2) tclp) t
{a) (b)
Fig. 4.5.  'Tracado esqueindtico dos pontos fixos do mapa de 3. W, | na auséncia de campo

magnético externo, como [ungio da temperatura reduzida t = NhgT'/.J. As linhas cheias.
pontilhadas tracejadas ¢ pontilhadas denotam as fases estivel (minimo absoluto da energia
livre), metacstivel (minimo local da cucrgia livee) e instdvel (mmaior encrgia livre). As setas

indicam os intervalos onde vs pontos fixos sio atratores ou repulsores.
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Em altas temperaturas o mapa de B.P. possui somente uma bacia atratora, de modo que
nao importa qual seja o sinal do campo superlicial (inicial) Hp = Hg, o pouto fixo é o ponto
fixo paramagnético X = 0. Para uma certa faixa de 1']. e T' a equagao de autoconsisténcia
admite dois outros pontos fixos (vcja lig. 4.5), win atrator ¢ o outro repulsor. O sinal e
intensidade do campo superficial determinam de qual bacia atratora estamos partindo na
relagio de recorréncia e assim determina o ponto fixo do mapa de B.P. que sera atingido.
Observando que esses resultados sao independentes de grau do mapa consideramos, por
razao de simplicidade nos calculos numéricos, o limite de coordenagao infinita. Nesse limite
utilizamos a expressao (4.85) que é equivalente a energia libre obtida por Kihara:

+ BJ(p — 1)m? _Bd

2 2

& =

By = pBJm + n(l —m) - lup (4.99)

De acordo com Kiliara et al a temperatura critica

_2p=Y, (
phel = 5 tnlp = 1) (4.100)

é obtida da condigao B¢’ (m) = 0 e Ay(m) = F(0), enquanto a temperatura T:(2) é obtida
da condigdo que o ponto fixo paramagnético X = 0 torne-se indiferente. Utilizando essas

condigoes e selecionando primeiro /1y > 0 e entao /s < 0 obtiveinos os resultados mostrados
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na fig. 4.6.

telp)
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Fig. 4.6. A temperatura reduzida de transi¢ao é t.(p) = kg'l(p)/J (linha tracejada) ¢
t(2) = kgT.(2)/J (linha cheia) como fungao de p. A transigao em t.(p)[t.(2)] é de primeira
(segunda) ordem e a energia livre a baixa temperatura é um minimo local (absoluto). O sinal

do campo superficial para atingir essas fases estd indicado. Abaixo da curva ponto-tracejada

t.(p) a energia livre (minimo absoluto) fornece wina entropia negativa.

Fixando a temperatura e comparando as energias livres (veja fig. 4.7) obtidas usando-se
os diferentes pontos fixos do mapa de 3.W., verilicamos que as fases de baixa temperatura
da transigdo de primeira ordem em T.(p) sao aquelas que fornecem os minimos absolutos,
enquanto as fases de baixa temperatura da transi¢ao de seg;mda ordemn sdo sempre minimos

relativos. Obbservamos também que existe uma regiao de comportamento nao fisico com
violagdes de convexidade (8, A scguir fazemos um resumo dos resultados obtidos:
(a) A transicao em T.(p) € de primeira ordem. Para p > 2 a fase de baixa temperatura

é um minimo absoluto da encergia livre.

O sistema é bem comportado com um

03




(d)

Fig. 4.7.

calor especifico e entropia nao negativos que se anulam quando 7" — 0. Para p < 2.
embora a energia livre seja um minimo absoluto, a entropia abaixo de Ty(p) como

indicado na fig. 4.7.

A transicao em T,(2) é de segunda ordem. Nao existe violagao de convexidade para
qualquer p e a fase de baixa temperatura é um minimo local da energia livre. Para

p > 2 existe uma entropia residual S/kg = (n(p — 1).

O esquema de classificagao de IKihara ct al é obtido usando somente os pontos fixos

estaveis nao negativos (Hg > 0).

O esquema de classificagao de di Liberto et al onde as transigoes sao todas de
primeira ordem e obtido usando Hg > 0(Hs < 0) para p > 0 (p < 0). Na fase
de baixa temperatura, que é um minimo da eenrgia livre, observa-se violagao de
convexidade (entropia negativa) cm um sistema com p < 2. Na aproximagao de
Bethe-Peierls (nimero de coordenagao finita), além da entropia negativa a baixa
temperatura num sistema com p > 2 (veja fig .1.8), a violacado de convexidade

também se manifesta a baixa temperatura, no calor especifico, que se torna negativo

para p < 2 (veja fig. 4.9).

-, 75
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/
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/
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Energias livres correspondentes av ponto fixo estavel trivial X4 (linha tracejada)

e ao ponto fixo estavel X_ (linha cheia) do mapa de B.\W.

4




04 [ [} |l 1
0.3 p =15 —1
f{ =
0.2 - -
o
&
£ 0.14 -
5
0.0 s
-0.1 s
. -0.2 T T T T
0 R . 3 “ 5
exp(—paJ)

Fig. 4.8.  Entropia negativa a baixa temperatura na aproximacao de Bethe-Peierls.
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Fig. 4.9.  Calor especilico negativo a baixa temperatura na aproximacao de Bethe-Peierls.

4.4. Consequéncias da Simetria do Mapa

Mostramos a seguir que as propriedades locais do modelo de Potts com p estados na arvore



de Cayley com nimero de coordenagao 4, na temperatura reduzida ((J), na presenga de um
campo H sao mapeadas nas propriedades do modelo com p'(= p/(p — 1)) estados na mesina
temperatura ¢ na presenga do campo escalado ¢ invertidb M =~@p-1)I.

Ja vimos que o [uncional da euergia livre do modelo de Potts ferromagnético pode ser

escrito na forma (eq. 4.42):

BY(X,t,p,y) = —(y— 1)n(l = tX)+ (n(l — X)+

(4.101)
+02Am(1 + (p— 1)tX? + 2n(1 —t) — tnp :
Fazendo agora as substitui¢oes:

X=—(p -1)X, (4.102)
€

H=—(p -1H, (4.103)
em (4.101) obtém-se que

BY(X,t,p,7) = —(v— )l + (p' — 1)tX7]

+en[l + (p' = IX]+ D2l + (p — 111X (4.104)

+n(l —t)—tnp' + tn(p —1)

Porém da expressao (4.4) do mapa de B.P. podemos mostrar facilmente que
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—(y = DL+ (' - DX+ i1+ = 18] =

(4.105)
~(y =Dl =tX )Y+ (L =X )+op 1l
Substituindo-se entdo (4.105) em (4.104) vem que
BY(X,t,p,7) = —(7 = V(1 — tX’) + tn(1 = X')
+2Bm(1 + p' - 1)1X"]
(4.106)

+(l=t)=tnp +a(p' = 1)+ pp' Hl’

= BY(X',t,p,7) + ta(p = 1)+ Bp' il

Na fase ferromagnética X e X' sao os pontos fixos estaveis obtidos com condi¢es iniciais
" de sinais diferentes.

O resultado expresso na cq. (4.107) é também valido para o imodelo antiferromagnético cuja
densidade de energia livre, obtida seguindo o mesmo procedimento utilizado na determinagao

da expressao (4.42), é dada por

ByY(8, B) = —-%(’n(l —tXy) + (1 = Xy)

—1en(1 = tXg) + tn(1 = X7) + S2en[l + (p— 1)1X, X)) (1.107)

+3én(l —t) — tnp

Como um lembrete final devemos chamar a atengao que para se obter o resultado bem

conhecido que a encrgia livre do modelo de Ising (p = 2) ¢ wma fungao par no campo

T



magnético, isto é, que a energia livie ¢ invariante as transformacoes de escala e inversao
devemos adicionar a eq. (4.101) & contribuigao #(H + J/2). Lsses termos comio ja foi dito
correspondem a um deslocamento do nivel zero de energia resultante do uso do delta de
Kronecker na Hamiltoniana no lugar de produtos de pares de variaveis de spins como é feito

usualmente na definigdo da Hamiltoniana de Ising.
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CAPITULO 5

O PROBLEMA DA PERCOLACAO

5.1. Introducao

Faremos a seguir uma breve descriio do problema de percolagao de ligagoes a fim de se
introduzir a notagio e conceitos de algumas grandezas. Para uma introdugao a esse problema
citamos como referéncia o livro de D. Staufler (29),

A percolagao de ligagdes é um modelo geométrico de um sistema aleatério no qual

+ ligagdes unindo sitios vizinhos de uma rede sio colocadds ao acaso. Todas as ligagoes
sao independentes e 7 € 1 — 7 sdo as probabilidades de uma ligagdo estar presente e
ausente respectivamente. Dois sitios que estao conectados por meio de uma cadeia de
ligagGes presentes sio ditos pertencerem ao mesmo aglomerado. Para 7 < 7, onde =, é
a concentragao critica de ligagées presentes, todos os aglomerados sao finitos. Para 7 > Te
existe pelo menos um aglomerado infinito numa rede infinita. No estudo de percolagao de
ligagbes varias grandezas envolvendo a distribuicio de aglomerados podem ser calculadas.
Uma delas é a probabilidade de percolagao P’(7) que um dado sitio, a origein da rede por
exemplo, pertenga a um aglomerado infinito. Qutra grandeza iiportante na descri¢ao do
problema é o tamanho médio S(7) do aglomerado finito que contém a origem.

Um importante avang¢o na teoria de percolacio foi a sua conexio com um modelo de
Potts formulado por Kasteleyn e Fortuin ") em 1969. Essa-formulagao é extremamente atil
pois permite a aplicagao das técnicas j4 desenvolvidas em Mecanica Estatistica no probleina
geométrico da percolagao.

Neste capitulo mostra-se como a correspondéncia entre o problema de percolacao de

ligagoes e o modelo de Potts I-estado pode ser verificada explicitaimente.
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5.2. Probabilidade de Percolagao, P(r)

Da expressao geral, equagao (4.2), obtém-se que no caso p = | a transmissidade térmica

m entre o spin fantasma e o spin central da arvore de Cayley é dado por

m=(14+t)X —tX? (5.1)

Substituindo agora em (5.1) os pontos fixos dados pela equagao (3.9) comy =3 e h =0:

X=0 , t<l/2 (5.2)

X=02t-1/t* 1/2<t<1 (5.3)

e lembrando que a temperatura critica é t. = 1/2 obtém-se que a correlagio m é dada por

m=0 0<t<l/2 (5.4)

1-1\3
m=1——(—t-—) 12<t< 1. (5.

(1]
[ul ]
~—

Como nos restringimos somente ao acoplamento ferromaguético tal que t € [0, 1) a conexao
do modelo de Potts com o problema de percolacio é feito de acordo com Kasteleyn e Fortuin
estabelecendo-se a equivaléncia de ¢ com 7. Dessa lorma a expressao (5.5) é idéntica a

probabilidade de percolagao P(r)/ 7, isto é:
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m(t,0) = P(r)/x '. (5.6)

5.3. Tamanho Médio do Aglomerado S(r})

A suscetibilidade do parametro de ordem m para h = 0 é dado por

o

kT h /=0

Derivando-se (5.1) em relagao a h obtém-se

om ,
=5 = [(1+0) - 20x]

0X
oh (5-8)

Entao combinado (5.7) e (5.8) obtém-se que a suscetibilidade é dada por

-1, - - < ﬂ = (
B 'x = [(1 +t) 21A]h=0 ( o ),,___U (5.9)

Para calcular (0X/0h)h = 0 procede-se da scguinte maneira: A equagao do ponto fixo

para o modelo de Potts p =1 e v = 3 pode ser escrita na forina

X=1-(1=-h){1-tX)? (5.10)
Derivando-se ambos os membros de (5.10) em relagao a b obtéin-se
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&= [—(1 X (L= h)2(L = X))

(5.11)
=(1—tX)2 4201 - h)(1 —tX)&
ou
a}( (1 - tk')z
= 12
Oh 1421 —h)(1-1tX) (5.12)
que calculado em h = 0 fornece
0X (=X .
(61:.)h=0 T l=2u(1 - tX) (5.13)
Para obter-se (5.13) foi utilizada a equagao (5.10) com h = 0, isto é
(1-tX)?=1-X ) (5.14)

Substituindo-se (5.13) em (5.9) obtemos finalmente a expressao da suscetibilidade a campo

zero em fungao do ponto fixo X e da temperatura reduzida (:

o a4y —2ux10 - X)
X = 0oy

As suscetibilidades nas fases paramagnética (nio percolante) e ferromagnética (percolaute)

sao obtidas apds a substituicao dos pontos lixos

X =0, para t<1/2, (5.16)
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X = (2t =1)/t% para t>1/2, (5.17)

na expressao (9.15):

1+¢
-1/—_ N
B X= - < 1/2 (5.18)

(1—=¢)2[(L+ 0Ot =22t = 1))
t3(2t — 1)

ﬂ-—lx — (519)

Deve-se ressaltar que a expressao de 7'\ no regime de alta temperatura (¢t < 1/2) coincide
com a razao S(r)/w entre o tamanho médio do aglomerado finito e a probabilidade da ligacao

estar presente.

5.4. Energia Interna e Calor Especifico

A energia interna é determinada calculando-se a transmissividade tériica < AgA; >,

fazendo-se p = | na expressao (4.53) obtendo-se a seguinte expressao:

-

< /\0/\1 >=1+ (l - t),\"2

,—
ot
(S
<

~—

Da expressao da Hamiltoniana venios entiao ue a energia interna (por niimero de pares)

a campo nulo é dada por

UH=0)=-22 < \\ >

il

B4 (1 -1)X?
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onde N+ /2 é o nimero de pares de spins no sistema.
Considerando-se agora o caso v = 3 e substituindo os pontos fixos estaveis na expressio

acima obtém-se que

UH=0) _ n_og=_3Jt 5 - 0

I =u(H =0)= 5 , <12 (5.22)
—1)(2t - 1)?

u(H=0)=—§‘l t+(1 N D . L>1/2, (5.23)

2 A

Procedemos agora com o calculo de calor especifico cujo comportamento critico sera
analisado posteriormente.
Derivando-se as expressoes acima em relacao a 7' obtém-se o calor especifico por spin a

campo nulo:

3J%(1-t) .
TRV , t<1/2
C= (5.24)
3J2(1-1) [(2t—1)(262—Tt44)4("
TV 3 ] , L>1/2

5.5. Energia Livre

A energia livre é obtida derivando a expressao geral ¥(p) para o modelo de Potts com p-
. estados, em relagao a p, e tomando-se o limite de p — | conlorme a prescrigao descenvolvida

por Kasteleyn e Fortuin:

J
By(p=1)= (.)—pﬂtl'(l')b:. (5.2!

o
[
o

Na)

Por conveniéncia reescrevemos aqui a expressao geral da energia livre 2d(n fornecida pela
| 4

equagao (4.42) para o caso vy = 3:
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Bu(p) = =3n(1 = tX)+ Len {eB (1 4 (p = IXP 4 (- )(1 = LX)’}

(5.26)

+2n(1 - X) + Itn(l - t) - 2tnp.

Calculando-se agora a derivada, em relacio a p no ponto p =1, tem-se que
el - 3 K3 -
(%), =t & = tX) o ~
tar- g {7 L+ (- DEXP + (0 — (1 = LX)} ey
3 oX 3 ot 3

—2(1—Xl) (3—P.)p=l - 2(1-1y) (_P),)=| - 3

(5.27)

-~

= % [-\'1 (8),., +u (%‘—;‘l),m.}

+5.8 [BeB +3eP0 X + (1 -1, )3]‘.,

_.._3__(@.\_) ___3_(&) _3
21=-Xy) \op / p= 200-0) \p/ p= 2

ondet; =1-eP e X; =1—eH" gi0 as transmissidades correspondentes ao caso p = |.

Para p =1 ey =3 a equacio de ponto lixo do mapa de B.P. dado pela expressao (5.10)

pode ser escrita como

e P(1 - 1,X;)? = (1 - X)) (5.

o
[\
(v

e

ou ainda na forma

(I=-6X1)P° =B - X)) =-1,)) (5.29)
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Substituindo-se agora (5.29) em (5.27) ven que

(%), = oy (8), 2, + oy ()

75 [ BeP +3eBLX, +eB(1 - X,)(1 - 1,,)]

i () -t (2) -2
20-X1) \8p Jp=1 201-t1) \&p/p=zy 2

— 201 (1-X1)-(1-, X)) QB
- 3[ 2(1-X1)(1-1:X,) } (31’),,:1

2/\'1(1—11)-(1—l|.¥1) ot
+3[ 21-1)(1-11X,) ](311);;:1

+3[B430X 4+ (1= X)(1 = £,X) - 3]

Para obtermos a forma final da expressao para a encrgia livre devemos calcular as derivadas
(at/ap)p=l € ((?.X’/f);)),,=,.
Da definigao

1 — e P _
L I Sy (5.31)

obtemos que

(8) = pdeH = (1 = ¢ )
p=1

ap

ot
[
i~

~—

=e P [/3J - (1= e""’)] (5.3:

= =064 = 1y)
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A equagao de ponto fixo do mapa de BP comn y = 3 ¢ p qualquer pode ser escrita na forma

s 1=ty 7P 1-X
: [1+(P—1)tX T+ (p-1)X (5.33)

Derivando-se ambos os membros da expressio acimma em relagao a p e calculando-se o

resultado em p = 1 obtém-se que

—BeP(1- X0+ 2781 - 0 Xy) | =X, () - (%)

ip ap
(5.34)
~(1 =t X))t X) = - (f’ff,’g:)p=l - N1 - X))
Tendo-se em conta (5.28) e (5.32) a expressao (5.34) pode ser colocada na forma
=B = X0) = 2 [ (1 - )3~ 1)+ 4 (8
{5.35)

+(1 =t X)hX] = - (%) - X0 -X)

r=1

Dividindo-se ambos 0s membros de (5.35) por (1 — X;) e rearranjando os termos obtém-se

que

3 [2t:(l-X1)-(l—lx.’\'n) (_a_\_) 23X =1)(3-ty)
2(1-X1)(1-t1 Xy) ap p=1 (t—-06,X))

(5.36)
_3X1!2t)—lt _ Q_&
2

2

Substituindo-se (5.36) e (5.32) cm (5.30) obtéme-se linalmente que
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(QL’_'L) — S3NU-0)WI-t) 3N (en-1) 8B
ap - (1-t3X)) 2 2

2X,(1-ty)-(1-t: X))
+3(1 = t1)(8J - )[ 21(1—;1‘)(1-:..-‘\'1) ]
(5.37)
+1B+34,X + (1 - X)(1 - 4,.Xy) - 3] =

= ByY(p = 1) = - [B + Q;ﬂ + (l-z\'l)(h;\'n—3n+2)]

Como um teste de validade para os calculos da magnetizagao e energia interna feitos
diretamente da composigao de transmissividades mostraimos a seguir que essas expressocs
podem ser recuperadas partindo-se da expressao (5.37) da energia livre.

Derivando-se (5.37) em relagao a B obtém-se que

o_
m = ﬁJwgp- )l Beo =1 — (URS 2lt.+z) ('T\EL)
B=u
(-Xn) (2%, - aq
+ 2 —a—bL B=0 ()35)

=142t -6X0-1) (58,

onde XY é o pouto fixo do mapa de B.P. para o caso particular p = 1, 7 = 3 ¢

B = 0. Para obtermos a expressao lechada da magnetizagao é necessario calcular a derivada

0X1/0B)g=g. Isso é feilo derivando-se ambos os membros de (5.28) em relagao a B:
, S

)X ()\
—e Bl =, X2 =2 B =1, 8, [ L2 5.3t

Tendo-se em vista (5.28) podemos escrever (5.39) na forma:
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Sy 20 =X) (0XY (AN )
—=X)- (1 —1,X1) (i)B) - ((‘)H) (5.40)
ou
ld a'\’l - 0
(2t -tA°—1)(——) =—(1 = X" - ,.XY) (5.41)
' o aB B=0 I o

Substituindo-se (5.41) em (5.38) obtemos finalmente a expressio para a magnetizacao

o~

m= (1 + tl)‘\’l - tp\’lz (542)
que € idéntica a expressao (5.1).
Procederemos agora com o cilculo da cnergia interna que é obtida da derivada da expressao

(5.37) em relacao a 3:

u= 5% {— [B + 9—"—;1 + Q--'\'l)(h;\'l—-'“|+2)]}

= = [H+ %+ 200X, - 1) (%) + L=l ()] o
(620

= [H T T T (f;) ARl 20 t”] (5.44)
onde na dltima passagem levou-se om conta que

(d”;; = J(1—t) (5.45)
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Para o caso particular de campo nulo a energia interna lica escrita como

3 JI=XOX' =31 -t) 9x o
u(B=10)=- -;)—+ 1 ; ! + (245X - 1) -5171 . (5.46)

- ]

De maneira analoga como procedemos 1o caso da agnetizagdio a expressio para
(0X,/08)B=0 é obtida derivando-se ambos os membros de (5.28) em relagao a 3 e calculando-

se em B =0, obtendo-se
= 2(1 =, X7) [ X7 0 ) 4, (2N - (& (5.47
o o 0/" l d’/j B=0 - dﬂ B=o0 >4

‘Tendo-se em vista (5.45) podenmos escrever que

-

[1 = 26(1 = 4, XY)] (%) =2/ X1 = L,XO)(1 = 1) (5.48)
B=0

Por conveniéncia, que sera mostrada abaixo, a expressao (5.48) pode ainda ser escrita na

forma

[1 241 - .\";’)} ((’).\"1) 2N = X)) = 1y)
B=0

- , 5.49
(-uxy) |\ o (T=1xD) (549
pois de (5.28) com B = 0 tem-se
. 1-X7 .
(1-4,X7)) = (—171\15 (5.50)
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Multiplicando-se ambos os membros de (5.49) por (1 — ¢;X?) e agrupando-se os termos

semelhantes obtém-se

(2t — ;X7 = 1) (a“ ) = —=2JXV(1 = X)) = () (5.51)
B=0 '
Finalmente substituindo-se (5.51) em (5.46) vem que
aﬁ { -92J \0 1— XU)(I -1 ) + \0)(\:_3)“ 4)
(5.52)

=t +(1-1)X0 7]

que € idéntica a expressio (5.21), com v = 3.

5.6. Expoentes Criticos

Finalizamos o estudo do modelo com p = I calculando os seus expoentes criticos. Iniciamos
pelo calculo do comportamento critico do calor especilico.
Expandindo-se a expressao (5.21), vilida na regiao de alta temperatura, em torno do ponto

critico t. = 1/2 obtém-se que

hgln?
C ~ ’92" (14 (¢n2 ~2) €] (5.53)
onde
=1L, ; (5.51)
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De modo analogo a expansao da expressao (5.21) do calor especilico na regiao de baixa

temperatura fornece

~ 3k3£’n22

¢ 2

(1 + (31n2 + 2)(- €)]

—_
o
o
(3]

=

As expressoes (5.53) e (5.54) mostram um comportamento assintético tipo caspide linear

para o calor especifico. Nesscs caso,

a=a =-1 (5.50)

conforme definigoes dos coeficientes criticos dados por H.IE.Stanley39),
Calcularemos agora os expoentes criticos 3, 9, 7' e 6.
Das expressoes (5.5), (5.18), (5.19) e (5.1) obtém-se os seguintes cormnportamentos

assintoticos para a magnetizagao, suscetibilidade e campo magnético

m =~ (6(n2)(—¢) (5.57)
5¢n2 | )
X=- ; —%e“’ , I<T (5.53)
3 -1 e feal non
X=357€ ; T>T. (5.59)
J .
H ~ mnll (H.00)

- ! - rg
As expressoes (5.57) a (5.60) mostram que p=1,y=17"=1¢ 6 = 2. Todos os expoentes
«criticos obtidos para o modelo de Potts p = 1 concordam com os expoentes de campo médio

da percolagao. Assim a identificacio de ( com a probabilidade 7 é suliciente para que se

112



recupere as fungoes da percolagao ¢ scus expoentes. O procedimento usado automaticamente
satislaz os requisitos do teorcma de Kasteleyu-Fortuin. Obscrva-se ainda que os resultados
da percolagio podem ter uma continuacao analilica estendida a toda regiao a direita da
linha critica —3/4 = (1 — t)(1 = L). (Veja diagrama de fase, IMig. 3.2).

O procedimento apresentado acima é a [orma mais simples de se obter os resultados do

problema de percolagao que temos conhecimento na literatura.
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CAPITULO 6

CONCLUSAO
6.1. Motivagao e Estratégia

O que motivou a realizagio desta tese foi, em ultima analise, o nosso interesse na
aproximagio de campo médio do vidro de spins de Potts. Os resultados conhecidos na
literatura sobre esse modelo sdo contraditdrios e estimulam o engajamento, de pesquisadores
nesse assunto.

Como uma etapa preliminar de nossa pesquisa resolvemos obter um melhor conhecimento
da aproximagao de Bethe-Peierls do modelo de Potts regular. Isso foi conseguido, em grande
parte, nesta tese, através do estudo do mapa de B.P. que é a transformagio do grupo de
renormalizagdo no espaco real do mnodelo.

A estratégia utilizada no estudo do mapa de B.P. foi estender o dominio do parametro
p, que determina o nimero de estados da varidvel de spins, ao conjunto dos nimeros reais

[1,00) e o dominio do pardmetro t, temperatura reduzida, ao conjunto dos nimeros reais

-

(—o0, +00).

Isso foi feito para se ter um conhecimento mais abrangente do mapa. Muitas vezes
esse procedimento tem sido utilizado e trazido resultados surpreendentes. Como exemplo
podemos citar os estudos dos zeros de Yang-Lee 1) no plano complexo da fugacidade e o
conjunto obtido por Mandelbrot (*®), e que leva seu nome, quando ele estendeu o estudo do

mapa logistico X? + C ao plano complexo.

6.2. Resultados

As principais contribuigdes que esta tese trouxe para um melhor conhecimento da
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aproximagio de Bethe-Peierls do modelo de Potts foram, no nosso entendimento:

(a) A descoberta de uma simetria do mapa que permite reduzir de maneira drastica o

dominio do parametro p.

(b) A construgdo do diagrama de fases para o caso p = 1 e v = 3. Mostramos que
nesse caso o mapa de B.P. , é topologicamente conjugado ao mapa logistico. A
generalizagdo para y qualquer também foi considerado mostrando-se sua conj ugacao
com o mapa de Mandelbrot X7~'4+C. Ainda com relagio ao caso p = 1 mostramos

a maneira mais simples de recuperar os resultados da percolagio de ligagdes.

(c) Baseados no conceito de bacia atratora do mapa mostramos a importincia do
sinal do campo superficial na determinagio da ordem da transicio bem como na
estabilidade da fase de baixa temperatura. Conseguimos com isso esclarecer os

resultados de Kihara et al e os resultados de di Liberto et al.

(d) Fizemos uma generalizagio para o modelo de Potts do procedimento utilizado por
Thompson para o modelo de Ising na arvore de Cayley. Como uma constatacao
da veracidade dessa generalizagio recuperamos todas as funcdes termodinimicas
obtidas por Peruggi. Obtivemos além disso uma expressao fechada para o funcional
da energia livre na fase antiferromagnética, que nio temos conhecimento da
existéncia de similar na literatura. Ainda como um teste da nossa generalizagio
obtivemos o funcional da energia livre utilizando um método alternativo proposto

por Baumgirtel.

(e) Mostramos a existéncia de um valor critico p ~ 1.51 para o niimero de estados
da variavel de Potts, acima do qual nao é possivel a existéncia da fase cadtica na
regiao {isica. h

(f) Foi reobtido o mapa de Bragg-Williams como caso particular do mapa de Bethe-

Peierls no limite de 4 infinito.



6.3. Trabalhos Futuros

(a) Estudar a influéncia do campo magnético externo no diagrama de bifurcagao do

mapa de Bethe-Peierls.
(b) Determinagio das constantes a e é de Feigenba.urr; para o mapa de Bethe-Peierls.

(c) Estudar o caso 0 < p < 1.

(d) Estudar o comportamento das fungoes termodinamicas do modelo de Potts na rede

de Bethe, no caso antiferromagnético.

(e) Estudar sistemas alcatorios.
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APENDICE A

FUNGCOES HIPERBOLICAS GENERALIZADAS

Neste apéndice apresentamos as definigoes e algumas propriedades das fungoes hiperbélicas
generalizadas que introduzimos nesta tese. Essas fungdes recaem nas fungdes hiperbélicas
usuais quando p = 2. Elas sdo de grande importancia no estudo do modelo de Potts pois

permitem uma analogia desse modelo com o modelo de lsing.

DEFINICOES:

seno hiperbdlico generalizado de © = senh,©

ep9/2 _ e-p9/2
senh,© = " (A.1)

coseno hiperbolico generalizado de © = cosh,©

epe/2 + (p - l)e‘Pelz

cosh,© = " (A.2)
tangente hiperbélica generalizada de © = tanh,©
ep9/2 _ e—p9/2
tanh,© = (A.3)

eP®/2 4 (p — 1)e~rO/2

cossecante hiperbdlica generalizada de © = cossech,®

p

cossech,® = ey Rp—Y ' (A.4)




secante hiperbdlica generalizada de © = sech,©

= p
sech,© = T 1 (p = 1)o7 (A.5)
cotangente hiperbodlica generalizada de © = cotanh,©
_ epe/2 + (p__ l)e-P9/2
cotanh,® = Y (A.6)
RELACOES
senh,©
tanh,© = cosh, 0 (A.7)
cotanh,© = - (A.8)
P~ ™ tanh,© '
h® = —— AY
sechy™ = cosh,© (A-9)
ch,© = - A.10
cosech,© = senh© (A.10)
cosh,® + (p — 1)senh,© = €7®/? (A.11)

cosh,® — senh,© = ¢77°/2 (A.12)
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coshf,@ -(p- l)senh:@ + (p - 2)senh,Ocosh,O =1 (A.13)

sechf,@ +(p- l)tanhf,@ =14 (p—2)tanh,© (A.14)

cotanhf,@ - cosechf,@ =(p-1) - (p — 2)cotanh,© (A.15)

FUNCéES DE ARGUMENTOS NEGATIVOS:

senh,(—©) = —senh,0 ’ (A.16)
coshy(©)  (P—2) Lo

coshy(—0) = s er®/ A.17
=Ty Y- (A0
tanh,© N

tanh,(-0) = "1+ (p - 2)tanh,® (A-18)
cosech,(—0©) = —cosech,© (A.19)

o (p — 1)sech,©

sechy(—~0) = 1 + (p — 2)e”®/2sech,© (A-20)
cotanh,(—©) = —[cotanh,©® + (p — 2)] (A.21)

FORMULAS DE ADICAO (SUBTRACAO):
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senh, (0 + @) = senh,Ocosh,® + senh,®cosh,© + (p — 2)senh,Osenh, ¢ (A.22)

senh,(© — @) = senh,Ocosh,$ — senh, Pcosh,O (A.23)
coshp(© + @) = cosh,Ocosh,® + (p — 1)senh,Pcosh,O (A.24)

cosh,(© — @) = cosh,Ocosh,® — (p — 1)senh,Osenh, ®

(A.25)
+(p — 2)cosh,Osenh,
_ tanh,© 4 tanh,® + (p — 2)tanh,Otanh,®
tanh, (O + @) = 1 + (p — 1)tanh,Otanh,® (A-26)
_ tanh,© — tanh,®
tanh,(© — @) = 1 — (p — 1)tanh,©tanh,® + (p — 2)tanh,® (A27)
_cotanh,Ocotanh,® + (p — 1)
cotanh,(® — @) = cotanh,© + cotanh,® + (p — 2) (A-28)
_ cotanh,Ocotanh,® — (p — 2)cotanh,®
cotanh,(© — @) = cotanh,® — cotanh,® (A-29)
FORMULAS DE DERIVADAS:
d (P-2) ,
@senh,,@ = cosh,0 + 5 senh,© (A.30)
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d (r-2)
Ecosh,@ = (p— 1)senh,© — 5 cosh,© (A.31)

dt h,© = sech’© (A.32)
76 tanh,© = sech; ) :
Eécosechpe = —cosech,Ocotanh,©® — w 5 —cosech,,0 (A.33)
%sech,@ = —(p — 1)sech,Otanh,® + (p ; 2)scch,,@ (A.34)

d h,© = h’0 A
Ecotan p© = —cosech; (A.35)

FUNCOES INVERSAS:
/0202 + 4

arcsenh,© = %fn [p@ t 12) O+ 4] y—00 < 0 < oo (A.36)

a.rccosh,,@ = %fn [P6+3/p232-4(3’—1)J ,0 > Z@

(A.37)

[arccosh,® >0 ¢ o valor principal ]

_1, [L+(p-1)0 2
arctanh,© = pfn [ - ] oo <0<l (A.38)
arccotanh,® = lﬂn [9_—2&)_—1-_11 ,0>1 ou O<—(p-1) (A.39)

p —
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p+ /P~ 4(p—1)0?
20

arcsech,© = %fn [

},0<032 1’)’_1 (A.40)

arccoseh,© = %ln [p+ ' g®+ 10 ] ,O#£0 (A.41)
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APENDICE B

ENERGIA LIVRE DE B.P. - METODO DE BAUMGARTEL

Neste apéndice utilizamos o método desenvolvido por Bauingartel para o calculo da energia
livre na arvore de Cayley eliminando a contribuigao dos spins nos sitios superficiais. A energia
assim obtida € denominada de energia livre de Bethe-Peierls porque ela é idéntica a energia
livre na aproximagdo de B.P. para uma rede regular de nimero de coordenagio ~.

O célculo da energia livre de B.P. é realizado como segue. Numa primeira etapa calcula-
se a funcdo de partigdo Zn do sistema numa arvore de Cayley assimétrica fechada com N
geragoes numero de coordenagio v € com o spin fantasma wcongelado no estado “1”. Isso é
feito congelando o spin central e os spins na primeira geragao e efetuando o somatério sobre
todos os outros spins na arvore. Procede-se assim para todas as configuragdes possiveis do

spin central e de seus vizinhos A,. Somando-se todas essas contribuigdes obtém-se que

Zn =TT _ | (Z) 1260)" [z D]
/\u+1,...,,\,;e1

exp {BpJ [6(\, 1) + ... + 6(), 1)1] + BpHS(A, 1)} (B.1)

.exp {BpJ [6(A, Aut1) + ...+ 6(X, A)]}

onde

.

)

Z}(1) e Z}(# 1) sdo as fungdes de particio do ramo da arvore de igual geragio N que a
arvore com o spin do topo no estado “1” e diferente de “1”, respectivamente.

A expressdo (B.1) pode ser escrita na forma
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Zn = Lh=0 Ay EPA _1 {exp {(uBpJ + BH)(6A,1)].
’\u+l....,h¢l ‘ (BZ)
- €Xp {ﬂpJ [6()“ AIJ'H) +...+ 5(), )“y)]}}

onde

A= (Z) [Za )" [z # 1] (B.3)

Apés efetuar-se o somatorio em A a expressao (B.2) se torna

Zn = Tleo Ay {40 PP,

C Xt €XP{BPJ [8(1, Aurr) + .+ 6(1,05)]) (B.4)

.....

+ (p - 1) EK#{»I.....L’#I exp [6(2’AI‘+]) + s + 6(2’/\7)]}

onde levou-se em consideragao que todos os estados diferentes do estado “1” sao equivalentes.

Considerando ainda que

P Y-u

Z exp {BpJ [6(), Augr) + .o+ 6(A, A‘7)]} = E exp[,BpJé()\, Aut )] = (p—-1)"7¥

Aptl., Ayl Auta

(B.5)
e que

T s P (8P (82, Mt) + . 4 62, 0,)]) = [22,, explBpI6(2, M)l =

[eﬁpJ +(p- 2)]"—“

(B.6)
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podemos escrever (B.4) na forma
Zn = TheoAu {2 £ (p =177 + (p = 1) [ + (p-2)]

= Pl E’v=0 Au(eﬁpJ)u(p - 1)‘7-» + (P — 1) Z=0 A“ [eﬁPJ + (p - 2)]'7—;4

Substituindo a expressao de A, dada por (B.3), em (B.7) e agrupando os termos de mesma

poténcia obtém-se que

Zn = el T, (Z) e 250" [ - D28 (# 1)

(B.8)

+p— 1) Theo (;) e 25 (1)) {[¢* + - 2)) Z2(#£ 1)}

Lembrando que,

< n kin—-k __ n

Ig(k)ab = (a + b)", (B.9)
podemos entao escrever (B.8) na forma

Zn = M [P 28 (1) + (p - 1) 24 (# 1)] .

(B.10)

+p - D {Zk(1) + [e® + (p - 2)] Z4(# 1)}

O cardter hierarquico dos ramos nos permite estabelecer uma relacio de recorréncia para
Z}. Somando os spins na superficie de um raino com N geracdes a scguinte relagdo de

recorréncia entre Z§ e Z%_, é obtida:
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Zy(H,) = exp (v = )¥1Cy| 24 _, (H))

(B.11)
= {exp [T, (v = ¥ ""Cul } Zpar
onde
Caly = )tn [¢%7 + P 4 Pt 4 (p - 2)]. (B.12)
Da expressao (B.11) podemos escrever entao que
Zx(1) = enZpar(1) (B.13)
e
Zx(# 1) = onZpar(# 1) (B.14)
" onde
N
PN = exp [Z(v - 1)”‘"0,.] : (B.15)
n=1

Zpar(1) e Zpar(# 1) sdo respectivamente a fungao de partigdo do par com o spin do topo

no estado “1” e diferente de “1”.

Das definigées de Zpar(1) e Zpar(# 1) calcula-se entao que

Z;’v(l) = L,ONeﬂp”NS"‘

(B.16)
= oNYN
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Zh(# 1) = puePinims

(B.17)

= YN

onde

Yy = PPN (B.18)

Substituindo (B.16) e (B.17) em (B.10) obtém-se que a funcao de partigao da arvore de

Cayley com N geragées é dada por

i

Zn =@} (I + =D+ (0= D+ Yn + (p - 2)]"} (B.19)
onde
¢ = e’ (B.20)

Da expressao (B.19) determina-se de imediato a energia livre do modelo de Potts com

p-estados na arvore de Cayley com N geragoes:

Fy = —=KgTvytnpn

(B.21)
—KpTen {"H [(Yy + (p— D"+ (p— 1) [( + Yn + (p - 2)]"}

Uma vez calculada a energia livre da arvore completa procedemos o calculo da energia

livre de Bethe-Peierls seguindo a prescrigao de Baumgartel.
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Em primeiro lugar calcula-se a diferenga BAF entre a energia livre de uma arvore coin

(N + €) geragdes e a energia livre de (y — 1)! arvores com N geragoes:

BAF = BFnye— (v —1)'BFn

=7 [(‘7 - 1)npy — fn<PN+t]

(B.22)
+y=1)tn {e#H (Yn+ (- D"+ (P— 1) [(+ Yv + (- 2)I"}
—tn {51 (Vi + (p = D"+ (= )¢ + Yoae + (p— 2T}
Em seguida calcula-se a densidade de energia
BF = %}5 , (B.23)
onde,
Av= [(7(7__1):)_ J , (B.24)

-

€ o numero de sitios que a arvore com (N + {) geragbes possui a mais que a arvore com N

geragoes.

Substituindo (B.22) e (B.24) em (B.23) obtém-se que
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BF = 528 [(y = 1)tneon — o]
+ i (- Do (Y + (= DN + (= DI+ Y + (- 2))
—en{ePF (Yo + (p— DI + (p — DG + Yse + (2 — 27} }
Substituindo (B.14) em (B.25) obtém-se que
BF = g8 [T, (v — DVHnC = Tatl(y — DV
+ a5 {(v - Ve (Y + (- DI + (2 = DIC+ Yn + (- 2))7)
—tn{ePPH[(Ynge + (0 = DI + (2 = DIC + Ynae + (= 2]} }
- — B (SNt — Ve
| + a5 {(r = D [CYn + (0= DI + (0 = DIC+ Yn + (p = 2)]7)
—en{e"H((Yrye+ (p— D" + (p = DIC + Ynae + (p = 21"} }
= — s [Ziaitr - 1 Tesen]
= {(r = D PO + (= D] + (= DICH+ Vi + (0 = 2)]7)

—tn{e"PH[(Ynae+ (p= DI+ (p = DIC + Ynae + (0 = 2]} }

(13.25)

(B.26)

Tomando agora o limite termodinamico (N — o0) a dependéucia da densidade de energia

-

livre em ¢ desaparece obtendo-se a energia livre de B.P.
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(im
N = 00

BFgp = pF

= — e [t (y - 1))

+ i {[( = D = en{e Y + (0= D+ (p - DIC+ Y + (p - 2)"} }

= 2= 4 N {ePPHICY + (p— D] + (p— D¢+ Y + (p - 2)]")

(B.27)
b . (21 . o
Y = 1:,'”_4 YV = N'L o Yse (B.28)
Determinamos agora a expressao para Co,. De (B.12) vemos que
fim N
Coo = N o ooC"
(B.29)
= (v = Den[CY + (p - 2)
Entao finalmente obtemos a expressiao para a energia livre de Bethe-Peierls:
BFgp = —1("2;‘1(11[( +Y +(p-2)
(13.30)

+h-§ﬂt’n {e"”"[CY +(p=-D]+@p-DC+Y+(p- 2)]’}

A expressao (B.30) pode ser escrita em termos das variaveis:
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1=
S 14 (p-1)¢?

. 1-y7
T 14+ (p-1Y-V

De (B.31) e (B.32) obtém-se que

_ 4 (p-1)t
(= 1-1

=1+(p—1)X

Y 1-X

Entao:

_pll+(p - 1jtX]

Y+ (p-1)= 1—00=X)

p(l —tX)

(+Y+(p-1)]= =00 =X

Substituindo-se (B.35) e {B.36) em (13.30) obtém-se que
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BFgp = 1135'—1-%1;) - ﬂ’z—'llfn(l —tX)+ m{—uﬂﬁ(l ~t)

+ 10 n(1 - X) + 22l

(B.37)
+05%en {BH[1 + (p— )X + (p— 1)(L - tx)'}
— 1= pn(1 - t) — M=) - X)
ou ainda
BFgp = 7-(1;—llln(1 - tX)
+058n {H[1 + (p— 1UX]" + (p - 1)(1 - X)) (B.38)

+2fn(1 - X) + Zen(1 — t) + Lenp

A expressao (3.37) é idéntica a (4.41) como queriamos mostrar.
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APENDICE C

CALCULOS INTERMEDIARIOS

C.1. Derivada do mapa de B.P. calculada no ponto fixo

O mapa de B.P. (eq.2.1) pode ser escrito na forma

D l_tXn v _ 1_/Yn+l (C 1 1)
14 (p-1)tX, 1+ (p—1)Xo o
Derivando ambos os membros de (C.1.1) com relagio a X,, temos que
D[_1=tXy )72 [ =tfi+(p=1)tXn}-(1-tXn)(p~1)t
(v =1k [1+(p—l)tXn] { [14+(p-1)}tXn]? }
(C.1.2)
— =l (p=1)Xni1]-(1-Xns1 {p—1) 3Xny)
- [1+(p=1)Xn41)? 9Xn
D[_1-tx, 172 1
(v = 1)pth [1+(p-1)txn] I+(-1)iX.P
(C.1.3)
— - aXni]
T [ p-1)Xn41}? 8Xn
D|_1-tx, !
(7 - l)th [1+(p—tl)tX,, (l—tX,.)[l-]{»(p—l)tl\',,]
(C.1.4)
1 0Xn41

= I+G-1)Xomi P 9Xn

Levando-se em consideragao a expressao (C.1.1) podemos escrever (C.1.4) na forma
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(y=1}t(1-Xns1) 1
(14(p-1)Xn41] " (1=-tXn){14(p-1)tX0n]

(C.1.5)
- 1 0Xnyg
T ¥ (p-1)Xas1? 8Xa
ou ainda
8Xni1 _ (y=1)t(1=Xn31)14(p=1)Xn41]
aXn (1=t Xa)1+(p-1)tXn) (C.1.6)
No ponto fixo X = X,,; = X, vem que
9Xn4y — (=1t =XM1+ (p-1)X
( 9Xn ) Xo=X . Q=tX)[1+(p-1)tX] . (C.L.7)
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C.2. Calculo da Integral I (Eq. 4.26)
/ 19 tnipeosh, (b +yarctanh,tX)] - 2\ db (C.2.1)
Jp | db P P 2

Efetuando-se em primeiro lugar a derivada existente no integrando obtém-se

+ Zin[pcosh,(b+ varctanh,tX)] =

(C.2.2)

- 1 9coshy®
= coshy® 80

onde

O = b+ yarctanhytX - (C.2.3)

Entéo (veja apéndice A)

2 en[pcosh, (b + yarctanh,t X))

= 5;%;3 [(P = 1)senh,© — m',’—zlcosh,l,el 29
(C.2.4)

= [(p - 1)tanh,© — L;'z] [1 + (1-¢X)[133(p—1)¢z\']] %

(M

[2(p — 1)m(B,b) — (p — 2)) [1 + (1_:x)[11'(p-1):xn] €3

onde m(3,b) é o parametro de ordem.

Assim
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58,;[71 [pcosh (b + yarctanh,tX)] - 2 =

=3 2(p - 1)m(B,0) - (p - 2)]

+1[2(p ~ )m(8,5) - (r - 2)] [ ] - .

(C.2.5)
= 3 [2(p — 1)m(B,b) — (p — 2) - p]
+112(p — )m(B,p) - (v - 2)] oo v omT o
= (p= im(8,8) - 1)+ lepmton- Lo ox
Porér -omo
o €2
entac ~
(p=—1)m—(p=-2)= 2(p-1)(1+!)X+2(p-[ll-)'.((pp—_21))t§§;(p—2)[l+(p-l)tX’]
- 2(p-1)(1+t)X+(z[al-:()}[ﬂz;)—&);fr’-l—(p—l)tx’l (C.2.6)

— 2p-1)(A+t) X—(p-2)[1-(p-1)tX?]
- [1+(p-1)tX?]

Substituindo-se (C.2.6) em (C.2.4) vem que
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Ztn [pcosh, (b + yarctanh,tX)] - & =

_ t 2p-1)(1+4) X ~( —2)[1—(p-l)tX’]_6_z(_
=(p-1)[m(B,0) -1+ ¥ O+ (XTI )] 3t

Agora levando-se (C.2.7) em (C.2.1) obtém-se que

I=(p=1) 3 [m(B,b) - 1] db

t{2(p~1)(14) X - (p—2)[1-(p-1)tX?]} 53X
+1 7 { s e A e b b

Porém ¢é fdcil verificar que

H2(p-1)(1+) X ~(p-2)1—(p—1)tX?]} _
(1-tX)[t1+(p-1)tX )14+ (p-1)tX3] —

F {en[l + (p— 1)LX?) - tn(1 - tX) — tn[1 + (p — 1)tX]}

Substituindo-se entdo (C.2.9) em (C.2.8) obtém-se que

I=(p=1) f5°m(B,b) - L]db

(C.2.7)

(C.2.8)

(9)

(C.2.10)

+2 [ & {en[l + (p— 1)tX?] — fn(1 - tX) — €n[l + (p — 1)t X]} db

-~

Lembrardo que X(b) — 1 quando B — oo, a integral I fica expressa por

I=(p=1) [Pm(B,b) - 1]db

(C.2.11)

=3 {1+ (p— NtX? —tn(l —tX) — tn[l + (p — 1)tX] + tn(1 - t)}
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C.3. Equagao 4.39

Partindo da eq. 4.38:

59(8, B) = #(8, B) + Jenl1 + (p — 1)1) - 2

onde

®(B, B) = —{n|pcosh,(B + yarctanh,t X))

+3 {1+ (p- 1NX* = tn(l - tX) —tnl + (p - 1)tX]} - 2

A expressio (C.3.1) pode ser escrita na forma

pY(B, B) = ®(B8,B) + %enp +(p—-1)t] - ‘ﬂ’fJ _ ‘YPf:f

Lembrando-se da definigao de t

t = tanhy(SJ)

entao
BJ = arctah,t = zlst" [1 + (- l)t]

1-1t

| Substituindo-se (C.3.5) e (C.3.3) vem que
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Bw(B, B) = ®(B,B) + Hnl + (p— 1)t] — &L

~1fn [k

= &(8,B) + [tn[l + (p — 1)t] + 2n(1 — t) — 22X

= ®(8,B) + 1 {tnll + (p~ 1)t] + (1 - 1)} - ¥

Substituindo-se finalmente (C.3.2) em (C.3.6) obtém-se que
B(B, B) = —tn[pcosh,(B + varctanh,tX)]
+2 {n[l + (p — 1)X?] — fn(1 — tX) — fnfl + (p - 1)t X]}
+3{én(l + (p— 1)t} + tn(1 - t)}

—28pd _ pB
4 z°
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C.4. Justificativa das constantes adicionais na eq. 4.40

Na defini¢io da Hamiltoniana de Ising Thompson usou a seguinte expressio

Hrn = =BJ 2 0i0; — ﬂHZO’j. (C.4.1)
<ij> i
Entao
Zrh = Z ¥ Loci> S1or+OH Ly (C.4.2)
{}

Pode-se escrever, supondo o campo H na “direcao” +, as seguintes relacdes
b 9

gi0; = 25(0‘.’0j) -1 (C.4.3)

o, =26(0i+) -1 (C.4.4)

Assim a fungdo de particdo de Thompson pode ser escrita como

ZTh = 2{0} e2ﬁ-’ E(ij> 6(0’.‘0’_,‘) - ﬂ.] Z(ij) 14 2ﬂH 2" 6(0’;+) - ﬂH Zl
(C.4.5)
= e-ﬂJ E(ij) le'ﬁ” z:" 1 Z{a} 32,3" Z(ij} 6(0’.’01‘) + 2/3H Z:,' 6(0’.+)

onde

> 1=9N/2 # de pares de primeiros vizinhos
<ij>
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Zl =N # de sitios

T 7 Ty Sloso, wa0H Tblont) _ 7 (C.4.6)
{0}

onde Zy ¢ afungdo de partigio que usamos utilizando o delta de Kronecker multiplicado por
P

Entao

ZTh = eQﬁJNﬁ/ze—aNHZN (C.4.7)

Aplicando-se o logaritmo em ambos os membros da expressio (C.4.7) e tomando o limite

termodinamico obtém-se que

—6imN~-Y¥nZp, = _tim N-YnZ,

N>
- (C.4.8)
_5\z'lm—+ - N-n (e—ﬁJ-leze—BNH)
ou finalmente
J
BT = PN + % + BH (C.4.9)

como queriamos mostrar.
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C.5. Determinagéao da eq. 4.41

Partindo da eq. 4.39:

By = ~Ln[pcoshy(B + varctanh,t X))
+3 {1+ (p = 1)tX?] - én(1 — tX) - tn[l(p — 1)t X]} (C.5.1)

+1{n(1 —t) + o[l + (p-1)t]} — 222 _ 2B

By = —In[pcosh,(B + varctanh,tX)]
+3 {1 + (p — )LX?] — £n(1 — tX) — en[l(p — 1)tX]}
+3n(1 = t) = 2n(1 ~ t) + 2en[l + (p - 1){]

—28pJ _ pB
4 2

—Ln{pcosh,(B + vyarctanh,t X))

+3{fn[l + (p - tX?] — tn(l — tX) — tn[l(p — 1)t X]}
(C.5.2)
+3en(1 — t) + Jtn [=1k)

—28pi __ pB
4 2

Py = —Ln[pcosh,(B + yarctanh,tX)]

3 {nl1 + (p — DEX?) = tn(1 = £X) — fnf1(p — 1)LX]}

+3n(l —t) - 28

Porém:
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cosh,[B + varctanh,t X| = cosh, {[B + (v — 1)arctanh,tX| + arctanh,t X }

= cosh,[B + (y — 1)arctanh,t X]coshy|arctanh,t X|

+(p — 1)senhy[B + (v — 1)arctanh,t X]senh,|arctanh,t X]

Utilizando a férmula (C.5.12) do apéndice A podemos escrever que

"

= coshy[B + (v ~ 1)arctanh,tX] =

- e=PlB+(v~1)arctanhptX]/2 eplarctanhptX)/2
T 1-tanhp{B+(v-1)arctanhptX]" 1~tanhy[arctanhptX)

+( _ 1) e~PlB+(7=1)arctanhptX]/2 tanhp{B+(v—1)arctanhyt X}
P 1-tanhy(B+(v—1)arctanhptX]

e—PlarctanhptX) /240y farctanhytX]
1-tanhpfarctanhptX]

coshy[B + (v — 1)arctanh,t X]

e-p[B-l»('r)arcmnhplX] ~p{B+(v)arctanhpt X] xtX

= TTa=X)(1-txX) +(p-1)* 1-X)(1-tX)

-

onde na ultima passagem utilizou-se a equagio do ponto fixo do mapa de B.P.

Entao a eq. (C.5.4) pode ser escrita como

coshy|B + yarctanh,t X|

e~PIB+(v-1)arctanh,tX]/2 [1+(p=1)tX?]
(1=X)(1-tX)

Escrevendo
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—Len[pcosh,(B + yarctanh,tX)| = h;—nln[pcosh,p(B + yarctanhyt X )]
(C.5.6)
—3€n[pcosh,(B + yarctanhytX)]

Substituindo (C.5.5) e (C.5.6) em (C.5.2) obtém-se que

By = hiﬂln[pcosh,(B + yarctanhyt X))

-p[B+(v-1)arctanhytX])/2 [1+(p=1)tX?
_%Zn {pe p[B+(v-1)a C“"‘vp‘ ]/3{1—_1)%)_7(-}}

(C.5.7)
+3 {fn[l + (p = 1)tX? - €n(1 = tX)] - €n]l + (p - 1)t X]}

+3én(l —t) —- %B

B = ﬂ;ilén[pcosh,,(B + yarctanh,tX)] — -;lfnp
+1;LB + 3’43parctanhth + n(1 - X) (€59

=2fnl + (p— 1)tX] - 22 + n(1 - t)

ﬂ¢ = ]1;2!en {ep[B+('1—l)arctanh,,¢X]/2 [1 + (p - 1)e-P[B+(‘7—l)arctanh.th]/2]}

+@p3 + 1;2arctanh,,tX + 2¢n(1 - X) (C.5.9)

—Hn[l + (p— )t X] — Zenp + 1en(1 - t)

144



By = 1”’—:-317parctanh,,tX + ﬁ;llgn {1 +(p—1)e® [1+zp—-fll\,)tz\’r}

+Z2arctanhytX + 1n(l - X)

(C.5.10)
—2¢n[1 + (p— NtX] - Fenp + Fn(l — )

—2)pB
+(2!_%).L
By = 1_(__1'72-1 parctanh,tX + h;”fn {"B‘”ii?{%'f(',f‘{;[}’fi - }
+2én(1 — X) — 3n{l + (p— 1)tX] - Fénp (C.5.11)
+2en(1 —t) + =228
By = WLy [Le=RiX] _ A0 () 4+ (p - 1)tX]
+1:z-;2) in {ep8[1+(p—1)txr+(p—l)(l—tX)’}

(C.5.12)

+1fn(1 — X) — 3en[l + (p — )tX] - 3{np :
+1en(l - t)
= —2=lpn(1 — tX) + Ln(l - X) - 3np
+h;2)en {epB[1+(p—1):x1w+(p-1)(1-¢x)v} + 2tn(1 — 1) (C.5.13)

+%['Y— I(y-2) - 1](?n[l+(P"'1)tX]
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B = =U=lyn(1 —tX)
+1'£;-312n {ep3[1+(p-x):x11+(p-1)(1—zxw} | (C.5.14)

+3n(l — X) + Fen(l - t) — Lnp
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C.6. Determinagao da eq. 4.42

Partindo da eq. 4.38
B = —En[pcosh,(B + yarctanh,t X))
+1 {€n[l + (p — 1)tX?) — tn(1 — tX) — tn]l + (p — 1)t X] (C.6.1)

+en[l + (p—1)t]} — 22 — 280J

Ja vimos (eq. 5 da secido C.4 do apéndice C) que

1+ (p-1)tX?
(1—tX)(1 = X)

coshy(B + yarctanhytX) = e~PlB+rorctanhptX]/2 (C.6.2)

Substituindo a expressido acima em (C.6.1) vem que .
BY = LarctanhytX — in[l + (p ~ 1)t X?]
+én(l —tX) +én(l = X) + 3 {n]l + (p — 1)tX?
(C.6.3)

—n(1 = tX) + fnl + (p — 1)tX] + n[l + (p — 1)t]}

J
— 2P~ tnp

By = tn [%M] + =21 + (p - 1)tX7

-hg—zlen(l —tX) +én(l — X) ~ n[l + (p — 1)t X] (C.6.4)

+3n[l + (p—1)t] - 2én [ﬁ%’l_"—l)-‘] —inp
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onde na ultima passagem levou-se em conta que

BJ = arctanh,t = Il—)ln [}Ll(.’l_:_tl_)t.] (C.6.5)

Agrupando os termos semelhantes em (C.6.2) vem finalmente que

-~

B = —(7 — 1)en(1 — tX) + E=2¢n[1 + (p - 1)tX7
(C.6.6)
+én(l ~ X) + Zén(l — t) — énp
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C.7. Determinagao da eq. (4.44)

« Partindo da eq. 4.16:

m = tanhy[B + varctanh,tX] ' (C.7.1)

Derivando (C.7.1) em relagéo a B vem que

%—'['; = sech?[B + yarctanh,tX |3%5 [B + yarctanh,t X|

(C.7.2)
= sec2[B + yarctanh,t X| {1 + (l_tx)[ll'(p_l)m g_x} )
Porém como,

X = tanh,[B + (v — 1)arctanh,t X] (C.7.3)
entao

X (= 1)t X

—— = sech? - 7.

38 = ¢ 2B + (v — 1)arctanh,t X] [1 + (=X)L T (p = 1)tX] OB (C.7.4)
ou

—=1)tsech? ~1)arctan { s
{1 _ 1)‘(::*:‘[8'[’;(‘:(,’1_)1)‘;] h""]} g_)é = sechz[B + (v — 1)arctanh,t X]

- - \]—=(v—1)tsech? —1)arctanhpgtX
{(1 lirl m’}f-ﬁ}n‘,’i{:ﬁ‘{fﬁh Herct 'PM]} g._\' = sech’[B + (v - 1)arctanh,t X]

(C.7.5)
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ou ainda

X _ (1 =tX)[1 + p— 1)t X]sech?[B + (y — 1)arctanh,t X] C16
a8 (1 =tX)[1 4 (p— 1)tX] — (v = )tsech?[B + (y — 1)arctanh,tX] (C.76)
Substituindo (C.7.6) em (C.7.2) vem que
m = sech?[B + (v ~ 1)arctanh,t X|.
(C.1.7)
{1 + ytsech?[B4(v~1)arctanhptX) }
: (1=t X){14+(p=1)tX]—(y~—1)tsech? B+ (v—1)arctanhptX]
ou finalmente
gm = sech?[B + (v — 1)arctanh,tX].
(C.7.8)

(1=tX)[14+(p-1)tX]+tsech?[B+(v—1)arctanh,tX]
(1=-tX)[1+(p~1)tX]-(v-1)arctanhp[B+(v—1)arctanhyptX)
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C.8. Determinacao da eq. 4.46

Da férmula (A.11) do apéndice A obtém-se que

sech?[B + (v — 1)arctanh,t X|

= eplB+(r=1)arctanhytX] {1 = tanh,[B + (v — 1)arctanh,tX]} (C.8.1)

1-tX

= (1 = X)?%erB [LtlotiX "l

Porém da equagao de ponto fixo do mapa de B.P. temos que

1+(-1)tX]"™" 1+(p-1)X
rB = I
e [ 11X ] = 1% (C.8.2)
Substituindo entdo (2) em (1) vem que
sech3[B + (v — L)arctanh,tX] = (1 — X)[1 + (p — 1) X] (C.8.3)
Além disso da mesma forma
sech?[B + vyarctanh,tX] =
= ePB [h&%—&)ﬁ]" [1 — tanhy,(B + varctanh,t X))
(C.84)

— pB [1+(p=1)tX]7" [14(p-1)tX 2
=ef [ 1-tX [ 1-tX ](l—m)

_ [+ (p-DX]1+(p—-1)tX] {1 _ (1+z)x+(p-2)tx2}2
- (1-X)(1-tX) [1+(p-1)tX?)
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onde na tltima passagem utilizamos a eq. C.8.2 e a expressio 4.3 para o paidmetro de ordem
m.

Entao

sech?[B + (v — 1)arctanh,tX] =

— D+p-1X14+(p-1)tX] {1+(p-1)tX2—(l+t)X—(p—2)tX2 }2
- (1-X)(1-tX) [14(p-1)tX7]

(C.8.5)

_ [D+e=0)X1+(p-1)tX] [ (1-X)1-tX)\?
- (1-X)(1-tX) { il+(p—l)tX2] }

(1-X)(1-tX)1+(p-1) X][1 +(p-1)tX]
[1+(p-1)tX?)

Substituindo-se (C.8.3) e (C.8.5) na eq. (4.45), obtém-se finalmente que

(p=1)(1-X)(1-tX)[1 +(p—1)X][14(p—1)tX]
ksTx D+ (p—1)tX7)? y

(C.8.6)

(1+)[1-(p-1)tX?]+2(p-2)tX
(-t X1+ (p-1)t X] = (v-1)1 - X)[1+(p-1) X]
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C.9. Caélculo da integral I' (eq. 4.68)

Vamos calcular a integral I efetuando em primeiro lugar as derivadas.

2 tncosh,(b + yarctanhyt X))

(C.9.1)
_ -1
= Fhlpar [(p - l)senhpel - "%ICOShPG]] [1 + (1—!X1)[11t(})—1)/1\'1]%§l
onde
©1 = b+ yarctanh,tX; (C.9.2)
Entao
2 tn[cosh, (b + yarctanh,t X, )]
= [(P — 1)tanh,©, — b—;}l] [1 + TR T] a‘a')g*] (C.9.3)
= ;[2(p - D)mz - (p - 2)] [1 + (l-tX;)[llt(p—l)lXI] %
De maneira analoga:
2 tn[cosh,(b + yarctanh,t X,
(C.9.4)

=1 "
= 3 [2(p = 1)my — (p — 2)] [1 + (1-:x.)[1‘r(p-l)tz\’nl%x#

Substituindo (C.9.3) e (C.9.4) em (4.67) obtém-se que
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' _ (Be axX
I'=Jg % {{[2(1’ = 1)mg - (p-2)] [1 + (l—tXl)[l‘-Yi-t(p—l)th B

aXy
+3[2(p = 1)my = (p - 2)] [1 + (1-txz)[1'¢(p-1)¢x,) 3 } %} db

— (Be 1 Be [ [2Ap=1)ma—(p-2)}nt 8X
=Jp {%[2(17 - 1)mg—(p-2)] - f} db+ 5[5 \ G s ] %‘} db

+ 13 {326 - Dmi = (- 2] - 3 b+ § U5 { RERIRETR e b

{e=1) (Be(my — 1)db + £52 [Be(m,; — 1)db

t (Bc [_2(p-1)ma-(p-2) 3X; 2(p=1)m;-{p-2} 08X
+'}f3 {(1-:X,)[1+(p-1)t,\,] 3b + (1- th)ll;(p-l)tle—gaz}db

Porém

2(p— 1)my — (p—2) = 2(p — 1) TR _ (5 9)

— 2Ap=1)Xa+2(p-1)tX; +2(p—1)(p=2)tX; X3 —-(p—-2)~(p=1)(p=2)tX; X3
[14(p=1)tX; X3]

= Ap=1)(Xp+tX;)=(p-2)[1~(p-1)tX; X;]
[1+(p-1)tX1X3]

E da mesma forma

_2(p = 1)(Xi +tX5) = (p—2)[1 — (p — )tX,Xy]
p=lm-=(p~2= [+ (= DX X

Substituindo (C.9.6) e (C.9.7) em (C.9.5) e tendo em conta que

2
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(p—1) /B° B(m, — 1)db + ~—— (P / B(m, —1)db = / [M(B,b) — p]db,

(C9.5)

(C.9.6)

(C.9.7)

(C.9.8)



obtém-se que

I'= [B[M(B,5) - pldb + %[5« { Apziiipethulcloetlice byl oy

(1=tXy)1+(p-1)tX1][1+(p-1)tX,1 X3]

+ 2(p=1)(X1+tX3)~(p—2){1—(p—1)tX; X2] 39X,
(1-tX2)[1+(p-1)tXa)[14+(p-1)tX1X2] 8b

Porém

2 {26n[1 + (p — 1)tX1 Xa) — tn(1 — tXy) — €n[l + (p — 1)tX)]

—tn(l - tX;) — fall + (p — 1)1X5}} =

: {2(2—1)(xz+txl)—52-2)(1—(2-111X,X2] .08
=t X[+ (-1)tX )+ (p-1)tX1 X;] b

+ 2(p=1)(X1+tX2)-(p=2)[1-(p-1)tX; X2] 8X2
(1=tX3)[1+(p=1)tX3)[1+(p~1)tX1 X;] 8}

Substituindo (C.9.10) em (C.9.9)

I' = [5 B[M(B,b) - pldb+ 1 [P B{Z {2tn[1 + (p — )tX1 X,] — fn(1 — tX))

—tnfl 4 (p— 1)tXy] — n(l — tX3) — £n[l + (p — 1)t X4)}} db

Lembrando que B — B, => X; = X; = X obtém-se que

(C.9.9)

(C.9.10)

(C.9.11)

I' = [B<[M(B,b) = pldb + 2 {2¢n[1 + (p — 1)tX?] — 2n(1 — tX) — 26nl + (p — 1)tX]}

-2{20[l + (p - DX, X5] — n(1 —tX,) — In(l — tX;) — €nfl + (p— l)th]}}
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"= f§°[M(ﬂ, b) — pjdb + T{al + (p— INX = tn(1 —tX) —tn[l + (p - 1)tX})
=3{2n[1 + (p - NX1X;] - £l = tX,) — o[l + (p — 1)t X)) — tn(l = tXy)
=l + (p— 1)tX;]}

(C.9.13)
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C.10. Obtengao da eq. (4.85)

Partindo de (4.84)

BY(B, B) = —n[pcosh,(B + BJX)] + 12—1126”2

(C.10.1)
—(=2)8JX _pJ _ pB
2 2 2
Da definigao do cosh,® podemos escrever que
peoshy(B + BIX) = eMB+IXN2 [1 4 (p — 1)e~r(B+8IX)] (C.10.2)
Da equagéo (2.88) de ponto fixo do mapa de B.W. sabemos que
1-X
-p(B+aIx) _ __ 1= A 10.
e T E— (C.10.3)
Substituindo (C.10.3) em (C.10.2) obtém-se que
B =P BHIX)2 | ____ P 10.
pcoshy,(B+ fJX) =e 1T - DX (C.10.4)
Levando-se a expressio (C.10.4) em (C.10.1) pode escrever que
BY(B, B) = ~2HX — tnp 4 tn[1 + (p - 1)X] + L1IA2
(C.10.5)

~2}8J X
—'(Lz.‘),ﬁ——%']—pB

Utilizando novamente a expressao (C.10.3) podemos escrever que
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tnll + (p— 1)X] = pB + pBJX + (1 - X) (C.10.6)

Substituindo (C.10.6) em (C.10.5) vem que

ﬂd’(ﬁ,B) =p6JX + Zn(l - X) + ﬁJ(g;l)X’

(C.10.7)
—%" —inp
Finalmente, lembrando que no limite de v infinito X = m, obtém-se que
BY(B,B) = BJm + tn(1 — m) + BJ(p — 1)m?
(C.10.8)

—%! —~ énp
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