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RESUMO

Em decorréncia do grande avango alcangado pela mecanica estatistica devi-
do a introdugdo das idéias de invaridncia conforme as teorias de escala para sistemas finitos,
retomamos, neste trabalho, o estudo do modelo XY em campo transverso.

A principio, apresentamos uma anilise detalhada do comportamento
“crossover” caracteristico do modelo, onde incluimos cilculos melhorados dos expoentes da
susceptibilidade e do gap de energia anteriormente apresentados por dos Santos e Stinch-
combe.

Em seguida, uma andlise numérica do espectro foi desenvolvida,
considerando-se condigGes livres de contorno, e comparada com as previsdes da invaridncia
conforme.

Finalmente, as corregdes a energia do estado fundamental de cadeias finitas

foram utilizadas para obter o pardmetro que caracteriza as classes de universalidade (a carga

central c).



ABSTRACT

In view of the great advance attached from statistical mechanics due to the
conformal invariance ideas introduced to the scale theories, we take over at this work, the
study of the XY model in a transverse field.

At first, we present a detailed analysis on the sample’s typical crossover
behavior. An improved calculation of the susceptibility and gap exponents early presented
by dos Santos and Stinchcombe is included.

Nest, a numerical analysis of the spectrum, regarding free boundary condi-
tions was developed and compared with conformal invariance predictions.

Finally, the fundamental state energy corrections of finite chains were used

to obtain the parameter which distinguishes the universality classes (the central charge c).
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INTRODUCAO

No decorrer das iltimas duas décadas a investigacao dos fenémenos criticos
vivenciou um periodo especialmente importante, imprimindo avancos significativos na com-
preensao dos sistemas estatisticos.

Pode-se dizer que a primeira abordagem a despertar grande entusiasmo
consistiu na hipdtese de escala para sistemas finitos, & qual costumamos chamar de “finite-
size scaling” (Fisher e Barber (!) - 1971). Desde que as singularidades manifestam-se apenas
no limite termodinamico (sistemas infinitos), o finite-size scaling analisa a dependéncia dessas
singularidades com o tamanho do sistema, tratando sistematicamente os efeitos de tamanho
finito.

As idéias concernentes & invariincia de escala possibilitaram a introdugao
do chamado “Grupo de Renormalizagio” (Wilson e Kogut ® - 1974, Wallace e Zia 3 -
1978), que revelou-se bastante eficiente na explicagdo dos valores dos expoentes crfticos
obtidos tedrica e experimentalmente. O Grupo de Renormalizacio consegue dar também
uma explicacdo muito convincente para as chamadas “Classes de Universalidade™®), que
sao formadas por sistemas bastante diferenciados entre si apresentando porém, o mesmo
comportamento critico. Segundo as idéias de Wilson (®) os sistemas pertencentes a uma
certa classe de universalidade, tém o seu comportamento critico governado por um tnico
ponto fixo, que ndo depende dos detalhes da Hamiltoniana e sim de caracteristicas mais
gerais tais como a dimensionalidade da rede e do parametro de ordem.

Em conseqiiéncia da hipétese de universalidade se, por alguma rasio, a
dimensionalidade do parimetro de rede for alterada (devido por exemplo & mudanga de
acoplamentos na Hamiltoniana), entio o sistema poderé exibir um comportamento critico
totalmente diferente, governado por um novo ponto fixo. H4, no entanto, uma série de casos
intermedidrios para os quais “a priori” o comportamento critico deveria ser uma mistura dos
dois extremos. E como se o sistema fosse liberado para desenvolver a nova caracteristica,
cruzando de um comportamento ao outro. A investigacio desse fenémeno, denominado
“crossover”, tem se apoiado nas funcdes de escala (Riedel ¢ Wegner (® - 1969, Pfeuty e
outros () - 1974) bem como no Grupo de Renormalizagio (ver Aharony (7 - 19786).




A extensao natural das idéias de Wilson, ou seja, uma transformacao de
escala local, s6 foi realmente explorada a partir de 1984 quando ficou clara (®) a importancia
das transformacoes conforme (que localmente preservam angulos) no estudo da criticalidade
de sistemas bidimensionais. Quase simultaneamente ao trabalho de BPZ (® houve um grande
avango no entendimento das “coincidéncias” verificadas (*) em cilculos de finite-size scaling.
Foi Cardy (*® quem mostrou que ao imaginar a cinta infinita (geometria usual do FSS) como
sendo o mapeamento do plano através da fungio logaritmo, ficava muito ficil explicar porque
os indices criticos poderiam ser obtidos diretamente do espectro da matriz de transferéncia,
conforme vinha sendo feito por Derrida e De Seze (1)), Nightingale e Blote (1) e outros.
O trabalho de Friedan, Qiu e Shenker (), mostrando que a unitariedade conduzia a uma
quantizagao da carga central ¢ (ou mimero de anomalia conforme) permitiu que vérios casos
fossem estudados (numericamente) e classificados dentro desse novo espirito (¥, Algum
tempo depois se descobriu porém que a informagao acerca do ¢ estd contida no préprio
autovalor maior da matriz de transferéncia, o que permite (15®) entio classificar o modelo
de forma muito mais simples.

Tendo em vista o enorme avango conseguido nessa década, no que diz re-
speito & combinagio finite-size scaling - invaridncia conforme, parece natural revisitar mo-
delos que no passado j4 tenham despertado o interesse dos pesquisadores. Foi dentro dessa
perspectiva que nos propusemos a estudar o modelo XY com campo transverso, anterior-

mente visitado por dos Santos e Stinchcombe (!?), cujo Hamiltoniano se escreve

8 =~ % {ror + 30+ motot + (1 - niefela}, (r-1)

e que, nos casos extremos Y = 1 e v = 0, reprodusz respectivamente os modelos de Ising e XY
isotrépico em campo transverso. Esse modelo, que é crftico em (T'/J) = 1 qualquer que seja
o valor de 0 < v < 1 serviu de laboratério para que dos Santos e Stinchcombe(!? testassem
o seu “extended finite-sise scaling”. A necessidade de uma extensio do FSS usual aparece
em virtude da existéncia de dois comprimentos de correlagao importantes no problema que,
mérito do modelo, dominam o comportamento singular nos casos extremos (y=1, y=0) e
competem entre si (“crossover”’) para 0 < y < 1.

Neste trabalho nds testamos as hipSteses de dos Santos e Stinchcombe,

3




usando cadeias bem maiores (L < 18) do que aquelas por eles utilizadas (L < 9). A di-
ficuldade é que a maioria dos calculos precisa ser feita sob condicdes livres de contorno,
o que significa quebra de invaridncia translacional e conseqiientemente impossibilidade de
bloco-diagonalizar o Hamiltoniano com o rétulo do momento. Apresentamos também um
estudo detalhado do Hamiltoniano (I — 1), com condicges livres de contorno, sob o ponto de
vista de invaridncia conforme. Em particular levantamos o espectro para verificar que, na
regiao 0 < v < 1, ndo 86 a carga central vale 1 /2 mas também somente as representacdes 0
e 1/2 aparecem no espectro. O mesmo ocorre quando se estuda o modelo de Ising puro com
campo transverso sob condigdes livres de contorno. Quando tratamos o caso limite ¥ = 0
porém, os avancos sdo poucos. Ocorre que nesse caso a constante de normalizacdo do Hamil-
toniano (que deixa o Hamiltoniano invariante conforme) se anula o que torna praticamente
impossivel determinar qualquer coisa de relevante.

Esta dissertagio estd esquematizada da seguinte forma : no capitulo I a teo-
ria de escala para sistrmas finitos é introduzida, abordando de forma particular o fenémeno
crossover e, consequentemente, a hipétese estendida do F.S.S.. A teoria da invariancia con-
forme e suas relagdes com o FSS também se encontra nesse capitulo. No capitulo III o
modelo XY em campo transverso é apresentado seguindo-se algumas consideragdes acerca
do seu comportamento critico. Os resultados provenientes da andlise desse modelo, através
do finite-size scaling (susceptibilidade, gaps e expoente de crossover) sio apresentados no
capitulo IV, enquanto que a abordagem via invaridncia conforme, encontra-se no capitulo V.

As conclusGes sdo apresentadas no capitulo VI.
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II - A - INTRODUCAO

Em mecanica estatistica as quantidades termodinamicas sio fungdes zsingu-
lares da temperatura ou campos externos apenas no limite termodinamico, isto é, situaciao
onde a densidade p = N/V do sistema mantem-se fixa quando tanto o volume V quanto o
nimero N de particulas tornam-se infinitamente grandes.

Desde que operamos com sistemas reais (N e V suficientemente grandes,
mas nio infinitos) para obter informagdes relativas is propriedades crfticas, suas finitudes cer-
tamente manifestar-se-do substituindo as singularidades por picos suaves, que s sio vestigios
da transicdo verdadeira (veja Figura 1). Tais respostas termodinamicas, portanto, apresen-
tam uma concordéncia fortuita com as predigdes teéricas através de efeitos de tamanho finito
além das resoluges experimentais.

Com o intuito de contornar a dissonancia presente quando se decide investi-
gar a mecanica estatistica dos sistemas finitos, Fisher e calaboradores desenvolveram a teoria
de escala para sistemas finitos (finite-size scaling) com a justa preocupacio de elaborar sobre
a aproximagao ou caminho para a criticalidade de tais sistemas.

£ preciso, contudo, ao estudar sistemas finitos, distinguir entre as trés prin-
cipais geometrias: aqueles finitos em d dimensGes (geometria A) ou finitos em d' = d — 1
dimens3es e infinitos na dimensio remanescente (geometria B), que n&o sofrem uma ver-
dadeira transicdo de fase e, aqueles infinitos em d' dimensdes e finitos numa outra (geometria
C), que apresentam transicGes de fase quando d' > 2. ,

A anomalia presente na figura 1 relativa ao calor especifico de um sistema
de Ising bidimensional e finito dis respeito i geometria A, enquanto que na figura 2 esboga-se
a mudanga no comportamento critico da susceptibilidade de um sistema de geometria C.




T (L) et@®r T

Figura 1: Anomalia da curva de calor especifico de um sistema finito. A curva tracejada refere-se a2 um
sistema infinito (modelo de Ising em duas dimensdes) e no detalhe estio mostrados as grandezas ¢ (que

mede a distincia entre a temperatura pseudocritica Tiu(L) ¢ T..) ¢ § (que define a regidoc onde as curvas se
diferenciam).

inX

C ] Lln[xt.l (gl)] 1

Int = In(AT/T,)

Figura 2: Mudanca de comportamento da susceptibilidade do sistema.
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Figura 3: Calor especifico em fungio da temperatura de um sistema bidimensional finito de Ising.
. . 42
(ver Ferdinand and Fisher °, 1969)

A seguir nos ocuparemos com uma breve descrigio quantitativa envalvendo

o efeito da limitagao do tamanho sobre as propriedades de um sistema.

II-B - DISTORCOES DO PONTO CRITICO

Atendo-nos a figura 1, observamos que a divergéncia logaritmica carac-
terfstica da rede infinita (curva tracejada) desaparece no caso de rede finita (curva cheia)
tornando-se um pico arredondado cuja altura cresce com o tamanho do sistema (figura 3). A
posigio desse pico constata a anomalia existente naquele ponto onde considera-se a tempe-
ratura peeudocritica T'm(L) que se aproxima de T, (temperatura critica do sistema infinito)
quando o tamanho do sistema £ = L/a aproximarse do infinito, segundo




Tm()=T. b

- 5 (11 -1)

Esta caracterisacao da diferenca entre ambos os comportamentos é ainda
possibilitada através da superposicao da curva do sistema finito aquela do sistema infinito
com o que obtem-se a temperatura 7(£) na qual as curvas comecam a separar-se. Para

£ — oo, T*(¢) aproximarse de T, segundo

() -T. C
—F—~p (II-2)

Concluimos, a seguir, a relagio direta entre o expoente © acima apresen-
tado e o expoente critico » do comprimento de correlagio (§). Lembramos que T%(¢) é a
temepratura na qual a finitude do sistema comeca a refletir-se na resposta, o que deve ocorrer

quando o comprimento de correlagio tornar-se da ordem do tamanho do sistema (L), ou seja

§(T"(0) ~ L. (II -3)

Desde que nas visinhancas da temperatura critica o comprimento de cor-
relagdo do sistema infinito comporta-se da forma

e (T57) (U1 —4)
segue
- TN(L) =T
LW~ —5 (I1 ~5)
Comparando (II-2) e (II-5) conclui-se que
e=1/v (IT —6)
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O expoente A, apresentado em (II-1), contudo, nido aceita uma interpretagao
tao simples. Deve-se salientar, no entanto, que em muitos modelos A = © = 1/v (ver Barber

1983).
II-C - FSS

Consideramos, por simplicidade, uma rede hiperciibica d-dimensional de
tamanho I (geometria A). Quando mantemos L finito, h4 uma competicio entre dois com-
primentos caracteristicos do sistema, nominalmente o tamanho L e o comprimento de cor-
relacdo descrito em (II-4) para T ~ T.. Em outras palavras, se [ é finitoe T ~ 7. o
comprimento de correlagio restringe-se  extensio da ordem L : o comportamento critico é
inibido. Quando, porém, L — oo, o comprimento de correlacio tem alcance infinito.

Com base nas consideragdes acima, o comportamento assintético de qual-
quer quantidade termodinimica Q (tal como susceptibilidade, calor especifico ou compri-
mento de correlagao), calculado para um sistema de tamanho finito L (mas de extensio
considerével), é dado pela hipStese fundamental do F.S.S. da forma

Qu(T) = L*F(y) (I -7)

onde y = L/&(T).
Para a determinagio do expoente w tomamos o limite L — oo de X.(T) e

comparamos com a quantidade X ,(7") de um ferromagneto infinito

Xo(T)~ A (7;'—7')-1

T (IT - 8)

Dessa forma, devemos ter w = v/v ea fungéo do F.S.S. F (y) com as pro-
priedades (Fisher 1971)
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constante para y — 0
F(y) = (I -9)

y para y — 0o
A consideragio de um inico comprimento de correlagio relevante, na
hipétese do FSS, exclui qualquer poesibilidade da expressao (II-7) descrever um compor-

tamento tipo “crossover”, desde que este é caracterizado pela presenga de mais de um com-

primento de correlagio.
II-D - GRUPO DE RENORMALIZAGCAO FENOMENOLOGICO

O Grupo de Renormalizagio fenomenolégico proposto por Nightingale
(18,29), tem se mostrado um método bastante ttil na investigagio do comportamento critico
em sistemas estatisticos bidimensionais, isto é, na obtengido de temperaturas e expoentes
criticos a partir do estudo de cintas infinitas. Este método emprestou a hipdtese findamental

do FSS (II-7) que aplicada ao préprio comprimento de correlagio £, expressa-se como

EL(T) ~ LF(L/E(T)) (IT - 10)

onde £(T’) é o comprimento de correlagio do anélogo infinito.
A proposta de Nightingale decorre da observacio de que na temperatura

critica do sistema infinito

&(T.) — oo, ({I-11)

e, portanto, a razdo £;/£,, para duas diferentes redes elimina a entdo consiante F(0) resul-

tando em

€c(Te) = bér(Te) (IT - 12)
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onde b= L/L'.
Podemos inferir uma renormalizagao do inverso da temperatura § — g, da

forma

£(B) = b6, (8) (I1 -13)

onde 8 = 1/kgT (kg = constante de Boltzmann).

Uma estimativa da temperatura critica no limite L — oo decorre do ponto
fixo 8t = A = A na equagdo (II-13), com S} convergindo aparentemente de maneira ripida
para . com o incremento de L (detalhes em Privman e Fisher (20)), Na tabela I encontram-se

as estimativas de T, obtidas via (II-13) para o modelo de Ising bidimensional.

REDES Ke Y, = /v
2,3 0.42236| 1.0792
3,4 0.430884 1.0591
4,5 0.435953 1.0369
5,6 0438258 1.0233
6,7 0.439310 1.0157
7,8 0.43983 1.0113
8,9 0.440116 1.0085
9,10 0.440286 1.0067

10,11 0.440394 1.0054

11,12 0.440466 1.0045

EXATO 0.440687 1.0000

Tabela I - Estimativas da temperatura critica e expoente v obtidos através do

estudo de sistemas finitos. {(ver Nightingalels, 1976)

O expoente térmico yr pode ser avaliado a partir da derivada no ponto

12




critico

(%) = . (11 - 14)

Portanto, 5* = 8, = 1/kpT. é um ponto fixo da transiormacio (II-13) e o
expoente yr = 1/v pode ser obtido através de uma linearizaciao em torno desse ponto. Da

equagio (II-13), chamando £ a derivada de ¢ em relagdo a £, decorre que

yr = % = lﬂ(fif:fg;%;b(ﬁc)) -1 (II — 15)

Novamente, uma seqiiéncia de estimativas desta naturesa leva a excelentes

resultados para o expoente v, os quais também encontram-se na Tabela I.

II-E - MATRIZ DE TRANSFERENCIA E HAMILTONIANA
ASSOCIADA

Devemos ressaltar que, embora ji encontrados formalmente, os resultados
praticos acerca de T. e v exigem o célculo do comprimento de correlagio para sistemas
finitos, em fungdo da temperatura. Considerando-se um sistema com geometria B, podemos
escrever o comprimento de correlagio ao longo da diregio infinita como (veja Baxter 3V))

§1(T) = tn(ra/N) (IT - 16)
onde Ay e ); sdo os dois maiores autovalores da matris de transferéncia. Entretanto, serd
necessirio diagonalizar matrises de dimensbes demasiado grandes (por exemplo, 6 x 10* para
redes tipo Ising com 16 spins), o que dificulta a implementacio em computador. Ocorre que
as ;randezu universais nido dependem do parametro de rede e, por essa rasio, & possivel
ajustar as constantes de acoplamento de forma que, na diregdo infinita da cinta, tenhamos o
parimetro de rede 7 — 0 (limite do tempo contfnuo). Tal procedimento permite interpretar

13




a matriz de transferéncia como um operador de evolugio temporal

Toed, (II - 17)

podendo-se associar os maiores autovalores de T com os menores de H e a razio (%}) o
primeiro gap de energia (E; — Ep), a menos de constante.

Mesmo que impossibilitados, em geral, de diagonalizar essas hamiltonianas
exatamente, elas despertam um especial interesse pelo fato de serem mais simples (esparsas)
do que a matriz de transferéncia.

A divergéncia do comprimento de correlagio, que caracteriza uma transigio
de fase de 2a ou maior ordem, equivale (pelas equagdes (II-16) e (II-17)), na formulagio

hamiltoniana, ao desaparecimento do primeiro gap de massa

G = E, — Eo, (I - 18)

onde Eo(E;) é o estado fundamental (1o estado excitado).

Para sistemas finitos, o gap tem sua variagio caracterisada da forma

GaL*?, (I - 19)

o que leva & estimativa do expoente s/v segundo

En(GL/GL.)
n(Z/I")

s
-= (11 - 20)

Nas segBes que se seguem trataremos explicitamente da mudanca de com-
portamento presente em nosso hamiltoniano. Primeiramente dedicamo-nos a anilise do
crossover e i existéncia de mais de um comprimento de correlagio divergente. Feito isso,

passamos ao desenvolvimento da hipétese estendida do FSS.

14




II-F - CROSSOVER

Sistemas descritos por hamiltonianos que apresentam uma determinada
simetria, possuem um ponto fixo H* que caracteriza o seu comportamento critico.
H4 porém sistemas mais complexos que ndo podem ser classificados de forma

tdo simples. Vamos, por exemplo, considerar um hamiltoniano do tipo

H = Hi(g) + nHalg) (T -21)

onde I e A representam os termos de isotropia e anisotropia, respectivamente; g é um acopla-
mento constante, 77 mede a anisotropia e varia entre 0 e 1.

Com o intuito de ilustrar o crossover, consideremos que H descreva, por
exemplo, um ferromagneto de Heisemberg em um cristal com um eixo preferencial de simetria

(escolhemos o eixo Z), o qual provoca campos cristalinos que atuam sobre os spins. Tal

hamiltoniano pode ter a forma

= -2 T J(r)30).56") ~ n T S0, (I1 - 22)

' "
O parametro 7, entendido como um campo responsivel por uma quebra de

simetria é relevante sobre o ponto fixo de Heisenberg. Se  # 0 jamais alcancaremos o ponto

fixo de Heisenberg, mas o “cross-over” para qualquer dos pontos fixos de Ising ou XY:

15




P-F ISING

PF HEISENBERG
>
TEMPERATURA

P.F. XY

Figura 4: Projecio no plano (T, ) do comportamento critico de H.

Tendo-se em vista o hamiltoniano (II-21) passamoe agora ao tratamento
quantitativo do fenémeno ilustrado.

Considerando-se que H, tenha uma simetria reduzida em relagdo a Hj,
segue-se da hip6tese de universalidade que o comportamento critico isotrépico crusa-se sobre
o comportamento critico anisotrépico. Portanto, para 7 fixo, uma quantidade termodinamica

X(g,n) comporta-se como

lg — g:(0)|™ n=0,
X(g,n) ~ (IT - 23)
lg —g(mI™* n>0,

para g = g.(n), onde x e xp sdo, em geral, diferentes.
Segundo a teoria de escala envolvendo crossover proposta por Pfeuty et al®

(1974) a quantidade X(g, n) comporta-se da forma

X(g,n) =t F(n/t*) (II - 24)

onde
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t = (g~ 9.(0)) /9.(0) (II - 25)

¢ o acoplamento redugido, ® € o expoente de crossover e a funcdo F(Z) tem as propriedades

constante, =z << 1,
F(z) ~ (II —26)

(Z - zc)-xy Z =+ Z

onde z. é relativo a g.(n).

Pode-se considerar em (II-24), segundo Riedel and Wegner ) (1969), o
acoplamento redusido deslocado

t = (g — g(n)) /9.(0) (I1-27)

segundo o que

F(z)~

{ constante 2 << 1

20X (@ 2 >> 1.

Em z ~ 1 encontra-se a regiao de crossover no sentido de que para g < g%,

onde

7 = go(n) + An'/* (IT - 28)

e A é uma constante, o efeito da anisotropia torna-se dominante sobre o comportamento
isotrépico. E conveniente, para esquematizar esta imagem, voltar ao ferromagneto de Heisen-
berg. Quando 5 # 0, o calor especifico C comporta-se da forma

C ~ ™9y (nlt]™*). (IT - 29)

Contudo, para 7 pequeno, o calor especifico praticamente coincidirs com o ponto onde n = 0
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(C ~ |t|™y 2 (0)), exceto para temperaturas reduzidas tal que nft|™® >. 1, isto &, |t| <

n*/?. Dentro desta regido nds encontramos o comportamento de Ising, ou o XY:

C
| {1 @
REGIAO DE
CROSSOVER
— =
// e
- N~
i | PR
— -~
_ -
P \ - TI
17¢

1

Figura 5: Esquematizacio do crossover quanto ao calor especifico.

O expoente de crossover & pode ser calculado derivando-se X em relagio a

memn=20

aX

S lnmo ~ 4759, (IT - 30)

tal que a derivada do logaritmo de X comporta-se da forma

e vea 17, (1 -31)

Passamos, agora, ao tratamento da hipétese estendida do FSS (EFSS) onde,
como ja salientado, deve-se abarcar a possibilidade de mais de um comprimento de correlacao
que diverge. Para o crossover anisotrépico podemos definir dois comprimentos de correlagao
§1 € §3 de modo que para n = 0 ambos divergem em g.(0), ao passo que para n > 0, somente

um comprimento de correlagio diverge em d.(n) enquanto o outro permanece constante.
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Usando a forma estendida de escala podemos escrever:

& =t F (n/t?) (IT - 32)

& =t F, (n/t*) (IT - 33)

onde Fy(z) e F3(z) tem as formas assintéticas

A z—0
Fi(z) = (I - 34)
B zZ— 2z,
onde 4 e B sido constantes, e
A z2—0
F)(z) = (1T - 35)
(z=2z)™" z2—=¢2,

II-G - A HIPOTESE ESTENDIDA DO FSS

Voltamos a considerar a geometria A que encerra um hipercubo d-dimen-
sional de extensao finita L em todas as dimensdes.

Desde que pretendemos considerar a possiblidade de ocorréncia do fenémeno
crossover no limite termodinamico, devemos introduzir uma segunda varidvel na hipdtese
usual do FSS. As discussdes prévias sugerem que para um sistema finito a competigio entre
L/¢ e L/&, para g e n fixos, determinars qual comportamento critico devers ocorrer no
limite termodinamico.

A quantidade termodinamica X (g, 1), cujo comportamento critico em [, —

oo foi discutido na segdo anterior, deve comportar-se entao, para um sistema grande mas de
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tamanho finito L, da forma

Xp(g,n) = L*Q(L/é,L/&), (IT - 36)

onde a constante w serd determinada com base em condigdes a serem impostas sobre o
comportamento assintético da fungéo do EFSS Q(u, v).

Primeiramente, para g e n fixos tal que g =~ g.(7), devemos reproduszir a
forma de escala do crossover (II-24) quando L — oco. Para tal, com o intuito de cancelar -

qualquer dependéncia em L, podemos assumir

Q(u, V) u " G(u/v), (IT-37)

G sendo uma fungio de y = ufv = & /6.

Devido s equagdes (II-32) e (II-33), podemos escrever (II-37) como

Q(u,v) — L™t F(n/t*) (11 - 38)
onde
F(z) = Fr(:)GIFy(2)/ Fy(2)] (1 - 39)
tal que
X(g9,n) = Limp.oX1(g,n) =t F(2) (1T - 40)

Da comparagiio de (II-40) com (II-24), decorre

W= Xo/l’o (II—41)
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Requeremos, em seguida, que a fungdo Q recupere o “ansatz” usual do FSS
para 7 fixo. Logo, para L finito e n = 0 fixo, §; = &;, tal que
Xi(9) = L™ R(L/¢&,) (1 - 42)

onde R(L/&) = R(L/&;, L/&;). Contudo, para preservar a dependéncia em L e recuperar o
“ansatz” usual do FSS, devemos assumir para L finito, n > 0 fixo e g =~ 9:(n), que a funcio
Q seja separavel segundo

Q(uvv)~5(u)T(")v (IT - 43)

com S e T sendo fungbes de escala das suas variiveis. Por essa rasio, como paran > 0

§1 é uma funcio bem comportada de n (ver equagdes (II-32) e (II-34)), podemos escrever
u ~ L f(n) e esperar que
S(u) ~ u* ~[Lf(n)] (II - 44)

para primeira ordem em L, com ¢ a ser determinado.

Finalmente, podemos escrever para n > 0

Xi(9:m) = L [f(n))' T (L /&) (I - 45)

onde

e = x/v — xo/vo,

é consistente com a hip6tese usual do FSS.

E importante notar que a equagio (II-44) é somente vilida para L > &(g,n),

ou seja, a descontinuidade esperada em 7 = 0 no expoente em L apenas toma lugar em
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L — co. Para [ < &(g,n) préximo ao ponto critico instavel (g.(0)) o sistema comporta-se
ligeiramente diferente.
Estimativas sucessivas de ¥ (n), para o expoente em L na hipétese EFSS,

decorrem da equagdo (II-20) relativamente a X (g, n), ou seja

InXr41(ge(n) 1) — enX1(ge(n), n)

viln) = tn(L + 1/L) : (11 - 46)

d’onde deve-se produsir
¥(0) — xo/vo com [ — oo (IT - 47)
we(n) = x/v com L — oo (II — 48)

A rasi8o ®/vy pode ser estimada através de procedimento similar :
efetuando-se a derivada de X relativa a n sobre n = 0 e considerando (II-30) para %ﬂ,,:o,

obtemos

%ilm m LM Xelngn=t g ([ f1~w), (IT —49)

onde Z ¢é alguma funcio da varidvel de escala Lt*, o que implica

8(lnX L)
on

lymo ~ Lt®~*Y (L/t™™), (II - 50)

usando-se o fato de que para n =0

G=&LGt™. (II -51)

Quanto & funcéo Y (u), com uy = L/&; para n = 0 (conforme equacdes
(1I-35) e (II-40)), decorrem as propriedades:
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litey—ooY (t10) ~ g™ (IT - 52)

com o intuito de cancelar a dependéncia residual em L, e

iy (o) ~ ud/™™, (I - 53)

para evitar a possibilidade de um comportamento singular para L finito quando ¢ — 0.
Considerando-se (II-53) obtemos via (11-50)

d P
in (Elnx,, {g.(m] |,,,o) ~ ”—olnL (IT - 54)

tal que a razdo ®/v, explicita-se plotando em escala log-log a derivada logarftmica de X

com relagéo a n (em n = 0) versus L.
II-H - INVARIANCIA CONFORME

Evidencia-se nitidamente nas secdes anteriores o cariter fundamental do
principio da invaridncia de escala na determinacio de informagdes relativas ao comporta-
mento critico de sistemas estatisticos. Como vimos, podemos conhecer o caminho para a
criticalidade de um sistema estudando o comportamento de certas correlagées, quando uma
transformagao de escala (uniforme) é feita no sistema.

Contudo, no seu trabalho pioneiro de 1970 Polyakov (3%) sugere que na cri-
ticalidade o sistema apresenta uma simetria ainda maior, ou seja ele é invariante frente a
transformaces que o deformam preservando ingulos. Portanto na criticalidade, além da
invaridncia de escala o sistema apresenta a invariancia conforme. Decorre, entdo, que sob

uma transformagio de escala, na qual o fator A depende continuamente da posicio,

7 = MFF, (IT - 55)
23
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As fungdes de correlagio no ponto critico, continuam obedecendo uma equagdo semelhante

~
a

< Q](rl)‘bz(rg) v 2= H{;-IA—" < Q](f‘l)@g(r;) cee >y (II -— 56)

onde 7 é a posicdo relativa a rede original e # & rede reescalonada. Os nimeros z; sdo
expoentes criticos caracteristicos das densidades ¥;.

Tratando-se do caso mais geral de um reescalonamento ndo uniforme onde
A = Ar) (figura 6), a densidade ®; transforma-se localmente de forma que (II-56) per-
maneceré vélida contanto que 0 mapeamento r — r' corresponda localmente a uma dilatacao
e uma rotagio. Tal mapeamento preserva os angulos locais,mas pode deformar a tal ponto o

sistema que as duas funcdes de correlagio em (I1-56) acabam sendo avaliadas em diferentes

geometrias.

Figura 6: Mapeamento conforme onde a rede original, denotada por cruzes, ¢ deformada por uma trans-
formacéo que preserva os dnguilos.

Desses aspectos gerais da teoria conforme pode-se elaborar no sentido de se
efetuar uma anilise mais poderosa do comportamento critico de sistemas bidimensionais. E

0 que desenvolvemos nas préximas segdes.
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II-I - INVARIANCIA CONFORME E FSS

Partimos da transformagio logaritmica w = #nz proposta por Cardy (19,
que consiste no mapeamento de todo o plano z sobre uma cinta da superficie cil{ndrica.

Segundo Polyakov, a funcéo de correlagdo em uma e outra geometria nio sio independentes
e relacionam-se de acordo com a equagio

< Q(Zl, 71)@(29, 2'3) >T¢= |w‘(z1)|'|w'(zg)|" < Q(wl, W;)Q(WQ, w;) > (II - 57)
onde z é dimensio andmala da quantidade ® e w'(z) é a derivada de w com relagio a z.

A funciio de correlagio & esquerda dis respeito ao plano infinito que, na
criticalidade, é dada por

1

&(21,71)®(21, T) >p~ ———. II—58
< &(21, 71)®(21, 73) > P ( )
Escolhendo
L .
w= ﬂ-lnz (z = exp(y + 16)) (I - 59)

o plano todo é mapeado na cinta —L/2 < Imw < L/2, conforme mostira a figura 7.
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L/2 w(z)= =2 !

Re(Z)

of

-L/2

Figura 7: A transformacio w(s) = -29; {nz mapeia o planc » em uma cinta finita na direcio 4 (-g <8< I,'-)
e infinita em p.

Realisando-se as devidas substituicSes, obtemos para a fungio de correlacio

na cinta

(x/L)*

< ‘I’(wnwf)‘l’(wmﬁ) >T.= I%enh%(wl _ WQ)P. (II - 60)
que, considerando-se |un — wy| >> L/, resulta em
- -2x
< ®(wy, 1) ¥(waq, T3) >1,~ exp (-L—z|w1 - wgl) (I —61)

O decaimento exponencial explicitado em (II-61), revela uma forma fun-
cional radicalmente diferente daquela da fungéo de correlagio no plano Z. Entretanto, esse
fato est4 de acordo com a nova gecmetria correspondente a um sistema essencialmente uni-
dimensional, que por sua ves nao sofre transi¢io de fase a temperatura finita.

Comparando a equagio (II-61) com o decaimento
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e~ —wl€ (I - 62)

compativel com a dimensionalidade da cinta, chegamos & expressao fundamental que rela-

ciona o comprimento de correlagdo { ao indice z.

L& = 2ne, (IT - 63)

ou seja, a rasao (L/£L) é universal e est4 diretamente ligada ao fndice critico.

Dessa forma, quando lidamos com a fungao de correlacao spin-spin, obtemos
o expoente critico ) da magnetisagio desde que nesse caso 2z = 7. Se a fungio de correlagiao
envolver outros operadores, entao outros indices criticos serao obtidos.

Desde que a cada operador (cujo fndice critico vale z ) associa-se um com-
primento de correlagio diferente, a relagio (II-63) permite determinar os indices crfticos de
um modelo a partir dos virios comprimentos de correlagao. Estes, por sua fes, podem ser
obtidos da diagonalisacio da matris de transferéncia via equacio (II-16), o que j4 foi tratado
na segio (II-E).

II-J - ESPECTRO

Retornamos, agora, & fungdo de correlagio numa cinta de largura L, com
condigdes periédicas de contorno, calculada na formulagio da matris de transferéncia.
Através deste enfoque mmitas propriedades da matris de transferéncia de um sistema critico
numa cinta finita tém sido relacionadas a quantidades do sistema infinito usando-se o
principio da invaridncia conforme.

Consideramos a matris de transferéncia, expressa em (II-17), escrita na

forma

3
]
[

—2 (I - 64)
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onde “a” é o espagamento da rede. No limite do tempo continuo a — 0 (diregio temporal), H
pode ser pensado como um operador de evolugao temporal no espaco euclideano e identificado
com o hamiltoniano da teoria quantica de campos em (1 + 1) dimensdes. Nesta formulagao
os campos de escala $(u, v) tornam-se operadores $(v) atuando no mesmo espago de Hilbert
que a matriz de transferéncia. Usamos w para denotar um ponto da cinta, com w = u + v,
onde u ¢ a coordenada na direcio temporal ¢ v, na diregao finita da cinta (veja figura 7).
Devido & invaridncia translacional em v, os autoestados de /I podem ser
escolhidos como sendo os autoestados do operador momentum (—:8/8v) com autovalores K
quantizados em unidades de 2x/L. Assim, introdusimos um conjunto completo de autoes-

tados de H,|n, K > com energia En e momentum K.

An, K >= Enjn, K > (IT - 65)

-0
[ [ ]
[ ] [ ]
L] [ ]
o o
‘o
N

[ ] [ ]
.« o
l“E

= -aH

T ° .¢| ® ° N ° . -l- r r =e

L

4 [ ° [} [ [ . [ -

Figura 8 Reticulado utilizado no cilculo da fungiio de correlacio.
A funcio de correlagio entre os operadores $(u,, v) e B(u,, vy) segue-se do
traco

< $(u1, 1) $(ug, 1) >= T {1280 )P r—(w,) T2} 27, (IT - 66)

onde Z ¢ a fungio de partigio Z = T,{T'¥}.

Inserindo um conjunto completo de autoestados {Im >} teremos




< B(uy, v1)®(ug, v3) >= T, < m|TP&(vy) T =9 (v,)TEm > 21
= Topm & EmP+le=ln—uiBn < m|®(vy)|n, k > (I - 67)
< n, k|®(vy)|m > 271
Sendo P + (u; — up) + L = M podemos tomar M — oo, concomitante-

mente com P — oo, mantendo |u; — ug| fixo. Feito isso e mantendo a unicidade do estado

fundamental, a fungao de correlagio escreve-se da forma

< O(uy, v1)B(usg, v3) >= Y < 0|d(v1)|n, k > e~ Er=Bedmi=) ¢ Hid(v,)|0 > (IT - 68)

onde os elementos de matriz dependem de v; e v com o e*"1="2),

Usando a notagdo w = u + iv, podemos reescrever a fungio de correlacao

na cinta (II-60), da forma

(2x/L)"

< Q(ul, vl)‘b(ug, vg) >= (II - 69)
|2cosh (%(ul - u-,)) — 2cos (%"(vl - v,)) |=
Expandindo-se o denominador, obtemos, para uy; > ug
< Q('-‘1, vl)Q(uh 02) >=
20 ({1 -10)
= (sz_) Em,ﬁso Amase =t‘(s+m+ﬁ)(tl—-,)e'fi(m—ﬁ!)(ul-v3)
onde os coeficientes a,, sio dados por
_T(z+m)
apr = —"Ti.,(—:c)— (I I - 71)

Comparando (II-70) com a fungéo de correlagdo obtida na formulagio da

matriz de transferéncia (I11-68) conclufmos que a cada operador ®; corresponde um nimero
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infinito de autoestados de H, caracterizados pelos inteiros (m, 7), com energia e momentum,

respectivamente

2 2
Enm=Eo+ T(2i+m+7), Pam=T(m—m). (11 -172)

Se ®; possuir spin s; diferente de zero, 0 momentum seré modificado para 2x/L(s; +m — ).

Desde que, na cinta de largura L, temos um nimero finito de espagamentos
da rede, a matris de transferéncia terd somente um nimero finito de autoestados. Os estados
excitados de H, expressos em (II-72) com m # 0 e/ou 7 = 0, séo associados a operadares
com dimensio de escala z+m+7. Assim, o espectro de H é construido a partir de seqiiéncias

de niveis de energia, ou seja, “cascatas” da forma

Eo,Eo+gg-z.-,Eo-i-gLI(z;-l-1),...,Eo+?g-(z;+n),... (I1-713)

Chamamos de operadores primdirios aos primeiros de cada “cascata”, ou
seja, aqueles que correspondem acs niveis de mais baixa energia (Ey + 2z;) de cada
seqiiéncia i. Dessa forma, a partir do conhecimento das dimensGes de escala x; dos op-
eradores primarios, podemos, através da seqiiéncia (II-72), construir todo o espectro de 4.

Vemos ainda, de (1I-73), que todoe os “gaps” E, — E, escalam com L™! e
que, portanto, desaparecerdo no limite L — co. A inexisténcia de gaps no ponto critico é
a causa da invariéncia conforme (e, consequentemente, da invaridncia de escala) do sistema

em estudo.

II-L - CORRECOES AO TAMANHO FINITO E
OPERADORES PRIMARIOS

Em decorréncia do mapeamento do plano Z sobre a tira cilindrica de es-
pessura finita, outro resultado de particular interesse, relativo ao menor autovalor £, de
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H & apresentado. Segundo Blote et al (13 e Affleck (1%), devido & invaridncia conforme do
sistema infinito no ponto critico, o0 comportamento assintético do estado fundamental pode
ser predito tratando-se de uma tira cuja espessura L — oo. Para condigdes de contorno

periédicas, o resultado é

Boll) - - 25 400 (1 - 74)

onde e, é o limite da energia do estado fundamental por sitio, e c a chamada carga central
(nimero de anomalia conforme).
Quanto a condigao livre de contorno, naturaimente, em vista de se ter que

considerar a energia de superficie, decorre que

a xc

2 - re ) ar-m)

By =
T(L)- o —

A importancia desses resultados é que, como veremos a seguir, o nimero
de anomalia conforme contém praticamente todas as informactes acerca do comportamento
critico do modelo.

Segundo Belavin, Polyakov e Zamolodchikov (¥) parametrizando C da forma
seguinte

6

C=1- Ty

(II - 178)

com m racional, todos os expoentes crfticos serao obtidos como combinagio das dimensdes
hs,q obedecendo a fé6rmula de Kac,

A _(p(m+1)—gm)’ -1
PA 4m(m+1)

dI1-17)

Friedan, Qiu e Shenker () mostraram que, numa teoria unitiria com C < 1,
m deve ser um inteiro > 2, e que as dnicas dimensdes de escala possiveis para os operaodres

primarios provém da frmula de Kaccom 1 < g<p<m-—-1.
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Tais dimensdes de escala x e os spins S dos operadores primarios obedecem

as relagdes

x=h+R e S=h-R (II - 78)

no caso de condicGes periédicas de contorno.

Deve-se ressaltar, no entanto, que o acesso ao conjunto {hp, ¢} é insuficiente
para a determinacio do modelo em questdo e, tanto pior, para se estabelecer a correta
conexao entre os expoentes encontrados e os correspondentes operadores. Estudando o mo-
delo de potts com 3 estados por sitio, sujeito a uma variedade de condigdes de contorno,
Gehlen e Rittenberg (*, procurando solucionar a questéo, explicaram um subconjunto das
representagdes (h, k) associadas & anomalia conforme ¢ = 8/10 do modelo. Desde que este
valor de c deve também explicar o modelo de Ising tetracritico parecia rasoavel nio esgotar,
com o Potts-3, todo o conjunto dos h’s. Entretanto, segundo Cardy (3%), ¢ possivel chegar
as dimensGes ausentes da analise de Gehlen e Rittenberg considerando um novo tipo de
condigio de contorno.

II-M - INVARIANCIA CONFORME E ALGEBRA DE VIRAS-
SORO

A invariancia conforme decorre do fato de podermos descrever o comporta-
mento de sistemas estatiticos bidimensionais por operadores da teoria quantica de campos,
desde que, como salientado na segio (II-E), tais sistemas podem ser interpretados como
sistemas quanticos unidimensionais.

Em teoria quintica de campos, constitui-se numa caracteristica importante
lidar com estados com norma positiva, isto é, o espago de estado é um espago de Hilbert
e, portanto, a teoria é unitdria. As transformagdes locais nas coordenadas, enfraquecendo

acoplamentos numa diregio e fortalecendo na outra, sio geradas pelo operador caracterizado

pelo tensor momento-energia T,,.
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Assim, no estudo do grupo das transformagdes conforme, com o objetivo
de identificar os operadores que geram simetrias por translacdes, rotages e dilatacces,
deparamo-nos com o tensor momuntum-energia. Para assegurar que haja a invariancia de
escala giobal, o tensor T, deve ser construido de forma a ser simétrico (T}, = T,,) e com
trago nulo (T m0)-

Da decomposigio do tensor momento-energia em duas componentes inde-

pendentes T;z) e T'(Z), expandidas em uma série de Laurent, segue-se

T(z) = i Lyz™2, T(3) = f: Lz ™2, (II -179)

AWe=00 NBW=—00

Sob o efeito de uma transformagio conforme inifinitesimal

z—=z+e(z), T—Z+e(3) (1T - 80)
onde
2)= Y e, )= 3. %" nez (I1-381)

um campo local $(z, Z) tem sua variagio §® descrita na forma

§¥(w, @) = 2 ent1 [Ln, B(w, D)) + i Zas1 [Ty B(w, T)]. (IT - 82)

Podemos, ento, segundo a equagio (11-82), identificar os operadores L, e
I, como aqueles que geram as transformacdes conforme infinitesimais

z—z+e™ Fouz4T4+H (IT - 83)

Combinando devidamente os operadores L, ¢ I, geramos transformacdes
conforme de particular interesse porque definidas globalmente. Assim, definimos o grupo
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das transformagdes confrome globais

L, T, n=-1,0,1, ({I - 84)

Cujos operadores satisfazem as seguintes relacdes

m(m? - 1)
12

6m, -n

[Lmy Ln} = (M — n)Lopgn + ¢

m(m3 — 1)6

[‘Lmv Ln] = (m - n)rm+n +c 12 my — T3 (I- 85)

[Lmi L] =0

onde a constante c, apresentada na secio anterior, & a constante denominada anomalia
conforme ou carga central da algebra de Virassoro. Desde que pretendemos teorias unitarias,

devemos impor a condicio de hermiticidade para T'(z), o que deverd prover-nos das relagdes

L}=-L_, IT:'=T., (IT — 86)

A dlgebra das transformagdes conforme locais é, entdo, um produto de duas
algebras de Virassoro, L, e I,, que comutam entre si.
Finalizando esta secio, é importante ressaltar que a dlgebra de Virassoro é

a extensao central da ilgebra dos operadores diferenciais

L” = zn-t-l_i

& "= 0, £1, £2, (11 - 87)

de cujas regras de comutagio, decorre

(Lnys L) = (m = n)Lpypm. (1T — 88)
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II-N - ESPACO DE HILBERT E REPRESENTAGCAO DA ALGEBRA
DE VIRASSORO

Desejamos, nesta segao, caracterizar a algebra de Virassoro através dos esta-
dos |k >, representados justamente mediante os campos primarios $(0) da teoria conforme,
ou seja

Ih >= 8(0)|0 > (II - 89)

Considerando-se a expansdo do operador produto entre o tensor energia e

o campo primério $(z), encontramos

[Ln, ®(w)] = § ££2"T(2)®(w)
(Ir-9)
= h(n + Nw®(w) + w1 ad(w),

tal que [L,, ®(w)] = 0,n > 0. Segue-se, entio, que o estado |k > deve satisfazer as relagdes

Lolh >= hlh > L,k >0, n>0. (II-92)

Contudo, para que (II-92) se estabeleca, outras importantes condigdes ac-

erca dos operadores L) s derivam do requerimento de regularidade do que se segue da ex-

presséo (II-79)
T >=3 Lz™%0>, T(z) =Y I, (II —93)
em z = 0. Evidentemente, somente termos com m < ~2 sio permitidos, tal que
Lj0>=T,|0>=0 n>-1 (IT - 94)
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Outra condigdo a ser satisfeita pelo vacuo, de modo a torni-lo invariante

sob as transformagdes conforme, exige

Lo_*llo >=0. (II - 95)

Obtém-se ainda as expressdes em (1I-92) das relagdes de comutacao (II-84)

com m = 0, do que resulta

Lo(Lalh >) = (h = n)(Lalh >), (IT - 96)

E possivel a identificagio, em (II-96), de L, com um operador de levanta-
mento se n < 0, e de abaixamento se n > 0, daf as relagdes em (1I-92). O espaco de Hilbert
¢ gerado aplicando-se o operador de levantamento ao estado fundamental {0 >.

Todo estado que satisfaca (11-92) & conhecido como estado primaério, a partir
do qual, e assegurando-noe de (II-96), geramos todos oe estados excitados segundo o bloco

conforme
nivel
|h > 0
L_,lh> 1
L_slh >, I3,|h > 2
3

Loglh>,LoyLglh >, I3 |k >

(1 -97)

Em sintese, verifica-se a expressio

th+r>=L,, ...L_ |h> r; > 0, (11 — 98)

onder =r;+...+ryg.

O nimero de operadores relativos ao nivel N equivale a0 nimero de

particdes do inteiro N(P(N)), todos com dimens&o de escala z + N.




E de fundamental importancia notar que nem todos os estados obtidos pela

aplicagdo de operadores no mesmo nivel sao independentes, e como conseqiiéncia ocorre que

a degenereacéncia do nivel N nao é, em geral, igual a P(N). Usando o caréter da f6rmula /

calculada por Rocha-Caridi (** (1984). Altschiiler and Lacki (3 (1985), podemos precisar
corretamente a degenerescéncia d(h, r) correspondente ao nivel (h + r).

Abaixo apresentamos a tabela de caracteres associada ao modelo de Ising,
de cuja carga central ¢ = 1/2 decorre h = 0,1/16,1/2.

a o | 2 3 4 L] 6 ? 8 S 10
0 i o | l 2 2 3 3 5 5 7
2 | 1 | l 2 2 3 4 5 6 8
e | | 1 2 2 3 4 5 6 8 10

Tabela II - Fungéo d(h,r) representando a degenerescéncia do nivel (h+r) da

representacao irredutivel com o menor peso h.

Posto que a variacio de um operador “secundério”, sob uma transformagao
conforme infinitesimal, pode ser expressa linearmente em termos das representacoes do
mesmo bloco ao qual pertence, podemos identificar cada bloco conforme com uma repre-
sentacio irredutivel da élgebra do grupo conforme. O espago de hilbert da teoria conforme
pode ser, entdo, decomposto em representagdes irredutiveis das duas dlgebras de Virassoro
formadas pelos operadores L, e I,,.

A por fim neste capitulo, cumpre frisar o significado fisico de k e & junto ao
espectro que, através dos quais, ergue-se via pares da representacao irredutfvel. Estudando-
se a fungio de correlagio dos campos que sio invariantes frente a transformacdes conforme
globais (geradas pelos L,,L,, n = -1, 0,1), em particular, pode-se determinar a forma da
func&o de dois pontos.

1 e ~2ie(A=R)

< ¥(z,2)2(0,0) >~ lzl"‘l?ﬁ = 'rlz(h:ﬁ

(IT - 99)

onde z = re'®, 7 = re=® z = h 4+ & ¢ a dimensio de escala e s = h — & o spin do campo
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primério (h, k).
Desde que podemos associar o hamiltoniano ao gerador das dilatacdes no
plano z (translacSes na cinta), ou seja H = Lo + Lo, segue-se para os niveis de energia F(P)

associados ao momento P

FPY=(h+r)+R+7)

P=(h+r)—(h+F)~a (IT - 100)

(r,¥ = 0,1,2,...) onde o fator “a” depende do modelo em questao e da sua condicdo de
contorno. A degenescéncia é d(h, r).d(h, 7).
Consideradas as expressdes (II-100) a vista da Tabela 2, constréi-se o es-

pectro que, de diferente forma, tratou-se na secio (II-J).

B

F?RWCO ST BT IOTECA L Uar L W AGAD « 1FQSC

biSICA

Rttt ST e e 0 S T




CAPITULO III

O MODELO XY EM CAMPO
TRANSVERSO
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ITI-A - SINOPSE

Toda a motivagio acerca do modelo XY faz parte de uma histéria um tanto
remota, quando da proposicio do arranjo linear de spins no ferromagneto de Heisenberg.
Para este tltimo, atendo-se ao caso unidimensional, Bethe (?®) desenvolveu uma teoria de-
talhada de ondas de spins, e Hultthén 37 obteve a energia exata do estado fundamental.
Todavia, o método de Bethe ndo se mostrou capas de uma generalizacio para os casos de
maior interesse em duas e trés dimensdes. Métodos aproximados foram desenvolvidos, com
resultados acurados em uma dimensio, através dos quais se procurou, inultilmente, imple-
mentar tal generalizagio. O teste crucial para qualquer método aproximado demarca o quio
bem ele descreve a ordem de longo alcance; mas é precisamente este teste que foi impoesibil-
itado, posto que a ordem de longo alcance nio havia sido calculada exatamente via método
de Bethe.

Kasteleyn ) introduziu um parimetro de anisotropia no modelo, em
fungdo do qual obteve a descontinuidade da ordem de longo alcance, o que despertou
imimeras objegGes e reacendeu o interesse pelo modelo unidimensional de Heisenberg.

Consideriveis dividas pairavam quanto i naturesa da ordem de longo al-
cance em uma ou mais dimensGes, com resultados contraditérios devidos a virios autores.
Contudo, todos prognosticavam o comego da ordem de longo alcance para um determinado
valor critico da anisotropia; no mais, o mesmo valor no qual uma classe é predita para a
ordem de curto-alcance.

Desenvolveu-se umas generalizagdes do método de Bethe (Orbach-1958) e
insistiv-se no método variacional para o caso unidimensional (Ruijgrok and Rodrigues -
1959); somente resultados melhorados da energia do estado fundamental foram obtidos.
Davis (%), em 1960, realizou um calculo em teoria das perturbagdes que indicou, para a ordem
na qual se empreendeu, uma ordem de longo alcance para qualquer nimero de dimensdes
sempre para o caso isotrépico.

Insurgiram-se, no entanto, questdes como a possiblidade da ordem de
longo alcance em qualquer nimero de dimensges para interagio de Heisenberg puramente

isotrépicas, ou entdo, a relacio entre tais possibilidades com o nimero da dimensio.
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Com o intuito de obter novos “insights” sobre os efeitos da anisotropia
em uma dimensao Lieb, Schultz, and Mattis (°?), em 1961, introduziram o modelo XY. A
investigacao deste modelo sugeriu fortemente que o modelo de Heisenberg isotrdpico nao
apresenta uma ordem de longo alcance, mas que tal ordem existe para qualquer valor finito
da anisotropia. Enfatiza, no mais, a natureza sutil da ordem de longo alcance e a insuficiéncia
dos métodos variacionais como proposigao segura quanto a tal questio.

Embora néo propriamente com os mesmos objetivos que o suscitaram,
passamos, a seguir, ao tratamento do modelo XY com campo transverso, sobre o qual,

Th. Niemeider (1), desenvolve alguns cilculos exatos considerando-se uma cadeia de spin

1/2.
INTRODUCAO E FORMULACAO DO PROBLEMA

O modelo XY compreende uma cadeia linear antiferromagnética de spin 1/2,
com interagao entre vizinhos préximos. A denominacio “XY” deu-se porque o hamiltoniano
original (3 envolve somente componentes z e y dos operadores de spins. Introduz-se, entio,
duas componentes de “exchange”, o que corresponde a uma generalizacio da anisotropia de

Kasteleyn.
Considerando-se uma cadeia XY com N spins, imersa em um campo

magnético I’ ao longo do eixo 2, decorre o hamiltoniano

1
M=+ L ofoty +2J(1-n) T eloly ~T Lo} (111 1)

onde J é a interagdo de exchange e 7 o parametro que caracteriza o grau de anisotropia da

interacio no plano zy. of'(a = z,y, z) representam as matrises de Pauli (h = 1):

a=(38)et=(0 5 )wr=(3 %)

O modelo XY é exatamente saltivel para todos os valores de 7, embora nés
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devamos considerar, na abordagem que se segue, somente o intervalo 0 < < 1. Quanato &
interagdo de “exchange”, por motivos que faremos transparecer futuramente, fixamos J = 1.
No mais, devemos prender-nos as condiges de contorno periédica e an-
tiperiédica, casoe nos quais 1 < § < N e 0%, = +0f, 0%, = o] (respectivamente quanto
aos sinais).
A primeira atitude a tomar, no resolucio do modelo XY, consiste na in-

trodugao dos operadores de levantamento e abaixamento, segundo a tranformagio

of =(al +a); of =(af —a)fis of =2afa—1. (11T - 2)
Apresenta-se, entiao, o hamiltoniano
H =3 [(elosss +nafal) + he] - = T2afai - 1. (111 - 3)
cujos operadores, parcialmente, obedecem & dlgebra de Fermi
{ae,a.T} =1 a=(a) =0 (JIT - 4)
e, parcialmente, assemelham-se a operadores de Bose
{a?,a;}: [a?,a;!'] = [a,a;] =0; 14 (111 - 5)

Portanto, fas-se impossivel diagonalizar a forma quadratica presente em
(I11-3) diretamente por meio de uma transformacao candnica, posto que os eixos principais da
transformagio dos a's e al's néo preservam seu grupo misto das regras candnicas. Todavia,
¢é possivel reescrever o hamiltoniano (I11-3) em um novo grupo de vardveis, estritamente

operadores de Fermi, segundo a transformagao de Jordan-Wigner (33)
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-1
¢ = exp {'xiz a;-ta,'] G,
1

¢ = a; exp

f=dl [—m' i a}a,} . (111 - 6)

Obtem-se, entdo

cfei = ala, (11 -7)

tal que a transformagio inversa é simplesmente

i=1
a; = exp [—m’ Z C;!.Cj] Ciy
1

a,t = c! exp [ﬁ;‘:jc}cj] . (111 - 8)

1

Osc'seclssio operadores de Fermi:

(s}

{cig} = {c:' cf} =0 (I1I - 9)

Desde que c}c,- ¢ um nimero de ocupagao, cujos valores possiveis s&o 0 ou

exp(ric] c;) = exp(—ric]c;). (III - 10)

Parai=1,2,..., N -1, decorre também




t

; G441 = G Gig1y

‘J‘J Cat cL-n

(III - 11)

de forma que, para condigdes livres de contorno, caso onde 1 < i < N — 1, o hamiltoniano

esboca-se como

N-1

N
H=3 [(c:-l.c.-.,.l + nc,tc!;l) + h.c.] -3 P(2c;-tc.- -1).
1

1

(1T - 12)

Para uma cadeia ciclica, em decorréncia de contorno expresso pelo hamilt-

.1
M=z (1 + noRof + (1 = n)o¥ol],

obviamente, devemos acrescentar

aI,al = —cz,cl exp(izN) # cI,c;,

ala] = —clel exp(in) # cfef,

onde

De forma geral, resulta o hamiltoniano

B= Tk, [(c Cis1 + ﬂctcj;l + h-c-] +

£1(ches + nefel) + h. ¢| (exp(ixN) +1) - £, T2el e - 1)

4

(IIT - 13)
(III - 14)
(III - 15)
(III - 16)




Podemos, considerando-se sistemas grandes, negligenciar o termo de

correcao proporcional a {exp(irA) + 1}, obtendo portanto

H=3 [dan + el +he] -T 3 2dfa -
= LGt e/ cly) +he| =T 2¢/g+ NT IIr-17

s=l =]

Observa-se, entao, a descrigio do hamiltoniano como uma forma quadratica
simples em operadores de Fermi, possibilitando para que seja diagonalizado exatamente

através de uma transformacio canénica; do que decorre o espectro de energia.
III-C - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL

Num primeiro passo, o hamiltoniano presente em (III-17) é escrito na forma

N
H=Y [c:A.-,-c,- + % (3 Bijc + h.c.)] , (II1 - 18)

(%1 )}

onde A(B) é uma matriz simétrica (antissimétrica), e os c's sdo operadores de Fermi.
Conforme exposto no Apéndice A da referéncia 30, tal hamiltoniano pode ser

diagonalizado segundo a transformacio canénica (os operadores s mantém-se fermidnicos).

N
sk = Y guic! + haici,

=l

N
i =3 gnici + haic), (111 - 19)

i=m]l

onde os coeficientes g;; e K); sdo nimeros reais. Esta transformacio remete H A forma
N
H =73 Asisy + constante (111 - 20)
k=1
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Os coeficientes gi; e hi; sdo detemrinados pelas mairizes A e B por in-

termédio das equagGes

(A + B)Q]. = Ah'ﬁln

(A - B)y, = Ay, (IIT - 21)

onde os vetores ¥, e i}, sio dados por

(®r); = gj + hay)

(¥a); = gaj — has. (III - 22)

No caso de trabalhar-se com condigdes periédicas de contorno, as matrizes

relevantes sao

—2r 1 1 0 -
(1 -2r \ (—ng O ")
1 O -n
A=% ,B=%
O O
1 1
\ 1 1 -2r \ 7 -n 0 }

(A-B)A4+B)=1

AP +31+9%) -4r (1-9%) (1=-92 -4
( -4 , AP +3(14+n%) -4r ") (1-9%) )
-9 -4I 42 +3(1 +9%)
o o
. A +31+9%) -4r (1-9%)
1-9% -4 M +23(1+97 -4r
\ -4 1-9% (1-12%) -4 ar*+3149%) /
IV - 323)

Os vetores sio solugdes reais das equagdes seculares.
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®u(A - B)(A+ B) = Ai%,,

(4 + B)(A - B) = Ajta,

(II] — 24)

- Segundo C.Hoeger e outros (33, nesse caso as energias do estado funda-

mental (E;) e do primeiro estado excitado (£, ), escrevem-se como

it =-Ea (2 (+)

~LASA(%n) T21
E,(T9N) =
-Z¥3A(%F) r<a

onde
Alp) = [(603(p -y + ﬂ’sen’<p]* .

III-D - ACOPLAMENTO CRITICO

(III - 25)

(I11.26)

(III - 27)

Quando da diagonalizacio do hamiltoniano (I1I-1), identificou-se o espectro

de excitagio Aa A solugio da equacio secular

det [(A+ B)(A - B) - A2l =0,

onde as matrises (A — B) e (A + B), ordem N x N, satisfazem
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(—-I‘ Jg -Jl\
Ji =T J, o

A-B=(A+B)= (IIT - 29)

\ /2 h =T )

NxN

com Jy = J/2(1+n) e Ja = J/N(1-1n).

A equagio secular (III-28) apresenta a solugio Aa = 0 se
det[(A — B)(A + B)] = 0, mas

det(A — B) = det(A+ B) = (-I')¥ + J¥ + J¥. (I1I - 30)

H4, portanto, uma excitagio da energia A = 0 se a seguinte condicio

critica for satisfeita

(=T)¥ = —(J¥ 4+ JN). (III - 31)

Desde que a relagio (III-31) se verifique o gap no espectro de excitacio
deverai tender a zero o que indus um comportamento singular da energia do estado funda-
mental. Este desaparecimento do gap somente ocorre no limite N — 0o, devido ao efeito do
termo de correcdo despresado anteriormente.

Decorre automaticamente da relagio (I11-31) que

r
g = (Jx . Jz)c =1, (III - 32)

expressao esta que estd de acordo com a propriedade de autodualidade do problema.

A constante g, é o acoplamento critico entre viginhos préximos e, desde que
h=J/2(1+ 1) e Jy = J/2(1 — 1), a relagéo (I11-30) equivale a fixar J = 1, consideracio
salientada em (III-B).




III-E - DIAGRAMA DE FASES

O diagrama de fases do sistema (III-1), obtido por Barouch e McCoy (*¥)
(1971), encontra-se esbogado na figura 9.

Nosso interesse centra-se particularmente na linha g = 1, a qual representa
uma transicio de Ising ao longo de toda extensio 0.0 < n < 1.0. No tocante ao ponto
n = 0.0, ocorre a transicio XY onde se verifica a passagem direta da fase paramagnética a
fase incomensuravel. O circulo I'? + 7 = 1 comporta-se como uma linha de desordem, sobre

a qual a natureza da fungdo de correlagiao é modificada.

1.0 FASE .
FERROMAGNETICA
FASE
FASE PARAMAGNE TICA
ORDENADA
OSCILANTE
N osf
g%+ m=|
FASE
/ INCOME SU RAVEL
1
0 0.5 1.0

Figura 9: Diagrama de fases do modelo XY transverso

Finalmente, como uma aplicagio trivial do F.S.S. , apresentamos os resul-
tados obtidos com esta técnica para o campo transverso I' onde ocorre a transigdo de fase.

Para tal, consideramos o grifico LG x I' para as redes L e L', conforme esbogado na figura
abaixo.

O método consiste em delimitar suficientemente a regido onde as curvas se

cruzam, de modo a aproxima-las de retas cuja interpolagio nos informa o valor do campo

critico.
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Figura 10: Esquematizagio grifica da obtengio do campo critico I'rp via finite-size scaling.

Os resultados, para varios valores da anisotropia v, estio reunidos nas

tabelas III, IV e V.

L,L Cre

4,5 1.21032
5,6 1.14677
6.7 1.10753
7,8 1.08191
8,9 1.06437
o6 1.00647

Tabela III
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Z.L e
1.5 1.130009
.6 1.13306
5.7 1.09765
7.8 1.07446
!
8,9 1.05855
!
4
|
@ 1.00500
!
Tabela IV
L.L M re
4,5 1.15080
5,6 1.10651
5,7 1.07853
7,8 1.06006
8,9 1.04731 |
® 0.99864
Tabela V

TabelasIIl, IV e V - Redes L, L’ contra o campo I'ry seguido de sua estimativa
para redes infinitas. Consideramos respectivamente n=10.204 e 0.6.
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CAPITULO 1V

O CROSSOVER ANISOTROPICO NO
MODELO XY UNIDIMENSIONAL EM
UM CAMPO TRANSVERSO A
TEMPERATURA ZERO
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IV-A - INTRODUCAO

Para estudar os efeitos de “crossover” nés usamos o modelo XY unidimen-
sional em campo transverso e de spin-1/2 (TXYM[7]) & temperatura zero. Apresentado
no capitulo anterior este modelo (TXYM), descrito pelo hamiltoniano (I1I-1), apresenta-se
como um laboratério ideal para investigar aquele fenémeno usando a hipétese estendida do
FSsS.

Sabe-se que para qua.lduer Inl > 0 o sistema torna-se critico em g.(n) = 1,
com o mesmo expoente critico do modelo de Ising transverso (|n| = 1) (Katsura - 1962,
Barouch ¢ McCoy - 1971, Susuki - 1971). Para n = 0, embora niao haja ordem de longo
alcance, as susceptibilidades longitudinais x** e X" bem como os comprimentos de correlagao
relativos is funcdes de correlagio < 0|0202|0 > e < 0|ado?]0 > divergem também em g, = 1,
mas com expoentes diferentes daqueles do caso anisotrépico (Barouch e McCoy , 1971, Gerber
e Beck 1977, Jullien e Preuty 1979).

Contudo, antes de passarmos a tais testes nés devemos primeiramente dis-

cutir as caracteristicas gerais das quantidades termodinimicas usadas em nossos calculos.

IV-B - GAPS DOS NIVEIS MAIS BAIXOS DE ENERGIA

Conforme dos Santos e Stinchombe (7, a naturesa dos niveis de excitagio
mais baixos no espectro do hamiltoniano (I1I-1) pode ser discutida segundo as linhas do
“aproach” perturbativo utilizado por Pfeuty ¢ Elliot (1971) para o modelo de Ising transverso.

Considerando inicialmente 7 = 1, analisaremos dois casos limites : modelo
de Ising (I' = 0) e spins independentes (J = 0). Quando I' = 0 o estado fundamental ¢
duplamente degenerado devido a simetria discreta (6% — —0o2), enquanto que o primeiro
estado excitado expde uma degenerescéncia igual ao nimero L de spins da rede. Ao mergul-
har a rede em um pequeno campo transverso, a degenerescéncia é levantada, originando dai

uma banda continua de estados excitados quando L — co.

Focalisando agora o caso J = 0, verificamos que o estado fundamental nao
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apresenta degenerescéncia, ao passo que o primeiro estado excitado é também marcado por
degenerescéncia L. Novamente, quando uma pequena interacao de Ising é considerada, a
degenerescéncia é levantada, de onde, para um sistema infinito, decorre uma banda continua
de estados excitados.

No ponto critico (I'/J), ocorre entao uma troca na degenerescéncia do es-
tado fundamental. Além do mais, segundo resultados de Pfeuty (*) (1970) e Pfeuty e Elliot
(31(1971), o gap de energia entre ambos os estados mais baixos desaparece quando o ponto
critico os faz aproximar, por cima e por baixo. Desde que o8 estados excitados formam um
continuo nds podemos esperar que os gaps de energia entre o estado fundamental e os dois
primeiros estados excitados desaparecem em (I'/J).. Denotando ambos os gaps mencionados

porAeA respectivamente, podemos assumir que para g(= I'/J) préximo a g,, temos

A~lg—gff (v -1)

A~lg—glf IV -2)

onde, em principio, os expoentes dos gaps sio diferentes.

Os argumentos acima expostos podem ser igualmente aplicados aos mais
baixos niveis do espectro para 0 < 5 < 1. Espera-se comportamento idéntico aquele exposto
em (IV-1) e (IV-2) com g, substitufdo por gc(n), Para n = 0 um raciocfnio similar é também
vélido, onde g, s e § sdo substituidos por 9:(0), 30 e .

Utilizando-nos da hipétese estendida do FSS, somos capazes de investigar
O crossover no comportamento critico dinimico. Segundo Hohenberg e Halperin (%% (1977),
0 expoente critico dindmico & temperatura zero é descrito pela rasdo entre o expoente do
gap s (ou sy) e o expoente do comprimento de correlagio v (ou vy), 0 que é exatamente o

expoente do termo L na hipétese do FSS, ou seja

Z=8/V ’ Zo:&o/l/o; (IV‘3)
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E=§/V s Eo=§o/l/o. (IV-4)

Plotamos na figura 11, em escala log-log, os gaps A ¢ A considerando-se
g = 1e virios valores da anisotropia 7, em fungao do tamanho L de uma cadeia com condigdes
livres de contorno. Tais gaps foram obtidos numericamente mediante a diagonalisacao da
matris (A — B)(A + B) (I1I-23), devidamente ajustada & condicio de contorno em questao.
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Em vista da figura 11, podemos salientar os aspectos do crossover
considerando-se estimativas sucessivas dos expoentes z;(n) e 3.(n) definidos pela equacio
(I1-46) com X reposto por A e A, respectivamente, e g:(n) = 1. Dessa forma, na figura 10,

plotamos em escala log-log, os expoentes z;(n) e 7.(n) versus 1/L.
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Figura 12: Comportamento assintético das estimativas para os expoentes dindmicos associados acs gaps da
figura 11. As curvas sao rotuladas pela anisotropia 7.
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Entdo, para L suficientemente grande nés podemos esperar 21{(0) = z5 e
zg(n) — z para n > 0, com definicdes andlogas ;. Aspectos sobressalentes do crossover sio
observaods sobretudo junto as curvas em n = 0.2 e = 0.4 com o incremento de L.

Desenvolveu-se andlise idéntica para cadeias com condigdes periédicas de
contorno onde, segundo célculos prévios, relativos ao modelo de Ising transverso (doa Santos
(39) . 1980), as estimativas do FSS convergem mais rapidamente para os resultados exatos.

Tratando-se, entdo, de condigdes periédicas de contorno, observa-se na
figura 13(a) a omisséo da curva referente & anisotropia nula, o que ocorre em funcdo da
degenerescéncia do estado fundamental (em g = 1) ao longo do circulo unitario P+ =1
para qualquer tamanho finito da rede. Desde que neste caso os estados podem ser clas-
sificados em conseqiiéncia de um vetor de onda k, o estado fundamental (modo £ = 0)
deve transformar-se segundo o modo &k = 0 de um operador que é simétrico somente em
g% + 7 = 1. Por esta razio referimo-nos a esta degenerscéncia como acidental.

Desde que A;(1,0) = 0, o comportamento assintético zr(0) — 2 quando
L — oo n#o pode ser detectado. [lustra-se este fato na figura 13(a) quando a curva correspon-
dente a 7 = 0.1 esboga uma pequena declividade, enquanto que a figura 13(b), concernente
ao gap [&, apresenta comporta.mento andlogo aquele para cadeias com fins livres. Novamente,

o8 efeitos do crossover pronunciam-se mais nas inclinagGes das curvas da figura 14.
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Compreendendo como acidental o comportamento do gap A, para cadeias
com condigGes periédicas de contorno quando 7 — 0, os resultados para os cilculos com os

gaps de energia podem, entio, ser apresentados conforme segue:

(9) Limp_oozr(n) = Limp_ooZr(n) (IV -5)
@) Limews(i={} 125 v -9)

A igualdade entre os expoentes relativos aos gaps A e A refletida por (IV-
5), nunca foi estabelecida, mas os resultados para z concordam com célculos exatos para
0 < n < 1 (Pfeuty - 1970, Susuki - 1971, Barouch e McCoy - 1971, Young - 1975) ¢ com
cdlculos em grupo de renormalisagio (Gerber e Bech - 1977, Jullien e Pfeuty - 1979) para
n=0.

Fasendo uso de técnicas de extrapolagdes numéricas (Hamer e Barber -
1981), estimamos o valor dos expoentes dinamicos z;(n) e Zr(n) no tocante a redes infinitas,
para condigdes livres e periédicas de contorno. Tais valores, expostos na tabela IV, perfazem

estreitamente as expectativas.
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“OND. ZONT. CAP 1 Z=5s/v
0.0 | 2.00006
0.2 1.00021
0.4 0.99974
A 0.6 0.99996
0.8 0.99999
1.0 1.00000
LIVRE

0.0 2.00003
0.2 % 1.01882
A 0.4 1.00019
0.6 0.99993
0.8 0.99993
| 1.0 1.00000
0.1 0.99713
0.2 % 1.00000
0.4 0.99999

A
0.6 0.99999
0.8 | 1.00000
1.0 0.99999

PERIODICA

0.0 2.00000
0.1 1.00708
_ 0.2 0.99999

A
0.4 1.00000
0.6 0.99999
0.8 0.99999
1.0 1.00000

Tabela VI - Extrapolacies numéricas dos expoentes dindmicos relativos as figuras
12 e 14.
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IV-C - SUSCEPTIBILIDADES LONGITUDINALIS - x** e W
O comportamento das susceptibilidades ao longo das diregdes X e Y no

espaco dos spins assemelha-se dquele envalvendo dois comprimentos de correlagao discutido
quando se iratou do crossover, secao (II-F). De fato, para n = 0 os papéis de o® e o podem
ser trocados, do que advém x** = x?. Para qualquer quantidade finita da anisotropia
poeitiva, o acoplamento YY torna-se irrelevante (no sentido do grupo de renormaligacio)
tal que x** nio deverd divergir em g (1), enquanto que x** deverd divergir com expoente
idéntico aquele do modelo de Ising transverso. Analogamente, para n < 0 x7 devera divergir,
O que nao acontece com x**.

A inclusio de um campo no plano XY imp6e a necessidade de acrescentar-

moe a0 hamiltoniano (III-1) o termo

Heampo = =h*Y 0f =R Y o?, qv-n

tal que a temperatura zero a susceptibilidade a campo zero para um sistema de L spins é

definida por

L (ZBgnie ) @V —3)

y — s e
x*(g,n) = I B ):.-.u.o

onde i = z,y, e Eo(g,n, h*, h?) é a energia do estado fundamental. No limite termodinimico

nds, entio, esperamos para g.(n), n > 0,

x*(g,0) = x*(g,0) ~ |g — g.(0)|™™, IV -9)
x"*(9,0) ~ g — go(m| ™, (IV - 10)
X"(gt 0) ~ Q(g, ’7)’ (IV - ll)

onde ¢ é uma funcio suave e bem comportada de 7 > 0. Isto significa que para um sistema
de tamanho finito (suficientemente grande) a hipétese EFSS assegura
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Xz (1,0) = x3¥(1,0) = L™/ IV -12)

paran=20,e

X (Lm) = L7 f;(n) (v -13)

X2 (1,n) = L fy(n) (IV - 14)

para 7 > 0. Nota-se que a auséncia de singularidade na lei de poténcia no limite ter-
modinamico ¢ refletida pela independéncia de L na hipétese do FSS, tal que esperamos
¥=0.

Na figura 15(a), contrariamente ao procedimento adotado quanto acs gaps
de energia, optamos por plotar as estimativas sucessivas Yr(n) (X = x**), definidas em
(I1-46), para cadeias com extremidades livres. Tal escolha d&-se porque a diferenca entre os
dois limites da inclinagio, quando plotamos em escala log-log x** versus L, néo é facilmente
notada: v/v = 1.75 (Pfeuty - 1970) e /v = 2 (Gerber e Beck - 1977). Segundo as equacdes
(I1-47) e (11-48), devemnos esperar

Y2(n) —1~co { Zn/;w :’7: : IV -15)

LH




De fato, verifica-se na figura 15(a) que a altura e posi¢io do miximo de
wr(n) convergem ambos para os valofee 2 e 0, resepctivamente. A figura 15(b) expde o
comportamento destas estimativas como fungdes de 1/L. Infelizmente, quanto as sucscep-
tibilidades e estimativas decorrentes, os sistemas acessiveis numericamente nio possuem
tamanho suficiente para verificarmos dobramentos anilogos aqueles apresentados para os
gaps.

Na resolugéo dessas grandesas empregamos o método de Lancsos elaborado
via técnicas que nos possibilitam abordar redes grandes (L =~ 18). Estes tltimos permitem-
nos, quando lidamos com hamﬂtonia.noa com invaridncia translacional, a utilisagio de estados
que exploram essa simetria. Quanto a técnica “HASH”, viabiliza uma diminuigio dréstica
da dimensio dos vetores nos quais armagenamos os estados de spins envolvidos no processo.

Quanto acs resultados X7, estio expostos na fignra 16 segundo os moldes
dos gaps de energia. Nota-se da figura 16(a) que a proporgio em que n afasta-se de zero, as
curvas tendem a nivelar-se para os valores de L suficientemente grandes, o que demonstra a
auséncia de singularidade nas leis de poténcia.

Como guia ao comportamento para valores limite de L, estimativas suces-
sivas de 5/v em fungéo de 1/L encontram-se na figura 16(b), onde o dobramento das curvas
rumo ao valor f‘(n) = 0 torna-se aparente a partir daquela correspondente a n = 0.1.

Extrapolagtes numéricas foram desenvolvidas quanto as estimativas I';(n)

el £(n), para condigGes livres de contorno, cujos resultados apresentamos na tabela VII.
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Tabela VII - Extrapolacées numéricas das estimativas I t(n) el c(n), referentes

as figuras 15(b) e 16(b) respectivamente. Condicdes livres de contorno.

|
0.0 1.92914
0.2 2.03282
0.4 1.85415
0.6 M) 1.76221
0.8 1.74194
1.0 ; 1.74042 |
f
0.0 1.92671
0.1 1.21306
0.2 -8.51237E-02
0.3 Fyl™) 5.96649E-02
0.4 -1.06729E-02
0.5 -2.50369E-02
0.6 -4.59506E-02
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Tratando-se de condicdes periédicas de contorno, os efeitos da de-
generescéncia sao igualmente sentidos quanto a susceptibilidade. Neste caso, os cilculos
realizados indicam que x** e x¥7 divergem mesmo para um sistema finito quando n — 0,
embora Limg_.o[x741(1,17)/xt"(1,n)] = 1. Novamente, toda informacio acerca do limite
isotrépico é perdida devido a tal comportamento. Ainda assim, podemos detectar uma
troca no comportamento quando n afasta-se de zero, como mostram as figuras 17(a) e 17(b).
Em particular, destaca-se da figura 17(a) que as curvas correspondentes a n = 0.6,0.8 e 1,
respectivamente, sio aproximadamente paralelas considerando-se valores grandes de L.

Niumeros efetivos para as sucessivas inclinacGes podem ser extraidos da
figura 17(b), onde a tendéncia assinala nitidamente que as curvas tendem a um limite comum

proximo a 1.75, o resultado exato.
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Os resultados concernentes a x¥¥ para cadeias com condigGes periédicas de
contorno estdo dispostos na figura 18(a), dos quais notamos um achatamento das curvas
correspondentes a n > 0.4, em concordincia com o caso onde fins livres sio considerados. £
nftido o comportamento delineado na figura 18(b) onde, apés um valor inicial diferente de

zero para ¥, as curvas tendem a zero com o incremento de 7.
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Figura 17: (a) Susceptiblidade - XX normalizada como fuacio de L i anisotropi

\ 3 TOpia constante 7, para condicdes
periddicas de contorno. As curvas sio rotuladas pelos valores de 5. (b) Compartamento assintético das curvas
correspondentes, de acordo com a equagio I1-46 com X = X**¥r(n) = I'(n).
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Negligericiando novamente o comportamento expresso em n = 0, para
cadeias com condiges periédicas de contorno, os resultados para a susceptibilidade podem

ser sumarizados segundo

(i) LimL—ooo('fo/Vo)L = Lim;,..“(%/vo)[, = 2, (IV et 16)
(#) Limp.o(v/v)L = 1.75, v -11n
(222) LimL_.“("?/v)L = 0, (IV - 18)

onde estendemos a notaciio da equgdo (VI-15). Este quadro esté em concordancia com os
resultados exatos para v, v e v, (Pfeuty - 1970, Barouch e McCoy - 1971), e com resultados
aproximados para v, (Gerber e Beck - 1977).

Quanto as extrapolagdes numéricas referentes as estimativas I w(m e Tr(n),

para condigdes periédicas de contorno, apresentamo-as na tabela VIII.
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periédicas de contorno. As curvas sio rotuladas pelos valores de 5. (b) Com ortamento sseietion ooy
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0.1 0.86929
0.2 1.52506
0.4 1.72112
0.6 MEY 1.74127
0.8 1.74834
1.0 1.75279
0.1 0.78167
0.2 - 0.22481
0.4  4.35925E-02
0.6 Fylnl | 4.72766E-02
0.8 -4.80819E-04
1.0 9.71055E-02

Tabela VIII -Extrapolacdes numéricas das estimativas I';(n) e [ t(n), referentes as
figuras 17(b) e 18(b) respectivamente. Condicoes periédicas de contorno.

75




No que diz respeito as tabelas VII e VIII, apesar de realizado um significa-
tivo aumento no tamanho das redes, com relaciao ao trabalho de dos Santos e Stinchombe
(7, nio foi suficiente fazer ressaltar claramente os valores esperados das extrapolagdes.

Conforme mencionado no capftulo II, secio II-G, a rasao ® /vy pode ser
estimada de forma andloga ao cilculo de x /vy, cnidando para que consideremos a derivada
logarftmica de Xy. Deade que os niveis de energia sdo funcdes pares de n (devido a simetria
do hamiltoniano), temos que usar a susceptibilidade para o célculo da rasio ® /e, cujos

resultados, e respectivas extrapolagies, apresentam-se na tabela IX.
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Tabela IX - Estimativas sucessivas de (®/vo)g = {n[Yr(1)/¥r-1(1)]/¢n(L/L — 1) onde
vr(1) = {9/8,¢nxL{g.(n)l,=0 Para cadeias com extremidades livres. A estimativa

para uma cadeia infinita encontra-se anexa.

L (&/vy 1
2 1.63802
S 1.35949
5 1.25343
6 1.19760
7 1.16304
38 1.13942
9 1.12217
10 1.10897
11 1.09849
@ 1.00531

7




Em vista do que indica a tabela IX, Limy_...(®/vy) = 1, e sabendo-se que
vp = 1/2, obtemos & = 1/2. Este resultado é consistente com a conclusio de uma analise
cuidadosa dos resultados de Barouch e McCoy (1971).

Como um teste final destas idéias, plotamos na figura 19, escala log-log,
LAL(g = 1,n) e L7™x3*(g = 1,71) como fungao de 7. A satisfazer as expectativas, para 7
pequeno as curvas nao se superpéem, ao passo que com 7 > 0.4 o carater universal ressalta-
se nitidamente. Além do mais, para o comportamento préximo a n = 1, dos Santos e

Stinchombe (1981) inferem que a dependéncia em 1 obedece & lei de poténcia

L X(1,n) ~ L. (IV - 19)
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CAPITULO V

INVARIACIA CONFORME

8a




V-A'- ANOMALIA CONFORME

Para efetuarmos o cdlculo da carga central (c) da dlgebra de Virassoro, ex-
pressa pela relagao de comutagao em (1I-85), lembramos que as correcdes devido ao tamanho
finito do sistema ao autovalor mais baixo E, do hamiltoniano, estio relacionadas i c através

da relagdo

Eo _ _a_ néc
T =ee— 7 =573

+0(L™) V-1

Conforme salientado em (II-75), e, corresponde ao limite termodinimico
da energia do estado fundamental por sitio, “a” é uma energia de superficie, enquanto que
o termo { decorre da normalisagio do hamiltoniano, em principio arbitriria, fixada pelos
requisitos da teoria conforme (von Gehlen e outros *% - 1986). Segundo M. Henkel (41 -

(1986), o hamiltoniano XY invariante conforme, ‘decorre da raséo entre aquele definido em

(III-1) e 27, ou seja

H
H inv.conf. = "2:") (V-2)

onde 7 é o fator de anisotropia. Portanto, £ = 27 dis respeito a uma constante que restaura
a invaridncia conforme perdida no limite anisotrépico.

O fator e, é obtido através do cilculo, para redes finitas, da energia do
estado fundamental por sitio e respectiva extrapolagio para o limite termodinamico. Igual-

mente no limite termodinamico, determinamos o fator de superficie a extrapolando os resul-

tados decorrentes da expressio

=n[ED ], -

© que torna desprezivel o termo onde se apresenta a carga central ¢, em virtude da poténcia

em L.
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Deve-gse cuidar para nao exceder o valor L cujo termo Ey/L aproxima-se
suﬁcientementé de e, possibilitando que a diferenca presente em (V-3) perfaga a ordem
do erro intrinseco a estimativa de e,,. Nas tabelas que se seguem apresentamos os valores
da carga central (multiplicadas por 2 1) respectivos a tais tamanhos de rede L; que di

confiabilidade as estimativas de ¢ x 2n em L — oo.
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Tabela X - Anomalia conforme (x2n) correspondente aos tamanhos I de rede e

respectiva extrapolagao (n = 0.2).

L C x 2T[
2 0.27812
3 0.31043
4 0.33112
5 0.33334
5 0.32904
7 0.32156
3 0.31280
9 0.30381
10 0.29515
il 0.28710
12 0.27979
12 0.27322
14 0.26726
i5 0.26216
1 0.25754
17 0.25344
18 0.24980
19 0.24654
2 0.243672
21 0.24100
22 0.23864
23 0.23649
24 0.23454
25 0.23275
26 0.23112
27 0.22961
28 0.22821
29 0.22692
30 0.22572
0 0.22115
£ 2 Q2215 _ ) ceoss

2n 0.4




Tabela XI - Anomalia conforme (x27) correspondente aos tamanhos I, de rede e
respectiva extrapolacao (n = 0.4).

L Cx2M
2 0.52023
3 0.53725
4 0.52704
5 0.51062
6 0.49487
7 0.48161
8 0.47092
3 0.46238
10 0.45553
11 0.44995
12 0.44536
13 0.44152
14 0.43826
15 0.43546
16 0.43302
17 0.43088
18 0.42899
19 0.42730
2 0.42579
21 0.42442
22 0.42317
2 0.42204
24 0.42099
25 0.42003
26 0.41914
27 0.41832
2 0.41755
29 0.41684
30 0.41617
31 0.41554
32 0.41495
33 0.41439
34 0.41386
35 0.41336
36 0.41289
37 0.41244
38 0.41201 c _ 0.40661
39 0.41160 = o8 — 0-50826
40 0.41121
41 0.41084
42 0.41049
43 0.41014
44 0.40981
45 0.40950
46 0.40920
47 0.40890
48 0.40862
49 0.40835
50 0.40809
51 0.40784
52 0.40759
53 0.40735
54 0.40712
® 0.40661




Tabela XII - Anomalia conforme (x2n) correspondente aos tamanhos I de rede

e respectiva extrapolagao (n = 0.6).

5 Cxam

2 0.05875

3 0.66185

4 0.65186

5 0.64249

6 0.63545

7 0.63027

8 0.62639

S 0.62337

10 0.62097

11 0.61500

12 0.61736

13 0.61597

14 0.61477

15 0.61372

1o 0.61280

17 0.61198

18 0.61125

19 0.61059 50 0.60135
20 0.60999 ‘61 0.60126
21 0.60945 62 0.60117
22 0.60895 63 0.60108
23 0.60849 64 0.60099
24 0.60806 65 0.60090
25 0.60767 66 0.60081
26 0.60730 67 0.60073
27 0.60696 68 0.60065
28 0.60664 69 0.60057
29 0.60633 70 0.6000459
30 0.60605 71 0.60041
31 0.60578 72 0.60034
32 0.60553 73 0.60026
33 0.60529 74 0.60018
34 0.60506 75 0.60011
35 0.60484 76 0.60004
36 0.60463 77 0.59997
37 0.60443 78 0.59990
38 0.60424

39 0.60406 00) 0.60037
40 0.60389

41 0.60372

42 0.60355

43 0.60340

44 0.60325

45 0.60310

46 0.60296

47 0.60282

48 0.60269 ¢ 0.60037

50 0.60244

51 0.60232

52 0.60220

53 0.60208

54 0.60197

55 0.60187

56 0.60176

57 0.60165

58 0.60155

59 0.60145




Tabela XIII - Anomalia conforme (x21) correspondente aos tamanhos I de rede
e respectiva extrapolagio (n = 0.8).

9 C x 2“\
) 0.74152
5 0.76152
4 0.77051
2 8-;;332 5 0.79469
: 0.77973 59 0.75467
8 0.78450 60 0.79465
g 0.78609 o1 0.79463
2 3-78609 62 0.79462
11 0.78839 63 0.79458
1 0-78839 61 0.79457
12 0- 78923 65 0.79454
13 0-7899¢ 66 0.79452
14 573087 67 0.79449
16 0.79153 68 V.79446
1 0 79155 59 0.79444
h 0 79726 70 0.79447
o 0 Taaee 71 0.79438
o 3 r95as 72 0.79436
o1 0 73308 73 0.79433
i 0 79308 74 0.79430
2 3 7934e 75 0.75426
" 0. 75360 76 0.79424
25 0.79375 77 0.79420
e 0. 79380 78 0.79418
o 0 79395 79 0.79414
28 0.79410 80 0.79411
29 0.79419 81 0.79408
30 0.79427 g§ 0 Joa0e
0.79402
: oAy
33 0.79447 85 0.79394
34 0.79452 86 0.79391
35 0.79458 87 0.79388
36 0.79461 88 0.79383
37 0.79465 89 0.79380
38 0.79468 90 0.79376
39 0.79471 91 0.79373
40 0.79473 92 0.79369
a1 0.79475 93 0.79366
It 0 Taare 94 0.79362
43 0.79478 95 0.79358
43 0.79478 96 0.79355
45 0.79479 97 0.79352
46 0.79479 o8 0.79347
47 0.79479 99 0.79343
48 < 0.79480 100 0.79340
49 0.79479
50 0.79479 @ 0.79485
51 0.79478
52 0.79477
53 0.79476
54 0.79475
55 0.79474 £ 079485 0.49678
56 0.79472 2n 1.6
57 0.79471




Tabela XIV - Anomalia conforme (x27) correspondente aos tamanhos L de rede

e respectiva extrapolacao (n = 1.0).

. C x 2T7\

2 0.80926

3 0.86214

4 0.89197

5 0.91115

6 0.92452

7 0.93437

8 0.94194

9 0.94792

10 0.95278 60 0.59049
11 0.95680 61 0.99061
12 0.96018 62 0.99072
13 0.96305 63 0.99082
14 0.96554 64 0.99092
15 0.96770 65 0.99103
16 0.96960 66 0.99112
17 0.97128 67 0.99120
18 0.97278 58 0.99131
19 0.97412 69 0.99138
20 0.97533 70 0.99147
21 0.97643 71 0.99154
22 0.97743 72 0.93162
23 0.97835 7 0.99171
24 0.97918 74 0.39176
2 0.97995 75 0.99183
26 0.98066 76 0.99190
27 0.98132 77 0.99196
28 0.98193 78 0.99204
29 0.98250 79 0.99210
30 0.98303 80 0.99215
3 0.98352 81 0.99222
32 0.98399 82 0.99227
33 0.98442 83 0.99232
34 0.98483 84 0.99237
35 0.98521 85 0.99242
36 0.98557 86 0.99246
37 0.98591 37 0.99252
38 0.98624 88 0.99258
39 0.98655 89 0.99261
40 0.98683 90 0.99264
41 0.98711 91 0.99270
42 0.98737 32 0.99274
43 0.98761 93 0.99277
a4 0.98786 94 0.99281
45 0.98807 95 0.99286
46 0.98830 96 0.99289
47 0.98850 97 . 0.99293
48 0.98870 98 0.99296
a9 0.98888 99 0.99300
50 0.98906 100 0.99303
51 0.98924

52 0.98939 00 0.99354
53 0.98956

5 0.98971

55 0.98985

56 0.98938 c 0.99354

57 0.99012 2 = 55— = 0-49677

58 0.99025 " .

59 0.99037
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DIMENSAO DE ESCALA

Recordando a relagao (11-63), verificamos que os gaps de energia relacionam-

se as dimensdes de escala, segundo

LG = 2xzlvoieme) (V—-4)

em se tratando de condigdes periddicas e antiperiédicas de contorno. Quanto a condigdes

livres de contorno, decorre

LG = gzleeperfice) (V-5)

Quando se analisa o modelo de Ising, obtem-se para as estimativas L — co

dos gaps de energia os resultados

/4 cond. periodicas de'contorno
E-) = LimL...mLG'(L-) ={ /2 cond. livres de contorno (V-6)
3r/4 cond. antiperiodicas de contorno

EH) = Limz,..ooLG(:) = 27 para os tres tipos de cond. de contorno, V-1

onde (+) e (—) representam os setores de paridade relativos ao niimero termiénico A indicado

em (ITI-14).

Em decorréncia destas estimativas seguem-se, para condicSes periddicas e

livres de contorno, as dimensdes de escala de magnetizagio z,

z(roime) = 178 | plpersice) _ | /2, (-] (V -38)

oot .

e as dimensGes de operador energia zz




z(,;'d'm) =1, zfg'""f""" =2 (40 (V-9
Quanto as condigdes antiperiédicas de contorno, é necessario mais cuidado.
O motivo decorre da insergiao de dois operadores desordem nas posigbes oo na diregao
temporal da cinta. Dessa forma é possivel descrever a fungio de correlacao de um dado
operador ®, sob esta condigdo de contorno, em termos de uma outra calculada em um
sistema com condicoes periédicas de contorno.
Em decorréncia do fator £ = 27, que necessariamente introdus-se a direita
da igualdade em (V-5), somoe impossibilitados de avaliar a dimens&o de escala quando a
anisotropia se anula. De qualquer maneira vale a pena registrar o estudo que faremos da
razao de gaps G,/G; para n = 0.
Tratando-se de anisotropia nao nula, o modelo insere-se na classe de uni-
versalidade de Ising, o que se confirma nitidamente dos resultados expostos nas tabelas que

se seguem.
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extrapolacao (n = 0.2).

L G, /G,
2 3.38025
3 4.36509
4 4.53342
5 4.60750
5 4.63437
7 4.63536
8 4.62145
9 4.59888
10 4.57142
11 4.54151
2 4.51070
13 4.48003
14 4.45017
15 4.42155
16 4.39440
7 4.36885
i3 4.34496
19 4.32271
20 4.30204
21 4.28290
22 4.26519
23 4,24882
24 4.23370
25 4.21974
26 4.20683
27 4.19491
28 4.18388
29 4.17368
30 4.16422
31 4.15546
32 4.14733
33 4.13978
34 4.13275
35 4.12621
36 4.12012
37 4.11443
38 4.10912
39 4.10415
40 4.09950
41 4.09514
42 4.09105
43 4.08721
44 4.08360
45 4.08020
46 4.07700
47 4.07398
48 4.07113
49 4.06844
50 4.06589
51 4.06348
52 4.06120
53 4.05903
54 4.05698
55 4.05503
56 4.05317
57 4.05141
58 4.04973
59 4.04813

50
bl
62
63
64
65
06
67
68
69
70
71
72

3

74

75

76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100

80

Tabela XV - Razao G,/G, correspondente ao tamanho L das redes e respectiva

4.04660
4.04515
4.04376
4.04243
4.04117
4.03995
4.03879
4.03768
4.03662
4.03560
4.03462
4.03368
4.03277
4.03191
4.03107
4.03027
4.02950
4.02876
4.02804
4.02736
4.02669
4.02605
4.02543
4.02484
4.02426
4.02371
4.02317
4.02265
4.02215
4.02166
4.02119
4.02074
4.02030
4.01987
4.01946
4.01906
4.01867
4.01829
4.01792
4.01757
4.01722

4.00551




e

extrapolacao (n = 0.4).

G,/6G,

WO~ O UL W La L

.02380
.23867
.34062
.35883
. 34290
.31411
.28204
.25093
. 22252
.19732
.17531
.15622
.13971
.12542
.11304
.10228
.09289
.08467
.07745
.07107
.06543
.06041
.05533
.05192
.04831
. 04506
.04212
03946
.03703
.03482
.03280
.03095
.02925
.02768
.02623
.02490
.02366
.02251
.02144
.02045
.01952
.01866
.01785%
.01709
.01e38
01571
01508
.01449
01393
01340
.01291
01244
.01199
.01187
.01117
.01079
.01043
.01009

e T S N -V N S S N ST NS Sy

.
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Tabela XVI - Razao G,/G,; correspondente ao tamanho L das redes e respectiva

4.00976
4.00945
4.00916
4.00887
4.00860
4.00835
4.00810
4.00786
4.00764
4.00742
4.00722
4.00702
4.00683
4.00664
4.00647
4.00630
4.00614
4.00598
4.00583
4.00569
4.00555
4.00541
4.00528
4.00516
4.00504
4.00492
4.00481
4.00470
4.00460
4.00450
4.00440
4.00430
4.00421
4.00412
4.00404
4.00395
4.00387
4.00379
4.00372
4.00364
4.00357

3.99999




extrapolacéo (n = 0.6).

[ G, /G,
2 3.83813
3 4.07976
4 4.14080
5 4.14465
6 4.13139
7 4.11456
8 4.09860
9 4.08474
10 4.07308
i1 4.06338
12 4.05533
13 4.04861
14 4.04299
15 4.03824
16 4.03421
17 4.03077
18 4.02781
1 4.02525
20 4.02301
21 4.02106
22 4.01934
23 4.01782
24 4.01647
25 4.01527
26 4.01419
27 4.01322
28 4.01235
29 4.01156
30 4.01084
31 4.01019
32 4.00959
33 4.00905
34 4.00855
35 4.00809
36 4.00766
37 4.00727
38 4.00691
39 4.00657
40 4.00626
41 4.00597
42 4.00570
43 4.00544
44 4.00521
45 4,00499
46 4.00478
47 4.00458
48 4.00440
49 4.00423
50 4.00406
51 4.00391
52 4.00377
53 4.00363
54 4.00350
55 4.00338
S6 4.00326
57 4.00315
S8 4.00304
59 4.00294

60
6l
b2
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
51
92
93
94
95
96
97
98
99
100

92

Tabela XVII - Razao G;/G, correspondente ao tamanho L das redes e respectiva

4.50285
4.00276
4.00267
4.00259
4.00251
4.00244
4.00236
4.00230
4.00223
4.00217
4.00211
4.00205
4.00199
4.00194
4.00189
4.00184
4.00179
4.00175
4.00170
4.00166
4.00162
4.00158
4.00154
4.00151
4.00147
4.00144
4.00141
4.00137
4.00134
4.00131
4.00128
4.00126
4.00123
4.00120
4.00118
4.0011s
4.00113
4.00111
4.00109
4.00106
4.00104

4.00000




Tabela XVIII - Razao G,/G, correspondente ao tamanho L das redes e respectiva
extrapolacao (n = 0.8).

: G, /Go

2 3.73300

3 3.92722

4 3.98520

5 4.00378

6 4.00959

7 4.01094

3 4.01068

9 4.00988
10 4.00894 60 4.00044
11 4.00802 61 4.00042
12 4.00718 62 4.00041
13 4.00644 63 4.00040
14 4.00579 64 4.00039
15 4.00522 65 4.00037
16 4.00472 66 4.00036
17 4.00429 67 4.00035
18 4.00391 68 4.00034
19 1.00357 69 4.00033
20 4.00328 70 4.00032
21 4.00302 7 4.00032
22 4.00279 72 4.00031
23 4.00258 73 4.00030
24 4.00239 7 4.00029
2 4.00223 75 4.00028
26 4.00208 76 4.00028
27 4.00194 77 4.00027
2 4.00182 78 4.00026
29 4.00171 79 4.00026
30 4.00161 80 4.00025
31 4.00151 81 4.00024
32 4.00143 82 4.00024
33 4.00135 83 4.00023
34 4.00128 84 4.00023
35 4.00121 85 4.00022
36 4.00115 86 4.00022
37 4.00109 87 4.00021
38 4.00104 88 4.00021
39 4.00099 89 4.00020
40 4.00094 90 4.00020
a1 4.00090 91 4.00020
42 4.00086 92 4.00019
43 4.00082 93 4.00019
44 4.00079 94 4.00018
45 4.00076 95 4.00018
46 4.00073 96 4.00018
47 4.00070 97 4.00017
48 4.00067 98 4.00017
49 4.00064 99 4.00017
50 4.00062 100 4.00016
51 4.00060
52 4.00057 0 4.00000
53 4.00055

54 4.00053

55 4.00052

56 4.00050
57 4.00048
58 4.00047
59 4.00045
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Tabela XIX - Razao G,/G, correspondente ao tamanho L das redes e respectiva

extrapolagao (n = 1.0).

e

G, /G,

O W ~O U L py

4

b b
W

b b
[GaRt=s

BB DI N b
WNHOWmW-JO

(8]
NS

~J

N
~N O

oM
O w

[0}
[

Wi www
Ul W

w
9]

mmmmmmmmmw»pphphsp&p&w w
kDCD\lO‘lU’I»POJt\JI—-Ol.OCD\IO‘answat—‘OKD ~

.01803
.80194
.87939
.91899
.94188
.95630
. 96595
.97272
.97766
.98137
98423
.98648
.38828
.98974
.99094
.99195
.99279
.99351
.99413
. 99466
.39513
.99553
. 99589
.99621
. 996459
.99674
.99696
.99717
.99735
.99751
.99766
.99780
.98793
.59804
.99815
-39825
3.99834
3.99842
3.99850
3.99857
3.99863
3.99870
3.99875
3.99881
3.99886
3.99891
3.99895
3.99899
3.99903
3.99907
3.99910
3.99914
3.99917
3.99920
3.99923
3.99925
3.99928
3.99930

bleUJ(AJUJUJWUJL\JUJLAJLAJL;JL,AJU)b)wb.)wawwaLuw'uJLdeUJUJUJwale,uL-J

60
51
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74

-~
/

76
77
78
7 ¢

80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
S8

100

3.99923
3.99935
3.99937
3.99939
3.99941
3.99942
3.99944
3.99946
3.99947
3.99949
3.99950
3.99952
3.59953
3.99954
3.99956
3.99957
3.99958
3.99959
99960
99961
99962
.99963
.999%64
.99965
. 99965
.99966
99967
.99968
.99968
.99969
.99970
.99971
.99971
3.99972
3.99972
3.99973
3.99974
3.99974
3.99975
3.99975
3.99976

3
3

3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3

4.00000




extrapolacao (n = 0.0).

L G, /Gy
z 4.00000
3 4.41421
1 $.61803
5 4.73205
6 4.80134
7 4.84776
8 4.87939
9 4.90211
10 4.91899
11 4.93185
12 4.94188
1 4.94986
14 4.95630
15 4.96157
16 4.95595
17 4.96962
18 4.97272
1 4.97538
20 4.97766
23 4.97964
22 4,98137
23 4.958289
24 4.98423
2 4.985472
26 4.98643
2 4.98742
2 4.98828
29 4.98904
30 4.98974
31 4.99037
32 4.99094
33 4.99147
34 4.99195
35 4.99239
36 4.99279
37 4.99317
38 4.99351
39 4,99383
40 4.99413
41 4.99441]
42 4.99466
43 4.99490
44 4,.99513
45 4,99534
46 4.99553
47 4.99572
48 4.99589
49 4.99605
50 4.99621
Sl 4.99635
52 4.99649
53 4.99662
54 4.99674
55 4.99685
56 4.99696
57 4.99707
58 4.99717
59 4.99726

60
bl
62
63
64
65
66
67
o8
©9
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
38
89
90
91
32
93
954
95
96
97
98
99
100

9%

Tabela XX - Razao G,/G; correspondente ao tamanho L das redes e respectiva

4.99735
4.99743
4.99751
4.99759
4.99766
4.99775
4.99780
4.99787
4.99793
4.98799
4.99804
+.99810
4.99815
4.99820
4.9982¢5S
4.99829
4.99834
4.99838
4.99842
4.99846
4.99850
4.99853
4.99857
4.99860
4.99863
4.99867
4.399870
4.99873
4.99875
4.99878
4.99881
4.99883
4.59886
4.99888
4.99891
4.99893
4.99895
4.99897
4.99899
4.99901
4.99903

5.00000




Obtém-se nesse caso completa concordancia com o predito pelas equgdes
(V-8) e (V-9),0onde z, = 1/2 e z, = 2, Cuja razao rz/z, deve ser igual a 4 quando n # 0.
No caso isotrépico (n = 0), essa razio é certamente alterada para um novo

valor embora ndo se possa nesse caso fornecer nenhuma interpretagio para o referido resul-

tado.
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V-C - DIMENSOES DE ESCALA E ESPECTRO

Na abordagem do modelo de Ising, desde que ¢ = 1/2, obtem-se via (I11-24)
as dimensdes de escala h = 0,1/10,1/2. Em fase destas dimensdes, usando-se o cariter da
férmula devida a Rocha-Caridi (**), ressaltam-se as degenerescéncias d(h, r) correspondentes
ace niveis (h +r). Presente na segdo (II-N), a tabela II informa-nos destas degenerescéncias,
permitindo a construgio de todo o espectro emergente do hamiltoniano invariante conforme
especificado em (V-2).

As dimensdes de escala associam-se aos gaps de energia segundo

x=h+r (V-11)
do que decorre
LGg
;E =h+r (V-12)

Fixando n = 0.4, efetuamos o cdlculo das dimensdes de escala relativas
a0e seis primeiros autovalores (mais baixos) correspondentes a cada rede L. Obviamente,
consideramos estes autovalores em suas combinagdes, o que compreende diversos gaps de
energia. A tabela exposta abaixo, abarca as seguintes combinagdes: Cq;, e 0s 11 primeiros

termos relativos a Cea.
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Tabela XXI - Dimensoes de escala referentes aos gaps, considerando-se n = 0.4.

REFERENCIA X
DO GAP
1 0.49999
Z 1.49999
3 1.99994
4 2.50007
> 3.00005
6 3.50014
7 3.99997
8 4.00014}:
° 4.49998
10 4.49992
11 5.00020
12 5.00054
13 5.50024
14 5.50067
13 6.00016
16 6.00029 .
17 6.00064 .




Verifica-se que o espectro aqui esquematizado, até onde o explicitamos,
confere com aquele estipulado pela tabela II (reproduzida abaixo), ressaltando que somente
as representagdes 0 e 1/2 participam na construgdo do mesmo. Situacio andloga ocorre com

o modelo de Ising puro sob condiges livres de contorno.
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9/2

7/2

5/2

3/2

1/72

X=0+3

X =0+2

(3)

(2)

x=1/2+0 T

(2)

(2)

Figura 20: Esquematizacio do espectro relativo & tabela XXI.
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Tabela II - Funcdo d(h,r) representando a degenerescéncia do nivel (h+r) da

representacao irredutfvel com o menor peso h.
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CAPITULO VI

CONCLUSAO
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CONCLUSAO

O estudo desenvolvido do modelo XY em campo transverso utilizou-se do
FSS e métodos de invaridncia conforme. No primeiro caso (FSS) reobtivemos os resultados
de dos Santos e Stinchcombe trabalhando com redes maiores, o que nos permitiu um avango
quantitativo responsavel por resultados bastante confidveis. O expoente de crossover foi
determinado com razodvel precisao.

Através da fermionizagio do hamiltoniano do modelo em questdo, do que
decorrem as matrizes A e B, fomos capazes de abordar redes de até 100 sitios, possibilitando
uma nitida vizualizacio do croesover. Esse método também foi empregado para obter a
carga central do modelo e para levantar o espectro no limite de escala.

Finalmente, comparando tal espectro com as predigdes da invariancia con-
forme, nota-se que o modelo por inteiro reprodus o comportamento do modelo de Ising para
qualquer valor ndo nulo da anisotropia. Considerando-se a anisotropia nula, infelizmente
foi impossivel aplicar os métodos de invaridncia conforme uma ves que a energia do estado

fundamental sequer apresenta corregdes em poténcias de L, inviabilizando o cilculo da carga

central c.
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