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RESUMO

0 modelo de Ashkin-Teller (1943) exibe um comportamen
to critico, aparentemente nao universal, semelhante ao do modelo
de Baxter. Entretanto ele pode também ter propriedades criticas
idénticas as do modelo de Ising, dependendo da relagao entre
as constantes de acoplamento.

Nesse trabalho investigamos essas duas regioes de com
portamento distinto, usando a hamiltoniana de tempo continuo e,
fazendo a hipotese de que esse limite nao tira o sistema de sua
classe de universalidade.

Na regiao K4< Kl==K2 a hamiltoniana equivalente e
uma versao discreta do modelo de Thirring massivo, e os Indices
criticos sdo calculados apds a identificagao das densidades com
operadores desse modelo da teoria de campos.

A regiao K42 Kl==K2 ,em gque o modelo sofre duas tran-
sigdes, & estudada usando uma transformagao do grupo de renorma-

lizagéo no espaco real. O modelo é reconhecido, nessa regiao, co

mo sendo um modelo de Ising diluido que tem os expoentes usuais.



ABSTRACT

The Ashkin-Teller model (1943) displays non-universal
critical behavior similar to the one found in the Baxter model.
For appropriate values of the coupling constants it can, never-
theless, have critical properties identical to those found in
the Ising model. In this work we study the entire phase diagram,
and thus investigate both behaviours, using the continuous time
hamiltonian. We assume that this limit preserves the univesality
class of the model.

For K4<:Kl==K2 the equivalent hamiltonian is a discrete
version of the Thirring model, and critical indices are calculated
after identification of the densities with operators of this
field theoretical model.

For K4?IH_=K2 the hamiltonian is equivalent to a
dilute Ising model with the usual exponents. We also derive these

exponents through a real space renormalization group transform-

ation.
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CAPITULO I INTRODUGCAO

A década passada se notabilizou pelo aparecimento de
um formalismo adequado (o Grupo de Renormalizagao) para estudar
transigcoes de fase, em que as singularidades provém da divergén
cia do comprimento de correlacao (Wilson,1971; Wegner,1972). A
grande conquista foi explicar o aparecimento de expoentes criti
cos (Kadanoff et.al.,1967) obtidos experimentalmente, que esta-
vam muito longe dos valores classicos da teoria de Landau(l1937).
Esses iIndices, que caracterizam a maneira pela qual uma quanti-
dade fisica diverge ou se anula na transigao, nao se identificam
com as dimensdes candnicas (que se obtém por simples analise di
mensional) . Eles refletem, contudo, a forma com que as variaveis
M se transformam frente a uma dilatagao da unidade de comprimen

to s:

s -+ bs (I.1la)

da

M > M =D M (I.1b)

O expoente d_ & chamado dimensao de escala (anomala) de M e pa-
ra calgulé—lo é preciso fazer a transformacao de escala apenas
na uniaade de comprimento (escalando todos os parametros encon-
trariamos a dimensdo candnica d°).

A principal razao para estudar os indices criticos &
gue eles governam um comportamento espetacular(as divergéncias
aas funcdes resposta) e sao insensiveis a detalhes microscOpi -
cos da interacao. Essa propriedade permite dividir os sistemas
fisicos em classes de universalidade que tém em comum esse con-
junto de niimeros "magicos". A explicagao para o fato & que esses

diferentes sistemas, terao seu comportamento critico determina-

do pelo comportamento dos campos de escala (que nada mais sao que



os auto-vetores da transformacao do grupo de renormalizagao)nas
vizinhangas de um ponto fixo. Esse ponto especial, do espago de
4
parémeéros, tem uma area de atracgao (superficie critica) na qual
recairao todos os membros da classe de universalidade.
Paralelamente a esse desenvolvimento da escala de Cornell,
surgiram os primeiros resultados de Baxter para o modelo de 8-
-vértices simétrico. Os expoentes, exatos, dependiam dos pesos
atribuidos aos vértices e aparentemente violam as hipdteses de
universalidade. Embora o modelo fosse bidimensional, gozava de
ampla aceitacao a idéia de que esse fendmeno nao era uma pecu-
liaridade do mundo bidimensional. De fato, logo se percebeu que
esse modelo nao tinha um ponto fixo isolado, mas sim uma linha
deles o que explicou a variacao continua dos expoentes (afinal
cada ponto fixo tem a sua vizinhanca) e a obediéncia as leis de
escala ponto por ponto. A razao para a existéncia de uma linha
de pontos fixos & a existéncia de um operador marginal na hamil
toniana, gue tem dimensao zero frente a uma transformagao de es
cala. A marginalidade, que pode ser local ou persistente, viria
mais tarde explicar correcdes ds leis de escala a 4 dimensoes
(Wegner,1974) e outros fendOmenos interessantes (o efeito Kondo
& um deles). Kadanoff, que, junto com Wegner (1971), apontou a
importancia do operador marginal no modelo de 8-V, ao apresen-
tar seu trabalho em Cornell ficou sabendo, através de K. Wilson ,
que coisas semelhantes aconteciam em modelos da Teoria Quantica
de Campos. WIlson (1970) havia calculado recentemente as dimen-
soes de operadores compostos do modelo de Thirring (1958), e mos
trado que elas variavam continuamente, em fungao da constante de
acoplamento (g). Algum tempo ainda se passou mas finalmente
Luther e Peschel (1974,1975) mostraram que o modelo de Baxteres
ta efetivamente relacionado(de uma forma gque ficara clara no

texto) com o modelo de Thirring.



Pouco tempo depois do trabalho de Baxter com o 8-V ,
surgiu um artigo do Fan(1972) que explorava a conexao entre es -
se modelo e um outro, proposto por Ashkin e Teller (1943) para
estudar sistemas de 4 componentes. Embora essa tentativa tenha
sido um fracasso, Wegner (1972) exibiu a equivaléncia entre os
dois modelos, que por sinal deixava clara a maior dificuldade do
A.T.. Essa dificuldade que nao permitiu, até hoje, resolver o mo
delo, ndo impediu que varias conjecturas surgissem a respeito do
seu comportamento critico (expoentes criticos dependendo conti -
nuamente dos parametros, relagao simples com oOs indices do 8-V ,

[
regido de comportamento Ising,etc.). Essas conjecturas sao supor
tadas e as vezes até originadas, pelo mapeamento desses modelos
num outro para o qual se conhecem exatamente as fungoes de cor -
relacao (o modelo Gaussiano). Conviver com toda essa "estrutura”,
e verificar as conjecturas para os expoentes, foi basicamente o
desafio que nessa tese pretendemos enfrentar. Para permitir uma
perfeita penetragao nesse emaranhado de equivaléncias, resulta -
dos exatos e nao exatos, mecanica estatistica e teoria de campos,
esse trabalho estda organizado da seguinte forma:
a) no capitulo II apresentamos os modelos de vértices, os resul-
tados de Baxter para o 8-V simétrico, a explicagao de Kadanoff
e Wegner para a variacido continua dos indices criticos e a so
lugdo do 6-V pelo método do espalhamento inverso quantico.Mos
tramos a equivaléncia entre o modelo do gelo e o "problema das
3 cores", e no apéendice~A apresentamos a relagcao entre o pro-
blema das N cores e o modelo de 6-V alternado. Ha também um
apéndice(B) gque contém o "ansatz" de Bethe para a hamiltonia
na de Heisenberg e outro (C) que reproduz a relagao entre o
modelo de 8-V e a hamiltoniana de Heisenberg completamente ani

sotrdpica.



b) no capitulo III, trabalhando com o modelo de Ising, introdu-

c)

d)

zimos a hamiltoniana de tempo continuo, a transformagao de
Jordan-Wigner e o limite de escala, obtendo o expoente v pa-
ra esse modelo. Esse material nao & original mas torna o tra

balho auto-suficiente.

no capitulo IV, discutimos a equivaléncia entre o Ashkin-
-Teller e o modelo de 8-V (na rede), obtendo o mapeamento
exato entre os dois modelos na criticalidade. Em seguida, fa
zendo o limite de tempo continuo obtemos uma hamiltoniana gque
& uma versao discreta do modelo de Thirring massivo. Quande o
parametro da rede for feito zero ganhamos uma teoria invarian
te frente a transformagoes de escala no limite de massa zero.
Isso permite determinar relacdes entre os Indices criticos e
verificar as conjecturas de Enting e Kadanoff para as linhas

de Baxter do A.T.

no capitulo V analisamos a regiao do A.T. em gque a transicgao
nao é unica, e por dois processos independentes concluimos que
essas transigOes estao na mesma classe de universalidade do
Ising. Portanto os expoentes sao os usuais independentes da

constante de acoplamento.
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II.A) OS MODELOS DE VERTICES

O modelo de 6 vértices teve sua origem em 1935, quando
Linus Pauling (1935,1960) se propds a explicar a entropia residual
do gelo I, ou seja um valor de entropia que nao podia ser atribui-
do unicamente as vibrag¢des da rede (essa anomalia foi detectada
pPOr CGiauque € p2shkley (1933)). Na busca de uma explica¢ao para o fa-
to, Paq%ing percebeu que a estrutura do gelo (figura 1) apresenta
atomecs de Oxigénio regularmente arranjados numa rede cristalina, po
rém os atomos de H n3o demonstram qualquer arranjo regular distin-

guivel por Raios-X.

FIG. 1 - A estrutura cristalina do gelo I. Cada
atomo de O esta ligado a quatro outros

formando uma estrutura tetraédrica.



Apoiado em idéias anteriores de Bernal e Fowler (1933)

Paulind féz as seguintes hipOteses:

a) o gelo & uma subst3ncia que apresenta pontes de hidrogénio com
um atomo de H entre cada par de Oxigénios proximos. Desde que a
distancia 0-C & de 2,76 2 e a ligacao OH tem 0,95 X, existem
duas posicdes accessiveis ao hidrogénio. Esses dois estados sao
energeticamente equivalentes exceto pela:

+ - -
) na agua &

b) regra do gelo: a concentragdo de Ions (OH) e (HBO
muito pequena e uma situagao andloga & esperada no gelo. Em con
sequéncia, cada atomo de O deve ter dois e somente dois H's prd
ximos a ele.

Essa situagao pode ser representada geometricamente a-
tribuindo sentido &s ligagles (pontes) para representar o Hidrogé-
nio Eerimo ou distante do Oxigénio. O Oxigénio & o vértice onde
se encontram as 4 ligagOes. Como cada ligagao tem dois estados ha

4

27 =16 vértices distintos dos quais apenas 6 satisfazem a regra do

gelo.

O-H 0 ) H-O

O O

FIG. 2 - Representacgao de atomos de O e H por

ligagOes orientadas
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FIG. 3 - Os 16 vértices que se pode formar com
4 ligagbes e as 6 (primeiras) que sa-

tisfazem a regra do gelo.

De posse dessas hipétesés Pauling fez uma estimativa
para o nimero de microestados de uma rede com N atomos: nesse caso
haverd (no limite de N grande) 2N ligagoes,e se fosse possivel
atribuir livremente sentido a elas haveria (2)2N configuracoes dis
tintas. Porém, agindo dessa forma imprudente estariamos gerando mui
tos veértices proibidos pela regra do gelo. Para reparar esse €rro
& preciso multiplicar o resultado por (6/16)N onde (6/16) vem da

regra do gelo e N do nimero de &tomos de O. Sendo assim,
N N
W= (2)2N [—6——} = {-31] . (IT.1)

Sendo as configuragoes 1 a 16 energeticamente equivalentes (portan

to ensemble microcandnico) segue para a entropia o resultado

S=kinW=Nk2&n(3/2) =nR&n(1l.5) (I1.2)

onde k & a constante de Boltzmann e R a constante universal dos gases

s=R4n(1.5) =0.805 cal/mol K (II.3)

a ser comparado com o resultado experimental

s=0.82%+0.05 cal/mol K (I1.4)



Era sem dGvida uma concordancia espantosa, obtida com um calct-
lo que comete um erro grosseiro de estatistica,Ao escrever (6/16)N
estava implicita a nogcao de "eventos independentes" para os vérti-
ces, q%ando se sabe, por exemplo, que um vértice do tipo 5 nao admi-

te como vizinho horizontal direito um vértice do tipo 1 (portanto,

nao sao independentes).

S 1

FIG. 4 - Os vértices 5 e 1 nao podem ser vi-

zinhos na ordem indicada na figura.

Essas restrigSes, de carater topoldgico, altefam as
propriedades desse sistema e poderiam em principio alterar comple-
tamente o resultado de Linus Pauling.

John Nagle (1966) entretanto mostrou gue mesmo levan-
do em conta a "interacdo" entre os vértices, em uma estrutura que

simula a do gelo, obtém-se o resultado
s=0,8145+ 0,0002 cal/mcl K (3-D) (IT.5)

o que revela que o modelo & realmente bom. Nesse mesmo trabalho,
Nagle verificou que uma rede bidimensional quadrada representava

muito bem as propriedades do sistema original e obteve para ela

s = 0,858 cal/mol k (2-D) (I1.6)

Embora o problema combinatdrio original permanega ainda hoje sem
solugao, o caso da rede quadrada (figura 5) que guarda as princi-

pais caracteristicas do modelo - cada O estid ligado a outros gua-



tro por pontes em que ha apenas um H - foi logo resolvido exatamen

te por Lieb (1967a) que encontrou

s = Ren(4/3)3/2 = Rin(1.5396007) =0,857cal/mol K (II.7)

(a) (b)

FIG, 5 - O problema do gelo em 2 dimensoes.
(a) representacao por atomos de O
e H(+); (b) representagao por veér

tices.

0 sucesso do modelo de Pauling estava garantido porém
nao devia se restringir ao gelo. De fato Slater (1941) e Takahashi
(1941) usaram o modelo do gelo para estudar as propriedades do
KH, PO, (fosfato dihidrogenado de potassio) que se cristaliza numa
estrutura complicada como se mostra na figura 6.

Também nesses compostos a entropia residual é muito
grande, porém nesse caso as seis configuragdes do gelo nao sao mais
equivalentes, j& que o eixo c da célula unitaria tetragonal € uma
direcdo privilegiada. Dessa forma configurac¢oes nas quais os dois
protons estejam acima ou abaixo do ion (PO4)3— terao energia menor
do que aquelas em que os protons residam em lados opostos. Essa di
ferenca de energia & a responsavel pelo aparecimento de um estado
ordenado (figura 7) em que todas as células ficam na mesma configu

~ \ ~ ~ . +
ragao. Desde que a combinagao do anion fosfato com o proton H
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constitue um dipolo elé&trico o tal estado ordenado pode ser caragc
terizado pelo aparecimento da Polarizacdao e o material (no caso ©

KDP) & dito ferroeldtrico. A representagdo dessa situagao & feita

na tabela I, onde se mostra também a situagéo ADP (fosfato dihi-
drogenado de amdnia NH4.H2PO4) que & um antiferroelétrico, e cujo

estado ordenado & mostrado na figura 8.

X
pid

KDP 0

X
X

ADYP €
(F)

TARBELA T - As emrgms asseciotas
nes varies modeles .

© (% @)

Fi6.6 - Estrudurg de KDP

FIG, 7 - Ordem ferroelétrica (KDP) FIG. 8 ~ Ordem antiferro-
elétrica (ADP)



No caso do KDP (e do ADP) a transigao & do tipo ordem-
-desordem e acontece a uma certa temperatura critica (Tc) que foi
encontrada exatamente também por Lieb (1967 b,c). Os comentarios a
respeito da solugdo sdo reservados para a proxima secgao.

Como Gltimo Item, dessa introdugdo aos modelos de vér-
tices, queremos mostrar que ao resolver o modelo do gelo Lieb esta
va, ao mesmo tempo, encontrando a solugao para o famoso problema
das trés cores num "mapa" quadrado. Esse problema & enunciado da
seguinte forma: dada uma superficie plana finita, composta de qua-
drados, de quantas maneiras distintas se pode colorir o mapa dis-
pondo de trés cores (amarelo, branco e verde) tal que gquadrados ad
jacentes nunca tenham a mesma cor? Escolha um guadrado e © pinte
de amarelo por exemplo (h& um fator 3 devido a essa opgao inicial).
Agora considere um dos quatro vértices que determinam o guadrado .
Percorra-o no sentido anti-horario e pinte o qguadrado adjacente de
branco (ordem ciclica) se a flecha estiver saindo do vértice e de
verde em caso contrario. Depois de pintar as 3 células que junto
com a amarela, previamente colorida, formam aquele vértice passe
ao proximo até colorir todo o mapa. Agora observe que os vértices
compativeis com a condigdo de "cores diferentes" para "quadrados
adjacentes" sBo exatamente aqueles que satisfazem a regra do gelo
(1 a 6). Dessa forma o problema de contar o nimero de maneiras gue
se pode colorir & (a menos do fator 3) idéntico aquele de  contar
microestados do gelo.

Assim o niimero de maneiras de se colorir o mapa (¥) e

3N/2
} (11.8)

_ 4
N = 3 X (§

onde N & o nimero de vértices internos.

f‘l
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FIG. 9 - A representagao das cores em termos

dos vértices.

No ap€ndice A mostramos que o problema de N cores es-
td relacionado com o estado fundamental do modelo de Potts que

por sua vez & equivalente a um modelo de seis vétices "alternado".

II.B) O MODELO DE BAXTER

A solugao de Lieb (1967 b,c) para os modelos do KDP e
ADP revela certas peculiaridades. Por exemplo, na temperatura cri
tica todas as derivadas da energia livre do ADP sao continuas en-
gquanto no caso ferroelétrico (KDP) ha uma descontinuidjde na pri
meira derivada (S) que implica na existéncia de calor iatente. A

Polarizagao, que & o parimetro de ordem do KDP n3do se desenvolve

continuamente a partir da temperatura critica (o sistema se pola-



riza comple:-amente a T==TC).Mais ainda; as funcgdes de correlagao

acima da temperatura critica n3o decaem exponencialmente, confor-
me ocorre no modelo de Ising. Esse comportamento "anormal" era
frequentemente atribuido ds singularidades introduzidas, ao proi-
bir as configuragoes 7,8,9,...,16 (€7==€8==...==816==m).

Abrir mi3o de todas essas restricdes ainda hoje & um

desafio aos mais habeis estatisticos, porém liberar os vértices 7

e 8 parecia ser um problema tratadvel (observe que junto com oS
vértices 1,...,6 eles formam um grupo em que o numero de flechas
entrando ou saindo do vértice & par: 2 ou 4). Realmente nao foi

preciso muito tempo para que o genial australiano Rodney J. Baxter
(1971a) resolvesse o modelo de 8-V simétrico,assim chamado por

considerar iguais os pesos estatisticos dos vértices 1 e 2, 3 e 4,

5e6,'7e8.$ %N $ ¥ b ;

i 2 3 4
1 AN { % A4~
5 6 T 8

FIG. 10 - Os vértices e seus respectivos pesos
no modelo de 8-V simétrico (ou mode

lo de Baxter).

O trabalho de Baxter comprovou de maneira inequivoca
as expectativas de Sutherland (1970) segundo o gual o comportamen
to. estranho do 6V poderia ser suprimido levando-se em conta os ver-
tices 7 e 8.

SatisfagOes & parte, havia uma surpresa desafiadora
nos resultados de Baxter: o expoente &, que caracteriza a diver-
géncia do calor especifico na transigao, dependia dos pesos esta-

tisticos atribuldos aos vértices. A expressao era



o

sen |—% | = ab-cd . (I1.9)
2(2-a) ab + cd

A razdo para a surpresa & que ja se cultivava ha algum tempo a
idéia de que os expoentes criticos de uma transigao de segunda ou
maior ordem, dominadas por correlagoes de longo alcance, nao de-
viam depender dos detalhes da interacao (quando ela fosse de cur-
to alcance). Essa conhecida "hipOtese da universalidade", que es-
tava sendo agora ameagada pela solugao exata de um modelo, tinha
como defensores gente do mais alto gabarito. Dois deles, Leo Kada
noff e Franz Wegner (1971) apressaram-se em mostrar que a varia-
cdo continua dos Indices criticos pode ocorrer, desde que compare
¢a na hamiltoniana um operador marginal, isto &, um termo da for-
ma AZﬁr onde ﬁr se transforma como (lAJ)) ao se fazer uma mudan-
r
ca de escala r'=r/s (D & a dimensao da rede). Para perceber o
significado especial desse operador, cujo efeito nac &€ aumentado
nem diminuido por uma transformagao de escala, vamos recordar a
definicdo de "scaling”: na regifo critica a transigao de fase &
supostamente descrita por flutuagoes de grandezas locais, por exem
plo a densidade de magnetizagéo, densidade de energia, que denota
remos por Oa(r), onde a rotula a quantidade envolvida. Considere-

mos um produto de n operadores diferentes

n
0= T O (r.) (I1.10)

onde cada par de operadores do produto & separado por uma distan-

. -> > - . . -~ :
cia lri-rj|==R que & muito maior que o parametro de rede e muil-
to menor que o comprimento de correlagao. Dessa forma ao dizer

X

que Oa(r) escala como 1/r * estamos afirmando que



1 n
<O> ., = = , x= I x (IT.11)
A r¥ =1 aj
Mais ainda, & preciso dizer que os X, sdao Indices criticos, que

descrevem o comportamento das variaveis, ou seja caracterizam 0
51
Por exemplo no modelo de Ising (2-D), a magnetizacao tem um Indi-

*
ce x0==l/8 e a densidade de energia( ) x€==l.

decaimento da correlagao <Oa(ri)oa(rj)> com a distancia l;i—?

Se os Indices criticos dependerem de A {coeficiente

do operador marginal) entao

9<0O>

A
= - <0>,

Bxa
( l]Qle + o (11.12)
I\ j=1

A

a3

Para ver como esses termos logaritmicos, que caracte-
rizam a variagao do Indice critico com a constante de acoplamento
%, podem aparecer lembre que

9<0>

_ -BH
i\ A8 I0e z <Oﬁr?x e (11.13)

oA A e_BH r

Expandindo o produto de operadores de acordo com Kada

noff (1969)

-> > > > > >

Ou(rl) OB(rz)— § AaB,Y(rlurZ) Oy(rl+r2/2) (IT.1l4a)
onde [ ]

o > >
a r.-r./|rt,-1,]
Ayg = aB,y =1 727 71 72 (II.14b)
' X +x_ -X
7,-2, 1 ¢ P
1 72

(*) Esse resultado serd obtido no capitulo III

R



é fixado por "scaling"), nds teremos um termo da forma

-> ->
+ 2
) W(E) = 260 (F1 * /2] + g (II.15)
> +d s e o .
lry -

onde o & o expoente que aparece na fdrmula de redugao quando a=Y

e OB==ﬁ. Finalmente, levando em(II.l13)obtemos

5 _ n a.
—_ <o>>\— E X —-——3—-~+ | <o>X + ... (II1.16)
dA j=1 [r—rj|<R lr-r. |
Em duas dimensoes obtém-se
L s 2pan| R ) (I1.17)
r<R r2 a
o
Usando as equagoes (II.12), (II.16) e (II.17) chegamos ao resulta
do
o9X
—& = _21a (I1.18)
A o
o que mostra quantitativamente, a "capacidade" que um operador

marginal tem de variar os Indices criticos.

Finalmente, para mostrar que essa era exatamente a{si
tuacdo do modelo de Baxter, Kadanoff e Wegner notaram gque a nivel
de funcado de partigao, o 8-V & equivalente a um modelo de Ising
com interacdo de 4 spins. De fato: escolha uma célula qualquer
da rede e coloque no seu centro o spin para cima (ou para baixo).
Em seguida coloque os spins nos quadrades vizinhos de acordo com
a seguinte conveng¢ao:; spins vizinhos na mesma horizontal (verti-
cal) terao o mesmo sinal se a flecha entre eles apontar para ci-
ma (a direita); nos casos restantes eles terao sinais diferentes

(figura 11).
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v
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> > ~— —g— <%
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i 3 —t- Do >
FIG. 11 - Uma configuracao de vértices e

sua possivel representagao por

spins.

O peso wi(a,b,c ou d) serid representado na fungao de

particao por um fator

A eXP{Kle,k Ojkl,k+l+ K20j+l,k 0j,k+l +

T AGS x O941,k+1 %941,k "j,k+1} (I1.19)
com
K, = %: gn (ac/bd) (IT.20a)
K, = %- 4n (ad/be) (II.20b)
A = %1- en (ab/cd) (IT.204)
r““"*-\
é ~
! r¢9//
H ]
‘ J
1 4
/
\‘ -

had

FIG. 12 - As interagoes entre os
spins, necessarias pa-
ra reproduzir os pesos
dos vértices.



Com A=0 (nao ha interagao de 4 spins) o sistema se di-
vide em duas sub-redes de Ising (anisotrdpicas e independentes) com

a mesma temperatura de transic¢ao dada por

senh.ZKl senh.ZK2 =1 (I1.21)

FIG. 13 - As duas sub-redes independentes

Quando A#0 haverd um termo adicional (na hamiltoniana)

da forma AL e(l) 8(2) (l) e €(2)
¢ I r r r

energia das sub-redes (1) e (2). Esse tipo de acoplamento permite

onde ¢ sao as densidades de

que a magnetizagao de cada sub-rede seja livre para apontar no mes
mo sentido que a outra ou em sentido oposto.

Dessa forma o estado fundamental tem degenerescéncia 4
e portanto a transigao & do tiga()+() exceto no caso A=0 (Ising )
em que ela & do tipo()+()

Para completar o raciocinio voltemos ao caso A=0. Nes-

sa situacao a densidade de energia €. de cada sub-rede (1 Ising)
escala como (1/r) (veja Capitulo III) e dessa forma Eél) eéz) s
cala como (l/r)2==(l/r)D satisfazendo portanto a condig¢ao necessa-

ria para que a universalidade seja violada.

E claro que quando A#0, a interacgao modifica o compor-

tamento de eél) e séz) mas O gue se espera €& que O operador
3 = €(1“)8(2)

continue sendo marginal.
r r r



II.B.1 - Os expoentes do 8-V

A equivaléncia obtida na secgao anterior permite rees

crever a equacao (II.9) como

sen |—=—| = tanh(2}) (11.22)

2(2-0)
desde que

K, +K,+A

a=A e 12 (I1.23a)
-K —K2+A

b=A e (I1.23Db)
K —KZ—A

c=A e (I1.23c)
K. +K,~A

d=ne * 2 (I1.234)

Baxter também calculou o valor de V (o expoente do

comprimento de correlacao) e verificou que

v = T = L (I1.24)

2 cos™}[~tanh 21]

Curiosamente, embora o e V tenham uma sofisticada de-

pendéncia com A, eles obedecem a relagao de escala
2-0 = vd=2V (11.25)

De fato substituindo (II.25) em (II.22) obtém-se
sen m(2-2v) | sen oI = tanh 2A
2(2v) 2V 2

cos || = ~tanh 2A (IT.26)
2V

que € a prdpria equagao (24).
Os outros expoentes nao foram ainda obtidos exatamen-

te, no entanto Baxter e Kelland (1974) fizeram uma proposta para
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o expoente B_ que caracteriza o decaimento da polarizacao esponta

nea com a temperatura. E sempre bom lembrar que a polarizagao es-

ta relacionada com o sentido da flecha no modelo de vértices e na

representacao de Ising pode ser obtido como produto dos dois spins

separados pela flecha. Assim:

P=09,5 %,5+1

com

B:—l-}-_'r.r_ .
4 4y

Novamente apesar da dependéncia

simples entre os expoentes:

4Be=2\)—l

(I1.27)

(I1.28)

(I1.29)

s6 que essa nao segue de nenhuma relacao de escala tradicional, e

por ser uma lei de escala adicional reduziria a apenas um o nume-

ro de expoentes necessirios para determinar todos os outros.

) &P

| I

| !

| \ |

\4 |

| [

l ) o

I i

e " Pe |
1 —— >

FIG. 14 - R dependéncia em ) dos expoentes criticos

do modelo de Baxter



II.C) A MATRIZ DE TRANSFERENCIA

Na maioria dos problemas de Mecanica Estatistica o
calculo da funcao de particgao se reduz a determinacao do maior au
to-valor da matriz de transferéncia. Na verdade o que se faz & di
vidir o sistema, mentalmente, num grande nimero de subsistemas i-
dénticos e escrever o peso estatistico de um microestado (do sis-
tema todo) como produto de fatores que representam, cada um, o)
efeito de se adicionar um subsistema (camada) ao existente. No ca
so dos modelos de vértices as camadas serao as N ligagOes verti-

cals paralelas. Cada ligagao pode estar orientada para cima ou pa

ra baixo e portanto serd representada por uma variavel de spin
aj==tl, onde j designa a coluna onde estada a flecha em pauta.
1) 1) 1 ]
« % s
4 } 4 } } } 4 } { '
A R N
FIG. 15 - Sequéncia de duas camadas de 1li-
gagoes verticais.
0 conjunto {al,az,...,aN}==a define a configuracgao

da camada de ligacoes (barras) verticais e ha 2N distintas. Supo-
nha agora que a e o' correspondam a configuracao de duas camadas
sucessivas e introduza a matriz T (2N><2N) com elementos

o
£

a3

Tala' = L exp {—B

8 .

T n,e.|l=137" J (I1.31

2 3 3] j " )
onde a soma & sobre todos os arranjos possiveis de flechas nas 1i
gagoes horizontais (designadas por Aj), e ny & o nlimero de vérti-

ces do tipo j. A fungao de particao sera

21
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.. T =T {T'} (11.32)

ogloy

Tola, Ta|a
Oy ity 0yl0s

1 %2 M

Chamando Xj==+l ou -1 conforme a flecha horizontal que
precede o vértice j aponte para a direita ou para a esquerda tere

mos

N ALA.
T, ., =3 ... % r o JtL
Al AN i=l o

=

= tr { 1w Lj} (I1.33)

! =1
5%3 J

Note que aj’ ats A. € A especificam a configuragao do j-&simo

3" 73 j+l1
vértice, isto &,
A}

%

Al AL
L 373+ = 0 ou wi

L0l
3]

dj

FIG. 16 - A configuracao de um dado vértice.

conforme essa configuracao seja proibida (9,...,16) ou uma das oi
to primeiras. L & uma matriz 4x4 e pode ser dividida em quatro
blocos (submatrizes) 2x 2. Os Indices o,a' servem para designar a
localizagao do bloco na matriz e os xj,xj+l para indicar o elemen
to do bloco que nos interessa. Para montar a matriz basta variar
os indices e ver que vértice & formado. Todos os Indices igquais a
1 formam um vértice do tipo 1 cujo peso & a. O elemento 21 cor-

12

responde ao vértice do tipo 5 [ cujo peso € c. Na matriz ele

pertence ao 29 bloco superior (12) e dentro do bloco ele estd na
2a. linha, la. coluna (f i}. Dessa forma obtém-se para o 8-V simé

trico

! ' S i \‘,)rﬁf
. .

i
i

YL e ek
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a 0 0 4d
0 b ¢ O
L= 0 c b 0 . (II.34)
da 0 0 a
Introduzindo novas variaveis
1 Ll
(II.35)
_1, 1
2“"2-(0 d) w4——2~(a+b)

& possivel escrever L em termos das matrizes de Pauli (o'=1)

4
1 »
LX’A L Wi G;a, oik‘ (I1.36)
o,o" i=1
ou ainda como
3 4 1 _ 2
w30j-+w40j wle lW20j
Lj= (rr.37)
1 . 2 - 3 4
wlcji-lwzcj w30j-+w46j

O caso particular do 6V se obtém impondo d=0, isto §,

Wy =W, Nesse caso a matriz L & bloco-diagonal e isso se pode ver

1

tanto da equagao (II.34) como de (II.37) que passa a ser escrita

3 L
- w3ol4-w4oj 2wloj
Lj = (IT.38)
+ _ 3 "
2wloj w30j~+w4oj
em virtude de
% of =L (&t +1i0?) (II.39a)
Jj 2
- 1 Ol .02
. == (o, - i0% (II.39b
J 2 3 3) )



A matriz de transferéncia do modelo de 6-V

N
Tey = ET A
j=1

(IT.40)
tem uma propriedade importante que permite a construcao de seus
auto-estados de uma maneira simples (comparada com o 8-V). Isso
ocorre em virtude de T, ser uma soma (traco) de termos, cada um
deles contendo o mesmo nimero de 0+ e o . Portanto ao atuar em
uma configuragdo o, T conserva o nimero de flechas para cima ou

para baixo e dessa forma

N vA
E?, I O ]==0 (I1.41)
j=1

isto & ,n =nlmero de spins para cima & um bom niimero quantico por-
que T nao mistura camadas com n diferentes. A explicagao para es
se fato & a seguinte: dos 6 primeiros vértices apenas dois permi-

tem inverter o sentido das flechas verticais (5 e 6).
| ! 2 *
3 1 4 '

FIG. 17 - Os 6 vértices permitidos pela re

gra do gelo.



Entretanto, a condigao periddica de contorno exige qué
o niimero de vértices 5 e 6 sejam idénticos (caso contrdrio nao se-
rd possivel voltar ao sentido original e fechar a cadeia na hori-
zontal). Dessa forma os vértices do tipo 5 aumentam o namero de
flechas para cima enquanto os do tipo 6 desfazem essa vantagem, se
guindo dal a conservacao do nimero de flechas para cima (ou para

baixo). A consequéncia dessa propriedade & que desde o inicio se

conhece um auto-estado da matriz de transferéncia: todas as fle-
z -~ .
chas para cima (Z oj==N). Sobre esse estado de referencia pode-se
j
construir todos os outros auto-estados usando um ansatz de Bethe

(1930) cujas "particulas" serao as flechas para baixo. Nesse traba
lho, que foi desenvolvido por Lieb (1967a), ocorrem cancelamentos
extraordindrios entre os termos indesejaveis. Na leitura do traba-
1ho de Lieb um outro fato chama a atenc¢ao do leitor: & o uso, qua-
se constante, dos resultados h& pouco obtidos por Yang e Yax;>U966aJﬁ

que aplicaram o método de Bethe ao modelo de Heisenberg anisotropi

co (veja apéndice B) unidimensional.

ja s

1
L
N

Z

SX X Y Y Z 7
XX2 .
J

3 Sj+l Sj Sj+l + ASj Sj+l J (Ir.42)
Lieb percebeu que ao fazer A=1/2 nas equagSes de Yang-Yang obti-
nha simplesmente as suas equagdes do gelo. Mais do que isso, ele
se refere a eles quando se trata de mostrar que o seu auto - estado
realmente & o estado fundamental no sub-espago n <N/2. = Finalmente
ele n3o precisa resolver a equagdo integral(porque essa também 3Ja
fora resolvida por Yang-Yang) para a densidade de estados p(k).

A leitura do trabalho de Lieb nao deixava duvidas: ha-
via com certeza alguma coisa, mais forte que uma simples coincidén
cia, ligando esses dois problemas aparentemente tao distintos. Um

ano mais tarde, McCoy e Wu (1968) deram o "status" de fato aquela

ex—coiﬂ@idéncia intrigante, ao mostrar que dado um 6-V arbitrario



existe sempre uma hamiltoniana que comuta com a matriz de transfe

réncia do modelo. Essa hamiltoniana & uma generalizagao (nao her-

)

mitiana) do Heisenberg anisotrdpico (HXXZ

H=- % § l:JX s;.( S)j(+l + 3, sg S§+1 + 3, sg sgﬂ +
+ Js(s;.( s;.(ﬂ—s;? S§+l)j| (II.43)
com
JX==JY==wlw34—w2w4 (IT.44a)
Jzzwlwz + w3w4—c2 (ITI.44Db)
JS==i(wlw3 - w2w4) (I1I1.44c¢)

que no caso do 6-V simétrico (wl==w2==a e w ==w4==b) reproduz o

bem conhecido

2.2

_ 1 X X Y .Y a +b -c Z 7

Hyxz =7 3 2[3 Sj+1 %85 5941 [ . S5 Sj+l:]
(II.45)
2.2 2

_ a+b -c - _ S

com A= —————— (que & 1/2 no caso do gelo em gque a=b=c=1).
2ab

O trabalho de McCoy e Wu abriu nova perspectiva nessa
Area e nao demorou muito para que Sutherland (1970) mostrasse a
comutatividade entre a hamiltoniana de Heisenberg completamente a

nisotrdpica (H ) e a matriz de transferéncia do 8-V simétrico

XYZ
w)=w,=a; w;=w,=b). Nesse caso porém, havia uma grande frustracao
porque os auto-estados da hamiltoniana também Eég eram conhecidos.
Bill Sutherland mesmo assim estava seguro de que o problema de H
era mais facil que o da matriz de transferéncia equivalente. A ra

z30 para essa f& & que H & a soma de N termos, bilineares nos ope

radores de spins, enquanto T & o trago de um produto envolvendo N
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matrizes cujos elementos sao operadores. Dentro desse espirito ,
Sutherland chegou a investigar a hamiltoniana para obter informa
cOes a respeito do 8-V.

O trabalho de Baxter (1972) surpreende novamente ao
resolver primeiro o problema dos 8-V para dal extrair informa-
coes a respeito da hamiltoniana de Heisenberg. E nessa passagem
uma vez mals Baxter confirma a sua criatividade: ele mostra que
a hamiltoniana que comuta com a matriz de transferéncia do 8-V &
proporcional a derivada logaritimica da matriz de transferéncia
em relagdo a um certo par@metro (essa demonstracao estd feita no
Apéndice C). Note que se T fosse da forma exp(-BH), a derivada
de log T em relagao a (-B) ja daria esse resultado. Entretanto ,

a situagao nao & tao simples.

II.D) - A SOLUCAO PARA OS MODELOS DE VERTICES PELO METODO DO ES-

PALHAMENTO INVERSO QUANTICO

Na solugao do 8-V simétrico Baxter produziu um verda-
deiro dilfvio de parametrizagdes, comutagdes todas elas da maior
importdncia. Entretanto, nesse trabalho nds sO iremos destacar um
resultado, nao apenas por ter sido decisivo para a solucao mas
pela importancia que ele viria ter cerca de 8 anos depois de pro
posto.

Expressando os pesos a,b,c e d em termos das fungoes

elipticas de Jacobi

atb:c:d = sn(v+n,k) : sn(v-n,k) : sn(2n,k) :

ksn(2n,k) sn(v-n,k) sn(v+n,k) (I1.46)

Baxter mostrou que duas matrizes de transferéncia que tiverem o
mesmo valor de n e k comutarao mesmo guando seus v's forem dife-
rentes, Para chegar a isso ele precisou encontrar uma matriz R

da mesma forma de L tal gque
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L (v) ® Ln(v')==R[;n(v') e Ln(v{} r™1 (I1.47)
ou ainda
R,:Ln(v) ®Ln(v')] = [Ln(v') ®Ln(v)] R (I1.48)
v“ v
/ ~
V-v+2

1

V-v+2

/

FIG. 18 - A relagao dos triangulos (II.48)

A matriz R coincide com Ln(v—v‘+2n).

Nesse ponto nds abandonamos o trabalho de Baxter e co

megamos observando que a chamada matriz de monodromia

N A(wv) B(v)
T= m Ln= (I1.49)
n=1 C(v) D (v)
também satisfaz a equagdo (II.48). B claro que dai fica facil
mostrar que
T(v)=trt= (A(v) +D(v)) (I1.50)
comuta com T(v') = (A(v') +D(v')). Porém mais do que isso nds po-

demos obter relacoes entre todos os operadores de 1(A,B,C e D)
Esse avango,que sb foi conseguido em 1979 independentemente pelo
grupo do Fadeev (na Uniao Sovidtica) e Thacker (Estados Unidos ),

deu um novo suporte ao "ansatz" de Bethe 50 anos depois de seu

primeiro sucesso (Bethe, 1930).

A fim de mostrar a transparancia do método, nds encon
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traremos os auto-vetores e auto-valores do 6-V. Nesse caso parti
cular,d=0 implica em k=0, e as fungoes elipticas de Jacobi tor -

nam-se fungoes trigonométricas. Assim

atb:c=sen(v+n) : sen(v-n) : sen(2n) (I1.51)
gue leva a
o)
W) =W, = 5 =psen (2n) (I1.52a)
w3=?%(a—b)= p sen nn cos v (IT.52b)
_1 -
w4-—2-(a+b) = psenvcosn (IT.52c)

A matriz R é

W _ sen(v-v')
l 0 0 O OL(V,V)— Sen(V—V'-Zn)
, r=|9 B % 00 on (I1.53)
0
0 o B B(vv')=—sen(2n)
0 0 0 1 ' sen (v-v'-2n)
N
~ _ _IA B
Dessa forma a equacao para 7T= 1m L_= [ ]
— n C D
n=1
t(v) ®r(v) = R[t(v) @ t(v)] R T (I1.54)

especifica os relacgoes de comutacgao entre os operadores A,B,C e

D. Elas sao

[A(v) +D(v), A(v') +D(v")]= 0 (II.55a)
[A(v), A(v")] = [B(v), B(v')]=0 (II.55b)
A(v) B(v') =—=— B(v') A(V) -

alv',v)

- B, B(v) A(v') (I1.55¢)

al(v',v)
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D(v) B(V') = ——=—— B(v') D(v) +
o{v,v")
+ BV By piv') (II.55d)
of(v,v")

Como ja vimos o estado com todos os spins para cima & um auto-es

tado da matriz de transferéncia

(A(v)i—D(v)]lQo> (senN(v+ww-+senN(v-rﬂ iQO> (I1.56)

Agora €& preciso gerar os outros auto-vetores a partir de IQO>

Considere entao o vetor

3 s

Ivl,vz,...,v > =

n B(vi)!QO> (I1.57)

i=1
e aplique a ele (A(v) +D(v)) =T(v).
Usando as relacgoes (II.56) e (II.55) podemos mostrar

que

peee V. )|V

T(v)|vl,...,vn> = Av,v, AN

,...,vn> (11.58)

com

N n sen(v-v.-2n)
A(v,vl,...,v )=:[%en(v+ ) ] T =
n n

i=1 sen(v—vi)

N n sen (v-v,+2n)
- [%en(v—nﬂ T = (IX.59)

i=1 sen(v-v,)
i

desde que

N n
[sen(vj - n)] Hil [sen(vj—v2+2n)] -

273

N n

= [sen(v.+n)] i [sen(v.—v —2n)] . (IT1.60)

J H=1 B
273

Dessa forma obtemos os auto-vetores e os auto-valores para a ma-
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(\fh

triz de transferéncia do modelo de 6V.

O modelo de Baxter completa tem dificuldades adicio-
nais: as relagoes de comutagao sao mais complicadas e o fato de
L nao ser bloco-diagonal (d#0) implica na impossibilidade de es-
colher um "vacuo" local que possa ser aniquilado pelo bloco infe
rior esquerdo de L. Entretanto ha uma certa liberdade na escolha

do vértice L, que permite introduzir um vértice "equivalente"
L, =M~ L, M (II.61)

onde os Mg's formam um conjunto de matrizes 2 x 2 (numero c). A
matriz T construida a partir dos LQ, novos tem elementos que sao

combina¢oes lineares de A,B,C e D.
' o= L L] L' =M1t (I1.62)
172 e BT M T My -

Com uma escolha apropriada da transformacgao Mn e possivel encon-
trar (Takhtajan e Fadeev, 1979) um estado de spin local que seja
aniquilado pelo bloco inferior esquerdo do L'. Para uma discus -
sao detalhada recomendamos o trabalho dos russos e os artigos o-

riginais de Baxter (1972a,b; 1973a,b,c).

II.E) - A TEORIA DE CAMPOS SUBJACENTE

Schultz, Mattis e Lieb (1964) mostraram que ha uma es
treita ligagdo entre o modelo de Ising na rede bidimensional e o
gas de fermions livres em uma dimensao (espacial e uma temporal).
Como o modelo de Baxter & uma generalizagéo do modelo de Ising,
era natural procurar pela teoria de fermions associada a ele. A-
crescente-se a isso, o fato de que as solugdes do modelo de
Thirring (1958) e de Luttinger (1963) exibem um comportamento nao
universal (a semelhancga do 8-V), e teremos uma forte razio para

acreditar no sucesso dessa empresa.
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(1976,1977 )

mostraram que a hamiltoniana de Heisenberg (e portanto o modelo
de 8-V na rede bidimensional) tem como limite continuo uma teo-
ria quantica de campos . FPartindo de
_ a4 L0
HXYZ _Z Ja Si Si+l (IT.63)
i,a
(onde o0 =X,Y,2 e Si & um operador de spin 1/2) e fazendo uma
transformacdo de Jordan-Wigner (1930), cujo mérito & passar de
operadores com relagdes de comutagao nao usuais (Paulions) para
fermions, temos
S.=a. explinm gl a.a.} s?=ata, -1 (11.64)
0 373 J 7] 2 )
e
H= T H_(j) (II.65)
]
com
A + _ .+
Hs(j) =- 3 lV(ajaj+l aj+laj) +
+-l1J(a t  ta.a )(lﬂ+Jeiaa
2 3935417 %% 3+195+1
(IT1.66)
Na equacao anterior
| 2v==JX+JY (IT.67a)
e
2Jl:=JX_-JY (I1.67b)
e os termos lineares em nj==a;aj foram eliminados porgue o esta-
do fundamental tem magnetizacao zero. Na verdade isso implica
gque a média de nj seja 1/2 e novos operadores nj==nj-§ podem

ser definidos.

Em teoria de muitos corpos isso corresponde a es-
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colher o potencial quimico como nivel de referéncia). Chamando s
o parametro de rede s =L/N queremos converter a cadeia de N esta-
dos de fermions, a uma corda com um infinito numero de estados

fermidnicos (a+ 0, N> Na=L=finito). Define-se entao dois cam

pPoOSs
b (k) = (2/1)1% 1 oa_ etNNS (I1.68a)
n Y
_{7c
U) _[wb
_ 1/2 ik(n+l)s
wb(k)——(Z/L) i a4y © (IT1.68b)
e os operadores densidades
- 1 _+
Dc— s an an (IT1.69a)
e
P, = 1 at a (II.69b)
b s n+l "n+l :

onde n & par e Indices repetidos significa soma. Os vetores de on
: . . !
da (k) residem na la. zona de Brillonin - 7§<:k'<£% , € as compo-

nentes do spinor ¥ satisfazem as equagSes
i) (k) =v sen(ks) (k) - 1] cos(ks) Y (-k)

-4 % 5 cos(k's) b (k=k') o (k') (II.70a)

i), (k) =v sen(ks) y_(k) +1i] cos (ks) vy (=k)

o) J’
-4 -2 3 cos(k's) ¥, (k=k') (k") (II.70b)
N k' €

A prescricao para determinar a densidade de hamiltonia

-

na Hc(x) a partir da hamiltoniana de rede Hs(j) e

N~z

L
Hs(j) > fo dx Hc(x) (IT.71)

j=1



Y

onde x=sj & uma distancia fixa (s+0, j—+> tal que x seja fixo
na razao %==%). Dessa forma com m==(JL/S) teremos

J
. _ o +__ _ __Z_ et '
1wb(k)-—vﬂ<wc(k) lnk>¢c( k) - 4 T ]§| wc(k k') pb(k ) (IT1.72a)
iy (k) =vky (k) +i +(—k)—4JZ 5
ip (k) =vky () +im T 2 W k") Pek')  (II.72b)

que exceto pelo w+ (a0 inveés de Y) aparecendo no termo de massa
sdo exatamente as equagoes de campo do modelo de Thirring mas-
sivo.

Dessa equival@ncia varias informagoes foram extraidas.
O prdoprio Luther (1976) foi capaz de determinar o  espectro (na
realidade o estado fundamental e os dois primeiros estados excita
dos) do gas de Fermi 1-d a partir do conhecimento do espectro de
HXYZ (Baxter 1972,b; Johnson et all. 1972). Llischer construiu in-
finitas cargas locais conservadas para o modelo de Thirring massi

vo na rede (uma das possiveis discretizagoes do modelo). Finalmen

te o proprio Luther (1976) provou a relacao de escala adicional

(48=2v-1) examinando o comportamento da fungao de correlagao
S§S§+n (que & a correlacdo Polarizagdo-Polarizacao) e da fungao

de correlacao energia-energia representada por

X X Y.y X X Y Y :
[Sjsj+l Sjsj+l][sj+nsj+n+l 55+nS34n+1] -

A relagéo de escala adicional nessa linguagem toma a forma

X8—V
8-v £

XP =

(I1.73)
4

onde (2x) caracteriza o decaimento polinomial da fungao de corre-

lagao. Por exemplo

<e(ri)€(rj)> o« (IT.74)



Para ver que a relacao (II.73) & idéntica a 4B, = 2v-1

basta usar em (II.73) uma conhecida relagao de escala que liga
Be ao xp(n/2) (Amit, 1978)
=2(qa - =
By =35 (d -2+ 2x,) =Vvx, (IT1.75)

e ainda que

<=

(IT.76)

(veja Capitulo IV).



IIT. O MODELO DE ISING

III.a) INTRODUGCAO

Nesse capitulo nds usamos o modelo de Ising, (2-d) nu
ma rede quadrada, para apresentar as técnicas que serao utiliza-
das posteriormente no estudo do modelo de Ashkin-Teller. Como sa-

bemos o modelo de Ising & definido pela agao

--J
A== 5 S 0, 0, (I1IT.1)
<1i3j> i J
onde o, € uma variavel de spin que pode assumir dois valores ( +1

1

ou -1) e J & a energia ganha se dois spins passam de anti-paralelos a

paralelos. A soma j; significa que sb devem ser considerados na
<ij>

soma vizinhos mais proximos.

A termodinamica desse sistema pode ser obtida a par-

tir da funcao de particao

Z= ¥ exp{K L g o} (III.2)
{0} 13> 13
com
r = I X e z (I1T1.3)
{o} o=%1 o,=%1 o2 =tl
- -1 -
e B= (kT) , K=R8J.
X X X X X X
X X X X X x
X X X X X X
X X X X X X
FIG.19 - No modelo de Ising sO interagem entre

si os vizinhos mais proximos.
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Em 1944 Onsager provou que esse modelo tem uma transi
cdo de fase de 2a. ordem (segundo a velha classificacdo de Ehresfest)
numa temperatura critica dada por
= %Qn (1+V2) . (II1.4)

I
kT
c

Da solugcao de Onsager (1944) sai

v=1 (II1.5)
isto &, o expoente que caracteriza a divergéncia do ceomprimento
de correlagdo na temperatura critica €& igual a 1.

Entretanto, apesar de todo o folclore, sO em 1952 Yang

foi capaz de obter o expoente g da magnetizacgao

(IT1.6)

w
1.
oo}

Todos esses calculos sdo extremamente dificeis e em geral nao sao
aproveitaveis na solugao de outros problemas. Essa & pelo - menos
uma razao forte para se tentar obter indices criticos por métodos
mais gerais e diretos. Esse & o objetivo desse capitulo. Antes dis

so porém, vanos encontrar a matriz de transferéncia do modelo.

II.B) A MATRIZ DE TRANSFERENCIA

A matriz de transferéncia que, conforme ja vimos, re-
duz o problema bidimensional a um unidimensional, sera introduzi-
da usando j& uma notacdo adequada para a proxima secgao. Chame as
duas diregaes da rede quadrada x e 1, conforme mostra a figura
O estado do sistema em 1=0 & determinado pelos valores atribuidos
as N variaveis o, (1;=1,2,...N; i,=1). Indicando por o, O con-

1

junto desses spins teremos

al==(ol,l;02,l;03'l; ....;GN,l) .

Em geral, a, especifica o estado da n-ésima linha (n=1,2,...,M.



X X X X X b X b X x X

% X X X X X X X X X x

>l< x x x X X x x X x X

|

X D X XX XX 3 X

FIG.20 - A matriz de transferéncia mede a va-
riagao da fungdo de partigdo ao adi-

cionar uma camada (x) na direcdo (1)

Como a matriz de transferéncia liga a camada e a camada a nos

podemos entendé-la como um operador de evolugao (3 S@melhan@a de

iHt/h : . :
e que permite obter Y(t) a patir de Y(o)) num tempo discre-
to. Porém em virtude de nao haver um verdadeiro tempo essa "evolu
¢ao" ocorre num tempo imagindrio, isto &, T serd da forma exp(-TH) .
Como cada spin tem duas possibilidades a matriz de transferéncia

. ~ N . ~
tem dimensao 27 e seus elementos de matriz sao

N N

) =exp {‘Z K o, } exp {.E KT o . oi,j+1}

T(o.,0 . O, .
] =1 X 1,0 i+l,3 i=1 '3

j+1

=Ti(uj,aj) Tz(aj,uj+l) (III.7)
onde consideramos o modelo anisotrdpico (KxijT). Note que T & o
produto de uma matriz diagonal Tl por uma outra matriz T2 gue tem
elementos fora da diagonal. Nao & dificil mostrar gque as duas po-
dem ser escritas em termos dos operadores quanticos de spin. Com
essa finalidade representaremos os spins para cima e para baixo

pelos vetores (%} e (SJ que sao auto-vetores de 84 com auto-valo-

res +1 e -1 respectivamente.
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Designando por |i> o estado de spin na i-8sima coluna entao o es

tado de uma linha sera dado por

a2

5>
1

o> =
i

onde o produto acima indicado & produto direto. Para agir nesse

espago produto nds definimos o operador

“=1e1e...80

t——-i—ésima posicgao

e 11®...0 1 (111.8)

e portanto T, é simplesmente

Z Z

i 941 } . (1IT1.9)

Tl==exp {Kx i o

A representagao para T2 & um pouco mais sofisticada-

y e tid Tigel
T . . = . . = ’
2(onj,oaj+l) exp{i KTOLJ OLJ+1} iil e
(I11.10)
& produto de termos do tipo
KTGiOi KT ~K_
o 1
e = e %{03 + e 66'_ - (II1.11)
l[ 1
que pelo uso de
T ] : —
<t AT =8 s o (IT1.12a)
ivi
e
<1'6%]i> =85, - q! (III.12b)
i, “i :
podem ser escritos
Toioi KT -K ~X
e =<i'le " +e T o7]i>
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Com a introdugao de

ci=flefe..05 e....0 (III.13)

T2 fica
N K K o x
T,= Ea + e o, ] . (I11.14)
2 . i
i=1
KT —KT ~X

Os fatores [% + e o;} podem ser reescritos ainda
como ox oX

Ce ot .
De fato como (SX)2==ﬂ

KiSX ~x
C e = C cosh K*+ 07 C senh K*
T i T
Ke o RKooax

que fornece o fator desejado (e +e a7) desde que

C= (2 senh 2k ) 1/?
e

* _ _ 1 .
K? = -3 tn [tanhk ] . (I11.15)

Finalmente temos para T a expressao

K ZOZOZ K*
T = (2 senh 21<T)N/2 e X 11 ikl i Td (IT1.16)

Z ~ X
Como Oi nao comuta com Ui

N 7 _7
o
T#C exp {KXZOi )

. X
+
i1t KgZoy )

e os auto-valores de T nao sao iguais aos do operador no expoen-
te. Na proxima sec¢ao nds vamos ver como & gque esse problema po-

de ser simplificado.



III.C) - HAMILTONIANA DE TEMPO CONTINUO

£ sempre possivel definir um operador H pela foérmula

f=- %— gn T (II1.17)
onde T & o espagamento da rede na direcgac "temporal". Sabendo os
auto-valores de H também conhecemos os de 7= T . Naturalmen-

te diagonalizar f & tdo dificil gquanto diagonalizar T. O proble-

ma pode no entanto ser consideravelmente simplificado fazendo-se
o limite de 1»0 (tempo continuo), tomando-se o cuidado de ajus-
tar os acoplamentos Kx e KT de maneira que se obtenha um resulta

do finito:

H=1lim H ) (I11.18)
0

No caso do modelo de Ising, por exemplo, T & produto de duas ex-

ponenciais de operadores gue nao comutam

1
A B A+B+ 3 [A,B] + ...
e e =e

que leva a um § dado por

N N N
H=- %{KX T gl oz.+l K* 5 o +
J=1 J=1
« ¥ oy 7 (II1.19)
+ 2K K Y io. o, + ... + cte "t
XT =1 3 jti

onde cte = % 2n {2 senh ZKT} & uma constante aditiva irrelevante
para a definicao de H gque omitiremos a seguir. Como se vé a ex-
pressao para H & bastante complicada. O limite 710 no entanto

faz, como veremos abaixo, desaparecer todos os comutadores. Nes-

se limite, & preciso que

K o1 (ITII.20a)

(III.20Db)
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para que o T do denominador seja cancelado, nos dois primeiros ter
mos e os outros sejam de ordem superior em T . Essa restrigao obri
ga tomar o limite de acoplamento fraco na horizontal. Na vertical

nao se vé diretamente qual & a restrigaoc mas lembrando que

k*=- 1 on tanh X (ITI.21)
T 2 T

* . . . ~
e que KT deve ir a zero concluimos gue o acoplamento na direcao

temporal dever ser extremamente forte.

*
K
7 A
K
¢ >t
FIG.21 - O acoplamento forte (KT) e o seu
"dual”
Trabalhando um pouguinho mais com a equacao acima vemos que para
K » o
T
eKT__e—KT l_.e—ZKT -2K
tanh K_ = = ~1-2e
t K -K -2K
e T+e ° l+e t
e portanto
1 -2K
- 5 In tanh K_=e © (I11.22)
—ZKT
de modo que KT deve ir a infinito tal que e « 1 . Esse 71 por
enquanto & um parametro arbitrdrio que deve tender a zero, para

que a evolugao determinada por T passe a ser continua. Podemos fi-
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xar a "escala" de T identificando-o da maneira abaixo (Fradkin e

Susskind, 1978)

-2K
T=e (I11.23)
e a seguir
~2K
K, =At=Ae o (III.24)
Resulta entao para H
H=1limd = -A I o2 o2 .- I oF (ITI.25)
50 . 3 3+l 3

Alguns comentarios sobre esse operador sao agora imprescindiveis.
Na verdade esse H sd determina a dinamica do modelo de Ising numa
vizinhanga do ponto critico, e A é exatamente uma medida do afas-
tamento de Tc‘ A razao para que H descreva o sistema apenas nas
vizinhancas da transicao & que o limite de tempo continuo é uma
transformacao do grupo de renormalizagao e que porisso mesmo SoO-
mente preserva as propriedades do sistema nas proximidades do pon
to fixo. De fato, ao fazer 1»0 mudamos a escala vertical e para
manter a mesma fisica a grandes distancias reescalamos os parame-
tros

T>T' {K }~»{K'} .
o o

E possivel entender intuitivamente o que esta ocorrendo (Kogut
1979, Fradkin e Susskind 1978): considere a fungao de correlagao
spin-spin con K _=K_ . A rede entao & simétrica sob rotagoes de

o ~ ~
90~ e a fungao de correlagao

I'(n) = <6 2> (ITI.26)
n (@]

exibe essa simetria, Curvas de T{(n) constante sao mostradas na fi
gura 22. Elas sao aproximadamente circulares, para grandes va-

lores de n.



Se o valor de KT for aumentado entdo as correlagdes na
direcdo T serao mais fortes, e as curvas de I' constantes serao
distorcidas (elipses com eixo maior na direcao t). Um exemplo e

demonstrado na figura 23.
["consTANTE

S—

L. L Fi16-9292

Mas como queremos preservar a mesma fisica nas duas
formulagoes precisamos compensar a desigualdade KT> KX distorcen-
do a rede, isto & fazendo 1< s. Um ajuste adequado deixard as cur

vas de ' constante invariantes, conforme se mostra na figura 24 .

. [TcomnsTaNnT

/‘/ \\%’ |2l

x\\\\\ ////)/

Fig.23
Quando K _»®, O espagamento da rede na direcao tempo -
ral serd reduzido a zero. A relagao (III.23) garante que a fisica

a grandes distancias das duas formulagOes seja essencialmente a

mesma.



L N L,  consTANTE

N e

\\4. __1.—/

Fig.24

E possivel entender também o significado de A, usando

a condigao de criticalidade do Ising anisotrdpico
senh(ZKx) senh(ZKT)=]_ . (I11.27)

Essa curva & mostrada num grafico de Kx contra KT onde as fases

sao rotuladas apropriadamente.

’U% A=t

ordenods
A>4

Fig.25

Quando KT-+w

A< \

senh (ZKT) —-> .1'- exp (ZKT) 8Q39r N -

2 S
K
X
senh (2K_) » 2K
X b'4
de tal maneira que para satisfazer (II1I.27) & preciso que
-—2KT
K =e (I11.28)
X

ou seja (comparando com IITI.24)

P |
N




Na proxima secgao nds usaremos H para estudar a regiao
critica do modelo bidimensional classico. De acordo com as consi-
deragoes anteriores ela tem o mesmo diagrama de fases e expoentes

criticos do Ising (estao na mesma classe de universalidade).

III.D) - OS INDICES CRITICOS

Para obter indices criticos do modelo de Ising, sem
passar pela solucao de Onsager, partiremos de H e faremos uma

transformacao de Jordan-Wigner (1930). Essa transformagao consis-

te em definir spinores na(j) como fung¢des nao locais dos o's. Os

n's satisfazem relagoes de comutagao de fermions enquanto os S

nao tém simetria definida. Eles sao relacionados por

nl(j) = 7 ofi oZ. (III.29a)
k<j J
. X A
ﬂz(J) = m o, 0L . (ITI.29Db)
. k]
k<]
Os n's satisfazem
{n (1), nB(j)} =28 56,5 (III.30)
e sao hermitianos
2 _
N, 1 .

Apesar de na(i) ser uma fungao nao local dos o's (devido ao "rabo"

de Jordan-Wigner ﬂcx) a hamiltoniana & local em Ny desde que

z o% (ITI.31)

nl(:1+l) ﬂz(J) =i Oj+1 5

e

nl(j) n2(j) =i 0? . (ITI.32)

Dessa forma



H=2[iAn; (3G+1) ny(3) -1 ny (3) n, ()] (III.33)
d

que gera as seguintes equagaes de movimento para os n's:

ny (3 = [y (3),H] = 2ihn,(3-1) - 2in, (3)

2i(A-1)n, (5-1) = 2i.[n, (3) = n, (3-1)]

(ITII.34)

onde nz(j—l) foi somado e subtraido.

Analogamente

ny(3) = [n,(3) H] = -2iAng (3+1) + 2in, (3)

it

=21 (A-1) n, (5+1) = 2i[n; (3+1) - n (3]
(ITI.35)
Para reunir as duas equagoes numa sO define-se o spinor de Majora

na (auto-conjugado) por

p(3) = (III.36)
n, (3)

Chamando t = 21 obtém-se para y

02(3) 7’12(]"‘1) - nz(])
(3) =1i(A-1) - i
“ny (G+1)

ek
ot

(I11.37)

que com a ajuda das matrizes



se deixa escrever como

l:iy“au-ijp=o (III.38)

onde n=1,2, indices repetidos subentende soma, M= (A-1), 82:=§%
e 9y & proporcional & derivada espacial, e definido como

nl(j+l) —nl(j)
(III.39)

gque nao & Y (j+1) - ¢ (3J).

Como se vé a equacao (III.38) é a equagao de Dirac pa-
ra um fermion livre de massa M= A-1 na rede.

Outro exercicio interessante & expressar H em termos

dos y's. O resultado é

H= S 2 (M T e + () v )] (TIT.40)
j .
onde $€=wty2
Se agora fizermos o espacamento horizontal (s) também
tender a zero, teremos uma teoria livre no continuo da qual se

conhece todas as fungdes de correlagao. Essa passagem ao continuo
nao & trivial e sd foi feita rigorosamente (Schor e Carroll, 1980;
McCoy e Wu, 1979) para o modelo de Ising. Antes de prosseguir e
conveniente acertar as dimensodes. H tem que ter dimensao de ener-
gia, e no sistema natural de unidades (em que e=h=c=1) isso signi

fica inverso de comprimento 1/s. Por essa razao trabalharemos com

H= (II1.41)

nlm

e o limite de escala, que consiste em fazer s> 0, sO tera sentido

guando simultaneamente A>1 de tal forma que a razao

m =1lim (A-1)
s-+0 s
A1

(III1.42)
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seja um namero finito. Isso coincide com o trabalho de McCoy e
Wu (1979), gque mostraram que uma teoria de campos associada ao mo
delo de Ising sO existe na temperatura critica. Além disso em ra-
zao do interesse pelas propriedades a longas distancias (pequenos

momentos) desprezaremos o termo de energia cinética ficando com

H, = de m_ V(x)P(x): (III.43)

em que

S—l/2

Y (x) = P (3) (IIT.44)

tem a dimensao correta (1/2) do campo livre em duas dimensdes, e
os dois pontos simbolizam a bem conhecida ordenacao de Wick. Ago-
ra uma identificagao: tal como o operador conjugado ao campo mag-
nético € a magnetizagao o conjugado a temperatura (A-1) & a densi
dade de energia. Isto identifica Uy como densidade de energia no
sentido de Mecdnica Estatistica. E possivel tirar a mesma conclu-
sdo lembrando que a energia de interacao no modelo de Ising vem
do termo oo'. Ao fazer o limite de tempo continuo diminuimos uma
dimensao e ganhamos operadores no lugar de varidveis classicas .
:Dessa forma

Z Z

€==0j 0j+l (IT11.45)
que pode ser escrito em termos de
=0 0% =in, (3+1) n,(3) = T(H)¥() (III.46)
E=04 0447 =40y (3 n, (3 v(3)v (3 .

Sabendo expressar a densidade de energia em termos de
Yy, poderemos agora utilizar da melhor forma possivel as conheci-
das propriedades da teoria no continuo. Por exemplo, a correlacao
energia-energia pode ter a sua dependéncia polinomial na distan-
cia (ri—rj) calculada a partir da dimensao andomala (dimensao do

operador frente a uma mudanga de escala apenas em r) de Yy desig-



nada por X

(III.47)

Como numa teoria livre basta o ordenamento de Wick para deixar mw

bem definido, a dimensao de escala serad simplesmente a soma

+ %_ =1 . (ITI.48)

Nj =

X, = dim (Py) =

Isso nao acontecerd nos casos em que existir uma inte-
ragao porque nesse caso nao bastara o ordenamento de Wick para
tornar o produto Yy bep definido. Nesses casos sera preciso renor
malizar o produto e esse processo introduzira uma dependéncia em
r diferente da usual (embora a dimensao dos engenheiros, obtida
por simples analise dimensional continue sendo a esperada)} Uma
vez conhecido o X €& possivel determinar o Vv, usando o teorema da

flutuagao-dissipacgao que relaciona o calor especifico a correla -

¢ao energia-energia

00 r -2x
- 14
erre 4 r
o
£ 1-2x 2-2x_ (1T —v(2-2x )
[ dr (r) = (&) = | < (IT1I.49)
0 c
que por definicao de o fornece
u==+v(2-—2xE) . (II1.50)
Usando a lei de escala
vd=2-a (I11.51)

segue



e (II1.51)
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v = 1 . (II1.52)
2-x
€
Essa Ultima equacdo fornece para o modelo de Ising
Ve oio=1 (IT1.53)
2-1 :
da
a=0 . (IIT.54)

Para gerar todos os indices criticos sao necessarios a-
g

penas dois. Isso significa que ha necessidade de calcular mais um

expoente (on por exemplo). NSs deixamos de apresentar esse calcu-

lo nesse capitulo, uma vez que no capitulo seguinte ele sera fei-

to de uma maneira mais facil (dobrando o sistema).

!
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IV - O MODELO DE ASHKIN-TELLER

IV.A) RELACOES DE SIMETRIA E DIAGRAMA DE FASES

Ha cerca de 40 anos J. Ashkin e E. Teller (1943) pro-
puseram uma generalizacao do modelo de Ising para o caso de qua-
tro componentes, designadas aqui por A,B,C e D. O modelo é defi-
nido pelas energias atribuidas aos pares (de vizinhos proximos)
gue sao apresentadas abaixo:

80 se os vizinhos estiverem no mesmo estado AA,BB,CC,DD
€, se o par for do tipo AB ou CD
€, S€ o par for do tipo AC ou BD
€3 8€ O par for do tipo AD ou BC

A seguir, eles mesmos (Ashkin-Teller) encontraram, u-
sando uma transformacao de dualidade, a temperatura critica para
o tal modelo Qquando €q%e,%€q (caso particular g=4 do vmodelo
proposto mais tarde por Potts, 1952.)

Somente 30 anos mais tarde esse modelo foi redescober
to por Fan (1972a,b), que encontrou para ele uma representacao de
Ising e estendeu os resultados de Ashkin e Teller para quaisquer
valores das energias. Infelizmente essa ultima parte do trabalho

estava errada porque a transformacao de dualidade s determina a

temperatura critica no caso dela ser Qnica.

FIG. 26 -~ O modelo de Ashkin-Teller numa

rede quadrada
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De qualquer forma a boa idéia de Fan estava em repre-
sentar os 4 componentes A,B,C e D pelas configuragaes de dois

spins de Ising (0,u). Chamaremos
A= (+,+) Bz (+,-) Cz (-,+) D= (-,-)

embora qualgquer permutacao de nomes seja igualmente adequada. Pa
ra reproduzir as energias & necessario supor acoplamento entre

' e yp') e ainda uma interacao de qua-

spins da mesma classe (oo
tro spins (oo'uu'), todas elas entre vizinhos mais proximos. Em

outras palavras, ha de se impor uma agao do tipo

= - U ' ¥ L
A 3; LI +Jd00" + T uu' + 3,00 un' ] (Iv.1)
com
I =-i(c +e,+e,tel) I, = -2(c - +e -c.)
o) 470 71 72 73 2 4 1 72 73
(1Iv.2)
=1 e - =g e -
Iy = gletey—e,mes) Iy = ~gleme e, tes)

Temos entao a equivaléncia local entre o A.T. e dois
sistemas de Ising acoplados. De posse dessa identificagao pode-
mos obervar gque no caso em gue eo+ €3==€l4-82 as duas redes se

desacoplam dando origem a dois modelos de Ising usuais que sofre

rao transigao em temperaturas, em geral, distintas

B 2 Jl _ 2‘32
Tl- — Ty,= ————
ken (1+v2) kin (1+v2)
A existéncia de mais de uma transicdo de fase no A.T. pode ser

vista em outros casos particulares. Juntando a isso o argumento
de continuidade nos valores da energia para os gquais o modelo &
critico Wu e Lin (1974) propuseram para o A.T. o exdtico diagra-

ma de fases da figura 27.



W,
FIG. 27 - O diagrama de fases do A.T.
onde
~ -B¢ _ KO+K1+K2+K4
w =e =e
o)
_ —882_ KO—K1+K2-—K4
w, = e =e
2
-Be K +K.,~-K,-K
w. =e l==e o 1 72 74
1
_ "683_ KO—K]_--K2+K4
wy=e =e

Escolhendo KO

N ::e—ZKz--ZK4
1
= e—2K1—2K4
2
~ —2Kl—2K2
w3 =e

(que & arbitrario) de forma que W
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=1 teremos

(IV.3a)

(IV.3b)

(IV.3c)

Esse diagrama de fases, embora complicado, exibe sime

trias que obviamente existem no modelo. De fato com

introducao
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de uma variavel T =ou (que também assume os valores +1 e -1) a

acao adquire a forma

_ — | ' ' '
A=-1 [J_+J 00 +J 11" +J, 717 00" ]
<>
ou ainda
— ' ' ' '
A= <Z> [JO+J2uu + T4+ T T uu']

o que implica na invariancia da fungdo de particao frente a per-

mutacoes dos acoplamentos

K.) (Iv.4)

Z(Kl'K2’K4):Z(Kl'K 4’1

4rKy) = 2(K,,K

onde K, RJ., .
i i

IV.B) A EQUIVALENCIA NA REDE

Com a representacao introduzida por Fan o modelo de
A.T. deixa a vista uma extrema semelhanga com o 8-V. Um exame
mais cuidadoso revela no entanto que ha uma diferenca fundamen -
tal entre os dois modelos: enquanto no 8-V ha apenas um spin por
ponto da rede o A.T. & um modelo de duas camadas (0 e u). Wegner
(1972) eliminou essa diferencga fazendo uma transformacao de dua-
lidade em apenas uma classe de spins (u por exemplo). Essa trans
formagao, que foi usada por Kramers e Wannier (1942) para deter-
minar a temperatura critica do modelo de Ising, permite substi-
tuir a rede original de spins U por uma nova rede de spins Yy sem
alterar a fungao de particao. Essa mudanca & acompanhada por uma

alteragao do acoplamento
Kun' , _KFyy!

e > e

*
e 0s novos spins Y gque interagem via K residem na rede "dual"
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cujos sitios s3o as intersecgdes das mediatrizes as ligagoes ori

ginais.
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FIG. 28 - Redes bidimensionais e suas respec

tivas redes duais

No caso do A.T. o fator de Boltzmann envolve duas re-
des de spins (0 e u) e a transformagao de dualidade em uma delas
( u por exemplo) da origem a uma rede decorada de uma sO camada

(super-rede)

/1/0

wz— 70

FIG. 29 - A super rede

Como no modelo de Ising, a transformagao de u para Y

vem acompanhada por uma alteragao dos acoplamentos (Wu, 1977)

*

* *
1] § ' 1
loo 4'K2YY 4-K400 YY

*
+ 1 1 + 1 ¥ +
Ko cho 4—K2uu K400 Uu Ko K
e > e



onde

K _=(

K, = (

K, = (

=
S ¥ N ¥ H Ok O %

(

com

Q
i

1/4) #n[ pgrs] (Iv.5a)
1/4) n[ pg/rs) (IV.5b)
1/4) n[pr/qgs] (IV.5c)
1/4) en[ps/qr] (Iv.54d)
-2K,-2K
+e 2 4] (IV.6a)
-2K,~2K
-e 2 4] (IV.6b)
-2K.=-2K ~-2K.,=-2K
L7a, o ! 2} (IV.6c)
-2K.-2K -2K.-2K
1 4. 1 2] (1v.64d)

Girando de 45° a super rede da figura 29, e conectan-

do os pontos méd

mos coroado noss

ios dos lados adjacentes da rede original tere-

o esforgo na construgao de um modelo de vértices

equivalente ao A.T.

o) “.\' o ‘Q.\_ O
. . < - . ] "._ :
o 0 » 0 ®
. jf N K
0 e 0 L] o
FIG. 30 - A rede original o(+) pontilhada a

super rede ou e a rede medial (1i
nha cheia), onde residem os veérti

ces do modelo associado.



O raciocinio de Kadanoff-Wegner, aplicado no sentido
inverso, permite construir vértices (na rede medial) a partir do
sinal relativo dos spins da super-rede. Os pesos dos vertices se

r3o encontrados em fungdao dos acoplamentos (Kg,K* K*,KZ). Mas,

1’72

atencao para um detalhe importante: na rede medial ha dois tipos

de vértices, sendo um aquele que tem na face superior direita um

spin y (o), designado doravante por A e outro o que tem o spin
s (») naquela posigdo (designado por B). Em virtude do acoplamen
to entre os spins ser sempre K; e entre os spins sempre KZ ha
vera uma alternativa de acoplamentos em diagonais paralelas, di-

ferente do Baxter normal em que o acoplamento numa dada direcao

nao varia.

FIG. 31 - Os acoplamentos de dois spins nas

sub-redes o e vy.

A consequéncia dessa "alterndncia" & que o peso do
vértice vai depender nao somente do sinal relativo dos spins, mas
também da sua "geografia" conforme verificamos a seguir.

SUB-REDE (MEDIAL) A SUB~-REDE (MEDIAL) B

O - N

e
r

S O

A ZK:+K3+K;+K:

\
[
[

4 *
2 ¥okXak)+K
0.=:J% Ky 1Ks
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! % :
: * b
CA._ QK:- Kf + K:- K:

A B
c =d
B A
C =

A conclusao & que o modelo de A.T. & (a nivel de fun-
gEo de particao) equivalente a um modelo de 8-V gue alterna 0s
pesos ¢ e d de uma sub-rede para outra ("staggered") .

Na verdade os pesos a e b sao mantidos havendo uma

troca apenas entre os vértices (5,6) e (7,8). O causador dessa



60

- - * * . . -
encrenca € um so: Kl;sz. Faca-os iguais e tera um 8-V normal (tam
bém nao & para menos ja que ao igualar os acoplamentos desapareceu
* *__

- » . . » -~ *
a alternancia ao longo das diagonais). A condigao Kl==K2,K guando

escrita em termos dos acoplamentos originais, significa

-2K. -2K -2K.-2K -2K.-2K
e 2 4 + e 1 4 + e 1 2 1 (IV.7a)

ou

W, +w, tw,=1 (IV.7b)

que & um plano inteiro onde o A.T. & um verdadeiro 8-V (nao alter-
nado). Chegou a hora do chocolate: para o 8-V se conhece a condi -

cd3o de criticalidade (Baxter, 1972a) que &

c=a+b+d (IV.8)

na regiao fundamental em que todos os pesos sao positivos e ¢ € o©

maior de todos

W,

FIG. 32 - O plano onde o A.T. & um 8-V normal

Obviamente os pesos do A.T. nao estao na ordenagao dese

jada, mas para isso existem as relacoes de simetria (Fan e Wu, 1970)
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para o 8-V
zZz(a,b;c,d) = Z(c,d;a,b) (IV.9)

que permitem reescrever a equagao (IV.8) como
a=c+b+d . (Iv.10)
Lembrando que c¢ =d nesse plano e chamando a=1 (um

dos pesos & arbitrario e ni3o hd perda de generalidade em fixa-lo )

(Iv.10) significa

* *
* -2K - 2K
R 4 (TV.11)
ou ainda
Kl:KZ se K23K4 (Iv.12a)
Wy = w,y se w22(u3 (IV.12b)
N |
f
tinha de ;
Baxter :
i
{
i
i
i
i
t
i A
0 /2 { ~C

FIG. 33 - A condigao de criticalidade pa

ra o 8.V com c=d

A seguir as relacOes de simetria (IV.4) do A.T. impli

cam na existéncia de outras duas linhas de Baxter ocorrendo em

ws = Wy se w2> wl (IV.13)



(IV.14)

G% FIG. 34 - As 3 linhas de Baxter do mode-
lo de A.T.

Na regiao K,>K =K, a transicao nao pode ser unica,
porque se assim fosse ela teria que acontecer na continuagaoc da
linha de Baxter, que acidentalmente & a linha auto-dual (Alcaraz
e K8berle, 1980) do modelo. O conhecimento detalhado do 8-V, no
entanto, garante que all o sistema nao & critico donde segue que
nessa regido haverd mais de uma transicdo. N&s dedicaremos o prd
ximo capitulo ao estudo dessa regiao.

De novo na regiao K4«<Kl'2 nosso interesse & determi-
nar em que 8-V (caracterizado por A) critico o A.T. também criti
co ird recair. Para isso lembramos que a condigao de criticalida

de do A.T., no caso de apenas uma transicao de fase &

+w,tw, =1 e

wy 5 3 (IV.15)

Wy =Wy
ou ainda

-2K
e = cosh 2K . (IV.16)

Por outro lado de (IV.5d) segue



- = X
>\—K4 3 n (ps/qr)
(IV.16) (IV.16)
ou ainda
4N o oy K _ 1
3e4K-10-+3e—4K (6—e4K—e_4K)
1-2 Ik -4K
(2+e " +e )
Trabalhando com (IV.16) chega-se a
-4 _ 1
e = .
1- 2tanh(2K4)
que pode ainda ser escrita
.tanh(2K4)
tanh (2)) =
tanh(2K4)— 1
Aanh(22)
{2
) >
tunk2K4

FIG. 35 - A relagao entre os acoplamentos de
4 spins do A.T. e do 8-V

(Iv.17)

(IvV.18)
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IV.C) RELACOES ENTRE OS OPERADORES DO A.T. e 8-V

0 modelo de A.T. com Kl==K2 pode ser alternativamente

formulado em termos de uma variavel S definida por

u (Iv.19)

que assume os valores 1,i,-1,-i. Em termos de S a agéo (Iv.1l) fi

ca
A=- I JO+J(ss+'+s+s')+J4[(ss+)2] (IV.20)
<>
que é a prdopria acao ferromagnética do modelo Z(4), cujo nome

provém do fato de que os valores formam o grupo multiolicativo
de 4 elementos.

Entretanto @ preciso ficar bem claro que Jl==J2 (ou
Kl==K2) nao significa que o modelo seja critico uma vez que a
condicdo de criticalidade do 8-V s0 vale para o modelo normal e
ndao para o "alternado". E por essa razao que a linha de  Baxter
esta na intgrsecgao.do plano Z(4) (w; =w,) com o plano nao "al-
ternado" (w. + w, + w, =1). Para melhor entender o que estd ocor-

1 2 3

rendo vamos escrever o fator de Boltzmann numa forma adequada

K,+K K,-K
12 2(00'+up')4- 12 2(00'—uu‘)+—K400'uu'
A e (IvV.21)

Agora percebemos que ao fazer Kl:=K2 anulamos no A.T. o© coefi-
ciente do operador que guebra a simetria entre ¢ e u (CR=00"'-uu")
No modelo de vértices correspondente isso significa anular o coe
ficiente da densidade de energia (oo'+up'). (Para se convencer

disso lembre que, nao fosse pela alternancia dos pesos o modelo

estaria no plano wl+-w2+-w3= 1 e a criticalidade seria Kl=:K2,i§

to & (K;-K,) = (T-T_)|g, (conjugado da energia do 8V).



Outra maneira de investigar a relagéo entre os opera-
dores & a seguinte: suponha que o sistema esteja na criticalida-
de e faca-o abandonar a linha de Baxter por efeito do operador
energia do 8-V. Em consequéncia disso o modelo sai do plano
K, =K_,, evidenciando que ao liberar a energia do 8-V automatica-

1 2

mente aparece no A.T. uma quebra de simetria entre 0 e H.

‘?//’7'8—V

(e
FIG. 36 - As direcoOes para abandonar a linha
de Baxter
Inversamente, o operador energia do Z(4) também tira
o0 sistema da linha critica sO0 que agora por distinguir as duas
redes de spins (o e y) através dos acoplamentos (Kl e K2). Isso
significa que o efeito do operador energia do Z(4) & quebrar a

simetria entre os spins que formam o 8-V. Dessa forma o operador

energia do 8-V & o quebrador de simetria (CR=0¢"'-uu') do A.T. e
*

a energia do A.T. & o quebrador de simetria do 8-V . Chamando X

o0 Indice critico desses operadores, teremos

(*) Essas relagbes estdo em concorddncia cam aquelas obtidos por Kadanoff-
Ceva (1971) no cfebre artigo em que foi introduwzida a variavel desor-

dem.
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= J.22
X XoR (IV a)
A, T 8-V
. LI . 2
X XoR (IV.22Db)

Entre 1972 e 1980 varias conjecturas foram feitas pa-

ra os indices criticos do A.T. entre as gquais:

a) a relagdo de Baxter-Kelland entre a polarizagio e a energia

A.T.
X

xh e (1V.23)

4

proposta por Enting (1973).

b) a relacao entre X, € X dentro do mesmo modelo

CR
= (IV.24)
CR ,
sugerida por Kadanoff e Brown (1979), tanto para o 8-V como

para o A.T.

Essas relagoes, que permitem determinar os indices
criticos do A.T. a partir dagqueles conhecidos do 8-V, foram veri
ficadas nas proximidades do ponto de desacoplamento (K4=O, A=0 )
por Kadanoff e Brown (1979). Eles fizeram um mapeamento do A.T.
e do 8-V no modelo G aussiano, identificaram os operadores e de-
senvolveram um "formalismo de universalidade para as linhas cri-
ticas".

Nas proximas seccgoes nds verificamos essas relagoes pa

ra qualquer valor de K4 (ao longo de toda a linha de Baxter).

IV.D) A TEORIA DE CAMPOS DO MODELO
Nesta secgao mostramos que o A.T. na regiao critica &

a versao discretizada de uma teoria de campos. Com esse objetivo
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calculamos a matriz de transferéncia do modelo no caso Kl=K2, ja

gue no plano Wy TWy esta contida uma linha de Baxter.

Considerando a rede formada por camadas na diregao x

a matriz de transferéncia sera

80— e e e WO 0 e 8O e e WO e e e 00— — —— kit
KU
K@C
B0 e e e @O — QO m — e WO e e B0 e @O — k
Ky
K4x

FIc. 37 - As duas camadas vizinhas

T(u,a')==Tl(a,a) Tz(a,a') (IV.25)
com
Tl(u,a) = Cexp i[%x(cj,k Oj+l,k + “j,k Uj+l,k)
T Kax %9,k 99+1,kx M9,k uj+l,k]
e

Tz(a,u'):=C'exp L )+

l[KT(O‘j,k 94, k+1 T M5,k My, k41

T Ky (95 k95 k41 M5,k Uj,k+l)J
Para obter a hamiltoniana equivalente no limite de
tempo continuo faremos Kx—+0, K4X->O de tal forma qgue a razao en
tre eles que, em Ultima analise, dita as propriedades de modelo,
permanega constante (A==(K4X/Kx)==fixo). Simultaneamente & preci
so crescer indefinidamente os acoplamentos na direcgao temporal
K +o e K4T->oo mantendo também a razao fixa e igual a A. Essa

T

prescricao para o limite (Alcaraz e K&berle, 1980) tem como obje



tivo permanecer na mesma classe de universalidade, embora esteja
mos com isso sacrificando propriedades importantes tais como a
auto-dualidade do modelo.

A matriz T ja escrita em termos de operadores, (con -

forme capitulo III, secgao ) no limite de L K4X—+O é dada por
Z Z Z Z
= " + . : . .
Z Z Z Z
PR %3k O3k Mk e e T
2Ry "R Ky« X ~K( x )
X e l+e o, +l +e o :
O3 V5 ! 3k 5k
(IV.26)
-2K —2K4T . T
e chamando e =5 e Kx==A§ a expressao para a hamilto-
niana de tempo continuo serad (omitindo o k da camada)
. At, 2 2 2 7
H=1lim -12 =S-(0. O. + usouL L) o+
0 i 2 3 Il Jj 3+l
At , 2 Z Z 2z T
+ A5~ (0. oo . M = (07 ,
A0y 05,y My i) T30 vl +
)2/ (1+4) X x
+ |5 (o )
(2) s
que para A==i(~<l (estritamente menor) fornece
__ A Z 2 z2 2 ,_ M % Z 7 % _
Ha1™7 2 § (05 0g4p 1y W) — 3 § 5 9541 My Hyn
1 X, X
-5 I (oL+d) (IV.27)
2j J "]

Essa hamiltoniana de acordo com a secgao IV.B & apropriada para
estudar a linha de Baxter. Como ela estd escrita em termos de

paulions vamos fazer duas transformagoes de Jordan-Wigner:



Z N .
n,(j)= m o% o. . (3) = m u¥ul
1 k<3 k 1 K< k "]
(Iv.28)
Z o . 4 Z
n,(3) =i @ o¥ o} z.(3) =1 m ¥ uf
2 ket KO3 2 key K
Embora n; e n, anticomutem entre si e %, e &, também, nao ha

nenhum compromisso entre n's e ¢'s, portanto eles comutam, Tam-

bém essa dificuldade pode ser superada fazendo uma outra trans -

formacdo semelhante a de Klein. Ela consiste em colocar no ¢ o

X

l} obtendo dessa forma

(o)
rabo inteiro do o[ T O

= e OO

= Z ~ B | X e
n, () = m of ok co ()=, o 1 F
1 o3 j 1 p=—e 70 10 R Yy
(IV.29)
2 o
n.(3) =i m & o z.(3)=1i 1 & mFou
2 k<3 J 2 Q=m0 K< k 3

que satisfazem as relagoes

{na(i), nB(j)}==26u661j
{ca(i), Cs(j)}:=25a551j

{na(i), CB(j)} =0

Em termos dos fermions reescrevemos

2 7 _ : Z % _ .. s .

O3 9541 " 1nl(3+l) ﬂz(J) My i1 lCl(]+l) Cz(j) (Iv.30a)

oX=1n, (3) n,(3) F=iz, (3) ¢, (3) (IV.30b)
J 1 2 j 1 2 .

e a hamiltoniana fica



H'=§=§ 5 i[nl(j+l)n2(j)+Cl(j)C2(j)]+

225 G, (DT, Rz, () (Iv.31)
25 i 1 2 1 2 :
Introduzindo o spinor VY
ny (3+1) - iz, (3+1)
o= 1
e as matrizes 2x 2
0 1 i 0
v0 = y! = vo o=y ly! (IV.33)
1 0 0 -i
que obedecem a
o yVr=2g" s T=-gtt=n (Tv.34)
podemos escrever
%[nl<j+l>n2<j>+c1<j+l>C2<j)J =¥ Y3 =TEIWE) (1. 35)
5 Hnl(jﬂ)—nl(j)]nz(j) + {cl<j+1>—cl<j)}z;2<j>] =-iD(3) v'8qv
(IV.36)
onde
. nl(j+1)—icl(j+l) - nl(j)+icl(j)
Blw(j) =3 (Iv.37)
£, (3+1)+in, (3+1) = ¢, (3) =in, (3)
e

T e e e
BisLioTeoA L S D R U ORI T L CARLDS L USP

TN TR O T e
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ny (3+1)n, (3) gy G+ 2, (3) = -2(¥y) (1V.38)

Dessa forma a hamiltoniana H' se escreve

(A-1)

2 TE6) - TG e - ’

%?Gﬁﬁ)w(j) (IV.39)
o que permite identifica-la como sendo aquela do modelo de Thir -
ring (1958) massivo. E claro que ainda estamos com S (o espagamen
to) finito e portanto H' & uma versao do modelo de Thirring na re
de. Ao fazer o limite de escala (S-+0 e A»1 com lim A—-S;i:mo) para
obter uma teoria no continuo, enfrentamos problemas tais como a
definicao de Y, do produto de varios y's no mesmo ponto (operado-
res compostos) que representam observaveis do modelo de partida e
que, por isso mesmo, precisam ser bem definidos. Supondo resolvi-
dos esses problemas teremos uma teoria de campos formulada em um
espaco-tempo bidimensional (T & o tempo) e continuo e o que dese-
jamos & encontrar os expoentes criticos de Ashkin-Teller. Para es
se fim vamos recorrer a solugao do modelo de Thirring sem massa,
uma vez que os expoentes criticos nao dependem dela.

E possivel e extremamente conveniente reescrever o cam
po ¢ em termos de um campo livre ¢ de massa zero (Swieca, 1977)
Esse procedimento & conhecido na literatira como bosonizagao. As-
sim
u\l/2 - .
¢l==(§E : exp 1(@¢A(u)%-6¢B(V)l_: (IV.40a)

y1/2 - )
w2==[§% : exp_ji(6¢A(u)+'a¢B(V) ]: (IV.40b)

onde o ordenamento : : & o usual de Wick desde que ¢ é um campo
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(*).

candnico livre em duas dimensoes, isto é

326=0 ; [qb(x,T),&)(x,T):':iG(x—y) (Iv.41)
cuja solugao é

6(x,T) = ¢, (X+ T+ o (x=1) =, (u) + ¢ (V) (1v. 42)

e a funcao de dois pontos dada por

<O]¢A(u) ¢A(u')]0>==— g? log[%(u—u'—ie)] (IV.43a)

<O|¢B(V) ¢B(V')]O> - f? log[%(v—v'—ie)] (IV.43b)

IV.E) A VERIFICAGCAO DA CONJECTURA DE KADANOFF
Agora identificamos os operadores com OS campos CoOm-

-

postos. Por exemplo, a densidade de energia do A.T. é

1 2 Z 7 7 2 —_ . * *
8( )+E( )=0j0j+l+uj]~1j+l=w(3)w(]) =¢111)2 +1P2KU1

(IV.44)

No continuo ﬁl(x)wz(x) &€ mal definido assim como @;(x)wl(x) e pa
ra que tenhamos uma densidade de energia finita e nao nula é pre
ciso extrair um termo singular, sendo exatamente essa a causa pa
ra o aparecimento da dimensao andmala.

Para descobrir o termo a ser retirado €& necessario es
tudar o comportamento de @Z(u,v)wz(0,0) quando (u,v) > (0,0) isto

€&, as propriedades a curtas distancias.

(¥) Na verdade esse campo nao existe, porém nds vamos precisar apenas de
exponenciais de ¢ que Sweica (1977) mostrou serem bem definidos como 1i

mite da teoria massiva.



-i(@¢A(u)+5¢B(V)) -i(5¢A(0)+@¢B(0))

ll)l(u,v) \P2(0,0) = e te

. —id¢;(u) ~i0¢} (u) —iﬁ¢;(v) ~18¢_ (v)
= e e e e

-id¢;<0) ~16¢7 (0) ~iagl(0)  ~i0(0)
e e e e

(IV.45)

Para ordenar o produto basta comutar exp(—ié¢;(0)) com

exp(—ia¢;(u» e exp(-ia¢;(0)) com exp(—ié¢%(v)k Esses comutadores

s3o obtidos retomando a funcao de dois pontos para (¢A ou ¢B).
Entao resulta
\:d);(u) ' d);(u')] = - Zl—ﬁ log[i(u—u'—ie):l
[?;(v), ¢g(v')] =-—-£; log[}(v—v‘—ie)]
que levados a equagao (I .45) fornece
% %—f—rzn [i(u-ie)]+ %‘%&n (i(v=ie)] -i(ows) (¢,tdp)
wl(u,v)wz(0,0):fe T e :
ad/4m as/4m  _.
I (0, 0,(0,0) = [ tu-ie)] [L-ie)] o« e tlr0e,

(IV.46)

Dessa equacao podemos facilmente computar 3 dimensao

de escala de N(J¥) em funcdo da dimensaoc de U.

Aim(Py) = 2 dimy + g—f? (IV.47)

A dimens3o de Yy também pode ser calculada por processo semelhan-

te e o resultado é

2 2
aim p = 2+ O° ) (IV.48)
87

Finalmente o indice de escala do operador densidade
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de energia renormalizada &

\ 2
X =dim(@y) = Lol (1v.49)

4

O procedimento descrito acima permite encontrar ainda

a dimensao do operador ("crossover") quebrador de simetria

7z 7 z z _ x *
CRﬁ=Gj 0j+1 - “j “j+l = wlwz -wlwz (IV.50)
que vale
2
Yog = =2 : (IV.51)
4t

Nesse ponto & necessario lembrar que no "mundo" bidi-
mensional nao existe grupo de rotagéo e portanto fica perdido o
conceito de spin convencional (alids, & por essa razao que se po
de bosonizar o campo fermiBnico de Thirring). Entretanto sobrevi
ve o "spin" de Lorentz que da o comportamento das fungoes de on-
da ou operador de campo quando sujeitos as transformagoes de

Lorentz. O "spin" de ¥ € dessa forma calculado e vale

2. _ g2
s, = et =987 X . (IV.52)
81

Como estamos interessados nas solugoes S=1/2 do modelo de

Thirring podemos usar que

(a+8) (a=6) _ 1 _ 47
81

[\S)
Q

+
O

gue substituido em (I .51) fornece

A.T. _ (amy®  4r 1
X = p—g - =

(41) (0+8) 2 (o+8)  dAimTy  x

1
AT (IV.54)
£

que é a relacao conjecturada por Kadanoff e Brown (1979) entre
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operadores do mesmo modelo.

E claro que a e § sao fungoes da constante de acopla-
mento do modelo de Thirring {(coeficiente do termo (mw)z) designa
do por g. Isso permitiria, em principio, obter o valor de xA'T’
diretamente de (IV.49). Entretanto esta relagao, entre a dimen-
sao e o g, depende da definicao de limite usada para o termo de
interacao (Dell'Antonio et al., 1972).

As expressSes em termos de dim (YY) sao, entretanto, u

niversais (independentes da particular parametrizacao) e permi-

tem estabelecer a relacgao (IV.54). Finalmente, juntando a isso
as equagoes (IV.22a), (IV.18) e (II. ) obtem-se
L —— (1V.55)
& : tanh 2K
. =1 4
l1- = sin
tanh2K4—l
e
AT - L (IV.56)
A.T.
2-x

i

-4 ° 12 ' tanh QK,;—

0 3-242 A3 W,
(Lsing) (Retts)
FIG. 38 - O expoente v do Ashkin-Teller em fungao

da constante de acoplamento dos 4 spins

-(1+2)

Pente
multicritice



IV.F) A POLARIZACAO (verificagao da conjectura do Enting)

No modelo de 8-vértices ha duas escolhas para o parame
tro de ordem, conforme se pretenda descrever um ferroelétrico ou
um ferromagneto. No primeiro caso o parametro de ordem & o conju-
gado do campo elétrico externo (a Polarizagao), que estd relacio-
nado com a correlacao flecha-flecha. Na segunda alternativa a mag
netizagao espontanea & o candidato natural para se estudar a que-
bra da simetria, gragas & representacao de Ising introduzida por
Wu (1971) e Kadanoff-Wegner (1971). Embora a Polarizacgao possa
ser vista sem recorrer 3 representacao Ising ela pode ser escrita

nessa linguagem magnética (lembrando que o sentido da flecha e

determinado pelo sinal relativo dos spins) como

P=g¢g. O. (IV.57)

S R R byt

FIG. 39 - A Polarizacao em termos dos spins

O expoente que descreve o decaimento da correlagao fle

cha-flecha com a distancia & chamado x e nao deve ser confundi-

PI
do com Be que descreve o desaparecimento da Polarizagao com a tem
peratura.

Por analogia, define-se a Polarizagao do modelo de

Ashkin-Teller como o produto dos dois spins (gque agora residem no

mesmo ponto)

Q9
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P = 0, Y. (IV.58)

No limite de tempo continuo reduzimos a dimensionalida

de do sistema e em contrapartida passamos de variaveis classicas
P Z 7 .

(o,u) para operadores quanticos (¢°,u ). Assim, teremos na formu-

lacdo hamiltoniana

P=0Z. U (IV.59)

Tudo o que precisamos agora & escrever P em termos dos
y's para a seguir encontrar a sua dimensao andmala. Nesse  ponto
deparamo-nos com uma séria dificuldade: P & nao local nos ¥'s. A

fim de comprovar esse fato lembramos que

- o ==—inl(k)n2(k) (Iv.60)

Invertendo e usando (IV.60) vem

A X . .
o.= T 0. n,(3)= 7 (—in (k)n (k)} n, (3) (IV.61)
37 key K1 k<3 1 2 1

~ - Z
e uma expressao analoga para My

u-==k2j [—izl(k)cz(k)]cl(j) vT(—inl(p)nz(p)} (IV.62)

-= 00

Da definigao do spinor ¥ na secgao (IV.D)

nl(j+l) - icl (3+1)
v = 2 (IV.63)
£, (3) +in, (3)



f

segue
*
1y G+ = 1,50+ 1)) 0y 5+ = 1[u () = 97 9]
» ) * . 0 a * .
1,81 ==, 3) =45 3 9 =1 [1,G) +459)
e portanto

77 . * * : *
P=03 1] "kl’j —1[wl(k—l)+\pl(k—l)}[wz(k)—1p2(k)] [U)l(jl-l)ﬂbl(j-l)]

_ l:—i(lpl(l—l)—\pz(%—l)](w2(2)+ ;m)ﬂ [wl@—l)-w’l‘(j—l)]
2<3

(IV.64)

Encontrar a dimens3o andmala de um produto desses nao
& uma tarefa facil, desde que no limite de escala os Y's que an-
tes estavam em pontos distintos, irao coincidir, dando origem a
uma combinacdo ndo trivial das dimensOes (elas nao se somam). A

-

saida certamente ndo & por ai. E novamente o que vai permitir o cal
culo da dimens3o & a bosonizagao, com a diferenga gue desta  vez
nds devemos ser um pouco mais explicitos. Essa técnica, que permi
tiu escrever o spinor do Thiring (sem massa) em termos de um cam-
po livre ¢, na verdade pode também ser usada para escrever o Spi-
nor do Thirring massivo em fungao de um bosonico ¢, que satisfaz
a equacgao de sine-Gordon.

Essa equivaléncia entre as duas teorias (no espago-tem

po bidimensional) foi proposta por Coleman (1975) e "escrita" por

Mandelstam (1975) na seguinte forma:

* itys/4 (1
_ . BY® 21 . et /
P(x) =: exp{}.——~¢(x)+ — i o (x,)dx }: —
2 B L 191 — 1
1

(IV.65)



satisfaz a equagao de movimento do Thirring massivo se ¢ satisfi

zer
e+ B—fr—m : senf¢ : =0
com
-1 0 2 2
5 9 9
Yy o= , D= - (IV.66)
[o 1] x> ot?

Na verdade as expressoes (IV.40a) e (IV.40b) seqguem de (IV.65)no

limite de massa zero, quando

¢(x)=¢(t+xl)+¢(t—xl)=¢(u)+¢(v) (IV.67)
e portanto
9 _ 9
T ¢ (x) = 5;; [¢(u)— ¢(v)] (IV.68)
que leva a
. c{By® _2m| . . (BY® , 2w .
Y(x) =: exp{l {TT- -EJ¢(u)+1 LTT-+-E— ¢(v’}. (IV.69)

Comparando (IV.69) com (IV.40 ) concluimos que O @ da sine - Gor-
don est3d relacionado de maneira univoca com dim(yy) do Thirring

atraveés de

= dim Yy (IV.70)

Voltando ao caso massivo, & possivel mostrar (Swieca 1977) que o

¢ & o potencial da corrente axial

.5
So_ B B9

(IV.71)
H 27 ax“



*
e portanto pode ser obtido através da corrente vetorial
Xy Xy
_2m + _ .0
o(x) = S vizpuepaz = S 59 (7

(IV.72)

A observagao de que a corrente ju (que & sempre con -
servada no continuo) também & conservada na rede, sugere a possi

bilidade de se representar um produto infinito de ﬁfs por meio

de um pseudo-potencial "discreto"

J 3
s =TTyt = N r 5w (1V.73)
k== k=-o rede
De (IV.32) segue
s(3) = 20 3 {1— L (k). (k+1) - 00 <k>}
] B o > M 1 5 N2 2

(Iv.74)

onde o fator 2w/8 foi mantido na definigéo para que o limite de
escala conduza ao ¢(x) adequado. A experiéncia de Mandelstam in-

dica que devemos olhar para exponenciais do campo ¢. Entao calcu

lamos

(*) A relagdo entre a corrente vetorial j“==$yUQ) e a axial ji==$YUY5w é
jH=eHV jé e seque da propriedade dos v's yuy5==epvyv valida apenas em
duas dimensoes. £ importante notar que 3% & sempre conservada em virtude
da simetria U(1) (w—+eicw), mas a massa destrdi a conservacio de j°M.
(g1 =¢'"=1),



1—2‘(1)(]) ; .
e =exp{iﬂ g Ef %nl&ﬂj%ﬂﬁn— %nﬂkmz&ﬂ}
k<3 -
(IV.75)
Separando, e a seguir expandindo as exponenciais, teremos
i%—cb(j)
e = (-1 7 |ny &+ g k+D) | [, k)T, (k)
Ll 1 2 2
k<3 -
que apbs o uso das equacoes (IV.60) transforma-se em
15 ¢(3)
_ X X2 X X X X Z
e = (-1) kﬁ.[:o—oo"'okgkﬂ O .. O W .. Ukuk+l] x
<]
X X7ZX X X XZ| _( qym 2 Z Z Z
X [:o_m e Op OO we Tl e e Hy T = (-1) (Oj+l uj+l) O_ Mo
(IV.76)
E extremamente interessante observar que, de fato, a menos de

condigdes de contorno, irrelevantes no calculo da fungao de cor-
relacdo para um nimero par de operadores, temos uma expressao lo
cal para a Polarizacgao.

Finalmente, no limite de escala, calcula-se com faci-
lidade a dimensao andmala de P =: exp{i%g}:, usando as bem conhe
cidas propriedades de exponenciais de campos livres (consideran-

do o caso de massa zero). O resultado é

X?’T. (IV.77)

=L qimTy) =
4

>

16T

gue confirma a conjectura de Enting (1975).



IV.G) ESTRUTURA ORDEM-DESORDEM

Voltando a observar a equagao (IV.65) notamos que U]

pode ser decomposto em produto de uma parte local por uma outra

nao local em ¢. Além disso identificamos a parte local, que e
exatamente a Polarizacao (exp i%?). Nao & surpreendente, desse

ponto de vista, que para se obter P seja necessario uma corda de
y's (para eliminar a parte nao local dos mesmos).

Outra informagao relevante a respeito de y (IV.65) e
que ele tem uma estrutura de ordem-desordem (Marino e Swieca, 1980)
semelhante aquela detectada por Kadanoff no spinor de Schultz,
Mattis e Lieb (1964) para o modelo de Ising. Para entender essa
afirmacdao & preciso recorrer ao proprio modelo de Ising. Nesse
caso o operador desordem (que gira todos os spins a sua esquer -

-

da) € o TZ(n*) definido por

Tz(n*) = 1 o (m) n*=n+—l—z (IV.78)

m<n
que junto com ¢ obedece a seguinte regra de comutacao

Zm® A =-04() 2@y se j<n (IV.79a)

=62 (3) % (n*) se j>n* (1V.79b)

Lembrando que a simetria global do modelo de Ising é
-UZ +—0Z podemos dizer que o operador desordem (TZ) aplica em o©
a operacao de simetria do modelo, se este se encontra a sua es-
querda, deixando-o inalterado se ele estiver a sua direita. Além
disso o spinor n & exatamente o produto do operador desordem pe-
lo operador ordem.

Voltando ao caso especifico do ¥y notamos que as suas

duas unidades (parte local e nao local) satisfazem as proprieda-
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des usuais de um produto do tipo ordem-desordem. De outra forma,

T (x°, x )=exp{i -?:BT—‘ [ &)(xo,zl)dzl} (IV.80)
X
e
", 5
o (x°,y1) = exp {i E%— 6 (x°,y%) } (IV.81)

com ¢ obedecendo relagoes de comutacao candnicas

[d:(xo,xl),é(xo,yl):] =1 é(xl—yl) (IV.82)
satisfazem
-
-o(xo,yl)r(xo,xl) se xl<yl (Iv.83a)
T(xo,xl)a(xo,yl)==<
Lc(xp,yl)T(xo,xl) se xl>yl (Iv.83b) .
Uma vez reconhecido o papel de cada fator em Yy escre-
vemos *
PO = lim [0 () s P :] (IV.84)

XaXb"*X

)

e encontramos a dimensao do operador desordem (x

D
dimy = xP-l-xD
2 2 2
ac+8° _ (a+d§)
g7~ 167 T *p
(*) A renormalizagao & para eliminar otermo ambiguo
. s &+, a -, 1.0 1 . Y5 ua—ub—is
lim exp{-my f|¢(x)@ wmy<k}=hm @@&—Thl——~——}
a b xg a b vo=v -ie
XX X X

que por ser uma razao (u/v) nao muda a dimensdo.



x (a=8)® _ 1 (IV.85)
D 167 g2
Ax
IxxD
i/2 Igng X
l; ?
4 ,
/3 'xD
/
> n2
o 4
(Retts) (b

FIG, 40 - Os indices dos operadores ordem e

desordem

A conclusao & que o modelo sd & auto-dual (no sentido
de ordem e desordem obedecerem a mesma dindmica e portanto adqui
rirem a mesma dimensao anfmala) para 82==4W‘ que & o conhecido
modelo de Ising. Nao ha nesse resultado nenhuma surpresa fantas-
tica uma vez que a prescrigao utilizada na formulagao hamiltonia
na destruiu a auto-dualidade do modelo. E importante observar tam
bém que o modelo de Potts, que & auto-dual nao estd incluido na

regiao em estudo (w3<wl=w2).

IV.H) TRANSFORMAGCAO DE DUALIDADE NO CONTINUO

Nas secgoes anteriores pudemos observar que, ao fazer
uma transformagao de dualidade no modelo de A.T. encontravamos na
rede um 8-V associado. Por outro lado, trabalhando com a hamilto
niana de tempo continuo do A.T. vimos que ela tem como limite de
escala a hamiltoniana do Thirring massivo. Acontece que Luther

)

mostrou a mesma coisa para a hamiltoniana de Heisenberg (ET8V

A pergunta que surge & natural: serd que existe alguma relagao
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entre os dois modelos no continuo, que lembre a transformagao de
dualidade na rede?

Para responder a essa pergunta vamos lembrar que o B8
da Sine-Gordon esta relacionado com a constante de acoplamento do

Thirring g através de (Sommerfield, 1963)

2 ' o _
E_T? = dim PP = ——e (1IV.84)
1-g/n

ou

- &m (IV.85)

(que preserva B? = 4T como teoria livre) teremos um Thirring com

uma nova constante de acoplamento
' _B?
g -'W(l"z;] (IV.86)

Procurando a relagao entre a nova e a velha constante de acopla-

mento encontramos

(—g—ﬁ'—] - lg/m (Iv.87)
(g/7) -1

que tem exatamente a forma da relagao (IV.18) gue expressava

(tanh 2}) em fungao de (tanh 2K,) na rede. Embora nao se possa
fazer uma afirmacao categdrica & razoavel supor que B~ 41/B re-
flete no continuo a transformagao de dualidade p-—+y introduzida
na rede por Wegner (1972). Além de levar a equagao (IV.87) essa
transformagao também satisfaz d relagao predita por Kadanoff en-

A.T. 8-v
X

tre o x° e o R
€ £
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x " = —3 (IV.88)
€

A.T. _ B* 8-v _ g'’?
Xe T 4T € Xe -
47
teremos
8-v _ 8'2 - (4m? _ 4 1
41 4mB? R? x 7"

E importante notar que, embora os expoentes criticos
nao tenham uma expressao universal em termos da constante de aco
plamento do Thirring (g), eles tém uma representacgao unica em

termos de B (Sine-Gordon), ja que
- g2
dim Py = &= (IV.90)

Entretanto a teoria no continuo & instavel para B°>8m
e por essa razao & interessante usar a equagao (IV.88) para veri
ficar se os nossos modelos da Mecédnica Estatistica nao estao sen
do levados a uma teoria de campos instavel. De (IV.88) e (IV.91)
segue

g2= — 4™ (IV.91)

L2 -1 \tanh(2K4) ]
- Esen

tanh(2K4)—l

cujo grafico &
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41 - O valor do B (Sine-Gordon) para
o modelo de A.T.

Como se pode ver, na regiao de interesse -lftanh2K4§%

a teoria no continuo & estavel. Mais do que isso, hi uma

regiao

de g (6m<p?<8m) que em principio ndo & fisica porque implica em

acoplamentos imaginarios. Entretanto esses modelos ficam perfei-

tamente definidos em termos dos pesos w, , w; , Wy, € w; da equagao

(IV.3) que sao reais. Apenas por curiosidade apresentamos os pe-

sos w, para o pior caso (B% = 87)

wo = ]
Wy T W, = 0.56645
w3:=0.l3290

(IV.92)

ey
. Vi
. [N N
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V. QUEBRA PARCIAL DE SIMETRIA

V.A) INTRODUGCAO

No capitulo anterior, mais precisamente na secgao IV.B)
mostramos que o A.T. na regiao K4>Iﬁf=K2==K sofre mais de uma
transicao., Isto significa que a simetria do sistema Z(4) nao & que
brada de uma s0 vez. Para compreender esse fato, & conveniente in-

troduzir a nova variavel T=op e eliminar da agéo O U .

==-1 [?O+-JOO'4-J4TT'+-JOO'TT'] (V.1l)
<>

O efeito dessa mudanca de linguagem sobre os componentes pode ser

visto diretamente:

A= (+,+) em (o,y) & (+,+) em (o,T) (V.2a)
Bz (+,-) em (o,n) & (+,-) em (0,T) (V.2b)
cC=z(-,+) em (o,u) & (-,-) em (0,T) (V.2c)
Dz (-,-) em (o,u) & (-,+) em (0,T) (v.2d)

Agora estamos em condigoes de investigar as transigdes.

Suponha que o sistema esteja na fase de alta temperatura e J4 seja
maior do que J, Ao abaixar a temperatura o sistema sofrera primei-
ro uma transicao que quebra a simetria global T~ -T. Essa transi -
cao de fase ocorreria a uma temperatura Tg dada por

—2J4/kTO
e C=w. =n.= /2-1 (vV.3)

se J fosse zero (w3==l). A presenca de J, certamente altera a tem-
peratura em que a simetria Z(2), em T, & quebrada porém, até agora
nao ha nenhum resultado exato para a nova temperatura critica. Pros
seguindo o resfriamento o sistema quebra espontaneamente a sime-

tria 2(2) que restava (o~ -0).
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w's*
4 S
K<K4 // i
(0):0 7/ 1
{TY=0 // i
s ]
®// linha del
/;/v/—amd&r |
|
: ok, | ’
5 > W=,

FIG. 42 - 0 diagrama de fases do A.T.

simétrico

Voltando &s configuragbes (V.2) observamos que a pri-
meira transigao corresponde a uma escolha entre (AD) e (BC) . 0
sistema, no entanto, ainda néb escolheu entre A e D, ou entre B
e C, Na regiao II temos entao:

<g>=0

<T>#0

Depois da segunda transicao, que corresponde a quebra espontinea
da simetria em g, o sistema desenvolve também um valor esperado

diferente de zero para o, e o que temos na regiao III &

<g>#£ 0

<T>#0
Designando por C)a fase em que a simetria estd completamente que
brada (ha 4 vacuos completamente equivalentes), par()fr a fase
em que sobrevive apenas a simetria em g, e por () a fase em que

a simetria € Z(4) temos

diferente da linha de Baxter (J4<<J) em que a transicao & do ti-

jole]

®—0
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Acredita-se (Wu e Lin, 1974; Zittarts, 1981; Kohmoto et all.,

1981) que as transigoes do tipo

&~ @

estejam na mesma classe de universalidade de Ising e tenham, em
consequéncia disso, os mesmos Indices criticos.
O objetivo desse capitulo & investigar essas transi-
¢coes , e isso sera feito de duas maneiras distintas:
i) fazendo uma transformacao, do grupo de renormalizagao, na ha
miltoniana equivalente (V.B), e
ii) usando um método de "scaling" exato, recentemente desenvolvi
do por Stinchcambe (1981) para tratar modelo de Ising com di-

luicdo de ligagoes.

V.B) GRUPO DE RENORMALIZACAO APLICADO AO A.T. COM K4> K
O modelo de A.T, simétrico pode ser formulado em ter-
mos de uma variavel Z(4), conforme secgao IV.C). A hamiltoniana

de tempo continuo, na regiao K, >K é dada por (Alcaraz, 1980)

H=- 83 LS(j)S+(j+l)+s+(j)s(j+l)_l-
3
- € 3 s(j)sJ’(j+1)]2 - T 1 R?(5) (V.4)
j - J

b=

onde S agora & um operador que atua no espago H= T ® h, e h, &
i=1
o espago de Hilbert gerado pelos vetores

<1| = (1,0,0,0); <2| =(0,1,0,0); <3| =(0,0,0,1)

e <4| = (0,0,1,0)

Com S(j) estamos representando

s(ij) =4 ... 858 ... 8 (V.5)

1 j-ésima posigao
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onde S & um operador diagonal nessa base

0O 0 O
i 0 0
0 -1 O
0 0 -1

(V.6)

)
o O O M

Da mesma forma R(j) & o produto

R(3) =1 ® «.... ® R® ...... 87

t j-&sima posicao

e R & o operador que vira os spins

RIn) = In+ 1%  (mod. 4) (V.7)

e tem a representacao matricial

b
I

o o+~ o

— o o o

o o o

o - O ©

E facil mostrar que

é::ii;iil 5% @ 1 + (1-1) 1| ® ne (V.9)
2 2

e que

>
1l

%—[8" 8 +1 e 1¥+1i (¥ & 12-5% 8 1 )] (V.10)

satisfazendo a relagao de comutagao de Z(4)

2T
AN 1_4“- AN AN
SR=e RS=1iRS (V.11)

Essas ultimas equagaes (v.9,10,11) sao importantes para fazer o
contato entre as hamiltonianas escritas com variaveis Z(4), e

aquelas do capitulo anterior em que foram usadas variaveis Z(2).



Continuando a preparar o terreno, frisamos que a esco

lha da base é opcional, de forma que nao hd nada que desabone o
A : .

uso de uma outra base |2'> em que o operador R seja diagonal. A

relagao entre a velha e a nova base &

4

k=1
gque conduz aos vetores
1 1 1
1 -1
=1 =1 'y = &
[1'>=31, 2> =7 4 13'>=31 . ©
\ 1 -1 1
1
1 _l -i
[at>=5 "
i
-1

A -
O efeito de R2 sobre esses vetores e

A2 A

R%|1'> = |1'> R°|3'> = |3'>
§2|2'> = -|2'> §2[4'> = -|4'>
e odesS &
S|n'> = |n+l'>  (mod. 4) (V.13)

A vantagem de trabalhar com essa base & que, ao calcu
lar os elementos de matriz de H, o efeito de S fica separado do
efeito de 82 sobre os "spins" (que nao sao spins reais).

Depois desse preambulo, partimos para a investigacao
da hamiltoniana (V.4), que conforme se pode observar tem dois 1i
mites soluveis:T=0e A=0, No primeiro caso os spins tendem a fi

car alinhados, e o estado fundamental tem degenerescéncia 4. No
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- = - 2
segundo caso a hamiltoniana também & solivel uma vez que S comu-

2
ta com R .

SSRR = iS (RS) R = ~RSSR = —~iRSRS = RRSS

Os dois auto-vetores correspondentes a energia funda-

mental sao:

lw+>= (1>, + [3>]) (V.l4a)
: 3 3
3
e
[v™>= m (2>, + [4>,) (V.14b)
; j 3

0 que faremos em seguida & uma transformacao da hamil
toniana, que & licita em gqualquer regime, que permite localizar a
mudanga da natureza do estado fundamental. O estudo dos operado -
res, na vizinhanca desse ponto especial, conduzira aos expoentes
criticos da transicao. A referida transformacao tem como objetivo
reduzir o nimero de graus de liberdade, sem que se perca a infor-
magao de interesse (o estado fundamental). A experiéncia com  Os
métodos variacionais da Mecdnica Quantica ensina, que o sucesso de
uma empresa desse tipo estd ligado i habilidade com que se elimi-
na possibilidades, e sem dlvida nao ha uma inica maneira de condu
zir tal processo. A situagdo aqui nao & diferente e varias manei-
ras foram propostas para realizar o "corte nos graus de liberda -
de" (Drell et al., 1976, 1977, 1978; Julien et al. 1978, Hu, 1979;
A. Fernandez-Pacheco, 1979), das quais a de Pacheco fornece, pelo
menos para o Ising com campo transversal, o acoplamento critico e
o expoente v exatos. A diferenga desse tltimo com os outros esque
mas & que os sitios e as ligagOes sao tratados de maneira simétri
ca. Para realizar essa idéia, o sistema de spins & dissecado em
blocos que interagem entre si (cada bloco tem 2 ou mais spins que

interagem mutuamente e com o "campo")
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—0
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FIG.43 - A maneira "antiga" de dissecar o
sistema
0 Q----~---0 g--—=-=~0 0= ——=—-0

—
—
—

— O

FIG.44 - A "nova" maneira de dissecar o sis

tema (Pacheco)

Entretanto ao escrever a hamiltoniana de bloco, Pache
co omite um dos termos de sitio ("campo"), obtendo com isso um
perfeito equilibrio sitio-ligagao. Diagonalizando a hamiltoniana
de bloco, e conservando apenas os estados de mais baixa energia,
estaremos escolhendo uma base ortonormal incompleta, que gera um
sub-espaco do espago de Hilbert original. A esperanga & que 13 se
encontre o estado fundamental. No estudo da hamiltoniana (V.4)

adotaremos a idéia de Pacheco colocando, para cada bloco de dois

spins, apenas um termo de cada espécie contida em H. Designando
por BQ a hamiltoniana do bloco &, temos
B =~ -fz{s(l)sJ’(z) +s+<1)s(2)J - es?(1)s%(2)-TR? (2)
(V.15)
SS'
O _________ O
s's?
2
R

FIG. 45 - 0 bloco de spins
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Usando a base em que R & diagonal, a hamiltoniana de
bloco serad uma matriz 16 x 16, que & a soma, direta de 4 matrizes
(4 x4) idénticas. Uma delas & (omitindo por simplicidade de nota-

¢ao a linha dos estados)

1,1> 12,4> [3,3> l4,2>
<1,1| [ -r -0\/2 -€ -r/2 7]
<2,4] -A/2 r -A/2 -
(V.16)
<3, 3] -€ -A/2 ~-T ~A/2
<4,2] . -A/2 -€ -N/2 r
cujos auto-valores s3o:
et T
-g+ VT2 + )2
dos quais o menor
E,=-¢€ VI + A2 (V.17)
corresponde nessa sub-matriz ao auto-vetor
]1b>=a[1,1>+Blz,4>+a]3,3>+8|4,2> (V.18)
com
o= — 1 e B= — Y (V.19)
Y2 (1+y?%) V2 (1 + v?)
e
_ 2 _ T
y=-K+ /1 +K K= & (v.20)

Em cada uma das outras trés sub-matrizes hia um vetor
correspondente a essa energia fundamental. Eles sao:
|2b>=(x|2,l>+B|1,2>+0L|4,3>+B[3,4> (V.21)

|3b>=ocl3,l>+ 8l12,2>+all,3>+8|4,4>
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|4b>==a|4,l>-kB|l,4>-ka|2,3>+—6|3,2> (V.23)

Computando os elementos de matriz de H (entre blocos)

nessa base truncada encontramos

+ —
<lblb| Asg(z)s“l(l)|2b4b>—A(4aB) (V.24)
2 2 _ _
<11 | 882(2)S£+l(l)l3b3b>_€ (V.25)
2 _ 2 .2
<1b1b| FR£+l(l)|lblb>—F2(a -8 (V.26)

isto €, a hamiltoniana entre blocos & isomorfa i hamiltoniana de

sitio, com os acoplamentos renormalizados

A->A'=A(4aB) (V.27)
[>Tv=T2(a? - g2 (v.28)
e>re'=¢ (vV.29)
Usando A para fixar a escala de energia teremos na

realidade dois acoplamentos independentes:

K = e J= (V.30)

= |
= [m

De acordo com (V.19) e (V.20) teremos para K a seguin

te equagao:

K': K —m8m8M—%L. = K (V.Bl)

o que significa que se K for maior do que um, a transformacao fa-
ra com que ele cresga cada vez mais. Por outro lado, se K for me-
nor do que um ele sera diminuido a cada realizacao.

Deséa maneira,ao iterar esse processo o sistema se-
ra levado para um dos dois regimes: K+ ® ou K~ 0, gue correspon -

dem aocs casos I'=0 e A =0 respectivamente.
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(SUPERFICIE
CRITICA)

7

e e — -

> >
0 K
FIG. 46 - O espaco de pardmetros e as trajeto-
rias descritas pela aplicagao da
transformagao.

O ponto K=1 & exatamente o valor, da constante de aco
plamento, em que a natureza do estado fundamental muda, e portanto
deve ser o ponto critico dessa teoria. Entretanto simplesmente K=1

nao & um ponto fixo frente 3 transformagao desde que

2 2
g1 = J(1+ K~ K/1+K . g
Y1+K™ - K

A interacao cuidara no entanto de levar a hamiltoniana para o pon-
to fixo K=1, J== ,

Voltando a equagao (V.31)

obtemos o chamado auto-valor térmico

'.
Ap = %ﬁ—— =2 (V.32)
K = K*

e a seguir o expoente do comprimento de correlagao

"inb
Zn XT

I
—

(V.33)

E possivel entender esse resultado para Vv, lembrando
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que, ao levar para infinito o coeficiente de S$2?8'? = (oo 'un'), esta
mos exigindo que oc' e pu' tenham o mesmo sinal. Isso significa que
os 2 Ising's ficam tao fortemente acoplados, que um é simples coO-
pia do outro. Em consequéncia disso, toda a dindmica da transigao
vem de apenas um deles.

N6s deixamos de apresentar o estudo da outra linha cri
tica, uma vez que ela & a dual dessa que estudamos, e tudo o que

aqui foi feito pode ser repetido trocando ordem por desordem.

v.C) O A.T. COMO UM MODELO DE ISING DILUIDO

Recentemente, Stinchombe (1981) obteve uma transforma-
cao de escala exata para o modelo de Ising (2-d). Esse "scaling "
fenomenoldgico, além de fornecer os expoentes corretos, tem o méri
to de descrever adequadamente também o modelo de Ising com dilui -
cao de ligagoes. No caso puro a hamiltoniana unidimensional equiva

lente & (Suzuki, 1976)
-1 1 s (V.34)

gue sO tem um parametro

= J
A= T

(V.35)

Conforme Suzuki (1976) o parametro ) estd relacionado com os aco-

plamentos originais segundo:
*
A = (tanh Kx/tanh KT)——l/a2 (V.36)

onde
l-tanh K
T

*
tanh KT (V.37)

l+tanh KT
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*
O fato interessante a destacar & que Wu (1966) deter-

minou o comportamento da funcao de correlagao <0, o 95 > © Ppara
’ !

N grande encontrou

-Nino

> = ;. T>T V. 38a)
<Oo,o Uo,N € c (

2N2noc2 —2N2n(l/a2)
e = e ; T<T (V.38b)
o,0 oO,N c

A
Q
Q
\2

R

que com (V.36) eNs =x (s & o parametro de rede) da para § (compri

mento de correlacao) o resultado:

=s/24n ) para A>1 (V.39a)

g=s/4n(1/)) para A<l (V.39b)

A dependéncia de E com A permite descobrir a forma com
que % se transforma sob dilatacao do sistema. Por exemplo, substi-
tuindo grupos de b ligagoOes da rede original por uma ligagdo da no
va rede ( o que corresponde a multiplicar por b a unidade de medi-
da) o comprimento de correlacao deve ficar dividido por b. Isso
precisa acontecer a fim de que as propriedades criticas (por spin)

sejam iguais nos dois sistemas. Dessa forma

ey = £ s s (V.40)
b benx n(A")
que leva a
At=2P=F() (V.41)

Essa €& a transformacao exata para o A que incidentalmente satisfaz

a relacao de dualidade (Fradkin e Susskind, 1978)

(*) Veja também o livro "The Two-Dimensional Ising System" de B.McCoy e
T.T. Wu equagoes (2.43) e (3.24) paginas 256 e 260
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F(\A) =1/F(1/X) (V.42)

e que fornece

An=Db (V.43)

v=1 (V.44)

gue &€ o valor exato desse expoente para o modelo de Ising.

E importante destacar que o raciocinio aqui envolvido
& muito semelhante aquele da sec¢ao anterior, porém evita-se a
construgao da base truncada por conhecer explicitamente a dependén
cia do comprimento de correlagao em \.

A equagao (V,41l) sugere a possibilidade de estender es
se tratamento "fenomenoldgico" para o Ising diluido, em gue A, po-

i

de assumir os valores k ou zero. A generalizacao plausivel parece

ser (Stinchcombe , 1981)

A (v.45)

que recai na equagaoc (V.41l) no caso puro (xi==x, ¥i).

No modelo diluido o agrupamento de b ligagoes podera
resultar em Ab ou zero com uma probabilidade que depende da chance
de se ter no sistema original uma "falta" de liga¢ao. Chamando p a

probabilidade de Ai ser nao nula teremos inicialmente
P(Xi)= (1-p) S(Ai) + p S(Ai—k) (V.46)

e apbds a dilatacgao

P'(A]) = (1-p") §(A]) +p' (A -2") (V.47)
com

o' =pb (v.48a)
e

At =P - e e (4 8D)

(%4

B SR N SRV R R ¥

Wty
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Para chegar A (V-48) lembre que, para o produto dos Ai
ser diferente de zero & preciso que todas as ligagoes do grupo exis
tam. Como as ligagGes tém, independentemente, probabilidade p de

existir, a probabilidade que todas sejam nao nulas &

O ponto fixo ndo trivial das equagOes (V.48) &
* *
(p ,2 ) =1(1,1) (V.49)

que & exatamente o ponto fixo do Ising puro. Em consequéncia disso
teremos, para o Ising com diluicgao de ligagoes, Os mesmos expoen-
tes que determinamos para o modelo original. Para tratar o modelo
com diluicao de sitios seria preciso conhecer o comprimento de cor
relagao do modelo de Ising em que a constante de acoplamento varia
de camada para camada (McCoy e Wu, 1968, 1969, 1971) em uma das di
regoes. Até hoje nio se conhece essa expressao e portanto a forma
exata do "scaling" fica em aberto.

Para encerrar essa secgao, nds vamos mostrar que o A.T
com K4i>Kl=K2=K & um modelo de Ising diluido. Para isso considera-

mos a matriz de transferéncia do A.T. nas variaveis o e T=0u .

4 2 2 Z Z z Z V4
. o° + .o ST S U
C exp {KoJ 541 KoJ 0541 T] Tj+l4~K4 T] TJ+1J X
—2K-2K
{l*—e 4K o§+-e 4 (OXTX+-TX)] (V.50)

e em seguida fazemos o limite de tempo continuo, obtendo

jas]

]

!
N =

zZ 4 4 2 A A X
Y 0. O. 1+ T, T, - AAZ T.T. - ral
. ] J+l( J J+l] 5 3 j+1 53

(V.51)
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0 exame dessa hamiltoniana mostra que ¢ € um Ising cu

zZ

. .). Acontece que 7% comu-
i+1

- A z
ja constante de acoplamento e 7(14—TjT
ta com todos os termos da hamiltoniana, e nada nos impede de tra-

balhar com uma base em que 72 seja diagonal. Isso significa que

T§T§+l assumird em cada ligagao (independentemente) os valores +1

ou -1, levando a uma constante de acoplamento que sera A ou zero.
Temos em maos um modelo de Ising com diluigao de ligagoes para o
gqual ji& determinamos oponto £ixo (V.49) e os expoentes (gue sao
os do Ising puro v=1, B=1/8, etc..),

pPara fazer contato com a andlise da secgao anterior
§T§+l

z e 2,2
j+1 1j“j+l

observamos que p=l significa que T tem que valer 1 em todas

as ligacgoes (¥j) ou seja ogo tém que ter o mesmo si-
nal. Essa foi exatamente a conclusao a que fomos levados na sec -
cao V.B onde também obtivemos A=1 como ponto fixo.

Acreditamos que essas duas analises suportam a afirma

¢ao de que as transicdes do A.T., fora das linhas de Baxter, sao

do tipo Ising.
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APENDICE A
O PROBLEMA DAS N CORES

0 modelo de Potts (1952) & uma generalizagao do mode-
lo de Ising em que o spin pode ter g valores (ci==l,2,...,q). A
interacao & sd entre primeiros vizinhos e a energia do par e -e
se os spins estiverem no mesmo estado, e zero nos outros casos .

A funcdo de partigao é

Z= I exp(Bs pX 6(0.,0.)} (A.1)
{o,} <ij> o

e pode ser escrita como

2= 1 i [l%—v 6(0.,0.)) (A.2)
{o} <ij> ]
onde
V.—:eBE— 1 . (A.3)

Expandindo o produto teremos 2E termos (E & o numero de ligac¢oes
entre os spins), aos quais associaremos um grafico da rede, colo
cando barras nas ligac¢oes onde escolhermos o termo v G(Oi,oj).Hé
uma correspondéncia biunivoca entre graficos (G) na rede e ter-
mos da expansao, de forma que a funcao de partigao também  pode

ser calculada a partir de
Z= L q° v (A.4)

onde % & o nimero de barras e C a quantidade de componentes (con
siderando como componente os agrupamentos de spins no mesmo esta

do, e também um sitio isolado). A soma indicada deve ser feita
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sobre os 2F graficos de Z (rede original).

— —— - o —

FIG. A.l - O grafico G correspondente a

um termo da expansaoc de (A.2)

A expressao (A.4) & o que se costuma chamar de polino
mio de Whitney (1932). Vale a pena destacar que (A.4) contém o)
problema da percolagao e o de colorir mapas coOmo casos particula

res. Por exemplo

(33— en z] (A.5)
a g=1

& o numero médio de componentes da percolagao.

O problema das N cores & obtido fazendo-se € =~ (is-
to &, impedindo que as cores das’faces adjacentes sejam iguais )
e portanto v =-1. Note que resolver o problema das N cores é
equivalente a conhecer o estado fundamental do Potts-N.

Temperley e Lieb (1971) mostraram que o modelo de
Potts-g & equivalente a um modelo de seis vértices alternado. Mais
tarde, Baxter, Kelland e Wu (1976) produziram uma outra demons -
tracdo (mais transparente) dessa "equivaléncia a nivel de fungao
de particdo". Eles fazem a expansao em graficos de G, e usam a
rede medial (veja Capitulo IV, secgdo B) como suporte dos vérti-

ces. Introduzem dois novos parametros através de

q1/2 = 2cosh 6 (A.6)
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s =exp(06/2) (A.7)

e fazem uma correspondéncia entre graficos (G) na rede original

(z) e decomposicao de Z' em poligonos, contornando os componen =

tes (C).

FIG. A.2 - A rede quadrada 2 (circulos cheios
e linhas tracejadas) e a rede me-

dial Z' (circulos vazios e linhas

sdlidas) .

Para realizar o que foi dito basta que dois sitios,

ligados por uma barra, separem os lados da rede medial

engquanto dois sitios que nao estejam ligados por barras, sejam

separados pela decomposicao em Z'

Existem 6 possibilidades para um vértice "interno" de
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XX XX XK

e 0S pesos atribuidos a eles devem ser:

sub-rede A (ligagdes horizontais)

1

ml,wz,wB,m4,w5,w6==l,l,x,x,s—1+xs,s+xs— (A, 8a)
sub-rede B (ligagoes verticais)
wl,wz,w3,w4,w5,w6==x,x,l,l,s—l+xs,s+xsnl (A.8b)
onde
=g 2%y (A.9)

Temos entio um modelo de 6 védrtices "alternado" porque o vértice
1, por exemplo, que na sub-rede diz que nao ha ligagao entre os

spins

£ interessante observar que embora essa equivaléncia
seja mais abrangente (valida para qualquer nimero de cores) do
que aquela apresentada no Capitulo II, ela nao da nenhuma infor-

macao a respeito do caso N=3 (que naquele capitulo foi completa-
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mente elucidado ao ser reconhecido como um 6V normal). Esse é
um aspecto curioso das equivaléncias. Muitas vezes elas dao 1luz
a um problema, mas causa espanto a qualquer leitor pensar que O
pobre modelo de Ising & um seis vértices "staggered", ou mesmo
um 16 vértices (conforme Lieb e Wu, 1972), ja que nenhum desses
modelos tem solugao conhecida. Dentro desse espirito & gratifi -
cante saber que o Potts-4 (6=0 e s=1) como formulado nesse apén-
dice, & igual ao limite Potts (K1=K2=K4) do A.T. como interpreta
do no Capitulo IV. Os vértices do A.T., depois da transformagao

de dualidade, terdo pesos

A - -— —-—
(a,b,c,d)” = (wo+-wl, Wy=Wyy w2+m3, wo wl) (a.10a)
B = -— -
(a,b,c,d)” = (wo+wl, Wy=Wa, W =W, w2+w3) (A.10Db)
onde
w =1 (A.lla)
o
-2K,-2K
w, =e 2 4==e 4K (A.11b)
-2K. -2K
w2=e 1 4=e 4K (A.1llc)
-2K.=2K
wy=e 1 2==e 4K (A.114d)

A relacao de simetria (WU, {970 )

2(a,bsc,d) = 2|3 (c-dratb) ; 2 (~cHi+ath) ; %—(c+d+a+b) , —]2l(c+d—a+b)

(A.12)

permite passar do 8-V para o 6-V (alternado).

OS novos pesos Serao
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sub-rede A " sub~rede B
. _ -4K v _ 1_.—4K
aA——wl+w2—-2e aB——l e
-4K -4K
' - = - ' =
bA——wo Wy l1-e bB 2e
-4K -4K
| J— | S
CA lt+e CB l1+e

gque também podem ser escritos

sub-rede A sub-rede B
-4K -4K
| J— ' = -
an 1 ag (1-e ) /2e
-4K -4K
LIS - T =
bA (l-e ) /2e bB 1
ci==(l+e_4K)/2€—4K cé==(l+e~4K)/2e_4K
Finalmente notamos que bA:=aé € exatamente o x da
equacgao (A.9)
(l_e—4K) B AR B (eP€ - 1) 3
e = = — = ———— . (A.13)
2e 2 ﬂi 2
Ha, aparentemente, uma diferenca entre as duas ver—

soes devido ao 4 que comparece junto ao K do A.T. Entretanto é
preciso lembrar que o Potts & recuperado do A.T. partindo da
agao

KO+K(00' + up") +K4(oo'uu')

substituindo
ogo' 4+ uu' = L§S+'4-S+S']:=2 cos [%(ni—nj)J (A.14)
+,,2 + 442
OO'UU' — (SS ) + (S S ) = Cos[ﬂ(ni—nj)] (A.]_S)
2

(ja que S=e e tomando KO=K4=K. Ficaremos com
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K{i+-2cos {%(ni—nj)]i—cos[ﬂ(ni—nj)]]==4K6n n (aA.l6)

- i’y

o que mostra que o 4 também faz parte da energia de interacao.
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APENDICE B
O "ANSATZ" DE BETHE PARA O XXZ

O problema de encontrar o espectro de auto-valores da
Hamiltoniana de Heisenberg ja preocupava os fisicos em 1930. Bethe
ent3o propos que as auto-fungdes deviam ser de uma forma especifi

ca, pelo menos no caso isotrdpico (JX=J =Jz). Essa pragposta, due

y
ficou conhecida como "ansatz" de Bethe, foi revivida por Yang-
-Yang (1966 a,b) na década de 60, provando gque a hipdotese era
verdadeira mesmo para © caso anisotrdpico (Jx=Jy#Jz), para o)
qual determinaram o estado fundamental. Nesse apéndice apresenta
mos, por completeza, os cdlculos de Yang-Yang. As referéncias u-
tilizadas foram, além dos trabalhos de Yang, Kastelein (1975) e

Suthexland (1970).

Introduzindo na hamiltoniana

Hyyy = =J jgl [%§o§+l4-o§o§+l+-Ao§o§+l] (B.1)
0s operadores

o; = % (o?%—iog)

05 = % (0?-—10%)
ficamos com

Hyyg = =3 § [2(0;0;+l+05c7;+l) +A0§o§+l:j (B.2)

Em (B.2) observa-se que HXXZ pode trocar o spin vira-
do de uma posicdo para outra, mas nao pode mudar o nimero total

de spins virados. Isso significa que
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e portanto o nuimero de spins para baixo & um bom numero quantico.
O vetor |0> (todos os spins para cima) & trivialmente auto-vetor,
porque a hamiltoniana nada pode fazer além de medir a quantidade
de pares ordenados (que comcondigoes periddicas de contorno & N).

HXXZ[0> = - NJA (B.3)

0 auto-vetor com 1 spin-virado & uma combinacao dos estados 3> ,

onde j designa a posicao em que se encontra a ovelha negra. Assim

|1>=1 A(3) |3> (B.4)
j

O coeficiente A(j) precisa ser determinado pela condi-
gao

HXXZ|1> = 21> (B.5)

que reflete no A(j) sob a forma

*

20A(3) - [A(3+1) +A(3-1)]= E A(3) , ¥] (B.6)
onde
E*== (E + NAJ) (B.7)
2J

A simetria de translagao impde solugoes do tipo Bloch

A(§) =etF3 (B.8)
que substituida em (B.6) fornece
*
E =2A-2cosk . (B.9)

As condigoes periddicas de contorno restringem oOs valo

res de k



112

AN+1) =a(l) » FN =

27 _
k==35-2 ' $=20,1,..,N-1 (B.10)
0 auto-vetor n=2, que sera combinagao de vetores do

tipo ljl,j2> , tem dois vetores basicos: aqueles em que j,>]j;+l e
os outros em que j,=J;+1 (os spins virados s3ao vizinhos).  Para

os primeiros a equagao em A(jl’jz) e

40A(43,) - [A(jl—l,jz)+A(jl+1,j2):|—[A(jl,j2—1>+A(jl,j2-1>]=
- E AQ) (B.11)

cuja solugao &

i(k,3,+k,3,)
. . 2
A(jl,32)==ci e 171 2 + C2

i(k,3.+k,3,)
e 271 172 (B.12)

Entretanto, guando j2==jl+-l a equagéo satisfeita pelos A's é di-

ferente. A razao & que o estado ljl,jl+l> tem dois vizinhos vira-

dos t44...4¥¥44,. ..+ e portanto a aplicacao de Og -1 0; e
2 2
o; oj 41 da resultado nulo. Em consequéncia perdemos OS termos
1 1

A(jli-l,jz) e A(jl,jz—l) da equagao (B.1ll). Além disso o numero
de pares em que a ligagdo & quebrada diminui e fhuﬂﬂentelﬂjl,jr+l)

tem que satisfazer

*
+2) =E A(jl,jl+1)

20R(J,3,+1) ~A(3-1,3,+1) - A(G4.0,
(B.13)
Como OS A(jl’jz) 43 satisfazem (B.1ll), o remédio e

obrigar as solugdes (B.12) a passar pelo teste:
2AA(jl,jl+l) -A(jl+1,jl+1) - A(J;.3¢) = 0 (B.14)

Essa equagéo exige que Cl e C2 estejam relacionados através de
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"
|
(0]

(B.15)

R

com

1
- A sen E(kl—k2)
e(kl,k2)==2arctg (B.16)

1 1
cos 7(k1+k2)-Acos‘§(kl—k2)

satisfazendo

8k, Xky) = =6 (ky, k)

1

Pode-se interpretar esse fato da seguinte maneira: ini
cialmente a "particula" 1 viaja com momento kl e ao colidir com
a "particula" 2 troca com ela o momento. (Cl/Cz) & entao a matriz
S de duas particulas.

A condicdo peridodica agora se escreve
A(jer+l)::A(lrjl) (B.17)

e leva aos seguintes valores para k

Nkl==(221—l)ﬂ-6(kl,k2) (B.1l8a)
Nk2==(2£2—l)n-6(k2,kl) (B.18Db)
Caso geral - guiado por (B.12) tentamos uma solucao da forma
ik Ltk S te.tk 3
.- c oy - pl”’l "p2-2 prnn
A(]l,jZ,...,jn) Zp Cc(p) e (B.19)
onde a soma & sobre todas as permutagSes Pl,...,Pnde 1,...,n

("Ansatz" de Bethe).

As equacdes de "colis3o" determinam C(P)

cp) = (-1)°F exp{——jz'- 5 8(k. ,k_ )} (B.20)

r<s
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As condigoes periddicas restringem os valores de kr

Nk = (22 -n+l)m =
r r s

[[Jacit=]

G(kr,ks) (B.21)
1

Essas equagoes sao altamente nao lineares em T ¢ n3o & uma
questdo trivial responder se as solugbes levarao a funcoes (B.19)
que nao sejam identicamente nulas.

Yang-Yang (1966 b) mostraram que o estado fundamental
para N par & aquele em que

n=N/2 e 9 =r-1

Nesse caso a (B.21) fica
Nkr==(2r-l-N/2)ﬂ - 6(k_,k ) (B.22)

No limite N»» , o conjunto {kr} torna-se denso no in&xwak;(%&yko)

real, se A<l, e com uma densidade Np(k), tal que

k
o
_ N
( Np(k)dk = > (B.23)
-k
o
Nesse limite a menor energia (por spin) & dada por
k
o
eo==JA-4J [ p(k) cosk dk (B.24)
-k
o
e p(k) & determinado pela equagao
k
o
1=2mp(k) - } g% (k,k") p(k')ak' (B.25)
-k
o
Essa equacao nao pode ser resolvida por  transformada
de Fourier, ja que 0(k,k') nao é fungao so da diferenca. ‘Para

transpor essa dificuldade Yang passa a nova variavel a, que obede
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e T VACHALLEE D
onde
u:=cos_l(—A) para -1<A<l .

A vantagem dessa mudanga & que

6(k,k')==§(a,a')==2tan—l {cotgu tanh %(u'—a)}

que sb depende da diferenga (a-a').
A nova expressao para e, é

o o]

eo=-Jc05p—4J[ R (q) 1 - cosh a cos |

da

cosh o ~cos |

=00

onde K{(a) & a densidade de estados em
R(a)da = ptk)dk

que satisfaz a equagao (B.25) nas novas variaveis

A(G,U)==2HR(Q)+'( A(a-a',2u) R(a')da'

00

onde

_dk____seny
A(a,u)—-da cosh o —cos |

Agora sim, & possivel resolver a transformada

equacdes e por inversao obter

- -1
R(a) = L?}lcosh(ﬂq/Zu)]

e =—Jcosp—

=4

(m © (1 - cosh p cos o )da

{
-0 cosht%%}[%oshcx—cos u]
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(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

dessas

(B.33)

(B.34)
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Finalmente desejamos ressaltar que a equacao (B.16)
com Awv=1/2 é exatamente o resultado encontrado por Lieb no estudo
do gelo (A=1/2 significa u=2n/3). A determinagao do maior auto-
-valor, para a matriz transferéncia do modelo do. gelo, usa expli-

citamente a "densidade" R(o) do Yang (1966 a,b).

Assim,
N/2
lim % 2nA[§-=%—]=-lim _2_1N_ £ an(2-2 cos k.)
N> N j=l )
k
1 o
=- 3 [ n(2-2 cosh k) (k)dk =
-k
o
__1 (" -1
=-3 an|l-3(1+2 cosh a) R(a)da
(B.35)
e finalmente
n W= - .._?’_ jz,n[l— 3(142 cosh OL)-l] da =
167 cosh (3a/4)
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APENDICE C

A RELACAO ENTRE A MATRIZ DE TRANSFERENCIA

DO 8-V E A HAMILTONIANA DE HEISENBERG

Partindo da matriz de transferéncia do 8-V (Capitulo
II) que & um produto de termos do tipo

1 .
LAX G (C.1)

e fazendo a mudanca de variaveis

- 1 o
P, = 7(wl W w3+w4) (C.2a)

N _
P, = 7( wytw, w3+w4) (C.2b)
P, = l(-w —WAatwWotw,) (C.2c)
3 2 1 2 "3 74 )
P, = l(w +watwtw, ) (C.2d)
4 271 72 73 74 '
o vértice elementar se escreve
' 4 .
LXA 5 P. oY o7 (C.3)
ao’ j=1 I axt et

que no caso particular V=2¢ (lembre que V e [ sao os argumentos
das funcoes elipticas de mddulo £ na parametrizacgao dos pesos).

Resulta em

AN' _ _
Lo (v=1¢) =239 S (C.4)
' o' Ad
3 que o Gnico p diferente de zero & O p, que esta ligado a

ot =1
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Nesse limite a matriz de transferéncia sera dada por

T, ,=2N%

8 (C.5)
OOy Oy, 03

S '
NICH

cujo efeito sobre o estado o & mover uma posig¢ao a esquerda to-

' & entao ciclicamente equivalente a configura -

dos os spins. o
¢ao original o,
Agora derivamos os elementos (C.l) de T(V) em rela

¢ao a V, mantendo % e ¢ fixos, e fazemos V=1 . Usando (C.4) ob

temos

N

é% Tolar = N1y s Vel S ,

oo =1 Oy pOy Oy, 0 aj_2 a]_l
o ol
-1"7"3+
x 1) I 1 8y gt eees 8y o (C.6)
5% 3417 %5+2 Ny

onde L' & a derivada de L calculada em V==§ .

De (C.5) e (C.6) encontramos gque

14 1w 1 N
— - —2— z 6 a' 6 OL'
T(g) dv G210 GarOh eeee o4y G5,
V=g
45-17%541
e e e N S L L TR (A
j+1’ 3 Jt1’ Uit N’
Usando (C.3) chegamos a
N
—_ =5 o, 0., .+tpl o +
T(z) av |v=; 2 j=1(pl j it P2 j T3+l
|
+ ! Z ) + LN 'E (C.8)
Py © oj+1 5 Py .
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que @ a hamiltoniana de Heisenberg (a menos de constante) com

»

JX:JY : JZ = ¢cn(2¢) : dn2r ¢ 1 (C.9)
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