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Resumo

O fenomeno do aumento global da temperatura é uma realidade inquestionavel.
Tendo em vista tal cendrio, acredita-se que haverd uma expansao geografica
(migragdo de populagbes humanas) e um aumento na incidéncia de infecgoes
tropicais. No entanto, a tendéncia de aumento da severidade destas infec¢oes como

funcao do aumento da temperatura ainda é desconhecida.

Suponha que duas cepas de um dado parasita estejam competindo pelo mesmo
hospedeiro. E possivel mostrar que, em geral, a cepa com uma estratégia evolu-
cionaria estavel, isto ¢, aquela que vence a competicao, é aquela com maior valor
de reprodutibilidade basal. Queremos saber quais combinagoes de temperatura
ambiental T e viruléncia V maximizam Ry(7T,V). Para isto calculamos o plano
tangente ao ponto maximo (ou a uma regido de maximo) e analisamos as respectivas

curvas de nivel. Para tanto, calculamos o seguinte sistema de equacoes diferenciais:

ORy
o Y
(1)
0R,
v — 0

Agora, consideremos o caso de uma infeccdo transmitida por um vetor. De-
monstramos que, neste caso, o0 aumento na Viruléncia do parasita esta associada ao
aumento na Temperatura. Esta hipotese é embasada por evidéncias empiricas de
dengue hemorragica em Singapura que vem aumentando sua viruléncia & medida

em que h4 um aumento observado da temperatura local nos dltimos anos.



Palavras chaves: Modelos Matematicos, Viruléncia, Temperatura ambiente,

Simulacao por computador, Nimero Basico de Reproducao.



Summary

The phenomenon of global increase of the temperature is reality unquestionable.
In this case, it is expected that the increase in the global temperature will lead to an
expansion of the geographical spread and to an increase in the incidence of tropical
infections. However, the trend in severity of those infections as a function of the
increase in the temperature is still unknown. Suppose that two strains of a given
parasite are competing for the same host. It is possible to demonstrate that, in
general, the strain with an evolutionary stable strategy, that is, the one that wins
the competition, is the one with the highest value of Ry. We want to know which
combination of environmental temperature T and virulence V maximizes Ry (T, V).

For this we calculate the tangent plane to the maximum point, that is

dRy
ar ~
2)
0R,
v Y

Now, let us consider the case of a vector-borne infection. We demonstrate, in
this case, that the increase in temperature is associated with an increase in the
parasite virulence. This hypothesis is supported by empirical evidence from dengue
hemorrhagic fever in Singapore, which is increasing its virulence along with the

increase in the local temperature observed in the last years.

Keywords: Virulence, Temperature, Mathematical models , Computer simu-

lation, basic reproduction number.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 O Aquecimento Global e as Doencas Transmi-

tidas por Insetos

O aquecimento global, aumento da temperatura em escala mundial, tem
preocupado a comunidade cientifica cada vez mais - atualmente, esta preo-
cupagao tem extrapolado o meio cientifico e tem chegado & populagao que esté

cada vez mais ciente do problema através de noticiarios de tv, radio, jornais e outros.

Credita-se o aquecimento global, principalmente, ao uso de combustiveis fosseis
e outros processos em nivel industrial que levam & acumulacdo na atmosfera de
gases propicios ao Efeito Estufa, tais como o Diéxido de Carbono, o Metano, o

Oxido de Azoto e os CFCs.

Ha uma crescente expectativa de que com as mudancas globais no clima havera
sérios disturbios sociais, tais como: movimento de populagoes humanas migrando
de sua regiao de origem a procura de regidoes com climas mais amenos, dificuldades

economicas e degradacao ambiental (McMichael, AJ. et al. 2006).
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Em particular, a area da satude publica devera sofrer graves impactos causados
por tempestades severas, inundacoes, expansao das areas desérticas e aumento do

nivel do mar.

Em parte, o impacto do clima sobre as doengas causadas por insetos deve-se
ao fato destes serem pecilotermos (seres cuja temperatura corporal varia de acordo
com a temperatura ambiente) e por este motivo estao sujeitos as flutuagoes da
temperatura para seu desenvolvimento, reproducao e dinamica populacional.
Também pode haver uma interacao da temperatura com a umidade dentro do vetor

de forma a influenciar a sobrevivéncia do patogeno (Patz, JA. and Olson, SH. 2006).

A sazonalidade e quantidade de precipitacoes em determinada area podem tam-
bém influenciar fortemente a disponibilidade de locais de procriacao de mosquitos,

o que também causaria influéncia na populacao de vetores.

A mudanca do clima ainda pode afetar a distribuicao e a abundancia de espécies
hospedeiras, o que por sua vez, afetaria a dinamica populacional do vetor e a

transmissao da doencga (Kenneth et al. 2008).

A seguir listamos apenas algumas doencas que sao transmitidas por mosquitos

e seus principais fatores de influéncia:

e Maléria: temperatura, chuvas, umidade.
e Dengue: temperatura e chuvas.

e Febre Amarela: temperatura e chuvas.

Ha evidéncia suficiente de que a variacao do clima afetard a reproducao,

desenvolvimento, dinamica populacional e habilidade de vetores portadores de
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patogenos em transmitir doencas.

Destas doencgas, destacamos aqui a Malaria que é um bom cenario de como o
impacto da mudanca de clima afeta rapidamente as condigoes sociais, economicas e
epidemiologicas em uma populagao humana, pois o papel do clima como causador

de mudancas no padrao de distribuicao da Malaria é bem conhecido.

Variacoes no nimero de casos de malaria foram relacionadas ao padrao do
tempo no Kénia, Madagascar e Etiopia (Githeko, AK. and Ndegawa, W. 2001

citado por Kenneth et al. 2008).

A relagao entre o aumento de casos de maldria e varidveis climéticas também
foi feita no sul da Africa e é bem conhecido o impacto do fenomeno "El Nifo'"’
em partes do sul da Asia, Africa e América do Sul (Bouma, MJ. and Dye C. 1997

citado por Kenneth et al. 2008).

Embora a maioria das doencas causadas por insetos sejam doencas tropicais,
tais como a dengue e a febre amarela, elas também tém ocorrido em areas tempe-

radas da América do Norte, como Filadélfia, Nova lorque e Boston (Reiter, P. 2001).

Considerando tal cenario, ha uma crescente expectativa de que nas proximas
décadas haverd um aumento na incidéncia de infeccoes tropicais ao redor do
planeta & medida em que, como ja constatado, estd havendo um aumento global de

temperatura.

No entanto, a tendéncia de aumento da severidade destas infeccoes como funcao
do aumento da temperatura ainda é desconhecida. Portanto, neste trabalho nos
propomos a mostrar matematicamente que, sob certas condi¢oes iniciais, de fato
devera haver nas proximas décadas um recrudescimento na malignidade destas

infecgoes.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 4

1.2 Viruléncia

A literatura especializada (Day 2002a) define viruléncia de muitas doencas
medindo os casos de mortalidade ou medidas relacionadas, tais como duracao média
de vida do hospedeiro ou dose letal, que esta diretamente relacionada a mortalidade

instantanea induzida pelo parasita.

Neste estudo, assumimos viruléncia como a capacidade do parasita se replicar
dentro do hospedeiro no sentido de que, quanto maior a viruléncia do parasita,
maior seu poder de matar o hospedeiro. Isto ¢ assumido como sendo diretamente
relacionado & taxa de mortalidade instantanea e indiretamente relacionada a taxa

de recuperagao do hospedeiro.

A evolucao da viruléncia tem sido por décadas objeto de analise formal (Ander-
son e May 1981 ; Massad 1987 ; Ewald 1994 ; Levin 1996 ; Day 2001 ; Day 2001a ;
Day 2002b ; Day 2002 ; Lively 2006 ; Day et al. 2007).

Trabalhos tedricos tem mostrado que parasitas desenvolvem niveis intermedia-
rios de viruléncia (Anderson e May 1981 ; Levin e Pimentel 1981 ; May e Anderson

1983 ; Bremermann e Pickering 1983 ; Massad 1987 ; Frank 1996).

Estes niveis intermediarios de viruléncia tem sido atribuidos a uma troca entre
a replicacao dentro do hospedeiro por um parasita e o efeito negativo que tal

replicagao tem na transmissao entre hospedeiros (Lively 2006).

Nos casos onde a replicacao dentro do hospedeiro aumenta a mortalidade do
hospedeiro, a viruléncia tende a decrescer, enquanto que nos casos onde a replicagao

dentro do hospedeiro implica uma transmissibilidade maior, a viruléncia tende a
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aumentar (Massad 1987).

A ecologia de viruléncia, de qualquer forma, tem recebido pouca atencao, em
particular, o impacto de fatores climéaticos em viruléncia parasitaria (Lively 2006 ;

Sutherst 1998).

No caso de infecgoes transmitidas por um vetor, o clima tem sido apontado
como o agente mais significativo de doencas (Sutherst 1998). Isto é particularmente
significativo atualmente quando importantes mudancas globais na temperatura

estao ocorrendo a uma taxa draméatica (Sutherst 2004).

Se, por um lado, o efeito do aquecimento global depende de interagoes complexas
entre populagao hospedeira humana e o agente causador de infeccao, por outro lado,
o aquecimento global certamente afetara a abundancia e distribuicao de vetores

causadores de doengas (Kharnis e Nettleman 2005).

De qualquer forma, o impacto do aumento na temperatura na viruléncia de

vetores parasitas ainda é desconhecido.

Neste trabalho, propomos um modelo matematico para avaliar o impacto do
aumento da temperatura na evolucao da viruléncia. O modelo é proposto para infec-
¢oes causadas por um vetor (Forattini et al. 1993 e 1995) e assume que o parametro
de transmissao é dependente da temperatura e a taxa de remocao é dependente
da viruléncia do parasita. A excecao é a probabilidade de um vetor adquirir a

infeccao de um hospedeiro infeccioso, que é assumido como dependente da viruléncia.

O objetivo do modelo é responder a questao que combina temperatura ambiente
T e viruléncia V e maximiza Ro(7T, V). Para isto, calculamos o plano tangente ao

ponto de méaximo de Ry(7, V), isto é, por (Day 2001a):
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dRy
ar ~
(1.1)
O0Ry
v

O modelo propoe que o aumento na temperatura estd associado com um aumento
na viruléncia do parasita. Esta hipotese é embasada por evidéncias empiricas da
dengue hemorragica em Singapura, que tem tido um aumento na viruléncia a medida

que estd havendo um aumento de temperatura local nos tltimos anos.

1.3 A Epidemiologia e a Mateméatica

A modelagem matemaética de doencas transmissiveis teve inicio gracas a profis-
sionais da area da satude publica. Historicamente, é aceito como ponto de partida
para a modelagem matematica aplicada a epidemiologia o trabalho de Daniel
Bernoulli (1700 - 1782), matemético sui¢o, membro de familia de matemaéticos,
fisicos e filosofos que foi o primeiro a utilizar um modelo matemético, em 1760,

para avaliar a eficacia das técnicas de vacinagao vigentes na época.

Ja em 1825, Alexandre Louis P.C. (1787 - 1872), médico e matematico, publica
em Paris um estudo estatistico em que avalia uma populacao de 1960 pessoas
com tuberculose (Starobinsky 1967). A abordagem de uma doenca pelo "método
matemaético" influenciou o desenvolvimento dos primeiros estudos de morbidade na

Inglaterra e nos Estados Unidos de onde se origina a satide publica (Lilienfeld 1980).
Entre 1900 e 1935, profissionais da satde piblica como Sir Ross, R. ; Hamer,
W. H. ; Kermack, W. O. e McKendrick, A. G. introduziram os fundamentos dos

modelos compartimentais.

Sir Ronad Ross formulou um modelo matematico que previu que o surto da
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malaria podia ser evitado se a populacao de mosquitos fosse reduzida abaixo de
um determinado nivel e isto conduziu a notaveis sucessos no controle da maléria

(Brauer 2002).

Em 1906, W. H. Hamer postulou que o desenvolvimento de uma epidemia de-
pende da taxa de contato entre individuos suscetiveis e infecciosos. Este postulado,
hoje conhecido como o principio de agao das massas (Massad 1996), tornou-se
um dos mais importantes conceitos da epidemiologia matematica. Este conceito
é traduzido pela idéia de que a disseminacao da epidemia em uma populacao é
proporcional ao produto da densidade de individuos suscetiveis pela densidade de
individuos infecciosos. O principio de Hamer foi originalmente formulado através
de um modelo de tempo discreto, mas em 1908, Sir Ronald Ross o generalizou para

tempo continuo em seus trabalhos sobre a dinamica da malaria.

Em 1927, W. O. Kermack e A. G. McKendrick estenderam a teoria com o
principio do limiar, estabelecendo que a introdugao de individuos infecciosos em
uma comunidade nao pode levar a um surto epidémico a menos que a densidade
de individuos suscetiveis esteja acima de um certo valor critico. Este principio, em
conjunto com o principio de agao das massas, constitui a base da epidemiologia

matematica moderna (Anderson 1991).

A tendéncia & matematizacao da epidemiologia recebe um reforco consideravel
na década de 70 quando modelos mateméticos de distribuicao de iniimeras doengas

sdo entao propostos (Frauenthal 1980).

A partir destes estudos e com o grande avanco obtido pelo conhecimento biolo-
gico durante as décadas subsequentes, a epidemiologia matematica desenvolveu-se e
cresceu rapidamente, generalizando os modelos deterministicos iniciais e propondo
novos modelos estocasticos que, com a tecnologia da computagao, ganham cada vez

mais generalidade e confiabilidade.
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Em geral, tem-se feito muito esfor¢co para elaborar modelos mais realisticos,
o0 que por sua vez gera modelos cada vez mais complexos, os quais muitas vezes
nao apresentam solucao analitica. Para a solucao destes modelos mais complexos,
a ferramenta matematica utilizada sao os métodos numéricos computacionais que

tem se mostrado muito tteis na resolugao de tais problemas.

1.4 Reprodutibilidade basal da infeccao, R

O principal parametro relacionado a intensidade de transmissao de uma infecgao
é o chamado reprodutibilidade basal da infeccao, R, definido por Macdonald
(1952) como o nimero médio de novos casos de infecgoes produzidas por um tunico
individuo infectante em uma populacao totalmente suscetivel, ao longo de seu

periodo de infecciosidade.

Nas ultimas trés décadas, Ry tem sido a principal ferramenta matematica utili-
zada na maioria dos artigos cientificos que trabalham com modelagem matemética

para o estudo de propagacao de doencgas infecciosas.

A funcao Ry citada acima foi originalmente desenvolvida para o estudo demo-
grafico de composi¢ao de populagdes (Bockh 1886; Sharp and Lotka 1911; Dublin
and Lotka 1925; Kuczynski 1928). Esta fungao também é utilizada em ecologia

para estudar o crescimento populacional em uma determinada regiao geografica.
Tanto em demografia quanto em ecologia, Ry tem interpretacao analoga ao
nimero médio de filhos que uma fémea gera durante seu periodo fértil, apos atingir

a maturidade sexual.

Quando comparada a aplicacao em demografia e ecologia, a aplicacao de Ry
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a epidemiologia é relativamente incipiente, mesmo assim, o parametro tem sido

utilizado com muito mais frequéncia do que o é naquelas areas da ciéncia.

No inicio dos anos 50, Ry foi estudado independentemente do contexto original
para modelar matematicamente a malaria (Macdonald 1952). Neste contexto, Ry
é uma funcao da densidade populacional do vetor relacionada com a populacao de
hospedeiros. Este parametro, Ry, hoje em dia, ¢ amplamente utilizado em estudos
de doencas infecciosas e mais recentemente ainda, em modelos de dinamica de

populacoes.

Mais precisamente em 1952, Macdonald apresenta seu artigo cuja finalidade era
resolver o problema de um sistema envolvendo um vector (mosquito anopheles ) e

um hospedeiro (homem).

O modelo proposto por Macdonald assume como um caso indice um hospedeiro
humano. Em seguida, busca-se responder a seguinte questao: quantas infecgoes

secundéarias este caso indice produz em seu periodo infeccioso.

Para responder tal pergunta, considere o seguinte modelo:

Seja N, o nimero de vetores (mosquitos) fémeas e seja a a taxa média diaria
de picadas que um mosquito fémea inflinge a uma populagdo humana. FEntao, o

numero de picadas em uma populacao humana por unidade de tempo sera aN, .

Agora, seja Nj, o tamanho da populacao de humanos, r a taxa de remogao da
condicao infectante na populacao humana e ¢ a probabilidade de que um mosquito
ao picar um humano contraia a infeccao. Entao, o caso indice produz a seguinte

expressao para o nimero de novos mosquitos infectados:
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[
TNh

Agora, seja % a expectativa média de vida de um mosquito, b a probabilidade de
um humano ser infectado apods ser picado por um mosquito infectado, 7 o periodo
extrinseco de incubacao do parasita e e #7 a fracao da populacao de mosquitos
infectados que sobrevive durante todo o seu periodo de incubacao, 7. Entao o

numero médio de novos casos de humanos infectados por um vetor é:

a—be "7

Entao aqueles

a N,
Y ¢ mosquitos infectados, produzem:
T’Nh
aN, 1

N be "7 novos casos de humanos infectados na primeira geracao.
riNp

Portanto, a expressao para Ry dada por [47], fica:

c—be T (1.2)

Agora, fazendo:

m = e r=auoa-+ 7,

N,
Ny,
onde o é a taxa média de mortalidade em humanos, v é a taxa média de recupe-
racao dos humanos e m é o niimero de mosquitos para cada humano. Entao, 1.2 fica:
ma?bce 7

Ry = W (1.3)
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Esta ¢ efetivamente a expressao que sera utilizada em nossas simulagoes.
Dai, temos que:

- se Ry < 1, cada individuo infectado produz em média menos do que um
novo individuo infectado e, portanto, a infeccao nao subsistird na populacao, ou
seja, a infeccao se extinguird ao longo do algum tempo, ou ainda, o parasita

desaparecera da populagao.

- se Ry > 1, o parasita serd capaz de invadir a populacao suscetivel, po-

dendo eventualmente infectar toda a populagao, se nao controlado.

Este comportamento limite de Ry é um conceito muito importante e util. Por
exemplo, em uma infeccao endémica podemos determinar quais medidas de controle
e em que magnitude estas medidas seriam mais efetivas e isto seria de uma utilidade

enorme em saude publica.

A magnitude de Ry também é utilizada para avaliar o risco de uma epidemia ou

pandemia em doencas infecciosas (Heffernan 2005).

1.5 O Operador Proxima Geracao

Dickman et al. [22] propoem uma nova definigdo para R, baseada na teoria
dos auto-valores dominantes de um operador denominado por eles "Operador

Préoxima Geracao", o qual nesta secao serd denominado OPG.

Faremos uma comparacao entre o modelo proposto por Dickman et al e o
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classico modelo de Macdonald.

12

A seguir é descrito o OPG para o caso de um vetor e um hospedeiro, do qual

um bom exemplo é a malaria. Neste caso, o0 OPG reduz-se a matriz 2x2:

OPG =

Av—m
Ah—w

Av—)h

Ah—)h

Os elementos da matriz tém a seguinte interpretacao:

A,_p significa o nimero de humanos infectados gerado por um tnico vetor durante

seu periodo infeccioso,

Ap_, o namero de vetores infectados gerado por um tnico humano durante seu

periodo infeccioso e, semelhantemente, para A, ., e Ay_,. Com a definicao acima,

vé-se claramente, que:

Ou seja:

OPG =
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Desta forma, o OPG ¢ o produto médio de todas as possiveis progressoes da
infeccao dentro de um hospedeiro e portanto pode conter algum processo que pode
influenciar a passagem de material infeccioso para outros. Agora, calculemos os

autovalores de OPG:

14
N,
a4 Y
TNh
N, 1
:>)\2—aa c—be™ " =0=
rN,
N,
= )\ = aa c—be * =
TN 1

Entéo, pela teoria dos autovalores dominantes [16], temos:

aN, 1
ROTE =\ = \/arNh c;be—/” (1.6)
Ou, conforme 1.3:
ROPG — ma?bce M7 w7

(o + 7) p
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que é a raiz quadrada do Ry de Macdonald. Dai, por [22]| segue que:
se RYPY < 1, a doenca nao consegue invadir a populacio hospedeira e

se R§TY > 1, a doenca consegue invadir a populacio hospedeira.

1.6 Hipoteses

O fundamento da epidemiologia matematica esta em hipoteses mateméaticas que

visam quantificar a interacao biologica entre hospedeiro e parasita.

Como exemplo, consideremos uma virose (Yang 2001): neste caso, a epidemiolo-
gia matematica se desenvolve a partir do conhecimento do fenémeno de replicagao,
a forma da transmissao, for¢a da infeccgao, a interacao entre virus e hospedeiro,

etc.

De posse de tais conhecimentos sobre o fenémeno em questao, faz-se algumas
hipéteses no intuito de quantificar a relacao hospedeiro-parasita. Desta forma,

Yang (2001) diz:

"mao existe um modelo matemdtico definitivo que retrate fidedignamente a
interacao hospedeiro-parasita; ao contrdario, existe uma constante interacao entre os
avancos do conhecimento bioldgico a respeito do virus e dos individuos e 0os modelos
propostos”.

E ainda, Gerhardt (2004) diz:

A disseminacao de uma doenca infecciosa envolve nao so fatores relacionados

a doenca, tais como: agente infeccioso, o modo de transmissao, o periodo latente,
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o periodo infeccioso, suscetibilidade e resisténcia, mas também fatores geograficos,
econdémicos, demogrdficos, culturais e sociais. Entendendo bem as caracteristicas
de transmissao dessas doencas infecciosas em comunidades, regioes e paises pode-se

conduzir melhores abordagens que diminuam a sua transmissao.

Como um exemplo mais geral, considere o modelo classico em Epidemiologia
denominado SIR. Este modelo é um modelo compartimental baseado no principio

da acao de massas, citado acima. O modelo parte das seguintes proposicoes:

e Um ou mais individuos infectados sao introduzidas em uma populacao susceti-

vel.
e A doenca se espalha pelo contato entre individuos infectados e suscetiveis.

e Cada individuo infectado passa por um periodo de doenca e depois é removido

da populacao de doentes, ou por recuperacao ou por morte.

e Conforme a epidemia se espalha, o numero de individuos suscetiveis tende a

diminuir.

e Dado que o periodo da epidemia é curto em relacao ao tempo de vida dos
individuos, a populacao pode ser considerada contante, exceto a relacionada a

mortalidade devido a doenca.

A partir destas proposicoes, temos o seguinte modelo:

( 0S
— = —afSI I
o aSI+ c(I + R)
ol
— = I — bl —cl 1.8
5 alS b c (1.8)
OR
bk bl —
( Ot R

onde S, I e R representam respectivamente as populacoes de suscetiveis, infectados
e recuperados, a é o coeficiente de transmissao, b é o coeficiente de recuperacao e

c é o coeficiente de mortalidade. Assume-se aqui que individuos recuperados estao
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imunes e os infectados sao automaticamente infectantes.

Nos modelos epidemiologicos classicos, um parametro essencial ¢ o valor de
reprodutividade basal, Ry, que é o nimero de infeccoes secundarias produzido
por um unico individuo infectante em uma populacao totalmente suscetivel, como
descrito acima. Portanto, Ry indica em que condicoes a doenca se propaga na
populacao: se um individuo infectado consegue provocar mais que um novo caso,
Ry > 1, a doenga se propaga. Por outro lado, quando Ry < 1, entao a doenca se

extingue.

Este parametro tem grande importancia na epidemiologia, pois o esforco de
se controlar ou erradicar uma doenca estd intimamente relacionado a ele. Em
se tratando de epidemiologia matematica, o valor de reprodutividade basal é
essencialmente uma grandeza matematica, sendo que o seu valor pode ser derivado

da for¢a de infec¢ao (Yang 2001).
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Capitulo 2

Objetivos

Objetivo Geral

Avaliar a partir de modelos matemaéticos o impacto do aumento da tempera-
tura global na taxa da viruléncia que, neste contexto, é a capacidade que o parasita
tem de se replicar dentro do hospedeiro, assumindo que quanto maior a viruléncia

do parasita, maior sera seu poder de matar o hospedeiro.
Objetivos Especificos

Avaliar o impacto do aumento da temperatura global na taxa de viruléncia

utilizando as seguintes ferramentas matematicas:
e (Calculo Diferencial e Integral
e Equacoes Diferenciais
e Simulacao Numérica

e Software Matemaético: Maple e Mathematica
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Capitulo 3

Métodos

3.1 O modelo matematico

O principal parametro relacionado a intensidade de transmissao de uma infeccao
¢ o chamado reprodutibilidade basal da infecgao, Ry, definido por (Macdonald
1952) como o nimero médio de novos casos de infecgoes produzidas por um unico
individuo infectante em uma populacao totalmente suscetivel. Nas tltimas duas
décadas, Ry tem sido a principal ferramenta matematica utilizada na maioria dos
artigos cientificos que trabalham com modelagem matemética para o estudo de

propagacao de doencas infecciosas. Desta definicao, verifica-se imediatamente que:

se Ry < 1, cada individuo infectado produz em média menos do que um
novo individuo infectado e, portanto, concluimos que a infeccao nao subsistird na
populacao, ou seja, a infeccao se extinguira ao longo do algum tempo, ou ainda, o

parasita desaparecerd da populacao.

se Ry > 1, o parasita serd capaz de invadir a populacao suscetivel, podendo

eventualmente infectar toda a populacao, se nao controlado.

Este comportamento limite de Ry é um conceito muito importante e tutil.
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Por exemplo, em uma infeccao endémica podemos determinar quais medidas de
controle e em que magnitude estas medidas seriam mais efetivas e, isto seria de

uma utilidade enorme em satude publica.

A magnitude de Ry também é utilizada para avaliar o risco de uma epidemia ou

pandemia em doencas infecciosas (Heffernan 2005).

O modelo que vamos utilizar para nossas simulacoes é aquele proposto por
Macdonald (1952) que é dado por:
ma®bel=H7)

onde:

m = densidade da populacao de mosquitos em relagao ao homem.
a = taxa média de picadas de um mosquito em um dia.

b - suscetibilidade do hospedeiro.

1 = taxa de mortalidade do mosquito.

7 = periodo extrinseco de incubagao do parasita (em dias).

r — taxa de recuperados.

Agora, ao invés de recuperados daremos a este grupo uma designacao mais geral,
ou seja, no lugar de recuperados usaremos o termo removidos e entao somaremos a
este grupo também uma determinada taxa de mortalidade em humanos, «, além de
uma taxa efetiva de recuperagao em humanos, v. Com esta hipotese, o novo grupo

chamado removidos é dado por:

r=79+«

Também acrescentamos neste modelo uma outra variavel, ¢, que definimos como

a probabilidade de infeccao do mosquito pelo homem.
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Assim, propomos um modelo um pouco mais geral que aquele da equacio (3.1)

acima:

ma2b cel=17)
(v + a)p

Por generalidade, consideraremos os termos infecciosos como dependentes

Ry = (3.2)

da temperatura, exceto as probabilidades de infeccoes para humanos b, e para

mosquitos ¢, sendo este dependente da viruléncia V e aquele, constante.

Também temos que a taxa de remocao da condigao de infecgao é composta por

termos dependentes da viruléncia V.

A seguir, apresentaremos mais detalhadamente cada fun¢ao proposta para com-

por Ry:

A fungao m(T)

m(T): Esta fun¢ao modela matematicamente a densidade de mosquitos em relacao
ao homem. E bem sabido que este parametro é fortemente dependente da tempera-
tura ambiente, no sentido de que, quanto maior a temperatura, maior é a abundancia
de mosquitos acima de um certo nivel de temperatura (Massad e Forattini, 1998).
Sendo mg a densidade inicial de mosquitos e k; uma constante do modelo, entao a

fun¢ao m(T) sera assumida como:
m(T) = mo (1 — e ™ 7T) (3.3)

Na sequéncia, sdo apresentados os graficos de m(T) para dois valores de k; e

moy = 100
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Figura 3.1: mg = 100 , k; = 0.5 , k; = 0.1, respectivamente
A funcao a(T)

a(T): Esta funcao modela matematicamente a taxa média diaria de picadas de um
mosquito (vetor). Este parametro também é assumido como func¢do da temperatura
ambiente baseado no fato de que a circulacao no sangue é acelerada por um aumento
na temperatura (Bates, 1947). Sejam ag um numero inicial de picadas e ko um

constante do modelo, entdo a fungio a(T) é dada por:
a(T) = ap (1 — e™7T) (3.4)

Graficos de a(T) para dois valores de ag e ko = 0.25

15,984
3,994 15,961
15,944
3,984 15,92
15,90
3,971 15,88
15,86
3,96 15,841
15,824
3,954 15,80

T T T T T T T T T T

20 25 30 35 40 20 25 30 35 40

T T

Figura 3.2: ky = 0.25 , ap = 2 , ap = 4, respectivamente

A funcgao 7(7T)

7(T): Esta fun¢ao modela matematicamente o periodo extrinseco de incubagao do

parasita. Desde 1940 é bem sabido que este parametro é fortemente dependente da
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temperatura (Stratman-Thomas, 1940). Sejam 7, um periodo inicial de incubagao

e k3 uma constante do modelo, entao a funcao sera assumida como:
7(T) = 79 (e7*T) (3.5)

Na sequencia sao apresentados os graficos de 7(7T) para dois valores de 7y e

4,6 104
4,44
42 94
4,04
3,84
3,6
3,4
3,2

T T T T T T T T T T

20 25 30 35 40 20 25 30 35 40

Figura 3.3: 79 = 7 e 19 = 15, respectivamente

A fungao u(7T)

wu(T):  Esta fungdo modela matematicamente a taxa de mortalidade natural dos
mosquitos. Este parametro foi assumido como funcao da temperatura baseado no
trabalho de Russel e Rao (1942) que demonstraram um aumento linear na mortali-
dade de mosquitos com o aumento da temperatura. Sejam gy uma taxa inicial de
mortalidade para os mosquitos e k4 uma constante do modelo, entao a funcao sera
dada por:
WT) = po (1 — e™7) (3.6)
A seguir, sdo apresentados os graficos de u(7T) para dois valores de ky e
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Figura 3.4: k4 = 0.05 e k4 = 0.1, respectivamente
A fungao c(V)

c(V): Esta funcao modela matematicamente a taxa de infecgao do mosquito pelo
homem. Este parametro é assumido como dependente da viruléncia baseado no fato
de que quanto maior a viruléncia do parasita havera como inevitavel consequéncia,
uma maior taxa de reproducao dentro do hospedeiro e, portanto, uma maior concen-
tracao de vetores disponiveis. Sejam ¢y uma taxa inicial de infeccao dos mosquitos

e ks uma constante do modelo, entao a funcao sera dada por:
(V) = co(1 — eV (3.7)

A seguir, sao apresentados os graficos de ¢(V) para dois valores de ks e ¢ = 0.02

0,020
0,018

0,016]
0,014
0,012
0,010{ 0,010
0,008
0,006]
0,004
0,002

0,015

0,005

0 20 40 60 80 100 0 2 40 60 80 100

Figura 3.5: k5 = 0.035 e k5 = 0.1, respectivamente
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A fungao (V)

v(V): Esta fungdo modela matematicamente a taxa de recupera¢ao dos humanos.
Neste caso, temos uma funcao da viruléncia. Sejam ~, a taxa inicial de recuperados

e kg uma constante do modelo, entao a funcao serd dada por:

(V) =y (e™Y) (3.8)

Na sequéncia, sao apresentados os graficos de v(V) para dois valores de kg e

0,15]
0,14+

0,12
0,10 0,101
0,08
0,06
0,051
0,04

0,02

Figura 3.6: k¢ = 0.05 e k¢ = 0.5, respectivamente

A funcgao «a(V)

a(V): Esta fungdo modela matematicamente a taxa de mortalidade induzida pela
doenca em humanos. Este parametro serd assumido com uma funcao da viruléncia.
Sejam g a taxa inicial de mortalidade em humanos e k7 uma constante do modelo,

entao a funcao sera dada por:
a(V) = ag(1 — e ™Y) (3.9)

A seguir, sao apresentados os graficos de a(V') para dois valores de k7 e ag = 0.2

Agora, retomando a equacao 3.2 e escrevendo-a com as funcgoes apresentadas

acima, Ry fica:
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Figura 3.7: k; = 0.03 e k; = 0.1, respectivamente

Mo (1 — ek T) CL02 (1 —e ke T)2 e 0 e 3 g (1_67]% T) bo o (1 — e~ ks V)

[Yoe RV +ap (1—e *V)pg (1—e™T)

Ry(T,V) =
(3.10)
Todas as simulacoes apresentadas neste trabalho, serao feitas a partir da equacao

acima.

3.2 Pontos de Maximo, Minimo e Sela

Neste trabalho, queremos saber se existem combinacoes de condi¢oes iniciais que
fazem com que a viruléncia V aumente & medida que a temperatura T aumenta.

Para tanto, recorreremos a teoria do Calculo Diferencial e Integral [6] e [60].
Definicao: Chamamos campo escalar a uma aplicacao f : R” — R.

Definigao: Um ponto (a,b) em um campo escalar 2-dimensional f(x,y) (f : R* — R)
é dito ponto critico ( ou singularidade ), se Vf(a,b) = 0  ( gradiente do campo

escalar f(x,y) no ponto (a,b) ) .

Esta condicao pode também ser escrita da seguinte forma:

of B
8_x(a’b) = 0

(3.11)
a—(a, b) =0
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Tais pontos sao classificados como:

e Ponto de maximo.
e Ponto de minimo.

e Ponto de sela.

Definicao: Diz-se que um campo escalar f tem um maximo relativo num ponto

(a,b) de um conjunto S C R?, se:

f(z,y) < fla,b)

para todo (x,y) pertencente a uma certa 2-bola B(a,b) de S.

Definicao: Diz-se que um campo escalar f tem um minimo relativo num ponto

(a,b) de um conjunto S C R?, se:

f(z,y) = f(a,b)

para todo (x,y) pertencente a uma certa 2-bola B(a,b) de S.

Um ponto de sela acontece quando em uma vizinhanga de uma 2-bola B(a,b) de

S encontra-se:

flx,y) > f(a,b) e também f(z,y) < f(a,b)

Teorema: Seja (a,b) uma singularidade de um campo escalar f(x,y) admitindo
derivadas parciais de segunda ordem continuas numa 2-bola(a,b) e sejam:

of o oy of
A= w(aab) ) B = axay(avb) - ayax(aab) ) C = a_yz(avb)

A matriz Hessiana

A B A B
H(a,b) = e V =det(H(a,b)) = det = AC — B?
B C B C
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Entao, verifica-se:

a) SeV <0 , fadmite um ponto de sela em (a,b).
b) SeV >0 e A>0 ,f admite um ponto de minimo relativo em (a,b).

¢c) SeV >0 e A <0 ,f admite um ponto de maximo relativo em (a,b).

(
(
(
(d) SeV =0 o teorema nada conclui.

Definigao: O Plano Tangente ao campo escalar z = f(x,y) no ponto (a,b) é

dado por:

Z = fy(a,b)(x — a) + fy(a,b)(y — D)

3.3 Autovalores e Autovetores Dominantes

A seguir, mostramos a teoria dos autovalores e autovetores dominantes (Datta

1995):

Definigao: Seja A uma matriz quadrada n-dimensional diagonalizavel (ou
seja, A tem n autovetores linearmente independentes, ou ainda, A tem autovetores
suficiente para formar uma base para o R") e A1, Aa, A3 ... A\, seus respectivos

autovalores. Dizemos que A\; é um autovalor estritamente dominante se e somente se:

Al > Ael = [As] = o = (A

ou seja, A; é em valor absoluto maior do que todos os outros autovalores de A.

Agora, sejam vy, v9 ... v, n autovetores linearmente independentes associados
aos n autovalores, respectivamente. Como vy, vs ... v, formam uma base para o

R", entao qualquer vetor inicial xg pode ser escrito como:
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Ty = U1 + covy + ... + Ccu U,

Dali, tiramos o préximo vetor xy.

Axg = 11 = ctAvy + cAve + ... + ¢, Av, = 1 Av1 + oAU + ...+ AU,

A%zg = 19 = 1A% 4+ A%y + ...+, A%, = cl)\%vl + c2)\§v2 +...+ cn)\ivn

Continuando a sequéncia, chegamos ao termo geral:

Arx =ap, = Mo + e vy + o+ e\, (k=0,1,2, ). (3.12)

Agora, suponha c¢; # 0. Entdo, dividindo (3.12) por A}:

1, A\" A\”
FA r = C1V; + Co )\— Vo + ... + ¢, )\— Un (k:0,1,2, ) (313)
1 1 1

Ao\ k
Como os fatores ()\—2) e ()\_n) vao todos a zero quando k — 0o, temos:
1 1

MPARr — vy, quando k — oo (3.14)

Assim, a teoria dos autovalores e autovetores dominantes garantem que para
valores grandes de k, um miltiplo de A*z determina praticamente a mesma direcio
que o autovetor c;v;. Tem-se ainda que como a multiplicacao por escalar nao muda

a direcdo de um vetor, A¥z tem a mesma direcio de v; e —vy, desde que ¢; # 0.
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Teorema: A taxa de convergéncia do método do autovalor dominante citado

acima, é | g / A1 |

Ou seja, se Ay é pouco menor do que A1, a convergéncia é lenta e se Ay é muito

menor do que A;, entdo a convergéncia é rapida (Lay 1999 e Datta 1995).

3.4 Meétodos Computacionais Matematicos

As Equagoes resultantes das Derivadas Parciais de Ry, como sera visto no
capitulo "Resultados", sao de dificil solu¢cao. Como estamos procurando os pontos

que maximizam Ry, a partir de agora nosso objetivo sera resolver o sistema abaixo:

0R,
ar ~
(3.15)
O0Ry
v Y

A simulagdes foram feitas no Sistema de Computacio Algébrica Maple (An-
drade 2004). Visando corroborar os resultados obtidos, também foi utilizado o

Sistema de Computagao Cientifica "Mathematica" (Carmo 2004).

Convem ressaltar aqui que mesmo os sistemas computacionais citados acima
nao conseguiram achar solucoes exatas para o sistema de equacoes diferenciais.
Entao utilizamos solugcoes numéricas calculadas com o Maple. O sistema
computacional Maple utiliza internamente o Método Numeérico (Burden 2008) de
Runge-Kutta-Fehlberg (apéndice E) que utiliza um erro de truncamento local

de quinta ordem.

Agora, supondo que duas cepas de um dado parasita estejam competindo
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pelo mesmo hospedeiro, é possivel demonstrar (Day, 2001) que a cepa com uma
estratégia evolucionaria estavel, isto é, aquela que tem um valor de Ry maior ¢ a

que vence a competicao.

Queremos saber se existem combinacoes de condicoes iniciais que fazem com
que a viruléncia V aumente a medida que a temperatura T aumenta. Para tanto,
a partir de algumas condigoes iniciais e aplicando a teoria do Célculo apresentada

acima, iremos a procura de:

e Pontos Singulares de Ry.

Planos Tangentes a superficie Ry nos respectivos pontos singulares.

Graficos de Ry.

Gréficos dos Planos Tangentes.

Curvas de Nivel.
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo, propomos quatro conjuntos de condigoes iniciais e a partir
destas condicoes faremos quatro simulacoes numéricas, ou seja, a partir da funcao
principal Ry serao considerados quatro conjuntos de condigOes iniciais para os

parametros do modelo proposto.

Para cada um dos quatro conjuntos de condicoes iniciais, serd apresentada uma

simulagao numeérica e os resultados serao apresentados da seguinte forma:

e Funcao Principal Ry(T,V):

e Derivadas Parciais de Ry(T,V)
e Pontos Singulares

e Planos Tangentes

e Graficos de Ry(T,V)

e Gréficos dos Planos Tangentes

e Curvas de Nivel
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As simulagoes serao desenvolvidas considerando-se a fungao R, abaixo, tal como

em 3.10 :

my (1 —e*T)ap? (1 —eh T)2 oo e Tup (1= ™) boco (1—e V)

Ry(T,V) =
o(T, V) [oe ™V +ag (1—e ™V g (1—eMT)

(4.1)

4.1 Primeira Simulacao

Esta primeira simulacao sera feita baseada nas seguintes condigoes iniciais:

e Assumiremos uma populagao inicial de 100 mosquitos (my = 100) para cada

individuo (humano).

e Em relacao a taxa média diaria de picadas, a, assumiremos um valor inicial

de 2 picadas (ay = 2).

e Em relacao a suscetibilidade do hospedeiro, b, ou seja, a probabilidade do
hospedeiro, uma vez picado, ser efetivamente contaminado pelo mosquito,

iniciaremos com 5% (by = 0.05).

e Em relacao a probabilidade de o mosquito ser infectado pelo homem, c, assu-

miremos uma taxa inicial de 2% (co = 0.02).

e Para a taxa de mortalidade do mosquito, p, assumiremos o valor inicial 1/10

e Ja para o periodo extrinseco de incubacao do parasita, 7, assumiremos um

valor inicial de 11 dias (rp — 11).

e Para a taxa de mortaldade em seres humanos, o, assumiremos uma taxa inicial

de 15% (g — 0.15).

e E para a taxa de recuperagao em humanos, 7, assumiremos também o valor

inicial de 15% (v = 0.15).
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Além dos valores iniciais apresentados acima, ainda temos as constantes que

serao assumidas como descrito abaixo:

k1 =0.6

ko = 0.25

ks = 0.02

ks = 0.0001
ks = 0.035236
ke = 0.8

k7 =0.035

Agora, substituindo estas condigoes iniciais em R, obtemos a seguinte equagao:

4 (1 - e—O.GT) (1 o e—0.25T)2 e—%e’O'MT(l—e’O'OOOlT) (1 . e—0.035236V)

Ro(T,V) = (0.15708V 4-0.15 — 0.15 0035V (1 — ~0-0001T)

(4.2)

Lembrando que o que queremos é encontrar os pontos onde a funcao Ry assume
um maximo (se é que Ry tem ponto de maximo), nosso proximo passo serd utilizar
a teoria do caculo diferencial e integral para calcular os pontos singulares, ou seja,
os pontos candidatos a serem pontos de maximo, de acordo com a teoria do calculo.
Para tanto, calcularemos as derivadas parciais de Ry em relacao a T e em relacao a
V, ou seja:

OR,
oT

ORy
v
As derivadas parciais de Ry em relagao a T e em relagao a V encontram-se no

apéndice A.
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A partir das derivadas parciais, passaremos a procurar os possiveis pontos sin-

gulares que, como ja visto em material e método, podem ser:
e Ponto de méaximo.
e Ponto de minimo.
e Ponto de sela.

De acordo com a teoria do Calculo Diferencial, a solucao do sistema abaixo nos

dara os pontos singulares que procuramos:

dRy
aor ~ Y

(4.3)
dRy
v Y

O Sistema acima nao apresenta solucao exata. Por isto as solugoes apresenta-
das, que foram obtidas com o MAPLE, sao solu¢oes numéricas. As singularidades

encontradas, foram:

T=580eV =12.59
T'=580eV =-1.28

Como a segunda solucao apresenta um valor negativo para V, esta solucao

serd desprezada e a anélise seré feita apenas sobre a solucao que apresenta V positivo.

Para decidir sobre a classificacao do ponto T=5.80 e V=12.59, recorreremos
novamente a teoria do Calculo. Assim, temos a seguinte matriz Hessiana aplicada

ao ponto em questao:
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ORo 0ORo
oTT 0TV —843.05 —0.01
. _ (4.4)
9Ro  9Ro —0.01  -2316
ovVT oVV

Lembremos que o Calculo garante que um ponto (a,b) qualquer é ponto de
méaximo se apo6s aplicarmos a matriz H ao ponto (a,b) tivermos as seguintes

condicoes satisfeitas:

O0Ro I
oTT '

det(H) > 0

Fazendo os calculos indicados, tem-se:

O0Ro

— —843.
S = —843.05

det(H) — 1952.5 e

Portanto, o ponto T — 5.80 ¢ V = 12.59 é um ponto de maximo.

No intuito de verificar graficamente a condicao do ponto apresentado
como méximo, na sequéncia apresentamos o grafico de Ry(7,V) para

Te[0;50] e Ve[0;200].
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Grafico da Fung¢ao Ro(T,V)

200

Figura 4.1: Ry para Te[0;50] e Ve[0;200]

A partir do grafico verifica-se visualmente que de fato a solucao encontrada é

um ponto de maximo.

Sabendo que o ponto em questao ¢ um méximo, passaremos agora a calcular
a equacao do Plano Tangente a Ry neste ponto. Apos calculos, encontramos a

seguinte equacgao para o Plano Tangente:

Z =-26T+0.1V +13.8

De posse da equagao do Plano Tangente ao grafico de Ry no ponto de maximo
(5.80 ; 12.59), a fim de verificar a relagdo entre T e V, tiramos deste plano uma
equagao que relaciona as varidveis V e T cujas curvas sao mostradas no grafico

abaixo:
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Curvas do Plano Tangente a Ro no ponto
{T=5.80 e V=12.59}

15004

1000+

500

0_ T T T
10 20 30 40
t

De cima para baixo: Z0=60 ; Z0o=30 e Zo=0

o A

Figura 4.2: Curvas da Equacao do Plano Tangente no ponto de maximo

As curvas mostram uma tendéncia de crescimento em V (viruléncia) & medida

que T (temperatura) cresce.

Visando corroborar a afirmacao acima, faremos alguns "cortes'"no gréafico de Ry
(0os pontos de "corte"estao assinalados abaixo e foram escolhidos de modo que pos-
samos enxergar a relagdo entre V e T na maior por¢ao possivel de Ry ) e mostramos

as curvas de nivel nestes pontos de "cortes":

Curvas de Nivel para T entre 0 e 40 graus Celsius
1,0
0,91
0,8

0,74
0,6
v
0,5
0,4
0,3 \/

0,2
0,14

De cima para baixo: Ro=500 ; Ro=300 ¢ Ro=100

Figura 4.3: Curvas de nivel para: Ry = 500, Ry = 300 e Ry = 100

Estas curvas de nivel mostram uma tendéncia de crescimento de V quando T

cresce é verdade para T' > 5.80, que é onde acontece a singularidade.
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4.1.1 Discussao da Primeira Simulacao

No primeiro grafico, foram apresentadas as curvas do plano tangente ao gra-

fico de Ry no ponto de méaximo (5.80 ; 12.59), como foi salientado naquele paragrafo.

A partir deste plano tangente, tiramos uma equacao para V em funcao de T e
quando plotada esta equagao, as curvas apresentam-se como retas crescentes que
mostram uma clara tendéncia de aumento para V (viruléncia) a medida que T

(temperatura) esta crescendo.

No segundo grafico, fizemos alguns "cortes" no grafico de Ry e apresentamos
outras curvas de nivel que foram feitas a partir dos "cortes" feitos em Ry. Também
neste caso, verifica-se uma clara tendéncia de crescimento de V a medida que T

cresce.

Conclui-se que, dadas as condigOes iniciais como propostas nesta primeira
simulagao, tem-se evidéncia de que existe aumento de V a medida que T esta

aumentando.

Isto fica evidenciado na medida em que todas as curvas de nivel apresentadas,
sejam no ponto de méximo, sejam em pontos quaisquer do grafico de Ry, mostram

claro aumento de viruléncia, V, quando a temperatura, T, aumenta.

4.2 Segunda Simulacgao

Para esta segunda simulacao, fazendo variar as condi¢oes iniciais, serao apresen-

tados os resultados no mesmo formato da anterior.

Esta segunda simulacao sera feita baseada nas seguintes condigoes iniciais:

e Assumiremos uma populagao inicial de 120 mosquitos (my = 120) para cada

individuo.
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e Em relacao a taxa média diaria de picadas, a, assumiremos um valor inicial

de 2 picadas (ap = 2).

e Em relacao a suscetibilidade do hospedeiro, b, ou seja, a probabilidade do
hospedeiro, uma vez picado, ser efetivamente contaminado pelo mosquito,

iniciaremos com 1% (by = 0.01).

e Fm relacao a probabilidade de o mosquito ser infectado pelo homem, c, assu-

miremos uma taxa inicial de 1% (co = 0.01).

e Para a taxa de mortalidade do mosquito, p, assumiremos o valor inicial 1/20

(1o = 0.05).

e JA para o periodo extrinseco de incubagao do parasita, 7, assumiremos um

valor inicial de 12 dias (19 = 12).

e Para a taxa de mortaldade em seres humanos, o, assumiremos uma taxa inicial

de 3,2% (g = 0.032).

e E para a taxa de recuperacao em humanos, 7, assumiremos o valor inicial de

22% (70 = 0.22).

Além dos valores iniciais apresentados acima, ainda temos as constantes que

serao assumidas como descrito abaixo:

ki =0.6
ks = 0.18
ks = 0.03
ky = 0.002
ks = 0.05
ke = 0.6

k7 = 0.025
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Substituindo estes valores em Ry(T, V), tem-se:

0.96 (1 — e067) (1 — e—o.18T)2 o2 e 00T (1—em0.002T) (1—e005V)

Ry(T,V
o1, V) (0.22706V 4 0.032 — 0.032 €002V (1 — ¢~00027)

(4.5)

Como no caso anterior, para calcularmos os pontos singulares, calcularemos em

primeiro lugar as derivadas parciais de Ry em relagao a T e em relagao a V, ou seja:

OR,
oT

oF,
oV

No apéndice B, encontram-se as derivadas parciais de Ry em relacao a T e

também as derivadas parciais em relacao a V para esta segunda simulagao.

A partir das derivadas parciais, passaremos a procurar os possiveis pontos sin-

gulares. A solucao do sistema abaixo nos dara os pontos singulares que procuramos:

dRy
aor ~ Y

(4.6)
ORy
v Y

O Sistema acima também nao apresenta solucao exata, por isto as solugoes

apresentadas sao solugoes numeéricas. As singularidades encontradas, foram:

T'=75eV =123
T=75eV =-17
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Como a segunda solucao apresenta um valor negativo para V, esta solucao

serd desprezada e a analise seré feita apenas sobre a solugao que apresenta V positivo.

Para decidir sobre a classificacao do ponto T=7.5 e V=12.3, recorreremos

novamente a teoria do Célculo. Assim, temos a seguinte matriz Hessiana:

—31.3 0.001
0.001 -12.9

Fazendo os calculos necessarios, tem-se:

O0Ro

det(H) = 403.77 e o =

-31.3

Portanto, o ponto T = 7.5 e V = 12.3 é um ponto de maximo.

Abaixo é apresentado o grafico de Ry(7, V') para T<[0;50] e Ve[0;100].

Grafico da fung¢ao Ro(T,V)

75

100

Figura 4.4: Ry para Te[0;50] e Ve[0;100]
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Pelo grafico, verifica-se que de fato a solugao encontrada é um ponto de méaximo.

Sabendo que o ponto em questao é um maximo, passaremos agora a calcular a
equagao do Plano Tangente a Ro(T, V') neste ponto. Apos célculos, encontramos a

seguinte equacgao para o Plano Tangente

Z = —0.570T" + 0.140V + 2.553

De posse da equacao do Plano Tangente ao grafico de Ry no ponto de méaximo
(7.5 ; 12.3), a fim de verificar a relagao entre T e V, tiramos deste plano uma
equacao que relaciona as varidveis V e T cujas curvas sao mostradas no gréfico

abaixo:

Curvas do Plano Tangente a Ro no ponto
{T=7.5 e V=12.3}

2504
200%
150%
100%

50

T T T T T T T
10 20 30 40
t

De cima para baixo: Zo=15 ; Zo=10 e Zo=5

PR

Figura 4.5: Curvas da Equacao do Plano Tangente no ponto de maximo

Novamente, as curvas mostram uma tendéncia de crescimento em V a medida

que T cresce.

Visando corroborar a afirmacao acima, faremos alguns "cortes" no gréafico de

Ry (os pontos de "corte"estao assinalados abaixo e também foram escolhidos de
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modo a podermos ver a rela¢ao entre V e T na maior parte possivel de Ry) e em

seguida mostraremos as curvas de nivel nestes pontos de "cortes":

Curvas de Nivel para T entre 10 e 40 graus Celsius

3

2,5

1,59

10 20 30 40
T

De cima para baixo: Ro=50 ; Ro=30 ¢ Ro=10

Figura 4.6: Curvas de nivel para: Ry = 500, Ry = 300 e Ry = 100

Estas curvas de nivel mostram que a tendénciaa de crescimento de V quando T

cresce é verdade para T' > 7.5, que ¢ onde acontece a singularidade.

4.2.1 Discussao da Segunda Simulagao

A semelhanca do que foi feito na primeira simulacio, aqui também no primeiro
grafico foram apresentadas as curvas do plano tangente ao grafico de Ry no ponto

de maximo (7.5 ; 12.3), como foi salientado naquele paragrafo.

A partir do plano tangente no ponto de maximo, tiramos uma equacao para
V em funcao de T e quando plotada esta equacao, as curvas apresentam-se como
retas crescentes que mostram uma clara tendéncia de aumento para V (viruléncia)

a medida que T (temperatura) esta crescendo.

No segundo gréfico, fizemos alguns "cortes" no grafico de Ry e apresentamos

algumas curvas de nivel que foram feitas a partir destes "cortes". Também neste
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caso, verifica-se uma clara tendéncia de crescimento de V a medida que T cresce.

Conclui-se que, também para estas condicoes iniciais assumidas na segunda
simulagao, também ha tendéncia de aumento na taxa de viruléncia, V, & medida

que a temperatura, T, aumenta.

Isto fica evidenciado na medida em que todas as curvas de nivel apresentadas,
sejam no ponto de méximo, sejam em pontos quaisquer do grafico de Ry, mostram

claro crescimento de V (virulencia) & medida que T (temperatura) cresce.

4.3 Terceira Simulacao

Para esta terceira simulacao, fazendo variar as condigoes iniciais, serao apresen-

tados os resultados no mesmo formato das outras duas.

Esta terceira simulagao seré feita baseada nas seguintes condicoes iniciais:

e Assumiremos uma populagao inicial de 150 mosquitos (my = 150) para cada

individuo.

e Em relacao a taxa média diaria de picadas, a, assumiremos um valor inicial

de 4 picadas (ag = 4).

e Em relacao a suscetibilidade do hospedeiro, b, ou seja, a probabilidade do
hospedeiro, uma vez picado, ser efetivamente contaminado pelo mosquito,

iniciaremos com 10% (b = 0.1).

e Em relacao a probabilidade de o mosquito ser infectado pelo homem, c, assu-

miremos uma taxa inicial de 5% (c¢y = 0.05).

e Para a taxa de mortalidade do mosquito, p, assumiremos o valor inicial 1/30

(1o = 0.033).
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e JAi para o periodo extrinseco de incubagao do parasita, 7, assumiremos um

valor inicial de 17 dias (19 = 17).

e Para a taxa de mortaldade em seres humanos, o, assumiremos uma taxa inicial

de 10% (o = 0.1).

e [ para a taxa de recuperacao em humanos, vy, assumiremos também o valor

inicial de 50% (o — 0.5).

Além dos valores iniciais apresentados acima, ainda temos as constantes que

serao assumidas como descrito abaixo:

ki1 =05
ks =0.3
ks = 0.01
ky = 0.2
ks =05
ke =0.15
kr = 0.01

Substituindo estes valores em Ry (T, V'), obtem-se:

360 (1 _ e—0.5T) (1 o e_O.gT)Z e—%e*°<01T(1—e*0-2T) (1 _ 6_0‘5‘/)
Ro(T,V) =
0( ) ) (0‘5 e—0.15V +0.1—0.1e-001 V) (1 _ e—O,2T)

(4.8)

Como nos casos anteriores, para calcularmos os pontos singulares, calcularemos
em primeiro lugar as derivadas parciais de Ry em relacao a T e em relagao a V, ou

seja:
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OR,
oT

OR,
oV

No apéndice C, encontram-se as derivadas parciais de Ry em relacao a T e

também as derivadas parciais em relacao a V para esta terceira simulacao.

A partir das derivadas parciais, passaremos a procurar os possiveis pontos

singulares. A solucao do sistema abaixo nos dara os pontos que procuramos:

OR,
o =
(4.9)
dRy
v =Y

Também neste caso, o Sistema acima nao apresenta solucao exata, por isto as

solucoes apresentadas sao solugoes numéricas. As singularidades encontradas, foram:

T'=83eV =308
T=19.1eV =30.8

Para decidir sobre a classificacao dos pontos, recorreremos novamente a teoria

do Calculo.

Assim, para o ponto T'= 8.3 e V = 30.8, temos a seguinte matriz Hessiana:

—45.2  —0.0003
H= (4.10)

—0.0003  —25.3
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Fazendo os calculos, tem-se:

ORo

= —45.2
orT b

det(H) — 1143.6 e

E para o ponto T'=19.1 e V = 30.8, temos a seguinte matriz Hessiana:

53 0
H= (4.11)

0 —242

Fazendo os calculos, tem-se:

det(H) = -128.3, portanto,

O ponto T = 8.3 e V = 30.8 é um ponto de maximo e

O ponto T = 19.1 e V = 30.8 é um ponto de sela.

Abaixo é apresentado o grafico de Ry(7', V') para T€[0;50] e Ve[0;120].

Grafico de Ro(T,V)

8.000

6.000

4.000

2.000

Figura 4.7: Ry para T€[0;50] e Ve[0; 120]
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Pelo gréfico, verifica-se que de fato o ponto T = 8.3 e V = 30.8 é um ponto de

méaximo e o ponto T = 19.1 e V = 30.8 é um ponto de sela.

Agora, considerando o ponto de méaximo (8.3 ; 30.8), passaremos agora a
calcular a equagao do Plano Tangente a Ro(7,V) neste ponto. Apos calculos,

encontramos a seguinte equacao para o Plano Tangente

Z = —=239T +0.99V — 10.56

De posse da equagao do Plano Tangente ao grafico de Ry no ponto de maximo
(8.3;30.8), a fim de verificar a relagao entre T e V| tiramos deste plano uma equagao

que relaciona as variaveis V e T cujas curvas sao mostradas no grafico abaixo:

Curvas do Plano Tangente a Ro no ponto
{T=8.3 e V=30.8}

180
160
140
120
v 100+
80
60
40
20

10 20 30 40 50
t

De cima para baixo: Z0=60 ; Z0o=30 e Zo=0

o

Figura 4.8: Curvas de nivel da Equacao do Plano Tangente no ponto de méximo

Veja que também para estas condicoes iniciais, vemos uma tendéncia de aumento

para V a medida que T cresce.
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Ainda a partir da equacao do Plano Tangente ao grafico de Ry no ponto
(19.1 ; 30.8), a fim de verificar a relacdo entre T e V| tiramos deste plano uma
equacao que relaciona as varidveis V e T cujas curvas sao mostradas no grafico

abaixo:

Curvas do Plano Tangente a Ro no ponto
{T=19.1 e V=30.8}

60

50

40+

30

0 10 20 30 40 50
t

De cima para baixo: Zo=20 ; Zo=10 e Zo=0

Figura 4.9: Curvas de nivel da Equacao do Plano Tangente

Mais uma vez, para estas condigoes iniciais, vemos uma tendéncia de aumento

para V a medida que T cresce.

Visando novamente corroborar a afirmagao acima, faremos alguns "cortes" no
grafico de Ry(T, V) (os pontos de "corte"estao assinalados abaixo e também foram
escolhidos de modo a podermos ver a relagao entre V e T na maior parte possivel

de Ry) e em seguida mostramos as curvas de nivel nestes pontos:
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Curvas de Nivel para T entre 0 e 50 graus

180
160
140
1204
vV
100
80
604
404

De cima para baixo: Ro=4000 ; Ro=3500 ¢ Ro=3000

Figura 4.10: Curvas de nivel para: Ry = 2100, Ry = 2000 e Ry = 1900

As curvas também mostram uma tendéncia de crescimento em V para

T € [19.1;50].

4.3.1 Discussao da Terceira Simulacao

Aqui também, como nas outras simulac¢oes, no primeiro gréafico foram apresenta-
das as curvas do plano tangente ao grafico de Ry no ponto de maximo (8.3 ; 30.8),

como salientado naquele paragrafo.

A partir do plano tangente no ponto de méximo, tiramos uma equacao para
V em funcao de T e quando plotada esta equacao, as curvas apresentam-se como
retas crescentes mostrando uma clara tendéncia de aumento para V (viruléncia) a

medida que T (temperatura) esta crescendo.

No segundo gréfico, fizemos alguns "cortes" no grafico de Ry e apresentamos
algumas curvas de nivel que foram feitas a partir destes "cortes". Porém neste caso,
verifica-se uma tendéncia de crescimento de V a medida que T cresce nos intervalos
T €10;83eT € [19.1;50] e uma tendéncia de decrescimento no intervalo para

T €[8.3;19.1].

Novamente, conclui-se que, para as condicOes iniciais dadas nesta terceira
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simulagao, quando h4 um aumento na temperatura, T, também h& aumento na

taxa de viruléncia, V.

Aqui também isto fica evidenciado na medida em que todas as curvas de nivel
apresentadas, sejam no ponto de maximo, sejam em pontos quaisquer do grafico
de Ry, mostram claro crescimento de V (virulencia) & medida que T (temperatura)

cresce.

4.4 Quarta Simulacao

Para esta quarta simulacao, fazendo variar as condicoes iniciais, serao apresen-

tados os resultados no mesmo formato das outras trés.

Esta quarta simulacao sera feita baseada nas seguintes condicoes iniciais:

e Assumiremos uma populagao inicial de 100 mosquitos (my = 100) para cada

individuo.

e Em relacao a taxa média diaria de picadas, a, assumiremos um valor inicial

de 4 picadas (ayg = 4).

e Em relacao a suscetibilidade do hospedeiro, b, ser efetivamente contaminado

pelo mosquito, iniciaremos com 10% (by = 0.1).

e Em relacao a probabilidade de o mosquito ser infectado pelo homem, c, assu-

miremos uma taxa inicial de 5% (c¢y = 0.05).

e Para a taxa de mortalidade do mosquito, p, assumiremos o valor inicial 1/30

(1o = 0.033).

e Ja para o periodo extrinseco de incubacao do parasita, 7, assumiremos um

valor inicial de 12 dias (19 = 12).

e Para a taxa de mortaldade em seres humanos, o, assumiremos uma taxa inicial

de 10% (o = 0.1).
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e E para a taxa de recuperacao em humanos, 7, assumiremos também o valor

inicial de 50% (yo = 0.5).

Além dos valores iniciais apresentados acima, ainda temos as constantes que

serao assumidas como descrito abaixo:

ki = 0.55
ks = 0.5
ks = 0.01
ky = 0.2
ks = 0.9
ke = 0.05
kr = 0.016

Substituindo estes valores em Ry (T, V'), obtem-se:

240 (1 o e—0.55T) (1 . e—0.5T)2 e%e*wlT(l—e*O-?T) (1 _ 09 v)
Ro(T,V) = (0.5e=005V 4 (0.1 —(.1e0016V) (1 — ¢=027)

(4.12)

Como nos casos anteriores, para calcularmos os pontos singulares, calcularemos
em primeiro lugar as derivadas parciais de Ry em relacao a T e em relagao a V, ou
seja:

OR,
oT

OR,
oV

No apéndice D, encontram-se as derivadas parciais de Ry em relacao a T e

também as derivadas parciais em relacao a V para esta quarta simulacao.
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A partir das derivadas parciais, passaremos a procurar os possiveis pontos

singulares. A solucao do sistema abaixo nos dara os pontos que procuramos:

0Ry
ar ~
(4.13)
dRy
v

Novamente o Sistema acima nao apresenta solucao exata, por isto as solugoes

apresentadas sao solugoes numeéricas. As singularidades encontradas, foram:

T =456 e V =280.80
T =2213eV =80.80

Para decidir sobre a classificacao dos pontos, recorreremos novamente a teoria

do Calculo.

Assim, para o ponto T'= 4.56 e V = 80.80, temos a seguinte matriz Hessiana:

—119.20 0
H = (4.14)
0 —0.53
Fazendo os calculos, tem-se:
OR
det(H) — 63.18 e (‘)T; = —119.20

E para o ponto 1" = 22.13 e V' = 80.80, temos a seguinte matriz Hessiana:

1.34 0
H = (4.15)

0 —-04
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Fazendo os calculos, tem-se:

det(H) = -0.54

Portanto,

O ponto T = 4.56 e V = 80.80 é um ponto de miximo e

O ponto T = 22.13 e V = 80.80 é um ponto de sela.

Abaixo é apresentado o grafico de Ry(T, V') para T<[0;50] e Ve[0; 100].

Grafico de Ro(T,V)

Figura 4.11: Ry para T¢[0;50] e V'e[0;100]

Pelo gréfico, verifica-se que de fato o ponto (4.56 ; 80.80) é um ponto de méaximo

e o ponto (22.13 ; 80.80) é um ponto de sela.
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Portanto, considerando o ponto de méaximo (4.56 ; 80.80), passaremos agora
a calcular a equacao do Plano Tangente a Ry(T,V) neste ponto. Apos célculos,

encontramos a seguinte equacao para o Plano Tangente

Z = —0.057"+ 0.026V — 1.85

De posse da equagao do Plano Tangente ao grafico de Ry no ponto de maximo
(4.56 ; 80.80), a fim de verificar a relagdo entre T e V, tiramos deste plano uma
equacao que relaciona as varidveis V e T cujas curvas sao mostradas no grafico

abaixo:

Curvas do Plano Tangente a Ro no ponto
{T=4.56 e V=80.80}

500—__________-——-———-""""—"_-—_—_-——-_—_—-—_—-——_ﬁ—-——-_——

400

) _—-._——-__.——.——_—.-—-——_—___———_—____————______—.____________—__________
300

200

100 /’/

10 20 30 40 50
t

De cima para baixo: Zo=10 ; Zo=5 e Zo=0

Figura 4.12: Curvas de nivel da Equacao do Plano Tangente no ponto de maximo

As curvas também mostram uma tendéncia de crescimento para V a medida

que T cresce.

Visando novamente corroborar a afirmacao acima, faremos alguns "cortes" no
grafico de Ry(T, V') (os pontos de "corte"estao assinalados abaixo e também foram
escolhidos de modo a podermos ver a relagao entre V e T na maior parte possivel

de Ry) e em seguida mostramos as curvas de nivel nestes pontos:
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s Curvas de Nivel para T entre 0 e 10 graus Curvas de Nivel para T entre 10 e 50 graus

300
48 280
260
467 240
44 220
4 v 2004
421 180
40 160
140
387 120

T T T T T T T T T T T T T

3 4 5 6 7 8 9 10 10 20 30 40 50

T T
De cima para baixo: Ro=2100 ; Ro=2000 e Ro=1900 De cima para baixo: Ro=2100 ; Ro=2000 e Ro=1900

Figura 4.13: Curvas de nivel para: Ry = 2100, Ry = 2000 e Ry = 1900

Neste caso dividimos o intervalo de T em dois pedagos para mostrar que em
torno de ambas as singularidades ha uma tendéncia de crescimento em V & medida

que T cresce.

4.4.1 Discussao da Quarta Simulacao

Mais uma vez, no primeiro grafico foram apresentadas as curvas do plano
tangente ao grafico de Ry no ponto de maximo (4.56 ; 80.80), como foi salientado

naquele paragrafo.

Dai, a partir do plano tangente no ponto de maximo, tiramos uma equacao para
V em funcao de T e quando plotada esta equacao, as curvas apresentam-se como
retas crescentes que mostram uma clara tendéncia de aumento para V (viruléncia)

a medida que T (temperatura) esta crescendo.

No segundo gréfico, fizemos alguns "cortes" no grafico de Ry e apresentamos
algumas curvas de nivel que foram feitas a partir dos "cortes". Também neste caso,

verifica-se uma clara tendéncia de crescimento de V a medida que T cresce.

Conclui-se que, também para as condig¢oes iniciais assumidas nesta quarta
simulagao, quando h&d um aumento na temperatura, T, também ha uma nitida

tendéncia de aumento na taxa de viruléncia, V.
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Aqui, novamente, isto fica evidenciado na medida em que todas as curvas de nivel
apresentadas, sejam no ponto de maximo, sejam em pontos quaisquer do grafico de
Ry, mostram claro crescimento de V (virulencia) & medida que T (temperatura)

cresce.

4.5 Evidéncias Empiricas

A seguir, apresentaremos alguns dados reais sobre a dengue hemorragica em Sin-
gapura nos timos anos. A tabela abaixo mostra dados tirados do site do Ministério
da Satde de Singapura entre os anos 2001 e 2007 (Burattini et al., 2008, MOH,
2008):

Ano Temperatura Casos de Dengue Proporcao de Dengue Hemorréagica

2001 27.5 673 0.000158
2002 28.1 3846 0.002
2003 20.7 4788 0.0006
2004 27.8 9459 0.0018
2005 28.2 13237 0.00284
2006 28.3 3051 0.00256
2007 28.4 9218 0.0025

Tabela 4.1: Evolucao da Dengue Hemorragica em Singapura

Note que a tabela 4.1 também parece corroborar a hipotese de que com o

aumento da temperatura haverd um aumento na viruléncia de parasitas.

Agora, no grafico abaixo mostramos os valores da tabela acima relacionando

a proporc¢ao de dengue hemorragica e a temperatura juntamente com a curva dos



CAPITULO 4. RESULTADOS 58

minimos quadrados que melhor se ajusta aos pontos tabelados:

0,0025—5
o,ooz(yf
0,0015—5
0,001(»5

0,00051

| T T L L ™1
275 27,6 27,7 278 27,9 28 28,1 28,2 283 284
T

Figura 4.14: Dengue Hemorragica em Singapura

Note que a figura 4.13 parece corroborar nossa hipotese, ou seja, o aumento
da temperatura estd quantitativamente associado ao aumento da viruléncia de

parasitas.

Uma outra situacao interessante, embora nao envolvendo infeccao por vetor
foi descrita por (Johnson et al, 1982) que analisaram o sistema nucleopolihidrose
(NPHV) e seu hospedeiro, a caterpillar Anticarsia gemmatalis em laboratorio. Este
sistema foi submetido em laboratério a temperaturas variando de 15.0 a 37.8 graus
Celsius e a viruléncia do NPHV registrado. O resultado pode ser visto no grafico

abaixo:
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3‘: X
“
2,54
2
1,59
1_?( T T T T
15 20 25 30 35
T

Figura 4.15: Sistema NPHV

29

Note que a figura 4.14 também parece corroborar nossa hipotese, ou seja, o

aumento da temperatura estd quantitativamente associado ao aumento da viruléncia

de parasitas.

Gostarfamos de enfatizar que o proposito em colocar estes dados aqui é apenas

o de exemplificar, com dados reais, a teoria proposta.
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Capitulo 5

Discussao

A literatura especializada (Day,2002a) define viruléncia de muitas doengas
medindo os casos de mortalidade ou medidas relacionadas tal como duracao média
de vida do hospedeiro ou dose letal, que esta diretamente relacionada a mortalidade

instantanea induzida pelo parasita.

Aqui, assumimos viruléncia como a capacidade do parasita replicar-se dentro do

hospedeiro causando assim a sua morte.

Nossos resultados sao fortemente dependentes da forma escolhida para a
temperatura e viruléncia que expressam o parametro Ry. Outras relacoes diferentes
entre os parametros temperatura e viruléncia poderiam, provavelmente, produzir
um modelo diferente. De qualquer maneira, acreditamos que a forma escolhida é
bastante razoavel no sentido de que ela reproduz o que é esperado que aconteca

com variacoes sutis nos parametros temperatura e viruléncia.

A principal evidéncia baseada nestas relacoes é aquela entre o tamanho da
populacao do mosquito e a temperatura. Isto foi baseado na observacao de que
quanto maior a temperatura, maior é a producdo dos mosquitos adultos (Alto e

Juliano, 2001).
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A longevidade dos mosquitos, em contraste, diminui com temperatura (Hawley,
1985), o que justifica as relagoes escolhidas para a taxa de mortalidade do mosquito

e a temperatura.

Talvez a relacdo que merece uma justificativa mais detalhada é aquela nao
linear entre a probabilidade de infeccao do vetor e a viruléncia. Escolhemos aquela
forma baseados em recentes evidéncias empiricas entomologicas de que para febres
hemorragicas como dengue, a reducao no nimero de plaquetas facilita a transmissao

para os mosquitos (Ribeiro, comunicagao pessoal).

Sobre a questao de se o virus da dengue estd se desenvolvendo em termos
de viruléncia e como estd se espalhando pelo mundo, analises filogenéticas e
epidemiologicas sugerem que os genotipos mais virulentos estao agora deslocando
aqueles que tém impacto mais baixo, epidemiologicamente (Rico-Hesse, 2003), o
que corrobora nossa hipotese. A severidade aumentada da dengue correlaciona-se
com uma alta viruléncia (Vaughn et al., 2000). Em particular, pacientes com
dengue hemorragica tém uma carga viral significativamente mais alta e uma taxa

de liberagao mais baixa do que pacientes com a dengue comum (Wang et al., 2006).

Acreditamos que nosso modelo pode servir como uma referéncia para futuras
investigagoes no impacto da mudanca do clima na viruléncia de parasitas. Como
mencionado acima, outras relacoes entre o parametro que compoe a adaptabilidade
do parasita poderiam ser escolhidas e os métodos aqui propostos poderiam ajudar

a investigar este topico da maior importancia em epidemiologia moderna.

Entao, as fungoes que definem R, foram escolhidas como em 3.2 o que gerou a

seguinte equacgao:
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mo (1 _ eka T) a02 (1 _ e*k‘g T)2 e~ 0 e k3T, (lfe—l% T) bg ¢o (1 o efkg V)

T pu—
Ro(T,V) [oe ™V +ag (1—e V) (1—e™T)

(5.1)

A equacao 5.1 nao permite solucao analitica, por isto a equacao foi analisada
numericamente e suas curvas confirmaram a hipotese inicial de aumento de

viruléncia relacionada ao aumento de temperatura.

Destacamos aqui que a magnitude dos efeitos mostrados pelas curvas sao

bastante dependentes dos parametros k;.

Na primeira simulagao usamos como condigoes iniciais, os seguintes parametros:
Populacao inicial de mosquitos, mg = 100.
taxa média de picadas, ayg = 2.
suscetibilidade do hospedeiro, by = 5%.
suscetibilidade do mosquito, ¢y = 2%.
periodo de incubacao do parasita, 7o = 11.
taxa de mortalidade do mosquito, pp = 1/10.
taxa de recuperacao em humanos, 7o = 15%. e

taxa de mortalidade em humanos, oy = 15%.

A populacao inicial de mosquitos é relativamente pequena; também considera-
mos a taxa de mortalidade do mosquito em 10% e de mortalidade em humanos em
15% e, neste caso, é uma taxa alta. Além disto, também estamos considerando
uma taxa de recuperacao de humanos de 15%; um périodo de incubacao de 11 dias.
Dentro destas condicgdes iniciais que podem ser consideradas "razoaveis", levando-se
em conta o que se tem pelo mundo em termos de epidemia, verificamos pelos
respectivos graficos apresentados que, existindo um aumento real de temperatura

no planeta, também deve haver um aumento na taxa de viruléncia que, para este
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trabalho, é considerada como a capacidade que o parasita tem de matar o hospedeiro.

Na segunda simulagao, variamos as condigoes iniciais da seguinte maneira:
Aumentamos um pouco a populacao inicial de mosquitos; diminuimos sensivelmente
as taxas de suscetibilidade; o periodo de incubagao teve um leve aumento; a taxa de
mortalidade do mosquito foi cortada pela metade; aumentamos a taxa de recupera-
¢ao em humanos para 22% e diminuimos a taxa de mortalidade em humanos para
apenas 3,2%; além destes parametros, também variamos os valores dos k’s, conforme
pode ser visto em 4.2. Novamente, apesar de condi¢oes iniciais bem diferentes da
primeira simulacao, pelos graficos apresentados, vé-se que, havendo um aumento
de temperatura no planeta, também deve haver um aumento na taxa de viruléncia.
Outro detalhe para o qual devemos atentar é que mesmos em condicoes iniciais
bem diferentes daquelas, o ponto de maximo encontrado nao é muito diferente nos

dois casos e isto faz com que as curvas tanto de 3.1 como de 3.2 sejam bem parecidas.

Na terceira simulagao, variamos as condigoes iniciais da seguinte maneira:
Aumentamos um pouco mais a populacao inicial de mosquitos; aumentamos a
taxa de suscetibilidade do mosquito; aumentamos significativamente o periodo
de incubacao; a taxa de mortalidade do mosquito foi diminuida mais um pouco;
aumentamos a taxa de recuperac¢ao para 50% e aumentamos a taxa de mortalidade
em humanos para 10%, também variamos os valores dos k’s, conforme pode ser
visto em 4.3. Estas modificacoes nas condigoes iniciais fizeram com que o ponto de
maximo aumentasse um pouco mais, no entanto, apesar de condigoes iniciais bem
diferentes das outras simulagoes, pelos graficos apresentados, vé-se que, a menos
do intervalo T« [8.3 ; 19.1], se houver um aumento de temperatura no planeta,
também deve haver um aumento na taxa de viruléncia. Para o caso particular do
Brasil, o intervalo que realmente nos interessa é para temperaturas entre 20° e 40°

Celsius, o que nao inclui o intervalo de decrescimento citado acima.

Na quarta simulacao, variamos as condicoes iniciais da seguinte forma: Diminui-
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mos novamente a populacao inicial de mosquitos; aumentamos a taxa meédia inicial
de picadas; diminuimos o periodo de incubacao; a taxa de mortalidade do

mosquito, a taxa de recuperacao e de mortalidade em humanos foram mantidas; e
também variamos os valores dos k’s. como pode ser visto em 4.4. Estas modificagoes
nas condicoes iniciais fizeram com que o ponto de maximo diminuisse, no entanto,
apesar de condicoes iniciais bem diferentes das outras simulacoes, pelos graficos
apresentados, vé-se mais uma vez que, havendo um aumento de temperatura no
planeta, também deverd haver um aumento na taxa de viruléncia. Levando-se em
consideracao o caso particular do Brasil, como dissemos acima, o intervalo que real-
mente nos interessa é para temperaturas entre 20° e 40° Celsius e é neste intervalo

que a curva da viruléncia, V, fica crescente em funcao da temperatura, T.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, propusemo-nos a mostrar que, a partir da equagao de reproduti-

bilidade basal proposta por (Macdonald 1952):
ma%b cel=#7)

(v +a)p

havendo um aumento na temperatura T do planeta, deverd haver também um

aumento na taxa de viruléncia V.

Para tanto, calculamos, conforme teoria do célculo diferencial e integral, o seguinte

sistema de equacoes diferenciais:

O0Ry
ar ~ Y
O0Ry
v Y

Tal sistema nos da os pontos onde a funcao Ry assume seus pontos de méaximo,
ou seja, os pontos onde Ry assume seus maiores valores. Em seguida calculamos
o plano tangente ao grafico de Ry nos pontos de maximo e a partir deste plano,

calculamos uma equacao para V em funcao de T. Em seguida, mostramos o gréfico
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da equacao de V em funcao de T, mostrando assim que, sob certas condigoes
iniciais, a medida que a temperatura T aumenta, a taxa de viruléncia V também

aumenta.

Ressaltamos que foram feitas quatro simulacgoes, isto é, a partir de quatro conjun-
tos distintos de condicoes iniciais mostramos que para cada um dos quatro conjuntos,
sob as condicoes iniciais sugeridas, houve um claro aumento da viruléncia na medida

em que a temperatura aumenta.
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Anexos

Anexo A

Primeira Simulagao Derivada parcial de Ry(7, V') em relacao a T, tem-se:

OR,

T

_ 11 _,-0.02T(q_ ,—0.0001T _
2‘4670‘6T(1 . 870.25T)26 e (1—e )(1 _e 0.035236V>

(015605 1 0.15 — 0.15¢ 008V)(] — g 00001T)

2(1 — 6—0.6T>(1 _ 6—0.25T)6—%e‘O'OQT(l—e_O‘OOMT)(1 _ 6—0.0352361/) —0.25T

e
(0.15¢708V 4+ 0.15 — 0.15e70:035V) (1 — ¢—0.0001T)

+

4(1 _ 670.6T)<1 _ 670.25T)2(0‘022670.02T(1 _ 670.0001T) _ 0‘00011670.02T60.0001T)
(0‘156—0.8V +0.15 — 0.156_0'035V)(1 _ 6_0'0001T)

11 ,-0.02T —0.0001T
e~ 10¢ (1—e )(1 _ 6_0'035236V)

©(0.15798V +0.15 — 0.15e~0-035V") (1 — ¢—0.0001T")

0.0004(1 — 7267 (1 — 670'25T)2€_%670'02“176_0-00017“)(1 — ¢0:03523617) o= 0.0001T

(0.15708V 4+ 0.15 — 0.15e=0:035V)) (1 — ¢—0.0001T")2

(6.2)



E agora derivando parcialmente Ro(7,V') em relagdo a V, tem-se:

OR,
ov
014(1 _ e—O.GT)(l o 6_0.25'11)26_%6—0A02T(1_6—040001T)6_0.035236‘/

(0.15708V 4 0.15 — 0.15e=0:035V') (1 — ¢—0-0001T")

4(1 _ 6_0‘6T)(1 _ 6—0.25T)267%6—0-02T(1,e—0.0001T)(1 . 6_0’035236‘/)(—0.126_0'8‘/ + 0.0056_0’035V)

(0.15€708V 4 0.15 — 0.15e70035V))2(] — —0.0001T")

(6.3)



Anexo B

Segunda Simulacgao

Derivadas parciais Ro(T, V') em relagao a T:

ORy

T

0'5766—0.6T<1 _ 6—0418T>2€7%6_0'03T(176_0‘002T)(1 _ 6_0'05V)

(0.226—0.6V +0.032 — 0.0326*0'025‘/)(1 _ 6—0.002T)

0346(1 _ 670.6T)(1 _ 670.18T)6_%670-03T(1_670.002T)(1 - 670'05‘/)6*0'18’1“

(0.22¢06V 1 0.032 — 0.032¢—0-025V ) (1 — ¢—0-002T) +

N 096<1 _ 6_0'6T)(1 _ 8_0'18T)2(O.018€_0'03T(1 _ 6_0'002T> . 0.00126_0’032T)
(0.22e70-6V 4 0.032 — 0.032e0:025V)) (1 — ¢~0.002T') a

3,-0.03T (7 _,—0.002T _
te (1—e )(1 —e 0.05V)

"~ (0.22e706V +0.032 — 0.032¢ 0025V (1 — ¢-0.002T")

0.00192(1 _ 6_0‘6T)(1 _ 6—0.18T)267g6—0.03T(1_570.002T)(1 _ 6_0'05‘/)@—0-002T

(0.22¢-96V 1 0.032 — 0.032¢ 0025V ) (1 — ¢ 0-0027)>2

(6.4)



E agora derivando parcialmente Ro(7,V') em relagdo a V, tem-se:

OR,
ov
0048(1 _ e—O.GT)<1 o 6_0.18T)2€_%6—0.03T(1_e—0A002T)6_0_05V

(0.22¢-06V 4 0.032 — 0.032¢~00%5V)(1 — ¢~0.002T)

096<1 . 6_0'6T)(1 . 6—0.18T)2€f%e‘O'O3T(176_0'002T)(1 . 6—0.05V)(_0.132€—0.6V + 0.00086_0'025v)
- (0.22¢-06V 1 0.032 — 0.032¢ 002V )2(] — ¢~ 0.0027)

(6.5)



Anexo C

Terceira Simulacao

Derivando parcialmente Ry(T, V') em relacao a T, tem-se:

ORy

T

1806—0.5T(1 _ 6—0.3T)2€7%6_0‘017‘(176_0'271)(1 _ 6—0.5\/)

(0.5e 015V 1 0.1 — 0.1e 001V (] — ¢ 02T)

216(1 _ 6_0‘5T)(1 o 6_0.3T)67%6—0.01T(1767042T)(1 _ 6—0.5V)€—0.3T

(0.5e7015V 4 0.1 — 0.1e 001V (1 — ¢=02T)

+

N 360(1 — e 03T (1 — 7937)2(0.0057e 7001 (1 — ¢792T) — (0.113¢70-21T)
(0.5 015V 4+ 0.1 — 0.1e7001V) (1 — ¢=02T) o

_17,-0.01T ({_,—0.2T _
e~ 30¢ (1—e )(1—6 0.5V)

T (0.5e7015V 4 0.1 — 0.1e7001V) (1 — 02T

72(1 — e 05T (1 — 6*0'3T)26_%670‘01”1’6_0‘”)(1 _ e 05) 02T

(0.5e7015V 4 0.1 — 0.1e-001V) (1 — =02T)?

(6.6)



E agora derivando parcialmente Ro(7,V') em relagdo a V, tem-se:

O0Ry
oV
180(1 — 6_0-5T)(1 _ 6—0.3T)26—%e—0-01T(1_6—0.2T)6_0_5‘/

(0.5e70-15V 4 0.1 — 0.1e7001V) (1 — 702T)

360(1 — e~ 057)(1 — 6—0.3T)2€fé—ge—O-OIT(I*e—OQT)(1 00,0750 4 0.001¢-01Y)
(0.5e7015V 4 0.1 — 0.1e001V)? (] — ¢=027)

(6.7)



Anexo D

Quarta Simulacao

Derivando parcialmente Ry(T, V') em relacao a T, tem-se:

OR,

T

132670.55T<1 _ 870.5T)26—%6’0'01T(1—e’0'02T)(1 _ 670.9\/)

(0.5e70-05V" (0.1 — 0.1e~0-016V))(1 — ¢=0:2T)

240(1 _ 6—0.55T)<1 . 6*0~5T)€—%e*O'OlT(l—e*O-QT)(1 B 670'9)670'571

(0.5¢=005V £ (0.1 — 0.1=0016V) (1 — 02T t

| 240(1 = eZ*PT)(1 — e*T)2(0.004¢ 00T (1 — e72T) — 0.08¢ "'
(0.5¢=005V 1 0.1 — 0.1e~0016V) (1 — ¢—0-2T) b

67%6—0-01T(176—0.02T)(1 . 6_0‘9‘/)

T (0.5e7005V 4 (0.1 — 0.1 0016V)) (] — 02T

48(1 — e 05T (1 — 6—0.5T)26—%e*o-mT(lfe‘o'QT)(1 — e09)e-02T 68
(0.57005V 1 (0.1 — 0.1e-0.016V) (1 — ¢-0.2T)2 :




E agora derivando parcialmente Ro(7,V') em relagdo a V, tem-se:

dR,
g
(&
(0.5¢0.05V 0.1 — 0.1e~0016V) (T — ¢~02T)

216(1 _ 6—0.55T)(1 . 70'5T)26_%670‘01T(1_570'2T)6*0~9V

240(1 — e 0FT)(1 — ¢ 05T)2e= 30T (1 _ =00V (_0,025¢ 00V +0.0016e 00V
(0_56—0.05V +0.1— 0_16—0.016V>2(1 _ 6_0'2T)

(6.9)



Anexo E

Algoritmo de Runge-Kutta-Fehlberg

Este método utiliza a idéia geral do tradicional método Runge-Kutta de quarta
ordem e a partir dai duas estimativas do Runge-Kutta sao calculadas, uma de 4¢
( Ynt1) e outra de 5% ordem ( z,41) , mas ambas utilizando os mesmos k’s para os
calculos, com isso a funcao sera calculada apenas 6 vezes. Os valores dos k’s sao os

seguintes:

kl = hf<xnayn)

h k
k2 - hf(xn+_ayn+_1>

A A
B 3 3%, Ok
B 12k 1032k, 7200k, 7296k
ko = Wit 0+ 700 ~ 197 o107 )

439k, 3680k 845k,

ks = hflon - hoyn 75 =8kt 557 = aor)
h 8k, 3544k; 1859k,  11ks
ke = hf(vpn+ =, yp — — + 2ky — — -
‘ Jnt 5o = or 2k = S0~ "o~ a0
e a seguir usa-se ky , ... , kg para obter duas aproximagoes de y(t, + h), que sao:

- 95k,  1408k;  219Tky ks ,
Yo = Wt S5 ~ o565 T aon 5 ¢ OrdemO)

16k, 6656ks 28561k; Oks 2k .
= _ _ I 2N rdemO(h
il Unt T35 " Tosos T noaz0  s0 s | ordemO()
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