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RESUMO

RIBEIRO, Renato Douglas Gomes Lorenzetto. O ensino das geometrias nao-euclidianas:
um olhar sob a perspectiva da Divulgagdo Cientifica. 2012. 101 f. Dissertacao (Mestrado em
Educagao) — Faculdade de Educagao da Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2012.

Este trabalho investiga as possibilidades de ensino de ideias fundamentais das
geometrias nado-euclidianas sob a perspectiva da Divulgacdo Cientifica e identifica as
principais caracteristicas presentes nas pesquisas que relatam experiéncias de ensino destas
geometrias. nas pesquisas que relatam experiéncias de ensino destas geometrias.
Bibliografica, a pesquisa fundamenta teoricamente a Divulgagao Cientifica, a educagdo nao-
formal e o ensino das geometrias ndo-euclidianas. Em relagdo as geometrias, enfatizou-se o
processo historico de seu surgimento, em especial as tentativas de prova do quinto postulado
de Euclides, pois esse processo evidencia uma quebra de paradigma no conhecimento
matematico, incluindo a concep¢do de verdade matematica. Sobre o ensino das geometrias,
debateu-se sua inser¢ao no curriculo da educacao basica e o crescente nimero de mengdes ao
tema em orientagdes educacionais oficiais, tanto no Brasil como no exterior. Procurou-se
compreender os objetivos dos educadores que se propdem a ensinar as geometrias nao-
euclidianas e percebeu-se que tais objetivos nao se vinculam unicamente ao pressuposto de
que a aprendizagem da geometria euclidiana se torna significativa quando se proporciona o
contato com as nado-euclidianas. Foi feito um mapeamento de algumas pesquisas que
apresentam experiéncias de ensino das geometrias e elencaram-se seus €xitos. A andlise das
pesquisas que relatam estudos de caso esteve focada nos recursos normalmente utilizados, nos
principais pressupostos € nos publicos escolhidos. Nessas pesquisas, percebeu-se forte
presenca da geometria esférica e da geometria hiperbdlica, abordadas principalmente por
intermédio de materiais concretos e de software de geometria dindmica, respectivamente.
Ficou evidenciada a possibilidade de ensino de ideias fundamentais das geometrias nao-

euclidianas para diferentes publicos.

Palavras-chave: Geometria Nao-Euclidiana; Ensino de Geometria; Divulgagao Cientifica;

Educacao Nao-Formal.



ABSTRACT

RIBEIRO, Renato Douglas Gomes Lorenzetto. O ensino das geometrias nao-euclidianas:
um olhar sob a perspectiva da Divulgagdo Cientifica. 2012. 101 f. Dissertacao (Mestrado em
Educagao) — Faculdade de Educagao da Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2012.

This paper investigates the teaching possibilities of fundamental ideas of the non-
Euclidean geometries under the perspective of scientific popularization and identifies the
main characteristics in the teaching of these geometries. This bibliographical research justifies
scientific theory, non-formal education, and the teaching of non-Euclidean geometries. In
relation to various geometries, we have emphasized the historical process of its emergence, in
particular attempts to prove Euclid's fifth postulate since this process shows a paradigm in
mathematical knowledge, including the concept of mathematical truth. On the teaching of
geometry, we have discussed its inclusion in the curriculum of basic education and the
growing number of references to the subject in official educational guidelines, both in Brazil
and abroad. We have tried to understand the goals of educators who purport to teach non-
Euclidean geometries and realized that these goals do not connect solely to the assumption
that learning of Euclidean geometry becomes significant when it provides the contact with
non-Euclidean geometries. We have mapped some of the studies with teaching experiences of
geometries and listed their successes. The analysis of the research that reports case studies
focused on the resources normally used, on the main assumptions, and on chosen audiences.
In the analyzed research, we have encountered a strong presence of Spherical Geometry and
Hyperbolic Geometry, mainly approached via concrete materials and dynamic geometry
pieces of software, respectively. The teaching possibility of basic principles of the non-

Euclidean geometries for different publics became evident.

Keywords: Non-Euclidean Geometry; Teaching of Geometry; Scientific Popularization;

Nonformal Education.
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APRESENTACAO

Esta pesquisa procura identificar quais sao as possibilidades de ensino das geometrias

nao-euclidianas e suas caracteristicas, sob a perspectiva da Divulgacao Cientifica.

As geometrias nao-euclidianas foram escolhidas por terem se tornado um tema em
evidéncia em aplicacdes da ciéncia, por estarem inseridas em propostas de educadores
matematicos para que facam parte do curriculo oficial da educagdo basica em alguns paises
(KALEFF; NASCIMENTO, 2004; GUVEN; BAKI, 2010) e por serem apresentadas em
livros didaticos brasileiros (PATAKI, 2003), bem como por serem citadas pelos Parametros
Curriculares Nacionais, que as consideram de grande importidncia para as mudangas de

paradigmas na matematica (BRASIL, 1998).

O recorte proposto sob a perspectiva da Divulgacdo Cientifica foi inicialmente
motivado por experiéncias pessoais com estigio' realizado na Estacio Ciéncia®, pelos
consequentes contatos com outros museus de ciéncia e iniciativas de divulgagdo a partir de

.. o~ 3 , . . .
materiais concretos e exposigdes. A Matemateca” também foi uma fonte inspiradora

complementar a exposi¢do mantida pela Estacdo Ciéncia.

A constru¢do de um trabalho de mapeamento de atividades, relatos e estudos de caso
sobre o ensino das geometrias ndo-euclidianas em sala de aula foi pensado como um processo
auxiliar para se entender melhor os aspectos relacionados a aprendizagem sobre o tema. Em
outras palavras, as tentativas bem sucedidas do ensino dessas geometrias certamente podem
ser reveladoras acerca de tal ensino, como suas metodologias € os objetivos de quem se

propoe a ensina-las.

! Estagio curricular ndo obrigatorio.

> Museu de Ciéncia mantido pela Universidade de Sdo Paulo. Seu nome oficial é Centro de Difusdo Cientifica,
Tecnolodgica e Cultural da Pro-Reitoria de Cultura e Extensdo Universitaria da Universidade de Sao Paulo.

3 Conjuntos de materiais concretos destinados ao ensino de Matematica organizados por professores vinculados
ao IME-USP. Site: http://matemateca.ime.usp.br/

11



1. A PESQUISA

1.1. PRESSUPOSTOS TEORICOS

A Matematica vem se desenvolvendo de forma acelerada e a disciplina Matematica
ensinada nas escolas se apresenta cada vez mais com aspectos bastante distintos daqueles
apresentados pela academia. H4 outros fatores que colaboram para este quadro e um aqui
ressaltado € o aspecto institucional/formal da escola, ou seja, a Matematica escolar € proposta
a partir de leis e orientagcdes oficiais, externas a escola. Por mais que a escola exerca
participagcdo na formulagdo de tais leis e orientagdes, sempre havera o cardter externo, pois

cada instituicdo escolar ¢ diferente da outra e, portanto, a pratica de uma ¢ externa a outra.

Nao se deseja colocar em pauta a necessidade da existéncia da escola e nem propor
mudangas ao aspecto organizacional dessas institui¢des, mas refletir sobre 0 mesmo objeto
que a escola se debruca: a Educagdo. Refletindo sobre as limitagdes da escola tem-se um
aparato maior para a promog¢ao da educacdo, que sabemos que extrapola o ambito escolar,

pelo menos isto configura-se como pressuposto deste trabalho.

Outro pressuposto também permeia esta pesquisa: um olhar mais amplo sobre um
conhecimento normalmente favorece o entendimento de algo mais especifico. Assim, tem-se
que o ensino de conceitos das geometrias nao-euclidianas favorece o ensino da geometria
euclidiana e do proprio pensamento matematico. O mesmo pressuposto indica ainda que uma
visdo que encare o conhecimento cientifico sem se prender as limitagcdes da escola, favorece a
propria agao pedagogica escolar. O viés da Divulgagao Cientifica e o da educagdo nao-formal

certamente apontam na mesma dire¢do do que sera aqui exposto.

1.2. OBJETIVOS

Sob influéncia dos pontos acima mencionados, ¢ objetivo principal desta pesquisa
investigar acerca das possibilidades de ensino de ideias fundamentais das geometrias nao-
euclidianas sob o viés da educagao nado-formal e da Divulgagdo Cientifica. Procura-se
identificar quais sdo essas possibilidades e caracteristicas de ensino das geometrias nao-

euclidianas, sob a perspectiva da Divulgagao Cientifica.

12



Baseando-se em diversos trabalhos que exploram o ensino das geometrias nao-
euclidianas, tanto no que se refere a espacos formais como a nao-formais, a presente pesquisa
se propoe a buscar fundamentos para tais praticas e, dessa forma, incentivar a proliferacao de
iniciativas semelhantes a dos autores citados por parte de professores, museus de ciéncia e

divulgadores cientificos.

1.3. JUSTIFICATIVA E PROBLEMA

A presente pesquisa justifica-se pelo fato de que hoje em dia ha um crescente interesse
no ensino das geometrias nao-euclidianas na educacao basica, pois alguns educadores, dentre
eles Krause (1986), afirmam que com elas seria possivel compreender melhor muitas relagdes

matematicas e a propria geometria euclidiana.

Deseja-se compreender quais sao as possibilidades e caracteristicas de ensino e
aprendizagem de conceitos proprios das geometrias nao-euclidianas na educagdo basica ou

em ambientes extraescolares, sob o olhar da Divulgagao Cientifica.

Fora do contexto escolar, quais podem ser as alternativas de ensino dessas geometrias?
Como se pode atingir o publico das pessoas que ja concluiram a educacao basica ou mesmo as
que nunca entraram numa institui¢ao de ensino formal? Como podemos explorar esses meios
para os nossos objetivos? Quais tentativas de atingir um publico de ndo-especialistas ja

obtiveram sucesso?

A busca de contextos relacionados as geometrias nao-euclidianas também colaborou
com este trabalho. Acredita-se que os contextos auxiliam a criar um ambiente mais
interessante aos olhos de quem aprende e, portanto, encontrar propostas em que 0s conceitos
destas geometrias sejam trabalhados ¢ uma das chaves para promover seu ensino, seja na arte

ou em suas aplicagoes.

Esses questionamentos, essas buscas e essas hipoteses sdo os que permeardo este

trabalho.
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2. FUNDAMENTOS

O conteudo da pesquisa envolve trés areas que, naturalmente, necessitam de reflexao:
Divulgagdo Cientifica, a educagdo ndao-formal € o ensino das geometrias ndo-euclidianas.
Logo, para o encaminhamento da pesquisa, buscou-se estudiosos de referéncia em cada uma

delas, e uma compilagao dessas buscas segue abaixo.

A apresentacdao desse estudo traz cada uma das areas discutidas separadamente por
uma questdo exclusivamente didatica, j& que se considera ndo ser possivel dissocia-las

plenamente.
2.1. EDUCACAO NAO-FORMAL

O debate acerca de uma defini¢ao da educagao nao-formal, suas fungdes ou a propria
utiliza¢ao do termo ndo-formal tem sido constante no decorrer de décadas. Algumas opinides
estdo, ou estiveram, mais proximas de um consenso e outras sempre foram motivos para
discordancias. Neste subcapitulo pretende-se refletir sobre essas questdes com o objetivo de
adotar uma visdo que seja mais conveniente para o objetivo proposto. Muito embora haja
davidas de que nao-formal seja a melhor expressao para o modelo de educagdao que se quer

discutir, sera a adotada neste trabalho e os motivos serdo expostos a seu tempo.

Por volta da década de 1960 a instituicdo escolar era alvo de profundos
questionamentos acerca de sua fung¢do e até mesmo da necessidade de sua existéncia,
questionamentos e criticas que s6 aumentaram nos anos que se seguiram. Colom Caiiellas
(2005) em poucas palavras faz um retrospecto de tais ideias, dizendo que a emergéncia da
sociedade do conhecimento dava, ao menos em parte, “la razén a los viejos visionarios que en
la década de los afios sesenta y de los setenta nos hablaban del aula sin muros', de la
deseducacio'nz, de la muerte de la escuela3, de la sociedad desescolarizada4, o del fracaso de

555 6

la escuela™ ” (p. 9, grifo do autor).

Esses termos revelam visdes positivas e/ou negativas em relacao a institui¢ao escolar,
porém todas apontavam para uma “nova’ percepcao: a educagdao nao ¢ limitada a escola e a

extrapola.

! MACLUHAN, M.; CARPENTER, E. El aula sin muros. Barcelona: Cultura Popular, 1968.

2 GOODMAN, P. La deseducacion obligatoria. Barcelona: Fontanella, 1973.

3 REIMER, E. La escuela ha muerto. Barcelona: Barral, 1974.

4 ILLICH, I. La sociedad desescolarizada. Barcelona: Barral, 1976.

>HOLT, J. El fracaso de la escuela. Madrid: Alianza, 1977

% a razdo aos antigos visionarios que na década de 60 e de 70 nos falavam de aula sem muros, da deseducacao,
da morte da escola, da sociedade desescolarizada, ou do fracasso da escola. (tradug@o nossa)
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Certos deste papel que a educagdo assume, muitos tedricos tentaram definir e nomear
conceitos que abarcassem as funcdes educacionais existentes € que a escola se mostrava
insuficiente. Trilla (2008) cita a chamada educa¢do permanente que seria um dos termos que
ganharam maior notoriedade por trazer a ideia de que a educacao do individuo continua

mesmo apods a sua saida da instituicdo escolar, ao decorrer de sua vida.

No final da década de 60, Philip Coombs e sua equipe foram convidados pela
UNESCO a escrever um documento que serviria de base para a International Conference on
World Crisis in Education, sediado nos Estados Unidos em 1967 (SIRVENT, TOUBES et
al., 2006). Este documento deu origem ao livro The World Educational Crisis, de 1968, em
que trata da promog¢do de meios que valorizem agdes educativas que nao sdo plenamente
atendidas pela escola e, admitindo que hd aprendizados que ndo sdao intencionais, faz a
ressalva que o livro apenas trata “daquelas atividades que se organizam intencionalmente com
o proposito expresso de alcancar determinados objetivos educacionais e de aprendizagem”’
(apud TRILLA, 2008) e utilizaram os termos informal ¢ ndo-formal, indiscriminadamente.
Poucos anos mais tarde, em uma tentativa de descrever melhor seus objetos, os mesmos

pesquisadores definiram tais conceitos com maior precisao.

A defini¢ao de Coombs & Ahmed diz que a educagdo formal

3

compreenderia  “o  ‘sistema  educacional’ altamente institucionalizado,
cronologicamente graduado e hierarquicamente estruturado que vai dos primeiros
anos da escola primaria até o Gltimo da universidade”; a educagdo nao-formal, “toda
atividade organizada, sistematica, educativa, realizada fora do marco do sistema
oficial, para facilitar determinados tipos de aprendizagem a subgrupos especificos da
populacdo, tanto adultos como infantis”; e a educagdo informal, “um processo, que
dura a vida inteira, em que as pessoas adquirem e acumulam conhecimentos,
habilidades, atitudes ¢ modos de discernimento por meio das experiéncias diarias e
de sua relagcdo com o meio”

(apud TRILLA, 2008, p. 33)

As defini¢gdes apresentadas por Coombs & Ahmed passaram a ser amplamente aceitas,
principalmente pelo fato de que legitimavam atividades educacionais que estavam, de modo
crescente, sendo exercidas ao redor do mundo, como ¢ o caso da educacdo de jovens e
adultos, da educagdo a distancia e das iniciativas de educagdo da populagdo nas zonas rurais.
Além de incorporar como pressuposto que a escola ndo ¢ o Unico instrumento legitimador da
educagdo, em consonancia com muitos teoricos da época. Pressuposto este que também ¢

adotado neste trabalho.

7 COOMBS, P. H. The World Educational Crisis. Nova York: Oxford University Press, 1968. p. 19.
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Com a defini¢ao tripartite de educacdo, algumas limitagdes comecaram a ser
enfatizadas. Alguns tedricos, como Trilla, se dedicaram a ampliar as ideias de Coombs,
enquanto outros, decidiram resgatar outras maneiras de definir as atividades educacionais e/ou

até mesmo nega-las.

Trilla lista varias destas limitacdes e se propde a tentar compreendé-las melhor,
adotando uma defini¢do de educagdo nao-formal, porém reconhecendo uma impossibilidade

de existéncia de defini¢ao exata, afirma:

[...] caso nos exigissem a problematica e sempre facilmente refutavel oferta de uma
defini¢do, nossa proposta ¢ a seguinte: entendemos por educagdo ndo-formal o
conjunto de processos, meios e instituicdes especifica e diferenciadamente
concebidos em fungdo de objetivos explicitos de formacdo ou instrugdo ndo
diretamente voltados a outorga dos graus proprios do sistema educacional regrado.

(2008, p. 42)

Para compreender melhor onde se situa o limite entre educagao formal e ndo-formal,

Trilla assume a existéncia de critérios diferentes. Ao considerar o critério metodologico,
entende-se a equiparacao entre educagao formal e escolar; e, por sua vez, entre educacao nao-
formal e ndo-escolar. Porém, Trilla adota o critério estrutural que entende que a diferenca
entre os conceitos reside em sua inser¢ao ou nao em um sistema educativo regrado, ou seja,
“0 que vai do ensino pré-escolar até os estudos universitarios, com seus diferentes niveis e

variantes” (2008, p. 41-42).

No entanto, mesmo adotando tal critério, seria possivel identificar situagdes
educacionais que se mostram dificeis de distinguir entre formal e ndo-formal. O autor entdo se
interessa em investigar melhor o que chama de “porosidade nas fronteiras”. Reconhecendo as
interagdes entre educag¢ao formal na nao-formal, bem como da informal com as outras duas,
Trilla admite que nao podemos entender os trés conceitos como compartimentos estanques €

defende “um sistema de educagdo que aumente ainda mais a porosidade entre os trés setores”
(p. 48).

Para uma precisao maior, entende-se que o critério estrutural respeita a estrutura legal
constituida, ou seja, ¢ aquilo que o Estado mantém com suas regras e/ou orientagdes. Isso
significa que uma atividade nao-formal em um pais pode ser formal em outro e que, com a
criacdo de novas regras ou orientacdes, algo pode deixar de ser ndo-formal e passar para o
campo do formal (TRILLA, 2008, p. 40). Seria o caso, por exemplo, da importancia que a
Matematica escolar no Brasil deveria passar a dar ao chamado Tratamento da Informagao,

discutido nos PCNs (BRASIL, 1998).
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Alguns exemplos das porosidades seriam os cursos extracurriculares que as escolas
promovem em seu interior, ou seja, uma atividade ndo-formal oferecida por uma instituigao
de carater formal, e os temas transversais que tém sido cada vez mais valorizados pela escola,

ou seja, uma discussao de carater nao-formal que passa a ser formalizada.

Trilla (2008) faz uma andlise bastante interessante acerca das interacdes entre a
educagao formal, a ndo-formal e a informal. Como exemplos de interacoes funcionais cita as
relagdes de complementaridade, de supléncia ou de substitui¢do, de refor¢o e colaboragdo e
de interferéncia e contradi¢ao. Nao se pretende aqui expor em detalhes essas relagdes, mas
apenas deixar claro que elas existem e que existem em todos os sentidos. At¢ mesmo porque
Trilla j& se dedica a isto, e com destreza. Interessa-se pelas relagdes de complementaridade,
conceito abordado por Colom Cafiellas (2005), que faz uma defesa bem diferente da de Trilla,

mas com justificativas muito semelhantes, quando nao idénticas.

Colom Cafiellas (2005) estranha o fato de tantos educadores estarem empenhados para
compreender o campo da educacdao formal, ndo-formal e informal, sendo que sua definigao
nao tem cunho pedagogico, e sim juridico/administrativo. Diz que se nos empenhdssemos em
distinguir uma pedagogia formal de uma nao-formal ndo chegariamos a conclusao alguma (p.

11).

O curioso ¢ que, como dito anteriormente, Colom Cafiellas (2005) parece optar em
desistir de utilizar o ja consagrado termo ndo-formal pelos mesmos motivos que Trilla (2008)
decide aprofundar o tema. Canellas argumenta que ja nao ¢ possivel distinguir com clareza o
que realmente faz parte de uma formalidade justamente pelos pontos também levantados por

Trilla: as interag¢des entre o formal, o nao-formal ¢ o informal.

Em pesquisa realizada nas Ilhas Baleares, arquipélago espanhol situado no
Mediterraneo, Colom Cafiellas verificou a quantidade de atividades extracurriculares
propostas pelas escolas e de cursos ndo-formais propostos por outras institui¢des que nao
fazem parte do sistema formal e concluiu, “paradojicamente, que una de las fuentes mas

significativas de educacion no formal son los centros propios de la educacion formal® (2005,
p-15).

Por mais que os autores divirjam nas consideragdes que cercam a questdo da educacao

nao-formal, eles tecem propostas muito semelhantes. Ambos, a seu modo, propdem que o

8 . . . . ~ -~ ~ . . .~ . \
paradoxalmente, que uma das fontes mais significativas de educag¢do ndo-formal sdo as institui¢oes dedicadas a
educagdo formal (tradugdo nossa).
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olhar dos educadores estejam voltados para as manifestacdes educativas, sejam formais ou
nao-formais. Colom Cafellas (2005) identifica um conjunto de questdes basicas que aparecem
no processo educativo, organizados em ambitos — dos professores, dos alunos, da instituicdo e
do espago fisico. Ja Trilla (2008) deixa evidente a importancia de os educadores estarem
atentos as interferéncias entre a educagdo formal, a ndo-formal e a informal, para que assim

possam intensificéa-las.

Reforcando aspectos parecidos aos tedricos acima citados, Maria Teresa Sirvent
(2006) faz uma revisao do conceito de educagao nao-formal. A respeito do termo ndo-formal,
a pesquisadora denuncia que a defini¢ao focada na negagao do formal “parecia configurar una
contraposicion con la rigidez y la jerarquizacion en la relacién pedagogica propias de cierto
modelo escolar®™ (p. 4). Tal visdo, segundo Sirvent, equiparou a educagio nio-formal com a
educagao popular, “excluyendo la posibilidad de desarrollar experiencias con el sentido

politico, ideoldgico y pedagdgico de la educacion popular dentro de la escuela'® (p. 4).

Sirvent afirma que a analise das caracteristicas das experiéncias educativas revelam as
limitagdes do conceito de educacao nao-formal e a evidencia como tendo “[un] abordaje
tedrico poco fértil para describir, interpretar e intervenir sobre este ambito' ' (2006, p. 4).
Sirvent argumenta que isto se deve a diversos fatores, entre eles, que a defini¢ao pela negativa
da formalidade implica em um desmerecimento da relagdo dialética entre o fendmeno
educativo escolar e o nao-escolar, que a classificacdo ndo consegue abarcar as formas
educacionais, ja que muitas atividades ndo-formais podem ser ministradas na escola; e que a

negativa desvaloriza os processos educacionais de fora da escola em detrimento dos escolares
(p. 5).

Para embasar seu ponto de vista Sirvent cita Alvarez, Hauzer e Toro'?, que apontam a
falta de limites precisos entre os conceitos, € ressaltam que, na verdade, existem diferengas de
énfases em multiplas dimensdes do processo de aprendizagem, como o espago fisico, o
ambiente institucional, o tempo, as sequéncias de ensino e os elementos de estimulacao (2006,

p.5). Cita também Brest'’, que propde avaliar quatro aspectos, o politico, o juridico, o

? parecia configurar uma contraposi¢io com a rigidez e a hierarquizagio na relagdo pedagogica proprias de um
certo modelo escolar (tradugdo nossa).

10 excluindo a possibilidade de desenvolver experiéncias com o sentido politico, ideologico e pedagogico da
educagdo popular dentro da escola (tradugdo nossa).

""" uma abordagem teérica pouco fértil para descrever, interpretar e intervir neste 4mbito (tradugdo nossa)

12 ALVARES, B.; HAUZER, R.; TORO, J. B. La Educacién No Formal. Aspectos teoricos y bibliografia.
CEDEN/UNICEEF, 1978.

13 BREST, Gilda L. R. La educacién y sus dos circuitos. Revista La Educacion, n. 94-95, Washington: OEA,
1984. p.93-98.
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administrativo ¢ o pedagogico e, em cada um desses aspectos atribuir um grau maior ou

menor de formalizagao.

Abandonando as definicdes de Coombs e Ahmed, Sirvent propde o resgate do
conceito de educagdao permanente, porém adotando uma divisdo em trés aspectos: a educagao
inicial, a de jovens e adultos e a das aprendizagens sociais. O primeiro seria o periodo de

escolaridade formal, e o ultimo equivaleria ao que Coombs chama de educacao informal.

Acerca das experiéncias educativas extraescolares, Sirvent procura mapear suas
especificidades. Considera trés dimensdes: a sociopolitica, a institucional e do espaco de

ensino e aprendizagem. Cada dimensdo pode ser avaliada com graus de formalizagao.

A dimensdo sociopolitica se refere as relagdes da experiéncia educativa com o Estado,
por exemplo, se esta experiéncia segue as normas e os padrdes que o Estado impde e/ou
sugere. A dimensdo institucional se refere a instituicdo que promove a experiéncia educativa.
Ja a dimensdo do espaco de ensino e aprendizagem se refere a inter-relacao entre aquele que

aprende, aquele que ensina e o contetdo. (SIRVENT, TOUBES et al., 2006)

No Brasil os cursos preparatorios para o vestibular, também conhecidos como
cursinhos pré-vestibular ou cursinhos pré-universitarios, sao muito comuns. Analisando os
cursinhos sob a perspectiva de Sirvent, que se enquadrariam no espectro da educag¢ao nao-
formal caso as definicdes de Coombs e Ahmed fossem adotadas, percebe-se sem muito
esforco que promovem uma experiéncia pedagogica altamente formalizada. Apesar da
dimensdo sociopolitica dos cursinhos terem um grau médio de formalizagdo, ja que
juridicamente nao sdo instituicdes de ensino que precisam seguir normas educacionais
propostas pelo Estado, seguem curriculos padronizados pelo Estado, apresentam graus de
formalizagdo elevados tanto na dimensdo institucional, quanto na dimensdo do espago de
ensino e aprendizagem, pois as instituigdes seguem regras internas pré-fixadas e hd baixa

relagdo interpessoal, focando-se em conteudos programaticos.

A diversidade de perspectivas do objeto que aqui se apresenta ¢ grandiosa € nao se
pretende adotar nenhuma definicdo como a mais precisa. No entanto, ¢ necessario optar por

uma descri¢ao que seja conveniente aquilo que este trabalho se propoe a estudar.

Por se tratar de um termo ja bastante reconhecido, adota-se aqui o termo educagdo
ndo-formal. Como se conhece muitas das limitagdes que este termo apresenta € também
alternativas a este termo, procura-se conciliar os pontos que sdo os mais importantes para as

finalidades desta pesquisa. Deste modo, entende-se aqui por educag¢do nao-formal
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todo processo educativo, organizado e sistematico, que nao seja considerado
essencial para os objetivos do proponente, quando este representa uma
instituicdo formal, entendendo como instituicao formal uma institui¢ao oficial

de ensino.

Com essa descricdo, que elimina a necessidade de vinculo, ou falta dele, para
caracterizar-se como uma atividade nao-formal ou formal de ensino, abre-se a oportunidade
para se considerar como uma pratica de educagao nao-formal até mesmo atividades de sala de
aula propostas por um professor de escola oficial durante as suas aulas, também formais.
Como exemplo, pode-se imaginar um professor de Matematica que, pensando em
contextualizar os conteudos, faz um campeonato de construcdo de pontes de palitos de
sorvete'®. Esses campeonatos criam uma situacio pedagdgica apropriada para o ensino de
conteudos relacionados a geometria, mas os alunos mantém contato com diversos outros
conhecimentos que nao serdo abordados pelo professor € nem exigidos em uma avaliagdao. A
atividade, portanto, apresenta aspectos nao-formais e, alids, formais e nao-formais

simultaneamente.

2.2. DIVULGACAO CIENTIFICA

O que se entende afinal por Divulgagio Cientifica? E possivel promover atividade de
Divulgagao Cientifica em uma instituicdo escolar formal ou tal atividade s6 ¢ considerada

como de Divulgacao Cientifica quando ¢ realizada fora dela?

Os teoricos da Divulgagao Cientifica se empenharam para entender melhor seu objeto
de estudo e utilizar defini¢des cada vez mais precisas. A proposta das seguintes linhas ¢ de
apresentar parte das visdes envolvidas neste longo debate, porém sem a pretensao de
reproduzi-lo detalhadamente, pois j& existem boas apresentagcdes do assunto que, embora nao
sejam definitivas, nos ddo uma visdo geral e precisa do histérico do termo, como o que ¢

apresentado por Luisa Massarani (1998) e por Renata Ribeiro (2007).

Alguns outros termos que se referem a transmissao de mensagens de cunho cientifico
¢ amplamente utilizados sdo difusdo e disseminacdo cientificas. Antonio Pasquali'® (1978

apud BUENO, 1984; MASSARANI, 1998; RIBEIRO, 2007) faz distingao entre difusdo,

4 Os estudantes devem construir uma ponte utilizando apenas palitos de sorvete e cola. O construtor da ponte
que suporta o maior peso ¢ o ganhador.
15 PASQUALI A. Comprender la comunicacion. Caracas: Monte Avila Editores, 1978.
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disseminagdo e divulgacdo. Tais termos, que diversas vezes lhes sdo atribuidos um mesmo

significado, sdo descritos de forma bastante clara da seguinte forma:

Difusdo é o envio de mensagens elaboradas em codigos ou linguagens
universalmente compreensiveis para a totalidade das pessoas.

Disseminagdo € o envio de mensagens elaboradas em linguagens especializadas, ou
seja, transcritas em codigos especializados, a receptores selecionados e restritos,
formado por especialistas. Pode ser feita intrapares (especialistas da mesma area) ou
extrapares (especialistas de areas diferentes).

Divulgagdo ¢ o envio de mensagens elaboradas mediante a transcodificagdo de
linguagens, transformando-as em linguagens acessiveis, para a totalidade do
universo receptor.

(MASSARANTI, 1998, p. 18)

De certa forma, pode-se dizer que Pasquali apresentou uma proposta que minimizou a
discussao que os teoricos vinham travando acerca do tema. Houve um tempo que quem fazia
Divulgacao Cientifica, em sua maioria jornalistas, tratava de forma indiscriminada nao so os
termos difusdo, disseminacao e Divulgagao Cientificas, mas também vulgarizagdo cientifica,
popularizagao da ciéncia e comunicacao publica da ciéncia. Massarani (1998) considera estes
quatro ultimos termos como tendo o mesmo significado e opta por utilizar Divulgagao

Cientifica por ser este o mais empregado no Brasil.

O jornalista cientifico Manuel Calvo Hernando (1970) nos deixa evidente esta
evolugdo conceitual, pois em seu curso ministrado na Escola de Comunicagdo e Artes da USP
entre os dias 10 e 13 de outubro de 1970 utiliza difusdo cientifica e Divulgacdo Cientifica
como tendo o mesmo significado (p. 23). Pouco tempo depois, ja com tais conceitos mais
desenvolvidos, Adeodato (1987) ¢ duro nas criticas a Hernando e a outro autor, José Reis,
dizendo que os dois jornalistas fazem confusdo entre os termos Jornalismo Cientifico e
Divulga¢ao/Disseminagdo Cientifica, além de atribuir ao jornalismo cientifico fungdes que
nao lhe sdo proprias (1987, p. 59), sem considerar o fato que os dois divulgadores foram
atores na sedimentacao de tais conceitos. De fato, Reis ndo se preocupava em diferencia-los,
como afirma Bueno (1984, p. 20). Hernando, que ndo comentou na época nem mesmo
grandes diferengas entre Jornalismo Cientifico e Divulgagao Cientifica expressa o fato de nao
conhecer, naquele momento histérico, autoridades no assunto (1970, p. 24), mas nao se
absteve de descrever a caracteristica basica, que chamou de “segredo”, da Divulgagao
Cientifica que ¢ de “explicar as coisas dificeis com palavras faceis” (p. 25). Atualmente

Hernando adota as defini¢des de Pasquali.

No cenario da Divulgacdo Cientifica, José Reis tem uma funcdo muito mais

abrangente que Hernando, trabalhando ndo s6 como Jornalista Cientifico mas também como
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um divulgador em potencial. José Reis explorava diversas manifestagdes da Divulgacao
Cientifica e era um grande pensador do impacto da ciéncia na educacao. Crodowaldo Pavan
(2007), em livro de homenagem ao centenario de José Reis, destaca as atuacdes de seu amigo
Reis na educagdo, dentre elas a idealizacdo dos Clubes de Ciéncia que se tornaram realidade
pelo esforco do Ibecc'®. Neste capitulo, Pavan transcreve um texto de Reis intitulado A4
Divulgacdo Cientifica e o Ensino’” em que busca definir de modo abrangente a Divulgagdo

Cientifica. Para ele:

Nao se entendera por isso o simples noticiario que as agéncias estrangeiras
transmitem, de descobertas que acabam de ser feitas. Também nao se entendera por
isso o artigo ou reportagem sensacionalista, em que os fatos cientificos ou
supostamente cientificos sdo hierarquizados consoante o impacto que as noticias a
eles referentes possam produzir no publico. Por divulgacdo entende-se aqui o
trabalho de comunicar ao publico, em linguagem acessivel, os fatos e os principios
da ciéncia de uma filosofia que permita aproveitar o fato jornalisticamente relevante
como motivacdo para explicar os principios cientificos, os métodos de agdo dos
cientistas e a evolu¢do das idéias cientificas.

(Reis, 1999 apud PAVAN, 2007, p. 77)

O trecho acima foi escrito por Reis em fase posterior as definigdes de Pasquali e,
portanto, ja incorpora visdes que na década de 70 ainda ndo estavam sedimentadas, que foram
alvo das criticas de Adeodato. Em outra fase, Reis afirmou que a Divulgagao Cientifica era “a
veiculacdo em termos simples da ciéncia como progresso, dos principios estabelecidos, das
metodologias que emprega”'® (1982 apud MASSARANI, 1998), sendo que no mesmo ano ja
distinguia Jornalismo Cientifico e Divulgacdo Cientifica, considerando o primeiro termo um
subconjunto do segundo'’ (apud BUENO, 1984, p. 21). Reis também discorre sobre as

fungdes atribuidas a Divulgacao Cientifica e diz que a mesma

[...] realiza duas fungdes que se completam: em primeiro lugar, a fungdo de ensinar,
suprindo ou ampliando a fun¢o da propria escola; em segundo lugar, a fungdo de
fomentar o ensino. Essa tltima fun¢do desdobra-se em varias outras, como despertar
o interesse publico pela ciéncia ¢ assim forcar, mediante pressdes pelas quais
normalmente se exerce a vontade popular nas democracias, a elevagcdo do nivel
didatico das escolas; despertar vocagdes e orientd-las; estimular o amadorismo
cientifico, onde ele tenha cabimento, amadorismo esse que pode constituir
apreciavel reserva da forca de trabalho cientifico de uma nagao.

(1999 apud PAVAN, 2007, p. 79-80)

' Instituto Brasileiro de Educagio, Cultura e Ciéncias — érgio vinculado 8 UNESCO.

'7REIS, J. A Divulgagdo Cientifica e Ensino. In: KREINZ, G.; PAVAN, C. (org.). Idealistas Isolados: ensaios
sobre Divulgacao Cientifica. Sdo Paulo: NJR-ECA/USP, 1999.

'8 REIS, J. Professor José Reis: um divulgador da ciéncia. Ciéncia Hoje, Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira
para o Progesso da Ciéncia, v. 1., n. 1, p. 77-78, jul.-ago./1982. p. 78.

19 REIS, J. O caminho de um divulgador. Ciéncia e Cultura. Sao Paulo, SBPC, 34 (6): 800-16, 1982.
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Nos dias atuais as definigdes de Pasquali sio amplamente aceitas, mas sabemos que
defini¢des sdo sempre tentativas de delimitagdes e que dificilmente conseguiremos, em
poucas linhas, abarcar o conceito como um todo e, além disso, as barreiras das linguas
também colaboram com esse fato. Deste modo, os termos amplamente utilizados em outros
paises ndo sdo tradugdes literais dos que usamos e, consequentemente, podem apresentar

ideias também diferentes.

Segundo Massarani (1998, p. 15) a traducgao literal do termo mais utilizado em inglés
para o que chamamos de Divulgagdo Cientifica ¢ “popularizagdao da ciéncia” e, em frances,
“vulgarizacado da ciéncia”. Massarani, consciente destas limitag¢des, justifica que sua busca por
conceitualizacdes ndo procura uma “defini¢do limitada e restritiva” do tema e que ‘“nas
defini¢des que surgem, ha pontos em comum, outros controversos” (p. 14). Assim, a autora
resgata outras defini¢des e cita, por exemplo, uma defini¢ao de difusdo cientifica, mais ampla
que a de Pasquali, utilizada entre os historiadores da ciéncia que seria “o envio de quaisquer
mensagens com conteudo cientifico, especializadas ou nao” (p. 18), definicdo esta

apresentada por Petitjean®.
Ja Roqueplo®' afirma que Divulgacio Cientifica é

[...] toda atividade de explicagdo e de difusdo dos conhecimentos, da cultura e do
pensamento cientifico e técnico, sob duas condi¢des. A primeira delas é que essas
explicagdes e essa difusdo do pensamento cientifico sejam feitas fora do ensino
oficial ou de ensino equivalente. A segunda condigdo imposta por ele € que tais
explicagdes extra-escolares ndo devem ter como objetivo formar especialistas, nem
mesmo aperfeicoa-los em sua propria especialidade .

(1974 apud MASSARANI, 1998, p.19)

Neste trabalho, resiste-se em adotar uma definicdo como a correta, pois sabe-se dos
problemas que regem as tentativas de delimitagcdo, no entanto, de modo geral, entende-se por

Divulgagao Cientifica

o envio de mensagens recodificadas, de carater cientifico e técnico ou que tem
relagdo com a producao de conhecimento, de modo a ficarem mais inteligiveis
ao publico receptor. Também entende-se que a Divulgacao Cientifica atua no

campo da educagdo ndo-formal ou informal.

Considerando a visao de Bueno (1984, p. 14) em relagdo a difusdo cientifica, que

recusa a limitagdo imposta por Pasquali e entende que a difusdo engloba divulgacdo e

20 PETITJEAN, P.; JAMI, CL; MOULIN, A.M. Sciences and Empires. Dordrecht: Klower Academic
Publishers, 1992.
2l ROQUEPLO, Philippe. La partage du savoir. Paris: Editions du Seuil, 1974.
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disseminagdo, pergunta-se quando uma atividade de difusao cientifica deixa de se considerada
de Divulgagao Cientifica. Parece ser uma visdo consensual de que a Divulgagdo Cientifica se
faz presente fora da escola, porém, o que ¢ estar “fora da escola”, ou ainda fora da educagao

formal?

Imaginemos uma escola que leve seus estudantes para visitar uma exposi¢do sobre as
descobertas de Einstein. A Divulgacao Cientifica esta ou nao envolvida? A situagdo se passa
fora do espago fisico da escola, porém, sob sua regéncia. Baseando-se nas obras dos autores
até aqui mencionados, ¢ de se esperar que a maior parte deles concorde que a Divulgagao
Cientifica ndo esteja envolvida, pois mesmo fora do espaco fisico, ainda faz parte da
formalidade escolar. Pierre Fayard®, por exemplo, é outro pesquisador que exclui, em sua
defini¢do, atividades relacionadas ao ensino (apud MASSARANI, 1998, p. 17), deixando

subentendido que se refere a educacao formal.

Entende-se ser possivel que a educa¢ao ndo-formal aconteca simultaneamente a
educagao formal, mesmo dentro das atribui¢des formais da escola, dependendo somente da
intencdo de quem propde a atividade educacional. Fazendo um comparativo percebe-se que,
com esta visdo, nao ¢ possivel distinguir se a situacao acima mencionada envolve ou nao a
Divulgacao Cientifica. Afinal, ndo se sabe a intencdo do professor que levou seus alunos a
exposicao. Estd no curriculo de sua escola que seus alunos identifiquem as descobertas de
Einstein? Ou a exposi¢ao colaborard na constru¢do de um contexto com o objetivo de criar

significados relacionados aos conceitos da Teoria da Relatividade, que esta no curriculo?

Diante dos propositos desta pesquisa, define-se que se a resposta da primeira pergunta
for positiva, entdo a atividade educacional em questdo ndao serd considerada como de
Divulgacao Cientifica, sendo assim considerada se somente a resposta da segunda for

positiva.

Todavia, cabe ressaltar, que a exposicdo continuara sendo considerada como de

Divulgagao Cientifica, independentemente dos objetivos da visita daquele determinado grupo.

Assim, a Divulgagdo Cientifica ¢ reservada ndo s6 para situagdes que estejam fora da

educagao formal, mas também para as que estiverem intimamente relacionadas a ela.

2 FAYARD, P. La Communication Scientifique publique — De la Vulgarization 4 la médiatisation. Lyon:
Chronique Sociale, 1988. p. 11-12.
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2.3. DIVULGACAO CIENTIiFICA COMO PROCESSO EDUCACIONAL

As pesquisas que tratam do ensino das geometrias ndo-euclidianas e que serdo
expostas posteriormente estdo quase que exclusivamente inseridas em um contexto formal de
ensino, porém, tem-se interesse também em atividades educacionais que extrapolam este
contexto. Como nao foi possivel encontrar pesquisas com um foco para um publico de ndo-
especialistas e extraescolar, ndo se tem muitas bases para afirmar se seria possivel ensinar tais

conceitos para um publico nao escolar e nao especializado.

Acredita-se que, quando as acdes de Divulgagao Cientifica atingem seu publico, entdao
cria-se um ambiente propicio a aprendizagem. Assim, se hd a intencdo de ensinar as
geometrias nao-euclidianas, seria interessante analisar a possibilidade de se utilizar a
Divulga¢ao Cientifica para esta finalidade. Dessa forma, faz-se necessario ter uma visao mais

detalhada sobre o processo de Divulgagao Cientifica.

Calvo Hernando (1970) fala do carater educacional do jornalismo cientifico, que pode
se estender a toda Divulgacao Cientifica, ja que na época de seus escritos nao se diferenciava
com clareza Divulgacdo Cientifica e jornalismo cientifico. Porém todas as defini¢oes de
Divulgagao Cientifica aqui apresentadas, incluindo a adotada neste trabalho, afirmam que a
Divulgagao Cientifica ¢ apenas o envio de mensagens com o objetivo de tornar mais acessivel
ao publico receptor o fato cientifico. Aqui percebe-se que a Divulgacdo Cientifica continua
sendo assim considerada mesmo que ndo atinja seu publico, ou seja, um artigo pode ser de
Divulgacao Cientifica mesmo que ninguém o leia. Além disso, mesmo que seu publico leia,
na maior parte das vezes este processo de aprendizagem estard mais vinculado a educagao
informal, pois sabe-se que a maioria das midias impressas de Divulgacao Cientifica ndo t€m a
intencdo primeira de promover uma atividade educacional sistemdtica e organizada, mas

apenas de divulgar o fato cientifico.

Assim, mesmo possuindo um carater educacional, a Divulgacao Cientifica ndo garante
a realizagdo de um processo de aprendizagem formal ou ndo-formal. Mas o que garante que a

Divulgagao Cientifica promova de fato um processo educacional?

A pesquisa de Renata Ribeiro (2007), apresentada em sua dissertagdo de mestrado,
utilizou artigos de Divulgacao Cientifica relacionados a sua area de especializagdo, a Fisica, e
deste modo garantiu que o potencial pedagdgico destes textos fosse utilizado, contribuindo
também para uma contextualizacao diferenciada dos conceitos fisicos em um ambiente formal

de ensino. Em outras palavras, os textos possuiam um cardter educacional, mas somente
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quando os inseriu em atividades sistematicas e organizadas (formal ou nao-formal) que foi

possivel garantir que um processo educacional de fato existisse.

Ja os museus de ciéncia sempre garantem um contato com o publico, o que significa
que algum tipo de aprendizagem estard garantido. Além disso, as exposi¢des de cunho
cientifico também apresentam atividades sistemdticas e organizadas, embora o fator

sistematico seja reduzido, principalmente no que diz respeito a ideia de continuidade.

Tanto os textos de Divulgagao Cientifica que sdo utilizados em sala de aula como as
exposi¢des que possuem cunho cientifico, sdo atividades consideradas como de Divulgagao
Cientifica que conseguem produzir um processo educacional, assim, ¢ possivel verificar
pontos em comum que sdo candidatos a ser caracteristicas indispensaveis para a existéncia

deste processo.

Identificou-se que atividades de Divulgagao Cientifica que atuam como um processo

educacional normalmente possuem as seguintes trés caracteristicas:

e Interagdo entre individuos
e Atividades organizadas e sistematicas

e Niveis de aprofundamento da mensagem

A interagdo entre individuos ¢ sempre lembrada quando se pensa no processo de
aprendizagem, pois parece ser um requisito basico e necessario para que a construcao do
conhecimento seja efetiva. Existem varias teorias da aprendizagem que apontam a interagao
como um fator indispensavel. Seja a Epistemologia Genética ou o Sécio-interacionismo, a
interacdo sempre aparece. Entende-se que qualquer teoria que procura explicar a maneira
como as pessoas aprendam possua sua validade, mas adota-se que tais teorias precisam
assumir que haja interagdes com outras pessoas ou com o meio € aqui tais relagdes serdo

chamadas, simplificadamente, de interagdo entre individuos.

Esta caracteristica garante que a acdo de Divulgagdo Cientifica atinja seu publico. Por
exemplo, no momento em que alguém 1€ um artigo de divulgagdo cria-se uma interacao entre

a pessoa que escreveu e a pessoa que 1€. Portanto, a interacdo também acontece a distancia.

As atividades organizadas e sistemdticas aparecem na defini¢do aqui apresentada de
educagao nao-formal, ndo por serem exclusivas desta modalidade, mas por entender que ¢ isto

que define um processo educacional, seja formal ou nao. Esta definicdo exclui as
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aprendizagens na educacao informal, sendo portanto um termo conveniente para a finalidade

desta pesquisa.

Para que a Divulgagao Cientifica faca parte de um processo educacional, ¢ necessario
que esta se enquadre no que se define como educacdo ndo-formal. Assim, exclui-se a
Divulgagao Cientifica que esteja altamente relacionada com a educagao informal e com pouca

ou nenhuma relagdao com as outras duas.

Considerando a classificacao aqui apresentada, uma noticia dada em um jornal sobre
um fato cientifico s6 passaria a atuar em um processo educacional se o texto for utilizado em
outra instdncia que possua as outras caracteristicas, tem-se como exemplo as atividades de

Ribeiro (2007) ja citadas.

Os niveis de aprofundamento da mensagem sao os distanciamentos ou aproximagdes
. . , , . 23 ~ .

do conhecimento cientifico que ¢ foco do processo educacional™ em questdo, ou seja, quanto
mais o conceito cientifico sofre reducdes de linguagem para se adaptar ao publico, o nivel de
aprofundamento ¢ menor. Por exemplo, para um certo publico ¢ possivel definir o triangulo
dmega®* da geometria hiperbélica e estudar suas propriedades, mas ja para outro publico seria
melhor evitar esses termos, dizendo que apenas existe uma regido que tem caracteristicas
idénticas as de uma regido triangular. Para cada publico, as informacdes devem ser

apresentadas de maneiras diferentes ou até mesmo omitidas.

Tradicionalmente, a Divulgagao Cientifica ocupa-se em atingir a totalidade do publico
receptor, buscando a massificagdo, no entanto, entende-se nesta pesquisa que ¢ impossivel
atingi-lo em sua totalidade e sempre ha a necessidade de se escolher uma fatia do publico
total, que se torna um novo publico. Este talvez seja o principal fator que justifica que a
Divulgacao Cientifica ndo garante um processo educacional, pois sabe-se que a agdo
educativa tem como foco o individuo e assim, € necessario também que a acdo de Divulgacao

Cientifica seja a ele adaptada.

O publico de nao-especialistas divide-se, para cada area do conhecimento, em grupos
que necessitam de niveis de aprofundamento da mensagem diferenciados, pois sabe-se que

normalmente ¢ mais facil um leitor assiduo interiorizar um termo técnico do que uma pessoa

» Este conceito se aproxima ao da Transposicdo Didatica de Yves Chevallard. No entanto, os niveis de
aprofundamento da mensagem abarcam de forma abrangente a educagdo formal. Espera-se em um trabalho
posterior investigar as relagdes entre esses dois conceitos.

** Na geometria hiperbolica, duas retas paralelas possuem um comportamento assintotico, ou seja, se aproximam
cada vez mais, de modo que distdncia entre elas, no limite, seja zero. Assim, costuma-se dizer que essas retas se
encontram em um ponto ideal no infinito. Um tridngulo em que um de seus vértices € um ponto ideal é chamado
de tridngulo omega.
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que nao faz da leitura uma atividade diaria e, portanto, a reducao da linguagem de um texto de

Divulga¢ao Cientifica para que o mesmo fique mais inteligivel pode ser menor.

Sabendo da importancia destas trés caracteristicas para que uma ac¢ao de Divulgacao
Cientifica atue como um processo educacional, espera-se que as agdes educativas que se

utilizem da Divulgagao Cientifica zelem pela existéncia destes fatores.

2.4. O ENSINO DAS GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS

Trata-se aqui sobre a possibilidade das geometrias ndo-euclidianas serem inseridas em
propostas pedagogicas. Discute-se o que se entende por geometria nao-euclidiana, alguns
pontos de vista sobre seu ensino e relagdes com a formacgdo inicial do professor de

Matematica.
2.4.1. O termo geometria nao-euclidiana

As geometrias nao-euclidianas sdo assim chamadas em contraposi¢do a geometria de
Euclides e o seu surgimento no século XIX marcou uma grande revolucdo no pensamento
geométrico. A possibilidade da criacdo de mais de uma geometria perturbou as bases do
conhecimento matematico e estabeleceu a geometria como um sistema axiomatico que nao
depende de nossa percep¢ao de mundo. Para um panorama mais aprofundado sobre o

surgimento das geometrias nao-euclidianas, sugere-se a leitura do capitulo 3.

O nascimento dessas geometrias comegou quando Lobachevsky e Bolyai substituiram
o quinto postulado de Euclides®, ou postulado das paralelas, por uma das possibilidades de
sua negagao. O quinto postulado de Euclides, na formulagao de Playfair, diz que se sdo dados
uma reta e um ponto fora dela, entdo existe uma unica reta paralela a primeira que passa por
este ponto. A negacgdo desta afirmacao seria, se sdo dados uma reta e um ponto fora dela,
entdo ndo existe nenhuma reta paralela a primeira que passa por este ponto ou existem duas
ou mais. A geometria Lobachevskyana adota a existéncia de duas retas paralelas®™ e, esta
geometria passou a ser conhecida como hiperbdlica, sendo que a eliptica adota a inexisténcia

de paralelas.

Na primeira metade do século passado Amoroso Costa (1929) definiu as geometrias

ndo-euclidianas como

25 v ,
Vide subcapitulo 3.1.

26 . . A . . . .. - . . .
Isso implica a existéncia de infinitas retas paralelas. A maioria dos autores nao classifica essas outras infinitas

retas que ndo cruzam a reta dada como paralelas, mas sim como ndo-secantes.
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qualquer dos systemas deductivos construidos sobre a negacdo do chamado [quinto]
postulado de Euclides, conservadas e completadas [..] as demais proposi¢des
primitivas de Euclides

(AMOROSO COSTA, 1929, p.201, grifo do autor)

Porém, afirma que sé define as geometrias ndo-euclidianas dessa forma porque tem
ciéncia de que este era o termo usado habitualmente, mesmo sabendo que, a rigor, o termo
deveria ser usado para toda “geometria entre cujos postulados se encontre algum em
contradicdo com qualquer dos postulados euclidianos, € ndo apenas com o das parallelas”

(1929, p. 201).

As Diretrizes Curriculares da Educagao Basica do Estado do Parana adotam a segunda
interpretagdo de Amoroso Costa e entendem que as geometrias ndo-euclidianas abarcam

também:

geometria projetiva (pontos de fuga e linhas do horizonte); geometria topoldgica
(conceitos de interior, exterior, fronteira, vizinhanga, conexidade, curvas e conjuntos
abertos e fechados) e nog¢ao de geometria dos fractais.

(PARANA, 2008, p.56)

Sobre este fato, Santos afirma que
A proposta das DCE*’ para Geometrias ndo-euclidianas na Educacio Bésica ndo se
refere apenas as geometrias que historicamente s3o denominadas como tais, ou seja,

a Geometria Hiperbolica e a Eliptica, mas, a qualquer geometria que negue pelo
menos um dos cinco postulados de Euclides.

(SANTOS, 2009, p.14)

Assim, em consonancia com as tendéncias aqui expostas, uma geometria nao-

euclidiana é

qualquer geometria que possua algum axioma em contradicdo a qualquer

axioma euclidiano.

Mesmo considerando esta ampla definicdo de geometria ndo-euclidiana, enfatiza-se
que o principal interesse nesta pesquisa esta voltado as geometrias hiperbodlica e eliptica

devido o carater historico de seu surgimento.

2.4.2. A possibilidade de ensino das geometrias nao-euclidianas

O aprendizado das geometrias ndo-euclidianas, principalmente se iniciado pelas
tentativas de prova do quinto postulado, envolve um grau de abstracao razoavelmente elevado

e exige uma certa familiaridade com muitas ferramentas matematicas. Esses sdo dois motivos

27 [y poapp . 5 Tyrs
Diretrizes Curriculares para a Educagido Basica
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que contestam a real possibilidade do ensino dessas geometrias para nao especialistas. No
entanto, atualmente tem-se conhecimento de muitas experiéncias bem sucedidas para publicos
escolares, o que, aparentemente, poderia soar como uma contradicdo. Assim, torna-se
necessario comparar estes contrapontos, investigando o que estd sendo ensinado sobre o
assunto para o publico escolar e sendo chamado de geometrias nao-euclidianas.

O carater formal®®

da geometria certamente ¢ um ponto fundamental para o contato
com essas geometrias € ¢ justamente este carater axiomatico que Hansen (1998, p.11)
desencoraja que faga parte do curriculo da educacao basica, mas ¢ firme ao defender que os
professores saibam ensinar a geometria axiomatica e afirma ainda que, embora a historia das
geometrias nao-euclidianas envolva ideias geométricas e constru¢des importantes e uteis,

raramente ¢ considerada no ensino contemporaneo da geometria (HANSEN, 1997, p.3).

Mas sera que para tomar contato com essas geometrias seria realmente necessario o
entendimento da geometria como um sistema axiomatico? Nao seria mais facil entender um
sistema axiomatico se se conhecer resultados de duas geometrias? A resposta a primeira
pergunta ¢, na verdade, muito simples: pelo menos no Brasil, o ensino da geometria
euclidiana na educagdo basica ndo ¢ iniciada a partir de axiomas e este ¢ um fato bastante
evidente, pois quase a totalidade dos livros didaticos do Ensino Fundamental apresenta
teoremas geométricos sem apresentar axiomas, € a deducdo apenas passa a ser exigida dos
estudantes gradativamente, ou seja, se ndo € necessario entender um sistema axiomatico para
tomar contato com a geometria euclidiana, certamente também nao sera para as geometrias
nao-euclidianas. J& a resposta da segunda pergunta fica aqui registrada para uma posterior
pesquisa, mas parece ter uma resposta afirmativa.

Hansen também afirma, entretanto, que “it is possible to present the construction of

the hyperbolic plane at secondary school level”

(1998, p.14). O autor da o enriquecedor
exemplo da possibilidade da pavimentacao do plano hiperbolico com qualquer poligono, fato
surpreendente e inteligivel para qualquer aluno do Ensino Médio com conhecimentos
geométricos basicos. Ou seja, o autor deixa claro que, mesmo sem apresentar o rigor do
sistema axiomatico, € possivel explorar significativamente o ensino dessas geometrias, pelo

menos a hiperbdlica.

28 . . . . L
O termo formal nesta frase se refere a formalidade matematica, que envolve um sistema axiomatico e provas.
Nao confundir com o formal de educagdo formal.
29 ; = . - . Lo .
¢é possivel apresentar a constru¢do do plano hiperbdlico no Ensino Médio (tradugdo nossa).
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Adrien Douady (1998, p. 28) acredita que um estudo detalhado da geometria
hiperbolica na educagdo basica nao ¢ aconselhdavel, mesmo sendo um objeto cultural
importante por provar a independéncia do postulado das paralelas. O autor admite que parte
dos estudantes dos anos finais da escolaridade poderiam compreendé-los, mas isto nao
justificaria seu ensino universal. Por outro lado, da a entender que um estudo que nao seja
detalhado pode ser interessante. Em relagdo a geometria esférica, Douady encara com
naturalidade a possibilidade de ensino de seus conceitos basicos para estudantes da educagao
basica e justifica o fato por ser possivel dar um tratamento euclidiano para a questao, mas que

dependeria de conhecimentos trigonométricos e de geometria espacial.

Krause (1986), que propde a inser¢ao de aspectos das geometrias nao-euclidianas na
educagdo basica, impde trés aspectos desejaveis que uma geometria nao-euclidiana deve

apresentar para que ela auxilie no entendimento da propria geometria euclidiana. Afirma que

to fully appreciate Euclidean geometry one needs to have some contact with a non-
Euclidean geometry. Ideally the non-Euclidean geometry chosen should (1) be very
close to Euclidean geometry in its axiomatic structure, (2) have significant
applications, and (3) be understandable by anyone who has gone through a
beginning course in Euclidean geometry.*

(KRAUSE, 1986, p.v)
Argumento semelhante aparece nas orientagdes curriculares propostas pelo National
Council of Teachers of Mathematics (NCTM) dos EUA intituladas como Curriculum and

Evaluation Standards for School Mathematics’"

College-intending students also should gain an appreciation of Euclidean geometry
as one of many axiomatic systems. This goal may be achieved by directing students
to investigate properties of other geometries to see how the basic axioms and
definitions lead to quite different and often contradictory results. For example, great
circles, which play the role of lines in spherical geometry, always meet. Thus, in
spherical geometry, instead of having exactly one line parallel to a given line
through a point not on the line, there are no such lines.*

(p.160 apud GUVEN; BAKI, 2010, p.993)

3% para apreciar plenamente a geometria euclidiana é necessério ter algum contato com uma geometria no-
euclidiana. Idealmente a geometria ndo-euclidiana escolhida deve (1) ser muito préxima a geometria euclidiana
em sua estrutura axiomatica, (2) ter aplicacdes significativas, ¢ (3) ser compreensivel a qualquer um que tenha
conhecimentos basicos em geometria euclidiana. (tradugao nossa)

*' NATIONAL Council of Teachers of Mathematics. Curriculum and Evaluation Standards for School
Mathematics. Reston: NCTM, 1989.

32 Alunos que pretendem ingressar no Ensino Superior devem reconhecer a geometria euclidiana como um dos
muitos sistemas axiomaticos. Esta meta pode ser atingida direcionando estudantes a investigar propriedades de
outras geometrias para perceberem que axiomas basicos e definicdes apresentam resultados completamente
diferentes e, muitas vezes, contraditorios. Por exemplo, circunferéncias maximas, que desempenham o papel de
retas na geometria esférica, sempre se intersectam. Assim, na geometria esférica, em vez de ter exatamente uma
reta paralela a outra que passa por um ponto, ndo existe nenhuma. (tradu¢ao nossa)
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Assim, a ideia de que conhecimentos basicos de outras geometrias podem colaborar na
compreensdo da geometria euclidiana parece ser sustentada por muitos pesquisadores. Se tal
ideia nao for consensual, outra ideia muito proxima parece se aproximar do consenso: o
professor de Matematica que tem conhecimento das geometrias ndo-euclidianas tera mais

ferramentas para ensinar a euclidiana. [zabel Bonete afirma que

o conhecimento das Geometrias ndo-euclidianas pode proporcionar aos futuros
professores um melhor preparo para que possam atuar no ensino fundamental e
médio com a disciplina de Matematica e, em especial, com o ensino de geometria.

(BONETE, 2000, p.230)

As pesquisas brasileiras t€ém apontado como produtiva a possibilidade de uma
apresentacao simultanea de conceitos basicos de geometrias ndo-euclidianas e euclidiana na
Matematica escolar. Mesmo quando as pesquisas ndo afirmam objetivamente esta
possibilidade dao a entender pelo contexto. Porém, tais pesquisas ainda se restringem a um

pequeno grupo de pesquisadores.

Bonete (2000), Pataki (2003), Martos (2002), Reis (2006) e Marqueze (2006) sdo
autores que apresentam em suas dissertacdes propostas de trabalho com as geometrias nado-
euclidianas para o publico escolar e, em todas elas, sdo ressaltados aspectos positivos de tais
experiéncias. No artigo que produziram, Kaleff e Nascimento (2004) também apresentam
uma extensa lista de atividades que podem ser utilizadas pelos professores no ensino dessas

geometrias.

Das obras consultadas, somente Brito (1995), Caldatto (2011) e Santos (2009),

abordam a questdao em um aspecto mais teérico, sem apresentar estudos de caso.

Lénart, mentor da mais famosa proposta de trabalho sobre a geometria esférica para os
ensinos Fundamental e Médio, tem tido sucesso nas aplicagdes de sua proposta. Boa parte de
suas atividades tém como foco alunos entre 10 e 15 anos (LENART, 1993) e os conceitos
desta geometria sdo constantemente comparados com os da geometria euclidiana, refor¢cando
assim a concepgao de que os conceitos de duas geometrias podem reforgar o entendimento da

propria geometria euclidiana.

Todos os autores citados neste subcapitulo reforcam a ideia da possibilidade de
insercdo das geometrias nao-euclidianas na educacao basica, uns com mais e outros com
menos restricdes. Assim, este trabalho, baseado nos autores citados, parte da premissa que o
ensino das geometrias nao-euclidianas para um publico nao especializado, principalmente

escolar, € possivel. Desta forma, resta investigar de que modo este ensino torna-se possivel.
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Admite-se, no entanto, que o foco sobre o contetido deve ser direcionado para cada
publico escolhido, por exemplo, ndo faz sentido enfocar as tentativas de provas do quinto
postulado de Euclides no 8° ano do Ensino Fundamental, sendo que sabemos que ¢ uma tarefa
ardua até mesmo para a 3* série do Ensino Médio, ou ainda, apresentar a soma dos angulos
internos de um tridngulo esférico para alguém que ainda ndo sedimentou o conceito de
angulo. Estes exemplos, apesar de serem Obvios, ilustram que a abordagem sobre cada
aspecto deve sempre considerar o receptor da mensagem. Chama-se este aspecto, neste
trabalho, de nivel de aprofundamento da mensagem e tal conceito sera explorado mais

adiante.

2.4.3. As geometrias nao-euclidianas e a formacao inicial do professor

de Matematica

Muitos autores, incluindo Santos (2009), Bonete (2000) e Caldatto (2011), denunciam
a auséncia das geometrias ndo-euclidianas no curriculo dos cursos de licenciatura em

Matematica.

Prestes (2006), em seu mestrado profissional, se propde a analisar o curriculo de
algumas universidades de Sao Paulo, e constata que apenas 4 das 10 que teve acesso

apresentam em seus curriculos o tema para futuros professores.

Independentemente se as geometrias ndo-euclidianas devem ou nao ser ensinadas para
um publico que ndo seja de especialistas em Matematica, ha muitos motivos para que um
especialista tenha conhecimento destas estruturas. O surgimento destas geometrias foi o
grande passo dado para modificar o conceito de verdade matematica, e segundo Eves, sua
criacdo “desferiu um golpe duro no ponto de vista da verdade absoluta em matematica”
(2004, p.545). Eves ainda afirma que houve uma libertacdo da geometria e que “despedagou-
se uma convicgdo secular e profundamente arraigada de que apenas uma geometria era
possivel e abriu-se o caminho para a criagdo de muitos outros sistemas geométricos” (p.544).
Esses argumentos reforcam a tese de que as geometrias nao-euclidianas deveriam ser um

conteudo obrigatdrio nos cursos de formagao inicial do professor de Matematica.

Recentemente conceitos basicos de geometrias nao-euclidianas passaram a fazer parte
do curriculo das escolas publicas do Estado do Parana (PARANA, 2008) e esta inser¢io fez
despontar problemas que eram facilmente previsiveis e, portanto, ja esperados. Como se sabe
da auséncia do conteudo na formagao dos proprios professores, que alids nao se restringem

somente as geometrias nao-euclidianas mas também a euclidiana (PAVANELLO, 1989),
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estes terdo dificuldades de ensinar tais conhecimentos a seus alunos e, portanto, tem-se um
problema a ser solucionado. Pelo menos neste Estado, as universidades que omitirem os

conceitos em seus curriculos serdo formalmente negligentes.

Como ha muitas vozes de pesquisadores denunciando a falta de uma disciplina
especifica sobre as geometrias ndo-euclidianas nas universidades, suspeita-se que ha uma

tendéncia de as universidades, de fato, inseri-las.
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3. O SURGIMENTO DAS GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS

Como ja dito, o surgimento das geometrias ndo-euclidianas ¢ um dos episddios mais
bem documentados na historia da ci€ncia. Desta forma se torna muito dificil dar uma atencao

completa a um assunto tdo amplo.

Aqui sera apenas discutido alguns fatos ou conceitos que se adaptam as finalidades
deste texto e que podem ser facilmente encontrados em livros que possuem um viés historico
como o de Roberto Bonola (1912), Marvin Jay Greenberg (1994), Michael O’Leary (2010) ou
Boris Rosenfeld (1988). Ressalta-se no entanto que € possivel encontrar textos historicos para
embasar outras pesquisas relacionadas. Aos leitores que buscarem assuntos mais especificos,
sugere-se a consulta do livro de Sommerville (1911), que mapeou muitos trabalhos
produzidos at¢ o comego do século XX que tinham relacio com as geometrias nao-
euclidianas e com espacos n-dimensionais, que estd sob dominio publico e disponivel na

internet.

O foco deste subcapitulo estd na discussdo dos primeiros trabalhos que favoreceram o
surgimento das geometrias ndo-euclidianas, principalmente nos que relacionam com o

postulado das paralelas.

3.1. EUCLIDES E O POSTULADO DAS PARALELAS

Por volta do ano 300 a.C., o matematico Euclides escreveu um livro que se tornaria a
principal referéncia matematica da humanidade nos dois mil anos subsequentes: Os
Elementos. No livro 1 de Os Elementos a geometria ¢ explorada com uma estrutura

. 7, . . " ~ 1 .
axiomatica, ou seja, apresenta postulados e axiomas (nogdes comuns ) e, a partir destes

enunciados, deduz-se outras proposi¢des, que chamamos de teoremas.

Euclides, nos Elementos (2009) introduz cinco postulados utilizando a concepgao
corrente em sua €poca, que seriam “verdades evidentes” que justificam, portanto, a auséncia
de demonstracdo. A partir destes cinco postulados todo o conhecimento geométrico seria

demonstrado.

Euclides enuncia assim seus postulados:

! Atualmente ndo se faz mais distingdo entre postulados e axiomas. Provavelmente Euclides entendia que um
axioma era uma verdade evidente que se relaciona com o conhecimento de uma maneira ndo especifica. Em
outras palavras, os axiomas apresentados ndo eram exclusivos para o estudo do objeto em questdo, no caso a
geometria.
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1. Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
E, com todo centro e distincia, descrever um circulo.

E serem iguais entre si todo os angulos retos.

U

E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, fagca os angulos interiores ¢ do
mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas,
ilimitadamente, encontrarem-se no lado do qual estdo os menores que dois
retos.

(EUCLIDES, 2009, p. 98)

O quinto postulado de Euclides, que aqui também ¢ chamado de postulado das
paralelas’, sempre despertou o interesse de matematicos por ndo ser tdo evidente quanto os
outros ¢ isso alimentou o desejo destes de concluirem, de forma definitiva, se tal postulado

pode ser uma consequéncia dos outros quatro, sendo, na verdade, um teorema.

A figura abaixo ilustra o quinto postulado de Euclides. O postulado diz que se

a + f < 180, entdo as retas r e s irdo se encontrar.

Figura 1: Quinto Postulado de Euclides

Atualmente ¢ praticamente consenso que o proprio Euclides suspeitava que seu quinto
postulado pudesse ser demonstrado a partir dos outros quatro e o principal argumento que
corrobora para tal afirmacdo ¢ que a utilizacdao deste postulado parece ter sido postergada na
escrita dos Elementos. O quinto postulado somente ¢ utilizado na demonstracao da proposi¢ao
29 do livro I, sendo que as proposi¢des imediatamente anteriores poderiam ter sido facilmente
demonstradas se o quinto postulado tivesse sido considerado. Para muitos estudiosos,
Euclides apenas lancou mao do quinto postulado quando este se tornou indispensavel. Pode-
se perceber melhor este fato na tabela apresentada por Vitrac® (apud BONGIOVANNI;
JAHN, 2010, p.43) em que mostra a dependéncia de cada proposicao do livro I de Os

%0 termo postulado das paralelas é muitas vezes utilizado apenas para o enunciado de Playfair. O enunciado de
Playfair pode ser dado assim: dada uma reta ¢ um ponto fora dela, existe uma Unica paralela a esta reta que passa
por este ponto.

*In: EUCLIDES. Les Eléments. Traducdo para o francés de Bernard Vitrac. Paris: Presses Universitaires de
France, 1994.
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Elementos de Euclides, em relagdo aos postulados, as nogdes comuns, as definigdes e as

outras proposigoes.

A Tabela 1: Livro I dos Elementos — dependéncias dos postulados mostra que todas as

proposi¢des apds a de numero 29, exceto a 31, sdo dependentes do quinto postulado,

sugerindo que o livro tenha sido estruturado de forma a evitar a utilizagdo precoce deste.

Assim sendo, muitos matematicos tentaram ‘“‘provar” o quinto postulado e muitas

dessas tentativas podem ser encontradas nos trabalhos de Bonola (1912) e de Rosenfeld

(1988), autores fundamentais para este trabalho. Pelo fato de estas obras serem bastante

completas a0 mencionar tais tentativas de demonstracdo, aqui nao se tem a pretensao de

discuti-las em detalhe, ficando o convite de consulta destas obras ao leitor interessado.

18 Q 8 8 18 Q ©n g Q
S8 |2 |3 ks gleg| &S il

S O & =} e & 3= 2 O &
~ | /8 | = |~ ~ £ | 8] & |2 £

1 15,20 1,3 1 25 4,24

2 15,20 1,23 (1,3 1 26 1 1,8 |3,4,16

3 15 3 1 2 27 |23 |2 16

4 7,9 28 4 1,2,3 | 13,15,27

5 1,2 3 3,4 29 |23 2,5 |1,24]13,15

6 1 8 3,4 30 1 27,29

7 1 8 5 31 1,2 23,27

8 7 7 32 2 1,2 13,29,31

9 |20 1 1,3,8 33 1 4,27,29

10 | 20 1,4,9 34 1 2 4,26,29

11 | 10,20 1 1,2,3,8 35 1,2,3 | 4,29,34

12 | 10,15 1,3 8, 10 36 1 1 33,34,35

13 | 10 1,2 11 37 2 6 31,34,35

14 2,4 1,2,3,8 | 13 38 2 6 31,34,36

15 4 1,2,3 | 13 39 1 1,8 31,37

16 1,2 |8 2,3,4,10,15 40 1 1,8 31,38

17 2 4 13,16 41 1 1,2 | 34,37

18 1 8 3,5,16 42 1 1,2 10,23,31,38,41
19 5,18 43 1 2,3 34

20 1,2 |8 2,5,19 44 1,25 1,8 15,29,30,31,42,43
21 2 4 16, 20 45 1 1,2 14,29,30,33,34,42 .44
22 | 15 1,3 1 2,3,20 46 |22 |4 1,3 2,3,11,29.31,34
23 1 8,22 47 1,4 1,2,5 | 4,14,30,31,41,46
24 1 1,8 2,4,5,19,23 48 1 1,2 2,3,8,11.47

Tabela 1: Livro I dos Elementos — dependéncias dos postulados
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O mais antigo registro de tentativa de prova do enunciado do quinto postulado ¢ de
Proclo (410-485), cuja obra se tornou uma das principais fontes sobre a geometria grega. Em
relagdo ao quinto postulado, afirma que nao se pode descartar a possibilidade de uma reta se
aproximar a outra assintoticamente, ou seja, se aproximar cada vez mais € mesmo assim
nunca a intersectar, e cita como exemplo a hipérbole, que possui esta caracteristica, ilustrada

na Figura 2 (GREENBERG, 1994).

Figura 2: Hipérbole

Proclo faz uma anélise critica de outros matematicos que antes dele se empenharam na
tarefa de demonstrar o enunciado do quinto postulado, apontando suas falhas. Afirma que o
primeiro a tentar “provar” o quinto postulado foi Possidonio® (século I), porém, ao definir
retas paralelas como equidistantes no plano, este assumiu o quinto postulado sem perceber,
pois sdo proposi¢des equivalentes. O segundo teria sido Claudio Ptolomeu, que procurou
provéa-lo por absurdo, no entanto cometeu um erro ldgico ao concluir que uma afirmagao era
um absurdo, sem no entanto encerrar em si uma contradicio (BONOLA, 1912; SOUZA,
1993). Proclo, no entanto, ao tentar demonstrar o enunciado do quinto postulado comete uma
falha similar a de Ptolomeu, pois assume em sua tentativa de demonstracao uma hipdtese que

pode ser deduzida a partir do quinto postulado (BONOLA, 1912, p.5).

Outra célebre tentativa de prova citada por Bonola (1912) ¢ a de Aganis, tentativa esta
publicada no livro Introdugdo ao Primeiro Livro de Euclides, de Simplicio (século VI), no

entanto, mais uma vez utiliza-se do fato que duas paralelas devem ser equidistantes.

As contribui¢des dos arabes a pesquisa da independéncia do postulado das paralelas
foram consideraveis, além de serem determinantes para as posteriores pesquisas no
renascimento. Bonola (1912) faz poucas citagdes aos trabalhos arabes, porém Rosenfeld

(1988) aborda a questdo com maior profundidade, sendo este ponto um grande diferencial do

* Segundo Rosenfeld (1983, p.15), ha evidencias suficientes para acreditarmos que Arquimedes tenha sido o
primeiro a tentar provar o enunciado do quinto postulado poucas décadas apoés a publicagdo dos Elementos de
Euclides, mas sua obra sobre o assunto se perdeu.
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livro de Rosenfeld em relagdo ao de Bonola. Ha ainda outro diferencial que seria a propria
abordagem matematica do tema, pois as geometrias ndo-euclidianas se desenvolveram ao

longo das varias décadas que separam a publicagdo dos dois livros”.

Segundo Bonola (1912), o comentarista Al-Nairizi (século IX) toma por base os
escritos de Simplicio que apresenta a tentativa de prova de Aganis como correta. Nasir al-Din
Tusi (1201-1274) € o primeiro arabe citado pelo autor a se dedicar a tentar provar o postulado
das paralelas, e assim o faz ampliando a proposta de Aganis e utilizando a soma dos angulos
internos de um triangulo®, porém, como aponta O’Leary (2010, p.151), sem justificar alguns

de seus passos.

O primeiro grande passo que deu abertura para a criagdo das geometrias nao-
euclidianas apos as primeiras tentativas de prova do enunciado do quinto postulado talvez
tenha sido dado por John Wallis (1616-1703), pois ele apresentou um novo postulado e, a
partir da geometria neutra e seu postulado, deduziu o enunciado do quinto postulado
(O'LEARY, 2010). Na pratica, Wallis apenas substituiu um postulado por outro, mas esse ato
se tornou um grande exemplo aos matematicos que o sucederam nesta tarefa. No entanto, o
trabalho de Wallis apresenta seu postulado como uma nogio comum’ (ROSENFELD, 1988,
p.97).

O postulado de Wallis diz que existem figuras semelhantes a outra dada de qualquer
magnitude que se deseja (SOUZA, 1993). Wallis argumentou que apenas propds um
postulado andlogo ao terceiro de Euclides, que “postulou a existéncia de um circulo e raios
arbitrarios e, portanto, admitiu tacitamente o principio de semelhanca de circulos” (p.79). De
forma equivalente, pode-se afirmar apenas que existem dois tridngulos semelhantes e nao

congruentes ou, como exposto por Greenberg (1994, p.152):

Postulado de Wallis: Dados um tridngulo AABC e um segmento DE, entdo

existe um triangulo ADEF semelhante ao triangulo AABC.

A primeira edi¢do do livro de Bonola foi em 1906 ¢, da de Rosenfeld, foi em 1976.

% A soma dos 4ngulos internos de um tridngulo igual a dois 4ngulos retos é uma afirmagio equivalente ao quinto
postulado.

’ Euclides considera que os axiomas ou no¢des comuns sio mais abrangentes que os postulados, nio se referindo
unicamente ao conhecimento especifico (constru¢des geométricas) que estavam sendo propostas. Embora
atualmente postulados e axiomas sejam considerados sindmimos, Wallis ainda fazia a distin¢do de Euclides.
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O postulado de Wallis ¢, como ja dito, equivalente ao quinto postulado de Euclides e,
portanto, sua tentativa nao eliminou a necessidade de prova da independéncia do quinto

postulado.
3.2. SACCHERI

O jesuita italiano Girolamo Saccheri (1667-1733) tem seu nome registrado como um
dos principais precursores das geometrias ndo-euclidianas. Saccheri, em seu trabalho
intitulado Euclides ab omni naevo vindicatus critica a tentativa de Wallis e de Nasir al-Din
Tusi (ROSENFELD, 1988, p.98) e procura demonstrar que o quinto postulado de Euclides
seria uma consequéncia dos quatro primeiros postulados, explorando algumas hipdteses que

mais tarde ficaram conhecidas apenas como as trés hipoteses.

Saccheri construiu um quadrildtero com dois lados opostos congruentes e
perpendiculares a mesma base, como na Figura 3, figura esta que hoje ¢ conhecida como
quadrilatero de Saccheri. Este matematico provou que se os dois outros angulos fossem retos,
entdo o enunciado do quinto postulado seria verdadeiro. Assim, bastaria provar que estes

angulos eram de fato retos.

[ 1] []

Figura 3: Quadrilitero de Saccheri

Rapidamente € possivel concluir que os outros dois angulos do quadriladtero de
Saccheri sao congruentes, restando apenas obter a medida de um destes angulos. Como tais

angulos sdao congruentes, entdao so ha trés hipoteses em relagdo aos angulos:

e sdo obtusos
e 330 retos

e 530 agudos

A figura abaixo ilustra as hipoteses:
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Hipotese do Hipotese do Hipdtese do
angulo reto angulo agudo angulo obtuso

Figura 4: As Trés Hipéteses

Ressalta-se que tanto na Figura 4 quanto nas proximas figuras deste capitulo, as retas

serdo representadas como curvas euclidianas. Na figura acima, por exemplo, s6 ha segmentos

de retas.

A estratégia de Saccheri consistia em assumir as hipdteses do angulo obtuso e a do

agudo, uma a uma, como verdadeiras e a partir disso, encontrar contradicdes. Assim, somente

a hipotese do angulo reto seria possivel, provando o enunciado do postulado das paralelas.

Michael O’Leary traz em sua obra um capitulo inteiro dedicado a apresentagao das

ideias centrais de Saccheri em Euclides Vindicatus (O'LEARY, 2010, p.323-352).

Saccheri demonstra, considerando o quadrilatero de Saccheri ABCD, com DAB e

ABC retos, e AD = BC, que:

Os dois outros angulos do quadrilatero sdo congruentes.

O segmento formado pelos pontos médios de AB e CD ¢é perpendicular a AB e CD

A hipétese do angulo reto sera verdadeira se, e somente se, CD for congruente a AB. A
hipétese do angulo agudo sera verdadeira se, e somente se, CD for maior que AB. A
hipétese do angulo obtuso serd verdadeira se, e somente se, CD for menor que AB.

Se existir um quadrilatero de Saccheri ABCD que satisfaz a hipdtese do angulo agudo,
entdo todos os outros quadrilateros de Saccheri também satisfardo a hipotese do
angulo agudo. O mesmo acontece com as outras duas hipdteses e, portanto, apenas
uma das trés hipoteses pode ser verdadeira.

A soma dos angulos internos de um triangulo serd igual a soma de dois retos se a
hipétese do angulo agudo for verdadeira, serd menor que a soma de dois retos para a
hipétese do angulo agudo e maior que a soma de dois retos para a hipotese do angulo
obtuso.

A hipétese do angulo reto € equivalente ao enunciado do quinto postulado de Euclides.
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e A hipdtese do angulo obtuso & inconsistente em relagdo a geometria absoluta®, ou seja,

em relacdo aos quatro primeiros postulados.

3.3. SACCHERI E A HIPOTESE DO ANGULO AGUDO

Como Saccheri conseguiu descartar a hipotese do angulo obtuso, por ser incoerente
com os outros quatro postulados, faltava apenas descartar a hipotese do angulo agudo. Nesta

busca, conseguiu provar que, se esta hipotese for verdadeira:

e Dados dois segmentos perpendiculares AB e CA, existe um ponto X tal que o angulo
ACX ¢é agudo e os prolongamentos de AB e CX ndo se encontram, como apresentado

na Figura 5: Reta Paralela

D\

Figura 5: Reta Paralela

e Dado um quadrilitero ABCD, com DAB e ABC retos e lados AD e BC nio
congruentes, existe uma perpendicular comum a AB e CD, assim como o quadrilatero

de Saccheri. A Figura 6 ilustra a situagao.

D\D/

Figura 6: Perpendicular Comum

8 . .. . . . . .,

E a geometria euclidiana sem considerar o quinto postulado de Euclides. O termo geometria absoluta ja era
utilizado por Bolyai, um dos criadores das geometrias nao-euclidianas, que era interessado em descrever
proposicdes verdadeiras tanto na geometria de Euclides quanto em sua geometria.
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Depois que conseguiu demonstrar a existéncia de uma perpendicular comum no caso
ja descrito, Saccheri provavelmente passou a suspeitar que se considerasse duas retas que nao
possuem uma perpendicular comum, poderia encontrar uma inconsisténcia da hipdtese do

angulo agudo. Provou entao que:

e Se AB e CD sdo tais que AC é perpendicular a AB e DCA ¢ agudo, entio os
prolongamentos de AB e CD possuem uma perpendicular comum ou se aproximam

quanto mais distantes estiverem de AC.

Figura 7: Comportamento Assintdtico

e Sejam AB e CD tais que AC é perpendicular a AB ¢ DCA ¢ agudo e que as retas
sempre se aproximam. Se consideramos dois quadrildteros com bases nos
prolongamentos de AB e de CD, mas que, em AB, possui angulos retos e bases
congruentes, entio a soma dos angulos do quadrilatero mais proximo de AC sera
menor que a soma dos angulos do quadrilatero mais distante. A Figura 8: Menor
Defeitoilustra a situagao.

E comum chamarmos a diferenca da soma dos 4ngulos na hipétese do angulo agudo
em relacio a do angulo reto de defeito’. Em outras palavras, na geometria hiperbolica
o defeito de um tridngulo ¢ a diferenca entre a soma de seus angulos internos e 7
(180°) e o defeito de um quadrilatero é a diferenga entre a soma de seus angulos

internos e 27 (360°). Saccheri demonstrou que a hipotese do angulo agudo implica

—>
quadrilateros tais que possuam bases em AB e congruentes'’, ¢ compreendidos entre
duas retas conforme o indicado terdo menor defeito quanto mais afastados estiverem

de AC.

? Alguns autores, como Lazaro Coutinho (1988), preferem o termo diferenca angular.
10 Saccheri explorou o defeito dos quadrilateros, mas como composicdo de dois tridngulos. Somente Lambert
estudou o defeito de um poligono.
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Figura 8: Menor Defeito

e Sejam AB e CD tais que AC é perpendicular a AB ¢ DCA é agudo. Se supormos
que todo segmento que liga CD a AB, formando angulos retos com AB, nio
medem menos que uma distancia § > 0 estipulada, entdo a hipdtese do angulo
agudo sera falsa (Figura 9: Comportamento Assintotico com Linha Equidistante).
Esta conclusdao de Saccheri implica que quaisquer retas com as caracteristicas
dadas s6 podem ser de trés tipos: possuem uma perpendicular comum, se

intersectam ou possuem comportamento assintdtico.

Figura 9: Comportamento Assintético com Linha Equidistante

Girolamo Saccheri, em seguida, explora figuras parecidas com as figuras mencionadas
nos tltimos itens, mas permitindo a constru¢do de angulos obtusos. E importante ressaltar que
mesmo considerando angulos obtusos na figura, tais construgdes se referem a hipdtese do
angulo agudo. Essas ultimas observacdes do jesuita aqui citadas apontam para um melhor

entendimento de retas paralelas na hipotese do angulo agudo. Provou que:
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e Considerando AB e CD cortadas por uma transversal AC, sendo que AC e AB sdo
perpendiculares, entao:

o Se o angulo ACD for obtuso, entdo os prolongamentos de AB e CD nio
possuem uma perpendicular comum. (Figura 10: Critério para Inexisténcia
de Perpendicular Comum)

o Se o angulo ACD for agudo e CD tiver uma perpendicular comum com AB,
entdo existe CE no interior do angulo ACD tal que CE também possui uma

perpendicular comum com AB. (Figura 11: Perpendiculares Comuns)

A B

7> 90° a#90° 3+#£90° \

Figura 10: Critério para Inexisténcia de Perpendicular Comum

Figura 11: Perpendiculares Comuns

e Considerando AB e CD cortadas por uma transversal AC, entdo existe E tal que o

angulo ACE seja agudo, AB e CE se aproximam assintoticamente e para cada

ponto X que esteja do mesmo lado de AC que E:
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o Se a medida do angulo ACX for menor que a do ACE, entdo CX intersecta
AB.

o Se a medida do angulo ACX for maior que a do ACE, mas menor que a de

um reto, entdo CX e AB possuem uma perpendicular comum.

Figura 12: Paralela Limite

A reta encontrada por Saccheri, que possui comportamento assintotico com a reta dada
¢, portanto, a linha que separa as retas que possuem uma perpendicular comum com a reta
dada e as que intersectam tal reta. O’Leary (2010, p.351) afirma que Saccheri chamou esta
reta de comportamento assintotico de limite por se tratar da tltima reta que ndo intersecta a
reta dada, porém, hoje muitos autores a chamam de paralela, classificando as outras como

concorrentes ou ndo-secantes.

Saccheri, apds nao encontrar contradicdo alguma em suas demonstragdes, mas se
deparar com muitos fatos “estranhos”, afirmou que a hipdtese do angulo agudo ¢ falsa por
contradizer a natureza da reta. Mais especificamente, em sua proposi¢ao XXXIII de Euclides
Vindicatus, Saccheri afirma que a proposi¢do anterior, que € o ultimo item aqui citado, se

contrapde a geometria euclidiana (SACCHERI, 1920, p.173).

Mesmo tendo demonstrado muitos teoremas da geometria hiperbodlica, Saccheri é
reconhecido apenas como precursor das geometrias ndo-euclidianas, ja que nao admitiu que
tais fatos poderiam ser considerados em outro tipo de geometria, além de nao substituir
efetivamente o quinto postulado de Euclides por outro. Mas, sem duvidas, pode-se coloca-lo
em um patamar diferenciado dentre os precursores por ser o primeiro a explorar com tanta

profundidade as trés hipodteses.
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3.4. LAMBERT

O matematico Johann Heinrich Lambert (1728-1777) explorou trés hipoteses
equivalentes as de Saccheri, também a partir de um quadrilatero, mas nao o quadrilatero de
Saccheri. Atualmente muitos historiadores da Matematica acreditam que Lambert teve algum
contato com as ideias de Saccheri e as utilizou como fonte de inspiragdo para sua obra, porém,
nao se pode ter certeza se ele conheceu em detalhes o trabalho de Saccheri (BONOLA, 1912;
O'LEARY, 2010). Tem-se como evidéncia para esta suspeita:

e [Lambert cita em sua bibliografia uma obra de Kliigel, no qual este autor faz uma
analise da obra de Saccheri

e o método de Lambert abordar a questao ¢ similar a de Saccheri.

O quadrilatero proposto por Lambert possui trés angulos retos e, se o quarto angulo
for reto, entdo o enunciado do quinto postulado sera também verdadeiro. Segundo Rosenfeld
(1988, p.61,100), o0 mesmo quadrilatero ja havia sido proposto pelo egipcio Ibn al Haytham

(965-1041) em uma tentativa de prova do quinto postulado.

D C

L/ L]

1 []

Figura 13: Quadrilitero de Lambert

Lambert também enumerou trés possiveis hipoteses: o quarto angulo pode ser reto,

agudo ou obtuso.

L] L] D

A Hipétese do B A Hipétese do B A Hipé6tese do B
angulo reto angulo obtuso angulo agudo

Figura 14: As Trés Hipoteses (Lambert)
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E possivel provar que as trés hipoteses de Lambert sdo equivalentes as trés hipoteses
de Saccheri. O’Leary (2010, p.357) inicia essa demonstracdo a partir de um teorema de
Saccheri ja exposto neste texto, de que os lados que nao sdo necessariamente congruentes do
quadrilatero de Saccheri possuem uma perpendicular comum que passa pelos seus pontos
médios. Assim, sempre que tracarmos tal perpendicular encontraremos dois quadrilateros de
Lambert e sempre sera possivel construir um quadrilatero de Saccheri, como mostra a Figura

15, a partir de dois quadrilateros de Lambert congruentes.

D D'

A B A'
Figura 15: Equivaléncia das Hipéteses de Saccheri e Lambert

Desta forma, tem-se que todos os teoremas demonstrados a partir do quadrilatero de
Saccheri também sdo validos a partir do de Lambert e, portanto, a hipotese do angulo obtuso
de Lambert ¢ inconsistente em relacdo a geometria absoluta e as duas hipdteses restantes sao
incompativeis entre si. O trabalho de Lambert, no entanto, chega a essas conclusdes por

outras vias, sem considerar tal equivaléncia das hipoteses para os dois quadrilateros.

Dentre as contribuicdes de Lambert para pesquisas futuras das geometrias nao-
euclidianas, se destaca a relacdo da hipotese do angulo obtuso com a esfera. Lambert
percebeu que nao seria capaz de encontrar contradicdo nesta hipdtese caso considerasse o
circulo maximo de uma esfera como reta (ROSENFELD, 1988, p.100) e chega at¢ mesmo a
considerar o tridngulo esférico como um tridngulo que possui propriedades tais como as
impostas pela hipotese do angulo obtuso, ja que o defeito'' deste tridngulo é proporcional a
sua area. Lambert abriu assim, precedentes para os trabalhos de Riemman. No entanto, ndo ¢
possivel afirmar se esta relagdo percebida por Lambert tenha influenciado diretamente

Riemman.

Para Rosenfeld (1988), Lambert chegou mais préximo das ideias de Lobachevsky do
que Saccheri e justifica este fato citando trechos da obra de Lambert nos quais discute a real

possibilidade daqueles resultados incompativeis com a geometria euclidiana estarem, de fato,

11 . A . n . .
Lambert chamou a diferenga entre a soma dos angulos internos deste tridngulo a dois retos simplesmente de
eXxcesso.

48



corretos. Lambert chega a dizer que “there is something exquisite about this consequence,
something that makes one wish that de third hypothesis[, of the acute-angle,] be true!”'?
(ENGELS apud ROSENFELD, 1988, p.101)". A consequéncia a que Lambert se refere diz
respeito as medidas absolutas de comprimento, area e volume que a hipdtese do angulo agudo
implica para cada figura. Nos trechos que seguem, Lambert também diz que, caso a hipotese
do angulo agudo fosse verdadeira, os astronomos teriam um trabalho muito dificil, pois as
tabelas trigonométricas seriam infinitamente grandes, mas que, no entanto, ndo vale a pena
pensar em questdes como essa, ja que “all these are arguments dictated by love and hate,
which must have no place either in geometry or in science as a whole”'* (ENGELS apud
ROSENFELD, 1988, p.101)"*. Considerando somente os fatos geométricos, Lambert percebe
que, assim como a hipdtese do angulo obtuso parece verdadeira na esfera, pode-se considerar

uma esfera imaginaria na qual a hipdtese do angulo agudo seria valida, antecipando assim a

existéncia da figura que hoje chamamos de pseudoesfera'®.

Mesmo com todas os apontamentos que Lambert fez, por fim, acreditou ter encontrado
uma contradicdo na hipdtese do angulo agudo, “provando” assim, o enunciado do quinto

postulado de Euclides.

Compartilhando da opinido de Bonola (1912), o passo decisivo para a descoberta da
independéncia do quinto postulado de Euclides e para a criacdo das geometrias nao-
euclidianas consistiu no abandono do pressuposto de Saccheri, que alguma contradi¢ao seria
encontrada a medida que se desenvolvesse as consequéncias da hipétese do angulo agudo, e
Lambert ndo transpds esta barreira. Tal passo, como hoje conhecemos, s6 foi dado por

Lobachevsky e Bolyai na primeira metade do século XIX.

3.5. LOBACHEVSKY

O primeiro trabalho publicado que substituia o postulado das paralelas por outro que
supunha sua negacao e que nao visava a busca de uma inconsisténcia para assim demonstrar a

validade do quinto postulado foi do russo Nicolai Ivanovitch Lobachevsky (1793-1856), em

"2 h4 algo requintado sobre tal consequéncia, algo que cria o desejo de que a terceira hipotese[, do angulo
agudo,] seja verdadeira! (tradug@o nossa)

S ENGELS, F. STACKEL, P. Die Theorie der Parallellinen Von Euklid bis auf Gauss. Leipzig:[s.n.], 1895.

' todos estes argumentos sdo ditados pelo amor e pelo 6dio, que ndo tém lugar na geometria ou na ciéncia como
um todo (tradug@o nossa)

" Ibid.

'S Vide subcapitulo 3.8 - Modelos Geométricos.
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1829 (HALSTED, 1914). A principio Lobachevsky chamou a nova geometria de imaginaria,
porém, mais tarde atribuiu o nome de pangeometria (GREENBERG, 1994). Infelizmente sua
obra ficou por algum tempo desconhecida do restante do mundo académico por ter sido
publicada em russo, dificultando assim o acesso a grandes centros de pesquisas matematicas
da época, instaladas no ocidente. Tal quadro apenas comegou a ser revertido quando, em

1840, Lobachevsky publicou um tratado em alemao'”.

Lobachevsky considerou como postulado que por um ponto fora de uma reta dada
passa mais de uma reta que ndo intersecta a primeira (BONOLA, 1912), como ilustra a Figura

16: Retas Paralelas.

E———

A

Figura 16: Retas Paralelas

Considerando este postulado, 0 matematico russo define as retas que ndo intersectam
uma reta r como ndo-secantes, € reta paralela como a primeira reta que ndo a intersecta
(LOBACHEVSKY, 1914, p.13). Assim, na figura acima, as retas s ¢ t sdo paralelas a r. Mais

especificamente, a reta s ¢ paralela a r pela direita, e t, paralela a r pela esquerda.

Assim Lobachevsky define uma reta paralela:

Given a line and a point in a plane, I call parallel to the given line drawn from the
given point a line passing through the given point and which is the limit between the
lines that are drawn in the same plane, that pass through the same point and that,
when extended from one side of the perpendicular dropped from that point on the
given line, cut the given line, and those that do not cut it."®

(LOBACHEVSKY, 2010)

70 tratado Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien consta também nas referéncias
bibliograficas desta dissertagdo, mas sob o titulo Geometrical Researches on The Theory of Parallels, por se
tratar de uma traducdo para o inglés.

'8 Dados uma reta e um ponto no plano, chamo de paralela a reta dada pelo ponto dado uma reta que passa por
tal ponto e que seja o limite das retas coplanares que tenham este ponto em comum e que, quando prolongadas a
um dos lados da perpendicular que liga o ponto a reta dada, intersectam esta reta e aquelas que nao a intersectam.
(tradugdo nossa)
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Figura 17: Retas Paralelas - Lobachevsky

A Figura 17 acima ilustra as retas nao-secantes e as concorrentes a reta dada, que sao
separadas (representadas por linhas tracejadas) por duas paralelas (representadas por linhas

continuas).

Outro conceito adotado por Lobachevsky e essencial para suas analises ¢ o dngulo de
paralelismo, que ¢ o angulo formado entre a reta paralela por um ponto a reta dada e a
perpendicular a reta dada também tragada por este ponto, como mostra a Figura 18: Angulo

de Paralelismo.

Figura 18: Angulo de Paralelismo
O angulo de paralelismo ¢ uma fung¢ao que depende da distancia d do ponto a reta
dada, ja que tal angulo sera menor quanto maior for esta distancia e tenderd a 90° quanto mais

proxima da reta dada estiver. Lobachevsky denotava tal fungao por I1(d).

Segundo Bonola (1912, p.87-88), as principais propriedades deduzidas por

Lobachevsky sao:

e Seumareta s € paralela a r no ponto P, entdo s serd paralela a r em qualquer ponto
de s na mesma diregao.

e Seséparalelaar, entdo r ¢ paralela a s.

e Seréparalelaaseséparalelaat, entdor ¢ paralelaat.

e Ser ¢ paralela a s, entdo r € assintdtica a s.

Lobachevsky também apresenta o teorema sobre a soma dos angulos internos de um

triangulo, que deve ser menor que 180° e férmulas de trigonometria que, de acordo com
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Bonola (1912), consistem na parte mais importante do trabalho de Lobachevsky (p.88).
Em seguida, introduz duas novas figuras: o Horocirculo e a Horosfera que,

resumidamente, sao um circulo e uma esfera de raios infinitos, respectivamente.

3.6. BOLYAI

O matematico htingaro Janos Bolyai (1802-1860) divide com Lobachevsky a honra de
descobrir as geometrias ndo-euclidianas. E consenso entre os historiadores da Matematica que
ambos desenvolveram a ideia central das novas geometrias, substituindo o quinto postulado
de Euclides por outro ndo equivalente sem ter conhecimento das pesquisas do outro. No

entanto, a publicagdo de Bolyai que trata do assunto foi posterior a de Lobachevsky.

A trajetoria de Bolyai, principalmente no que se refere a divulgacdo de sua obra, é
marcada por incompreensdes e falta de apoio. Apds seu reconhecimento publico como
descobridor das geometrias ndo-euclidianas, alguns pesquisadores perceberam que o
tratamento dado por Gauss a Bolyai foi muito diferente do dado a Lobachevsky, porém, até
hoje ndo ¢ possivel afirmar o motivo de tal diferenciagdo. O fato ¢ que o apoio de Gauss,
considerado como o maior matematico vivo na €poca, poderia mudar significativamente o
curso do desenvolvimento historico destas geometrias e ainda impulsionar a carreira
académica de cada um deles. E interessante relatar que Lobachevsky passou a ser integrante
da Sociedade Cientifica de Gottingen sob indicagdo de Gauss (GREENBERG, 1994, p.178),
que nao teve atitude semelhante com Bolyai, mesmo sendo este o filho de seu amigo
Wolfgang Bolyai, de ter conhecido a obra de Janos Bolyai aproximadamente oito anos antes'’
da de Lobachevsky e de té-lo elogiado por sua obra. Os detalhes do relacionamento de Bolyai
com Gauss ndo serdo expostos aqui, mas se constituem em um conhecimento relevante aos

interessados no contexto histérico do surgimento das novas geometrias.

Seguindo os passos do pai, e desaconselhado por ele, Janos Bolyai dedicou muito de
seu tempo na tentativa de demonstrar se o postulado das paralelas era ou ndo decorréncia dos
outros quatro, mas ndo tardou a suspeitar sobre a possibilidade real de sua independéncia, o
que permitiria o estudo de um sistema geométrico sem sua existéncia e, em 1823, em uma

carta para o pai, Bolyai escreveu a frase que mais tarde se tornaria uma das mais famosas da

' O trabalho de Bolyai foi enviado para Gauss duas vezes antes mesmo de ser publicado e, no dia 6 de marco de
1832, Gauss respondeu para Wolfgang Bolyai dizendo que praticamente todos os resultados de Bolyai ja haviam
sido deduzidos por ele, mas que nao planejava publica-los em vida. (GREENBERG, 1994)
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histéria da ciéncia: “do nada, criei um novo universo”. Na mesma carta demonstrou profunda

convicgao de suas descobertas e exp0s a vontade de publicar suas ideias.

Em resposta a carta de Jan6s Bolyai, Wolfgang Bolyai disse:

if you have really succeded in the question, it is right that no time be lost in making
it public, for two reasons: first, because ideas pass easily from one to another, who
can anticipate its publication; and secondly, there is some truth in this, that many
things have an epoch, in which they are found at the same time in several places,
just as the violets appear on every side in spring. [...]*°

(BONOLA, 1912)

Como hoje sabemos, o pai de Bolyai estava certo nas suas observagdes. Outros
matematicos também consideraram esta possibilidade, e Lobachevsky teve a honra de ser o
primeiro a publica-la, poucos anos mais tarde das correspondéncias citadas de Bolyai e seu
pai. Sobre estes outros matematicos citados, destacam-se Gauss, que comprovadamente
explorou a geometria hiperbolica antes da publicagdo de Lobachevsky, e Taurinus, que
embora nao tenha explorado as novas geometrias com tanto vigor, percebeu que a substitui¢cao

do quinto postulado por sua negacao poderia gerar uma estrutura logica consistente.

Em 1832, Bolyai finalmente publicou seu trabalho intitulado de Ciéncia Absoluta do

Espaco’’ como apéndice de um livro de seu pai, intitulado Tentamen.

Segundo Bonola, antes dos 19 anos Bolyai j& investigava o problema das paralelas e
chegou, junto com seu amigo Szdsz*’, a definir a reta paralela assintética, que seria a
primeira reta que nao cruza outra dada quando se altera continuamente sua inclinagdo em
relagdo a outra, ou seja, a propria reta paralela na geometria que ajudou a criar. Nesta época ja
teriam construido o conceito de curva equidistante a uma reta e de paracirculos, o nome dado
por Bolyai para os horocirculos de Lobachevsky. (BONOLA, 1912, p.97). Na Figura 19, que

ilustra a ideia de Bolyai, inclina-se a reta BC até que esta deixe de intersectar a outra reta.

20 A x s ~ o
se vocé realmente obteve sucesso nesta questdo, ¢ certo que nio se pode perder tempo para tornar publico, por

duas razdes: primeiro porque as ideias se transferem facilmente de um para o outro, que poderia se antecipar a
sua publicagdo; e segundo porque, e ha alguma verdade nisto, que muitas coisas tém uma época em que serao
descobertas a0 mesmo tempo e em diversos lugares, assim como as violetas aparecem em todos os lados na
primavera. (tradug@o nossa)

10 titulo original do trabalho era, em latim, como segue: Appendix scientiam spatti absolute veram exhibens: a
veritate aut fasitate Axiomatis XI. Euclidei, a priori haud unquan decidenda, independentem: adjecta ad casum
fasitatis quadratura circuli geometrica. A versdo bilingue deste trabalho, com tradu¢do para o inglés feita por
Halsted, consta nas referéncias bibliograficas desta dissertagao.

22 Carl Széasz (1798-1853).
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Figura 19: Paralelas Assintoticas

Estdo entre os principais resultados do trabalho de Bolyai, segundo Bonola (1912):

e A propria definicao de retas paralelas e suas consequéncias imediatas

e O circulo e a esfera com raios infinitos

e A trigonometria esférica ¢ independente do quinto postulado

e A utilizagdo da trigonometria para o calculo de areas e volumes na geometria
hiperbolica

e A impossibilidade da quadratura do circulo na geometria euclidiana.

Um dos aspectos notdveis da obra de Bolyai ¢ a énfase dada a independéncia de
proposi¢des da geometria euclidiana em relagdo ao quinto postulado de Euclides. Tais
proposi¢des, para Bolyai, eram absolutamente verdadeiras, pois tais proposi¢des sao
verdadeiras tanto na geometria de Euclides como na que Bolyai havia deduzido. O sistema
geométrico que produzem tais verdades foi chamado de geometria absoluta. Os escritos de
Lobachevsky tinham um carater diferenciado em relacdo aos de Bolyai, j& que este se
concentrava principalmente em construir um sistema geométrico baseado na negacdo do

quinto postulado.

Bonola (1912) ainda ressalta algumas pesquisas que Bolyai fez apds a publicagdo da
Ciéncia Absoluta do Espago. Em tais pesquisas, Bolyai chegou a definir trés classes de
superficies uniformes, portanto duas além da esfera. Tais superficies foram batizadas de
Hiperesfera e Paraesfera que sao as superficies equidistantes de um plano e as Horosferas de

Lobachevsky, respectivamente.
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3.7. RIEMANN

Nao tardou para que outros grandes avangos fossem alcangados e novas descobertas
encantassem os matematicos. O questionamento natural decorrente da criagdo das novas
geometrias era se outros postulados poderiam ser inseridos ou substituidos e também o que se
deveria entender por geometria (COUTINHO, 2001). Aos poucos os matematicos foram
identificando postulados que, embora Euclides ndo os tivesse redigido, os adotava. Postulados

que de “tao 6bvios” ndo eram notados.

Riemann (1826-1866) surpreendeu a todos com a sua teoria que apresentava ao mundo
uma ideia muito mais ampla de geometria e, como consequéncia, dava finalmente um sentido
para a hipdtese do angulo obtuso, unindo as suspeitas de Lambert com as ideias mais recentes
do novo universo matematico que se descortinava. Dentre suas contribui¢des, Riemann
percebeu que Euclides assumia tacitamente, portanto sem prova, que a reta era ilimitada e

seria possivel supor que uma reta pode ser infinita, porém limitada.

Uma das propostas de Riemann era assumir no lugar do quinto postulado de Euclides

0 que segue:

Postulado de Riemann®: Dada uma reta r e um ponto P que ndo pertence a,

nao existe nenhuma reta paralela a r que passe por P.

Tal postulado poderia ser reescrito e ser enunciado apenas como “paralelas nao
existem”. Este postulado ¢ evidentemente contraditorio em relagdo a geometria absoluta, pois

nesta paralelas sempre existem.

Mais tarde, Felix Klein percebeu que a esfera poderia ser um modelo para uma
geometria de Riemann®*, que batizou de eliptica. Klein considerou os circulos maximos da
esfera como retas, mas isso por si s6 ainda nao garante a visualizacao da geometria, pois dois
circulos méximos distintos sempre se encontram em dois pontos o que contraria a geometria
de Riemman. Para finalmente dar uma interpretacdo da geometria eliptica na esfera, Klein
considerou estes dois pontos, chamados de antipodas, como um s6 (GREENBERG, 1994,
p-441). Klein chamou a geometria de Bolyai e Lobachevsky de hiperpdlica e a geometria de

Euclides de parabdlica.

» Também conhecido como postulado eliptico.
2* A geometria de Riemann engloba as geometrias eliptica e hiperbolica (SOUZA, 1993, p.83).
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A contribuicao de Riemann, no entanto, ¢ muito mais abrangente. Riemann apresenta
a nocao de curvatura de uma geometria e as trés geometrias citadas até aqui sdo casos
especiais da geometria de Riemann. Elas apresentam curvaturas constantes. Uma
caracteristica de uma curvatura constante ¢ que uma figura geométrica nao sofre deformagdes
ao ser deslocada. Cabe ressaltar que a nog¢do de curvatura de uma superficie ja havia sido

estruturada por Gauss, como afirma Brito (1995, p.149).

Recomenda-se a leitura do apéndice A do livro Euclidean and Non-Euclidean
Geometries de Greenberg (1994, p.428-453) para um primeiro contato com as ideias centrais

da geometria de Riemann.

3.8. MODELOS GEOMETRICOS

O advento das geometrias ndo-euclidianas evidenciou que a visao de que a geometria
¢ um modo de descrever e entender o espago precisava ser reformulado. Quase que
imediatamente apds a criacdo de outras geometrias, perguntavam-se se viviamos em um
mundo que segue a geometria de Euclides ou a de Lobachevsky. Algumas décadas se
passaram até que, com o auxilio de modelos geométricos, concluiu-se dois fatos

fundamentais, que serdo apresentadas adiante.

Lobachevsky havia chamado sua geometria de imagindria pelo fato de nao possuir
recursos para visualiza-la. As ideias iniciais sobre a geometria que criou mostraram que era
possivel estudar geometria mesmo nao sendo possivel construir as figuras que eram seus
objetos de estudo. Assim, a geometria se mostrou totalmente independente de representagdes,
ou seja, a geometria passou a ser entendida como uma estrutura logica, um sistema

axiomatico inventado arbitrariamente pelo homem.

Em 1868, Eugenio Beltrami publicou um trabalho® em que demonstrava que,
dependendo do que se considera como uma reta € como plano, era possivel interpretar a
geometria de Bolyai e Lobachevsky. Considerando que reta é a geodésica”® de uma superficie
e a figura que ¢ conhecida pelo nome de pseudoesfera, Beltrami mostrou que proposi¢des da
geometria hiperbolica poderiam ser visualizadas nesta figura. Segundo Henderson (1983, p.4),

a publicagdo de Beltrami provocou um subito interesse dos matematicos pelo tema.

3 Beltrami, Eugenio. Saggio di Interpetrazione della Geometria Non-Euclidean. Giornale di Matematiche, VI,
p.284-322, 1868. Disponivel em: < http://www.caressa.it/pdf/beltramiO1.pdf >. Acesso em: 3 abr. 2012.
%% Linha de menor comprimento entre dois pontos.
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O modelo de Beltrami, no entanto, se mostrou insuficiente para todas as
representacoes, além de ser de dificil constru¢ao. Outros matematicos comecaram entdo a

propor modelos que possuiam vantagens em relagdo a pseudoesfera.

Trés modelos se mostraram bem Tteis: o de Klein, do semiplano de Poincaré e do
disco de Poincaré. Aqui serdo apresentadas somente informagdes superficiais sobre os
modelos. Adianta-se que o modelo do disco de Poincaré costuma ser o preferido pelos
professores quando propdem atividades introdutorias relacionadas a geometria hiperbolica,
sendo que alguns software de geometria dindmica, como o Cinderella, possuem ambientes de

trabalho que o utilizam. Os trés modelos sao modelos planos no sentido euclidiano.

O modelo de Klein ¢ do disco de Poincaré sdao parecidos. Os dois consistem em uma

regido circular aberta’’ e a principal diferenca é o que se considera como uma reta.

O modelo de Klein pode ser visualizado na Figura 20. As cordas AB e CD
representam as retas hiperbdlicas, ou seja, as retas inteiras, infinitas, estdo representadas na
figura. Como toda a reta esta representada em um segmento, basta mudarmos a maneira de
medir distdncias e diminuirmos a escala utilizada quanto mais proximo da circunferéncia

estiver.

Figura 20: Modelo de Klein

O modelo do disco de Poincaré pode ser visualizado na Figura 21. Nele, mudamos o
que entendemos por reta, que serao os diametros da circunferéncia ou os arcos de
circunferéncia perpendiculares a circunferéncia. Na figura, ha quatro retas hiperbdlicas sendo

representadas.

27 . . , ~ . . . 7
O interior de um circulo. N2o se considera nos modelos a fronteira, ou seja, a “borda” do circulo.
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Figura 21: Disco de Poincaré

O modelo do semiplano de Poincaré ¢ equivalente ao do disco, mas considerando
um circulo de raio infinito. E um semiplano euclidiano, aberto, em que se considera como
retas todas as semirretas perpendiculares a reta euclidiana que delimita o semiplano e todas as
semicircunferéncias cujos centros pertengam a mesma reta, como mostram o exemplo na

Figura 22: Modelo do Semiplano de Poincaré.

Figura 22: Modelo do Semiplano de Poincaré

No semiplano de Poincaré acima ha a representacdo de cinco retas hiperbdlicas.

Aos que procuram textos introdutérios que se referem a alguns modelos de geometria,
ha dois artigos que podem colaborar. O primeiro ¢ um artigo, em inglés, escrito por Hansen
(1997) e que comenta os dois modelos de Poincaré aqui apresentados e, o segundo, um
recente artigo em portugués de Sérgio Alves e de Santos Filho (2012). Ressalta-se ainda que
Rossini (2010) relata aplicagao de atividades com régua e compasso que versam sobre o

modelo do disco de Poincaré.
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No inicio deste subcapitulo, falou-se em dois fatos fundamentais. Tais fatos, que na

verdade sdo teoremas, sdo:

e Se a geometria euclidiana for consistente, entdo a geometria hiperbolica sera
consistente

e O quinto postulado de Euclides ¢ independente

As provas destes dois teoremas nao serao expostas aqui, € podem ser consultadas em
Greenberg (1994, p.225). No entanto, apresenta-se a ideia intuitiva da prova da consisténcia
da geometria hiperbolica. A existéncia de um modelo da geometria hiperbolica no plano
euclidiano implica que todas as figuras hiperbdlicas podem ser representadas por uma figura
euclidiana, logo se a hiperbolica for inconsistente, a euclidiana também serd. Greenberg

apresenta a segunda proposi¢do como um corolario da primeira, € a prova por absurdo.

Desta forma, foi solucionado um dos principais problemas matematicos da historia.
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4. GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS E EDUCACAO MATEMATICA

Buscando-se compreender se € possivel que o publico de nao-especialistas interiorize
conceitos proprios das geometrias nao-euclidianas, percebe-se a necessidade de um melhor
entendimento acerca do panorama educacional dessas geometrias ¢ também das formas de
atingir significativamente tal publico. Como ¢ proprio de cada nova experiéncia, muitos

questionamentos surgem e aqui se espera poder discutir alguns deles.
4.1. AS GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS E AS PROPOSTAS CURRICULARES

Uma das primeiras questdes fundamentais para esta discussdo estd no interesse dos

educadores matematicos em ensinar tais geometrias, assim como para quem ensina-las

Como dito, o principal exemplo do ensino dessas geometrias estd nos esforgos do
hungaro Istvan Lénart. Como um grande defensor da adaptacdo do curriculo escolar para as
geometrias nao-euclidianas, seu foco se concentra na geometria esférica por acreditar que,
pelo menos em alguns aspectos, chega a ser mais acessivel intelectualmente que a propria
euclidiana plana e também porque ¢ um conhecimento com aplicagdes importantes e variadas,
como na astronomia, na quimica, no desenho artistico, entre outras (1996, p.viii). Em sua
obra, Lénart apresenta uma proposta curricular bastante organizada para a introdugao do tema
em diversos momentos do periodo escolar, com atividades que podem ser tanto direcionadas
como abertas. As abertas podem ser entendidas como investigacdo matematica, tal como em

Jodo Pedro da Ponte et al (2003).

Nao se pode afirmar, no entanto, que Lénart tenha dado o passo mais importante em
direcdo a insercao das geometrias ndo-euclidianas na educagdo basica, pois ha esfor¢os nesse

sentido diversos paises, como Brasil e Estados Unidos.

Os PCNs — Parametros Curriculares Nacionais —sugerem a importancia do tema para
um melhor entendimento da evolugdo do conhecimento matemaético, em que o surgimento das
geometrias nao-euclidianas forma um bom exemplo das rupturas de paradigmas que esse

conhecimento sofreu. De acordo com os PCNs para o Ensino Fundamental, uma

mudanga de paradigmas ocorreu quando se superou a visdo de uma unica geometria
do real, a geometria euclidiana, para aceitacdo de uma pluralidade de modelos
geométricos, logicamente consistentes, que podem modelar a realidade do espago
fisico.

(BRASIL, 1998, p.25)

Mas os PCNs apresentam uma peculiaridade: tal énfase aparece de forma explicita

somente no documento com orientagdes para o Ensino Fundamental, tratando do assunto
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apenas de maneira implicita no documento para o Ensino Médio. Esse fato ndo condiz

plenamente com algumas propostas, que sugerem o tema principalmente no Ensino Médio.

Talvez os PCNs se configurem no primeiro esfor¢o significativo para que o tema seja
abordado na educagdo basica brasileira, pois mesmo sem sugerir explicitamente que o tema
seja inserido no curriculo, apresentam o assunto como sendo de grande importancia, bem
como a necessidade de repensa-lo. Dessa forma, os professores passam a se sentir a vontade

em sugerir temas relacionados aos curriculos de suas respectivas escolas.

O Governo do Estado do Parana foi mais longe nessa questao e colocou o assunto de
maneira explicita no curriculo de suas escolas. E provavel que essa atitude se torne um
movimento mais amplo nos proximos anos, sendo adotadas medidas semelhantes em outros
Estados. De qualquer forma, pode-se prever que, se esse movimento ganhar for¢a, ndo sera
um processo rapido, pois essa alteracdo curricular esbarra em assuntos relacionados a

formacao dos professores, como ja foi discutido anteriormente.

Segundo o documento do Estado do Parana (PARANA, 2008), a insercio dessas
geometrias no curriculo sdo justificadas sob o argumento de que as disciplinas da educagao
basica devem conter em seus conteudos estruturantes aqueles que as identificam como
conhecimento historico. Tal documento sugere que as geometrias hiperbolica e eliptica sejam
abordadas no Ensino Mé¢dio e apresenta, sem a pretensao de impedir possiveis outros

trabalhos, o que espera que seja abordado pelo professor em sala de aula.

Em relagdo as geometrias hiperbolica e eliptica, o Governo do Estado do Parana
sugere que os professores partam do postulado de Lobachevsky' e explorem a pseudoesfera’,
os pontos ideais, o triangulo hiperbodlico e a soma de seus angulos internos. Ja no caso da
geometria eliptica, partindo do postulado de Riemann®, propde que explorem a superficie
esférica e discutam o conceito de geodésica, os circulos méximos e menores, as distancias
nessa superficie, angulos e triangulos esféricos, a soma das medidas dos angulos internos a
um tridngulo esférico, classificagdao dos triangulos esféricos, bem como os conceitos de polo,

equador, meridiano, paralelo e diregdo do movimento (PARANA, 2008, p.57).

Ainda segundo o mesmo documento, a escolha dos temas contou com a participagao
de professores do Estado do Parand. No entanto, Santos (2009) da a entender que a

participacdo destes professores na formulacdo da proposta esteve bem abaixo da

"' Vide subcapitulo 3.5
? Vide subcapitulo 3.8
3 Vide subcapitulo 3.7
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universalidade, pelo menos na regido de Maringa, onde foi realizada sua pesquisa. Este fato
foi constatado pela pesquisa de Caldatto (2011), que também afirma que a inclusdo do tema

nao foi decisdo dos professores colaboradores das diretrizes curriculares.

E denunciado por quase todos os pesquisadores da area que os cursos de formagcio de
professores no Brasil, em grande parte, ndo abordam o tema. Santos (2009, p.121) relata até
mesmo professores que nunca haviam ouvido falar em axioma, conceito bésico para se
entender o surgimento das novas geometrias. Bonete (2000) ¢ outra pesquisadora que levanta
questionamentos sobre a auséncia das geometrias nao-euclidianas nos cursos de formacgao de
professores. E evidente que isso cria um ciclo vicioso: as universidades ndo abordam o tema,
pois este ndo ¢ trabalhado na educagdo basica e o contetido ndo entra em seu curriculo, pois 0s
professores ndo possuem o conhecimento necessario. Vale esclarecer que se entende por
“trabalhar na escola” at¢ mesmo o simples fato de se abordar a concep¢do de outras

geometrias.

Se ha professores interessados em romper tal ciclo vicioso, ¢ necessario ou abordar o
tema na formacgao inicial dos professores ou inseri-lo no curriculo, como fez o Governo do
Estado do Parana. Essa atitude, no entanto, gera a demanda na formagao continuada desses
professores e a necessidade de haver esforcos extras nesse sentido. Algumas experiéncias se
mostraram bem sucedidas, como ¢ o caso da inclusdo do chamado Tratamento da Informagao
na Matematica escolar. Até meados da década de 1990, os livros didaticos brasileiros ndo
incluiam o tema de forma significativa, pois poderiam ser considerados inadequados por uma
grande parcela do professorado. Porém, apds a publicagdo dessas orientagdes, inverteu-se o
quadro e passou-se a considerar inadequados os livros que ndo davam atencdo ao tema em

todos os anos do Ensino Fundamental.

Uma das propostas do trabalho de Santos (2009) ¢ analisar o impacto do novo
curriculo do Estado do Parana entre os professores que precisam se adaptar a ele. A
pesquisadora percebeu que muitos professores niao conseguiam explicar o motivo da
importancia da inclusdo, e muitos, at¢ mesmo no final de um curso sobre o assunto
promovido pela Secretaria de Estado da Educagdo do Parand, ainda ndo conseguiam

diferenciar plenamente a geometria euclidiana das nao-euclidianas.

Visto que, além das experiéncias que muitos educadores t€ém realizado com o ensino
das geometrias nao-euclidianas, hd esforcos institucionais para que o conteudo seja inserido

no curriculo da educagao basica, tem-se que os alunos do Ensino Médio e das séries finais do
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Ensino Fundamental formam um publico que esta no foco do ensino desses educadores. Mas
esse nao € o unico publico identificado, pois os proprios professores necessitam que o tema
seja discutido em sua formagao inicial. Este trabalho ndo tem como objetivo principal analisar
esse publico, pois € um publico que possui especialistas. No entanto, ao analisar-se trabalhos
que tém esse publico como um de seus focos, como os de Santos (2009), Bonete (2000) e
Cabariti (2004), ¢ possivel encontrar informacdes e analises relevantes acerca do publico em

questao.

Nao foram encontradas pesquisas que tratem exclusivamente do ensino dessas
geometrias para o publico ndo escolar, mas foi possivel encontrar algumas iniciativas que
podem tanto ser classificadas como educagdo nao-formal e/ou informal. A propria historia do
surgimento dessas novas geometrias contém capitulos interessantes sobre a intencdo de

popularizé-las, ou seja, ensina-las para um publico de ndo-especialistas.

4.2. GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS COMO PROPOSTA DE ENSINO

Outro ponto importante a ser considerado ¢ compreender melhor quais seriam os

objetivos dos professores que se propde a ensinar as geometrias nao-euclidianas.

Segundo Bonete, o ensino destes topicos para futuros professores pode proporcionar
reflexdes sobre as concepcdes de verdade matematica e de espago (2000, p.229) e estas sdo,

obviamente, discussoes importantes para um futuro professor.

Para Reis (2006), a realizacao de atividades sobre geometrias nao-euclidianas pode
contribuir “para a percep¢ao, compreensao, descri¢do € interacdo com o0 espagco em que se
vive” (2006, p.9). Além disso, proporciona reflexdes e comparagdes sobre essas geometrias,

j& que existem regras e propriedades diferenciadas em cada uma.

Lénart (1993) afirma que “there is a fundamental characteristic of spherical geometry
that makes it more accessible in many respects than plane geometry, namely, it is built on a
finite surface, in contrast with the infinite plane™. Além disso, conceitos de geometria
esférica ja sdo abordados na disciplina de Geografia, embora nao sejam tratados com

frequéncia na Matematica escolar. Os trabalhos interdisciplinares entre Matematica e

44 ;- . , . . , .

ha uma caracteristica fundamental da geometria esférica que a faz mais acessivel em muitos aspectos que a
geometria plana, ou seja, é construida sobre uma superficie finita, em contraste com o plano infinito (tradugio
nossa)
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Geografia para tratar do assunto também sao debatidos por varios outros autores, incluindo

Pataki (2003) e Prestes (20006).

Lénart estipula metas bastante claras para o curriculo que propde. Na traducdo e
sistematizagcao de Martos tais metas sao:

v Ensinar os fundamentos da geometria esférica.

v Explicar os conceitos e defini¢des de geometria plana comparando com as
idéias correspondentes em geometria esférica.

v Desenvolver a compreensio do que um sistema axiomatico é, € de como
mais de um sistema axiomatico pode existir a0 mesmo tempo no mesmo
campo de estudo.

v' Desenvolver a compreensdo necessiria para ter sucesso na sociedade
multicultural.

(MARTOS, 2002, p.59-60)

Krause (1986), como ja foi dito na secdo 2.4.2, afirma que as geometrias nao-
euclidianas nos ajudam a entender melhor a propria geometria euclidiana. Acredita que
quando tomamos consciéncia de que uma determinada propriedade ¢ valida somente em um

contexto, interiorizamos melhor seu significado.

Assim, de forma geral, tem-se que o principal objetivo dos pesquisadores que
defendem o ensino das geometrias ¢ fazer com que o estudante compreenda melhor a propria
geometria euclidiana, tanto em seus aspectos internos como no papel que ela representa no

universo da ciéncia Matematica.

4.3. EXPERIENCIAS DE ENSINO DAS GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS

Nesta etapa da pesquisa pretende-se investigar e refletir sobre as tentativas de ensino
que constam nas pesquisas relacionadas as geometrias, procurando identificar seus processos
(micro e macro) bem sucedidos. Sendo assim, foram elencadas algumas obras que constituem

exemplos de sucesso em suas experiéncias.

A experiéncia de maior expressao € a proposta de trabalho de Lénart (1996) sobre a
geometria esférica. Martos (2002) comenta brevemente sobre a trajetoria do reconhecimento
do trabalho de Lénart. Ao iniciar de seus trabalhos, Lénart empenhou-se em estruturar sua
proposta durante anos até que recebeu ajuda de um colega para publica-la. Em seguida os
materiais concretos improvisados, como bolas de ping-pong e lampadas, foram substituidos
por materiais desenhados por ele mesmo, a principio em parceria com uma companhia

hungara para, depois, serem produzidos por uma editora de Berkeley-CA (EUA). Lénart
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produziu também um material didatico intitulado Non-Euclidean Adventures on the Lénart
Sphere, em que a esfera de Lénart € justamente um desses materiais concretos que idealizou.
Este livro se tornou quase uma leitura obrigatéria para qualquer educador que pretenda se
aprofundar no ensino das geometrias ndo-euclidianas, mas, infelizmente, até a conclusao desta

dissertacdo, ainda ndo possuia uma tradugao para a lingua portuguesa.

O livro de Lénart possui uma estrutura bastante interessante. Como se confirmara nas
experiéncias relatadas adiante, tal livro € acessivel para pessoas que tenham poucos
conhecimentos prévios em geometria e valoriza as multiplas resolu¢des e multiplos contextos.
Em outras palavras, a descoberta de um conceito ¢ realizada repetidas vezes, em cenarios
diferentes. Em relacdo aos conhecimentos prévios, afirma que “if students know that great
circles are the spherical equivalent of straight lines, they are ready to tackle almost any
adventure™ (LENART, 1996, p.xii), ou seja, aqui ja se percebe ndo so6 qual é o principal
conceito de que o aluno precisa para desenvolver as atividades, mas também qual a énfase do

autor para discutir o conceito de reta.

Boa parte da proposta curricular contida no livro se apoia em atividades comparativas
entre as geometrias euclidiana e esférica. Lénart, assim como Krause (1986), pensa que ¢
possivel compreender melhor a geometria euclidiana tendo contato com outras geometrias.
Neste sentido, para orientar o trabalho do professor que utiliza seu livro, Lénart apresenta um
mapeamento de conteudos correlatos aos da geometria euclidiana; assim, o professor pode
facilmente encontrar, por exemplo, uma atividade que trata de retas perpendiculares ou dos

casos de congruéncia de triangulos.

As atividades, que o autor chama de aventuras6, sdo bastante diversas e direcionadas
para diversos publicos de estudantes, do Ensino Fundamental até o Superior. Nos primeiros
capitulos as investigacdes recebem um tratamento matematico mais formal, com defini¢des e
teoremas. E somente no capitulo 7 que o autor introduz fortes relagdes com outra area do
conhecimento, a Geografia, e entdo observa que tais atividades podem ser teoricamente
incorretas’, mas que possuem uma finalidade pratica bastante util (LENART, 1996, p.115).
Alguns conceitos abordados neste capitulo sao latitudes e longitudes, fusos horarios e linha

internacional de mudanga de data.

> se os estudantes sabem que as circunferéncias méaximas sdo o equivalente esférico das retas, entdo eles estdo
prontos para se deparar com quase todas as atividades (tradugdo nossa)

® adventures ¢ a palavra utilizada pelo autor.

"Em uma atividade Lénart apresenta uma planificagio da esfera. Sabe-se que ndo existe uma planificacio de
uma esfera sem distorgoes.
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Os temas trabalhados por Lénart sdo diversos. Aqui vao elencados alguns conceitos

contemplados na obra:

e Plano esférico

e Geodésica

e Medidas de distancias e de areas no plano esférico

e Linhas geodésicas perpendiculares e a impossibilidade de existéncia de
paralelas

e Poligonos, incluindo o bidngulo® e poligonos regulares com representagdes do
quadrado’

e (asos de congruéncia de tridangulos

e Triangulos trirretangulos ou octantes.

Além destes conceitos, Lénart ainda propde a exploracdo do conceito de semelhanga,
de definicdo de triangulos esféricos, de tesselacdo ou pavimentagdo e de triangulos polares.
Estas atividades sdo reservadas para alunos que ja vivenciaram outras atividades sobre a

geometria esférica.

A pesquisa de Zionice Martos (2002) se apoia exatamente sobre a proposta de Lénart.
Enfocando os alunos do Ensino Fundamental, propde atividades comparativas das Geometrias
euclidiana e esférica (p.3) e, assim como Lénart, acredita que tais atividades contribuem para
um aprofundamento da geometria euclidiana. Em seu trabalho, investiga se os estudantes do
Ensino Fundamental podem produzir significados em geometria esférica (p.13). As atividades
foram aplicadas com estudantes de 8° ano e de 9° ano'” de duas escolas publicas de Rio Claro

- SP.

Mesmo baseando seu trabalho nas atividades propostas por Lénart, Martos ressalta que
sua visdo de educacao matematica difere da visdo de Lénart. Ela adota a problematizacao
proposta por Mendonca'' e argumenta que o material de Lénart apenas reserva o momento de
problematizacao no término de cada atividade, sendo que, de acordo com sua visdo, este

deveria ser apresentado no inicio (p.82-83). Esta ¢ justamente uma das alteracdes que faz na

¥ Poligono de dois 4ngulos existente na geometria esférica.

? O quadrado apenas existe na geometria esférica se o definirmos como um poligono regular de quatro lados.

'O A autora usa os termos 7* e 8" séries, que eram utilizados antes da institui¢io do Ensino Fundamental de nove
anos.

""MENDONCA, M.C.D. Problematizacio: Um caminho a ser percorrido em Educagdo. 1993. 307f. Tese
(Doutorado em Psicologia da Educa¢do) — Faculdade de Educagdo, UNICAMP, Campinas, 1993.
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aplicacdo das atividades. A autora afirma que esta visdo se configura como o principal

diferencial entre sua proposta e a de Lénart.

Como ja dito, um dos eixos da proposta de Martos ¢ a comparagdo entre as geometrias
e os alunos sdo instigados a pensar, por exemplo, que propriedade geométrica ¢ valida na

geometria euclidiana e nao ¢ valida na esférica.

A pesquisadora teve o cuidado de fazer sua proposta levando em consideragao o plano
curricular da escola. Dessa forma, acreditou inicialmente que poderia partir de conceitos
geométricos conhecidos pelos alunos para a construgdo de novos conceitos, desta vez da
geometria esférica. No entanto, afirma que esta estratégia ndo surtiu o resultado esperado. Por
este motivo deixou de investigar, por exemplo, a semelhanga de triangulos nas geometrias, ja

que os alunos ainda nao tinham tido contato com o tema na geometria euclidiana (p.84).

Na geometria esférica, dois tridngulos esféricos sao semelhantes se, € somente se, sao
congruentes'”. Este resultado faz com que o conceito de semelhanca ndo faca sentido na
geometria esférica, mas a atencao ao tema ganha importancia por deixar evidente mais uma
diferenca marcante entre as geometrias, assim como a soma das medidas dos angulos internos

de um triangulo.

Uma mudanca que a autora faz e que considera relevante para cita-la ¢ a primeira
atividade proposta aos alunos. Lénart comeca apresentando o famoso problema do urso'
enquanto a primeira atividade de Martos explora o planeta onde vive um personagem
chamado Pole, inspirada na histéria do Pequeno Principe de Saint-Exupéry. Perguntas do tipo:
Qual ¢ o caminho mais curto entre sua casa e sua amada rosa? ou Uma linha reta pode ser
prolongada infinitamente no planeta de Pole? sao apresentadas ao longo do problema aberto,
0 que ¢ uma caracteristica do trabalho de Martos. Essas perguntas exploram o conceito de
geodésica e de superficie finita, respectivamente. A atividade, adaptada de um documento da

CENP", tem muitas relagdes com uma das historias de Anselmo Curioso (PETIT, 1982).

Devido a falta de referéncias a geometria esférica nos livros didaticos de Matematica e
a sua presenga nos de Geografia, a autora pensa que um trabalho interdisciplinar que

relacionasse “os conceitos geométricos esféricos com conceitos geograficos, possibilitaria

2 Dependendo da defini¢do adotada de semelhanga, diz-se que ndo existem tridngulos semelhantes na geometria
esférica.

" Um urso percorre 100 quildmetros para o sul, depois 100 quildmetros para o leste e, em seguida, 100
quilémetros para o norte ¢ percebe que voltou ao mesmo local de onde saiu. Qual € a cor do urso?

""SAO PAULO (Estado). Secretaria da Educagdo. CENP-Coordenagio de Estudos e Normas Pedagbgicas.
Matematica - ensino fundamental: 5a A 8a SERIES. 2 Ed. Sdo Paulo: SE/CENP, 1997. 237p.il. (Pratica
Pedagdgica)
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desenvolver um aprendizado significativo” (MARTOS, 2002, p.85) no 9° ano do Ensino

Fundamental. Entre tais conceitos, evidencia-se o das coordenadas geograficas.

Mesmo adiado, o problema do urso também recebeu atencdo de Martos e os alunos
testam suas representacdes no plano euclidiano e na superficie da esfera. Nesta atividade

também se destacam as relagdes entre os angulos de um triangulo esférico.

Vérias sao as atividades de comparacdo de geodésicas em sua pesquisa. Pingando
gotas de agua no topo de uma esfera seus alunos puderam observar como ¢ uma reta na
superficie esférica. Linhas “retas” também foram tragadas em bexigas. De fato, a
identificacdo de uma circunferéncia maxima como a analoga da reta no plano foi, em seu

trabalho, um dos grandes focos.

Apos diversas atividades aplicadas com os estudantes, a autora tentou

[...] verificar se os alunos eram capazes de:

e medir a distdncia entre dois pontos no plano e na esfera e verificar que
existem diferencas.

e perceber que existem duas distdncias e que preferimos sempre a menor
delas.

e observar que quaisquer dois pontos, que ndo sio pontos de polos, t€ém
somente uma distancia mais curta com a qual podemos medir a distancia.

e verificar que, na esfera, se dois pontos sdo pontos de pdlo, ha infinitamente

muitos caminhos mais curtos entre eles, mas todos eles tém a mesma
medida de 180°.

(MARTOS, 2002, p.104)
e constatou que tais conceitos eram bastante acessiveis para boa parte dos alunos que

participavam da pesquisa.

Assim, vé-se que a pesquisa de Martos apresenta muitos sucessos em relagdo a
aplicacdo de atividades de geometria esférica para o publico de alunos pertencentes aos anos
finais do Ensino Fundamental. Evidentemente nao se pode afirmar que tais sucessos sejam
consequéncias somente do contetido, dissociando-o do método de aplicacdo; no entanto,
configura-se como um bom exemplo de como conceitos de geometria ndo-euclidiana podem

ser apresentados para um publico de nao especialistas.

Também explorando a geometria esférica na educagdo basica, Jodo Pedro Marqueze

(2006) elaborou uma sequéncia didatica cujo objetivo final era construir um objeto que
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representasse uma bola de futebol °, explorando assim a tesselacao da superficie esférica, e a

15 Cf. Lénart (1996, p.156-158).
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aplicou em uma escola estadual da Grande Sao Paulo com alunos dos trés anos do Ensino

Médio. As atividades foram adaptadas da obra de Lénart (1996).

O estudo de caso apresentado por Marqueze em sua dissertagdao ressalta os pontos
mais relevantes do desenvolvimento da atividade. Na primeira atividade que trata também do
problema do urso ja citado'®, o autor relata que, como era esperado, os alunos, apenas
conseguiram imaginar a trajetéria do urso apenas quando lhes foram dadas esferas de isopor,

evidenciando a importancia do material concreto nesta atividade inicial.

A maioria das atividades escolhidas por Marqueze, na linha de Lénart, depende da
utilizacao de materiais concretos. A terceira atividade proposta (p.118), por exemplo, utiliza
duas bolas, uma de pingue-pongue e uma de sinuca, para fazer uma diferenciacdo entre os
conceitos de esfera e de casca esférica. Seguem-se outras atividades em que os alunos
manuseiam as esferas de isopor, barbantes, alfinetes etc, e assim os conceitos vao sendo
construidos, incluindo o de geodésica, da inexisténcia de retas paralelas na esfera e da

existéncia do bidngulo, figura que ndo existe na geometria euclidiana.

Apesar de as atividades serem adaptagdes de outras ja muito replicadas por Lénart e
por inumeros professores ao redor do mundo, € ja nao restar muitas dividas no sucesso da
aplicagdo, a experiéncia de Marqueze nos mostra que as atividades sdo adequadas a nossa
realidade educacional. Assim como ja apresentado no trabalho de Martos (2002), mais uma
vez foi confirmado que os conceitos basicos da geometria esférica podem ser acessiveis para
os alunos da educagdo basica, e também que esse contato favorece a consolidacdo de

conceitos da geometria euclidiana.

Martos ¢ Marqueze tiveram suas atencdes voltadas aos alunos da educagdo basica,
mas outros autores tiveram seu enfoque nos professores. Izabel Bonete (2002, p.104), por
exemplo, escolheu aplicar suas atividades, que versavam tanto sobre a geometria esférica

quanto sobre Hiperbdlica, com alunos de um curso de licenciatura em Ciéncias.

As atividades propostas por Bonete (2000) comecam com a manipulagao de materiais
concretos e a retomada de conceitos basicos da geometria euclidiana para depois migrarem
para discussOes conceituais mais formais. A autora descreve em detalhes algumas de suas
experiéncias e, a partir da leitura de sua dissertacdo, pode-se acompanhar varias “descobertas”
e reelaboragdes conceituais dos alunos participantes. Nas atividades baseadas nos materiais

concretos, os alunos tiveram contato com materiais que sugerem modelos nao-euclidianos,

' Ver nota 13, na pagina 71.
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como a esfera e a pseudoesfera, e foram encorajados a, por exemplo, tragar linhas retas em
suas superficies para depois formalizarem o conceito de geodésica. Da mesma forma, os
alunos vao ao longo da aplicacao de tais atividades tomando contato com outros conceitos

inerentes as geometrias.

A autora (BONETE, 2000) relata diversos momentos em que os alunos participantes
buscavam com bastante interesse compreender melhor as novas geometrias com as quais
passaram a ter contato (p.164). Relata também o espanto daqueles futuros professores ao
perceberem que um conhecimento tao significativo na historia da ciéncia simplesmente nunca
havia sido apresentado a eles durante suas respectivas trajetorias escolares (p.154). Em
relagdo ao conhecimento prévio dos alunos participantes na pesquisa, a autora expoe algumas
dificuldades apresentadas na retomada de conceitos basicos, como ¢ o caso da definicdo de
um retangulo, em que muitos alunos nao conseguiram responder com seguranca o que seria
um retangulo, embora reconhecessem a figura (p.171-172), além de um caso andlogo acerca
da defini¢do de um triangulo (p.175-176). Estas dificuldades sugerem que o contato com a
geometria que a maioria dos alunos haviam tido até aquele momento nao era baseado em
postulados, definicdes e consequéncias ldgicas, mas sim em uma geometria voltada a

aplicagdes, como o reconhecimento de figuras, calculo de areas etc.

Obviamente o desconhecimento do que vem a ser um postulado pode impedir a
compreensdo do surgimento das geometrias nao-euclidianas e, mesmo que seja possivel, por
exemplo, compreender que a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo que
estiver em uma superficie ndo-plana ndo ¢ 180°, este tipo de constatacdo ainda ndo explica
definitivamente que se trata de uma outra geometria, mas da uma ideia aproximada. Sabe-se
que muitos teoremas e outros fatos importantes da geometria esférica sao conhecidos hé dois
mil anos (ROSENFELD, 1988), incluindo a analogia de um circulo méximo com a reta
euclidiana, e nem por isso 0os matematicos reconheceram esta estrutura como uma geometria
diferente da euclidiana ao passar dos séculos. Lambert, por exemplo, percebeu semelhangas
da geometria esférica com a hipdtese do angulo obtuso € mesmo assim ndo conseguiu
distingui-la como uma geometria distinta da euclidiana, j4 que para isso precisaria
desconsiderar a exigéncia da reta ter comprimento infinito'’. Assim, para reconhecer que, de

fato, sdo geometrias diferentes, ¢ necessario compreender minimamente a estrutura

axiomatica da geometria e conhecer seus postulados.

7 Vide o subcapitulo 3.4.
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Apesar de as atividades propostas por Izabel Bonete ndo tratarem com profundidade o
método dedutivo, tais atividades contestavam a ideia de reta. Depois que os participantes
consideraram como reta uma linha sobre uma superficie nao-plana, observaram entdo
resultados diferentes dos ja concluidos com linhas retas no plano. Bonete mostrou com sua
experiéncia, apesar de nao ser este o seu objetivo principal, que com poucos conhecimentos
prévios em geometria € em pouco tempo € possivel romper com a ideia usual de reta, e assim,

permitir uma interpretagao de outra geometria que também pode descrever o real.

Irene Pataki (2003) também elabora uma proposta para o publico de professores,
porém enfocando sua formacdo continuada. Dedicado a geometria esférica, seu trabalho
propde uma sequéncia didatica tendo como um dos objetivos promover situagdes que
permitam que o professor reelabore o seu pensar. Em relagdo ao aspecto interdisciplinar, sua
proposta relaciona-se com a Geografia. Com um corpo tedrico bem definido e estruturado,
Pataki fundamenta seu trabalho na teoria das Situa¢des Didaticas de Brousseau'®, sua
metodologia de pesquisa na Engenharia Didatica de Artigue'’ e na teoria de Barth®® sobre a

formacgao de professores.

De acordo com Pataki, sua pesquisa tem como objetivos:

Propor aos professores uma sequéncia didatica, com atividades[,] que mostre a
relacdo interdisciplinar existente entre a Geometria esférica e a Geografia, formando
interconexdes entre esses dominios, a0 mesmo tempo em que contextualiza os
conteudos a serem considerados e possibilita uma aprendizagem motivadora, que
articule o objeto de estudo com a realidade.

Proporcionar aos professores envolvidos reflexdes e questionamentos sobre alguns
aspectos do ensino da Geometria esférica.

(PATAKI, 2003, p.17)

A experimentacdo da sequéncia didatica foi realizada com professores do Ensino
Médio de escolas estaduais no municipio de Aruja-SP, e teve uma aplicacdo anterior com
alunos de Licenciatura em Matemadtica para que ajustes pudessem ser feitos. A sequéncia
comecava com uma atividade classificada pela autora como uma situagdo-problema
detonadora e era acompanhada de outras oito atividades. Esta situagdo-problema detonadora
envolve coordenadas geograficas e, a partir dela, conhecimentos de geometria euclidiana
foram sendo mobilizados para a construcao de novos conceitos, desta vez da geometria ndo-

euclidiana envolvida. Os professores, por exemplo, ao citar a trajetdria retilinea de um navio

' BROUSSEAU, G. Fondements et Méthodes de la Didactique des Mathématiques. La Pensée Sauvage.
Grenoble, v.7, n.2, p.33-115, 1986.

' ARTIGUE, M. Ingénierie Didactique. Recherches em Didactique des Mathématiques. Paris, v. 9, n.3,
p.281-308, 1988.

** BARTH, B-M. O Saber em Construcio. Lisboa: Instituto Piaget, 1993.
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na superficie utilizavam o termo “curva” para designa-la, e as sistematizacdes do conceito

correspondente na geometria esférica foram feitas depois.

A pesquisadora também se utilizou de materiais concretos com os professores, assim
como os outros pesquisadores ja citados que fizeram aplicacdes de atividades. Logo na
primeira atividade, bolas de isopor foram fornecidas aos professores, € na segunda, puderam
manipular globos terrestres. A autora justifica a utilizagdo desses materiais por julgar que sdo
facilitadores de reflexdes e conclusdes (2003, p.97) e ainda argumenta que os materiais
ficaram disponiveis aos professores de forma permanente para as proximas atividades, ja que
poderiam apoia-los na constru¢do de novos conhecimentos (p.139). Nas atividades que se

seguiram, os professores tiveram oportunidade de produzir régua e transferidor esféricos.

Em atividades posteriores propostas por Pataki aos professores, varios conceitos da

geometria esférica foram institucionalizados (p. 139-142), tais como:

a ideia de reta

e ainexisténcia de retas paralelas e a falsidade do quinto postulado de Euclides®’
e arepresentacdo das circunferéncias

e afinitude da reta

e definicdo de poligonos e a existéncia de tridngulos birretangulos e

trirretangulos.

caso AAA de congruéncia de tridngulos e a inexisténcia de figuras semelhantes

Apontando possibilidades de melhoria de seu trabalho, a autora afirma que a utilizagao
de um software de geometria dindmica poderia minimizar algumas limitacdes que suas

atividades apresentaram (p. 175).

A pesquisa de Pataki nos deixa evidente a possibilidade de ensino de conhecimentos
relacionados a geometria esférica para professores de forma relativamente aprofundada,
considerando o tempo de seu curso que contou com menos de 20 horas. Além disso,
corrobora para a possibilidade de sucesso se inseridas nos planos de aula dos professores (p.
176), pois as atividades mostraram que sdo potentes na mobilizacdo de saberes relativos a
aritmética, a algebra e a trigonometria (p.138,169), ou seja, contribuindo ao ensino da

Matematica de forma mais ampla, e ndo s6 em relacao a geometria euclidiana.

21 . L. - .. n . . N .

A partir do modelo geométrico (esfera), os participantes admitiram como consequéncia a inexisténcia de
paralelas. Na geometria de Riemman, a inexisténcia de paralelas ¢ um postulado, ou seja, ndo é consequéncia de
nenhuma outra proposicao.
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As pesquisas até aqui citadas que apresentam algum tipo de experiéncia de ensino das
geometrias nao-euclidianas partem do pressuposto, explicito ou implicito, que os materiais
concretos podem colaborar ao aprendizado das mesmas, assumindo um papel potencializador.
Reis (2006), embora se previna ao dizer que sua pesquisa ndo tem como objetivo investigar se
materiais manipuldveis melhoram o ensino e a aprendizagem (p.16-17,79), se alinha as
demais pesquisas na percepcao de que tais materiais influenciam neste processo, € visa as
modificagdes que podem causar no processo de ensino. Assim, se propde a identifica-los,

descrevé-los e pensar em suas formas de utilizagao.

Joana Reis, que prefere o termo materiais manipulaveis para poder se referir também
aos software de geometria dindmica e aos caleidoscopios (ambos produzem imagens virtuais),
realizou um curso de geometria esférica para alunos de Licenciatura em Matematica
utilizando tais materiais. Neste curso, explorou varios aspectos da geometria esférica sem

muito inovar na utilizacio dos “materiais palpaveis”?

, em contrapartida as atividades de
exploracdo da tesselacdo da esfera tendo o caleidoscopio como recurso sdao bastante
diferenciadas as atividades que comumente sdao apresentadas nas pesquisas aqui consideradas.
Tais atividades com caleidoscopio se complementam aos trabalhos de seu orientador de
Mestrado, Claudemir Murari®®, que se dedica a pesquisas relacionadas ao ensino de

geometria.

Segundo Reis, os caleidoscopios contribuiram para “um ambiente de estudo agradavel
e participativo” (2006, p.138) e possibilitaram a visualizagdo de tesselacdes esféricas. Ja o
software de geometria dindmica utilizado ** propiciou a verificagio de propriedades
conhecidas do grupo de participantes e na descoberta de outras. A autora valoriza a utilizagao
de materiais que permitem a manipulacdo através do tato, como esferas de isopor, pois as
aplicagcdes de suas atividades mostraram que tais materiais sao buscados pelos estudantes
mesmo quando estes tém a disposicdo os software, se constituindo, portanto, em algo

relevante para as investigagdes por parte dos alunos.

Rossini (2010), que também acredita no potencial dos materiais manipulaveis e utiliza
um software de geometria dindmica além de régua e compasso em sua pesquisa, tem seu foco

na geometria hiperbodlica. A experiéncia de ensino da geometria hiperbolica promovida na

2 Como a autora incorpora os materiais utilizados, incluindo software, sob o termo materiais manipulativos, ela
prefere chamar os materiais que se utilizam do tato como “materiais palpaveis”. Nesta dissertacdo, prefere-se o
termo materiais concretos.

2 Docente do Programa de P6s-Graduagao em Educagio Matematica da Universidade Estadual Paulista Julio de
Mesquita Filho, IGCE - Rio Claro (SP).

2% Cinderella. Disponivel em: http://www.cinderella.de.
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pesquisa de Rossini tem como participantes alunos de um curso de Engenharia Elétrica, o que
diferencia essa pesquisa em relagdo as outras até aqui apresentadas, ja que tal experiéncia nao
se destina a educacdo bésica direta ou indiretamente, para alunos e (futuros) professores,
respectivamente. Desta forma, a pesquisadora aponta para possibilidade de sucesso no ensino
das geometrias para um publico ndo escolar e ndo especializado, aproximando-se assim a
Divulgagao Cientifica.

(13

Sobre os materiais manipuléveis, a autora cita Nacarato®, que afirma que “a
exploracdo de modelos ou materiais que possibilitem ao aluno a constru¢ao de imagens
mentais” (apud ROSSINI, 2010, p.14) ¢ necessaria para o “desenvolvimento da habilidade de
representar mentalmente um objeto, que nao estd ante os olhos do sujeito no momento de sua

acao sobre este objeto” (2010, p.14), justificando assim a utilizacao desses materiais.

A dissertacao de Marcela Rossini traz em sua fundamentagao tedrica um detalhamento
relevante da geometria hiperbdlica, incluindo seus postulados e 30 teoremas, fugindo de uma
mera exposicdo do postulado de Lobachevsky e de um fornecimento de fatos historicos

relacionados ao seu surgimento.

Durante suas atividades, e segundo seu relato, os alunos foram bastante receptivos e
demonstraram interesse no assunto. Ao que parece, tal interesse foi motivado pelas
possibilidades de aplicagdo dos conhecimentos relacionados a geometria hiperbolica em
trabalhos da area de telecomunicacdes apresentados ao alunos. Em consonancia a todos os
trabalhos citados que aplicam suas atividades a um publico que nao seja de alunos da
educagdo basica, os participantes mostraram estranheza pelo fato de nunca terem ouvido falar
na possibilidade da concepcdo de outras geometrias durante suas respectivas trajetorias

escolares.

As atividades iniciaram-se com questionamentos associados ao quadriladtero de
Saccheri’®. Os alunos foram interrogados primeiramente se consideravam ser possivel que o
quadrilatero fornecido (de Saccheri) tivesse os angulos do topo congruentes e agudos.
Associando a pergunta ao tema do curso, os alunos suspeitaram que este provavelmente era

um fato de uma geometria até entdo nao conhecida por eles.

As demais atividade de Rossini também seguiram modelo semelhante: iniciavam-se

com um questionamento seguido de uma discussao tedrica sobre o assunto. De acordo com

2 NACARATO, A. M. Eu trabalho primeiro no concreto. Revista da Educa¢cdo Matematica — ano 9 - 10, 2004
-2005, p.1- 6.
%% Vide subcapitulo 3.2.
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sua descricao, as discussoes sobre as geometrias ndo-euclidianas fluiu em um ritmo acelerado.
A segunda atividade, por exemplo, j& discutia aspectos do modelo de Poincaré. O ritmo
acelerado parece ter sido uma op¢ao da pesquisadora em fungdo de seu publico, que era

formado por estudantes de engenharia, e da pouco elevada carga horaria do curso.

As primeiras atividades que versavam sobre o disco de Poincaré foram propostas com
a utilizacdo de régua e compasso, € somente depois os alunos tiveram contato com um
software de geometria dinamica. Talvez este fato tenha facilitado a percepcao, por parte dos
estudantes, de que a geometria hiperbolica pode ser descrita por meio de um tratamento
exclusivamente euclidiano. Esta percepgao ¢ ilustrada por uma frase de um aluno, que disse
que “acaba sendo tudo geometria euclidiana” (ROSSINI, 2010, p.109). Implicitamente o uso
da régua e do compasso no modelo de Poincaré propiciou aos alunos uma reflexdo acerca da
consisténcia da geometria hiperbolica, pois se um tratamento euclidiano ¢ possivel, entdo nao
havera razdes para suspeitar de qualquer inconsisténcia daquela geometria. Cabe lembrar que

a prova da consisténcia da geometria hiperbdlica estd apoiada justamente sobre esta ideia.

Rossini argumenta que, no final da aplicacdo das atividades, os alunos ja se referiam
as retas hiperbdlicas com naturalidade. Desta forma, acredita que os alunos participantes eram
capazes de construir figuras basicas no disco de Poincaré e entendiam bem o que ¢ um

modelo de geometria.

Considera-se, portanto, que o trabalho de Rossini se constitui em mais um caso que
obteve sucessos no ensino das geometrias ndo-euclidianas. Ressalta-se ainda que o fato de o
publico de suas atividades serem alunos de graduacdo em Engenharia Elétrica sugere que um

publico leigo pode se apropriar de conhecimentos relativos as geometrias nao-euclidianas.

Um publico de professores de curso de graduagdo de Licenciatura em Matematica
também ja foi participante de uma pesquisa que visava potencializar o ensino de geometria
por meio de atividades que buscavam explorar a geometria hiperbolica, com utilizacdo de um
software de geometria dindmica. A pesquisa em questao ¢ de Eliane Cabariti (2004) que, na
verdade, escolheu um grupo de seis professores-formadores (quatro professores de um curso
de Licenciatura em Matematica e dois outros professores envolvidos com o ensino de
geometria) que, de acordo com a pesquisadora, “tém uma larga experiéncia em formagao
continuada de professores de Matematica da rede publica do Estado de Sao Paulo, e

participam ativamente de projetos de capacitacao” (p.55).
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Os professores-formadores participantes da pesquisa de Cabariti também possuiam
familiaridade com o software de geometria dindmica utilizado®’, conheciam as geometrias
nao-euclidianas, porém nunca haviam se aprofundado no estudo da geometria hiperbolica

(2004, p.55).

Eliane Cabariti também parte do pressuposto que as geometrias nado-euclidianas
contribuem na compreensdao ¢ ampliacdo da geometria euclidiana, ja que assume que sua

proposta visa potencializar este processo (p.23).

Apesar de esta pesquisa ndo utilizar materiais concretos para um estudo da geometria
hiperbolica, a pesquisadora afirma que os recursos fornecidos por um ambiente de geometria
dindmica “sdo fundamentais para dar um cardter mais ‘concreto’ ou palpavel aos objetos
geométricos hiperbodlicos, por meio de representagdes e construcdes, o que favorece a
compreensdo de conceitos e relacdes” (CABARITI, 2004, p.24). Como fundamentagdo para

este seu olhar, cita a diferenciacdo entre desenho e figura geométrica de Laborde™®, em que

o desenho ¢ uma entidade material sobre um suporte fisico (a folha de papel, a tela
do computador, etc.), e a figura geométrica & caracterizada por um referencial
teorico, no qual a representagdo material ¢ interpretada em termos de elementos e
relacdes geométricas. A figura € o objeto teodrico, diferente da respectiva
representacdo material, o desenho ou diagrama.

(apud CABARITI, 2004, p.39)

Esta diferenciacdo também colabora para uma melhor fundamentacao da utilizagdo de
modelos geométricos. Nesta pesquisa o modelo do disco de Poincaré foi o escolhido para o
contato com a geometria hiperbolica. Cabe ressaltar que a compreensao da nogao de modelo ¢
um dos aspectos em que o trabalho de Cabariti pode ser util, de acordo com a prépria

pesquisadora (2004, p.15).

As atividades propostas por Cabariti foram classificadas em atividades de
familiarizagdo, de exploragdo e de construcao (p.58). As atividades iniciais, de familiarizagao,
questionam se alguns teoremas euclidianos sao validos na geometria hiperbolica, sendo que
na lista de teoremas apresentados, alguns sdo validos na geometria absoluta e que valem,
portanto, tanto na euclidiana como na hiperbdlica (p.62-63). Também s3o propostas
atividades que se referem aos quadrilateros de Saccheri e de Lambert, em que os participantes
sdao motivados a construi-los no modelo do disco e questionados a respeito dos angulos (p.63-

65). Nessas atividades as demonstragdoes ndo sao exigidas, mas professores-formadores sao

70 software utilizado foi o Cabri Géométre.

28 LABORDE, C. The computer as part of learning environments: The case of geometry. In: C. Keitel e K.
Ruthven (Eds.), Learning from computers: Mathematics education and technology, pp. 48-67. Berlin:
Springer-Verlag, 1993.
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incentivados a justificar o que véem com propriedades geométricas, dentre elas a congruéncia

de triangulos, que fazem parte da geometria absoluta.

Em seguida, sdo apresentadas atividades que incitam os participantes a construirem

retas definidas por dois pontos (a partir dos pontos inversos) e, depois, paralelogramos.

As discussoOes nas quais os professores observados por Cabariti se envolvem sdao bem
interessantes. Estes fundamentam suas argumentacdes em propriedades matematicas, o que ja
era esperado por se tratar de um publico tao envolvido com o ensino de geometria, e lidam de
forma satisfatoria e simples com as informacdes dos problemas, encarando também com
naturalidade a ideia de reta e de outras figuras no modelo apresentado. Dois professores, por
exemplo, apresentam de forma rapida e sucinta uma prova de que o teorema de Pitagoras nao

¢ valido nesta geometria (p.88)%.

A pesquisadora aponta uma dificuldade por parte dos professores em confiar nos
resultados que encontravam. Quando tais resultados eram diferentes dos que eram esperados
na geometria euclidiana, acreditavam que suas construgdes estavam erradas e as refaziam

(CABARITI, 2004, p.123).

Com o que foi apresentado, ¢ possivel concluir que Cabariti nos apresenta uma
experiéncia vidvel para um curso relacionado ao tema. Segundo a autora, as “estratégias,
solucdes e comportamentos dos professores-formadores participantes, admitindo suas
experiéncias no ensino de Geometria Euclidiana e no uso do Cabri, refor¢am a pertinéncia da
utilizacao desse referido ambiente” (p.124). Em uma experiéncia um pouco mais longa sobre

assunto, a propria autora argumenta que poderia ser dada mais énfase a demonstracao (p.153).

O fato de os sujeitos da pesquisa serem professores universitarios ndo compromete a
possibilidade de se estender a aplicacdo da proposta para um publico de professores de
Matematica da educacgdo basica. Pelo contrario, as atividades foram construidas com a
intencao de apoiar justamente este grupo. A mais relevante diferenga seria que os professores

teriam que se familiarizar com o ambiente de geometria dinamica.

Nas pesquisas aqui citadas, diferentes publicos foram considerados. Tiveram atengao
alunos da educagdo basica, alunos de graduacao (Licenciatura e Engenharia Elétrica),
professores de Matematica e professores universitarios com experiéncias em formacao inicial

e/ou continuada de professores de Matematica, o que reforga a possibilidade de ensino das

% Apenas lembraram que a distancia entre dois pontos era dado por um logaritmo natural e fizeram: (In a)? +
(Inb)2 =(nc)>=>2Ilna+2Inb=2Inc=1na+Inb =Inc, o que é impossivel, pois a soma das medidas
de dois lados do tridngulo nunca pode ser igual a medida do terceiro lado.
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geometrias nao-euclidianas para tais publicos. Evidentemente ndo se pode desvincular esta
possibilidade de ensino dos recortes propostos por cada pesquisador(a), no entanto, hd um
panorama satisfatorio que contradiz a ideia de que estas geometrias sdao conteudos
matematicos de dificil acesso a publicos variados, o que os restringiriam unicamente a

especialistas.

Outros aspectos presentes nestas pesquisas merecem ser destacados, como o fato de
ser muito comum que participantes dos estudos de caso que ja concluiram a educacao basica
demonstrarem estranheza ao descobrirem que além de outras geometrias serem concebidas,
nunca esta informacdo havia sido fornecida na escola; e que € recorrente a utilizagdo de
materiais concretos ou software de geometria dinamica na aplicacao das atividades, sendo

quase consensual o papel facilitador destes recursos.

Por ultimo, ressalta-se que a comparacao entre conceitos das geometrias nao-
euclidianas e da euclidiana também ¢ um lugar comum nas atividades propostas pelos
pesquisadores. Esta comparacdo se deve principalmente ao pressuposto, implicito ou
explicito, de que o aprendizado de conceitos das geometrias nao-euclidianas colaboram para
uma aprendizagem significativa de conceitos da geometria euclidiana. Além disso, as
pesquisas sugerem que tais geometrias sao potentes também para mobilizar conhecimentos
que ndo se restrinjam as geometrias, como a trigonometria e a algebra, ou seja, contribuem
muito mais do que esta ja consensual afirmacdo de que o aprendizado das geometrias ndo-

euclidianas colaboram para o aprendizado da euclidiana.

4.4. A POUCA ENFASE NO SISTEMA AXIOMATICO

O surgimento das geometrias nado-euclidianas levou a uma grande ruptura no
entendimento da natureza da geometria. Arlete Brito sintetiza bem esta ruptura e diz que a
geometria “deixou de ser um conhecimento que reflete a realidade do espacgo fisico e passou a
ser uma constru¢cdo légica organizada em forma de sistema axiomadtico” (BRITO, 1995,
p-131). No entanto, muitas das pesquisas brasileiras em Educagcdo que desejam propor
experiéncias de ensino relacionadas ao ensino das geometrias euclidianas nao tém como um

de seus focos uma exploragao desta percepgao de geometria.

Permitindo uma linguagem informal e, por sua vez, assumindo uma imprecisao
conceitual, pode-se dizer que as figuras que desenhamos sdo apenas representagdes

geométricas e estas representagdes estdo em um modelo de geometria. O plano tal qual o
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conhecemos por nossa experiéncia, evidentemente, ¢ um modelo da geometria euclidiana
bidimensional. No subcapitulo 3.8, apresentou-se modelos de geometrias nao-euclidianas que
comecgaram a surgir na segunda metade do século XIX, incluindo os modelos de Klein e de

Poincaré, que utilizam um circulo euclidiano para modelar o plano hiperbdlico.

O registro mais antigo da geometria esférica que se tem noticia ¢ atribuida a
Autolycus, que viveu no final do século IV a.C.. No século I, Menelau se referia aos
triangulos esféricos pela primeira vez, em seu trabalho que assumia um viés axiomatico
semelhante ao exposto nos Elementos de Euclides, inclusive com teoremas analogos™,
colocando os circulos maximos da esfera no lugar das retas euclidianas (ROSENFELD, 1988,
p.5). No entanto, as analogias entre os circulos maximos e as retas euclidianas nao foram
suficientes para que estes matematicos viessem a chamar de retas tais circulos. Em outras
palavras, nada levava a crer que isso que chamamos de geometria esférica e que estes antigos

matematicos conheciam por Sphaerica, poderia ser interpretada como uma outra geometria.

Caso os circulos maximos passem a ser considerados as retas de uma nova geometria,
serd possivel observar rapidamente que tal geometria ndo cumpre o primeiro postulado de
Euclides, em que dois pontos determinam uma Unica reta, ja que passam infinitos circulos
maximos por dois polos dados. Além disso, em outra propriedade intimamente relacionada,

duas retas coplanares nesta geometria possuem nao um, mas dois pontos comuns.

Segundo Coxeter (1998, p.13), Félix Klein percebeu que se considerasse esses pontos
antipodas como sendo um tUnico ponto, entdo a esfera passaria a ser um modelo para a
geometria de Riemman, ja que o primeiro postulado teria sentido. Com esta alteracao, a reta
esférica (circulo méximo) e o plano esférico (superficie esférica) ganham um novo tratamento
mesmo sendo idénticas suas correspondéncias, ja que o circulo maximo tem infinitos pontos
antipodas. Na pratica, considera-se apenas um semicirculo que tem como extremos o0 mesmo

ponto.

Deste modo, a geometria esférica nao ¢ uma geometria Eliptica. No entanto a esfera
constitui-se em um modelo para a geometria Eliptica. E ndo serd o tUnico, pois qualquer

elipsodide também podera sé-lo.

Justamente pelo fato de parecer redundante, ¢ importante notar que a esfera também

constitui-se em um modelo da geometria esférica, e nada mais do que isso. Assim, € possivel

3% Duzentos anos antes de Menelau, Teodésio de Tripoli também apresentou um trabalho sobre a geometria
esférica que apresentava teoremas analogos aos dos Elementos de Euclides.
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vislumbrar a geometria esférica em outras superficies assim como ¢ possivel criar um modelo
da geometria euclidiana em uma pseudo-esfera. No comeco do século passado, o matematico
George Halsted analisou um artigo de Divulgacao Cientifica que deixava margem para uma

possivel confusdo entre modelo e geometria e entdo ele ressalta que

a Euclidean plane can be represented by a surface in Bolyai space, the theorems of

Euclidean geometry find their realization as surface theorems in non-Euclidean

space, where the geodesic geometry is that of Euclidean straight lines in a Euclidean
31

plane’.

(HALSTED, 1901, p.31)

Se se valoriza a grande revolucao que a descoberta das geometrias nao-euclidianas fez
emergir, tem-se que evidenciar que nao se entende por geometria as figuras que se pode
visualizar em um determinado modelo. E necessario, portanto, que pelo menos as pesquisas
académicas evitem apresentar a confusdo descrita e que garantam que seus leitores ndo sejam

induzidos a mesma confusao.

Com o objetivo de ilustrar o tratamento dado ao sistema axiomatico pelas pesquisas
brasileiras voltadas ao ensino das geometrias nao-euclidianas, escolheu-se fazer uma breve
analise de duas dissertagdes de mestrado, uma que dé pouca énfase ao sistema axiomatico na
aplicacdo das atividades e outra que o apresenta como pano de fundo em quase todas as
atividades. Salienta-se que somente fato de apresentar pouca ou muita énfase ao sistema
axiomatico ndo desmerece nem da méritos a dissertagdo, ou seja, nao descreve sua qualidade.
Esta andlise também busca compreender se educadores matematicos priorizam a analise dos
modelos geométricos e procuram geometrias que se adaptem a eles, ou escolhem as

geometrias € procuram modelos que se adaptem a elas.

Percebeu-se que algumas dissertagcdes aqui apresentadas tem como foco um contato do
aluno ou futuro professor com uma geometria nao-euclidiana considerada de “facil acesso” e,
por isso, escolhe-se a geometria esférica por esta utilizar uma figura bastante conhecida como
como um modelo geométrico, por possuir modelos concretos faceis de serem encontrados e
manipulados, e por ndo apresentar muitas ideias novas em relagdo a geometria euclidiana
sendo a diferenca crucial aquilo que sera chamado de reta e de plano. Como tais autores,
explicita ou implicitamente, acreditam que o contato com uma geometria nao-euclidiana
possa reforcar conceitos da euclidiana, ajudando o aluno a ter um aprendizado significativo, ¢

de se esperar que tais pesquisas ndo tenham como principal foco um tratamento axiomatico da

31 g . . .
um plano euclidiano pode ser representado por uma superficie no espaco de Bolyai, os teoremas da geometria

euclidiana podem ser verificados como teoremas de uma superficie em um espago nao-euclidiano, em que a
geodésica ¢ como uma linha reta no plano euclidiano (tradug@o nossa).
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geometria, nao sendo, portanto, um fator de surpresa a auséncia de postulados da geometria
esférica nas atividades que propdem. No entanto, apesar de explorar a geometria esférica, nao

apresentam os postulados desta geometria explicitamente em sua fundamentagao teorica.

Reis (2006), por exemplo, que ¢ uma autora que diferencia geometria esférica da
eliptica, nao apresenta em sua fundamentagdo em quais postulados a geometria esférica esta
baseada e se limita a dizer o que considera como ponto, como reta etc (p.43-47), no entanto
discute esses postulados na descri¢ao da aplicagcdo de suas atividades. Mesmo explorando a
geometria esférica, Reis se utiliza, com sucesso, do software de geometria dinamica
Cinderella®®, que ndo possui um tratamento da geometria esférica, e sim da geometria eliptica
na visualizagdo esférica (p.18,62). Logo, o software da o mesmo nome aos pontos antipodas e
“reflete” cada objeto construido no outro hemisfério. Evidentemente esta diferenca nao
implica na qualidade das atividades e nem mesmo nos resultados obtidos, havendo apenas
relatos da limitagdo do software, ja que algumas tesselagdes da esfera ndo podem ser obtidas

pelo programa (p.73-74). Esta questao €, portanto, puramente conceitual.

A autora, que aplicou suas atividades a alunos de Licenciatura em Matematica, relata
uma discussdo com os alunos sobre o fato de se utilizar uma representagao da geometria
eliptica para se estudar a geometria esférica. Os alunos ainda foram estimulados a comparar
as geometrias eliptica e esférica. Reis discute o assunto de forma significativa, o que torna a

auséncia do termo geometria eliptica no titulo de sua dissertagado um mistério.

Nas atividades propostas por Reis (2006), assim como a maioria das atividades
propostas por outros autores, os participantes percebem que alguns postulados nao sao validos
na superficie esférica, e entdo, outro postulado deve valer. Esta ordem proposta na atividade ¢
a mesma ordem que Euclides deu a sua geometria, procurando postulados validos para o

modelo que tinha.

Bonete (2000), outra autora ja citada, ndo elege uma geometria nao-euclidiana
especifica para sua pesquisa €, como ja dito, aplica atividades introdutdrias sobre o assunto
com alunos de Licenciatura em Ciéncias. A autora, assim como Reis, tem o cuidado de
descrever a esfera como um modelo da geometria de Riemann em sua fundamentagao teorica,

explorando as diferencas entre geometria e modelo geométrico.

No entanto, nem sempre a diferenciagdo citada ¢ deixada explicita quando da

aplicacdo das atividades com os futuros professores. Em uma de suas atividades, os alunos

32 A versdo analisada é o Cinderella2, versao 2.6 build 1610, para MacOSX.
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sdo orientados a tragar segmentos de retas euclidianas em uma folha de papel para que dois
momentos de discussdo pudessem ser feitos. No primeiro momento, a folha de papel ¢é
encurvada e os alunos sdo questionados se aquela linha continuava a ser uma reta e, no
segundo momento, a mesma pergunta ¢ feita, porém as extremidades do papel sao justapostas
de modo que a folha forme visualmente um cilindro (2000, p.188-196), pretendendo assim,

discutir a ideia de reta euclidiana e geodésica.

ApoOs a primeira atividade, os alunos foram conduzidos a perceber que a deformagao
na folha de papel nao altera a propriedade de que aquela linha descreve o menor caminho
entre suas extremidades. Porém, a mesma discussao ndo ¢ relatada em relacdo a segunda
atividade, que analisava a superficie cilindrica. Sabe-se que um segmento tragcado em um
retangulo nem sempre representara o menor caminho entre suas extremidades quando as

bordas deste retangulo forem unidas, formando uma superficie cilindrica.

No final da primeira atividade, “perguntou-se o que da a idéia de reta” (BONETE,
2000, p.189). Evidentemente a autora se refere a ideia de reta euclidiana no plano euclidiano,
0 que ¢ 6bvio pelo contexto, mas ndo deixa claro em seu texto se tal diferenciagdo foi feita
com os estudantes durante a aplicacdo da atividade. Ao contrario, na analise realizada pelos
alunos que ¢ apresentada, eles se referem de forma genérica as “retas sobre diferentes
superficies” que ¢ o nome da atividade proposta. Segundo a autora, no final da atividade os
alunos entenderam que “uma linha que nao se desvia nem para a esquerda e nem para a direita
ou que seja o menor caminho entre dois pontos da idéia de reta” (p.196). Assim, dependendo
da atengdo dedicada ao assunto pela pesquisadora, os participantes poderiam construir um
conceito nao condizente ao conhecimento matemdatico que ser quer construir, pois em
determinados modelos geométricos uma reta pode sim se desviar para a direita ou para a

esquerda segundo a nossa percepg¢ao visual.

Bonete segue uma postura construtivista (p.10), o que fundamenta algumas de suas
opgOes na aplicacdo das atividades e que revela sua preocupagdo em ter como ponto de
partida o conhecimento do estudante. A autora, provavelmente por conta de sua base tedrica,
se permite utilizar termos que ndo sdo rigorosamente exatos para se aproximar do

conhecimento do aluno. Em certo momento, afirma que com

o intuito de provocar perguntas a respeito da parte historica dessas geometrias,
colocou-se que, quando matematicos, no século XIX, descobriram que a soma dos
angulos internos de um tridngulo pode ser maior ou menor que 180°, surgiu ai, a
possibilidade de existéncia de outras geometrias, as geometrias nao-euclidianas.

(BONETE, 2000, p.202)
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No entanto, a propria autora afirma que nao foi o fato da soma das medidas dos
angulos internos de um tridngulo nao ser 180" em certas superficies que gerou a possibilidade
de se conceber outras geometrias (p.47). Esta reducao da linguagem ¢ condizente a busca do
nivel de aprofundamento da mensagem aqui discutido e se configura em um instrumento
valido quando se quer tornar um conhecimento mais acessivel, mas pode gerar uma falta de

rigor do conceito cientifico discutido.

Mesmo estando clara a motivagdo pedagodgica da pesquisadora, considera-se que
Bonete conseguiria produzir as mesmas reflexdes sem a imprecisdao conceitual contida no
excerto acima. Acredita-se que tal imprecisdo reforca apenas a ideia que a geometria trata de
descrever figuras de uma determinada superficie, sendo uma ideia insuficiente para conduzir
o estudante a entender que a geometria se caracteriza como uma estrutura axiomatica que

independe de modelos.

Na pesquisa citada ha outros momentos que o texto, segundo esta analise, reforca a
ideia acima. Tem-se outros exemplos com afirmagdes de igual teor quando a autora diz que
“para Riemann, reta ¢ o circulo maximo” (BONETE, 2000, p.205) e que “a definicao de retas
paralelas da geometria Euclidiana teve que ser modificada para retas que por mais que se
prolonguem, em ambas as dire¢des, mantém sempre a mesma distancia” (p.207). Sabe-se que
Riemann tinha uma ideia mais ampla de reta e que a defini¢ao de paralelas nao precisou sofrer
tal alteracdo, visto que a proposi¢do “retas paralelas sdo equidistantes” ¢ equivalente ao 5°

postulado de Euclides.

Assim, apesar das ricas atividades propostas por Bonete terem proporcionado sucesso
aos seus objetivos (p.209), um impacto relevante da descoberta das geometrias nao-

euclidianas sobre a historia do conhecimento cientifico nao teve a sua merecida homenagem.

A reducdo conceitual na diferenciacdo de modelo de geometria e de geometria nao
aparece somente em pesquisas que envolvem a geometria esférica. Tem-se como exemplo a
pesquisa de Rossini, dedicada ao ensino de geometria hiperbolica, que faz o seguinte
questionamento aos participantes: “Observando o disco de Poincaré, como vocé definiria uma
reta na geometria hiperbolica?” (2010, p.94). Apesar da fundamentacdo tedérica de seu
trabalho ndo permitir confusao nos conceitos geométricos em questdo, a pergunta, da maneira
como foi formulada, poderia reforgar a falha ideia de que o modelo de Poincaré ¢ a propria
geometria hiperbolica e, mais ainda, de que existe defini¢ao de reta. Vale ressaltar que ndo ha

deméritos a pesquisa, visto que em atividades posteriores um maior rigor ¢ evidente.
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Embora trabalhar a ideia de modelo geométrico e de sistema axiomatico nao estejam
entre 0s objetivos principais da maioria das pesquisas analisadas, ficou-se evidenciado que o

rigor na apresentagao destas ideias ndo € uma constante.

Conclui-se que as atividades que procuram enfatizar uma comparagdo entre as
geometrias normalmente sdao insuficientes para gerar um conflito cognitivo sobre a propria
concepcao de geometria. Em outras palavras, conhecer representacdes e teoremas de mais de
uma geometria ndo implica compartilhar da ideia de que a geometria consiste em um sistema
axiomatico independente de modelos. Além disso, ficou claro que normalmente os
pesquisadores escolhem o modelo de geometria para depois trabalhar a geometria, e ndo o

contrario.

4.5. AS GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS PARA O PUBLICO NAO ESCOLAR

Como ja exposto, apenas uma das pesquisas consultadas tratam diretamente do ensino
das geometrias nao-euclidianas para o publico nao escolar. Assim, para compreender melhor
como o ensino deste topico para este publico pode ser promovido, buscou-se pesquisas €
experiéncias que colaboram ou colaboraram para sua popularizagdo, mesmo que nao
explicitem intencdo educacional, e aspectos que sdo citados em trabalhos relacionados a

educagao formal e que podem ser estendidos para a ndo-formal.

O professor dinamarqués Vagn Lundsgaard Hansen ¢ um entusiasta na divulgacao da
Matematica e faz algumas reflexdes sobre a possibilidade de se apresentar conceitos
matematicos para um publico qualquer. Afirma, por exemplo, que citar obras artisticas ou
literarias ¢ uma forma de se apresentar a Matematica em conversas descontraidas com pessoas
leigas no assunto sem que o tema seja imediatamente taxado como incompreensivel e
relegado a circulos de especialistas da area. Além disso, para ele, quando se apresenta
conceitos matematicos para um publico qualquer, ¢ importante que as estruturas abstratas

sejam relacionadas com manifestacdes concretas da Matematica (HANSEN, 2002, p.886).

Um outro ponto ressaltado por Hansen e que os educadores matematicos podem
utilizar ¢ o que ele chama de elemento de surpresa. A Matematica pode ser utilizada para
comprovar ou explicar fatos contra-intuitivos e, desta forma, causar uma impressao duradoura
no publico. Para ilustrar este elemento de surpresa, fala a respeito do curioso fato de que se
fosse possivel colocar uma corda sobre a linha do equador, bastaria aumentar seu

comprimento em 27 metros (um pouco mais de 6 metros) para elevar a corda a um metro
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acima da superficie™, fato este que é quase inacreditavel se apenas a intui¢io for considerada

(p.886). A figura abaixo representa o fato descrito.

Figura 23: Raio da Terra

Em seu artigo, Hansen elencou alguns assuntos matematicos que sao potentes na

sensibilizacao de um publico qualquer. Dentre estes assuntos, afirma que

questions about geometries alternative to Euclidean geometry easily arise in
philosophical discussions on the nature of space an in popularizations of physics. It
is difficult material to disseminate, but still, one can come far by immediately
incorporating a concrete model of a non-Euclidean geometry [...].**

(HANSEN, 2002, p.891)

Assim, as geometrias nao-euclidianas assumem, de acordo com Hansen, um posto

entre assuntos matematicos que podem ser apresentados ao publico. O autor explora em
algumas outras obras suas o disco de Poincaré¢ sendo que em um de seus trabalhos discute
com certa profundidade as diferengas entre as pavimentagdes dos planos hiperbdlico e
euclidiano com poligonos regulares e congruentes® . Segundo o autor, a exploracdo do disco
de Poincaré foi “successfully been introduced in Denmark at the upper high-school level”™*
(2002, p.892). Em outro trabalho, voltado para auxiliar na formagdo do professor de

Matematica, o autor se dedica a apresentar o disco de Poincaré juntamente com aspectos

histéricos do surgimento das geometrias ndo-euclidianas (HANSEN, 1997).

Ha autores que ndo tém a mesma intengdo educacional que Hansen, mas que também
se dedicam a pesquisar o tema. Linda Henderson (1983) publicou um amplo trabalho em que

analisa a influéncia das geometrias nao-euclidianas e do conceito de quarta dimensdo na arte

33 Seja a Terra uma esfera, c o comprimento da linha do equador e r o raio da Terra, entdo r = ¢ + 2. Se
aumentarmos o comprimento da linha do equador em 27w metros, entdo o novo comprimento C serd dado por
C = ¢ + 2m. Mas, sendo R 0 novo raio, sabemos que R = C + 2m, entioR = (c +2n) +2n = R=c+ 2w +
1>R=r+1.

3 questdes sobre geometrias alternativas 4 geometria euclidiana surgem facilmente em discussdes filosoficas a
respeito da natureza do espaco e na popularizagdo da Fisica. E um material dificil de ser disseminado, mas ainda
assim, pode se chegar ao ponto de imediatamente incorporar um modelo concreto de uma geometria néo-
euclidiana. (traducdo nossa)

> HANSEN, V. L. Shadows of the Circle: Conic Sections, Optimal Figures and Non-Euclidean Geometry.
Singapore: World Scientific, 1998.

3% introduzido com sucesso nos anos finais do Ensino Médio dinamarqués. (tradugdo nossa)
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moderna, em especial no Cubismo. Esta obra ¢ dedicada a um publico de nao especialistas em
Matematica e ndo escolar e, portanto, se configura em um bom exemplo de debate sobre tais
conhecimentos matematicos em outros circulos. Além disso sua fundamentacao tedrica abarca
muitos fatos histéricos relacionados nao s6 ao surgimento das geometrias nao-euclidianas,
mas principalmente aos seus primeiros divulgadores, o que faz sua obra se tornar de

referéncia a estudos relacionados ao tema.

Henderson estudou profundamente as obras e as influéncias do artista francés Marcel
Duchamp (1882-1968). Na obra aqui analisada (HENDERSON, 1983), cita numerosas vezes
o artista, mas também possui uma producdo totalmente voltada para este’’. A autora afirma
que Duchamp e o proprio Cubismo foram influenciados pelas ideias relacionadas as novas
geometrias € a quarta dimensao espacial, embora afirme que a interpretacdo de Einstein de
que a quarta dimensdo seria o tempo em vez do espago tenha colocado um fim a época em
que artistas, escritores e musicos acreditavam poder expressar dimensoes espaciais superiores
(HENDERSON, 1983, p.xix). No entanto, a geometria que mais teria influenciado Duchamp

teria sido a de Riemman.

A autora relaciona diversos autores/artistas que foram influenciados pelos conceitos
das geometrias ndo-euclidianas e de dimensdes superiores para a producdo de suas obras.
Segundo Henderson, as seguintes pessoas se interessaram, mais cedo ou mais tarde, pelo
tema: Dostoiévski, H. G. Wells, Oscar Wilde, Joseph Conrad, Ford Madox Ford, Marcel

Proust, Gertrude Stein e os musicos Alexander Scriabin, Edgar Varese e George Anteil.

Sobre a influéncia das geometrias nao-euclidianas e das dimensdes superiores no
Cubismo, a autora afirma que era muito comum associar a Teoria da Relatividade de Eisntein
como a primeira influéncia de outras geometrias e dimensdes superiores sobre este
movimento artistico, mas no entanto, Henderson e John Adkins Richardson perceberam na
década de 70 que o termo quarta dimensdo havia sido utilizado independentemente da Teoria
da Relatividade (HENDERSON, 1983, p.xx) por outros autores, o que justificaria outras
influéncias anteriores. Dentre estes autores, figuram o fisico e astronomo alemdo Zollner
(1834-1882), que tentou explicar a mediunidade espirita com a possivel existéncia de outras
dimensodes, ¢ H. G. Wells (1866-1946), que escreveu A Maquina do Tempo, antecipando de

certa forma os trabalhos de Minkovsky sobre o continuum espago-tempo (1983, p.9)

" HENDERSON, Linda Dalrymple. Duchamp in Context: Science and Technology in the Large Glass and
Related Works. New Jersey: Princeton University Press, 1998.
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A propria historia do surgimento das novas geometrias envolve um processo de
Divulgagao Cientifica. Poincaré, entre o final do século XIX e comeco do XX, se empenhou
em divulgar essas novas geometrias em outros circulos de pesquisadores, que ndo o dos
matematicos e fisicos. Embora esta atividade de Poincaré seja classificada como de
disseminagao cientifica se as definigdes de Pasquali forem consideradas, aqui se entende que
¢ um processo de divulgacdo, pois especialmente os fildsofos que eram receptores das
mensagens de Poincaré se constituiam como um pablico leigo®®, sendo apenas necessario que
o nivel de aprofundamento da mensagem fosse ajustado a este publico. A obra de Poincaré
com o intuito de divulgar essas novas geometrias ndo foi somente dedicada a estes filosofos,
mas também a interessados em parte dessa discussao (HENDERSON, 1983). Henderson
afirma que Poincaré, “more than any other individual, was responsible for the popularization

of non-Euclidean geometry in Paris during the first decade of the twentieth century”® (1983,
p-15).

Outro nome lembrado por Henderson como um grande divulgador das geometrias
nao-euclidianas foi o de Hermann Helmholtz, que também aparece na bibliografia de
Sommerville (1911). Em um de seus artigos mais célebres (HELMHOLTZ, 1876), escreve
para um publico que ndo ¢ especialista em Matematica e discute a ideia de axioma. Neste
artigo intitulado 4 Origem e o Significado dos Axiomas Geométricos, Helmholtz cumpre o
que se propoe a discutir e instiga o leitor a refletir sobre questdes que tratam da esséncia do
sistema axiomatico. Pergunta, por exemplo, qual seria a origem de uma verdade
inquestiondvel incapaz de se provar em uma ciéncia em que absolutamente tudo ¢ uma
conclusao fundamentada e também questiona se os axiomas sdo apenas um engenho dos

matematicos para tentar explicar aquilo que ainda nao conseguiram demonstrar (1876, p.302).

E este tipo de questionamento, além de muitas analogias, que Helmholtz langa mio
para cativar e convidar o leitor a se aventurar no mundo da Matemadtica e que configura seu
artigo em um bom artigo de Divulgagdo Cientifica, ja que tenta abordar um assunto que na
época estava sendo discutida na academia em uma linguagem bem mais acessivel para outro
publico. Em relacdao as analogias, Helmholtz convida seus leitores a imaginarem seres que
vivem na superficie de uma esfera, e assim explora alguns conceitos intrinsecos da geometria

esférica, em seguida, os convida novamente a pensarem nestes seres bidimensionais mas que

3% Para Pasquali, uma mensagem que é destinada a um grupo de especialistas de outra 4rea se enquadra em
disseminacao cientifica.

3% mais que qualquer outra pessoa, foi responsavel pela popularizagdo das geometrias ndo-euclidianas em Paris
durante a primeira década do século XX (tradug@o nossa).
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moram em um mundo com a forma de um ovo, assim explora conceitos relacionados a

geometrias de curvaturas que nao sao constantes (1876, p.304-306).

No ano de 1880 foi publicada uma obra que, segundo Henderson (1983), se tornaria
referéncia ndo s6 para matematicos, mas também para os divulgadores cientificos. W. I.
Stringham publicou Regular Figures in n-Dimensional Space (1880). O espaco n-dimensional

¢ aquele que possui n dimensdes.

Nesta obra, Stringham apresenta esbocos de projecoes dos chamados hipersolidos em
um espago tridimensional e tais esbogos podem ser consultados no ANEXO. Permitindo
termos informais, Stringham desenhou as sombras tridimensionais de solidos com mais de

trés dimensoes.

Salienta-se que as dimensoes a que Stringham se refere sdo aparentemente espaciais,
ou seja, ndo incorporam a ideia de que o tempo seria uma outra dimensdo. Segundo
Henderson, “the first published suggestion that time be considered a fourth dimension was
apparently made by d'Alembert in his 1754 article on ‘Dimension’ in the Encyclopédie edited
by Diderot and himself** (HENDERSON, 1983, p.9, grifo da autora)

Apenas quatro anos mais tarde da publicacdo de Stringham, Edwin Abbot publicou
seu livro intitulado Flatland*', em que discute um mundo de duas dimensdes onde vivem seres
também de duas dimensdes que ndo conseguem perceber uma possivel terceira dimensao até
que um ser tridimensional comeca a interagir com um habitante de Flatland. A obra se
constitui em analogia com o nosso mundo tridimensional, o que torna impossivel

percebermos uma quarta dimensao, caso ela exista.

Flatland ¢ uma obra de Divulgagdo Cientifica que tem elevado potencial para um
processo educacional, pois se utiliza do recurso didatico de analogias e de reducdo da
linguagem para atingir um publico leigo. Nao se pode, entretanto, partir do principio que tal
livro € uma obra de facil leitura para todos os publicos, pois ha trechos em que se utiliza de
termos matematicos, explora conceitos do plano e faz analogias que somente pessoas com
uma certa maturidade em alguns conceitos geométricos teriam facilidade de compreender em
uma primeira leitura. Portanto, o nivel de aprofundamento da mensagem deste livro ¢ focado

em um publico que possui certos conhecimentos geométricos.

40 . . - . . . . ~ .
a primeira mencgdo publicada de que o tempo poderia ser considerado como a quarta dimensdo foi

aparentemente feita por d’Alembert em seu artigo ‘Dimensio’, em 1754, na Encyclopédie editada por ele e por
Diderot.

*1'0 titulo original é Flatland: A Romance of Many Dimensions. Planolandia ¢ uma traducio bastante aceita
para o portugués.
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O inicio da divulgagdo das geometrias ndo-euclidianas e da Teoria da Relatividade no
Brasil foi marcado pela figura do matematico Amoroso Costa, nas primeiras décadas do
século XX. Era um cientista dedicado a divulgar os novos conhecimentos cientificos de seu
tempo ndo s6 a académicos, mas também ao grande publico (EISENSTAEDT; FABRIS,
2004). Em relagcdo a divulgacdo da Teoria da Relatividade, talvez tenha sido o primeiro a

publicar um artigo a respeito no Brasil*’ (MASSARANI, 1998, p.56).

Amoroso Costa, juntamente com um grupo pequeno de cientistas, participou
“intensamente de varias atividades que comegaram a tragar um caminho para o
desenvolvimento da pesquisa basica e para a difusdo mais ampla da ciéncia no Brasil”
(MASSARANI, 1998, p.51) e ajudou a impulsionar na década de 1920, no Rio de Janeiro, um
periodo de muitas iniciativas de Divulgacao Cientifica, incluindo o uso de jornais e revistas, e
conferéncias abertas ao publico. Deste grupo de cientistas, talvez Amoroso Costa tenha sido o

mais expressivo (MASSARANI, 1998, p.55).

As palestras ministradas por Amoroso Costa ganharam grande notoriedade e dentre
tais palestras estavam uma que versava sobre as geometrias nao-euclidianas e outra intitulada
As ideias fundamentais da matemadtica, que resultou em um livro que se encontra nas

referéncias bibliograficas desta dissertagao.

Os EUA também tiveram um grande nome na divulgacdo das geometrias nao-
euclidianas no pais: George Bruce Halsted (1853-1922). Embora sua principal atuagdo nao
fosse voltada para divulgar as novas geometrias ao grande publico, influenciou quase todas as
acoes de Divulgacao Cientifica que o sucedeu e divulgou de maneira exemplar o assunto na
academia. Em uma pequena biografia publicada na revista Science no ano de sua morte,

Arthur M. Humphreys o define como “an ardent devotee of non-Euclidean geometry’™*

(1922).

Halsted traduziu para o inglés obras classicas sobre as geometrias nao-euclidianas,
como as de Lobachevsky, de Bolyai, de Saccheri e de Poincaré e escreveu um livro sobre
geometria elementar que ja levava em consideragao os axiomas propostos por Hilbert. Halsted
ainda publicou mais de 90 artigos no periddico American Mathematical Monthly

(O'CONNOR; ROBERTSON, 2005) e outros na revista Science.

2 Artigo publicado em O Jornal, em 12 de novembro de 1919 que comentava sobre as observagdes realizadas
em Sobral — CE que tinham por objetivo confirmar previsdes feitas por Einstein.
* um devoto ardente da geometria ndo-euclidiana. (tradu¢io nossa)
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Em American Mathematical Monthly escreveu uma série de artigos intitulados Non-
Euclidean Geometry: Historical and Expository que foram publicados como se fossem
pequenos capitulos de um livro. Nestes artigos explorava conceitos das geometrias e também

aspectos histdoricos, mas eram evidentemente voltados para matematicos.

Em um dos artigos publicados no referido periddico, Halsted analisa justamente a
popularizagao das geometrias nao-euclidianas nos EUA no inicio do século XX (HALSTED,
1901). Mais especificamente, o matematico se refere a um artigo intitulado Geometry:
Ancient and Modern®™ de Edwin S. Crawley, publicado na revista Popular Science Monthly™

em janeiro de 1901.

Halsted menciona o artigo de Crawley de forma muito respeitosa e afirma que o autor
“delightfully helps the cultured reader to get his orientation in this subject for a start into the

new century46”

(1901, p.31). No entanto, discorre sobre alguns aspectos de seu texto que nao
se enquadram aos “novos” conceitos da Matematica. O principal deles € que o autor ainda nao
havia incorporado a ideia de que o plano euclidiano ¢ uma criagdo da mente humana e que se
pode escolher a geometria que for mais interessante para seus propdsitos. Assim, tem-se um

exemplo de como Halsted influenciou os artigos de divulgagao.

Halsted também chegou a escrever artigos de divulgacdo no periddico The Monist,
embora a quantidade de artigos com este viés nao tenha sido grande. Em um dos artigos
consultados ¢ nitido o esforco do autor em convidar pessoas a leitura de seu artigo,
comegando pelo titulo que era Easy Non-Euclid’ e pelas referéncias literarias que incluem a
obra de Dante Alighieri (HALSTED, 1909). J& em outro artigo, afirma que assim como o
principio da conservagdo de energia, as geometrias nado-euclidianas se constituem um
conhecimento que mudou para sempre a ciéncia (1894), utilizando portanto, as analogias para

se fazer inteligivel ao leitor.

Voltando as Artes, um nome nao pode deixar de ser citado: Maurits Cornelis Escher
(1898-1972). O artista holandé€s, que buscava fazer representacdes impossiveis, explorava as
pavimentacdes do plano. As limitacdes da representagao tridimensional no plano viraram

possibilidades de novos mundos em suas maos.

* Geometria: Antiga e Moderna. (tradugdo nossa)

% Esta revista de Divulgacio Cientifica, uma das mais antigas do mundo, teve sua primeira publicacdo brasileira
em 2011. Poincaré chegou a publicar artigos voltados para o ptblico leigo nesta revista.

% deliciosamente ajuda o leitor culto a obter sua orientagio neste tema e se inserir no novo século. (tradugio
nossa)

*" Geometria ndo-euclidiana facil. (tradugdo nossa). Sobre o termo Euclid, o autor afirma que na Inglaterra é
sinénimo de geometria euclidiana.
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Inspirado em uma figura que encontrou em um livro de Coxeter, Escher percebeu que
o modelo do disco de Poincaré fornecia muitas possibilidades para a representacao do infinito,
assim o artista comecou uma série de obras que exploravam o modelo de geometria
hiperbolica. A primeira obra da série, Limite Circular I, de 1958, ja apresentava a esséncia do
que o artista queria explorar, e Limite Circular III, de 1959, se tornou uma das obras mais
conhecidas de Escher e ¢ a sua obra, que explora a pavimentagdo do disco de Poincar¢, mais
impactante (ERNST, 2007). Mesmo sem ser seu objetivo, suas obras agora podem ser o ponto
de partida para os educadores matematicos que quiserem ensinar as geometrias nao-

euclidianas.

Estes trabalhos das mais variadas areas que envolvem as geometrias nao-euclidianas
apresentam padroes convergentes as ideias da Divulgagdo Cientifica, o que sugere que tais
ideias sdo essenciais para obter o impacto desejado no publico. Assim, € possivel considerar
que adotando aspectos da Divulgagao Cientifica no ensino das geometrias ndo-euclidianas
para um publico ndo escolar, havera grandes chances de se promover um aprendizado

significativo.

Algumas das ideias presentes nestes trabalho sdo o uso de analogias, mengao a obras
artisticas ou literarias, adaptacao da linguagem para se aproximar do nivel de aprofundamento
da mensagem requisitado, materiais concretos, figuras e desenhos, elementos de surpresa ou
fatos curiosos, entre outros recursos. Os problemas comuns a Divulgagdo Cientifica também

aparecem, principalmente a imprecisao conceitual gerada pela adaptacao da linguagem.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Considerando que o principal objetivo desta pesquisa ¢ identificar quais sdo as
possibilidades e caracteristicas de ensino das geometrias nao-euclidianas para um publico
qualquer, sob a perspectiva da Divulgagdo Cientifica, apresenta-se aqui um retrospecto do

caminho percorrido para atingir tal meta.

Percebeu-se rapidamente que, além do ensino das geometrias nao-euclidianas e da
Divulgacao Cientifica, havia ainda uma terceira area que permearia este trabalho, que ¢ a
educagao nao-formal. Buscou-se portanto, obras de referéncia em cada uma destas trés areas

que pudessem contribuir para a pesquisa.

Ao analisar diversos autores que ja investigaram a educa¢ao nao-formal, percebeu-se
que este termo ¢ bastante controverso, mas mesmo assim optou-se por adotd-lo. Porém,
adotou-se também uma definicdo que permitisse que o ensino nado-formal ocorresse
simultaneamente ao ensino formal, o que de certa forma atende a sugestao de Trilla (2008),

que propde intensificar as interferéncias entre a educacao formal, a ndo-formal e a informal.

As relagdes entre a Divulgacao Cientifica e a Educacdo ficaram bastante evidentes.
Tanto especialistas em Divulgacdo Cientifica acreditam que ha na area um viés educacional,
como especialistas em educagdo pensam que a mesma pode ser potencializada com a
Divulga¢ao Cientifica, o que nos revela uma colaboragao reciproca entre as areas. No entanto
ha os divulgadores que atrelam a Divulgacdo Cientifica a ideia de que ela deve ser
necessariamente extraescolar, o que associa a Divulgagdo Cientifica a educacao ndo-formal
sob a visao de ndo haver relacao direta com a formal, visdo esta que ndo ¢ adotada neste

trabalho.

Sobre o ensino das geometrias ndo-euclidianas, verificou-se que ha defensores da
insercdo do assunto no curriculo da escola de educacdo basica e aqueles que acreditam que tal
insercao nao ¢ muito apropriada (DOUADY, 1998). O consenso, no entanto, esta ao admitir o
valor do surgimento das geometrias nao-euclidianas para o conhecimento matematico, que
abalou a concepc¢ado de verdade matematica e o proprio conceito de geometria. Viu-se também
que ha esforgos institucionais que defendem abordagens das geometrias ndo-euclidianas na
educagdo basica, sendo que os esforgos mais relevantes sao as mengdes feitas sobre o assunto
em orientagdes curriculares, como os PCNs no Brasil e do National Council of Teachers of

Mathematics dos EUA, e a inser¢do sugerida pela Secretaria da Educagdao do Estado do
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Parana no curriculo, que embora seja motivo de controvérsia, pode estar na vanguarda de um

movimento mais amplo.

As pesquisas brasileiras em Educacdo Matematica que exploram o ensino das
geometrias ndo-euclidianas, que por sinal t€m crescido em numero nos ultimos anos, € que
apresentam estudos de caso, apontam que conceitos destas geometrias estdo ao alcance de
diversos publicos. Foram focos de estudos de caso professores de Matematica, estudantes de
licenciatura em Ciéncias e em Matematica, estudantes de Engenharia, estudantes da educagao
basica (dos Ensinos Fundamental II e Médio) e professores universitarios vinculados a

formacao inicial e continuada de professores.

A maior parte das pesquisas que promoveram algum tipo de experiéncia de ensino das

geometrias ndo-euclidianas apresentaram alguns pontos em comum, a saber:

e Partem do pressuposto explicito ou implicito que o aprendizado das geometrias
nao-euclidianas colabora para um aprendizado significativo da euclidiana e
mobilizam conceitos matematicos que extrapolam a geometria.

e Se concentram em atividades comparativas entre alguma geometria ¢ a
euclidiana. E nitida a preferéncia pela geometria esférica.

e Os materiais concretos e software de geometria dindmica sdo normalmente
adotados para estas experiéncias. E consenso que estes recursos sio potentes
em auxiliar no aprendizado das geometrias e, por isso, assumem papéis
centrais nestas pesquisas.

e Os participantes de estudos de caso que ja concluiram a educacao basica
normalmente se mostram surpresos ao descobrirem que além de outras
geometrias poderem ser concebidas, esta informacao lhes foi omitida durante
suas respectivas trajetorias escolares.

e Mesmo sem mencao a Krause, os recortes da geometria escolhida apresentam
os trés aspectos por ele sugeridos (apresentam uma estrutura axiomatica
proxima a de Euclides, possuem aplicacdes importantes e sao inteligiveis ao
publico escolhido)

e As atividades normalmente reforcam a ideia arraigada no senso comum que a
geometria ¢ a arte de descrever o espago fisico. J4 a geometria que ¢ uma
estrutura légica e invengao arbitraria da mente humana nao aparece como um

conceito central a ser discutido.
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Considerando tanto esses estudos de caso como outras pesquisas e/ou publicagdes que
envolvem o tema, percebe-se que, em linhas gerais, ha bastante aproximac¢ao da maneira
como o ensino das geometrias nao-euclidianas ¢ proposto e as ideias relacionadas a
Divulgacio Cientifica. Krause (1986), por exemplo, apresenta a geometria do taxi' com base
em uma ideia de reducdo conceitual e na adaptacdo da linguagem (ao se aproximar da

geometria euclidiana, que faz parte do repertorio dos estudantes).

Hansen (2002) também propde reducao conceitual e adaptacao da linguagem para o
publico receptor da mensagem. Discute a inser¢do do elemento de surpresa e de analogias
como forma de causar algum impacto. Além disso, elenca as geometrias ndo-euclidianas

como um assunto que pode despertar interesse de um publico qualquer.

Porém, a Divulgacdo Cientifica propde um desafio: como a reducao conceitual quase
sempre implica em uma imprecisdo conceitual, todos que se utilizarem dos recursos que ela
proporciona precisardo avaliar tal imprecisdo, verificando se ¢ ou ndo aceitavel. O educador
deve assumir que, em determinadas situagdes, ndo serd possivel e nem desejavel garantir o

pleno rigor cientifico.

Espera-se que os pontos comuns, citados acima, das pesquisas que envolvem estudos
de caso sejam aspectos que tenham atencdo em pesquisas futuras. Em especial, uma
investigacao sobre a possibilidade de aprofundamento da ideia de um sistema axiomatico para
um publico de nao-especialistas seria bem-vinda no cenario académico brasileiro. Embora a
hipotese da exploragdo de sistema axiomatico ser muito complexa para este publico pareca ser
consistente, o que impossibilitaria um aprofundamento no assunto, ndo foi possivel a partir

das obras consultadas obter uma conclusdo definitiva.

Por fim, acredita-se que esta pesquisa possa contribuir para reflexdes posteriores sobre
o assunto e colaborar para a promog¢ao do ensino das geometrias nao-euclidianas e de seu
significado para a Matematica e, de forma mais geral, para o conhecimento humano,

independentemente de estarem ou ndo inseridas no curriculo da escola de educagdo basica.

"Uma geometria que difere da euclidiana por sua métrica. A distincia entre dois pontos distintos A(xg,y) €
B(xy,yp) é definida por dy g = x5 — xp| + |y4 — V5.
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