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A analise logica ndo tem, portanto, que se libertias
acidentes puramente histéricos e da forma histodea
apresentacdao das condicbes realmente universais e
absolutamente necessarias, por meio das quais stens

de interacado surge e, tendo surgido, continua ata»e se
desenvolver. O préprio processo historico faz dalao

de purificagdo, ao invés de e antes do tedrico.
(ILYENKOV, 1977, p.210).



RESUMO

PANOSSIAN, M. L. O movimento histérico e légico dos conceitos algébos como
principio para constituicdo do objeto de ensino dalgebra. 2014. 317 f. Tese (Doutorado)-
Faculdade de Educacao, Universidade de Séao Padd&ilo, 2014.

Esta tese apresenta os resultados da pesquisavalesn com o objetivo de investigar as
relacdes entre o movimento histérico e l6gico dnxeitos algébricos e o objeto de ensino da
algebra. A partir de categorias do materialismdét@ e dos fundamentos da teoria
historico-cultural, foram analisadas formas de perento, linguagem e formacao de
conceitos em registros de histéria da algebra. Ipswacira analise permitiu destacar e
explicar 0s nexos conceituais e caracterizar osgueonsiderou como a esséncia da algebra:
estabelecer a relagdo entre grandezas variaveisrob@ geral. A esséncia da algebra foi
considerada como categoria para outro movimentandése, sobre a constituicdo do objeto
de ensino da algebra. Este objeto foi reconhead@mmpostas curriculares, no discurso de
professores e em situacdes de ensino. Assim, as ¢ada analise foram apreendidos tanto
do desenvolvimento histérico e I6gico dos concedtiggbricos (que se apresentaram como
objeto de estudo em um primeiro momento e postedote assumiram o papel de
instrumento e categoria de analise), quanto doegsacde preparacéo e desenvolvimento de
um curso de atualizacdo para professores que\abjatconcretizar e colocar em movimento
as relacbes entre o movimento historico e l6gice donceitos e 0 objeto de ensino da
algebra. Os tdpicos “sequéncias”, “equacdes” eces”, que perpassam o ensino de algebra
na educacdo basica, foram as manifestacbes quéiliasam evidenciar a andlise do
movimento historico e I6gico dos conceitos algésicomo principio para a organizacédo do
ensino. Esses processos de analise permitiram hecen a importancia do processo de
generalizacdo para o conhecimento algébrico, oggueu a elaboracdo de um “modelo de
andlise da generalizacdo em situacdes de ensingartk do que se reconheceu como a
esséncia do conhecimento algébrico também se anais acbes de planejamento para o
ensino de equacodes, estabelecidas entre a pesmaisadma professora. Nessa pesquisa, se
reconheceu que, a esséncia e 0s nexos conceitua@sntiecimento algébrico revelados no
seu movimento historico e l6gico constituem-se &mentos centrais a serem considerados
para constituicdo do objeto de ensino da &lgelssa E a principal relagdo entre o estudo do
movimento histérico e légico dos conceitos e o tbjele ensino da algebra. O
reconhecimento dessa relagcdo gera implicagcOesaslirab processo de elaboracdo de
programas curriculares, na medida em que apregsriteadamentos para rever as concepcoes
sobre o objeto de ensino da algebra. Dessa forma mbém consequéncias para o
processo de formacdo de professores, de modo teee @msiderem, além das orientacdes
didaticas e metodoldgicas, a especificidade da doda conhecimento a ser ensinada para
formacéo do pensamento tedrico dos estudantes.

Palavras-chave: Movimento histérico e l6gico. Qbjete ensino. Algebra. Atividade.
Pensamento tedrico.



ABSTRACT

PANOSSIAN, M. L The historical and logical movement of algebraic awcepts as a
principle for the constitution of the teaching’s olect of algebra 2014. 317 f. Tese
(Doutorado)- Faculdade de Educacao, UniversidadgadePaulo, Sdo Paulo, 2014.

This thesis presents the results of the researoedaout to investigate the relationship
between the historical and logical movement of lalgie concepts and the teaching’s object
of algebra. Based on categories of dialectical nadiem and on the theoretical framework of
cultural-historical theory, modes of thinking, laragie and concept formation were analyzed
through algebra history records. This first anayasllowed to highlight and to explain the
conceptual connections and to characterize whatceasidered as the essence of algebra: to
establish the relationship between variable madeguin a general way. The essence of
algebra was considered as a category for anotheemment of analysis on the constitution of
the teaching’s object of algebra. This object wasognized in curriculum proposals, in
teachers’ speech and in teaching situations. Tdats, for analysis were seized from both: the
logical and historical development of algebraic agpts (which present themselves as an
object of study in a first moment and subsequehtty assumed the role of an instrument and
an analytical category), and the process of coostig and developing a course for teachers,
which aim was to put in movement the relationshigsween the historical and logical
movement of concepts and the teaching’s object Igébsa. The topics "sequences”,
"equations” and "functions"” that pervade algebexhég in elementary education were the
manifestations that allowed to evidence the analgbthe historical and logical movement of
algebraic concepts as a principle for teaching riegdion. These processes of analysis
allowed to recognize the importance of the genmatibn process for the algebraic
knowledge, which led to the development of a "modtlanalysis of generalization in
teaching situations”. From what was recognized les déssence of algebraic knowledge,
planning actions for teaching equations establisgletdieen the researcher and a teacher were
also analyzed. In this research, it was recognitted the essence and the conceptual
connections of algebraic knowledge revealed irhissorical and logical movement are the
central elements to be considered for the constitudf the teaching object of algebra. This is
the main relation between the study of the his&rand logical movement of concepts and
the teaching object of algebra. The recognitionhe$ relationship generates implications in
the development of curricula, once it presentsfindamentals to review the concepts on the
subject of teaching algebra process. Thus, it géswerates consequences for the process of
teacher training, so that they may consider, initemid to didactic and methodological
guidelines, the specificity of the form of knowled¢p be taught for students’ theoretical
thinking development.

Keywords: Historical and logical movement. Object of teachinglgebra. Activity.
Theoretical thinking.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 - Orientacdo da anadlise realizada dur@pEsquisa..............ccccecvvvnnvnvnrnnnnen. 28
Figura 2 - Algebra no ensino fundamental.............c..ccocveveerieieeceee e 63
Figura 3 - Sintese: 0 movimento histérico e l6gles sequéncias..............ccccvvvrnnneee. 126
Figura 4 - Situacao de aprendiZagem.........ccceueeuriiiiiiiieeeeeeeeeee e e 129
Figura 5 -Situacao apresentada no 3° ano do ensine MEdi0u.........ccevereeeeeriieiiiiiiiniinnns 146
Figura 6 - Foto do mapa organizado pelas professmiare o conceito de funcao..... 166
Figura 7 — Mapa de relagao entre conceitos elabqualhs professoras.................... 167
Figura 8 — Resultados relacdes estabelecidasanpalavras...............cccceeevvvvvivnnnnn. 171
Figura 9 - Esséncia e nexos conceituais do conleetoralgébrico...............cccvvveeeee. 173
Figura 10 - Dualidades do modelo de analise ddgasamatematicas...................... 192
Figura 11 - Modelo de analise da generalizacaoiemcdes de ensino..................... 202
Figura 12 - Representacao plana das componenta®delo de andlise da

OENETAlIZAGAOD. .. .eeeeeieiiiiiiiieeieee e e e s ettt e e e e e e e e e e 203
Figura 13 - Exemplo do uso do modelo por meio dmuoferéncias concéntricas...... 213
Figura 14 Situacdo de aprendizagem sobre SEqUENCIAS.............uuvvrrrriiiiiiieiiieeeeeeeee 214
Figura 15 - Andlise do enunciado de uma situac&ndao usando o modelo.......... 216
Figura 16 - Analise da generalizacdo alcancadateeacdo da professora com os

ESTUANTES . ...ciiiiiiii e et 217
Figura 17 - Comparacéao e estabelecimento da zodedoga de aprendizagem....... 218
Figura 18 - Situac&o apresentada para os estuddm®'sano do Ensino Médio

durante 0 3° DIMESIIE.........cooiiiiiiiieiiceeeeen s 220
Figura 19 - Solucéo da situacéo apresentada NaaFI@..............ccceeevveeeeeeeeiveeeninnnnn, 122
Figura 20 - Analise do enunciado da situagao “festo............cccceeviiiiieeiiee e, 2
Figura 21 - Material produzido pela professora paepresentar o cenario da histéria

VITTUL .o et e e e e e e e 231
Figura 22 - Estudantes delimitando seus terrendslaeeira” com o pedacgo de 232

barbante do mesmo tamanho................eeeeeeeeeeiiiiiiiiii
Figura 23 - Delimitagdo do terreno total da cla@rser usado................cccccvvvvrrnnne 234
Figura 24 - Terrenos construidos pelos estudapnt@sacmesma area........................ 234
Figura 25 - Analise da generalizacdo envolvida pis@tio 1.................ccoeeenvnnnnene. 238
Figura 26 - Comparacao entre as medidas das &edertenos............cccceeeeeeeeeeennn. 248

Figura 27 - Analise da generalizacdo nos epis&li®$ do planejamento com a professora252



LISTA DE QUADROS

Quadro 1 - Proposta inicial de temas do curso ‘idéides de Ensino de Algebra a

partir dos Fundamentos da Teoria Historico-Cultural....................... 36
Quadro 2 - Temas abordados nos encontros, acoesviddésdas e objetivos da

PesqUISa €M 20L1.......cooiiiiieiiie e —————— 39
Quadro 3 - Estudo do movimento histérico e l6gios donceitos algébricos............ 85
Quadro 4 — O movimento do objeto de ensino da &geb...............oevviieiiiiinenenn. 111
Quadro 5 - A esséncia do conhecimento algébricceéagdo com a organizagdo no

ENSINO ATUAL....uuiiiiiiiiiiiiiii e 174
Quadro 6 - Relagdo entre os componentes e 0s wiggieneralizagao...................... 212

Quadro 7 - Sintese das acdes e operacdes de pl@mégeelaboradas....................... 236



AOE
CAPES
ENDIPE
ENEM
EOS
GEPAPe
GRADEM
ICMI
IMC
NCTM
PISA

RE

USP

LISTA DE SIGLAS

Atividade orientadora de ensino

Coordenacédo de Aperfeicoamento de Pessoal de Skinarior
Encontro Nacional de Didatica e Praticas de Ensino
Encontro Nacional de Educacdo Matematica

Enfoque ontossemidtico da cognigdo matematica

Grupo de Estudos e Pesquisas sobre Atividade Pgidago
Grupo de Pesquisas sobre Andlise Didatica sobred€do Matemética
International Commission on Mathematical Instructio
indice de massa corporal

National Council of Teacher of Mathematics

Programa Internacional de Avaliacdo dos Estudantes
Registro Escrito

Universidade de Sao Paulo



SUMARIO

INTRODUQAO: A ATIVIDADE DE PESQUISA ..., 15
1 METODO E METODOLOGIA DA PESQUISA ....cvoveeeeceeeeeeeeee e 21
1.1 AATIVIDADE DE PESQUISA: DUAS AQC)ES PRINCIPAIS.......ccooeevvis 24
1.2 CURSO DE ATUALIZACAO COM PROFESSORES: INSTRUME® DA
PESQUISA PARA APREENSAOQO DE DADOS............eaee e eeeeeeeeeeee e 31
1.2.1 Os sujeitos da pesquisa: a pesquisadorpa&rticpantes do Curso................... 33
1.2.2 A organizag&o do curso e seu papel paratIiSes...........uueeeienreeeeeeeeeeeeeeeeeienns 6 3
1.3 UM CASO SINGULAR: AS ACOES DE PLANEJAMENTO COMMA
PROFESSORA . ... ememmmme et e e et e e e e e e e e e nnnan s 45
20 OBJETO DE ENSINO DA ALGEBRA ......ooveeeeeeeeeeeeeee e, 49
2.1 UM PANORAMA DE PESQUISAS QUE TRATAM DO ENSINO E
APRENDIZAGEM DA ALGEBRA........coeiioieieeeeeeeeeee e, 49
2.2 O OBJETO DE ENSINO DA ALGEBRA REVELADO NAS PROBTAS
CURRICULARES. ...ttt e e e e e e e e e 58
2.3 NO CURSO COM OS PROFESSORES.........ccttiiiiiiiiiieeeeeeeeee e 70
30 MOVIMENTO HISTORICO E LOGICO DOS CONCEITOS ......ccoveuveeee. 79
3.1 O MOVIMENTO HISTORICO E LOGICO DOS CONCEITOS SEBRICOS 84
3.1.1 A fluéncia e o movimento reconhecidos noéii@nos da realidade objetiva. 87
3.1.2 O controle das quantidades do concreto seinsimovimento dos campos
NUMIBIICOS. oo e et ettt bbbt e bbbttt ettt e e e e e e e e e e e e e e seenteneeee e 91
3.1.3 O movimento da linguagem e os modos de regolde problemas: a forma e
0 contetdo do conhecimento algEébriCO....... o eeereereeeriiiiiiiieiee e eeeeaeeeeee. 93
3.1.4 Entre o elemento desconhecido e o elememteaypa: o reconhecimento das
QrandezZas VAlAVEIS.........cceeiieiiiiieec et e e e e e e e e e e e e e e e e e e senneeees 101
3.1.5 A necessidade de generalizacdo de objet@ta@los matematicos................... 105

3.2 A ESSENCIA DO CONHECIMENTO ALGEBRICO REVELADAR.O
MOVIMENTO HISTORICO E LOGICO DOS CONCEITOS....cosveveenenen. 107
3.3 INDICIOS DA COMPREENSAO DO MOVIMENTO HISTORICE
LOGICO DOS CONCEITOS ALGEBRICOS PELOS PROFESSORES.... 112

4 ESTABELECENDO RELACOES ENTRE O MOVIMENTO HISTORIC O
E LOGICO DOS CONCEITOS ALGEBRICOS E O OBJETO DE ENSINO

DA ALGEBRA . ......ccuiiitiitei ittt emne ettt ettt sttt seseenaan s ene s 119
4.1 SEQUENCIAS. ......coooueeeeeeeeeeeee ettt re e eaeete et ansetestesteaeeanseneaneas 119
4.1.1 Sequéncias: 0 movimento hiStOrico € I0gIiCO..a.........uviriiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeieiens 119
4.1.2 Sequéncias No programa CUTICUIAT......ccceeiieieiiiiiiieieee e 127
4.1.3 O topico Sequéncia sob o0 olhar dos professore...........cccoeveeeicccvvivvvvvinnnnen. 129
4.2 EQUAGODES. .. ..ottt eeem ettt sttt sttt et aeaeennsteaneaneas 135
4.2.1 O movimento historico e 10gico das eqUAGHES..........uvvvrriieiiieeeeeeeeeeeeeeiiannens 135
4.2.2 As equacdes No programa CUMTICUIAr....cccieeeeiiiiiieiee e eeee 141
4.2.3 As equacdes sob 0 olhar dos profeSSOreS. . .ooeeeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiee e 147
A3 FUNGOES..... .ottt ettt ettt et e et eaeeaeste e e e e 150
4.3.1 O movimento historico e 10gico de fuNGOES.........cooiuviiiiiieiiiiiiiie e, 150

4.3.2 As fungdes nos programas CUITiCUIAreS......u...vvvveeeiiiiieee e eeeeeeeeeeeeevvivieees 157



4.3.3 Em busca de nexos conceituais do topico Gesit no curso com

[S10] (SIT] 0] =2 T 159
4.4 OS “ISOLADOS” DO ENSINO DE ALGEBRA E A ESSENCIBO
CONHECIMENTO ALGEBRICO........cecveieeieete e, 171
5 UM MODELO PARA ANALISE DO PROCESSO DE GENERALIZAC AO
ALGEBRICA ....coiiiietiietstet ettt eaeae st se st st se st e e st sssbe s snannns 180
5.1 OS PROCESSOS DE GENERALIZACAO EMPIRICA E TEORIEM
DAVY DOV ... ittt ettt e e e e e e e e eeee ettt et e e e e e e e e e e e s e e e s s s snr b b araseeeeeeaaeessaannnns 183

5.2 O PROCESSO DE GENERALIZACAO MATEMATICA A PARTIRO
ENFOQUE ONTOLOGICO E SEMIOTICO DA COGNICAO
MATEMATICA ..ot emmae et e et e et e e nene s 189
5.3 MODELO DE ANALISE DA GENERALIZACAO ALGEBRICA: A
CONCRETIZACAO A PARTIR DOS FUNDAMENTOS TEORICOS

EXPLICITADOS. ....ceeeiitiitieeee ettt ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e e enneee e 199
5.3.1 Conteldo da generalizagao............ceuueeeeuuiuiiiiiiiiiee e e e e eeeee e ennnneenenes 204
5.3.2 Elemento mediador da generalizagao.....cccccc....vvviviiiiiiiiiiiiiieeeeeeee e 206
5.3.3 Formas de expressao e significado da geregab................ccoevvvvvevvvcieenneennn. 820
5.3.4 Validade da generalizaGao............cccceemeeriiiiiiiiiiiiieieeeeee e 210
5.4 USANDO O MODELO PARA A ANALISE DOS NIVEIS DE

GENERALIZACAO EM UMA SITUACAO DE ENSINO........comueeverererennnne, 213
5.4.1 A andlise da generalizacdo em uma situac&onsiro envolvendo sequencias. 214
5.4.2 Andlise da generalizagdo em situacdes daeqgsie envolvem fungdes........... 219
5.5 CONTRIBUICOES DO MODELO DE ANALISE DA GENERALIXCAO

EM SITUACOES DE ENSINO........coooiiiieeieeeeeeeeete ettt 226

6 UMA ATIVIDADE ORIENTADORA DE ENSINO SOBRE EQUACOE S:
EM BUSCA DA OBJETIVACAO DA ESSENCIA DO CONHECIMENTO

ALGEBRICO EM AGOES DE ENSINO ........coorirvvvccrminerieesinieeseeeesseeseeee 228
6.1 ANALISE DE EPISODIOS: EM BUSCA DA ESSENCIA DO
CONHECIMENTO ALGEBRICO NAS ACOES DE ENSINO.....cu...... . 235

6.2 O DESENVOLVIMENTO DA ATIVIDADE ORIENTADORA DE EE\lSINO E
O PROCESSO DE FORMAGCAO DA PESQUISADORA E DA PROFER3 253

7 SINTESES E CONSIDERACOES FINAIS. ..ot 258
REFERENCIAS ...ttt e et e e e e 271
APENDICES . ... e oottt e e e e aee e e e e e e e e e e e e e ee e e e e e e e e e ar e eaaanaan 279

ANEXOS ... e 310



INTRODUCAO: A ATIVIDADE DE PESQUISA

Com toda sua peculiaridade, a atividade do indieidu
humano constitui um sistema compreendido no sistema
de relagcbes da sociedade. Fora destas relacbes, a
atividade humana em geral, ndo existeEONTIEV,
1983, p.67).

Para Leontiev (1983, 1994), a atividade é a unididanalise do desenvolvimento do
psiquismo. Por meio de seus elementos (necessiaedi®ps, objetivos, acdes, operacdes) se
reconhece o movimento de constituicdo do sujeitsuj@ito constitui-se em sua atividade a
partir de uma necessidade que se configure conividndl para ele, mas € ao mesmo tempo
uma necessidade constituida nas relacées sociai® gujeito estabelece com o mundo ao
longo de sua existéncia. Para satisfazer essasid@es, 0 sujeito precisa “encontrar” um
objeto adequado a ela, que ira, assim, orientass agdes nessa atividade e se configurara
como 0 “motivo”para agir. Esse processo envolve, entdo, a dediniedacdes e operagdes
necessdarias para atingir os objetivos conformeoasliicdes dadas. A atividade do sujeito
possibilita a ele, ao mesmo tempo, que atue solmesno, transformando ou reorganizando
0S Seus processos psiquicos.

A estrutura da atividade e seus elementos sacengfer para estabelecer um paralelo
com o movimento dessa atividade de pesquisa. R&ra gesquisa se desenvolva como uma
expressdo singular dos motivos sociais historicaenestabelecidos, deve partir de uma
necessidade do sujeito que seja, a0 mesmo tempotaala e condicionada por necessidades
sociais.

Desta forma, para que seja possivel explicitaetodys, acoes e operagdes que dao
movimento a esta pesquisa, € necessario um panosametico das condicbes que
encaminharam a pesquisadora a desenvolver tatigaedo. A atuacdo profissional, como
professora de Matematica, iniciou-se em 1992, coposse do diploma de bacharel e
licenciada em Matematica, tendo cursado disciplisalsre o conhecimento matematico
especifico; algumas sobre os fundamentos da Edwucd@atica, Psicologia, Filosofia,
Metodologia) e algumas horas de estagios de oligvaNdo é objetivo desta pesquisa,
discutir a qualidade ou a organizacdo desses cupsesformam professores, ainda que,
indiretamente, esta pesquisa contribua com elem@at@ essa discussédo, como se vera.

Assim, no inicio da década de 1990, os instrumegt@s municiam a pratica como
professora s&o os livros didaticos, as propostagulares estaduais (SAO PAULO, 1988) e

0s conhecimentos académicos aos quais se tev@acess
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Com os estudantes em sala de aula, uma perguat como professora (e, portanto,
uma “necessidade” a ser satisfeita) foil® que eu vou ensinar?” Para esse tipo de questéo,
facilmente se encontram respostas, pela lista dde@dos, definidas nos programas
curriculares ou nos livros didaticos. Este podseaum* objeto” capaz de satisfazer aquela
primeira necessidade como professora. Uma segumeleessidade” estava relacionada a
pergunta “Como eu vou ensinar”, que levou a peagoisa a buscar a formacao, também em
nivel de graduacdo, em Pedagogia. Este foi o ‘@bjguie, naquele momento, parecia
satisfazer essa segunda necessidade, de formécsaintdujo pensamento era: “Eu ja sei
matematica, agora preciso ver como ensinar’. Migsingas nuances podem ser destacadas
nesse pensamento. Afinal, que matematica é esssstgsabe”? Sera que podemos pensar em
estratégias gerais de ensino, que servem paraaensiatematica, portugués, geografia,
dissociando o conhecimento especifico de suasasafiedagdgicas? E a lista de conteudos
qgue esta no livro didatico e nas propostas cuaies| por que mesmo elas estédo 14? Por que
nessa ordem, e quais séo os seus critérios deg@efMmNo inicio da pratica profissional, tais
qguestionamentos, retomados nesta pesquisa, ndo feramulados com clareza, sendo
suficiente a aceitacdo de que o conteudo dos pragracurriculares e livros didaticos
constituiam a “matematica” a ser ensinada. Degsaaf@ atencdo da pratica profissional era
voltada a encontrar as estratégias para ensinae esjava “previamente” definido.

Naquele momento de formacg&o, as apropriagbes desvdo curso de Pedagogia
atendiam a necessidade da professora em buscaindéips pedagdgicos e orientacdes
metodoldgicas. As relacbes entre o conhecimenteeméico especifico e o modo de
organizacdo do ensino eram estabelecidas pelaigmpfessora, conforme as condicdes e 0s
conhecimentos apropriados. Entende-se que issodesticordo com 0s pressupostos da
atividade como unidade de analise do psiquisma paosujeito parte de uma necessidade,
estabelece seus objetivos, acbes e operacdes era Wos objeto que concretiza sua
necessidade. Nesse momento inicial de atuacdo poohessora, pode-se dizer que o objeto
eram os conhecimentos pedagogicos que permitiaomgreensdo e superacdo da prépria
atuacao profissional.

Durante os anos na graduacdo em Pedagogia, accdac@lube de Matematica, em
1999, foi a primeira experiéncia que tinha por objetide forma sistematica, dentro da
comunidade académica, colocar em relagdo o desémenito do conhecimento especifico e

as acOes de ensino. A participacdo nesse ambiehteate/o consolidou e orientou a

!0 Clube de Matematica atualmente é reconhecido cproto de estagio da Faculdade de Educacéo da
Universidade de Séo Paulo, coordenado pelo prafésanoel Oriosvaldo de Moura.
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continuacdo de estudos tedricos e praticos, coimstd, desta forma, um espaco que oferecia
as condi¢Oes para atingir os objetivos relacionatoprocesso de ensino e aprendizagem de
matematica.

Apos um periodo dedicado exclusivamente as acfidgsgonais na escola e em
diferentes fungbBes (pedagdgicas e administrativasyas necessidades surgiram e se
tornaram cada vez mais especificas. A angustia @atdo ao processo de ensino e
aprendizagem da algebra, fonte de muitas dific@gatbs estudantes, foi o tema de pesquisa
de mestrado (PANOSSIAN, 2008).

O desenvolvimento da pesquisa de mestrado teve oefim@ncial a teoria histérico-
cultural e a teoria da atividade, e encontrou ngp@rde Estudos e Pesquisas sobre Atividade
Pedagégica (GEPAPeR ambiéncia adequada para sua realizacdo, pautidisgiestdes
relacionadas ao processo de ensino e aprendizagesugeram a pratica individual por meio
da atividade pedagogica e a conscientizacao selineadidades do ensino.

As condicbes de estudo e pesquisa, entdo garamelascurso de mestrado e pela
participacdo no grupo GEPAPe, possibilitaram o mlesgimento da pesquisa sobre as
manifestacdes do pensamento e da linguagem algawgestudantes (PANOSSIAN, 2008),
por meio da qual foi possivel elaborar sintese® erst quais se destacam:

a) a necessidade de acOes do professor que gereneshaodantes o pensamento
tedrico, pois as generalizacbes realizadas pelosdades a partir de casos
particulares ndo se consolidaram como conhecimeata a resolucdo de outras
situacoes;

b) o reconhecimento de que é necesséario estabeleter-relagcbes entre o
conhecimento algébrico e aritmético;

c) a apropriacdo dos conceitos algébricos comoss&tzle para o estudante para que
esse conhecimento seja mobilizado mesmo em sitsiaqie existem estratégias
aritméticas de resolucao;

d) a necessidade de que, ao longo do processo esm®lastudantes se apropriem do
significado do simbolismo algébrico com o0s conceita ele subjacentes,

considerando que os estudantes atribuem sentids®gie ou ainda significados

’0 grupo GEPAPe, coordenado pelo professor Manoieis@ldo de Moura, é atualmente constituido por
professores de diversas instituigbes universitapéblicas, e po6s-graduandos em nivel de mestrado e
doutorado. Realiza estudos e pesquisas sobre adieiPedagdgica, por meio das diferentes investgagos
seus membros em universidades, em instituicdedagssacom grupos de professores e estudantes, mwscu
de extensdo oferecidos para profissionais de erminno préprio Clube de Matematica. Os resultadis d
pesquisas individuais e coletivas, realizadas gealpo, sdo apresentados em congressos, semin@ifesma
de artigos, teses e dissertacdes e livros, sendmis recente publicado em 2010, organizado pelpogru
(MOURA et al., 2010).
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compartilhados, no grupo, aos signos e simbolagjifeiados esses que nem
sempre se aproximam dos significados atribuiddsritamente;

e) e o0 reconhecimento de que os estudantes témibipdades restritas de
compreender a esséncia de um conceito, no seu mokdrdgico-historico, se esta
nao estiver contemplada em vérias e diferenteacgis de estudo propostas a eles.

Tais sinteses, como constatagfes das manifestdgdpensamento e da linguagem
algébrica, evidenciam algumas das dificuldades rradas pelos professores no processo de
ensino de conceitos relacionado a esse campo demdata. Pode-se observar que tais
dificuldades ndo estdo relacionadas somente a®gsoade organizacdo do ensino, mas a
préopria especificidade do conhecimento algébricest® forma, tornou-se uma necessidade
para esta pesquisadora aprofundar os conheciméuigsando o que determina ou influencia
esta relacdo entre o conhecimento algébrico espeeifr organizacao das acdes de ensino.

Assim, em outras condi¢cbes objetivas proporciongads ingresso no doutorado e

pela continua participacdo no grupo GEPAPe, asssidegles se expandem e os estudos e as
pesquisas ndo sdo mais acles individuais de unfasgmoa em busca de compreender e
aprimorar sua propria pratica. Justificada por s&dades sociais, a pesquisa deve contribuir com
elementos para a discussdo do grupo, tanto sdbigdadé pedagdgica como relacionadas ao
conhecimento matematico, em particular o conhedimatgébrico, tematica especifica da
pesquisa. Assim desenvolve-se um processo de entizacao de que pesquisas desse porte nao
séo realizadas individualmente e em curto espatentigo, mas se consolidam e adquirem novas
qualidades na medida em que estabelecem as relagbesaso, fortemente marcadas pela
participacdo em um grupo de pesquisa, que susteliacussdes empiricas e teoricas.

Dando continuidade ao processo iniciado no mestrach relagdo as investigacdes
sobre o ensino e aprendizagem da algebra, e a gastisinteses anteriormente produzidas,
definiu-se a necessidade de pesquisar 0 movimésttwino e I6gico dos conceitos algébricos
e suas implica¢des para a organizacao do ensialgelera.

A hipoétese desta pesquisé a de que “0 movimento historico e l6égico doscetos
algébricos revela fundamentos para constituicdobjeto de ensino da algebra e para andlise
de forma critica de situacdes e acdes de ensiatgdbra, visando a formacao do pensamento
teorico dos estudantes

Desse modog objeto da pesquisa o0 processo de constituicdo do “objeto de ensino
da algebra”.

Explicitados os motivos para a realizacdo destajyies, € necessario justificar e

posiciona-la em suas potenciais contribuicdes awmd8 e sociais. Vale alertar que ndo se
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trata de estudo sobre a histéria ou historiografea matematica, como fizeram os
pesquisadores Contador (2007) e Nobre (2004), ajugacontenha elementos deste ramo
cientifico. Nao € pretensdo nesta pesquisa ret@matocumentos historicos para realizar
interpretacdes diferentes das existentes sobre eo sguconstitui 0 objeto algébrico de
conhecimento. Por isso, ndo se privilegiam ase®nprimarias que constituem o0s
documentos histéricos, ainda que algumas sejamasispdr exemplo, o texto traduzido de
Viete (2006). Nao se trata também, em outro extredeo investigacdo, sobre as
potencialidades do estudo da histéria da matemabcao instrumento metodologico ou
recurso facilitador e exemplificador no ensino.

Compreende-se que o0 olhar sobre o objeto da algphra os pesquisadores
matematicos é diferente do olhar sobre o objetalgisbra para os pesquisadores do ensino de
matematica. O matematico reconhece nos conceitésmmtcos seu objeto de estudo e
pesquisa e, desta forma, os desenvolve, a mudascabjetos da algebra (assim como o de
outras areas do conhecimento matematico), de fgramcular, que sédo o fim de sua
atividade. Por outro lado, para o pesquisador dinernde matematica, o objeto da algebra
nao constitui um fim em si mesmo, mas a sua a@c§oi € elemento fundamental, objeto de
ensino para desenvolver as fungfes psiquicas totaeses. Desta forma, se considera que a
algebra escolar é derivada da algebra que, higtnante, se constituiu na experiéncia da
humanidade, mas o objetivo na escola € a apropridg&onhecimento algébrico como um
instrumento que possibilita a formacao dos estedafortanto, pressupde-se que o0 objeto de
ensino da algebra contempla os nexos conceituaissséncia do conhecimento algébrico, e
ainda mais que o modo de organizacdo do ensinobpiasa apropriagdo desta forma de
conhecimento e a formacao e o desenvolvimento dsgpeento tedrico dos estudantes.

Assim, esta pesquisa se insere na interface erguee @onstitui 0 objeto matematico
analisado logica e historicamente e o0 objeto dmer®a matematica a partir dos fundamentos
da teoria historico-cultural e da teoria da atidiela

Desta forma wbjetivo desta pesquisa “investigar as rela¢cdes entre o movimento
historico e logico dos conceitos algébricos e cetmbde ensino da algebra revelado em
propostas curriculares e nas acdes dos professopastir dos principios da teoria histérico-
cultural e da teoria da atividade”.

A existéncia de tais relacdes ndo é questionadpoe,vezes, sdo formalmente
explicitas, pois ndo se concebe um objeto de ergirrondo tenha relagcdo com o objeto
cientifico de que trata, no caso o conhecimentehaigo. Entretanto, a abordagem sobre a

especificidade do conhecimento algébrico a paetisell desenvolvimento histérico ndo pode
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ser considerada somente para que se elabore umaldigopicos de estudo, ou para que se
argumente que as equacOes devem ser ensinadagdariascoes, porque, historicamente,
este foi o desenvolvimento cronologico. A expliciia dessas relacdes entre 0 movimento
histdrico e logico e a organizacéo do ensino debddgé o propdsito desta tese.

Para a exposicdo da tese, optou-se pela seguititibaicdo em capitulos. No capitulo
1, apresentam-se o método e a metodologia da gesdNn capitulo 2, o tema é o objeto de
ensino da algebra, e a intencdo € apresentar uorgmaa das principais concepc¢des de
algebra e de seu ensino, revelada em pesquisdfica propostas curriculares e discurso
de professores. Inicia-se 0 capitulo 3 explicitamdgue se concebe como “movimento
histdrico e l6gico dos conceitos”, a partir dasgatias do materialismo dialético e, de forma
particular, se analisa o movimento histérico edéglos conceitos algébricos com a intencéo
de revelar os nexos conceituais e a esséncia flmssa de conhecimento. O capitulo 4
apresenta os movimentos da analise sobre “isoladosénsino de algebra (sequéncias,
equagOes e funcbes) realizada a partir do quediasiderado como relagdo essencial do
conhecimento algébrico, e sdo explicitadas algumlagdes entre o movimento historico e
l6gico dos conceitos e a constituicdo do objeterdsno da algebra.

Os capitulos 5 e 6 mesclam processos de analiséeses ainda em busca de relacdes
entre o movimento histérico e l6gico dos conceosonstituicdo do objeto de ensino da
algebra. Esses dois capitulos também contribuemacerplicitacdo de processos que podem
vir a ser conduzidos na formacéo de professores.

O capitulo 5 destina-se a explicitacdo de um modeloanalise do processo de
generalizagdo matematica em situacfes de ensige.nidelo foi gerado durante um estagio
na Universidade de Barcelona, sob a supervisdaafegsor Joaquim Gimenez, pesquisador
do ensino de Matematica, e 0 seu grupo de pesquisaeriodo de setembro a dezembro de
2012, e contempla os estudos sobre o processamdeatieacdo matematica.

O capitulo 6 apresenta os dados obtidos em reumiéeglanejamento entre uma
professora de matemética da rede municipal de @esinpesquisadora. A situacdo de ensino
planejada e as acbes da professora e pesquisadaradnalisadas considerando a esséncia do
conhecimento algébrico revelada pelo estudo domeo historico e légico dos conceitos.

Por fim, no capitulo 7, sdo apresentadas as s#tiesés da pesquisa, que destacam as
principais relacdes estabelecidas entre o estudoeadimento historico e l6gico dos conceitos
e 0 objeto de ensino da algebra, bem como suagagpés para a organizacao do ensino e 0s

processos de formacao de professores.



1 METODO E METODOLOGIA DA PESQUISA

No capitulo anterior, foram expostos os motivosaEaconducdo desta pesquisa, que
respondem a necessidades pessoais da pesquisasiocais, sob a perspectiva historico-
cultural do ensino, e orientam a compreensao dgupsss como atividade, no sentido
atribuido por Leontiev (1983, p.83), para quem ‘“#vidade ndo pode existir sem um
motivo”. Assim, esta atividade de pesquisa tem ujeto que concretiza o motivo desta, e
para o qual estdo dirigidas todas suas acfes agdms: Esse objeto de pesquisa é a
constituicdo do objeto de ensino da algebra. Dedogpontual, pretende-se destacar “quais”
conhecimentos algébricos ensinamos e “para quehsisamos.

Um olhar cientifico sobre o objeto de ensino dalag nos leva a questionamentos
sobre sua constituicdo. Uma pergunta inicial é:diQou o que é o objeto de ensino da
algebra?” Essa pergunta pode nos conduzir a umaigéef formal do tipo “O objeto de
ensino da algebra é [...]”. , da qual se segue usta te topicos, 0os quais podem estar
associados a conceitos, técnicas, processos danpemni®, acdes e outros. Mas essa resposta
ndo é completa, a menos que estejam explicitosotisos e as condigdes que levaram a essa
definicdo do objeto de ensino da algebra.

Outra pergunta a ser feita é: “Onde se manifestgeto de ensino da algebra?” Como
resposta, pode-se considerar. nos programas dargsy nas acdes dos professores e nos
livros didaticos. Entretanto, estudar a manifesiagd objeto de ensino da algebra, sem
compreender as razbes e 0s motivos pelos quaitmenia se definem determinados
elementos como objeto de ensino da algebra, tami@mrevela a sua constituicdo. Por
exemplo, ndo basta verificar que “equacfes” sdotapito do ensino de algebra, por se
manifestarem em diferentes propostas curricul@msdiferentes tempos e espacgos, se nao é
possivel identificar e justificar explicitando agzdes de por que ensinar “equacdes” é
relevante para o ensino da algebra e por que cosgubebjeto.

Mas tais perguntas conduzem a um questionamentongsia tese se considera
fundamental, e que, ainda que nao seja respondidapletamente, € condutora do
desenvolvimento da pesquispie principios devem orientar a constituicdo de unobjeto
de ensino, em particular, da algebra Entende-se que a formulacdo desses principios se
vincula a concepc¢des de homem, de ensino, de domr®o, entre outras, e, portanto, tem
dimensdes sociais, psicoldgicas, epistemoldgicabtigas e outras. Mais ainda, também
implica uma concepc¢do de conhecimento e, consezuente, de educacéo. Nesta tese, tais
concepcgdes serdo assumidas a partir dos fundandstie®ria historico-cultural e da teoria
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da atividade, que, por sua vez, se pautam no rakgerd historico e dialético (MARX, 1888;
ENGELS, 1876).

Para os fins desta pesquisa, pretende-se destaisaeldmentos que se consideram
essenciais para o estabelecimento desses principioeodo como o conhecimento €
constituido na experiéncia histérica humana e oarael organizacdo do ensino visando a
formagao do sujeito ao se apropriar desse conhatime

Tornou-se premissa desta tese que, para compreendervimento de formacédo do
conhecimento em seu desenvolvimento historico,céssario compreender as circunstancias
gue geraram os fatos historicos, e que, portargomiiram seu movimento l6gico. Nesse
sentido, os fatos da historia deveriam ser tratatbbsmodo l6gico seguindo o curso do
pensamento, como indica Engels ao escrever soblabaracdo do método que esta na base
da critica marxista a economia politica.

A histéria procede frequentemente por saltos e iguezague e, se houvesse que
segui-la ao mesmo tempo por toda a parte, teriaap@dmas de recolher muito
material de pouca importancia, como também o cudeopensamento teria
frequentemente que ser interrompido; além dissm,sedpoderia escrever a histéria
da economia sem a da sociedade burguesa e, dedte mdrabalho tornar-se-ia
infindavel, uma vez que faltam os trabalhos prepas. Portanto, o modo l6gico
de tratamento era o Unico que estava no seu l&gée. [modo], porém, ndo é de
facto sendo o histdrico, despido apenas da forretorlia e das casualidades
perturbadoras. Por onde esta histéria comecga, ip@made comecar igualmente o
curso do pensamento, e 0 seu avancgo ulterior maonsas do que o reflexo, numa
forma abstracta e teoricamente consequente, desdeaistorico; um reflexo corrigido,
mas corrigido segundo leis que o proprio decurstiiito real fornece, na medida em

gue cada momento pode ser considerado no pontesgdlvimento da sua plena
maturidade, da sua forma classica. (ENGELS, 1839, p

Assim, o0 modo logico de acompanhar os processesmsrucdo do conhecimento na
experiéncia humana €, na verdade, histérico. Parvea, os acontecimentos histéricos sdo
determinantes do desenvolvimento dos processosolgile pensamento. No caso do
conhecimento algébrico, ndo € diferente, sendosséade, portanto, compreender o seu
movimento histérico e 16gi¢o

Além disso, considera-se a existéncia de corretagdre a historia social dos homens
e a historia do desenvolvimento de um sujeito. Namue a histéria do sujeito repete a

*Optamos pela expressdo “movimento histérico e @gie n&do logico-histérico, por considerarmos qse o
acontecimentos histéricos sdo determinantes dosgqu#m condi¢cdes de analisar como desenvolvimemto d
processo de pensamento. S6 é possivel captar ehemew o desenvolvimento do pensamento por meio das
marcas histéricas que vado sendo deixadas. Entendpis 0s processos ldgicos de pensamento sé se
consolidam, e completam seu processo de constituigh movimento do abstrato ao concreto, quando
encontram a possibilidade de se concretizar, senstalizados em acdes ou registros que se tormstdribos.
Assim, ainda que se considere que a relacdo |dustdrico € uma relacdo dialética, sé conseguimos
determinar na experiéncia humana o movimento l6dado o movimento histérico. Por isso, usamos daran
toda a tese o registro histérico e l6gico e naordrério.
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histéria humana, mas sim porque o desenvolvimepn® dlijeitos (singular) influencia o
desenvolvimento social do género humano (univeesaige-versa. Por meio da atividade e
do trabalho dos homens é que as leis da sociedad®/alam. A historia se desenvolve na
medida em que os homens buscam satisfazer suassitleckes e caminham em direcdo aos
seus objetivos. Ao mesmo tempo, as condi¢cbes hiwsrdadas historicamente constituem o
sujeito e suas necessidades.

Desta forma se reconhecem paralelos entre os tonad atividade e trabalho. O
conceito de atividade é explicitado por Leontie®w94, p. 68) como “[...] processos
psicologicamente caracterizados por uma meta aogyeocesso se dirige (seu objeto)
coincidindo sempre com 0 objetivo que estimula jeisua executar esta atividade, isto é o
motivo”. Por sua vez, em Marx, se identificam omponentes essenciais do trabalho: “[...]:
1) a atividade adequada a um fim, isto é, o propabalho; 2) a matéria a que se aplica o
trabalho, o objeto do trabalho; 3) os meios dealial) o instrumental de trabalho” (MARX,
2006, p.212).

Conforme Moura (2013), o trabalho e a atividadersentam por acdes dirigidas a um
fim, entretanto, no trabalho, se destaca a natwgimana deste fim, ou seja, o produto do
trabalho, e no conceito de atividade, destacats#aeza interna deste fim, que provoca as
mudancas psiquicas do sujeito.

O trabalho e a atividade humana s&o conceitos aignpara compreender tanto o
processo de construcédo do conhecimento ao longastiaia (objetivacdo), quanto o processo
de formacao psiquica do sujeito (apropriacdo) emdeterminado momento histérico. Em
busca de atender suas necessidades inicialmentégibas (fome, abrigo, seguranca,
procriagcéo e outros) (MALINOVSKY, 1978) e postenmnte sociais e culturais (melhorar o
armazenamento, modos de alimentac&o, convivérmidrote) € que a humanidade constitui
diferentes formas de conhecimento, e cada ser lmjrdarforma singular, se apropria dele.

A formagdo e o desenvolvimento do ser humano eat#im relacionados aos
processos biolégicos e também a processos sociaiglterais. Por isso, é necessario
compreender o movimento de objetivacdo do conhettonea experiéncia humana ao longo
da pratica social (inserido em um movimento filagjeao) e também o de apropriacdo desse
conhecimento por um determinado sujeito (inseridonmovimento ontogenético), que é
mediado pelas condi¢des particulares de exist@nesentes em dada sociedade.

O processo educativo, por sua vez, age sobre afdonda personalidade e sobre as

formas de pensamento de cada sujeito, por meio ndeprocesso de apropriacdo e
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internalizacdo de conceitos (VIGOTSKI, 2001). Cotose estes que sdo revelados no
movimento historico e I6gico e em funcdo da sag@fedas necessidades humanas.

Retomando a questdo principal da tese, “Quais ipiox devem orientar a
constituicdo de um objeto de ensino, em particalaralgebra?” temos a partir do exposto, a
hipotese de que “o movimento histérico e I6gico dmsceitos algébricos revela fundamentos
para constituicdo do objeto de ensino da algelpara andlise de forma critica de situacdes e
acOes de ensino de algebra, visando a formacaerdamento teodrico dos estudantes”.

Sendo essa a hipodtese, foi estabelecido o objgtiviwipal da tese: “investigar as
relacdes entre 0 movimento histérico e l6gico dnxeitos algébricos e o objeto de ensino da
algebra revelado em propostas curriculares e rigsalps professores”.

1.1A ATIVIDADE DE PESQUISA: DUAS ACOES PRINCIPAIS

Para atingir o objetivo e verificar a hipétese fatada, foram definidas algumas acdes
e operacdes da pesquisa. Tornou-se necessari@mestughalisar o movimento histérico e
l6gico dos conceitos algébricos e o objeto de ensla algebra, gerando um quadro
interpretativo do objeto de ensino da algebra seaides principios constituintes. Isso porque,
conforme Caraca (1952, p.64, grifos do autor), “Masta conhecer os fendbmenos; importa
compreendeps fendmenos, determinarr@azdesda sua producédo, descortinaligacdesde
uns com 0s outros”. Para obtencéo e analise dasdadgesquisa foi conduzida por meio de
duas acdes que estdo inter-relacionadas. A prirdeless diz respeito ao proprio movimento
histérico e logico dos conceitos algébricos e ausedg, contempla o objeto de ensino da
algebra. Estas néo serdo acodes isoladas, masonglacse na medida em que para
compreender o objeto de ensino da algebra se eeg@a@mbém ao movimento histérico e
l6gico dos conceitos algébricos.

Desse modo, o movimento histdrico e I6gico dos ebos algébricos €, inicialmente,
objeto de estudo nesta pesquisa e, posteriormesteymento que permitirda a analise do
objeto de ensino da algebra.

E ainda pressuposto desta pesquisa que recorreatagorias do materialismo
dialético para fundamentacdo do movimento histéectdgico dos conceitos algébricos
possibilita realizar a analise do objeto de engim@lgebra a partir de formas de pensamento
tedrico.

Para que seja possivel compreender esses fendifeemayimento historico e logico
dos conceitos algébricos e a constituicdo do olgjetensino da &lgebra), essas acbes serédo
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conduzidas na dindmica que expressa a relagéo @mirggular, o particular e o universal.
Entende-se que tal dinAmica é caracteristica deddijplética.

Estamos nos referindo a concepcdo marxista detidagléelacionada a teoria do
conhecimento, que compreende a totalidade conafetarealidade objetiva, em suas
contradi¢cbes e, portanto, corresponde a forma dsapeento mais apropriada para captar os
fendbmenos em movimento, pois:

Para captar-se 0 movimento da realidade, na coécepgtodoldgica marxiana,
torna-se necessario utilizar-se a logica inereatenavimento da prépria realidade
que € dinamica, ndo s6 no sentido de avancar netentinada diregdo, mas
através da intensa reciprocidade dos elementosaguenstituem. E a ldgica
dialética. As leis da logica dialética séo exatames leis que dirigem o movimento

objetivo da realidade transformadas em leis dogmaesto, e que se nos apresentam
através de conceitos de maxima generalidade. (ORXE2005, p.42).

Assim, torna-se necessario explicitar o objeto ekmpisa no seu movimento dialético
e na relacdo singular-particular-universal. Tomamesmo ponto de partida, as formas
singulares de manifestacédo (do objeto da algeli@ @bjeto de ensino da algebra) para que
seja possivel analisa-las em suas particularidagelsusca do universal. Entretanto, a propria
singularidade inicialmente definida é em si um rexada realidade objetiva produzida pela
experiéncia humana e, dessa forma, ja contém etaeraentos de uma “universalidade” até o
estagio que foi possivel atingir em seu movimeigtdhco e logico.

Assim, foi estabelecido um recorte da totalidadetd® caracterizado como
singularidade para o estudo. As particularidadesdéapel de mediadoras entre o singular e
0 universal e se revelam na forma de conceitogednienos.

Ora, a importancia da particularidade (na relagégutar-particular-universal) na
andlise de um determinado fenébmeno esta no fatgueeela se constitui em
mediagfes que explicam os mecanismos que interfdesisivamente no modo de

ser da singularidade, na medida em que é através dee a universalidade se
concretiza na singularidade. (OLIVEIRA, 2005, p.46)

A singularidade é tdo mais compreendida, quantos ndgsenvolvida forem as
particularidades (conceitos e fendbmenos) em diragague se constitui como universal. “Em
outras palavras: o singular é tdo mais compreendjdanto mais se tenha captado suas
mediacdes particulares com a universalidade” (OLRA; 2005, p.49-50).

Outros estudiosos do materialismo dialético commiem 0 processo de
conhecimento por meio da relagdo singular/partitgsaal. E o caso de Cheptulin (1982), que

considera como particular as “formacdes materi@gisas, corpos, fendmenos) que
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[...] existem objetivamente, fora e independentdmetta consciéncia humana,
possuem caracteristicas espaciais e temporaisy esté movimento, tem seus
préprios aspectos e ligacbes necessarias e contisyesingulares e gerais, possiveis
e reais, incluem a causalidade, a contradicdo supas todas um conteddo e uma
forma, uma esséncia e um fenémeno, etc. (CHEPTUL982, p.74).

A partir dessas formacdes materiais, reconhecee@guliferencia (o singular) e o que
as identifica (o geral), pois “[...] o singular egeral ndo existem de maneira independente,
mas somente por meio de formacgdes materiais plargsu(coisas, objetos, processos), que
sdo momentos, aspectos deste Ultimo” (CHEPTULIS219.194).

Entretanto, destaca que esse geral que denominaufabndo caracteriza a esséncia
se estiver caracterizando formacfes materiais éenedies estagios evolutivos, justamente
por ndo considerar o proprio processo de desemwehto dessa formagdo material. E
prossegue indicando que, “Para compreender o isigad verdadeiro desse geral e suas
relacbes com a esséncia das formacdes materidiwmi@aas, € preciso preencher as lacunas
existentes entre estas formacdes, restabelecendsstégios do desenvolvimento que as
separam” (CHEPTULIN, 1982, p.200).

Nesse sentido, mantém-se nesta pesquisa a reterérei relacao
singular/particular/universal, considerando quenversal € quem possibilita que esse geral
comum seja superado ao buscar a esséncia dos soljgtno analisados a partir de suas
diferencas, identidade e processos constitutivdes gesenvolvimento.

Conscientes da impossibilidade de apreender tododatms do movimento do
conhecimento algébrico e seu ensino, se reconlpeed esséncia buscada nesta pesquisa,
em relacdo ao movimento histérico e légico dos eitos algébricos e ao objeto de ensino da
algebra, e caracterizada como universal, devevetaredambém nossos objetos e fenébmenos
particulares no atual estagio de desenvolvimeniosaja, no nivel atual de objetivacdo e
apropriacédo do conhecimento algébrico.

Durante o movimento de pesquisa em busca de ralgdedeicas, o movimento do
pensamento que se procurou desenvolver foi o densdc do abstrato ao concreto. Ao
analisar as singularidades que foram isoladas erteelas da realidade objetiva, foram
geradas as abstracdes, nem todas essenciais. Jeesis®, 0 “abstrato” se refere as relacdes
que se formam a partir de um processo de analiggosaibilidade de gerar as abstracdes
permite 0 movimento do pensamento. Nesse movimentmncreto surge como sintese de
inUmeras abstracdes que refletem partes da realgmsivel. Para Illyenkov (1977, p.33), o
concreto “Expressa a forma universal de desenvelviom da natureza, sociedade e

pensamento”.
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Ainda que limitado pelo processo individual de gpia;&o tedrica da pesquisadora, €
desta forma que o objeto desta pesquisa (a cdgdttdo objeto de ensino da &lgebra) sera
conduzido.

No primeiro movimento ou acédo da pesquisa, setiaea o estudo aprofundado do
movimento historico e logico dos conceitos algélwjc considerando categorias do
materialismo dialético, buscando compreender gasisecessidades humanas que geraram
esse conhecimento; quais processos de pensamesrteram ao longo da pratica social
humana e transformaram o que hoje compreendemas commecimento algébrico. Entende-
se que ao estudar o movimento histérico e l6gice clunceitos algébricos, pela via do
pensamento dialético é possivel revelar a essé@ac@nhecimento algébrico, identificando
0S nexos conceituais dessa forma de conhecimento.

Este estudo, que constitui uma das acfes da padquas parte de fatos da realidade
objetiva caracterizados por episédios singularesistaria da algebra tal como chegaram aos
nossos tempos e sdo relatados por historiadoresméatos. Ainda que possa haver
discusséo sobre a veracidade desses fatos ouremsohlteracdes pelas leis do pensamento,
hoje eles constituem realidade objetiva para estodi e pesquisadores. Estes constituirdo o
singular, o ponto de partida de uma das a¢desasanPelo estudo de suas particularidades
(formas de pensamento e suas manifestacfes naadi@gy o processo de formacdo de
conceitos, analisados por meio das categorias derialesmo dialético), caracteriza-se a
esséncia do conhecimento algébrico, como univeesadlada pelo movimento historico e
l6gico dos conceitos e em sua relacdo com a atigidaumana. O movimento dessa acao
pressupde a compreensao do significado atribusgeessao “movimento historico e logico
dos conceitos” que se pretende explicitar de famas detalhada no capitulo 4.

O segundo movimento que constitui outra acdo ddisenda pesquisa parte do
singular composto de isoladoslo ensino de &lgebra que serdo analisados em suas
particularidades, nos fenbmenos em que se manifestgramas curriculares, registros de
fala dos professores; situacbes enunciadas deogresiprincipalmente por meio dos nexos
conceituais e da esséncia revelada pelo estudamdon@nto histérico e l6gico dos conceitos

algébricos.

*0 conceito de “isolado” esta sendo compreendidtartese a partir de Caraca (1952). Esse autor afijue
“Na impossibilidade de abracar, num Unico golpwtalidade do Universo, o observador recorta, das@essa
totalidade, um conjunto de seres e factos, abdtraide todos os outros que com eles estdo relacsehad
(p.112). Assim, um isolado é um recorte da reabidadque se ndo for convenientemente determinade po
conduzir ao aparecimento de inesperados (situag@ie$endmenos que, por sua vez, levam a melhor
determinac¢édo do isolado).
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Apds uma andlise inicial a partir das experiéngassoais como professora de
matematica da educacéo bésica, dos resultadossqaiges sobre o ensino de algebra e do
que se revela em propostas curriculares, identfgma recorréncia dos topicos “sequéncias”;
“equacdes” e “funcdes” para introduzir e conduzéngino de algebra. Assim, nesta pesquisa,
estes foram considerados como os “isolados”, eldsaé definidos como singularidades do
objeto de ensino da algebra a serem analisados.

Destaca-se que o universal, explicitado no prime@ioc@imento de analise da pesquisa
(a esséncia do conhecimento algébrico) sera plaridade mediadora da relacdo entre os
singulares (isolados do ensino da algebra) e cetsal que se pretende constituir relacionado
ao objeto de ensino da algebra. Nesse universardestexpressos principios para a
constituicdo do objeto de ensino da algebra proamveo pensamento tedrico dos estudantes
a partir do movimento histérico e l6gico dos cotu=i

Na impossibilidade de avancar linearmente com efsissnovimentos, considerando
a necessidade de “idas” e “vindas” nesse proc@sstende-se prosseguir com os estudos em

uma dindmica que expresse suas interligacdes €diyur

[72]
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S&o instrumentos para apreensdo de dados paradeEsasicoes principais: textos
publicados de histéria da algebra; programas audaties de algebra, pesquisas realizadas
sobre o ensino de algebra (BEDNARZ; KIERAN; LEEQ&ISTACEY; CHICK; KENDAL,
2004; CAIl; KNUTH, 2011); e um curso intencionalmeetaborado para professores da rede
publica de ensino do Estado de S&o Paulo.

Assim, metodologicamente, a pesquisa foi compostaaldumas etapas que nao
possuem um encadeamento linear, mas compuseranasagbes principais se relacionando
a medida que avancaram as investigacoes:

a) etapa A: Estudos tedricos sobre o0 movimentofiist e I6gico dos conceitos;

b) etapa B: Levantamento bibliografico de episodiasgidares da histéria da
Matematica para analise, interpretacdo e compreethiddnovimento histérico e
l6gico dos conceitos algébricos em busca de sé@émeiss

c) etapa C: Andlise de pesquisas sobre o objetmsiao de algebra;

d) etapa D: Andlise de programas curriculares cono fogra o que é considerado
oficialmente como objeto de ensino da algebra;

e) etapa E: Elaboracdo de um curso de atualizaay@oppofessores da rede publica do
Estado de Sao Paulo, que contemple principios daatéistorico-cultural;
elementos do movimento histérico e logico dos cibasealgébricos; situacdes de
ensino de algebra apresentadas em propostas tanegu

f) etapa F: Analise de dados obtidos no curso daliahcdo desenvolvido na propria

Faculdade de Educacao da Universidade de Séao R#sIR) e intitulado “Atividades

de ensino de algebra a partir dos fundamentosodia teistorico-cultural”.

Todas estas foram etapas inicialmente definidasértante reconhecer que, durante
o desenvolvimento da pesquisa, tais etapas seatdar constituindo as duas acdes principais
e, por isso, no movimento de exposicdo em secées,pssivel mesclar os resultados das
andlises de mais de uma etapa.

Para as etapas de A a D, os dados sao obtidosnear de leituras de textos
cientificos e de documentos oficiais, no caso ognamas curriculares de matematica. Mais
explicacbes sdo necessarias em relacdo aos praredsrde obtencédo dos dados a partir do
curso com os professores e que constituem as dfapds, 0 que sera realizado no proximo
item 2.2.

Como se espera de um movimento de pesquisa, enmeeinento de analise e
sintese, sdo identificadas algumas acdes que psederdescartadas ou novas acfes que

devem compor a pesquisa para atingir o objetivpgstm. No decorrer desta pesquisa, foram
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incluidas duas acdes que estdo relacionadas asippis) jA descritas, mas que foram
derivadas durante o movimento de andlise.

Ainda no movimento de estudos sobre as pesquisesali@adas sobre o ensino da
algebra e as primeiras andlises das falas dosspwies, identificou-se a relevancia do
processo de generaliza¢anatematica.

Assim, esse processo de pensamento foi destadadwe-se necessario investigar de
forma mais aprofundada elementos historicos e ddgibem como suas implicacdes para a
organizacdo do ensino de algebra. Para tanto, femaatisados: os aspectos historicos e
l6gicos; como o processo de generalizacdo é apeskerem propostas curriculares; e
concepcdes dos professores em relagdo ao procesgendralizacdo a partir da analise dos
dados do curso realizado. Os resultados desseoestndo descritos e analisados ao longo
desta tese em diferentes secdes.

Os estudos tedricos e as andlises realizadas aaaeeralizacado foram concretizados
na elaboracdo dem modelode analise do processo de generalizagdo. Essdarpmtie ser
considerado potencialmente como apoio para andélisgprocesso de generalizacdo em
situacOes enunciadas de ensino (em propostasudargs ou livros didaticos) e na acdo dos
professores.

Entende-se que o processo de elaboracdo desseonumendlise do processo de
generalizagdo em situacdes de ensino constitui olonde concretizar as relacdes entre o
movimento historico e l6gico dos conceitos algéiwie o objeto de ensino da algebra. O
modelo, que é organizado em niveis de generalizaggmempla o movimento historico do
processo de generalizacdo, cujo estudo, por sya&ez para a sua constituicdo. A partir do
modelo é possivel analisar os niveis que poderatsbuidos ao processo de generalizagéo
em situacdes de ensino, gerando a possibilidade gmiprofessores de organizar o ensino
considerando também essa andlise, e em busca migr ati pensamento tedrico dos
estudantes.

O processo de constituicdo desse modelo, bem clyumas andlises de situacdes de
ensino realizadas por meio dele serdo apresentadzapitulo 6 desta tese.

Durante a realizacao do curso com os professoresdeapublica estadual, constatou-

se a possibilidade de analisar de forma singutapeimento de uma professora durante suas

®0 estudo sobre o processo de generalizacdo matenfétiintensificado durante o estagio de pesquoisa
exterior sob a orientacdo do professor Joaquim Gémiela Universidade de Barcelona e com o contato com o
Grupo de Pesquisas sobre Analise Didatica sobredgdo Matematica (GRADEM). Esse grupo aprofunda os
estudos e pesquisas tendo como um de seus funademenEnfoque Ontossemidtico (EOS) da cognicéo
matematica (GODINO; RECIO, 1997; GODINO, 2002; FONJONTRERAS, 2008; FONT; PLANAS;
GODINO, 2010; FONT; GODINO; GALLARDO, 2012).
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acoes de planejamento. O objetivo especifico degda de pesquisa foi o de reconhecer o
modo como 0s elementos do movimento historico &dddos conceitos se revelariam nas
acOes de ensino, potencializando a apropriacdo ugo sg considera como esséncia do
conhecimento algébrico e possibilitando a formal@pensamento tedrico dos estudantes.
Considera-se que essa acao de pesquisa centralimeowdmentos das duas acoes
anteriores, a medida que concretiza os estudo® solnovimento histérico e I6gico dos
conceitos de equacdes e também envolve os priscfjaita a organizacdo do ensino. Mais
detalhes sobre a organizacdo metodologica dessamero de planejamento entre
pesquisadora e professora serdo descritos no it@me2as analise e sinteses serao

apresentadas no capitulo 7.

1.2 CURSO DE ATUALIZAQA~O COM PROFESSORES: INSTRUMEO DA
PESQUISA PARA APREENSAO DE DADOS

O primeiro semestre de 2011 foi dedicado esseneigkra preparacdo e execucao de
um curso com professores de matemética da redea@a ensino. Oferecido como curso de
atualizacao para professores pela prépria USHoetiesenvolvido entre os meses de abril e
junho, durante nove sabados, em encontros de duatas de duracéo. Intitulado “Atividades
de Ensino de Algebra a partir dos Fundamentos daidl &listérico-Cultural”, o curso teve
como objetivo geral discutir com os professoresigipios de organizagdo do ensino de
algebra ao longo dos anos de escolaridade.

O processo especifico de preparacdo e organizashe durso ocorreu desde janeiro
de 2011. A leitura de textos voltados a historialdgebra e sobre o ensino desta, bem como
de conceitos da teoria histérico-cultural, posgdul a elaboracdo de sinteses iniciais que
constituiram o material do curso para os professofasim, 0 movimento constante de
leituras, analises e sinteses que marcou a organizi curso para professores constituiu o
instrumento da prépria pesquisa.

E necessario considerar que nesse momento (priseinestre de 2011), a pesquisa
estava em sua fase inicial e, portanto, havia wdgiesde desenvolvimento e apropriacao
teorica, alcancado pela pesquisadora, por meiestodos sobre 0 objeto de ensino da algebra e o
movimento histérico e logico dos conceitos. A cmmicdo da pesquisa com outras acdes de
estudos e analises possibilitam um novo olhar ea®undlises a serem realizadas sobre a
organizacao e conducao desse curso. Por esse ragiplas mudancas provocadas no decorrer

do processo de investigacdo é que a pesquisatiordbém sujeito da pesquisa.
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O pressuposto inicial para a organizagdo do cursie éue a discussdo sobre o
movimento histérico e l6gico dos conceitos algéiwjccomo compreendido nesta pesquisa,
Nao se apresenta no espaco escolar e ndo € cadsigherra a constituicdo do objeto de ensino
da algebra. Este ja esta cristalizado nos programasulares e em outros materiais didaticos
em forma de topicos de contelidos algébricos, quepstem ao longo de anos com altera¢des
pontuais. Radford (2011) destaca que a formulagatemporénea do contetdo matemético
domina a concepcéo dos professores, e ressalta:

No entanto, a formulagdo contemporanea é o resuli@dum longo processo de
mudancas e transformacfes conceituais e ndo ngaessate € o melhor ponto de
partida para os alunos. Entretanto, na falta deasudlternativas, a formulacao
contemporanea torna-se uma camisa de forca nahesd® conteludos a ser

ensinado, em sua organizacdo, e em sua articulam@iooutros conhecimentos.
(RADFORD, 2011, p.16).

N&o se discutem nas orienta¢des curriculares ¢&riod de definicdo do conteudo
algébrico ou as razdes para sua presenca, mas gjoestdes metodoldgicas de abordagem e
apresentacdo desses conteudos pré-definidos. disidos sdo padronizados e podem ser
observados em cole¢bes de livros didaticos, oufodma mais recente, nas apostilas
distribuidas bimestral e anualmente para alunasfegsores da rede publica de ensino.

Por essa razao, e em funcéo do curso ser dirigmtofassores da rede estadual de Sao
Paulo, que conta com orientacdes especificas apaelses também na forma de cadernos
bimestrais dirigidos a alunos e professores, éogoarso foi elaborado tomando por base as
situacOes de ensino propostas nesse material.nRgrtamote da discussdo do curso foram
situacdes de ensino da Proposta Curricular do &staddo Paulo (SAO PAULO, 2008f).

Era objetivo do curso que os professores analisaasesituacdes de ensino propostas
de conteudo algébrico a partir dos fundamentosdaat historico-cultural e do movimento
histérico e l6gico dos conceitos algébricos. Assdurante o curso, foram promovidos
momentos de discussdes sobre: 0 processo de famagdnceitos; formas de pensamento e
de linguagem; episodios de historia da algebra ienedtes momentos (retérica, sincopada,
geomeétrica, simbdlica) e outros.

Desta forma, constituem dados para esta pesquistal@s que expressam as
concepcOes iniciais dos professores sobre algebsaueensino, bem como as analises
realizadas pelos professores sobre as situacOesnsi@o de algebra com base nas
apropriacdes conceituais possibilitadas no decdoeurso.

Para a pesquisadora, o curso constitui uma das agémdoldgicas da pesquisa com

duas fungdes principais:
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a) instrumento para a captacdo de dados na falgmdessores em exercicio e a
compreensao do objeto de ensino da algebra emcenartticidade”. Esses dados
se revelam pela discussdo dos professores (videmas), e por outros materiais
produzidos (como as sinteses de texto e os mapasitu@mis) de concepcdes sobre
algebra, conceitos algébricos, procedimentos de@rapropriacdo do movimento
histérico e l6gico dos conceitos algébricos, apélde situacbes de ensino a partir
dos fundamentos tedricos explicitados e outros;

b) elemento particular que permite a pesquisadotezaea mediacdo entre o singular
(isolado do ensino da algebra) e o universal (fins tedricos para a constituicdo
do ensino da algebra promovedor do pensamenta@oedos estudantes a partir do
movimento historico e l6gico dos conceitos).

Para os professores, 0 curso se configurava untegaaa discussdes a respeito do

ensino da algebra; das situacfes especificas apadas na Proposta Curricular do Estado de
Sédo Paulo; das dificuldades que se apresentamsébiidades de encaminhamento, além de

aproximacao aos principios da teoria historicoeralt

1.2.1 Os sujeitos da pesquisa: a pesquisadora epasticipantes do curso

O processo de elaboracdo do curso de atualizagaoppafessores, contemplando o
movimento histérico e logico dos conceitos algéiwjconstituiu em si uma acdo de pesquisa
e também de formacdo para a pesquisadora. Paraekdsmacao varios estudos sobre
conceitos da teoria historico-cultural e tambénudsd aprofundados sobre o conhecimento
algébrico de forma especifica a partir desse furtdontedrico foram necessarios. Em funcéo
disso, a pesquisadora pode ser considerada stigegesquisa.

Os demais sujeitos eram professores da rede ekthel@@o Paulo, que conheceram o
curso por meio da divulgacdo realizada pela propeisquisadora nas diretorias de ensino
e/ou nas escolas que lecionavam.

As ac0es iniciais do curso tinham por objetivo rf@rer quem eram os professores
participantes, seus locais de origem, sua formast&oatuacéo profissional, suas expectativas
em relacdo ao curso e ao aprendizado. Apos a #aplo dos objetivos do curso e dos
motivos da pesquisa desenvolvida, os professosazaaam um termo de ciéncia, autorizando
a gravacao em video dos encontros (Apéndice A).

O curso iniciou com dezesseis participantes. Destese tinham a formagdo em
Matematica com o curso de Licenciatura. Outros, togsn formacdo em Ciéncias com
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habilitacdo em Matematica, um em Fisica (com habdio em Matematica) e uma em

Engenharia. Ao longo do curso, alguns participadessstiram. Trés deles vinham de outra
cidade e tornou-se custoso em termos financeil®s, do tempo gasto para o deslocamento.
Outros trés participantes alegaram problemas dériboem funcéo de atividades extras nas
escolas, e dois participantes compareceram soraamnteencontro, sem dar justificativa para
a interrupcgéo do curso.

Dos oito participantes que concluiram o curso, gaiesuiam a formacdo em
Matematica e um em Engenharia, que também realzestrado em uma universidade
particular, estudando légica. A formacéo inicial rdaioria deles se deu em universidades
particulares, e apenas dois dos participantes eivaol sua graduagdo em uma universidade
publica.

Esses professores exercem a docéncia em escotasal@stadual de Sdo Paulo de
ensino fundamental e médio, com excec¢do de umagzmfa que lecionava em escola da rede
municipal (mas possuia experiéncia com escola @aslfa@ outra que atua na Educacgdo
Infantil. Cinco desses professores atuam em umanmescola estadual, e uma delas era
professora de Fisica, ndo de Matematica.

Conforme os professores, a expectativa em relagiocuaso era: “expandir
conhecimentos”, “aprimorar a préatica docente” ectantrar técnicas para incentivar os alunos
no aprendizado da algebra”. Duas professoras mitard'aquisicdo de conhecimento para
concurso” e “certificado para evolucéo funcional”.

Algumas singularidades se apresentam entre asspooé® A preferéncia da
professora Cristina, que possui formacdo em Magsté licenciatura em Matemética, é a
Educacao Infantil. Justifica a decisdo em particigha um curso voltado para o ensino da
algebra com entendimento de que, mesmo que 0 assdisdutido tratasse de conceitos
algébricos mais avancados, lhe traria novas amagens, além de elementos que
permitissem a adaptacéo ao ensino de seus aluremiidacdo infantil. Na fala da professora:

Tive uma formag&@o muito fraca em matemética, p@sempre cursos na area para
conseguir estudar sozinha. Nunca lecionei no Fuedtah |l e Médio, minha

atuacédo sempre foi Educacéo Infantil. Procuro seragaptar o que é possivel para
Educacéo Infantil. (Cristina, RE1).

A professora Suzana demonstrou em suas falas passai concep¢do de algebra

como forma de pensamento e com menos énfase aguistliinguagem algébrica. Além

®0s nomes dos professores participantes sao fisticio
"Este dado foi extraido do Registro Escrito (RE)u ge trata de um questionario de formac&o esiligant
profissional dos professores participantes e egtigas em relacao ao curso.
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disso, sua concepcao de variavel oscilava entreaameepcdo mateméatica e uma concepcéo
do senso comum, como a que se apresenta na frasesgeve como parte do comentario

sobre o textd\ecessidade da Algebra no Ensig#péndice B): “Apesar do ser humano nao

perceber que equaciona seu pensamento a todot;stbno faz com grande maestria, pois €
necessario que ele saiba quais séo as variavesstime em sua rotina diaria” (Suzana, RE4).
Desta forma, suas intervencdes se diferenciavamdédamis colegas e incidiam em uma

organizacao de ensino de algebra também distista &corréncia se manteve na maioria de
suas falas e posicionamentos durante o curso, serdo expostos durante as analises.

A professora Helena demonstrou em varios momemtsatisfacdo em relagdo a
obrigatoriedade imposta pela direcdo da escola em iabalhava em acompanhar
linearmente o conteddo proposto pelo material €ovipelo governo estadual. Sentia-se
amarrada e sem possibilidades de organizar sues de@nsino recorrendo a conhecimentos que
haviam sido apropriados em sua formacéo inicialn@dem em outros cursos de formacdo que
havia frequentado.

A professora Carla tinha expectativas em relacadcuaso de encontrar técnicas de
ensino que fossem mais atrativas para os estudaet@sgeral se manifestava mais quando o
assunto eram as dinamicas de sala de aula.

A professora MoOnica se mostrava interessada nasedibs propostas e acdes do
curso, ainda que nao encontrasse uma aplicacda doen seus estudantes. Isso pode ser
verificado em mais de uma situacdo quando a pesiprd anunciava um topico a ser
estudado e no encontro seguinte a professora camaesbbre o que havia encontrado em
buscas pela internet em relagdo aquele tépico.

Os procedimentos légicos, em geral associados &alofprmal, eram uma
preocupacao recorrente da professora Ester queriizssmuito a respeito de procedimentos
de generalizacao, classificacdo e outros processaotais dos estudantes.

A professora Emilia, por sua vez, ndo lecionaveeliatica, mas sim Fisica. Detinha-
se em particularidades do conhecimento matematiceiee retomava conceitos apropriados
em outras formacdes em busca de articulagcdes cque @stava sendo discutido durante o
curso. Por exemplo, foi possivel observar comergaegi registros feitos pela professora que
estavam relacionados a logica booleana e a teat@ivelacionar com o assunto em pauta.

A professora Angélica pouco se comunicou verbalendatante o curso. No entanto,
mostrou interesse em continuar com os estudosafa®itos da teoria historico-cultural. Ela
permitiu que durante o segundo semestre outrossdaal@ a pesquisa fossem coletados a

partir de encontros semanais para realizar plaregjton coletivos com a pesquisadora.
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1.2.2 A organizacgéao do curso e seu papel para a pasa

O curso foi organizado no final de 2010, mas pigo@nte nos primeiros meses de
2011. Nesse momento, os estudos e conhecimentgestpiisadora sobre o movimento
histérico e l6gico dos conceitos eram abstracéesajuda ndo haviam se concretizado em
uma sintese elaborada, e, portanto, refletiranrgenzacao do curso.

Assim, a organizacéo do curso tinha como fundamsenwestudos realizados sobre a
teoria historico-cultural e a teoria da atividadepesquisa realizada durante o mestrado
(PANOSSIAN, 2008); e os fundamentos de outras psasjusobre o ensino de algebra, com
destaque para a de Sousa (2004), que revela, por deedados de alunos do curso de
Pedagogia, a importancia da formacdo dos concalgebricos por parte dos professores,
fundamentada na perspectiva légico-historica.

A proposta inicial dos temas a serem abordadosirsm @sta no Quadro 1.

No decorrer do curso algumas alteracdes foram s&das, em funcdo do movimento
de conducao da pesquisa e de novas necessidadesldema relacdo da pesquisadora com
os professores. Por exemplo, uma destas alterdgdesspeito ao processo de elaboracéo de
atividades orientadoras de ensino pelos professores

Quadro 1 — Proposta inicial de temas do curso fédies de Ensino de Algebra a partir dos
Fundamentos da Teoria Historico-Cultural”

1 A necessidade da algebra no ensino
- Pressupostos histéricos
- Pressupostos sociais e culturais
- Pressupostos psicolégicos
2 Concepc0Oes de algebra e de educacao algébrica
3 Fundamentos da teoria historico-cultural e enende algebra
- O movimento histérico e l6gico dos concedtggbricos
- As relagdes entre pensamento e linguagerbradgé
- Instrumentos mediadores
4 A constituicao do curriculo de éalgebra
- O conhecimento algébrico nos Parametros €daties Nacionais
- O conhecimento algébrico na atual Proposti@gica do Estado de Sao Paulo
- As relagBes entre os professores e o cuorfmgscrito e elaborado
5 Atividades orientadoras de ensino com conteUgiébaico
- Fundamentos da Atividade Orientadora de Ensin
- Exemplos de atividades orientadoras de erginocontetdo algébrico
- Elaboracéo coletiva de atividades orientaddeasnsino.
6 Sintese: Principios de organizagéo do ensindgdéra

O conceito de Atividade Orientadora de Ensino,iahicente proposto por Moura
(1996, 2001) é constituido a partir dos elemengo@atividade” (necessidades, motivos, acdes

e operacdes), como a concebe Leontiev (1983). &mseeito, aprofundado pelo GEPAPe,
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tem possibilitado investigacdes sobre a atividagttagogica (MOURA et al., 2010) e tem se
mostrado como instrumento mediador da atividaderdgno e aprendizagem. A atividade
orientadora de ensino (AOE), por ser atividadeténicional. Seu propdsito € possibilitar ao
estudante a necessidade de aprendizagem de detéorionceito, por meio de situacdes
desencadeadoras dessa aprendizagem, na forma tdeakivirtuais, jogos ou situacdes
emergentes do cotidiano. Tais situacdes devem ropide 0 movimento historico e l6gico

dos conceitos e sdo o0 ponto de partida de um pmocds ensino e aprendizagem
desenvolvido coletivamente.

Por causa da necessidade de os professores anaomds conceitos algébricos e 0s
conceitos da teoria histérico-cultural e também feimcdo do nivel de apropriacdo da
pesquisadora sobre o movimento historico e 16gm® @bnceitos algébricos, que ainda néo
haviam sido sintetizados, ndo foi possivel elab@sratividades orientadoras de ensino
durante o curso de atualizagdo. Consequentemedehaouve, como previsto, a coleta de
dados em relacéo a elaboragéo de atividades. &mtivetas discussdes dos professores sobre
as situacdes de ensino da proposta curricular ta&sle S&o Paulo, reveladoras do objeto
de ensino da algebra, tal qual se apresenta ridagalobjetiva, se traduziram em elemento
para estabelecer a relagdo entre esse objeto gimerdo histérico e l6gico dos conceitos.

No Quadro 2 sdo apresentados os principais ten@slaadns em cada encontro, as
acOes desenvolvidas com os professores particgpans objetivos da pesquisa relacionados
a essas acoes.

Os dados obtidos no curso realizado no primeiroesem de 2011 ofereceram
elementos que permitiram a analise da relagdo gueraefessoras estabelecem com as
situagbes propostas no programa curricular que resta e a identificacdo de suas
concepcOes de ensino de algebra. Também subsidisnoahecimento do modo como o
movimento historico e l6gico dos conceitos algéwise manifesta ou ndo nas situacdes da
proposta curricular e como as professoras encamimdia situacdes com os alunos.

O processo de elaboragdo do curso e a andlise atiss dbbtidos com base nos
movimentos explicitados anteriormente (histéridogeco dos conceitos e do objeto de ensino
da algebra) ndo constituirdo um capitulo Unico ddélise, mas serdo incorporados e
apresentados nos proximos capitulos, para mareniads argumentacfes que justificam esta
tese.

Desta forma, o curso cumpre mais de um papel ngu@Es um momento inicial de
sistematizacdo dos conhecimentos sobre o movimkistdrico e logico dos conceitos

algébricos, tanto para a pesquisadora, em seugsmce elaboracdo do curso, quanto para os
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professores, durante as discussoes e a apropdagé&m/os conhecimentos; e também permite
buscar o objeto de ensino da algebra em sua niatadie, identificando como ele se
manifesta na realidade objetiva, de forma especifecatual proposta curricular do Estado de
Séo Paulo e nas acfes dos professores.

Por cumprir esses papéis, reconhece-se que o coesoo com suas limitagdes como
instrumento de pesquisa, é elemento particulaic@@ahdo o singular e o universal no
movimento do objeto de ensino da algebra) medigderpossibilita 0 movimento as relacdes
entre o objeto de ensino da algebra e o movimastortto e 16gico dos conceitos.

Para fins de organizacdo do material coletado istreglos dados, os videos gravados
foram intitulados pela ordem alfabética (que indicardem dos encontros) e numérica (para
indicar a ordem do video em um determinado encpnissim, o video AV1 indica o
primeiro encontro (A) e o primeiro video gravadoaiie esse momento (V1), e o video EV3

indica o quinto encontro (E) e o terceiro videovgdd nesse dia (V3).



Quadro 2 — Temas abordados nos encontros, acGasvddsdas e objetivos da pesquisa em 2011

Objetivo
Geral

Organizacdo do Curso

Organizacao da Pesquisa

Discutir com professores, principios para a orgeydn do
ensino da algebra na Educacdo Basica, a partir
fundamentos da teoria historico-cultural.

Investigar

as relacbes entre o movimento histégctdgico dog

dosceitos algébricos e o objeto de ensino da &gedrelado em
propostas curriculares e nas ac¢des dos professores.

Temas abordados

Acbes desenvolvidas durante o encontro e produtd
(dados coletados)

)  Objetivos das ac¢des dos encontros em relacéo a

pesquisa e andlise dos dados coletados

1°. ENCONTRO (2 de abril)

» Apresentacdo da

pesquisadora
(ministrante do curso)

» Apresentacao da

pesquisa

* Apresentacdo dos

professores
participantes

» Concepcoes de

“algebra” e de “ensino
de algebra” dos
professores

* Planos de aula

» Exposicdo da pesquisadora sobre sua formacéo
motivos da pesquisa.

» Exposicao sobre a organizagcao do curso.

» Preenchimento pelos professores de ficha com d
sobre formacéo e atuacao profissional.

* Registro escrito individual de uma experién
relevante com o ensino de algebra (Apéndice C).

» Registro individual, discussdo em pequenos gref
discusséo coletiva sobre a necessidade da algeb
ensino. (Recurso utilizado para desencadea
discussédo: Quadrinho Calvin — Apéndice D).

» Elaboracdo de um plano de aula com conte
algébrico.

* Situar os professores em relagdo aos objetivos

curso como instrumento de pesquisa e obte
consentimento para o uso de imagens e falas.

« Conhecer os sujeitos da pesquisa, suas expectat
exgeriéncias.

» Explorar as concepg¢bes de ensino de &lgebra
participantes da pesquisa.

adddentificar o objeto de ensino da algebra na coci@e
dos professores.

cta Explorar as concepc¢des dos professores sob
algebra.

os Investigar o modo como o0s professores compreer
ra necessidade da algebra no ensino.

"+ Tentificar os critérios utilizados pelos profassg
(sejam eles psicoldgicos, sociais, histéricos,ucais e
(mldros) para reconhecer (ou nao) a importancig
algebra no ensino.

do

vas

dos

re

dem

da

» Analisar a elaboragéo de planos de aula de comteud

algébrico, identificando objetivos, acdes deseridaly
concepcBes de aprendizagem, processos de aprop
de conceitos e outros.

riaca

Continua

6€



Quadro 2 — continuagdo

20, ENCONTRO (9 de abril)

» Carta Caitité

* Pensamento
empirico/pensamento
teorico

* Propostas
curriculares de
Matematica

e SituacBes da Propos|
Curricular do Estado de
Sao Paulo

* Sequéncias
numeéricas e
generalizacéo

* Resolucado e Analise da Carta Caitité (Anexo A).

e Leitura coletiva do texto “Necessidade da algehlna
ensino” (Apéndice B).

* Registro escrito individual sobre a necessidade
algebra no ensino.

» Apresentacdo na forma de sintese do movim
curricular de Matematica, desde a Reforma Capan
passando pelo movimento da Matematica Modern
definicdo dos atuais Parametros Curriculares Nad@or
de forma especifica no Estado de S&o Paulo, 0s
taurriculares e a atual proposta difundida nas ascol

« Discussao de uma das situa¢cBes de conteudo alyé
da Proposta Curricular do Estado (Anex@ B) em
momentos: discussdo em pequenos grupos analig

como o0s estudantes a resolveriam; retomada d&&d @

partir das orientacbes da proposta; discussao iva
encaminhada pela pesquisadora em busca dos can
algébricos  envolvidos, formas de pensame
manifestacdo do movimento histérico e légico.

de aprendizagem”.

1 n  Discutir os processos de pensamento emp
e tedrico com os professores.

«da Investigar o0 modo como o0s professo
compreendem a necessidade da algebra no ens

ento Identificar qual € o grau de conhecimento
emiacoes da proposta curricular que os profess
apassuem.

i Investigar como os professores se aproprid
Otiiftizam essas situacBes em sala de aula.
i Identificar os critérios que o0s professo
j[rcfe(finem guando se trata de analisar uma situ
fr@% Oproposta especifica) a ser utilizada em sal
auta.

5

et Explorar noc¢des sobre “formacdo
cednceitos”; “formas de pensamento”; “movimer
ntostorico e l6gico” a partir da andlise da situa
especifica de generalizagdo de uma sequé
numerica.

» Explorar a nocdo de “situacdo desencadeadora

rico

res
no.

das
sores

me

res
acao
a de

de
nto
a0
Sncia

Continua
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3°. ENCONTRO (16 de abril)

» Situagdes
desencadeadoras de
aprendizagem

* Levantamento de situagbes de ensino de A&l
recorrente em livros didaticos e propostas cuiead.

e Apresentacdo de situacBes de ensino: o jogo Faré

(Apéndice E); Altura da Piramide (Anexo Qoftware
Geogebra (Apéndice F).

» Discussao sobre o potencial que as situacoesante
possuem como  situagbes  desencadeadoras
aprendizagem de contetdo algébrico, com a idest#ic
de motivos, acBes e operacbes dos professor
estudantes.

ebra

» Evidenciar critérios dos professores parg
e[scolha de situacbes a serem propostas pal
Hldantes.

» Discutir conceitos da teoria histérico-cultura
da teoria da atividade: atividade, a¢c0es, opera(
ota’gtivos, condicdes, necessidades, motivos.

=

» Discutir os fundamentos da atividade orientad
esle ensino.

a

e

ora

4° ENCONTRO (30 de abril)

* Movimento historico
e légico dos conceitos
algébricos

* Leitura e discusséo do texto de Caraca (1952,-82p4

» Resposta e discussao relacionada a questdo “Qal
relacdo entre algebra e movimento?”.

» Discussao de situacOes da proposta curricularermsiz
ao topico sequéncias a partir do movimento histéric

« Tarefa em pequenos grupos: Usando o tema sequé
reorganize o processo de ensino aprendizagem
conceitos e técnicas algébricas ao longo dos amg
escolaridade.

* |dentificar se o0s professores associam
conhecimento algébrico ao movimento e varia

dos fendmenos e a fluéncia da realidade objetiva.

al é . . .
* “Investigar os conhecimentos histéricos que

professores possuem sobre o topico sequéncias

=

* Investigar como o0s professores analig
situagcbes de ensino propostas a partir
ncahecimentos historicos apropriados.

< j%vestigar 0s critérios que os professg
utilizam para reorganizar o ensino de conce
algébricos a partir de um tema selecion
(Sequéncias).

0s

D.

am
de

res
itos
ado

Continua
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50 ENCONTRO (7 de maio)

Equacbes

Linguagem algébrica

» Apresentacdo de eslaides contendo sinteses so
algebra retdrica, sincopada, geométrica e simhdlica

* Leitura de um texto sintese e discussdo sobr
manifestacbes do tema “Equacdes e Formulas”
Proposta Curricular do Estado de Séo Paulo (Apér@)c

e Discussdo e detalhamento dos conceitos algéb
envolvidos na situacdo de ensino “Altura da Pir&h
(Apéndice H).

e Leitura e discussdo do texto: “O movimento |6gi
histérico: modificacbes na linguagem algébri
(Apéndice I).

do
do
(as

* Investigar a apropriagdo pelas professorag
movimento histérico do desenvolvimento
ber@amento e da linguagem algébrica
“diferentes” algebras).

e 88nalisar com as professoras a presencal ou
diséncia deste movimento histérico e l6gico [dos
conceitos algébricos sobre as diferentes situacdes
riggL£nsino apresentadas na proposta curricular.

d pesencadear a discussdo com as professoras
sobre a necessidade de apresentar aos estugantes
~§ituacoes-problema em que eles possam identificar
& variagdo, o campo de variagdo, estabelecer a
relacdo entre grandezas e registrar a variacéa |(sej
por meio da linguagem retérica, sincopada|ou
simbdlica).

6° ENCONTRO (14 de maio)

Linguagem algébrica

Funcbes

e Discussdo coletiva sobre o problema “Altura
Piramide”.

* Retomada do texto “O movimento légico-histori
modificagbes na linguagem algébrica” e comentérios.

» Sintese das potencialidades e limitagdes hisgdeas
diferentes &lgebras e sua organiza¢ao no ensino.

« Elaboracdo de um mapa conceitual sobre o tQ et

“Funcdes”.

da . - .
*  Investigar a apropriacdo do movimento

histérico e légico relacionado a linguagem
calgébrica pelas professoras.

* Investigar as concepg¢bes iniciais das
professoras sobre o topico “Funcdes”, identificapdo
guais os termos que as professoras associam ao
pestudo de “funcdes” e como relacionam esses
mos.

Continua

A7



Quadro 2 — continuagdo

5 * Leitura e discussao texto Caraca (1952), pag. 89711, possibilitar aos professores a apropriacdp e
= Estudo matematico das leis naturais. estudo de elementos do movimento histérico e
© « Apresentacdo de um exemplo usando o fenomép@co do topico * funcdes’.

N terremoto. « Desencadear a discuss&o sobre conceitos como *
o . Func + Apresentacdo Sintese Histérica sobre Funcées. fluéncia’; ‘interdependéncia’, ‘qualidade’,

& uncoes o _ ) _ | ‘quantidade’, ‘ isolado’.

= * Apresentacdo Sintese das manifestacbes do topico . o .

§ Fungdes’ nas situagbes da Proposta Curricular tad&s® Investigar —os criterios  utilizados  pelps

O de S3o Paulo. professores para discutir e analisar uma situagao d
5 N o B ensino de funcoes.

° e Analise de uma situacdo sobre fungbes da Proposta.

~ (Apéndice J)

) « Retomada do mapa conceitual elaborado no sexto _ .
g N encontro. * Investigar a mudanca das professo[as em relagao
P + Funcles . _ . _ L aos conceitos do mapa de fungbes, em |um
S . Pensamento tedrico e. Resolucdo e discusséo da situacéo “Campeonalon@fhento posterior a discussdo do movimento
8 empirico Futebol” (Apéndice K). histérico e l6gico de funcdes.

® . P de andlise - Leitura e discussao sobre comentarios a respeito. dpesencadear a discusséo sobre os processos de
= . sinrtzzissos € analiS¢ processo de andlise e sintese (Apéndice L). pensamento empirico e tedrico e sobre 0s procgssos
9 _ - Orientacdes para reelaboracéo dos planos de andf@nalise e sintese do conhecimento (citados no
> * Planos de Ensino | gue foram entregues no inicio do curso. decorrer do curso e para atender a uyma
w necessidade/demanda das proprias professoras).

o

(s}

Continua
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9° ENCONTRO (4 de junho)

* Apresentacdes
subgrupos

*Avaliacao do curso

 Autoavaliacao.

da

« Analise das situacBes de ensino da proposta clarial
gpartir dos elementos apresentados no curso.

» Sintese da organizacdo do ensino de conc
algébricos.

=

* Reconhecer no processo de apresentacaq
analises realizadas pelas professoras sobr
Bifi§acoes de ensino da proposta curricy
elementos do movimento histérico e l6gico (¢
conceitos algébricos e outros elementos concei
da teoria historico-cultural e da teoria da atidiela

das
e as
ilar,
los
tuais

144
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Cada um dos videos foi dividido em cenas, confomnconteudo abordado. A
passagem de uma para outra decorreu da mudangamdeda discussdo. As cenas Sao
registradas pela letra que representa 0 encomior 8m nuamero que indica o seu recorte. Por
exemplo, a cena B29, aconteceu em um determinadoento do segundo encontro. A
identificacdo das falas das professoras estd paddanda seguinte forma (nome da professora,
cena, video, instante em que a fala é iniciada)elamplo: (Suzana, B7, BV1, 00:03:40) refere-
se a fala da professora Suzana iniciada no ingd@r®&:40, no segundo encontro (B), na cena 7.
Posteriormente, as cenas foram agrupadas confomaeegsidade e o topico a ser analisado,
dado que uma delas pode fazer parte da analiséedentes topicos. Por exemplo, a cena da
professora Suzana (A32, AV1) serve como referépenia analise da concepcao de algebra da
professora e, de forma mais especifica, da conoaej&ariavel.

Os registros escritos também foram organizado<£ridice C), e servem como
material de andlise, sendo identificados de foradrgnizada com (nhome do professor, RE_
namero do registro).

Partiu-se do pressuposto que as mudancas sigmdisatcorrerdo no encaminhamento
das situacdes de aprendizagem em conformidade cgrauode apropriacdo do movimento
histérico e légico dos conceitos algébricos quepadessoras possuem. Ainda que seja
possivel reconhecer as singularidades nas formaspetsamento e apropriagdo do
conhecimento algébrico em cada uma das profess@@sjtos da pesquisa, essas
singularidades estédo condicionadas a um modo ders¢ conceber e concretizar o ensino de
algebra, por meio dos objetos e fendbmenos partesldos programas curriculares, a

formagao promovida por um curso; situacoes de ersidicionalmente utilizadas e outros).

1.3 UM CASO SINGULAR: AS ACOES DE PLANEJAMENTO COMUMA
PROFESSORA

Neste item descreve-se o papel metodologico deasm singular que envolve acdes
de planejamento realizadas durante o segundo genuesf011 entre a pesquisadora e uma
professora, para uma turma de estudantes da é%dgétima escola municipal de Sao Paulo,
sobre o ensino de equacoes.

As reunides e discussdes semanais entre pesqusad@rofessora aconteceram
usando tecnologia virtual de &udio e video. Foramidadas em 14 de junho de 2011 e
finalizadas em 14 de dezembro do mesmo ano. Ao fim@mn realizadas vinte discussoes

virtuais com duracdo de uma hora e meia a duas,hgravadas em audio e registradas nesta
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pesquisa da seguinte maneira: E (nimero do engpfitretante de inicio da fala). Assim, por
exemplo, uma fala da professora ou pesquisadoreantearcomo (E8; 00:23:35) se refere ao
oitavo encontro, sendo a fala iniciada apos 23 togde conversa.

O objetivo especifico dessa acdo de pesquisadonhecer o modo como elementos
do movimento histérico e I6gico dos conceitos s&iffa presentes nas acdes de ensino, de
forma a potencializar a apropriacdo do que se dersicomo esséncia do conhecimento
algébrico e possibilitar a formacdo do pensameetrido dos estudantes. Assim, o
planejamento teria como base teorica 0s pressugpaidoteoria histérico-cultural e as
discussBes sobre o movimento historico e légicoadreeitos algébricos, que aconteceram
durante o curso de atualizafo

Tanto a professora como a pesquisadora sao sujeij@s acoes serdo analisadas. As
acOes e interacdes entre pesquisadora e profeggoraveladoras do processo de apropriacao
da esséncia do conhecimento algébrico por meicstiml@ do movimento histérico e légico
dos conceitos durante o processo de pesquisa eddesnde organizacdo do ensino a partir
dessa apropriacao.

A professora que havia participado do curso deliaag@io durante o primeiro
semestre de 2011 n&do se manifestava oralmenterda foequente durante as discussfes do
curso; entretanto, seu interesse pelos estudogdsdpi evidenciado pela leitura do livro
produzido pelo GEPAPe (MOURA et al., 2010), e tamteé dissertacdo de mestrado desta
pesquisadora (PANOSSIAN, 2008), tendo por objetivapropriacdo de conhecimentos.

Por sua vez, o objetivo da pesquisadora era o neretizar as discussdes do curso e
gerar outros elementos de analise que atendessernbjativo geral desta pesquisa:
“Investigar as relacbes entre 0 movimento histéectbgico dos conceitos algébricos e o
objeto de ensino da algebra”. Assim € importargsakar que, no segundo semestre de 2011,
ja havia por parte da pesquisadora um estudo agaligobre o movimento historico e l6gico
dos conceitos algébricos a partir de leituras gmsematematicos e pesquisas. Entretanto, o
movimento de conduc¢ao desta pesquisa, a continumsaestudos e leituras, o0 movimento de
analise dos dados acrescentaram elementos partbsgage possivel compreender de forma
ainda mais aprofundada o movimento historico eclbgios conceitos algébricos, destacando

sua esséncia. Assim, a analise realizada sobresitsagdo de planejamento com a professora

8Curso de AtualizacabAtividades de ensino de algebra a partir dos furedas da teoria histérico-cultutal
realizado no primeiro semestre de 2011 na Faculdadeducacéo da USP e que constituem dados cadetado
para esta pesquisa.
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revela também esse movimento da pesquisadoratosdpipesquisa e seu aprofundamento
tedrico realizado no periodo entre 0 2° semest@dd#& e o 1°semestre de 2013.

O teor das discussodes entre professora e pesquadadam as acdes de planejamento
para uma turma da 62 série, que ainda ndo hawadasido nenhum conceito algébrico. Um
dos topicos previstos pela professora para o estiudante o segundo semestre com 0s
estudantes era a introducao das equacgoes.

Durante as reunides de planejamento, foram re@szadiscussbes sobre:
aprofundamento de conceitos da teoria historictsall (como mediacdo, apropriacéo,
internalizacdo, abstrato e concreto, pensamentdrieme tedricoe outroy; 0 movimento
histérico e l6gico dos conceitos; diferentes cogdep e modos de ensino de conceitos
matematicos (perimetro, area, equacoes, grandexa®3, adequacao de materiais de ensino
e dindmicas de aula que propiciassem a apropridgdoconceitos pelos estudantes, bem
como estratégias metodologicas e de avaliagdo agsjilitassem a apropriagdo do contetdo
pelos estudantes.

O planejamento foi realizado com base nas neceesdzbservadas pela professora e
a cada reunido semanal as acoes e interacOesagntofessora e os estudantes eram avaliadas
a partir do que foi inicialmente planejado.

A necessidade apresentada pela professora de retmmaonceitos de perimetro e
area, que ja haviam sido formalmente apresentaa®studantes conforme as orientacdes
curriculares, e a de introduzir o conceito de egaagraram uma situacao desencadeadora de
aprendizagem, para a qual todas as acdes do seniestm dirigidas. Como forma de
exposicdo, optou-se por descrever de forma siatéicmovimento realizado durante o
planejamento, e algumas discussoes relacionadab@agdo da situacdo desencadeadora de
aprendizagem, destacando necessidades, acOes acdmzemplanejadas pela professora e
pesquisadora e desenvolvida com os estudantese sega feito no capitulo 7 desta tese.
Também nesse capitulo serdo apresentados os egisddstacados e analisados por
oferecerem dados que revelam relagcées entre o @uesfabelecido como esséncia do
conhecimento algébrico, a partir do movimento histde |6gico dos conceitos, e o objeto de
ensino da algebra, nesse caso, por meio das egua@éeepisddios sdo constituidos por
momentos que contém acdes reveladoras do objetandfise (MOURA, 2004). Em seu
texto, Moura (2004), se refere a episodios de foimae nesta tese serdo feitas referéncias
aos episodios que permitam realizar a analise estabda compreensdo do objeto desta
pesquisa: a constituicdo do objeto de ensino dabedg Considera-se que os episodios

destacados séo constituidos por “[...] frasestascou faladas, gestos e a¢cbes que constituem
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cenas que podem revelar interdependéncia entlermem®os de uma acéo formadora. Assim,
0s episodios ndo sao definidos a partir de um obmjde agdes lineares” (MOURA, 2004, p.
276). Desse modo, nessa andlise por episodiosesenge reconhecer como a esséncia do
conhecimento algébrico, destacada pelo movimerstorito e l6gico dos conceitos, esta ou
ndo contemplada nas acdes e operacdes dessasiispe@ifica de planejamento.

Esta tese ndo tem por objetivo especifico analisgrocesso de formacgdo dos
professores, mas ndo é possivel desconsiderarphisagbes de tal estudo e pesquisa para
esse processo. E pressuposto desta pesquisa querfedacdo entre concepcdes de
conhecimento e o modo de organizacdo de ensinotaDesma, o aprofundamento
relacionado a compreensdo do movimento histéritfmieo dos conceitos algébricos, tanto
por parte da pesquisadora, quanto por parte desz@fa que participou das acbes de
planejamento, implicam aprendizagens que modificanodo de organizacéo do ensino.

Assim, também no capitulo 7, serdo explicitadomdgios do processo de formagéo
da professora, durante o planejamento e conducgasitulacdo com os estudantes, e da

pesquisadora, em seu movimento de aprofundameiriodeno decorrer da pesquisa.



2 O OBJETO DE ENSINO DA ALGEBRA

De fato, na maior parte do tempo, as concepc¢cdes dos
professores acerca do conteldo matematico que eles
ensinam decorrem da formulacdo matematica
contemporénea do contetdo sob consideracdo. No
entanto, a formulacdo contemporénea é o resultaglo d
um longo processo de mudancas e transformacdes
conceituais e nao necessariamente € o melhor pmto
partida para os aluno§RADFORD, 2011, p.16).

Essa afirmacédo do pesquisador Luis Radford coinuédta tese com a preocupacao
em relacéo a constituicdo do que pode ser considl@@mo objeto de ensino da algebra.

Considera-se que no processo de ensino, as comesepigs professores sobre
conhecimento em geral e sobre o conhecimento abgélile forma especifica geram
implicacbes diretas em relacdo ao que se consit@re objeto de ensino da algebra e
consequentemente no modo de organizacdo dess®.eRsinisso, pretende-se defender a
necessidade de que nesse objeto esteja conten®lesiséncia do conhecimento algébrico
revelada pelo movimento histérico e l6gico dos eitns algébricos.

Este capitulo tem como fungdo expor os resultatopesquisas sobre ensino de
algebra, buscando reconhecer o que tem sido coad@eomo conteudo algébrico, ou como
se denomina nesta tese, objeto de ensino da algeddrabjeto também sera pesquisado e
identificado nas atuais propostas curriculares fralaadas professoras.

Ao longo da exposicao serdo destacados, a partlifelentes pesquisas voltadas ao
ensino de algebra, trés elementos consideradoa tes&t como essenciais para a elaboracao
dos nexos conceituais do objeto de ensino da d&gebr conceito de variavel, o

estabelecimento de relacdes entre grandezas e@spoode generalizacao.

2.1 UM PANORAMA DE PESQUISAS QUE TRATAM DO ENSINO APRENDIZAGEM
DA ALGEBRA

Durante a pesquisa de mestrado (PANOSSIAN, 2008 teicio uma analise a
respeito de algumas concepcdes de algebra e degddu@lgébrica, aqui sintetizada e
complementada por novos estudos realizados.

Pesquisas como as de Cury et al. (2002) revelamcqnbecer as concepg¢bes de
algebra e de educacao algébrica € elemento impegpana novas reformulagdes curriculares

na medida em que possibilita que se discutam akdades dessa disciplina.
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As concepcdes de algebra, demarcadas por Usisk@b),lbem como as de educacao
algébrica evidenciadas por Fiorentini, Miorim e Mg (1993), sdo constantemente reveladas
em diferentes pesquisas.

Usiskin (1995) destaca quatro concepcdes de alggbea estdo relacionadas a
importancia atribuida asariaveis. A algebra pode ser compreendida como: aritmética
generalizada (variaveis como namero geral); espata resolver certo tipo de problemas
(variaveis como incognitas); estudo da relacdoeegtandezas (variaveis em relacdo de
dependéncia associada a nocdo de funcdo) e estudstrituras (variaveis como objetos
arbitrarios).

Por sua vez, Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) miiéicam diferentes concepcdes de
algebra relacionando ao seu papel colinguagem. Assim denominam uma delas de
processoldgica, entendida como um conjunto de gdnom:tos para resolver problemas,
independente da linguagem que a expressa. Aléro, diagacterizam outras trés concepgoes
associadas a linguagem: a concepcao linguistidéstsa, na qual algebra é uma linguagem
especifica para expressar procedimentos de resotlgz@roblemas; a concepcéo linguistico-
sintatico-semantica, que também compreende a algelono uma linguagem, entretanto foca
atencdo ao significado dos simbolos; e a conceplgdmada linguistico postulacional, em
que a algebra é compreendida como uma linguagefmoboa cujos signos alcangam alto
grau de abstragcao e generalidade.

A partir de tais concepc¢Oes da algebra, Fiorenkitiprim e Miguel (1993) também
apresentam algumas tendéncias que influenciamincede algebra no Brasil. A tendéncia
linguistico-pragmatica, preponderante no século, Xixatiza o dominio da linguagem literal
e o treino para resolugcdo de equag0Oes, privil€giaidas, regras e propriedades com énfase
no trabalho com expressodes algébricas. Vinculadenedmento da Matematica Moderna
(décadas de 1970 e 1980) predomina a tendénciarhemtalista-estrutural com foco para as
propriedades estruturais, bem como para a fundag@mtlégica da matematica para
reorganizar os conteudos e justificar os transfemms algébricos. Como uma sintese das
anteriores, os autores destacam a tendéncia fumti@iet®a analdgica, que procura recuperar
o valor instrumental da algebra e, para tanto,ufx de recursos denominados de fisicos e
geomeétricos.

Em tais concepcgdes, ha predominancia do sistemadkon e énfase a sintatica da
algebra mais do que ao pensamento algébrico oificagio (semantica) dos simbolos. A
situacdo oposta, em que prevalece o aspecto seméamtconceitual, também pode ser

considerada como uma concep¢do da algebra, emtretdo se trata de uma tendéncia
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predominante no ensino. Para Gomez-Granell (1996);oblema dessa tendéncia esta na
possibilidade de subentendé-la com a compreensdele significado do conceito pelo
estudante garante o dominio da linguagem formalgkbra, do sistema simbdlico algébrico,
0 que efetivamente ndo se concretiza.

Lins e Gimenez (1997) também apresentam algumasepofies de educacao
algébrica: a concepcéo letrista (dlgebra como &cut@ com letras”); a concepcgao letrista
facilitadora que recorre ao uso de materiais maaipps para 0 ensino; a concepcao que
parte de uma situacao real, entendida como “o etwigre a concepcao de algebra como
conhecimento para esclarecer e organizar um pr@blem situagcdo. Nas concepcgdes
reconhecidas por esses autores, verifica-se aingee@gominancia do recurso simbolico
(concepcdes letristas e letrista facilitadora), maasbém destacam outra concepcéo que, ao
compreender a algebra como um conhecimento pasmniaey um problema, a reconhece
como uma possibilidade de compreender fendmenosatidade.

Entretanto, é possivel observar que, na maioriacdasep¢cdes apresentadas, existe
um destaque para a linguagem simbdlica da algebrdetrimento do trabalho com conceitos
algébricos, o que reforca a afirmacdo de Radfofdi2 p.16): “[...] as concepcdes dos
professores acerca do conteldo matematico que eelgigam decorrem da formulacdo
matematica contemporanea”, considerando o altodgaecurso simbolico no conhecimento
algébrico atual.

Entre 2000 e 2004, pesquisadores associados amadit@al Commission on
Mathematical Instruction (ICMI) realizaram estuadspecificos sobre o futuro do processo de
ensino e aprendizagem da algebra. Em uma publickeg@mrente desses estudos e pesquisas
do grupo (STACEY, K.; CHICK, H.; KENDAL, M, 2004)foram identificadas duas
tendéncias que exercem grande influéncia no eresimgeral e em particular da algebra, a
tendéncia de massificacédo e o crescente uso daldg@an A massificacdo gera preocupacoes
em relacdo a igualdade e relevancia das questéakyelara. A tecnologia, que pode gerar
avancos no ensino de algebra e torna possivelrgagegmentos técnicos sejam rapidamente
efetuados, também afeta as decisdes sobre o dordeualgebra neste século, que se torna
bastante diferente do curriculo de alguns anos.atra

Se a algebra é interpretada s6 como uma manipulsigitmdlica, entdo ela tem
pouca relevancia para a vida do dia a dia, em gaissenvolvidos e pouco
desenvolvidos. De fato, isso pode ser uma fontalié@acdo dos estudantes para

aprendizagem de matematica. O desafio, portanto, siglo reconceitualizar a
algebra como um assunto que tem relevancia paeatodantes e fazer isso de um
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modo que os estudantes percebam por eles mesnamsedsidncia (STACEY;
CHICK, 2004, p. 2, traduc&o nossa).

Em um desses estudos, Kieran (2004) aponta comleando que denomina atividade
algébrica: as atividades de geracéo, de transf@mag de nivel meta/global. Nas atividades
de geracéo, os padrbes e propriedades sao insetpsedu representados algebricamente. Nas
atividades de transformacdo, o foco € a manipulagadolica. As atividades de nivel
meta/global ndo estdo diretamente relacionadas néelmto algébrico, mas usam esses
conteudos para resolver problemas, organizar esite outros. Conforme a autora, até
meados da década de 1960, o ensino de algebrazgvebratividades de manipulacdo
simbdlica.

A manipulacdo simbolica é uma caracteristica dabfilgque permite a resolucdo dos
problemas sem a constante retomada do significagd@xpressées. No movimento histérico
e logico dos conceitos, é possivel reconhecer quagta de Viéete e sua logistispeciosap
desenvolvimento da algebra € alavancado, justampoteserem usados simbolos néo
atrelados a objeto especifico. Por outro lado, nmogsso de ensino de algebra, torna-se sem
sentido o excesso de manipulacdo, sem que antga eshsolidado o significado atribuido
aos simbolos.

Kieran (2004) também indica que na década de 1ffiye predominancia das
atividades de geragcdo com o uso de sequénciasréepad\ expectativa era de que se 0s
estudantes realmente “entendessem” a algebra, gputegéo técnica se resolveria, porém
chama a atencdo de que isso ndo acontece. A amdpnsidera a necessidade de atribuir
significados ndo s6 aos objetos da algebra, masemssprocessos manipulativos, admitidos
como um objeto conceitual.

Raramente 0s conceitos que envolvem os camposificiestda algebra abstrata,
algebra linear e teoria dos numeros chegam a g&ioate ensino da algebra até o término do
ensino medio. Para Carlson (2004), nessas areasatiosados 0S mesmos axiomas que
validam as propriedades e operacfes do campo dosrosi reais, consideradas objeto de
ensino na escola. Portanto, os conceitos do qu& aedlgebra terciaria ndo chegam a ser
desenvolvidos pelos estudantes.

De maneira mais especifica, ro¢do de variavel é elemento de analise de
pesquisadores do ensino da algebra. Entretani negsio adquire um carater multifacético.

A variavel esta associada ao uso de uma letra,mue/ezes, ndo contém em si a variagao,

°As citacdes traduzidas nesta tese do inglés omkeptoram feitas pela pesquisadora.



53

usada apenas como “identificador” de um elementecatehecido. Ursini et al. (2005)
destacam as dificuldades dos estudantes com oauksdrd em &lgebra e propée o modelo 3
usos da variavel (UV), isto €, como: incognita, edongeral e relacdo funcional.

Implicitamente, a variavel como incognita estéoassgla ao estudo das equacoes; a
variavel como numero geral, ao estudo de sequénuaksdes e regularidades e a variavel
como relagéo funcional esta claramente associadsstado de fungbes, e assume-se que é
necessario que o estudante compreenda esses tifelgapéis” da variavel.

Os conceitos de variavel e variacdo sao tambéndadts por Sousa (2004), que, a
partir de principios da educacdo conceitual, sérapde a ideia de ensinar o formalismo dos
conceitos algébricos, com a justificativa da nedesle de compreensdo da algebra como
descricdo de movimento. Para tanto, nas aulagngaa volta-se para o estudo dos conceitos
de movimento, fluéncia, niamero, algebra nao sinshglvariavel, campo de variacdo, que
considera que compde 0s nexos conceituais do com@o algébrico. Nesse sentido, ha
diferenca em relagdo ao ensino tradicional de &gglor considerar a necessidade de
estabelecer as conexdes internas ou 0S nexos w@isaue permitiram que se chegasse ao
estagio atual da algebra simbdlica, no processelatmracdo do pensamento algébrico dos
estudantes. Tal pesquisadora se fundamenta em arspeptiva légico-histérica, e nesse
sentido destaca-se como fundamento para a condegépesquisa.

Destaca ainda que “Os objetos, quando vistos adopae vista da algebra, sdo as
abstracbes que se apresentam na algebra simbaélipartir da variavel-letra” (MOURA;
SOUSA, 2004), e nesse sentido o que podemos enteon® objeto de ensino da algebra
atual que reforca as manipulacdes simbdlicas, degtgra o movimento regular e irregular, a
fluéncia, o campo de variacdo e outros. As autooasideram que, na psicologia pedagodgica
tradicional, o ensino de conceitos € realizado ideslado de seu processo generalizador e
formativo. Entretanto, o conceito ja é em si umstaio social elaborado logicamente no
decorrer da experiéncia humana, e, portanto, ol iphistéria € nesse sentido o de nexo
conceitual entre a “causalidade dos fatos e a forat@io dos conceitos cientificos”
(MOURA; SOUSA, 2004, p.11). Entre seus guestiondoteasta “como elaborar atividades
de ensino que possam formar professores e alunimsnda que os envolvidos possam pensar
sobre o l6gico-historico do conhecimento cient@tMOURA; SOUSA, 2004, p.12).

As autoras buscam entdo, na Histéria da Matematisanexos que compdem o
conceito de algebra para incorpora-los em ativigaeensino, e destacam situacdes em que
se trabalha com as diferentes linguagens (retésiceopada, simbdlica, geométrica) que

compdem o desenvolvimento do conhecimento algébEintende-se que esta tese contribui
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com elementos para continuar a discutir essa quest@nedida em que busca estabelecer as
relacdes entre esse movimento, que é logico erigist@os conceitos algébricos e o objeto de
ensino da algebra.

Para as autoras, que também se baseiam em Ca®8@j, (& conceito de variavel
um dos nexos internos que compde o0 pensamentorialyéb que a génese desse conceito
contém em seus fundamentos a palavra, a sincopafiora e a letra. Nesta tese é entendido
como pressuposto que a fluéncia e a variavel, lmmocsuas representacfes por palavras,
abreviaturas, simbolos geométricos e outros, suegltos fundamentais para a constituicdo
do conhecimento algébrico. Concordamos com MowBausa (2008, p.68) que sugerem uma
proposta de ensino de algebra em que “[...] o pdetpartida do ensino deste campo da
matematica seja um estudo de movimentos qualigvguantitativos da realidade para, num
segundo momento, tornar-se um estudo dos aspeatiisufares e singulares de movimentos
guantitativos determinados”.

A relacdo quantitativa entre grandezasé também fundamental para Davidov
(1988), pesquisador russo da teoria historico-railte da teoria da atividade, que apresenta
proposicdes indicativas de que mesmo antes detodaeses reconhecerem 0s numeros, 0S
simbolos literais e formulas sdo acessiveis agsséniciais. Mas, para tal, o estudioso
estabelece um sistema de ensino com definicAaefadegerais de estudo, e suas respectivas
acOes e tarefas particulares, que constituem urgrgr@a curricular, de modo que o0s
estudantes se envolvam em atividade de estudo dstasvao desenvolvimento do
pensamento tedrico. Nesse sentido, busca a géoasmdeito de nimero por considera-la a
mesma para todos 0os numeros reais. Entende quénoergs naturais, racionais, inteiros,
irracionais sao casos singulares da representagfarafacées gerais entre as grandezas
(DAVYDOV, 1982). Por isso, € possivel recorrer mlsdlos literais com os estudantes, como
um modo universal de relacdo entre as grandezasgexpiicita em sua forma singular os
diferentes tipos de numeros. A relagédo entre oausal e o singular € mediado pelo elemento
particular, a medida.

O estudo de Rosa (2012) sobre as proposicdes daepds para o ensino de
matematica do primeiro ano escolar mostra que t@ jplas grandezas se deduzem 0s casos
particulares e singulares do conceito de numersinfa partir da identificacdo das grandezas
como elemento central, como a esséncia, Davyd@belsice as tarefas de estudo para os
estudantes que permitem as inter-relacbes entiggagicacbes aritméticas, algébricas e

geomeétricas.
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Importa reafirmar que ndo existe nimero sem adelaptre grandezas, sejam elas
discretas ou continuas. Em outras palavras, serm@ase pode compreender
teoricamente o conceito de namero, por outro legmssivel compreender a relacédo
entre grandezas sem conhecer o nimero. Enfim,la@es entre grandezas séo a
abstracao inicial, que reflete a esséncia, a cdaseonceito de niumero. A partir
dela, o referido conceito surge e se desenvolve tmlos 0s seus elementos e
caracteristicas, tais como: maior, menor, igualguéacia, classe, série,
correspondéncia, unidade, medida (a contagem éfarmea de medir), subdivisdo
da unidade, adig&o, subtracdo, entre muitos. (RQBE2, p.116).

Assim, o conceito de numero é derivado nas pesgjuisaDavydov (1982) de uma
relacdo geral entre as grandezas, mas como casmulaar Entende-se nesta tese que, para o
conhecimento algébrico, o estabelecimento destaes de modo geral é fundamental. E
vérias pesquisas destacam o processo de genedialimagensino de matematica, a partir de
diferentes linhas tedricas (RADFORD, 2011; BLANTGMPUT, 2011; FONT, 2007).

Como foi visto, em meados da década de 1990, Ws{4Ki95) indicava a aritmética
generalizada como uma das concepc¢les de algelmagegmitiria ao estudante uma forma
mais ampla de generalizacdo, tomando a variavelocostrumento Gtil para descrever
matematicamente a relacdo entre numeros, e “Deaiggia concepcdo de algebra, as
instrucdes-chave para o aluno géaduzir e generalizar Trata-se de técnicas importantes,
nao s6 para a algebra, mas também para a ariti@liSiSKIN, 1995, p. 13, grifo do autor).

Tal concepcao de ensino de algebra como aritmgéioaralizada € muito presente em
propostas curriculares e nas agfes dos profesdesea. generalizacdo € realizada sobre as
propriedades numéricas. E verdade que, com o uscidwbolos, é possivel generalizar a
aritmética, mas ha uma diferenca entre identifaca@lgebra como aritmética generalizada e
entender que a algebra pode generalizar a aritméfics e Gimenez (1997), em seu estudo
sobre as diversas concepcdes da atividade alggleabzaram também uma andlise da
proposta de Davydov, e a partir de tal analisecandi que:

E essencial estabelecer, de forma clara, a distiegéie ‘genérico’ e ‘generalizado’.
A situacéo ‘generalizada’ emerge quando os aluassgm a falar do que é comum
a um conjunto de casos particulares... ao passo quteiagdo ‘genérica’ emerge
qgquando tratamos diretamente daquilo que é geralanwgituacdo, sem a
intermediacdo dos casos particulares. Isso ndo djmer, € claro, que a situacdo
genérica se constitua independentemente de quatgser particular (embora isso
ndo seja nada improvavel ou impossivel!) e sim, queinterior da atividade, a

atencgédo é diretamente dirigida ao que é geralpeangrocesso de ‘generalizacao’.
(LINS; GIMENEZ, 1997, p. 114, grifos dos autores).

Pesquisas recentes também atribuem papel imposariecesso de generalizagéo. E
0 caso de Blanton e Kaput (2011) para quem o cordgalgebra e do pensamento algébrico

se encontra em construir, expressar e justificayeagralizacdes. Também consideram que o
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raciocinio algébrico, como uma atividade de gemmxgdio de ideias matematicas com
representacdes simbdlicas e representando as eslégdcionais, pode ser apresentado aos
estudantes ja nos primeiros anos de escolaridade.
Assim, nossa perspectiva sobre a ‘prontiddo palgebra’ € que as experiéncias em
construir, expressar e justificar generalizacdesematicas que para noés séo o
coracdo da algebra e do pensamento algébrico deeemm processo continuo
desde o inicio da escolaridade formal, e ndo cdot@ara as séries posteriores em

que as criangas do ensino fundamental séo ‘prepsirattavés de um foco singular
e miope na aritmética. (BLANTON; KAPUT, 2011, p.7).

Pesquisas como as de Radford (1996a,1996b) tambéntribcem para o
aprofundamento dos estudos sobre o processo deatigagho, particularmente a algébrica,
na medida em que desvinculam esse estudo dos pogcastmeéticos, estudando-os a partir
de outras dimensdes de conteldo matematico, alésn fittesoficas e psicoldgicas.
Compreender o significado da generalizacdo em nddiesne de forma mais especifica da
generalizacdo que envolve a algebra depende deemgies sobre o desenvolvimento dos
processos de conhecimento em geral e de matenedtigaarticular. Por isso, € necessario
esse conhecimento para que se aperfeicoem os gsinlol@ o processo de ensino de algebra.

Concordamos com Radford (1996a, p.108) no segusetgido: “Eu penso que
hipotese da generalizacdo ser vista como uma nepisémica precisa ser estudada em
maior detalhe e que as consequéncias que provoaa nsino de matematica precisam ser
especificadas”.

Os estudantes ja se deparam ao chegar a escolaordmacimentos matematicos e
especificamente algébricos com um alto nivel degdizacao e formalizacéo, nivel este que
foi alcancado pela humanidade. Entretanto, precsaapropriar dos conceitos nesse nivel de
generalizacdo. Radford (2001) apresenta sua cong#ieesobre o processo de generalizagéo
a partir da semioses e exemplifica com situacOgsedquisas com os estudantes. O autor se
refere a “generalizacéo factual”, “generalizacaatextual” e “generalizacéo simbdlica”.

Por “factual” entende o processo de generalizagdagdes numeéricas na forma de
operagdo. Trata-se de um processo que permaneda @& nivel numérico mesmo que
permita ao estudante alcancar qualquer caso fartidu estrutura matematica do padréo é
revelada na fala dos estudantes por palavras quatem descrever procedimentos e acdes
reiterativos (por exemplo: o proximo, sempre), audgm ser expressas no ritmo e no
movimento descrito dentro de determinada sequéias. generalizagfes factuais ndo se
recorre a termos linguisticos ou simbolos espeeaidtis e isso limita o alcance de atatus

mais geral, mantendo as a¢c0es de generalizac@asigaum contexto especifico. O autor usa
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como exemplo uma situacdo em que o0s estudantessitaoe representar um elemento

gualguer de uma sequéncia dada. Considera que messento emerge 0 objeto abstrato,
mas que esta relacionado as acoes requeridas eltostjesse sentido, 0s objetos abstratos
sdo objetivados na linguagem e relacionados ascylaridades do objeto matematico

concreto.

Por “generalizacdo contextual”, Radford (2001) edéeso tipo de generalizacao que se
desenvolve sobre os objetos ainda situados no temm espaco e que também dependem
das pessoas envolvidas na acdo. Diferencia essedépgeneralizacdo da generalizacéo
algébrica, porque, nessa ultima, os objetos nd@mw estuados temporal ou espacialmente e
ndo estdo atrelados a participacdo de um indivpduticular. Ainda usando o exemplo de
representar o elemento qualquer de uma dada segu@mneocupa-se com o fato de os
estudantes nao simbolizarem a estratégia de gemaeéd baseados na figura anterior da
sequéncia. Radford reconhece a necessidade de todargses “descorporificarem” e
deslocarem do tempo e do espago 0s processos dmlgeEatao e objetos matematicos, e a
esse processo atribui 0 nome de “dessubjetificagfie® considera necessario para chegar a
generalizacdo simbolica.

Usando um exemplo apresentado em Panossian (2008),situacdo em que 0S
estudantes precisavam encontrar a férmula geravaqonte a quantidade de jogos de um
campeonato, para “n” times, gerou dificuldades.rReio de um processo indutivo, a partir de
casos particulares, os estudantes conseguiranveesokituacdo ainda que a quantidade de
times fosse alta (generalizacéo factual) e també@mressar simbolicamente uma forma geral
associada a situacéo (generalizacdo contextuabetBnto, essa forma néo tinha significado
para os estudantes, e ndo constituia uma forrmaeaté geral que também explicaria outros
casos particulares. A generalizacdo se deu demtrand contexto e por meio de casos
particulares.

Ainda nessa situacdo, mas considerando os tipogederalizagcdo propostos por
Davydov, entende-se que a generalizacdo empiricaldancada, mas ndo a generalizacéo
tedrica que permite a relacédo do geral com osqoidates.

De forma sintética, para este pesquisador, 0 camketo empirico baseia-se no
objeto e suas representacoes, estabelece o praegemeralizacao formal das propriedades
dos objetos, baseado na observacao, na percepgsca Bma propriedade formal comum a
um grupo ou classe de objetos que revele as pdaplés especificas individuais. Permite a
sistematizacdo e classificacdo de objetos. Sewmrod “conceito” empirico do objeto, é

apresentado por meio de um termo, de uma palawalgscreve o objeto. O conhecimento
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tedrico, por sua vez, busca a relacdo entre aas;0ds objetos no interior de um sistema.
Também se baseia na percep¢do dos objetos, masrrles, mais do que é externo, visivel,

busca as relacdes entre suas propriedades. Seutqrad“conceito” tedrico do objeto,
concretiza-se por meio da transformacdo do sab&reapresso por diferentes meios da
atividade intelectual.

Nesse panorama que apresenta diferentes pesquitadag ao ensino de algebra,
destacam-se trés elementos: variavel, relacdes grandezas e processo de generalizagéo.
Existem diferentes concepcdes sobre o que sejauradieles e como devem ser abordados
no ensino, mas, nesta tese, tais elementos sesaraeos como essenciais para o ensino da
algebra e desta forma serdo explicitados e estadadpartir dos fundamentos da teoria
historico-cultural.

A seguir sera examinado o modo como 0 objeto dm@rmka algebra se revela em

programas curriculares.

2.2 O OBJETO DE ENSINO DA ALGEBRA REVELADO NAS PROBTAS
CURRICULARES

No processo de elaboracdo de propostas ou progr@am@sulares, entende-se que é
necessario definir critérios para a escolha dosgué considerado como objeto de ensino, e
tais critérios estdo necessariamente associadoshgetd/os escolares para a formacdo dos
estudantes, ou melhor, a funcdo social da escaafobna particular, entende-se que o
estabelecimento do objeto de ensino da algebraémmdsta diretamente relacionado ao
objetivo da escola para a formacéo dos estudddifesencas no que € proposto para 0 ensino
da algebra nos diferentes programas curricularesrgdiferencas nos resultados obtidos em
relacdo a formacéo dos estudantes.

Por meio dos estudos de Valente (2007), que eealma retomada da histéria da
matematica escolar no Brasil, podem ser encontrex@splos da definicdo de contetudos de
ensino associados as finalidades da educacédo:amipagdo dos primeiros programas de
ensino no inicio do século XIX voltados para a Azath Real dos Guardas-Marinha e para a
Academia Real Militar.

Os contetdos da matematica secundaria ficam definiguer seja pela Academia
Real Militar, por meio da matematica elementar ssésa ao aprendizado da

matematica superior, quer seja pela Academia Real @uardas-Marinha pela
necessidade de formacéo de profissionais do maALEXTE, 2007, p.107).
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Tratava-se de garantir 0 conhecimento para a fdmalg técnicos, engenheiros,
guarda-marinha. Nessa época, uma obra de referéreiEéments d’Algebre de Bourdon
(apud VALENTE, 2007), que se baseia no programBiatde Polytechnique e foi compilado
por Cristiano Beneditto Otonni, constituindo o pwga que era ensinado no primeiro ano da
Academia da Marinha. Segundo Valente (2007), essapitacdo, realizada de forma
limitada, constituiu a algebra das escolas seciaxlérasileiras, colégios e liceus.

Percebe-se desta forma o quanto as finalidadesndmo para a formacédo dos
estudantes influenciam e definem o contetdo arsenado.

Pires (2008) resume o processo de organizacdo enwdsgimento curricular da
Matematica no Brasil a partir da década de 1960aeinfluéncia do Movimento da
Matematica Moderna. Tal movimento surge atendersdprassdes para a modernizacao do
ensino, visando a formacéo de individuos adaptadesrescentes avancos tecnologicos, de
acordo com o progresso e desenvolvimento. Desta@{sreocupacdo mundial que era a
disputa pela supremacia tecnologica entre Estadidoll e Unido Soviética, e as mudancgas
curriculares aumentando a énfase nas areas ekaiss.preocupacao influencia também o
ensino no Brasil que convivia com atraso tecnobgiace mao de obra qualificada. O modo
encontrado para atender a essa pressao de fornumsAestudantes foi aprofundar a
linguagem dos conjuntos e privilegiar o papel dstsueuras, inclusive da algebra abstrata
(grupo, anel, corpo e outros).

Conforme Pires (2008), no movimento da Matematicalema era intencdo que o
ensino escolar se aproximasse da ciéncia, entwaetanibjetos matematicos foram tratados de
maneira excessivamente formalizada.

No periodo que sucedeu o declinio da Matematicaeva em todo o mundo
buscou-se construir curriculos de Matematica maeosy contextualizados
culturalmente e socialmente, com possibilidadesestabelecimento de relagbes
intra e extra-matematica, com o rigor e a conce#faamatematicos apropriados,
acessivel aos estudantes, evidenciando o podeicaiysd da Matematica, com
estruturas mais criativas que a tradicional orgadie linear (seja por meio de

mapas conceituais, de concepcao mais hierarquizaja, por meio de redes de
significados, de concepcdo menos hierarquizadi BE®, 2008, p.15).

Também influenciam a determinacdo dos programasicolares as diferentes
concepcdes sobre a natureza da algebra e de sea.&xsdiferencas entre o que se entende
por ensino e aprendizagem da algebra nos curricdosarios paises foram analisadas pelo
grupo participante do ICMI em 2004 e estdo reunidastextos de Kendal e Stacey (2004).

Esses estudos e analises indicam diferencas eatgamizacdo dos programas curriculares de
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algebra dependendo da organizacdo do sistema lescdiafaixa etaria dos estudantes. Por
meio do estudo de curriculos de diferentes parsasnéra-se a algebra vista como:

a) um meio para expressar generalidade e padrdes;

b) estudo da manipulacao simbdlica e resolucaadagdes;

c) estudo de fungdes e suas transformacdes;

d)um meio para resolver problemas que estdo alémaldance de métodos

aritmeéticos;

€) um meio para interpretar o mundo por meio deasies reais modeladas, precisa

ou aproximadamente;

f) um sistema formal que possibilita lidar com teatos conjuntos, operacgdes légicas

e outras operacgdes ou objetos além dos numeras reai

Em funcao do excesso de diferencas sobre o modoraeber a algebra e seu ensino
em diferentes paises, os autores dessa pesquisatrent dificuldades em generalizar e
definir uma concepc¢éo de algebra que seja condensua

Kendal e Stacey (2004) também apresentam o paaatarRémulo Lins sobre o que
tem sido considerado como algebra no Brasil. O ypsador considera que a educacéo
algébrica no Pais segue um modelo de manipulagaboBca tradicional, em que o0s
estudantes de 4° ano resolvem equacbes simplesocoso do método de completar os
espacos vazios e ha algum trabalho com padrées 8té&ano, essa situacdo ndo se modifica
muito e os estudantes conseguem apenas resolvacdagusimples. A partir do 7° ano, a
manipulacdo simbdlica é enfatizada, com o estudobidémios e 0 uso de recursos
geométricos com o pressuposto de que auxiliaromgieensdo. No 8° ano, a manipulacdo
simbdlica permanece e os estudantes passam aeresguacbes de 2° grau, além da
introducdo da nocdo de funcdo. No ensino médiocardeudos ensinados sdo funcgdes,
trigonometria, polinbmios. Nesse panorama, Romuits ldestaca também as dificuldades
dos estudantes em resolver problemas ndo padrosizalém de baixos indices atingidos em
provas, por exemplo, o Programa Internacional da&liagao dos Estudantes (PISA).

Esse panorama e a énfase no modelo de manipulsigitwolica podem ser
reconhecidos na sintese a seguir apresentada affaremas propostas curriculares, em
especial do Estado de Sao Paulo, para reconheceo @o algebra e seu ensino séo
concebidos.

Nas Propostas Curriculares elaboradas ao finalédadé de 1980 (SAO PAULO,
1988), € possivel perceber uma tendéncia de faraga@lo, sistematizacdo e capacidade de

abstracdo das estruturas matematicas. Esperausese gluno compreendesse uma ideia e
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conseguisse aplica-la, como se o0s processos deagiust generalizacdo e formalizagéo
pudessem ser captados em determinadas situacdssnpaoe em seguida aplicados a outras
situacOes semelhantes.
Ao invés do nome algebra, nas propostas curricsilaeeorre-se a “calculo literal”.
O titulo dessa unidade vem substituir o de ‘algeli*ara além de uma simples
mudanca de nomes, através da aglutinacdo de tépfons espera-se dar nova
abordagem a esse tema de modo a reduzir significa¢inte a sua extensao, a sua

monotonia e o tempo que, geralmente, se gasta malasenvolvimento. (SAO
PAULO, 1988, p. 95, grifo do autor).

A troca do nome de “algebra” para “calculo literadtlica uma tendéncia a entender
aquela como o célculo com letras. Depreciado, demnsilo mondtono, pretendia-se a
substituicdo desse desenvolvimento algébrico pa nava abordagem. Nesta, se destaca a
importancia atribuida a manipulacdo dos simboloa pae o estudante compreendesse as
propriedades e operacdes da propria algebra, quesuya vez, legitimariam a sua inclusédo
curricular. 1sso se explicita em uma das obsensagéferentes ao tratamento metodolégico
do tema: “Esse conteudo [célculo literal] deveregitaculado diretamente aos temas: ‘estudo
das propriedades das operacdes’ e ‘regras de Boapio no calculo com poténcias’ que
dever&o dar legitimidade aos mecanismos presenteélaulo literal” (SAO PAULO, 1988,
p.95, grifo do autor).

A concepcédo de educacao algébrica presente nagspasgurriculares se aproxima da
concepcao letrista facilitadora, ao recorrer a ragartificios metodoldgicos para facilitar o
calculo com as letras. Por exemplo: “Utilizar, t&m o calculo de areas para visualizar a
soma de alguns monémios” (SAO PAULO, 1988, p.96).

A resolucéo de problemas € indicada como procedomartodologico, somente para
desencadear o surgimento, por exemplo, de equanbede sistemas, que deveriam ser
estudados de forma autbnoma. Tal orientacdo éaddipara a resolucado de equacdes de 1°
grau na 72 série: “Embora se deva partir aindatdacges-problema, das quais as equacdes
sejam meras traducdes, trata-se, agora, de sedprogeum estudo relativamente autbnomo
das equacdes do 1° grau com uma incégnita” (SAOLRAU988, p.98). Percebe-se, entdo, a
importancia maior sendo atribuida ao método de lugdo de equacbes em seus
procedimentos técnicos do que a resolucao do pnable

Nos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 19p8rcebe-se uma abrangéncia
no que seria campo de uma educacdo algébrica: e desde a compreensdo de sua

sintaxe até o reconhecimento de suas diversas dangélacionado a generalizacdo de
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padrdes, resolucdo de problemas aritmeticamenieedif estabelecimento de rela¢des entre
grandezas e outros.
Para o terceiro cicl8, a recomendacéo é de que o estudante compreeraidia de

variavel e expresse algebricamente a relacéo eénéte grandezas.

E suficiente nesse ciclo que os alunos compreendamogdo de variavel e
reconhecam a expresséo algébrica como uma formiadigzir a relacédo existente
entre a variacdo de duas grandezas. E provavedaesplorar situacdes-problema
gue envolvam variacdo de grandezas o aluno deparequacdes, o que possibilita
interpretar a letra como incAgnita. Nesse casaqjeosg recomenda é que os alunos
sejam estimulados a construir procedimentos digepsoa resolvé-las, deixando as
técnicas convencionais para um estudo mais detalhadjuarto ciclo. (BRASIL,
1998, p.68).

A resolucado de equac0es, de inequacdes e de ssstenesjuacoes esta prevista para o
quarto ciclo, na medida em que os alunos tenhamecessidade de tais formulacdes
matematicas para resolver os problemas.

Embora nas séries iniciais ja se possa desenvalgens aspectos da éalgebra, é
especialmente nas séries finais do ensino fundameué as atividades algébricas
serdo ampliadas. Pela exploracdo de situagGesepnabl o aluno reconhecera
diferentes funcdes da Algebra (generalizar padabiéméticos, estabelecer relacao
entre duas grandezas, modelizar, resolver probleandéeticamente dificeis),
representara problemas por meio de equacbes e ag@Ep (diferenciando
parametros, variaveis, incognitas, tomando corgato férmulas), compreendera a
sintaxe (regras para resolucao) de uma equagao.

Esse encaminhamento dado a Algebra, a partir dargieracdo de padrdes, bem
como o estudo da variacdo de grandezas possibiiigloracdo da nocdo de funcdo

nos terceiro e quarto ciclos. Entretanto, a ab@oafprmal desse conceito devera
ser objeto de estudo do ensino médio. (BRASIL, 199-51).

O estudo e ensino com a algebra, entdo, ocorrern éanma de garantir o significado
as ideias matematicas, a elaboracdo de estratfifpasnciadas. Para tanto, sdo sugeridas as
acOes com graficos, planilhas e outras.

No decorrer de seu texto, os Parametros Curricilddacionais apresentam
concepcdes de algebra, muito proximas as concepgdpsstas por Usiskin (1995), mas nao
fazem referéncia a essa pesquisadora.

Consideram ainda que tais concepcdes devem estaentpladas nas situacdes
propostas para os alunos. “Para a compreensdaondeits e procedimentos algébricos é
necessario um trabalho articulado com essas qdatrensées ao longo dos terceiro e quarto
ciclos” (BRASIL, 1998, p.117) (Figura 2).

1%Este ciclo corresponde as antigas 52 e 62 sétiew egislacéo atual, 6° e 7° ano, respectivamente
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Figura 2 - Algebra no ensino fundamental.
Fonte: BRASIL. Ministério da Educacédo. Secretag&ducacao FundamentBarametros
curriculares nacionais: matematica Brasilia; MEC/SEF, 1998. p. 116.

Na atual Proposta Curricular para o Estado de @toRSAO PAULO, 2008f), a
Matematica é entendida com um sistema simbdlico dpwe se articular com a lingua
materna para representar a realidade. Em relagdooabetdos, mantém a mesma divisdo ja
estabelecida nos Parametros Curriculares, comajblatcos tematicos: Numeros, Geometria,
Medidas, Tratamento da Informacdo contempladosdifesentes anos de ensino. De certa
forma, perde-se o papel especifico do conhecimaigébrico. Este surge ao longo da
articulacdo com outras areas do conhecimento, camoinstrumento de resolucdo de
problemas de diferentes areas da ciéncia.

Indica ainda que “Na organizacdo proposta, a ligtaconteidos selecionados para
cada série ndo se afasta muito da que é usualraprégsentada nos diversos sistemas de
ensino” (SAO PAULO, 2008f, p.47). Vale observar qure as situacdes de aprendizagem
dessa proposta curricular de Matematica, o terngebah, linguagem algébrica, ou
pensamento algébrico simplesmente ndo aparecentsote, € amplamente contemplado ao
final da proposta na lista de contetudos definidwssprie e por bimestre ao longo dos anos de
escolaridade do Ensino Fundamental e Médio. Porémtém a estrutura que, por exemplo,
varios livros didaticos (GIOVANI JUNIOR; CASTRUCCI2009; IEZZI; DOLCE;
MACHADO, 2009; IMENES; LELIS, 2009) adotam pararganizacao dos conteudos, e que
estdo na lista de livros analisados no Guia deoki@idaticos (BRASIL, 2011), que sugerem
orientacdes para o ensino de algebra, entre as sgia@iestacam:

A percepcao de regularidades, que pode levar éaride modelos simbolicos para

diversas situacdes, e a capacidade de traduzir oBoaimente problemas
encontrados no dia a dia, ou provenientes de oatess do conhecimento, devem
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ser gradativamente desenvolvidas para se chegasapleno da linguagem e das
técnicas da algebra. O uso da linguagem algébpma expressar generalizagfes
gue se constituam em propriedades de outros cadspbltematica, é outra funcéo

da algebra que deve ser, pouco a pouco, introduBeASIL, 2011, p. 16).

Durante as analises realizadas nesta pesquisacdeste a necessidade de estudar os
processos de generalizacdo no ensino de algebr&ssBptambém se destaca neste item uma
sintese que pretende revelar o processo de gea€dmi Nnos atuais programas curriculares
oficiais de Séo Paulo.

A partir da busca pelos termos “generalizar” e ‘Ggahzacdo” em propostas
curriculares oficiais, foi possivel constatar quw caderno de orientagdo didatica de
Matemética da Prefeitura de S&o Paulo (SAO PAULMDGY, eles ndo sdo citados. J&, nas
orientacGes curriculares para o ciclo Il (alunosl@iea 15 anos) do ensino fundamental em
Matematica (SAO PAULO, 2007), os referidos termés citados e espera-se em algebra que
os alunos do segundo ano desse ciclo sejam cagaZzédentificar diferentes usos para as
letras, em situagBes que envolvem generalizacd@rderiedades, incognitas, férmulas,
relacbes numéricas e padrées” (SAO PAULO, 20045p. Nesse caso, considera-se que a
generalizacdo € unprocesso a ser desenvolvido sobre objetos matematicos, &ja, s
generalizam-se propriedades, formulas, relacfestraso Além disso, sugere-se o trabalho
com calculo mental, aproximado por estimativascom calculadora e outros, justificando
que “permite o desenvolvimento das capacidadesitocaggdo aluno, possibilita o exercicio
de capacidades como memoria, deducdo, analisessjrdnalogia e generalizacdo” (SAO
PAULO, 2007, p. 45). Nesse caso, a generalizagi@osendo tratada como uma capacidade
cognitiva a ser desenvolvida no individuo, e, pidaumproduto do processo de ensino.

Essa relacdo entre a generalizagdo como uma dagaccognitiva do aluno a ser
desenvolvida e/ou como um processo realizado swietos matematicos é necessariamente
dialética. A capacidade cognitiva do estudante emeglizar se desenvolve enquanto ele
realiza processos de generalizacdo. Ao mesmo teog@rocessos de generalizagdo se
desenvolvem na medida em que o estudante possdicées cognitivas para realizar tal
processo. A compreensdo da generalizacdo como sgaipeoduto requer estudos
epistemoldgicos (que revelam o desenvolvimento edgg®cesso de generalizacdo no
movimento historico) e psicologicos (que revelarmmavimento da generalizagdo enquanto
processo légico de pensamento).

No caso do conhecimento algébrico, por vezes sen&ac 0 processo de

generalizacdo diretamente relacionado a generabzde propriedades aritméticas, muitas
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vezes, sendo a algebra concebida como a aritnmgiveralizada e reforcando-a como uma
linguagem para expressar regularidades, como @eksta trecho a seguir:
E importante, também, propor situacdes que permitemtificar e generalizar as
propriedades das operagbes aritméticas e estabedpamas formulas. Nessa
dimensaéo, a letra simplesmente substitui um valanérico.
Analisando as atividades propostas, o aluno podstagr a ideia de algebra como

uma linguagem que serve para expressar regulasdaiigervadas em diferentes
relagBes aritméticas e geométricas. (SAO PAULO72p®3).

Tal compreensao sobre o termo generalizacdo, que@d nos documentos
curriculares oficiais da prefeitura de Sdo Pauwmbiém pode ser destacada na proposta
curricular do Estado de Sao Paulo. No caderno é@gmeonde esta descrita e se apresentam
0S principios gerais da proposta curricular de Baolo (2008f), os termos generalizar e
generalizagdo ndo aparecem, mas podem ser enamitnad cadernos do professor e do
aluno. Um exemplo no trecho a seguir:

Um dos objetivos centrais do processo de ensinprendizagem da Algebra é

generalizar regularidades. O uso de letras parageptar, por exemplo, o padrao de
uma determinada sequéncia numérica € um dos recgusoa algebra nos permite.
Nesse caso, a generalizacdo de uma sequencia oarmém o uso de expressdes

algébricas pode ser Util para determinar numerpecéficos da sequéncia sem
recorrer a processos aritméticos. (SAO PAULO, 2009l ).

Realizar generalizacdes € indicado como competéndtiabilidade dos estudantes a
ser desenvolvida nas situacdes de aprendizagenmggstigam sequéncias aritméticas. Por
exemplo, encontramos no Caderno do Aluno da 7#&,s@a situacdo de aprendizagem 1
indicado como “Competéncias e habilidades: compleea uso de letras representativas de
nameros; generalizar padrées em sequéncias por deegxpressdes algébricas; reconhecer
equivaléncias entre expressées algébricas; reapmacdes simples com polindémios” (SAO
PAULO, 2009b, p.11).

Também podem ser encontradas na Proposta Curri@daconcepcdes de élgebra
citadas por Usiskin (1995), e que também se ermontnos Parametros Curriculares
Nacionais (BRASIL, 1998).

Normalmente, atribuimos ao estudo da algebra agbés de generalizar a
aritmética, de possibilitar um processo para alugdo de problemas, de permitir a
representacdo da variagcdo de grandezas e, aindafordalizar estruturas

matematicas. Entendemos que estas quatro funcliemdser exploradas de forma

relacionada, e ndo como blocos isolados dentrolawejamento. (SAO PAULO,
2009b, p.9).
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Entretanto, a algebra como generalizacdo de proesdos da aritmética € reforgcada,
como exemplifica este trecho (SAO PAULO, 2009b2p.dm que os autores da proposta,
referindo-se a situacéo de aprendizagem 3, escrevem

Uma das metas tracadas no trabalho com essa sitdacaprendizagem é que o
aluno saiba efetuar transformacdes em uma expresiggdrica por meio de

fatoracdes, simplificacdes e cancelamento, perdutinde certa forma, uma
generalizacdo de procedimentos aplicados nos oélanitméticos.

Como visto, as diferentes concepcdes de algebrhueacdo algébrica, refletidas nas
propostas curriculares e que enfatizam a manipalsicabdlica ou a algebra como aritmética
generalizada, ndo se encontram s6 nos programsieblos, ou do Estado de Sao Paulo.
Knuth et al. (2005) consideram que ha um cresamneenso de que uma reforma no ensino
de algebra requer uma reconceitualizacdo da natdeealgebra e do pensamento algébrico, e
um novo exame sobre quando os estudantes séo saj@gpensar algebricamente para que se
possa inserir a algebra no curriculo.

Entende-se nesta tese que tal reconceitualizag@ov@da do estudo aprofundado do
movimento histérico e l6gico dos conceitos algaiwie a partir do que se considera como
funcdo da escola. Nesta tese destaca-se como ag@ofda escola, desenvolver no estudante
0 pensamento tedrico, e, portanto, considera-sess@no o estudo dos diferentes objetos de
conhecimento por meio de seus nexos conceituaisyae relacdes tedricas cuja apropriacao
com significado deve ser garantida a todos os astad. Por isso, serdo destacados os
estudos e pesquisas de Davydov, no sistema escsko, e os trabalhos de pesquisa de
Schmittau (2004), na implementacao desse curramlama escola americana.

Conforme Schmittau (2005), no final dos anos deD1®%somec¢o dos anos de 1960,
ocorriam concomitantemente reformas curriculares Bstados Unidos e a reforma de
Davydov, no sistema curricular russo. Mas ha unfexretica essencial: enquanto os EUA se
apoiam sobre a teoria de conjuntos para a constrdgdedificio matematico, Davydov
(apoiado em Bourbaki) entende que, na verdadeas&struturas que constituem o conteudo
fundamental da Matematica.

Bourbaki [...] notou que a histéria do desenvolvinoetid estrutura algébrica ocorre
em paralelo com o desenvolvimento dos nimeros, r@aisnpanhando cada histéria
da ampliagcdo do conceito de nimero, até a estratgébrica exceder o limite dos
ndmeros, e o sistema de ndmeros reais se tornammate um caso especial da
estrutura algébrica. O que foi requerido entdonadie tornar a estrutura algébrica
acessivel para as criancas foi a fusdo do maisnf de generalidade com a

necessidade cultural e histérica e passos inteémeslipara construir o sistema de
ndmeros reais. (SCHMITTAU, 2005, p. 17).
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Assim, Schmittau compreende que o curriculo eleanei¢ Davydov possibilita as
criancas o estudo das quantidades escalares deicmnio, area e volume, por exemplo, de
forma sensivel e palpavel, pois, ao tatear e alhapbjeto, os estudantes criam condi¢des de
discernir as grandezas de um objeto comparandoeagra. A0 mesmo tempo, possibilita
identificar suas propriedades e acessar 0 que a&$rutura matematica dos numeros reais,
por meio do estabelecimento dessa relacdo enggemadezas de diferentes objetos. A autora
também realizou uma pesquisa (SCHMITTAU, 2004 apGHMITTAU; MORRIS, 2004),
com o desenvolvimento dos trés anos elementaresidiculo de Davydov em uma escola
nos Estados Unidos. O estudo revelou que os esasd@onduzidos por esse curriculo
resolveram problemas algébricos que ndo eram eaacost até o segundo nivel de
escolaridade nos Estados Unidos. A pesquisadofiaétanapresentou uma comparacao entre
o desenvolvimento da algebra no curriculo de maieamalementar proposto por Davydov e
pelo curriculo orientado pelo National Council @ather of Mathematics (NCTM). Destaca
uma diferenca relevante entre eles: a algebra dels#te. no curriculo de Davydov a partir
da relacéo entre as grandezas, sendo os numeroaplicecdo concreta das generalizacdes
algébricas, portanto, em oposi¢cao ao que € propastoNCTM, em que a algebra é derivada
das generaliza¢cdes numéricas.

De forma sintética, € necessario explicitar quepragrama curricular de Davydov,
que visa a formacdo do pensamento tedrico dosasgisg] o estudo da algebra precede o da
aritmética. A algebra é desenvolvida pela explawadd relacdo entre as quantidades, que
também expressa a nocdo de numero. O programautarrié constituido por tarefas
particulares executadas pelos estudantes, que d@daligididas em passos, nem contém
“dicas”, e ndo h& preocupacdo com sua apresentiddiica, porém organizadas de tal modo
gue orientam os estudantes a superar seu métagtmante resolucdo das situacoes.

Inicia-se com a exploracdo e comparacdo de pragmesdquantitativas de diferentes
objetos, sem recorrer a nimeros, mas sim a segmeetaeta que permitam identificar
igualdades ou desigualdades nas grandezas dosslifetsteriormente, as letras (maiusculas)
sdo introduzidas para representar essa comparagédo pos sinais de igualdade e
desigualdade (igual, diferente, maior e menor).sMe&®so, 0 uso da letra esta relacionado a
representacdo concreta da relagédo, e se consigerascestudantes estdo aptos para o estudo
das propriedades.

Posteriormente, os problemas encaminham para alcesias propriedades das

relacbes de igualdade e desigualdade: transitefexiva, simétrica. Nesse momento, 0s
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estudantes ndo recorrem ao concreto, mas lidamatyeente com as relagdes e a partir de
deducdes logicas estabelecem novas relagoes.
Em um problema, por exemplo [...] é apresentado atglantes a figura de dois
bal6es. O volume de um baldo é nomeado L; este kat@mpletamente desenhado.
O outro baldo de volume P é somente parcialmergentiado. O problema diz: Se

L=TeT>P, entdo L__P. (SCHMITTAU, 2004 apud STMTAU; MORRIS,
2004, p.63).

A representacgéo por letras das medidas do voluraédi®es permite que a relagcéo
entre as grandezas seja estabelecida e tambénbiliassjue sejam realizadas deducdes
l6gicas. Entretanto, é necessario verificar se stadantes estdo compreendendo que o L
compreende o volume de um determinado baldo eargortassociado a uma quantidade
especifica, ou se pode vir a ser o volume de vaadEes, o que implicaria aceitar a variagcédo
da quantidade em L. Assumindo essa variacdo, das entendera, por exemplo, a relacao
T>P como geral, ou como sendo o fato de que exigégras baldes cujo volume (T) € maior
do que o volume (P) de outros tantos baldes; em@oum movimento do geral para o
particular pode ser relacionada a outros casogplarnes com medidas especificas.

No programa de Davydov, os estudantes resolvemlgmals com a relacdo parte-
todo, recorrendo a esquemas e letras para repaiesenpartes e o todo. Quando aprendem a
escrever férmulas literais, podem entdo resolveproblemas para encontrar a parte ou o
todo. Posteriormente, essas formulas sdo convergda equacdes e identificam quando
devem somar ou subtrair para encontrar a parte md@ As equagdes sdo interpretadas
como acdes sobre as quantidades e relacfes enuargglades.

No nivel seguinte, introduzem-se o0s problemas d®esa proporcionais, e 0s
estudantes devem ter claras as nocoes de “quasitiddel “unidades de medida e a relagao
entre estas unidades de medida”, por exemplo, kidm disso, eles precisam compreender
que algumas quantidades se modificam no processwoudenento, por exemplo, distancia e
tempo, e ha uma relacdo proporcional entre elasle de relacdo proporcional requer o
dominio da comparacéo de duas quantidades em telenas multiplo. As relacbes entre as
guantidades sao representadas na forma literal fermea de esquemas, o que requer dos
estudantes a capacidade de usar a letra para aesigmeros conhecidos e desconhecidos, e
desta forma compreender o conceito de variavel.

No curriculo de Davydov, se prevé o trabalho tadm processos uniformes (nos
quais as variadveis estdo em proporcdo direta), commo processos ndo uniformes. Para
Schmittau (2004 apud SCHMITTAU; MORRIS, 2004), arétulo de Davydov permite aos
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estudantes pensar os procedimentos algébricos wrsals maneiras e desenvolve o
pensamento tedrico, na medida em que possibildaeatudantes procurar relacdes entre as
quantidades em situacOes contextualizadas e aprandsolver uma equacgédo. Além disso,
desenvolve a capacidade de andlise e generalizagdgermitir que os estudantes
compreendam a letra como “qualquer nimero”. Neeséid®, 0s estudantes podem gerar
modelos de relagbes quantitativas, e assim apresdestruturas e os principios que regem a
manipulacéo de simbolos algébricos.

Schmittau (2005) indica trés caracteristicas qt&oascorporadas nesse programa de
Davydov, e que se encontram nos estudos de Vig@8Ril), que recorre a exemplos sobre o
desenvolvimento de conceitos algébricos para etqlic processo de formacdo de conceitos.
Em primeiro lugar, o desenvolvimento a partir desdsaconceituais generalizadas. Em
segundo, o movimento do pensamento de ascensdisulata ao concreto, na medida em que
concretiza o conceito de nimero partindo das nogéesedida. E em terceiro, a apropriacao
de ferramentas psicoldgicas para o desenvolvindagduncdes psiquicas superiores, no caso
0 uso de esquemas.

Schmittau (2004 apud SCHMITTAU; MORRIS, 2004) deatas quatro principios
enunciados dostandardsdo NCTM (2000): entender relacdes, padrbes e esijg@presentar
e analisar situacdes matematicas e estruturas aissintbolos algébricos; usar modelos
matematicos para representar e entender relac@esitgtivas; analisar mudangas em varios
contextos. Considera que o curriculo de Davydondete esses principios, mas os modos de
acdo sao diferentes. No curriculo davydoviano s@fatizados o0 uso de esquemas e
representacdes pelas andlises algébricas, queifgdlondnte alcancadas em curriculos que
tém por base as operagBes numéricas. Por exempiabalho sistematizado e a énfase em
padrdes de objetos, formas e nimeros estéo presmsaecomendacdes do NCTM Algebra
Standard como base para o entendimento de relagiies variaveis e a ideia de funcao.
Entretanto, no curriculo de Davydov, tal traballdo & enfatizado, pois ndo se considera que
a inducdo a partir de padrbes entre niumeros ouosbgeométricos é garantia de que os
estudantes irdo compreender a natureza ou as gutageas da relacdo (SCHMITTAU, 2004
apud SCHMITTAU; MORRIS, 2004).

Trata-se essencialmente da organizacdo do ensanfmgrma de programa curricular
para o desenvolvimento do pensamento tedrico e€argor a partir de processos de
pensamento, abstracdo, generalizacdo e formacaoraeitos tedricos, 0 que se entende

nesta tese como funcéo do ensino.
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2.3 NO CURSO COM OS PROFESSORES

Algumas acoes iniciais do curso com os professtaaede estadual de ensino tinham
por objetivo especifico que os participantes resgsm suas concepgdes sobre algebra e seu
ensino, e também o que identificavam como objet@ldabra. Dentre as acfes realizadas
pelos professores para desencadear tais manifestag@stacam-se: descricdo de uma
situacado que eles considerassem relevante comrmedes algebra; analise de um quadrinho
(Apéndice D) em relagéo ao significado da algelara jps estudantes. Os dados obtidos pela
fala dos professores, e pelos registros escritgsasesituacdes especificas, entre outros
revelados em situacdes proporcionadas ao longaidm,cforam analisados. A intencéo foi
constatar as concepcdes evidenciadas no panorasnpedquisas atuais e 0 que pode ser
questionado dessas concepcgdes em relacdo ao dbgtsopesquisa, a constituicdo do objeto
de ensino da algebra e 0 movimento historico etdos conceitos.

Considerando que as equacfes, sequéncias e fusa@@es topicos mais citados em
documentos curriculares e em livros didaticos (GABN JUNIOR; CASTRUCCI, 2009;
IEZZI; DOLCE; MACHADO, 2009; IMENES; LELIS, 2009)gra o ensino de algebra, tinha-
se a hipdtese de que esses tépicos seriam citadus abjeto da algebra pelos professores
participantes. Entretanto, as primeiras analiseslaeam outros elementos destacados pelos
professores a partir da compreensao do que € laralgeseu ensino.

Durante o compartilhamento de respostas ao it¢rmgdpéndice D (O que pode ser
considerado como objeto da algebra e que devensaraglo aos estudantes?), a simbologia
destacou-se entre os registros escritos dos pooésssDos 16 professores que iniciaram o
curso e responderam a esse questionamento, SdéslieEaram a simbologia como objeto de
ensino da algebra, por meio de afirmacdes comoiffbaogia usada no estudo de cada
situacao” (Vania, RE3); ou “A simbologia que siitato pensamento de forma geral”
(Suzana, RE3), e uma professora destacou: “O olgjetodlgebra é a linguagem da
matematica” (Erica, RE3).

Ainda evidenciando uma concepcao de algebra askoai seus simbolos, o professor
Pedro destaca como sendo objeto da algebra, arfsizacdo de problemas concretos por
meio da simbologia” (A35, AV2, 00:09:00).

Por outro lado, a professora Helena (A38, AV2, 9(&Q@) entende que a algebra
permite que se resolva uma série de problemas egédude seu poder de generalizacéo e

admite como objeto da algebra as generalizacdes relacdes entre as grandezas. Essa
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professora oscila entre uma tendéncia a compreendigrebra como aritmética generalizada
e em seu aspecto funcional.

A professora Suzana apresentou uma concepcaoyeeralassociada a formas de
pensamento mais do que a sua representacdo naderimguagem. Portanto, aproxima-se
de uma concepcdo de nivel global/meta como indieeaK (2004). Isso ocorre por considerar
que a esséncia da algebra esta em sua possibilda@solver situacdes, por suas estratégias
de pensamento, com pouco enfoque em relacdo asgoeaconteca somente pela sua
possibilidade de manifestacdo em simbolos. Essgmetacdo da professora se manifesta em
suas respostas ao que poderia ser consideradoatneto de ensino da algebra.

[...] a algebra é importante sim por que é ela qaefan que a gente equacione um
pensamento, uma solucéo, um raciocinio que vaingdfina frente de encontro com
a nossa situacéo problema e venha a resolver [ob]ato [de ensino da algebra] é a
construcdo da ideia de maneira que vocé a equagiare resolver as situacdes

problemas, problemas gerais a partir de situacdeslgmas do cotidiano [...].
(Suzana, A34, AV2, 00: 01: 16).

[...] matematica é raciocinio puro [...] nUmero é unauwgificador, quem fala que
matematica € nimero esta sendo mentiroso. Mateanétiem pensamento. Vocé
tem que equacionar o pensamento e trabalhar gleuatuero quantificar, ai eu vou
usar um quantificador, o um, o dois, mas primeim® é literal, ele é imagem...
(Suzana, A34, AV2,00:06:36).

Questionada sobre a importancia da algebra comtewwdm de ensino, a professora
escreve: “sim, por que leva a equacionar um pensgangeneralizando assim uma ideia”
(Suzana, RE3). Essa professora se destaca no ggapooncepcdes diferentes em relacéo ao
conhecimento algébrico e seus processos de pensanere nem sempre ficam muito
explicitas.

Logo no primeiro encontro, a professora Suzanaasicipna em relacdo ao que
considera relevante para o ensino da algebra extéuaainteracdo com o grupo relata como
concebe o ensino de algebra. Destaca-se a sugpcaonage variavel, que esta relacionada aos
variados fendmenos que influenciam um acontecimentondo necessariamente variagcoes
quantitativas.

Uma coisa que acho que tem que ficar mais clamgtps tem nocéo sobre variavel
gue eles calculam isso mentalmente sem perceherchaano muita atencdo deles.
Eles tem nitida nocéo, eles sabem o que eles anedazer, eu tenho que fazer isso,
eu tenho que fazer isso, entdo eles fazem o catiries na ideia, o que eles nao
sabem é passar pro papel, so isso, eles sabeméounpia variavel, eles sabem o que
eles podem fazer ou ndo podem, eles sabem quamt&tedou varios exemplos do

cotidiano em que eles fazem isso automaticameritguél é meu trabalho? Entao

vamos escrever isso de outra forma, entdo eu @éesoresolverem na pratica deles

e transcrevo a pratica deles para a algebra, ppraggente vai transcrever: vocé
pensou assim, se eu fizesse pra ela desta formaaalver? Agora vai! Entdo a gente
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unifica o pensamento numa forma literal. Entdo s& ique vocé ensina e nossa
dificuldade é essa é pegar tudo de informacao lgget@m e sair da oralidade para a
escrita, por que oralmente eles sdo muito bonggudim pode dizer que os alunos
ndo pensam, eles pensam. Me conta o que vocé fiezthele vai te contar, eu vim
pra escola, o 6nibus quebrou, o que significa dumiquebrar? Era uma coisa
prevista? Nao, foi um acidente Como posso equacissa para que este acidente
seja superado e eu ndo chegue atrasado? Ent&abelefazer isso oralmente, a
nossa investigacdo além de brincar com a algehra,ét que eu ainda néo tive
tempo de brincar com isso. E o por qué eles peisgonquando eles estio na quarta
série eles fazem eles pde no papel, desenha eu meat@asinha, ai o 6nibus
quebrou, eles fazem a equacédo deles no desenlyueSgle perde este momento e
onde estamos falhando, qual é o ponto, ai que chegansino médio e nos
pegamos, por que a gente tem que equacionar dparfa, AV1, A32, 01:28:52).

Nesse sentido, a professora insiste com os esaslaatrepresentacado dos fendmenos
influentes em um acontecimento, o que chama deatguar”, por exemplo, “ai o 6nibus
quebrou, eles fazem a equacéao deles no desenfolesta forma, a algebra para essa
professora esta sendo concebida como a possildlidkd expressar todo e qualquer
movimento da realidade objetiva, sem se prendernamsmentos que podem ou nao ser
guantificados. Por isso, a sua compreensdo dedWwati no movimento do fenébmeno é
diferente, por exemplo, da concepcéo de variavelCamaca (1952), ou do que se assume
como variavel para o ensino de algebra em geratopeco e essa compreensao da professora
se mostram de maneira ainda mais evidente no monamtelaboracdo de um mapa
conceitual para “Func¢des”, tarefa proposta pelayisadora ao grupo de professores e sera
abordada no capitulo 5, item 5.3 desta tese.

Entretanto, ha uma caracteristica também marcamteoncepcéo de algebra dessa
professora, que é a de relacionar a matematiceeesth@ consequentemente, a algebra a uma
dimenséo filosofica. Destaca a necessidade defdopara ndo “enrijecer o conhecimento e
a cultura humana” (Suzana, D4, DV1, 00:29:00).

Qual é o interesse social em que o ser humanasegionador como na época dos
filosofos. Qual é o interesse? Qual é o interessendvimento do pensamento

mexer no social que hoje é confortavel para umerohéada classe? (Suzana, D4,
DV1, 00:30:00).

Essa professora declara ainda que resgata episbdidsicos para apresentar aos
estudantes. Também concebe como sendo importantdafcas passagens” ou trechos
histéricos para que o aluno entenda o que estéd sginado, como se vé no trecho a seguir
transcrito.

A gente ndo pode enrijecer o conhecimento [...] €lo pgenos busco as coisas
diferentes, estou sempre buscando informacdesedifes [...]. A histéria da

evolugcdo que a gente conta vai do que vocé dononque conhecimento ja esta
acostumada. Eu tento néo ser tdo técnica em cetacmonstracdes que na vida
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cotidiana do aluno néo faz diferen¢a alguma e lnab@ais o pensamento. Entdo eu
vou contar pra eles a historia dos conjuntos, séoeuconjuntos dos nameros reais
eu conto como chegou até la. Eu fagco uma histéniema aula de histéria, se eu dou
nameros complexos eu ponho [...] os nimeros e canfpd histéria em quinze
minutos vocé consegue contar as passagens consdigahos. Se eu vou dar aula
de trigonometria eu vou la para o berco da civgizg eu vou para o Egito. Vocé
consegue mesclar, mas a dificuldade de vocé vemo gostar de tudo isso vem |4
de baixo, entdo quando chega, a gente tem quelhaabeom o pensamento do
aluno, vocé vai resvalar em n coisas que elesim@min, um nao teve historia, o
outro (frase incompleta). A questé@o é conhecimggatal. A maior burrada humana
foi dividir o pensamento, por que o meu professtou isso, o outro ndo falou, o
outro ndo sei, mesclou tudo, virou uma baguncarsdguém sabe nada no final das
contas. E na matematica [...] pra vocé entender dmscmatematicos vocé precisa
conhecer histéria, conhecer geografia, precisaaerhportugués, precisa conhecer
tudo se ndo vocé nado vai entender matematica, di@émta, vocé quer se tornar
técnico, eu te ensino a técnica, a técnica é ess&®0 vOCcé vai usar nisso nisso e
nisso nessa area, nessa area, nessa areal...] otadopfaz todos os calculos se
ele quebrar vocé ja sabe fazer[...]seu aluno salmévezsperfeitamente equacédo do
segundo grau. Mentira ele sabe pra que serveepodver equacéo, ele sabe que ele
vai calcular delta b ao quadrado, mas ele ndo Eabele ndo sabe, ele nédo foi
treinado para analise da algebra. (Suzana, D7, DY¥:D2:03).

Pode ser observada por meio desta fala uma corcejgcénsino que reconhece nos
episodios da Historia possibilidades para a orga&dia do ensino de algebra. Mas se observa
gue o destaque dado pela professora é no sentidarnda ou contar os fatos e, nesse sentido,
a histéria da algebra ou da matematica pode sarebaa como um recurso metodoldgico
para o ensino da algebra. Torna-se necessaricdesize esta ndo € a concepcao adotada por
esta tese em relacdo aos registros de historigelara, como se vera no proximo capitulo.

Outras concepcbes sobre o ensino de algebra tamsbémevelam no relato dos
professores. A professora Ménica compreende gusio@de algebra é facilitado com o uso
de recursos geométricos, o que se afilia a umaéhmm fundamentalista-analégica
(FIORENTINI; MIORIM; MIGUEL, 1993). Também comenta gosto dos alunos por esse
tipo de situacéao:

[...] entdo, eu comego, comegava com a algebra n&ésfe, sempre voltada pra
geometria, por que vocé mexendo com a geometnigelesg conceitos de area, eles
adoram, eles ndo falam assim a matematica. Elasfgrofessora hoje € aula de
matematica ou de Geometria? Eles querem: Ah prarfgsda geometria a semana
inteira, eu sempre dei a geometria uma aula pomasem.] Eu procurava dar,
principalmente quando vocé da area, vocé ja comecé faz as construcbes
geométricas...Entdo vamos generalizar isso aqui yeo wpcés estdo observando
entdo eu acho que é assim muito legal sempre con®caélgebra ligada a
geometria...quando chega na 72. Série que € sO algébo negdcio para mim

complicava, mas eu penso que a gente sempre ligapdsino da matematica com
a geometria, os alunos gostavam, fica mais fadidnjca, A27, AV1, 01:09:54).

Pelo fato de a professora manifestar dificuldadetrpalhar a algebra associada a
geometria a partir do 7° ano, deduz-se que elaesfio se referindo ao uso de areas para

explicar os casos de produtos notaveis ou fatoragape € frequentemente sugerido em
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propostas curriculares. Como é o caso, por exendgloepresentar o produto (a+ b)2 = a2 +
2ab + b2 geometricamente por um quadrado de latlms a

a b
a| a2 ab
b ab b2

Essa associacdo que a professora elabora da geopwetro um recurso facilitador
para 0 ensino da algebra esta mais proxima de weunassidade de tornar palpavel ou
observavel determinado elemento.

Ainda em relacéo ao registro simbdlico, a profes&ster também revela dificuldades
dos estudantes e questiona sobre a necessidadeadafabetizacdo em matematica, similar
a alfabetizacdo em linguagem materna, para quarimks usados adquiram o que ela esta
chamando de ldgica, mas que poderiam ser assocemlogue seria a apropriacdo do
significado de determinado registro escrito.

[...] e uma coisa que eu sinto muito nos alunos eralgeque eles nao escrevem
matematica corretamente. Quando eles colocam bdgrigual eles igualam aquilo
continuam a equacado e aquilo deixa de ser umadadel Entdo o que eu estou
sentindo falta, da mesma forma que a gente é &élfable em portugués, ndo existe
uma alfabetizacdo em matematica. Eles ndo sabam elgs estdo escrevendo, eles
estdo escrevendo de qualquer jeito e eles ndo éepiito, entdo eles aprendem
assim equacao é isso, mas eles ndo sabem o qifeeaigguacao, de onde vem esta
palavra. Entdo a coisa fica muito que jogada adae eu acho que é dificil, eles
ndo sdo computadores, pra ficar decorando coisastambém tenho muita

dificuldade, s6 decoro as coisas quando tem l6giti@®o pra eles tem que ter légica
se ndo fica um monte de nimeros e letras. (Es8&, AV1; 01:32:07).

Apesar de se destacar no inicio da fala da praf@ssoba preocupac¢do com o registro
escrito correto por parte dos estudantes, no dacdo discurso € possivel perceber que a
professora associa esse registro correto ao qupreende como significado do registro. Por
exemplo, quando destaca “[...] eles aprendem assuacéq € isso, mas eles ndo sabem o
que significa equagdo” ou quando destaca no fipal] se ndo fica um monte de nimeros e

letras”.

YA diferenca entre alfabetizacéo e letramento naddifcutida durante o curso. Apesar de alguns estud
(SOARES, 2003) identificarem a alfabetizacdo comapaopriacdo do simbolismo da escrita, sendo o
letramento considerado como um processo mais aempleelacédo a cultura escrita, entende-se que, nasee

a referéncia ao processo de alfabetizacdo em mtitanm@o esta sendo tratada somente como a agégpria
simbélica, mas ndo existem elementos suficientes gfd@mar que seria o equivalente ao letramento.
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Ainda nesse sentido, a professora Helena (A38m@ta necessidade de ensinar
situagcOes contextualizadas para os estudantesgparales possam estabelecer relacdes ao
que esta sendo representado por x e y.

[...] com relacdo a se os estudantes realmente cemgeen ou ndo, eu verifico que
atualmente muitas situacdes algébricas sé@o ensinddacontextualizadas. O
estudante ndo vé nem um sentido no que é aquel@uec aquele y. Ele nédo
consegue relacionar com nada e assim perde o seafgichprender. Claro que a
gente ndo pode apenas apresentar situacdes cafimadas... por que a
mateméatica serve também pra desenvolver o racidmialuno, [...] seu poder de
l6gica. Entdo ele precisa de outras situa¢gdeséambo que a gente acredita que a
contextualizacdo seja um fato que talvez incentimssos alunos a estarem
pensando. Podemos comecar uma aula propondo utembpara que ele resolva,
instigando-o a resolver para que ele comece a ipabias ferramentas que ele
precisa para resolver aquilo, entao talvez conédixtir as situacdes problema seja

uma forma de mostrar a importancia e encaminhaooegso. (Helena, A38, AV1,
00:20:31).

A discussao sobre o que pode ser entendido conmiekinializacdo” da algebra néo
foi aprofundada durante o curso. Entretanto, alguotmsideracdes e alguns cuidados sdo
necessarios no uso desse termo que, por vezessyniicar a necessidade de recorrer a
situacbes cotidianas, ou entdo de criar uma siudg@otética com a qual aquele
conhecimento esteja relacionado.

Lacasa (1994) adverte que o significado atrib@dig@lavra contexto esta diretamente
relacionado a fundamentacéo tedrica adotada efeye i@ que seriam teorias contextuais e
teoria contextualizadora. Nas teorias contextuaigontexto esta presente na elaboracéo
tedrica para explicar a interdependéncia entr@disiduos e as circunstancias. Ja nas teorias
contextualizadoras, o contexto representa os fatfagores que influenciam um resultado e
assim o contexto é uma variavel independente de€éne na constru¢cdo do conhecimento.
A autora também defende a tese de reconhecer & aso00 um contexto social, por ser
construida pelos individuos e seus objetivos, amquanteragem e estabelecem relacoes
sociais na busca compartilhada do conhecimento.

A partir desses registros de Lacasa (1994), entemdesta tese que 0 conhecimento
ainda que “contextualizado”, seja relacionado aidsacontextuais ou contextualizadoras, s6
ird adquirir sentido e sera conscientizado peloalse for objeto ou motivo de sua propria
atividade, como indica Leontiev (1983). Desta formaconceito de atividade contempla e
supera as nogOes tedricas sobre o que é “contezetial. No caso da afirmacdo da
professora Helena, anteriormente indicada, podpesguntar o que seria uma “situacéo
contextualizada”. Pode-se “contextualizar” umaagjfio por meio de situacdes cotidianas, ou

especificas do proprio conhecimento matematiconaguelas para as quais determinada
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cultura atribui significado e outra ndo, e outi@sfato € que contextualizar uma situagao, no
sentido de explicar interdependéncia entre indivéde circunstancias (teorias contextuais),
ou reconhecer no contexto fatos e fatores que laemfiam (teorias contextualizadoras),

ainda ndo € suficiente para que 0 sujeito se eavem atividade e reconheca nela,

transformada em situagéo de ensino, a necessidactEntiecimento e consequente atribuigao
de significado para suas acoes.

Tao importante quanto contextualizar uma situagéonc¢ipalmente no que se refere ao
ensino, é organizar acbes que mobilizem o sujae@des para as quais 0 sujeito reconheca a
satisfacdo de uma necessidade. A situagdo poddoseotidiano, ou de aprofundamento
cientifico, e até ser bastante complexa, mas deliniobjetivos para suas acbes, e em
atividade, o sujeito entdo tera condicdes de sepapr do conhecimento envolvido na
situacao; caso contrario, a situacdo contextuaizmantém com a caracteristica de uma
tarefa para a qual o sujeito n&o atribui signifecad

A professora Helena também reforca a preocupagéioacapresentacdo e o uso dos
simbolos matematicos convencionados:

[...] a questdo da simbologia matematica, o aluno ¢d@tsegue entender. Vocé
coloca x(xis) pertence a R(erre) ele |1é xer, qissé? Nao faz sentido, trabalhar a
guestao de simbologia, [...] eu costumo dedicar umia 80 pra passar simbolos

matematicos, por que eu acho que eles tem quedentergue significa o simbolo,
por que se ndo barra. (Helena, A38, AV1, 00:23:00).

Além desse foco no registro simbolico, o processgeaheralizacdo foi citado por sete
professores entre 0s 16 que responderam ao queseoo sobre o que € o objeto de ensino
da algebra.

Uma das professoras, ao responder sobre a imparidad@lgebra no ensino e sobre o
gue poderia ser considerado seu objeto, comenta:

Com relagdo a importancia se a algebra € realmeptartante de ser ensinada, com
certeza. E unanime que a algebra é realmente iangerpor que através da algebra
a gente consegue generalizar uma série de situac@ssim resolver uma série de

problemas de uma forma geral, genericamente digaassém, do cotidiano.
(Helena, A38, AV2, 19:50).

Outra professora reforga uma concepc¢ao de gersgabizcomo uma acdo mental que
se desenvolve de forma independente e divorciaslagf@zes com a realidade objetiva, como
se houvesse uma possibilidade de ensinar o procksgeneralizacdo por ele mesmo. A

professora diz: “[...] o que a gente estava questidoa& sera que nao seria o caso de ensinar
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ele primeiro a generalizar? Ter uma aula sé paendpr a generalizar [...] a gente chegou a
esta conclusdo sera que nao precisa de uma asta[dif (Ester, A38, AV2; 00:22:23).

Essa mesma professora é categorica em assumir: €[1.gnxergo a matematica so
como isso [...] o raciocinio l6gico e a capacidadeldstrair e generalizar [...]" (Ester, B17,
BV1, 01:35:34). Durante todo o curso, a professmiatizava a necessidade de associagdes
da matematica e da algebra com a logica: “[...] ater 0 pensamento ndo sei se junto com a
algebra, vem a necessidade a logica [...] talvefieuttiade seja a logica que as pessoas nao
tem” (Ester, D4, DV1, 00:29:30). A andlise das $ada professora possibilita 0 entendimento
de que ela se refere a um processo que € exclakivsujeito que deve estabelecer
“logicamente” no movimento do seu préprio pensamevs encadeamentos a partir de
deducdbes logicas formais, mas em nenhum momentefer, por exemplo, a principios
piagetianos, ou de outra linha de estudos teoricos.

Nesse sentido, o processo de generalizacéo é ¢daqedr essa professora como uma
forma de pensamento que surge aparentemente irtlpien dos objetos a serem
generalizados. E possivel ensinar a generalizar] § que a gente estava questionando é
sera que nao seria o caso de ensinar ele primgeaexralizar? Ter uma aula s6 para aprender
a generalizar [...] a gente chegou a esta conclasé&d que nado precisa de uma aula disso
[...]" (Ester, A38, AV2; 00:22:23).

Nesse sentido, o processo de generalizacdo seraragnto do processo de ensino,
mas entende-se que, enquanto processo de pensasteptme ser desenvolvido sobre uma
base material, ou sobre abstracdes ja realizadms sgsa base material. Desta forma, sO €
possivel desenvolver o processo de generalizaizaedb generalizacbes sobre objetos
materiais ou sobre objetos matematicos, que jétiboerm abstracdes dos objetos materiais.
Por exemplo, é necessario realizar generalizag@le® | relacdo entre nameros, sobre as
propriedades numéricas, sobre conceitos matematiangros. Mais detalhes sobre como o
processo de generalizacdo foi analisado nestastgde descritos no capitulo 6, em que se
apresenta um modelo para andlise do processo deatjipacdo em situacdes de ensino.

Os dados obtidos no curso com os professores apaieséndicios de ndo consenso a
respeito do que pode ser considerado como objetmsiao da algebra e que este deriva das
diferentes concepcdes de algebra e seu ensinosgpeofessores possuem, provenientes da
formacgao pessoal, das orientagdes curricularesyadasbes estabelecidas nas escolas com
outros professores e com alunos e outros. Sao elemede discussdo epistemologica, da
natureza do conhecimento; psicolégica, no que B®ereao processo de apropriacdo do

conhecimento pelos sujeitos; metodolégica, em &elag estratégias de organizacdo do
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ensino. N&o hé intencdo por parte desta pesquisaifiear tais concepg¢des, ou reconhecer o
objeto de ensino da algebra por parte de algunaa diel forma especifica.

Entretanto, observou-se que o registro simbdliacaljebra € foco de atencdo de
varias acoes de ensino desses professores. Sejandstentativa de “alfabetizar” em
matematica, ou de gerar aulas em que se explicagind®los, ou procurando formas de
contextualizar por meio de situagfes-problema, mulaaem busca de estratégias que
possibilitem aos estudantes “equacionar” os moviosenotidianos. Também é destaque o
processo de generalizacdo, mas nota-se que tamé@manconsenso em relacdo ao que se
esteja entendendo por *’generalizar”.

Entende-se ainda nesta tese como sintomatico od@atoenhum dos professores
presentes no curso ter citado a variavel, ou agao como objeto de ensino da algebra, haja
vista a quantidade de pesquisas sobre o temaimpagancia no processo de constituicdo do
conhecimento algébrico.

Dessas analises realizadas sobre pesquisas c&sitifirogramas curriculares e fala
dos professores sobre o que se revela como obgtendino da algebra, observa-se a
diversidade de concepcdes que podem ser adotdut@sédgebra e seu ensino.

Considera-se a necessidade de revisdo do quetubosijeto de ensino da algebra,
que hoje é pautado fundamentalmente por manipuagiGebolicas, tradugdes de situacdes-
problema ou pela concepcao de que processos denpemi®, como oS de generalizagdo, séo
desenvolvidos de forma intrapsiquica. Vigotski @0@efende a tese de que por mais alto que
seja o grau de abstracdo alcancado por um congetosive os matematicos, ele encerra em
si uma parcela da realidade concreta, entretarg@sguecemos dessa relagcéo e “por isso suas
abstracdes se tornam em algo enigmatico” (VIGOT3804, p. 233).

Essa revisdo necessaria sobre o objeto de ensiatgelara ndo se da somente pela
compreensao de processos psicologicos ou didadiecsprendizagem dos estudantes, mas
sim pela compreenséao do proprio processo de ddseneato do objeto da algebra.

Assim, em busca de fundamentos para esclarecendaab no ensino em relagao ao
conhecimento algébrico que possibilitam o desemvamto do pensamento tedrico dos
estudantes e de principios que orientem a corggtdude um objeto de ensino, em particular,
da algebra, retoma-se a hip6tese desta pesquisavimento historico e l6gico dos conceitos
algébricos revela fundamentos para constituicaobjieto de ensino da algebra.

No proximo capitulo sera apresentado como o mowuionéistorico e légico dos
conceitos estd sendo compreendido nesta tese e @®mexos conceituais e a esséncia do

conhecimento algébrico podem ser revelados por desise movimento.



3 O MOVIMENTO HISTORICO E LOGICO DOS CONCEITOS

O conhecimento das propriedades e das conexdes
universais da realidade, que se exprimem nas
categorias filoséficas, é absolutamente indispeakas
homem para sua orientacdo, para determinar as vias
que lhe permitirdo resolver as tarefas praticas que
surgem no processo de desenvolvimento da sociedade.
(CHEPTULIN, 1982, p.1).

E hip6tese desta pesquisa que o movimento histériégico dos conceitos algébricos
revela fundamentos para a constituicdo do objeterd#no da algebra e para a anélise de
forma critica de situacdes e acbes de ensino @bralgvisando a formacédo do pensamento
teorico dos estudantes.

Isso implica adotar uma fundamentacéo tedrica que] justifique o elo entre o
desenvolvimento conceitual moderno e o histéri€ADFORD, 2011, p.74). Nesse sentido,
o estudo do desenvolvimento do conceito na expagadrumana (referente a filogénese) e da
formacao do conceito no sujeito (referente a omegé) em relacdo aos conceitos algébricos
€ necessario. Nao se trata de estabelecer um |naleconsiderando que o movimento de
elaboracdo do conceito pelo sujeito deva repetidesenvolvimento do conceito na
experiéncia historica humana, mas sim que se faprgipelo movimento da filogénese o que
esta objetivado em relagdo ao conhecimento e setedra como relagéo tedrica essencial a
ser apropriada pelas futuras geracoes, referernterdeecimento algébrico.

Entretanto, admite-se que a analise sobre o desanento do conhecimento
algébrico na pratica social humana esta sendxagalia partir de concepcdes atuais e dos
fundamentos tedricos adotados, e, por isso, negi#guto, pretende-se explicitar como o
movimento historico e l6gico dos conceitos seracdmo.

Entende-se aqui que o método materialista histéeiatialético, como método de
conhecimento, € que permite a interpretacdo do mmwio entre oS acontecimentos
produzidos historicamente (a realidade objetivap elesenvolvimento do pensamento.
Conforme Cheptulin (1982, p.2), “as categorias ie Ba dialética refletem as leis do
desenvolvimento do conhecimento, além de congituios pontos centrais, 0s graus e as
formas de funcionamento e do desenvolvimento dogsso de cognicéo”.

O conhecimento algébrico sera estudado a partodaibuicdo de autores da teoria
do conhecimento e da dialética materialista (CHEHNJ 1982; KOPNIN, 1978; KOSIK,
1976, PRADO JR, 1963) e considerando que as cé&sgerleis do materialismo dialético
exprimem “os aspectos e os lacos universais ddadelobjetiva” (CHEPTULIN, 1982, p.19).
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Parte-se da tese materialista e histérica de du@®m como sujeito social faz parte
da realidade, agindo e interferindo nessa realidedmaneira objetiva e pratica. E considera-
se gue 0 sujeito ndo tem acesso a compressao tessews objetos e fenbmenos em sua
esséncia se a sua relacdo com os objetos e fenérdarrealidade objetiva ocorrer de forma
apenas utilitaria (KOSIK, 1976).

Reconhece-se ainda que o materialismo dialéticmjocmétodo de conhecimento,
indica que o “légico”, como movimento do pensameriia relacionado ao movimento dos
fendbmenos do mundo objetivo, o “histérico”. Nessacpsso, “a logica torna-se concreta e a
histéria torna-se inteligivel, conectado o seu Mm&vito ao das contradices do pensamento”
(LEFEBVRE; GUTERMAN, 2011, p.17).

Por sua vez, Kopnin (1978, p. 184) indica que “pasgelar a esséncia do objeto é
necessario reproduzir o processo histérico realededesenvolvimento, mas este € possivel
somente se conhecemos a esséncia do objeto”.

O légico reflete ndo s6 a histéria do proprio abjedbmo também a historia do seu
conhecimento. Dai a unidade entre o ldgico e dticst, ser premissa necessaria
para a compreenséo do processo de movimento damento, da criacdo da teoria
cientifica. [...]. A unidade entre o l6gico e o0 histé é premissa metodoldgica
indispensavel na solucdo de problemas de integcdeladlo conhecimento e da

estrutura do objeto e conhecimento da histériaededesenvolvimento. (KOPNIN,
1978, p.186).

A relacéo dialética entre o histérico e o logiagué possibilita que se compreenda um
determinado objeto ou fenémeno, explicitando a;éaentre os seus elementos, bem como a
relacéo entre ele e outros objetos e fendmenosodéatum sistema integrado.

Nesse sentido, entende-se que o0s principios eoteteglo materialismo dialético é
que permitem, além de identificar, caracterizalassificar objetos e fendmenos, dar conta de
seus movimentos, da relagéo entre eles.

Para captar-se 0 movimento da realidade, na coécepgtodoldgica marxiana,
torna-se necessario utilizar-se a logica inereatenavimento da prépria realidade
que € dinamica, ndo sé no sentido de avancar netenuinada direcdo, mas
através da intensa reciprocidade dos elementosaqeenstituem. E a légica
dialética. As leis da logica dialética sdo exatamas leis que dirigem 0 movimento

objetivo da realidade transformadas em leis dogreasto e que se nos apresentam
através de conceitos de maxima generalidade. (ORXE2005, p.42).

A dialética como ciéncia nos apresenta em quaigicées os contrarios se tornam
iIdénticos, enquanto coisas vivas, que em difereadrdicdes se movem, se transformam uns

nos outros (LENIN, 2011). Conforme Cheptulin (198Begel ja identifica que é a
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contradicdo que pde o mundo em movimento. E o ejpaeato de um conhecimento novo é
a consequéncia da resolugéo de uma contradigéo.
O pensamento de Hegel, segundo o qual tudo o qiste eancerra em si uma
contradicdo e de que a contradi¢cdo € a origem danmeato, o impulso da vida, é

na realidade um pensamento genial, que entroust@riai da ciéncia para tornar-se
o centro da dialética. (CHEPTULIN, 1982, p.28).

O conhecimento se desenvolve, assim, com “[...] eesg®dade de descobrir as
contradi¢cdes, 0s aspectos e as tendéncias costprdprias de todas as coisas e fendmenos
da realidade objetiva” (CHEPTULIN, 1982, p.286)tfetanto, esses aspectos contrarios nao
sdo divergentes, mas coexistem e formam a “unidime contrarios”, considerada no
materialismo dialético como uma das leis fundamentia realidade objetiva e do
conhecimento.

Portanto, os fenbmenos do mundo objetivo se mdaifesle diferentes formas, que
carregam latente a esséncia, sempre histéricaaetane carregam em si 0 universal com a
riqueza do particular e do singular.

O conhecimento vai do imediato e do particular aliato e ao universal. Mas
como o particular € primeiro uma sensagdo, umadasgdio, uma interpretagdo, um
fato ou uma lei tomada a parte, ele é justamerjeeohd de menos concreto. O
conhecimento, portanto, vai do particular abstemouniversal concreto. Em cada
dominio e no conjunto, ele avanca e penetra no mpod espirais cada vez mais
amplas. Determinacdes imediatas, aparentementeretasc se desdobram e se
transformam em um verdadeiro concreto que tem aéapa (mas somente a

aparéncia!) da abstracdo. (Exemplos: o concretemtico, a categoria econémica
do valor etc.). (LENIN, 2011, p.77).

A partir dessa afirmacao, destaca-se também o neowordo abstrato ao concreto no
processo do conhecimento. Portanto, nesse movindergstudo em relacdo ao conhecimento
algébrico, seréo feitas referéncias as relacbesgapresentam de forma abstrata no singular
e no particular e que se desenvolvem em direcaspecto essencial do conhecimento (sua
natureza interna), o concreto.

As categorias do materialismo dialético (entregaais se destaca para os estudos
desta tese abstrato/concreto; qualidade/quantidéetf®meno/esséncia; forma/conteudo,
geral/particular e outros) revelam graus de dedeimvento do conhecimento na consciéncia
e prética social e permitem “[...] reproduzir o e®glvimento do conhecimento, de seus
estagios inferiores a seus graus superiores, jsaprésentar sua historia e sua teoria [...]”
(CHEPTULIN, 1982, p.60); desta forma, exprimem a&lade do historico e do légico.
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A “matéria’, a “consciéncia” e a “pratica’ sdo aeas fundamentais no
materialismo dialético e, da relacdo entre elaBaecategorias sdo derivadas. Tais categorias
“[...] s@o os produtos da consciéncia, que se formara processo de desenvolvimento do
conhecimento, que seu conteudo é emprestado ddadmlobjetiva [...]” (CHEPTULIN,
1982, p.56). As categorias fixam as ligacdes e ésromiversais do ser e se formam com base
na pratica.

Assim, ao assumir o estudo das categorias do rali&ero dialético como forma de
exprimir o movimento histérico e l6gico dos conasitalgébricos, assume-se também que
“[...] a matéria é uma realidade objetiva, existeiota e independentemente da consciéncia
[...]" (CHEPTULIN, 1982, p.68), sendo dada ao homgon suas sensacdes. Por sua vez, a
consciéncia assumida como forma de reflexo dadiaddi e componente da atividade psiquica
do homem é “[...] produto do trabalho humano, o tedol do desenvolvimento social’.
(CHEPTULIN, 1982, p.88). Os pensamentos conscieltdsmem, repletos de valores culturais
criados, sao explicitados e se tornam acessiveis@ homens por meio da linguagem.

N&o se concebe a matéria sem movimento. O mowm¥gnt] inclui todas as
mudancas e todos o0s processos que se produzemwveosanda simples mudanca de lugar,
até o pensamento” (ENGEtSapud CHEPTULIN, 1982, p.162). Para Caraca (1952),
realidade possui duas caracteristicas essenciaigiteedependéncia e a fluéncia. Por
interdependéncia, entende que todas as coisagp®lgefendmenos da realidade objetiva
estdo ligados uns aos outros, e por fluéncia, dategue o mundo esta em permanente
evolucéao e, portanto, todas as coisas, objetosGrfenos da realidade estdo em movimento e
em processo permanente de mudanca.

Segundo Davydov (1982, p.306), quando se captaene®vimento constante de
transformacdes e mudancas dos objetos, os nexaaglor, a relacdo de interdependéncia
entre os objetos e fendmenos dentro de um sistemegrado, se esta diante de um
pensamento tedrico. O conteudo do pensamento deé@ico dominio dos fendmenos
objetivamente inter-relacionados e que constituemsistema integral”. Assim, a conexao
interna dentro de um sistema integrado aparece ecoatéria do pensamento teorico, sendo
sua principal funcdo “[...] esclarecer a esséncia alpeto como lei geral de seu
desenvolvimento” (p.310).

Esséncia e fenbmeno constituem um par dialéticoa Pegel, a “esséncia” se

apresenta como 0 que permanece nas coisas, nggrassa uma qualidade para outra ou da

YENGELS, F.La dialectique de la nature p.75.
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qualidade para quantidade. Por meio do fenbmemaigééncia da coisa) € que a esséncia se
revela, mas ele ndo pode ser confundido com a@as®&nD marxismo, a imagem ideal que
representa o conteudo das categorias € a unidagebjitivo e do objetivo, que “[...] deve
coincidir e coincide até determinado ponto, ndo @rienémeno, mas com sua esséncia”
(CHEPTULIN, 1982, p.18). Portanto, para conhece¥saéncia dos objetos, é necessario
reproduzir na consciéncia as imagens ideais dag@et$ do objeto dentro de um sistema.
Entretanto,
O conhecimento do objeto ndo termina com a repédmuda esséncia na
consciéncia. Ele vai ainda mais longe: por um latibesséncia ao fenémeno’(as
propriedades e as ligacdes contingentes exter@@icam-se a partir dos aspectos
e das ligagOes interiores), por outro lado, daresaé&la ordem primeira 4 esséncia
da ordem segunda e assim sucessivamente até doinfira medida em que
descobrimos novas propriedades e ligagfes necsshriobjeto, sdo produzidas as

elucidag@es tedricas de sua esséncia e a elabategfio sistema de conceitos por
seu reflexo, que € sempre mais preciso e comp(@b)EPTULIN, 1982, p. 128).

Por sua vez, as relagées do objeto com outrosaddatum sistema se manifestam por
meio dos fendbmenos. “O fendmeno € o conjunto descass exteriores, das propriedades, e é
uma forma de manifestacdo da esséncia” (CHEPTUWL®82, p.278). Conforme Kosik
(1976), os fendmenos se reproduzem no pensamemontonao por serem secundarios ou
superficiais, mas porque o aspecto fenoménico @uproda praxis utilitaria cotidiana, € o
mundo da aparéncia.

A esséncia ndo se manifesta direta e imediatameateealidade objetiva, mas
representa o estavel dentro do contetdo dos fer@snergue se conserva independente das
mudancas. Por outro lado, ela também n&o podeos&rrdida com o contetido do objeto ou
fendbmeno, pois este abrange ndo soO as relacfesant@ esséncia), mas as externas, da sua
interacdo com outros objetos e fendmenos, que estamnstante transformacao.Ainda que a
esséncia represente o estavel, ela também seotmaasimas em um processo mais lento.

Assim, o0 conceito de esséncia esta associado aesitms de lei e generalidade, na
|6gica dialética (DAVYDOV, 1982). Conhecer a essé@rgignifica encontrar um ente geral
como base de distintos fenbmenos e mostrar comodetiermina o aparecimento e a
interdependéncia desses fenbmenos. Assim, é tapdenCheptulin (1982, p.127):

O movimento em direcdo da esséncia comeca comiragdef do fundamento - do
aspecto determinante, da relacdo - que desempephpeb da célula original na
tomada de consciéncia teérica do todo estudado. PA.representacdo da célula
original (do fundamento) do todo estudado em momibme em desenvolvimento

presume a descoberta de tendéncias contraditareathg séo préprias, da luta dos
contrarios que condiciona sua passagem de um egtaditativo a outro.
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Desta forma, o objetivo no item a seguir é de ekpli 0 movimento histérico e légico
dos conceitos algébricos. Ele foi reconhecido &irpde singularidades, analisadas em suas
formas de pensamentos, manifestacdes da linguagemmac&o de conceitos, por meio de
categorias do materialismo dialético, enquantaqadaridades que permitem reconhecer qual
seria a relacao teorica essencial (ou de formalegna esséncia) do conhecimento algébrico,
gue se assumira como universal, para fins destpzas

Como forma de exposicdo, serdo destacados no proiem, oS elementos cuja
organizacao expressa um processo de sintese mbosgatevelar a partir deste estudo o que
se destaca como nexos conceituais internos do cioméreto algébrico, no movimento do
singular ao universal, e de ascensdo do abstratoraweto. Permeia essa sintese o destaque
para as categorias do materialismo dialético queatam possivel exprimir o movimento
historico e logico dos conceitos algébricos.

Ao final apresenta-se como ultimo elemento o quednsiderado como esséncia ou
célula (DAVYDOV, 1982), ou ente geral (CHEPTULIN982) em relacdo aos conceitos
algébricos, e que conduzira a analise das relagdes o movimento histérico e logico dos

conceitos algébricos e 0 objeto de ensino da agebrcapitulo 5.

3.1 O MOVIMENTO HISTORICO E LOGICO DOS CONCEITOS SEBRICOS

Para compreender o movimento histérico e l6gicoabogeitos algébricos, tomaram-
se como ponto de partida de andlise alguns epsé&itigulares da histéria do conhecimento
algébrico na experiéncia humana. Considerando guewomento historico e légico nédo se
confunde com a historia do objeto orientada cragiokomente, néo se trata aqui de reproduzir
o movimento da historia da algebra, em todos osgsadados pela humanidade. Trata-se de
compreender o movimento de formacdo de conceitgdbatos, movimento este que se
revela historicamente, em busca de seus nexosasterde sua relagdo tedrica essencial que,
como ente geral, se desenvolve e sustenta o dégemoto do conhecimento algébrico.

A esséncia de um objeto de conhecimento cientifioogaso aqui da algebra, nao se
apresenta em sua forma mais desenvolvida em toslafasas historicas, podendo ser
reconhecida em alguns momentos da experiéncia fauag@@nas em uma fase embrionaria.
Isso porque essa relacéo tedrica essencial tambénodifica e se aprofunda na medida em
gue o conhecimento se desenvolve. Além disso, ksandossivel de ser realizada e que

define essa esséncia nesta pesquisa parte do coehgat algébrico contemporaneo, em um
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estagio avancado de desenvolvimento e assim € s@&iesetomar constantemente o
movimento que é dialético entre o historico e adog

Portanto, retoma-se o primeiro movimento metodoldgiesta tese: o estudo sobre o
movimento histérico e logico dos conceitos algéwidQuadro 3). Assumem-se Como
singular, os registros da historia da algebraoeyac particular, as formas de pensamento e
suas manifestacdes na linguagem, os processosndacio de conceitos analisados por meio
de algumas categorias do materialismo dialético, lrmca de revelar a esséncia do
conhecimento algébrico, que sera posteriormentsideada como fundamental para a
constituicdo do objeto de ensino da algebra. Teéresa representa o estavel dentro do

conteudo dos fendbmenos, ou 0 que se mantém aEesarutiancas.

Quadro 3 - Estudo do movimento histérico e l6gios donceitos algébricos

Singular Particularidades Universal
Formas de pensamento e su&sséncia do conhecimento algébrjco
manifestacdes na linguagem. revelada em seu movimento historico e
Registros da histériaProcessos de formacdo gdigico e em sua relacgdo com | a
da algebra conceitos. atividade humana
Andlise por meio das categorips
do materialismo dialético.

Se 0 objetivo desta tese estivesse relacionad@stados sobre histéria da algebra,
haveria necessidade de recorrer ao que em gerghsfmadas fontes primarias, documentos
originais de matematicos e algebristas ao longexgariéncia humana. Mas o objetivo é o de
estabelecer relacdes entre 0 movimento historiégieo dos conceitos algébricos e o objeto
de ensino da algebra.

Portanto, o ponto de partida sdo as singularidageggstros de historia da algebra
investigados de fontes secundarias, autores quevest sobre a historia da matemética,
acompanhando seus fatos e iniciando analise stdsepor exemplo: Aleksandrov (1988),
Baumgart (1992) Boyer (1996), Caraca (1952), Camtg@007), Eves (1995), Hogben
(1970), Karlson (1961), Klein (1992), Radford (2Dldntre outros.

As patrticularidades manifestas na linguagem, nasde de pensamento e no processo
de formacdo de conceitos desses episodios singutkrehistéria da algebra serdo entdo
analisadas por meio das categorias do materialidratgtico, revelando o movimento

histdrico e logico dos conceitos algébricos e érasa do conhecimento algébrico.
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A andlise dessas situagfes singulares da éalgelssabpitara o estabelecimento de
nexos conceituais internos e o reconhecimento demamto de ascensédo do abstrato ao
concreto para compreender a esséncia dos objgtawriabs.

Parte-se da compreensao de que o conhecimentgietgetssim como outras formas
de conhecimento, é produto da atividade humana KCHBV, 1983). Assim, busca-se a
compreensdo das necessidades humanas que desemtadea aparecimento e 0
desenvolvimento da algebra, bem como as acoesagijee e condicdes que marcaram cada
periodo de seu desenvolvimento.

Nesse sentido, € necessario compreender como dralgeomo campo de
conhecimento cientifico, vai se constituindo. O tarabém implica compreendé-la no campo
do conhecimento e da ciéncia em geral, e ndo apmmas um campo de conhecimento
desmembrado e desconectado de outras formas decomeinto.

Klein (1992) destaca como o interesse pela comp&edo cosmos e da astronomia
perpassa diferentes momentos do desenvolvimenti#deia pela humanidade:

E importante ter claro o fato de que a matematicdema é orientada desde o inicio
por interesses cosmoldgicos-astrondmicos. Issoéné@erdade somente para Viete,
mas também para Kepler, Descartes, Barrow, NewtonA este respeito, a ‘ nova’

ciéncia repete o curso da ciéncia antiga. Mas deeirea que os fundadores da
ciéncia moderna comecam a atingir a compreensastdatura do mundo através,

desde o inicio, de uma concepcéo diferente do mutelom diferente entendimento
do que é o mundo, do que a que pertencia aos an{i§oEIN, 1992, p.152).

Isso porque o0s conhecimentos anteriormente elab®regfio agregados como
elementos para uma nova andlise, em processo otstle superagdo do proprio
conhecimento. Em relagcdo ao conhecimento algébrarap outras formas de conhecimento
nao existe “um” momento exato de objetivacdo eatatfio de determinado conceito, mas
um movimento que se inicia com a atividade humarsvanca em niveis cada vez mais
complexos de generalizacdo. Assim, para DantzigQ)l algebra trata das operacdes sob
formas simbdlicas, mas para além disso:

E ela ndo apenas penetra em toda a matematicanwaae o dominio da Légica
Formal e até mesmo da Metafisica. Além disso, pné¢ada dessa maneira, a
Algebra é tdo antiga quanto a faculdade humanaadi® tcom proposicdes gerais:

tdo velha quanto a sua capacidade de discriminénre esilgum e qualquer.
(DANTZIG, 1970, p.77).

Assim, segue o desenvolvimento do conhecimentdafga partir de necessidades
humanas, que se complexificam e se misturam coraseelades de desenvolvimento do

préprio ramo de conhecimento cientifico.
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Em sua pesquisa, Sousa (2004) estudou a algehuanarperspectiva l6gico-historica,
com a intengcdo de analisar as relagdes entre cecmménto dos professores e 0s conceitos
algébricos vivenciados em atividades de ensino. daa pesquisa, trabalhou com nexos
conceituais reconhecidos nas algebras simbdlicaoesimbdlicas, e reconheceu que “Ha
desconhecimento dos nexos conceituais que compdenbjeto algebra simbdlica: os
conceitos de fluéncia, de varidvel, de campo deag@an e da algebra ndo simbolica”
(SOUSA, 2004, p.28).

A pesquisadora também entende “[...] que a conex&e es nexos conceituais da
algebra: fluéncia, campo de variacdo e varidvehén o conceito de algebra” (SOUSA,
2004, p.108).

Com a intencdo de aprofundar tais nexos conceitiagconhecé-los no movimento
historico e légico dos conceitos algébricos, sedmostos 0s elementos participantes desses
nexos conceituais da algebra, e que s6 serdo eparaslos por motivos de exposi¢cdo, mas
gue se considera que estédo interligados: a fluéocianovimento reconhecido nos objetos e
fendbmenos da realidade objetiva; o controle dasntgleales do concreto sensivel: o
movimento dos campos numéricos; 0 movimento daiiggm e dos modos de resolucéo de
problemas: forma e conteldo do conhecimento algg&bentre o elemento desconhecido e o
elemento que varia: o reconhecimento de grandex@®veis; a necessidade de generalizagdo

de objetos e métodos matematicos.

3.1.1 A fluéncia e o movimento reconhecidos nos fanenos da realidade objetiva

Os homens se diferenciam dos outros animais, eatras coisas, por ter condi¢cdes de
compreender os fendmenos que os rodeiam e desta flwminar a natureza, podendo agir
para sua seguranca e desenvolvimento. A buscanpeligibilidade do Universo € uma busca
constante desde os tempos remotos. Esta é a kelac@lpcéo entre “causa” e “efeito”.

Conforme os fundamentos do materialismo dialéti@aocategoria “causa” esta
associada a interacdo de objetos e fendbmenos guerdwvocam mudancas. O conceito de
“efeito”, por sua vez, estd associado as mudangasgadas nos objetos e fenbmenos em
funcao de sua interacdo. “O que engendra o outomeiciona seu aparecimento reflete-se no
conceito de causa; o0 que € engendrado e condidorelkte-se no conceito de efeito”
(CHEPTULIN, 1982, p.126).

Considera-se ainda que as causas das mudancabjeims @ fendmenos devem ser

buscadas néo s6 nas acdes externas, mas também eatweza interna.
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Dependendo das condi¢cbes da civilizacdo, tal coemgé® pelas relagdes entre causa
e efeito na compreensao do Universo se desenvadveoenposto de momentos de avancgo e
também de retrocessos.

Uma questao inicial que se apresenta aos homergaéeaisténcia de um principio
anico regente da diversidade e pluralidade dostabje fendmenos universais. Os primeiros
pensadores procuravam compreender entdo se exigige principio Unico da natureza
(CARACA, 1952). As primeiras respostas jonicas cmirdim a uma explicacdo baseada em
uma substancia principal. Para Thales, era a fgwa,Anaximenes, era o ar. “Enquanto para
os filésofos jonicos, a explicacdo se baseia naténtia duma substéncia primordial,
permanente, para Heraclito o aspecto essenciaalidade € a transformagédo que as coisas
estdo permanentemente sofrendo pela acdo do fGERACA, 1952, p.67).

A explicacdo de Heraclito ndo se apoiava sobreadbiidade de um elemento, mas no
principio de tensdo de contrarios que provoca oimm&wto, rompimento de um equilibrio e
construcao de outro.

A resposta pitagérica muito se diferenciava dessdsriores. Entendia que toda a
compreensao do Universo se baseava na relacaonémieros. Tudo € nimero. E assim se
apresentavam varios exemplos dessas relacoes. [igtias destaca-se aqui a identificacdo
de sequéncias de numeros que, arranjados em péortogyvam figuras geométricas, dando
origem aos numeros triangulares, pentagonais. &$am fio Teorema de Pitagoras, mas é
justamente por meio deste que a ordenacdo matemddicUniverso dos pitagéricos é
golpeada, quando se depara com o problema da insomabilidade, e ainda mais com os
argumentos de Zenao. As dificuldades levantadas peiblema da incomensurabilidade
poderiam entdo ser resolvidas estudando os problédmanfinito e do movimento, e que a
reta ndo pode ser pensada por justaposicdo de agymads em sua continuidade. Um estudo
mais aprofundado desse movimento sera apresentaitlerm5.1.1, deste texto, com a analise
das sequéncias como instrumento matematico.

Era assim impossivel para os pitagéricos a pads ecbnhecimentos que possuiam
controlar o movimento de quantidades de algumasdgeas, por exemplo, da diagonal do
quadrado em sua relagédo com o lado. Nesse movimensbante dos fendmenos da realidade
objetiva, e com os objetivos e acdo humana de aentidentifica-se uma necessidade de
reconhecer o que hoje sdo chamados de grandegas elementos de controle.

Entende-se por grandeza, a qualidade de um olgjetompreende-se também que a
evolucdo do conhecimento matematico € que vai lpbsaido que a essa qualidade seja

atribuida uma quantidade.
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A partir do materialismo dialético, destacam-se categorias de qualidade e
guantidade em diferentes graus de desenvolvimentowhecimento. Inicialmente considera-
se um estagio em que as caracteristicas quardgatiqualitativas das coisas sao consideradas
independentes. Posteriormente, em outro estagiesknvolvimento do conhecimento, é que
o homem “[...] consegue tomar consciéncia de quarsstormacdo de um aspecto, de uma
propriedade, de um fenémeno é condicionada poraema modificacdo de um outro aspecto,
outra propriedade, outro fenbmeno” (CHEPTULIN, 1982126). Portanto, ha profunda
relacéo entre as caracteristicas quantitativasitafivas de um objeto ou fenébmeno.

Os partidarios do materialismo dialético acreditara as caracteristicas qualitativas
existem de forma objetiva, fora e independenteméateonsciéncia humana e que

elas sdo as relacbes e as propriedades univeamifnacdes materiais, formas
universais do ser. (CHEPTULIN, 1982, p.211).

Considera também que a correlacédo entre as mudguoeasitativas e qualitativas é
uma lei fundamental do movimento e desenvolvimeiatonatéria. Para Cheptulin (1982), as
mudancas de um estado qualitativo a outro, chanfad#tes”, podem ser de dois tipos: os
saltos que produzem ruptura e que modificam a dpddéi fundamental do objeto ou
fendbmeno, modificando sua esséncia; e o0s saltos sguedesenvolvem acumulando
gradualmente elementos de nova qualidade, ou maddo qualidades que ndo sao as
fundamentais do objeto ou fendémeno. “O primeiroo tige salto representa a forma
revolucionaria das mudancas qualitativas e o seguegresenta a forma evolucionista”
(CHEPTULIN, 1982, p.218).

Em Caraca (1952) também se encontra o par dialétantidade/qualidade. Esse
autor considera que o estudo de leis e fenOmenao®al@ade objetiva, cujas principais
caracteristicas sdo a fluéncia e a interdependésdaé possivel se forem definidos
“isolados”, ou seja, recortes da totalidade. Essekdos possuem componentes que se
relacionam de forma interdependente e permitenmiuzlesio objeto ou fenbmeno do qual se
recortou o isolado. Caraca (1952) considera quelidqui® sdo essas relagbes de
interdependéncia entre os componentes do isolaslmAnédo existem qualidades intrinsecas
a um objeto ou fendbmeno, mas estas sdo consideradesacdo a outro objeto ou fenémeno.
Se a estas qualidades podem ser atribuidos désrgraus de intensidade (mais que, menos
que, maior que e outros), entdo admitem a vari@apidorme a quantidade. Nesta tese,
entende-se por grandeza, a qualidade de um objetgpgde ser quantificada, no sentido
atribuido por Caraca (1952).
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Assim, por exemplo, o conceito de numero alcancadoépoca dos fildsofos
pitagoricos ndo permitiu que se controlasse umadgza (no caso, a dimensdo da diagonal
de um quadrado), ndo sendo possivel estabelecelagées entre essa diagonal e o lado do
quadrado.

Nos séculos XIV e XV, o movimento era um dos assm#have da filosofia natural
(ROQUE, 2013). Contudo, o movimento era determinpdo uma qualidade e essa era
entendida como uma propriedade essencial de uno,cagsim, por exemplo, a velocidade
para os pensadores medievais nédo se dissociavadmento e ndo podia ser tratada como
grandeza, mas como atributo de um corpo. Nicolasi®e, pensador francés do século X1V,
se opunha a essa nogéo e destacava a intensidadeadgialidade, por exemplo, a nogéao de
gue um corpo nao é frio em si, mas pode ser mainenos frio, e dessa forma destaca a
quantidade atribuida a qualidade. No caso da \d&dei, considera-a como uma qualidade
relativa ao espaco ou ao tempo, e desta forma deys: nesta tese, mais préximo ao
conceito de qualidade conforme apresentado poc&4t852).

No Renascimento, cuja expansao das atividades c@iseé marcante e no qual se
desenvolvem rapidamente as ciéncias, “[...] a maiem&ra instrumental para criar novas
formas de entender o mundo” (RADFORD, 2011, p.23dundo que era totalmente
dominado pelos nimeros, proporcdes, e pelos prasessmedicio sobre tudo. E a época de
Galileu (1564-1642), de Leonardo da Vinci (14529)51que estdo inseridos no
desenvolvimento de uma sociedade capitalista. @alersobre a natureza € uma necessidade
e se complexifica cada vez mais.

Pode-se destacar a afirmacéo de Newton (1642-1@8dg fica clara a mudanca na
conceituacao das grandezas matematicas.

N&o considero as grandezas matematicas como fosnpamiapartes, por pequenas
gue estas sejam, se ndo como descritas por um metgneontinuo. As linhas nao
séo descritas e engendradas pela justaposici@si@artes, se ndo pelo movimento
continuo de pontos; as superficies pelo movimemt® lthhas; os solidos pelo
movimento das superficies; os angulos pela rotdedados; o tempo por um fluxo
continuo. Considerando, pois, que as grandezasrggeem em tempos iguais séo
maiores ou menores segundo o que fagam com maimeaor velocidade, busquei
um método para determinar as grandezas partindeed@sidades dos movimentos
ou aumento que as engendram. Chamando flux6esadegias engendradas, desde

0s anos 1665, 1666, com o método de fluxBes é ayee dso nas quadraturas das
curvas. (NEWTON apud LACASTA; PASCUAL, 1998, p.28-29).

Reconhecer a fluéncia dos objetos e fenbmenos aaade objetiva possibilita

compreender as infinitas relagcdes e constantesforamacdes dessa mesma realidade. Uma

NEWTON. Sir Isaacc Newton's Two treatises of the quadractar of curves p.1.



91

das consequéncias dessa constatacdo € também endgrque os atributos de um objeto ou
fendmeno estdo sempre relacionados a outros olgeteisomenos, e o que entdo pode ser
chamado como grandeza de um objeto inclui necessante a relacdo deste com outros
objetos. Por isso, grandeza é aqui entendida coouabdade de um objeto (que pode ser
quantificada) na sua relagdo com outros.

Assim, a partir disso, destaca-se para a constduda esséncia do conhecimento
algébrico, a necessidade de reconhecer as grandegasbjetos e fendbmenos da realidade

objetiva, e a necessidade de relaciona-las e danas

3.1.2 O controle das quantidades do concreto senslivo movimento dos campos
numericos

Por meio dos registros da histéria da mateméaticaleqn ser reconhecidas as
mudancas qualitativas do conhecimento identificandosaltos de ruptura, que alteram a
gualidade fundamental dos objetos ou fenbmenoss satios que de forma evolutiva e
gradual provocam mudancas das qualidades ndo &ssedos objetos ou fenbmenos
(CHEPTULIN, 1982).

O movimento e a fluéncia dos fenbmenos objetivog os filosofos em diferentes
momentos procuravam compreender e explicar, tambénrevelam na resolucdo de
problemas do cotidiano associados ao controle dastiglades, por diferentes povos e em
diferentes momentos histéricos, por exemplo, pekisilénios, egipcios, hindus, chineses,
arabes e outros.

Considera-se que o controle das quantidades é wmerto fundamental da
Matematica. Os numerais indo-arabicos, usados ratudé, constituem exemplo singular
dentre tantos simbolos produzidos pela humanidadedigersos espacos e tempos, que
expressam a ideia de numero para realizar ess®ledé quantidades. Podemos dizer que 0s
diferentes sistemas simbdlicos usados por difeseptaos e a evolucdo desses simbolos
representam mudancgas qualitativas, mas nao satagtura.

O uso de simbolos numéricos e a possibilidade @éeapgom eles resolvia grande
parte dos problemas cotidianos de diferentes pdvogos campos numéricos foram criados
para dar conta desse movimento de controle dadidades. Nesse contexto, consideramos
que a qualidade desses campos numéricos se alemavwan movimento de evolugdo, no
sentido em que sua esséncia ndo se modificavasenamdificavam outras qualidades. E o

que acontece, por exemplo, com a necessidade dedaride nameros que podem ser
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representados na forma de raz&o, os quais avaneaformha gradativa modificando a
qualidade do numero. Ou ainda com a organizacamdeampo de numeros inteiros, em que
a quantidade negativa adquire significado.

Ainda em relacdo aos campos numericos, um saltbtajive@ de ruptura pode ser
considerado, que supera o impasse dos pitagotos es aspectos quantitativos das coisas e
o reconhecimento do numero como esséncia universal.

Os pitagoricos colocaram em evidéncia um dos aspdpropriedades) universais
dos objetos e dos fen6menos da realidade: as eslagi@ntitativas. Mas, abstraindo
todas as outras relagfes e propriedades (sing@ayesais) das coisas, eles erigiram

a categoria de quantidade, transformando-a em aasédeal autbnoma.
(CHEPTULIN, 1982, p.6).

Os pitagoricos consideravam, entdo, que a quamtidachérica (que sé conheciam no
campo dos naturais e racionais) definia todos gstadb e fendmenos. Pode-se questionar
inclusive se a nocdo de numero nessa época eraetmnsensivel) ou abstrata, pois,
conforme Roque (2013, p.37), “Os numeros figuradios pitagoricos eram constituidos de
uma multiplicidade de pontos que ndo eram matep®stE que remetiam a elementos
discretos: pedrinhas organizadas segundo uma det&tan configuracdo”. Entretanto,
cumpre destacar que o0s pitagoricos, por reduzirentagsas a propriedades contaveis,
conseguiam compara-las por meio da razdo entres esseeros. Essa razao refletia assim
algo essencial sobre alguma coisa e “exprimia wefzgdo entre nUmeros que se encontrava
escondida em alguma coisa e por meio dessa refalcé@oisa podia ser descrita” (ROQUE,
2013, p.47).

Um salto qualitativo de ruptura acontece no reeomhento de que nem todos 0s
objetos poderiam ser expressos em numeros por gdeiguantidades discretas e que,
portanto, € necessario compreender o movimentoutla forma. A reta, como elemento
geomeétrico, €, por muito tempo, considerada comdeteode continuidade. Conforme Roque
(2013), uma consequéncia importante da descobegandomensuraveis e a separacao do
universo das grandezas do universo dos numeros.n&esabemos calcular, resta-nos
mostrar’ (ROQUE, 2013, p.64).

Esse impasse pitagorico gera a necessidade denawsa compreensdo sobre os
nameros, mas o0 salto de ruptura e a criacdo d® @almpo numeérico, que representa a
oposicao ao conceito de numero racional, s6 écapela comunidade cientifica muito tempo
depois, ja no século XIX, com as publicacbes deekied (1831-1916), que busca uma

definicdo formal de continuidade numérica que re&ieja atrelada a geometria.
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Foi entdo que ao comparar o conjunto dos niumemsnas com a reta, modelo
ideal de continuidade, Dedekind criou o conceit@alige e, por meio deste, definiu
0 nUumero racional e o nimero irracional na uniddele&im sistema, um conjunto
continuo pela sua equivaléncia com a reta, formadio por pontos, mas por
nameros. Depois da construcao da continuidade étitay a reta real, a geometria
seria negada, considerando o pensamento dialdficassim, Dedekind poderia
lecionar com a coeréncia formal do campo numéncecalculo diferencial. (DIAS,
2007, p.194).

Ainda que se considere o desenvolvimento de no&D¥OS NnuMEricos, permanece
no campo aritmético, no sentido em que o niumerelaeiona com as grandezas do concreto
sensivel. Os numeros séo conceitos que estdoomdatis diretamente as grandezas dos
objetos e fenbmenos. Com a sua forma fisica, o rinmdem ser expressas a quantidade de
objetos, o comprimento, seu volume, a quantidaderdpo e outros.

Trata-se de uma forma particular de expressar atigade atribuida a diferentes
grandezas, mas limitada em relacdo a representatag®es entre grandezas de uma forma
geral. Por exemplo, pode-se conhecer um quadrgddaclo mede 5 (cinco) e determinar sua

diagonal representada p@?&; entretanto, por meio dessa representacdo, nampsessa a
relacdo entre as grandezas (diagonal e lado dorapigdde forma geral, mas apenas
particular para uma situacao.

Avancos podem ser considerados com os trabalh@adss, em relacdo aos numeros
complexos. Ele considerava os numeros negativosaginarios como relacdes abstratas,
argumentando que a matematica ndo deveria se bhaseaalidade das substancias, mas no
carater relacional dos objetos matematicos. CordoRoque (2013), a visdo conceitual e
abstrata de Gauss, que defendia as rela¢des cameittofundamental da matematica, gera
mudancas na imagem da mateméatica no século XIXtabesma, concorda-se com Sousa
(2004, p.66), em que “O pensar algébrico, ao cenaitb conceito mais geral do nimero nao
pode estar apenas relacionado a presenca fisicamalfdo nimero: o numeral”’, sendo

necessario no conhecimento algébrico pensar o mjisEm o numeral.

3.1.3 O movimento da linguagem e os modos de resgdo de problemas: a forma e o
conteudo do conhecimento algébrico

Recorrer aos numeros para controlar quantidadesmuiio tempo foi suficiente,
entretanto, os problemas do cotidiano tornam-sea cgz mais complexos. O simbolo
numérico associado a uma linguagem retérica taenansuficiente para controlar o

movimento das quantidades, e ndo oferece poterendénpossibilidades de elaboracédo de
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novos meétodos de resolugdo dos problemas do amtidea da &rea de conhecimento
matematico, de forma especifica.

Desta forma e diretamente relacionado ao conhetimefgébrico, podem-se
reconhecer saltos que, de modo evolucionista euglachodificam a linguagem matematica,
sendo esta uma qualidade do conhecimento matematias ndo a essencial. Assim é
possivel reconhecer os saltos da algebra ret@wéca,a sincopada ou geomeétrica.

Por exemplo, a linguagem retérica dos babildniosmpm-lhes resolver seus
problemas com métodos particulares de resolucaeime desenvolvidos com os simbolos
numéricos e com as palavras da linguagem natufeUKBGART, 1992). O método mais
utilizado era o que hoje se pode chamar de paremépor estabelecer dois termos
desconhecidos a partir da relacdo com um tercginoct (0 parametro).

Mas as restricdes em relacdo a linguagem e aososanuméricos conhecidos exigem
que se criem diferentes modos de agao para a ¢ésatios problemas, por exemplo, o uso de
recursos geométricos para resolver problemas quavem nameros irracionais, que ainda
ndo eram conhecidos na época. Baumgart (1992) afgqoe a algebra grega, que era
essencialmente geométrica, seguia 0 mesmo métosolulEfio, traduzindo os problemas em
termos de segmentos de retas e areas ilustradéigyas geométricas.

Assim, foi seu estrito rigor matemético que os dorga usar um conjunto de
segmentos de reta como dominio conveniente de ptemePois ainda qu¢z ndo
possa ser expresso em termos de inteiros ou @Esrgpode ser representado como

um segmento de reta que € precisamente a diaganatjuddrado unitario.
(BAUMGART, 1992, p.8).

Esses momentos revelam modos de a¢do da humamdesleesolver os problemas
que se apresentavam, pois sdo modos de acOesulpaeticque ddo conta de solucionar
situacOes especificas dentro de um determinadolmdéi®vocam mudancas qualitativas do
conhecimento que podem ser as evolutivas ou asptigra.

Nesse movimento do conhecimento algébrico, as geasdenvolvidas nos problemas
do cotidiano, ou especificas da natureza internamddematica, sdo identificadas e
relacionadas. Entretanto, tais relacdes estabak@do particulares, por meio de simbolos
numéricos ou geomeétricos, e ndo alcancam uma egweeral ou modos de acdo geral para
resolver todos os problemas, mas sim para resalwver grupo de problemas com
caracteristicas comuns.

Entdo, se se considerar a algebra como é conheesdgempos atuais, em que se trata

de objetos de naturezas diferentes e que permitecem situacdes gerais, pode-se considerar
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gue a geometria de Euclides ndo contemplava a @etagte em seus enunciados e utilizava
propriedades geométricas particulares. Desta fon@a,se consideravam evidéncias de um
“pensamento algébrico” (ROQUE, 2013).

Sendo “forma” e “conteludo” categorias do matenmbs dialético, € necessario
considerar que o0 “conteldo” abrange a interacdoe evé elementos de um objeto ou
fendbmeno, aqui em particular do conhecimento algébPor sua vez, a “forma” reflete essas
interacOes e também contribui para o desenvolvionémtcontetdo.

Para Hegel, a categoria “conteddo” é representadia matéria transformada em
forma. “O conteudo, segundo Hegel, possui primedr@m uma certa forma e uma certa
matéria e é de fato sua unidade. O conteldo é @ dg@éntico ao mesmo tempo a forma e a
matéria” (CHEPTULIN, 1982, p.30). Entretanto, parmaterialismo dialético, o contetudo de
um objeto ou fendbmeno deve ser considerado comopravesso de interacdo entre 0s
elementos que o constituem e também deve consiae@des que esse objeto ou fenémeno
provoca em outros. O contetdo ndo pode ser corfaraim o interior, assim como a forma
nao deve ser confundida com o exterior. A catedéorana” reflete a estrutura do contetdo e
penetra também no dominio interior e exterior.

Na realidade, toda forma estd organicamente ligadaonteido, é uma forma de
ligacdo dos processos que o constituem. A forma eomteddo estando em
correlacao organica dependem um do outro, e epsadéncia ndo € equivalente. O
papel determinante nas relacdes conteldo-formaehgenhado pelo contetdo. Ele
determina a forma e suas mudancas acarretam msdemgaspondentes da forma.

Por sua vez, a forma reage sobre o conteldo, bonprara seu desenvolvimento ou
o refreia. (CHEPTULIN, 1982, p.268).

E o que acontece com o movimento da linguagem adgélzomo forma do contetido
do pensamento algébrico. As diferentes formas migudigem alcancadas na experiéncia
humana (retérica, sincopada, geométrica, simbdlpmzgsibilitaram de formas diferentes
limitacdes ou avancos em relacdo ao contetudo abgéiNesse contexto, a linguagem, como
fendbmeno, constitui uma particularidade determm@atra a constituicdo da algebra.

Conforme Cheptulin (1982), essa relacao dialétioama e contetudo) possibilita
também os saltos qualitativos, na medida em quoenaaf deixa de corresponder ao conteudo
e passa a reprimi-lo.

A nédo correspondéncia da forma com o novo conteédogedida em que esse se
desenvolve, torna-se sempre mais aguda e finalmanteonflito explode entre o

conteddo e a forma: o novo conteldo rejeita a anfigma, destréi o sistema
relativamente estavel de movimento e, baseado emawm sistema relativamente

estavel de movimento (a forma), transforma-se, gyaks a um outro nivel
qualitativo. (CHEPTULIN, 1982, p.268).
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Neste sentido, se reconhece a interacdo existetree@nteddo e forma no momento
da algebra retérica, por exemplo. O pensamentcbadge e a forma de refleti-lo nesse
momento historico potencialmente permitem desemvadvconhecimento algébrico até certo
estagio. A interacdo dos elementos do conhecinmedgttbrico altera seu conteudo e novas
formas de refleti-lo no momento da algebra sincapadgeométrica, por exemplo.

No momento da algebra retérica, numeros e palanas representacdes suficientes
para expressar alguns modos de acéo para resob@emas especificos, como problemas de
area e perimetro (BAUMGART, 1992). A complexificagdos problemas do cotidiano e da
ciéncia matematica gerou a necessidade de resituagdes de controle de quantidades de
forma cada vez mais generalizada.

Diofanto promove mudancas na forma da algebra maisjue em seu conteudo,
considerando que recorria aos mesmos modos dedacatpebra retorica para resolver os
problemas. Mas gera avangos por usar como simhmigsabreviatura das palavras, que sao
usadas como representac¢des ou indicacdes de objetos

O fato de introduzir as abreviaturas de palavrde &atar de maneira sistematica de
equacOes simples e quadraticas produzindo o maiorero possivel de solucbes, torna
Diofanto reconhecido como “Paida Algebra”. Ao introduzir a notacdo sincopadafénto
possibilitou a expressdo de alguns métodos deugml Um dos mais importantes trabalhos
de Diofanto foi aArithmetica mas, pela analise de Eves (1995), ainda que gessdribuido
a Diofanto o mérito de dar os primeiros passos ramotacao algébrica, seus procedimentos
careciam de métodos gerais.

A Arithmeticaé uma abordagem analitica da teoria algébricandoeros que eleva
0 autor & condicdo de génio em seu campo. [...] @ero livro se ocupa de
equacdes determinadas em uma incégnita e os demaguacdes indeterminadas
de segundo grau, e as vezes de grau maior, emoduads incégnitas. E notavel a
falta de métodos gerais e a aplicacdo repetidatiicias engenhosos ideados para
as necessidades de cada problema especifico. Ricfaradmitia respostas entre os

nameros racionais positivos e, na maioria dos ¢asdisfazia-se com uma resposta
apenas do problema. (EVES, 1995, p.207, grifo dorau

“Reconhecer um determinado matematico como “Pai Wgbfa” implica reconhecer uma determinada
concepcao de algebra. Diofanto pode ser reconhg@ddesse cognome se forem considerados os avantos
relagdo aos métodos de resolucdo e a sistematiziggficequacdes, por meio dos registros sincopados.
Entretanto, a generalidade desses métodos aindaan&osido alcancada. Viéte, também ¢é reconhemdwm

“Pai da Algebra”, pela introducéo dos registrostsilitos e possibilidades de generalizacédo dadasuenarte
analitica. Entretanto, mais importante do que @itria um ou outro matematico essa titulacédo, énfeecer os
avancos e constantes modificacBes que vao senddifitdlos em determinada forma de conhecimento, n
caso a algébrica, que fazem com as concepc¢Besgdbralse modificar conforme o desenvolvimento da
atividade humana.
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A necessidade de estabelecer métodos cada vez geeass de resolucdo de
problemas, fossem do cotidiano ou internos a cémetematica, vai se caracterizando como
um objeto do conhecimento algébrico. Na resolugg@@mbblemas, ndo € mais o bastante
reconhecer as grandezas envolvidas e estabeleetacdo numeérica particular, mas sim é
necessario gerar um método geral que resolva a peite dos problemas.

Nessa época, também eram considerados avancosimecooento algébrico o fato de
encontrar modos de acao que resolvessem problaprasentando uma ou mais solucfes ao
gue anteriormente néo era resolvido.

E Diofanto usava como sinais a abreviatura dayapor exemplo, arithmos que
queria dizer um determinado numero de determinadass (KLEIN, 1992, p.131). Por
outro lado, como afirma Roque (2013), arithmos equivaleria a uma quantidade
indeterminada, diferente dos niumeros que sdo fampdr uma quantidade determinada de
unidades, mas, as quantidades desconhecidathnfog, eram aplicadas as mesmas
propriedades dos numeros. Assim, pode-se compreeque se continuavam tratando
essencialmente de grandezas numéricas, e néo fartress de grandezas.

Em seu livroArithmetica, Diofanto produz solu¢des para 130 problemas, né@s n
recorre a métodos gerais para solucdo deles, ea santificios engenhosos que atendem a
necessidade de problemas especificos (EVES, 1995kaqueza técnica diofantina é
justamente a de ndo produzir métodos gerais de&mluem se preocupar em reconhecer nos
problemas que resolvia mais de uma solucéo. O dpfarido alcanca com a sua sincopacao é
avancar com a representacdo de grandezas numpdcaseio de abreviaturas, mas nao
avanca no sentido de encontrar métodos geraisdkrigdo dos problemas.

O problema da aplicabilidade ‘geral’ do método € ganseguinte para os antigos o
problema da ‘generalidade’ dos objetos matematpos eles mesmos, e este
problema eles podem resolver somente como basemdeontologia de objetos
matematicos. Em contraste com isso, os matematiocakernos, e assim também a
interpretacdo moderna dos matematicos antigosa tarprimeira e Ultima atencao
para o método como tal. Isto determina os objetts mrflexdo do modo pelo qual

estes objetos se tornam acessiveis através de uadangeral. (KLEIN, 1992,
p.123, grifo do autor).

Klein (1992) ainda reforca que, na ciéncia anta&xisténcia de “um objeto geral”
ndo é simples consequéncia da existéncia de urodd‘tgeral”. E possivel considerar que
nesse momento histérico ha uma mudanca na formana@mno conteddo do conhecimento
qgue vinha se desenvolvendo. Ressalta-se que na épobDiofanto era possivel estabelecer
relacbes entre o que seriam hoje 0os numeros isteirtacionais. Os numeros negativos e

irracionais ndo eram ainda considerados, assinargihanosignificava no maximo namero de
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monadas, ou de fracdes. Assim a logistida Diofanto ndo pode conter em si a possibilidade
de uma técnica de calculo simbdlica
Do ponto de vista da algebra moderna era necessfgoas um Unico passo
adicional para tornar a logistica de Diofanto ptafea substituicdo por expressdes
numéricas ‘gerais’ para o ‘ numero determinado’, simbdlico para valores

numeéricos — um passo que foi, posteriormente umdgrgrogresso no tratamento
das equacdes em geral, finalmente tomado por \(I€t€IN, 1992, p.139).

E importante observar que o objeto da &lgebraanésmca esta relacionado a
resolucédo de problemas e a producéo de solucbae®ies; e ndo necessariamente a definicao
de um método geral de resolucdo, associados anhecdmento de grandezas de naturezas
diferentes nos objetos. Conforme Radford (20113X.drifos do autor), “[...] os métodos de
resolucdo de problemas de Diofanto ndo visam erammonemdescrevertodas as solucdes
para um problema dado (exceto, claro, nos casas @pdoblema possui uma unica solucédo),
masproduzirtantas solu¢des quantas queiramos”.

Por volta dos séculos Xll e XIIl, época do renaseito italiano, criam-se instituicbes
chamadasScuole d’Abacpvoltadas para a formacdo de pessoas que entidhiaam no
comércio. Mas a algebra nessas escolas era ensipadas para a elite (RADFORD, 2011) e
com a intencdo de usar as técnicas algébricasrgsobver problemas, ndo necessariamente
associados ao cotidiano. De qualquer forma, podesssiderar que, nesse momento, 0
objetivo principal do conhecimento algébrico estawa desenvolver técnicas para resolver
uma grande quantidade de problemas.

Conforme Puig e Rojano (2004), a divisdo da algedra estagios de evolucéo
denominados retérica, sincopada e simbolica, aais mqeste texto se faz referéncia, foi feita
em meados do século XIX por Nesselfiam partir de sua linguagem. A algebra dos
sumérios, babilénios e a grega sao exemplos do mtonda algebra retdrica, em que se
recorrem as palavras para expressar os detalheéleldo. O estagio da algebra sincopada
mantém a mesma natureza do momento da algebra&caetdras sdo usadas abreviaturas de
palavras para representar os calculos realizadoteré@iro estagio, chamado simbdlico,
contempla a possibilidade de que um sistema dessegresente todas as formas e operacoes,

*Na época dos pitagéricos, as agbes que exigiaragems simples ou enumeracéo ficavam em segundo, plan
para o que se chamava de “logistica”. “Essa [lmgistratava da enumeracéo das coisas, em vezsda®@s e
propriedades do nimero em si, questfes que peateriiaritmética. Isto €, os gregos antigos fizevama
distincao clara entre simples calculo de um ladogeie hoje se chama teoria dos nimeros de ouBOYER
1996, p.42). Em Klein (1992), ndo se encontra utaldeamento sobre o termo logistica, mas, nesta &se
esta sendo considerado da mesma forma, como teatinenumeracao ou contagem.

®NESSELMAN, G. H. F.Versuch einer kritischen geschichte der algebra, 1Teil. Die Algebra der

Griechen[Essay on a critical history of algebra. 1st Pahte algebra of Greeks], Berlin: G. Reimer, 1842.
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e o fundamental, mais do que o uso dos simbolasp@ssibilidade de operar com eles sem
fazer referéncias aos objetos concretos ou expsaga forma de palavras.

Com os estudos histéricos realizados sobre o conkato algébrico, essa divisdo
pode ser questionada, ndo so6 por ndo considelgelaré geométrica, mas por ndo destacar os
processos de pensamento do conhecimento algébenfatizando suas formas de
representacdo, como sintetiza Roque (2013, p.11R2jra caracterizar o pensamento
algébrico, ndo basta associa-lo ao uso de simbmlognos ainda ao uso de abreviagdes”.

Puig e Rojano (2004) também revelam que néo éisnfiicfazer o acompanhamento
do desenvolvimento da histéria da algebra somentespa linguagem e simbolismo, é
necessario conhecer seus métodos e formas de pmrtearRara tanto. apresentam dois
processos de resolucdo de problemas com linguatiiementes (retérica e sincopada), que,
apesar de serem escritos com representacdes dedergs diferentes, possuem 0 mesmo
obstaculo a ser superado: a ndo operagdo comgniteco

Puig e Rojano (2004) analisam dois textos histérida fase pré-Viete: Abaccus
Book Trattato di Fiorettt’, de 1350, eDe Numeris Datisde Jordanus de Nemore (1225-
1260), considerado um livro avancado de algebrAb&rcust escrito em linguagem retorica
e dedica-se a resolucdo de problemas usando métadostematica oriental. De Numeris
Datis incorpora algumas letras para representar incgnét constantes, e dedica-se a
resolucdo de sistemas de equacgbes que recaemmasfoandnicas de equacgdes quadraticas.

Puig e Rojano (2004) identificam que uma diferelmga@amental entre os dois livros &
que, no Abbacus, 0 processo de resolucdo de cada problema estamdeido pela
caracteristica numérica de seus dados, e as prtagas ndo se generalizam, sendo retomadas
a cada mudanca de numeros. “Esta € uma caracierigste tipo de texto: regras gerais
existem somente na pratica; elas sdo evocadas resseap todo tempo e para todo caso
particular sobre os quais sédo aplicadas” (PUIG; RQJ, 2004, p.210). Ao contrario, De
Numeris Datisrecorre a letras para simbolizar nUmeros, usalainemtos do que seria uma
algebra sincopada, que permite a aplicacdo de focaadnicas para a solugdo de novos
problemas. Conforme os autores, um exemplo clagedaralidade do método desenvolvido
€ o fato de, ao final de cada problema resolvidm caimeros gerais, ser apresentado um

exemplo com um numero especifico. Por exemplo:

0 livro a que Puig e Rojano (2004) fazem referénd®ZZINGHI, M. A. di. Trattato di Fioretti [Fioretti's
treatise]. Ed. G. Arrighi. Pisa, Italy: Domus Gadiha, 1967.
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Se um dado numero é separado em tantas partes desefado cujas diferencas
sucessivas sé@o conhecidas, entédo, cada uma das pade ser encontrado. Dado o
nameroa tal que é dividido em w, X, y € z como minimo gages.

[...]

Por exemplo, separa-se 40 em quatro partes, cifggsritas sucessivas séo 4,3 e 2.
Por conseguinte, a diferenca da primeira e UltirBada segundo e Ultima é 5, e da
terceira e Ultima é 2. Sua soma é 16. Esta subtd®dlO resta 24, cujo quarto é 6, a
menor das quatro partes. Ao adicionar esta a 9,25 & outras trés partes sao
encontradas nomeadamente 8, 11 e 15. (PUIG; ROJAD®, p.215%°

Entretanto, os autores apontam que ainda que porrdam a diferentes niveis de
linguagem, tém algo em comum, que é o fato de edlizarem operacdes sobre a incognita.
Encontram-se aqui indicios da dificuldade da reghp de operacdes com os simbolos, ainda
que estas fossem realizadas numericamente, quena&o superadas por mudancas na forma
de representacao, na linguagem.

Conforme Radford (2011), o livrbiber Abaci,de Pisano, mostra que os problemas
eram resolvidos usando a regra de restauracéo fensegacrescentam elementos que estao
faltando); a regra de combinacdo dos termos intdgnirealizada no mesmo lado da
igualdade) e a regra da transposicao (transporeamotincognito aditivo de um lado para
outro da equacao). O uso dessas regras permiéia eperar com a incognita e transformar
diferentes equacdes em um dos casos candnicos,opacmiais ja existiam técnicas de
resolucdo. A dificuldade maior ainda residia enolies esses problemas usando a linguagem
retérica. Mas é importante destacar que essaralggle se desenvolve na época medieval
italiana permite a resolucao de diferentes prolbdemsando a mesma técnica.

Em outras palavras, a familia de problemas assogiaduma determinada técnica
algébrica é maior do que a familia associada a tétr@ica analoga baseada em
ferramentas numéricas ou geométricas. “A algebrgesentdo, como um novo

dispositivo para lidar com mais problemas de umeméo mais unificada e
sistematica”’. (RADFORD, 2011, p.26, grifo do autor)

Puig e Rojano (2004) destacam a passagem do sdw@aaa o simbolico em Viete,
por meio das relacdes e calculos estabelecidos emnfue € chamado de “espécies” ou “forma

das coisas”.

A transicdo da algebra sincopada para a simbétiogeca com Viete, para quem a
logisticaspeciosaa arte analitica para a qual ele desejou dameste mais do que

o de algebra era o célculo com as espéciderowae rerunformas das coisas. Mas

para representar este calculo com espécies, \d@sengdolveu expressdes simbolicas
nas quais, 0 que € representado por letras nd@spécie, mas as quantidades
conhecidas e desconhecidas. (PUIG; ROJANO, 20287pgrifo dos autores).

®Trecho traduzido a partir da Proposicdo 2 do liuro De Numeris DatiSReimpresso com permisséo de
Jordanus de Nemorde numeris datisa critical edition and translation. Barnabas HegHEd. Trans),
University of California Press, 1981).
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3.1.4 Entre o elemento desconhecido e 0 elementoequaria: o reconhecimento das
grandezas variaveis

Considerando o campo numérico e 0 campo geoméjtriecse destacam nas antigas
civilizacbes (babilénios, mesopotamicos, egipciégdford (2011), em suas investigacdes
historicas, demonstra que em ambos 0os campos aciaia proporcional era usado como
meio de resolucdo de problemas. Essa forma decfaioera muito desenvolvida no
pensamento matematico e de forma mais sofisticaa @sados os métodos de falsa posicéao.

No método da falsa posicéo, toma-se um numero cwhugdo falsa para resolver o
problema. As diferencas encontradas entre o resultdingido pela solucdo falsa e o
resultado que deveria ser atingido séo tratadderdea proporcional para que se alcance a
solugéo exata. Segundo Radford (2011, p.123),

Esta escolha numérica peculiar por uma incégnitageater permitido aos escribas
sistematizar um método numérico de resolucdo dblgmas e, por esta razdo,

alcancar um importante degrau quanto ao desenvehiorconceitual do raciocinio
proporcional antigo.

Entretanto, somente quando essas incognitas (satt@econhecidos) sao tratadas e
representadas com um nome ou simbolo, que senz @arontexto do problema (por
exemplo, comprimento, largura e outros) e idergtiicgrandeza propriamente dita, ou seja, a
incégnita exatamente buscada (e ndo um numerg félspe se pode encontrar um modo de
resolucao algébrica para os problemas, que é geral.

Muitos dos problemas apresentadofrnithmeticade Diofanto estdo relacionados aos
métodos de falsa posicdo para resolucdo de probleBrdretanto, os antigos problemas
numéricos, e que tratavam de quantidades conceetpalpaveis, sdo transformados em
problemas sobre grandezas abstratas. Diofanto utanm arithmos para se referir as
quantidades indeterminadas e desta forma possihjilie sejam efetuados calculos tedricos.
Esse termo contempla em si o conceito de incogaitsubstitui termos particulares como
“comprimento” e “largura” usados pelos antigos bss; portanto, trata-se de um conceito
mais geral. “Em funcdo desta generalidade, esteettonpode ser aplicado a uma grande
variedade de situacbes. @rithmos tornou-se assim um genuino simbolo algébrico”
(RADFORD, 2011, p.146, grifo do autor), mas possmia generalidade que esta mais
relacionada aos objetos matematicos do que aoslasetie resolucao.

Com a intengdo de encontrar a origem das varideeiistéria da algebra, Radford
(1996b) refere-se ao livro de Diofarm Polygonal Numbergpor considerar que ha indicios

de que o conceito de variavel surge nesse textzias® a formula e ndo a funcéo.
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Diofanto estd preocupado com as variaveis, e n@vés do conceito de fungéo,
mas através do conceito de formula. Seu conceiférdaila ndo é baseado no fluxo
continuo de quantidades mas em: (a) uma relacdiéx@ntre os nimeros que sao
vistos como mdnadas (ie, unidades), ou partesofiadas de ménadas e (b) uma
sequéncia explicita de calculos permitindo queossa determinar um nimero dado
a identidade de outro niumero. (RADFORD, 1996b, .50

Radford (1996b) também indica que uma das prirgigéerencas entre as incognitas
e variaveis pode estar em relacdo ao contexto,bgivim e a intencionalidade proposta.
Assim, a situacdo pode estar relacionada a resoldedum problema, e, nesse caso, €
necessario encontrar um valor desconhecido e,rortae tem uma incognita. Ou entdo em
outra situacdo, de estabelecer a relacdo entredegas de forma geral e, portanto, é
necessario considerar que elas variam e esta&ituamete a variavel.

Ainda por meio do estudo dos textos de Diofanfin (Polygonal Numberse
Arithmeticg, Radford (1996b) indica outra diferenca entregritas e variaveis relacionada
a sua representacao. Edpm Polygonal Numbersonsidera que o conceito € abstrato e pode
ser representado geometricamente ou por letrag, A&ithmetica,o conceito é desconhecido
(arithmog e ndo pode ser representado geometricamente.

Considera-se que o salto de qualidade, em relag@ardgfestacdo da linguagem e
forma de pensamento, é dado com Viéte (1540-1603)apm sua logisticgpeciosapermite
a passagem da algebra sincopada para a simboicao Jséculo XVI, a algebra era
considerada uma ferramenta poderosa, mas aindanh@oo mesmatatusda Geometria; e
Viete oportunizou que a algebra alcancasse ststes apresentando-a também de maneira
axiomatica. O fato de atribuir letras para os \edalesconhecidos e também para os valores
conhecidos da equacao, o que hoje pode ser entepdid parametros, ajudou muito no
desenvolvimento da algebra.

A intencdo de Viéte (2006), com sude Analytic Art,era resolver todos os
problemas, o que faz por meio de modos de anakgética, poristica e exegética).

E devidamente pela zetetica que se estabelece quaga® ou proporcdo entre um
termo que se encontra e os termos dados; porigéta qual a verdade de um
teorema declarado é testada por meio de uma equac@ooporcao, e exegetica
pelo qual o valor do termo desconhecido em umametiada equacéo ou proporcao
€ determinado. Entdo, toda a arte analitica, asslomesta trés funcdes por si so,

pode ser chamado de ciéncia da descoberta cometaatematica. (VIETE, 20086,
p.12).

Para Viéte, a algebra era um método de célculbdion envolvendo grandezas de
forma abstrata, e ele manipulava as grandezasendeptemente da sua natureza. Hm

Analytic Art ndo se encontra uma definicdo para o que estiéd stilamado por magnitude, ou
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grandeza como estd sendo traduzido nesta teseetammdr, destacam-se algumas
caracteristicas, por exemplo: “A primeira grandegealar € o lado ou a raiz” (p.16), depois
seguem o quadrado, o cubo, o quadrado-quadradogdragio-cubo. Além disso, se refere a
tipos de grandezas de comparacdo, sendo: companeeniargura; plano; solido; plano-
plano; plano-solido. Observa-se que a referéncia stabelecer as grandezas sao 0s
elementos geométricos.

Por essa razao, foi preciso criar procedimentob@icos de calculo que pudessem
ser aplicados tanto a grandezas geométricas gquamoantidades numéricas. Um unico
simbolo poderia representar todos os tipos de geasd A l6gica de Viete denomina-se
speciosa a légica das grandezas “em espécie”, em gque ussvatras para representar
simbolicamente grandezas abstratas.

Os simbolos atribuidos por Viete ndo substituemosénumeros (enquanto entes
particulares) ou 0s recursos geométricos; elesntralas “espécies” em geral. Por tais
simbolos serem compreendidos desta forma, tornees¢éeldo ndo mais resolver um
problema por meio de um modo de acéo particulas, sita estabelecer relacbes e resolver
todos os problemas, que era o objetivo de Vietdetkas em Viéte sdo as representantes da
variacdo das quantidades, tanto as desconhecigageeis quanto as conhecidas e fixas (0s
atuais parametros).

Considerando os significados atribuidos aos sinsboisados por Viete, pode-se
entender o papel que estes desenvolvem no desengote da algebra por permitirem que a
relacdo entre as quantidades sejam expressas déoumm sintatica, sem necessariamente
recorrer a interpretacdo de um problema particular.

A historia de simbolismo em algebra pode ser cemaith como a histéria do
desenvolvimento de um sistema de sinais que tooesiyel realizar calculos a um
nivel sintatico para encontrar a solucdo de umlenod de palavra sem ter de se
referir ao nivel semantico de declaragcao do probldveste sentido, a evolugdo do

simbolismo algébrico estd fortemente relacionaden e histéria de métodos
algébricos para a resolucao de problemas. (PUIGARD, 2004, p.190).

Entretanto, ndo € s6 o0 uso de simbolismo que garqné tais relagbes entre as
grandezas sejam estabelecidas. E necessério cowerees significados atribuidos aos
simbolos, ndo os significados particulares assosiaal problemas especificos, mas o0s
significados universais que estes simbolos assumem.

O artificio que Viéete usou foi o de atribuir vogjais grandezas conhecidas as vogais e
consoantes, as desconhecidas. Mas essa notacdaongaante sobreviveu por pouco tempo

e foi substituida pela notagéo proposta por Dessague usava as primeiras letras do alfabeto
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para as quantidades dadas e as Ultimas, para@nbesidas, que é predominante até hoje
(DANTZIG, 1970).

Dantzig (1970) também faz uma analogia interessantee algebra e aritmética e
afirma que a descoberta do zero esta para ariargtgim como a introducédo de uma notacao
literal est4 para algebra. Ainda que o zero nacstiton a esséncia da aritmética, nem a
notacao literal constitua a esséncia da algebesupdos provoca avangos incalculaveis.

Os simbolos da maneira como sdo usados atualmémbe uma existéncia
independente do objeto concreto que representamsifibolo tem um significado que
transcende o objeto simbolizado” (DANTZIG, 197@6).

O papel dos simbolos em algebra € permitir avangdsrma de elaborag¢édo de novos
objetos de pensamento, que se compde como estrwdlg@bricas. Assim, o simbolo em
algebra possibilita a representacédo de grandezadaess (distancia, tempo, comprimento,
massa, temperatura e outros) associadas a umasid@#dée numérica, e também a
representacdo de grandezas vetoriais (forca, acélerdeslocamento e outros), que exigem,
além da intensidade numérica, a representacdo régadi e sentido. E ainda mais a
composicao de novas estruturas matematicas, ngteméis, corpos e outros, sobre as quais
se estabelecem axiomas e propriedades.

Os simbolos possibilitam trabalhar com a relagcédoeess grandezas, sem que esta
esteja associada a entes numéricos, geométricode ayualquer outra espécie, 0 que se
destaca como essencial ao conhecimento algébrgsimacomo a generalizacdo dessas
relacdes entre as grandezas.

Klein considera que Viéete colocou a algebra em ugard fundamental no sistema de
conhecimento em geral.

A partir de agora a ciéncia ontolégica dos antigaaibstituida por uma disciplina
simbdlica cujos pressupostos ontoldgicos sao desxadm esclarecimento. Esta
ciéncia que visa primeiro a compreenséo da totdidi mundo, lentamente alarga
para o sistema da fisica matematica moderna. Ddesia disciplina, as coisas deste
mundo ndo sdo mais compreendidas como seres ctdvem o mundo
determinado pela ordem dos nameros, mas sim guwstrdo mundo é agarrada por
meio do calculo simbdlico e entendida ordem legatdrso dos eventos. A propria
natureza do entendimento humano de mundo é doeaganernada pelo conceito

simbélico de ‘numero’, conceito que determina id@i@aderna da ciéncia em geral.
(KLEIN, 1992, p.185).

Compreende-se a forma de pensamento de Viete comaofarma de pensamento
tedrica que realiza as abstragbes (que j& vinhandoseealizadas no processo de

desenvolvimento humano) e faz a sintese. Ou skgatifica uma relacdo fundamental, que é
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tomada como universal, e a aplica ao particular,caso aos registros numéricos e
geomeétricos, mostrando que aquele método geralifeesmesolucdo dos casos particulares.
A atribuicdo de um simbolo e o reconhecimento atével como um elemento que
permite estabelecer a relacdo entre duas grangexdsm ser considerados como uma
mudancga qualitativa e um salto de ruptura, que ficadia esséncia do conhecimento

algébrico, possibilitando outra forma de movimentiesenvolvimento.

3.1.5 A necessidade de generalizagdo de objetosétodos matematicos

Observa-se que o processo de generalizacdo algéti@ se desenvolve de forma
desvinculada das praticas humanas. Como outroegsos humanos de pensamento, ele esta
vinculado as condi¢des da época em que se corarssim, por exemplo, a generalizagédo
possibilitada na época de Euclides ndo se desandalvynesma forma que na época de Viéte,
que ja podia contar com a experiéncia acumuladariiamente pela época de Euclides.
Dessa forma, cada um em sua época desenvolveu lweaorento a partir do que
potencialmente encontravam em sua propria realidagiva.

Ao estudar registros sobre o desenvolvimento histoda algebra, encontra-se a
subdivisdo dos momentos da algebra retorica, sat@p simbdlica. A subdivisdo entre esses
diferentes momentos esta associada de forma mpeciBsa aos critérios do uso da
linguagem. Exemplificando, 0 momento da algebraried se caracteriza pela predominancia
do uso da linguagem natural, no caso da sincogaddpminam o uso de abreviaturas, e no
ultimo estagio, o predominio de simbolos. E nec&ss@mbém incluir nessa classificagéo o
momento da algebra geométrica em que o0s elememié&ricos € que predominam.
Entretanto, ainda que a subdivisdo desses momesteg atrelada aos usos da linguagem,
podem ser identificadas diferencas dos processgsegamento e de forma especifica dos
processos de generalizagéo.

Desta forma, encontram-se no momento da &algebrério@t processos de
generalizacdo de modos de acdo especificos pantveeproblemas concretos da vida
cotidiana. No momento identificado como algebramirada, o uso de abreviatura permite
avancos nos processos de generalizacdo dessediprectos, entretanto ainda atrelados a
nameros ou a elementos geométricos. A introducdo atmeviaturas e o uso do termo
artihmos por Diofanto permitem a generalizacdo de objetasematicos, mas ndo de seus
métodos. No desenvolvimento da algebra geomémjioa,tem Euclides como seu principal
representante, os segmentos sdo usados para ex@esslacoes entre as quantidades.
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Radford (1999) destaca que nos canones do pensagregfo bastava recorrer a um
elemento particular para provar a generalizacdpeRemplo, em relacdo a Proposicéd®21
do livro IX de Os Elementosgde Euclides (2009), Radford (1999, p. 90, grifoadtor) se

refere:

Euclides expressa aqui ‘generalidade’ em linguagataral como uma acao volitiva
potencial pela férmula comparativa ‘como muitos Béms para 0 que quisermos’.
E, dentro da semiética euclidiana, as letras permitombinacdes (por exemplo,
AB) que denotam segmentos que identificam ndmerd@® articulares.
Curiosamente, a prova nao foi reconhecida (queavés$r de Euclides ou seus
posteriores comentadores) como desprovido de datsata apesar do fato de que
um segmento desenhado inevitavelmente tem um comptd particular, bem
como o fato de ter sido realmente baseado em apeaa® numeros. Tanto quanto
sabemos, a prova foi considerada completamentel gess cénones do
pensamento grego.

Por sua vez, o recurso simbdlico iniciado por Vietea condicdes tedricas de
generalizacdo ao associar simbolos as quantidades@das e desconhecidas, independentes
de sua espécie, e permite que a relacdo entre adidpdes fosse estabelecida de forma
abstrata. Somente a partir desta compreensdo ésgupode abrir o campo para o
entendimento da variavel.

Considerando esse desenvolvimento historico eralltlo processo de generalizacéo
e em como ele é objetivado nos diferentes signem eliferentes épocas, se esta diante do
fato de que, para se compreender o desenvolviméde8se processo, € necessario
compreender que ele depende de cada época e @xtooscial. Cada sujeito, em diferentes
épocas da experiéncia humana, possui diante debmos, conceitos e processos de
pensamento plenos de significado atribuidos hesdiorente, como indica Radford (2010,
p.114):

Ao nascer todos nés entramos em um mundo que afer@s povoado por objetos
concretos, mas também por sistemas de pensamantwdes de ser. Embora os
sistemas de pensamento e modos de ser ndo sejagisvida mesma forma como
cadeiras palpaveis, carros e outros objetos mateelas existem e se misturam com
o mundo material. Sistemas de pensamento incluififmas matematicas,

cientificos, estéticos, éticos tipos, juridico,uros raciocinios - ou seja, formas de

refletir e atuar sobre 0 mundo. Modos intimos deas@vés dos quais passamos a
perceber a nGs mesmos e aos outros.

°A proposicéo 21, do livro XI (EUCLIDES, 2009, p.348enunciada da seguinte forma:
Caso nimeros pares, guantos quer que sejam, sejapostos, o todo é par.

A B C D E

Fiquem, pois, compostos og nameros pares AB,BC,IED quantos quer que sejam; digo que o todo ABré p
Pois, como cada um dos AB, BC, CD, DE é par, tera omaia parte; desse modo, também o todo AE tem uma
meia parte. Mas um numero par € o dividido em qmstanto o AE € par; 0 que era preciso provar.
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A nocdo de generalizacdo adquire desta forma umaa goalidade, sendo possivel
transitar entre a generalizacdo de objetos e mgtdtr exemplo, a generalizacdo, que pode
ser atingida pelos abacistas na época do Renadoinmgue tratam de objetos concretos
derivados do comércio como pratica social, € appumite estabelecer uma regra geral para
uma série de casos particulares.

E uma generalidade que é organizada ‘ horizontakheexpandindo-se a medida
que as crescentes dificuldades técnicas do eixa@guesponde & metodologia, séo
superadas. O geral e o particular estdo ligadodagos surgidos ali onde ha uma

interseccdo do eixo da formulacdo de problemasraéisdos usados para resolvé-
los. (RADFORD, 2011, p.170).

As generalizacbes da algebra realizada sobre sbjmteméticos e a partir de
diferentes métodos de resolucdo de problemas geraxe&ncos no conceito de numero
(natural para racional, para os negativos, comglexoracionais). Para além do conceito de
namero, como objeto matematico, os conceitos algEbmpermitem generalizacdes sobre
outros objetos como matrizes e vetores, e sobret@sts algébricas criadas como os anéis e
corpos, estabelecendo relagdes entre esses olpipaedades gerais, teoremas e outros.

Destaca-se ainda, a importancia do processo dealjigaedo como um elemento que
estabelece 0os nexos conceituais internos do caonbetd algébrico. Concorda-se com
Radford (1999, p.7) em que “Generalizacdo ndo émero ato de abstracdo a partir do
concreto, na verdade, a generalizagdo mantém gagil genética com o concreto de acordo
com o sistema mediado das atividades dos individuasestrutura simbdlica e epistémica

destes”.

3.2 A ESSENCIA DO CONHECIMENTO ALGEBRICO REVELADA HR.O
MOVIMENTO HISTORICO E LOGICO DOS CONCEITOS

A algebra como conhecimento matematico se con&itaidlquire significado no que
oferece de possibilidades para interpretacédo éadia e do movimento da realidade objetiva.
Assim como outros campos da ciéncia, como afirmagaa(1952), ela tem por papel criar
quadros interpretativos da realidade. Como conlextioncientifico, objetiva criar um quadro
interpretativo da realidade movente, fluente, essaesentido, se caracteriza essencialmente
pela busca deelacdo quantitativa entre as grandezas variaveisaedforma geral sendo esta
sua relacdo tedrica essencial ou célula. As foromas que essa esséncia ou célula se

desenvolve também se alteram conforme a experiéist@icamente acumulada.
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Para compreender tal relacao tedrica (essénciakgdbzado o estudo do movimento
histdrico e l6gico dos conceitos a partir de categado materialismo dialético, considerando
que a consciéncia humana esta ligada a “[...] algulorasacdes estruturais do cérebro e a
algumas formas de interacdo dos homens, entre @es a natureza, e a algumas formas de
sua atividade” (CHEPTULIN, 1982, p.92).

Em funcdo disso e por ser a atividade pratica demsila como a base do
conhecimento, este reflete de forma especificatégies de desenvolvimento humano, as
formas de relacionamento dos homens entre si @@lnens com a natureza em determinado
periodo do desenvolvimento historico da socied&tte momento atual, a formacado humana é
regida por leis sOcio-historicas, e “Isso signifigae o0 homem definitivamente formado
possui ja todas as propriedades biologicas necassdar seu desenvolvimento socio-histérico
ilimitado” (LEONTIEV, 1978, p.281).

Assim, entende-se que tanto o processo de objatyamu seja, de atribuicdo de
significados a objetos e fenémenos, quanto o psoceg apropriagdo de cada individuo
enquanto aprende a ser homem estdo condicionatiss recessos histéricos da formacéo
humana.

Os conceitos como produtos histéricos do desenmelvio s&o objetivados no
processo de interacdo dos individuos e apropripgtess demais geracbes. O estudo do
movimento historico e I6gico dos conceitos se dasae processo de “objetivacand forma
de instrumentos (materiais ou psiquicos) da expe&éistorica da humanidade, e, portanto,
trata-se do processo de desenvolvimento de cos@sgnciado ao movimento filogenético da
evolugdo humana. Por outro lado, a formagdo dosetims no sujeito estd associada ao
movimento ontogenético de evolugdo humana e séaéiorada nesta tese ao processo de
“apropriacdo” de conceitos, como também é exptiotaor Davidov:

Os conceitos, historicamente formados na sociedaittem objetivamente nas
formas da atividade do homem e seus resultadosgjay nos objetos criados de
maneira racional. As pessoas isoladas (e princigraienas criancas) os captam e os
assimilam antes de aprender a atuar com suas stagiies empiricas particulares.
O individuo deve atuar e produzir as coisas segosdmnceitos que, COmo normas,

ja existem na sociedade anteriormente; ele ndgiasmas, 0s capta, os apropria.
Apenas entdo se comporta com as coisas humanarti2gA¥DOV, 1988, p. 128).

Sendo o conhecimento cientifico historicamenterdetedo, € necesséario considerar
o grau de conhecimento adquirido em determinado entmnhistorico (VIGOTSKI, 2004).
Reconhecer esse movimento, que € historico e lagisdendmenos e do desenvolvimento da

ciéncia como um todo, permite a superagao das rapast Isto porque o conhecimento nédo
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avanca somente por meio das sensacoes e percapedéesas dos sentidos sobre a realidade
objetiva e o estabelecimento de leis empiricas (PBAIR, 1963), e 0s conceitos ndo se
formam como representacdes individualizadas e agpamumas das outras, mas sim,
Os conceitos vao se formando no curso de todatvatades de todos os individuos
que constituem uma coletividade em intracomunicacéo as experiéncias
particulares e especificas verificadas no curseatia qual delas agem e reagem
respectivamente umas sobre as outras; e € assifurgdo do conjunto de tais

experiéncias que os conceitos vao se formando cortodo interligado desde sua
origem. (PRADO JR, 1963, p.78).

E se somente os sentidos ndo dédo conta de reconhedaterdependéncias que
existem no transito dos fenbmenos da realidaddiwajee que se revela nas mediacbes do
sistema, este todo interligado de conceitos ndeedss processos de pensamento e formacao
de conceitos tedricos. E o pensamento tedrico gumife que se revele a conexdo objetiva do
universal e do singular, com a mediacdo do padiculEste conceito, a diferenca do
empirico, ndo acha nada igual em cada objeto slpdeaclasse, e estuda a interconexao dos
objetos soltos dentro do todo, dentro do sisterda sua constituicAaDAVYDOV, 1982,
p.308).

Os conceitos formados nos processos de geneddizac abstracdo tedricas
contemplam em si os dados da percepcédo, do sdnswagnado se reduzem a ele, refletem o
singular e o particular, ao mesmo tempo em quea geflete a esséncia do objeto. Esséncia
essa que pode ser nesta tese revelada no estudoodmento historico e l6gico dos
conceitos, por categorias da logica dialética.

Tomando a atividade pratica como base do pensantemt@no, Davidov (1988)
considera as possibilidades de o homem agir sobmat@eza. Orientado por objetivos
conscientes, torna-se possivel ao homem analisabjetos e fenbmenos ndo sé por suas
caracteristicas externas, mas por suas relac@sast o que sé € possivel em movimento e
com a possibilidade de compreender os nexos cauwgssdo um determinado objeto ou
fendbmeno se converte em outro. Ao revelar as casekiernas de um sistema de objetos,
fenbmenos e consequentemente conceitos revelaamd®iin 0s nexos entre o singular e o
geral, mediados pelo particular. “A relagdo gerelomtrada mediante a analise aparece como
tal ndo sO por que tem tracos iguais aos de suasesiacOes particulares, mas sim por que
se revela nestas formas particulares” (DAVIDOV, 8,98355).

O estabelecimento de nexos conceituais, como plidsde de concretizacdo do
pensamento tedrico, permite a compreensdo destaloedbgico (do movimento do

pensamento) e histérico (do movimento dos fendmelsomundo objetivo) dos conceitos,
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por meio de formas de pensamento tedrico (proceksabstracdo, generalizacdo e formacao
de conceitos), de analise e sintese, e no movinmadmtascensdo do abstrato ao concreto,
movimento da logica dialética.
Por seu conteldo, o conceito teérico aparece cdiaxoedos processos de
desenvolvimento, da relacdo entre o universal eingulr, da esséncia e os
fendmenos; por sua forma aparece como procedimdmtdeducdo do singular a

partir do universal, como procedimento de ascerddioabstrato ao concreto.
(DAVIDOV, 1988, p. 152).

Além disso, os conceitos ndo so refletem o movimeotprocesso de conhecimento,
mas também se formam nesse processo e desta f@omausaveis, seu conteido se modifica
a medida que se desenvolve o processo de conheéoiomn base na prética.

Reconhecendo esse movimento de constituicio deomteito, é que se procurou
estudar o movimento historico e l6gico dos consedtigébricos em busca de elementos que
entdo constituiram 0s nexos conceituais desta faten@onhecimento. No decorrer deste
estudo, destacaram-se 0s seguintes elementoséracilue 0 movimento reconhecido nos
objetos e fendbmenos da realidade objetiva; o clenttas quantidades do concreto sensivel: o
movimento dos campos numéricos; o0 movimento daiiggm e dos modos de resolucéo de
problemas como forma e conteddo do conheciment@batp; entre o elemento
desconhecido e o elemento que varia: o reconhetondengrandezas variaveis; a necessidade
de generalizagdo de objetos e métodos mateméticos.

Esses elementos foram se revelando por meio dédepsshistoricos da algebra, e
foram destacados somente para a exposicdo nestantas considera-se que estdo inter-
relacionados formando o que seriam 0s nexos colieitio conhecimento algébrico. Da
compreensdo desses nexos conceituais, consideroasse relacdo estavel (esséncia, ente
geral ou célula) do conhecimento algébrico, o estgbmento deelacdo quantitativa entre
as grandezas variaveis de forma geral

O reconhecimento dessa relacéo essencial naaael¢rama originalidade nesta tese,
e mesmo Vigotski, em seus estudos sobre o proecksdormacdo de conceitos, apresenta
exemplos relacionados aos conhecimentos algéleiadsméticos também se encontra que:

A psicologia geral mantém com as disciplinas paldies a mesma relacao que a
algebra com a aritmética. Esta opera com quantdag¢erminadas, concretas;
aquela estuda todas as formas gerais possivedad@es entre as quantidades; por

conseguinte, cada operagédo aritmética pode seidepada com um caso particular
de férmula algébrica. (VIGOTSKI, 2004, p.248).
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Entretanto, o fato de essa relagdo teorica es$eseiaapresentada a partir do
movimento histérico e logico dos conceitos algéwipermite que 0S nexos conceituais
tedricos sejam explicitados. Além disso, a conszagdo da esséncia do objeto do
conhecimento algébrico possibilita que outras fedagejam estabelecidas com o que se pode
definir como objeto de ensino da algebra.

Desta forma, retomando a hip6tese desta tese de quevimento histérico e l6gico
dos conceitos algébricos revela fundamentos parstitgicdo do objeto de ensino da algebra
e para analise de forma critica de situacdes esat@®ensino de algebra, visando a formacéo
do pensamento tedrico dos estudantes”, entendeesesga relacao tedrica essencial constitui
um fundamento para a constituicdo do objeto denenda algebra, e como categoria que
permitira analisar elementos singulares do objetertsino da algebra (sequéncias, equacdes
e funcbes) em busca do objetivo desta tese: igaess relacdes entre 0 movimento historico
e légico dos conceitos e 0 objeto de ensino ddége

Assim, no proximo item, apresenta-se o segundomevio de andlise realizado nesta

pesquisa: 0 movimento do objeto de ensino da agguadro 4).

Quadro 4 - O movimento do objeto de ensino deldly

Singular Particularidades Universal
Isolados do . ~ . L

ensino de Manifesta¢cdes nos programas curriculares Principios para a

Alaebra Manifestacdes no curso com professores | constituicdo do objeto de

gebra Manifestacdes em situacBes de ensino ensino da algebra
Sequéncias 1 . ;
~ Andlise realizada por meio do estudo do | promovedor do pensamento

Equacoes . . P ) ‘s

Funcdes movimento histérico e légico dos conceitos tedrico dos estudantes.

Para tanto se apresentara para cada um desselmmEagiefinidos, as analises que
retomam o movimento histérico e logico relaciona@o,manifestacdo nos programas
curriculares e na fala dos professores, consideraadrelacdo tedrica essencial do
conhecimento algébrico, alcancada por meio do mewvimhistérico e ldégico dos conceitos.
Entende-se que essa andlise possibilitard que segtabelecidos principios para a
constituicdo do objeto de ensino da algebra, quengva o pensamento teorico dos
estudantes. Nao no sentido de “simplificar” o cilogenas manter sua esséncia e encontrar
solucdes didaticas para sua apresentacdo em déeretapas de desenvolvimento do sujeito,
considerando que a apropriacdo do conceito se atard resultado de um processo das

interaces do sujeito que s&o organizadas no ensino
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3.3 INDICIOS DA COMPREENSAO DO MOVIMENTO HISTORICE& LOGICO DOS
CONCEITOS ALGEBRICOS PELOS PROFESSORES

Como foi destacado, durante a realizacdo do cunsoas professores, a pesquisadora
pautou-se em estudos realizado sobre 0 movimestorico e l6gico dos conceitos e sobre
elementos da teoria histérico-cultural, mas naaahainteses elaboradas ou mesmo definida,
a relacdo tedrica essencial do conhecimento atgebkissim, a propria organiza¢do do curso
precisa ser avaliada no sentido de identificar antju possibilitou aos professores a
compreensao sobre o movimento historico e logicocdmceitos algébricos.

O movimento histérico e logico dos conceitos algélsr comeca a ser discutido com
os professores de forma mais intensa no quartongocd\os trés primeiros, o foco era
reconhecer e discutir o objeto de ensino da algebagpresentar aos professores sinteses
relacionadas a conceitos da teoria histérico-callt(conceito de atividade e seus elementos;
formacdo de conceitos, formas de pensamento esduttonsiderados necessarios para a
compreensao do movimento historico e I6gico doseibos.

Assim, do quarto encontro em diante, os profesgoresam acesso a leitura de textos
de Caraca (1952), sendo um dos objetivos da pescabre esta acdo do curso, a de
“identificar se os professores associavam o contegdio algébrico ao movimento e variagao
dos fendbmenos e a fluéncia da realidade objetid@” Encontro). Os professores foram
questionados sobre a relagédo que estabeleciam“abdpebra e movimento”.

Nesse encontro e no seguinte, um resgate de a@sdidtéricos associados com o
desenvolvimento das sequéncias e equacdes foieapads aos professores, assim como
sinteses relacionadas ao desenvolvimento do pensameda linguagem algébrica, no
momento da algebra retdrica, sincopada, geomésiicdyolica. Mas considera-se necessario
reforcar que o relato de episodios histéricos,eja, sla historia da &lgebra, ndo coincide com
0 que nesta tese estd sendo considerado como nmwimistorico e I6gico dos conceitos
algébricos, como explicitado no inicio deste cdpitu

Era ainda objetivo da pesquisa em relagdo ao cwsi® momento, “Analisar com as
professoras a presenca ou auséncia deste movinmsttirico e logico dos conceitos
algébricos sobre as diferentes situacdes de emagiresentadas na proposta curricular” (5°.
Encontro).

Entretanto, as sinteses até entdo elaboradas quaterm e ressaltavam o0s
movimentos do pensamento e linguagem algébrica, m@asdestacavam outros elementos.

Com o estudo aprofundado, estes se revelaram flerdaim para o estabelecimento de nexos
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conceituais do conhecimento algébrico, por exemalaecessidade da generalizacdo de
objetos e métodos mateméticos, e a importanciastiocde de grandezas variaveis. Tais
elementos estavam somente implicitos no que fotutdo durante o curso com o0s

professores.

Desta forma, a analise dos professores sobraguags@®s de ensino a partir do que
entdo era considerado “movimento histérico e l6gios conceitos” se realizou de forma
apenas superficial, considerando que néo estavebetscidas as condi¢des de conteudo e
tempo do curso para que os professores a realizasse

Alguns avancos puderam ser alcancados na medidperfoi discutida a situacao da
“Altura da Piramide” (Anexo C) com o objetivo dedésencadear a discussdo com as
professoras sobre a necessidade de apresentastadantes situacdes-problema em que eles
possam identificar a variacdo, o campo de variagét@belecer a relacdo entre grandezas e
registrar a variacéo (seja por meio da linguagedarioca, sincopada ou simbdlica)”.

As acdes do curso, organizadas pela pesquisadonaie proximas de realmente
destacar a relacao tedrica essencial do conhe@raégébrico, ocorreram durante o sexto e 0
sétimo encontros, em que foram estudadas as furigékesleitura de Caraca (1952), puderam
ser estudados os conceitos de “fluéncia’, “inteete@ncia”, “quantidade”, “qualidade”,
“variavel” e outros, que foram manifestados pelosfgssores na elaboracdo de um mapa
conceitual relacionado as fungfes e também nasenddi uma situacdo da proposta curricular
do Estado de S&o Paulo (Apéndice I).

Ainda assim, com todas as limitacdes dadas petmedctedrico da pesquisadora no
momento de realizagdo do curso sobre o movimendtrido e logico dos conceitos
algébricos, e que influenciou a propria organizagéocurso, considera-se que os dados
obtidos sdo reveladores de concepcbfes dos pradessobre 0s conceitos algébricos e
observam-se mudancas em sua apropriacdo teéricaxBmplo, quando ao final do curso,
guestionada sobre “Que novas aprendizagens foreaxagea partir do que foi desenvolvido
neste curso para sua atividade de ensino”, a paf@s$lelena escreve:

Um ponto que quero destacar é que o curso me fapreender que todo o
conhecimento ndo pode ser visto como algo isolatbofaz parte da evolucao da
humanidade. Analisar o conhecimento de uma peispebistdrico-cultural me
ajudou a entender melhor as relagdes existentescomstrucdo do préprio

conhecimento. Nada aconteceu ou foi criado poroacaglo é fruto de uma
necessidade historica. (Helena, RE15).

E necessario destacar que as professoras néo aremessite compartilham da mesma

perspectiva tedrica e metodoldgica adotada nestguEa. Assim, é necessario considerar que
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suas falas estdo carregadas de elementos de suegdur anterior em matematica, e também
da experiéncia profissional adquirida. Ainda asSipossivel extrair elementos que indicam a
necessidade de estabelecer uma relacdo mais soti@ao que se constituiu como algebra na
experiéncia historicamente acumulada e o que sEsapia como algebra como objeto de
ensino visando ao desenvolvimento dos individuos.

Em relacdo aos momentos no curso de atualizagacapgprofessoras, em que foram
discutidas as potencialidades e limitacdes dosratifes momentos da algebra, retorica,
sincopada, geométrica, simbdlica, um dado relevantgie nenhuma delas conhecia essa
subdivisdo. A professora Carla comentou que focymar por meio da internet o que seria
essa nomenclatura, quando ela foi anunciada n@,cposs a desconhecia completamente,
sequer tendo ouvido falar dela em qualquer mon@s&ua formacao.

A nomenclatura propriamente dita retorica, sincepad simbolica, ou a divisao
nestes estagios conhecidos dos historiadores miatem& relevante, pois permite que sejam
realizadas andlises sobre cada um deles. O destmaim¢o de tais estagios da algebra por
parte dos professores pode gerar compreensfes elehaja somente uma forma de
pensamento que caracteriza a algebra ou uma fanioa (a simbdlica) de expressao de seus
conhecimentos. Pelo estudo do movimento histéribbgeo dos conceitos algébricos, isto
esta bem distante do que pode ser compreendidmdesso de constituicdo do conhecimento
algébrico. E como se o movimento histérico e l6gienalgebra fosse composto de um sé
momento, o simbdlico.

Apesar do desconhecimento dessa classificacdogadral em diferentes estagios,
acoes do curso, como questionamento da relacé® &@gebra e movimento, leituras do texto
de Caraca (1952) e sinteses apresentadas pelaispelena referentes aos momentos da
algebra retorica, sincopada, simbolica e geoméigssibilitaram a apropriacédo por parte das
professoras. Com essas acdes, algumas professwalaram como se apropriaram e
compreenderam esses processos da algebra em $enemtds estagios. Desta forma, a
professora Helena destaca ao se referir & potetedeal e as limitagdes da algebra retorica:

[...] por que quando a gente chega em valores muitos gdinaudivel] a
generalizacdo ela serve para que? Pra resolvequiraproblema. O problema da

algebra retdrica é que ela é limitada, a partindonento em que eu chegar em um
valor muito alto, meu procedimento fica mais dififfielena, E31, EV3, 00:02:55).

Durante o estudo do movimento histérico e l6gice danceitos algébricos, observou-
se a limitacdo no momento da algebra retorica ¢8gde a generalizacdo dos métodos. Ainda

que nao de forma explicita, a professora Helenaaltes a dificuldade de explicitar
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procedimentos de calculo de forma geral, quandesare a valores altos. Pode ser ainda
destacada nessa afirmacao, a forma como a pradesstica a necessidade de “resolver
qualquer problema”. Viete (2006), em sua obra, tolgeesolver todos os problemas, o que
faz por meio de modos de analise (zetética, poaisti exegética), introduzindo a notacao
simbdlica para representar quantidades conhecidbess@nhecidas. Ele potencializa, desta
forma, os processos de generalizacao e possibitifinicdo de métodos gerais de resolugéo
associados a grandezas de diferentes espéciesricasr@ geomeétricas).

A professora Suzana manifesta compreensao soblenigacdes do processo da
algebra retérica, associando ao fato de que nessienento é necessario que existam dados
especificos, no caso aqui, 0s aritméticos, e apeafies para que a algebra retorica ndo seja
apresentada no ensino.

A é&lgebra retérica parte realmente do cotidian@eéssoa, ela ndo vai generalizar,
ela ndo é generalizadora por si s6. Ele mediu opdomento, ai ele multiplicou.

Entéo j4 vem a partir de conhecimentos observadosgs, € uma coisa prévia que
ele fez, pra ele poder chegar no célculo. A algejug nés ensinamos generaliza
para n coisas. Ela ndo é s6 pra a e b, eu ndo edir antes pra pegar um valor, eu
ndo sou obrigada a observar alguma coisa ante[a. Jirou instrumentadora so.

Esta algebra limita neste sentido, eu tenho quernaedes, eu tenho que ter um
ndmero prévio [...] Por isso que a gente ndo ensiga vai contar quanto vocé tem,
guanto ela tem [...] pra depois resolver os probkemao tem como fazer isso, entdo
além do problema dos numeros que vao surgir naslugdes, além destes

problemas [...] Ela é limitadora por que eu preceoat quantificacdo de unidades

prévia, quanto mede, quanto eu tenho, ela partmaeexperiéncia, por isso ela é
limitadora e vocé nao pode generalizar. (Suzana, E83; 00:03:30).

Pode-se questionar o quanto as possibilidades merajzacado advindas do uso da
algebra simbdlica sdo apropriadas pelos estudamtiese tornam apenas uma manipulagéo
simbdlica sem sentido.

Uma interpretacdo diferente associada ao momentalgddora retorica e simbolica
vem da professora Ester quando, durante a discumsd@m momento de sintese das
potencialidades e limitacdes histéricas das ditesedlgebras e sua organizagcdo no ensino,

guestiona:

gquando a gente da um problema pro aluno resolveroblema esta escrito em
retdrica certo? Ele vai ter que passar de retdréra o simbdlico pra depois resolver
o simbdlico, por que toda técnica esta no simbolaho que ndo existe nenhuma
fase que seja trabalhado soO isso a transferénciaetboico para o simbdlico.
(ESTER, F18, FV5, 00: 02:41).

Recorrendo aos termos que estavam sendo discutiélgebra “retorica” e
“simbdlica”, a professora ndo observa que se ttatdiferentes movimentos do pensamento,
que incluiam processos de generalizagdo diferegtesiratavam das grandezas também de

formas diferentes e que, portanto, ndo se trateadacao ou transferéncia “do retérico para o
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simbdlico”. Essa fala revela a necessidade de resal@entos relacionados aos diferentes
desenvolvimentos do conhecimento algébrico.

Ainda que a subdivisdo dos estagios de desenvehton historico da algebra
realizada por Nesselman (1842) esteja pautada soblesenvolvimento da linguagem e de
suas formas de representacdo, cada um desses rsmamitém em si diferentes
possibilidades de aquisicdo de métodos geraisaegsos de generalizacdo do pensamento. O
estagio simbdlico do desenvolvimento algébrico séaaracteriza por ser a "traducao” do
estagio retdrico. E caracteristica do estagio iedue as palavras e nimeros sejam usados
na formulacdo dos problemas, na forma de apresentdgs dados e da resposta, sendo o
método de solucdo explicado com numeros. Os pr@sesmtuais também sdo escritos em
linguagem corrente natural, entretanto esta nama razao para associa-los ao momento da
algebra retérica. Assim, como ndo se trata no debamento algébrico de uma situacao-
problema durante o ensino de traduzir a escrit®rim para a simbdlica”, mas sim de
reconhecer os elementos e nexos conceituais edwslvipor exemplo: identificar as
grandezas, as formas como variam, a necessidagendealizacao e outros.

A professora Monica, por sua vez, revela intergssia dimensao filosofica de
compreensao do movimento do universo, e ao reladaro estabelece a relacdo entre
“algebra” e “movimento”, relata:

[...] depois eu conversei com a Suzana e comecensap@ue 0 movimento a que

vocé se referia poderia ser a observagéo da nafuseque ocorre, usando o termo
do texto no Universo [...] eu acho que era isso, ® @u ndo tinha pensado nesta
palavra antes da leitura do texto [Caraca]. Ent&ue ocorre, entdo é através da

observacéo, a gente fazer um estudo da naturezpresentar este estudo de uma
forma genérica, entao utilizando a algebra. (Mgrixa DV1; 00:02:30).

Pra mim, foi igual uma questdo que ele coloca ommer;0, como e porqué das
coisas...parece a investigacdo constante, a geséerjdre perguntando como que as
coisas acontecem, eu penso assim que ai que aakygba vocé quer pelo menos
nés matematicos, por que estas coisas acontecemaleégqo padrdo com que
acontecem [...] entdo a gente tenta entender issopaedo a gente d& aula, a gente
ta sempre tentando explicar. (Ménica, D3, DV1; 040).

A professora Angélica, ap0s a leitura do texto dmraCa (1952), remete as

dificuldades de ensino:

Eu observei assim na leitura [...] vem um problengamwma questdo e ai eles véo
tentando achar uma resposta e ai a cada tempo agsava aquela resposta
encontrada ndo servia mais, e ai eu fiquei pensaisdo assim nos alunos, eu vou
dar um exemplo de um problema que eu tive na class@es, para as 5as. Séries
esse ano eu tive fracdes ai eles tem neles os asimaturais [...] eles somam

subtraem as fracdes como ndmeros naturais, eles asnhecimento que eles ja
tinham para resolver o problema s6 que nado percepenreste conhecimento nédo
serve mais [...] por que a maneira que eu dei mapds um problema, eles nédo



117

perceberam que precisava modificar, eu li o textpeasei mais sobre isso.
(Angélica, D3, DV1, 00:12:50).

Pela analise realizada sobre a fala da profesgereebe-se que ela tenta estabelecer
uma relacdo entre a dificuldade histérica humandralealhar com numeros na forma de
fracdo e a que os alunos possuem com essa apémpreacionada as fracdes. A professora
nao relata explicitamente, mas pode-se entendaarta da fala “[...] eles somam subtraem
fracbes como numeros naturais [...]", que ela estéfeeindo a acao dos estudantes que, para
somar e subtrair fragBes, somam (ou subtraem) radoes e também somam (ou subtraem)
0os denominadores, sem compreender o numero comotodm que realmente esta
representado na fracao.

Entretanto, a dificuldade que aqui se considerat@piolégica da humanidade em
estabelecer nimeros fracionarios esta relacionawaessidade, cada vez maior, de precisar
as medidas. Ndo € a mesma dificuldade dos estsdanotsomar e subtrair fracbes usando
como técnica somar e subtrair numeradores e deadories. Por ndo compreender o
significado da fracdo como numero, os estudanteg {[sam o conhecimento que ja tinham
para resolver o problema [...]", ou seja, somam dragln os nameros naturais que estao
presentes. E importante destacar que o que a poofessta se referindo como problema néo
€ necessariamente uma situacao-problema, mas wetqwuU um exercicio apresentado aos
estudantes.

Destaca-se ainda na fala da professora uma apgapriadrica na critica que ela faz a
si mesma: “[...] por que a maneira que eu dei napgsam problema, eles ndo perceberam
que precisava modificar [...]". Nesse momento do @yés haviam sido discutidos alguns
principios da atividade e da atividade orientaddgaensino, portanto, essa afirmacao traz
indicios de que a professora repensou sua acasjdecendo que poderia apresentar a
guestao aos estudantes de forma a desencadeasaidade de usar niameros fracionarios.

Esta forma de interpretar os impasses epistemal$gia experiéncia humana e
relacionar com as dificuldades cognitivas dos esttes de apropriagdo se revela mais uma
vez na sequéncia desta fala da professora:

Eu tinha pensado assim: todas as dificuldades lpsetiseram € o que realmente
acontece com os alunos, por exemplo, quando swrgiaro foi um dos ultimos
ndameros e quando aparece a conta com zero, é ¢emlédeen mais dificuldade,

dificuldade dos ndmeros inteiros, a historia da &midade vai se apresentando nos
alunos. (Angélica, D3, DV1, 00:15:16).
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Com restri¢cdes, é possivel olhar e aproximarfédés do que é chamado por Radford
(2011) de modelo de “recapitulagédo”, segundo o cuahprendizagem na ontogénese
(entendida nesta tese como a formacdo do conagibospjeito) repetiria 0 desenvolvimento
conceitual na filogénese (o processo de formacaocaleeitos na espécie humana).
Entretanto, Radford indica limitaces desse modgle,também podem ser destacadas nesta
tese. A dificuldade humana de formacdo de novoseitns esta relacionada a necessidade, e
no processo de ensino, destacam-se as dificuldbrl@socesso de apropriacdo que, muitas
vezes, pela via psicolégica, ndo se relacionam specdicidades ou necessidades de
determinada forma de conhecimento, por exempldjgkbra.

Em busca do objetivo desta pesquisa de inveséigaelacbes estabelecidas entre o
movimento histérico e logico dos conceitos e o tbjge ensino da algebra, pretende-se
destacar, como consequéncia, a especificidaderdeecimento algébrico. Estudada de forma
aprofundada, ela é relevante para superar difidellado processo de apropriacdo dos
conceitos pelos sujeitos, por destacar as necegssidaexos conceituais tedricos e a esséncia

desta forma de conhecimento.



4 ESTABELECENDO RELACOES ENTRE O MOVIMENTO HISTORIC O E
ITOGICO DOS CONCEITOS ALGEBRICOS E O OBJETO DE ENSINO DA
ALGEBRA

No capitulo anterior, foi exposto o estudo do manto historico e logico dos
conceitos algébricos por meio das categorias dermah$mo dialético, o que permitiu revelar
elementos e nexos conceituais em busca da essiénctmhecimento algébrico: estabelecer a
relacéo entre as grandezas variaveis de forma geral

Essa esséncia ndo se confunde com o objeto dealsdlgebra, mas se espera que o
constitua. Neste capitulo, serdo expostas andlisesaprofundam o reconhecimento da esséncia
do conhecimento algébrico por meio do movimentth® e l6gico dos conceitos e buscam
compreender como ela se revela nos seguintes sopeguéncias, equacdes e funcoes.

Esses topicos foram considerados como “isoladosblijeto de ensino da algebra.
Considerando a impossibilidade de que a andlisereajizada na fluéncia e interdependéncia
entre todos os fendbmenos, Caraca (1952) compreeoii® isolado um recorte de um
fendbmeno, aparentemente arbitrario, mas que comgeeeele todos os fatores dominantes,
isto é, todos aqueles cuja acéo de interdependiéficiessensivelmente no fenbmeno a
estudar. Assim, na impossibilidade de abranger tetarpente o objeto de ensino da algebra,
definiram-se como isolado nesta pesquisa os topaexpuéncias”, “equacdes” e “fungbes”
(Quadro 4), por serem estes recorrentes no ensnélgkbra entre o 6° ano do ensino
fundamental até o final do ensino médio, e pormseirmas singulares de manifestacéo do
gue vem sendo considerado como objeto de ensialgedara.

Destaca-se ainda que, metodologicamente, estee§jundo movimento de analise
desta pesquisa. A esséncia do conhecimento algéierielada em seu movimento historico e
l6gico, e em sua relacdo com a atividade humama, elemento que conduzird a analise de
singulares escolhidos do ensino da algebra (seqsémrjuacdes e funcbes) por meio de suas
manifestacdes em propostas curriculares, no dsdarprofessores e em situagdes de ensino, em
busca de reconhecer principios para a constitdig@djeto de ensino da algebra (universal).

4.1 SEQUENCIAS
4.1.1 Sequéncias: o movimento histérico e l6gico

A busca do homem por regularidades nos fenbmenosilseza ndo é atual. J& os

egipcios se preocupavam com a enchente do RiceNiloecessidade de reconhecer o padrdo
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do acontecimento, o movimento regular, identificaqériodos de seca e de enchente, as
estacbes do ano, para garantir um plantio adequasikim criaram o calendéario solar
composto de 12 meses com trinta dias cada e nmaie dias de festa (BOYER, 1996). As
marcas da civilizacdo egipcia também podem serngractas nos problemas resolvidos do
papiro Rhind. A maioria deles apresenta aspectastidiano, e poderiam ser resolvidos com
as equacoes lineares simples (EVES, 1995), e aldasses problemas podem hoje se
associar com a progressao aritmeética e geomeétrica.

Também os pitagoricos (por volta de 550 a.C.) coahe progressdes aritméticas,
geométricas, harménicas e proporc¢des. Sao elespsnsaveis pela origem da sequéncia dos
nameros figurados. “Estes numeros, que expressamiroero de pontos em certas
configuracdes geométricas, representam um elogdedo entre a geometria e a aritmética”
(EVES, 1995, p.100), por exemplo, os numeros trkargs, os quadrados e 0s pentagonais.
Desses arranjos derivam a generalizagdo de o@nosntas matematicos, por exemplo, que
todo nimero quadrado é a soma de dois nUmerogut&@ars sucessivos. Para o0s pitagoricos
“[...] a compreensao do Universo consiste no etaleento de relacdes entre nimeros, isto
é deleis matematicas{CARACA,1952, p.75 , grifo do autor).

Trata-se aqui essencialmente das grandezas numérit@ssa ideia deriva outra, a de
gue todas as coisas sdo numeros, 0 que provodsealesta escola quando se depara com a
incomensurabilidade, com a impossibilidade de sprar a medida de um segmento pela
razao entre dois numeros, com a impossibilidadguidea reta ou outra figura geométrica
fosse constituida por ménadas ou subdivisdes @®am Zenio de Elea, o problema da
incomensurabilidade requer mais atencdo, e quefitdesficas e matematicas caminham
juntas.

As sequéncias continuam se apresentando na hist@rimatematica com Euclides
(300 a.C.). Sua obr@s Elementgscomposta de treze livros com 465 proposicoet tta
geometria, mas também de algebra e teoria dos n8m&proposi¢do 35 do livro IX contém
uma férmula para a soma de nimeros em progressatégeca.

Caso nuameros, quantos quer que sejam, estejamagargéio continuada, e sejam
subtraidos tanto do segundo quanto do Ultimo icamigrimeiro, como o excesso do

segundo estara para o primeiro, assim como o exdessgltimo para todos os antes
dele mesmo (EUCLIDES, 2009, p.348).

Esse enunciado, é claro, é equivalente a formula
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Ans1— a4 = az—ay

apt+tax+._+a, = a4

que por sua vez equivale a:
Sn=a-—ar"

1-r

(BOYER, 1996, p.79)

Em outras civilizagdes, como entre os mesopotaro®hjndus e os chineses, também
h& registros de problemas referentes a progressiiegticas e geométricas. O lividove
Capitulos sobre a Arte da Mateméatiéaum importante texto de matematica dos chineses
antigos e consta de 246 problemas sobre resolue@muhacdes, agrimensura, engenharia e
outros (EVES, 1995). Um exemplo deles, que nos tekde progressdes, € o seguinte: “Uma
tecedeira, melhorando a técnica de dia para dmadodos os dias a quantidade produzida no
dia anterior. Em cinco dias produz 5 chi (o equutd a 23 cm) de tecido. Quanto é que
produz num ano?” (COSTA, 2010).

Para Boyer (1996), um dos problemas que inspirtwrda matematicos trata-se do
famoso “Quantos pares de coelhos serdo produzigosamo, come¢ando com um sé par, se
em cada més cada par gera um novo par que sepiardativo a partir do segundo més?”.
Publicado noLiber Abaci(1202) de Fibonacci, esse problema da origem qu&eia de
Fibonacci” (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...), em queact&tmo a partir do terceiro € a soma dos
dois anteriores. Atualmente, h4 inUmeras aplicagdéssa sequéncia em diferentes ramos da
ciéncia.

Como acontece com outros topicos da matematica pewdbservar que o estudo das
sequéncias surge inicialmente de questdes praticaa sem denominacdes especificas, sem
sistematizacdes além das necessérias e suficigaies resolver os problemas que se
apresentam. Tratando essencialmente das grandexesicas, vai se desenvolvendo de tal
forma e com tal grau de aprofundamento, abstraggeneralizacdo que da origem a outros
conceitos. Por exemplo, o alto grau de conhecimdatdlapier (1550-1617), a respeito de
progressodes aritméticas e geométricas, o levolbgastmos e para a construcdo das tabelas
de logaritmos.

Todas as sequéncias apresentadas até aqui, Caeagifida como “sucessdes
numeraveis” ou “funcéo de variavel inteira n”. Steracteristica € a de possuir dominio

(variavel independente) como sucessdo de numetasaizaaos quais se correspondem os
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valores da variavel dependente. O termo geral dasséo é.a para muitas dessas sucessfes
encontra-se a expressao analitica que defineesse geral.

Caraca (1952, p. 215) entende que a principal ibun¢éo de Zenao é “[...] mostrar-
nos que o movimento ndo pode ser compreendido cama sucessado de estados
particulares”. Portanto, € necesséario avancar gl@ra das grandezas discretas. A fluéncia
ndo se explica por métodos estaticos. E necessd@aanova atitude perante a ciéncia, que
novos conceitos sejam gerados para explicar o menton para explicar a interdependéncia.

O numero racional torna-se insuficiente. Com osnees de generalizacdo e a
compreensao da variagdo dos movimentos, toma-ae&v@l como instrumento matematico
para representar um ponto e para estudar a inemdépcia deste com pontos
“arbitrariamente préximos”, necessitando como daminimeros arbitrariamente pequenos.
Encaminha-se para o conceito de infinitésimo. Etadesse que existem sucessdes
numeraveis, ou funcbes de variavel inteiga= d(n) que € “[...] infinitésima com 1/n, esta
maneira de dizer que a func¢dp=af(n) é vizinha de zero quando n € vizinho donind”
(CARACA, 1952, p.225-226). Dai decorrem as defiagde limite, e este € para a sucesséo,
“o resultado da interdependéncia de seus termoSRECTA, 1952, p.233). Assim, podem-se
ter sucessdes numeraveis com limite (finito owitd) ou sem limite (indeterminadas).

Esta ndo é uma discussdo puramente matematicdpséfiia. Os conceitos de
movimento e infinito estdo presentes em todo esserdolvimento, e vem desde Heraclito
(540 a.C.) que ja entendia que tudo o que exista em processo de permanente
transformacdo. O método matematico dos limitespreito de séries como soma de uma
infinidade de parcelas, permite superar a imohikdgue fez com que fossem destruidos os
ideais pitagoricos de explicacdo do Universo.

Os estudos matematicos avangcam no sentido de aistano estudo das séries, sobre
0S quais ndo vamos aqui prosseguir. Esses episséutigglares da historia da matematica
remetem a situacfes em que o0 homem recorreu aérexd@sl para registrar e compreender
regularidades de movimentos, as dificuldades enpasses com gue se deparou ao lidar com
0 movimento e o infinito.

Encontram-se nesses episodios, alguns dos nexositt@is da algebra revelados nas
formas de pensamento, manifestacdes da linguagemoseconceitos expressos, Como
particularidades de um determinado momento no menvimhistorico da humanidade; e que
permitem que a esséncia no movimento loégico dabédgee manifeste em relacdo aos

processos de pensamento tedricos e a atividadenauma
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Identificam-se momentos em que as sequéncias ssespam como instrumentos da
matematica para apreensdo da realidade fluenteitresomomentos cujas sequéncias séo
tratadas e estudadas como conceitos proprios phet@nto, seu proprio objeto de estudo, é o
caso do estudo detalhado de progressbes geomgaitasiticas, entre outras sequéncias e
séries finitas e infinitas.

De forma sintética, as sequéncias e séries comeeitos e instrumentos da
matematica procuram captar o que ha de regulaienésnenos. O que nédo exclui a fluéncia e
0 movimento deles. Em sua ansia de expressar o angnd numeros, 0S pitagoricos
consideravam a estabilidade e a regularidade detoske fenbmenos, e assim entendiam que
tudo poderia ser expresso em numeros. Compreendpratudo na natureza sdo numeros,
tratam de atribuir formas geométricas a eles, toimsto as sequéncias de numeros figurados,
triangulares, quadrados, pentagonais e outros.o\iasblema da incomensurabilidade estanca o
desenvolvimento pitagérico, que ndo entendia campe@ssivel que a razao entre dois segmentos
nao fosse sempre expressa por uma fracéo de doesoglinteiros.

Com a experiéncia humana, ampliam-se as possithdglde gerar abstracdes, que se
generalizam para explicar o0 movimento da realidhgte. Assim, 0 que antes sO poderia
ser explicado recorrendo aos numeros, na formaraledgzas discretas, como era para 0S
pitagoricos, € superado e produz uma nova formaodkecimento que s6 é possivel a partir
da negacéo desse conhecimento anterior. Nem toduisderos, ou os numeros na forma que
se conhecia ndo sdo suficientes para explicar wterminada situacdo. Nesse sentido, €
possivel fazer referéncia ndo s6 a necessidadela@eonar grandezas, mas aos niveis de
generalizacdo que podem ser alcancados, a parseweontetddo. Por exemplo, no caso das
sequéncias, as generalizagcbes que podem ser dealizando se trabalha somente com
grandezas numeéricas e limitadas a nimeros nasdt@isertamente diferentes das generalizacdes
possiveis quando se recorre a variacéo e ao andecifinitésimo, e que geram as séries.

Observa-se também que o estudo de sequénciasfderagpermite a discussao entre
o discreto e o continuo. O que ha em esséncia quanthla sobre a sequéncia dos niumeros
inteiros e a sequéncia dos numeros reais? O q@eurad dessas sequéncias permite estudar
em relacdo, por exemplo, a medida de grandezas® @gplicar a medida da diagonal do
quadrado somente com numeros inteiros, que eralbbepna dos pitagdricos?

A relatividade dos conceitos de finito e infiniemtbém pode ser revelada no estudo
de sequéncias. Ainda considerando somente as sE@mérmumeéricas, pode—se perguntar:
Quantos numeros ha entre 2 e 5? E a respostaa@da; finita ou infinita, dependendo do

campo de variacdo dos numeros com os quais s&asahando. Contemplando somente 0s
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nameros inteiros, encontram-se 0s numeros 3 e g smastao contemplados 0s racionais ou
reais, tem-se um conjunto infinito de nimeros espasta a essa pergunta.

Especificamente em relacédo ao dominio algébride,rasno do conhecimento permite
avancar e aprimorar o estudo das sequéncias 8,s2mssim elas sdo tratadas como objetos
de estudo dos matematicos. A algebra permite queagt e expresse 0 movimento de
formacgéo da sequéncia e posteriormente das sénieemlhes. Nesse movimento, revela-se
sua esséncia: estabelecimento de relacdo entreegi@snde forma geral.

No caso das progressoes, € possivel percebenseesmos sdo formados pela adicdo
ou multiplicacdo de numeros, encontrar termos daé&®ia sem que seja hecessario escreveé-
la completamente; efetuar somas ou produtos deogedas sequéncias e outros. O que abre
esse caminho é a possibilidade de, por meio desex@algébricos, reconhecer e expressar a
lei de formacéo de determinadas sequéncias. Essaselformam a partir da generalizacéo da
relacdo entre as grandezas, entretanto a repredentambdlica ja sintetiza e permite
trabalhar também com essas grandezas de forma geedhs acabam nem sempre sendo
identificadas, dando a falsa impressdo de naoeestaglacionada a realidade objetiva. Por
exemplo, a sequéncia que tem como representacéeweslemento geral,-an2. Essa
simbologia permite relacionar a grandeza “ladomlequadrado” e “area de um quadrado” e
recorrendo aos numeros reais como campo de varéssaaiado ao simbolo n, encontra-se a
area de infinitos quadrados. Mas esta é apenaglampossibilidades para o que pode estar
representado nesta sequéncia. De qualquer forrea,expressao generalizada permite que
sejam identificados quaisquer casos particularesedaéncia. Nesse caso, também se observa
que a relagéo entre as grandezas pode ser anadisadaa forma funcional, pois, para cada
guadrado com determinado lado, estd associada @didade sua area.

Entretanto, encontram-se também leis de formacd@looeddas pela recorréncia dos
elementos, em que para encontrar determinado elerdarsequéncia € necessario recorrer ao
anterior, o que permite certo grau de generalizatdmbém se encontram leis de formacéo
das sequéncias elaboradas a partir da posicddedosrgos na sequéncia, 0 que € um avango
no processo de generalizacao realizado.

Por exemplo, na sequéncia (4, 8, 12, 16,...), ertsedjue pela lei de recorréncia, a
sequéncia é formada pela soma de quatro unidadelsmento imediatamente anterior. Essa
informacdo permite que se conhecam os proximosegigrs da sequéncia, mas torna-se um
procedimento exaustivo se quiser atingir o centeésahemento, por exemplo. Nesse caso,

analisando os casos numéricos particulares e deaedo os procedimentos aritméticos, é
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possivel alcancar uma relacdo e expressa-la, nes dsnitada, apesar de compreender os
recursos da aritmética generalizada.

Por outro lado, associar o elemento a posicadocoqupa produz outra generalizacéao
em que cada elemento é a multiplicacdo de quatzesva sua posicdo, assim o décimo
elemento da sequéncia é 40, o centésimo, 400jra pes diante, e para tanto ndo € preciso
conhecer os elementos anteriores. Nesse casouéanse tem uma dimensao funcional no
sentido de que relaciona as grandezas, posicadedmer®o na sequéncia, com o valor
numerico do elemento.

A Figura 3 foi elaborada com a intencdo de apresealguns nexos logicos e
histéricos associados ao tépico sequéncias.

Em sintese, o que se pretende dizer é que o edtudequéncias, se considerado em
seu movimento historico e logico, oferece possihdies de discussdo de varios conceitos
matematicos, procedimentos de generalizacdo empirec tedricos, reconhecimento da
matematica como advinda da experiéncia e praticaha e outros.

O essencial para o desenvolvimento do conhecimedggbrico, ao ensinar
sequéncias, € identificar as grandezas envolvidagestigar a regularidade que pode existir
entre elas. Por ser uma sequéncia, uma das graneevalvidas em geral € a posi¢do que
determinado elemento quantitativo ocupa em relag# demais elementos. Por exemplo,
sequéncia de dias; sequéncia de numeros paregne@de niumeros triangulares e outros. A
partir disso, se torna possivel generalizar e eénemonma forma geral de relacédo entre as
grandezas.

Por revelar uma forma de estabelecer as grandez#&srmda geral, por permitir 0s
processos de generalizacdo em diferentes niveis,cpatemplar diferentes formas de
expressao, as sequéncias contemplam a essénaimlikectnento algébrico e, nesse sentido,
€ valido considerar que esse tépico seja inclumgpnograma escolar. Entretanto, a forma
como ele é apresentado na escola esta destituideyrécado e privilegia procedimentos
técnicos da lei de formacao, por exemplo.
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4.1.2 Sequéncias no programa curricular

O uso de sequéncias para iniciar o processo daeceds algebra é destacado na
Proposta do Estado de S&o Paulo, no sentido datemcama expressao geral que represente
a lei da sequéncia, porém por meio de casos plargésuaritmética generalizada).

Kendal e Stacey (2004), em seus estudos dos pragraorriculares de diferentes
paises, identificaram que as sequéncias eram ussdasurriculos que compreendiam a
algebra como um meio de expressar a generalidga®es, mas ainda que elas fossem
usadas havia diferencas na maneira de compreesd&fa alguns curriculos, elas eram
usadas para introduzir a algebra, mas em outrcisara o exemplo do curriculo japonés, sao
uma parte do estudo das relacbes matematicas enogj@unos aprendem a usar um
“pensamento funcional”, em trés passos: identifasavariaveis dependentes e independentes;
encontrar a relacdo recorrente entre estas vasi@& axpressa-las por meio de tabelas ou
gréficos; e usar os padroes ou relacfes para ezsobvproblemas. Assim, a intencdo nesse
curriculo € oferecer aos estudantes ainda nos emgais uma nocdo de funcdo, nao
introduzindo ainda os simbolos, mas permitindo geeevidenciem as relacbes entre as
variaveis. Os japoneses também aplicam essa idegar@solver outros problemas, nédo sé os
qgue envolvem sequéncias.

Conforme Ponte, Branco e Matos (2009), o topicaudegas e regularidades percorre
todo o ensino basico: no primeiro ciclo, pela ider@tcdo e exploracdo das regularidades
numéricas; em seguida, para sua expressao em dmguaimbodlica e mais tarde, para
expressar de forma generalizada recorrendo a “teenfordem” (a ideia de PA e PG). Os
Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998)ld@&m indicam o desenvolvimento do
trabalho com algebra por meio de sucessdes nuraérigar representacdes geometricas.

E interessante também propor situacdes em que wwsalpossam investigar
padrdes, tanto em sucessdes numéricas como ensgpf@edes geomeétricas e
identificar suas estruturas, construindo a lingnagdgébrica para descrevé-los

simbolicamente. Esse trabalho favorece a que matonstrua a ideia de Algebra
como uma linguagem para expressar regularidad®A$H., 1998, p.117).

Considerando o estudo realizado do movimento hhistée l6gico dos conceitos
algébricos e destacando a esséncia da algebra eod® expressar a relacdo entre as
grandezas de forma geral, entende-se que taisdeslagem sempre s&do regulares. Nesse
sentido, a busca por regularidades € necessa@aqo@ se possa realizar a generalizacéo,
mas, para encontrar tais regularidades, € necessdteriormente reconhecer as grandezas

com as quais se esta trabalhando e como se davarfagio.
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Na Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo (PRQLO, 2008f), o tema
sequéncia é contemplado em mais de uma situacaprdadizagem proposta ao longo da
escolaridade nos cadernos de alunos e professeegimdo ciclo do ensino fundamental ao
ensino médio.

Relacionado a algebra, o topico sequéncias é dels@ no volume 4 da 62 série
(SAO PAULO, 2009a); no volume 2 da 72 série (SAQURA, 2009b), e de forma bastante
concentrada no volume 1 do 1° ano do Ensino MéSARO( PAULO, 2008a), quando os
estudantes irdo aprender Progressdes AritmétiGaometricas.

Desde a 62 série, sdo recomendados como objetignsificar padrées e representa-
los (por meio de palavras, figuras ou simbologpmer a recursos aritméticos para encontrar
0s termos seguintes de uma sequéncia e realizarajjgacoes que permitam simbolizar um
termo mais distante da sequéncia. Discutem-se tampadrdes recursivos (leis de
recorréncia da sequéncia, quando um termo é escpigatir do termo anterior) e padrdes nao
recursivos (leis de posicao). Espera-se que o @steicconsiga alcancar as generalizagbes
proprias sem recorrer aos padrdes recursivos. Neerfé, as situacdes de aprendizagem,
propdem que pelas sequéncias seja explorada aadnadia entre expressdes algébricas.
Entende-se que, nesse caso, se destaca o aspaito & simbdlico do uso de sequéncias,
diminuindo-se a importancia atribuida ao esseneml algebra, reconhecer as grandezas,
estabelecer relacdes entre elas e identificandegataridades.

No 1° ano do Ensino Médio, a intencdo € apresargaronceitos de Progressdes
Aritméticas e Geométricas. Entdo, o que foi anterémte trabalhado € retomado e
aprofundado. Destacam-se as situa¢gBes que recartéamicas para encontrar o termo geral
da sequéncia, ou a soma de uma PA e PG, entre@@gide uso atual de sequéncias (como
calculo de juros) e também situacdes que recorrexpariéncia histérica da humanidade
com as sequéncias. Por exemplo, no caderno do dor® ano (SAO PAULO, 2009c),
encontram-se situagdes com nameros figurados (SAQLB, 2009¢, p.36); um texto sobre
o problema da incomensurabilidade (SAO PAULO, 200949) e uma adaptacdo do
Paradoxo de Zendo (SAO PAULO, 2009, ¢ p.53).

As situacOes de aprendizagem que predominam ntstda Proposta Curricular do
Estado de Sao Paulo destacam, a partir do estudegie€ncias no decorrer dos anos de
escolaridade, a associacdo em arranjos geométtecasferentes maneiras (linhas, colunas,
completando, reagrupando), para a investigacacadedes e regularidades. Nesse sentido,
esse topico tem sido usado para introduzir a agepara permitir a diversidade de

representacbes com letras e para generalizar edaples (distributiva, associativa,
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comutativa)s usando a equivaléncia de express@ébradas que sao geradas a partir das
sequéncias. As inser¢gdes que tratam das questGasatiaensurabilidade e outros impasses
historicos superados pela humanidade para o ddseneato das sequéncias e séries nao sao

destacados.

4.1.3 O topico sequéncia sob o olhar dos professsre

Dados obtidos no curso de atualizacdo desenvolado professores de matematica
da rede publica do Estado de S&o Paulo, intitulatividade de Ensino de Algebra a partir
dos Fundamentos da Teoria Historico-Cultural”, deeks/ido no primeiro semestre de 2011,
revelam a posicao dos professores diante de ungitdagdes de sequéncia apresentada.

Durante um dos encontros realizados do curso ddizdgao, os professores foram
convidados a resolver e discutir a respeito doaraimthamentos da situagao da Figura 4 com
os estudantes. A dinamica foi a seguinte: primesratey 0s professores se reuniram em
pequenos grupos e discutiram a situacdo; em seg@daberam os indicativos da propria
proposta para resolucéo da situacéo (Anexo B) ensguapresentam quatro possibilidades de

solugéo que se espera que os alunos alcancem.

Cada figura da sequéncia de bolinhas a se-
guir estd indicada por um nimero. Qual seria a
formula para determinar o nimero de bolinhas

de uma figura genérica n dessa sequéncia?

Figura 3 - Situacao de aprendizagem.

Fonte: SAO PAULO (SP). Secretaria Municipal de Eddo.
Caderno do professor matematica, ensino
fundamental: 72 série. Sdo Paulo: SEE, 2009. p.13.

Sobre esses indicativos, realizaram uma nova didousonsiderando os aprendizados
possibilitados por essa situagdo. Para orientancanginhar a discussao, os professores

receberam os seguintes questionamentos:
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Que aprendizagem a situagcdo promove?
Que conceitos algébricos estao envolvidos?
O que representa a letra “n” para os estudantes?

Que forma de pensamento esta contemplada?

ok w0 e

Contempla o movimento histérico da algebra?
6. Qual é o papel da linguagem algébrica nesta sibagdno ela pode se manifestar
e ser desenvolvida?
7. Como modificar e aperfei¢coar esta situacao paralpupossa ser usada em sala de

aula?
As respostas sobre as aprendizagens que a sitpegr@ove incluiram: “observacéo

de padrbes”; “sequéncias”; “elaboracéo de regral gesando letras”; “aprendem a relacionar
grandezas”, “andlise”, “abstracdo”, “equacionametgaima situacdo-problema”. E sobre os
conceitos envolvidos: “generalizacdo”; “expressakgebricas equivalentes”, “observacao”,
“andlise”, “associacdo de ideias”, “sequéncia nura&r “uso de variaveis relacionadas a
elementos fixos”. Pode-se observar que nessasesasstas processos de pensamento, acdes
e conceitos se misturam. Assim, por exemplo, “gdiracao”, “analise”, “observacao” sao
indicadas como conceitos envolvidos na situacaotefRese a necessidade de analisar
continuamente e discutir identificando conceitosrobndos e objetivados, bem como
processos de pensamento nas situacées que saendguas aos estudantes, pois iSso nao se
trata de uma obviedade e, portanto, reconhecéstidarece o objetivo a ser atingido com uma
situacao.

Respondendo ao item 3 sobre o que representaadmé, um grupo destacou que
“representa algo desconhecido”; enquanto outrcadesto fato de que € muito comum usar
determinadas letras para representar incognitasi@eis e a troca da letra causa dificuldade
aos estudantes: “para eles representa uma linguaggemamente dificil por que em sua
realidade a incognita € x ou y”. Nesse caso, persebgue falta o significado atribuido a
essas letras como simbolos de algo variavel etodages se atém ao registro comumente
utilizado (x ou y). Outros dois grupos também dmstam a necessidade de que os alunos
compreendam a letra “n” como algo que varia: “afgafunos ndo conseguem abstrair 0
suficiente para compreender a generalizacdo dmdg\até mesmo a apresentar dificuldades
na interpretacdo do enunciado. O ideal seria cee @mpreendessem que n representa algo
que varia (variavel)”. “A letra “n” na visdo dostedantes € apenas uma letra representando

um termo desconhecido. Com a inferéncia do profesde compreendera que se trata de
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parte variavel”. Entretanto, ndo destacaram queseneaso, 0 “n” representava a posicao da
figura na sequéncia.

A pergunta sobre a forma de pensamento contempkdéduacao foi realizada com a
intencdo de discutir com o grupo de professoresestdyrmas de pensamento empirico e
tedrico. As respostas escritas deles indicaram sgeento abstrato”, “abstracao,
generalizagao”, “transformacao da adicdo em mudapbo”, “compreensao de que as letras
também podem representar nimeros”. Observa-senesjasstas escritas que ndo ha também
consenso em relacdo aos processos de pensamertlvidos; e que eles também se
confundem com procedimentos matematicos, no casétrdasformacdo da adicdo em
multiplicagéao”.

Considera-se que a esséncia do conhecimento agélwi“estabelecer relacbes entre
as grandezas variaveis de forma geral” esta comdelmmessa situacdo. Entretanto, para que
ela seja destacada com os estudantes, é neceggéarius professores a reconhegam, caso
contrario, uma situagdo como esta pode ser trateltia infinitas formas que circundam o
essencial da algebra, mas ndo o atingem. Por eserdpbktaca-se um procedimento de
transformacao de adicdo em multiplicacéo, ou odatee trocar a letra “n” por “X” e “y” para
facilitar a compreensdo dos estudantes e, apesas geofessores identificarem diversas
“aprendizagens” e “conceitos envolvidos” na sitwachdo se destacam as grand®zas
“posicéo da figura na sequéncia” e “quantidadealmtas” para que elas sejam relacionadas.
Entende-se que implicitamente os professores pwssgsa compreensdo, considerando que
chegam a uma formulacao da lei geral, mas tal dnomnto 16gico ndo é destacado com os
estudantes.

Essa situacao foi apresentada aos professores. in@Sntro do curso, portanto, o
movimento historico e l6gico dos conceitos algaiwiainda ndo havia sido exaustivamente
discutido. Assim, a resposta a questdo 5 sobre sguacdo “contempla o movimento
histérico da algebra” recebeu respostas diretaspcésim”, sem mais esclarecimentos, ou
“sim, contempla o estudo das generalizacOes difast algebra pela algebra” ou “sim, por

que essa atividade resolve uma situacao pratica”.

?0como destacado no capitulo anterior, identificantiagandezas” como a “qualidade de um objeto quiepo
ser quantificada” e entende-se “qualidade”, con®bi@araca (1952), como o conjunto de relagBes que um
determinado objeto/fenébmeno estabelece com outkogartir disso conceituamos como “grandeza”, a
qualidade atribuida a um objeto/fenémeno e destag@stamos fazendo referéncia, a sua alturaréargeea,
massa, bem como a rela¢éo desse objeto com obieie®e seu movimento no tempo e espago, por ézemp

distancia, velocidade, posi¢éo e outros
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Também foi interessante observar que, em relac@ap@el da linguagem na situacao,
um dos grupos respondeu que “seu papel é a gaaed@ do pensamento” e outro, “que foi
fundamental, pois com a lei de formacdo encontedgebricamente, € possivel descobrir a
quantidade de bolinhas em qualquer situacdo”. Nease, o grupo atribui ao registro
simbdlico a importancia do processo, 0 que, muigges, acontece com o ensino de algebra,
em que o registro se sobrepde ao processo de pemsam

Os professores que ja haviam desenvolvido a sibudedensino em sala de aula
ressaltaram em seu discurso as dificuldades dossalgue conseguiam expressar a relacao
da sequéncia por meio da fala, mas tinham dificlddam efetuar o registro simbdlico; ndo
compreendiam o que era o “n” (letra usada na sitjag como ela variava. A fala de uma
professora permite identificar algumas dificuldadefentadas no trabalho com sequéncias
em sala de aula:

Eu apliquei esta atividade pedi para eles resalveteve que explicar a palavra
‘genérica’, eu lembro e eu tive que explicar o gu@ 0 n primeiro, 0 que esse n
representa. Como eles j4 eram de 72 série unsallwies ja entenderam e falaram
assim que é uma figura qualquer, que esse n veeéseptar uma figura qualquer.
Eu tive que fazer primeiro esta explicacdo e afjdeg@am qual que seria a formula’,
chegaram a 4n, ndo é geral, tem aluno que naangstéssado em saber isso [...]
todo mundo contou as bolinhas, colocaram o vakleg perceberam que crescia de
4 em 4 e alguns grupos colocaram 4n ai pra alcansala eu precisei fazer mais o
que, fazer mais o0 6, como seria 0 6, ai eles falaligeto, falaram a resposta o 7, o

8, 32, ‘O que vocés estdo fazendo?’ ‘Ah multipldarpor 4'. Ai alcancou a sala
toda. (Angélica, B28, BV2, 00:11:57).

Os professores sugerem, como modo de encaminhawerdtividade, a construcao
de tabelas que relacionem a posicao da figuragizéseia e a quantidade de bolinhas que a
figura correspondente contéem e reforcam a necelsidde compartilhar solucbes
apresentadas pelos proprios alunos.

E possivel identificar nesse tipo de situacioofaie uma tendéncia que concebe a
algebra no ensino (USISKIN, 1995) como aritmétieaagalizada, em que as variaveis sao
compreendidas como generalizadoras de padrbes elosod generalizacdo € realizada da
observacao de casos particulares e ainda predarazeados elementos, no caso 0s humeros.
Para Davydov (1982), esse processo de generaligagésiderado empirico. E um processo
pelo qual, por meio da comparacdo, o individuorabste um grupo de objetos algumas
propriedades que se repetem. O conceito se formanmio da verbalizacdo de tal
caracteristica comum aos objetos.

Desta forma, os estudantes conseguem expressap wEata a professora, uma
relacdo numérica por meio da fala. Reconhecem Quenima relacdo entre diversos casos
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particulares (a multiplicacdo por 4), mas nao idieatn claramente as grandezas e nem sua
variacdo, e ndo conseguem expressar 0 que esta suiitiplicado por quatro (apesar de
reconhecer a relacdo numericamente).

Entretanto, observa-se que, se os estudantes fmientados por meio de processos
de generalizacdo tedrica, buscar nos objetos noaipie é externo, visivel, poderédo destacar
as grandezas e sua variagao; ou seja, a relacgoatdidade de pontos (q) e a posi¢céo da
figura(n), tendo a possibilidade de representaa edacédo de forma geral g= 4n, 0 que supera
os procedimentos da aritmética generalizada psaasos numeéricos particulares.

Tal encaminhamento so é possivel a partir da campé® do movimento histérico e
l6gico dos conceitos, do reconhecimento de suaneissé& oferece elementos de formacédo do
professor e dos estudantes.

A generalizacdo que permite que a algebra avanceulsionando todo o
conhecimento matematico € a que se desprende uwtazmtlos elementos. E a generalizagéo
que, por exemplo, Viete (2006) alcanca quando ceemate que pode atribuir letras para
quantidades desconhecidas, como ja fazia Diofanag também pode atribuir letras para
quantidades conhecidas, possibilitando, desta foqna se trate das relacbes de forma
abstrata, independente da natureza dos objetos, pqdem ser numeros, elementos
geomeétricos, figuras e outros.

Essa situacdo também tem potencial para destacestabelecer relacbes com
conceitos de infinito, movimento, incomensurabilidaque representaram impasses para o
desenvolvimento matematico em diferentes épocadricis. Por meio dela, destacam-se a
apreensdo do movimento regular, a nogcédo de seguiéficita, as limitacdes da constituicao
dos lados do quadrado, o uso de elementos do istwemas diferentes de expressar a lei de
formacdo dessa sequéncia por meio da oralidadeyalagras escritas, de abreviaturas, com
simbolos geométricos e/ou algébricos; identifigierentes leis de formacdo da sequéncia, o
que implica diferentes graus de generalizacdo @eisecorréncia — dependem do elemento
anterior; e leis de posicdo — permitem que se dremonelementos “avancados” da
sequéncia).

Uma professora reflete em sua fala indicios de eofifipar com os estudantes a
associagdo de sequéncias aos movimentos e fluéaci@alidade objetiva que uma situacao
como esta pode apresentar.

No meu pensamento, eu comecei a falar assim: Bano @&@que eu [...] eu estava
pensando nas sequéncias por que eu dou aula gamme&ro ano, o que eu pego

para 0 meu aluno? Como foi a programagéo [...] para ele observasse as
semelhancgas daquele fato que estava acontecendelemqimeros e que arranjasse
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uma forma matematica de representar aquilo questéea vendo, ou com ndmeros
ou com figuras [...] e ai eu pensava na naturezapodmue estes matematicos ou
cientistas elaboraram ou faziam a previsdo, atraeésbservacdo daquilo que é
semelhante na natureza e ai aplicar o algébricciem disso para poder fazer as
previsdes, elaborar sistemas enfim. ( M6nica, D2],10:06:40).

Para tanto, € necessario recorrer a elementos dommeaio |6gico-historico de
conceitos matematicos raramente contemplados naaédo do professor de matematica. O
uso de sequéncias no ensino de algebra e situegdesas apresentadas refletem um fim em
si mesmo. Mas qual € a importancia para o desemvehto do pensamento teérico do
estudante que ele resolva situacdes que envolvénabalho com sequéncias? A partir do
estudo realizado, consideramos que, nessas sigjag8e alunos podem identificar as
grandezas envolvidas em objetos ou fenbmenosjozrge existem ou nao regularidade de
movimento; estabelecer relacbes entre as grandewadvidas e principalmente no caso do
conhecimento algébrico; e gerar uma forma de reptasdo geral para aquela relacdo que
pode ser em linguagem natural, ou simbdlica.

A organizacao do ensino, de sequéncias ou de ddpa®s de matematica, para além
de pensar na situagcdo como um fim em si mesmapwuwn objetivo apenas técnico de
resolucdo, deve considerar as consequéncias pdesemvolvimento do pensamento. Um
exemplo esta na dificuldade relatada pela profassor

Ontem dei um exemplo de intervalos [...] eles ndemdiam de jeito nenhum [...]

ai eu tirei o x e fui colocando 1, 2, fui substild 0 x com todo aquele conjunto que
foi dado, ai o aluno entendeu, ah, este x é isjoo[x.sé@o todos os elementos que
estdo dentro deste conjunto, eu tenho que atelstlemecessidade, tirei o x e fui

substituindo por cada numero do conjunto, ai elgsngleram. (Carla, D5, DV1,
00:46:00).

Mesmo com esse recurso utilizado pela professosabigtituir valores de x para que
os alunos compreendessem a variacao dos intenvafoéricos, observa-se que ela destacou
os valores naturais. E se ndo sao desenvolvidaasoatbes de ensino que contemplem o
movimento, a continuidade da sequéncia de nimesasstudantes ficam restritos a pensar no
dominio do campo dos numeros naturais, como tanfiéd&am os pitagoricos.

Compreende-se que retomar a histéria da matemegtticaeu movimento l6gico em
busca da esséncia dos conceitos e possibilidadespdesentacdo no ensino para o
desenvolvimento do pensamento tedrico e superaeadifiduldades epistemoldgicas dos
estudantes ainda é tarefa a ser desenvolvida.

4.2 EQUACOES
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4.2.1 O movimento histoérico e légico das equacoes

Neste item pretende-se analisar 0 movimento hist@ilogico das equacdes com a
intencdo de reconhecer como a esséncia da alghadélecer as relacdes entre as grandezas
de forma geral) se revela ou se manifesta no detemento das equagdes historicamente.

Entende-se que as equacdes nascem inicialmente instnamento da algebra, como
meétodos de resolucdo de problemas do cotidianosekem cada vez mais desenvolvidas,
estudadas e caracterizadas, sdo aperfeicoadasimstnumento da matemética que auxilia na
resolucao de problemas da realidade cotidiana leagamestaque dentro do campo da ciéncia
matematica propriamente dita. Isto €, na medid@eenaperfeicoa seu instrumento, a ciéncia
matematica se desenvolve.

Os registros antigos mostram gue a necessidadesdé/eér problemas do cotidiano
envolvendo quantidades se resolve com a criac@tgdas métodos de resolucdo. O objetivo
nesses problemas era encontrar os valores desabmhed identificacdo de padrdes de
problemas e a criacdo de métodos de resolucaorgsob/é-los sdo encontradas desde os
registros babildnicos.

Para Baumgart (1992), os registros babildnicossgmtam a resolucao de problemas
com alto grau de sofisticacdo e sem recorrer a @dosb Formulados e resolvidos com
linguagem natural, destacam-se algumas etapasa (formulacdo do problema; (2) a
apresentacao dos dados; (3) a solucao; (4) a aggbcnumérica do meétodo de solucao; (5) e
o teste da resposta.

Um exemplo tipico apresentado por Baumgart (199)adir dessas etapas € o
seguinte:

(1) Multipliquei comprimento por largura obtendo sias area 252. Somei

comprimento e largura: 32. Pede-se comprimentogera

(2) 32 soma; 252 area

(3) (resposta) 18 comprimento e 14 largura

(4) Segue-se este método: Tome metade de 32 dfue € 1

16x16=256
256-252=4
Araiz quadrada de 4 é 2
16+2 = 18 comprimento
16-2 = 14 largura
(5) (prova) Multipliquei 18 que é o comprimento fddrlargura
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18 x 14 =252

Em escrita cuneiforme, e recorrendo apenas a silgasi e palavras, os babil6nios
utilizavam o método paramétrico para resolver malals propostos (BAUMGART, 1992).
Observa-se que para a formulacdo do problema, lmb@s necessitavam reconhecer as
grandezas, no caso comprimento e largura, e estalbelma relagcdo entre elas, a de
multiplicacdo, determinando assim a area numerintendambém estabeleciam no decorrer
da resolucéo do problema, outras relacdes, porm@rewhe dividir a soma do comprimento e
da largura por 2. Ao estabelecer essas relac@ssemm repetidas para todos os problemas e
situacdes similares, e por isso constituiam um deoétie resolucao; entretanto, a generalidade
dessas relacdes limita-se a problemas com detetenesdrutura.

Roque (2013) afirma que J. Hoyrup, historiador mdico, mostrou que 0s
procedimentos geométricos babildnicos de “recataolar” ndo poderiam ser considerados
como algébricos, sendo mais adequado se refesseas gorocedimentos como “calculos com
grandezas”.

A élgebra grega (entre 500 a.C. e 300 a.C.) també&ssuia métodos similares de
resolucdo de equacdes, entretanto usava recursne segmentos e areas de figuras
geomeétricas. A algebra geométrica superava algdifiasldades conceituais que existiam na
época com as fracBes e 0s numeros irracionais.

Pode-se analisar que esses problemas tratam nemessde da identificacdo de
algumas grandezas e da relacdo entre elas estdbeleemericamente. O método de
resolucdo permite o desenvolvimento de seu contatéoerto limite, que se prende a casos
particulares. Em outras situagfes similares, colores diferenciados, é possivel aplicar o
mesmo método de resolucdo e encontrar os valosesmgecidos.

As abstracdes realizadas possibilitam a organizaghoetapas de resolucédo e a
concretizacdo na determinacdo do resultado quelveesaquele problema particular.
Reconhece-se que a esséncia da algebra se manifessa8 momento por meio da
manifestacdo particular e numérica da relacdo egmedezas (no caso comprimento e
largura) e no estabelecimento de métodos partesilajue tém alcance geral somente no
sentido em que resolvem problemas similares.

A “regra da falsa posicdo” era outro método wili@a pelos egipcios, também para
resolver as situagfes e encontrar os valores desciolos em equacdes. Atribuia-se um valor
“falso” como solucéo do problema para verificaresuitado alcancado e balizar com o que

realmente deveria ser atingido, tendo possibilidattealterar a solugéo falsa. A resolucéo dos
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problemas e a relacdo entre as grandezas contisaado destacada em casos numéricos
particulares.

Com Diofanto, a resolucdo de equacgbdes conquista sonbologia, sendo usadas
abreviacdes de palavras. Ainda que haja avanctmma de representar as equacdes usadas
como solugdes dos problemaszanteddonéo se altera. Diofanto segue a linha babilénica e
expressa todas as incégnitas em funcdo de um paca(BAUMGART, 1992). A algebra
sincopada de Diofanto ainda ndo € suficiente pacargrar métodos gerais para a resolucao
das equacdes, e consequentemente para resolucgmblizsnas.

Também na época de Diofanto, as equacdes eramnmsitos da matematica para
resolver alguns problemas. A simbologia da époeadel a algebra retdrica passando pela
algebra geométrica e a sincopada, possibilitaveooegso de generalizacdo até certo nivel.
Além disso, a necessidade e o0s objetivos estavditades a resolucdo de problemas
particulares, a encontrar resultados especific@s rqaolvessem as situacdes. Portanto, as
abstragOes realizadas dependiam da natureza deteolue representavam as quantidades,
fossem eles numeros ou entes geométricos. Por nertpo ainda, a preocupacdo na
resolucdo de problemas seria a de encontrar o dasconhecido e ndo a de encontrar
métodos gerais de resolucdo, o que s6 foi posadnl posteriormente por Viéte, com a
introducédo de simbolismos para as quantidades cads no caso os coeficientes de uma
equacao.

O livro Al-jabr Wa'l Mugabalah do matematico Mohammed ibu-Musa al-
Khowarizmi (do ano de 830, aproximadamente), r&mme a sincopacao de Diofanto.
Escrito com palavras e nimeros caracteristicoslgibi@ retorica, contém uma exposi¢cado
direta da resolucdo de equacdes, principalmentk aggundo grau (BOYER, 1996), e com
uma exposicao sistematica apresenta seis casagidedes lineares e quadraticas com raizes
positivas. Ainda que se reconheca o seu valor@aesenvolvimento da algebra, “[...] a obra
de Al-Khowarizmi tinha uma deficiéncia séria quegisava ser removida antes de poder
servir eficazmente aos seus fins nos tempos mosteumoa notagéo simbdlica tinha que ser
desenvolvida para substituir a forma retorica” (BERY, 1996, p.160).

Observa-se que a necessidade aos poucos passa @esencontrar méetodos gerais de
resolucdo e, portanto, a necessidade de uma sigibajoe permita esse registro de uma
forma geral.

A Algebra,de Omar Khayyam (1050-1122), incluia também aluego de equacdes
de terceiro grau. Apesar de considerar que ess&s;&ps SO poderiam ser resolvidas por

métodos geométricos e ndo aritméticos, KhayyamQ-ld22, p. 164) “[...] deu o passo
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importante de generalizar o método para cobrir doda equacdes de terceiro grau”, e
estimulou os mateméaticos da renascenca italian@nposnente a procurarem solucdes para
esse problema.

Descobrir esses métodos gerais de resolucado dasdesupassou a ser o objetivo dos
matematicos daquela época e, por vezes, geravgamte duelos entre eles. O método de
resolucdo das equacdes de quarto grau vem a pw@olna livroArs Magna,de Gerénimo
Cardano (1501-1576), que também usava pouca siggopa

Por terem descoberto que a solucdo geral das espiagbicas podia ser expressa na
forma de radicais de graus menores do que trésaugdo geral das equacgdes quarticas
podiam ser expressas por meio de radicais com pgiggwemenores que quatro, 0s
matematicos inferiram que “a equacao de grau nridgeveelo precedente, ser capaz de uma
solucéo formal através de radicais, provavelmeaticais de expoente ndo maior que n”
(DANTZIG, 1970, p.104).

Assim, ja se encontram formas candnicas e métodagsblucdo para equacdes de
segundo e terceiro grau, e algumas de quarto grauestdo que se coloca entédo é a de se
caso exista algum algoritmo para resolver as e@sacfe graus maiores, quais sdo as
condicdes de existéncia deste algoritmo? Abellei§ano inicio do século XIX, resolveram
esse problema e contribuiram com um novo conceitte grupo que permite entdo avangos
no desenvolvimento da &lgebra, para além da tdesaquacdes.

Retomando, observa-se que a algebra de Diofarttvérainda de casos particulares e
gerava uma metodologia para resolver cada tipoqiegéio encontrada, o que pode ser
considerado uma forma de generalizagdo que a pieticasos particulares tem como
preocupacdo principal encontrar o elemento descide (a incognita). Com o
desenvolvimento do conhecimento algébrico e as ss@lales de estabelecimento de
métodos cada vez mais gerais para a resolucdo ubgds, que iam se tornando mais
complexas, a introducdo de Viete de consoantes negr@sentar quantidades conhecidas
(parametros) e vogais para identificar quantidadesconhecidas avanca no sentido de
possibilitar o tratamento das grandezas envolvidasequacdes de forma geral.

A representacdo das quantidades relacionadas &sleges (fossem numeéricas,
geométricas ou de outra forma) foi generalizadajuAntidade desconhecida ou conhecida
associada a uma determinada grandeza é represelgddema geral, e admite a variacao.
Desta forma, a algebra de Viete, que ainda € furdtatmente sincopada, gera uma mudanca
de contetdo mais do que de forma. Para resolvecesnidade de estabelecer métodos gerais

de resolucdo, modifica a representacdo das grasidezsa simbolos que permitem tratar de
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todas as grandezas de forma geral e abstrata. Asdioto deixa de ser a determinacao de
resultados particulares e natureza dos objetosmrmatitas, que sdo agora tratados de forma
geral, e passa a ser o0 estabelecimento de métedais @ partir do que se pode considerar
como pensamento tedrico, que nao se prende mata8OS NUMEricos particulares.

Esses registros revelam parte do movimento quehenwosurgimento e o estudo das
equacoes. Geradas a partir de necessidades pdgicasolucdo de problemas do cotidiano,
inicialmente sdo métodos escritos com palavrasngeras que permitem alcancar a solucéo
de um problema especifico. Assim, por exemplo, asil@nios registravam seus passos e
modos de acdo para atingir a solucdo que desejaanecessidade se encerrava com a
resolucdo do problema. Gregos antigos recorriamq@® hoje € chamado de algebra
geomeétrica e usavam 0s entes geométricos paralag@&s do problema. Assim também com
a algebra sincopada de Diofanto. Em todos esses,ca®bjetivo principal era a solugcéao de
problemas especificos, particulares, encontrar lor vdesconhecido. Entretanto, a forma
variava, ou por palavra, ou por entes geométrions,por sincopacdes. Os avancos da
humanidade e do conhecimento cientifico levaramcarmrar métodos gerais de solugéo para
equacOes de até quarto grau, mas ainda com ddideddna representacdo. A necessidade de
sistematizar a forca do conhecimento algébrico aorrer a simbolos para representar
grandezas de forma abstrata se concretiza com.Viéete

A matematica é uma forma de raciocinio, e ndo uolacdo de trugues, como
Diofante possuira; no entanto a algebra duranempo dos arabes e o comego do
periodo moderno ndo tinha ido longe no processtibgetacdo do uso de tratar
casos particulares. Nao poderia haver grande megreéia teoria da algebra

enquanto a preocupacéo principal fosse a de emacantrcoisa’ numa equacao com
coeficientes numéricos especificos. (BOYER, 199809).

Para Viete (2006), ha uma profunda relacdo enuagéips e proporgdes e apresenta o

gue chama de regras fundamentais das equac¢Oegoegiies, entre elas:

1. O todo é igual & soma das partes

2. Coisas iguais a mesma coisa sao iguais entre si

3. Se iguais forem adicionados a iguais, as sofd@mgjsais

[...]

Uma regra soberana, outrossim, em equac¢fes e pégsorde grande importancia
através da analise, é essa:

15. Se hé trés ou quatro termos tal que o prodogcedtremos é igual ao quadrado
do meio ou o produto dos meios, eles séo propaomversamente.

16. Se ha trés ou quatro termos e o primeiro esti @segundo como o segundo ou
terceiro esta para o Ultimo, o produto dos extresend igual ao produto dos meios.
Assim, sobre a proporcdo pode ser dito que é cam@opartir de uma equacédo e
uma equacdo que se resolve em si mesma dentroal@roporcdo. (VIETE, 2006,
p.14).
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Observam-se como tais regras podem ser aplicadésrantes grandezas, que sejam
guantificadas.

Um conceito que é derivado do processo de resoluE#oequacoes é o de
“polindbmios”. Para que nascesse a ideia de polioénfque se apresenta em Descartes),
conforme Puig e Rojano (2004), foi necessario camar que o processo de resolucédo de
problemas néo contemplava somente obter o resulfadom problema especifico, mas
conduzir sim a identificar formas canbnicas quegé&abe resolver e desenvolver o calculo
com expressdes para que recaiam em formas candmiaassso requer um sistema simbaolico
em que as expressoes sejam representadas de fodaarais precisa.

A ideia da procura por formas candnicas entdo apadevido a necessidade de
reduzir o nimero de expressdes (equacdes) quersdozfmlos como resultado da

traducdo de problemas em equagbes que ja se sabe mEsolver. (PUIG;
ROJANO, 2004, p.196).

Para Milies (2004), os primeiros passos nessedgefdram dados por Simon Stevin
(1548-1620), que introduz uma notacao facilitadgat&ncias de uma variavel, sendo que,
por exemplo, 2x3 + 5x2 seria escrito desta form@ 5

Essa notacdo e as abstracdes realizadas nesse tmonm&drico possibilitam a
compreensdo de que os métodos de resolucdo dagdeguasstao relacionados ao grau da
equacao e ndo a seus coeficientes, e geram umohgeto mateméatico, que na época Stevin
chamou de multindémios, estudando a operacéo dese e

Dantzig (1970) chama de principio de Harriot accpsso de transpor todos os termos
de uma equacao para um lado do sinal de igualdederevé-la como P(x) =0, sendo P(x) um
polindmio. Considera que esse principio, depoisf@apado por Descartes, que nao deu a ele
os devidos créditos, permitiu aperfeicoamentos éwita das equacoes, tendo também
possibilitado que se estabelecessem relacbes eoéfecientes e raizes. Esse principio
também cria uma impressdo de que as equacdes iedgelr as fungbes polinomiais séo
semelhantes, mas isso ndo acontece, pois as relpgheomiais também podem expressar
identidades, ou mesmo incongruéncias (por exerfgfot+ Ox + ¢ = 0).

Assim, percebe-se o0 movimento contido no processmdstituicdo das equacdes que
vai desde a necessidade de resolver problemasifesggedo cotidiano e encontrar solucdes
até ser tratada como um objeto matematico paraab spi desenvolvem métodos gerais.
Observa-se entdo que as equagfes sdo instrumeatosiatematica, constantemente

aperfeicoados e desenvolvidos na experiéncia luatbumana.
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Retomando, identifica-se que no reconhecimentoeddd formacdo de sequéncias,
como instrumento da matematica para interpretareaidade objetiva, observa-se a
necessidade de reconhecer as grandezas e os mmsamegulares em busca de estabelecer
uma relacdo que se mostra geral. A expressao oidasao, de uma “lei de formacao geral”
permite que a regularidade seja compreendida edaseala.

Da mesma forma, para reconhecer a esséncia docio@mto algébrico nas agbes de
ensino sobre equacdes, também € necessario reeorjrandezas e estabelecer relacdes
entre elas. Entretanto, observa-se que no movina@storico, inicialmente o objetivo era
resolver uma situagdo, encontrar uma solugéo. fRwstente, com o desenvolvimento das
proprias equagfes como instrumentos e objetos tkenrétca, € que se dedicou a busca de
reconhecer e expressar métodos gerais de resolugfiee levou a compreensdo de que as
grandezas poderiam ser tratadas abstratamentea D&ssa, no ensino de equacbes é
necessario que se reconheca a relacdo entre ategganem busca de encontrar um valor
desconhecido ou gerar métodos de resolucdo, e meEse movimento, podem ser
generalizados os objetos matematicos e os métaossdlucédo que dao conta de resolver

situacOes particulares.

4.2.2 As equacdes no programa curricular

Neste item busca-se reconhecer como a essénciaomttea@mento algébrico €
contemplada nas orientagdes curriculares sobre smcerde equacdes. Conceitos como
grandeza, variavel, incognita, igualdade e outstdcerelacionados as equacdes. Entretanto, a
énfase dada ao ensino estd mais proxima do quesespiavam as equacdes para 0S
babilénios, um modo de achar um valor desconheeilouma situacdo particular, sem
relacbes com as propor¢cdes, como encaminhado pere,Vou com o0s polinbmios,
apresentados de forma especifica somente ao fmandino médio. As dificuldades em
compreender as equac¢des como um instrumento daralgara resolver as situacdes faz com
que os estudantes prefiram outras estratégias, gx@mplo, recorrendo aos seus
conhecimentos aritméticos.

Por outro lado, reforcam-se as diferentes técrpema resolucdo de equacdes, para
encontrar a solucdo de um problema especifico,simdd em recursos e metodologias
diferenciadas, como é o caso da balanca, e nacoperpionam aos estudantes o que seria
entdo sua esséncia, a possibilidade de, a partinmderoblema particular, compreender no
processo escolar, métodos que tratem das grandegimatamente e permitam efetivamente a
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generalizagdo. Algumas das dificuldades encontrpdéss estudantes na aprendizagem da
algebra e pelos professores em seu ensino namsaeidvadas da organizagdo do ensino de
algebra que procura apresentar esse conhecimento pooduto e a partir de sua forma
simbdlica no estagio mais formalizado?

Para uma andlise mais detalhada, sera usada asfaaporicular do Estado de Sé&o
Paulo, que atualmente é conduzida em todas asaesdal rede publica estadual. Nesse
programa, o trabalho com equacdes e férmulas &éameelo a partir da 62 série, no volume 4
(SAO PAULO, 2009a). Considera-se que “[...] a exptamde férmulas é estratégia eficaz
para introduzir o uso de letras em Matematica"i(p.2

Para os autores da proposta, “A distincdo entrautar e equacgéo € sutil. Ambas séo
sentencas matematicas que envolvem uma igualdadese de letras. O que caracteriza uma
equacdo é o fato de ela sempre representar umant@rgSAO PAULO, 2009a, p.21).
Entende-se na proposta que € mais facil para @ ahamipular as letras na formula do que na
equacao. Espera-se que ele use os simbolos eemgresrelacdo entre as grandezas de mais
de uma forma. Por exemplo, P = 4a entdo a = PMimdmdo a manipulacdo simbdlica.

A partir desse entendimento apresentam-se na r@® ®&mulas relacionadas a
geometria: perimetro de um retangulo, area de wingulo retangulo, entre outras, como
média aritmética; formulas relacionadas a econdodikculo de imposto), a saude (indice de
massa corporal - IMC), a fisica (distancia) e @sitr

Entende-se aqui que toda férmula é necessariamerdgesquacdo ao estabelecer uma
igualdade na relacdo entre grandezas quando astéla atribuidos valores particulares, ou
uma funcdo no sentido em que se relacionam duasais grandezas variaveis (havendo,
entretanto, a necessidade de delimitar o campoadac@o). A diferenciacdo de formula e
equacio estabelecida na proposta curricular (SAOLPA 2009 a) é dada considerando que
a equacao “representa uma pergunta” cuja resolgeém uma resposta numérica ao valor
desconhecido. A partir dos estudos do movimenttdi® e l6gico do conhecimento
algébrico, considera-se nesta tese que a distiegiie formula e equagéo poderia acontecer
pelo nivel de generalidade alcancado. Assim, pemgko, uma equacao pode ser gerada para
resolver uma determinada situacao-problema propastaentificar e relacionar as grandezas
envolvidas expressando-as de forma geral e singh@ittretanto, algumas equacdes tém um
nivel maior de generalidade no sentido em que extingnais situagdes, objetos e fendmenos.
E o caso da relacdo que se estabelece entre adnea triangulo e sua base e altura. Tal
relacdo € valida para todos os triangulos. Portaaia qualquer situacdo que envolva areas

de tridngulos, pode ser usada essa equacao/férmulpasso que é possivel gerar uma
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equacao que resolva o problema “Qual é o niUmemdnlro somado com 3 resulta em 137?”,
mas essa equacéao resolve esse problema partienlbora para outros problemas ainda que
semelhantes, seja necessario gerar outras equac@estanto, tal equacdo ndo é reconhecida
como uma férmula.

Reitera-se que mesmo que se considere uma distamtée férmula e equacao, estas
contemplam a esséncia do conhecimento algébricganmente, identificar grandezas,
estabelecer relacdes entre elas de forma geratséenta-se que nas equacdes, tais relacdes
sao expressas por meio de uma igualdade. O prodessanipulacdo técnica dos simbolos se
torna mais “facil” como indicado na proposta curld, ndo porque se trata de uma formula
ou equacao menos geral, mas na medida em que peseorde o significado atribuido a cada
um deles.

Ainda na 62 série indica-se a introducdo de algqanesedimentos e técnicas que
permitem resolver equagdes de 1° grau. Por exemploagem da balanca de pratos € usada
como uma analogia a uma equacgdo, baseados naitapgao entre equilibrio na balanca
e aigualdade na equac¢db(SAO PAULO, 2009a , p.30, grifo do autor) consatedo que
“[...] € um recurso que facilita a compreensao tassformacdes que podem ser feitas em
uma equacao, sem alterar a relagéo de igualdade @ntois lados” (SAO PAULO, 2009a,
p.30) e uma “[...] excelente estratégia para inteadas técnicas algébricas com significado”
(SAO PAULO, 2009a, p.30).

Por outro lado, considerando que a equacao €cost® uma pergunta, “A forma de
se perguntar em matematica é por meio de uma egué8A0 PAULO, 2009a, p.30), e
entende-se que o estudante tem condi¢Ges de réappd@ meio do pensamento légico e de
seu conhecimento aritmético, realizando as opesdagdersas, sem que se apresente a técnica
especifica.

No volume 2 da 72 série (SAO PAULO, 2009b), sdesamtados os produtos notaveis
com significados geométricos. Destaca-se aindaogpeoduto da soma de dois numeros
(x+a).(x+b) é uma situacdo que permite “[...] astoucdo de nogbes fundamentais aplicadas
tanto a fatoracédo de trindbmios quanto a resolugdeqiiacdes de segundo grau pelo método
conhecido como ‘soma e produto de raizes” (SAO PBU2009b, p.22). Ressalta-se que é
importante “[...] atribuir significado aos importasteonceitos devalor numeérico de um
polinémio e deraiz de um polinémio [...]” (SAO PAULO, 2009b, p.34). Historicamente, o
conceito de polinbmio permitiu que as equacdesfogsadronizadas e destacassem a relacéo
de identidade com o zero, por exemplo: (ax3 +hbgk = d = 0). A partir disso, estabeleceu-

se que as raizes das equacbes estdo associadaauadlagequacdo (e ndo aos seus
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coeficientes) e existem as relagdes entre os ¢eetis e as raizes. Assim, a fatoracdo de um
polinbmio permite que a relacdo entre os coefieent suas raizes seja revelada, por
exemplo: ( x+a)(x+b) = x2 + (a+b)x + ab, onde uns doeficientes indica a soma das raizes e
outro coeficiente indica o produto das raizes.

No decorrer das orientagdes da proposta currianlarocesso de escrita de expressdes
algébricas é retomado e associado a area e aogperide um retangulo, mas ndo se destaca
mais o conceito de polindbmio, mas sim o fato de d{ie] as equacdes quando fatoradas
mantém os valores de suas raizes” (SAO PAULO, 20087).

Continuando e com a intencdo de aprofundar o tnab@m equacdes, o volume 3 da
72 série (SAO PAULO, 2009c) traz a andlise de sites de transposicdo da linguagem
materna para a linguagem algébrica, que normalnietitzem ao erro. E o caso do exemplo
“Ha seis vezes mais alunos do que professores’, ejuegeral, € escrita de forma erronea
como 6A = P; sugere-se a verificagdo com recursaméticos como uma estratégia
interessante para constatar o erro. Este é umaafalenrepresentacdo da relagdo entre
grandezas, mas onde esta o problema para o egdddatrepresentacdo ou na compreensao
da relacéo estabelecida? Novamente destaca-seessitlzrle de reforcar a identificacdo das
grandezas e a relacdo entre elas. Nessa situa;goaradezas sao “quantidade de alunos” e
“‘quantidade de professores”, que podem ser comrgldsrgrandezas de mesma natureza,
entretanto estdo associadas a grupos de pessoafumpdes diferentes (no caso, alunos e
professores).

Espera-se ainda que na 72 série o aluno tenhacéesdde resolver tecnicamente
equacdes mais complexas, além de que “O aluno denenhecer nesse estudo que as
equagOes constituem uma ferramenta importante parapresentacdo e resolucéo de
problemas cujo encaminhamento através de recurgosétcos seria muito complicado”
(SAO PAULO, 2008b, p.15), e concorda-se com essanafdo reconhecendo com a
compreensao de que equacdes, assim como sequéndiag;des, sao instrumentos da
matematica para compreender e explicar os fenbneposcessos da realidade objetiva, e no
processo de educacéo basica, assim devem sepfatad

Ainda na 72 série sdo estudados os sistemas dedeguineares, nos quais pretende
discutir o significado das equac¢des com duas iritagyre os métodos de resolugdo de
sistemas por meio da analise de situacdes-problemsteriormente inclui-se a representacao
gréfica das equacdes com duas variaveis no platesizano.

Ao final da 72 série sao discutidas as equacOenattas diofantinas com mais de uma

incognita, que possuem solugdes inteiras positimasexpectativa de que se encaminhe a
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discusséo para: “1- estabelecer um critério daé@ndsa de solugdo que envolva diretamente a
nocdo de maximo divisor comum; 2- estabelecer wyoriino para encontrar as solucdes
quando elas existirem” (SAO PAULO, 2008b, p.53)

Entende-se que tais discussdes realizadas emesalalal sdo importantes no sentido
de identificar as necessidades historicas de detarrmétodos gerais de solugdes.

Durante o segundo semestre da 82 série (9° arsBnvtdve-se o tdpico de equacdes
do segundo grau e espera-se gque os estudantet/drassituacoes, inclusive geométricas,
gue possam ser traduzidas por meio de equacOe's GeaR, obtendo as raizes por diferentes
métodos e discutam o significado dessas raizesafrooto com a situacdo proposta” (SAO
PAULO, 2009d, p.9).

Os procedimentos de resolucao das equacdes sdizada e exigem conhecimentos
de fatoracéo, exponenciacao, radiciacao. A resoldedroblemas é sugerida, mas destaca-se
sobre ela outro objetivo. “Além da proposi¢cdo debpmas, essa unidade deve ter como
objetivo a apresentacdo de uma sintese dos diversosdimentos utilizados para a obtencéo
das raizes de uma equacéo quadratica” (SAO PAUQYE, p.9).

E compreensivel que se assumindo a éalgebra comi@naiac das equacdes, 0
desenvolvimento dos procedimentos variados pamug® de equacOes seja enfatizado.
Pode-se concordar que a manipulacdo desses prasgdsrécnicos requer conhecimentos
de fatoracdo, exponenciacdo e radiciacdo, que tandd@® técnicos. A questdo é qual a
relacdo desse aperfeicoamento técnico com a apeg@in conceitual da relacdo entre as
grandezas que a algebra possibilita. Quanto megsgifiicadas as técnicas mais o aluno tem
condicOes de se apropriar do conceito? Compreendendquacdes como um instrumento da
algebra, pode-se associar que o aperfeicoamenttédaisas aperfeicoa o instrumento. Mas
0s estudantes tomam as equacdes como instrumerdiesnaticos para interpretacdo de
fendbmenos da realidade objetiva?

O desenvolvimento histérico da busca de solucdea pa equacbes algébricas é
contemplado nas orientacdes para o professor rermeadio 3° ano do Ensino Médio (SAO
PAULO, 2008c, p.9).

A histéria da busca de solucdes para tais equachasjadas equacdes algébricas, é
muito instrutiva. A partir dela, compreendemos mtisilmente as sucessivas
ampliagdes nos conjuntos numeéricos, dos nUmerograigt até 0s numeros
complexos, que viabilizam a atribuicdo de significa raiz quadrada de um ndmero
negativo. Aprendemos também com a historia queyti plas equacgdes de grau 3, a
busca por uma férmula envolvendo radicais que naose€a as raizes, do mesmo
tipo daquela que nos da as solu¢des de uma eqdacdegundo grau [...], ndo
costuma ser o melhor caminho para resolver as égsagde graus 3 e 4, e € um
caminho inviavel impossivel de ser trilhado, pajaagfes de grau maior ou igual a
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5. O caminho mais conveniente, nesses casos, @udliae qualitativa da pergunta
que cada equacao representa, extraindo da prégngamga informagdes relevantes
sobre as raizes.

Entretanto a ultima frase ainda ressalta a compé&eeda equacdo como a traducgdo de
uma pergunta e, portanto, associa que a mudardg pela andlise qualitativa da pergunta, o
gue manteria a equacao em statusde resolucdo particular de um problema. O deatfio
relacdo ao movimento historico é justamente o deateilhar as equacdes dos problemas ou
perguntas que lhe deram origem e encontrar mé@elaés de solugbes para as equacdes de
3° grau ou maiores. Entretanto, a busca por esstsdos gerais foram historicamente
limitadas por conhecimentos que ja haviam sido@@mdos sobre os campos numéricos, bem
como pelas potencialidades e limitacbes ofereqé&slinguagem sincopada e simbolica.

O estabelecimento de formas candnicas das equagfesd se sabiam como resolver
(DANTZIG, 1970), é que origina os polindbmios e sobles se estabelecem de forma geral as
relacdes entre os coeficientes e as raizes de gquagao. O reconhecimento historico do
desenvolvimento das equacbes algébricas e dosbpolis € apresentado em situacdes
propostas para os estudantes que voltam a priaileg técnicas. A Figura 5 apresenta um

exemplo.

. ‘ ¢) Mostre que, em consegiiéncia
Atividade 1 — Vamos resolver g equagdo do e

2°grauax’ + bx + ¢ =0 (a = 0) seguindo os z=uAl -4,
passos sugeridos no texto anterior para resol- Como 2 ,_25’ :
Ver a equagdo do 3° grau. S
a) Divida os dois membros da igualdade ¥ Sbetan agota 5 velorss e S
por a, obtendo x*> + Bx + C = 0. com A Gy g-“b“‘““'“
Rl C:i de x. Voc# identifica, nos calculos. a
a a

mula de Bhaskara?

b) Substitua x por y -

o | by

¢ verifique que a

equacao se transforma em v2+ C- 2 =0.

L 4 €) Resolva a equacio 3x* + [5x + 18 =

seguindo 0s passos descritos nos iems
anteriores,

a) Dividindo os coeficientes por 3

W +3x+6=0; b) substituindo
obtemos (y- 2 PF+5(y 2 )46 =
S y==
efetuando os caiculos, obtemos 1= = -
seja, V= x S ¢ €omo x =) J .
x=-2oux=-3 2

Figura 5 — Situacao apresentada no 3° ano do em&idm.
Fonte: SAO PAULO (SP). Secretaria Municipal de Eddm.Caderno do professor matematica, ensino
médio: 3?2 série: 2° bimestre. Sdo Paulo: SEE, 2008. 4514-
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N&o é tarefa facil promover situacdes para os astad que considerem o movimento
histérico e logico dos conceitos. Entretanto, reeolos produtos desse desenvolvimento e
apresenta-los, independente de estratégia metac|dgmpouco fara com que os estudantes
atribuam sentido e significado a tais situacéesi@senvolvam seu pensamento tedrico e a
compreensao da constituicdo do conhecimento huerangeus avancgos e retrocessos, em seu

movimento.

4.2.3 As equag0Oes sob o olhar dos professores

Durante o curso de atualizacdo com os professaoeserem apresentados a registros
historicos referentes a algebra retérica, sincopaiabdlica e geométrica, principalmente
durante o quinto encontro, evidenciou-se a caaéqge existe no processo de formacao de
professores de discussdes historicas e filoséfszre o processo de elaboracdo do
conhecimento, e consequentemente, neste caso dulpar do processo de formacédo de
conceitos algébricos. Diferentes momentos da lestda algebra, entre outros registros
histdricos, foram tratados como conhecimentos “sbyaara eles ou sobre os quais nunca
haviam refletido. Sem a apropriagdo ou a discuskA@rocesso de desenvolvimento do
conhecimento algébrico, os professores lidam emmdsmbula com a algebra simbdlica, como
produto desse desenvolvimento, no seu estagiosiséesnatizado e formalizado.

Durante as discussbes do curso, os professorestifitleam dificuldades
epistemoldgicas no processo de aprendizagem daslaests sobre equacdes. Outras
possibilidades de organizagdo do ensino podemeseftadas se houver a compreensao pelo
professor do movimento historico e logico dos cdnsealgébricos.

O professor Antdnio, em depoimento, expde suasuliifades ao usar como estratégia
para o ensino de equagdes a analogia “da balanca”.

Na verdade, eu pensei que a atividade ia alavancanhecimento da &lgebra, mas
vocé percebe que os alunos ficam meio dependeatesc@ entdo assim vocé passa
a situagdo para eles parece que mentalmente elesgteem elaborar ali, chegar na
resposta porém na hora que vocé precisa passdo agaialgebra, parece que eles
vem e te pedem uma ajuda ali entdo, eu ndo seiuma atividade que
particularmente, eu, ndo funciona muito bem pra ,nigs0 € 0 que eu sinto, me
parece que eles ndo tem ainda o conceito de vhrde/encdgnita e na hora que vai

partir para uma atividade dessa, ele chega nasespoas na hora de passar isso
pra algebra eu ndo tenho bons resultados. (Ant&2i6, AV1, 01:08:50).

A analogia da “balanca” com a equacao pauta-sesopressuposto do equilibrio dos

lados da balanca e o equilibrio dos dois ladosgdaldlade. Na equacgdo, cada um dos
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membros da igualdade deve ser mantido para quesaddayle ndo se desfagca, nédo se
“desequilibre”. Nesse caso, a énfase € esclaresepara cada movimento realizado em um
dos lados da balanca (um dos membros da igualdseje).este de adicdo ou subtracdo de
objetos, deve ser também realizado no outro ladmatinca (no outro membro da igualdade)
para que o equilibrio se mantenha. Como qualqu&edimento metodoldgico, esse tem suas
potencialidades e limitacbes e é necessaria a iemtigacdo a esse respeito. Tal
procedimento torna palpavel o movimento e a relac&er estabelecida entre as quantidades
na balanca; € um caso singular, sobre o qual @&danecessarios processos de abstracao e
generalizagdo para que a sua representacéo exlgiaa sentido e significado. A percepgao
permitida pelo esquema da balanca € apenas unstéggos de formacgéo do conceito.

Roque (2013), em sua andlise da historia da matan&screve a respeito de um
texto de Jean-Robert Argand, francés, do inicis@mulo XIX, que tratava do risco de ter que
questionar varios importantes resultados algébremsas quantidades negativas fossem
ignoradas. Nesse texto, Argand propde a balanc® econa construcdo capaz de assegurar
“realidade” aos termos negativos. Para tanto, swpde balanca com certa quantidade de
pesos “a” em um dos pratos. Considera entdo ahiadasie de tirar uma quantidade “a” de
cada vez, e afirma que, ao chegar a zero, parangant‘tirando”, basta acrescentar a
quantidade “a” no outro prato da balanca e dessaafentroduz uma nocéo relativa de que
retirar de um prato significa acrescentar ao outas essa no¢ao de uso da construcdo da
balanca para o trabalho com nimeros negativos staapropriada pelo professor cujo relato
foi analisado.

Por outro lado, as equacdes sao usadas comomastto para resolucao de algumas
situagdes-problema. Entretanto, € necessario, wasse reconhecer as grandezas envolvidas
na situacdo e estabelecer uma relacdo entre elassega entdo representada usando uma
linguagem de simbolos matematicos. Em funcédo dessassidade de representacdo, as
equacdes podem vir a ser confundidas como umactiadem linguagem matematica de uma
situacao escrita em linguagem comum; em que sanrg@alavras por simbolos, sem que se
destaque a necessidade de reconhecer as grandézadela fazem parte e como se
relacionam, perdendo, portanto, o significado tesgo.

Nesse sentido, especificamente em relagédo as @pjags professores participantes
destacaram, por exemplo, uma analise critica soime afirmacdo contida no Caderno do
Professor da 62 série (7° ano).

Uma equacdo nada mais é do que uma pergunta feitthguagem matematica,
usando numeros, letras e o sinal de igualdade.igkéexcia de uma letra cujo valor
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se quer descobrir (incdgnita) € o que faz da equaguivalente a uma pergunta na
lingua materna. Mesmo dentro de um contexto ex@usénte matematico, uma
equacao como 2x +3 = 13 pode ser entendida comopenganta do tipo: qual é o
namero cujo dobro somado com 3 resulta em 13? (BAOLO, 2010a, p.29).

Em sua andlise. a professora escreve a respeito que

Seria mais adequado dizer que ela pode ser intadarecomo uma pergunta,
conforme aparece no final do paragrafo, entretanideal € propor situagfes de
aprendizagem que proporcionem a construcao do itoakcde equacao. Apresentar
imediatamente a definicdo e representacao da mégméar uma fase do processo
de desenvolvimento que a histéria da matematican&ngue compreender os
conceitos de variavel e incégnita foi dificil pardumanidade e que a utilizacao das
letras para representa-las surgiu muito apés supre@nsdo. (Angélica, RE12).

Ainda que a andlise da professora também nédo esigjagada de argumentos que
justifiquem uma critica a essa afirmacao, ha indide que ela compreende que tratar a
equacao como uma pergunta simplifica o proprio etocSe o que se pretende é que o aluno
resolva a equacéo, determine o valor da incogoitaocera a necessidade dos babilénios, dos
egipcios e dos gregos antigos, o recurso metoaal@® compreender a equagcdo como uma
pergunta é viavel, entretanto, associar que umagdguée uma traducdo em linguagem
matematica de um problema desconsidera toda aalielagle que o registro simbdlico téo
dificilmente conquistado pela humanidade permitalatente, no sentido em que se corre o
risco de trocar palavras da linguagem comum pobaios.

Nesse movimento, a esséncia da algebra ndo estariamplada como objeto de
ensino, pois o foco se tornou “traduzir” o problem@a linguagem matematica, e nao
reconhecer e identificar as grandezas envolvidasas relacoes.

Outra professora, analisando situacbes de ensineqdecdes do segundo grau
apresentadas no Caderno do Aluno da 82 série/9¢S#® PAULO, 2010b), descreve suas
experiéncias com os estudantes quando apresesitaagdes-problema indicadas no caderno
da proposta. Ressalta que aritmeticamente ha areemg#io pelos estudantes, mas as
dificuldades surgem no momento do registro simbolRelata ainda que, ap0s a apresentacao
de algumas situacdes-problema, os exercicios domagassam a ser de resolucdo técnica de
equacgoes::

Ele traz a ideia de trabalhar a técnica, e estasaraaliscussdo de quanto a técnica
faria que o aluno entendesse realmente a situfcdesta seria uma ideia para
introduzir o conceito de equagédo com o aluno aclmaié ai tudo bem, mas daqui
pra frente... mas ai na pagina 6 e 7 ele ja vai mdzema série de equagoes [...] e
assim € um exemplo de cada para o aluno aplicaickétima vez e se apropriar
daquela forma de resolucdo. Entdo eu acho queificpouco jogadol[...]Je eu ndo

queria ficar presa s6 nisso, eu acho que uma egudgste tipo ndo € de jeito
nenhum suficiente para que o aluno se apropriegdagonceito, mesmo da técnica,
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e eu estava tendo que ficar presa nisso, eu naficasumas era imposi¢éo, aqui a
partir de agora, comega a usar técnica, técnicajc e as situagdes problemas
mesmo ficam um pouco de lado[...]Jacho que sdo poacgente ndo aprende
fazendo 5 exercicios, a gente tem que aprimordai@sentdo acho que falha neste
sentido[...]Jquebra e passa pra outra como se quebatiss conhecimento do aluno
para o0 aluno comecar nova técnica, esquece essatg¢m]situacdes muito
interessantes, bem contextualizadas, mas insufésSepara o aprendizado do
aluno[...]e ai a compreensédo do conteudo, da equanas, fica um pouco perdida.
(Helena, 15, 1V2, 00:06:10).

O que essa professora analisa € o papel da té&dicaonceito de equacdo no ensino.
O privilégio da técnica Ihe causa um desconforiolusive por perceber as dificuldades de
aprendizagem de seus estudantes que nao atribugrdoseo que estdo realizando. O
desenvolvimento de técnicas de resolucdes de egua;de sistemas de equacgbes constitui
boa parte do programa curricular. Corre-se o risle serem desenvolvidas como
manipulacdes de simbolos, e nesse caso, ndo sentenstrumento da matematica para 0s
estudantes resolverem as situagdes-problema.

O equilibrio a ser atingido no ensino entre a tE&cm@ 0s conceitos, sejam eles de
equacdes, ou outro, depende da compreensao dovdes®mento historico desse objeto do
conhecimento. O movimento do processo de conhetinadarange tanto momentos em que
as equactes foram usadas como instrumentos pafaeresituacées-problemas especificas,
bem como momentos em que foram estudadas coma algetiéncia para representar e

resolver qualquer tipo de problema.

4.3 FUNCOES
4.3.1 O movimento historico e légico de fungbes

No movimento humano de resolver as situacoes-@mud| que se tornam cada vez
mais complexas, € possivel observar a necessigarkrdnhecer as grandezas envolvidas na
situacdo que se pretende resolver e também a mEmEssde relacionar tais grandezas,
contemplando a sua variagcdo, o que nem sempresé/elbguando é feito o registro somente
por meio de equacdes.

Youschkevitch (1976 apud MORETTI; MOURA, 2003) indica trés estégde
resolucdo de problemas envolvendo variacdes detidqadas. No periodo da Antiguidade
(em especial gregos e babilénicos), usam-se camtisytares que indicam a dependéncia
entre duas variaveis e ndo existe a nog¢do de dadetivariavel, ou funcdes. No periodo da

Yy OUSCHKEVITCH, A. P. The concept of functioArchive for History of exact sciencesv. 16, n.1, p. 37-
85, 1976.
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Idade Média, tais no¢Bes sdo expressas de fornmaggeca e mecanica e a dependéncia entre
variaveis é representada por linguagem comum owmografico. A partir do século XVI,
considerado como o periodo Moderno, é que o candeifuncéo adquire destaque e usam-se
expressdes analiticas para representa-lo. ConftMoretti e Moura (2003, p. 69), “Estes
estagios refletem, na realidade, o caminho pedmpelo homem através da histéria rumo a
generalizacdo e a formalizagcdo do conceito de finca
Pode-se considerar que no periodo da Antiguidadecassidade principal era a de
encontrar os valores indeterminados em uma sitgagidema ou elaborar tabelas de
registros numéricos (raizes quadradas, cubicadrespuAlém disso, os sofistas (século IV
a.C.), em especial Socrates e Platdo, seguem swa@zeidealista e tendem a abandonar a
realidade sensivel, desvalorizando as explicagéasificas de base materialista:
O pensamento grego dominante aparece invadidohmelor da transformacéo, e
dai resulta o horror do movimento, do materialsdosivel, do manual. O homem

de elite rejeita 0 manual, 0 mecanico, e exaltaro b a virtude, de cuja procura, faz
o fim maximo do homem. (CARACA, 1952, p.189).

A partir do século XI, e por toda a ldade Média,caadicOes historicas, sociais e
econdmicas e o desenvolvimento das cidades geamsfarmacdes e outras necessidades. As
necessidades (pelas guerras e pelas navegacoesint@ms homens construtores de seus
proprios instrumentos, e cada vez se torna maigssado um estudo quantitativo (medir e
prever). E a ldade Média se caracteriza “por daa @xplicacdo quantitativa racional aos
fendbmenos naturais, através de processos de dustazquais se verdo fortemente negados,
devido a dissociacdo entre nimero e grandeza” (AARIGARCIA, 2005).

Dessa época, Ponte (1992) destaca o matematia@érdicole Oresme (1323-1382),
que desenvolveu uma teoria geométrica de latitedésmbalhava com ideias gerais sobre
variaveis dependentes e independentes. Em selhvadsxrevia leis naturais que descreviam
uma quantidade como dependente de outra e ger@anonde fundo para o desenvolvimento
do conceito de fungéo.

Nesse movimento e durante todo o periodo renastant verdade esta ligada a
observacao e experimentacdo. Conforme Caraca (19%2) formulacéo precisa deste modo
filosofico se encontra em Leonardo da Vinci (145249). Este ndo se limita ao empirismo e
afirma que s6 a experimentacdo ndo chega, senéss#&ia a demonstracdo matematica. Os
movimentos fisicos sdo destacados e se torna @eicessn instrumento que permita que
esses movimentos sejam descritos. A lei quanttagivundamental, e o conceito de funcéo

surge como instrumento necessario para o estudow#arealidade cientifica.
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Necessidades de gerar um quadro explicativo dodnfenos da realidade levaram
Galileu (1564-1642), por meio de mecanismos expartais, a avangar com 0 conceito de
funcdo na tentativa de relacionar causa e efeiofelodmenos fisicos. Para ele, a melhor
maneira de entender os fendbmenos € mostrando clesduacionam de modo mecanico.
Muitos de seus desenvolvimentos tedricos baseaeam®ns conhecimentos de artesaos,
arquitetos e engenheiros do século XVI, que atema@is necessidades impostas pela guerra,
e, por exemplo, o aumento do alcance do telesaimiese mais como uma ferramenta para a
marinha militar do que como um instrumento parsaghomia ( ROQUE, 2013). Os estudos
matematicos que relacionavam algebra e geometrinctacao criada por Viete (1540-1603)
potencializavam as possibilidades de expressacaonde funcéo. “De acordo com Galileu,
para estudar um fenémeno, é necessario medir gades, identificar regularidades e obter
relacdes representadas por descricdes matemdicasniples quanto possiveis” (PONTE,
1992, p.4).

O estudo da natureza pedia uma linguagem matemapicepriada. O estudo do
movimento da queda dos corpos, do movimento dosefaa e dos movimentos curvilineos
impulsionou o desenvolvimento do conhecimento matem relativo as funcdes. Observa-
se, por exemplo, que no estudo do movimento deaglie@ importava mais analisar como o
corpo caia e ndo por que caia, sendo necessktrar umas grandezas as outras, que em
geral eram representadas geometricamente. Nessedaagueda livre, 0 espaco percorrido
pelo corpo foi relacionado ao tempo por intermédovelocidade, o que sé foi possivel
porque, para Galileu, a velocidade era uma grandez#o atributo de um corpo, como
entendiam os medievais (ROQUE, 2013).

No século XVII, por meio do nascimento da geomedrialitica, a relacdo entre duas
grandezas variaveis € representada graficamentegur Descartes (1596-1650). Conforme
Roque (2013), ao traduzir os problemas geométrauslinguagem algébrica, Descartes
visava a compreender melhor a relacdo entre aslezas do problema. Ao usar os eixos do
hoje conhecido plano cartesiano, possibilitou qseeguacdes com incognitas x e y
transformassem-se em um meio para representar endfamcia entre duas quantidades,
geometricamente representadas por curvas. As fang@® entdo representadas por
sequéncias de pares ordenados como pontos nogagesiano (FARFAN; GARCIA, 2005).

A intensidade dos estudos e célculos sobre curgamétricas e suas propriedades,
bem como das tangentes e areas respectivas, parmiewton e Leibniz contribuirem com
o desenvolvimento do “calculo” como parte da matera& das funcdes. Observam-se como

as mudancas de quantidade revelam as mudancasunedi com o apoio dos elementos da
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geometria analitica. E possivel, por exemplo, i@ifcomo as mudancas quantitativas, das
coordenadas cartesianas de uma circunferénciaddicam e definem uma elipse.

A formalizacdo do conceito de funcéo e o rigor @iimguagem matematica fez com
que Leibniz introduzisse varios termos (constatvariavel” e “parametro”) e simbolos e
usasse o termo funcdo pela primeira vez em 1688c@slo a dependéncia de quantidades
geométricas em uma curva.

A necessidade de um termo para representar qudesidgue eram dependentes de
uma variavel, aumentava e, entre 1694 e 1698, lzbmernoulli usaram o termo funcao
associado a quantidade que é composta de variéeeisstantes (PONTE, 1992).

As fungbes séo instrumentos para estudar problegmmagnvolvem variagdo. Em sua
origem, o conceito de funcdo esta associado a mbgdei natural (PONTE, 1992). Durante
os séculos XVII e XVIII, o conceito de funcdo caaetrés elementos essenciais, conforme
Ponte (1992): a notagdo algébrica; a representg@nétrica; e a conexao com problemas do
mundo fisico. Posteriormente, o conceito de fungaahou vida propria e ndo estava
associado diretamente a sua representacao algébrgeomeétrica nem a problemas fisicos.

A definicdo formal de funcdo ndo mais associada@ngtria, mas sim a algebra, &
atribuida a Leonard Euler (1707-1783), matem&idgo que utilizou pela primeira vez a
notacao f(x) associada a toda a quantidade quendepke x varidvel. A partir dai, o conceito
de funcdo passa a ser associado fortemente a gressko analitica.

Ainda no século XVIII, a funcdo em sua expressaalisara, também associada as
ideias infinitesimais de Leibniz, torna-se o instanto matematico para analisar 0s
fendbmenos fisicos. Euler ainda avanca no sentidgederalizar o conceito de funcéo e em
seus estudos de andlise infinitesimal, define que:

Uma funcédo de uma quantidade variavel é uma eXqemsalitica composta, como
se quer que seja, de dita quantidade e de nuroargsiantidades constantes, e as
guantidades sobre as quais se opera: Uma quantida@dwel € uma quantidade
indeterminada, ou, se quiser uma quantidade umivense compreende todos os
valores determinados [...]. Um valor determinado quet pode expressar-se por
um numero, e daqui se segue que uma quantidadeveadompreende todos 0s
ndmeros, qualquer que seja sua natureza. Suceda ecprantidade variavel como
com o género e a espécie em relacdo aos indivichmde conceber-se como

abarcando todas as quantidades determinadas. (EULEFS? apud FARFAN;
GARCIA, 2005, p.2).

No século XIX é que apareceu o significado maislardp funcao, definido por Peter

Dirichlet, em 1829, que considera a funcdo comndsevariavel dependente com os seus

EULER, L. Introduction in Analysin Infinitorum . 1748.
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valores fixos ou determinados por uma regra depettdeos valores atribuidos a variavel

independente x, tratando inclusive de funcbes queegam descontinuidades, considerando-
as em seus intervalos. Além disso, a funcdo, camaoeito e objeto matematico, continua a
ser usada de forma cada vez mais generalizadaugosanatematicos, como Cauchy (1827);

Lobachevsky (1834), Riemann ( 1858) e outros.

Freudenthal (1983) escreve que ainda que se awilaparecimento da palavra fungao
a Leibniz e Bernoulli e que os primeiros simbolesfdncbes se destaguem com Euler e
D’Alembert; entretanto considera que “A histéria wt@ conceito matematico comeca bem
antes de que lhe seja dado um nome” (FREUDENTAB3198.516). Também destaca que
“Ainda que esta definicdo esteja construida de oraaeira logicamente formalizada, sem
davida, se ha obscurecido seu significado essenciab acdo de relacdo de variaveis, se
perdeu seu carater dindmico para transformar—se ago puramente estatico”
(FREUDENTHAL, 1983, p.497).

Assim, o0 conceito atual de funcdo e sua notacddd@ica é fruto de muitas
generalizacbes que foram sendo realizadas ao kagxperiéncia histérica da humanidade.
Além disso, muitos outros conceitos matematicoslesenvolveram e se generalizaram a
partir do conceito de funcao.

Considerando que os conceitos, inclusive os matemsatsurgem das necessidades
humanas, é possivel compreender por que um conuaib@ o de funcdo ndo surge, por
exemplo, na época dos gregos. A fuga do movimentio enfinito torna impossivel a
elaboracédo do conceito de variavel como é conhdmfiae, consequentemente, do conceito
de fungé@o como instrumento para captar o movimgudmtitativo da realidade objetiva.

Entretanto, a periodicidade relacionada a posig&ocdrpos celestes ja era estudada
ha muito tempo, por exemplo, com as tabelas babdénde astronomia. Segundo
Freudenthal (1983, p.517), “A interpretacdo do mmnto celeste em funcdes — € um convite
historico natural para constituir mentalmente fues;é continuidade”.

A formagdo das cidades e a nova qualidade da smBedom a aceitacdo do
movimento dos fenbmenos permite que tais conceatslesenvolvam. Newton, em seu
Tratado da Quadratura das Curvdapud CARACA, 1952, p.203), apresenta sua concepca
de fluéncia e revela o movimento:

Considero aqui as quantidades matematicas, nd@dmsnpela adjuncao das partes
minimas, mas descritas por um movimento contingolinkas descritas, e portanto
geradas, ndo por aposi¢do de partes, mas pelanaoto continuo de pontos; as

superficies pelo movimento de linhas; os sélidde p@vimento das superficies; os
angulos pela rotacédo dos lados; o tempo por unofiontinuo, e assim para as
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outras. Estas geracdes tem verdadeiramente lugsatneeza das coisas e revelam-
se todos os dias no movimento dos corpos.

Da mesma forma como acontece com outros concaigjem eles matematicos ou
nao, eles ndo nascem com a generalidade que neaséatais lhe atribuem, mas vao se
constituindo na experiéncia histérica da humanidadempanhando o movimento historico
e ldgico se reconhece e valoriza 0 desenvolvimdatam conceito e ndo somente 0 estagio
em que se encontra em determinada época.

Essa compreensao contribui com elementos a seragidecados no ensino de um
determinado conceito. Reitera-se que isso ndo em®nto sentido de que a ontogénese (0
processo de apropriacdo do conceito pelo sujedop depetir as etapas da filogénese (o
processo de desenvolvimento historico do conceit@s no sentido de se tornar possivel
captar o que é realmente essencial do conceitadeataca-lo como objeto de ensino.

No caso da funcéo, € importante compreender cagse eonceito, que hoje é um
instrumento, se constitui pelo estudo das leis tifaéimas da natureza, mas visto como
produto € confundido somente com sua expressaiieaa a representacdo das varidveis de
forma geral.

Para Caraca (1952, p.129), o conceito de funcaoténdido “como o instrumento
proprio para o estudo das leis”. Esse autor sxaef lei como sendo “toda regularidade de
evolucdo de um isolado” (p.120). O isolado por we=m é um recorte da totalidade, que nédo
pode ser compreendida de uma Unica vez. Esse dasodmbsar de recortado de forma
arbitraria, contém componentes que possuem relagdesterdependéncia e permitem o
estudo do fenbmeno do qual ele foi recortado. Arréocia de inesperados indica a
necessidade de recorte de novos isolados, queyvexas, provocam a necessidade de
formacao de cadeia de isolados, dos quais um éisuge outro.

Entre os componentes do isolado sempre existerpdedade interdependéncia, e a
cada uma dessas relacdes correspondem o que CE9&2x chama de qualidade. Assim néo
existem qualidades intrinsecas a um objeto ou fenémmas estas sdo consideradas em
relacdo a outro objeto ou fenbmeno. Se a essaglgdes podem ser atribuidos diferentes
graus de intensidade (“mais que”, “menos que”, tmajue” e outros), entdo admitem a
variacdo conforme a quantidade. Nesse sentidoam@tigade, como atributo da qualidade, nao
necessariamente significa a possibilidade de comtamedir. Por exemplo, a qualidade
coragem admite uma variagcao conforme a quantidades (ou menos corajoso). Para Caracga

(1952, p. 117), a possibilidade de medir a quadédam significado historico:
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A questdo de saber se a variagdo da quantidaden@cosusceptivel de medida nédo
tem significado absoluto, mas apenas significadtdtico; - num dado momento,

em determinado estado de avanco das ciéncias daelkiat pode aprender-se a
medir 0 que até ai era impossivel.

Nesta tese se define que grandeza é esta quadittdnléda a um objeto ou fendémeno.
Assim, um objeto possui grandezas, como alturapdomento, velocidade, massa e outros,
ou a um fendmeno, como o terremoto, também podematsibuidas grandezas, como
intensidade, grau de destruicdo e outros.

Compreendendo entdo que o papel da ciéncia é gongtradros explicativos dos
fendbmenos naturais, que estdo em permanente madeingeevolucdo, Caraca entende a
necessidade de tomar um isolado, ao qual correspoatumas qualidades e que “explicar
um fenémeno é dar o porqué da alteracdo das qdaSti@CARACA, 1952, p.119), em busca
de regularidades que permitam a repeticdo e as@i®vido necessarias para o dominio da
natureza pelo homem. Por isso, considera a leralatomo sendo a regularidade de evolucéo
do isolado. Tais leis podem entdo ser qualitatvasquantitativas ou ainda qualitativo-
quantitativas. Considera ainda que ha uma tend@ace o primado da lei quantitativa, em
todos os ramos do conhecimento.

A lei quantitativa se revela na correspondénciaeedbis conjuntos, para a qual a
funcéo é entdo o instrumento a que se recorre. Wipuiacdo da fungdo como instrumento
matematico s6 é possivel com o conceito de variguel, para Caraca, € o simbolo
representativo de qualquer elemento de um conjumimeérico, € permite alcancar a
generalidade sem se restringir a casos particulexpsessos em tabelas de nameros. A
variavel é para Caraca (1952, p. 127), “o simbal@ida coletiva do conjunto, vida essa que
se nutre da vida individual de cada um dos seushremnmas néo se reduz a ela”.

A variavel esta associada a um isolado (o0 conjustwiperior ao do numero. Caraca
também destaca que s6 € possivel introduzir o @onde variavel na ciéncia quando se
superam as ideias que concebem a “permanénciatal@aade. Assim, a correspondéncia
univoca entre duas variaveis que representam dosjumumeéricos é a esséncia desse
instrumento. Para y=f(x), X & a variavel indepeeeny, a dependente. Ressalta ainda que o
conceito de funcdo ndo pode ser confundido comegpeessdo analitica, que é apenas um
modo de estabelecer a correspondéncia entre as/eigtio que também pode ser feito de
forma geométrica. Assim, o proprio conceito de &mcpermite estabelecer uma

correspondéncia entre suas expressoes analitisafenas geomeétricas.
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O conceito de funcdo é fundamental para muitososutampos matematicos, por
exemplo: a analise matematica estuda as propriedsaliga com funcdes de “n” variaveis. No
calculo diferencial e integral, os elementos deleoitlos sédo fungdes; a analise numérica
estuda o controle de erros de avaliacdo de disetipos de funcbes. No caso do
desenvolvimento da é&lgebra, continua a lidar cono@eracdes e relacdes entre funcdes.
(PONTE, 1992).

Em sintese, por meio desse estudo do movimentoribste 16gico das funcdes, é
possivel reconhecer a esséncia da algebra, istoefacéo entre as grandezas de forma geral.
Assim, é essencial para o processo de ensino @édanincorporar a identificagdo entre as
grandezas, a busca por regularidades que possagemseralizadas, o estabelecimento de
relacdo entre as grandezas contemplando a vauatés

No movimento historico e l6gico, observa-se a moaigao do conceito de funcéo e de
variavel. Inicialmente e ainda ndo nomeados senremte 0 estabelecimento de rela¢des entre
grandezas fisicas que variavam e eram interdeptagjenom a elaboracdo de tabelas
numeéricas para 0 registro da variacdo. Posteridenem associacdo de conhecimentos
algébricos e geométricos permite que a variavel iIggjonhecida como as qualidades de uma
curva e, portanto, enfatiza-se o significado gedowétNo estagio atual, a expressao analitica,
a linguagem simbdlica, abriga o conceito de fungdmermite que se estabelecam rela¢des
entre grandezas variaveis de naturezas distintasédicas, matriciais, vetoriais e outras).

E necessario destacar ainda a importancia do moas generalizacdo da relacéo
entre essas grandezas para a compreensao do coahecalgébrico. Assim, o estagio atual
simbdlico ndo se caracteriza somente por um estdgimudanca da linguagem, mas sim
como um estagio que carrega em si, e de formatigade, o processo de estabelecimento de

relacdes entre grandezas de forma geral, desedu@wa longo da histéria humana.

4.3.2 As func¢des nos programas curriculares

A énfase no estudo de fun¢des como topico do emnmatematica € indicada pelo
NCTM (1989). A nocao de funcao pode ser trabalhamasituacdes em que se analisa a
dependéncia das grandezas, se trabalha com tabekesnas de coordenadas. Felix Klein
(1849-1925) considera que o pensamento funcioaabléia central do ensino de matematica
(EISENMANN, 2009).
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Na proposta curricular do Estado de S&o Paulo (2@88unc¢des sao apresentadas aos
estudantes a partir do volume 2 do 1° ano do EnMladio. Nesse momento, elas sdo
apresentadas como relacdes de interdependénaageatdezas.

Duas grandezas x e y podem variar de modo intendepée, de tal forma que seus
valores assumam valores inter-relacionados. Quatawando variarem livremente

os valores de uma grandeza x, notamos que os salereutra grandeza y também
variam de tal forma que a cada valor de x corredpam e somente um valor de vy,

entdo dizemos que y € fungdo de x; dizemos aindxdua variavel independente e
y é a variavel dependente. (SAO PAULO, 2009e, p.3).

Identificam-se entdo o que seriam as grandezagagiemte proporcionais e a
manutencdo do valor constante da razdo entre gdag, que surja a funcdo de 1° grau.
Seguem-se exemplos de fungBes que relacionam gasairetamente proporcionais e o
estudo do gréfico desse tipo de fungdes. Introdua-expressdo analitica f(x) = ax + b e
recorre-se a mais exemplos para compreensédo dusrdtes da fungcédo de 1° grau também a
partir do estudo de problemas e graficos.

A funcdo de segundo grau € introduzida de formaebente com exemplos de
relacdes de interdependéncia entre duas grandezgsemn que y é diretamente proporcional
ao quadrado de x e estudam-se os deslocamentasiitais e verticais no grafico da funcgéo.
Discute-se também o vértice, as raizes da funcapresentam-se situacOes-problema de
MAaximos e minimos.

Ainda no 1° ano do Ensino Médio no volume 3 (2008firesentam-se as func¢des
exponenciais e logaritmicas e busca-se a articulag@ire elas, considerando que se
distinguem por uma troca de posicdo entre as \&ESAEM y = § x € a variavel
independente; em xleg_v, y € a variavel independente e tem-se a funcaaritogica.
Apresentam-se situagdes concretas envolvendo expiare e logaritmos Entende-se ainda
que a funcao exponencial auxilia a descricdo denfemos de natureza néo linear. Espera-se
que os alunos assimilem as caracteristicas ba&daagraficos das fungbes em relagdo aos
momentos em que sao crescente ou decrescenteeSegarconstrucao do grafico da funcao
exponencial e da logaritmica em um mesmo eixo gaease perceba a simetria em relacédo a
bissetriz dos quadrantes impares

No volume 1 do 2° ano do Ensino Médio, o foco siuacdes trigonométricas e ha
uma preocupacdo em que os alunos percebam a wleckssiesse estudo. Entende-se que as
funcdes trigonomeétricas podem ser apresentadagiadeexperimentos e permite analisar a
periodicidade de diversos fendmenos. Sugere-setémne forma de tratamento que apresenta
o0 estudo dos graficos y = senx e y = cosx apésunlesle equacdes e inequacdes. Entende-se
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que “A inversdo, nesse caso, com o estudo dasdsrsghdo realizado concomitantemente ao
dos demais conceitos, permitirhd associacoes ebgdieintre a periodicidade observada e o
modelo matematico escolhido, de maneira que o esphatlera desenvolver-se sobre
contextos significativos para os alunos” (SAO PAUYR008e, p.9).

Assim, inicia-se 0 processo de aprendizagem apsewm movimentos periodicos,
em particular do movimento do Sol, acompanhandaa pEeriodicidade medindo-se o
comprimento da sombra.

No volume 3 do 3° ano do Ensino Médio, retomam-sstado de fungdes de forma
ainda mais sistematizada principalmente em relagd@onstrucdo dos graficos e a
compreensao de formas de crescimento e decresoimEntende-se que “Com isso, a
possibilidade de utilizacdo de funcdes para a ceemmdo de fendbmenos da realidade
concreta sera ampliada, e os alunos poderéao apceormais nitidez a riqueza da linguagem
das fungées” (SAO PAULO, 2008d, p.10).

Sugere-se, para tanto, um olhar “funcional” pacarsstrucéo de gréficos das funcgoes,
isto é, que eles ndo sejam construidos ponto & pumtplano cartesiano, mas a partir de
translacbes, ampliacdes, reducdes e outras tramsfées dos graficos basicos das funcdes ja
conhecidas. Além disso, espera-se que o0 estudgyidisos permita a visualizacdo das
variacOes entre as grandezas e a identificacastelalos de crescimento e decrescimento, e

pontos de maximo e minimo.

4.3.3 Em busca de nexos conceituais do tépico “fuies”: no curso com professores

Durante o curso de atualizacdo com os professones,das acdes propostas foi a de
organizar um mapa conceitual sobre o téficiuncdes. Destacando o movimento da
pesquisadora como sujeito da pesquisa, pode-sesangle, apesar de usar a expressao
“mapa conceitual”, na verdade, se pretendia é quante a discussdo com os professores
fossem revelados os nexos conceituais compreendidioe as funcbes. Entretanto, por
considerar que “nexos conceituais” ainda néo fagiarte do vocabulario dos professores, foi
usada a expressao “mapa conceitual”.

Outro destaque a ser feito da posicdo da pesquésa#o“sujeito da pesquisa” é de
gue no momento de organizacdo, planejamento eaeab do curso com os professores,

pressupunha-se a importancia do estudo do movinmsttarico e I6gico dos conceitos para a

“0Optou-se por fazer referéncia ao termo funcées cotdpico” e ndo como “conceito” na anélise daspmstas
curriculares e da fala dos professores, por seidenag que € no processo em movimento que seravpbss
reconhecer como realmente as funcfes tém siddaste processo de ensino.
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organizacdo do ensino. Entretanto, ndo havia @daesz relagcdo ao papel da esséncia do
conhecimento algébrico, conforme apresentado nibubap desta tese. Portanto, as questdes
feitas aos professores e as interferéncias nassgi@es também revelam o movimento da
propria pesquisadora na apropriacdo e compreensamodimento historico e logico do
conhecimento algébrico e sua esséncia.

A orientacao inicial dada aos professores foi aqde divididos em subgrupos
criassem uma lista de palavras-chave relacionadagstudo de funcgdes. Inicialmente
separados em duplas e em trios, 0s professoresvesam palavras que em sua concepcao
estivessem associadas a nogao de funcdo. Foi &kplgue as palavras deveriam ser escritas
uma em cada folha para que depois conjuntamende flaborado o mapa, estabelecendo as
relacdes entre tais palavras. Nesse momento, afesporas ja haviam iniciado a leitura do
texto de Caraca (1952), proposto no curso, e, mortéoi possivel perceber influéncias desse

texto sobre as palavras que elas escreveram.

O subgrupo 1 registrou as seguintes palayras Cmsjunuméricds, Grandezas,

grandezas dependentes(relacdes, regularidadespsedip que representa essa dependéncia

ou regularidadé¢s, consequéncias (previsdes). Esisgrupo, a partir de uma de suas

integrantes, também acrescentou outras palavess,seia fala destacaram:

A Emilia que colocou, ela comecou a falar assimisnoar menos seguindo o
raciocinio do texto que elas leram (Caraca), eatdpalidade e a quantidade, a
qualidade seria a interdependéncia das grandezgsamtidade seria o registro
numeérico da coisa, a intensidade — ai ela pens@omonto numérico e a relacao, a
tal da interdependéncia. (Monica, F26, FV7, 00:01L:0

Entdo, esse mesmo grupo acrescentou as palavradidage”, “quantidade”,
“conjuntos”, “relacdes”.

O subgrupo 2 registrou: “identificacdo de varigVei'dependéncia”, “analise dos
resultados de graficos e tabelas”, “proporcionadkia

O subgrupo 3 registrou as seguintes palavras: faEpeia’, “relacdo(=%)”,
“proporcionalidade”, “representacdo de grandezasijacao”, “constante”.

A partir desses registros foi solicitado aos pmdess que organizassem um Unico
mapa com as relacdes possiveis entre as palaviagirdgn varios questionamentos
originados para a concretizacdo das relacdes maafole um mapa. A intencdo era a de
revelar as abstracdes iniciais dos professore® sobonceito de funcéo, e € possivel perceber
0 quanto é oscilante a compreensdo sobre a cagdtitdele. Nesse momento de trabalho

com eles, foi possivel observar o quanto é nedesgasestigar no movimento historico e
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l6gico dos conceitos e promover discussdes entpeofsssores. A concepcao dos professores
sobre fungdes gira em torno de algumas noc¢Oes gdenp ser consideradas cristalizadas
(grandezas, variaveis, conjuntos e outros). Emtret@juando se aprofundam as discussoes, é
possivel perceber que tais concep¢fes possuem smuiiatos que convergem, mas que
também divergem e isso influencia diretamente garozacdo do ensino.

Assim, considera-se que 0s questionamentos desvawai@nte a discussao sao mais
relevantes para esta analise do que o mapa firafajyproduzido em dois momentos pelas
professoras.

O primeiro questionamento dos professores parainécconstru¢cdo do mapa estava
relacionado ao uso da palavra “conjuntos” ou “cotga numeéricos”. Quando se optou por
iniciar com a palavra conjuntos, a professora Mar{i€26, FV7, 00:03:19) justificou: “Eu
penso assim, quando a gente fala em conjunto ewaigéara conjunto numérico, vocé esta
numa situagdo mais ampla e ai vocé comega a afunila

Nesse sentido, a professora se aproxima do “gacafparticular”’, reconhecendo que
0S conjuntos numéricos sao apenas uma das padsilel, ou particularidade de se falar em
conjuntos, mas com resquicios de uma forte tend@ucensino da Teoria dos Conjuntos.

Em seqguida, a professora Ester (FV7, F26, 00:03cBhkidera a “qualidade” e a
“quantidade” como determinantes do conjunto e cdan€fEla colocou ali ‘qualidade’ e
‘quantidade’, eu acho que isso determina um coojumigente pode determinar um conjunto
através da quantidade e da qualidade”.

As apropriacfes da leitura do texto do Caraca (1982evelaram nesse momento, e
podem ser identificadas na fala da professora. &nuk o isolado a partir de um fenbmeno
natural se obtenha de forma arbitraria, como indieaaca, € necessario considerar as
relacbes (qualidades) que ele possui por meio de semponentes. Nem sempre essas
relacbes se manifestam facilmente, mas se € pbssis@nhecer as qualidades, entdo o
recorte do isolado é cada vez mais preciso, porasdificuldade em identificar o que vem
antes, se o recorte do isolado ou a identificag&oquialidades. Isso se manifesta na fala das
professoras:

Ménica: dependendo do objeto de estudo, do fenbreshmado, entédo talvez esta
guantidade e qualidade viesse antes de conjuntpaédo vocé comecga o que,
também pensando no texto, a agrupar, formar aggleeusam um termo...

[ e a professora se apoia na leitura do texto]

[...] qualidade, quantidade ai conjuntos, vocé amme limitar o seu objeto de

estudo,
[...] o isolado, o0 que o autor chama de isoladtg@mocé vai comecar a isolar

[...] depois ele muda a palavra isolado, ele chdongue...de fendmeno natural
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Emilia: o isolado é o recorte que vocé faz da s&oapor que ndo déa pra estudar o
universo todo.

Essa discussao poderia ser enriquecida, pela gesigua, se no momento ja estivesse
com uma apropriagdo mais desenvolvida e desta@edeéncia do conhecimento algébrico.
Esse momento pode ser considerado como discussas,gyofessores, sobre a identificacao
da grandeza a ser estudada. Nesse sentido é can® mofessora Monica: “talvez esta
guantidade e qualidade viesse antes de conjurgsd. porque € necessario realmente fazer
um recorte da totalidade, identificar o isolado uass qualidades na relagdo com outros
isolados do fendbmeno, e em relacdo aos objetosrd@urfenos pode ser considerado como o
destaque para a grandeza a ser estudada. CondmleTais uma vez que a grandeza é a
qualidade atribuida a um objeto ou fenbmeno que potho ser quantificada.

No momento da discussao, entretanto, o que a [seshjua sugere é que como a
palavra (isolado) ainda ndo estava escrita, s&igssario escrevé-la em uma folha sulfite
para acrescentar ao mapa de conceitos.

A discussdo que se segue é levantada pela prae€sota, que identifica que,
conforme o texto, o "’solado” surge antes da “cieadie” e “quantidade”. Com a concordancia
dos demais professores, o termo “isolado” € colocad mapa antes de “qualidade” e
“quantidade”. Também sédo questionados os regisimsnapa dos termos “grandeza” e
“dependéncia”.

Por que a grandeza é algo que vai medir, seja adwowmo for, € algo que vocé vai
medir, entdo vocé precisa ter o conjunto numépca,depois vocé medir... Por que

0 que é grandeza, grandeza eu penso assim - é&tedoocé pode medir, entdo
vocé precisa ter o nimero antes. (Mdnica, F26, B076:40).

Nesse momento, pela falta de clareza entre comasidae a grandeza nao se resume a
algo que possa ser medido, mas na verdade € aapmldo objeto ou do fendmeno, a
pesquisadora ndo potencializou uma discusséo aitesjessa afirmacédo da professora, que
destaca a necessidade de que exista 0 numero @gatgsandeza, pois considera que a
principal caracteristica desta é “algo que vai miedintretanto, o estudo aprofundado do
movimento histérico e l6gico dos conceitos geraompreensdo de que a grandeza esta
associada, primeiro, a definicdo do isolado, acuaidade e s6 posteriormente existe uma
necessidade de reconhecer se essa qualidade ¥epdssinedicdo, no caso, numerica, 0 que
implicaria a existéncia dos conjuntos numéricomaalestaca a professora.

Dando sequéncia a discusséao, varios termos foraeseqiados pelas professoras e

poderiam ser inseridos: “grandezas”, “grandezas em#gntes”, “representacdes de
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grandezas”. Surge a discussao sobre qual era dicago de cada termo quando foram
apresentados nos subgrupos. Por exemplo, o subggueo apresentou a expressao
“representacdes de grandezas” explicou que estavafarindo aos simbolos para efetivar
essa representacdo. Entdo ja tem consciéncia demamento simbdlico, enquanto o outro
subgrupo entendia que a representacdo de granelazpara eles “a expressao que representa
esta dependéncia”, mas n&o explicitou como issergoder expresso.

Um questionamento que surge e que necessita diagamento vem da professora
Ménica (F26, FV7, 00:08:39): “acho que ai viriadantificacdo das variaveis, [...] antes da
representacdo vocé precisa da identificagdo déwas, ou serq que é a mesma coisa que
dizer grandezas, que vocés acham?”

As demais professoras consideraram que a idewfiftcele variaveis € a mesma que as
grandezas. Nesse movimento de elaboracdo do mageitt@l pode ser observado que o
subgrupo 2, que registrou “identificacdo de vaiigivéi o Unico dos trés grupos que nao
destacou a palavra “grandeza” como associadara®ito de funcdo. Nesse sentido, durante
a discussdo e considerando as demais falas, tarobéoordaram que a “identificacdo de
variaveis” poderia ser compreendida com o que osadegrupos entendiam por “grandeza”.
Entretanto, o estudo tedrico realizado e uma navalis® da pesquisadora destacam
problemas sobre tal afirmac&o. Ao entender grandez® a qualidade de um determinado
objeto ou fenbmeno, podem ser consideradas grasmdgaa ndo admitem variacoes
quantitativas. Entretanto, no caso do estudo dedes e do conhecimento algébrico, é
fundamental que seja realizado, considerando asdgras variaveis, as quais podem ser
atribuidas quantidades.

Entretanto, no momento da discussao, esta relagé® grandezas e “identificacéo de
variaveis” ndo foi mais questionada e o grupo passaiscutir a continuacdo do mapa
associando previsdes a analise de resultados esaghifidades oferecidas pelo fato de se
terem realizadas representacoes gréficas e algébric

Quando nés pensamos em consequéncias uma vezstandecom a representacdo
grafica, com a representagdo através...ah, algébricaps dizer assim, uma vez
que vocé faga a representacdo algébrica, vocé fpede outras dedugdes, entdo se
for a previsédo de custo de alguma coisa, entdo f@maservando o que varia em

funcdo do que, tal ...bolou I& uma expressao alggbeicse eu tiver 100 disso aqui,
200 disso aqui. ( Mbnica, F26, FV7, 00:10:14).

Este foi aceito como ultimo passo do movimentodagendéncia” foi discutida como
uma das possiveis relagbes entre as grandezagstogou-se se o fato de analisar uma

relacdo é analisar uma dependéncia?
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Analisar a relagdo eu acho que é primeiro ideatfifgue existe uma dependéncia, e
depois ali a gente quis dizer qual dependéncisé&[.edexiste a dependéncia sim,
mas o que acontece? Aumenta, € igual, é diferideer, F26, FV7, 00:11;42).

Eu coloquei a relacdo igualdade, desigualdade pcapwlidade, por que uma das
apostilas se ndo me engano a da 82 série traznguiepende do outro e que outro
nao, entao existe uma relacdo. (Helena, F26, F¥1,1%67).

Helena levanta a questdo da necessidade de enmcama representacdo das
grandezas.
Eu acho que esta representacao de grandezas $ajeepinto... grandeza o que é
grandeza, é algo que pode ser medido, entdo vgiEaxsso pro aluno... Como
vocé pode representar isso, ah, o x e 0y, néarniok pensado deste jeito explicar o

gue é o conceito de grandeza, como pode ser repmdse através de letras, de
palavras, simbolos. ( Helena, F26, FV7, 00:13:22).

A discusséo continuou em torno da questao da elded@ependéncia ser uma relacéo
de proporcionalidade, e entdo as professoras fandim que nem sempre as relagbes de
dependéncia sdo de proporcionalidade e citaramgeyemplo, as relacdes logaritmicas. A
palavra “variacdo” ainda ndo havia sido incluidanmapa até esse momento. Questionadas a
esse respeito, destaca-se a fala da professora(E26 FV7, 00:19:27): “Eu pensei na ideia
de constante, o aluno precisa ter este conceitmuagtante e de variagao, [...] neste sentido
esta dependéncia pode ter uma proporc¢éo, podengevariacdo, ou pode ser uma constante
mesmo”.

A compreensdo sobre o termo variacdo, variavellgé que nao ficou claro na
elaboracdo desse mapa pelos professores, nemiquségte em sua reelaboracdo, como sera
possivel observar. O estudo mais aprofundado domeoto historico e 16gico dos conceitos
permitiria outras discussdes, e 0 reconhecimentjudeo termo “variacdo” ou “variavel” esta
necessariamente atribuido a “gquantidade” de umarrdetada qualidade do objeto ou
fendbmeno, no caso a quantidade da grandeza. Fatlesum termo que gera muitas
interpretacbes e ambiguidades. Para Caraca, o teamével € bem-definido, mas nédo o
termo variacdo que apareceu no mapa elaborado sgmotessores. Se considerarmos este
como um conceito central para o conhecimento alggbsurge a necessidade de que ele
esteja claro para os professores em seus curdosnd@cao e nos programas curriculares, e
essa compreensdo pode ser atingida pelo estudfurgado de seu movimento histérico e
l6gico.

So6 é possivel compreender uma grandeza variavgueuadmite variacao, se ficar

clara a necessidade de identificar tal grandezgagiona-la a outras. Entretanto, durante a
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discusséo com os professores, um subgrupo exgwewntendeu que a variacéo se relaciona
ao comportamento da funcdo e deu o exemplo deelirda variacdo do x, posteriormente
identificam isso como uma consequéncia. Nesse panmeomento, € a professora Helena
que explicita o posicionamento da palavra “varidgitconstante” no mapa.
Depois das ‘grandezas’ antes da ‘rela¢do’. Porqgenée vé as grandezas e vé se
elas estdo variando, depois que a gente vé sesthis variando a gente vai analisar

a relacdo que existe, e a gente analisa se esta ¢elacdo de dependéncia ou nao.
(Helena, F26, FV7, 00:23:50).

No desenvolvimento da pesquisa, e dos estudosuapexios sobre o movimento
histdrico e légico, considera-se que essa falardfegsora se aproxima e destaca a esséncia
do conhecimento algébrico associado ao estudopootéuncdes. A professora reconhece a
necessidade de identificar as grandezas, verificaro estas variam. O que nao fica claro
para a professora € que esse mesmo reconhecinegrarmtieza variavel ou da variacdo de
uma grandeza depende da relagdo que se estabeleceutra grandeza. Posteriormente
destaca que deve surgir a relacao de dependénnioou

Conforme os estudos realizados, € essencial pareontecimento algébrico,
estabelecer a relacéo entre grandezas de formia grartir dessa compreenséo e de posse
dos dados do curso com os professores, pode-sacdesjue ndo é suficiente somente
reconhecer as grandezas (a qualidade atribuida ahjeto ou fendmeno), mas esta é
condicdo necessaria para o desenvolvimento do conéeto algébrico. Também néo é
suficiente que se estabeleca uma relacdo partiewiale uma grandeza e outra (0 que
caracterizaria uma medicao) e a determinacdo dessiggdo, entretanto mais uma vez esta €
uma condicdo necessaria. Para que realmente o ciowmo seja caracterizado como
algébrico e ndo como aritmético, ou geométricafigino e outros, é necessario que a relacéo
entre essas grandezas variaveis seja estabelexittanda geral, e, nesse sentido, atenda a
infinitos casos particulares.

A Figura 6 apresenta o mapa elaborado pelas povéessobre o conceito de fungdes.
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igura 6 - Foto do mapa organizado pelas professmiare o conceito de funcao.

O mapa (Figura 6) foi retomado no oitavo encontnm ©s professores. O objetivo era
que os professores pudessem repensar 0s conaegtdergm utilizados nesse mapa inicial e
impor-lhe um movimento estabelecendo novas relagdasxos a serem contemplados para
apropriacdo dos estudantes do conceito de fungdtpe B construcdo do primeiro mapa
(Figura 6) e sua retomada (Figura 7) foram aprasestno curso alguns elementos histéricos
envolvendo func¢des na forma de eslaides, uma didousobre a apresentacao de funcao nos
programas curriculares do Estado de Sao Paulo,doeno novas discussdes a respeito do
texto de Caraca (1952). Um elemento “inesperadajue provocou muitas alteracdes no
mapa inicialmente elaborado foi a presenca da gsofa Suzana, no segundo dia de
elaboracdo do mapa. Ela ndo estava presente nontmae elaboracao inicial e possui uma
concepcao de algebra que se diferencia de variasiraa das concepcdes que predominam
entre os professores e nos programas curriculasssm, nesse momento, suas insergoes na
forma de comentarios e alteracdes no mapa foradopi@antes.

A primeira questdo levantada, para dar movimentanapa, partiu da professora
Ester, que questionou o fato de a relagdo de déperad ndo ser somente de
proporcionalidade, e assim foram acrescentadas egua ras dependéncias relacionadas ao
periodo, e outras nao lineares.
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QUALIDADE QUANTIDADE
CONJUNTOS
CONJUNTOS NUMERICOS
PROPORCIONALIDAD
GRANDEZA E
— RELACAO DEPENDENCIA ANALISE DE
— VARIAGAO RESULTADOS
IDENTIFICACAO DE GRAFICOS
DE VARIAVEIS GRANDEZAS E TABELAS
CONSTANTE DEPENDENTES
CONSEQUENCIAS
— ( previsao)
REPRESENTAGAO

DE GRANDEZAS

Figura 7 — Mapa de relagao entre conceitos elabqralhs professoras.

Questdes sobre o isolado, sua determinacdo epfuacdo nas questdes de ensino
foram também consideradas. E necessario esclayeea isolado, conforme interpretacéo de
Caraca (1952), é determinado como recorte de udnfeno natural para fins de estudo da
ciéncia, no qual se reconhecem seus elementos quadislades entre eles, bem como a
possibilidade de quantificar na tentativa de camstim quadro interpretativo da realidade.
Nas situacdes de ensino, € possivel também esaainateterminado isolado, e apresentar
esse movimento de estudo da ciéncia, que constitmovimento historico e ldgico dos
conceitos; entretanto, em geral, no ensino se ama@s fendmenos de aplicacdo de
conceitos. E 0 que acontece, por exemplo, com mdia situages do “cotidiano” usadas na
escola. Essa confusao se apresentou na discusedsquofessoras.

A professora Emilia revela uma compreenséao daréede Caraca e a necessidade de
explicitar a fluéncia dos fenbmenos aos estudaatdg;: “[...] a gente pula esta etapa de falar
pro aluno que a gente esté recortando uma situdgdada real, por exemplo, a vida esta
acontecendo como um organismo Vivo, e a genteeeairtar uma situacao que é o papel do
isolado [...]” (Emilia, HV1, H2, 00:12:10). Por oatlado, a professora Carla associou e deu o
exemplo de um problema relacionado ao trabalhasiderando que a melhor apropriacéo dos
estudantes se deu em funcao de a situacao recedtalaelacionada ao dia a dia deles.

[...] eu tenho um exercicio de trabalho, o funciandem o fixo e vai ganhar o
percentual em cima do total de vendas que vai famerpessoal entende
melhor[...Jcom isso eles conseguiram relacionar nreth@ariavel com fixo, uma
situagdo do dia a dia deles]...]Jeu acho que elem@atam melhor por que é o dia

deles|...].e ai eles comecaram a relacionar com umgdib dos pais, [...] eles
captaram melhor a relagdo fungéo do que so6 o arlaCH3,HV1, 00:14:09).
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O fato de ser uma situacéo do cotidiano, ndo éeaquante a melhor apropriacédo dos
estudantes, mas sim o fato de, por conheceremag&d, poderem destacar o movimento das
grandezas, e realmente compreender a relacao guseeslo estabelecida. A mesma situacéo
do “cotidiano” apresentada para um sujeito quete@ioacesso a ela provocaria 0s mesmos
empecilhos, da falta de atribuicdo de significadosompreenséo de grandezas envolvidas,
caso este nao fosse o foco de atengao do ensino.

A professora Cristina se preocupa em que o isgi@dposto em situacdes de ensino
contemple a esséncia do conceito e questionatisar re isolado € retirar o essencial do
conceito. Para exemplificar, explicita o concei® mlimero, considerando que ha tantos
aspectos que podem ser discutidos, e se questioman “pegar” quando o que se quer é o
controle da variacao de quantidades. Ha aqui wunfusao tedrica e metodoldgica. O isolado
NAo se caracteriza por ser o aspecto essenciabram®ito, mas sim por ser um recorte da
totalidade, que se bem-recortado pode conter,r@®Rgs conceituais tedricos que possibilitem
reconhecer o essencial do conceito. Como orientped® as acdes de ensino de algebra,
destaca-se que, dada a impossibilidade de ensc@rhecimento algébrico de uma so6 vez, se
recortem isolados (no caso desta pesquisa, estdo slestacadas as sequéncias, equacoes e
fungbes) e, por meio deles, sejam destacados @s mexceituais tedricos do conhecimento
algébrico e, na medida do possivel, sua esséncia.

Outra interpretacdo é dada pela professora Estercgmpreende o isolado como o
proprio fenbmeno natural, mas da exemplos em quee@aecortar o que seriam “partes” de
estudo, como se o estudo das partes em separadiigs a constituicdo de um objeto ou
fendbmeno.

O isolado é o fenbmeno natural, foi escolhido obfeano natural, se ele é o
fendmeno ele é consequéncia de alguma coisa qeau§a outra coisa...entéo ele
ndo é isoladol...] o isolado vocé pega como se vvesge uma caixa cheia de
nimeros de uma sequéncia e vocé pega o que tessefr.].entdo a gente vai
analisar s6 os numeros para depois entender a reegu&ntdo vocé precisa
entender partes por partes para depois conseguindsr o todo, eu acho, um

exemplo mais pratico quando vocé comeca a dingité aprende o que acontece na
direcdo, no cambio..[...]. (Ester, H5, HV1, 00:25:10)

Com as diferentes interpretacbes dadas ao termladdsotornou-se necessario
averiguar quais eram as interpretacdes atribuicsa@nceitos de “qualidade” e “quantidade”
e seu posicionamento no mapa conceitual de funédesofessora Suzana apresentou uma
compreensdo proxima ao que Caraca expde, mas e r&f qualidade do recorte do
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fendmend®, e ndo a qualidade dos elementos que compdeexsster(isolado), e estabelece
a relacdo da qualidade com a quantidade. Tambéotiasa qualidade do recorte do

fendbmeno a constituicdo de conjuntos.

Quando eu vou pegar um recorte do fendmeno euspreer primeiro a qualidade
deste recorte e a veracidade... e a ndo é veracitlld ndo, a qualidade dele e o
guanto ele vai me auxiliar naquilo que eu queroinagmar [...] eu colocaria
qualidade ainda em primeiro topico, porque se eureéonheco a qualidade do meu
recorte, eu ndo sei classificar nem quanto conjentdo sei quantificar , eu tenho
gue saber primeiro qual é a qualidade ou mudar eesee de qualidade para
objetividade ou objetivo especifico, ou alguma &aleste tipo....eu ndo posso fazer
um recorte sem ter uma qualidade, por que se n@ereo a no¢éo e sentido do que
estou pensando em fazer, eu ndo posso pegar umdendqualquer, um isolado
qualquer, e dizer que ele compde o conjunto, euigy saber qual é a qualidade
dele, o quanto ele vai me auxiliar e identificatr&alhar com este conceito de
conjunto[...] tem que qualificar primeiro, para depaissociar, vocé s6 quantifica
depois que vocé qualifica...entdo, primeiro eu vefpalidade, que caracteristicas
que eu quero, qual é a qualificacédo dele, a veadeidiele [...] o que vou fazer ai
para que ai sim a partir das caracteristicas edquigls dele eu classifico enquanto
conjunto e depois que eu classifico enquanto comjenconceituo ele em suas
caracteristicas e variaveis partir para uma queatifio e trabalhar numericamente
com isso, mesmo essa identificacdo de variavel gakondo estd num lugar muito
ideal, [...]. ( Suzana, H6, HV2, 00:02:20).

Outro ponto que merece destaque na fala da proéeSszana é a compreensao sobre
0 que é “variavel’ ou “identificacdo de variaveigye néo estava claro para o grupo desde o
primeiro momento de elaboracdo do mapa. A concepedwaridvel da professora difere
muito da concepcado de Caraca, de variavel comemegito simbolico representante da vida
de um conjunto. Por isso, argumenta sobre uma ngadao posicionamento do termo de
variaveis no mapa, pois o que para essa profeésweiavel” esta associado ao que provoca
mudancas ou modificagdes no fendmeno em estudop&@saionamento vai ficando mais
claro em relacéo a isso quando explicita que “vatipara mim é assim, o que interfere nesta
qualidade”, e afirma que nao se trata da variaadiudcdo e nem € numeérica. O seu uso do
termo “variacao” ou “constante” é que se aproxinasndo que é entendido por Caraca como
variavel.

A discusséo sobre “grandezas é retomada quandmfasgora Suzana afirma que
“grandeza na realidade ndo € uma variavel’ e quesi grupo sobre qual era a interpretacao
dada a palavra grandeza no primeiro dia em quepa rfta elaborado. Durante a elaboracéo
do primeiro mapa, 0 grupo, em resposta a uma pergda professora Monica, havia
concordado que a identificacdo de varidveis estassociada as grandezas, mas o

guestionamento feito pela professora Suzana nam gemtra-argumentos ou explicacdes, e

*Para melhor conseguir o recorte do fenémeno, osolado, Caraca (1952) se refere ao aparecimento de
“inesperados”, que conduzem a uma melhor definigiisolado.
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assim nao foi possivel obter o esclarecimento solojee se entende pelos termos “grandeza”
e “variavel”, principalmente. Entretanto, essa megmofessora revela nao ter tdo claro o seu
posicionamento, como é possivel identificar noagdjalque posteriormente acontece entre ela
e a professora Ester (H7, HV3, 00:03:35).

Suzana: para mim, a palavra grandeza eu ja entemmo variavel, por que na
identificacdo de variaveis eu ja estabeleco prestdenque tipo de grandeza estou
trabalhando, o aluno, observa e ja representayveassael € constante ou ndo, entao
eu ja estou dando a grandeza estou representagcindeza diretamente [...].eu
ndo consigo separar grandeza e intensidade porpéxesu estou pensando na
variavel, se mantém constante ou ndo, se ela éartas intensidade dela pode ser
maior ou menor dependendo da situagdo problemamatitamente, qualidade,
qguantidade, representacéo de grandezas [...] sG@rgubtos da identificagdo de
variaveis.

Ester: Suzana ficaria assim, qualidade, em baidantidade, depois ali onde tem
identificacdo de variaveis, vocé faz uma andlisegdendezas para identificar
variavel...

Suzana: eu nao, eu identifico quais sdo as vasidve] impossivel de separar [...]
guando vocé fala para o aluno, a altura varia... siounstantemente ou néo... a
altura ja € uma grandeza e uma variavel.

Ester: [...] por isso eu identifico as grandezasleéino um conjunto que tem
qualidades e intensidades dai eu vou identificgrasdezas que tem neste conjunto

Suzana: altura é variavel ela ndo é grandeza
Ester: mas ela € uma grandeza

Suzana: vocé vai representar depois [...] por meionidade de medida

[..]

Suzana: identificacdo de varidveis pra mim é a raesoisa que representacéo de
grandeza, por que grandeza é uma variavel.

[..]

Suzana: é funcéo, ponto, funcéo é variavel, inddgete se é grandeza ou nao, é
variavel, entdo identificacdo de variavel vocé poolecar se ela € uma grandeza ou
nao [...].eu identifico variavel e pode ser medivelrd@o em relacédo a intensidade
ou gquantidade, é variavel e ponto final. Se eouesabalhando com o fen6meno eu
preciso saber quais sdo as variaveis que ele padEsau vou saber se eu quero
trabalhar quantificando numericamente ou por ndelintensidade, eu nao sou
obrigada a identificar diretamente a grandeza, simas a variavel, dentro desta
variavel eu quero trabalhar com ela quantificandemericamente ou sé
quantificando intensamente [...]. Pra mim varidvabs®d qualquer coisa passivel de
medida ou ndo, e € 0 que eu ensino para o alummeoé uma variavel, varia,
portugués, entdo qualquer coisa que varia é unigavear

Essas dificuldades em estabelecer as relacbes @nttermos ndo sdo puramente
guestbes de linguagem, mas revelam as dificuldenleseituais que existem por tras, nesse
caso, do conceito de funcdo. Observa-se 0 quanterm®s “grandeza” e “varidvel” estdo

indefinidos para as professoras. No comeco dogbala professora Suzana ja indica que ao
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falar sobre grandeza esta concebendo a varidvemesmo tempo identifica altura como
sendo “varidvel, mas ela ndo é grandeza” e ao fioalialogo ainda refor¢a que “variavel, é
isso, qualquer coisa passivel de medida [...]". Ha wonfusdo tedrica que certamente se
reflete nas acdes de ensino. E possivel realmesiaae funcio sem que se esclarecam os
conceitos de grandeza e variavel entre tantos SILomMo esclarecer esses conceitos? Nao se
trata de somente identificar como eles se formamologicamente, mas realmente ter
consciéncia de todo o movimento histérico de suwstioicdo para que ele seja apropriado
CcOmo conceito.

Este foi o resultado final produzido com as relacgéstabelecidas entre as palavras
(Figura 8).

ISOLADO
(RECORTE DO
FENOMENO NATURAL)

QUALIDADE IDENTIFICAGAO
DE VARIAVEIS DO
FENOMENC -
REPRESENTACAO ANALISE DE
QUANTIDADE DE GRANDEZACS SESGUFL'ATQE’%%
(INTENSIDADE
E TABELAS
UANTIDADE
PROPORCIONALIDADE Q
(NUMERICAMENT
DEPENDENCIA -
PERIODICAS
REGISTROS: —
NAO TABELAS, CONSEQUENCIAS
RELACAO — LINEARES GRAFICOS, ( previséo)
INTERDEPENDENCIA EXPRESSAO
ANALITICA,
FIGURA...

Figura 8 — Resultados relacdes estabelecidasapalavras.

44 OS “ISOLADOS” DO ENSINO DE ALGEBRA E A ESSENCIADO
CONHECIMENTO ALGEBRICO

Para alcancar o objeto desta pesquisa, a condtituig objeto de ensino da algebra,
estabeleceu-se como objetivo investigar as relagdige o movimento histérico e l6gico dos
conceitos algébricos e o0 objeto de ensino da &gelMetodologicamente, foram
desenvolvidos dois movimentos dialéticos de analiseridos na dinamica singular-
particular-universal.

O primeiro deles, descrito no capitulo 4, destaxowovimento historico e logico dos
conceitos algébricos, o0 modo como o conhecimentonstituido na experiéncia historica

humana. O segundo movimento, referente ao objetendao da algebra, destacado nos
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capitulos 3 e 5, buscava explicitar principios nége (relacionados ao objeto de ensino) para
um modo de organizag¢do do ensino visando a formagdmensamento tedrico do sujeito ao
se apropriar do conhecimento.

Nesta andlise, o movimento historico e logico dosceitos algébricos foi em
primeiro lugar objeto estudado e pesquisado, eeposnhente caracterizou-se como
instrumento para analisar o movimento de conséitug@o objeto de ensino da algebra.

No primeiro movimento, tomaram-se como ponto detigmrda analise, formas
singulares de manifestacdo do conhecimento algehbaigartir de registros histéricos, por
exemplo, os registros de controle de quantidadéredtes momentos da algebra (retorica,
sincopada, simbdlica), os avancos alcancados apdisliaacdo de Viete e outros.

Ressalta-se que tais formas singulares, definides rdgistros histéricos, foram
aparentemente escolhidas de forma “arbitraria”. ,Masverdade, essa primeira definicdo ja
contém em si uma andlise da histéria mediada partdses sobre as relagdes essenciais que
moveram a histéria da algebra e pelos fundamentostedria historico-cultural que
possibilitaram entédo definir o que seriam os “siaes” nesse processo.

Esses registros foram analisados por suas formakngigagem e pensamento e
processo de formacdo de conceitos, caracterizamlog particularidades determinantes na
constituicdo do objeto da &lgebra. A organizac&sal@analise possibilitou o destaque dos
seguintes elementos: a fluéncia e o movimento temmdo nos objetos e fenbmenos da
realidade objetiva; o controle das quantidadesoth@reto sensivel: 0 movimento dos campos
numericos; o movimento da linguagem e dos modasstducdo de problemas como forma e
contetdo do conhecimento algébrico; o reconheciongatgrandezas variaveis; a necessidade
de generalizacdo de objetos e métodos matemafieds. elementos caracterizados como
nexos conceituais quando relacionados constituemesséncia da algebrarelacéo
guantitativa entre as grandezas variaveis de formgeral (Figura 9).

A partir do que foi revelado como esséncia do cointento algébrico e seus nexos
conceituais, foi possivel avancar para o segundomemto de analise, relativo a constituicao
do objeto de ensino da algebra. Para tanto, forafimidos como formas singulares as
sequéncias, equacdes e funcbes por serem elenrentosentes no processo de ensino e
principalmente por revelarem, em suas singularsiagl@sséncia do conhecimento algébrico.
Como fenbmenos particulares em que se manifesthjatoode ensino da algebra, foram
definidos os programas curriculares, o curso pesfmpara professores da rede publica e as

situacdes enunciadas de ensino.
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Figura 9 — Esséncia e nexos conceituais do conketinalgébrico.

No decorrer das analises, foi possivel reconhecer ap equagbes, sequéncias e
fungcbes podem ser consideradas como instrumentoscoddecimento algébrico que
possibilitam que a relacdo quantitativa entre aadgzas variaveis se manifeste.

Pode-se considerar que, desde tempos remotos, antldade determina incognitas
para solucionar problemas do cotidiano e para ta@etessita reconhecer algumas grandezas e
a relacao entre elas, ainda que tal relacado sagalar, ou seja, destacada apenas para uma
determinada situacao-problema. Assim, as equagiesittiiram o instrumento proprio para
determinar os valores desconhecidos nas situagbbkema relacionando-os aos valores
conhecidos. O aperfeicoamento dos métodos de géspldas equacdes, bem como de seu
registro simbdlico, permite que esse instrumenja ssado ndo sé para resolver problemas
cotidianos e bastante especificos, mas outroserad de ordem geral.

Por sua vez, as sequéncias e funcdes possibilitana gelacdo entre as grandezas seja
compreendida no que a caracteriza como esséncgatamdem em suas particularidades, no
seu movimento. Por meio das sequéncias e funciesessam-se leis gerais da relacao entre
as grandezas, sendo contemplada a variacdo dessalezps. Roque (2013) ressalta uma
diferenca do conceito de funcdo em relacdo ao dagdg. Nessa Ultima, ha uma quantidade

momentaneamente desconhecida e a resolucéo da&iedeato objetivo de encontra-la, mas
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reconhece a diferenca entre as equacdes determinésta significa que é possivel
“determinar” os valores desconhecidos e as “indetexdas”, para as quais se encontram
infinitos valores que variam, de certa forma, efag@ as quantidades determinadas. Nesse
sentido, uma equacdo em x e y também € uma formgpdesentar a dependéncia entre duas
quantidades variaveis, por exemplo, a equac¢ao decursunferéncia a partir das variaveis x e
Y, mas que nao se caracteriza como uma fungéo.

No Quadro 5 destaca-se como se entende que cadalesses instrumentos
(sequéncias, equacdes e funcdes) revela a ess@énoiahecimento algébrico e como se pode

analisar que sdo conduzidos no processo de ensino.

Quadro 5 — A esséncia do conhecimento algébriceeme@do com a organiza¢do no ensino atual

Instrumentos Como se revela a esséncia da algebra Como é tragatb ensino

Para estabelecer uma sequéncia a partjrEidatiza-se a definicdo de uma “lei
elementos quantitativos, € necessameral” pela relacdo entre 0s
reconhecer que grandezas estdo intefementos particulares que aparegem
relacionadas, e de que forma essa relag&o sequéncia, mas ndo se destaca a
ocorre. Compreendendo essa relacaq,idéntificacao das grandezas
possivel gerar uma “lei geral” que | aelacionadas.
expresse.
Uma equacdo estabelece um momerDestaca-se a necessidade |de
singular da relacdo entre grandezas. |[Rorcontrar o valor desconhecido na
isso, por meio dela, é possivel encontragquacdo, por meio de técnicas |de
valores singulares e definidos para cada| uasolucéo.
dos seus elementos. Assim, encontrar o|“kentifica-se a equag¢do com uma
em uma equacdo, denominado conpergunta (SAO PAULO, 2009a),
incognita, significa encontrar o valor gdenas ndo se destacam as grandezas
uma grandeza varidvel, mas que naqueevolvidas, nem a relacdo entre elas.

momento especifico estd definido ainda gesta forma, a equacdo nao| é
desconhecido. entendida como uma forma singujar
da relagéo entre grandezas.
O avanco do estudo de diferentes fungdlle ensino, sdo enfatizadas |as
(de 1° e 2° graus, exponencial, logaritm|cearacteristicas de diferentes func¢des:
modular, trigonométricas e outros) abarcaaa raizes das funcdes, seus graficos,
esséncia do conhecimento algébrico em|smaestudo do sinal da funcdo. As

forma mais desenvolvida. Por meio ddsncdes sdo em geral tratadas camo
funcdes, se identificam e relacionarabjetos com fim em si mesmos,| e
grandezas de  naturezas  diferentaprofundadas matematicamente.
(numéricas, matriciais, vetoriaisEntretanto, o significado de uma
trigonométricas e outras), por meio [deincdo como instrumento para
diferentes opera¢gfes matematicas. O estuonpreender a realidade néo| é
avancado das fungcbes permite que | destacado, e o reconhecimento das
observem propriedades e se criediferentes grandezas e suas relagdes
expressfes gerais que apanhem|se torna um conhecimento em
movimento dos fendmenos na realidadgegundo plano.
objetiva, na medida em que se reconhecem

neles certas regularidades.

SEQUENCIAS

EQUACOES

FUNCOES
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Além de se manifestar nos diferentes instrumentmsahhecimento algébrico, é
necessario considerar que a esséncia da algehebdleser a relacdo entre as grandezas
variaveis de forma geral) caracteriza o conhecimetgébrico, constituindo uma sintese de
varias abstracdes no processo de desenvolvimerdta derma de conhecimento e se
apresenta em seus objetos mais elementares e esaisvaélvidos.

Assim, essa esséncia também ganha movimentoessewblve, no sentido de que na
experiéncia histérica humana se modificam as grasjes relacdes entre as grandezas e 0s
modos gerais de expressar essa relacao.

Nesta tese, entende-se por grandeza a qualidade adjeto, no sentido de Caraca
(1952), ou seja, a relagdo que determinado objetemdmeno mantém com outro objeto ou
fendbmeno. Assim, ndo existem qualidades intrinsacas objeto ou fenbmeno. Se a essas
qualidades podem ser atribuidos diferentes graustelesidade (mais que, menos que, maior
que e outros), entdo admitem a variagdo conforqueaatidade.

Dessa forma, pode se considerar que a altura, @rooento, a cor, a espessura, a
largura, a velocidade, a massa e o peso dos olgéatogualidades de objetos isolados da
realidade objetiva. Entretanto, s6 se define aralta largura, a massa e outras grandezas
guando se compara esse objeto a outros, entdo ajéarelacionado a outro. Por exemplo,
ndo faz sentido dizer que um objeto é alto, pa@ssélpode ser assim considerado em relacéo
a outro objeto. Pode-se pensar isso ndo sO pagtospjmas para fenbmenos, sejam naturais
ou nao, e entdo se pode, por exemplo, quantificdve de destruicdo de um furacéo, ou a
intensidade de forca do choque entre dois objetosjmplesmente a quantidade de presentes
em um evento. Estes sdo todos exemplos de grandezas

As grandezas também se modificam e evoluem ao ldagexperiéncia humana e em
funcdo do conhecimento adquirido pelo homem. End@onos tempos antigos, em que o
homem possuia as primeiras abstracbfes sobre cadedide conseguia registra-las
numericamente, era possivel contar a quantidagedi®s e de animais, hoje, ja se consegue
guantificar a capacidade de armazenamento de dadaspen-drive

Assim, pode-se considerar um movimento que vaesenhecer nas grandezas dos
objetos fisicos, e em um processo constante deaghste estabelecimento de novas relacdes
entre 0s objetos e fenbmenos; isto €, no propracgsso de conhecimento, identificar
grandezas abstratas, no sentido em que manténasea&in objetos materiais, mas néo estéao
conectadas diretamente a eles. O estabelecimentelais®io entre grandezas geram entao

novas grandezas.
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Dentro do campo do conhecimento matematico, podemtansideradas grandezas
numeéricas, ou seja, aquelas que podem ser idakificpor uma quantidade numérica, mas
também identificar fendmenos aos quais estdo d&tiasuoutras formas de grandezas,
matriciais, ou vetoriais, por exemplo.

O proprio movimento de estabelecer relacdo entsadgzas se intensifica com o
desenvolvimento do conhecimento e se torna cadaneéz necessario estabelecer a relacédo
entre elas de forma geral. Em tempos antigos, agutécnicas e modos de resolucdo de
problemas especificos eram suficientes. Poderiarmasselos casos e valores particulares das
grandezas, ndo sendo necessario tratd-las de mageial. Entretanto, o advento da
industrializacdo, o aumento da producéo, o desemrehto de outros recursos tecnoldgicos
requerem o tratamento das grandezas e da relag@&ecetas de forma geral. Nese movimento,
o conhecimento algébrico é fundamental. Gracae & gue importantes leis de relacdo entre
grandezas podem ser sintetizadas e expressada&xgooplo, as de Newton.

No conhecimento algébrico entdo, a identificacd® glandezas, a compreensédo de
sua variacao, o estabelecimento de relacdo ewmtsekEm como o processo de generalizagéo,
Sao essenciais.

Essa esséncia da algebra, que se faz presenteiversod instrumentos que o
conhecimento algébrico possui para revelar os abjet fendbmenos da realidade objetiva,
(sequéncia, equacdes, fungdes e outros) deve tcimgtobjeto de ensino da algebra.

Entretanto, apesar de estarem presentes nos tosrioficiais, os estudos sobre
sequéncias, equacgdes e variadas fungdes (1° §rgral exponencial, logaritmica, modular,
trigonométrica e outras) durante os anos de edtath, as vezes ndo se pode dizer que essa
esséncia da algebra foi contemplada. Isto porquéestaca o aspecto técnico e simbdlico
nesses estudos e nem sempre sédo enfatizadas @esetaa variacdo das grandezas, bem
como sua representacao de forma geral.

Além disso, € necessario diferenciar o que seriammetagcfes entre as grandezas
estabelecidas algebricamente de outros tipos deded, como de medida. Por exemplo, ao
observar uma formula simples p = 3m, pode-se péaguaté que ponto ela revela
conhecimentos algébricos e a esséncia da algedma r&acionar com o objeto de ensino da
algebra, destacam-se suposic¢des de situacbesdm;an de professores e estudantes.

Situacdo 1: Pedro tem trés moedas ( p = 3m). Nezs® as letras estdo associadas
diretamente ao objeto. Observa-se guseimboliza Pedro e m simboliza moedas. Nédo se

contempla variacéo, a relacdo de igualdade nastabetece. Essa situacdo pode acontecer
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em traducdo direta de problemas para a linguagetanmaica, em que nado se identificam
grandezas.

Situacdo 2: A altura da porta é trés vezes maieragaltura do mével (p = 3m). Trata-
se de uma situacdo de medida. A altura da portalegende da altura do movel, mas pode
ser medida por meio dela. A ndo ser que se estabelaramente a interdependéncia, nao se
pode dizer que alterando a medida do mével seaadtenedida da porta. Nesse caso, ndo se
contempla a variacdo da altura da porta. Se varatura do movel, a relacdo inicialmente
estabelecida com a medida da porta (trés vezes)mnsaioesfaz. Entdo, ndo se pode dizer que
a relagéo foi estabelecida de forma geral.

Situacdo 3: O perimetro de um tridngulo equilageigual a 3 vezes a medida de seu
lado (p= 3m). Nesse caso, identificam-se as grasdégerimetro e medida do lado); é
possivel reconhecer a variacdo (alterando a methdéado, necessariamente se altera o
perimetro), a relacdo pode ser estabelecida deafaenal (p=3m), quer dizer; pode ser
generalizada, considerando que em todo trianguldatero o perimetro € trés vezes o valor
da medida do lado.

Estas sdo algumas situacfes que mostram as cgiadjue podem acontecer ao se
definir o conhecimento algébrico, atualmente carazado pelo uso de letras. Nem tudo que
é simbolizado com letras é conhecimento algébauaontempla a sua esséncia.

Além disso, foi possivel detectar que a esséncieodbecimento algébrico, que pode
ser encontrada nos diferentes objetos e instrumeatdoalgebra (equacdes, sequéncias e
funcdes) para interpretar os fendbmenos da realidaggiva, nem sempre € contemplada no
ensino. A analise que se estabelece nesta tese @ogensino se privilegia como “objeto de
ensino da Aalgebra” os instrumentos desenvolvidos experiéncia humana, suas
especificidades e técnicas de utilizacdo, sendssesstrumentos apresentados como produto
de uma determinada forma de conhecimento, no @soatematica. Mesmo quando se
destacam alguns processos de pensamento, comoeelgatdo, este € destacado como
produto do conhecimento matematico, por exemplo;matematica permite que se
generalizem tais propriedades”. Desta forma, a@el@ntre o movimento historico e logico
dos conceitos algébricos e o objeto de ensino gebe acontece para que no ensino se
destaquem os “produtos” do conhecimento humano.

Entretanto, o processo de apropriagédo destes “[msdocorre quando os sujeitos
estdo em atividade, e, portanto, é necessarianmseestudantes em uma dinamica de estudo

para que se envolvam nesse movimento do conhea@ugrg € historico e logico. Nao se faz
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isso reapresentando toda a histéria, mas destasaadesséncia, revelando no caso a esséncia
do conhecimento algébrico em seus instrumentoa(@gs, sequéncias e fungdes).

Dessa forma, percebe-se que ha relacdo entre ammotd historico e légico dos
conceitos algébricos e o objeto de ensino da &gelas condicdes atuais de ensino.
Entretanto, esta se da no sentido de reconheceroositos do conhecimento algébrico e
apresenté-los ou organizd-los como topicos ou adogede ensino. Ndo foram encontrados
dados que realmente refletissem que os profesparéisipam das discussdes a respeito do
que pode ser considerado objeto de ensino da algebrecebem formacdes para discutir o
desenvolvimento do processo de conhecimento atgebEm relacdo as expectativas que
apresentaram para o curso de atualizacdo promoapknas uma professora indica “rever
teoria”, e os demais destacam os procedimentosdalétficos e didaticos para o ensino de
algebra. A definicdo do objeto de ensino da algeiaé uma necessidade ou uma questao
em discussao para esses professores. Entendetadasesque a auséncia dessas discussdes
entre os professores e na elaboragédo de programasiares compromete a organizagéo do
ensino, pois se discute sobre a “forma” como unictplgébrico pode ser apresentado aos
estudantes sem estabelecer relacdes, mesmo coam‘cos¢eldo”, ou com 0s impactos que
tal maneira de tratar o “contelddo” e a “forma” detedminado tOpico algébrico impacta a
formacgao do pensamento dos estudantes. Em resposta pergunta da pesquisadora, “Em
relacdo a organizacao do ensino da algebra, sséwmo modificar a proposta atual o que
incluiria ou retiraria, como reorganizaria?”, osfpssores destacaram mudancas na ordem de
apresentacao dos topicos, por exemplo: “[...] pagseonteudo da PA e da PG depois dos
alunos terem estudado equacOes exponenciais (Hdfena, RE6); ou “Tiraria o tema
Conicas: nocbes e aplicagbes” (Sonia, RE6); “Avaacpara debates sobre assuntos
corrigueiros do dia-a-dia [...]” (Emilia, RE6); dua professores indicaram que nao fariam
qualquer alteracdo na proposta, e apenas um profegstacou que, apesar de nao ter
conhecimento da proposta em todos os anos escaareslita“[...] que deveriamos comecar
o assunto [algebra] abordando o conceito de vasav@ntbnio, RE6). Também é
sintomatico o registro de uma professora, “As moeages devem ser reorganizadas pelos
orgaos competentes e que pouco valera a nossacatic(CARIla, RE6), se desobrigando,
de certa forma, a pensar a organizacao do conteudo.

Compreende-se ainda que essa relacdo (entre o emeinhistérico e légico dos
conceitos algébricos e o objeto de ensino da &ygimde ser estabelecida e explorada de
outros modos no processo de ensino, desde quéijradpamovimento histérico e 16gico dos

conceitos algébricos, seja destacada a essénga ftasna de conhecimento. Tendo essa
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esséncia como principio para a constituicdo dotobjle ensino da algebra, podem ser
elaborados modelos que servem para analise dag@iside ensino organizadas e propostas
aos estudantes. E o que se pretende apresentapftale 5 desta tese, por meio de um
modelo elaborado para analisar o processo de dieagén. Além disso, espera-se que o
reconhecimento de nexos conceituais, pelo movimémtrico e légico dos conceitos
algébricos, conduza e oriente acdes de planejamedista forma se revelam como elemento
a ser destacado no processo de formacéo de pnafesBim capitulo 6, apresenta-se a analise
de um planejamento com uma professora em buscavdlar essa esséncia do conhecimento
algébrico, por meio da elaboragcdo de uma situagdndino envolvendo areas, perimetros e

equacoes.



5 UM MODELO PARA ANALISE DO PROCESSO DE GENERALIZAC AO
ALGEBRICA

Os estudos realizados a partir do movimento higidée |6gico dos conceitos
permitiram revelar nexos conceituais teéricos eue ge tem destacado como esséncia do
conhecimento algébrico. Um destes nexos conceitesti& relacionado aos processos de
generalizacdo. Estes sdo destacados em regisstdsidas, nas pesquisas sobre algebra em
seu ensino, em programas curriculares, e també&alandos professores.

No decorrer da pesquisa foi elaborado um “modelarapanalise do processo de
generalizacdo em situacdes de ensino. Para DaWji@®2, p.315), “Os modelos sdo uma
forma de abstracao cientifica de indole espeamlgee as relacbes essenciais do objeto sao
destacadas e consolidadas em nexos e relacBesoguafceptiveis, representaveis por
elementos materiais ou sinalizadores”.

Considerando que existem niveis de generalizagi® tambéem foram revelados no
estudo do movimento histérico e l6gico do conheatmealgébrico, e que estes podem estar
associados a objetos ou processos de pensamenten€do nesta tese de apresentar, com
base nesse modelo, alguns niveis de generalizagérerm destacados nas acdes e situacdes
de ensino. Desta forma, uma possivel relacdo entmeovimento historico e logico do
conhecimento algébrico e o objeto de ensino débédgee da por meio da elaboracéo e uso
desse modelo elaborado.

Durante o desenvolvimento desta tese, reconhecquesa busca por raizes historicas
de desenvolvimento do pensamento algébrico pargpremnder seu movimento (que é
l6gico) ndo se destina a apenas acrescentar fadosantes ou exemplos da historia para a
organizacdo do ensino. Assim, ao sintetizar estiedese analise foi reconhecido como
essencial ao conhecimento algébrico estabelecetagdp entre as grandezas variaveis de
forma geral.

Essa forma geral de estabelecer a relacdo entggaadezas esta necessariamente
associada ao desenvolvimento do processo de geaeéal e também aos processos de
abstracdo e formacao de conceitos, que, confornwydoa (1982), se configuram como
processos de pensamento.

O processo de generalizacdo como forma de pensarpede ser considerado no
desenvolvimento do conhecimento algébrico historamte, portanto associado ao
movimento filogenético de evolugdo humana, e noemedvimento dos processos de

pensamento do sujeito, logo, associado ao processogenético de constituicdo do
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individuo. N&o se considera que 0 processo de gregao acompanhado pelo
desenvolvimento ontogenético repete os passosabesso de generalizacdo reconhecido no
movimento filogenético de constituicAio humana. &atrto, o conhecimento desses
movimentos permite a identificacdo de niveis odges de generalizacdo que podem ser
considerados e desenvolvidos no processo de oggamizlo ensino da algebra. Assume-se
que compreender o processo de generalizacdo algdtariexperiéncia histérica humana até o
momento atual e seu alto nivel de abstracdo ofemementos fundamentais para
compreender o processo de generalizacdo a ser riapimppelos estudantes, em seu
movimento légico de pensamento.

Durante a realizagdo do curso com os professo@@eshouve um momento especifico
para discutir o processo de generalizacdo, magesteeou varias acdes e discussdes, sendo
destacado pelos professores, inclusive como obdgtmsino da algebra.

Além disso, uma das ac¢des do curso era apreseniacwgir com os professores os
diferentes momentos historicos de desenvolvimerdeamcos da algebra retodrica, sincopada
e simbdlica. Nesses diferentes momentos, obsereamigdancas na linguagem e na forma de
pensamento. Os professores foram questionados gobgeie ndo se ensinavam na escola de
atualmente os procedimentos da algebra retéricana professora retoma a questdo da
auséncia de simbolos e linguagem especifica queitpes generalizacdo.

Por que quando a gente chega em valores muito[alipa generalizacéo ela serve
para que?....pra resolver qualquer problema, dgmabda algebra retdrica é que ela

é limitada, a partir do momento em que eu chegaupnvalor muito alto, meu
procedimento fica mais dificil. (Helena, E31,EV8;@2:55).

Outra professora também faz essa associacdo eddei# da algebra retdrica e seu

potencial de generalizacao.

A algebra retérica parte realmente do cotidiangessoa, ele ndo vai se estender
para casos generalizados, ela ndo € generalizpdos s6, [...] A algebra que nés
ensinamos generaliza para n coisas. Ela ndo éasa erb, eu ndo vou medir antes
pra pegar um valor, eu ndo sou obrigada a obseigama coisa antes, ela virou
instrumentadora s6. Esta algebra limita neste dem®il tenho que medir antes, eu
tenho que ter um nimero prévio, para ai sim setausa situacdo. (Suzana, E31,
EV3, 00:03:30).

Retoma-se aqui que o momento da algebra retdéecarria a generalizacbes
realizadas a partir da linguagem natural e dos misnélcancava-se o nivel de generalizacao

que permitia gerar métodos de resolucdo para algpns de problemas. Por meio do
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movimento histérico, se reconhece que ocorria ermgdinacdo de métodos, mas ndo de

objetos, que no caso continuavam sendo 0s niUmeros.
Ainda durante o curso, destaca-se inclusive o gueshento de uma professora que

também indicou a “generalizacdo” como objeto deinensla algebra. e se preocupa da
seguinte forma:

[...] 0 que a gente estava questionando é sera@pieseria 0 caso de ensinar ele
primeiro a generalizar? Ter uma aula s6 para apreadgeneralizar [...] a gente

chegou a esta conclusdo serd que nado precisa daulandisso [...]. (Ester, A38,
AV2; 00:22:23).

Entende-se que o processo de generalizagdo ocobre sima base material e,
portanto, como processo de pensamento, as germefmz se elaboram sobre a base das
relacdes do sujeito que séo estabelecidas comjesbfendmenos da realidade objetiva e
sobre conceitos anteriormente elaborados. Destaafondo surgem como um processo
psiquico gerado internamente. Vigotski relacior@aresso de generalizacdo a um processo
de tomada de consciéncia e a formac¢éo de um corstgaerior.

Desse modo, a generalizacdo de um conceito leMeafizacao de dado conceito em
um determinado sistema de relagfes de generalidque, sdo os vinculos
fundamentais mais importantes e mais naturais eofeconceitos. Assim,
generalizacdo significa ao mesmo tempo tomada dsc@ncia e sistematizacdo de
conceitos. (VIGOTSKI, 2001, p.292).

Vigotski considera os conceitos aritméticos comaeé-gonceitos”, sendo 0s
algébricos, os conceitos verdadeiros. Isso fundeaderem que os numeros séo abstraidos a

partir de objetos e os conceitos algebricos sataaties da propria nogcdo de numero, sobre
conceitos.

O pré-conceito € uma abstragdo do nimero a partobfeto e uma generalizagdo
nela fundada das propriedades numéricas do olfpetmnceito € uma abstracao a
partir do nimero e uma generalizacdo nela fundadaodtras relacdes entre os
nameros. A abstracdo e a generalizacdo da minle diferem da abstracdo e da
generalizacdo dos objetos. Nao se trata de um neonv@rsubsequente na mesma
direcdo, ndo é a sua conclusdo, mas o inicio daaum sentido, a transicdo para o
plano novo e superior de pensamento. A generabizal@ minhas préprias

operacdes e dos meus pensamentos é algo superamoeem comparacdo com a

generalizacdo das propriedades numéricas dos sbjaio conceito aritmético.
(VIGOTSKI, 2001, p.372).

Desta forma, o processo de generalizacéo se rea&zéuncdes psiquicas do sujeito a

partir das possibilidades de se realizar sobretabjeu conceitos, e ndo em algumas aulas,
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mas ao longo de sua escolaridade e de sua vidap esamente por meio do processo de
ensino da algebra.

Para a elaboracdo do modelo de andlise do prodesgeneralizacdo em situacdes de
ensino, destacam-se os estudos realizados solpeoosssos de generalizacdo empirica e
tedrica de Davydov (1982) e aqueles realizadosrtir o Enfoque Ontossemiético, que

acrescentaram elementos para a constituicdo dolmaigetizados nos proximos itens.

5.1 OS PROCESSOS DE GENERALIZACAO EMPIRICA E TEORIEM DAVYDOV

Davydov (1982) considera que os processos de dzaeén, abstracao e formacao de
conceitos sdo as principais formas de pensameestabelece distingdes entre 0s processos
de generalizagdo tedrica e empirica.

A generalizagdo empirica é associada em psicolegiédatica, como processo ao
movimento de descrever as propriedades de um oin@itdidualizado e associa-lo em uma
classe de objetos similares, e como resultadotéaghe das caracteristicas que se repetem de
um objeto.

No caso da generalizacdo, por um lado, tem ludarsaa e a designacdo com uma
palavra de determinado atribuitavariante entre a diversidade de objetos e seus
atributos; e por outro lado, a identificacdo dogetls da diversidade dada com

ajuda da caracteristidgavariante escolhida. (DAVYDOV, 1982, p. 13, grifos do
autor, traducéo nossa).

Em exemplos matematicos:

a) 1° exemplo: O reconhecimento de triangulos entexahtes figuras pode acontecer
por meio da identificacdo de quais figuras tém k@®s. Entretanto, esta € uma
identificacdo em relacdo ao que é visivel. Se pdroolado pensarmos que na
programacdo de computadores, essa identificacadaspela representacdo de
pontos e pela relacdo entre as distancias entie mmitos, identifica-se que a
relacdo ndo se estabelece so6 pelo que é visivelpangropriedades do triangulo;

b) 2° exemplo: Um aluno que faz o reconhecimento da equacéo do segundo grau
apenas pela identificacdo de um expoente 2 podéémmestar fazendo um
procedimento empirico de generalizacdo cuja ideatifio se da somente pelas
caracteristicas visiveis da representacdo e padsrémhar a erros conceituais; por

exemplo, ele pode identificar como equacgfes denskggrau: x3 + x2=0; ou X +
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2 ~ . . ~ .
5 = 22 ou £ = £2, ou n&o identificar como equacao de segundo gigainte

=
equacdo k+ x2-5=x%.

A generalizacdo reconhecida por Davydov como epgigsta associada a um
processo de abstracdo e formacdo de conceitosagu@ein € empirico. Assim, segundo
Davydov (1982, p.15), “com base em um grande nuneeo fatos adequadamente
selecionados, nasce a ideia abstrata, generalgad®ium dos atributos que estdo associados
ao conceito”.

Nesse tipo de generalizacdo, o “geral” € uma gadédescolhida dentro dos objetos e
isolada de suas outras qualidades. Esse geraidb gddtla comparacdo de atributos e, desta
forma, deve estar presente em todos os casoscldargs”. O geral é definido por uma
palavra ou expressdo. A abstracdo advém da idem#o do geral, considerando o que é
comum aos casos particulares. O processo de geacéa, assim, esta também relacionado
ao processo de intuicdo e percepc¢do a partir dgmips objetos ou de suas representacoes.
Mas o que garante qual € a abstracdo essencialafime o conceito? Os objetos possuem
diferentes atributos e o que define quais os esssrequais os superficiais, ndo é o atributo
em si, mas a relacdo que esse objeto possui cawsanljetos e a acdo humana realizada
sobre ele. “E notdrio que a esséncia ndo coincatespu contetido com os fendmenos e
propriedades dos objetos, dados diretamente” (DARYD1982, p. 93).

[...] na generalizacdo conceitual empirica, nao separam justamente as
particularidades essenciais do objeto, a conex@anm de seus aspectos. Dita
generalizacdo ndo assegura, no conhecimento, aagépados fendbmenos e a

esséncia. As propriedades externas dos objetospmréncia, se tomam aqui pela
esséncia. (DAVYDOV, 1982, p.105).

Desta forma, o uso de palavras (que séo identde@admo conceitos) acaba por dar a
experiéncia sensorial a forma de generalidadeathstr

Por sua vez, em relacdo ao pensamento teodricgetoatp conhecimento € estudado
em movimento; € matéria das transformacfes meafaéstence a um sistema de relacdes. O
pensamento tedrico opera mediante conceitos ¢ea#if Formar um conceito significa
reproduzir mentalmente seu conteldo e compreengkeresséncia. Assim, o conteudo
especifico do pensamento teérico é “[...] o domini® dendmenos objetivamente inter-
relacionados e que constituem um sistema inte(AVYDOV, 1982, p.306).

Por meio das acles perceptivas sensoriais é pbsapar o objeto tal como ele é;
como ja existe. Entretanto, para revelar como bégou a vir a ser 0 que é, é necessario

revelar os nexos internos e que nao sao observéists € a funcdo do pensamento teorico:
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“[...] é abarcar toda a representacdo em seu monaneu seja, expressar todo o conjunto dos
dados sensoriais em desenvolvimento, e para issecéssario 0 pensamento dialético”
(DAVYDOV, 1982, p.328).

Isso € possivel pelo método de ascensdo do abstratoncreto. Na l6gica formal
tradicional, o movimento é do concreto ao abstrato,concreto é entendido como o objeto
sensorialmente perceptivel ou sua imagem graficaabstrato sdo as propriedades soltas
desse conjunto de objetos e consideradas de foaepeéndente.

A abstracdo, que é forma do pensamento tedridust@ocial ou essencial), gera o
abstrato por meio de um processo de andlise quadda as diferencas existentes no objeto
ou fenbmeno, a esséncia destas. O abstrato geesmf@ fbrma €, portanto, algo simples,
desmembrado e ainda ndo desenvolvido, mas quessapaeesséncia que garante a unidade
de todas as separacdes que se produzem. E o quddDg982) denomina como “célula”.
Esta ndo pode ser revelada somente sensorialnnes$esim nas relacdes e mediagdes dentro
de um sistema. “Resumindo, estas propriedades sk@aeho inicial podem expressar-se
assim: unem uma relacdo historicamente basicayachidria, simples e substancial do
concreto reproduzivel” (DAVYDOV, 1982, p.339). Asésacia sO pode ser revelada no
processo em movimento, estd oculta a observac@addos fendbmenos. “Conhecer a
esséncia significa achar o geral como base e conte finica de uma certa diversidade dos
fendmenos, e logo mostrar como esse ente gerahde&eo surgimento e a interconexao dos
fendbmenos, ou seja, a existéncia do valor conc(&avVYDOV, 1982, p.347).

A revelacédo das contradi¢cdes nesta célula e andiesgdo de um método de solucdo
de tais contradicbes em um processo de sintesetaieo pensamento do abstrato ao
concreto. O que se entende por concreto, aquié mAconcreto palpavel, mas sim o concreto
que existe na relacéo entre as coisas singulareleée a conexao destas com o geral. “O
abstrato e o concreto sdo dois momentos na decogipodo objeto mesmo, da propria
realidade refletida na consciéncia, e que grac&s@ pois sdo momentos derivados da
atividade mental.” (DAVYDOQOV, 1982, p.341).

Os processos de abstracdo e generalizacdo sao sfodmapensamento nesse
movimento de ascensao do abstrato ao concretoaPglila¢cado, 0 homem desarticula e retém
mentalmente a especificidade da relagdo real daascque determina o estabelecimento e a
integridade dos diversos fendmenos. Pela genegabzaestabelece nexos reais dessa
particular relacdo desarticulada com os singulBme8menos particulares que surgem, assim

revela seu carater geral, reduzindo os fenbmebase&Unica deles.
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Desta forma, o geral ndo se separa do especiadjelai, mas se expressa por meio do
outro. O geral contempla a diversidade do singellarsingular subsiste no geral no processo
de reproducéo do desenvolvimento do objeto em faleneonceitos. O conceito tedrico deve
revelar a autenticidade da reducdo dos fenbmenasmaabase geral e, assim, constituir a
generalizagao essencial.

Assim, pois, por seu contetido o conceito tedricarege como reflexo do nexo do
geral e do singular (da esséncia e do fendbmen@&)aefprma, como procedimento
dedutivo do singular a partir do geral. Este prouedto se baseia na especificidade
da interconexdo dos fenébmenos dentro do sistema datb carater homogéneo

dessa interconexdo em todos os niveis de asceos@mereto. (DAVYDOV, 1982,
p.357).

Esse processo permite a explicacdo das conexdefemtrmenos observados e “[...]
permite inferir teoricamente umas leis de outrasinascomo fundamentar teoricamente
relacbes de dependéncia estabelecidas por proggdsnempiricos e demonstra-las”
(RUBINSTEIN, 1965, p. 165). Assim,

O conteudo do pensamento tedrico € a existéncisatizatia, refletida, essencial. O
pensamento tedrico é o processo de idealizacdanddos aspectos da atividade
objetivo-prética, a reproducdo, nela, das formasveusais das coisas. Tal
reproducdo tem lugar na atividade laboral das psssomo peculiar experimento
objetivo-sensorial. Logo, esse experimento adqe@mda vez mais um carater

cognoscitivo, permitindo as pessoas passar, c@ampd, a realizar os experimentos
mentalmente. (DAVIDOV, 1988, p. 125).

De forma sintética, o conhecimento empirico baseiano objeto e suas
representacdes, estabelece o processo de gergfalipamal das propriedades dos objetos,
baseado na observacao, na percepcéo. Busca umeegaole formal comum a um grupo ou
classe de objetos que revele as propriedades fispedndividuais. Permite a sistematizacao
e classificacdo de objetos. Seu produto, o “cooteimpirico do objeto, é apresentado por
meio de um termo, de uma palavra que descreveetoobj

O conhecimento teorico, por sua vez, busca a ®legée as coisas, 0s objetos no
interior de um sistema. Também se baseia ha p&taafus objetos, mas busca neles, mais do
que é externo, visivel, busca as rela¢gfes entie mogriedades. Seu produto, o “conceito”
tedrico do objeto, concretiza-se por meio da t@nshcdo do saber e € expresso por
diferentes meios da atividade intelectual.

Se 0 homem examina o fendmeno ou o objeto semaré& com um certo todo,
como extrinsecamente separado e independente, sesfe pois conhecimento
abstrato, por mais detalhado e graficamente calagite seja, por mais ‘concretos’

gue sejam os exemplos com que se ilustre. E vicsayguando o fendmeno ou o
objeto se tomam formando unidade com o todo, sel@st em conexao com outras
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de suas manifestacfes, em relacdo com sua essémia, fonte (lei) geral, se trata
de conhecimento concreto, ainda que se expresseagma de simbolos e signos,
mas ‘abstraidos’ e ‘convencionai®AVIDOV, 1988, p.352, grifo do autor).

O mesmo objeto pode ser assim captado em sua fayma conhecimento empirico
(se forem analisadas suas caracteristicas exteeadislade autbnoma fora de um sistema) ou
como conhecimento tedrico, se 0 objeto for anatisad sua concretude, considerando que o
concreto se manifesta como sintese de muitas cigéisie que:
O concreto no pensamento é o conhecimento maisurEiofe substancial dos
fendbmenos da realidade, pois reflete com o seueadnt ndo as definibilidades
exteriores do objeto em sua relacdo imediata, Be#ss contemplagdo viva, mas

diversos aspectos substanciais, conexdes, relagfiessua vinculacdo interna
necessaria. (KOPNIN, 1978, p. 162).

Essa diferenciacdo entre os processos de gene#alj2digotski também anuncia, mas
diretamente relacionada as diferencas entre addgimal e a dialética.

Aqui aparece a diferenca entre a l6gica formal légica dialética na teoria do
conceito. Para a légica formal, o conceito ndo téaocbisa que uma representacéo
geral, que se origina como resultado da distingélaumia série de caracteristicas
comuns [...] O caminho da generalizagcdo €, portamto caminho que leva da
rigueza da realidade concreta ao mundo dos cosceaii reino das abstracfes
esqudlidas, separadas da vida real e do conhecimemt. Pelo contrario, para a
I6gica dialética o conceito se revela mais ricocdateldo que a representagao,
posto que a generalizacdo ndo € a separacao atecttcas singulares, mas sim a
revelacao dos vinculos e relagdes de um objetoapoutros, e se o0 objeto ndo se
revela verdadeiramente na vivéncia direta, masesintoda a diversidade de nexos e
relacdes que determinam seu lugar no mundo e suex&0 com o restante da
realidade, o conceito é mais profundo, mais adequado a realidade; é o reflexo mais

auténtico e pleno da mesma que a representacd@@ONSKI, 1997, p. 230, grifos
Nossos).

Nos estudos sobre a generalizacdo como Davydov rasaapa, podem ser
identificados os pares dialéticos (abstrato/congretinalise/sintese; material/ideal;
particular/geral), que posteriormente se transfoamaem bases sustentadoras do modelo de
analise da generalizagdo em situagdes de ensino.

Sinteticamente, na forma de conhecimento empiaicelacdo entre os objetos ndo € o
fundamental. O processo d@alise permite catalogar objetgsarticulares soltos que sdo
comparados por meio de uma propriedade formalmgeatal, que é identificada por um
processo dsintese O concretoe omaterial se confundem, e abstrato € considerado como
o ideal, desvinculado das relagcbes do homem com os olgd®menos.

Por sua vez, na forma de conhecimento tedricdagae entre objetos e fenbmenos é

fundamental e, pelo processo de generalizacaotemg#s, esses nexos se estabelecem e se
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revelam. “A relacdgeral encontrada medianteaadliseaparece como tal ndo sé por que tem
tracos iguais aos de suas manifestapdesculares, mas sim por que se revela nestas formas
particulares” (DAVYDOV,1982, p.355, grifos do autoPelo processo de anélise sobre os
objetos e fendmenos estudados (bameerial?®) se alcancam as abstracdes tedricas, e a
esséncia dessas relagcbes que revelam também aatraslicdes. Pelo processodietese
0 movimento avanca dabstrato ao concretd®®, que ndo é o material sensivel, mas se
aproxima dadeal, no sentido que explicita llyenkov (1977), comimina das coisas geradas
pelo trabalho humano, e ndo como caracteristicaalaas determinada pela natureza.Assim,
trata-se de um movimento que caminha da cadticarforeto caédtico) representacdo do todo
para a rica totalidade e multiplicidade de deteapies e de relagcdes que permitem
compreender e explicitar a realidade de forma @acfo concreto pensado) e, conforme
Kosik (1976, p.32): “A explicitacdo € um método qumesenta o desenvolvimento da coisa
como transformacao necessaria do abstrato em ¢ohcre

Nesta tese, com a intencdo de realizar a analispraltesso de generalizacdo no
ensino pela via do pensamento teorico, recorreegmstrucao de um modelo que se sustenta
sobre o movimento destes pares dialéticos: ansilisese; geral/particular; abstrato/concreto;
material/ideal. Foi considerado que para operaimutesar, consolidar e transformar os
conceitos cientificos, o pensamento cientificoit®orecorre a modelos, sistemas simbdlicos
e de sinais (que séo historicamente formados) epqgasibilitam o reflexo da estrutura do
objeto (no caso o processo de generalizacdo). &l&dosem si caracterizados com o proprio
objeto, eles sdo formas de abstracdo cientifica mprenitem a expressao das relacoes

essenciais dos objetos que se consolidam em relgcéico-perceptiveis.

*Conforme Cheptulin (1982), baseado nos principicarxistas, as imagens ideais que ndo coincidem
diretamente com as coisas e fenbmenos, thag s@o o resultado da atividade criadora do swijeit
(CHEPTULIN, 1982, p.18). Desta forma, pensamentooesciéncia ndo existem materialmente na realidade
objetiva, mas como imagem dessa realidade e, pmrtam sua forma ideal, como elementos de umalaeiali
subjetiva. Entretanto, & necessario reafirmar quanta relacéo de dependéncia do ideal em relaghataaal.

“Para uma compreensdo mais adequada do movimerasceéesdo do abstrato ao concrétdo primeiro
estagio do conhecimento, no estagio da intuicaa, \@parecem e formam-se conceitos concretos deéeraf
o objeto ou o fendmeno na totalidade de suas mu@dies e de seus aspectos. Mas esse concret@stagse
é apenas sensivel. E uma representagéo desordeaéatiea do todo e, por essa raz&o, o conceitandefse
aqui, com as representacdes, aparece como umaent@edo concreta, sensivel. Depois, quando daujei
conhecedor analisa os dados concretos sensivaisgaca distinguir os diferentes aspectos e progutesidos
objetos estudados e passa do singular para o gemltdo aparecem e se formam conceitos abstra&os g
refletem apenas certos aspectos dos objetos eeddménos. Mas & medida em que o conhecimento humano
em desenvolvimento penetra na esséncia das forsag@eriais estudadas, reproduz na consciéncia,
passando de um elo a outro, todo o sistema dedkgae de relacdes necessarias e internas, ent&rapa
novamente conceitos concretos. Mas esse concretmndrario do concreto que apareceu no estagi@imo
conhecimento, ndo € uma representacdo visual,vetmstadtica do todo; ele reflete a natureza riatetas
formacdes materiais.” (CHEPTULIN, 1982, p.155).
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Para Davydov (1982), os sistemas simbdélicos erdgsssdo meios que o pensamento
cientifico tedrico possui para estruturar e opeaain 0s objetos, idealiz&-los, concretiza-los e
transforma-los. Desta forma, podem ser criadost@bjeealizados que reproduzem aspectos
da realidade para a atividade pratica. Esses abjdealizados sdo os “modelos”. Destaca,
ainda, que os modelos podem ser concebidos memti@me concretizados materialmente. A
partir de seus estudos e pesquisas, considera gjumodelos materiais podem refletir
particularidades espaciais dos objetos (como &0 das maquetes) ou ter semelhanca fisica
com o original, ou ainda reproduzir propriedadesruagais dos objetos (modelos
matematicos e cibernéticos). Considera ainda queanlos mentais podem ser de formato
icbnico (desenhos, croquis, graficos) ou de sidfisulas de equacgdes algébricas).

Todos os modelos séo visuais, e no caso do modaterial deve ainda refletir sua
estrutura. Mas considera que “Resulta dificil oopgma da evidéncia grafica dos modelos de
signos, ja que seus elementos soltos ndo guardaitargiades com o original” (DAVYDOV,
1982, p.314).

O uso de modelos auxilia no estudo de um objeto. $8& meros substitutos deste,
mas espera-se que como abstracdes cientificas,odelonestejam destacadas as relacdes
essenciais do objeto. Nesse sentido, os modelosnp@gr considerados como meio de
desenvolvimento da atividade cognitiva ou como prodessa atividade.

Assim, a constituicdo de um modelo de andlise efeerglizacdo em situacdes de
ensino, a ser apresentado no item 6.2 represesta t&se a possibilidade de concretizar o
estudo tedrico e as investigacdes sobre as relagies diferentes componentes e niveis de
generalizagdo, bem como possibilitar a relacdoeemtmovimento histérico e l6gico dos
conceitos e 0 objeto de ensino da algebra. Commadelo mental, pode ser constantemente
modificado e espera-se que esta seja sua funcasibpibar que professores e pesquisadores
continuamente repensem as componentes e niveigrdgatjizacdo, enquanto recorrem ao

modelo para analisar situacdes de ensino que esmabg processos de generalizagao.

5.2 O PROCESSO DE GENERALIZAQAO MANTEMATICA’A PARTIRO ENFOQUE
ONTOLOGICO E SEMIOTICO DA COGNICAO MATEMATICA

A possiblidade de estruturar um modelo de analisprdcesso de generalizagcdo em
situagbes de ensino foi concretizada dos estudssrimlelos de analise dos processos de
ensino e aprendizagem da matematica, propostoseewsvidos pelos pesquisadores Godino
(2002) e Font (2007), por meio do desenvolvimergdrito do Enfoque Ontoldgico e
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Semidtico da Cognicdo Matematica (EOS). Esses estaidkituras possibilitaram que fossem
geradas as abstracdes necessarias para constitarodelo préprio relacionado ao processo
de generalizacéo, considerando o seu movimentoriciste |6gico e destacando possiveis
componentes e niveis de generalizacao visandoafiiaegdo do ensino.

Assim, os estudos realizados sobre o EOS confaifpuiresta pesquisa para elaborar a
estrutura do modelo de generalizacdo algébricagséentem se descreve uma sintese das
analises realizadas sobre 0 modelo proposto pet® &6specificamente sobre 0 processo de
generalizacdo matematica. Ainda que existam dineigé tedricas em relacdo aos
fundamentos desta pesquisa, que se pauta sobreria hiéstérico-cultural, estas seréo
explicitadas, destacando-se os elementos que lwoingin para a constituicdo do modelo a ser
aqui apresentado.

O EOS parte do que considera uma ontologia de azbjetatematicos e leva em
consideragcdo a matematica como atividade de reéswlue problemas compartilhada
socialmente, como linguagem simbdlica e como untersia conceitual logicamente
organizado (FONT, 2007). Nesse sentido, definetit@ae “objeto” matematico e apresenta
um modelo de analise dos processos de ensino rdigagem da matematica, procurando
identificar os significados (pessoais e instituaishem jogo.

O modelo pretende articular as dimensfes sensotagastemoldgicas, psicoldgicas e
socioculturais em educacdo matematica. Desta faramesidera a diversidade de objetos (em
seu conteudo e expressado); a diversidade de gboscessos semidticos; a diversidade de
contextos que determinam os processos de sem®S&HE3INO, 2002).

Font, Godino e Gallardo (2012) entendem que umaovidescritiva e realista da
matematica estd4 presente nas situacbes de enssw.pbrque 0s objetos matematicos
adquirem vida propria e, independente do tempo esfiIaco, como se hao estivessem
associados as pessoas que os elaboraram.

Nesse aspecto, procuram apresentar o enfoque emtids€o como uma alternativa
para a filosofia da educacdo matemética de umaafoamtirrealista. Assumem que a
matematica € uma atividade humana e que as ergiédayelvidas nessa atividade emergem
das acdes e dos discursos por meio das quais §diessas e comunicadas (postulado
semiobtico). Assim, ser um objeto matematico € eajeite a estar envolto em praticas
matematicas, em que ha a combinacdo de préticastiops (com producdo e leitura de
textos matematicos) e praticas discursivas, queteei a producao e leitura. Baseados em
Wittgenstein (convencionalismo), entendem que otad matematicos sdo processos

produzidos pela mente e que as proposicfes matamaao regras estabelecidas sobre os
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sinais e, desta forma, recorrem aos “jogos de éiggm”. Diferenciando “signo” de “objeto”,
entendem que as formas de expressdo sao tambétosohjatematicos relacionados ao
conteudo de outro objeto.

Nesse sentido, constata-se uma diferenca em redagécspectiva da teoria historico-
cultural, que investiga o produto da atividade hoanem geral, e ndo somente a partir do que
seria identificado previamente como praticas matieas O objeto matematico é gerado
dentro da atividade humana e existem diferenteadsrde representa-lo — mas estas néao se
desvinculam da existéncia de um objeto/conceit@matico como elaboracdo humana. Além
disso, se entende que a forma de conhecimento @dtamnassim como outras formas de
conhecimento, s&o producdes humana para interpoetig; realidade objetiva. No enfoque
ontossemiobtico, por sua vez, a “pratica matematcantendida como a atuacao ou expressao
(verbal, grafica e outras) que alguém (que poderseindividuo isolado ou uma instituicdo —
um grupo de individuos envolvidos com a mesma probtica) realiza para resolver
problemas matematicos, comunicar a solucdo, val@ageneralizar a outros contextos
(FONT, 2007). Os objetos matematicos (tudo aqudoese pode indicar ou fazer referéncia)
sdo concebidos desses sistemas de praticas, queeninccomponentes operativos
(relacionados aos processos de solugcdo dos prabeenaliscursivos (relacionados aos
processos de comunicacdo e generalizacao a oittragdes). Pode-se questionar, entretanto,
0 que se define como “problemas matematicos”paytix dos conhecimentos da teoria historico-
cultural, entende-se que se pode fazer referémesolucéo de situacdes-problema, que requerem
conhecimento matematico. Tais situacdes-problerdamastar relacionadas a outros campos de
conhecimento ou inseridas no proprio campo cieotifiatematico, mas nédo limitadas a eles.

Baseado nas funcdes que os objetos desempenhamratasmas mateméticas, o
modelo do enfoque ontossemiotico propde categeriassume como “objetos matematicos
primarios”:

* Linguagem (termos, expressdes, notacdes, grdfichsem seus diversos registros
(escrito, oral, gestual [...])

» SituacBes- problemas (aplicacGes extramatematgascicios [...])

» Conceitos — definicdo introduzidos mediante deSes ou definices) ( reta,
ponto, nimero, media, funcao [...])

* Proposicdes (enunciados sobre conceitos)

 Procedimentos (algoritmos, operacdes, técnicasidelo [...])

* Argumentos (enunciados usados para validar ouicexpas proposicdes e
procedimentos dedutivos de outro tipo [...]). (FOKT07, p.103).

Assim, nesse modelo, o sistema de praticas detarmisignificado de um objeto

matematico. O significado € considerado entdo cama@onteldo associado a uma
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determinada expressao, pode ser ou ndo uma entigaatal, e € aquilo a que se refere um
sujeito em um momento e circunstancias dadas (GODRI02).

Os seis objetos considerados primarios, apresentaueriormente por Font (2012),
se relacionam entre si formando o que no EOS chHawwfiguracbes”, que podem ser
epistémicas, se relacionadas a rede de objetémiaishais, ou cognitivas, se relacionadas a
rede de objetos pessoais. A configuracdo epistétaicdbém estd relacionada ao termo
“contexto” em uma visdo ecologica, no sentido ene garacteriza o entorno do objeto
matematico. Desta forma, considera-se que esspgotika tedrica € “contextualizadora”, no
sentido atribuido por Lacasa (1994), pois o contexdpresenta os fatos e fatores que
influenciam um resultado se caracterizando como wamiavel independente que interfere na
construcdo do conhecimento.

A elaboracdo do modelo tedrico por meio do EOSa panalisar as praticas
matematicas, suas representacdes e as condic@®es desenvolvimento, também se apoia
sobre cinco facetas ou dualidades sobre as quaisbmtos matematicos podem ser
considerados:  pessoal/institucional;  extensivafsit®;  ostensivo/ndo  ostensivo;
elementar/sistémica; expressao/conteudo.

Outros processos associados as outras dualidadéefetes primarios também sao
estudados, bem como a relacao entre eles. Ao &adbGprocessos, registrados na Figura 10.

INSTITUCIONAL

INSTITUCIONALIZACION

PRACTICAS
OPERATIVAS DISCURSIVA

PERSONALIZACION

PERSONAL

Figura 10 - Dualidades do modelo de analise ddkasdmatematicas.
Fonte: FONT, V.; PLANAS, N.; GODINO, J. D. Modelana el andlisis didactico en
educacion matematiclfancia y Aprendizaje, v. 33, n. 1, p., 2010.
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Nota-se que esses dezesseis processos estdo dssamiaao objeto matematico
(linguagem, situagfes-problema, procedimentos,naegtos, proposicdes, definicbes) ou a

dualidade considerada. Por exemplo, ao objeto nddiem*proposi¢cdes”, esta associado o

processo de “enunciacdo”; ao objeto matematico chminentos”, esta o0 processo de

“algoritmizacao”, e assim por diante. No caso daslidades, encontram-se, por exemplo, 0s
processos de “representacdo” e “significacdo” asdos a dualidade expressao/contetdo; ou
ainda, o processo de “materializacédo” e “idealindca dualidade ostensivo/ndo ostensivo, e
assim por diante.

N&o se pretende nesta pesquisa explicitar os pioscitedricos do enfoque
ontossemiotico, ou mesmo esmiucar a organizacdeuaenodelo. Entretanto, é necessario
considerar que da estrutura desse modelo foi prssienstituir um modelo préprio para
analise do processo de generalizacdo matemateatiados fundamentos da teoria historico-
cultural, considerando pares dialéticos (abstratwieto; material/ideal; analise/sintese;
particular/geral).

Por ser o processo de generalizacdo matematiogpaleste item da tese, pretende-se
destacar apenas a relacdo do processo de gergializam as dualidades e os objetos
matematicos presentes no modelo constituido pétmea ontossemiotico.

O processo de generalizacdo matematica, a partenflsque ontossemiotico, esta
claramente associado a dualidakéensivo/intensivg no sentido em que esta contempla as
dualidades particular/geral e exemplar/tipo. Edsedidades estdo relacionadas a necessidade
de generalizar problemas e solucdes organizandworosstruturas cada vez mais gerais. Na
analise das praticas matematicas, esse modelodeomsique 0 mesmo objeto pode atuar
como “particular” ou como representante de umasela@® objetos e, nesse sentido, “geral”,
dependendo da pratica matematica em que estadoseri

Os processos de particularizacdo-generalizacadd®dstdo associados a dualidade
extensivo-intensivo. Um objeto extensivo é usadma@aim caso particular (por
exemplo, a funcdo y = 2x + 1), enquanto que umnsit® é uma classe (por
exemplo, uma familia de fun¢cbes y = mx + n). OmtEr extensivo e intensivo estdo
sugeridos pelas duas maneiras de definir um canjpotr extensdo (um extensivo €
um dos membros de um conjunto) e por intension o@esideram todos os
elementos de uma vez). Portanto, por extensivo néateos um objeto

particularizado (individualizado) e por intensivana classe ou conjunto de objetos.
(RUBIO, 2012, p.127,128).

Na afirmacéo anterior, percebe-se claramente cas® dualidade esta relacionada ao
que considera como praticas matematicas, consileranrepresentacdo “particular’ ou

“geral” de uma funcdo. Entretanto, pode-se conardejue a representacdo “geral”
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considerada é organizada a partir dos casos gdarésy e da qual reconhecem-se
caracteristicas do conhecimento empirico. A exgmegeral y = mx+n, é a sintese do que é
comum na forma de expressao a familia de funcbed&®dgrau, mas nao destaca suas
grandezas ou a relacéo entre elas.
No enfoque ontossemiotico, 0s processos de gereggab e abstracdo se confundem,
e ndo ha uma distin¢do clara entre os dois, diferéo que acontece a partir dos estudos de
Davydov (1982), em que os processos de generatizab&tracdo e formacdo de conceitos
sdo considerados como processos diferentes denpemisaainda que relacionados. Font e
Contreras (2008) consideram trés tipos de process@eneralizacdo que permitem alcancar
o0 intensivo (a classe de objetos): a abstracaexiedl ou construtiva, a eliminativa e a aditiva.
No processo da abstracdo reflexiva que possui fiagetiana, parte-se da reflexao
sobre acles, objetos e situacdes e sua simbolizaghsentido de encontrar relacdes
invariantes. Essas relagcbes descritas simbolicamadguirem certa independéncia. Pela
andlise do EOS, uma caracteristica da abstraci@xivef € de que se constroem intensivos a
partir da reflexdo sobre a acdo. No processo ceraid como da generalizagcéo eliminativa,
outro mecanismo para obter intensivo, se assoalstiacdo empirica, e trabalha eliminando
ou separando aspectos do concreto (que tem maitasteristicas diferentes). O intensivo é
considerado como uma das partes que compde o exteBg forma contraria, na abstracao
aditiva, a relacdo parte/todo considera a existédel um extensivo, que, junto a outros
extensivos, compde o intensivo. No enfoque EOShéamse considera que essa forma de
abstracdo aditiva esta associada a “contexto diigasdo” e € usada no enfoque formalista
da matemaética.
A partir dessa dualidade também se explica o useldmento genérico” considerado
no modelo uma caracteristica basica da atividademaica.
Uma das caracteristicas da atividade matematicasd ale elementos genéricos. O
raciocinio matematico, para ir do geral ao geralifieervir uma fase intermediaria
gue consiste na contemplacdo de um objeto indilidisie fato provoca um grave
dilema: se o raciocinio se ir4 aplicar a um objfmincreto, é preciso que se tenha
alguma garantia de que se raciocina sobre um objgdtgquer para que se caiba
justificar a generalizagcdo em que se termina cocéwio. Ademais, posto que o
objeto concreto vai associado a sua representagioece 0 problema de se a

representacdo € de um elemento concreto ou do itmrgeral. (FONT, 2007,
p.114).

Em Font e Contreras (2008), o papel desse “elemgmérico” é destacado como
um objeto particular na demonstracdo de uma pro@osnatematica, e recorrem a Descartes

para uma explicacéo “é necessario considerar ugtabgpecifico para a intuicdo, sem o qual
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nao se pode referir a ele mesmo, mas a objetasylares, para ser capaz de agir” (FONT;
CONTRERAS, 2008 p.43). Indicam ainda que ao salicpor exemplo, a definicdo de uma
funcdo derivada, € comum dizer “dada uma funcéo f§{x¥, sendo esta tomada como
elemento genérico.

Ponderam ainda que a noc¢ao de “jogo de linguage®vittgenstein) explica o fato de
um processo de pensamento que, conduzido a padsadfase intermediaria (com um
elemento genérico), possibilite uma concluséao usale

Quando nas praticas matematicas usamos um OStett®Ro elemento genérico,
estamos atuando sobre um objeto particular, massit@amos em um ‘jogo de

linguagem’ no qual se entende que nos interessa® saracteristicas gerais e
prescindimos dos aspectos particulares (FONT, 2007/, grifo do autor).

Os estudos realizados a partir da teoria histarngtwral indicam que o papel desse
“elemento genérico” seria 0 de particular, estategldo a mediacdo entre o que seriam as
formas singulares e universais de manifestacdo ndecanceito. Assim, reconhecer uma
funcdo y = f(x) como elemento genérico permitirea estudos sobre esse conceito, ndo s6
como objeto matematico ou para compreendé-lo ded@profundada em suas caracteristicas
especificas, mas para se apropriar dele como fatmaconhecimento que permite a
interpretacdo da realidade.

Ainda conforme o modelo do enfoque ontossemiotageneralizagdo como processo
matematico pode ser considerada como ndo osteasiv@ necessita de uma representacao
(sua faceta ostensiva e perceptivel), dada pegJadmem (GODINO, 2002).

A linguagem vem a ser 0 meio pelo qual ndo s6 peeszam 0s nao-ostensivos,
mas que também é instrumento para sua constiteigd&senvolvimento. Por isso,

no enfoque ontosemiético a linguagem é considecadao a faceta ostensiva dos
objetos matematicos. (RUBIO, 2012, p.122).

No modelo do enfoque ontossemidtico se considem @gl objetos matematicos
descritos por sua expressado nao devem ser cordidasmnladamente, mas sim colocados em
relagdo uns com os outros. Para considerar esatercaglacional da atividade matemética,
recorrem a dualidade expressao/conteddo. A paessal dualidade, pode-se entender a
generalizagdo como um processo mental que posswomieldo e que necessita de uma
forma de expresséo a ser estabelecida por umasuijeit

No EOS se considera que a atividade matematicgpeoeessos de construgéo e uso
dos objetos matematicos se caracterizam por senaabnente relacionais. Os

distintos objetos ndo se devem conceber como eletidesoladas, mas sim postas
em relacdo uns com o0s outros. A distingcdo entreesgfo e conteldo nos permite
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ter em conta o carater essencialmente relacionatiddade matematica. A relagao
se estabelece por meio de fungBes semidticas, dddésncomo uma relagéo entre
um antecedente (expressao) e um consequente (dohteStabelecida por um
sujeito (pessoa ou instituicdo) de acordo com umoceritério ou cédigo de
correspondéncia. (RUBIO, 2012, p.120).

Da teoria historico-cultural e de forma mais esjeridos estudos realizados sobre o
movimento histérico e I6gico dos conceitos, entesgleque o0 reconhecimento de nexos
conceituais do conhecimento algébrico explicitadtaas relacdes entre os proprios objetos
quanto suas diferentes formas de representac@inds-os e analisando-os no movimento
da atividade humana.

Dessa forma, também é possivel analisar a atividadan sujeito e a forma como age
com o conhecimento matematico ou a atividade salethalisada em determinado momento
histérico ou no movimento filogenético de constgéia da espécie humana.

No enfoque ontossemidtico, essa analise da acdmdrijeito ou coletiva é dada pela
dualidade pessoal/institucional. Assim, pode seerglgr o processo de generalizagéo
realizado por um individuo (pessoal), ou por umjuwmo de individuos, presente em
documentos curriculares, livros-texto, adquirindoater institucional, no sentido em que
contém certas normas e sdo usados como referém@aonesso de ensino e aprendizagem
(GODINO, 2002).

A “cognigdo pessoal” é o resultado do pensamerdoaedo do sujeito individual
frente uma certa classe de problemas, enquant@ qoegnicao institucional” é o

resultado do dialogo, o convenio e a regulacdoem de um grupo de individuos
gue formam uma comunidade de praticas. (RUBIO, 201120, grifo da autora).

O enfoque ontossemidtico também considera a dugdiélementar/sistémico como o
modo de observar os objetos matematicos, ou se@hjetos podem ser analisados de forma
elementar como uma unidade; ou como compostos eota organizacao e estrutura, o que
implicaria um sistema de conceitos. Dessa dualidadende-se que o processo de
generalizagdo matematica pode ser estudado comelemmentar e relacionado a outros
processos ou objetos ou como sistémico, e, nesidggroderiam ser investigadas possiveis
componentes desse processo, decompondo-o em thferdneis.

Também é possivel associar 0 processo de geneéizos demais processos do
modelo de analise do enfoque ontossemioético. Sefbdestacadas algumas dessas relacdes
do processo de generalizagao/particularizacdo c®rdemais processos, desenvolvidas de

textos de outros autores da teoria.
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O processo de generalizacdo/particularizacdo emelacdo ao processo de
argumentacéao

O processo de argumentagcdo estid associado ao abjeimento. Godino e Recio
(1997), analisando a nocdo de prova em diferentegextos institucionais (ensino de
matematica, matematica profissional, vida cotidianautros), concluiram que o ensino da
prova em matematica deve estar associado as gratigamentativas humanas. O processo de
generalizagdo mateméatica ndo prescinde do procEsswgumentacdo e principalmente do

processo de prova matematica, no sentido de pestifis generalizacdes realizadas.

O processo de generalizacdo/particularizacdo emelacdo ao processo de
materializagao/idealizagéo

No enfoque ontossemiotico, pretende-se distingsipmcessos de particularizagédo/
generalizacdo dos processos de materializacdozde@b. Esse Ultimo esta associado a
dualidade ostensivo/ndo ostensivo. A distincaoeeoljetos ostensivos e ndo ostensivos esta
relacionada a um “jogo de linguagem” (Wittgenste)processo de idealizacdo € entendido
no enfoque ontossemidtico como um processo queobietos, além dos ostensivos (que
estdo nas experiéncias materiais humanas), gedsdorma idealizada os ndo ostensivos,
que, nesse sentido, possuem a relacdo de expmsgaado, e ndo podem ser concebidos de
forma independente, como se 0 objeto ndo ostetise®se vida propria independente de sua
forma de expressdo. Entdo, como resultado do moas idealizagdo, é possivel efetuar a
passagem de um objeto matematico particular destemsivo para um nao ostensivo. SO que
para manipular os objetos ndo ostensivos séo rEEEssepresentacdes ostensivas, e este € 0

processo de materializacéo, nessa interpretacéoaed

* O processo de generalizacao/particularizacdo e psocessos de representacao,
metafora e contexto

Cabe ainda citar que Font (2007) estabelece a amelago processo de
particularizacao/generalizacdo com os processospiesentacédo, metafora e contexto. Nessa
linha tedrica, considera-se que algumas dificuldatke aprendizagem de matematica estao
relacionadas a aspectos da atividade matematiea,sgo: “1) O fato de que os objetos
matematicos se apresentam sempre por meio de epiEsentacdes e 2) que 0 raciocinio
matematico, para ir do geral ao geral, € necesg@ssar pelo particular” (FONT, 2007,

p.95). Desta forma, entende-se que existe um tperdidades sobre as quais se realizam
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acOes para compreender um segundo tipo de enti@adeexemplo, para compreender o
“geral™, recorre-se ao “particular” e, para comgmder o0 “objeto”, recorre-se a sua
“representacdo”. Entende que essa caracteristinbéta se apresenta nos processos de
metaforas e contextualizacdo matematica, e 0SiassOIO pProcessos essenciais nos quais
intervém a relacdo A é B. Assim, 0s processos queatigeral, representacdo, metafora e
contexto possuem em comum tal caracteristica emajuatos sobre a tarefa matematica
propostas aos estudantes.

A relacdo do processo de generalizacdo com os depnacessos envolvidos no
modelo do enfoque ontossemidtico ndo esta expl&jtanas pode-se considerar que sao
relacdes necessarias para a compreensao integuabcsso de generalizagdo matematica. O
que se pretende aqui ndo € prosseguir com essgogesfue implicaria aprofundamento
tedrico bastante especifico, mas identificar aipdeia que elementos podem ser usados na
constituicdo de um modelo proprio de andlise daegdizacdo matematica em situacbes de
ensino, também baseado no movimento historicoied@ps conceitos.

Estudar os principios deste modelo ontossemiotiregau elementos tedricos para
gue o modelo de analise da generalizacdo em sdsalgensino pudesse ser concretizado.

A estrutura de andlise das praticas matematicdigagas por meio das dualidades
apresentadas e a possibilidade de gerar um modeltogne possivel detalhar o processo de
generalizagdo s&o as principais contribuicdes desttedo para a constituicdo do modelo de
generalizacdo que sera apresentado nesta tesetaBtdr 0 embasamento tedrico adotado
para compor essas dualidades sera o das catedoriagterialismo dialético. Portanto, o
modelo sera definido e organizado a partir de agilws pares dialéticos apresentados no
capitulo 4, ao realizar o estudo do movimento hHisiée I6gico dos conceitos.

S&o algumas razdes que justificam essa opgaodeoric

a) o fato de que a esséncia do conhecimento algépoide ser revelada por meio do
estudo das categorias dialéticas sobre 0 moviniestidrico e |6gico dos conceitos
algébricos;

b) existem diferencas tedricas na interpretacdo denalglesses pares dialéticos, ou
dualidades. Por exemplo, a dualidade ostensivoaséensivo esta associada no
modelo do enfoque ontossemidtico aos processosatkrializacdo e idealizacao,
ou seja, a passagem de um objeto particular destengvo para um nao ostensivo
€ considerada como um processo de idealizacdo, neovomento contrario é
considerado como o processo de materializacdo.etéanto, considerando o

materialismo dialético como método, tem-se porgipio a sua base material dos



199

objetos e fendbmenos, e o fato de que as imagelas ifbemadas pelos processos de
pensamento e na consciéncia, apesar de nao existisgerialmente na realidade
objetiva, existem como imagem dessa realidade, ean ferma ideal, como
resultado da atividade do sujeito e, portanto,talinente relacionada a base
material. Assim, o par/dialético material/ideal stgpessa dualidade ostensivo/ndo
ostensiva,

c) ndo estdo contempladas no modelo de anélise dguenfantossemiotico, alguns
pares dialéticos, por exemplo, o par dialéticorabstconcreto. Consideramos que
esse par revela um importante movimento do pengamensentido do abstrato ao
concreto, movimento este que necessariamente iaslabstracdes constituidas a
partir de um movimento de analise sobre o conaatiiico e as generalizacdes
constituidas de um movimento de sintese, que coadagcensdo do abstrato ao
concreto. Observa-se que o par dialético andliges# também ndo esta
contemplado nas dualidades do modelo do enfoquesseriodtico.

Por fim, nesse modelo do enfoque ontossemidticqgraxesso de abstracdo se
confunde com o processo de generalizacdo. Os astiedDavydov (1982), realizados sob os
fundamentos da teoria historico-cultural e da teda atividade, com énfase na atividade de
estudo, por sua vez, diferenciam os processos steaaho, generalizacdo e formacgéo de
conceitos, que, em seu movimento integrado, coestitos processos de pensamento. Além
disso, esses estudos destacam as caracteristegeabessos de generalizacdo empirica e
tedrica, que também foi considerada no movimentoamstituicdo do modelo de analise da

generalizagao.

5.3 MODELO DE ANALISE DA GENERALIZAGAO ALGEBRICA: ACONCRETIZAGAO
A PARTIR DOS FUNDAMENTOS TEORICOS EXPLICITADOS

Por meio da analise de programas curricularesfdeedtes paises, Kendal e Stacey
(2004) destacam a dificuldade de estabelecer usé vinica e comum sobre a concepcéo de
ensino de algebra adotada e destacam a algebrabdd@@omo: um meio para expressar as
generalizacbes em padrdes; o estudo da maniputkg&dmbolos e resolucdo de equacdes;
um modo para resolver problemas; um modo parapir@r o mundo por meio de situacdes
reais modeladas; um sistema formal.

Em busca de parametros de diferengas entre efs@ntes concepcdes, destacam o

modo como o processo de generalizacao é abordexl@lam que ele pode vir associado ao
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estabelecimento de leis em padrfes, mas tambémiads® a resolucdo de situacdes que
usam o0 pensamento funcional, no sentido de idemtifias variaveis dependentes e
independentes, encontrar a relacdo entre elas,umsartabela ou graficos e recorrer aos
padrdes ou relacdes para resolver o problema.

Por sua vez, Radford (1996 a) indica que o processgeneralizacdo ndo é um
contetdo especifico da matematica e que existempmge cuja conclusdo da generalizacdo é
absurda, preocupando-se com o que pode constihair‘boa” ou “ma” generalizacdo. Nesse
sentido, pretende retomar o papel epistémico dargkracdo no conhecimento matematico,
e em particular, no conhecimento algébrico. Destatala que ha muitos tipos de
generalizagbes e, do ponto de vista didatico, argénacdo depende dos objetos matematicos
que estdo sendo generalizados, sendo sua basa #dke justificar sua conclusao, e, nesse
aspecto, um processo de prova, que se move emnifneadmentos empiricos e abstratos.

Assim, Radford (2010) se refere a niveis de geizagilo do pensamento matematico.
Esses diferentes niveis estdo caracterizados pedendolvimento epistemoldgico dos
conceitos matematicos e seus sistemas semiotioepaEsentacao.

Levamos em consideracao o fato de que o pensamm&tématico pode ocorrer em
varios niveis de generalidade. A isso, adicioneramissa epistemolégica que a
dificuldade conceitual da tarefa matematica e ikisrsas semidticos que medeiam o

pensamento matematico que € assim provocado caaastes niveis de generalidade.
(RADFORD, 2010, p.115).

Desta forma, o processo de generalizagdo que smtemca escola carrega em si 0
significado e a atividade cognitiva relacionadasaeeprocesso encontrada na experiéncia
humana historicamente acumulada. Por isso, inflaelc condiciona o que pode ser
compreendido como processo de generalizacdo atgébra que niveis ela pode chegar ao
desenvolver da escolaridade.

O fato é que ainda nao se distinguem claramentBf@®ntes niveis do processo de
generalizacdo considerados para aprendizagem elaralgm diferentes faixas etarias, ainda
gue o desenvolvimento histérico do conhecimentélaigo revele esses diferentes niveis de
generalizagao.

Nesta pesquisa identificou-se como nexo tedriceresal para o conhecimento
algébrico, estabelecer as relacdes entre as g@hdiez forma geral. Compreendeu-se, por
meio do estudo do movimento histérico e légico doaceitos, em diferentes momentos
histéricos, a compreensao e o reconhecimento @aslgzas, bem como de sua variagéo, e o
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uso de sequéncias, equagdes e funcdes se modifigando niveis de generalidade cada vez
mais complexos.

Ao reconhecer que o processo de generalizacao sgdeonsiderado em niveis de
generalidade e de algumas componentes, tornouessg#io constituir um “modelo” para a
andlise desses niveis de generalizacdo, particettaenas algébricas, nas situacdes de ensino
de propostas curriculares e livros didaticos, bema presentes no discurso e nas a¢des dos
professores.

Assim, a seguir sera apresentado o modelo proppstgermite estabelecer algumas
componentes para o0 processo de generalizacdo isaarad niveis de generalizagdo que as
diferentes situacdes de ensino envolvem. Os fund@®dedricos para a elaboragdo desse
instrumento se apoiam essencialmente sobre a ¢jieagé como processo de pensamento
em seu movimento histérico e l6gico; os estudossgyisas de Davydov (1982,1988), que
caracterizam os processos de generalizagdo empirieérica, e 0 modelo de analise das
praticas matematicas do enfoque ontossemioticesaptados anteriormente.

Portanto, como no modelo do enfoque ontossemigpiciende-se que esse modelo
contemple dimensdes epistemoldgicas e psicolégicaprocesso de generalizacdo. Além
disso, entende-se que uma ontologia dos objetosmasitos, como pretendida no EOS, e de
forma especifica uma ontologia do processo de gbr&tdo matematica, s6 é possivel a
partir do estudo do movimento historico e logicesde processo, para que seja possivel
compreender como ao longo da experiéncia histdricaana ele foi sendo transformado,
adquirindo novas qualidades conforme as condicteshas e historicas até alcancar o nivel
de generalizacdo atual. Para tanto, recorrem-sepa@s dialéticos, para sustentacdo das
categorias criadas e usadas no modelo.

Este modelo, que deve ser considerado como coestante em construcao, pretende
realizar a analise sobre o processo de generabizalgébrica para a faixa etaria de 9 a 14
anos. Pretende estabelecer niveis de generalizdgébrica que poderiam ser esperados e
alcancados ao longo do processo de ensino nessadiria, mas ndo pretende indica-los
como unicos, nem se caracterizar como a epistemoldg processo de generalizacao
matematica. Ainda assim, busca imprimir moviment&sses niveis no sentido em que eles
ndo devem ser compreendidos como etapas a sereemadap, mas como diferentes
momentos do processo de generalizacao.

O modelo elaborado a partir do enfoque ontossetniéticonstituido por um poligono

gue possui ao centro as praticas matematicas (Masrau discursivas), das quais emergem
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0S objetos matematicos, relacionados aos procesatsnaticos e estes sdo olhados a partir
de algumas dualidades.

Para a elaboracdo do modelo aqui proposto de ardgdigeneralizacdo algébrica em
situacOes de ensino, foram estabelecidas algumdgficagdes e recorreu-se a ideia de um
poliedro (neste caso, um tetraedro) que contémdaeloale analise (no caso uma esfera, que
representa o processo de generaliza¢éo) (Figura 11)
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Figura 11 - Modelo de analise da generalizacaoitemmcdes de ensino.
llustragao: José Eduardo Contreras.

As faces do tetraedro representam o0s pares d@détigeral/particular,
concreto/abstrato; material/ideal; analise e séntgse sdo a sustentacdo para o estudo do
movimento do processo de generalizacdo. Consideraélida a representacéo do processo
de generalizagcdo como uma esfera, haja vista queae ser dividida em gomos (que
representam as componentes do processo), que pedaronsiderados diferentes niveis (ou
camadas) do processo de generalizacdo do mai@xer mais interno. Esse nivel mais
interno corresponde ao nucleo da esfera, onde én@asdo processo de generalizacdo se
encontra em sua forma mais desenvolvida, a “céldaio se refere Davydov (1982).

Os gomos da esfera representam as componentesodesgo de generalizagdo. A
principio, foram definidos quatro componentes mapgocesso de generalizagdo: o conteudo,
o elemento mediador, as formas de expressao eficigii e os critérios de validade.
Entretanto, € importante notar que esta é uma wdrséial desse modelo e as andlises
realizadas, recorrendo ao uso do modelo, mostrgmtencial para seu desenvolvimento.
Assim, outras componentes podem ser incluidas, osendporocesso de generalizacao
decomposto em mais “gomos”.

Entdo, foram estabelecidos como componentes doegsoc de generalizagéo,
representados por meio dos gomos da esfera:

a) conteudo da generalizacdo: objetos matematiqusjroes, procedimentos,

propriedades, relacdes e outros;
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b) formas de expressao e significados: as palavgagss simbolos e outros;

c) elementos mediadores: por meio dos quais a @é&sgao € concretizada, por
exemplo, o elemento desconhecido, 0 numero geratlemento genérico, a
variavel,

d) critérios de validade, que atribuem rigor ao pssoede generaliza¢do: 0s processos
de prova e demonstragéo.

A ideia de usar uma esfera para representar ogsocke generalizacdo concretizou-se
para possibilitar o aprofundamento em relacdo &esisnde generalidade. Entretanto, para
facilitar a sua representacao, posteriormente regere a forma plana de uma circunferéncia.
Além das quatro componentes citadas, foram definidaatro niveis que podem ser

visualizados como circunferéncias concéntricasufleid.2).

| CONTEUDO |

ELEMENTO
MEDIADOR

FORMAS DE
EXPRESSAO

CRITERIOS DE
VALIDADE

Figura 12 - Representacao plana das componentesdielo de andlise da generalizacao

O nivel |, representado pela circunferéncia de meime com contorno mais externo,
a generalizacdo se atém ao que é sensivel, palpéyetos fisicos e fendbmenos aparentes; no
nivel Il, considera-se a generalizacdo pelo estalmeénto de algumas relacbes entre os
objetos e os fendbmenos, que ndo sao necessariaaseessenciais; no nivel Ill, identificam-
se as relagOes essenciais e a generalizagdo ssga®obre regras estabelecidas sobre essas
relacdes; e no nivel IV, a generalizacdo envolvesasituras matematicas complexas. Optou-
se no instrumento por definir o nivel | como sewdmais externo, por ser também o mais
disperso, e o nivel IV, representado pela circémiegia mais interna, por concentrar nas

estruturas matematicas a esséncia do processmdmligacio. Entende-se que os niveis | e
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Il séo caracterizados por concentrarem formas érapide pensamento, enquanto as formas
tedricas se concentram nos niveis lll e IV.
A seguir sdo detalhadas as componentes considerpdes 0 processo de

generalizacao e os seus diferentes niveis.

5.3.1 Conteudo da generalizacéo

O QUE podemos generalizar? Quando se faz refer@natantetddo da generalizacao,
o foco de atencéo pode ser dirigido para essa prgA generalizacdo pode ser realizada
sobre objetos fisicos, acdes, processos. Estes@dam o conteludo da generalizacao.

Assim, a generalizacdo pode ser realizada por mha&$ocaracteristicas sensiveis e
palpaveis dos objetos (por exemplo, identificaretdy vermelhos), ou pela relacdo que este
objeto mantém com outros objetos ou fenbmenos €pemplo, identificar uma calculadora
na categoria de objetos de um economista), ou asedarealizado sobre propriedades
anteriormente estabelecidas ou sobre conceitosséseslementos sobre 0s quais se realiza o
processo de generalizacdo, atribui-se o termo écmiat’. No movimento histérico e logico é
possivel identificar momentos em que 0s processesgeneralizacdo matematica e
especificamente algébrica se realizaram sobreetiifes “contetdos”.

O objetivo final, mesmo, para a generalizacdo matea, seja esta realizada sobre
objetos, ou sobre acdes, processos ou outras eslagd sempre o de encontrar uma
representacdo “geral” que abranja os elementoscplares. Nesse sentido, o enfoque
ontossemiodtico se refere a dualidade extensivointe, e por extensivo entende um objeto
particular e por intensivo, uma classe de objetleste enfoque, 0 que € considerado como
objetos matematicos primarios séo linguagens, dromntos, proposicdes, situacdes-
problemas, definicbes de conceitos, argumentosmAsntende-se que a generalizagdo pode
ser realizada sobre qualguer um desses objetostes entre outros caracterizam seu
conteudo.

Em busca de estabelecer alguns niveis de geneédizaferentes aoonteudo do
processo de generalizacao, definem-se:

a) nivel I: a generalizacdo a partir da percepcao diretaotjos fisicos: Sobre os

materiais sensiveis, palpaveis, visiveis podenfetaa generalizacdes, e abstrair a
partir deles caracteristicas particulares, ideratifdo o que ha em comum e
descrevendo-os por meio de uma palavra, o queteargacia uma generalizagao

empirica sobre esses materiais;
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b) nivel Il: a generalizacdo sobre relagdes simples e atribdigd&dguns significados
— Conforme os objetos fisicos e fendbmenos sdo aendidos dentro da atividade
humana e de um sistema de relacbes, novas absiragdeonsequentemente
generalizacbes podem ser efetuadas sobre elesveD ddssas generalizacbes
também depende das relagBes que se estabelecepsabjetos. Por exemplo, ao
olhar um grupo de pedrinhas, identificando o quesimacomum, ainda no nivel
anterior de generalizacdo, pode-se entender eirdefimpiricamente como “séo
todas pedras”; porém, com um novo olhar relaciorsadoobjetivos da atividade do
sujeito, podem ser identificadas as quantidadgsedenhas em cada grupo (o que
permitiria alcangar posteriormente o conceito deend), ou a qualidade material
das diferentes pedras, 0 que necessita colocanje® em relacdo e também em
relacdo a outros objetos e fenémenos.

Também nesse nivel alguns procedimentos podeneseralizados. Assim € que é
possivel compreender que se criam modos de acaagmulver alguns problemas
particulares, por exemplo, 0 método da falsa pospzifa resolver equacdes esta
em um nivel de generalizacdo em que ainda é nemessar um caso particular
para estabelecer as relacdes e encontrar o vaoomigecido;

c) nivel lll: a generalizacdo sobre a base da objetivacdo dasalgpnceitos -
Quando as relacdes entre objetos e fen6menos seettvam, se consolidam e
alguns conceitos sdo objetivados, torna-se possdadizar a generalizacdo sobre
esses conceitos, bem como suas propriedades, e éestaitro nivel. O
aprofundamento de determinado conceito permite sgieestabelecam novas
relacdes e alcance ainda outro nivel de generébizague desprende das acdes
palpaveis e materiais e se desenvolve como relagéie conceitos (sintese das
multiplas determinacdes). Por exemplo, desta foar@mmpreensao do conceito de
namero permite que se estabelecam outras relagfmg®sjedades, que continuam
em um processo constante de andlise e sinteseagoes sem a necessidade do
apoio objetal;

A analise desenvolvida sobre a quantidade de geiripara abstrair, por exemplo,
a nogdo de numero, exige também um processo @seiamn que se tenta explicar
os particulares por meio do universal alcancadstardcamente se ascende a nocao
de numero por meio de quantidades discretas, antoeimpasses histéricos (o caso
dos pitagéricos) revelam a necessidade de trabedtmrquantidades continuas e é

pelo processo de analise e sintese constantemealigado que permitem a
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ascensdo do abstrato ao concreto do conceito deeralntsse nivel de
generalizagdo ¢ outro. E o nivel em que o estudadiatradicdes no geral explica
0s particulares;

d) nivel IV: a generalizacdo estabelecida sobre a relacdo anirenceitos — Outro
nivel em que se comparam e associam propriedadesrelacoes estabelecidas
sobre os conceitos; identificam-se diferencas eeB&ncas; envolve cadeias de
dois significados. Por exemplo, quando se estabelegeneralizacbes sobre as
relacdes entre duas funcdes, gerando funcdes ctaspos/ersas e outros.

Especificamente no que se refere ao que tem sidsidgrado como essencial no

conhecimento algébrico, pode-se entender ainda gueomponente “conteddo da
generalizacdo” se refere ao reconhecimento dasdgzas envolvidas. Assim, é possivel
avancar de um nivel no qual o contetudo séao as grasdisicas e sensiveis encaminhando
para grandezas que se derivam do processo de aoehéx, do movimento de analise por
meio das abstragdes, por exemplo, grandezas ragtyicetoriais.

5.3.2 Elemento mediador da generalizagao

Para que o processo de generalizacao acontegags@ssarios elementos mediadores,
que se configuram como instrumentos, no sentidibuidio por Vigotski (2001), como
ferramentas psicoldgicas.

De acordo com os niveis de generalizacdo establetepara esse modelo, em relacdo
ao elemento mediador, definem-se:

a) nivel I: o elemento particular desconhecido — Por exempbmnoc elemento
particular desconhecido, pode-se fazer referénciaogdo de incognita. Esta
representa um elemento desconhecido, como o pesinmi a altura, ou uma
determinada quantidade de objetos e outros. Hisioeente existem registros em
que se usavam palavras comlda, ou mesmo a abreviaturas de palavras para
representar essas quantidades desconhecidas (mom@nélgebra sincopada).
Pode-se considerar que ao fazer uso desse elerdestmnhecido é possivel
estabelecer relagbes entre as grandezas pararmaontvalor particular. Nao esta
associado diretamente ao estabelecimento de rggrais, mas sim a resolucéo de
problemas especificos, que ndo tém por objetivordrer uma férmula ou um
modo de acgao geral de resolugdo, mas encontraresuitado particular. Nesse
sentido, a diferenca entre o elemento desconhgidégnita) e o que se entende
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por variavel (que sera aqui considerado como @lgmento mediador para 0 processo
de generalizagdo) é conceitual (em geral ndo tratdalem livros ou guias escolares);

b) nivel II: o elemento particular que representa o geral -e@ahto particular que

representa o geral envolve uma representacdo qaecavem relacdo a
representacdo particular empirica. Trata-se daondednumero geral associado a
padroes de regularidades e pressupfe-se que a gdarticasos particulares
numericos se encontre uma expressao que represemamero geral”. Como
entende Radford (2001) em sua generalizacéo fadtatd de um nivel no qual se
podem acessar valores numéricos mais altos em eteardnada sequéncia a partir
da compreensdo de que existe uma regra geral queseata os particulares. O
namero geral, como entende Radford (1996), quasdocado a representar a
expressdo geral que identifiqgue os numeros corgsrgtode ser compreendido
como um pré-conceito de varidvel. Assim, de posseampreensdo da relacao
geral estabelecida entre duas grandezas, um estyutade, por exemplo, recorrer a
um numero particular para exemplificar e estabelec® generalizacao;

c) nivel lll: o elemento genérico (que permite as relacdes pkatigeral/particular)

— A compreensédo do “elemento genérico” pressupfEge geral e ndo limita a
natureza dos elementos envolvidos. Além disso, @oe um particular (de forma
dialética) que medeia a relacdo entre as difereniemcOes singulares e a
expressao geral e vice-versa.

O que se entende por elemento genérico pode advindlicdo a partir de casos
particulares para alcangar uma representacéo gerake que, por sua vez, permite voltar aos
casos particulares. E o caso, por exemplo, demea do estudo da quantidade de diagonais
de um poligono, alcancar a expressao geral querpsiente pode ser verificada em outros
casos particulares.

Uma das caracteristicas da atividade matematicasb e elementos genéricos. O
raciocinio matematico, para ir do geral ao geralifidervir uma fase intermediaria
gue consiste na contemplacdo de um objeto indilidisie fato coloca um grave
dilema: se o raciocinio sera aplicado a um objetcieto, € preciso que se tenha
alguma garantia de que se raciocina sobre um oljettgquer para que se possa
justificar a generalizacao na qual termina o rdoioc Ademais, posto que o objeto

concreto vai associado a sua representacao, ajpapeoblemas de se a representacéo €
de um elemento concreto ou de um conceito ge@N{F 2007, p.114).

Em Font e Contreras (2008), o papel deste “elemgeneérico” é destacado como um

objeto particular na demonstracdo de uma proposingiematica.
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e) nivel IV: o elemento variavel - Nesse caso, associa-se a d#evariavel ao que
realmente varia e ao que nesse sentido contemphevamento de objetos ou
fendbmenos e pode ser expresso de forma independiersiga natureza ou espécie.
Pressupfe um alto nivel de abstrac&do. Historiceeneem uma definicdo formal
pode ser encontrado nos estudos antigos do mowna@mida que néo tenha sido
sistematizado.

Em Caraca (1952), o conceito de variavel estaaiirente relacionado ao conceito de
funcao, que é entendida como a lei quantitativapgrenite o entendimento e explicacdo de
movimentos da realidade objetiva (por exemplo, ®@imento da queda dos corpos).

A variavel é o conceito matematico que servira camtrumento para o estudo de leis
quantitativas. E o instrumento que contém por @$séa correspondéncia entre dois
conjuntos. No dizer de Caraca (1952, p.127):

O instrumento consiste na correspondéncia de daisiictos de nimeros; a primeira
coisa a fazer, para o tornar facilmente manej&ehrranjar uma representacéo

simbdlica para os conjuntos; de contrario, teriam@sipre que estar pegados a
tabelas de resultados particulares e nao obteriargeseralidade conveniente.

Assim, o0 conceito de variavel como um instrumentarap estabelecer a
correspondéncia entre dois conjuntos, € represerpad meio de letras, mas estas nao
coincidem individualmente com nenhum dos elemed&wsim conjunto, ainda que possam
representar a todos assim: “[...] é afinal, o simltdovida coletiva do conjunto, vida essa
que se nutre da vida individual de cada um dos ssmmbros, mas ndo se reduz a ela”

(CARACA, 1952, p.127).

5.3.3 Formas de expresséo e significado da genezatfao

Nesta componente da generalizagdo esté incluidapel pla linguagem, dos signos e
simbolos (palavras, elementos geométricos, abteamte outros), bem como o significado
atribuido a eles.

Reconhece-se que o uso de signos e simbolos mizac permite aos estudantes
que alcancem diferentes niveis conceituais e dergkracéo. Entretanto, o signo e o simbolo
contemplam em si um significado, caso contrarimnéregistro vazio, da mesma forma que a
palavra sem significado € um som vazio (VIGOTSKIQP). Ao investigar o processo de
formacdo de conceitos (sincréticos, complexos, @tre verdadeiros), o autor identifica

diferencas no papel que palavra representa. Estamelo um paralelo de forma sintética, se
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entende que recorrendo a signos diversos e naongarpalavras para expressar conceitos
algébricos, é possivel reconhecer momentos em gj@stadantes usam os signos ainda sem
estabelecer relacdes entre eles, portanto, de femeaetica. Outro momento em que 0s
estudantes usam o0s signos, comecam a estabelegenaal relacbes, mas ainda nao
totalmente adequadas, € o caso, por exemplo, ddagde de algebra que manipula formulas
de maneira essencialmente técnica sem compreeo@déménte seu significado (pode-se
associar a uma etapa de pseudoconceito) e finanem etapa em que 0s signos sao usados
e completamente associados a um conceito, e, pmrtaom seu significado atribuido
historicamente.

Para Leontiev (1975), a linguagem pode ser entandidmo instrumento do
pensamento e do conhecimento, como um meio deiksgmda experiéncia social humana.
Entende-se aqui a linguagem como um sistema segigol@ue abrange um conjunto de
sinais de diferentes naturezas e que ao usa-los ‘€sua ajuda (da linguagem), e utilizando
raciocinios logicos, podemos obter novos conhediosea partir daqueles que ja possuimos”
(LEONTIEV, 1975, p.77).

Os signos matematicos, como uma forma de linguagém traduzem as palavras a
eles associadas, mas também devem ser entendichositstrumentos do conhecimento, e,
nesse sentido, usados para expressar alguns pathujpensamento ainda que ndo possam,
assim como outros signos de linguagem, represerttaro processo do pensamento. Por isso,
também podem ser considerados instrumentos psicofjgecursos auxiliares que ajudam a
resolver um determinado problema mental.

O papel dos signos e dos simbolos é alterado eadiéenbém os processos de
pensamento, por exemplo, em relagdo aos numeraodigénente as pessoas utilizavam as
cifras ndo para contar, mas apenas para anotamosros” (LEONTIEV, 1975, p.138).

Sucede que, de modo geral, a contagem evolui destoskpara as palavras que os
designam e depois para 0s signos- cifras — querdesi as palavras. A lingua
permite contar comodamente o0s objetos, mas toriifis# utiliza-la para calcular,

quer seja para somar, subtrair, ou, com maior ranéttiplicar e dividir. Para isto
as cifras sdo incomparavelmente mais comodas. (HEENY 1975, p.139).

O uso das cifras operacionaliza o pensamento. @sedies usos da linguagem
matematica, de seus signos e simbolos permitem sguanodifiquem os niveis de
generalizagdo alcancados pelo pensamento. “[.na® é possivel estudar mateméaticas
superiores sem depararmos com a definicdo verlsataloceitos matematicos fundamentais,
sem a formulacéo verbal de axiomas, teoremas alpdes” (LEONTIEV, 1975, p.141).
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Radford (1999), que percebe o processo de gersgatiza partir da perspectiva
cultural e semidtica, considera que o seu sigmfiod construido conjuntamente por meio de
processos discursivos e de escrita e, desta farsta,diretamente relacionada a producéo e
entendimento de signos. “Generalizacbes matematlmam como outras atividades
matematicas sdo enquadradas por modos especiécsimtiolizacdo aceitos culturalmente”
(RADFORD, 1999, p.89).

Para efeito desse modelo que esta sendo criadpormpos 0s seguintes niveis de
generalizacdo associados as formas de expresgiufieado:

a) nivel I: identificacdo direta signo-objeto — O signo ideotifo objeto material
palpavel ou a palavra (e, desta forma, é uma téaxju¢or exemplo, o signo 3
associado a trés pedrinhas, mas ainda ndo carregactinceituacdes a respeito da
quantidade que representa. Ou em outro exemplouense usa a letra “m” como
identificando o objeto macgéa, entretanto sem assaaaste simbolo a quantidade ou
gualquer outra grandeza,

b) nivel II: identificacdo operacional do signo-abstracfes stddcamente, também
pode ser considerado como o estagio em que a pakaidentifica a quantidade
desconhecida ou mesmoaathme de Diofanto. Atribui-se um simbolo ou uma
palavra que permite a operacionalizagdo ao quesestdncebendo como geral (no
caso, a quantidade de coisas), entretanto esdeagata contém limitacoes e esta
atrelado a uma quantidade especifica;

c) nivel lll: identificacdo signo-conceito — Aos signos, simb@gslavras colocados
em relacdo sao associadas regras que os caractexidafinem conceitualmente.
Por exemplo, quando a letra x se identifica conréaval, como uma das possiveis
representacdes de uma grandeza que varia, comdidantke um perimetro;

d) nivel IV: signo: identificacdo sistémica entre 0os conceitdSriam-se estruturas,

regras sobre os proprios simbolos. Por exemplajzeat anéis, grupos e outros.

5.3.4 Validade da generalizagao

De fato, a base logica da generalizacido é a ddigasta sua conclusdo. E um
processo de prova, que se move do conhecimentaiemfielacionando ao fatg)a
para o conhecimento abstrato que esta além do campioico. Ainda a base légica da
resolucéo algébrica é encontrar em sua natureliicandRADFORD, 1999, p.110).

A validade da generalizacdo em geral ndo é questeonom os estudantes, mas trata-

se um procedimento matematico fundamental, reladiorao que se pode considerar uma
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“boa” ou “ma” generalizacdo. Mateméaticos como Reie preocuparam também com esta
qguestao: “Uma das questbes que temos que consélaraeguinte: como pode ser que ainda
que o raciocinio se baseie no estudo de um esqgpentaular, resulte ao mesmo tempo
necessario, quer dizer, aplicavel a todos os gasssiveis? (PEIRCE apud FONT, 2007, p.
228).

Na definicdo dos niveis de generalizacdo, estatrles o seguinte em relacdo aos
critérios de validade:

a) nivel I: casos particulares — A validade da generalizacfostificada por sua
comprovacdo em alguns casos particulares. Por daggnperada uma tabela com
alguns casos numeéricos particulares que comprovavalidade da expressao
generalizada;

b) nivel II: premissas e argumentacdo — A partir de algumasigsas, estabelecem-
se argumentacdes que justifiguem a generalizaggessada,

c) nivel lll: provas conceituais — O processo de generalizacgwo¢ado por
formulacdo de propriedades matematicas e peladelagtre elas. O que implica
um dominio sobre o objeto matematico, sobre axioneaspropriedades
anteriormente estabelecidas;

d) nivel IV: leis da &lgebra — O processo de generalizacadidgado pelas proprias
leis algébricas. Por exemplo: Boole, com a algelarddgica cujas expressdes do
calculo proposicional sdo relacionadas a partir tdenicas algébricas. As
justificativas sdo operacionalizadas sobre relalgiggsas.

De forma sintética, a partir dos pares dialéticassirato/concreto; particular/geral;
andlise/sintese; material/ideal) e dos estudosesamneralizacdo matematica, foram
estabelecidos algumas componentes e niveis paesgso de andlise da generalizacdo. Séao
elas: 0 CONTEUDO, que indica “o que” esta sendceg@izado, que podem variar desde
caracteristicas fisicas de objetos a relacbes itaaie 0 ELEMENTO MEDIADOR, que
indica “como” a generalizacdo esta se processandoeepode variar entre 0 uso de um
elemento particular desconhecido até um elemergocqatempla a variacdo; a FORMA DE
EXPRESSAO e SIGNIFICADO, que indica como a geneaghio se “expressa’ e se
identifica com seu conteudo, desde o uso da lirguagatural até expressées simbdlicas que
contém como significado a relacdo entre conceitos; CRITERIO DE VALIDADE, que
indica como o processo de generalizacdo concretipade ser provado que se movimenta
entre casos particulares e o controle de provasedoais. No modelo, cada uma dessas

componentes esta representada pelo gomo de uma. esfe
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O Quadro 6 apresenta a relagdo entre os comporeeagesiveis de generalizacédo.

Quadro 6 Relacéo entre os componentes e 0s niveis de geaeéal

Lo . Elemento Expresséao e Critérios de
Niveis Conteudo . o )
mediador significado validade
Valida por meio
Percepcéo direta dos e de casos
. reepe Identificacéo direta .
Nivel | objetos concretos O elemento siano-obieto. Ex.- particulares.
Experiéncia | (empirico). Ex.: particular gho-ob) «» Recorre aum
: . associar a letra “m
sensivel tamanho, cor, forma,| desconhecido. “ ~» | €exemplo para
. como “uma maga”. L
quantidade e outros. justificar a
generalizacao.
O elemento o
. . Identificacdo
Abstracdes iniciais e | particular que . . .
. ~ : operacional Valida por meio
Nivel Il relacbes simples entrg  representa o . ~ .
L : L , signo-abstracdes | de premissas €
Primeiras | os objetos, atribui¢cdo geral. EX.: D ,
~ , o iniciais. Ex.: argumentos.
relacbes | de alguns identificaruma | . . . :
LS . . historicamente, o usp EX.: 0 uso de
entre significados. Ex.: guantidade
. P . da palavrahapara tabelas com
objetos e | correspondéncia entre  maior para .
A . ) expressar Varios casos
fendbmenos | a quantidade de dois expressar o ; )
; . quantidades particulares.
conjuntos. movimento .
desconhecidas.
geral.
Valida por meio
Co Identificac&o de provas
. Objetivacao de O elemento a6 prova
Nivel Il o - conceitual conceituais.
significados em generico . . . .
Regras . ~ . signo-conceito. Ex.: EX.:

; conceitos. Relagbes (permite as ~
estabelecidas ; . ~ a palavra ou o demonstracgdes
sobre as estabelecidas. Ex.: relaées simbolo que de teoremas

- formulas de area ou | particular/geral/ q : ’
relacdes . : representa o conceito  usando
perimetro. particular). . .
de perimetro. conceitos e
propriedades.
O elemento
Relacgbes 2 Valida e
. variavel. o
estabelecidas sobre ¢s Independe de Identificacdo controla as
Nivel IV conceitos. Em busca que as sistémica provas
de um concreto que é . signo-sistema de conceituais.
Estruturas ; A grandezas sejam : -
. sintese de mdltiplas 4 conceitos. Ex.: Ex.: o proprio
matematicas ~ ) numericas, . . .
relacdes. EX.: - simbolos associados método
complexas s . - geometricas, N > o
fungdes, area definida matriciais a composicao de algébrico, a
em funcéo da o funcoes. possibilidade de
: 7 vetoriaise ) o
dimensao do lado. axiomatizacOes
outros.

Assumem-se ainda para esse modelo que no movirhestéoico e l6gico podem ser
encontrados diferentes niveis de generalizacddaD@sna, também nas situagdes de ensino,
por exemplo, para estudantes da faixa etaria dma® e de 15 anos, podem ser considerados
niveis diferentes do processo de generalizacaoorfRecer e estabelecer estes diferentes
niveis ndo € uma questdo de precisdo. A oscilagastante entre diferentes niveis de

generalizag@o deve ser considerada, mais do qakoode um nivel a outro. Ainda assim, de
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forma especifica para a andlise do processo dealigagdo em situacdes de ensino, julgou-
se necessario definir e explicar justificando afgpassiveis niveis, que nao pretendem ser 0s
Unicos, mas 0s que nesse momento podem ser faténentificados e delimitados. E
necessario destacar que ha de se considerar agdscdonstante nas situacées de ensino entre
esses niveis, pois a generalizagdo, como procéssoncretizada a base de movimentos

constantes e dialéticos de analise/sintese, métsé; concreto/abstrato; geral/particular.

5.4 USANDO O MODELO PARA A ANALISE DOS NIVEIS DE GEERALIZACAO EM
UMA SITUACAO DE ENSINO

Para facilitar o uso do modelo, a sua representtajdieita de forma plana, como
circunferéncias concéntricas que representam @ssnile generalidade (Figura 13). Até esse
momento de elaboracdo do modelo, foi possivel elsedr quatro componentes e quatro

niveis de generalidade que podem ser revistos kaalog.

CONTEUDO

FORMAS DE /-\ ELEMENTO
EXPRESSAO \J MEDIADOR

CRITERIOS DE
VALIDADE

Figura 13 - Exemplo do uso do modelo por meio dauoferéncias concéntricas.

Esse modelo, idealizado apenas para analise de®és de ensino, sera utilizado de
forma a identificar quadrilateros por meio das gigs entre os pontos marcados pelas
circunferéncias sobre os eixos. A ligacdo entreivelnlV das categorias representadas
expressara um nivel elevado do processo de geram@ti do ponto de vista epistémico. A
seguir um exemplo do poligono formado pelo nivéb I‘conteudo”; nivel 1l na componente
“elemento mediador”; nivel Ill na componente “fosnde expressao”; e pelo nivel Il na

componente “critérios de validade”.
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Quanto mais proximo a um quadrado, independentaidel em que esteja, mais
equilibrada serd a relagdo entre as quatro compemeRkntretanto, entende-se que esse
quadrilatero mantém-se em constante movimento estaiferentes niveis das componentes
da generalizacao, e por isso nem sempre ele terénato de um quadrado. Além disso, para
efeitos de demonstracéo, esta sendo usada a seaemacdo plana, mas pode-se considerar
mais movimento entre 0s niveis e no mesmo nivel m®delo for organizado em sua forma
tridimensional.

Esse modelo pretende analisar a generalizacdoteat®&s enunciadas de ensino, e
tambémpor meio de didlogos ou depoimentos de professores e alsolo® determinada
situacdo de ensino. Nesse sentido, possibilitajetiedcdo de uma “zona mediadora de
aprendizagem”, e, no caso desse modelo, relacioaadprocesso de generalizacdo dos
estudantes. Essa zona permite estabelecer o mdviene o que € proposto pelo enunciado
(caracteriza um nivel potencial) de uma situacdo qaie é abordado pelos professores na
interacdo com os estudantes (caracteriza o nigeatiegido).

5.4.1 A andlise da generalizagdo em uma situacao@esino envolvendo sequéncias

A situacdo mostrada na Figura 14 foi apresentadacurso de atualizagcdo com
professores, realizado no primeiro semestre de.Zldhla-se de uma situacdo enunciada na

Proposta Curricular do Estado de Sao Paulo (AngxmBa alunos da 72 série/8° ano.

Cada figura da sequéncia de bolinhas a se-
guir est4 indicada por um nmiamero. Qual seria a
formula para determinar o nimero de bolinhas

de uma figura genérica n dessa sequéncia’

1 3 4 5

2
® eee
®

Figura 14 — Situacdo de aprendizagem sobre se@sénci

Durante o curso, questionados sobre a aprendizggema situacao promove, uma das
professoras responde: “Observar os padrdes, acharfarma geral usando letras, também
tem a questdo de expressdes algébricas equivdléhtes B27, BV2, 00:08:20).

Questionados sobre o0 que representa a letra “a’gsmestudantes, uma resposta foi:
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Entdo, essa pergunta foi muito provocativa [...] peage em passar este exercicio e
ver o que acontece, mas depois quando eu fiquandtha pergunta como esta ai
[...] qual seria a férmula para determinar o nimeeobdlinhas de uma figura
genérica n dessa sequencia, talvez ele seja umgsatlide para o aluno generalizar
e entender o que é esse n ai [...] talvez se mudasg®uco na questao de imaginar
uma figura, sei l4, um nimero 10, quantas bolirnbga...no enunciado...talvez o
gue representaria para os estudantes por que podpis para alguns ali ele ndo
identifique ali 0 que é a pergunta, o que é esskhom, ndo sei,...talvez nesse
momento deixar eles fazendo e se surgir davidagcidnar. (André, B28, BV2,
00:10:05).

Pode-se considerar que o professor procura padailds para aproximar o aluno do
processo de generalizacdo em diferentes niveig, tpato, sugere primeiro “[...] imaginar
uma figura, sei la, um nimero 10 [...]” porque coesidque os alunos teriam dificuldades de
compreender e generalizar usando como recurso komlmd'n”.

Usando o modelo de andlise da generalizacao (Fidgi)ram situacdes de ensino para
analisar o enunciado da situacao, identifica-seaessidade de que o estudante relacione o
namero de pontos em cada figura com a posicdo emadigura esta. Assim, em relacdo ao
contetdq estaria no nivel Il por estabelecer uma relagéiceens objetos. Em relagédo ao
elemento mediado, espera-se que a generalizacdo seja realgadmeiode uma “figura
geneérica”, que estabeleceria 0 movimento entreagescparticulares e um caso geral, e,
portanto, identifica-se no nivel Ill nessa compdeerQuanto aforma de expressao e
significado, pretende-se que o simbolo “n” represente a relagtbelecida, mas essa relacao
ndo representa um conceito, assim, também estariaivel Il, como expressdo de uma
abstracdo relacionada a quantidade de pontos @efigada. Por fim, ndo se identificam no
enunciado elementos pavalidacdo da generalizacdoe, portanto, nessa componente o
enunciado ndo alcanca o nivel I. Para concretizdadanalise, foi elaborada uma figura em
que se estabelece um ponto de ligacdo entre cadpooente e o nivel que atinge, que ao
serem ligados revelam um quadrilatero dentro aaucferéncia.

Na Figura 15 ndo € necessario identificar um panto particular na camada da
circunferéncia ao marcarmos em cada componenteal smisel. Isso revela o potencial de
analise e de desenvolvimento desse modelo (quegmvdesado por professores para analise
das situacdes que elegem e de suas proprias pjatizantro da mesma camada, pode-se
estabelecer o movimento desse ponto considerandoegtre um nivel e outro ha um
“espaco” que pode ser preenchido com outros naspecificos, dando movimento a analise

e ao modelo, que pode ser constantemente apedeigo@formulado.
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Andlise do enunciado da
situacao
Conteldo

Componente do | Nivel
processo de
generalizacdo

Conteldo Il

Elemento 11
mediador

Expresséo e I
significado

Validade

Expressao/Significado
lopelpaN ‘I3

Validade
Figura 15 - Andlise do enunciado de uma situac&ndao usando o modelo.

Outra possibilidade dada por esse modelo é a dgamagio entre o que esti
enunciado e 0 que se concretiza na interacao @rafessores e estudantes. Destaca-se aqui a
fala da professora Ana ao usar essa situacao amealula:

Eu apliquei esta atividade pedi para eles resalveteve que explicar a palavra

‘genérica’, eu lembro e eu tive que explicar o gu@ 0 n primeiro, 0 que esse n
representa, alguns como eles ja eram de 72. Sésielais alunos ja entenderam e
falaram assim que é uma figura qualquer, que esseal representar uma figura

qualquer, eu tive que fazer primeiro esta expliocag&gora vejam qual que seria a
formula [...] chegaram a 4n, ndo é geral, tem alune ndo esta interessado em
saber isso....todo mundo contou as bolinhas, colotaravalor e eles perceberam
que crescia de 4 em 4 e alguns grupos colocaraangna alcancar a sala eu precisei

fazer mais o que, fazer mais o 6, como seria 0/, ®8....32...0 que vocés estao
fazendo, ah multiplicando por 4, ai alcancou a&ala. (Angélica).

Pode-se considerar que em relagdo ao conteudmfespora tem dificuldades em
fazer com que os estudantes estabelecam a relaigéaeposicao da figura e a quantidade de
pontos (0 que pode ser caracterizado como umaelgodicdo). A relacdo acontece pela
contagem dos pontos (“todo mundo contou as boljnd@ecaram o valor e eles perceberam
que crescia de 4 em 4”) e a percepgdo que de wgue fpara outra o aumento € de quatro
pontos (0 que pode ser caracterizado como uma leabrréncia), que esta presa a contagem
dos objetos, portanto em relacdo a componente wwmtestabelece-se o nivel I. Quanto a

componente do elemento mediador, esta foi definaaivel Il, pois a professora recorre a
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diferentes particulares (“eu precisei fazer mague, fazer mais o 6, como seria 0 6, 0 7, 0
8....32...0 que vocés estdo fazendo, ah multiplicarmtodp ai alcangou a sala toda”) para
alcancar o geral. A forma de expresséao foi defimdgproprio enunciado como sendo pelo
uso da letra “n”, e assim esta € usada para estael relacdo e alcanca o nivel Il. Por fim,
quanto a validade da generalizacdo, pode-se congeegue se atém aos casos particulares
(Nivel 1), considerando que a professora orientesisdantes a identificar a relagdo para

outros numeros (Figura 16).

Conteudo
Analise da fala de uma
professora

Categoria (do processo de Nivel 8 m
generalizago) 8 3
£ 8
Conteudo I 2 g
3 =

T o
Elemento mediador I b g
= T 4 8
Expresséao e significado Il s S]

n L

Validade I
Validade

Figura 16 - Andlise da generalizacdo alcancadateeaicdo da professora com os estudantes.

Uma comparacdo com as duas andlises realizadasnpadelo permite que se
identifique uma “zona mediadora de aprendizagemresentada na Figura 17, entre o que se
pretende pelo enunciado da situacéo e o que évpbakiancar na interacéo do professor com
0s estudantes.

Um professor consciente da distancia entre o quatencialmente proposto, em uma
situacao formulada em uma proposta curricular ww ldidatico, ou em uma situagdo com
formulacado prépria e o que é possivel desenvolaenteracdo com os estudantes, concretiza
suas ac¢des conduzidas por objetivos que podemassidetinidos.

Em outro momento, foi solicitado a professora Aimgélque participou do curso e
cuja interagdo com os estudantes foi analisadapesiguisadora, que analisasse, ela mesma, a
situacagpor meiodo modelo e também a sua propria pratica. A psadara explicou para ela
o funcionamento do modelo, destacando as compaenbds niveis definidos, entretanto as
bases tedricas e 0 movimento de constituicdo deeloadio foram explicitados, apenas a sua
organizacao final, com a intencao de verificar seoalelo se constituiria em um instrumento

que possibilitaria a analise com certa autonomigpde da professora.
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Contetdo

Expresséao/Significado
J0peIpsiN |3

Validade

Figura 17 - Comparacéao e estabelecimento da zodedoga de aprendizagem.

Depois de conhecer o modelo proposto, a professmBsou a situag&gor meiode
seu enunciado estabelecendo: conteddo (nivellémento mediador (nivel Ill): expressao e
significado (nivel Ill); validade (nivel 1), quefdre da analise realizada pela pesquisadora
apenas na componente “expressao e significado”gupora professora ja associa a
generalizagdo realizada ao conceito de perimets,an qual o enunciado da situacéo ndo faz
referéncia. A professora também analigmu,meiodo modelo, a sua propria interacdo com 0s
estudantes, chegando a seguinte classificacaceltmmi(nivel I); elemento mediador (nivel
I); expressao e significado (nivel 11); validadevel Il). Essa analise também coincide com a
da pesquisadora, mas difere em relagdo a comporfentérios de validade”, que a
professora eleva ao nivel Il, justificando que ‘“vedfavoreceu foram os momentos de
conversa com a classe e as questdes que foramertsas”.

Por meio dessas analises entende-se e pode-sgarajoe esse modelo néo pretende
ser unico e fechado. A partir de estudos tedri@acovez mais aprofundados, € possivel
acrescentar componentes a ele, alterar a mobilidatte seus niveis, especificando mais o
processo de generalizacdo em desenvolvimento. @esnque este € um trabalho constante
para professores e pesquisadores. Entretanto,desasie que as componentes inicialmente

propostas e a possibilidade de estabelecer umaacag§m entre enunciados e acdes de
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ensino representam um avanco na analise. Além,digsmitem também aos professores a
conscientizacdo de suas proprias acdes, tendc adarobjetivos que visam a atingir a cada
uma das situacbes de ensino que propdem aos essidaam como as potencialidades e

limitacGes envolvidas em cada uma delas.

5.4.2 Andlise da generalizacdo em situacOes de anstm que envolvem funcdes

Considera-se que estabelecer a relacédo entreaadegias de forma geral constitui a
esséncia da algebra. Para tanto, o instrumentméal® mediador) mais adequado sdo a
variavel e sua representacdo simbolica. Entretast@studos historicos indicaram que para
se chegar a essa relacdo geral entre as grandemasrepresentacdo, algumas etapas foram
historicamente superadas. Por exemplo, usar tabelgsresentar diversos casos particulares
para reconhecer a variacdo de grandezas e a relagipendéncia entre elas; ou entdo usar
diferentes formas de linguagem (comum, representgcdfica) para estabelecer a relacéo
entre duas ou mais grandezas.

Nessas etapas e em outras do desenvolvimento wmloecmento algébrico, se
reconhece a importancia do processo de generadizBgende-se aqui que as componentes
“conteudo, elemento mediador, formas de expressditéeios de validade” possibilitam que
esse processo de generalizacdo seja analisado sanvdlvimento e, portanto, podem ser
captados em diferentes situacdes de ensino e imelnas situacbes que envolvem funcdes.
Considera-se ainda que as fung¢des, por um lado,irstoumentos do conhecimento
matematico e especificamente algébrico para genaguadro explicativo dos fendmenos da
realidade, e por outro lado, sdo objetos do contedio algébrico estudados, desenvolvidos e
aperfeicoados como objetos em si.

Em geral no ensino, os elementos de uma funcdalestacados, assim € um dos
objetivos que os estudantes reconhecam o tipo rigidu(linear, quadratica, exponencial e
outros); as raizes de uma funcdo; a sua reprefent@fica e analitica, e também que
resolvam situacfes-problema usando funcgdes.

Durante o curso de atualizacdo para professorésieédizada a andlise de uma
situacdo proposta para os estudantes da 32 séfimsino Médio (SAO PAULO, 2008d,

p.33), conforme as Figuras 18 e 19.
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Matematica - 3° série, 3° bimestre
( \ Pinx
v 0
A

Atividade 3 i

Quando uma pedra € langada verticalmente i
para cima com uma velocidade inicial 40 m/s, 5w
a partir de uma altura inicial de 45 m, ela sobe i
com velocidade cada vez menor, até atingir uma !
altura maxima em relagao ao solo, quando mo- i
mentaneamente para. A partir dai, ela descc 0 ¢
cada vez mais rapidamente até voltar ao solo.

Sabemos que por causa da for¢a da gravidade Pede-se:

(peso), que a puxa para baixo, a velocidade da a) Construir o grafico de v como fungio de t;

pedra diminui a uma taxa constante de 10 m/s a b) Construir o grafico de h como fung¢io de t;

cada segundo, aproximadamente. Podemos des- ¢) Determinar o valor maximo de h(t);

crever o movimento da pedra por meio de uma d) Determinar o valor de t quando a pedra

funcdo do 1° grau, que representa sua velocida- voltar a passar pela posi¢ao inicial;

de, e de uma funcdo do 2° grau, que represen- e) Determinar depois de quanto tempo a

ta sua altura em relacdo ao solo. Nesse caso, as pedra atinge o solo;

fungdes que representam a velocidade e a altura ) Observando os graficos de h(t) e v(t), as-

sdo as seguintes: sinalar V (Verdadeiro) ou F (Falso) nas
i v =40 — 10t frases seguintes:

(a partir do valor inicial 40 m/s, a velocida- 1) A velocidade decresce a taxa constante”.
de diminui 10 m/s a cada segundo, ou seja, a 2) “A altura h cresce cada vez mais len-
taxa de variagdo da velocidade —10 m/s por s, tamente até atingir o valor maximo;
quc sc escreve —10 m/s?) depois, decresce cada vez mais rapi-

h =45 + 40t - 5t damente”.

(a partir do valor inicial 45 m, a altura au- 3) “A altura cresce a laxas decrescentes
menta até um valor maximo, diminuindo pos- até o valor maximo; depois, decresce
teriormente até atingir o valor zero.) a taxas crescentes”.

33

Figura 18 - Situacao apresentada para os estudin®¥sano do Ensino Médio durante o 3° bimestre.
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abc,de

rdfico da velocidade v como funcdo do

tempo t € uma semi-reta, com inicio no ponto
(0:40) e com inclinacdo negativa e istal
10. Como v diminui de 10 mls a cada

nelo, apos 4s a velocidade seréd igual a

ou seja, @ semi-reta corta o eixo x (ver

Jigura mais a frenre).

O grdfico da altura h em fungdo do tempo t

¢ um arco de parabola, iniciando no ponto

5), com a concavidade para baixo. Seu
ponto de mdximo coincide com o instante
em que a velocidade é igual a zero, ou seja,

re para t = 4s. A altura maxima é o valor

1 leva 4s subindo até a altura mdxima

[ tempo descendo até a posicio de

da;, logo apos 8s estard de volta @

posicdo inicial.

O instante em que ela toca o solo é o valor

et para h = 0, ou seja, é a raiz da equagcio

0 =45 + 40t - 5¢; resolvendo, encontramos

[f) Observando os grdficos e especialn
lodos esses resultados estdo sintetizados as concavidades, concluimos que

nos seguintes graficos. afirmagaes sdo verdadeiras.

Figura 19 - Solucao da situacdo apresentada naaFl@u

Convém esclarecer que os cadernos do professoakigo, que compdem o material
distribuido bimestralmente aos estudantes da rétdicp do Estado de Séo Paulo, estdo
divididos em situacdes de aprendizagem. Para cada dessas situacdes, definem-se
“Conteudos e temas”; “Competéncias e habilidadegseratégias”.

Essa “Atividade 3", que sera analisada, é uma tilddades que compde o caderno do
professor e do aluno do 3° ano do Ensino Médiereete ao 3° bimestre, e esta incluida na
Situacdo de Aprendizagem 3, intitulada “As trésmias basicas de crescimento ou
decrescimento: a variacdo e a variagéo da variacao”

Para a realizagdo da andlise, considera-se a&itwaginciada, a solucdo fornecida e

também o texto orientador para os professores soSieiacao de Aprendizagem 3.
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De forma sintética, nessa Situacdo de Aprendizageno documento pretendia
explorar a ideia geral de fungdo como interdepetidéexplorando fun¢des anteriormente
estudadas. Define-se como competéncias e habitidddapacidade de compreensdo dos
fendmenos envolvendo crescimento ou decrescimbatn,como a expressao da rapidez com
que crescem ou decrescem a partir de qualidadesessgg nos graficos das funcdes
representadas” (SAO PAULO, 2008d, p.27). A Situag@oAprendizagem 3 usa como
estratégia a apresentacao de trés formas basicasesl@mento ou decrescimento: “a das
funcdes do 1°. Grau, a das funcdes que crescemrapaamente do que ela e a das funcbes
que crescem ou decrescem mais lentamente do qoel@ Grau” (SAO PAULO, 2008d,
p.27).

Consideram ainda que o estudo da taxa de varig@da rmuito comum no Ensino
Médio, mas que se trata de estudo importante pamgpreensdo de fendbmenos naturais
(descricao de movimentos) ou econdmicos (taxasftg#io). Registram ainda que “Todas as
competéncias basicas podem ser desenvolvidas por daetal tratamento qualitativo das
funcdes: a expressdo/compreensdo de fendmenosgyumeartacdo/tomada de decisdo, a
contextualizacdo/abstracdo de relagdes” (SAO PALAODSd, p.27).

A “Atividade 3” € uma das seis atividades que coena&ituacao de Aprendizagem 3.
Em seu enunciado apresenta o movimento de uma [sedi@da verticalmente e o descreve
em linguagem natural, destacando como o movimeatsuthida ou de descida da pedra se
intensifica ou diminui. Em seguida, apresenta duagdes analiticas (de 1° e 2° graus) para
expressar a velocidade e a altura da pedra em dudgatempo. Nas questdes para 0s
estudantes, solicita a construcédo de dois grafecaientificacdo de valores particulares (valor
méximo da altura, tempo quando a pedra volta &@osnicial) ou ainda a confirmacao de
algumas afirmacdes a partir da interpretacdo diicgra

Trata-se de uma situacdo que envolve conhecimégébraco, e contempla em seu
enunciado a esséncia dessa forma de conhecimeegtad®lecer a relagao entre as grandezas
de forma geral usando como instrumento a varid¥etretanto, pode-se questionar se a
situacdo possibilita ao estudante reconhecer ess@n@a; se as questdes formuladas
encaminham para essa apropriacdo; se o fato dstugaates conseguirem represempiar
meio de gréficos ou identificar valores particularesvar que identificaram as grandezas
envolvidas, estabeleceram relagGes e generalizaram.

Em busca do reconhecimento do nivel de generabzalcéincando nessa “Atividade
3", foi usado o modelo elaborado nesta tese paabsardo processo de generalizacao (Figura
20).
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— . — Contedid
Andlise do enunciado da situac&o onteudo

Funcdes ' Atividade 3’

Categoria (do processo de | Nivel
generalizacao)
Conteudo Il
Elemento mediador I\
Expresséao e significado Il
Validade Il

JopelpsiN 19

Expresséo/Significado

Validade

Figura 20 - Anélise do enunciado da situacéo “festd

Em relagcdo a componente "conteldo” da generalizagisidera-se que a situacao se
encontra no nivel lll, a generalizacao sobre a Hasebjetivacdo de alguns conceitos. Muitas
relacdes estdo explicitadas no préprio enunciaditdacéo, por exemplo, quando descreve 0
movimento e a velocidade da pedra subindo e descendquando define, por meio de uma
expressao analitica, o que seria a funcédo paréoeidade e a altura do objeto em relacdo ao
tempo. Além disso, as questdes definidas ndo requex relacdo entre os conceitos ja
objetivados no enunciado (e, portanto, ndo foisifi@gada como de nivel 1V), mas sim outras
formas de representacdo (a construcdo graficaplmes particulares que podem ser obtidos
com a resolucéo das expressdes analiticas tambigigadas. Nessa situacao, € necessario
que o aluno ja tenha objetivado e compreendidtagde entre distancia e tempo (velocidade)
e também a relac&o entre o tempo e a altura aimqeth pedra. Tais relacdes entdo podem
ser descritas analiticamente por fungdes.

Em relacdo a componente da generalizacédo “elenmeetiiador”, considera-se que a
situacado nao prevé especificamente o processomdealgacao, mas sim o seu produto, e por
meio de seu enunciado € possivel perceber quemerie variavel esta pré-definido. Para
gue haja realmente compreenséo e para que seaessitwacao proposta, pressupde-se que 0
aluno tenha compreendido as relacdes entre vebieidaltura e tempo, bem como as
expressdes analiticas de funcdo em sua forma djendea que contém a representacao das
grandezas como variaveis e em sua forma simb@jgartanto, esta no nivel IV.

Em relacdo a “forma de expresséo e significad@nunciado se refere, por exemplo,
ao simbolo “v”, como representante da velocidadelojeto em questdo e ao simbolo “h”,
como a altura atingida pelo objeto. Assim, ha nanerado da questdo um alcance em relacao

ao nivel 1ll em relagdo a forma de expressédo dfgigdo. Além disso, as questbes tambéem
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estdo relacionadas as representacdes graficas odsnemtos explicitados no enunciado.
Trata-se de outra forma de expressao (ndo sO pgordaexpressdo analitica) para as relacdes
entre velocidade/tempo e altura/tempo. Entretatgstaca-se que o enunciado contém muitas
explicacbes em linguagem natural, que contribuera @a&xplicitacdo do papel dos simbolos.

Nesse enunciado especificamente, ndo ha preocupatammprovar a validade de
uma generalizagdo, isso porque as questdes prepoetsa situacdo nao se referem ao
processo de generalizacdo em si, mas a represengagfica de algumas relacbes ou a
determinacado de valores particulares, por exerigiierminar o valor de t, quando a pedra
volta a passar pela posi¢ao inicial”. Entretantmepse considerar que o item f) trabalha com
a validade da generalizacdo no nivel das premigssasggumentacdo na medida em que
direciona o estudante a analisar a veracidade giemak afirmacdes a partir dos graficos
elaborados. Assim, nessa componente, considerawseagsituacdo atinge o nivel Il em
relacdo aos critérios de validade da generalizacao.

O modelo elaborado nesta tese e que possibilitmadisa da generalizagdo nas
situacdes de ensino nao indica por si sO de gquesfessa generalizacéo esta sendo trabalhada
pelos estudantes e, portanto, tem suas limitagdes.

Deve se considerar que ao usar o0 modelo em uoa&ad cujo objetivo principal n&o
€ 0 processo de generalizacdo das relacoes, sss&gloanalisar os indicios que revelam o
nivel de generalizagdo presente e que se consm@@priado pelos estudantes para
interpretacdo do enunciado.

Assim, podem ser encontradas situacdes que atoancaivel Ill em relacdo ao
contetdo da generalizacdo, no sentido de que étiats] de tal situacdo que o estudante
atinja esse nivel; portanto existem questionamedi@xionadores dentro da situacdo que
orientam o aluno nesse sentido. Por outro lado,océon visto nesse ultimo exemplo
analisado, pode acontecer do proprio enunciaddtuwc8o apresentar elementos que ja estao
generalizados e, assim, implicitamente se consigeeao estudante que resolveu a situacao
proposta também compreendeu e atingiu o nivel dergkzac&o apresentado no enunciado.

Dessa forma, considera-se que a interacao entfespar e estudante é reveladora do
que realmente foi apropriado e possibilitou a iesd da situacdo enunciada.

Durante o curso de atualizacdo para professorasdguesse modelo de andlise ainda
nao havia sido elaborado, tal situagédo foi resaleddiscutida entre os professores. Nao
existem dados do desenvolvimento dessa situacdoosoestudantes, e, portanto, ndo se
realizou uma nova analise completa baseada nazagéio do modelo e que possibilitasse

relacionar graficamente a “zona mediadora de aprageim”.
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Entretanto, é possivel destacar algumas intervengfse professores que durante a
discusséo revelaram as diferencas entre o que lEitapente esperado como generalizado
(em relacéo aos conceitos algébricos) pelo estedaobhforme apresentado pelo modelo, e o
que alegam os professores por meio de sua experé&mcsala de aula.

Em relacdo a componente “contetdo da generalizagimfe-se considerar que o
enunciado da situagdo alcanca o nivel Il em quura conceitos sdo objetivados.
Entretanto, ndo avanca para estabelecer a relag@ocenceitos. Durante a discussdo com 0s
professores, um dos primeiros pontos questionagioa falta de referéncia na situacao a
aceleracdo da gravidade, apesar de se ter idadbtfique a “velocidade da pedra diminui a
uma taxa constante de 10m/s a cada segundo, apiexnente”. Desta forma, essa relacao
ficou particularizada nessa situacdo de ensino,seédo discutida a sua generalizacdo para
outras situacdes em que se considera um corpo edadivre, em que se caracterizaria o
conceito de aceleracéo.

Em relacdo a componente “formas de expressao dicagio”, considera-se que no
enunciado estdo contempladas as expressfes asaliticaficas e linguagem natural
relacionadas as relacdes entre velocidade/temptu/gempo. Entretanto, os professores
destacam impasses que podem ser consideradosote@mt relacdo a construcao gréfica.
Alegam ainda que para a constru¢do de graficogstsglantes, em geral, sdo orientados a
usar valores positivos e negativos para uma daslgras que estdo relacionadas, no caso
para a variavel independente “tempo”; mas n&o ssidera o tempo negativo nessa situacéo
e, portanto, o estudante deveria estar atentoraexto enunciado.

Ja tem o primeiro erro por que ele vai adotar qptemegativo em matematica, em
fisica de repente até ele volta, em matematicajjocg teria que corrigir, 0 tempo

nao existe negativo... por que se vocé esta dandmaematica ele ndo associa as
relacdes fisicas. (Suzana, GV6, 00:08:25).

Outra professora alerta para o desenho da paraddataonado a expressao analitica h
=45 + 40t -5t2.
Angélica: As vezes a parabola,[inaudivel] s6 poz ga vezes muda a ordem aqui,
né? Ele ndo vai reparar que a concavidade é vofiats baixo por que o -5 é o
ultimo.

Pesquisadora: Ah sei, aquela mania que a genteléeoolocar direto a equagéo
comabeceomenos5 jaestalano final

Angélica: Isso. (GV6,00:11:42).

A professora, nesse caso, esta se referindo addaterem destacados os coeficientes

de uma equacao de segundo grau, como a, b e cgeminos professores apresentam a
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equacgao em sua forma geral, neste formato f(xP=dpx + c. Os estudantes identificam se a
parabola tem a concavidade voltada para cima oa paixo, analisando o primeiro

coeficiente que aparece, que nao é necessariamégiise a equacdo nao estiver organizada.
Este é um procedimento técnico, ndo esta necessaia acompanhado da apropriacdo do

estudante.

5.5 CONTRNIBUIQ(N)ES DO MODELO DE ANALISE DA GENERALIXCAO EM
SITUACOES DE ENSINO

O processo de constituicdo deste modelo de arddigeneralizacdo em situacdes de
ensino se concretizou apds o estudo tedrico domentd histdrico e l6gico dos conceitos
algébricos e o reconhecimento da importancia dogsso de generalizacdo neste movimento.

Entende-se como “modelo” a partir de Davydov (1988)sentido em que se trata de
uma representacdo grafica que relaciona as comgenéconteudo, elemento mediador,
expressao e significado, critérios de validade) pele estudo tedrico foram abstraidas do
processo de generalizacdo. Entende-se que essérpodsibilita uma relagéo direta entre o
estudo do movimento historico e logico dos coneedtgébricos e o objeto de ensino da
algebra.

Esse modelo ndo pretende ser Unico ou limitadoggemele possam ser feitas novas
alteracbes. Para aperfeicoar o modelo podem sadeoz@s novas componentes, ou NoOvos
niveis entre elas. Desta forma, torna-se cada va® possivel precisar o processo de
generalizacdo envolvido nas situacfes de ensinmaointeracdo dos estudantes com os
professores.

Da forma como esta apresentado nesta tese, suappfircontribuicdo é a de
possibilitar que pesquisadores e professores disciguas componentes e 0s niveis e
analisem criticamente o processo de generalizag8silplitado nas situacbes e acbes de
ensino. Ainda que o modelo possua caracteristieased classificatorio no sentido em que
analisa a situacao e destaca para cada compomantével de generalizacdo, ndo é esta sua
intencdo principal. Este foi o modo encontrado pasaonhecer as diferencas no
desenvolvimento do processo de generalizacdo, amsanespera a linearidade na passagem
entre os niveis. Pelo contrario, entende-se queoagponentes se integram, ainda que em
diferentes niveis, e que o0 avanco, por exempldicanteudo” da generalizacdo impulsiona
avancos também na necessidade de “formas de ekpressynificado” e vice-versa.
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Destaca-se que, na versao inicial, o modelo seganado em uma esfera. As
componentes do processo de generalizacdo serigio gomos dessa esfera. E 0s niveis
permitiiam ainda mais mobilidade nessa represéntdcidimensional. Entretanto, para
efeitos de analise e explicitacdo nesta tese, eggquela representacao plana, facilitando o
registro grafico, porém, o modelo requer aprofurglaim também em sua apresentacao
visual.

E importante destacar que ao analisar as situai®emsino por meio do modelo,
podem ser identificadas situacdes que objetivaramiedver no estudante o proprio processo
de generalizacéo, e direcionam suas questbes $s0a ou situacbes de ensino que nao
objetivam o desenvolvimento do processo de gemag@pb matematica, mas recorrem a
conceitos matematicos em seu nivel mais generaliegddrmalizado. Desta forma, o modelo
também permite destacar o nivel de generalizacatingido pela prépria situacéo.

Entende-se que, seja por desenvolver o procesgenggalizacao intencionalmente ou
recorrer a conceitos matematicos generalizadosifwez6es de ensino podem ser analisadas
pelo modelo em seu potencial de ensino do proaksgeneralizacdo. Entretanto, € apenas na
interacdo com os estudantes que este “potencia€ndao se concretiza, tornando-se real.
Entdo, de forma paralela ao conceito de “zona derd®lvimento proximal” de Vigotski
(2001), entende-se que o modelo possibilita o teeomento de uma “zona mediadora de
aprendizagem” relacionada ao processo de genex@lizdsso porque é possivel realizar a
analise da situacdo enunciada e também a analisgedacio entre professora e estudantes
com base nessa situacdo enunciada. A distancieseyada graficamente no modelo entre a
andlise do enunciado e a andlise da interacacaregealcances ou limitacbes em relacdo ao
processo de generalizacao e orienta novas acogsafessores.

Considera-se ainda que o0 modelo possa ser constmtte discutido e reelaborado no
processo de formacao de professores. Para a resgabodo modelo, identificando outras
componentes ou niveis, é necessario que o profagsofunde seu conhecimento sobre o
processo de generalizacdo matematica. Além dissdpomna como j4 estd elaborado, o
modelo possibilita ao professor uma analise crideeauas proprias praticas e acdes de ensino,
enquanto seleciona situagcdes a serem apresentamlasesiudantes ou revé seus

guestionamentos durante a interagdo com eles, tduaaraulas.



6 UMA ATIVIDADE ORIENTADORA DE ENSINO SOBRE EQUACOE S: EM
BUSCA DA OBJETIVACAO DA ESSENCIA DO CONHECIMENTO AL GEBRICO
EM ACOES DE ENSINO

Durante os estudos desta pesquisa em busca de€alcambjetivo de investigar as
relacdes entre o movimento histérico e l6gico dm¥ceitos e o objeto de ensino da algebra,
foi reconhecido que a esséncia do conhecimentcbradgé que pode ser revelada pelo
movimento histérico e l6gico dos conceitos, namcidie com o objeto de ensino da algebra,
mas o constitui.

Torna-se necessario, desta forma, compreender nesggnento historico e logico
como processo “de objetivacddé conceitos algébricos no desenvolvimento da hidade,
bem como estabelecer a relacdo com o processppfiacao” desses conceitos (que compde o
objeto de ensino da algebra), a ser possibilitatoagdes de ensino e concretizado a partir de
situacdes-problema desencadeadoras de aprendigd@iiRA; SFORNI; ARAUJO, 2011).

Para tanto, durante o movimento de pesquisa, gqE@or destacar e acompanhar uma
professora que esteve presente ao curso, durameairies de planejamento de suas aulas
envolvendo conteudo algébrico. Esse acompanhanf@ntealizado no segundo semestre de
2011, durante encontros realizados semanalmemnteapesquisadora e a professora.

As reunides de planejamento com a professora faranduzidas com o objetivo
comum de elaborar uma atividade orientadora denerfseconhecendo seus elementos, acoes
e operac0des), conforme desenvolvido por Moura (R0aura et al. (2010) e Moura, Sforni e
Aradjo (2011). Portanto, era necessario promovea @ituacdo que gerasse nos alunos a
necessidade dos conceitos e considerasse o0 sememwi historico e logico. As acdes
planejadas foram concretizadas com o0s estudantasaksadas constantemente, sempre
visando a aprendizagem dos estudantes.

A propria professora definiu a turma com a quadtg@a de trabalhar e realizar o
planejamento. “Eu acho melhor a 62. série, comemar eles equacdes, que esta na proposta
ja do planejamento. Trabalhar com resolucdo degdgsasistemas” (E1, 00:02:34).

Considerando que as equacfes sao instrumentos rdeabmento algébrico para
compreender os fenbmenos da realidade objetivasgupsadora procurou identificar, com a
professora, situacdes-problema as quais as equatilessem estar relacionadas, sendo

usadas como instrumento para resolugéo.

“Todos os encontros foram gravados em &udio, eesérefia das falas da professora e da pesquisasidgra e
identificada da seguinte maneira (E nimero do engpimstante em que se iniciou a fala). Por exempésse
caso, (E1, 00:02:34) se refere ao primeiro encpntim a fala iniciada por volta de dois minutos.
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A professora relata que os estudantes confundiaposeitos de perimetro e area,
apesar de eles ja terem sido discutidos em auta.Ciesultado de uma avaliacdo externa
realizada com essa turma, cuja dificuldade foi leelee e, portanto, teria a necessidade de
retomar esses conceitos.

Conforme os principios da Atividade OrientadoraKiesino, pretendia-se elaborar
uma situacéo desencadeadora de aprendizagem, eramsid que:

A situac@o desencadeadora de aprendizagem deergaat a génese do conceito,
ou seja, a sua esséncia, ela deve explicitar ssidegle que levou a humanidade a
construcdo do referido conceito, como foram apadeeos problemas e as
necessidades humanas em determinada atividade osmhomens foram

elaborando as solugdes ou sinteses no seu movirdgito-histérico (MOURA et
al., 2010, p.103-104).

Definiu-se entdo a necessidade de gerar uma situpgé contemplasse os conceitos
de perimetro e area e que usasse as equacdesrimimento para resolver os problemas.
Essa definicdo surgiu da necessidade da professas historicamente conforme registros
babildnicos (BAUMGART, 1992), os problemas que cmlaavam area e a soma de
comprimento e largura eram muito comuns.

Apébs o levantamento de algumas situacfes apresantanto pela professora quanto
pela pesquisadora e que relacionavam os conceitgsedmetro e area, definiu-se que a
situacao deveria possibilitar aos estudantes pereebque espacos definidos com perimetros
iguais ndo possuiam necessariamente a mesma aleanggneira inversa, espagos com a
mesma area ndo possuiam necessariamente periigatiss Foi usado como critério para a
escolha que a situacao contemplasse a necessidaxd®d de controlar os terrenos por meio
das grandezas area e perimetro. Portanto, a Sitdeg@&ria envolver e contemplar agcdes em
gue os estudantes pudessem delimitar terrenosaregué nao regulares, dividindo-os em
formas diferentes para que trabalhassem com adeyas perimetro e area.

O envolvimento da professora com a situacédo seervid e a pesquisadora explica
que a situacdo criada sera desencadeadora de vatias acdes a serem detalhadas e
desenvolvidas de acordo com o retorno da aprerghzados estudantes. Indica ainda,
segundo os principios da atividade orientadorande, a necessidade de ndo s6 mostrar um
terreno, mas também de elaborar uma histéria quehen os estudantes; com o que a
professora concorda: “Isso seria legal, montarsedha de alguma cidade ou de algum pais,
sei la... nome” (E2, 00:43: 48).

Depois de mais discussOes sobre a sistematizacéositlzacdes, professora e

pesquisadora se conscientizam das potencialidades crthcdo de uma situacdo
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desencadeadora, no sentido de que podem ser criadesnos que tenham o mesmo
perimetro, mas areas diferentes, ou a mesma gredmeetros diferentes. Inclusive areas de
circulos, ou localizac&o dentro do terreno, usangiano cartesiano.

No terceiro encontro de planejamento, a professomstra como pensou em
sistematizar a situacdo apds as conversas (ApéridiceA professora registra uma
possibilidade para a situacdo e inclui registroresab organizagdo fisica dos estudantes na
sala, e as acbes em cada aula. Esse primeiroroegistrité® da professora, considerando as
conversas com a pesquisadora, foi a base pardaetd demais acdes, e definir situacdes-
problema que usassem as equagdes como instruneergsalucao.

As acgbes de planejamento continuam nos demais gosomo sentido de elaborar
cada vez mais a situacao, tornando-a potencialndedencadeadora da aprendizagem. A
partir da organizacdo das acoes realizada pelagzmfa, a pesquisadora sugere a criagao de
uma historia virtual, que gere a necessidade e wwhémento dos estudantes para a
aprendizagem e que descaracterize as acoes complesitarefas sem encadeamento, no que
a professora concorda. “Eu senti também necessidader uma histéria” (Angélica, E3,
00:39: 58).

Assim, em busca de gerar situacdes para as quaisstglantes atribuissem
significado, destaca-se como fundamental defisitieacdo que desencadeia a aprendizagem
e que envolve os estudantes em atividade. Paraab99€6) e Moura et al. (2010), diferentes
recursos metodologicos podem concretizar a situggéadesencadeia a aprendizagem. Entre
eles estéo, o jogo, as situacdes do cotidianoistéria virtual do conceito. As acdes foram
planejadas utilizando como recurso metodoldgic@stbtia virtual a seguir, que serviu como
situacdo desencadeadora de aprendizagem.

Agora estdo todos numa nau viajando em alto mae eegente um marinheiro

grita... Terra a vista... sim, eles encontraramlocal onde aportar e se instalar.
Desceram todos do navio e foram desvendar a matavpa como conseguiram se
acomodar, entdo encontraram uma grande clar®ias.que 6timo lugar para acampar e

se instalar, podemos até construir uma nova cipadaqui. O lugar era realmente lindo,
com espago enorme, cheio de arvores ao redor ad@pbr um rio.

A clareira é o cenério inicial da historia e a pesora criou uma reproducdo em tecido
(Figura 21) em um tamanho suficiente para que foekeado no chdo, no meio da sala, e
todos os alunos pudessem se sentar em volta deleppendo assim a interacdo entre os
alunos. Durante todas as aulas relacionadas a s#ssado, 0s estudantes trabalharam

coletivamente. Foram organizados grupos.

Ao final do semestre, a professora havia registraio detalhes todo o processo de planejamentaadali
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Figura 21 - Material produzido peI {J‘rofessora pepaesentar o cenario da historia virtual.

Pode-se destacar aqui a importancia de algumasgijes realizadas pela professora
conforme as condi¢des; nesse caso, a elaboracam @spaco que representasse a cena da
histéria virtual e sobre o qual todos os estudaptateriam trabalhar. Nesse tecido, eles
representavam o seu terreno, faziam medi¢des etidistsobre os conceitos de perimetro e
area, conforme as orientacdes da professora. Q@anama ouviu a historia e viu o0 material,
surgiu o interesse sobre 0 que seria trabalhadmai@matica. “Achei que eles participaram,
se envolveram, algumas meninas falaram: ‘Que da''hdfAngélica, E6, 00:05:23). A
professora também percebe que o fato de ter céohstum material que os colocasse
envolvidos com a situacao, também foi um elemen®as aproximou, e conta: “Eles ficaram
muito tempo olhando o desenho. ‘Nossa, que grandé,que fez professora?” (E6, 00:07:13).

A histéria foi sendo conduzida e retomada duraétés aulas com os estudantes. A
ideia era de que eles se sentissem como essengggas que chegaram a um lugar
desconhecido e com necessidade de organizaca®lagaa a divisdo do espaco. Instaurada
nos alunos uma necessidade e um motivo para résoldas situacdes-problema, era
necessario que professora e pesquisadora orgamzassproximas acdes no sentido em que
se encaminhasse ao estabelecimento da relagdo antggandezas e para O recurso as
equagdes como instrumentos para resolvé-las.

Em relacédo aos conceitos de area e perimetroneipai acdo dos estudantes sobre a
clareira foi a de construir um terreno para cadga@r Para isso, cada grupo recebeu um

barbante (todos com o0 mesmo tamanho) para criem préprio terreno (Figura 22).
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Figura 22 - Estudantes delimitando seus terrendslagira” com o pedaco de
barbante do mesmo tamanho.

Aqui se reconhece que o uso de um pedaco de tpardarepresentar o terreno; o0 uso
do barbante para criar um espacgo delimitado; odes@equenos pedacgos de papel como
unidade de medida de area (que foram posteriornusai#os) sdo todos signos que auxiliam
os estudantes a compreender os conceitos de dpeaineetro. Sem a acao explicita do
professor e sem a definicdo do objetivo do ensiem o pedaco de tecido, nem o barbante,
nem os pedacos de papel fariam o papel de signée serviriam como mediadores para a
construcao dos conceitos matematicos.

O principal objetivo dessa acdo era que, aposnatragdo dos terrenos, os alunos
medissem as areas ocupadas e comparassem primgiedmente e depois por meio da
medicdo. Para tanto, necessitariam de uma unidadmetlida, que foi definida com a
professora (no caso uma subdivisdo da folha sulfite

Ai eu fui falando: como é que a gente vai sabdas®rto o que a gente escreveu?
Por que um grupo disse que este terreno era o uhaitwdos, outro grupo falou que
era o inverso. Como a gente faz para ver se edti#?cdi um menino falou assim:

Ah, a gente pega o terreno, desenha assim e \#hsedentro do outro. Mas como a
gente vai desenhar? (Angélica, E9, 00:50).

No momento de elaboracdo dessa acgao, tanto passcuipadora quanto para a
professora, a expectativa era a de que de posseedielas das areas dos diferentes grupos
(considerando a unidade de medida estabelecidardanjente), os estudantes e a professora
pudessem posteriormente gerar equacdes que relas@n as diferentes areas e
contribuissem para encontrar valores desconhedifEsse movimento, as equacgdes servem
para estabelecer igualdades entre grandezas deanmegureza, mas relacionadas a objetos
diferentes. A grandeza relacionada € a area ejessIsao os terrenos de cada um dos grupos
de estudantes. Pode-se dizer que a relacao ergrarafezas ocorre aqui, mas ainda de forma
limitada, presa a casos particulares e sem padsitdd de ser estabelecida de forma geral.

Assim, de posse dos dados das medicdes dos terferas elaboradas situacdes-

problema que poderiam ser resolvidas com equag@gsigheiro grau envolvendo as areas
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encontradas. Os primeiros problemas de equacOoeegios foram sobre a comparacao de
areas do terreno de um grupo com o de outro gAeguacdes que resolviam os problemas
propostos incluiam a falta de uma parcela da adegdalta do 1° ou 2° termo da subtracéo e
até a falta de elementos de expressdes que envalvproduto de um numero por uma
adicdo. Nesse caso, a técnica de resolucdo nadaderdacilmente desenvolvida pelos
estudantes, apesar da compreensao do problemasfwropo

O uso de fracbes 1/3, Y2, ¥4, 1/6 de 1/8 da folhsutfde A4 permitiu que se criassem
problemas para serem resolvidos por meio de eqgsiagéeprimeiro grau, também com
fracOes, atribuindo sentido a algumas operacdesmueas vezes, sdo ensinadas de forma
mecanizada com 0s estudantes; por exemplo, a mEEdssde encontrar o denominador
comum, a necessidade de adicionar fracdes e outros.

Essas aprendizagens foram desencadeadas comergp@agio do planejamento, que
se baseava no valor do perimetro fixo e na com@araptre as areas encontradas das
diferentes formas. No planejamento da acdo seguantetencdo era manter a area fixa e
alterar o perimetro. E outra questédo foi lancadaemtudantes: “Agora, vamos reorganizar
Nossos terrenos neste espaco de modo que todemficpm a mesma area, e com perimetros
diferentes. Como podemos fazer isso?”.

O novo objetivo dessa acao era o de que os estsddintdissem igualmente o pedaco
de terra (Figura 23). Para tanto foi necesséarioimeetrreno total da clareira, o que foi feito
usando as unidades do sistema internacional dedasdt, ao final, ficou definido que cada
grupo ficaria com 15 dm2,

Os estudantes delimitaram na clareira 0S seus n@vcenos que agora tinham a
mesma area e perceberam que o que variava ergrerata os valores dos perimetros (Figura
24). Apos essa reformulacéo dos terrenos, o trabalhoempracdes foi novamente inserido,
agora utilizando como grandeza desconhecida a mehlid perimetros. Nesse momento, a
preocupacdo era de formular questdes cuja resotogdasse o uso de equacdes necessérias,
com os estudantes compreendendo a facilidade dmfashe a organizagdo do pensamento

por meio da escrita da equacéao.
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Figura 24 - Terrenos construidos pelos estudantesacmesma area.

Historicamente, encontram-se registros de equadéeprimeiro grau e com uma
incognita para resolver situacdes-problema, mesmorecorrer ao simbolismo formal usado
atualmente. Por muito tempo, as ideias algébrieaesenvolvem por meio de problemas que
envolvem somente uma incognita (RADFORD, 2011).

As situacdes-problema foram elaboradas para questaslantes as resolvessem com
diferentes tipos de equaces, por exemplo: comcagimta presente em s6 um lado da
igualdade, com a incOgnita dos dois lados; com eeswmdade de parénteses; com a
necessidade de fragbes e outros. Por exemplo:

a) O dobro do perimetro do meu terreno subtraindom@esin a mesma medida que o

perimetro do terreno da familia Bergamine. Qualealida do perimetro do meu

terreno?
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b) Com um pedaco de barbante consigo dar trés valtasomr meu terreno. Ana me
mostrou que com o0 mesmo pedaco de barbante passo dena volta no terreno da
familia Araujo e ainda sobram 20 dm do barbantal @a medida do meu terreno?

Nesses problemas, a medida desconhecida é o perideetmeu terreno” (o terreno
da professora), mas as demais medidas dos pergnptoexemplo, da familia Bergamine,
ou da familia Araujo, sdo medidas conhecidas peltsidantes, e, portanto, ndo sao
caracterizadas como outra incognita do problema.

Desta forma, os estudantes compreendiam o sigmifidas equacdes que elaboravam,
ainda assim encontraram dificuldades em simboligaresolver aquelas que exigiam
procedimentos técnicos mais elaborados, por exerijpioterco da soma do meu perimetro
com 4 dm é igual a diferenca entre perimetro do t@eano com o da familia Adams. Qual a
medida em dm do meu terreno?

A partir dessas dificuldades, enfatizou-se o endm@lgumas técnicas para resolver
equacoes, e a apresentacdo da técnica de resalé@gaoconstituiu algo enfadonho e sem
sentido para os estudantes, mas sim surgiu paria soya necessidade definida pela situacéo.

Uma dultima observacdo € necessaria em relacao ate planejamento da
professora (Quadro 7). No movimento com a turmangéacme as potencialidades da situagéo
que foi produzida, a professora também teve coedigié trabalhar com os estudantes outros
tépicos de ensino, que foram relevantes para cepsocde ensino e aprendizagem, mas nao
relevantes nesta pesquisa. Pode-se citar como &xesnpre as acdes também desenvolvidas,
mas que nao destacavam conceitos algébricos,ragdefido nome para o lugar onde se passa
a histéria virtual. A professora criou assim a &ypaidade de trabalhar com conceitos de
estatistica, também previstos no programa curricdea 62 série (frequéncia absoluta,
frequéncia relativa, construcdo de graficos deasaer graficos de setores) a partir de uma

votacéo realizada com a turma.

6.1 ANALISE DE EPISONDIOS: EM BUSCA DA ESSENCIA DOQBIHECIMENTO
ALGEBRICO NAS ACOES DE ENSINO

Ao longo das acdes da professora com o0s estudentds seus relatos sobre a
aprendizagem deles, foram se revelando elemen®geunitiram analisar como a esséncia

do conhecimento algébrico é contemplada.
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Quadro 7 — Sintese das agOes e operagfes de piangjeelaboradas

*Definicdo e elaboracéo da situacéo desencadeada@arendizagem: a histéria virtual

» Estudo de porcentagem e estatistica por meio de:

- votacao para escolher o nome do lugar onde sa jpalsistoria

- construcdo de uma tabela para organizar 0s potosome

- explicag¢des sobre porcentagem, frequéncia alaselfrequéncia relativa
- célculo da porcentagem de votos para cada nome

- construcdo de graficos de barras e setores

» Desenvolvimento da historia virtual (divisdo detudantes em grupos)

 Estudo de area, perimetro e equacdes

- construcdo de um terreno com valor de perimétoodf determinado
- discusséo sobre as formas geométricas

- verificagdo visual da medida das areas de cacante

- comparacao entre as areas (usando simbolos)

- determinagdo de uma unidade para medida das @reaificar a veracidade das relagfes
estabelecidas visualmente

- resolucéo de problemas relacionados as medida&rdas usando equacoes.

OperagOes auxiliares para esta etapa:
- estudo de fracdes para determinar por meio deddis em uma folha sulfite a medida da unidade
padrdo mais adequada para a area dos terrenos

« Continuacao dos estudos de area, perimetro e @egiac

- determinar o tamanho da clareira, com as uniddoasstema métrico decimal
- dividir para que todos os grupos tenham terrenos a mesma area sobrando espacos livres entre 0s
terrenos

- construcao do terreno de cada grupo com 15 dm?

- medida dos perimetros dos terrenos de cada grupo

- resolugdo de problemas com as medidas dos pesénetando equacdes

Operac0Oes auxiliares para esta etapa
- pesquisa sobre a histéria do metro

Tal esséncia foi destacada durante o estudo dommeowd historico e logico dos
conceitos algébricos e se refere a estabelecdagéoeentre as grandezas de forma geral.
Parte-se do principio, nesta tese, que essa essd@ene estar contemplada nas diferentes
situacdes de ensino e constituir os objetos denerda algebra, possibilitando ao estudante
apreender o conhecimento algébrico por meio do gmeasto tedrico. No caso dessa
situacdo, esperava-se que as equacdes fossemtmsnarg#os matematicos para resolver
situagdes-problema. Assim, o conceito de equag@orepresentacdo simbdlica e seus modos
de resolucdo deveriam ser derivados de uma situagégual fosse necessario reconhecer
grandezas e estabelecer relacdo entre elas. Niloapi foi visto que isso também pode ser
realizado por meio das sequéncias, e de forma amad® aprofundada por meio das fungoes.
Entretanto, no momento do planejamento, procuraasgpeitar uma orientacdo curricular, a
necessidade de ensinar da professora se encorglagi@nada ao estudo das equacdes.

E necessario ainda considerar que, no momentaatieagio desse planejamento, n&o

havia total clareza por parte da pesquisadora dasglconstituia a esséncia do conhecimento
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algébrico, embora houvesse indicios no sentido wie tgl esséncia tinha relacdo com o
aspecto simbdlico da sua linguagem, mas ndo saméém deveriam ser destacadas as
relacbes entre as grandezas. Pode-se notar quéo aldaestabelecer relacbes entre as
grandezas de forma geral ndo € predominante nonddgemento da situacdo, nem €
destacado pela professora e pesquisadora. Tal raptompoderia ser destacado nessa
situacdo considerando, por exemplo, uma relacame emtmedida da area de todos os
retangulos envolvidos, ou pela medida da areai@egtrlos, o que constituiria, entdo, no que
tem sido destacado como a diferenca entre formalaguacdes na proposta curricular do
Estado de Sao Paulo.

A seguir serdo destacados episédios a partir dasdes entre a pesquisadora e a
professora que foram considerados reveladores)dss menceituais tedricos e da esséncia do

conhecimento algébrico nas ac¢des planejadas didassu

* Episodio 1. Um procedimento para estabelecer a geralizacdo numérica

Uma das concepcdes de algebra, como foi visto pédrentes pesquisas, refere-se ao
seu entendimento como aritmética generalizada.a-Batde uma concepgdo fortemente
arraigada na formacdo matematica e também pedagdgE professores, e acaba por se
refletir em suas acdes. Durante o inicio do praceks planejamento, a professora relata
dificuldades dos estudantes com a operacao deagébtentre nimeros inteiros e indica para
a pesquisadora as agfes que usou para resolvé-las.

A professora destaca que surgiam muitas dlvidagxergicios em que os estudantes
precisavam completar os espacos em branco (valesepnhecidos), principalmente quando
esse valor era 0 minuendo em uma subtracdo. Eupiteexemplo (E1, 00:13:02): “Por
exemplo, quando falta o primeiro termo da subtraE&tava assim: p(pe) menos 308 é igual a
1967, ai muitos ao invés de fazer a adicdo, a operaversa, eles subtrairam, fizeram 1967
menos 308 e ai colocaram numero negativo”.

A professora, tanto nesse exemplo quanto em ocitiados, explica que tem o habito
de conversar com a turma dando exemplos de nanmmegneres, para em seguida retomar a
situacao apresentada: “Aqui 0 ta faltando o priméérmo e vai dar um namero positivo
entdo tem que ser maior, entdo o primeiro termo dam ser maior que a diferenca” (E1,
00:14:10).

A analise realizada sobre esse episddio € de quefassora, ao exemplificar a

mesma operacdo com valores menores, pretendia fj@stodantes compreendessem um
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procedimento por meio de quantidades acessiveisdgeo, somar o resultado da diferenca
com o subtraendo). Os estudantes tém controle smbrgrocedimentos com quantidades
menores e a professora esperava que depois eleslggassem tal procedimento para um
valor que envolve quantidades sobre as quais n&nseontrole. Trata-se da generalizacao
de um procedimento aritmético e a partir de casoscplares.

Por exemplo, em a — 5 = 7, 0os alunos possuem umtnot® aritmético e sabem que
a=12, possuem controle sobre as quantidades egrmmedeterminar o valor desconhecido
mesmo sem um modo geral de acdo. Entretanto, p@3@841967, € necessaria a
conscientizacdo do procedimento, pois 0 contrdbeesas quantidades esta menos acessivel.

Se analisarmos o processo de generalizacdo neisgliep por meio do modelo
construido e apresentado nesta tese, para andaligpdesso de generalizacdo em situacoes
de ensino (Figura 25), pode-se identificar queyelacéo ao “conteldo”, a generalizacéo esta
sendo estabelecida de quantidades numéricas quest@massociadas diretamente a nenhum
conceito ou grandeza, portanto, no nivel I. Coremento mediador para estabelecer a
generalizacdo, o nivel I, pois a professora rec@routros elementos particulares para
representar o geral. Entretanto, o elemento péatiedilizado ndo € uma quantidade maior,
mas sim uma quantidade menor, para que seja pbestabelecer a relagdo a partir do
concreto sensivel. Os simbolos usados nessa sitgagéletras que representam quantidades
desconhecidas, portanto identifica-se o nivel lh@aforma de expressdo e conteudo, e o nivel |

para os critérios de validade da generalizacaoé qoasiderada apenas por meio de exemplos.
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Figura 25 - Analise da generalizacao envolvida pis@tio 1.

Pode-se relacionar essa forma de generalizacdoague Radford (2001) denomina

generalizacdo factual, que trata da generalizag@® atdes numéricas, e, apesar de
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permanecer nesse nivel numérico, permite que osdasgbs resolvam outros casos
particulares inclusive de quantidades maiores.

Entretanto, pode ser destacado que o modo comodizida tal generalizacdo e sua
organizacdo no ensino influencia na aprendizagesnedtudantes. Nesse sentido, reconhecer
a esséncia do conhecimento algébrico é relevanéeg@nento da professora de mostrar que
0 primeiro termo da subtracdo (o minuendo) tem s@ie maior do que o resultado da
diferenca e positivo é valido somente quando $mlina no campo dos nameros naturais. Por
exemplo, em a—b = ¢, com a, b e ¢ sendo nUmatosais. Porém, no campo dos numeros
inteiros, com a, b e ¢ sendo nimeros inteiros, edagdo ndo é valida; de uma quantidade
positiva se subtrairmos uma quantidade negativaprgramos um valor ainda maior.
Portanto, usar esse argumento pode gerar confusfesaso dos estudantes que também
trabalham com numeros inteiros.

Por outro lado, considera-se que 0 processo deagébt deve ser realizado com
grandezas de mesma natureza. Também seria o dé@sodenreconhecer o papel que cada
elemento representa na operacao (seja para quidegidmandes ou pequenas). O primeiro
valor (minuendo) ndo é necessariamente o valormmsgoconsiderarmos a possibilidade de
trabalhar com numeros inteiros, mas é o valor dd s tira uma quantidade (o subtraendo),
que também pode ser positiva ou negativa. E oteskuldessa operacao indica a diferenca
entre ambos os elementos. Para determinar o miauentfio € necessario que na diferenga
seja acrescida o valor que foi tirado (0 subtragnBHete é o procedimento geral que vale
aritmética ou geometricamente, e de forma simb@lidascrito como se a-b=c, entdo a = c+b,
sendo a, b e ¢ quaisquer nimeros reais. E a retatangrandezas a ser destacada.

Por meio dos casos particulares é que se alcangado geral; entretanto, isso ndo
deve acontecer somente pela repeticdo de casesufzags, 0 que caracterizaria uma forma
empirica de conhecimento, mas também pela andls® sim caso particular. Esta analise
permitira reconhecer a relacdo estabelecida e gacarm modo geral, que explique outros

casos particulares.

» Episddio 2: A identificacdo das grandezas: um pae necessario e anterior a
generalizacao

Ainda usando o exemplo dado pela professora, winsese como a identificacao da

relacdo entre as quantidades numeéricas € fundanpansagarantir que o valor desconhecido
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seja encontrado corretamente. Os estudantes néebpeam que o valor encontrado nao
poderia ser validado como resposta.

Assim, a pesquisadora, nesse momento, procuréicaercom a professora se 0s
estudantes compreendem a relacdo entre os nunemsjue cada um deles representa.
Sugere entdo para a professora que associe a equagda situacdo-problema. Ela responde
gue nao tinha feito isso, mas intui que, se tivésse, eles saberiam resolver.

Associar a equacdo com uma situacao-problema n&ataede “contextualizar”, mas
de relacionar e identificar as quantidades assasiadgrandezas, para que a relacédo possa ser
estabelecida. Historicamente, as primeiras equacaagsolucao delas surgem da necessidade
de encontrar valores desconhecidos em situacoblera. Nessas situacdes, as grandezas com
as quais se trabalhavam estavam identificadasndeyse desta forma que a operacgéo técnica no
caso de (p-308 = 1967) de somar 1967 + 308 é dalj@enda que néo generalizada.

A situacéo definida com os estudantes, conforiplamejamento entre a pesquisadora
e a professora, contemplava essa necessidade wieficde as grandezas. Os estudantes
reconheciam as dimensdes das areas e dos perimetnus as grandezas. E as situacdes
propostas envolviam o valor desconhecido em unasdBlesta forma, os estudantes puderam
atribuir significados aos valores e simbolos guarfousados na situacao.

Entende-se aqui que a identificacdo das grandemas rdovimento inicial necessario
para a generalizacéo, ainda que se considere @gteripomente tais grandezas serdo tratadas
de forma abstrata. Se forem considerados o movandot pensamento e 0s niveis de
generalizacdo, o fato de reconhecer as quantidadeséricas associando-as a uma
determinada grandeza permite aos estudantes geéraen a ela no movimento do concreto
sensivel ao abstrato. Espera-se que o estudanfgemmda que aquela quantidade ndo € uma
quantidade qualquer, mas esta associada a umaegeaespecifica, por exemplo, um namero;
nao é uma quantidade aleatoria, mas representad@ange uma area, sendo identificado
como o elemento particular que permitird o alcateceslacao geral.

Em Davydov (1982), encontra-se a importancia dapteansao sobre grandezas para
o conhecimento matematico. O termo que Davydoéusaverdade o de “magnitude”. Nesta
tese se faz referéncia a “magnitude” e “grandepaiatermos semelhantes. Esse pesquisador
considera que

Operando com objetos reais e destacando neleg@seaos das magnitudes (peso
e volume, superficie e longitude etc.) as criargaendem a comparar as coisas por

uma ou outra magnitude, determinando a igualdaddesigualdade das mesmas
(maior-menor). Estas relacbes se anotam com sidr@g as criangas passam a
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anotar os resultados da comparagao mediante alfdiitaral, quer dizer, na forma geral
de representacéo de relagdes entre quaisquer ntEmi{DAVYDOV, 1982, p.431).

No programa elaborado por Davydov, em uma prinetspa os estudantes registram
com tragos as diferencas entre as magnitudes erjposiente com simbolos, estudando
algumas propriedades. Em outra etapa, propdem-danpas sobre as magnitudes para que
0s estudantes usem o0s sinais de mais e menoshe rooas igualdades, por exemplo: “Se
a=b, a+c>b”, o que abre caminho para a introdugdeglacdes e inequacdes simples.
Considera ainda que “[...] o simbolismo literal, @srespondentes férmulas literais e a
interconexdo das mesmas, consolidativo das pr@mesdfundamentais das magnitudes, séo
inteiramente acessiveis as criancas de 7 anost@s ae entrar no conhecimento com
caracteristicas numéricas dos objetos” (DAVYDOV82,9.434).

Uma das vantagens desse método é também supémapagse entre algebra e
aritmética. Ao estudar a estrutura das formulasrdis, comparando-as para chegar as
conclusdes, as criancas se habituam a deduzildisaaras premissas e condi¢des. Entretanto,
mais uma vez, € necessario estar atento ao qumemal representa a esséncia do
conhecimento algébrico, como foi destacado peloimento histdrico e logico dos conceitos,

o estabelecimento de relacdes entre as grandez#égrrda geral. Um dos objetivos do
programa de Davydov € apresentar o conceito de nolpera os estudantes a partir dos
processos de medida. Nesse sentido, realmentesgrdentificar as grandezas e estabelecer
relacOes entre elas, e uma dessas relagOes podelsanedida, de quantas unidades de uma
determinada grandeza eu preciso para constituia.oissim, Davydov explica:

[...] o professor introduz 0 nimero como caso denge particular de representacao
dasrelacbes geraientre magnitudes, quando uma delas se toma cordmande

p , . p A p
calculo da outra. O numero se obtém pela formutalge o= N, onde N é

qualquer nimero, A qualquer objeto representadoocoragnitude e C qualquer
medida. (DAVYDOV, 1982, p.434, grifos do autor).

Ainda sobre a identificacdo de grandezas, a moponceituacdo do que € uma
“grandeza” foi questionada pela pesquisadora deramia reunido com a professora durante
uma discussdo ocorrida em outro prdjetdo qual a pesquisadora participa. A questdo

20 projeto a que se refere intitula-se “Educac&oelfdtica nos anos iniciais do Ensino Fundamental:
Principios e Praticas para a Organizacdo do EnsiBt esta vinculado ao Observatério da Educacéo,
financiado pela Coordenacdo de Aperfeicoamento eesdal de Nivel Superior (CAPES), e é também
coordenado pelo Professor Manoel Oriosvaldo de BloBara esse projeto, sdo realizadas reunides asman
com integrantes de quatro escolas publicas, coddsizi partir de discussdes entre fundamentos dia teo

histérico-cultural e atividades orientadoras darensA atividade orientadora que estava sendo tidkcuneste

dia (27/9/2011) era o “Verdim’Anhexo D).
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principal girava em torno de reconhecer se a disd&mntre um ponto e outro e o tamanho de
um passo seriam considerados como grandezas d&eren se a grandeza considerada era o
comprimento. Portanto, distancia entre dois poatt@nanho do passo, por serem medidas de
comprimento, ndo seriam considerados como grandddesentes. Nesse momento da
pesquisa, a pesquisadora relata para a professerermjende que, apesar de eles serem
medidas lineares de comprimento, deveriam ser @ersglos como grandezas diferentes, mas
de mesma natureza sobre as quais € possivel es@belacoes.

Malu (E12; 00:20:45) [...] as duas [distancia de uomtp a outro e tamanho do

passo] se medem com unidades de comprimento lidéarente de area, diferente

de capacidade, de outras coisas [...], entdo, olgaeestavam entendendo que eram

grandezas comprimento, area, capacidade, tempo, &saté entendo que pode ser

traduzido como grandezas, mas e quando a gentddatelacfes de grandezas? Eu

ndo vou poder... como eu relaciono comprimento compeomento, essa relacdo

existe e é por que na minha cabec¢a sédo grandeeasndes, falar da distancia e
falar do tamanho do passo.

Angélica: é por que o tamanho do passo pode diméuma grandeza, o tamanho

do passo que ele da, e a distancia é a grandeza t¢gm, [...] ah, entendi que ela
falou que era s6 comprimento, as duas eram comptime grandeza nao € so isso
mesmo.

Malu: [...] Ndo é né? O que a gente fala de funcdofcko a gente relaciona
grandezas, e eu posso relacionar a distancia damanho do passo.

Angélica: sim, ai a quantidade de passos, vai cau@ntos passos deu para chegar
na casa, vc vai relacionar passos e a distangieibnirso da casa.

Malu: Agora se eu falo que a distancia e o tamalthpasso sdo a mesma grandeza,
como é que eu vou relacionar, se ele sdo a mesown@ se eu sé pudesse nesse
momento medir, medir por que eu poderia comparas n&o relacionar de outra
forma.

A relacdo geral de medida entre grandezas € aiifieieertte da relacdo geral entre
grandezas estabelecida algebricamente. Na relagdoedidas, a grandeza de um objeto é
usada como elemento de comparagao para “medir’ smengrandeza em outro objeto. A
alteracdo de uma das grandezas nao implica altedacautra grandeza, mas sim no valor de
medida estabelecido. Na relacéo algébrica, a greandie um objeto relacionada a grandeza de
outro objeto, ou a outra grandeza do mesmo oljpetvoca nele alteragbes, por exemplo, as
variacdes de lado de um triangulo equilatero pramoeariacdes na altura dele.

Para solucionar tal impasse, em relacdo ao congeiggandeza, nesta tese o conceito
de “grandeza” é definido a partir dos conceitogjdalidade e quantidade de Caraca (1952).
Consideramos qugualidade é o conjunto de rela¢cdes que um determinado dfgatomeno
estabelece com outros. A qualidade de um objete pedatribuida umguantidade que n&o

€ necessariamente expressa em numero. Caraca #é@ntple “coragem” € uma qualidade
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que ndo pode ser quantificada numericamente, apgesque € possivel estabelecer no¢oes e
relacoes de “mais” ou “menos” coragem.

A partir disso se conceitua como “grandeza’, a idadk atribuida a um
objeto/fendmeno possivel de ser quantificado emagsode-se fazer referéncia a sua altura,
largura, area, massa, bem como a relagdo desde obja outros objetos e seu movimento
no tempo e espaco, como distancia, velocidaderesout

Desta forma, defende-se que sdo grandezas diferasteanteriormente discutidas
conforme o didlogo, mas a justificativa para coi@eicomo grandezas diferentes é que sdo
qualidades atribuidas a objetos diferentes. Enp@o, exemplo, na situacdo discutida, a
distancia é a qualidade estabelecida de um oljetore) em relacdo a outro (casa), portanto
€ uma grandeza passivel de ser medida com unidkdeomprimento. Por sua vez, o
tamanho do passo pode ser entendido também constéaaia entre um pé e outro (da
mesma pessoa). Por estarem relacionados a objetoentes, serdo aqui considerados como
grandezas diferentes, mas de mesma natureza.

Se, por um lado, o tamanho do passo é usado conuadende medida para
determinar a distancia de um ponto a outro, ngmsde dizer que se estabelece uma relacéo
geral, mas sim uma relag&o particular da qual sgade numero, como indica Davydov. Se,
por outro lado, se considera a variagdo do tamdohpasso e a variagao da distancia entre
um ponto e outro, ambas as variacdes podem seidecex$as como grandezas variaveis e

entdo a relacao esta estabelecida de forma geral.

* Episadio 3: A irregularidade dos objetos e fendnmmeos

A professora envolvida com a situacdo de planejgmnenprocurando imaginar os
formatos de areas que poderiam surgir dos desaht®sestudantes e no movimento do
pensamento com a pesquisadora questiona: “Est@apeén aqui... mas se fosse um desenho
todo desregular mesmo, sem ser circulo, sem séyooa, ne, ai fica também dificil... vai
surgir outro problema, como eles vao medir a aeepitb ali também, pra dividir em partes
iguais?” (E2, 00:20:30).

Destaca-se aqui 0 quanto as acdes na escola gupdesn a regularidade de formas e
movimentos, que ndo sao encontradas na natureaa agdes humanas. Por outro lado, o
guanto a humanidade necessita reconhecer regulasideas formas e movimentos para que

eles possam ser controlados.
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A preocupacao da professora em relagcdo a isscs oram vez, se revela (E2,
00:22:41): “Por que ai eu pensei assim, a perglés como a gente vai calcular a area
disso’ por que é como vocé falou, eu sO passerdgyuegulares, entdo eles vao perguntar
como calcula area de terreno irregular? Ai, qua sssim a minha acado? Eu falo?”

Nesse momento, a pesquisadora procura destacarpartémcia de orientar os
estudantes no processo de pensamento em relacatcalm da area, ainda que ndo cheguem
a alcancar e definir uma formula para determin&lansidera ainda que o fato de os
estudantes conseguirem reconhecer a necessidadiéizée uma unidade padrao dividindo-a
em partes cada vez menores sobre as quais ténoleohtiundamental para a apropriacdo do
conceito e da medida de é&rea.

Essa acéo necessaria para o desenvolvimento dmgéaaula ndo estabelece a relacéo
entre as grandezas de forma geral, é, sim, uma @eamedida. Poderia ter sido mais
detalhada e estudada com os estudantes se fossieagtd a necessidade de estabelecer uma
relacdo geral que permitisse a determinacao das deediferentes figuras. Por exemplo, seria
uma acao entdo destacar qual é a lei geral pagandear areas de retangulo; como definir

uma lei geral para determinar area de triangumgti®s.

* Episadio 4: Estabelecendo relagdes entre grandeza

Uma das primeiras acOes da professora sobre mdede clareira € de que os alunos
construam seus proprios terrenos usando um pedgalgardante. Considerando que este teria
0 mesmo tamanho, o perl’metro seria 0 mesmo pana titerrenos.

O que eu pensei assim, pra cada um ir marcar tesemo do jeito que quisesse, eu
daria o barbante de mesmo tamanho, cada um iedibeava do jeito que queria, s6
que dai ia sair figuras irregulares com certezaa@ho... e ai, eu pediria pra eles
verificarem se todos tem 0 mesmo espago...com ceuezadam ficar com mais e

outros com menos...e ai eu langaria vamos dividereho agora em areas iguais.
(Angélica, E2,00:27:57).

A discussao segue no sentido de sistematizar algagdes: usar barbantes com a
mesma medida; verificar a area de cada terrenotrodahs; estimular os alunos para a
necessidade de uma unidade padrdo de area; uséedrda unidade padrao; dividir um
terreno e outros.

A fala de um aluno durante a execucao da situagfsata revela como a aparéncia
gera confusdes de interpretacdes. Ele notou qéeeas de alguns grupos estavam ficando

maiores e questionou a professora, achando quarbares tinham tamanhos diferentes.
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N&o havia percebido que a definicdo do formatoedieemo é que provocava a sua maior ou

menor area, e ndo o tamanho do barbante.
Outra coisa que foi interessante assim, é que atrend...]. Olha aqui todo mundo
estd vendo que o barbante é do mesmo tamanhcé @oket pregado com durex nas
duas pontas pra mostrar. Ai, quando eu entregymisleum menino falou assim
‘Professora, por que tem grupo que tem barbanterfiailas por que, por que o
terreno ficou maior, por que a figura que a pessoatou, deu a impresséo que era
maior. Eu falei assim: ‘Vocé viu que eu dei o megarmnanho de barbante pra todo

mundo’ Ai, ele que néo tinha prestado atencdouviara o colega, e o colega disse:
‘Nao, ela mostrou’. (Angélica, E8; 00:20:49).

A professora reconhece a potencialidade da situagdsentido de estabelecer a
relagao entre as grandezas.
Eu acho que esta situagdo [referindo-se a situggécestd sendo planejada] que a
gente esta pensando ela mostra bem a diferengdotlggperimetro e area e ai eles
estdo mexendo, estdo vendo como calcula e queadg@ajmular de todas as figuras,

isso aqui € uma introducdo pra gente bolar outoblpma ou também em cima
disso a gente vai criar pra forma algébrica? (B2 @55).

Em outro encontro de planejamento, ela reveladgstacou situacdes propostas nas
apostilas recebidas. “Por exemplo, tenho um quadrath 3 cm de lado e outro com o dobro
da medida. A area da segunda figura também sechro dia area da primeira? Esse aqui é
um probleminha que eu peguei da apostila... pralralhando um pouco das regularidades”
(E3,00:28:35).

Como pesquisadora, a intencdo é destacar que ersituacdo como esta que esta
sendo apresentada na apostila, a relacdo entramdegas também se revela. Por exemplo,
pode-se observar que ao aumentar o lado de umagleadr area também aumenta, entretanto
nao na mesma razao, mas no quadrado da raz&o. iMenteoda reunido com a professora, a
sugestdo para desenvolver essa situagcdo com odamtstsi foi a de ndo usar medidas
particulares, quantidades numéricas, mas de coasidma medida simbdlica para o lado e
estabelecer a relacdo entre lado e area.

A referéncia teorica para oferecer essa sugestidagta pelos estudos de Davydov
(1982), e considerando que as relacdes entre ladeaedo quadrado podem ser expressas em
diferentes formas de linguagem, recorrendo ou r&@uantidades numéricas. Assim, a
situacao poderia ser desenvolvida com os estudantegntido de destacar: a identificacédo
das grandezas envolvidas (lado e area); estabelscetacdes, de forma particular (por meio
das quantidades numéricas) e geral (recorrendo mamelo simbélico), e no movimento de
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um para o outro do particular ao geral e do garglaticular. Esse exercicio contemplaria a

esséncia da algebra no sentido de destacar ace&ng@ as grandezas.

* Episddio 5: Associando um simbolo a uma grandeza

ApoOs etapa em que 0s grupos de estudantes constagas proprios terrenos, a
professora orientou para uma comparacao entre dslasedas areas. A orientacdo era a de
que os estudantes deveriam definir relagbes dermaimenor entre as areas dos terrenos dos
diferentes grupos. Para tanto, era necessaria mtificgcdo dos grupos por nomes,
abreviaturas, figuras ou simbolos que simplificasaeescrita.

Essa sugestdo, dada pela pesquisadora, foi ae@tanofessora, conforme trechos do
seguinte dialogo:

Pesquisadora: Quando eles comegarem a fazer geelales precisardo dar um
nome, ou um simbolo, ou uma figura para cada uregadeas, entendeu? De cada
grupo. Por que se ndo, como eles vao relacionageéne ndo vai dar letra direto
para eles, entendeu. Entdo eles vao criar algumsa.cdocé pode até sugerir para
eles criarem um simbolo, ou uma palavra ou uma,letras algo que simbolize

aquela area, e entdo aquela representacdo delas éetp usada para fazer as
comparacdes. (E8; 00:38: 33)

Professora: Ah entendi entdo, verdade, eles va@r fezcomparacdes primeiro antes
disso, e ai eles vao contando alguma coisa. Aveigab destas perguntas, eu uso. E
ai se um grupo ainda estiver escrevendo, por exemppt que na hora que eu falei
para eles formarem os grupos, eu falei para elestdam nome, cada grupo ser o
nome assim de uma familia. E ai eles deram o nent&p, por exemplo, se eu ver
um grupo escrevendo o nome todinho da familia,@uter que alertar, olha vocé
esta perdendo tempo.(E8, 00:39:31)

Pesquisadora: E, mas é mais ou menos isso, essaa@e{acao com as letras, essa
forma mais abreviada, ela surge justamente paiitdao registro, de algum jeito
eles tem que perceber que ficar escrevendo todaovenme da familia, vai
dificultar. (E8; 00:40:28).

Professora: E ndo s6 de escrita, mas visualizgE8000:41:12).

ApOs a discussédo da professora com os estudantegistro que ficou combinado foi
o de usar as letras do alfabeto para nomear caga grrepresentar a medida de cada area. A
Figura 26 mostra a organizacéo final das compasacoe

Esse movimento de comparacdo das &reas, usandmimsias, no caso as letras do
alfabeto que foram atribuidas, pode ser comparamhtr@ducdo do programa de Davydov
(1982), desde o primeiro ano escolar no sistemala@stisso, na década de 1970, do conceito
de grandeza. Para ele, o conceito de grandezasgoad®nsiderado de forma geral, sendo os

ndmeros naturais e reais suas representacfesufes
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Figura 26 - Comparacao entre as medidas das &vederdenos.

Por outro lado, € possivel perceber que essagesastao sendo estabelecidas nao
entre grandezas diferentes, mas entre a mesmaegeaeth objetos diferentes. A grandeza
analisada e comparada, nesse momento, em todesresos é a area, 0 que existe € uma
comparacao entre elas e um reconhecimento em oed@cgue € maior e menor. Além disso,
0 uso da letra do alfabeto para abreviar o nomandegrupo ndo contempla a variacdo, o
movimento, pois a letra como simbolo esta asso@ada determinado nimero que € a area
de um dos terrenos.

Pode-se associar esse momento a algebra sincopab&fdnto, em que a palavra
arithmo representa a quantidade. No caso dos estudanté® skxie, as abreviaturas estao
sendo usadas para representar uma quantidade x@mple, o A esta sendo usado para
representar a quantidade da area de um grupo.idcéiarndo é necessaria nesse momento.
Trata-se de relagbes importantes, mas ainda quenople a relacdo entre grandezas de
mesma natureza, mas em objetos diferentes, n&iadmekece de maneira geral, mas somente
para aquela situacao particular, presa aquela medichérica.

A professora organizou outros questionamentos @®m@studantes hipotetizando que
ela também construiria um terreno e elaborou gassp@ra que eles pensassem sobre as
possibilidades de esse terreno hipotético ter a araior, menor ou igual a dos demais
terrenos.

A professora ainda comenta que este movimento dabedscer relacdes de
comparacdo de medida ndo é uma pratica comum dsogeresreconhece que os sinais de
maior e menor sdo pouco mencionados e utilizados.

Ah, eu achei legal, este inicio de comparar ogtes, nem passou isso pela minha
cabeca, estava pensando s6 em perguntar se tddearescom 0 mesmo espaco,
mas é legal por que este sinal ai, eles vem o @uemparando dois nimeros, no

ensino fundamental |, na 6% série aparece pouquieisoexercicios de livro para
comparar nimeros positivos negativos qual é maieraqoutro. (E5, 01:10:21).
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Destacam-se as incertezas da propria pesquisadaremento de planejamento com
a professora, principalmente no que se refere asosnde acdo de conducdo da turma para
claramente identificar a grandeza e associar urhaora ela. Nesse caso, trata-se do préprio
movimento de pensamento da pesquisadora que, ipostente com o avan¢o dos estudos,
teve possibilidade de criar argumentos a partiestado historico e l6gico para justificar suas
falas.

Pesquisadora: Uma outra coisa que...Eu tenho umenamtdividas, vocé sabe,
espero que vocé ndo esteja achando que eu sela@eptar que uma outra coisa que
ainda esta me incomodando é por exemplo, elessdrouma letra, um simbolo para
0 nome do terreno, eles precisam ter a nogdo desfaesimbolo ndo é s6 o nome
do terreno, este simbolo representa o valor da &eésso € muito diferente. E
precisa ficar de olho nisso. Ah, se um aluno falarvou por m por que € a inicial,
tudo bem, mas este m (eme) tem que ser mais quieia,item que simbolizar o
valor da area mesmo. (E8, 00:41:41).

[..]

Professora: Ai assim, como identificar que eledicesisando a letra e ndo estédo
relacionando com a area? (E8, 00:42:58).

Pesquisadora: Boa pergunta, ndo sei também, eu @ahoé na hora que eles
estiverem explicando ou relacionando. Eu ndo s&0, pra mim ainda néo esta claro,
mas acho que tem um problema sério nisso. (E830A}%

Professora: E, mas € do jeito que vocé falou mesmayosso colocar para eles
explicarem e conforme a fala deles eu vejo come elgenderam ou néo. (E8,
00:46:23).

Pesquisadora: Ou quando vocé for usar exerciciesga estdo ligados ao terreno,
por que ai eles mesmos talvez sintam falta de spberexemplo, quando vocé ja
estiver nas equacfes da apostila, eles talvezsifatia de saber o que representa
aquela letra, entendeu? Por que a letra que etessgiever vai ter um significado
muito maior, no terreno, eu tenho certeza queeraiell ndo sei como vai acontecer
depois, mas é questdo de ir olhando e fazer osiei® aos poucos, e ver o que
eles estédo percebendo. (E8, 00:46:37).

[..]

Pesquisadora: E uma outra coisa, que acho legél fabar, por exemplo, vocé vai
falar de area, falar que a gente entende que ésemagtematica € entendida como
uma grandeza, usar o0 termo mesmo, e 0 que é umdega? Aquilo que pode ser
medido. Entdo eu posso medir a area, eu posso meeirimetro, eu posso medir a
distancia. Entdo, ai 0 que € uma maca, eu possio aathcd, ah ta, eu vou falar do
peso da maca? Ah, entdo o peso da macga é uma zgamée posso por na equacao.
Ou entdo, eu estou falando da quantidade de mac@syco m, o m néo se refere so
a uma magd, o m € uma quantidade de magcas, enfetiE®00:47:34).

Nesse momento da pesquisa, ja era possivel rea@mbenportancia do simbolo
associado a grandeza. No caso, 0 que se pretegstacdr, e que hoje foi conscientizado, é a
necessidade de associar o simbolo ndo ao objetsuantotalidade, mas a uma grandeza,
enguanto uma qualidade atribuida ao objeto que pexdguantificada, assim pode ser o peso,

0 comprimento, a velocidade e outros.
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O estagio simbdlico em algebra incorpora ndo séeaurso as letras, mas a
possibilidade de que tais letras representem naorsobjeto, mas também um conjunto de
objetos, e as grandezas relacionadas a estes. @esse simbolismo e a representacdo por
letras permitem que a manipulacdo ocorra de mameas simplificada desde que se
respeitem as regras e propriedades dessa manipullead regras e propriedades, sim, estado
relacionadas ao conjunto de objetos ou a grandeza tetra (simbolo) esta representando.

Uma das professoras durante o curso de atualizgg@sentou a seguinte descricdo de
uma aula com alunos da 62 série que considerou denmdo atingido os objetivos da
aprendizagem de um conceito algébrico

Introduzir as letras no cotidiano do aluno. Atradésum alvo, onde cada circulo
corresponde a uma fruta. Era dividido em grupo mfazme ia acertando o alvo,

somavam-se 0s pontos. Essa soma era algébricaugmia a letra que iniciava o
nome da fruta. (Ana, RE2).

Claramente, a professora associa um simbolo a wiamatiqade especifica, e ndo ha
variagdo nessa quantidade. Por vezes, a tentativiaailitar as explicacbes e o uso dos
simbolos algébricos provocam erros conceituaissguestendem ao longo da escolaridade.
Por exemplo, € 0 que acontece com uma situacaonsauando um professor associa m + m
+ m igual a 3 m e relaciona este m como uma alitesiale macé, assim se refere a uma
magéd + uma maga + uma macé, e ele esta efetuaraladigdio aritmética ndo algébrica; ndo
h& aqui variacdo nem generalizacdo, mas sim aggocda letra como representacdo de um
objeto. Posteriormente, 0 estudante associaraadetima unidade, e tera dificuldades em
compreender, por exemplo, que a letra m pode repi@sa variagdo de um comprimento ou
de qualquer outra grandeza.

E importante que os simbolos algébricos, para ealenente permitam que as relacées
entre as grandezas sejam estabelecidas, estejagiadss as quantidades, as medidas das
grandezas dos objetos e ndo aos objetos em sie Eaturelacdes provoquem realmente a
variacdo. Por exemplo, posso dizer que a area deiamgulo depende de sua altura porque,
se alterar a altura do triangulo, a area se alegrdesta forma, estabeleco uma relacéo geral
entre as grandezas altura do triangulo e sua drasa-se de um processo diferente de
estabelecer a relacéo entre a altura de uma Eorés|fecifica e a de um objeto (e) especifico,
em que se pode dizer que a= 3e. Entretanto, sdicawa objeto (e), ndo se modifica a altura
da porta, mas sim a relacédo de “a para e”, quesedomais de trés vezes maiores. I1Sso esta
relacionado a um processo de medicdo de objeté® @ mm processo algébrico, no qual os

simbolos permitem a generalizacdo das relacOesitgiiaas.
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Para efetuar as medicbes comparam-se grandezasaguéxas em quantidades
numéricas. Nos processos algébricos, por meio dessebolismo, pode-se expressar a
relacdo entre grandezas de forma genérica, absti@asiderando a variacéo, identificando de
gue forma as variaveis associadas a essas grasdezamportam dentro da situacdo proposta.

Retomando a situacdo que estava sendo desenvoleigdanejamento, observa-se
que as relacdes entre a mesma grandeza (&rea)feentgs terrenos foram inicialmente
estabelecidas visualmente. Agora se reconhecestei@&o € um processo algébrico, mas um
processo de comparacédo de medidas e de atribiecgiondolos a medida de uma grandeza do
objeto. Pode-se considerar que € apenas um prategsoiacido aos procedimentos algébricos.

A situagao prossegue com a professora questionando poderia ser verificado se a
relacdo estabelecida estava correta. Nesse monteptyetivo era inserir a necessidade de
uma unidade padrdo de medida que pudesse fornecatares (ainda que aproximados) das
areas dos diferentes terrenos. Definir numericagnesses valores por meio de processos de
medida cada vez mais precisos permite que as edagiabelecidas (ainda que particulares e

nao gerais) sejam validadas.

* Episddio 6: As equagcOes como instrumento para relser situacdes-problema de
area e perimetro

Para introduzir as equacdes, foram elaboradas Gpsegiela pesquisadora e pela
professora para determinar valores desconhecidasioeados a area e ao perimetro e as
medidas de area e ao perimetro dos terrenos crpedios estudantes.

As situacdes-problema a serem resolvidas com egsaffifam usadas em dois
momentos. No primeiro, as situacfes consideravantemwsnos com perimetros fixos e,
portanto, a relacdo era feita entre as areas.X{eéan@o: “Qual é o valor que devo acrescentar
a area D para que tenha a area do terreno dadakf®ilRegistre seu calculo”.

Nessa situacao, os valores da area A e D eram @doke O valor desconhecido era
aquele a ser acrescentado. J& na situacdo segaimefessora orientou os alunos que
trabalharia como se ndo conhecesse o0s valoresededés terrenos; entdo, nesse caso, 0S
valores desconhecidos sdo os da area de cadaoteBeguem dois exemplos: “Se dobrar a
area A vou conseguir o valor de 34u. Como possmeseptar isso? Qual é o valor da area
A?”"; e “A metade da area D é 8u. Represente erdatero valor da area D”.

Assim, aos poucos, usando as letras do alfabeto sémbolos para representar cada

uma das areas dos grupos, e escrever simbolicamertguacoes relacionadas, a professora
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criou condigfes para discutir com os alunos téenilearesolucdo de equacdes envolvendo as
operacgOes de adicdo, subtracdo, multiplicacaoisadivusando também medidas hipotéticas,
e ndo somente as medidas de area definidas paraagb.

As situacoes foram se complexificando, no sentielcselem geradas equacdes mais
elaboradas para determinar o valor desconhecido.questbes eram apresentadas em
linguagem comum e se referiam agora a medidas ments arbitrarios. Por exemplo:
“Angélica construiu um terreno cujo dobro da areasisn8 unidades resulta em 15. Como
POSSO0 representar isso e descobrir o valor?”

As equagbes também foram usadas como instrumesies resolver situacdes-
problema, mas relacionados aos perimetros dosntsirequando a professora ja havia
desenvolvido o trabalho com os estudantes de &ixarea dos terrenos. Nessa situacao, a
professora hipotetizou que também havia construidderreno e, para encontrar 0 perimetro,
estabeleceu relacbes com os perimetros dos tergumshaviam sido montados pelos
estudantes. Assim, o valor desconhecido refereesgpr® ao perimetro do terreno da
professora. Sdo exemplos dessas situacoes

a) O perimetro do meu terreno somado com o0 pentetreno da familia
Camargo Leal é igual a 50 dm. Qual o perimetro do tarreno?

b) O dobro do perimetro do meu terreno subtraindolbiem a mesma medida
gue o perimetro do terreno da familia Bergamineaal @umedida do perimetro
do meu terreno?

c) Com um pedaco de barbante consigo dar tréssvattaedor meu terreno. Ana
me mostrou que com o mesmo pedaco de barbante gasso uma volta no
terreno da familia Aradjo e ainda sobram 20 dm albdnte. Qual € a medida
do meu terreno?

d) Um terco da soma do meu perimetro com 4d m é igudlferenca entre
perimetro do meu terreno com o da familia Adamsal @umedida em dm do
meu terreno?

A professora relata que os estudantes conseguesoiver tais situacdes registrando
na forma de equacdes, mas encontraram dificuldaagselas em que o valor desconhecido
estava presente em dois lados da igualdade ou giege a necessidade de introduzir o uso
de parénteses, para respeitar a ordem das opermgéesm efetuadas. Estas sdo dificuldades
do procedimento para resolver as equacoes. A paeprocurou resolver as equacdes com
0S grupos, orientando-0s em relacdo aos procediseatretos e destacando que a relacdo

entre as grandezas envolvidas nao fosse alterada.
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A partir do que foi descrito nos dois ultimos efis§ (5 e 6), € possivel retomar a
andlise da generalizagédo envolvida nessa etapidudgd (Figura 27), em que os estudantes
atribuem simbolos a grandeza area ou perimetraballam com equacdes. As intervencdes
da professora e a discussdo com os estudantes iehasam para definir a area de cada
terreno por meio de uma letra, e foram estabels@denparacdes do tipo A>B, procurando
identificar que a medida da &rea do terreno A eaemyue a medida da area do terreno B.
Somente essa representacdo na forma de letras saticente, se a ela ndo estiverem
atribuidos significados. Por exemplo, para realmeimpreender esta notacdo A>B, era
necessario que os estudantes compreendessem @t & Isimbolizava um terreno e a
grandeza em discusséo era a area. Desta formasiegsmismo carrega uma abstracdo, mas
ainda ndo uma generalizacao, pois a letra A seerstemente a medida da area do terreno A e
nao contempla a variacdo. Trata-se de uma situdféoente de quando se atribui, por
exemplo, a letra x & area como uma grandeza varidd&sim, nesse momento, a
generalizacdo atingida era a de nivel |l para detwlo, pois se esperava que os estudantes
reconhecessem a area como uma grandeza atributdarermo, e a nocdo de area ja contém
em si uma abstracdo e ndo depende unicamente cpp@o direta dos objetos. Por serem
destacados valores especificos da area, conheeiddssconhecidos, entende-se que o
elemento mediador usado para estabelecer as relacéerem generalizadas nessa situacao
estava no nivel I. Da mesma forma, os critériosvale@dlade se encontravam no nivel I,
considerando que por serem valores especificosediddas de area os estudantes tinham a
possibilidade de verificar exatamente se a relagabelecida era valida. Como forma de
expressao e significado para essa situacdo asebainivel I, pois as letras estdo expressando
quantidades desconhecidas associadas as grarapezs, de ndo contemplarem a variacéo.
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Figura 27 - Analise da generalizacdo nos epis@®$ do planejamento com a professora.
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6.2 O DESENVOLVIMENTO DA ATIVIDADE ORIENTADORA DE ESINO E O
PROCESSO DE FORMACAO DA PESQUISADORA E DA PROFES20R

Considerando que a Atividade Orientadora de Engiaomediacdo entre a atividade
de ensino do professor e a atividade de aprendizates estudantes, entende-se que a
necessidade de o professor ensinar deve trazeraatoecessidade de o estudante aprender.
A necessidade de a professora Angélica ensinaevaarja em suas primeiras falas, bem
COmMO sua preocupacao com a organizacao antecipadacdes de ensino. O planejamento
para o segundo semestre foi iniciado com antecedé @rimeira reunido para definir acées
com os estudantes foi realizada em meados de j@uatwe isso, a professora comenta: “Mas,
ai é bom por que tem bastante tempo para ir pladejaem” (E1, 00:01:08)

A dindmica de trabalho da professora até esse momaoluia as orientages
curriculares fornecidas pela escola, e também suitaacdes. “Eu estou mesclando. Pego
atividade da apostila e complemento com outraagies. S6 o livro didatico que eu nao uso,
eu uso mais as vezes para eles visualizarem.0(EQ2:02).

Mesmo com o0 uso desses materiais, a professoraendente satisfeita, e por isso
procura cursos de atualizacdo que contribuam pasafermacdo como professora. A
disponibilidade dela em reorganizar, a partir de@ea do curso de atualizacdo realizado,
todas as suas acfes para o segundo semestre dd r@veladora da existéncia de sua
necessidade e motivo. Nesse sentido, entende-seclguesteve durante o processo de
realizacdo desse planejamento em atividade deansin

Por outro lado, quando o planejamento conjunto eomrofessora foi iniciado, o
objetivo principal da pesquisadora era o de coizereas discussdes iniciadas durante o curso
de atualizagdo e gerar outros dados de analiseipastigar o objetivo geral da pesquisa
sustentada nesta tese: investigar as relacdes entr®vimento histérico e logico dos
conceitos algébricos e o objeto de ensino da &@gelwelado em propostas curriculares e nas
acOes dos professores.

Para a analise realizada por episédios, buscodetificar como a esséncia do
conhecimento algébrico, reconhecido por meio dasgdes do movimento histérico e l6gico,
como “estabelecer a relacdo entre as grandezadvemride forma geral’, poderia ser
alcancada e desenvolvida por meio das acdes dejgaento.

Assim, o0s episodios destacados referem-se aos sguxede identificacdo das
grandezas, de estabelecimento de relacdes, debiidasies relacionadas ao processo de

%90s registros dos dados seguem a ordem (NUmerocdmten; momento de inicio da fala).
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generalizagdo, e como as equac¢des como instrurdardtgebra possibilitam a resolugédo de

situagOes-problema. Entretanto, durante o momeatdedenvolvimento desse planejamento

(2° semestre de 2011), os estudos da pesquisaddeargio permitiam estabelecer sinteses
em relacdo ao papel do movimento histérico e l6dm® conceitos para definicdo da esséncia
do conhecimento algébrico, assim como ndo estava cbmo essa esséncia, ainda nebulosa,
iria se expressar no objeto de ensino e nas agbemsino. O que havia era a hipétese da
importancia do movimento historico e 16gico dosamitos algébricos e o estabelecimento de

relacbes com o objeto de ensino da algebra. Coefamwos estudos foram sendo realizados
e os dados do curso de atualizagdo com os proésseatas reunides de planejamento com a
professora Angélica foram analisados, foi possgtdbelecer as relagbes entre o movimento
historico e logico dos conceitos algébricos e @tmbfle ensino da algebra.

Cumpre notar que estabelecer esse planejamentontorgd foi possivel porque a
professora envolvida se disponibilizou a estudattote tedricos, planejar e detalhar
antecipadamente varias acdes de ensino, e reafizzpin um grupo de estudantes.

As discussbes possibilitaram a professora e pestpig aprofundarem
conhecimentos sobre a teoria historico-cultural enovimento histérico e logico dos
conceitos matematicos. Nesse movimento de atividadgprendizagem e de ensino é que foi
possivel reconhecer elementos que relacionam aceconénto cientifico (em seu movimento
histdrico e 16gico) ao objeto de ensino da algébwacontetdo de ensino).

Leituras realizadas (DIAS; MORETTI, 2010; MOURA at., 2010) durante o
processo de planejamento e a discussao promovidatia delas sédo dados reveladores da
necessidade de professora e pesquisadora comprerengee o objeto de ensino da algebra
nao esta definida priori, mas se encontra em movimento.

Por exemplo, durante a leitura de Moura et al. Q204 professora destaca:

Ele fala assim, sobre passar o conhecimento é¢@nfifara o contexto escolar, na
pagina 68 (pausa) quando ele fala assim, ele ddleesnédo sei se eu entendi direito,
gue existe uma perda, por que vocé vai seleciosacamteldos relevantes, o
potencial deste conceito que desenvolve nas funggigsicas do sujeito, eu entendi

assim que existe uma perda transformando este ciom®o cientifico em
conteudo escolar. (Angélica, E13, 00:27:42).

A posicdo da pesquisadora foi de ressaltar quessadamente ha uma selecédo de
uma parcela do conhecimento produzido pela humdeidaer contemplada na escola. Sendo
impossivel abarcar no periodo escolar todo o camesto produzido, € necessario que,

dentro do objeto de ensino (no caso da algebr@jaesontemplada a esséncia dessa forma de
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conhecimento, que nesta tese, vem sendo estudadeekda por meio do movimento
histérico e logico dos conceitos algébricos.

Considera-se ainda que o conteudo algébrico bomtripara a formacédo dos
individuos se for desenvolvido pela via do pensamésdrico e se contemplar a esséncia
dessa forma de conhecimento. Essa defesa em relag@mtetdo ndo esta relacionada a um
movimento conteudista, em que se sobrecarreganegsmies e estudantes de conceitos e
técnicas em geral desenvolvidas no ambiente estalforma de uma listagem de tépicos por
bimestre, sem que a eles seja atribuido algumfisigdo. A professora destaca a dificuldade
em “cumprir’ 0 programa mesmo com o aumento daachogaria.

Assim, também, eu nunca consegui completar o giz¥a&$0 planejamento, mas
gue eles aumentavam , quando eu estudava era 480 mais no finalzinho

aumentou para 200 dias, mas por mais que aumentgoetermino, pra ver o tanto
gue é colocado assim também em Matematica. (Aregdtit3,00:32:52).

Estou falando isso, por que esta histéria do cardo doutorado € justamente pra
retomar pelo menos no ensino de algebra, aporgareisabrir a discussdo de com
que critérios a gente olha para o curriculo e datpe é realmente importante. E se
pensar que esta formacdo de conceitos ndo é dstdamtaneamente, eu ndo posso
falar assim, no primeiro bimestre ele vai apreritea. N&o, ele ndo vai aprender
area, quem sabe no 4°. Bimestre, ou no tercei®sgja. Mas eu ndo tenho como
dizer: Todos vocés vao aprender &rea agora, € cemtornerto para aprender area e
depois disso a gente ndo vai mais falar de argante vai falar de outra coisa e vai
ser o momento certo de vocés aprenderem outra, cdiegpode ser tdo fechado; as
pessoas aprendem com ritmos diferentes, de maifieasntes, entdo é muito séria
a questdo de pensar o curriculo. Estou falanddgibi@ porque € o que a gente
trabalha, mas isso é qualquer curriculo. Qualquefaulo deveria ser de tempos em
tempos repensado, reorganizado, por que o conhettin@ntifico vai avancando.
(Pesquisadora, E13, 00:33:48).

A reorganizacdo de um programa curricular devalineintre outros critérios aqueles
relacionados ao conhecimento especifico e o queéeksencial. A pesquisa realizada nesta
tese visa a contribuir com elementos para o estalb@tnto de tais critérios, no sentido de
reconhecer o que dentre o conhecimento algébrigce dstar contemplado como objeto de
ensino da algebra e, portanto, deve ser inserigowograma curricular. Desta forma, a lista do
que chamamos “contetdos” pode ser determinada gureitos essenciais e pela relacédo
entre eles, 0s nexos conceituais teoricos.

N&o se trata de algo simples de ser definido ejgsor, constantes pesquisas devem
ser realizadas e mesmo no processo de formacaoosopmofessores. Em outra reunido,
enquanto a pesquisadora falava sobre a necesgigadprofundamento conceitual, para a
constituicdo de uma situagdo, conforme os prinsige Atividade Orientadora de Ensino, a
professora comenta: "’E até mesmo a dificuldade paber qual é a esséncia do conteudo, é

por que eu nao sei, entdo é dificil” (E15; 00:53:22
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No caso da professora Angélica, o contato com quieedora também proporcionou
novas acdes académicas, e o trabalho desenvoleigontamente gerou duas apresentagoes
em congressos nacionais: o 16° Encontro NacionaDidig&tica e Praticas de Ensino
(ENDIPE), realizado em 2012, e 0 11° Encontro Nalioe Educacdo Matematica (ENEM),
realizado em julho de 2013.



7 SINTESES E CONSIDERACOES FINAIS

A busca desta pesquisa se insere na relacéo ealgel@a como objeto da ciéncia e
objeto de ensino. Porém, os contetdos do ensinsawwulgarizacdes ou simples adaptacdes
de conhecimentos cientificos (CHERVEL,1990), neangpostos diretamente da ciéncia
algébrica. E necessario, entdo, compreender comessavolve o conhecimento algébrico na
atividade humana (objetivacdo), como ocorre a ddoe humana de apropriacdo do
conhecimento, e de que forma o conceito algébrimte ser tratado como objeto de ensino
sem que perca sua especificidade. Os objetos deoeths qualquer ciéncia, e nesta tese em
particular, do conhecimento algébrico, devem seastitnidos por elementos fundamentais
que instrumentalizem e desenvolvam o pensameniodetps estudantes.

A procura de respostas para “o que ensinar’, visandjualidade de formacéo dos
estudantes, destacou-se como uma questdo censi@ tese: “Quais principios devem
orientar a constituicdo de um objeto de ensinoparticular, da algebra?”. Entendendo ainda
que a definicdo e escolha do conhecimento algébanm objeto de ensino estdo atreladas ao
gue se espera da formagéao do aluno, ao que saleremo funcéo social da escola.

Assim, nesta tese, o objetivo foi estabelecer delagntre 0 movimento histoérico e
l6gico dos conceitos algébricos e o objeto de ensla algebra. Considera-se que o
conhecimento sobre essas relacdes € fundamendah paganizacdo do ensino de matematica
e, portanto, trata-se de conhecimento a ser cotadmem programas de formacdo de
professores. Sao necessarios estudos tedricosoggiipitem reconhecer o movimento de
constituicdo do conhecimento matematico, mas nApa® € preciso reconhecer quais sao 0s
nexos conceituais e a esséncia desta forma de @ordrgo que precisam ser apropriados
pelos estudantes. Pode-se pensar ainda mais qeetifichda tais relacbes entre o
conhecimento especifico e o objeto de ensino, éssacdo refletir como organizar o ensino de
forma a emergir tais nexos conceituais.

As categorias do materialismo dialético, os coneetta teoria historico-cultural e da
teoria da atividade foram os fundamentos tedrigpas tracar e desenvolver a hipétese de que
“o movimento histérico e l6gico dos conceitos ahigds revela fundamentos para
constituicdo do objeto de ensino da algebra e pa&ise de forma critica de situactes e
acOes de ensino de algebra, visando a formacaersamento teorico dos estudantes”. Desta
forma, o estudo do movimento historico e l6gico @osceitos caracteriza-se como um

principio para a constituicdo de objetos de ensino.



258

Para atingir o objetivo de investigar as relacGdseeo movimento histérico e ldgico
dos conceitos algébricos e o0 objeto de ensino gibéd, a pesquisa foi conduzida em dois
movimentos de analise que estavam inseridos nandiadingular/particular/universal sob os
principios da logica dialética.

O primeiro, relacionado ao movimento histdrico gidd dos conceitos, partiu de
episodios singulares da histéria da algebra amlss&am suas formas de pensamento e
linguagem manifestadas e no processo de formac@&ordmitos, por meio de categorias do
materialismo dialético, que possibilitaram reveh@xos conceituais tedricos em busca de
reconhecer como universal, a esséncia do conhetmrakgebrico.

Considerando como hipo6tese que tal esséncia dmadittiir o objeto de ensino da
algebra, foi estabelecido o segundo movimento désan Este caminhava entre os singulares
destacados (sequéncias, equacotes e funcdes)anpbte de suas manifestacdes curriculares,
em situacbes de ensino e no discurso de professemesbusca de principios para a
constituicdo do objeto de ensino da &lgebra prodmveldo pensamento teérico dos
estudantes. Nesse processo, 0 movimento histéliégi@ dos conceitos transformou-se de
objeto de estudo (no primeiro movimento) para iumsgnto de analise (no segundo
movimento), considerando que, desta forma, se aBvels relagcbes entre o movimento
histdrico e logico dos conceitos algébricos e abjlet ensino da algebra.

No processo desses dois movimentos principais dksanderivaram-se as sinteses
tedricas e consideram-se algumas implicacfes mamazessos de organizacdo do ensino e

para a formacao de professores.

* O estudo do movimento historico e logico dos cogitos ndo se confunde com o
estudo da historia da algebra

Um estudo realizado considerando a historia deébédgerganiza os fatos conforme o
tempo e espaco, destacando possiveis causas u@ms@s para 0 seu acontecimento.
Conforme Kopnin (1978, p.183), “Por histérico suleewle-se o processo de mudanca do
objeto, as etapas de seu surgimento e desenvoldiméh estudo do movimento histérico e
l6gico dos conceitos algébricos recorre aos elemsemivestigados pelos historiadores da
algebra e destaca dimensdes filosoficas e psicasgNesse sentido, supera a explicitacdo de
fatos histéricos por ressaltar 0 movimento do pmesdo que originaram tais fatos. Desta
forma, o légico e o histérico compdem um par diedétem busca da compreensdo dos

fendbmenos da realidade objetiva, destacando nda BiStéria de determinado objeto de
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conhecimento, por exemplo, a histdria dos conceitgébricos, mas também a histéria do
processo de constituicdo desse conhecimento. Assiglacao dialética entre o historico e o
l6gico € que possibilita que se compreenda um métado objeto ou fendmeno, explicitando
a relacao entre os seus elementos, bem como aoedatre ele e outros objetos e fendbmenos
dentro de um sistema integrado. Em relacdo aobietensino da algebra,movimento
histdrico e l6gico dos conceitos algébricos ndo saracteriza como uma nova estratégia
metodoldgica ou didatica de abordagem dos objeto® @&nsino Assim como nao se trata de
estudar episodios de historia da algebra e rea§&dns para apresentacao didatica com a

intencdo de que eles gerem necessidades ou ieIEss estudantes.

* Por meio do estudo do movimento histérico e I6gicdos conceitos, é possivel
reconhecer elementos fundamentais e nexos teodriapse revelam a esséncia do
conhecimento algébrico.

Os elementos que compdem 0s nexos conceituaicdeddia algebra considerados
nesta tese foram: a fluéncia e o movimento recadbews objetos e fendbmenos da realidade
objetiva; o controle das quantidades do concretosigel: 0 movimento dos campos
numéricos; o movimento da linguagem e dos modogesgelucdo de problemas (forma e
conteudo do conhecimento algébrico); entre o elémn@esconhecido e o elemento que varia
(o reconhecimento de grandezas variaveis); a ridedes de generalizacdo de objetos e
métodos matematicos. O estudo desses elementowilioss revelar como esséncia do
conhecimento algébrico o estabelecimento de relagdie grandezas variaveis de forma
geral. Tal esséncia caracteriza-se como um primajpe constitui o objeto de ensino da
algebra. Desta forma, esse campo do conhecimemttfaio ndo perde sua especificidade ao
ser tratado como objeto de ensino, e, por tergédado a partir de nexos conceituais teoéricos,

também possibilita o desenvolvimento do pensamediico dos estudantes.

* A partir do movimento histérico e l6gico dos concébs definiu-se como esséncia
do conhecimento algébrico o“estabelecimento de relacdo entre grandezas
variaveis de forma geral”

O conceito de grandeza esta sendo entendido comumlalade de um objeto ou
fenbmeno que é possivel de ser quantificada. Adpde de um objeto ou fenbmeno sé pode
ser atribuida se este mesmo objeto ou fendmenobk®rvado em relacdo a outro objeto ou
fendbmeno. Desta forma, a altura, a espessura, & éra velocidade sdo exemplos de

grandezas atribuidas aos objetos, que estédo itaphigiexplicitamente relacionadas a mesma



260

grandeza em outro objeto. Por exemplo, quando zéudn prédio € alto”, implicitamente
pode ser entendido que ele é alto, comparado eaalas casas, ou das pessoas, mas esse
mesmo prédio pode ndo ser considerado alto se cadga outro prédio. Considera-se para

o0 estudo da matematica as grandezas que podenuaetifigadas. Admitindo que essas
quantidades sejam variaveis, entende-se que d@oetaire as grandezas deve ser estabelecida
de forma geral, e ndo associada a determinada;&ityaarticularO objeto de ensino da
algebra deve ser constituido por acdes de ensino uestaguem a identificacdo de
grandezas, as possibilidades de que sejam quantdttas e admitam variagcdo de

quantidades, para entédo estabelecer relagdes entegs grandezas de forma geral.

« E necessario diferenciar as relagcdes entre grargs variaveis estabelecidas de
forma geral (algébrica) e outras formas de relacéentre grandezas

Por exemplo, as relacbes de medida sdo entre a angsmndeza em diferentes
objetos. Quando se pretende estabelecer tais eslaconsideram-se as quantidades fixas
atribuidas as grandezas em cada objeto que participrelacdo. Por exemplo, a largura de
uma determinada mesa pode estar relacionadasetzés a largura de um pedaco de madeira.
Entretanto, se for admitida a variacdo das quassiatribuida a uma ou outra grandeza, a
relacdo se desfaz. Por exemplo, se a largura da foealterada, a relacdo com a largura do

pedaco de madeira ndo € mais a de trés vezes maior.

» A esséncia do conhecimento algébrico se revela diéerentes formas por meio
dos instrumentos da algebra (sequéncias, equacdeiircdes) na organizacao do
ensino

As funcbes, que representam um estagio avancadoiaehdo ao conhecimento
algébrico, contemplam essa esséncia de forma Rated. estabelecer uma funcéo, € necessario
reconhecer grandezas que variam relacionadas ggieb fendmenos e estabelecer relacdes
entre elas, ainda que tais relagfes sejam tambédicamnadas ao campo de variacao de cada
grandeza, havendo situacdes cuja relacdo ndoamekste sendo, portanto, necessario definir
o dominio de cada funcé&o. No caso das sequénarmbgm se estabelece uma relacédo entre
grandezas variaveis; entretanto, ela esta assozigdandeza ordem ou posicédo do objeto. As
sequéncias sdo necessariamente formadas com umdezgaque varia (de um objeto ou
fendbmeno) associada a outra grandeza (a posicéaa rppeesentacao desta grandeza ocupa na

sequéncia). Pode-se dizer que se trata de umac&atuparticular de funcbes. O
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estabelecimento de uma lei geral de formacédo daése@ relaciona uma grandeza que €
varidvel e a sua posicdo na sequéncia. Por exenmgl®, progressdes aritméticas ou
geomeétricas, reconhece-se uma lei geral a partidaef#ificacdo da posicdo (o valor n). Por
sua vez, entende-se que as equacfes, como sao eptauchamadas de uma incognita,
representam casos singulares das relacdes entrdeges. Mesmo que estejam associadas a
grandezas variaveis, ao serem criadas, as equdeS8eam ou captam um momento da
relacdo entre grandezas, sendo possivel atribbicGgnita, o valor especifico determinado.
Por exemplo, durante o estudo de funcbes, podermaggar momentos especificos,
destacando-se as equacdes para determinar zeragzes das funcdes, valores maximos ou
minimos e outros. Por exemplo, dada uma determifiadzo que relaciona o lucro de uma
empresa a quantidade de produtos vendidos. Tahtor@ quanto a quantidade de produtos
sdo grandezas variaveis, sobre as quais poderstabekecidas relacbes. Quando se pretende
captar um momento especifico dessa relacdo, pon@ae“qual € a quantidade de produtos
que devo vender para alcancar 100 reais”, é negessi&r uma equacao a partir da funcao
estabelecida entre grandezas variaveis, que é fibesta um momento singular da relacéo
entre grandezas. As sequéncias, equacdes e fufag@es reconhecidas nesta tese como
instrumentos do conhecimento algébrico para compe¥e e interpretar os objetos e
fenbmenos da realidade objetiva. Entretanto, e$8p&os recorrentes nos programas
curriculares acabam por receber mais destaque ela @gséncia do conhecimento algébrico.
Ainda que nao tenham sido citados como objetosnden@ da algebra, eles conduzem e

orientam a organizagao dos programas curriculares.

» O processo de generalizacdo foi destacado no estudto movimento historico e
I6gico dos conceitos algébricos como um elementosdwexos conceituais teoricos
para revelar a esséncia do conhecimento algébrico

Entende-se que esse processo pode se desenvalddiesntes niveis, no sentido de
que pode ser estabelecida a generalizacdo sobdiferentes objetos ou fenbmenos da
realidade objetiva diretamente, ou sobre os cargefiropriedades, relacdes, generalizacéo
de métodos e outros. A partir dos estudos tedniEstacaram-se quatro componentes do
processo de generalizacdo (conteudo, elemento duediarmas de expresséo e significado,
critérios de validade). O contetudo indica “o qustdesendo generalizado, que pode variar,
desde caracteristicas fisicas de objetos a relag@ieeituais; o elemento mediador indica
“como” a generalizacdo esta se processando e gie y@iar entre 0 uso de um elemento

particular desconhecido e até um elemento que mhdea variacdo; a forma de expressao e
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significado indica como a generalizagédo se “exaresse identifica com seu contetdo, desde
0 uso da linguagem natural até expressdes simbdjiza contém como significado a relagéo
entre conceitos; e o critério de validade que mdiomo o processo de generalizacao
concretizado pode ser provado que se movimenta eagos particulares e o controle de
provas conceituais. Para cada uma dessas compsntarian estabelecidos quatro niveis:
nivel I, da experiéncia sensivel; nivel Il, dasymiras abstracdes e relacdes entre objetos e
fendbmenos; nivel 1ll, das regras estabelecidasesobiacdes; e nivel IV, que atinge as
estruturas matematicas complexas. Nao se almejatabrmiassificacdo a linearidade do
processo de pensamento da generalizacdo, mas @issiilidade de analisar e reorganizar
acbes de ensino visando ao desenvolvimento dessgesso de generalizacdo pelos
estudantes.

A concretizacdo do objetivo desta tese, de invastigrelacdo entre o movimento
histdrico e l6gico dos conceitos algébricos e @tmbfle ensino da algebra, foi iniciada pelo
estabelecimento dos primeiros movimentos de andlisedestacavam o estudo isolado do
movimento histérico e l6gico dos conceitos algéiwie o estudo isolado do objeto de ensino
da algebra. Com o destaque da esséncia do conmegialgébrico, foi possivel retomar, por
meio das andlises de propostas curriculares e alaagfo de um curso com professores,
como tal esséncia se revelava ou ndo em topicosngi@mo. Esta foi a principal relacao
estabelecida entre 0 movimento histérico e l6gios donceitos e o objeto de ensino da
algebra:Destacar a partir do estudo do movimento histéricee l6gico dos conceitos a
relacdo tedrica essencial da algebra como um elenterpara constituir os objetos de
ensino da algebra

Considera-se a importancia de tal relacdo, na raeeid que as pesquisas, que se
desenvolvem sobre o processo de ensino da algelvelam a influéncia que as diferentes
concepcOes de algebra e de seu ensino exercemasobnstituicdo do que seria o objeto de
ensino da algebra. Entende-se que o estudo do rantonhistorico e logico dos conceitos
algébricos gera um quadro interpretativo e abraegdo desenvolvimento do conhecimento
algébrico. Porque, por vezes, as diferentes codespie algebra e de seu ensino néo refletem
“algebras” diferentes, mas momentos historicosreiifies de seu desenvolvimento. Por
exemplo, a concepcao da &lgebra como estudo psoévee problemas e a algebra como
relacdo funcional. Por vezes, também sdo as cobesple aprendizagem que influenciam o
entendimento sobre o que € ou deve ser o ensialyebra. Assim, entende-se que a algebra
deve ser “contextualizada” (Helena, A38) para ameensado do estudante, ou é necessario

fazer uso de “recursos facilitadores” (Monica, AQuée a tornem mais “concreta” e outros. A
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compreensao sobre o uso do recurso simbdlico é patnto de destaque nessas diferentes
concepcdes de algebra. Dessa forma, a letra padeosgpreendida como um algo que

substitui 0 namero, ou que o representa de fornral,geeforcando a necessidade de

manipulacdo desses simbolos, considerando queamiputacdo gera a compreensao dos
procedimentos algébricos.

Essas diferentes concepcbes de algebra e educdgdloriGa geram diferentes
resultados no processo de ensino. Por isso, nfiataede assumir ou escolher uma ou outra
concepcdo, mas sim de entender o alcance em relagd@onhecimento que elas
potencialmente podem produzir. Essa compreensdé poOssivel se retomarmos o que
realmente constitui a algebra, o que s pode afizado pelo estudo do movimento histérico
e logico de seus conceitos. As concepcdes de algétar sdo diferentes entre si, elas partem
do mesmo conhecimento algébrico (universal), eartetprendem-se ao que seria um de seus
momentos ou particularidades. Por isso, a necelsidanstante de retomar o que seria a
relacdo tedrica essencial da algebra.

O objeto de ensino da algebra também n&o podercemiesi todo o conhecimento
algébrico acumulado na experiéncia historica huménmpossivel considerar que em alguns
anos de escolaridade de um sujeito ainda em foonbigh sejam apresentados todos os
conhecimentos acumulados em séculos de desenvabanientretanto, esse objeto de ensino
deve conter a totalidade concreta da algebra, wmatera que permite a compreensao de
cada fato, objeto, fenbmeno e a inter-relacdo exlze, como nos esclarece Kosik (1976,
p.36): “O concreto, a totalidade, ndo sdo, por egumite, todos os fatos, o conjunto dos
fatos, o agrupamento de todos 0s aspectos, corstagées, visto que a tal agrupamento falta
ainda o essencial: a totalidade e a concreticidade”

O estudo do movimento histérico e logico dos citosealgébricos necessita de
elementos filosoéficos, epistemoldgicos e psicoldgie a sua apropriacdo pode orientar as
concepcdes de professores a respeito do que éhrald?ara que tais concepcdes sejam
modificadas, é necessario que se tenha clarezaetagdo ao que se concebe como
conhecimento algébrico, reconhecendo seus nexoseitoais e sua esséncia. Essa
modificacdo na concepcao dos professores em redac@onhecimento algébrico possibilita o
movimento da didatica, da reorganizagéo do ensino.

Reconhecendo conceitos algébricos como “produtpgg compdem a lista de
conteudos e sdo objetos de ensino da algebra, aespores podem destacar suas
caracteristicas, efetuar classificacdes, desenvdienicas e trata-los apenas de forma

empirica, por sua aparéncia, sem alcancar a eas@essa forma de conhecimento. E o que
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pode ser observado no tratamento das equacOeg@fuguando estas sao insistentemente
classificadas e desenvolvidas como objetos mateasatiom fim em si mesmos. Entretanto,
compreender a especificidade do conhecimento emstdmuee seu processo de
desenvolvimento por meio do movimento historico 6gido municia o professor com
elementos que |lhe permitam atingir o objetivo docpsso educativo. Ele, por meio da
apropriagdo de tais conceitos, pode desenvolveremsgmento tedrico dos estudantes,
possibilitando a eles atribuir significado aos @mimentos produzidos pela humanidade e
que os compreendam como instrumentos para reseltacoes-problema e atender as
necessidades colocadas na sociedade em que vivem.

Além disso, 0 que se apresenta como objeto de aenda algebra cumpre
minimamente duas funcbes: desenvolver o sujeito ossipilitar a apropriacdo dos
conhecimentos ja formados historicamente. Essas flugdes sdo interdependentes, sendo
impossivel separa-las. O sujeito se desenvolveeaapsopriar dos conhecimentos, e seu
desenvolvimento permite a apropriagdo de novosesomientos.

Admitindo que a esséncia do conhecimento algélmicstitua o objeto de ensino da
algebra, derivam-se implicacdes de forma direta paglaboracdo de programas curriculares

e para 0 modo de acao dos professores sobre azagimdo ensino.

* Selecado do contetdo de ensino nos programas ceuiares: 0 que constitui o
objeto de ensino da &lgebra

Ainda que a formacéo do conceito no individuo (gétese) nao siga totalmente o
processo de formacdo dos conceitos na espécie hur(fdagénese), ndo se pode
desconsiderar que o estudo de como o conhecimégébrigo se desenvolveu na espécie
humana apresenta elementos fundamentais que podatribgir para a superacdo de
impasses epistemoldgicos na formacéao do individuo.

O conteudo de ensino de um conhecimento cientiiontém sua esséncia e
especificidade como construgdo histérica da hunaaeid ainda que seja passivel de
transformacdes em funcdo de condigbes psicologieaslesenvolvimento do sujeito, ou
condicOes pedagogicas e estratégias metodologecassino. Segundo Davydov (1982, p.6):

Coluna vertebral da disciplina é seu programa, &a, s descricdo sistematica e
hierarquica dos conhecimentos e artes que procadamiar. O programa,

determinante do conteddo da matéria, estabelepgétzxlos do ensino, o carater do
material didatico, os prazos de estudo e outranazltos do processo docente. E, o
qgue € mais substancial, ao indicar a estruturacdokecimentos assimilaveis e o

método de sua coordenacdo, 0 programa projetatipssele pensamento que se
forma nos alunos ao assimilar isto no materialstied® proposto.
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Assim, pode-se considerar que definir os concejtes irdo compor o contetdo de
ensino, que faz parte de um programa, nao € tdeefaenor importancia, pois ndo se trata de
apresentar o conteudo na forma de produto da ei@énque corresponde, mas sim explicitar
as conexdes logicas de desenvolvimento dessa@iéowio forma de interpretar a realidade.
A partir disso, se organizam as demais condi¢cdeésdulgicas e didaticas.

Os critérios para a organizacdo do conteudo emrgmeas curriculares nem sempre
estdo expostos nas propostas ou conscientizadqeqfessores que se orientam por eles. A
tradicdo que ja existe no ensino de algebra e d@guomponente de seu contedudo também é
um fator que os torna, de certa forma, “imutaveisfas ha sempre movimento no
conhecimento como visto, e por isso a necessidadgud mesmo esse conteddo dos
programas assumido por tantos anos seja revisto.

A definicdo dos critérios para a organizacdo deermos em um programa curricular
de &lgebra precisa ser explicitada. Tais critérasddo associados a conhecimentos
pedagogicos, psicoldgicos, sociais e outros, mabde a ciéncia particular sobre a qual se
organiza o objeto, neste caso, a algebra. Nos gr@g curriculares, os conhecimentos se
apresentam como lista de tépicos que compde o wbmtge uma disciplina. Entretanto, ndo
h& garantias de que todos esses tdpicos contenapmsencia do conhecimento algébrico ou
o desenvolvem pela via do pensamento teérico. Elstedm-se conteddos ou objetivos
minimos, mas 0 que pode determinar se estes saessEsciais € a compreensdo do
movimento historico e l6gico dos conceitos.

N&o é o caso de elaborar um programa curriculaa gae o estudante alcance a
“esséncia” da algebra no seu ultimo ano de esdalde, mas sim que essa esséncia constitua
0 objeto de ensino da algebra nas diferentes 8idgagropostas ao aluno durante todos os
anos de estudo e tenha essa possibilidade de @einagr de tal esséncia, desenvolvendo
formas de pensamento tedricas. Nesse sentido,0ggespistemoldgicas, filoséficas, sociais
do desenvolvimento do conhecimento algébrico noomlec da experiéncia humana
explicitam o0 seu movimento e 0 seu processo detitando e devem ser contempladas nas
situacOes de ensino para além das questfes tédaiaggizacdo do conhecimento algébrico
como um produto.

O papel do movimento histérico e l6gico dos caieseno processo de ensino € o de
conduzir os estudantes no movimento da historiaamamcom os problemas, duvidas e
necessidades que a humanidade se deparou e sup@assivel analisar que esse movimento

historico e ldgico, na forma como se entende nesk, ndo estd contemplado na elaboracao
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de programas curriculares de algebra. Ha& énfasensmo das técnicas utilizadas em
diferentes momentos histéricos para resolver osl@nuas.

Espera-se, desta forma, contribuir com elementos gae no ensino de conceitos
matematicos, em geral, e algébricos, de forma @secsejam destacadas, por exemplo, ndo
s6 as técnicas de resolucao de equacdes, ou erdking forma algébrica de uma sequéncia,
ou os elementos de uma funcdo, mas também queegadstdo relacionadas nas equacoes,
porque € importante estabelecer, por exemplo, Getagntre os lados de um triangulo
retangulo (Teorema de Pitagoras), ou como expressaariacdo de uma determinada
grandeza.

Nesse sentido, destaca-se como necessario reesheamento algébrico, ndo como
consequéncia linear do conhecimento aritmético, masdo elaborado em diferentes
momentos histéricos e sistematizado em momentosjuas 0 conhecimento aritmético nao
€ mais suficiente para interpretacdo da realidagktiva.

Essa situagdo leva a questionar a concepg¢do daalgemo aritmética generalizada e
se nos basearmos também na ldgica formal, € congivet esperar que a algebra seja um
conhecimento ensinado em etapa posterior a ardaméBendo muitas vezes compreendida
como aritmética generalizada, a algebra se torganaralizacdo dos casos particulares da
aritmética, mas se tomarmos o pensamento tedriow qarincipio, tal l6gica se inverte.
Entdo, faz sentido manter em pauta a discuss@caefa por Lins e Gimenez (1997), na qual
defendem a insercdo da algebra mais cedo na eséolgor uma questdo de posicionamento
diferente do conteudo algébrico na lista de comisUanas para que se reflita sobre as
especificidades e diferencas do pensamento algéeraritmético e sobre a necessidade de
sua insercdo e as formas apropriadas de condum-larocesso de ensino e aprendizagem,
tendo em vista a formacédo do pensamento tedri@sumante.

Uma discusséo que se faz bastante presente nassassgtuais € 0 processoedaly
algebra (CAIl; KNUTH, 2011), com a sugestdo de inserir gelfa em anos anteriores no
programa escolar. Entretanto, existe uma decistwiana esta de apresentar a algebra mais
cedo aos estudantes, que € a de rever o objetsii®ala algebra, o seu conteudo real.

Que a esséncia do conhecimento algébrico revédenpavimento historico e l6gico
dos conceitos algébricos e constitua os objetosnd&o nas programacdes curriculares €
fundamental para o estudante compreender os moseosoquais 0 conhecimento algébrico
foi necessario, de que forma foi sendo utilizadone forma de pensamento e linguagem e

interpretacdo dos fenbmenos da realidade objetiva.
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A investigagcdo sobre o movimento historico e l6gios conceitos responde ainda as
questdes que Sacristan (2000, p.124) propde: “asténautorizado a participar nas decisées
do contelido da escolaridade? Por que ensinar segemlsina, deixando de lado muitas outras
coisas?”. Questdes que muitas vezes se perdemsenssibes de poder, politicas e sociais,
deixando para tras a especificidade do conhecinmrdase tornara objeto de ensino, ou seja,
Seus nexos conceituais e sua esséncia.

Entende-se que esta tese contribui a partir doleio de um “modelo de analise do
processo de generalizacdo em situacfes de ensinoas discussdes sobre a organizacdo de
programas curriculares. Ainda que ndo estabelecaawo programa, oferece um elemento,
na forma de “modelo”, que permite analisar critieate as situacdes de ensino elaboradas, no
caso, especificamente sobre o processo de gereédizOutros modelos podem ser gerados.
No processo de elaboracao deles, a interacdopdoriisadores e professores € fundamental,
para discutir o processo de constituicdo de detextio conhecimento e a organizacao de
situagbes que contemplem o que se considera esisgéesia forma de conhecimento.

» Da esséncia do conhecimento algébrico aos modas a;do dos professores: o
processo de organizacdo do ensino

A importancia do conhecimento algébrico no ensimorsiderada pelos professores.
Entretanto, reconhecer a sua importancia nédo impie especificidades desta forma de
conhecimento cientifico que estdo sendo considsradaensino a partir do pensamento
tedrico. Assim, se considera que a relacdo estatlalentre o movimento historico e légico
dos conceitos e 0 objeto de ensino da algebrartia ga definicdo do que se constitui como
esséncia do conhecimento algébrico, gera implicagdgansformagcdes na organizacdo do
ensino, nos modos de acdo dos professores, naicdefinle conteddos dos programas
curriculares, desde a escolha das situacdes a sgn@sentadas aos alunos até os modos de
encaminhamento da situacdo durante as interacéesilamE importante reforcar que ndo se
trata de escolher ou listar situacdes de regisigtéricos da algebra, mas sim que o essencial
dos conceitos algébricos constitua o objeto dabé&ggue compde as situagbes de ensino
apresentadas aos estudantes. Dessa forma, esppra-agelacdo do movimento historico e
l6gico dos conceitos algébricos e o objeto de ensia algebra gerem necessidades de
aprendizagem dos estudantes e apropriacdo doficgigos histéricos e culturais em relacdo
aos processos de conhecimento.
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Foi 0 que se pretendeu estudar e analisar durgmtecesso de planejamento de acdes
de ensino com uma professora. Reconhece-se queEontiecimento desse processo histérico
de formacdo do conceito algébrico limita o professo ensino do que se apresenta em
apostilas e livros, que reforca a aprendizagemimkisumentos da algebra de forma técnica
sem significado para o estudante, somente por deeguas “operacdes”.

Como apresentar o movimento histérico e logico dosceitos algébricos em
diferentes situacdes de ensino? Como € possiVlaea mediacdo entre 0 que é 0 processo
de formacé&o de conceitos algébricos e a sua tranafdio como conteudo de ensino?

Entende-se aqui que a atividade orientadora de@nsonceito proposto inicialmente
por Moura (1996, 2001), concretiza a relacdo eotnmovimento histérico e l6gico dos
conceitos e o0 objeto de ensino da algebra. Talestanconstituido a partir dos elementos da
atividade (necessidades, motivos, acdes e opejatgiassido constantemente aprimorado
pelo GEPAPe, gerando aprofundamentos sobre o edtudtividade pedagdgica (MOURA et
al., 2010), e tem se mostrado como instrumento adedi da atividade de ensino e
aprendizagem e, portanto elemento fundamentalmaaftiio de professores e estudantes.

No caso da atividade orientadora de ensino, asssieleeles do professor e do
estudante devem coincidir para que o processo dmcere aprendizagem realmente se
concretize. Para tanto, sdo necessarias variadas agperacdes, elementos que compdem a
atividade. “Denominamos acdo ao processo que serdonh a representacdo daquele
resultado que ha de ser alcancado, quer dizer,ooegs0 subordinado a um objetivo
consciente” (LEONTIEV, 1983, p.83).

A atividade orientadora de ensino (AOE), desta &rnéo se caracteriza por ser uma
tarefa ou uma situacéo-problema com um fim em snmee modelado com uma série de
passos a serem linearmente seguidos, como os pEble exercicios apresentados em livros
e apostilas. Planejada para desencadear no esiudanécessidade de aprendizagem de
determinado conceito, apresenta situacdes desexttads dessa aprendizagem, na forma de
histérias virtuais, jogos ou situacbes emergentescdtidiano. Tais situacfes devem
contemplar o movimento histérico e l6gico dos cdnsee sdo apenas o ponto de partida de
um processo de ensino e aprendizagem desenvoleiétivamente, cujo objetivo final &
sempre a apropriacdo de um conceito.

A elaboracao dessas atividades e 0 seu desemarito com 0s estudantes requerem
do professor dominio aprofundado dos nexos coraisitdo conhecimento envolvido e
movimento do pensamento tedrico no sentido do abstio concreto, concreto este que se

caracteriza por ser a sintese de multiplas abstsaco
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Nesta tese, durante as acdes de planejamentopestaisadora e professora para um
a turma de estudantes, foi possivel analisar corass@ncia do conhecimento algébrico se
revela nas acfes de ensino, o que foi apresentadapitulo 5.

A determinacdo cada vez mais precisa dos nexositoais da algebra por parte de
professores e sua apresentacdo cada vez mais agigeta em programas curriculares
orientardo a elaboracdo de atividades de ensincoesequentemente, possibilitara o
desenvolvimento do pensamento teorico dos estuslant@ apropriagdo do conhecimento
cientifico em movimento, e ndo apenas de seu prodspecifico que, por muitas vezes,
adquire sentido somente para 0 matematico, nd@sdachento da atividade do estudante, ou
tornando-se uma tarefa a ser executada com outgbr exemplo, de aprovacdo na escola.

Assim, reconhecer o0s elementos do conhecimentobridgé essenciais, que
caracterizam seu movimento historico e logico e degsenvolvimento como conhecimento
cientifico produzido pela humanidade, revela aresaéjue constitui o objeto de ensino da
algebra.

Nesses movimentos de analise e sintese em busteveligar a relacdo entre o
movimento histérico e logico dos conceitos e o tabjke ensino da algebra, a pesquisadora se
apresenta como sujeito da pesquisa que aos poacae \constituindo. No curso com 0s
professores, é o sujeito que tem o desafio dereprgr do movimento histérico e l6gico dos
conceitos e organizar intervengdes que possibiléeoutros professores essa apropriacéo,
visando também a discutir principios para a orgaydia do ensino da algebra na Educacao
Basica, a partir dos fundamentos da teoria higiéridtural.

Nas acdes de planejamento com a professora, paea turma especifica de
estudantes, tem novamente por desafio estabeleoeganizacdo do ensino por meio da
apropriacdo do movimento histérico e l6gico e de€ersia ainda néo totalmente revelada. O
processo de analise dessas acdes de planejameeta es potencialidade e limitacfes
alcancadas em relacdo a organizagéo do ensino.

A elaboracdo de um modelo de analise da generabzam situaces de ensino trata-
se de uma acdo fundamentada, mas ousada, no semtigoe se torna necessario estabelecer
componentes e niveis ao processo de generalizagdca antes decomposto. Mas entende-se
gue este é o processo de movimento do conhecimemimcesso de analise que decompde
em elementos e gera abstracdes, que, posteriorneemiem processo de sintese, estabelecem
o movimento do pensamento do abstrato ao concreto.

Desta forma, considera-se que as acdes da pesgaisaxiganizadas e justificadas

metodologicamente e fundamentadas teoricamentesibiltaram alcancar o objetivo de
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investigar as relacfes entre 0 movimento hist@itizgico dos conceitos e o objeto de ensino
da algebra.

Portanto, possibilitou a defender a tese de queowmento histérico e logico dos
conceitos € a fundamentacéo que, pela via da laipbética e do pensamento tedrico, revela
a esséncia do conhecimento algébrico. O conteudssadesséncia encontra-se na
possibilidade de estabelecer a relacdo entre amlggas variaveis de forma geral e deve
constituir o objeto de ensino da algebra, a despde quando este seja iniciado,
manifestando-se por seus instrumentos (equacdmsersgas, funcdes e outros), que podem
revelar as relagdes entre grandezas numeéricas, éfécas, matriciais, vetoriais e outras.
Desta forma, o estudo do movimento histérico ecldgios conceitos caracteriza-se como um
principio para a constituicdo do objeto de ensima@dldebra, e para andlise de forma critica de

situacOes e acdes de ensino, visando a formacaerdamento tedrico dos estudantes.
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APENDICE A — Termo de Consentimento Livre e Esdate.

Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (via dparticipante)

Concordo em participar, como voluntario, do projei® pesquisa que tem como
pesquisadora responsavel Maria Lucia Panossiarpmoula da Faculdade de Educacédo da
Universidade de S&o Paulo, orientada por Manoebs®aido de Moura que podem ser
contatados pelo e-mail malupanossian@hotmail.com.

O presente trabalho tem por objetivo:

Investigar principios tedricos e metodoldgicos eaibres do ensino de algebra a partir da
analise de propostas curriculares e da elaboragaividades de ensino fundamentadas no
desenvolvimento l6gico e histérico do conceito

Estou ciente de que minha participacdo consistinaparticipar das discussdes e
propostas do Curso de Atualizagdo: Atividades desirn de Algebra a partir dos
fundamentos da teoria histérico-cultural, cujososmtios serdo gravados em audio e video.
Compreendo que este estudo possui finalidade dguisas que os dados obtidos serao
divulgados seguindo as diretrizes éticas da pesgu@m a preservacdo do anonimato dos
participantes, assegurando, assim minha privaciddde que posso abandonar a minha
participacdo na pesquisa quando quiser e que r@beri nenhum pagamento por esta
participacao.

NOME COMPLETO

ASSINATURA

Sao Paulo , de 2011.
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APENDICE B — “Necessidade da Algebra no Ensinoéxt® produzido pela pesquisadora
para utilizacdo durante o curso de atualizacdo@®professores.

Sobre a necessidade da algebra no ensino

Por que é importante ensinar algebra? Se fizermstss mergunta a um grupo de
professores podemos encontrar respostas variatsmsApodem dizer que ja faz parte do
curriculo e que, portanto, deve ser seguido. Ougoalem se dar conta de que nunca haviam
parado sequer para pensar a este respeito. Ourtdasppdem discursar sobre como foi dificil
comecar a ensinar algebra e como seus alunos niitesessam etc. Desta questdo deriva
outra que podemos ouvir frequentemente de estuglanta variacbes, mas querendo dizer:
Por que é importante aprender algebra?

Esta € uma pergunta dificil de ser respondida el fuase, ou mesmo uma conversa
simples. A ela estdo atreladas concepcdes do poofgsie responde em relacdo ao que é o
ensino, o que é algebra, e também concepcdes WoseES sobre o0 seu ‘estar’ na escola etc.
O que tentaremos neste texto € de maneira gerglaetin dos conceitos da teoria historico-
cultural explicitar o que consideramos justificeekevancia da algebra no ensino.

Parte-se aqui da concepc¢do de que a escola étaigast encarregada de garantir as
futuras geracbes a apropriacdo do conhecimentdricstacumulado pela humanidade,
permitindo assim que esta apropriacdo se transftambém em novos conhecimentos que
deem a humanidade melhores condi¢des de vida.

Assim, a principio h4 uma explicacdo ou justificathistorica para a presenca do
conhecimento algébrico no ensino. Este conhecimemarte do conhecimento cientifico da
humanidade. Surge a partir de necessidades pré&tidasvida cotidiana dos homens que a
principio procuravam metodos para elaborar e res@quaces que proporcionavam, por
exemplo, as solucfes para problemas de areasutosatte volumes. Mas o desenvolvimento
da &lgebra ndo se mantém atrelado somente a ré@safecproblemas elaborados a partir de
necessidades cotidianas, ele se desenvolve tampéantirade necessidades da propria ciéncia
matematica. Tal ciéncia foi se desenvolvendo repletparadoxos, alguns sendo satisfeitos e
outros ndo. Por exemplo, os antigos se viam aas/gtbm a dificuldade de aceitar nimeros
negativos, e suas raizes, o que posteriormentmauigp conjunto dos nimeros complexos.
Atualmente a ciéncia matematica atingiu tal grawdesenvolvimento que dificilmente seus
conceitos podem ser encontrados em forma simpkes estdo presentes em suas formas mais
elaboradas e complexas ndo s6 no desenvolvimentdad@matica, mas também nos de
outras ciéncias.

Do ponto de vista psicoldgico pode-se entender @uensino de algebra leva o
estudante ao desenvolvimento do pensamento tedeste é diferente do pensamento
empirico no sentido em que permite que os estuslaafgem a esséncia do conhecimento por
meio de generalizacdes tedricas e ndo por castisutares. Uma generalizacdo enquanto
forma de pensamento tedrico permite que os corscsggam compreendidos relacionados
entre eles, de maneira que sua esséncia sejadav&aguanto o conhecimento empirico
baseia-se no objeto e suas representacoes, elestab@rocesso de generalizacdo formal das
propriedades dos objetos, baseado na observacd®erogpcédo, gerando como produto um
conceito empirico apresentado por meio de uma falgwe descreve o objeto, permitindo
assim certa sistematizacao e classificacdo dos assnconhecimento teorico, por sua vez,
busca a relacdo entre as coisas, 0s objetos ninte um sistema. Também se baseia na
percepcdo dos objetos, mas busca neles, mais dé euterno, visivel, busca as relagbes
entre suas propriedades. Seu produto, o ‘concefwico do objeto, concretiza-se por meio
da transformacédo do saber e é expresso por diésremios da atividade intelectual.
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Assim, por exemplo, podemos nos deparar com geérsgaes empiricas e tedricas
dos objetos da algebra. Arrisquemos aqui um exersphye o conceito de equacdo. Se
considerarmos a generalizacdo empirica baseaddjaeto @ suas representacdes, podemos
planejar que apresentar aos estudantes exempl@glog@rde equacdes e suas formas de
representacdo € o suficiente para que ele adquileoreito’, nomeado pela palavra
‘equacao’, podendo inclusive classificar e sistezaatas equacgOes diferenciando—as em
equacOes de 1° grau, de 2° grau, com uma ou duaseia etc. Mas fica a questao: tal tipo de
generalizagcdo permite realmente ao estudante apréar& do conceito de equacao?
Consideramos entdo que em um processo de genegalirsorica do conceito de equagao, o
estudante se depararia com necessidades de relaeste conceito a outros, como os de
variacdo, de relacdo entre quantidades, de movandetfuncdo. Compreender esta relacéo
entre os conceitos permitiria que ele inserissomc@to de equagcdo em um sistema, as
relacdes entre suas propriedades, adquirindo cieslide se apropriar efetivamente deste
conceito.

Consideramos ainda que vale a pena destacar algwspscificidades do
conhecimento algébrico. Enquanto parte do conhetonenatematico uma de suas
caracteristicas potenciais € permitir tratar dgetob e suas relacbes de uma maneira distante
da realidade imediata, entretanto esta sua caigtatartem sido entendida negativamente em
formas de ensino que estdo sempre em busca docomieiméo mais adaptado ao * cotidiano’
do aluno. O que historicamente foi um avanco eracéel a formas de pensamento e
linguagem no conhecimento cientifico € considenagioretrocesso nas questdes de ensino.
Nossa insisténcia enquanto professores em buscaonhecimento Util' no sentido do
conhecimento que o aluno ‘vé€’ sendo constituidealesidera estas formas de pensamento e
linguagem (no caso a algébrica) que ndo sdo apamente ‘Uteis’. Afinal nenhum aluno
encontrara uma equacdo ao andar pela rua, maseet@nao teria também o conforto de
um caixa eletronico se a humanidade em algum maneid tivesse conseguido generalizar
procedimentos e elaborar padrées para organizan@ohamento de uma maquina, légico
que com o auxilio de outras areas cientificas, camformatica. Alids, mesmo o
funcionamento dos computadores recorre a algelniadima, de Boole que por volta de 1847
introduziu conceitos de logica simbolica demonstcague ela poderia ser representada por
equacoes algébricas.

Mas isto nos leva a outra especificidade do conteuio algébrico, em geral
desconsiderado no ensino. Durante seu desenvoliomen objeto da algebra foi se
modificando. No inicio o objeto da algebra era aokecdo de problemas envolvendo
equacoes e as técnicas para resolver estas equsgi@s que muitas das discussdes entre 0s
matematicos giravam em torno de procurar procediseigerais que resolvessem as
equacgOes de terceiro e quarto grau, ou mais.

Em determinado momento historico, a necessidadqe@aia ciéncia se modificou e
entdo a algebra passou a estudar grupos, estrutatases e procedimentos de generalizacao
para eles. Mas pouco se ouve falar em relacdoeanesb objeto de estudo da algebra na
escola do ensino fundamental e médio, talvez parcamplexidade, talvez pela falta de
iniciativa de repensar o curriculo de algebra a®rsindo os avancos cientificos.

Ainda que existam falhas em realmente definir asceitos algébricos relevantes e
essenciais para o ensino, fato € que em gerabaagem algébrica se apresenta como um
empecilno aos estudantes. Esta € outra especifecidid conhecimento algébrico, seu
conjunto de simbolos e regras que sao criacdesrtagnado € facilmente apropriado pelos
estudantes que tem dificuldades em compreendeder e generalizagdo e variagcdo que o
simbolo Ihe apresenta. Mas a linguagem algébrfoadamental enquanto objeto de ensino e
também enquanto instrumento, pois a partir deldewsais conceitos algébricos podem ser
ensinados.
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Todas estas consideracdes feitas até aqui nos ldeawolta a pergunta inicial: Por
gue é importante ensinar algebra? Com base coemmdiz agqui em alguns conceitos da teoria
historico cultural, em especial a importancia dovimento l6gico e historico do objeto de
estudo, nas questdes de linguagem e pensamentmpsdeguramente dizer que a algebra é
um campo de estudo que amplia o campo de acaosticdaates em relacdo ao controle da
natureza, dos problemas da realidade que se afaesafeixando claro que néo se pretende
com isso fazer referéncia aos problemas do cotdiadividual (como o troco do mercado).
Podemos afirmar ainda que o estudante que realsend@ropria das formas de pensar da
algebra e de sua linguagem tem entdo outro instriamgara atuar sobre a realidade. O
conhecimento algébrico gera condi¢cdes aos sujpiiasipalmente quando o conhecimento
aritmético ndo é mais suficiente. Entretanto isém iignifica dizer que o ensino do
conhecimento algébrico deva ser posterior ao ddemmento aritmético. Sdo formas
diferentes de pensamento que se entrelacam meitas,vmas nao sao lineares.

Consideramos que pensar a respeito da necessidadigebra no ensino é passo
inicial para que professores reconsiderem a inclugéalgebra no curriculo, pensando em
questdes de sua organizacdo, sua relacdo com naétird, seus conceitos principais e
principalmente em seus modos de acao para ensyedra que certamente estarao voltados a
criacdo nos estudantes desta mesma necessidadengesender a importancia da algebra
atribuindo-lhe valor.

Gerar nos alunos a necessidade de aprender unt@sdarcomplexo nem sempre é
tarefa facil, mas muitas vezes imprescindivel ssrequos vé-los motivado a se apropriarem
deste conhecimento acumulado pela humanidade.
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APENDICE C - Organizac&o dos registros escritosuteo de atualizag&o.

Organizagao dos registros escritos do curso dézgao “Atividades de ensino de
algebra a partir dos elementos da teoria histargtral” realizado no primeiro semestre de
2011 pela Faculdade de Educacéo da UniversidaB8éa®@aulo.

RE1 — Questionario de formacao estudantil e priofisd dos professores participantes e
expectativas em relacéo ao curso.

RE2 — Descricdo de uma aula com conteudo algébrico.

RE3 — Questionamento sobre a necessidade da alggbresino a partir de uma tirinha de
Calvin (Apéndice D)

RE4 — Comentarios gerados a partir da leitura ko tdlecessidade da algebra no ensino’ —
Apéndice B.

RES5 — Planos de ensino dos professores.
RE6 — A relacédo dos professores com a atual praposticular do estado de Sao Paulo

RE7 — Registros de analise da atividade extraidaatterno do Professor (2009), 72. Série,
volume 2, pagina 13 — Tépico: Sequéncias.

RES8 — Relacdes entre algebra e movimento

RE9 — Critérios para organizacdo do ensino a pdatsituacéo hipotética de uma professora
para escolher recursos e preparar uma aula.

RE10- Proposta de organizacao dos conteudos atgélaipartir do topico Sequéncias.
RE11- Comentarios sobre o texto lido de Bento dasl€araca (p.65 a 82, p.107 a 139).
RE12- Registro escrito da apresentacéo final deocur

RE13- Sinteses para a organizacao do ensino deitmsalgébricos.

RE14 — Avaliacao do curso.

RE15 — Autoavaliacéo.
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APENDICE D - Quadrinho com o personagem Calvin misencadear a discussio sobre a
necessidade de algebra no ensino.

Leia o seguinte quadrinho:
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1°.quadrinho
Calvin: Sabe, eu ndo acho que a
matematica é uma ciéncia. Eu acho que é
uma religido.
Hobbes (o tigre): Uma religido?

2°.quadrinho
Calvin: Sim, todas estas equagdes s&o
como milagres, vocé pega dois nimeros e
guando vocé os adiciona, eles
magicamente se transformam num novo
namero. Ninguém pode dizer como isso
acontece. Quer vocé acredite ou nao.

3°.quadrinho
Calvin: Todo este livro estd cheio de
coisas que tem de ser aceitas na fé. Isso é
uma religido.

4°.quadrinho
Hobbes: E nas escolas publicas n&o
menos. Chame um advogado.
Calvin: Como um ateista matematico, eu
deveria ser dispensado disto.

A partir da leitura do quadrinho e de suas
experiéncias de formacéo e profissionais, discua e
pequenos grupos sobre se:

a) E realmente importante que a algebra seja
conteudo de ensino? Por qué?

b) Os estudantes compreendem esta importancia?
Ou qual é a visdo dos estudantes sobre a algebra?

c) E possivel explicitar para os estudantes esta

importancia? Como?

d) O que pode ser considerado como objeto da

algebra e que deve ser ensinado aos estudantes?



APENDICE E - O jogo FANTAN.

Fan-Tan: a sorte em um punhado de graos

Os coreanos tém um antigo provérbio que diz: Queaiseq perdurar no mundo, deve
perdurar no Fan-Tan. Esta afirmacéo esta ligadar@nga popular de que um marido s6
é fecundo apos ter vencido sucessivamente 3 partiddan-Tan, no intervalo entre dois
periodos férteis de sua mulher. Mas, apesar depsymilaridade na Coréia, esse jogo
surgiu na China, ha centenas de anos. Depois espadk por varios paises asiaticos e
chegou a Europa levado pelos portugueses, que loecenam em MacaiTrecho

extraido degDs melhores jogos do munddRio de Janeiro: Abril, 1978).

v
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BONUS

Participantes: 4 jogadores

Composicéao 0 1
«1 tabuleiro
»Graos ou pedrinhas
80 fichas em 4 cores

Objetivo do jogo
Ganhar o maior numero de fichas dos adversarios.

Preparacéo do jogo
Cada jogador fica com 20 fichas da mesma cor
Um punhado de gréos deve ser colocado no centrabddeiro
Deve-se sortear 0 primeiro banqueiro.

Modo de Jogar

Cada jogador aposta a quantidade de fichas querquosnimero que preferir do tabuleiro (de 0 a 3)
Os jogadores NAO podem apostar no mesmo nimero

Um dos jogadores ( ou o banqueiro se tiver) apanh@unhado de feijées e espalha sobre o tabuleiro.
Formam-se grupos de 4 feijoes.

O ndmero de feijdes que sobrar indicard o nUmeraldagleiro que ird ganhar.

O vencedor de cada rodada ganha de cada um dos @gadores o nimero de fichas igual ou menor
ao que apostou. Exemplo: Se o jogador vencedoit@p@8sfichas ele devera ganhar 3 fichas de cada
participante, a ndo ser que o outro participambaeapostado uma quantidade menor do que essa.
Sera vencedor do jogo, o jogador que tiver o maionero de fichas, quando um dos jogadores nao
tiver mais fichas para apostar.

Adaptacéo do jogo. O Fantan com Bonus

Os jogadores devem estimar a quantidade de fefdlm® a mesa antes de iniciar a divisdo por grupos
de 4.

O jogador que mais se aproximar do valor exatfegi@es ganha uma ficha de cada um dos demais
jogadores.

Pode haver no jogo um participante que € o banmugile controla as quantidades e preenche a tabela.



TABELA A SER PREENCHIDA
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BONUS

Quantidade de

Jogador

Valor
estimado

grupos de 4
feijdes(q)

RESTO
(n

Quantidade total de feijoes

(t)

epepo
el

epepo
el

epepo
e€

epepo
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epepol
€S

epepo
e9

epepo
el

epepo
e8

ALGUMAS QUESTOES RELACIONADAS AO JOGO FANTAN

a) Qual seria o total de feijoes no tabuleiro seeh@d grupos de 4 feijdes e ainda 3 sem grupo.

Registre o célculo e o resultado.
b) Se o total de feijbes era de 38 e havia novpayde 4 feijbes sobre a mesa, quantos
restavam? Registre.
c) Foram organizados g grupos de 4 feijdes e ast8rfeijdes. O total de feijdes é t, como
VOCé representaria essa afirmacédo usando somariielss e nimeros?
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d) Complete esta tabela baseada na contagem g@esfdo Jogo de Fantan.

Quantidade de grupos com|4Resto de feijde$ Quantidade total de feijoes (f)
feijdes (q) no tabuleiro (r)
7 3
1 21
8 35
10 2
3 71

e) Como podemos representar o valor t (total geefg) em fungéo de g (quantidade de
grupos de feijoes) e r (resto de feijdes ndo agrepao tabuleiro)?

f) Se q =10 e r =1, quanto vale t? Registre.

g) Set=15e g = 3, quanto vale r? Registre.



APENDICE F - Situac&o de ensino corsajtwareGeogebra.

12 situacéo

Desenhe na tela os graficos das fungdes seguintes:

y =Xy =X+ 2y = X-2

Escreva as observacdes do grupo em relagdo asecamiicas destes trés graficos.

22 situacao

Desenhe na tela os graficos das funcdes seguintes

Y = xy= 3xy = 5X

Escreva as observacgfes do grupo em relacéo asecesticas destes trés graficos:

32 situacao

Dadas as funcoes

y=X,y=x-1,y=x+1
a) Represente-as no mesmo plano cartesiano
b) Dé as coordenadas de dois pontos do plano quapaniea cada uma das retas
c) Indique as coordenadas do ponto de interseccaetalaom o eixo das ordenadas
d) Em que ponto cada reta intercepta o eixo das @s@iss
e) Qual a posicao relativa das retas?

42 situacao

Desenhe os graficos de

y=3xy=3x+3y=3x-3

Analise-os comparando a raiz de cada funcao e  ponle cada grafico intercepta o eixo y.
Escreva suas observacoes.

52 situacao

Desenhe os graficos
y=2X—-7ey=4x+5.

Qual é o ponto comum a eles?

62 situacao
Determine o ponto comum aos graficos
f(x) = -x + 2g(x) = x+2

72 situagao

Trace num mesmo sistema coordenado, os graficosedates funcdes
Yy=X2y=X2+2y=x2-2

Determine as coordenadas dos vértices dessas [@rabo

As concavidades das parabolas estao voltadas ipzaiaoa para baixo? Por qué?

82 situagao
Como vocé pode obter os gréficos de
y=x2+2ey=x2-2, conhecendo o gréfico dex?

92 situagao
Obtenha os pontos comuns aos graficos de
y=x2+2xey=x+2
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APENDICE G - Texto sintese sobre “Equacfes e Fasiula Proposta Curricular do Estado
de S&o Paulo.

O trabalho com equacbes e formulas € apresentaplartst da 6% série no volume 4.

Considera-se que “[...] a exploracdo de formulast@iggia eficaz para introduzir o uso de

letras em Matematica” (SAO PAULO, 2009a).

Entende-se que € mais f4cil para o aluno manipslégtras na formula do que na equacéo.
Espera-se que o aluno use os simbolos e repremeptacido entre as grandezas de

mais de uma forma. Por exemplo, P = 4. a enta®/d =

A partir deste entendimento apresentam-se naédie ®rmulas relacionadas a geometria:

perimetro de um retadngulo, area de um tridanguléngetlo, entre outras como meédia

aritmética; férmulas relacionadas a economia (¢@lde imposto), a saude (IMC), a fisica

(distancia) etc.

Ainda na 62 série indica-se a introducdo de alguosedimentos de resolugéo de equacgdes de

1° grau e entende-se que: “Uma equacdo nada rdaigée uma pergunta feita em linguagem

matematica” (ibid., p.21). Recorre-se ao uso dargas, ressaltando-se suas limitacdes em

relacdo as raizes negativas, ou necessidade ded@xule raiz quadrada e recomenda-se que 0

estudante compreenda a equivaléncia das expresgeésicas.

A equacdo é vista como uma pergunta “A forma deesguntar em matematica é por meio

de uma equacao” (ibid., p.30) e entende-se qudunlade tem condi¢cdes de resolvé-la por

meio do pensamento logico e de seu conhecimentmétito realizando as operacdes

inversas, sem que se apresente a técnica especifica

Na 72 série, no volume 2 se apresentam 0s prodotaseis com significados geométricos,

destaca-se ainda que o produto da soma de doisosifxe- a) ( x+ b) € uma situacdo que

permite “....a construcdo de noc¢des fundamentaicagds tanto a fatoracdo de trindbmios

quanto a resolucdo de equacbes de segundo graumgdtmlo conhecido como ‘soma e

produto de raizes’ (SAO PAULO, 2009 b, p.22). Bdstmente ressalta-se que é importante

“[...] atribuir significado aos importantes conceitdsvalor numérico de um polindmio e

de raiz de um polinémio...” (ibid.,p.34) e retoma-se 0 processo de escritaexpressdes

algébricas associado a area e perimetro de ungtdtén

Continuando e com a intengéo de aprofundar o tnabmdm equacgdes o Volume 3 da 72 série,

traz a analise de situagfes de transposicao daalijjggn materna para a linguagem algébrica

que normalmente induzem ao erro. E o caso do exetHdl seis vezes mais alunos do que
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professores” que normalmente é erroneamente esorita 6 A = P, sugere-se a verificacdo
com recursos aritméticos como uma estratégia sgarge para constatar o erro.

Espera-se ainda que na 72 série o aluno tenhacéaisdde resolver tecnicamente equacoes
mais complexas, além de que “O aluno deve reconheesse estudo que as equacdes
constituem uma ferramenta importante para a repi@s#o e resolucdo de problemas cujo
encaminhamento através de recursos aritméticoa sarito complicado” (SAO PAULO,
2008, p.15).

Ainda na 72 série se estudam os Sistemas de Egubg@ares onde se pretende discutir o
significado das equac¢des com duas incégnitas ettsdos de resolucdo de sistemas por meio
da andlise de situagBes-problema, posteriormerntkiise a representacdo gréfica das
equacOes com duas variaveis no plano cartesiano.

Ao final da 72 série se discutem as equacfes corm deauma incognita que possuem
solugdes inteiras positivas, as equacoes diofamtima expectativa de que se encaminhe a
discussao para:

“1- estabelecer um critério de existéncias de salugue envolva diretamente a nocdo de
maximo divisor comum;
2- estabelecer um algoritmo para encontrar as @etuguando elas existirem” ( p.53)

Referéncias

SAO PAULO, Secretaria de Educac@aderno do professor:matematica, ensino fundamental — 62 série, v.4.
Sao Paulo: SEE, 2009 a.

SAO PAULO, Secretaria de Educac@aderno do professor matematica, ensino fundamental — 72 série, v. 2.
Séo Paulo: SEE, 2009b .

SAO PAULO, Secretaria de Educac@aderno do professor matematica, ensino fundamental — 72 série, v.3.
Séo Paulo: SEE, 2008.

Para discutir
1)As situacOes propostas nos Cadernos dos Alunésagmsta Curricular contemplam o
movimento logico e histérico da linguagem algéliti¢algebra Retérica, Sincopada e

Simbdlica?)

2)Quais sdo as potencialidades e limitacdes desposta no sentido de formar no aluno
a compreensao do que é essencial no objeto da@heb

3)O fato de o aluno transcrever um problema daudiggm materna para a linguagem
matematica simbdlica significa que ele compreermdproblema?

4)Qual € o papel das equacdes na histéria da mite& para o ensino?

5)Qual ou quais os conceitos fundamentais da agebdem ser desenvolvidos a partir
dos estudos das equacdes?
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APENDICE H - Solugdes de um grupo de estudantesaaituacio de ensino “Altura da
Piramide”.

1) ANALISE

Analise o problema da altura da piramide, e asostap que trés grupos de alunos da 62 série
forneceram. Explicite os critérios de andlise etac@ principalmente & aprendizagem de
conceitos algébricos e ao recurso da linguagem.

Para ajudar na analise: Que conceitos algébricatenposer discutidos? Que tipo de
linguagem estd sendo utilizada pelo estudante? Quedlacdo entre a linguagem e o
pensamento?

2) SUGESTOES PARA ORGANIZACAO DO ENSINO
Apresente sugestbes de encaminhamentos metodaogiana aprendizagem (destes
estudantes especificamente) a partir do que farebdo nesta situacao.
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APENDICE | - O movimento l6gico-histérico: modificdes na linguagem algébrica.

O conhecimento e o pensamento matematico, assimo coatras formas de
conhecimento, surgem na pratica. E da necessidatieapda vida cotidiana dos homens de
contagem, medicdo etc. que se constitui a Mateaétic

E possivel perceber, na evolucéo histérica da Maties fases em que se elaboram
0s conceitos inspirada na experiéncia sensivedesfde sistematizacdo e generalizagdo. Tais
fases se revezam, ainda que seja alto o grau degls atingido pela Matematica e que a
faca momentaneamente esquecer sua base.

Tentaremos acompanhar esse movimento do pensameatdinguagem matematica
gue se amplia e generaliza.

A linguagem matematica, abstrata, geral, rigorgsacisa, apresenta-se de forma
tedrica e impessoal. O alto grau de abstragcédo gddanpelo conhecimento matematico faz
com que seus conceitos parecam incompreensives lsnguagem inacessivel aos que nao se
aprofundam nesse conhecimento. Assim, gera emaoddiastantes nos sujeitos conforme a
existéncia ou ndo de sentidos e motivos que oxiapeon do conhecimento matematico.
Podemos encontrar exemplos de sujeitos completanrantivados e desafiados por essa
forma de conhecimento, bem como reconhecer aqgake$ido encontram qualquer sentido
nessa atividade.

Como um conjunto de simbolos e sigoformados pelos grupos humanos, a
linguagem mateméatica estéd repleta de conceitogmfisados. Tais conceitos, fruto do
processo de generalizacao e abstracdo, surgenedessidades humanas da vida cotidiana,
da experiéncia pratica e vao se transformando ginarido novos conceitos conforme séo
geradas novas necessidades pela propria atividadara. Por outro lado, muitos conceitos,
inclusive matematicos, originam-se antes mesmoodsyirem uma necessidade pratica, isso
por que a reflexdo abstrata, derivada da expedémética, caminha além das necessidades
do problema pratico (ALEKSANDROV, 1988).

Com modificagdo e refinamento, alguns conceitosestbilizam e a eles s&o
diretamente atrelados alguns simbolos e signosalfesma, por um lado, surge a impressao
falsa de que tais simbolos possuem vida proprizintedada da realidade objetiva e, por
outro lado, o uso desses simbolos permite e pbisipie 0 pensamento se distancie de fatos
reais e siga livre, mediante raciocinios, artiobéss; relacdes, originando novos conceitos.

Desde tempos muito remotos, sao identificadas esssglades humanas e sociais de
contagem na vida cotidiana, de registros de numaedes célculo com operagbes, de
comunicacao e representacdo de quantidades. Essassidades foram sendo satisfeitas das
mais variadas maneiras: por meio de técnicas caigforcom o uso de instrumentos como o
abaco, o aperfeicoamento de calculos, a evolucawsedstro numeérico e a criacdo de
diferentes sistemas de numeragcdo. Ao longo do delsgémento histérico da humanidade,
surgiram novas necessidades, técnicas foram s@®eradnovos conhecimentos para o
controle das quantidades foram desenvolvidos.

Os conceitos aritméticos que dao conta das relagbastitativas das colecdes de
objetos se originam “[...] pela via da abstrac&omna resultado da andlise e generalizacdo de
uma imensa quantidade de experiéncia pratica” (AREKDROV, 1988, p. 35, traducao

*Davydov (1982) apresenta os simbolos e signos domms de atividade humana, como meios de idedlkzag
de objetos materiais. S0 meios para que o pengantedrico opere com objetos, idealizando-os e
transformando-os. Os simbolos possuem a forma bantel ao objeto que representam, ja 0s signos néo
possuem essas semelhancas.

%por exemplo, os papuas da Nova Guiné contavam p@ de uma ordem estabelecida das articulagdes e
membros do corpo (IFRAH, 1994).
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nossa) e se fixam na linguagem na forma de nomeawuosros, dos simbolos, nas operacoes,
nos algoritmos usados.
Conforme Moisés (1999):

Observamos que o progresso na linguagem numédeacada desenvolvimento da
idéia numérica esté associada a necessidade de qoantidades cada vez maiores,
ou menores, com velocidades cada vez maiores paraliaacdo de célculos cada
vez mais complexos. Cada desenvolvimento da saigeeleigia que a matematica e
sua linguagem também se desenvolvessem. (p. 134)

Destacamos, dessa forma, a importancia fundamedatako de simbolos numéricos
no desenvolvimento da aritmética e da matematicgeral. Por muito tempo, esses foram os
anicos simbolos usados. Tais simbolos permitem jatigdcdo do conceito de numero
abstrato, além de permitir que facilmente se realizperacoes com eles. Os simbolos
numéricos, por exemplo, concretizam o conceitoratistde nimero que nao tem uma
imagem objetiva, mas pode ser concebido na mentaritiética pode ser compreendida
como “[...] a ciéncia das rela¢Bes quantitativagisreconsideradas abstratamente, isto €,
simplesmente como relacdes” (ALEKSANDROV, 198827p, traducdo nossa). Entretanto,
0S Signos numMeEricos engessam o movimento.

O ‘Numero manual’ é a compreensdo de que o nimérexsste a partir da
contagem, isto é, na forma de numeral e, portargoel, fixo e imutavel, podendo
ser ‘pego com as maos e visto com os olhos. (LIM®ISESapud SOUSA, 2004,

p. 193)

Os conceitos geométricos também provém das neadssicpraticas. Nos primeiros
problemas préticos, conceitos aritméticos e geaonétmao eram diferenciados. A inter-
relacdo da aritmética e geometria conduziu a mavascos na Matematica. Qualquer ato de
medir articula conhecimentos aritméticos e geowasri No desenvolvimento histérico, tal
articulacéo esta na origem dos conceitos de nunmmacdsnais, irracionais e reais. Conceitos
gue ndo surgem como simples reflexo da experigmatica, mas a transcendem.

Os conceitos e conteudos algébricos fundamentadmémsitam das operacoes
matematicas consideradas de forma abstrata e tjeadas. O desenvolvimento da
linguagem algébrica ndo € algo tdo natural quamtueira supor. Ele ocorre também a partir
de pressdes sociais e necessidades humanas deépada (ALEKSANDROV,1988).
Considerando o uso de palavras, letras, signosileois, € possivel tracar um caminho da
linguagem algébrica.

Tal caminho passa pelas algebras ndo simbolicagbi@ retorica, geométrica,
sincopada) e chega até a simbdlica. Ao revisitse eaminho, nos paragrafos seguintes, nao
se pretende discriminar em importancia maior ouaneualquer uma dessas algebras, mas
somente destacar o momento de modificacdo, avamgefiexo do pensamento algébrico
articulado a linguagem.

Diversas civilizagdes, em certos momentos, sentmagessidade de formular uma
algebra proépria (hindus, chineses, egipcios, greyabes, persas) para solucionar problemas
do dia-a-dia. Para isso, faziam uso de equacOes rparesentar a regularidade dos seus
movimentos.

A concepcdo do zero foi um dos passos decisivosuee gprmitiu aos hindus
aperfeicoarem a numeracao escrita e abrir camiale @desenvolvimento da algebra. Até o
século VI, eram usadas palavras e simbolos pamra zomo representacdo de algo que
faltava, de auséncia. Com os sabios da india, o gjgequeno circulo) foi concebido como
namero e hoje esta na base de toda algebra e nagMaRAH, 1994).
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Com os arabes e particularmente com Mohammed Ibrssdual-Khowarizmi,
divulgam-se os métodos de calculo e procedimengEbiacos dos hindus. O termo algebra
provém de uma obra de Al-Khowarizmi cujo titulociava com o termaaljabr que,
latinizado, tornou-se algebra e significava a opfwade passar os termos de um membro a
outro para torna-los positivos em uma equacao (FHR®94).

Valendo-se de linguagem comum, poemas e prosaspossentantes do que hoje se
denomina algebra retérica — por exemplo, Al-Khowrraii— propdem problemas relacionados
a vida do povo e, em seu livro, detalha percurgosalucdo de problemas. Sem linguagem
propria, o pensamento algébrico desenvolve-se,osesttuturado por meio da linguagem
comum e atrelado ao numero. O pensamento algébrieose desenvolvia, diretamente
relacionado aos problemas da vida, encontra nadggm comum, na palavra, um meio para
ser refletido. Egipcios, europeus e arabes usamaks/ras para estudar o movimento
(SOUSA, 2004).

A linguagem matematica através de Palavras é oeponpasso da criacdo da
linguagem especificamente mateméatica para o quakséolhidas as palavras que
mais direta e claramente expressam os movimentogneos. (LIMA; MOISEs
apudSOUSA, 2004, p. 205)

A ambiguidade da palavra traz muitas dificuldadesapa representacédo do
movimento. Com a retérica, € dificil criar palavragie representem quantidades
desconhecidas. Em outro momento do movimento |égstdrico da algebra, Euclides usa as
figuras para estudar o movimento. Conforme Sou684(? “Euclides preferiu desenhar a
variacao e representar as operacdes que envoldepdioae subtracdo a partir de segmentos
de reta. Os segmentos representavam numeros cdodeei desconhecidos” (p. 208).
Entretanto, a linguagem das figuras também ndocstrou pratica para a representacao do
movimento.

Abreviando as palavras e mantendo o pensamente;g@donsiderar 0 momento da
algebra sincopada, tendo como representante o d@&danto e seu sistema de simbolos.
Este usou palavras e abreviaturas para estudarvonerto e considerava que a variavel
estava relacionada ao niamero, ndo as suas pragpegda a sua representacdo geomeétrica.

Também arabes e europeus usavam palavras paraamgarevalores desconhecidos, e
0S egipcios usavam a palavra AHA, que significa thimnO uso de abreviaturas para as
palavras denota um outro momento e nivel de aldstrdg simbolismo algébrico. O que néo
se pode descartar € que o nivel de abstracdo nwseento é dependente do anterior, mas
ndo pode ser caracterizado conforme qualquer jiézealor. E 0 momento em que “[...] se
adotam abreviacdes para algumas das quantidadegseracOes que se repetem mais
frequentemente” (EVES, 1995, p. 206).

Nesse momento, ainda ndo havia o simbolismo formé@b, havia um sistema de
simbolos literais. Conforme Aleksandrov (1988):

[...] o conteddo da éalgebra havia deixado para sus forma. Mas a forma era
indispensavel: a abstracdo dos numeros concretofoenulacdo de regras gerais
necessitavam do correspondente método de expressdessencial ter algum meio
de denotar nimeros arbitrarios e operacdes com @lessgmbolismo algébrico é a
forma adequada ao conteudo da algebra. (p. 63iciachossa)

Héa aproximadamente 400 anos, surge o simbolisnébatp da maneira como € visto
atualmente. Com sua representacdo na forma maéici) o francés Viete (1540-1603) é
considerado o “Pai” da algebra simbdlica ao usambelos literais para quantidades
desconhecidas e também para quantidades dadas. 0geti apenas letras apara estudar o
movimento. Com Descartes (1596-1650), o simbolisigébrico “[...] criou uma espécie de
‘lingua internacional’ compreendida sem equivoctopenatematicos do mundo inteiro”
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(IFRAH, 1994, p. 338). O simbolismo permitiu quetrag ciéncias e a propria algebra se
constituissem de maneira mais formal. Como resSaltiza (2004):
Foi o simbolismo pensado por Viete que possibilitoescrita de expresstes de
equacdes e suas propriedades, a partir de formeatass. Os objetos das operagfes

matematicas passaram a ser, ndo problemas numérgnsas proprias expressdes
algébricas. (p. 112)

O contexto econdmico, politico, social e cultural &enascimento traz novas
necessidades. Outras ciéncias exerciam pressaapara matematica fosse mais eficiente.
Adotar o simbolismo matematico e suas aplicacogsiata na estruturagcdo do pensamento.
A partir da metade do século XVII, a éalgebra simd@lcomeca a se impor como
conhecimento cientifico. O uso do simbolismo preét@mais do que simplesmente sintetizar
a escrita, pretendia facilitar o uso do pensamextigebrizacéo pelas letras, como afirmava
Leibniz @pud IFRAH, 1994), “[...] poupa o0 espirito e a imagiéag cCujo uUso € preciso
economizar. Ele nos permite raciocinar sem muitores, ao colocar os caracteres no lugar
das coisas para desimpedir a imaginagéo” (p. 338).

Existe um movimento do pensamento algébrico quad@ala maneira como se
estrutura e se reflete na linguagem, separa-o dexdes diretas com o0s problemas do
cotidiano. No século XIX, a busca pelo rigor, ansformacdes internas da Matemética e a
pressdo de outros campos cientificos levam a umaladpem mais formalista dessa ciéncia.
Com a matematica das grandezas variaveis, tomamafois conceitos deariavel como
generalizagdo abstrata de variaveis concretas dempo, distancia, velocidade etc., e
funcdg como imagem abstrata da relacdo de dependénciie egrandezas
(ALEKSANDROV, 1988).

Nesse momento, também ¢é possivel observar uma gadde qualidade no
conhecimento algébrico, em seu objeto e em seucam@plicacdo. A algebra, que em sua
forma original se ocupava das relacfes entre oerasrexpressos em sua forma abstrata e
nos calculos formais realizados com grandezas etaxique eram entdo representadas por
letras, passa também a trabalhar com grandezasaléouma ainda mais geral e abstrata. E o
gue acontece, por exemplo, com as grandezas \stosi@bre as quais também trabalha
propriedades e operacoes.

A algebra abstrata ou moderna prescinde dos nunsndo que seus objetos podem
ser matrizes, vetores, sobre 0s quais se defineenagfes e propriedades. Conforme
Aleksandrov (1988):

Resumindo, é possivel dizer que, enquanto a matamélementar se ocupa de
grandezas constantes, 0 seguinte periodo das geendariaveis, a matematica
moderna é a matematica de todas as possiveis eslagdinterdependéncias
guantitativas (em geral variaveis) entre grandgpaf9, traducéo nossa)

Assim, para compreender a linguagem algébrica dééama criagdo e o uso do
sistema simbolico algébrico e o desenvolvimentdimguagem em suas complexidades e
contradigbes, € necessario entender seu movimestiarito e sua esséncia revelada pelo
movimento do pensamento (I6gico).

No movimento histérico de origem e transformacdo coeceitos matematicos,
também se deve considerar que cada novo conceito espaco para novo simbolismo
(ALEKSANDROV, 1988). A aritmética, por exemplo, desenvolve apoiada sobre simbolos
numericos; e a algebra, sobre formulas validas paraeros em geral. No movimento
histérico da algebra, é possivel reconhecer os menwios da realidade objetiva sendo
expressos na Antiguidade pela algebra retéricanpmo das palavras, quando os simbolos
ainda ndo haviam sido criados; pela algebra gearagt(variavel figura); pela algebra
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sincopada (variavel numeral) em que se usam asiatweas; e posteriormente pela algebra
simbdlica (variavel-letra) (SOUSA, 2004).
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APENDICE J - Anélise de uma situacdo sobre o t6fingdes na Proposta Curricular do
Estado de S&o Paulo.

Matematica - 3° série, 3” bimestre

Leia a Atividade 3 e resolva-a.
No decorrer da resolucéo
indiqgue possiveis dificuldades i
dos estudantes durante d
processo.

v =40 m/s

- Auvigaae 5

Quando uma pedra ¢ lancada verticalmente
para cima com uma velocidade inicial 40 mJ/s,
a partir de uma altura inicial de 45 m, ela sobe
com velocidade cada vez menor, até atingir uma
altura maxima em relagfio ao solo, quando mo-
mentaneamente para. A partir dai, ela desce
cada vez mais rapidamente até voltar ao solo.

Sabemos que por causa da forga da gravidade Pede-se:

(peso), que a puxa para baixo, a velocidade da a) Construir o grafico de v como fungio de t;

pedra diminui a uma taxa constante de 10 m/s a b) Construir o grafico de h como fungio de t;

cada segundo, aproximadamente. Podemos des- c) Determinar o valor maximo de h(t);

crever o movimento da pedra por meio de uma d) Determinar o valor de t quando a pedra

fungdo do 1° grau, que representa sua velocida- voltar a passar pela posi¢io inicial;

de, e de uma fungio do 2° grau, que represen- e) Determinar depois de quanto tempo a

ta sua altura em relagfio ao solo. Nesse caso, as pedra atinge o solo;

fungdes que representam a velocidade e a altura f) Observando os graficos de h(t) e v(t), as-

sio as seguintes: sinalar V (Verdadeiro) ou I' (IFalso) nas
¥ v = 40— 10t frases seguintes:

(a partir do valor inicial 40 m/s, a velocida- 1) “A velocidade decresce a taxa constante”.

de diminui 10 m/s a cada segundo, ou seja, 4 2) “A altura h cresce cada vez mais len-
taxa de variago da velocidade —10 m/s por s, tamente até atingir o valor maximo;
que se escreve —10 m/s?) depois, decresce cada vez mais rapi-
h =45 + 40t — 5¢2 damente”.
(a partir do valor inicial 45 m, a altura au- 3) “A altura cresce a taxas decrescentes
menta até um valor maximo, diminuindo pos- até o valor méaximo; depois, decresce
teriormente até atingir o valor zero.) a taxas crescentes”.

w
93]




a, b e,de

O grdfico da velocidade v como funcdo do
tempo t é uma semi-reta, com inicio no ponto
(0;40) e com inclinagdo negativa e igual
a —10. Como v diminui de 10 mls a cada
segundo, apés 4s a velocidade serd igual a
zero, ou seja, a semi-reta corta o eixo x (ver

Jigura mais a frente).

O grdfico da altura h em funcéo do tempo t
¢ um arco de pardbola, iniciando no ponto
(0:45), com a concavidade para baixo. Seu
ponto de mdximo coincide com o instante
em gue a velocidade é igual a zero, ou seja,
ocorre parda t =4s. A altura médxima é o valor
de h(t) para t = 4, ou seja, é h{4) = 125 m.
A pedra leva 4s subindo até a altura maxima
e igual tempo descendo até a posicio de
partida; logo apds 8s estard de volta

posicdo inicial,

O instante em que ela toca o solo é o valor
de t para h = 0, ou seja, é a raiz da equagdo
0 =45 + 40t — 5¢, resolvendo, encontramos

t=9s.

Todos esses resultados estédo sintetizados

nos seguintes grdficos:

Questdes direcionadoras
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) Observando os grdficos e especialme
as concavidades, concluimos que as

afirmagdes sdo verdadeiras.

SAO PAULO. Secretaria da Educac@aderno do professor: matematica, ensino médio —
3?2 série 3°.bimestre. Sdo Paulo: SEE, 2008

Esta situacao esta proposta para os alunos do8d&Ensino Médio. O que é necessario
conceitualmente e em relacdo a organizacao doae(mimcipios tedricos e metodoldgicos)
para que os alunos cheguem a este estagio em gesdie resolver tranquilamente tal

situacao.

1)Os alunos compreendem bem o movimento apreséhtado

(como apresentar aos alunos mais situacfes comhecinento de movimento?)

2)ldentificam as grandezas que variam e sua irpera&ncia?
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(como apresentar aos alunos mais situacfes emequessam reconhecer a variacao entre as
grandezas e a interdependéncia entre elas? Nestedsl elas sdo dadas previamente.)

3) A situacgdo possibilita diferentes registroswa;io através de desenho, linguagem
comum, graficos, expressao analitica etc.?

4)0 valor constante da velocidade com que a baohéndi foi dado. Haveria alguma outra
forma dele ser apresentado?
(por exemplo, através da figura identificando adantes e a velocidade a cada instante para
gue os estudantes encontrassem o valor constafgati#icando a proporcionalidade)

T0=OV0=40
T1=1V1=30
30— 40
a:ﬁ:—lﬂ Vl—VQZCE(tl—tU)

5)Os alunos conseguiriam representar a expresséitiaGnse ela nao fosse dada
previamente?

6) Que estratégias os alunos utilizam para des@shgraficos solicitados nos itens a e b?

7)Os alunos compreendem quando o gréfico é cresoerdecrescente? E o que seriam
0s pontos de maximo e/ou minimo?

8) Em que medida situacfes como essa contemplaavionento I6gico-historico do
conceito?

9)Situacdes como essa geram a necessidade de iooahicno estudante? Sao
desafiadoras?

10)Que conceitos estdo subentendidos nesta siiacao
11)Que outras situacdes ou encaminhamentos megpdaddpoderiam ser promovidos no

decorrer da organizacao do ensino de algebra para gstudante nao tivesse
dificuldade com esta situacao?



301

APENDICE K - 1Situac&o de ensino: O campeonatitdol.

Resolva a seguinte situacao-problema proposta. t€aka dificuldades apoie-se nas questdes
auxiliares que vem em seguida:

Vamos fazer um campeonato de futebol na escolaadaitie joga apenas uma vez com
os demais. Nessas condicdes, responda:
a) Temos 5 times para jogar, quantos jogos serédizados?
b) Se realizamos 21 jogos, quantos times particgmardo campeonato?
c) E se tivéssemos n times? Qual seria 0 numergdes (j) necessario.
d) Se fossem 100 times no campeonato, quantos jtegé@mos?
e) Ao todo, serdo 66 jogos no campeonato, quaritnes estao jogando?
QUESTOES AUXILIARES
a)Temos 4 times para jogar, atribua um nome ou ufetra para cada time, e
monte a tabela de jogos do campeonato. Lembre-adadime sé joga uma
vez com os demais.
b)Se temos 5 times para jogar, o primeiro time, goguantas vezes? E o
segundo time? E o terceiro?
c)Se temos 7 times para jogar, o primeiro time jogaantas vezes? E o
segundo time?

d)Complete a tabela.

Numero de Quantidade de jogos de cada Quantidade de jogos no
times(n) time campeonato
5
6
7
8
9
10
N

2) Discuta as potencialidades e limitagbes destagio em relacdo ao ensino de algum
conceito algébrico, registre:

Veja agora como a situacao foi encaminhada comrupogle estudantes e os resultados
atingidos®?

O grupo de estudantes tenta escrever todos os pogssveis na situacéo necessitando do
registro escrito e montando tabelas de jogos esttanes. Quando a professora percebe isso
procura intervir, veja trechos do dialogo.

% Situacéo e dados extraido de Panossian ( 2008)
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Pesq.:Certo, 10 jogos. Deixa eu te perguntar uma coigara em relagdo a esta
guestdo que vocés estavam respondendo (questadndairp folha). O primeiro
time no meio de 5 times ele joga quantas vezes?

L: 4

Pesq.:e o0 segundo time, ele joga quantas vezes?

B: trés

Pesq.:ele ndo jogou antes ja?

L: entdo...

Pesq.:quantos jogos ele tem?

C: ele vai ter quatro eu acho também, por que ejegau um

G: entéo, ele ja jogou com o primeiro, e 0 prime&gggou quatro

C: entdo, mas se 0 primeiro jogou quatro, quer dipee o segundo time ja jogou
com vocé, entdo ja tem uma, ai ele vai jogar casassés, vai dar quatro também.
Pesq.:e o terceiro quantas vezes ele joga?

G: quatro

C: ele vai ter trés jogos

Pesq.:ele ndo joga com o primeiro?

C: joga

Pesq.:entdo quantos jogos tém?

G: quatro, todos jogam 4

Pesq.:entdo cada time joga quantas vezes?

L: a gente est4 fazendo sabe como? Por rodada, nadata, ele vai jogar com
ele.

G: se ele jogou com ele... (inaudivel)

Pesq.:mas pensa aqui, sdo 4, cada time joga quatro yetesjue basta fazer 5
vezes quatro, que vocé encontra o nimero de joyos@s estavam fazendo isso
nado estavam?

C: sim.

Pesq.:quanto tinha dado quando vocés fizeram 5 vezes 4?

C: deu 20

Pesqg.:mas e ai, deram 20 jogos aqui?

L: dez

Pesq.:por que deu dez, e ndo deu 202Zntando mostrar a contradicdo entre a
maneira que eles pensaram e o resultado atingido a&eonontagem de todos os
jogos)

C: boa pergunta

Pesq.:entdo pensa.

B: entdo gente, a gente repetiu cada um, 1, 2, 3(Mostrando os dedos das maos)
L: (interrompeu o pensamento do outro estudante)svge@ inventaram de fazer
vezes, eu ndo... se fosse assim 5 vezes 5

C: de qualquer jeito tem que repetir

B: aqui é a mesma coisa, 6 jogos cada um (ajudanda@reencher a tabela)

C: e o terceiro

G: ndo tem terceiro

(conversa misturada)

B: quando tem 5, séo 10 jogos

G: sabe por qué

C: por que vai ser a metade

Os estudantes continuam tentando resolver as @sestdpreencher a tabela, em
determinado momento um dos estudantes percebe elag@o entre os numeros de jogos
conforme aumentam os times e conseguem preenthieela.

L: (comeca a completar a tabela, apontando o ded® er#t duas Ultimas colunas)
15 mais 6, 21, 21 mais 7, 28, 28 mais 8 36, 36 Maid5...

C: agora tem que fazer com n

L: professora?

PESQ.:0 que aconteceu com vocés meninos?
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L: deixa eu explicar, deu 15, depois 21, tem que fazabela do 8 agora, 6, tem
que conferir, por que aqui deu 21 e ai eu vi que@ntou 5, aqui aumentou 6, dai
aqui aumentou 7, 8 € 9.

Pesq.:tudo bem, eu ndo vou pedir pra vocé fazer a tahmi&t que vai dar isso
mesmo, ta? Mas é o seguinte eu queria que vocé,\desda pra achar estes
resultados a partir destas duas colunas.

C: da, da...

Pesg.:mas tentem achar como

B: (olhando a folha enquanto os outros conversamaehop que é sé multiplicar
aqui 6 5 vezes 4 que daria 20 que dividido por 2dda, 6 vezes 5 que da 30,
dividido por 2 é 15,...

L: ah moleque, fui eu que ensinei

B: vocé que ensinou nada

Pesq.:t4, entdo vai conferindo

C: 7 vezes 6, 42 dividido por 2 da 21.

B: acertei...

L: é ta certo, 10 vezes 9 dividido por 2...45

G: por que divide por 27?

C: por que tem duas colunas

L: (rindo)

L:Professora

L: nédo toca ali, foi inteligente mas...

O estudante B identifica um procedimento aritmépana encontrar os niumeros da
tabela, mas ndo consegue justifica-lo, o que in@uss demais estudantes percebem.

d) Complete a tabela

Niimero de times(n) Quantidade de_;ogos Quantidade de jogos
de cada time no campeonato
5 Y LO
6 ) AS
7 A AN
8 3 oL 0
0 2 A0
10 9 HS
M=l o=

R

Imagina-se que tendo preenchido a tabela das @seatiiliares os estudantes nao
terdo mais dificuldades para responder as queatiiesormente propostas. Entretanto outro
ponto de destaque no dialogo dos estudantes nmstra dificuldade persiste. Veja o que
acontece depois que os estudantes preenchem a tatseltam para resolver o item c) E se
tivéssemos n times, qual seria 0 nimero (j) degogressarios?

O campeonato de futebol — Grupo 1

L: entdo 6 se tivéssemos n times, qual seria 0 numergogos? esse aqui ta
relacionado a esse nao é?

Pesq.:a esse, a esse, a esse, a esse,... 0 que signifitames?

B: 0 nimero de times

Pesq.:numero de times, vocé conhece este numero de’times

B: nédo
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Pesq.:ta, aqui vocés conheciam ndo é? Ta, até onde vumd#seciam? Tem uma
parte 14 que vocés ndo conheciam. Vocés ndo esarava quantidade de jogos
necessarios? Era diferente?

G: o nimero de jogos Necessarios (reforcando a pa)avr

Pesq.:no campeonato né? Sao os jogos do campeonato.

(meninos pensando)

Pesq.:ndo foi vocé que falou aqui, o que vocé tinhafeépois para descobrir esse
B: é eu s6 multipliquei e dividi por 2

Pesq.:sim, vocé s6 multiplicou e dividiu por 2 e depmsno vocés fizeram para
achar isso?

L: vai la Gabriel

Pesq.:foi vocé que escreveu isso? entdo fala

G: ah, eu peguei aqui que o n representa esta catupaguei o n-1 que representa
esta coluna, como ele multiplicava esse por essan@tipliquei esse por esse e
dividi por 2

Pesq.:certo e 0 que simboliza esse vezes esse dividid®?p

G: o n vezes n-1 dividido por 2

Pesq.:quando vocé faz esta conta o que vocé alcanca

L: o resultado

Pesq.:resultado de qué?

(juntos) dos jogos

Pesq.:da onde

(juntos) do campeonato

Pesg.:entdo neste caso aqui, qual o nimero de jogosegu&® chamando de |,
necessario no campeonato se a gente tem n times?

G: depende

Pesq..depende do que

L: do numero de times

Pesq..e se o numero de times é n?

L: aqui 6 n, ai qual seria 0 nimero de jogos neceégsar

Pesq.:gente, vamos la...

L: n times... qual seria 0 nimero de jogos necessarigende tem que fazer tipo
assim...(mostrando a formula da outra folha)

Pesq.:isso é o que, uma representagdo, ndo é? Do nudejogos? Entao por que
VvOCés nédo representam aqui?

L (escrevendo): n vezes...

B: Poe uma bolinha que fica melhor

L: nvezes n-1

B: ai abre parénteses

G: dividido por 2 que é igual a

PESQ.:é isso?

B: eu acho que é?

¢) E se tivéssemos n times? Qual seria o nimero de jogos ( j) necessario.

- (n- 5} e Koty

PESQ.:é, por que vocés acham que é isso?

C: por que é o0 mesmo que esse... que vai chegar aoramimee jogos do
campeonato

PESQ.:entdo estao convencidos de que é?

C: eu tenho vamos dizer 10% de certeza que é.

Discuta em seu grupo possiveis razbes para queupn gie alunos que apos ter
efetuado o registro simbodlico de uma relacdo emtnéimero de jogos e o numero de times
ainda tenha dificuldades para resolver os denens itla situacgao.
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APENDICE L - Comentarios a respeito dos processosndlise e sintese.
PARA DAVYDOV **

Existem duas etapas sucessivas do caminho gerandh@cimento: analitica e sintética. Este
autor entende que o ‘concreto’ aparece duas vé&z@seiro como contraponto inicial da

contemplacédo e representacdo que se elabora oitogn(@ncreto a partir da experiéncia
sensivel) e depois surge como resultado mentasteci@acao de abstracdes.

Se 0 homem examina o fenémeno ou o objeto seriorlklo com um certo todo,

como extrinsecamente separado e independente, sesée pois conhecimento
abstrato, por mais detalhado e graficamente caayige seja, por mais ‘concretos’
gue sejam os exemplos com que se ilustre. E vicsayguando o fendmeno ou o
objeto se tomam formando unidade com o todo, sel@st em conexdo com outras
de suas manifestacdes, em relacdo com sua essmmia, fonte ( lei) geral, se trata
de conhecimento concretos, ainda que se expressajcala de simbolos e signos
mas ‘abstraidos’ e ‘convencionais’ (DAVYDOV,19§2352)

Para Davydov, a ANALISE é o procedimento para @esta abstracdo inicial, decompor o
que a um mesmo tempo tem carater de generalidagpareca como base geral do todo a
estudar. Tarefa fundamental da analise — reduzidif@sencas existentes a esséncia das
mesmas. “A reducao dos fenémenos particulareseadzaprocesso formativo, a esséncia dos
mesmos, ndo pode efetuar-se mediante a comparagates e a inducdo, que somente
destacam a similitude externa e a generalidadealorfara isso é necessario uma analise
especial que permite destacar e analisar a essngaalquer objeto ao estuda-lo, bem seja a
ele mesmo ou a sua imagem ideal” (p.348)

NO processo de SINTESE, é a etapa em que com basatributos essenciais dos objetos e
fendbmenos consolidam-se o0s conceitos, sendo pbssité® esclarecer como eles aparecem
no mundo sensorial-observavel. A sintese aparexs,@ transito da abstracdo ao mental
concreto.

PARA KOPNIN %

“Efetivamente, 0 juizo e a deducdo desempenhamsionpapel na formacdo dos
conceitos. Para encontrar nos fendmenos o univqueak refletido no conceito, é
necessario abranger o objeto de todos os ladosr éada uma série de juizos sobre
aspectos isolados do mesmo. O essencial no fendnéEn@ode ser definido sem
um sistema integral de deducdes. Na formagdo duseitos cabe enorme papel a
analise enquanto movimento que parte do concrafin das sensacdes, ao abstrato,
cabendo também & sintese enquanto movimento da@batum novo concreto, que
€ o conjunto das definicbes abstratas. O procesabitieo é inconcebivel sem
inducéo e deducao. Constituido, o conceito levdiaips em forma original, todos
0s juizos e dedugdes que se verificaram no prodgssaa formacéo. O conceito é a
confluéncia, a sintese das mais diversas idéiessuitado de um longo processo de
conhecimento” (KOPNIN, 1978 p.191)

“... 0 pensamento consiste tanto da decomposicamlojetos da consciéncia nos elementos
destes quanto na unificagdo, em certa unidadegldosentos inter-relacionados. Sem analise
nao ha sintese” ( Engels) — ( p.235).A relacdoism@& sintese é organica, interior.

34DAVYDOV, V. V. Tipos de generalizacion en la ensenanzblavana: Pueblo y Educacion, 1982.
KOPNIN, P. V.A dialética como légica e teoria do conhecimentdrio de Janeiro: Civilizacdo Brasileira,
1978. (Colecao Perspectivas do homem).



APENDICE M - Primeiro registro escrito do planejartiede acdes de ensino.
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ANEXO A - Carta Caitité.

luaip, 11 de marco de 2011.

Caros colegas,

Como vocés sabem, estou em luaip, pais maravillpasa,conhecer os avangos dos seus
académicos em matematica. Ja participei do primseminario. O nosso tema foi a
descoberta de um sistema de numeracdo de uma acadanchamada de Caitité. Os
renomados professores Ovatsug e Oigres apresengaramas descobertas iniciais baseadas
em escritas que parecem representar os bens décamsenhor daquela comunidade. Os
professores disseram que foi possivel percebeagupiantidades de um a doze podem ser
representadas da seguinte forma+s<, N, <, <<, <, <N, +l, +<, ++ +N, NI
Descobriram também que povo caitité, embora nadona@senvolvido matematicamente, ja
tinha um simbolo para o zero: |

Os professores mostraram uma inscricdo que apaeseatfigura de um jegue seguida
dos simbolos-N<. Supomos que quem fez esta inscricdo estavarglemmunicar o valor
do jegue.

No proximo seminario pretendemos descobrir a logicasistema de numeracédo dos
caitités. Acreditamos que isso podera trazer grandé&ibuicdo para entender a cultura desse
povo. Estou enviando-lhes este resumo do que gepcei porque sei 0 quanto voceés ficardo
desafiados para encontrar uma solucéo geral gam@btema que estamos investigando.

Peco-lhes que procurem descobrir qual o sistemaudeeracdo dos Caitités, pois isso
daria grande prestigio para a nossa academia.c8s vonseguirem descobrir, escrevam, com
0S N0SS0S numerais, quanto custa o jegue e esctamd®@m quanto seria 23 e 203 em escrita
caitité. Se possivel nos elucidem sobre o modo cbmewam para descobrir isso. Vocés
podem mandar a resposta pemail.

Saudacgdes universitarias,

Manoel Oriosvaldo de Moura (Ori)
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ANEXO B - Situacao da Proposta Curricular do Estael®ao Paulo (2008).

1°. MOMENTO

Resolva a seguinte situacéo, explorando seus nusdeessolucédo. Registre e comente.

A seguir também registre como ela poderia ser emtetia com 0s estudantes, pensando em
como eles resolveriam esta situacao.

Cada figura da sequéncia de bolinhas a se-
guir est4 indicada por um nomero. Qual seria a
formula para determinar o numero de bolinhas

de uma figura generica n dessa sequéncia’

36

2°. MOMENTO
Na proposta encontramos alguns encaminhamentosgzmiacao e trabalho com esta
situagao,veja:

Solugdo 1

2 Sédo contadas 4 filas com wma
(] .= 4in+1) bolinha a mais que 0 nimero
oe _._1 du figura.

Contudo, as bolinhas do can-

to sdo contadas duas vezes,

portanto, devemos subtrair 4
do rotal.

dn+1)-4 Expressdo final.

% Atividade extraida do Caderno do Professor, 2088¢rie, Volume 2, pagina 13.



313

Solucdo 2

3 Sdo contados 4 grupos com
oo ee ; ]
o o 4(n-1) uma bolinha a menos que o ni-
® o .

o0 0o mero da figura.

3 Sobram 4 bolinhas no canio,
+4 portanto, devemos acrescentar

4 ao total.

4(n-1)+4 Expressdo final.

Sdo contados 4 grupos com o

4n niimere de bolinhas igual ao

seee e igura.
XX X)) nitmero da fig

4n Expressdo final.
Solugdo 4

Completa-se a figura fechando um quadrado com
a quantidade de linhas e colunas iguais ao niimero
(n+1)° | dafigura acrescido de 1. A quantidade de bolinhas

nesse quadrado serd, portanto, igual ao quadrado

do niimero da figura acrescido de uma unidade.

Devemos, contudo, subtrair do total de bolinhas as acres-

5 centadas anteriormente. Estas formam wum segundo
YIY XX h ’ -
° |® ‘n—1)? quadrado que tem a quantidade de linhas e colunas iguais
| ® fn—1)° , . )

o ® ao niumero da figura, menos 1. Portemto, a quantidade

[ ] ve i Fa

eseeee de bolinhas no quadrado menor é igual ao quadrado
do ntimero da figura diminuido wma imidade.

(n+1)2=(n-1)> Expressdo final.

14

A partir destas indicagdes 0 que vocé acrescergarmagistro anterior?
PARA O ENCAMINHAMENTO DAS DISCUSSOES
Algumas questdes que podem ser feitas em relagfioegdo proposta:

1) Que aprendizagem a situagao promove?

2) Que conceitos algébricos estao envolvidos?

3) O que representa a letra n para os estudantes?

4) Que forma de pensamento esta contemplada?

5) Contempla o0 movimento histérico da algebra?

6) Qual é o papel da linguagem algébrica nestacgity como ela pode se manifestar e ser
desenvolvida?

7) Como modificar e aperfeicoar esta situacdo gaesela possa ser usada em sua aula?
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Algumas consideracdes da pesquisadora sobre gditpaoposta:

Da natureza da situac&o proposta: (0 que deseacad@rendizagem?)

Parte-se do principio de que nenhuma situacéo & &wma ou ruim, ou pode ser qualificada
segundo critérios subjetivos. Toda situacdo prapastaluno s6 pode ser qualificada quando
em relacdo aos objetivos da aprendizagem, aos mddosrganizacdo do ensino; as
adequacdOes em relacdo aos sujeitos que ensinameredem etc. Assim, uma determinada
situagdo pode ser adequada para, por exemploalginceitos, mas ser completamente
inadequada para forma-los

E importante que a situagdo proposta se constitanente como um ‘ problema’ para o
estudante e neste sentido desencadeie a apremdjizaggendo a situacdo é facilmente
resolvida pelo estudante ele dificiimente se maodivea procurar novos modos de resolucgdo,
além do que muitas situacbes podem ser resolvidas @stratégias aritméticas que o
estudante ja possui e que, portanto, ndo geraroessidade do conhecimento algébrico.
Assim, por exemplo, um aluno nesta situacao podenatruir a seguinte tabela:

1 2 3 4 N

4 8 12 16 4n

Para este aluno a situacdo ja esta resolvida, e asnhuma das solugbes propostas no
caderno do professor e mais complexas sdo ne@ssiste aluno ndo encontrara nesta
situagdo motivo para discuti-las.

Do movimento histdrico ( como historicamente a hoig@de chegou a este conhecimento?)
Considerando que é preciso gerar no aluno a ndeeesdo conhecimento algébrico através
da situacdo proposta, uma possibilidade é tentapender como esta necessidade foi
gerada na humanidade. Assim no caso desta sitgagiapresenta uma sequencia em forma
de figuras, mas que pode ser também reescrita tabok®s numeéricos, uma possibilidade
seria retomar historicamente a necessidade hunegartralizar sequencias, a constitui¢ao,
por exemplo, das progressdes aritméticas e geaastri

Dos conceitos envolvidos

A situacdo permite o trabalho com a identificac@pddroes e regularidades; sequencias
numérica. Com orientacdes do professor o estudpotie trabalhar com tabelas e ser
induzido a generalizar na forma de uma expressgébata. A presenca da letra n pode
permitir ao professor discutir seu papel enquantridvel, mas conforme o seu
encaminhamento € possivel que o estudante tomeaaalacomo * qualquer numero’, € nao
como simbolo da relacdo entre dois conjuntos. Audisdo da varidvel como incognita,
namero geral, ou relacdo funcional também podecapae deve levar em conta o0 movimento
que nem sempre € regular e padronizado, o campar@d&ao; a relacdo entre grandezas etc.
Quando uma variavel é previamente indicada no distho formal, encontram-se maiores
dificuldades do aluno compreender seu conceitmdsipel que o conceito ja esteja formado
e entdo, a situacdo servira como aplicacao do tore® estudante ndo tera dificuldades em
resolvé-las. Mas podem ser acrescentadas outragdgaegrara que se verifique realmente a
apropriacdo do conceito, por exemplo: quantas batinconterd o quadrado que ocupa a
posicdo 100; ou ainda a situacdo inversa um quadvadsui 340 bolinhas que posi¢éo ele
ocupa? Quantas bolinhas estdo em cada lado? Um qlenainda ndo conseguiu realmente
generalizar a situacdo tera dificuldades para refgrca estas questdes

Das formas de pensamento
Vamos considerar para esta discussao duas formpsndamento: 0 pensamento empirico e
teorico
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De forma bastante sintética podemos dizer que sgpeento empirico produz generalizacdes
empiricas, a partir de resultados particularesne lcase nos aspectos externos dos objetos ou
fendbmenos que estdo sendo estudados. Ja o pengsae@mnto produz as generalizacdes
tedricas, que buscam a esséncia do conhecimemémoahecem o conceito dentro de um
sistema de conceitos. Entende-se aqui que umaim@glddes da escola deveria ser a
formag&o do pensamento tedrico dos estudantes.

O pensamento algébrico permite o desenvolvimentoettidamento tedrico dos estudantes. A
generalizacdo algébrica quando realizada por meeicados particulares e aritméticos, nao se
consolida, € ainda uma generalizacdo empirica (Rkerdo campeonato de futebol). Com
isso ndo se quer dizer que o conhecimento aritmétapenas fruto do pensamento empirico,
por surgir a partir de situacdes cotidianas e gaatida vida do homem, pode-se ter a
impressao errada de que seus conceitos (por exemponceito de namero) advém da
experiéncia visivel do homem, quando na verdade,também é um conceito que deve ser
ensinado na escola a partir de orientagfes e dea€gfm®s de um pensamento tedrico.

Da linguagem
A linguagem simbdlica, formal que atualmente usareoda qual os alunos devem se

apropriar, passou por um longo processo histériésea concretizar como tal. E importante
que os alunos percebam essa alteracdo da linguagedificacfes estas que eles podem
vivenciar se encontrarem situacdes problemas prapa@siequadas. Apresentar ao aluno o
simbolismo da algebra diretamente pode causaméstngento e a identificacdo do simbolo

destituido de significado. Assim, importante sgniamover situagcdes em que o estudante
reconhecesse a variacdo e pudesse expressa-Enm@cte com uma linguagem retdrica,

depois sincopada, e finalmente chegando a simbdlica

No caso especifico da situacéo proposta, a lesstava indicada, mas é preciso verificar se
os alunos compreendem a que ela se refere.
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ANEXO C - A situacéo-problema da altura da pirarffide

Estamos h& quatro mil anos. Os escravos est&alteatnlo, carregando pedras para a constru¢do da
piramide do farad. Na tenda do arquiteto Amon Toadcarregado geral da obra, chega o chefe do
deposito de pedras.

- Mandou-me chamar, senhor?

- Sim, mandei, Tuc Anon. Preciso saber quantasapetdmos no depésito para levantar a coluna

mestra da piramide.

- Temos 60, senhor.

- Quantas pedras os escravos ja colocaram até hoje?

- 12, senhor.

- Tudo bem, Tuc Anon, pode ir embora.

- Com sua permissao senhor.

Amon Toado virou-se para 0s Seus papiros e pensou:

“Pois é, colocamos ja 12 pedras na coluna mesgrao$ no depdsito 60 pedras que podem ser usadas
nessa coluna. Acontece que o farad ainda ndo #diudgoal a altura de sua piramide. Dessa forma,
ndo posso indicar quantas pedras no total terduaaonestra. No entanto, eu preciso deixar escrito
aqui no projeto a altura da piramide para que asareegados da obra fiquem com os dados
registrados e ndo se confundam. Esse € o meu pr@bleomo vou escrever a altura da coluna,
considerando as 12 pedras ja colocadas, as 60spdmlideposito, que podem ser usadas todas ou néo,
e a altura que eu ainda desconhec¢o?”

Como escrever isso com a linguagem matematica?

$’Problema extraido de: SOUSA, M. O.ensino de algebra numa perspectiva légico-histda um estudo
das elaboragbes correlatas de professores do ehsidamental. 2004. Tese (Doutorado em Educacéo)-
Faculdade de Educacéo, Universidade Estadual dgi@asy Campinas, 2004.
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ANEXO D2 - Verdim e seus amigos.

Era uma vez Verdim, um ser encantado que vivia @ floresta de outro mundo.
Verdim tinha muitos amigos e juntos brincavam todsslias na clareira dessa floresta.
Quase todos viviam proximos a casa de Verdim, meréss deles: Gigante chamado
Tililim e outros dois andes, o Edim e 0 Enim.

Certo dia Verdim convidou a todos para brincaremsem casa. Como o Tililim,
Edim e Enim moravam muito longe, Verdim explicomncochegar até sua casa.

Saindo da clareira, do lado que o sol se pbe dewvedar cinqiienta passos para
frente, depois trinta passos a direta e mais qteuEassos até a grande arvore, e entao
deveriam continuar em frente e sua casa estaparsa dez passos dali.

Com a explicacdo de Verdim, anotaram tudo que dmwefazer para ndo se
esquecer de nada.

No dia seguinte, seguiram na direcao correta. Biassar disso, ndo conseguiram
chegar a casa de Verdim.

O que pode ter acontecido? Por que eles ndo carmmgthegar?

Como podemos ajudar Verdim a saber o que aconparaubuscar outro modo de

explicar como chegar até sua casa?



