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RESUMO

Em um curso tradicional de Quimica Quantica, os modelos estudados para ilustrar
algumas das ferramentas da Mecanica Quantica relevantes para a compreensao da estrutura da
matéria no nivel atdbmico e molecular sdo apresentados no que se convencionou chamar, numa
apresentacdo mais formal, de representacdo da posi¢do. Nesta representacdo, o estado do
sistema ¢ descrito por uma funcao de onda dependente das posicdes das particulas que o
constituem. Isso leva o estudante de quimica a uma concepg¢ao distorcida de que na natureza
os estados dos sistemas devem ser obrigatoriamente descritos em termos das posi¢cdes de suas
particulas. Aqui mostramos que essa ndo ¢ a unica forma de abordar quanticamente a
descricdo de um sistema fisico. Uma outra forma ¢ servir-se da representacdo do momento,
onde a funcdo de estado depende do momento de cada uma das particulas. Existem dois
caminhos para se obter as func¢des de estado na representagdo do momento. Uma delas ¢
fazer-se a transformada de Fourier das fung¢des de estado na representacdo da posicdo, € a
outra ¢ buscar resolver a equagdo de Schrodinger diretamente na representacdo do momento.
Neste trabalho, foram discutidas essas duas abordagens para os modelos mais comuns
estudados num curso de Quimica Quantica, sendo eles: a particula na caixa, o oscilador
harmonico, o atomo de hidrogénio, o atomo de hélio, o ion-molécula de hidrogénio (H,") e a
molécula de hidrogénio (H,). Buscou-se mostrar uma perspectiva diferente na descrigdo
desses sistemas bem como uma abordagem matematica distinta da usual e, também, as
dificuldades, principalmente matematicas, de sua aplicacdo e ensino num curso de Quimica

Quantica.

Palavras-chaves: Representagdo do momento, Modelos da Quimica Quantica, espaco de

configuragoes.
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ABSTRACT

In a conventional course in Quantum Chemistry, the models usually presented to illustrate the
use of some quantum mechanical tools that are relevant for a comprehension of the structure
of matter at the atomic and molecular levels are approached in a way that has been termed, in
a more formal presentation, as position representation. In this representation, the state of a
system is described by a wavefunction that is dependent on the positions of all particles that
define the system. As a consequence of this presentation, chemistry students assimilate a
distorted conception that in nature the state of a system must necessarily be described in terms
of particles positions. Here we show that this is not the only way to approach quantum
mechanically the description of a physical system. In an alternative way, known as
momentum representation, the state function is expressed in a way that it is explicitly
dependent on the momentum of each particle. There are two ways to obtain wavefunctions in
the momentum representation. In of them, use is made of a Fourier transform of the
wavefunctions in the position representation, and in the other one, an attempt is made to solve
Schroedinger’s equation directly in the momentum representation. In this work, we have
discussed these two approaches by examining the most common models studied in a Quantum
Chemistry course, namely: the particle in a box, the harmonic oscillator, the hydrogen atom,
the helium atom, the hydrogen molecular ion, and the hydrogen molecule. We have tried to
show a different physical perspective in the description of these systems as well as a distinct
mathematical approach than the usual one, and also the difficulties, mainly mathematical, of

applying and teaching this representation in a Quantum Chemistry course.

Key words: momentum representation, Quantum Chemistry models, configuration space.
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Introducao

Em um curso de Quimica Quantica tradicional, o aluno tem seus primeiros contatos
com alguns conceitos fundamentais da Mecanica Quantica abordando e analisando alguns
sistemas fisicamente simples, que ilustram uma maneira de se pensar distinta da fisica
classica. Dessa forma, até esta fase, ¢ até mesmo em cursos mais avanc¢ados, dificilmente o
professor enfatiza que se estd trabalhando no que se convencionou chamar de espago ou
representacdo da posigdo. Nesta representacdo, o estado do sistema ¢ descrito em func¢ao das
posicdes das particulas e, naturalmente, o aluno adquire a impressdo que a descricdo dos
sistemas em Quimica Quantica ¢ toda baseada na posicdo de cada uma das particulas, nao
havendo outra possibilidade de caracterizar o sistema. Nesta dissertacdo, procuramos mostrar
que essa ndo ¢ a unica forma de abordar a Mecanica Quantica, e que existe uma outra forma
baseada no momento de cada uma das particulas; essa outra alternativa de trabalhar se
convencionou chamar de representagdo ou espaco do momento. Nesta representagdo, a funcao
de estado ¢ expressa em fun¢do do momento, e como as interagdes fisicas entre as particulas
ndo foram alteradas, os autovalores (energias) dos possiveis estados continuam sendo os
mesmos.

Dois sdo os caminhos que nos levam a fung¢do de estado no espago do momento: um
¢ resolver a equagdo de Schrodinger no espaco da posi¢cdo, como ¢ habitual, e, a seguir,
realizar transformada de Fourier dessa solucdo; a outra forma ¢ construir a equagdo de
Schrodinger no espago do momento e procurar algum meio de soluciona-la. O primeiro
caminho implica em resolver uma equagao diferencial seguida de uma transformacdo integral.
J& o segundo caminho, implica em resolver uma equacgdo integro-diferencial, que por natureza
¢ de trato matematico aparentemente mais complexo.

Neste trabalho, procuramos apresentar, de forma sistematica, as duas maneiras

distintas de se obter as solu¢des da equacdo de Schrodinger para os modelos freqiientemente
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estudados nos cursos de Quimica Quantica, e tentar encontrar, dessa forma, uma perspectiva
fisica diferente de cada modelo. Como conseqiiéncia, fomos levados a tratar com técnicas
matematicas avangadas relacionadas ao contexto abordado que até o momento ndo tinhamos
encontrado.

No Capitulo 1, tratamos da contextualizacdo da nova representacdo abordada dentro
da Mecanica Quantica. Desta forma, na primeira se¢do trazemos a representacdo da funcao de
onda como ¢ conhecida, e como poderia ser transformada para a nova representagao.
Posteriormente, nas secdes seguintes, tratamos da construgdo de operadores em uma
determinada representacdo, além de expor algumas de suas caracteristicas algébricas.
Prosseguindo, tratamos as formas distintas de como a Mecéanica Quantica ¢ abordada,
distinguindo as apresentagdes das representagdes da Mecanica Quantica, assunto esse que
gera alguma confusdo de terminologia.

No Capitulo 2, desenvolvemos o modelo da particula na caixa, mostrando como ¢
possivel encontrar as solu¢des no espago de momento através da transformada de Fourier,
assim como discutimos as dificuldades de solu¢do do problema direto no espago do momento.
Prosseguindo, discutimos a solucdo da equagdo da particula livre, que nos parece ser um
ponto de partida para se chegar a solugdo do problema da particula na caixa. Também
propusemos caminhos possiveis que poderiam nos levar a solugdo encontrada com a
transformada de Fourier. Embora, ndo solucionando o problema por completo, foi possivel
analisar as fungdes de estado e suas respectivas distribuicdes de probabilidades obtidas
através da transformada de Fourier.

No Capitulo 3, tratamos do oscilador harménico fazendo a transformada de Fourier
para o estado fundamental e, a seguir, extrapolando a técnica da transformada para um estado
n qualquer. Foi possivel encontrar ndo apenas a equagdo no espaco do momento, mas também

soluciona-la, dando énfase a semelhanga matematica nas duas representagdes para este
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sistema. No fim do capitulo, analisamos suas solu¢des de forma semelhante a feita nos livros-
textos para as solucdes no espaco da posicao.

No Capitulo 4, abordamos o atomo de hidrogénio. Partindo do problema conhecido,
foi possivel explorar diversas formas de tratar o problema. Comecamos com a transformada
de Fourier do estado fundamental e, a seguir, buscamos solu¢des para os estados com simetria
esférica, isto ¢, com / igual a zero, proporcionando assim um tratamento mais didatico do
problema. Prosseguimos com a transformada da solu¢do geral, utilizando técnicas
matematicas mais avangadas. Desta forma, abordamos o problema utilizando operadores que
melhor satisfagam as propriedades de Hermiticidade requeridas pela Mecanica Quéntica, e
que nos possibilite encontrar relagdes de incertezas mais proximas da relagdo de Heisenberg.
Além deste tratamento, apresentamos e discutimos a solu¢do analitica da equagdo de
Schrédinger no espago do momento. No final do Capitulo, analisamos suas soluc¢des através
de suas respectivas distribui¢des de probabilidades.

No Capitulo 5, seguindo a seqiiéncia convencional, abordamos o atomo de hélio,
apresentando a equag@o na representagdo do momento e mostrando a utilizagdo de um método
variacional iterativo para soluciond-la. Mostramos como ¢ possivel tratar o problema com
funcdes de partida obtidas com a transformada do estado fundamental do hidrogénio e
também usando fungdes gaussianas.

No Capitulo 6, ¢ abordado o ion molécula de hidrogénio H,", que por ser o sistema
molecular mais simples, € o protdtipo para o tratamento de moléculas mais complexas. Esse
problema ilustra as dificuldades para o tratamento do problema no espago do momento de
sistemas com mais de um nucleo.

No Capitulo 7, abordamos a molécula de hidrogénio, H,, que por ser a molécula
neutra mais simples da natureza ¢ também um modelo para a caracterizacdo de moléculas
mais complexas, pois nela, além da interagdo internuclear, temos também a interagdo inter-

eletronica.
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No ultimo Capitulo procuramos contextualizar o nosso trabalho em situacdes onde
as fungdes de estado na representacdo do momento sdo mais convenientes de se trabalhar do
que no espago da posicdo. A primeira situacdao € no tratamento de Perfil Compton, utilizado
para analisar a estrutura eletronica de alguns sistemas como superficies metalicas e cristalinas,
nos auxiliando a entender um pouco melhor a dindmica de estruturas eletronicas
conjuntamente com experimentos de difracdo de raio-X. De forma sucinta, foi possivel
também tratar da técnica de espectroscopia de coincidéncia de elétrons, que também nos
fornece uma descricdo dindmica da estrutura eletronica através de colisdes de feixes

eletronicos com elétrons de moléculas ou atomos.

14



1. Teoria de Representaciao

Antes de tratarmos deste assunto especificamente, ¢ importante ressaltar que a
abordagem aqui utilizada tem como referéncia um estudante de quimica e os conhecimentos
basicos por ele adquirido na sua formagdo académica convencional.

Na Mecanica Quantica, como ja conhecido, o estado de um sistema, ou de uma
particula para simplificar, ¢ completamente descrito por uma fun¢do de onda normalizada
¥ (r,¢) . Como para potenciais ndo dependentes do tempo nio ha alteragdes da distribuigo
eletronica com a evolucdo do tempo, ¢ comum trabalhar, em um primeiro instante, com a
funcio de onda independente do tempo, ou seja, apenas com P (r). Essa funcdo deve

obedecer a equagao de Schrodinger,

HY=EY¥ (1.1)
onde,
A A A Az
H=T+V=L—1v(r)
2m

Nessa equacdo, T ¢ o operador da energia cinética, usualmente expresso na forma
diferencial (em coordenadas cartesianas) como mostrado abaixo e V(r) a energia potencial,

dependente somente das coordenadas da posi¢ao da particula,

2 2 2
a+5+6

: (1.2)
ox’ 0y’ o7

2mT=p’=p.p=(-inV).(-=inV )=—#

sendo p o operador do momento linear. Usualmente, mostra-se que uma equagdo de

autovalores pode ser escrita como

j)‘I’pz—ihV‘I‘p:p‘Pp (1.3)
Neste exemplo, a fun¢ido que satisfaz essa relagdo pode ser expressa como, 7>2e” funcdo

essa representativa fisicamente de uma onda plana.
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Embora ndo mencionado, de um modo geral, nos livros textos de quimica quantica,
essa maneira de representar o estado de um sistema como fun¢do da varidvel r (posicao da
particula), ¥(r), ¢ chamada de representacdo da posicdo. Nessa representacdo, o valor médio
de um dado operador € obtido através da relacao

(O)=[w"(0)¥d’r. (1.4)

No caso especifico do operador do momento linear, temos

(p)=[¥(r) (-inV)¥(r)d’r

Podemos ainda, alternativamente, expressar a func¢ao na representacdo da posicao se
fizermos sua expansdao em termos das autofungdes do operador do momento visto acima, ou

seja,
w):ﬁ [o(p)e ™" d p=[@(p)¥,d*p ¢ (15)

onde a integracdo ¢ estendida por todo espaco do momento. Notamos que essa expansio ¢é
bem conhecida matematicamente, pois a funcdo ®(p) ¢ apenas a transformada de Fourier de

Y(r).

Olhando mais atentamente para a transformada integral acima, uma vez que a fungao
®(p) ¢ a transformada de Fourier de Y(r), ¢ evidente que a funcdo @(p) descreve
completamente o estado da particula de modo equivalente a fungdo ¥(r). Essa forma
alternativa de expressar o estado de um sistema através da fun¢do ®(p) ¢ conhecida como
representacdo do momento. Note que @(p) pode ser escrita como mostrado na expressdo (1.6)

abaixo, o inverso da transformada de Fourier,

d)(p)Zﬁf‘I‘(r)ei""/hd3r=f‘P(r)‘P;d3r_ (1.6)

I ¥ ,» forma o que ¢ chamado em matematica de base continua, ¢ a maneira de expandir uma fungdo

em uma base continua ¢ como mostrado acima, utilizando a integral.
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Entdo, se ®(p) ¢ conhecida, podemos determinar W(r) pela transformada, e se W(r) ¢
conhecida, podemos fazer o caminho contrario, via o inverso da transformada. Examinando a
transformada inversa notamos que, expandindo ®(p) em termos de ¥,’, obtemos a fun¢io de
estado na representacdo da posi¢do. Destacamos, ainda que a normalizagdo de W(r) implica
na de ®(p), ou seja, se uma funcdo estd normalizada, a outra, sendo a transformada de

Fourier, também estard, e isso pode ser facilmente representado pela relagdo a seguir,
J1eepd r=[1¥(pld’p. (1.7)

Como introduzido nos livros-textos (representacdo da posi¢do), o operador 7 é um

operador multiplicativo e seu valor médio ¢ dado pela relacao [1]
(iy=[wred’r. (1.8)
Ja no caso da representacdo do momento, fazendo a transformada de Fourier, temos a relagao

a seguir

(i)=[@*(p)irV ,®(p)d’ p (1.9)

onde, V, é o operador gradiente em relagdo as coordenadas de p, ou seja, o operador da
posicao agora passou a ser um operador diferencial. Essa mudanga de representacdo pode ser

obtida substituindo primeiro ¥ (#) por sua expansio continua (eq. 1.5)

<f'>=f‘P*(r)r‘I’(r)d3r
Ifffd)*(p)‘l‘;rd)(p')‘l’p’fp &p &r
= [[o (p)o(p) [ ¥irY, &r dp dp (1.10)
A seguir, fazendo-se uso da identidade *¥,=—i%#V ¥ ,.  onde, ¥, ¢uma autofuncio de

r na representacdo de momento, e substituindo acima obtemos a relag@o
[wire, d’r=[¥,(-inV ,)¥,d’r
= (=inV,) [, d'r
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= V) (p - p°). (1.11)

Substituindo esse resultado na equagdo (1.10), temos

(#=[[o(p)@(p’) ihVy)3p-p) dp dp’ (1.12)

Integrando por partes esta tlltima expressao, temos

(iy=[ o (p)@(p)(=in)s(p—p" ) ,—[ (=it V,)0(p")S(p—p"d p'}d’p .
Se a fun¢do ¢ normalizdvel, no limite do espago que estamos trabalhando a fungdo tendera a
zero, portanto, o primeiro termo da relacdo acima sera zero; ja o segundo termo, usando a

propriedade da fung¢do delta de Dirac, obtemos a seguinte relacao

(=] (p)(irV,)®(p)d'p. (1.13)

Mostramos, assim que, na representacdo do momento, o operador da posicao que era
multiplicativo na representacdo de coordenadas passou a ser um operador diferencial.
Salientamos, ainda, que a fun¢do de onda na representacdo do momento, assim como na
representacdo da posicdo, nos permite calcular distribuicdes de probabilidades. No caso da
representacdo da posi¢do, sua interpretacdo ja ¢ bem conhecida dos quimicos, mas na
representacdo do momento ela nos oferece uma perspectiva nova.

Considere, por exemplo, o &tomo de hidrogénio. Como quimicos fomos ensinados a
pensar sobre a probabilidade de encontramos o elétron em um dado ponto em torno do proton.
Nesta nova representagdo, passamos a pensar em termos da probabilidade de o elétron ter um
certo momento linear. Nao mais pensamos em termos de posi¢do no espaco, fato esse que
para alguns pode causar uma certa estranheza.

Vale ainda destacar que a estrutura logica da mecanica quantica nos garante que
essas funcdes de onda (tanto na representacdo da posi¢do, assim como na representacdo do
momento) sdo equivalentes, descrevendo o estado da particula completamente. As duas

formas de descricdo nos fornecem os mesmos autovalores de energia e os mesmos valores
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médios das outras observaveis, que sdao as informagdes que podem ser verificadas
experimentalmente em sistemas reais.

Nesta dissertacdo, o enfoque estd voltado apenas para a representacio do momento,
mas, outras representagdes sdo possiveis. Brevemente tratada em textos de Mecanica
Quantica, encontramos, por exemplo, a representacao de energia. Nela, procura-se expandir a
funcdo de onda do sistema em termos de autofungdes da energia.

Lembramos que um sistema arbitrario pode possuir valores de energia (autovalores
do operador hamiltoniano) quantizados ou continuos, dependendo das condi¢des em que se
encontra. Por simplicidade, vamos trabalhar com um sistema quantizado, ou seja, adotaremos
uma condi¢do onde encontramos apenas autovalores discretos (ou seja, Ei, E,, E;,...E,). Para
cada autovalor ou cada estado existe uma autofun¢do associada formando entdo um conjunto
de fungdes ortonormais ( ¥, ¥,, ¥s,...¥,). Podemos, portanto, expandir uma fun¢do de estado

arbitraria em termos dessas fungoes, como na relagao abaixo

‘P(r)zz a,¥, (r) ’

onde o conjunto dos coeficientes a, é a representacio de energia do estado W (r).

1.1 Representacio dos operadores
Como vimos na sec¢do anterior, podemos representar as fungdes de ondas de vérias
formas possiveis e que basta escolher uma forma conveniente para trabalhar e utiliza-la. No
entanto, quando expressamos as fungdes de onda em uma determinada representacdo, temos
também que expressar os operadores nessa mesma representagdo. Para entendermos como
isso ¢ feito, vamos primeiro analisar o emprego de um determinado operador em uma
equagao, cuja expressao genérica no espago da posi¢cao pode ser dada pela equacao
L(=inVer)¥(r)=0(r) (1.14)

2
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onde L ¢ o operador que transforma ¥ em uma nova fungdo ¢ .

Se estivermos interessados em trabalhar na representacdo do momento, por exemplo,
como esse operador seria expresso? Para vermos como isso ¢ feito, expressaremos primeiro as
fungdes ¥ e ¢ na equagdo (1.14) em uma representacdo integral tendo o momento no
integrando, ou seja,

w(r)=[alp)¥,(r:p)dp ¢ ®(r)=[b(p)¥,(r:p)dp. (1.15)
onde ¥ p(l‘; P) ¢ a autofuncio do operador do momento linear na representagdo da posicio

(f’ ¥,= Po\Pp)- Para simplificar a discussdo, vamos trabalhar em uma dimensdo.

Considerando as relacdes (1.15) e (1.14), podemos escrever a equagao abaixo

Lfa(p)¥,(x;p)dp=]b(p)¥,(x;p)dp . (1.16)

Para encontrarmos uma expressdo para L , basta multiplicarmos a equacdo (1.16)

por ¥, (x;p) e integrarmos em toda extensdo de x (coordenada da posi¢do), obtendo a
seguinte equacao

[, (eip)Lf alp)¥, (x; p)dpds=[ ¥, (x; p) [ b(p)¥,(x; p")dpdx . (117)

Se L esta expresso na representacdo da posi¢cdo, como € o caso, entdo, podemos

inverter as integrais, de tal forma que,
f a(p)f ¥ (x;p ’)l‘I’p(x;p)dxdeJI b(p)f Y. (x;p)¥,(x,; p)dxdp. (1.18)
Para simplificar essa equagdo, vamos primeiro utilizar a propriedade de
ortogonalidade do conjunto de fungdes |[¥ » '},
[w.¥ dx=3(p'—p) (1.19)

e, em seguida, reescrever a integral do operador da seguinte forma,

fT;,(x,'p’)i‘PP(x,'p)deL(p’,p). (1.20)
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Entdo, a equagdo (1.18), apds a substituicao de (1.19) e (1.20), tomard a seguinte

forma

[alp)L(p',p)dp=[b(p)s(p'—p)dp,

que levando em consideracao a propriedade da fungao delta de Dirac, se reduz a

[alp)L(p'.p)dp=b(p’). (1.21)

Notamos que a equagdo (1.21) ¢ a representacdo do momento da equagdo inicial
(1.14) e que, na equagio (1.20), a fungdo L(p’, p) é uma fun¢io que depende das varidveis
continuas p e p’, muitas vezes chamadas de indices da funcdo. Nessa linguagem algébrica,
para cada par de valores de p e p’ a fungdo L(p’', p) podera ser visto como um “elemento
de matriz” e o conjunto de todos os valores da fun¢io {L(p', p)} como uma matriz infinita
continua.

Ampliando um pouco mais esta apresentacdo, vamos abordar a seguir uma
representacdo alternativa a do espaco de momento, mais especificamente, a representacao da
energia. Partindo da equagdo (1.14), vamos fazer o mesmo tratamento da representacdo do
momento. Primeiro, expandimos as fungcdes ¥ e ¢ em autofungdes de energia, como

escrito abaixo,

¥=>a,¥, e 9=20Y, (1.22)

onde a, ¢ b, sdo os coeficientes da expansdo e os conjuntos {an} e [bn} sdo as

representacdes da energia das fungdes ¥ e ¢, respectivamente. Substituindo as expansoes

(1.22) em (1.14) temos
lA‘\P:i‘Z an\Pn:(p:an\Pn

> a, LY =) b ¥, (1.23)
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A seguir, para acharmos a representagdo de L, multiplicamos a equagao (1.23) por

¥, e integramos, encontrando a seguinte relagio

doa, [V, LW,av=3b,[ ¥, V¥, adV

n n

onde dV é o elemento de integracdo no espago no qual as fungdes estdo ¥, representadas.

Utilizando a propriedade de ortonormalizagdo de ¥, , temos

Yoa, ¥, LY,dVr=)b,3,,. (1.24)

n n

Agora, definindo a expressdo da integral como um elemento de matriz
[wrLw,dv=L

mn >

a equacao (1.24) acaba se reduzindo a

> a,L,=b, (1.25)

A equacdo (1.25) ¢ a representacdo de energia da equagdo (1.14). Neste caso, o
conjunto {L,,} define uma matriz discreta, pois, m e n assumem valores discretos, e ¢ vista
como a representacdo de energia do operador L . Salientamos, entretanto, que o numero de

autovalores ¢ infinito, pois o conjunto dos indices ¢ infinito.

1.2 Comportamento matricial dos operadores
Na secdo anterior, introduzimos uma linguagem de matrizes para caracterizar um
operador numa dada representagdo. Portanto, para justificar essa denominagdo ¢ necessario

que provemos que os elementos dos operadores se comportam como elementos de matrizes.
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Com essa finalidade, vamos relembrar as propriedades que definem uma matriz e
seus respectivos elementos e provar que os elementos definidos na se¢do anterior obedecem a
essas propriedades [2].

A primeira propriedade a ser verificada diz respeito a soma de duas matrizes, ou
seja, se cada elemento da nova matriz ¢ a soma dos correspondentes elementos das matrizes
separadas. Dadas as matrizes A e B, entdo a matriz C serd a soma A + B se a seguinte relagao
¢ verificada para todo par de indices (m, n)

Con = Apn + B (1.26)

onde A, , B, € C,, sdo elementos de A, B e C, respectivamente.

Sejam {Amn} , [B n } e {Cmn elementos de matrizes representativas do operadores
A, B ¢ C nabase [‘Pn},
A= iAW dx
B,=[¥.BY¥, dx
C,.=] ¥.C¥,dx (1.27)

A

entdo, se, C= A+B , fazendo-se do uso da propriedade distributiva, podemos escrever
C,=[¥.C¥ dv=[ ¥ [A+B)¥,dx
=[ W AY dv+ [ V,BY, dx=4,+B,, (1.28)

provando, dessa forma, que cada elemento da representagdo do operador C ¢ a soma dos

A

elementos das respectivas representacdes matriciais dos operadores A e B .

Outra propriedade de matrizes diz respeito a sua multiplicacdo por um numero

complexo qualquer. Neste caso, uma nova matriz ¢ gerada, ou seja, dada uma matriz A cujos
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elementos sdo Anm, se definimos B como a multiplicacdo de A por Z, um nimero complexo
qualquer,
B=ZA, (1.29)

entdo, seus elementos (B..,) serdo dados pela relagdo abaixo

B =Z Apn. (1.30)

Aplicando essa propriedade para dois operadores B ¢ A, sendoo operador B o

produto Z A , onde Z é um namero complexo arbitrario, entdo, a representagdo matricial de
B pode ser escrita como

B,=[¥,BY¥, dx, (1.31)

que, ap6s a substituicao da defini¢do de B nos fornece,

an:f T;(ZA)\Pndx:Zf \P;A‘PndXZZAmn .
provando, dessa forma, que a representagdo matricial dos operadores obedece a essa

propriedade.

A proxima propriedade a ser apresentada ¢ a igualdade de duas matrizes. Duas
matrizes sao ditas iguais se todos os elementos de uma forem iguais aos correspondentes
elementos da outra, ou seja, dada uma matriz B, cujos elementos sdao B, € uma outra matriz
A, cujos elementos sdo A, €ssas matrizes serdo iguais se a relacdo abaixo for verdadeira
para todo par (m, n)

Amn = B, (1.32)

De modo semelhante, se um dado operador na forma matricial tem elementos dados
pela relagao

A=[ ¥ AW, dx, (1.33)

e se ele ¢ igual ao operador B, cujos elementos sdao dados pela relagdo
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B,=[¥:BY¥ dx, (1.34)

entdo, para todos os elementos de A ¢ B valea relagao

An = Bun. (1.35)
A quarta propriedade a ser discutida ¢ a propriedade de multiplicacdo de matrizes.
Dada uma matriz C, sendo essa a multiplicacdo das matrizes A e B, cujos elementos sdo Cp,

A € B, entdo, a propriedade de multiplicacdo ¢ definida como
Cmn:z Amk Bkn . (136)
k

No caso de um dado operador, definido como C=AB, a multiplicagdo de dois

outros operadores A e B, entdo a representacdo matricial do operador C deve respeitar a
propriedade de multiplicagdo de matrizes. Para provar isso, partimos primeiro da

representacdao matricial de C.
C,.=[¥.C¥ dx=[ ¥ (AB)¥ dx. (1.37)
Se B ¢o operador que transforma ¥, em ¢, , podemos escrever as fungdes @, em

termos das fungdes do conjunto original como
(Pn:B\Pn:szn‘Pk (138)
k
com os coeficientes By, definidos pela relagdo

B,=[¥;BY,dx. (1.39)

Entdo, substituindo-se a relagdo (1.38) em (1.37), teremos o desenvolvimento abaixo
C,.=J YiAB)Y, dx=[w,A(D B, ¥,)dx
k
=[¥.> AB, ¥ dx=[¥.> B,AWVdx
k k

:ZBanlP;AlPkdx:ZAkakn (140)
k k
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Ay=[ P AW, dx (1.41)

Z mk

k
Isso prova que a forma matricial de operadores e suas respectivas representagdes matriciais
obedecem as propriedades de matrizes, ou seja, os operadores em uma determinada

representacdo se comportam algebricamente como matrizes.

Uma outra particularidade a ser destacada sobre a forma matricial de operadores ¢ a
propriedade de hermiticidade. Antes, porém, notemos que dada uma matriz arbitraria C, cujos
elementos sdo definidos como C,,,, entdo, a matriz conjugada complexa (C") ¢ aquela matriz
C’ cujos elementos sdo conjugados complexos de C, ou seja, seus elementos sdo C',,. Além
disso, definimos também a matriz transposta de C (C ) como sendo aquela matriz cujos
elementos sdao dados por C,, . Em termos dessas defini¢des, introduzimos a matriz adjunta de
C (C"), cujos elementos sdo C",,, ou seja, C' ¢ a matriz conjugada complexa da transposta C
de C.

No caso particular em que C' = C, entdo, a matriz C sera denominada uma matriz
hermitiana ou auto-adjunta. No caso de operadores, eles serdo ditos hermitianos se a seguinte

relacao for verdadeira

Co=[ W€, dx=[w,C W dv=[ w;C¥,dx) =C}, . (1.42)
Note que, a propriedade de hermiticidade de matrizes ¢ facilmente transcrita para a
representacdo matricial de operadores. Essa propriedade é de grande importancia no contexto
da Mecanica Quantica, onde as observaveis de um sistema sdo representadas por operadores

hermitianos.
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1.3 Equacio de Schrodinger na forma matricial
Apos essa apresentacdo preliminar, vimos que os operadores em uma representagao
arbitraria se comportam matematicamente como matrizes e, portanto, podemos estender essa

abordagem a equacao de Schrodinger. Partindo de uma equagao geral dependente do tempo

h——=HWY
ih , (1.43)

escrevemos suas solugdes como um somatorio de produtos de coeficientes dependentes do

tempo por autofungdes ¥, que satisfazem a equagdo de Schrodinger independente do tempo

HY =EVY, (1.44)
ou seja, escrevemos as solugdes da equacao (1.43) na forma
W(r =2 a,)¥,(r) (1.45)

Substituindo-se a relagdo (1.45) em (1.43) e usando a relagdo (1.44), a equacdo de

Schrodinger tomara a seguinte forma,

oa
ot

ihy,

Y =Y E,a,¥,, (1.46)

que apos a multiplicacdo pelo lado esquerdo por ¥, e integrando em todo espago de r

fornece a relacao abaixo,

a

0
ot

(W'Y dr=) E,a,[W.¥,dr. (1.47)

ihy,
Como as autofungdes ‘¥, s3o ortonormais, entdo (1.47) pode ser simplificada
através da propriedade de ortonormalidade, levando a

ihy,

da,
ot

8m=2 E,a,3,,, (1.48)

onde 9,, ¢ a funcdo Delta de Kronecker. Essa expressio se reduz finalmente a
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h——==FE 1.49
l at mam s ( )

cujas solucdes sdo também conhecidas e dada pela relagdo abaixo

a,(t)=a,(0)e """

Se o conjunto {‘I’n ¢ ortonormal, mas ndo ¢ autofuncdo de H , podemos ainda

escrever

aain 8mn:Z anf Tr:i[q’ndr’ (150)

ihy,

que apds introducdo da notagdo matricial para a integral

[w. AY dr=H,,, (1.51)

se reduz a

oa
ih at’”:z a H, . (1.52)

Notamos que as relacdes (1.49) e (1.52) sdo formas matriciais da equagdo de Schrodinger.

1.4 Apresentacao de Schrodinger da Mecanica Quantica

A maneira como temos discutido e apresentado a Mecanica Quantica ¢ a forma que
Schrédinger introduziu para tratar os fenomenos quanticos, tendo como referéncia o
formalismo ondulatorio da fisica classica. Essa maneira ficou conhecida como apresentacao
de Schrodinger. Na apresentagdo de Schrodinger, as varidveis dindmicas sao representadas
por operadores hermitianos independentes do tempo. No entanto, o estado do sistema,
definido pela funcdao de onda (podendo esta ser expressa em fungao da alguma propriedade
intrinseca dos entes que constituem o sistema, como ja visto), dependera do tempo, ou seja, o

que sofre mudangas ao logo do tempo ndo sao os operadores, mas sim os estados do sistema.
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Essa forma ¢ a mais conhecida e comumente apresentada nos livros textos. No entanto, ela

ndo € a unica como veremos abaixo.

1.5 Apresentacio de Heisenberg da Mecinica Quintica
Além da apresentacio de Schrddinger, discutida anteriormente, temos a
apresentacdo de Heisenberg. Para desenvolvé-la, vamos primeiro definir a representagao

matricial de um operador L pela relagdo
L= W, (r,0) LW, (r,0)dr. (1.53)
Se utilizarmos a representacdo da energia para expressar ‘I’m(i‘,t | e ‘Pn(l’,t J, podemos

€SCrever

v, (r.t)=%,(r) o Entlh o ‘P,,(r,t)Z‘Pn(r)e_iE””h

que substituidas em (1.53) fornece a seguinte relagdao

Lmn:f ‘I’m(r)*e(iEnzt/h}ilP (r)e—(iE,,z/h)dr

n

que apds rearranjo da parte temporal leva a,

tlh %

L,=[w, (r)" """ LW (r)dr
Nesse contexto, podemos definir a seguinte relagao
L,=e"" "] (1.54)

conhecida como apresentagdo de Heisenberg do operador L .Em contraposi¢do a forma vista
na se¢ao anterior, aqui a fungao de estado ¢ independente do tempo e o operador ¢ dependente

do tempo.

Como temos agora um operador dependente do tempo, podemos derivar a relagdo

(1.54), ¢ obter
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dL d i, th ) ) “d —iE  tIh
H e —iE ,t1h E,tlh e
—= Le" " +e™"" L—

dt dt dt

ou

dLH :l‘E‘_meiEmt/h i e—iE,,t/h_i_eiEmt/h i e—iE,,t/h _iEn
dt h

dL, _ EmL ‘L, —iE,

dt /) o

Lembrando que E,, ¢ um autovalor do operador hamiltoniano, podemos utilizar o

operador no lugar dos autovalores, obtendo desta forma a relagao que se segue.

dL, iH i H
AT o YL
dt /I
ou, rearranjando,
dL,
——HL +L, H
dt

que em termos do comutador desses operadores se reduz a

dL,
dt

=L, H| (1.55)

A equacdo (1.55) é conhecida como lei de movimento de Heisenberg, embora seja
geralmente obtida partindo-se da apresentacdo de Schrodinger. Obtida independentemente por
Heisenberg, essa foi a maneira que ele encontrou para expressar a teoria quantica, utilizando o

formalismo das equagdes de Hamilton da mecanica cldssica. Tem-se um formalismo distinto,

entretanto, conceitualmente, trata-se da mesma teoria.

1.6 A terminologia de diferentes escolas
Até agora, tratamos os conceitos de representacdo e apresentacdo de formas

distintas. Essa foi uma opgao feita. Como em portugués a terminologia nao parece estar bem
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definida e por termos poucos materiais de referéncia, optamos pelo que nos parece mais
correto conceitualmente. Isso porém nio ocorre em todos os livros-textos. Existem outras
formas de apresentar esses conceitos e cada livro-texto apresenta o assunto de uma maneira
especifica. Nesta secdo, vamos procurar fazer uma breve analise de como alguns livros-textos
mais conhecidos tratam esses conceitos.

No texto tradicional de Messiah, o autor se serve de um mesmo termo tanto para a
apresentacdo como para a representacdo. Ele utiliza representagdo para ambos, discutindo
primeiro as apresentacdes, ¢ depois as representacdes. Embora, use o mesmo vocébulo, ele
adverte logo no comeco do tratamento das apresentagdes que ndo se deve confundir os dois
conceitos, distinguindo ambos e colocando uma outra alternativa para apresentacdes (como
modo de descricdo). Além disso, ao longo das secdes, ele sempre se refere a apresentagdo
utilizando o termo entre aspas [3].

Um outro texto menos formal escrito por Greiner, utiliza o termo representagdo para
ambos os conceitos. Primeiro, ele fala sobre representacdes e depois sobre as apresentagdes.
Sempre quando trata o conceito de representacdo, ele fornece também a alternativa
apresentacado, distinguindo assim os dois conceitos [4].

Uma outra fonte também bastante conhecida e utilizada € o livro-texto de Bohm. Em
seu livro, ele ndo fornece nenhuma distingdo entre os dois conceitos. O termo representagao ¢é
usado para ambos os conceitos, distintamente dos autores anteriores [5].

Representativo da escola russa, no livro-texto de Landau e Lifchitz os dois conceitos
sdo tratados também identicamente e denominados de representagdes [6].

Ainda dentro da escola russa, o livro-texto de Fock, ‘“Mecanica Quantica” nao
distingue também esses termos, utilizando somente representagdo para ambos os conceitos,
mas ele faz uma ponte entre a expressdo representagdo de Heisenberg e matrizes de

Heisenberg, além de usar o termo espaco dos impulsos, para representagdo do momento [7].
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Na escola francesa, o livro-texto de Mecanica Quantica de Cohen-Tannoudji trata o
assunto definindo rigorosamente o conceito de representagdo, discutindo previamente todo um
formalismo matematico e, em seguida, as representacdes do momento e da posi¢do. Em outro
capitulo, ele discute em um de seus apéndices, o conceito de apresentacdo, deixando assim, os
termos diferenciados [8].

No livro-texto de Mecanica Quantica do fisico mexicano la Pefa, ele trata a
representacdo como representacdo e reserva o termo descricdo (descricdo de Heisenberg,
descri¢do de Schrodinger) para o que aqui chamamos de apresentacao [9].

Por ultimo, no livro-texto do fisico brasileiro Toledo Piza, fazendo um tratamento
bastante formal, ele diferencia os dois conceitos. Primeiro, ele também trata apresentagdo
como descri¢ao, e depois discute a representacdo como representagdo de Schrodinger.
Fornece também uma adverténcia para que os dois conceitos ndo sejam confundidos [10].

Vimos nesses varios casos que ndo ha um consenso na literatura no uso dessa
terminologia. A forma aqui apresentada reflete uma sugestdo da banca examinadora do exame

de qualificacdo de diferenciar os dois termos.

1.7 Representacoes e apresentacgoes

Nesse capitulo abordamos diversas representacdes. Procuramos falar sobre a
representacdo da posicdo, a representagdo do momento, e da energia de forma generalizada.
Sem tratar nenhuma representagdo especifica como mais relevante, dentro da nossa linha de
raciocinio, ainda gostariamos de destacar que ndo ha nenhuma representacdo conceitualmente
mais relevante que outra, mas que todas estdo em um mesmo nivel de importancia. Nenhuma

delas é mais fundamental.

Essas consideragoes também valem para as apresentagdes. Nenhuma ¢ mais

importante que as outras. Diferenciamos esses conceitos associando o termo apresentagcdo a
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como cada um dos pioneiros expressou a mecanica quantica; ja o termo representagio,
associamo-lo a0 modo de expandir a funcdo de estado em relagdo as autofungdes de uma
determinada variavel.

Apo6s definir os dois conceitos, procuramos esclarecer eventuais confusdes que
possam existir acerca do uso desses termos. Iremos, agora nos ocupar com uma outra
abordagem, discutindo um outro formalismo para melhor contextualizar o trabalho aqui

desenvolvido.
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2. Particula na caixa

2.1 O problema conhecido

Em geral, um dos primeiros sistemas apresentados ao quimico ¢ o modelo da
particula na caixa [1-3]. Esse modelo ilustra uma situacdo hipotética, onde uma particula ¢
confinada em uma regido de um espaco unidimensional. Nessa regido, que denominamos
dentro da “caixa”, a particula ndo estd sofrendo influéncia de nenhuma forga, ou seja, o
potencial de dentro da caixa ¢ zero.

Graficamente, podemos representar o potencial da caixa, da seguinte forma.

o &~ & oo
WVixy=10, —afls x < all
Wix) =rca, xzal
x= —afl
_ﬂ},fg :2};2 x

Figura 1. llustracdo do potencial do problema da particula na caixa.

Dentro da caixa, como podemos observar, ha um potencial nulo e, a partir das extremidades

da caixa, ha uma barreira infinita que impede seu movimento além desses pontos.

Na representacdo da posi¢ado, este modelo nos apresenta uma matematica simples em
sua resolucao. Embora sendo relativamente simples, o modelo nao deixa de ilustrar o uso das
principais ferramentas da Mecanica Quantica e a interpretacdo das solu¢des de equagao de
Schrédinger. Dai, ele ser muito utilizado como introdugdo aos modelos mais complexos.

A equagdo de Schrodinger para esse problema, na regido dentro da caixa, se reduz a

seguinte forma
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_ I d¥(x)

=EY¥Y
o a2 (x) (2.1)
cuja solugdo geral pode ser expressa como,
W(x)=Asenkx+Bcosk x k= 2mkE)"*/ h.

Como a particula estd confinada na caixa, a funcao de estado da particula na regido fora da
caixa sera zero. Como estamos atras de uma solucdo que satisfaca as condigdes fisicas do
problema, impomos como condi¢do de contorno para esse problema que ¥(x) — 0, quando
x— £ a/2. Desta forma, através da solucao geral, podemos encontrar as seguintes relagoes,
Y(al2)=Asen(kal2)+Bcos(kal2)=0 (2.2)
Y(—al2)=Asen(—kal2)+Bcos(—kal2)=0 (2.3)

Adicionando-se e subtraindo-se as equacdes (2.2) e (2.3), temos duas novas equacoes

Bcos(kal2)=0

A sen (kal2)=0
se 4 e B tivessem valores nulos simultaneamente, ndo teriamos uma solugdo fisicamente
interessante, pois W(x) seria zero em qualquer lugar, ou seja, significaria que a particula nao
estaria na regido abordada pelo sistema. Podemos também observar nessas duas ultimas
equagdes que ndo ha como cos(ka/2)=0 e sen(ka/2) serem zero simultaneamente para o
mesmo valor de k. No entanto, essas observagdes nos permitem escrever a solucdo para o

problema de duas formas,

A=0 e Bcos(kal2)=0

ou,

B=0 e A sen (kal2)=0.

Conseqiientemente, encontramos a relacdo ka = nm, e a expressao geral para energia dada por
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2 2
E= hn2
8ma

9

onde n ¢ um niimero natural impar na primeira solu¢do e par na segunda, ou seja,

lI’(x)ZBcos(n;m) n impar,
‘P(x):Asen(an) n par.

A normalizagao dessas fungdes nos fornece as constantes

2.2 Transformada de Fourier da soluciio na representacao da posicao

As solugdes na representacdo do momento podem em principio ser obtidas de duas
formas. Podemos fazer a transformada de Fourier das solu¢des conhecidas no espago da
posicdo [4], ou resolver a equacdo de Schrodinger diretamente no espaco do momento. Nesta
secdo, vamos encontrar as solugdes no espago do momento, fazendo a transformada de
Fourier das solu¢des apresentadas na se¢do anterior.

Primeiramente, vamos comegar trabalhando com o estado fundamental da particula,
onde a funcdo de onda conhecida ¢ dada por,

¥\(x) = (2/a)"? cos (nx/a).

A transformada de Fourier dessa funcio pode ser expressa como

al2
q)l(p)=21/hi f cos(mx/a)cos(px/h)dx,

a

e a resolugdo dessa integral nos fornece a seguinte solucao,
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cos( pal2h
<I>1(p)=l 2h P 2(p 5 ), pi=hl2a.
Ty a b —Pp

Essa ¢ a solugdo na representacdo do momento para do estado fundamental da particula na
caixa. Nela jA podemos observar a distingdo matematica entre as duas solucdes nas duas

representagoes.

Como ja encontramos a fun¢do de onda para o estado fundamental, vamos realizar o
mesmo raciocinio para o estado mais baixo em 7 par. A solu¢do conhecida ¢ dada como,
¥y(x) = (2/a)"? sen 2nx/a),

e a transformada de Fourier dessa solu¢do pode ser expressa como,

al2
®z(p)=—2i1/h—2a f sen(2mx/a)sen( px/h)dx .
0

Resolvendo a integral acima, encontramos a seguinte solugao,

—i 2 sen(pal2h
q)Z(p):_l —hp2 zp 2 ) pzzh/a
nva P, =P

Assim como observamos no estado fundamental, a natureza matematica da solugao
encontrada ¢ diferente da solu¢do na representacdo anterior. Neste ultimo caso, encontramos
uma fun¢do complexa espago do momento, enquanto que no espaco da posi¢ao tinhamos uma

fungao real.

Apobs obtermos as solugdes para os primeiros estados, podemos generalizar essa
abordagem para um nivel arbitrario. Vamos comecar com as solu¢des pares. A fungdo de

estado na representacao da posicao ¢ dada como,

‘Pn(x)ZAsen(an)

e a transformada pode ser expressa como,
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al2
®,1(p)=—2i1/h—261 f sen(nmx/a)sen(px/h)dx .
0

A resolucdo dessa integral nos fornece a seguinte expressao,

i(—1)"* [2n p,sen(pal2h)
O,(p)=— (=1) — TR ) p.=nhla 2.4
T a p, P

Para as solugdes impares na representagdo da posi¢ao temos

b4 (x)=Bcos(nnx) )

" a

A transformada de Fourier dessa solugao, expressa da seguinte forma,

al2
O, (p)= 21/}% f cos(nmx/a)cos(px/h)dx ,
a

0

nos permite obter

o (p)= (-1) 2 \/T_hpncosgpa/fh) . 2.5)
a P, =P

Desta forma, encontramos as solu¢des da particula na caixa no espago do momento, expressas

pelas relagdes (2.4) e (2.5).

2.3 Soluc¢io no espaco do momento

Na se¢do anterior, discutimos como encontrar as solugdes da particula na caixa
utilizando a transformada de Fourier. Esse ndo ¢ o unico caminho para encontrar as solugdes
no espaco do momento. Poderiamos, também, tentar obter as solugdes tratando o problema
diretamente no espago do momento, ou seja, resolvendo a equagdo de Schrodinger na
representacdo do momento. Para encontrarmos a equacdo neste espaco, temos que fazer a

transformada de Fourier da equagao no espago da posi¢ao.
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Através da transformada de Fourier da equacdo de Schrddinger, encontramos a

seguinte equacao integral [5]

%ww U(p—p)0(p)=Ed(p). (2:6)

onde U(p) ¢ atransformada de Fourier do operador de energia potencial, dada pela relac3o,

0

U(p)ZI Vix)e ™ dx . (2.7)

“o

Olhando a equagdo (2.6), observamos uma mudanga na natureza matematica da
equagdo de Schrodinger. O operador de energia cinética, que era um operador diferencial,
agora passou a ser um operador multiplicativo, e o operador de energia potencial, que antes
era um operador multiplicativo, passou a ser um operador integral. Devemos ainda ressaltar
que a fungdo U(p) ndo é o operador de energia potencial; matematicamente, ela é
denominada de kernel da equagdo. O operador energia potencial ¢ definido pelo kernel
juntamente com a integral da equacao. Portanto, para a resolu¢ao da equagdo de Schrodinger
no espago do momento, basta encontrarmos o kernel da equagdo, ou seja, resolver a integral
(2.7).

Surpreendentemente, utilizando o potencial da particula na caixa, encontramos um
primeiro problema que nos tem desafiado muito e que, apds uma extensa busca na literatura,
ndo acabamos encontrando quem o tenha resolvido. O integrando da equacdo acima, além da
descontinuidade, também diverge, mas como a exponencial oscila muito, ainda nao
conseguimos determinar se essas tendéncias acabam se compensando matematicamente.
Estamos atualmente concentrando nossos esfor¢os estudando outros potenciais retangulares
descontinuos finitos e que possam nos fornecer subsidios matematicos para resolvermos o
problema da particula na caixa inteiramente no espaco do momento [6].

No entanto, para contornarmos esse problema, dois caminhos nos pareceram viaveis.

Primeiro, poderiamos utilizar a mesma metodologia aplicada na representacao da posicao, ou
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seja, abordando o problema dentro da caixa e, em seguida, impondo uma condi¢do fisica na
solugdo matematica encontrada. Segundo, usar inicialmente abordar um poco de potencial
finito e depois examinar a extrapolacdo do potencial nas extremidades do pogo para o
infinito. As duas possibilidades foram trabalhadas. Embora ainda ndo tenha sido possivel
concluir essa andlise, estudos recentes nos forneceram expectativas que estamos proximos de
solucionar o problema e esperamos, que em trabalhos futuros, solucionemos o problema no
espaco do momento.

Na primeira abordagem, encontramos o potencial dentro da caixa igual a zero.

Portanto, a equagdo de Schrodinger para esta regido pode ser escrita como [7],

Lo (p)=E0(p)

ou,

(p’=py)®(p)=0 po*=E2m.
A equacdo acima ¢ uma equacdo bem conhecida, pois ¢ idéntica a equagdo de uma particula
livre, e isso nos traz uma nocdo superficial do caminho que estamos percorrendo.
Fisicamente, nds propomos inicialmente uma caixa de dimensdo infinita. A solucdo
matematica dessa equagdo pode ser encontrada utilizando uma das propriedades da funcgao

delta de Dirac, dada por,

substituindo x por (p’— p;) , obtemos a solugio matematica expressa como,
®(p)=A43(p’~ ps) -
Com outra propriedade da funcdo delta de Dirac, dada pela relagao,

3(p*— po)=[8(p+ po)+3(p—po) |2 Py,
pOdemOS reescrever a SOlu(;aO como,

@ (p)=B[3(p+py)+3(p—py)]. (2.8)
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Essa ¢ a solugdo matemadtica da equagdo, além de ser também a solugdo fisica de uma
particula livre, ou seja, em uma caixa de dimensdo infinita. O proximo passo seria encontrar
uma condi¢do de contorno para o problema. Uma possibilidade seria utilizar a condigdo de
contorno da representacdo da posicdo, ou seja, ¥(—a/2)=%(a/2)=0, e como pelas regras
da Mecanica Quantica a funcdo de onda para ser bem comportada precisa ser continua,
portanto, a fun¢do de onda para ser aceita deve ser igual a zero nas extremidades da caixa.

Por definicdo, a relacdo entre as solu¢des nos dois espagos ¢ dada pela transformada

de Fourier

P(x) = D(p)e™"dp .

<l
J—s

Restringindo a integral acima aos nos pontos em que x sdo as extremidades da caixa,

encontramos o seguinte sistema de equagdes,

m2=2f® Je """ dp=0
‘P(—a/Z)Zﬁf ®(p)e”"dp=0.

Esse sistema de equacdes nos fornece o ponto de partida para encontrarmos a quantizagao de

energia e as funcdes de onda, porém ainda ndo foi possivel soluciona-lo adequadamente.

A outra possibilidade para a condi¢do de contorno seria trabalhar com a expressdo
(2.8). Como ¢ conhecido, a fun¢do delta de Dirac pode ser aproximada por outras fungdes, ou

seja, ela pode ser expressa também pelo limite de outra fun¢do, ou seja,

3(y)=1im3g,(y)

n—o0

onde as fungdes d,( ) podem ser definida de diversas formas. Uma delas ¢ mostrada,

1 —i sen
8,(y)=5- f " e = n?
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Nessa expressdo, podemos definir £ como uma varidvel qualquer. Dessa forma, por
conveniéncia, poderiamos associar £ com uma variavel proporcional a x e, assim, associar n
com a dimensdo da caixa. Esta abordagem nos possibilitou encontrar algumas das solugdes
obtidas pela transformada de Fourier, mas ainda ndo foi possivel generalizar para todas as
solucgdes.

A segunda forma de resolvermos o problema, seria abordando um poco de potencial
finito e, em seguida, tendermos as extremidades do pogo a um potencial infinito. Antes de
tratar o pogo finito, convém compreendermos o modelo para um potencial do tipo “degrau”,
jé discutido na literatura.

O potencial do tipo degrau pode nos dar subsidios para encontrarmos a equacao de
Schrédinger no espago do momento para o poco finito pois, no espaco da posi¢do, as formas
de se tratar os dois potenciais apresentam algumas semelhangas.

Dos trabalhos encontrados na literatura, Kirilov e Trott [8] discutemos fenomenos de
reflexdo e transmissdo do modelo do potencial do tipo degrau no espaco do momento. Logo,
na obten¢do da equagdo, encontramos nossa primeira dificuldade, pois a resolucao da integral

do operador de energia potencial, dado por

o0

U(p)=f Vix)e ™" dx ,

requer familiaridade com célculo de fungdes complexas, pois ¥ (x) ¢ definida pela

combinagdo de duas fun¢des degraus “Heaviside”.

Neste contexto, ndo € conveniente apresentar a resolucdo detalhada deste problema,
pois seria necessario discutir todas as relagdes de fungdes complexas que seriam utilizadas.
Essa ¢ uma tarefa muito dispendiosa sobre um problema preliminar ao modelo de interesse.
No entanto, este seria um ponto de partida para solucionar a equacdo da particula no pogo
finito. A algebra utilizada para encontrar e resolver esta equagdo ¢ semelhante a algebra

utilizada na particula no pogo finito. Embora neste trabalho nao tenha sido possivel concluir
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esta discussdo, este assunto continua sendo um dos assuntos de interesse em estudos futuros e
contribui muito para melhor assentarmos nossa bagagem matematica que, implicitamente, era

um dos propositos desta dissertagao.

2.4 As Distribuicoes de Probabilidade no Espaco do Momento

Da mesma forma que |‘Pn(x)|2 nos fornece uma distribuicdo de probabilidade de

encontrar a particula entre —a/2 e a/2, podemos construir graficos de |®, | p)|2 e discutir

os significados destas distribui¢des. Utilizando as expressoes (2.4) e (2.5), podemos obter as

seguintes relacdes para distribuicdes de probabilidades [9]

2 2
2h p,sen”(pal2h)
@, (p)f=

P (pnz—pz)z , n par (2.6)
> 2h p.cos’(pal2h)
@, (p)f= n impar 2.7)

am’ ( p - p2)2
As expressoes (2.6) e (2.7) nos permitem construir os graficos de distribuicdes de
probabilidades do momento para cada estado do modelo. A Figura 2 mostra essas
distribui¢des para valores de n = 1, 2, e 10. Da mesma forma, podemos calcular os valores
maximos da distribuicdo de probabilidade de cada estado e com esses valores podemos

construir a seguinte tabela.

Doan. (& 1 /20)
0,000
1,675
2,790
3,845
4,950

wm A W NN =S

10 9,985
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Um exame desses graficos, junto com os valores maximos apresentados na tabela,
nos mostra que existe uma distribui¢do de possiveis valores de p em torno dos valores mais
provaveis, que tende a ficar mais estreita @ medida que » aumenta, aproximando-se mais do
resultado classico. A relevancia desse resultado se sobressai se lembrarmos que muitos textos
basicos de quimica quantica, ao resolverem o problema na representacdo da posicdo,

interpretam a solu¢do desse problema em termos da sobreposicdo de duas ondas planas

somente com momentos bem definidos e iguais a =V2mkE, . Os graficos da Figura 2 nos

mostram que isso s6 ¢ verdade a medida que o nimero quantico assume valores bem
elevados, ou ainda quando ndo houver restri¢do espacial (caixa com largura tendendo ao

infinito).
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Figura 2. Distribuigdo de probabilidade do momento
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3. Oscilador harmonico

Esse modelo ¢ muito discutido devido a sua grande aplicabilidade. Na quimica, por
exemplo, ele € uma boa aproximacao para descrever o0 movimento vibracional dos atomos em
uma molécula, principalmente para os estados vibracionais mais baixos. Sua importancia faz
dele um topico obrigatorio em todos os textos de Quimica Quantica. Usualmente, o problema
¢ discutido e tratado na representacdo da posi¢do, buscando-se solugdes para a equagdo
diferencial correspondente; em alguns livros, o modelo ¢ também tratado de uma maneira
algébrica. Como nosso foco ¢ apresentar a representagdo do momento, vamos inicialmente,
fazé-la partindo da representagao da posi¢do, que ¢ a maneira mais utilizada e mais conhecida.
[1-3]

Na representacdo da posicdo, a equagcdo de Schrodinger para um oscilador

harmoénico unidimensional ¢ dada por

L dE I ST
ot T Y=EY(). G3.1)

Como amplamente discutido nos textos de Quimica Quantica, sua resolugdo ¢ feita
analiticamente através do método de expansdao em série (veja o apéndice A). Suas solugdes

sdo expressas na forma
W(x)=N, H,(x) exp{-ax*/2},
k 1/2
onde v ¢ o nimero quantico vibracional, a ¢ igual a (;—2) , N, ¢ a constante de

normaliza¢do, dada pela relagdo

N,=(2"v/Vnla)"?
e H(x) ¢ o polinomio de Hermite de grau v. Os autovalores da equacdo (3.1), que

correspondem as possiveis energias do oscilador, sdo dados pela relagdo
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E=(v+1/2)hv,,

1/2

- 1 [k . : A N L .,

onde v, ¢ igual a e el B também conhecida como freqiiéncia harmdnica classica, pois € a
T\H

solucao do problema abordado com a mecanica newtoniana.[4, 5]

3.1 Oscilador no espacgo da posicao

A apresentagdo acima ¢ a forma encontrada nos livros-textos. Para analisarmos esse
modelo na representacdo do momento, vamos primeiro discuti-lo para uma situagdo
matematicamente mais simples, onde v € igual a 0, que corresponde ao estado fundamental do
oscilador harmoénico.

Para esse caso, a solu¢do conhecida no espaco da posicao € expressa pela funcao
gaussiana dada abaixo,

‘Po(x)Z(Oc/Tl:)lMef“z/z .

Como ja discutido antes, uma das alternativas para expressar as solugdes de um dado modelo

no espago de momento ¢ fazer a transformada de Fourier das solugdes no espago da posigao.

Neste caso, em particular, podemos escrever

1
2

f ¥,(x) e

q)o(p):\/

St

que, ap6s substitui¢do de ¥o(x) e resolugio da integral (veja o apéndice B), leva a seguinte

solugao

®,( p)=(a'ln) e """,

onde o’ éiguala (1/ia) .
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Uma anélise de @,(p) mostra que, matematicamente, a fungdo no espago da
posicao tem a mesma forma analitica que a fung@o no espago do momento. Isso ¢ resultado da
propriedade matematica de que a transformada de Fourier de uma fun¢do do tipo gaussiana
resulta em uma outra fun¢do também do tipo gaussiana. Embora haja semelhanga matematica,

as fungdes de estado dependem de variaveis dindmicas distintas: ¥,(x) depende da posicio,

enquanto ®,( p) depende do momento linear.

Considerando que a Mecanica Quantica ¢ uma ciéncia ndo-determinista e
restringindo-nos ainda ao estado fundamental, ¢ também de interesse obtermos distribui¢cdes
de probabilidade em fun¢do de ambas as varidveis.

Na figura 1, mostramos as distribui¢des em ambos os espagos para as fungdes de
onda escritas acima para um oscilador harmonico unidimensional. Na primeira, vemos que o
valor mais provavel do momento linear ¢ igual a zero; ja na segunda, a posi¢do mais provavel

também ¢ igual a zero.

o) ¢ /’ | ()

z 1 o 1 z R A i i 2
p (o) X (o)

Figura 1. Distribui¢oes de probabilidade de p e x para o estado fundamental do
oscilador harmonico.

Uma outra informagdo contida nesses graficos sdo as incertezas, convencionalmente
definidas como o intervalo de variagdo dessas varidveis para uma distribui¢do igual & metade
de seu valor maximo. O produto dessas duas incertezas necessariamente tem que obedecer ao
principio de incerteza de Heisenberg. Note que um alargamento numa curva implica num
estreitamento na outra, ou seja, quanto menor a incerteza no momento linear, maior a

incerteza na posi¢ao e vice-versa.
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No Apéndice C, mostramos o céalculo dos valores das incertezas que estdo
representadas na Figura 1 como as larguras da metade da curva de distribui¢do. Esses valores

sao

1 1/2 a]/2
Ax=|— Ap=hl2
“fza) < ermils)

cujo produto resulta em 7/2 , coerente assim com o principio da incerteza de Heisenberg.

Utilizando a fun¢do de onda ilustrada acima e a defini¢do de valor médio,

(0)=(¥|0|¥), encontramos tanto para a posicio como para o momento o valor de zero,
coincidentes com os valores mais provaveis, como mostrado o Apéndice C. Isso ocorre pela

simetria dessas distribui¢des e ¢ simplesmente uma coincidéncia para este problema.

3.2 Oscilador harmoénico no espaco do momento

ApoOs apresentar a transformada de Fourier da fun¢do de onda para o estado
fundamental e construir as distribuicdes de probabilidade para as duas observaveis, vamos
trabalhar as solugdes para os outros estados, mas tratando o modelo diretamente no espago do
momento.

A equacao de Schrodinger para o oscilador harmonico no espago do momento, como

mostrado no Apéndice D, ¢ dada pela seguinte relagao

P g kR d®(p)_
2M<D(p) 2 @ E®(p), (3.2)

e sua solucdo ¢ obtida em detalhes no Apéndice A. Essa solugdo pode ser escrita como
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Utilizando essas fun¢des de onda, podemos construir diagramas de distribui¢do de

probabilidade do momento, |CDV( p)f, para cada estado vibracional. Essas distribui¢des para

os estados com vigual a 0, 1, 2, 3, 10 e 30 estdo apresentadas na Figura 2 .

Esses graficos sao muito semelhantes aos encontrados nos livros-textos para
distribuicdo da posicdo do oscilador. Assim como observado no caso da posi¢do, o
comportamento do oscilador obedece ao principio de correspondéncia, ou seja, 4 medida que
0 numero quantico aumenta, o sistema tende a se aproximar de um comportamento classico.
Note nessa figura que, no caso v = 30, a distribui¢do quantica esta se aproximando da
distribuicao cléssica (discutida no apéndice E), dada pela curva tracejada. Esse fendmeno
acontece ndo s6 com a variavel momento, mas com todas as variaveis dinimicas.

Acerca das propriedades das fung¢des de onda do oscilador, temos um outro aspecto a
destacar relativo as regras de selecdo para transi¢des vibracionais. Como podemos observar,
as fungdes encontradas no Apéndice A sdo matematicamente idénticas as fungdes no espaco
da posicao apresentadas no comeco deste capitulo. Portanto, as regras de selecdo encontradas
com as fungdes no espago da posi¢do devem ser iguais as regras obtidas com as fungdes no
espago do momento.

O que podemos observar neste problema é que as mesmas energias ¢ regras de
selecdo sdo obtidas nos dois casos, como deveria ser. Aqui, a semelhanga das equagdes nas
duas representagdes torna irrelevante a escolha de uma abordagem ou outra, mas razdes
“histoéricas” tornaram a equagdo no espago da posi¢do a forma mais comum de tratar o

problema.
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Figura 2. Distribuicoes de probabilidade para os niveis vibracionais v
iguais a 0, 1, 2, 3,10 e 30 e distribui¢do classica para v igual a 30
representado com linha tracejada.”

*A unidade utilizada nas distribui¢des ¢é de o’
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Apéndice A

Solucio da equacio do oscilador harmonico no espaco do momento

A equagdo do oscilador harménico no espaco do momento ¢ dada por (veja o

Apéndice D),

r _ kR d0(p) _
2“®(p) 2 @ =E®(p). (3.A1)

Essa equacdo pode ser resolvida por métodos analiticos algébricos e numéricos. [6-8] Porém,
por uma questdo de simplicidade, sera usada uma forma analitica de resolver equagdes
diferenciais, mais especificamente, o método de expansdo em série da solu¢do da equacao.

Mas, primeiro, vamos simplificar essa equagdo, rearranjando-a na forma abaixo

LOP) (2 )0 (p)=0 (3.A2)
dp

onde as constantes introduzidas sdo dadas pelas relacdes
2 1 _E2

o= B=——
wkn? kRn®

(3.A3)

Para resolver a equagdao (3.A2), inicialmente, vamos imaginar uma situagao
particular, onde p tende ao infinito, ou seja,
2 2 2 2
a ' p—f—-a p .

Nessa situacdo, a equagdo (3.A2) se resume simplesmente a

2
4 .(p) fI;EP)_azpz@w(p):o . (3.A4)

A equagdo (3.A4) possui uma solug¢ao conhecida na forma

q)oo(p):Aeiap ” :
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Essa ¢ a solugdo assintdtica de equagdo (3.A2) e nos fornece uma boa aproximagao
para valores de p muito grandes, mas ndo ¢ uma boa aproximagao para valores menores. Para
obtermos uma solugdo exata do problema, vamos propor uma solucao geral na forma

®(p)=de " f(p).

Derivando duas vezes essa solugdo geral, temos

d’O(p)_ , carn| 2 2o\ . df(p), d’f(p)
0’ =de ap flp)-af(p)=2ap . w | (3.A5)

Rearranjando a equagdo (3.A2) na forma abaixo,

d’®(p)

=(a’p’~p)®(p) (3.A6)
dp
e igualando o primeiro membro de (3.A5) e (3.A6), seguido pela divisao por Ae @ ,
chegamos a expressao
d d’
(P~ B)f (p)=d’ p*f (p)=af (p)—2ap L LLL LT p)
dp dp
ou,
d’ d
L) 2ap® P)tap)f(p)=0. (3.A7)

P

Apesar desta ultima equagdo se reduzir formalmente a equagdo diferencial de
Hermite apos ligeira redefini¢do de varidveis, vamos, entretanto, usar o método de Frobenius

para sua resolucao [9]. Para a funcdo f(p) expressa em uma série de poténcias,
=", (3.A8)
n=0

suas derivadas primeira e segunda podem ser escritas como

p):zcnnpnfl , (3A9)
n=0

55



d’ S -
7f(2p)zz c,n(n—1)p" 7.
dp n=2

Para que possamos iniciar o somatorio nesta ultima expressao a partir 7=0,

reescrevémos-la na forma,

—dzcjl:(zp):icn+2(n+2)(n+1)p" . (3.A10)
D n=0

Substituindo as séries (3.A8), (3.A9) e (3.A10) na equagdo (3.A7), encontramos a seguinte
expressao

2 ¢pant2)(nt1)p"~2ap ) c,np" "' ~(a=B) 2 ¢, p"=0

n=0 n=0 n=0

que pode ser rearranjada como

cn+2(n+2)(n+l)—2acnn—(a—B)cn]p"=O _

n=0
Da algebra linear, sabemos que o conjunto {p"} ¢ linearmente independente,
implicando que todos os coeficientes da série acima devem ser nulos, levando a
Cpir(n+2)(n+1)=2ac,n—(a—p)c,=0

que nos permite escrever a seguinte relagdo de recorréncia

_2an+(a—p)
Chr= 3 ) G.Al1)

A equacao (3.A11) nos permite expressar todos os coeficientes de n par em funcao de ¢, e
todos os coeficientes de n impar em fungdo de c¢;. Conseqiientemente, se ¢, for zero, a solugao
se resumira como
N 2
_ n
j“(l7)__:E: can) 5
n=0

e se ¢ for par, a solugdo sera dada pela série
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f(p)=z czn+1p2n+1 .

n=0

Portanto, a solucdo geral pode ser escrita como

f(p)=A42 ey p" ' +BY cr, 0" (3.A12)
n=0 n=0

onde A e B sdo constantes arbitrarias.

Considerando que para p muito grande os ultimos termos da série sdo dominantes,

uma analise da relagdo (3.A11) para n tendendo a infinito, nos permite escrever

C
Cr2_, 20 (3.A13)

c, n
Para analisarmos a convergéncia das séries na expressdo (3.A12), vamos usar a

fungdo ¢*” como referéncia. Para isso, vamos primeiro expandi-la numa série de Taylor

como

n _2n n+1 _2n+2

“C=1tap+. + L8
¢ ap n! (n+1)!

Analisando agora a razdo dos coeficientes associados aos termos de p™ e p**?,

vemos que no limite assint6tico ela se reduz a

= /\.l

an! _ a &
(n+1)! (n+1) n
ou seja, a fungao e possui um comportamento semelhante as séries da fungao (3.A12)

quando p for muito grande. Essa andlise nos permite expressar a funcdo de onda no limite

assintotico como

CD(p):Ae_“p/ze“p + Be e

b

ou,
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onde C ¢ uma constante arbitraria. Claramente vemos que essa solugdo tende a infinito

quando p tende a infinito, o que inviabiliza a sua normalizacao.

Para que essa solug@o seja normalizével € preciso que a série tenha um valor v finito
de termos, onde o ultimo termo € n = v; conseqlientemente, os coeficientes dos termos de v+1,

v+2... sdo todos zero. Utilizando a relagdo (3.A11) temos,

2av+(a—B)_O
(v+2)(v+1)
ou
2av+(a—B)=0,
para um dado valor de v temos,
B=2av+a . (3.A14)

Substituindo os valores de a e B, dados pelas relagdes (3.A3), esta ultima expressao nos

permite escrever

2—E2=2v\/ 1 2+\/ I > ou

kh mkh mkh

b
m

1 |k A . a . ..
onde, v :2— — , ¢ afreqliéncia do oscilador harmonico obtida em um tratamento classico.
T \m

1
+_
Y7y

l+v

—h
Y12

Voltando a equacdo (3.A7), a substitui¢do nela da relagdo (3.A14), seguida da troca
de varidveis y=op, nos fornece a equacdo diferencial abaixo, que é conhecida na fisica-

matematica como a equagao diferencial de Hermite

L) 5 d W)y p(y)=0, (3.A15)

dy’ dy
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Suas solugdes (os polinomios de Hermite) podem ser obtidas a partir da fung¢do geratriz dada
pela seguinte relagao [10],
e H,(y)
2 n n
G(y) =e " ty:Zn:—n/ t".

Portanto, a solucao geral da equacao (3) pode ser expressa na forma

®(p)=N,e " H (ap)

onde N, ¢ a constante de normaliza¢do dada pela relagdo

N = =2
" \Vr2"n!

Essa resolugdo ¢ muito semelhante a resolucdo da equagdo no espago da posigao e
pode ser encontrada em alguns textos convencionais; por esse motivo, omitimos alguns
detalhes mais técnicos no tratamento geral, considerando-os desnecessarios para a

compreensao da resolu¢ao do problema.
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Apéndice B

Transformada de Fourier da solucio do primeiro estado vibracional

A fungdo de estado associada ao estado fundamental, na representagdo da posicao, €
usualmente expressa pela relagao

¥ (x)=(2Valm)"? e " (3.B1)

Para obter-se a solugdo para esse mesmo estado na representacdo do momento, pode-

se recorrer a transformada de Fourier da funcdo (3.B1) e escrevé-la na forma

cpo(p):ﬁf W, (x)e ™ dx (3.B2)

Substituindo-se a fung¢do (3.B1) na integral (3.B2), obtém-se

o0

@( p)=5— (2alm)" [ & e dx

;

— 00

A integral acima obtida através da transformada de Fourier,

00
f e—ax2/2 e—ipx/h dx

—0o0

b

pode ser resolvida de varias formas. Uma delas ¢ uma forma analitica utilizando técnicas de
integragdo de fungdes complexas, assim como o teorema de Cauchy. Porém, esse ndo ¢ o
caminho mais simples de resolvé-la. Pode-se optar por modificar a forma de expressar o

integrando na integral acima e resolvé-la de uma forma um pouco mais simples. [11, 12]

Para isso, utiliza-se a identidade de Euler abaixo
e " =cos(kx)—isen(kx) .

Substituindo-se a identidade na integral acima, tem-se duas novas integrais,

o0 o0

f e T T g = f e cos(px/h)dx—if e_alezSen(PX/h)dx :

—00
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A analise da paridade dos integrandos claramente mostra que na primeira integral tem-se uma
fungdo par e na segunda integral uma fun¢do impar. O intervalo que estamos trabalhando ¢
um intervalo simétrico com relagdo ao ponto zero, e como a integral de uma funcdo impar
num intervalo simétrico ¢ zero, tem-se que a parte imaginaria da soma de integrais ¢ zero,

resultando na relagao abaixo

0

J’e—axZ/Ze—ipx/hdx:fe—ax2/2cos(px/h)dx 5

—© —o0
onde vé-se que a integral inicial de uma fung¢ao complexa pode ser reduzida a uma integral de

uma funcao real.

Para efeito de resolver essa integral, chamemo-la de F(k),
F(k)= f e cos(px/h)dx= f e cos (k x)dx .

Derivando F (k) em relagdo a &, tem-se

O 2 [ oo eos (ke )dv=J —xe " senke)ds (3.B3)

Definindo as fungdes f{(x) e g(x), e seus respectivos diferenciais da seguinte forma,

f(x)=sen(kx)—df=kcos(kx)dx

5 —ax’/2
—ax /2dx—>g(x)= ,
a

dg=—xe

pode-se aplicar a regra de integracdao por partes na equacao (3.B3) e encontrar-se a seguinte

relacao

o ) —ax'2 © _gx’2
f —xe " sen(kx)dx=sen(k x)< I kcos(kx)dx ,

onde o primeiro termo do segundo membro possui duas fungdes, uma fungdo senoidal e uma

exponencial. A fungdo senoidal ¢ uma funcao limitada, e a funcdo exponencial tende a zero
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nos limites, portanto o valor dos limites da fun¢do total ¢ zero. Ja a integral, ela pode ser

expressa como,

0

f —xe_“lezsen(kx)dXZ—k/a f e_“zlzcos(kx)dx

—00 — 00

ou seja, pode-se reduzir o problema a seguinte equagao,

OF (k) kF(k)

ok a

Integrando essa equagdo, encontra-se a seguinte solucao,

k2

Fl)=Ae © .
Para determinar A4, iguala-se k a zero, o que leva a resolucdo, F(0) = A4, e a forma

integral da funcdo acaba se reduzindo a
FOy= [ e“dx .

Para resolver-se essa integral, pode-se recorrer ao artificio

FX(0)= T ]2 e_a(x2+y2)/2dxdy

—00 — 00

e utilizando um sistema de coordenadas polares transformar essa integral para a forma

21

FOy= [ [ e rdrde
00

ou seja,

]O‘ e—alezdx :\/2_75 .

Portanto, 4 serd igual a SLy

Dessa forma, a integral inicial tera a solugao,
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© 2 i
—ax’12 _—ipxlh T a2
fe TP e =4 ==¢e ** .

o

—00

e a funcdo associada ao estado vibracional fundamental, no espaco do momento, acaba

reduzindo-se a expressao
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Apéndice C

Estimando Incertezas para o Oscilador

A incerteza (ou desvio padrdo, como ¢ definido em estatistica) relacionada a uma
determinada observavel, pode ser expressa pela relagao
(AA)=(4")=(4)",

onde os valores médios, ou esperados, podem ser calculados pela expressao [13]

fAP(w)dw

(A)=——
_fP(w)dw

onde P(w) ¢ a distribui¢do de probabilidade e definida na Mecanica Quantica como o produto
da fung¢do de estado com o seu conjugado complexo, expressa como [¥P(x)|* . Para as fungdes
normalizadas, o denominador dessa expressdo ¢ igual a 1. Utilizando-se a fun¢do de onda do

estado fundamental do oscilador harménico,

\Pl(x):(a/n )1/467(1);2/2 ,

o valor esperado para a variavel x, pode ser calculado pela relagao,

o0

<x>=(a/n)mf ey e gy , (3.C1)

—00
onde o operador x, estd expresso na representagdo da posi¢do. No integrando tem-se uma
funcdo impar, e a integral de uma func¢ao impar em um intervalo simétrico ¢ zero, portanto o

valor médio da posicao sera 0.

Da mesma forma como foi calculada a posicao média, pode-se calcular o momento
médio usando-se a distribuigdo de probabilidade no espaco do momento, onde o operador p ¢
um operador multiplicativo. Entretanto, aqui ¢ mais simples calcular (p) na representacio da

posicdo, o que exige uma ligeira mudanga na defini¢ao de valor médio, ou seja,
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(0)=(¥|0]Y).

Assim, expressando o operador momento na representacdo da posi¢do, —i ha , seu valor
médio fica dado pela integral.
0 ) d 67GXZ/2
<p>=(a/7t)”2(—ih)f ef'”/szx (3.C2)

S
Calculando a derivada, encontra-se uma fungdo total impar no integrando, o que faz
com que a integral também seja zero, ¢ da mesma forma que a situagdo anterior, o valor
médio do momento sera zero.
Sabendo-se que os valores médios das observaveis sdo zero, conseqiientemente os
quadrados das incertezas se resumirdo a
(Ax)y=(*) e (Ap)=(p) (3.C3)

e, no caso da posi¢ao, € preciso resolver-se a integral

o0

<x2>=(a/n)”2f e—alezxze—alezdx . (3.C4)

—0o0

Recorrendo-se a relagdo abaixo [14]

«© 1/2
[z gp1:3.5....(2n 1)(1:) ’
0 a

2;1+1 an

o valor de (x*), ou melhor, do quadrado da incerteza da posigdo, sera dado por

a

2 2, 1 [® 1/2:_
(x)=(aln) 24a2( )

0 que permite escrever a incerteza na posi¢cao como

12
1
Ax=|—| .
“fad)
Por sua vez, o quadrado da incerteza do momento pode ser calculado pela integral
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2\ _ a 1 2 T —ax’l2 dZe—ocxz/Z
(pH)=—|=| h fe ———dx. (3.C35)

2
he dx
Efetuando-se a dupla derivada, encontra-se duas integrais conhecidas, cujas solugdes

permitem escrever

1/2
a

+=
2

e vl

Portanto, a incerteza do momento pode ser expressa como,

a 1/2
Ap=h ( 5) .

Os valores das incertezas foram obtidos com as fungdes e operadores na
representacao da posicao, ou seja, os calculos foram feitos na representagao da posigao.

Para efeito ilustrativo, pode-se repetir os calculos utilizando-se a fungao de estado e
os operadores na representacdo do momento. Nessa representacdo a fungao de estado para o
estado vibracional fundamental ¢ dada por

®,(p)=(a'lm)" e ",

e os valores médios, ou esperados, para as observaveis estudadas podem ser expressas como,

o L —a'p’l2
<x>:(a1/n)1/2(l.h) f e—a plzderp , (3C6)
€
(p)=(a'Im)" [ e pe™ " dp . (3.C7)

Vale destacar que as duas integrais envolvidas sdo idénticas matematicamente as encontradas
no espaco da posicao, sendo a integral (3.C6) idéntica a integral (3.C2) e integral (3.C7)

idéntica a integral (3.C1). Portanto, sdo zero, devido a paridade das fungdes.
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Ja os valores médios de x* e p? sdo calculados da seguinte forma,

o0

<p2>:(0C ,/n)llzj‘ e—a'ﬁz/2p2e—a'pz/2dp (3C7)
P \1/2 © o 2 —a'pl2
<x2>:_(%) h2J' e plzd edp2 dp (3C8)

que sao idénticas as integrais (3.C4) e (3.C5), podendo assim ser resolvidas da mesma forma.

Isso, reduz os valores de (p°) e (x°)a

(ApP=(p=55 e (Axi=(x)=

o'
>

Por defini¢do, a' € igual ao inverso de a/?, portanto, os valores das incertezas serdo
os mesmos dos encontrados anteriormente. Isso nos mostra que ndo importa a representagao,
os valores das incertezas serdo sempre os mesmos e seu produto satisfaz o principio da

incerteza (indeterminagdo) de Heisenberg.

_h
(p)=2
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Apéndice D

Equacgéo do Oscilador Harmonico no Espaco do Momento

Nessa sec¢do, apresentaremos a transformada de Fourier da equacdo de Schrodinger
na representacdo da posicdo para a representacdo do momento. Desta forma, partindo da
equacao (3.D1), abaixo,

_RdY(x) kg
T + > Y(x)=E¥(x) (3.D1)

podemos seguir o mesmo ritual ilustrado nos livros-textos para uma equacao geral.[15]

Primeiro, escrevemos a equagao (3.D1) como abaixo,

2 2
_d¥(x) E2m ‘P(x)z—kmx

Y(x), 3.D2
dx2 hZ h2 ( ) ( )
€ a rearranjamos na forma
2 )
_d ‘P(zx)_ EZ;” ‘P(x)z—@z f x"W(x")d(x"—x)dx’, (3.D3)
dx h [/ —
utilizando a propriedade a fungado delta de Dirac expressa na equacao (3.D4).
£ ()= ] £ (308 (vg=y)dy, (3.D4)

—00

Antes de darmos o proximo passo, definimos as transformadas de Fourier das

funcdes de onda pelas relagdes (3.D5) e (3.D6),

®(p)=(h2m) " f ¥(x)e ""d (3.D5)

W(x)=(m2n)"? [ o(p')e” "dp" . (3.D6)

—00

Entao, substituindo a relagdo (3.D6) na equagao (3.D3), podemos reescrevé-la na forma
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d’V¥(x) E2 km Ve " gy
dxgx)_ h;n ‘I’(x)z——n;fx 2[( 1/2J‘® """ g

—ipx/h

d(x'—x)dx".(3.D7)

A seguir, multiplicando a equagao (3.D7) por th e integrando-a em toda extensdo de x,
T

chegaremos a equagdo (3.D8)

0 2 —ipx/h
f . d ‘P(zx)_EZZmlP(x) e dy=
e dx h

_T[ f [th ”2fc1> e dp

que passara a ser analisada termo a termo.

O primeiro termo do primeiro membro, expresso pela integral,

© 2 —ipxl b
f d lI’(Zx) e dx |
dx Vi2n

—00

pode ser resolvido utilizando a regra de integragdo por partes. Para tal, escrevemos

j fdg= fgl",— j gdf

com g e f definidas como,

d’¥(x) d¥(x)

dg=-— d =—

& S
e*lpx/h _ l.p e ipx/h

/= nzn IS ™

A partir dessas relagdes, podemos reescrever a equagao (3.D9) como

ol e e™  ldv(x) e T d¥x)|[=ip)e ™"
-fw[_ : ]mndx‘ [ dx w@—an _fw[ i ]( h)m,tdx

(3.D8)

(3.D9)

(3.D10)

(3.D11)

(3.D12)

(3.D13)
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Na resolucdo da equagdo (3.D13) consideramos que se a fungdo de onda for bem
comportada, entdo o valor de ¥ (x), quando x ==+, serd 0; também, supondo que a fungio
varie mais rapidamente do que a primeira derivada na regido de |x| muito grande, entdo, a
derivada serd 0 em ambas as extremidades. Ja a fungdo exponencial ¢ uma funcao limitada, e
o limite do produto de duas fungdes, onde uma ¢é limitada e a outra tende a zero, € zero.
Portanto, o primeiro termo do segundo membro da equagdo (3.D13) serd 0, sobrando o

segundo termo do segundo membro, reescrito abaixo,

B © _d‘P(x) _l.p e—ipx/h
fw[ - ]( p )\/h2n dx . (3.D14)

Para resolver a integral (3.D14), podemos utilizar novamente a regra (3.D10), definindo fe g

da maneira a seguir,

ng—d\P—(x)dx - g=—%(x) (3.D15)
dx
_l-p e*ipx/h _p2 e*ipx/h
=t — df = d 3.D16
I=% Ve T YT R (3.D16)

que, apods substituicao (3.D14), (3.D15) e (3.D16) em (3.D10), nos fornece.

_j: l_dT(x)](_lp)elpx/h e _T(x)(i) e*ipx/h 0 +oo _‘P(x) _pZ —ipx/h 0
e dx I [Vh2x hoJNR2m |, Z, B |VA2mw

(3.D17)

Novamente, observamos que se W (x) for bem comportada, entdo a fungio de onda

tendera a zero para x tendendo a *oo e, sendo a fun¢do exponencial uma fun¢do limitada,
entdo o primeiro termo do segundo membro serd zero. Dessa forma, fica restando-nos

somente a integral

—ipx/h 2 1

dx=2-
V2 @ Vh2n

Q

¥(x)e ™" dx

5 8

b
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que apods uso da transformada de Fourier da fun¢do de onda no espago do momento, definida

na relagdo (3.D5), nos permite escrever

8]

1
h2

|’m

)

§ =38

) 2
’ ‘P(x)e_’pxmde%(D(p) . (3.D18)

a

Quanto a segunda integral da equagdo do oscilador harmonico, reapresentada abaixo,

ol E2m g i E2m 1 7 s
_E2m dx=— ¥(x)e g 3.D19
'[o[ K <x)]\/h2n * B NR2m Y, (x)e * ( )

a utilizag@o da transformada integral (3.D5) nos permite escrever

E2m 1 ¢ ipxlh E2m
— ¥ P dx=— ()] . 3.D20
7 \/m _J;O (x )e X [E (p) ( )

Para completar as integragcdes na equagdo (3.D8), vamos reescrevé-la no forma que

se segue.

Tl_%j‘x@[ 1/2fq) sz/h p'

o 0 © L —ipx/h
= ——Xx ) p')e’” x'—x Ip' dx ' dx
’;”2" 2(h2n) 2o pr) e 5 )jhz dp'dx'd

00 — 00 —00 Tc

Para a resolucdo da integragdo em x ', utilizamos a propriedade da fungdo delta de Dirac

expressa pela relacao (3.D4),

T k_m 112 N e _ ) 3
J T3 h2m) o) b —x)dv dp e
T T—@x h2m)” 1/Z(I)(p')eip'x/h—eﬂipxlh dxdp' =
Lt K h2n
m . 1Y =¥ (p=p )l :
—l;_l—(h27t) J‘ f x®(p'le dxdp

Antes de continuarmos, observemos que derivando a parte exponencial obtemos a seguinte

identidade,
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dp h ’
que derivada novamente,
d2 —ix(p—p")lh _ x2 e (pp')ih
dp’ W

e substituida na integral acima resulta em

0 0

—];—T(h 2n)_1f f xz(D(p’)e_ix(p_p')/hdxdp’ =
o0 00 2
=km(h27t)_1f f O(p') —x—ze_iX(p_p,)/h dxdp' =
0 © 2 —ix(p—p')ih
=km(h27t)71f f O(p') d e dxdp' =

2 o0 o0
km(h2n)_1d— f f O(pe ™" M agxdp’ =

dp’ %, °
[ @ ham) [ e gy 3021
= km-—s (p ) Je xdp' . (3.D21)

A seguir, lembrando a defini¢do abaixo da fung¢ao delta de Dirac,

o0

5(k—ky)=(2m) [ &™) ax

— 00

onde k = p/h, e utilizando a propriedade da fung¢do delta de Dirac abaixo

8(ay)=lal"'3(y)

a integral (3.D21) acaba se reduzindo a
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k d_zjiq)< (k2 —IT —iX(P—p')/hdd '= km d2
" p')h2m) " ) e xdp '=km——

[ @(p)s(p—pdp’
p e —00 p —0
que, ap6s o uso da relagdo (3.D3), nos leva a
d2 i ! ! [ — dz@(p)
km—zf O(p")8(p—p')dp'=km . (3.D22)
dp” dp

Para finalizar, substituimos as relacdes (3.D18), (3.D20) e (3.D22) em (3.D8), obtendo

2
J _E2mq) =kmd O(p)
P (p) = (p) “
ou
2 2 2
p kK d" ®(p)
P p(p)—ED(p)="L 4 2\P)
" (p) (p) 2 @
: kK d*®
Lo p) -t L2P)_pop)
m 2

dp

que ¢ a equacdo de Schrodinger independente do tempo no espaco do momento
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Apéndice E

Distribuiciao Classica do Oscilador Harmonico

Na mecanica classica, os valores de posicdo e momento sdo bem definidos em um
dado instante. Vamos, entdo, supor que em um intervalo de tempo A¢ ocorra uma variagao Ap
do momento. Assumindo uma varia¢ao infinitesimal dp, teremos assim um intervalo de tempo

correspondente dt. Essa variacdo de tempo pode ser expressa ainda da seguinte maneira [16]

dp
dt=
TR (3.E1)

Classicamente, definimos o momento como mv, sendo m a massa e v a velocidade

AR dp
( dt) . Assim sendo,( a’t) pode ser expresso como,
dp_d o\ d| dx\_ d’x_
a’t_dt(mv) " (m a’t) m % ma , (3.E2)

onde a ¢ a aceleragdo. Como essa relagdo expressa a defini¢cao de forga, podemos escrever

Supomos ainda que o sistema ¢ periddico, com um tempo de translacdo de um

periodo (1) igual 2 n\/% . O periodo ¢ associado ao movimento de translagdo em ambos os

sentidos e, supondo que o movimento em um sentido seja idéntico ao outro, podemos tratar o
problema como o movimento de um lado para o outro desconsiderando a translagdo oposta.
Assim, um intervalo de tempo de uma translagdo sera a metade do periodo, 1/2.

Isso posto, podemos considerar a probabilidade de encontrar o sistema com um
determinado momento p como a fragdo de tempo em que o oscilador tem esse valor dividido

pelo tempo total. Portanto,
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dt _2 _dp
/2 t|F(x)”°

P(p)dp=

onde, P(p) por defini¢do ¢ a distribuicdo de probabilidade, e P(p)dp ¢ a probabilidade de achar

o oscilador com o momento entre p € p+dp.

Claramente, a distribui¢do de probabilidade do momento ¢ dada por

(3.E3)

onde F(x) depende da variavel x e P(p) de p, mas, como estamos interessados na distribuicao

do momento vamos, entao expressar F(x) em funcdo do momento.

Primeiramente, vamos definir F(x) para o sistema de interesse. Segundo a lei de

Hooke, a for¢a para um oscilador harmonico € expressa por
F(x)=—kx

0 que nos permite escrever a energia potencial como

dV (x)=—F(x)dx ou

V(x)z—f oy =2
) 2
Em termos de V(x), o modulo da for¢a pode ser escrito como
|F(x)|=VV (x)2k . (3.E4)
Entdo, para um sistema como energia total, F =%+ V(x), usando a relagdo (3.E4)

obtemos
my’
|F(x)|= (E——)2k (3.E5)
Como ja visto, a defini¢do classica de momento linear ¢ dada por

9

_p
=my ou V="
p m
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2

e E ¢ definida por 2p_0 , onde py ¢ o valor médximo do momento. Substituindo essas definigdes
m

classicas em (3.E5), obtemos

|F(x)|=\/(pé—p2)k/m . (3.E6)

que substituida em (3.E3) fornece a relagdo abaixo.

Pip)=2—

k. 5 (3.E7)
—(py—p°)
u

Substituindo agora t pelo seu resultado classico (2 v/ u/k ) a distribuicdo (3.E7) se reduz a

1
PU’):ﬁ
Npe— P

Para que possamos comparar a distribuicdo classica com a quantica, vamos usar um

valor de p,=V2uE , mas com um valor de energia igual a de um oscilador quantico no
estado n, ou seja,
2 _ \/7
Po=2u0E=2n+1)Aivkp
Desta forma, a distribuicdo classica associada com um determinado estado pode ser expressa

pela relagdo

1
N\/(2n+1)h\/k7u—p2

P.(p)=

(3.E8)

que foi usada para a construg¢ao da curva para n = 30 na secao 2.
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4. Atomo de Hidrogénio

4.1 O problema conhecido

Do ponto de vista quimico, o atomo de hidrogénio ¢ o sistema mais simples
encontrado na natureza. Em funcao de tal simplicidade, o modelo referente a este sistema ¢
um dos assuntos mais abordados nos cursos convencionais, pois o mesmo ilustra diversos
fundamentos utilizados em sistemas mais complexos.

Este sistema, como conhecido, ¢ composto de um proton e um elétron. Ao se estudar
a interacdo desses entes, inicialmente procura-se separar o0 movimento interno do movimento
translacional externo do sistema. Separando os dois movimentos, e considerando a diferenca
das massas, podemos reduzir o problema ao movimento de uma particula em um campo
coulombiano, ou seja, abordamos o problema como se o nucleo estivesse parado e o elétron
estivesse em movimento. A equagdo de Schrodinger do problema, como ¢ apresentada nos

livros textos, ¢ dada como [1],

K e’ _
_2_Mv2q1(r)_ ¥(r)=E¥(r), (4.1)

4ne,r

onde V? é o operador laplaciano, r representa o vetor de posigdo referente ao elétron, Are
0

¢ a constante do potencial coulombiano, em unidades do SI, encontrada no electromagnetismo

classico e uz(mpme)/(mp-i- m,)=~m, éa massa reduzida do sistema.

Partindo da equagdo (1), utilizamos o sistema de coordenadas esféricas polares, que
nos possibilita separar o problema tridimensional em trés problemas unidimensionais
conhecidos. A primeira separa¢do nos gera uma equacao referente a parte radial e uma outra

equacao da parte angular do modelo. A equacido radial € usualmente expressa como [2]

— = - —E|R(r)=0
e (r)=0, (4.2)

B d [ rPdR(r) N BI(I+1) €
2mr’ 4meyr
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onde /(/+1) ¢ a constante de separa¢do. A solugdo desta ultima equacdo ¢ bem conhecida e

dada pela funcdo que se segue,

R(V):N rle—r/naoLZH—l(ﬁ) ’

nl n+l
na,

, . o L21+l 2r - oA
onde N, é a constante de normalizagdo e L,:; || s3o os chamados polindmios
0

associados de Laguerre. O autovalor da equacdo (2) ¢ dado pela relagao

4
me

nT o052 2 2
8h™ejn”’

sendo essa expressdo a mesma obtida por Bohr para os possiveis valores de energia na

“Velha Mecanica Quantica”. [3]

A parte angular do problema se resume a resolug¢do da equacao

L2V (0, )=R1(1+1)Y(0, ) (4.3)

A

2 r
onde o quadrado do operador do momento angular, L~ é expresso como

f2_ 1 2 0 1 &
L=—F 0 [sengL \4— T
[sen& ae(sen ae) sen’ 07 |

A solucdo da equagdo (3) ¢ conhecida na fisica-matematica como harmdnicos esféricos, e,

convencionalmente, sdo escritos como [4],

Y/'(0,$)=N,, P/ (cosh)e ", (4.4)
onde P! (cosf) sdo os polindmios associados de Legendre e N, ¢ a constante de
normaliza¢do das fungdes. A constante /, dada na equagdo (3), ¢ o nimero quantico azimutal,
e o m ¢ denominado nimero quantico magnético, e surge na separacdo de varidveis da
equacao (3).

A fun¢do de onda total do dtomo de hidrogénio ¢ dada pelo produto das fung¢des

radiais da equacdo (2) com os harmonicos esféricos, ou seja,
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lP(r):anmRnl(r)Y;n(H’(b)a (45)
onde N, € a constante de normalizagdo total. Essas autofun¢des contém, em principio, todas
as informagdes necessarias para se descrever o sistema em um determinado estado. Segundo a

interpretacdo probabilistica convencional, elas nos possibilitam obter distribui¢cdes de

probabilidades associadas a cada estado, sendo estas obtidas através de |W(r)|*. A integragdo
dessa distribui¢io em todo o espago deve ser igual a 1. Através de W (r), somos também
capazes de calcular valores médios de uma observavel, que estatisticamente correspondem a
uma média sobre um nimero grande de medidas de uma propriedade que efetuariamos em
sistemas identicamente preparados.

Essa ¢ a forma que o estudante em um curso de Quimica Quéantica ¢ inicialmente
apresentado ao atomo de hidrogénio. Entretanto, essa abordagem influéncia sua concepgao
posterior em relagdo a todos os demais modelos, incluindo sistemas mais complexos nos quais

sempre se procura raciocinar em termos da posicao das particulas.

4.2 O estado fundamental

Em nosso trabalho, vamos abordar o 4&tomo de hidrogénio de uma outra maneira nao
convencional, isto é, ao invés de usar posi¢ao do elétron como varidvel dindmica, vamos tratar
o problema no espago de momento. Para oferecer um tratamento mais acessivel, ndo vamos
percorrer o caminho cronologico em que os fatos ocorreram, pois inicialmente ndo houve
preocupacdo em se buscar uma forma didatica de apresentar o assunto. Portanto, vamos
abordar o assunto de uma maneira mais simples, e depois tentar desenvolvé-lo gradualmente
até chegarmos ao problema geral.

Desta forma, para o caso mais simples do modelo, o estado fundamental, sua fung¢ao

de estado (no espago da posicao) ¢ dada pela expressao

1 —rla,
‘Pls(r)=me o 4.5
0
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onde ay ¢ o raio de Bohr, 0,52917 A, valor esse idéntico ao calculado pelo modelo de Bohr da
“Velha Mecanica Quantica”. Como podemos observar, essa solucdo depende apenas da
variavel 7, ou seja, em uma linguagem mais formal podemos chamar essa solugdo de
esfericamente simétrica. Para facilitar nossa abordagem, vamos olhar para o problema
unidimensionalmente e fazer a transformada de Fourier dessa fun¢do utilizando um espago de
momento unidimensional. Da mesma forma como tratamos os modelos anteriores, a
transformada de Fourier para o estado fundamental do 4tomo de hidrogénio, em uma

dimensao, ¢ dada pela integral abaixo,

—(1ay+iplh)r
J' a,+ip dr

(pls lh nao o .

cuja resolugdo nos leva a seguinte funcao,

a1
0(p)= Jh  pes p/h) (4.6)

que ¢ a fun¢do de onda do estado fundamental no espago de momento. Apesar de sua forma
funcional completamente distinta daquela da equagdo (4.5'), ambas predizem o mesmo valor

de -0,5 u.a. para a energia.

4.3 Solu¢io no espaco do momento

Apo6s determinar a solugdo para o estado fundamental, vamos abordar o problema
para os demais estados esfericamente simétricos. Por definicdo, para estes estados as funcgdes
sao independentes dos angulos, ou seja, / ¢ igual a zero. Em problemas esfericamente
simétricos, uma simplificagio conveniente ¢ utilizar uma solugdo na forma u(r)=rR(r),
para que a derivada primeira da equacao (2) se anule. Feita esta modificagdo, e lembrando que

) . d . ~
os operadores conjugados r e —i /i . (em uma dimensao) no espaco de coordenadas passam
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. d :
a ser representados por lh% e p no espago do momento, a equagdo de Schrodinger no

espaco do momento pode ser expressa como (Veja o Apéndice A)

dd

(p2+h21<2)(%)=—(2p+ic)(1) ,

cuja autofuncdo ¢ dada por

(D(p):A(pz_'_thz)qeizntg’l(plxh)-

Através da identidade abaixo, provada no Apéndice B,

. kl2
1—ix

e—z’ktg"(x)_ :
1+ix

2

podemos reescrever a solucdo anterior da seguinte forma,

O(p)=A(p*+<’h*)"

1—i(plxh)|
1+i(plxh)| "

Para o estado fundamental, » = 1, temos

| 1=i(plxh)
(D :A 2+ 2h2 1
ls(p) (p K ) 1+l(p/Kh) s
que rearranjada, se reduz a
1
(p)=B——. :
1 {1+ip/1<h}2 @.7)

Como podemos observar, esta funcao ¢ diferente da solugdo encontrada com a transformada
de Fourier. Para comparar as duas, temos que lembrar que, ao fazermos a transformada, a
solugdio no espago de momento que obtivemos teve como ponto de partida a solugio R(r).
Entretanto, na resolug¢do da equagdo no espago de momento, utilizamos uma solu¢ao na forma
u(r)=rR(r). Algebricamente, nessa relacdo, » atua como um operador multiplicativo.
Entretanto, lembrando que o operador » no espago do momento é dado por i/ j_p , podemos

escrever,
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q)(p)zihdcz—;m ou —%fd)(p)dp:@(p),

relacdes essas que podem ser verificadas utilizando as solu¢des encontradas para o estado
fundamental, dadas pelas solucdes (6) e (7). Desta forma, chegamos a solugdo, @(p) , através

de dois caminhos possiveis.

4.4 O estado fundamental sob uma perspectiva tridimensional

Nas duas se¢des anteriores, tratamos o problema como se fosse um problema
unidimensional. Agora se faz necessario salientar que, embora estejamos lidando com
solugdes esfericamente simétricas, os espagos tridimensionais correspondentes aos vetores 7
e P ndo estdo necessariamente alinhados numa mesma dire¢do, fato esse de relevincia no
calculo da transformada de Fourier em que o produto escalar 7+p aparece no termo
exponencial. Como mostrado no Apéndice C, para o sistema tridimensional, a solu¢do do

estado 1s no espago do momento, pode ser obtida pela seguinte transformada de Fourier, [5]
0 (p)= = [ wilr)e T
h

Alinhando os sistemas de coordenadas nos dois espacos de tal forma, que o angulo
entre os vetores 7 e P seja igual a 6, a integral tripla ¢ facilmente resolvida, resultando na

seguinte solucado,

8k a,’ 1
(I)ls<p): - - (hz+pza 2)2
0

Olhando para essa solucdo, verificamos uma certa diferenca com as solugdes
encontradas anteriormente, isso porque a escolha do sistema de coordenadas ¢ diferente. Na
ultima transformada usamos o sistema de coordenadas esféricas polares para ambos os casos.
Nele fizemos uma correlagdo direta da coordenada radial de um espago com o coordenada
radial do outro espaco. Porém, na equagdo resolvida no espago de momento utilizamos uma

coordenada de momento conjugada da coordenada da posi¢do. No Apéndice D hd uma
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discussdo um pouco mais detalhada sobre a escolha do sistema de coordenadas a ser utilizado
no problema juntamente com a dificuldade conceitual encontrada.

Observando essas solucdes, vemos que no espago da posicao temos uma exponencial
e no espaco do momento temos uma lorentziana, evidenciando o fato da transformada de
Fourier de uma funcdo exponencial sempre ser uma fun¢do lorentziana. Verificamos
matematicamente que as fung¢des de estado podem mudar funcionalmente dependendo do

espago.

4.5 Sistema com soluc¢des angulares

Até essa etapa trabalhamos com a parte radial da solucdo do atomo de hidrogénio.
Vamos, agora, continuar com um tratamento envolvendo as solugdes com / > 0. No final da
se¢do anterior, discutimos a diferenca entre as solu¢des encontradas em um espaco
unidimensional e as solu¢cdes em um espago tridimensional. Observamos que as solugdes
encontradas em ambos os tratamentos nao se reduzem a uma mesma funcao devido a restricao
na coordenada radial, que ndo considerou as demais coordenadas de ambos os espagos.

Para obten¢ao das solugdes gerais temos, assim como nos demais casos, duas formas
de resolver o problema, sendo uma a transformada de Fourier das solugdes no espaco da
posicdo e outra a resolu¢do da equacdo de Schrodinger no espaco de momento. A
transformada de Fourier da solugdo geral foi feita por Podolsky e Pauling, em 1929 [6], e

como detalhada no Apéndice E, se resume ao célculo da seguinte integral tripla

2n

Yl P, @, @)= [ [ [ elitFeosey (10 ¢)r’senOdrd 0d ¢ .
0 0 0

A solugao desta integral pode ser expressa como,

_ L (=1
Vnzm(P’@:(P)—an 5 112 C,i 2 Ylm(@:(P)
¢+ '+l
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2
. -1 . A .
onde { ¢ igual a (nay/h)P e Cit}_l(é?) sdo polinomios de Gegenbauer. Definidos
como no caso particular da fungao Is (n=1, /=0), esta solucdo se reduz a fungdo obtida pela
transformada feita anteriormente em um espago tridimensional.

Uma outra forma de obtengao da funcao de onda ¢ através da resolu¢ao da equagao

integral obtida no espago do momento. Como mostrado o Apéndice F, essa equagdo pode ser

expressa como

(—k2+a2)d)(p)=%f®#d3p’

cuja solugdo, obtida através de técnicas matematicas muito avancadas, pode ser expressa pela

relacdo abaixo (veja o Apéndice G). [7]

1

@, (a,9,0)=N,(sena)C!" (cosal(sen 9)mC;njmz(cos{})ei"”p

nlm

Embora tenha-se encontrado a mesma solugdo por ambos os caminhos, nio ¢
possivel encontrar uma analogia direta de uma coordenada isolada de um espaco com uma
coordenada especifica do outro espaco. Uma forma convenientemente de se fazer isso ¢ partir
da equacdo do hidrogénio no espago da posicao, apos haver feito a separagdo de variaveis, e
definir um sistema de variaveis no espaco do momento relativo a cada varidvel no espago da
posi¢do (p,,p, e p,) (veja o Apéndice D). A fungdo de estado geral nesse novo sistema de

coordenadas ¢ dada por,

D, 1w(Prr Do D)= i (P)) Bi (P9)S(Dy+m),
onde a primeira fun¢do ¢ uma série dependente de n e /, a segunda funcdo ¢ uma série
expandida em uma base composta de fungdes de Bessel, e a terceira ¢ uma fun¢do Delta de
Dirac. Esse tratamento foi feito por Lombardi [8], mas como podemos observar no Apéndice
D, essas varidveis ndo sdao observaveis e foram escolhidas simplesmente por conveniéncia
para associagdo de varidveis particulares. A natureza matematica dessa solucdo ¢ totalmente

distinta da solucdo encontrada em coordenadas esféricas polares no espaco do momento.
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Como o nosso objetivo ¢ apresentar uma abordagem distinta da convencional (no espaco da
posicdo), ndo ha necessidade de associarmos uma coordenada especifica de um espago com
uma coordenada especifica do outro espaco. Desta forma, vamos nos limitar ao sistema de

coordenadas esféricas polares em ambos os espagos.

4.6 Solucgodes no espaco do momento
Vamos analisar as solugdes encontradas nos dois espagos. No espaco da posicao, a

func¢do de estado para o estado fundamental ¢ dada pela funcao,

Tls(r): \/7:a e_r/a"
0

e a correspondente solug@o no espaco do momento € expressa como

8K a,’
®ls(p): T .

Através dessas duas func¢des podemos construir graficos das distribuicdes de

1
<h2+p2a;>2] |

probabilidades. Na Figura 1, abaixo, apresentamos as distribui¢des de probabilidades para o

estado fundamental do 4&tomo de hidrogénio em ambos os espagos.

0081

ol
o’

004 1

0,00 . }
1

) p (h2az)

=
Fat
-1

Figura 1. Distribui¢oes de probabilidades para o estado fundamental do
hidrogénio (a) espago da posi¢ado, (b) espago do momento.

86



Como seria de se esperar, as distribui¢des sdo diferentes, e apesar de ndo haver uma relagao
direta entre elas, ndo ¢ dificil mostrar que elas sdo consistentes com o principio da incerteza
de Heisenberg. Note que, se definirmos a largura a meia altura dessas distribuigdes como as
incertezas na determinacgdo da posi¢do (Ar) e do momento (Ap), ArA p>h/2, a forma de
interpretar os dois diagramas ¢ idéntica. Na distribuicdo (a) o maximo da distribuigdo
corresponde ao valor de distancia mais provavel de se encontrar o elétron, que € o raio de
Bohr neste caso. Ja no caso da distribui¢do (b), o valor maximo da distribuicao corresponde

ao valor mais provavel do momento do elétron neste estado.

Para o primeiro estado excitado, 2s, teriamos as seguintes distribui¢des nos dois espacgos.

0,20

(o)

0,154

1

0,10 4

r |z |:.:'._:"1
T IEEN

1

0,03 4

0,00

15 ,
T} P hidma )

Figura 2. Distribui¢cdo de probabilidade o estado 2s do hidrogénio.(a) espago da
posicao, (b) espago do momento.

Esses dois diagramas nos permitem salientar uma interpretacdo que gera muita confusdo entre
os estudantes. Considere o caso da distribui¢do no espago de coordenadas. Muitos estudantes
sem um bom conhecimento de Mecanica Quantica poderiam colocar a seguinte questdo. Pela
Figura 2a vejo que existe uma probabilidade ndo-nula de encontrar o elétron entre 0 e 2a, €
para valores maiores que 2a,. Entretanto, no ponto 2a, essa probabilidade ¢ nula. Como pode,
entdo, o elétron se movimentar de uma regido para a outra se no meio tem um ponto em que a

probabilidade de encontréd-lo ¢ nula? A resolucdo deste aparente paradoxo ¢ lembrar ao
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estudante que perguntas do tipo que ele fez ndo sdo permitidas no contexto da Mecanica
Quantica, pois ndo ha o conceito de trajetoria e, conseqiientemente, ela ndo se descreve seu
movimento. Tudo que ela nos permite obter sdo essas distribui¢des e valores médios das
observaveis. A associagdo com o mundo real ¢ obtida por diferencas de energias (autovalores
do Hamiltoniano) que podem ser associadas a algum tipo de espectro observado

experimentalmente.

No caso de estados com [ > 0, as solucdes angulares sdo idénticas nas duas
representacdes. Em ambas as representagdes as solucdes sdo dadas por harmodnicos esféricos
e, embora as solugdes sejam idénticas, a semelhanca ¢ apenas matematica, pois o significado
fisico de cada uma ¢ distinto por se referirem a varidveis dindmicas diferentes. Da mesma
forma que construimos distribui¢des de probabilidades da parte angular na representacdo da
posicdo, podemos fazer o mesmo para a representagdo do momento. Vamos fazer a
representacdo grafica da distribui¢do no espago de momento da parte dependente do dngulo ®

da funcdo de onda do estado 2p,.

n, @)l
1,01
0,8
0,6
0,41
0,2 4
0,0
0,2 4
0,44
0,6

0,8

1,0-

Figura 3: Grafico polar da distribui¢do de
probabilidade em fungao do dngulo @ do
momento para o estado 2p. do
hidrogénio.
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Nesse grafico, so foi considerada a parte em ® da fungdo de onda. E fonte de muita confusio
entre alunos as varias formas de se tentar entender as diferentes distribui¢des. Entretanto, ndo
vamos examinar isto aqui que pode ser encontrado nos textos basicos de Quimica Quantica [9,
10 e 11]. Salientamos, ainda, que a forma de se analisar esse grafico ¢ idéntica a utilizada na
representacao da posi¢ao. O nd (zero na fungdo) corresponde aos valores nas diregdes do
vetor momento especificadas por esses valores, ® iguais 90° e 270°, o modelo nos diz que a

probabilidade de encontrar o elétron ¢é nula.

4.7 O modelo do atomo de hidrogénio e o0 espaco do momento

Em nossa abordagem, mostramos que ¢ possivel tratar o modelo do atomo de
hidrogénio na Mecanica Quantica em uma representacdo diferente da usual, sendo essa a
representacdo de momento. Foi possivel obter solucdes na representacdo do momento fazendo
a transformada de Fourier das solu¢des conhecidas no espaco do momento, e também através
da resolugdo da equagdo de Schrodinger no espago de momento. Uma outra particularidade
encontrada foi o tipo de sistema de coordenadas adotado, pois em sistemas unidimensionais o
sistema de coordenadas ndo se constituia em um problema. Finalmente, apresentamos
algumas visualizacdes graficas de distribuicdes nos dois espacos e discutimos possiveis

problemas que podem ocorrer na compreensdo das mesmas.
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Apéndice A

Atomo de hidrogénio com / = 0, segundo Ivash

Vamos fazer uma discussdo um pouco mais detalhada sobre o trabalho desenvolvido
por Ivash [12] sobre o atomo de hidrogénio. Nesse trabalho, foi resolvido o problema
referente a parte radial da equagdo de Schrodinger somente para os estados em que /=0
usando uma abordagem que ele considera mais simples que os tratamentos gerais existentes.

Como amplamente conhecido, partindo-se da equagdo geral no espago da posi¢ao,

2
e

4dreyr

—%V“P(rw ¥ (r)=EV¥(r),

e fazendo-se a separacdo apropriada de varidveis, somos levados a buscar solucdes para a

equacao radial abaixo,

4 - —E|R(r)=0
e (r)=0, (4.AD)

_h* d[rdR(r) N BI(l+1) €
2mr2 47[501"

onde /(/+1) ¢ a constante de separacdo. Como nesse contexto nosso objetivo ¢ trabalhar com

os estados onde /=0, além dessa simplificagdo, ¢ conveniente buscar uma solug¢do na forma,

Desse modo, o primeiro termo entre parénteses na equagao (4.A1) se reduz a

rzdR(r):du(r)

5 5 r—u(r).

Derivando a relagdo acima, encontramos,

r

i(rz dR(r)): d’u(r)
dr’ ’

dr dr

que substituida na equacdo (4.A1) nos fornece,
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—hzdzu_ e’
2m dr* Amer

u(r)=Eu(r) .

A seguir, multiplicamos a equag@o acima por r para facilitar sua transformagdo para o espago

do momento,

— i dzu_ e’
2m  dr* 4me,

u(r)=Eru(r),
Nesta forma em que estd escrita, a equagdo ¢ tratada como se correspondesse a um problema
unidimensional. Desse modo, para fazer a passagem para o espaco de momento, lembrando

., d .
que o par de operadores r ¢ p=—1il . DO espago de posig@o passa a ser representado por

inh % e p no espaco de momento, podemos transformar a equacao acima na forma abaixo
ih d e’ o d®
——p O(p)— O(p)=ihE—
omdp? (p) dne, (p)=i b

supondo que a relacdo entre u(r) e ®(p) obedece a transformagio.

u(r)=ﬁi®(p)e”’"’hdp

Para simplificar o problema, vamos fazer as seguintes substituicdes de constantes,

2
c=_em
2meh

(2m|E)"™
h

de modo que a equacdo acima pode ser reescrita como,

dd)(p).

~(2pie) (p)=(p*+1*) T

Integrando essa equacao, obtemos,
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2p +ic

fde(p)
p2+h2K2

D (p)

-

(4.A2)

No primeiro membro da equagio temos uma solugio do tipo In®( p) e, no segundo membro,
temos uma integral que nos possibilita separa-la em duas novas integrais. A primeira integral,

pode facilmente ser resolvida por técnica de substitui¢do

|

+h

2 du
7p2 2)a’p f—u =lnu=In(p’+#*’) .
Na segunda integral, temos,

I

p+

ic 1
= d,
+h K ) thzf p2 v

que também pode ser resolvida por técnica de substituicdo fazendo as trocas de variaveis

abaixo,

h%Ztg(x)—+p=hl<tg(x)—%dp=hl<secz(x)dx
que nos leva a relagdo
ic ( lixsec (x) o= ¢ _ic
it g (x)+1 AN ik

Substituindo os resultados das integrais na equacdo (4.A2), obtemos a seguinte

solucao,

In®(p)=In(p°+r°*)" —%tgil(p/h K)+C

onde C ¢ a constante da integracdo. Rearranjando a relagdo para explicitar a fungdo, temos,

—ic

O(p)=A(p*+r ) e™

g (plhx)

Utilizando a periodicidade da funcdo arco-tangente, dada pela relacao,

tg ' (plhx)=tg " (plhix)+m,
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obtemos a identidade abaixo, conjuntamente com a periodicidade da fungdo exponencial.

—ic

e, .

e = Z =0y n=0,12...
hx

Isso nos leva a quantizagdo de energia ja conhecida e a fun¢do de estado geral, que pode ser

escrita como

(D(p)ZA (p2+h2 K2)71 efiang"(p/hK)

3

onde A4 ¢é o constante de normalizacao.

Utilizando a identidade, provada no Apéndice B,

. Tki2
1—ix

1+ix

—iktg ™ (3
e ke ) —

podemos expressar a funcao de onda geral na forma abaixo.

O(p)=A(p’+h*c*)

1 l_l(p/hK) !
1+i(plhix)

Para o estado fundamental, 1s, temos a seguinte fungdo de estado

q)ls<p):A

1—i( plhix) ]
(p2+h21<2)[1 +i(p/h1<)] ’

com a qual obtemos a seguinte distribui¢ao de probabilidade,

Kl

q)ls(P)(DTs(P):m.

Normalizando essa distribui¢do, podemos escrever

d —_
[o,(p)@;(p)dp= 2'A'f—p+h o

2|A|2 /2 5 2|A|27I |A|27E
= cos”(x)dx= —= =1,
i { (%) P4 B2
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B2
o

onde A= ¢ a constante de normalizacdo, ¢ a funcdo de onda para o estado

fundamental ¢ dada pelo componente imaginario da fungdo abaixo.

/h3K32
(Dls<p): T

1—i(plhx)
(p2+h21<2)[1+i(p/h1<)]
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Apéndice B

Prova da Identidade

. k2
1—ix

1+ix

eiktg"(x):

Essa identidade ¢ usada por Ivash (veja Apéndice A) para relacionar os resultados
encontrados no problema resolvido no espago do momento (/=0 ) com a solucao encontrada
através da transformada de Fourier.

Vamos primeiro rearranjar a identidade utilizada, obtendo uma forma um pouco
mais simples de se trabalhar. Tomando-se o logaritmo neperiano e aplicando as regras de

logaritmos temos,
itgil(x)=lln(l +ix)—lln(1 —ix]
2 2

que multiplicada por 2, fornece

i2tg_1(x)=ln(1+ix)—ln(l—ix) .
Para provar que essa igualdade ¢ verdadeira, vamos expandir as fun¢des nessa relacdo em

séries de Taylor.

A série do arco-tangente ¢ dada pela seguinte relagao[13]

n

> 2n+l
Z 2n+1 (4B1)

e para as fungdes logaritmicas podemos escrever[14]

:
=
|
MS

0 n—+

n=

8

n+]

1+lx :
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In(1 —ix)=i (=1)" (—ix)”“zln(l—z'x)zz.:;)(_17)H](ix)"+l .

n+1

Portanto,

2n+1

n 0
(_ ix n+l Z ix n+l
e n+l

Fazendo-se uma analise da parte entre colchetes, temos,

0 n impar

[<_l)n+(_1)2n+2]: { 2 n par

que substituida na série resulta em

n+l 0 . n+l

= > o i

i [ 2n+2] Ix

n + 1
Notando que o termo imagindrio pode ser rearranjado na forma
2n+1 .
l n :l (_1 )n ,

obtemos,

i 2n+1_2i 0 (_1)n

= 2n+1 o 2n+1

(x)2n+l )

Esta ultima série ¢ igual a série (4.B1) para a funcdo arco-tangente, portanto,

1+ix
1—ix

In =2itg ' (x),

provando a identidade inicial.

n=02.4.. n+1 = 2n+l1 "
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Apéndice C

Transformada de Fourier da funcio do estado eletronico 1s

A solugdo no espago da posi¢ao para o estado 1s, como foi abordada no texto, ¢ dada

pela seguinte funcdo

_ 1 —rla,
\Pls(r)_ \/na()} e

A transformada de Fourier dessa fungao pode ser expressa pela seguinte relagao,

—iﬁ-?/hd3

(Dls(p):ﬁf Y. (r)e J‘e—r/aoe—iﬁ-?/hd3r.

- \/ r ao3

Para resolvermos a integral envolvida na transformada, ¢ conveniente alinharmos os
sistemas de coordenadas das variaveis p e 7 de tal forma que o angulo entre os vetores p e
7 sejaigual a 0. Isso € possivel e conveniente porque a solu¢ao nao depende das coordenadas

angulares

=

Figura 4. Alinhamento dos sistemas de
coordenadas dos vetores p e T

Feito o alinhamento dos vetores acima, podemos expressar seu produto escalar como
o produto das normas dos mesmos pelo cosseno do angulo entre eles. Desta forma, fazendo a

integragdo sobre a variavel ¢, a integral pode ser reescrita como,
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7+ig0050

(1 .
c1>ls(p):z\/%ﬂe 3 )rzdrsenﬁdﬁ,
ha,

Fazendo a substituicdo x=cos@, temos a seguinte integral,

R
(Dls(p):2\/ﬁff€ “w * rza’rdx.
ha,
Salientamos que a integral em » € bem conhecida, podendo ser resolvida utilizando a

defini¢do da fungao Gama. Apds sua resolucdo, podemos integrar em x a expressao abaixo.

— -3
g 1 ipx
() == |—L=| d
IS(p) \/h3a03 (a() h ) *

Fazendo uso das seguintes substituigoes,

yzi—iﬂ—»dx:ﬂdy
a, h P

podemos expressar a integral em y como,

o 31k
@ =4, Ly
() \/h3a03fy P

encontrando desta forma uma primitiva relativamente simples, que nos possibilita expressar a

8h’a,’
(Dls<p): nzo

Essa ¢ a funcdo de onda em coordenadas esféricas polares no espagco do momento para o

solucdo final na forma

1
(h2+p2a02)2 ] ‘

estado fundamental.
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Apéndice D

Abordando o problema em coordenadas candnicas

No tratamento conhecido, como vimos nos demais apéndices, ndo ha uma relacao
direta entre as coordenadas de um espago com as coordenadas do outro espago. Dessa forma,
ndo podemos fazer uma analogia com o principio da incerteza, por exemplo, como pdde ser
feito nos casos de sistemas unidimensionais.

Escolher operadores conjugados em um espago cartesiano ¢ relativamente facil. O
grande problema surge quando tentamos encontrar operadores conjugados em um espago
descrito por outros sistemas de coordenadas, como coordenadas esféricas polares, por
exemplo, pois ndo ¢ possivel encontrar operadores Hermitianos que satisfagam as relagdes de
incerteza, conforme os fundamentos da Mecanica Quantica.

A forma fisicamente mais vidvel, portanto, serd encontrar um conjunto de
coordenadas em um dos espacos que mais se aproximem das propriedades requeridas. Por
simplicidade matematica, utilizaremos coordenadas esféricas polares no espago da posigdo,
sendo elas », @ ¢ ¢, para resolver a equagdo de Schrodinger. Partindo dessas coordenadas,

procuramos um conjunto de coordenadas associadas que descrevam o operador do momento,
conjugado do operador da posi¢do, no espago do momento ( p,, p, € P, ).
O operador do momento, conjugado do operador da posi¢do, expresso em termos da

coordenada radial da posicao no espaco da posicao, pode ser definido no espaco da posicao

como,

Embora ele seja Hermitiano, ele ndo corresponde a nenhuma observavel, mas pode ser tratado
como um operador multiplicativo no espaco do momento expresso por uma coordenada

complexa, pois a autofuncdo da equagdo associada a esta coordenada tem uma singularidade
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no plano complexo e, nesta singularidade, contém determinado significado fisico. Dessa
forma, podemos expressar a fungdo associada ao estado fundamental do hidrogénio no espago

do momento como

1

oo p)=—.
(p,—ipo)

A singularidade desta fungéo estd em p,=ip,. Para o primeiro estado excitado, temos a

fungao

(p,+ip2)
(pr_lp0/2)3

aZ,O(pr):
cuja singularidade esta em p,=ip,/2 . Generalizando para um estado qualquer, com niimero
quantico n, a singularidade sera dada por p,=ip,/n, no plano complexo. As conseqiiéncias
fisicas estdo na definicdo de p,, pois este valor de referéncia estd relacionado com o

potencial de ionizagdo (/), na forma p,=vV2pl. Através desta defini¢do, podemos também

fazer outras correlagdes com outras propriedades fisicas do sistema.

Para a parte angular também temos dificuldades em encontrar operadores

conjugados aceitaveis. Para a coordenada ¢, definimos um operador multiplicativo no

espaco da posi¢do, (=¢'? e, associado a ele, definimos o operador expresso no espago da
posigdo como 5 d)EUai , que obedecem a seguinte relacdo de comutacao,
v

[ e 0]=v.
Pode-se mostrar que a relagdo de incerteza entre as duas coordenadas, expressas por

esses operadores em seus respectivos espagos, se reduz a

(Ap,)(Av)=—[1-(Av)].

ENGIE

imcos 6

Da mesma maneira, podemos definir um operador no espaco da posi¢do 7=e e,
associado a ele, um operador de momento no espaco da posi¢cao como,
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A

= i
Pa—ntat .

A relagdo de comutagdo destes dois operadores ¢ dada por,

e a relacdo de incerteza entre as coordenadas que expressam os dois operadores em seus

respectivos espacos ¢ dada por,

(Ap P (ArPzow[1=(Ae]].

A

Obviamente, 0 e ¢ ndo sdo operadores conjugados de P, e P,, respectivamente, porém

eles nos fornecem relagdes de incerteza que mantém o carater hermitiano desses operadores.

Nessas novas coordenadas, temos fungdes diferentes das fungdes encontradas em
coordenadas esféricas polares na representacdo do momento. Para a coordenada p, , temos a
funcio delta de Dirac, (P¢+ m) como solugdo. Desse modo, uma analise mais aprofundada

da solugd@o nos fornece valores discretos o nimero quantico m. Ja para a parte de P, , temos

uma solucdo que nos permite expandi-la em uma base constituida por funcdes de Bessel

J,(P), que pode ser expressa como,

E(1/2) _
m —(m+1)/2
B (pe): Z a;Poy Jj—(m—l)/z(Pe) .

j=E(m/2)
Uma analise mais detalhada desta solugdo nos possibilita encontrar a relagdo |m|</,
observando assim uma concordancia com os resultados encontrados na representacdo da

posicao.
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Embora as coordenadas do momento no espaco do momento, associadas as
coordenadas esféricas polares da posicao, possam parecer de maior interesse fisico em relagdo
as coordenadas esféricas polares do momento, em um primeiro instante, por simplicidade
matematica, trabalhamos com as solugdes em coordenadas reais. Além da simplicidade
matematica em ser representada graficamente, as coordenadas reais nos auxiliam a olhar o
problema independente do espago da posi¢cdo, favorecendo uma nova perspectiva do

problema.
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Apéndice E

Transformada de Fourier da solucio conhecida na representacio de posi¢cao

As solugdes gerais no espaco do momento para o &tomo de hidrogénio foram obtidas
pela primeira vez por Pauling e Podolsky, em 1929 [6,7]. O trabalho desenvolvido consistiu
basicamente em expressar a transformada integral em termos das solucdes conhecidas no

espaco da posicao, e buscar uma forma conveniente de resolver a integral escrita abaixo

2n

Py=n"[ [ [P, (10, ¢)r sen0drd 0d ¢ . (4.E1)
0 0 0

Como se trata de uma integral tripla, para resolvé-la temos que encontrar uma maneira de
separa-la em trés integrais mais simples. O primeiro passo ¢ resolver o produto escalar de
7P, encontrado na exponencial. Como em qualquer produto escalar, a resultante desse
produto ¢ igual & soma dos produtos de cada projecdo dos vetores na base. Portanto, como
feito no trabalho de 1929, alinhamos os dois espagos vetoriais (da posi¢do e do momento) de
tal forma que os eixos cartesianos (em que as bases dos dois espacos estdo contidas)

coincidam. Desta forma, o produto escalar se reduz a,

FeP=xp,+yp,+2p..

Separando o produto escalar numa soma de produtos de varidveis ortogonais nos
possibilita separar a exponencial, porém a fungdo de estado na representacao da posi¢ao nao ¢
separavel neste sistema de coordenadas. Por este motivo, utilizaram um sistema de
coordenadas esféricas polares para ambos os espagos e definiram assim, as coordenadas no

espago do momento, com as seguintes projegoes,

p,=Psen®cos ¢
p,=PsenOsen ¢

p,.=PcosO ,
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Conseqiientemente, com a substituicdo das projecdes acima na expressao do produto escalar,

torna possivel escrever o produto como,

?-i’:rPcosp s

onde o coseno do angulo ¢ dado por,

cos p=sen fsen O cos(¢p—@)+cost cosO .

Conseqiientemente, a transformada integral pode ser expressar como,

2n

Y PO, @)=k [ [ [ itreseq (10, ¢)r sen0drdOd .
0 0 0

Substituindo a fun¢do conhecida na integral, temos trés novas integrais. A primeira integral ¢

dada por,

2n
+i mep+ibeos(p—
[lzf eﬂmq&ﬂ cos( @ qb)d(l)

0

onde a constante b ¢ definida da seguinte maneira,

b=—(2n/h)r PsenfOsen O .
Observando a integral /;, podemos associa-la com uma das defini¢cdes da fun¢do de Bessel na

forma integral, de forma que a seguinte relagcdo pode ser escrita
I,=2ni"J.(b)e™"".

A segunda integral encontrada com a separagdo da integral tripla, dada pela

integragdo na variavel 0, pode ser expressa como,

T

6 @
f e/’ P"(cos@)senfd O
0

onde a constante ¢ ¢ definida pela relagao,
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c=—2nl/h)rP.
Expressando os polindmios de Legendre em termos dos polindmios de Gegenbauer, tornamos
o integrando dependente de polindmios de Gegenbauer, e substituindo /;, encontrado
anteriormente, a integral se reduz a uma integral conhecida, que foi resolvida por Gegenbauer.
Portanto, a fung¢do no espaco do momento se reduz a uma terceira integral dada pela

expressao

_h—3/2
(27_[)1/2

ynlm<P’ @’(P):

1+ (1=m) !\ (2p)"!
2(I+m)! (n+1)!

p(n—1—1)! Uzj“o] e L (2 pr)d
n(n+1)! . e\ 2P

onde p, ¢ igual Z/na, ApoOs a substituicdo de I, encontramos uma integral que pode ser
resolvida utilizando uma outra integral obtida por Gegenbauer e Hankel. Obtemos assim uma
relagdo entre uma integral, idéntica a integral envolvida na transformada, e os polindmios de
Gegenbauer. Conseqiientemente, a fun¢do de estado no espaco do momento pode ser expressa

como,

ynlm(PJ @’ (p):an

Cl I+1 Cz—l

1 ~ c A . ~ A" o) r
onde, C'"}(x) sdo polinémios de Gegenbauer, Y,,,(@,¢) sio harmdnicos esféricos, e { é

igual a (nay/h)P

Para que visualizemos melhor a fun¢do, se faz necessario explicitar um pouco os
polindmios de Gegenbauer, pois os mesmos nao sao freqlientes em Quimica Quantica. Alguns

polindmios de Gegenbauer mais simples sdo dados na tabela a seguir.

i (x) 1=0 I=1 1=2 1=3
n=1 1

n=2 2x 1

n=3 4x*—1 4 x 1

n=4 8x’—4x 12x°—2 6 x 1
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Polindmios de ordens diferentes podem ser obtidos através da relacdo de recorréncia dos
polindomios de Gegenbauer, dada pela seguinte relagao.
2
C(x) == |x €} (x)=C) 5 (x)]
Com essas fungdes podemos obter as distribui¢des no espago do momento, no sistema de

coordenadas esféricas polares, como ¢ apresentada no texto.
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Apéndice F

Equacio de Schrodinger no espaco do momento

Neste apéndice, vamos obter a equacdo de Schrodinger no espaco do momento. A

equacao conhecida no espago da posi¢do ¢ usualmente expressa como [15]

2

——V P (r)+ Y(r)=E¥(r). (4.F1)

4n50r

Antes de prosseguir, ¢ conveniente fazer as seguintes substituicdes de constantes,

2 E2m

a = PERp (4.F2)

e
2
2 e 2m
= ’ 4.F3

s h4n £ (4.F3)
0 que nos permite escrever a equagao (4.F1) como

2, 2 » P (r)

(V+a)®(r)=p ="
A seguir, multiplicamos essa equagdo por ¢ 7" e integramos em r, obtendo
(—k*+a*)® e Ty (4.F4)

Pl 50
Notamos que no segundo membro temos uma integral que pode ser resolvida primeiro

substituindo-se a funcdo dependente de r pela sua transformada de Fourier no espago do

momento, como

Y(r) o g _ﬁ2 1 N PP FIR 33, —ipFIR g3
dr=2 —_fCD(p)e dp'e d’r=

B’
T‘[r neor
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Notando que o produto escalar pode ser escrito na forma

(B—p")*7=|p—p'lrcoso
onde 6 ¢é o angulo entre os vetores p—p' e r, a integral acima pode pode ser reescrita

como,

—i(p—p')Fin —i|p—p |rcos 0/ h
e 3 e 3
[ e gy

r r

onde o elemento de volume no espago da posicao ¢ dado por,

d’r=r’drsendd 0do .

Dessa forma, podemos escrever a integral tripla como,

—i[p—p'lrcosol i

fﬂ e Fdrsen0d0d (l):ﬂf ¢ Pplreosoln, g, sen0dod ¢ -
r
Substituindo, —cos@ por x, encontramos senfd6 igual a dx. Conseqiientemente,
reduzimos a integral a forma

fﬂ e"‘%’;’l”/hrdrdxdcj) ]

Resolvendo a parte em ¢ , temos,

27 ﬂ PP e ,

fazendo, a seguir, a substituicao,

!

ilp—p
—k=
A

Vamos, primeiro, fazer a integral em r», que se resume a definicdo da funcdo Gama;
posteriormente, resolvemos a integral em x, que consiste em uma integral relativamente

simples.
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r

2nﬂe_mrdrdx=2nf 2(22)dx=— —dx=—"——|_|=
k™x X

Substituindo o resultado dessa integral na equagdo geral temos,

2 2
(—k+a)o(p)=E-f o(p) 2T,
h \p—p'|
ou,
2 '
(- +at)o(p)=E [ LDy
hn' | p—p'|

essa ¢ a equacdo do atomo de hidrogénio no espaco do momento, que, como podemos

observar, ¢ uma equagao integral.
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Apéndice G

Resolucido da equagio de Schrodinger no espaco do momento

No Apéndice anterior, obtivemos uma equagao cuja resolugdo foi feita por V. Fock,
em 1935 [7, 16 e 17]. Por este motivo, apds a publicagdo desse artigo, a metodologia
empregada para resolucdo da equacdo ficou conhecida como método de Fock. Como vimos, a
equacdo encontrada para o dtomo de hidrogénio no espaco do momento pode ser expressa

como,

<—k2+a2)(D(p):h£nJ' %d3p’.

A abordagem usada por Fock ¢ bastante complexa e vamos apenas delinear algumas das
etapas da resolugcdo dessa equagdo. Primeiro, ¢ necessario uma troca de variaveis. Com a
utilizacdo de uma hiperesfera de quatro dimensdes com raio igual a 1, projetou-se assim as
coordenadas do momento na extremidade superior da esfera. Desta maneira, obteve-se quatro
coordenadas provenientes dos trés angulos existentes na esfera. As defini¢cdes dessas quatro
coordenadas (onde a norma do vetor u, € o raio da hiperesfera) em funcao das coordenadas de

momento conhecidas em uma base cartesiana sdo dadas abaixo

_ _2pyp,
u,=senosen $cos p=——-
Dotp
— _2p()py
u,=senosendsen p=——-
Dot p
_ _2pp.
U;=sen 0,cos ¢ =———
Dotp
2 2
u4:cos0c=p(2)_p2
potp

Substituindo-se essas variaveis na equagao integral resulta na equagao, abaixo
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(U’) d31/l,_

i—u'f

sy
=
[l
>
—
S

Apo6s essa mudanga de variaveis, o kernel na equagao passa a ser um caso particular da fungao
geratriz dos polindmios da Gegenbauer. Uma outra particularidade que a equagdo adquire
com a troca de variaveis € a mudanca nas propriedades de simetria. Em fun¢do dessas novas
caracteristicas, podemos expandir a solugdo em uma série de fungdes harmonicas
hiperesféricas, tornando possivel, assim, a resolu¢do da integral da equagdo. Resolvendo a
integral, encontramos a solucdo geral do atomo de hidrogénio nesse novo sistema de

variaveis, que € dada por

m+]—

(a,9,0)=N (sena)C'" (cosal(sen9)"C,_*(cos9|e™*
nl n—I1—1

I—m

D

nlm

r . ~ +1 ~ s A ®
onde, N,; é a constante de normalizagdo ¢ C, ,(x)sdo polindmios de Gegenbauer. Essa

solucdo ¢ analoga a fung¢do encontrada por Pauling e Podolsky com a transformada de Fourier.
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5. Atomo de Hélio

5.1 Apresenta¢io do problema

O tratamento do atomo de hélio ilustra o sistema mais simples com mais de um
elétron; € o primeiro problema sem solucdo exata abordado no curso de Quimica Quantica
convencional. Muitos foram os esfor¢os para encontrar fungdes de para o d&tomo de hélio. A
funcdo de estado do 4&tomo do hélio no espago do momento pode ser determinada fazendo-se a
transformada de Fourier de alguma solugdo obtida no espago da posic¢ao, ou resolvendo-se o
problema diretamente no espaco do momento.

Neste capitulo, vamos partir diretamente da equacdo na representagdo do momento
[1]. Lembramos que a equacdo conhecida na representacdo da posicdo para dois elétrons
ligados a um ntcleo de carga Z, em unidades atdmicas, ¢ usualmente expressa na forma
abaixo.

1 1 Z 7 1
—EVIZ—EV§———— — | ¥(r,;r,)=E¥(r,r,)

ry ry Trp
No espago do momento, esta equagdo, apds a devida transformada de Fourier, adquiri a

seguinte forma,

(pot pit p2)®(p1, )= [ Z1,(®)+ ZT,(®)~115(®) (5.1)
onde a funcao de estado ¢ formalmente a transformada de Fourier da solu¢do na representacao

da posicao dada por,

®(p1’p2):(2 n)73J'J" lP(Vl,' rz)e*i(ﬁ1-7]+ﬁz-7z)d3rld3r2

e os termos entre os colchetes sdo dados pelas seguintes integrais,

L(®)=[ p?@(p,—p,p,)d’ p (5.2)

L(®)=[ p o(p, p,—p)d’p (5.3)
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-2 3
Ilz<q)):fp O(p,—p,p,+p)dp. (5.4
Esta equacdo nao pode ser resolvida analiticamente de forma exata, entdo, para resolvé-la, ¢
necessario utilizar um método aproximado que nos dé a fungdo de estado e a energia o mais

proximo possivel de seu valor exato.

5.2 Método Variacional Iterativo
Primeiro, podemos expressar a equacao (5.1) como,
T(p)®(p)=A[ K(p:p")@(p')d’p’, (5.5)
onde T(p) ¢ agora um operador multiplicativo relacionado a energia cinética do sistema, A ¢
uma constante contendo a informacgdo da energia do sistema e K(p, p’) é o kernel da

integral associada a energia potencial do sistema. A abordagem usual de se resolver essa
equacdo ¢ iterativamente, isto €, a partir de uma fun¢do inicial, ®,(p), constroi-se um

conjunto de fun¢des iteradas dadas pela seguinte relagao,

®,.,(p)==—[ K(p:p)®,(p)d p’, (5.6)

que nos permite calcular também os dois conjuntos de integrais abaixo.

T,=[ ®!(p)T(p)®,(p)d’p (5.7)
W, =[[ ®:(p)K(p;p)®,(p")d’ pd’p’ (5.8)

Ap6s o célculo dessas integrais, chega-se, entdo, aos parametros variacionais,

A =, 59
n+% Wn+l ( )
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onde vale a desigualdade, A,=A |, como conseqiiéncia do principio variacional. Assim,
n+—
2

obtemos uma seqiiéncia de valores, ¢ com n tendendo ao infinito, o valor desse pardmetro

tenderd ao A da equagdo (5.5).

5.3 Solucio da equacio para o atomo de hélio

Embora o método possa ser empregado para qualquer estado, por simplicidade,
vamos utilizd-lo para o estado fundamental do 4tomo de hélio. Inicialmente, precisamos
escolher uma func¢do de ordem zero e, dependendo dessa fungdo, encontraremos solugdes
especificas. Como ponto de partida, podemos utilizar uma solu¢do obtida desprezando o
termo cruzado da equagdo (5.1), assim como € feito no espaco da posi¢cdo. Desta forma,
utilizando a transformada de Fourier do estado 1s, como foi feito no capitulo anterior, temos

uma solucdo da seguinte forma,

@D(p):A(szr;az)z. (5.10)

No caso do sistema com duas varidveis, temos a seguinte fun¢do inicial, onde omitimos a

constante de normalizagao, A,

1
(pi+a’)(pr+a’)”

(Do(Pl , Pz):

Com esta fung¢do, podemos calcular as integrais da equagao (5.1), reescrita abaixo,

(P(2)+P?+ Pg)(Dl(Pl; Pz):niz[ZIl (P, P)HZL(py, po) =10 P :Pz)] )

cujos valores sao dados por,

I p,)=
1(P1 Pz) a(pf-l—az)(p;-i-az)z >
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1
[(p—p)+a’ll(p+p)+a’T

Ly(p. p)=[p" d'p

Sem resolver a integral I,(p;, p,), nés podemos encontrar os seguintes valores para as

integrais do método iterativo,

Wo=——(Z-5/16)
6a
4 2
T,=——[24+ 20
64 a a
Py 1

A= ©\(2) (Z-5116)

onde,

a’=pyl2,
e para o valor de Z igual a 2, temos a igual a 1,6875; para a constante de referéncia, po, temos
—5,6953, portanto, a energia sera —2,8476. Estes sdo os valores encontrados para uma iteragao
partindo-se das funcao hidrogenoide do estado fundamental provenientes da transformada de
Fourier. Para iteracdes de ordens mais elevadas, essa funcdo ndo nos parece ser a mais
apropriada. Entretanto, devido as vantagens encontradas no uso de fungdes gaussianas no
espaco da posi¢do, procurou-se também utilizar fungdes gaussianas no espago do momento

como fungdo de partida para a resolucdo da equagdo integral.

Em 1960, Henderson [2, 3] prop06s um procedimento de resolucdo da equagdo
integral em que se parte de combinagdes de gaussianas de trés formas diferentes. A primeira,

em analogia a um sistema de camada fechada, ¢ escrita na forma
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=0, . (5.11)
Uma segunda funcao proposta foi obtida em analogia a um sistema de camada aberta e escrita

como

(DOZ(P12+(P21 > (5.12)

e a terceira fungdo como uma combinagao do tipo

o'=

3 3

C,9,. (5.13)

1

i=1j

Nessas fungdes, ¢,, sdo fungdes do tipo gaussiana dadas por,

2 2
—0, Pr— 0y Py

(va =e s
onde @; sdo denominados parametros nao-linares da funcdo. Dessa modo, substituindo-se
essas funcdes na equacao (5.6), obtém-se uma soma de integrais que podem ser expressas na

seguinte forma

-

p((l, B,d, b): p—Zea(ﬁ—ﬁ)—B(5+ﬁ)d3p ;

-

onde a e f sdo os parametros ndo-lineares, e os vetores @ ¢ p sdo os vetores do momento

dos elétrons. Esta ¢ uma integral conhecida e pode ser resolvida utilizando-se técnicas

envolvendo fungdes de Bessel. Na sua expressao geral, ela se reduz a

. - 2 adopp | L 3 (@d—Bb)’
o~ 32 1/2 Bp - =

onde, F(x) ¢ em uma fun¢do hipergeométrica, que se relaciona a integral acima através da

relagdo

—3/2 12 -2 —ap+2apea—Bp—28pb
:_753/ ((l"‘ﬁ)/fp e(zp+(zpa Bp prd3p-
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Utilizando-se essas relagdes no célculo das somas de integrais encontradas no termo de

energia potencial, obtemos as seguintes relagoes,

. 13
11(¢HV)=27I3’2%”2F(5,—,appf)%v,

2
1 3
L(g,,)=27"a, MF(E:E,“vP;)(PW
e
1 3 (a,p,—a,p,)
2 32 n 1/2F p v 2 ,
12((va) T (OC ) 2 (OCM"‘OC ) (ppr
onde,

Fla.b.z)= bz a+v 2
(a)=

e I'(x) éafuncio gama que ¢ dada por [4, 5 e 6]

X)=[t"e"d x>0 (5.14)
0

Aplicando a técnica de integragdo por partes nessa definicdo encontramos a seguinte relacao

de recorréncia,

I'(x)=(x—1)I'(x—1),

ou,

I'(x+1)=(x)I'(x). (5.15)

Essa relacao de recorréncia nos permite fazer diversas substituicdes e chegar na relagao

I'(x)=(x—1)(x=2)(x=3)...I'(1).
A funcdo gama em x igual a 1 ¢ facilmente calculada pela relacdo (5.14), e pode ser escrita

como,
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Conseqiientemente, a fungdo gama pode ser expressa factorialmente pela seguinte relagdo

I'(x)=(x=1)/.
Além do tratamento da fung¢do gama com numeros naturais, ¢ possivel abordarmos a fun¢do
com valores de x racionais. Por exemplo, podemos calcular o valor da funcdo em x igual a /2

utilizando defini¢ao (5.14), e encontramos a seguinte relagao,

(% :ft‘/z “dt=+n
0

Desta forma, com as relagdes (5.14) e (5.15) podemos encontrar o valor da fungdo gama para
todo valor de x, exceto para os valores de 0 e inteiros negativos, pois a fungdo gama ¢

indeterminada nestes pontos.

Assim, a primeira fun¢do gaussiana iterada pode ser escrita como

(va (p0+p1+p2) I[ZII((ppv)+ZIZ((va)_Il2((va) .

Conseqiientemente, a primeira funcao iterada pode ser condensada na seguinte relacao,

®'=>.C,o,, (5.16)
Y

onde y ¢é a combinagdo (u,v) e C, sdo os coeficientes da combinagdo linear das fungdes

gaussianas.

Portanto, com este tratamento € possivel calcular ndo somente £, , mas também £,

do parametro de iteragdao A, , através de métodos numéricos, obtendo deste modo um valor
mais proximo do valor experimental de referéncia, dado por 2,9037 a.u. Essa abordagem
fornece melhores resultados do que os obtidos com a funcdo hidrogendide. Na tabela a seguir

estdo reunidos valores de energia para as varias aproximacgdes usadas.
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o’ E, E, E\—E, E,,—E,
(5.7) 2,8476

(5.8) 2,3010 2,5995 0,6027 0,3042
(5.9 2,5566 2,7815 0,3471 0,1222
(5.10) 2,8511 2,8915 0,0526 0,0122

Esses dados nos mostram que esse ¢ um caminho viavel para abordar este sistema e outros
com mais de dois elétrons. Isso se deve ao fato de as propriedades das fungdes gaussianas nos
propiciarem formas mais simples de manipulacdo matematica e, conseqiientemente, chegar a

funcdes que nos fornecam valores mais préximos dos valores “exatos” procurados.
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6. ion Molécula de Hidrogénio (H,")

Por sua simplicidade, o ion molécula de hidrogénio foi a primeira espécie molecular
estudada na histéria da Mecanica Quantica. Em 1927, apds o desenvolvimento da
aproximacao de Born-Oppenheimer, Burrau mostrou que a equacio de Schrédinger para esse
ion, na representagdo da posicdo, podia ser resolvida exatamente utilizando coordenadas
elipticas confocais [1]. Porém, este tratamento so foi possivel de ser feito para esta espécie,
ndo sendo viavel sua aplicacdo em sistemas mais complexos. Desse modo, a seguir explorou-
se o uso de combinagdes lineares de orbitais atdmicos e, ja na década de 1950, chegou-se as
metodologias auto-consistentes para sistemas complexos.

Existem dois caminhos distintos para se encontrar a solugdo no espago do momento.
Como nos demais sistemas estudados, um deles seria fazer a transformada de Fourier das
solugdes conhecidas no espaco da posicdo. Desta forma, basta escolher uma fungdo
conhecida, e encontrar uma forma de resolver a integral da transformada. A outra maneira de
resolver o problema seria encontrar a equacdo de Schrédinger no espaco do momento e
procurar uma maneira de resolvé-la.

Aqui, vamos nos concentrar na equacdo no espago do momento discutindo a sua
obtencdo e, conseqiientemente, a maneira de resolvé-la utilizando a mesma metodologia

empregada no atomo de hélio, apresentada no capitulo anterior.

6.1 A equacido de Schrodinger no espaco do momento

Fazendo-se a separag@o entre os movimentos dos nticleos € o movimento do elétron,
permitida pela aproximagdo de Born-Oppenheimer, podemos abordar o problema eletronico
alinhando os dois protons ao longo do eixo z, de tal forma que fiquem posicionados um em R
e o outro em -R, ou seja, o centro da molécula ¢ fixado na origem do eixo de coordenadas.

Desta maneira, podemos escrever o operador hamiltoniano, em unidades atdmicas, como
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1 2 1 1
Hy=—2V—— L
“ 27 |F=R| |F+R|’

onde 7 ¢ o vetor da posi¢ao do elétron e R ¢ o vetor da posi¢do dos nucleos.

Aplicando o mesmo procedimento utilizado nos demais sistemas na transformacgao
da equagdao de Schrédinger com o hamiltoniano acima, chegamos a equacao no espaco do

momento apresentada abaixo,
(P(2>+P2)(D<P):? —zq)(l")d3p' (6.1)

onde p,’ é igual 2E.

6.2 A funcio de estado
Para encontrar a solugdo da equacao (6.1), vamos utilizar o método variacional
iterativo, da mesma forma como foi empregado no capitulo anterior. As dificuldades,
apresentadas pela solu¢ao exata no espaco da posi¢do, no espago do momento sdo ainda
maiores.
Antes de resolvermos a equagdo (6.1), precisamos propor uma fun¢do de partida.
Como funcdo de partida podemos utilizar uma combinagdo de fungdes atoOmicas, expressas
como [2]
®°(p)=2cos(p*R)®,(p) . (6.2)

onde ®,(p) éuma fungio do tipo hidrogenodide.

Empregando-se o método variacional iterativo e partindo-se da fungdo (6.2),

obtemos a primeira fung¢ao iterada dada pela seguinte relacao,

o'(p)=—s

=———I[L(p)+1,(p)], (6.3)
Potp

onde,
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p

I (p)zzRe(eiﬁ-R)J‘ 1(; )e—2ij;’-72d3p

Sendo ®,(p) uma fungdo hidrogendide, o termo predominante de (6.3) ¢ dado por,

2’ L = [(po)i+ P’
T cos(p+ RIFEY 220, (p)

(Pt p7)
Substituindo-se a fun¢do hidrogendide do estado fundamental, este termo

predominante pode ser expresso como,

27 cos(peR) !
z' (p'+a’)(p’+b7)

onde a constante a ¢ Z' e b ¢ igual p, Comparando-se com a funcao inicial (6.2), encontramos

uma fungdo apresentada como

. I
YA 69

no lugar da hidrogendide @,(p). A fungio @,'(p) ndo é mais complicada que @,(p),

portanto, serd adotada como a primeira aproximagao inicial por conveniéncias fisicas.
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6.3 Correcoes

Utilizando a funcdo de partida (6.4) prosseguimos com o método variacional
iterativo. A relagdo da funcdo iterada (6.3) nos fornece duas corregdes apresentadas pelos
termos I,(p) e 1,(p). O primeiro termo ¢ independente dos angulos entre o vetor do
momento do elétron e da posicao dos nucleos e, desta forma, a correcao apresentada por este
termo ¢ denominada de correcdo esféricamente simétrica. ApoOs substituirmos a fungao (6.4)
em (6.3), podemos resolver I.(p) utilizando o célculo de residuos. Sua resolucao nos leva a
seguinte solugado,

2
IY(p)ZZCos(ﬁ-f{)22—712tem_1
‘ (a™=b")p

(a=b)p
ab+p’

Expandindo-se tan™(x) em uma série de Taylor, obtemos um valor de 99,7% do valor total da
fun¢@o no primeiro termo da expansdo. Conseqiientemente, podemos fazer esta aproximagao e
expressar o resultado da seguinte forma.

4’

(a+b)(ab+ p°)

L(p)=cos(p*R)

A segunda corregdo, dada pelo termo I,(p), é dependente dos angulos entre os
vetores das posi¢gdes ntcleos e do momento do elétron. Desta forma, podemos denominé-la
como corre¢do polarizada. Ela pode ser expressa pela seguinte relagao,

_ ipeR
I,(p)=2Re(e”")I(p),

onde I(p) é dado pela integral abaixo,

2n

I(p):f ] T e—2ip’R(senf)senﬁ'cosd;'+cos€cos<9’)p,de,seng,dg,d¢,
00 (p+p”=2pp'costd’)(p+a’)(p”+b)

0
onde R e 6 sdo as coordenadas das posigdes dos nucleos, e as coordenadas p', ¢’ e 0’

sdo as coordenadas do momento do elétron.
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A parte da integral dependente de ¢’ consiste na integral de Sommerfeld, e pode

ser expressa pela relacao,

2n

f e_Zip'Rse“ese“e'°°S¢'d6’=2nJ0(2p "Rsen0sen0’),

0

onde J,(x) ¢ uma funcao de Bessel de ordem n.

Ap0s a substitui¢ao da parte em 0’ na integral, encontramos uma integral conhecida
na fisica-matematica, e sua solugdo ¢ dada pela resolugao de Gegenbauer utilizando fungdes

de Bessel. Substituindo-se a solu¢io de Gegenbauer na integral, I(p) pode ser expressa

como,
%l m \'"?[A4cos(peR)—Bsen(p*R)|p"dp’
I(P)—475.[ "R 2 2 2. 2 2, .2
o\ P (p"+p"“)p"+a’)(p"+b7)
onde
A= D (=1)"u, P, (cos0)—J,,,,(2p'R)
n=0,2,4....
e’

B= Y, (=1)"""2u P (cos@)—J,. ,(2p'R) .

Nessas séries, as fungdes P,(x) sdo polindmios de Legendre de ordem n. Deste modo,
podemos substituir as expansdes na integral e resolver analiticamente termo a termo,
encontrando a solucdo da integral. Porém, essa resolugdao nao ¢ vidvel neste contexto dado o
grande numero de integrais envolvidas.

O exposto acima mostra a dificuldade de se encontrar uma solucao mais exata do
problema no espago do momento. No entanto, como mencionado no comeco do capitulo,
poderiamos utilizar as solugdes encontradas na representagdo da posigdo, e fazer a

transformada de Fourier para o espaco do momento. Porém, este caminho nao nos traria
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grandes avancos, pois, as fungdes exatas sdo obtidas apenas para esta espécie e para sistemas
mais complexos as solugdes obtidas sdo aproximadas.

No entanto, poderiamos utilizar outros métodos para resolver a equagdo integral no
espago do momento. Na literatura, encontramos alguns trabalhos realizados por T. Koga em
colaboracdo com outros pesquisadores. Nestes trabalhos, aplicaram outros métodos na
resolugdo da equagdo de Schrodinger. No primeiro desses trabalhos, utilizaram o método de
Fock passando a equacdo de Schrodinger para um sistema de coordenadas hiperesféricas, o
que permitiu expandir o kernel da equacdo em func¢des harmoénicas hiperesféricas. Com a
nova forma da equag¢do, aplicaram o método variacional iterativo utilizando como fun¢ao de
partida a hidrogenodide do estado 1s. Prosseguindo, repetiram o mesmo tratamento usando
como funcdo de partida uma combinagdo de fung¢des hidrogenodides, ou seja, fazendo uma
aproximacdo LCAO (Linear Combination Atomic Orbitals) [3]. Desta modo, calcularam
também em trabalhos seguintes a segunda e terceira fungdo iterada [4].

Apos, resolverem a equagdo com o método variacional iterativo, trataram a
resolugdo da equacdo com métodos ndo-variacionais. Deste modo, calcularam valores de
energia para 22 estados eletronicos, que comparados aos valores da literatura oferecem uma
precisdo na sexta casa decimal [5-10].

Um outro modo de abordar o problema seria utilizar outras formas de fungdes de
partida. Porém, para discutir este tratamento seria necessario tratarmos de métodos numéricos
que poderiam tirar o foco do nosso trabalho. Por este motivo, nos limitamos em fazer um
tratamento que ilustra as dificuldades de encontrarmos, analiticamente, as solugdes no espago

do momento para esta espécie.
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7. Molécula de Hidrogénio (H,)

Nos capitulos anteriores, tratamos os modelos do atomo de hélio e do ion-molécula
de hidrogénio. Prosseguindo com a discussdo, vamos apresentar neste capitulo o modelo da
molécula de hidrogénio, H,. Embora, seja uma espécie relativamente simples, a molécula de
hidrogénio ilustra as primeiras dificuldades encontradas em sistemas moleculares mais
complexos.

As solugdes no espaco do momento para esta espécie, assim como para 0s outros
sistemas, podem ser encontradas fazendo-se a transformada de Fourier das solucdes no espaco
da posicdo. No entanto, ndo existe uma metodologia que nos permita obter solugdes exatas no
espaco da posicao. As solugdes conhecidas sdo aproximagdes das solugdes exatas. Por este
motivo, vamos abordar a equagdo de Schrodinger diretamente no espaco do momento.

Fazendo-se a separa¢do dos movimentos nucleares e eletronicos da molécula de

hidrogénio, podemos expressar o operador hamiltoniano (em unidades atdmicas) como [1],

1 1 1 1 1 1 1
He]:__vf__vi_ N = =N = > + - =1,
2 2 7 =R, [P +R,| |F,—R,| [7+R,) |7, = 7|

N
onde 1 e 2 sdo os indices de coordenadas de cada um dos elétrons, € a € b sdo os indices de
coordenadas de cada ntcleo.

Transformando a equagdo de Schrodinger do hamiltoniano acima para o espago do

momento, encontramos a seguinte equagao [2],

1
(p§+pf+p§)d>(p1,p2)=n—2(2ZIl—Iz), (7.1)
onde,
cos(p,—p,'*R) , , pcos(p,—p,'*R) , '
11:,[ : 1,2 D(p, ’Pz)d3p1 +f : 2,2 ®(p,, p, )d3p
lp—p,'| |p,—p, |
e
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12:,[ p72®(P1_P’ P2+P)d3p .

Para resolver a equagdo (7.1), podemos utilizar o mesmo método variacional
iterativo empregado nos sistemas do atomo de hélio e da molécula H,". Nesse procedimento,
precisamos propor uma funcdo inicial para encontrar as solugdes iteradas. A primeira
aproximacao poderia ser feita utilizando-se o produto de dois orbitais moleculares do tipo

¢ (p)=(e"+e g (p),

o que nos leva a escrever a fungao inicial na seguinte forma,

®'(p,, p2)=2¢1(p) b1 (ps)cos(Pr=prR) .

Com essa funcado inicial, encontramos a primeira funcao iterada expressa pela relacdo abaixo,

(Dl(p):ﬁ[[ls(d)l(l’l))d)l (p2)+1p(¢1(171))¢1(p2)]}
Potpitp;
b (L (p2) (1 ()41, (1 p2)) i p)] 1)
Pot pPitDp;

onde os termos I (¢;(p)) e 1,(¢(p;) sdo definidos como correcdes esféricas e
polarizadas, respectivamente, ¢ I, é o termo de interagdo entre os dois elétrons. A obtengido
dessas corregdes apresenta as mesmas dificuldades encontradas na resolugdo da equagdo para
o ion-molécula de hidrogénio, e o termo I, possui a mesma dificuldade apresentada na

resolugcdo da equacdo para o atomo de hélio. Por esses motivos, vamos prosseguir o nosso

tratamento utilizando outra metodologia.

Entre as diversas metodologias para a descrigao da estrutura eletronica de moléculas
utilizadas no espagco da posicdo, encontramos a aproximagdo de Hartree-Fock. Nesta
aproximacao, a chamada de Hartree-Fock ¢ uma equacao integro-diferencial que para sistema

de N elétrons e A nucleos, pode ser expressa como [3,4],
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onde u,(7) ¢ uma funcdo orbital molecular e & ¢é o valor de energia orbital associado a

fungdo orbital u,(7) . Fazendo-se a transformada de Fourier dessa equagdo, encontramos uma

equagao matematicamente distinta, que pode ser expressa como [5]

2 R F - . N W* - . N W; - .
[Z-e)npr= 5 Pog L3 Hilblo g 12 L5 Millloy, 5,

A
. . r 4 a
Fourier dos operadores coulombianos entre os elétrons e os nucleos, , € 0 termo

W;(p) ¢édado pela seguinte relagdo,

Wi (p)=d;(p)ed(p).
O simbolo ® ¢ utilizado para representar o que denominamos em matematica como
convolucdo. Essa notacdo ¢ bastante conveniente no contexto de transformadas integrais. Uma

convolucao de duas fungdes ¢ definida pela seguinte integral [6]

b (pled,(p)=[ &P (p'—P)d b
A equacdo de Hartree-Fock, no espago do momento, nos apresenta algumas
vantagens em rela¢do ao espaco da posi¢do. Uma das vantagens apresentadas pela equagdo no
espaco do momento ¢ a sua natureza matematica. Podemos resolver a equacao de Hartree-
Fock numericamente, desta forma nao precisamos expandir a fungdo em uma base particular.
Nesse tratamento, podemos observar que os operadores ndo apresentam singularidades nas
posi¢des dos nucleos e sim na origem, conseqiientemente, a fungdo de estado passa a ser

independente do sistema de coordenadas apropriado para a geometria da molécula. Além
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dessas vantagens, o tratamento da equacdo nos leva a técnicas de transformada de Fourier e
calculos numéricos de convolugdes, pois essas técnicas matemadticas que ndo sao
convencionais dentro da Quimica Quantica.

Uma outra vantagem encontrada seria a natureza fisica das solugdes, pois ela nos
permite compreender melhor a estrutura dinamica da molécula. Como veremos no préximo
capitulo, algumas propriedades eletronicas como as distribui¢des de probabilidades do
momento podem ser verificadas experimentalmente.

Além da aproximacdo de Hartree-Fock, podemos encontrar na literatura célculos
numéricos no espago do momento com interagdo de configuracdo, MC-SCF (Multi-
Configuration Self- Consistent Field), com dupla excitagdo do estado 0, para o estado O, .
A tabela abaixo mostra resultados dos calculos numéricos Hartree-Fock e MC-SFC da energia

e da geometria de equilibrio [7].

E (hartee) Re (av)

SCF (Hartree-Fock) 1,1343 1,3834
(1,1332)* (1,3917)

CI (MC-SCF) 1,1529 1,4160
(1,1519) (1,4306)

Exato* 1,1746 1,4022

* Qs valores entre parénteses foram encontrados analiticamente no
espago da posi¢ao;

¥ Os valores CI, entre parénteses, foram encontrados na referéncia

[8];

1 Os valores exatos foram encontrados na referéncia [8].

Embora, os resultados no espago do momento sejam melhores que os resultados
obtidos analiticamente com uma base relativamente grande [8], o método numérico utilizado
ndo ¢ possivel de ser aplicado em moléculas mais complexas. No entanto, calculos mais
recentes no espago da posicao, utilizando bases maiores, nos fornecem valores mais proximos

dos valores exatos [9].
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8. Observacées experimentais das distribuicdoes do momento

Em geral, quando estudamos Quimica Quantica, discutimos os resultados
experimentais dados pelas variagdes de energias do sistema, assim como a forma de encontra-
los utilizando os autovalores da equacdo de Schrodinger. Sdo ainda abordados os postulados
da Mecanica Quantica e o significado fisico das distribuicdes de probabilidades, obtidas
através das fungdes de estado. Dificilmente nos questionamos como essas propriedades,
descritas pelas distribui¢cdes, poderiam ser medidas. Aqui destacamos que as variagdes de
energias ndo sdo as Unicas propriedades que podem ser medidas diretamente, mas que
podemos medir também as distribui¢des de probabilidades de momento. Experimentalmente,
as medidas feitas de distancias sdo da ordem do tamanho de um atomo, enquanto que as
medidas do momento devem ser da mesma ordem do momento eletrdnico. Na busca de
informacdes sobre a dinamica da estrutura eletronica, as distribuicdes de momento se
apresentam mais convenientes do que as distribui¢des da posicao.

Neste capitulo, vamos procurar contextualizar fisicamente nosso trabalho
descrevendo de forma sucinta dois métodos de medida de distribuigdes de probabilidades do
momento. O primeiro, ¢ o tratamento do Perfil Compton, um método realizado com medidas
de espalhamento de raio-X; o segundo, ¢ a técnica de Espectroscopia de Coincidéncia

Eletronica, desenvolvida a partir de espalhamento de feixes eletronicos.

8.1 O Espalhamento Compton

No estudo de colisdes entre raios-X com elétrons, podemos observar um aumento na
freqiiéncia da radiacdo espalhada em relagdo a radiagao incidente. Essa variagao de freqiiéncia
¢ uma conseqiiéncia da troca de energia e de momento entre a radiacdo e o elétron.
Classicamente, isso ndo ocorreria, sendo explicado apenas por teorias da Fisica Moderna [1].
Esse fendmeno foi descoberto por Compton 1923, e desta forma o fendmeno foi denominado

como espalhamento de Compton.
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Considerando uma determinada radiagdo espalhada, proveniente da colisdo de uma
radiagdo incidente com um elétron em repouso, podemos obter a relagdo abaixo utilizando as

equacdes relativisticas de conservagao de energia e momento,
0
AA=2A, sen’~ | (8.1)

onde AA ¢ adiferenga de comprimento de onda das radiagdes espalhada e incidente, ¢ A, ¢
dado por A/mc, ¢ denominado como comprimento de onda de Compton do elétron, e 0 é o
angulo de espalhamento. A relacdo (8.1) ¢ derivada de uma situagdo na qual o elétron em
repouso, no entanto, considerando que de fato o elétron estd em movimento, o que iremos
observar ¢ um alargamento da linha da radiacao espalhada, resultando assim numa banda de
espalhamento. Na literatura, o contorno dessa banda ¢ denominado de perfil de Compton [2,

3]. O perfil de Compton ¢ descrito pela seguinte equacao, derivada da Mecanica Quantica,
l o0

2ig P
onde g, denominado comprimento de onda reduzido, pode ser expresso como,

e AA—[2hsen’0/2]/mc
2A,sen6/2 ’

I(p) ¢ a distribuicao radial da fun¢do do momento. Através da expressao de J(g) podemos
obter informacdes experimentais da distribui¢ado do momento.

Neste tratamento, podemos observar que o perfil de Compton estd intimamente
ligado a “qualidade” da funcao de estado do sistema, ou seja, comparando-se os resultados
experimentais com os resultados tedricos obtemos informagdes que nos permitem julgar a
qualidade da funcdo de onda. Esta comparagao de resultados ¢ de grande importancia em
estudos de metais e solidos cristalinos [3]. Podemos ainda fazer outra observagao, o perfil de
Compton ¢ bastante sensivel aos elétrons fracamente ligados [4], como elétrons “livres” em

metais e elétrons de valéncia. Com informagdes sobre as energias desses elétrons e suas
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respectivas distribui¢cdes, temos uma compreensdo melhor do que venha a ser a ligacao
quimica, assunto este de grande interesse na quimica. Sobre esse assunto em particular, uma
abordagem um pouco mais detalhada pode ser encontrada pelas revisdes feitas nos trabalhos

de Cooper [3] e Epstein [4].

8.2 Espectroscopia de coincidéncia eletronica

Além do Perfil de Compton, utilizado para se medir distribui¢des de probabilidades
eletronicas, temos outra técnica que nos permite medir distribui¢des de momento, denominada
Espectroscopia de Coincidéncia Eletronica. Esta técnica ¢ utilizada para se obter informagdes
acerca da estrutura dindmica de atomos e moléculas. Nesta secdo, vamos tratar sucintamente
dos fundamentos utilizados na técnica, e falar de algumas aplicagdes juntamente com o modo
de como sao relacionadas com os trabalhos teoricos.

A espectroscopia de coincidéncia eletronica consiste, simplesmente, em medir

diretamente as distribui¢des de momento e energias utilizando uma reacdo denominada (e,

2e). Esta reagdo ocorre com um elétron incidente de energia £,, e momento p,, colidindo

r r , y . . N
com um elétron de uma molécula ou de um atomo de N elétrons, cujo estado seja ¥, , e gera

’ N-1 y . .
desta forma um ion no estado ¥y e 2 elétrons livres de energias ¢ momentos, £,, p, e

E 4, pp . Estes dois elétrons sdo emitidos em duas dire¢des distintas, formando um angulo
com a direcio de incidéncia de (0,.¢,) e (05, ¢;) [5,6]. Nesse momento, ndo é possivel
distinguir os dois elétrons, por este motivo o experimento ¢ denominado como Espectroscopia
de Coincidéncia Eletronica.
Por conservagdo de energia ¢ momento, encontramos uma energia ionizacdo dada

pela seguinte relacao,

e, =E,~E,—E,,
¢ o momento resultante (¢) do ion ¢ dado por,

=Py~ P4 Ps.
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Em energias de incidéncia e espalhamento altas, podemos aproximar os elétrons espalhados e
incidentes na condicdo de particula livre. Além disso, podemos dizer que o momento do
elétron ligado, antes da colisdo ¢ igual a —¢. Desta forma, conhecendo as energias ¢ momentos
dos elétrons incidentes e espalhados, conhecemos diretamente a energia ¢ o momento do
elétron ligado.

Experimentalmente, utiliza-se um acelerador de particulas para gerar um feixe
eletronico com uma determinada energia, e colide-se esse feixe eletronico contra uma
amostra. Em uma determinada diregdo, (0, ¢,), sdo posicionados dois detectores que
registram a taxa de elétrons espalhados nessa dire¢ao, com uma faixa energia selecionada em
um intervalo de nanosegundos, garantindo assim que foram gerados na mesma colisao.

Teoricamente, a taxa de elétrons espalhados em uma dire¢ao ¢ dada pela secdo de
choque diferencial. A secdo de choque total para esta situacao ¢ definida por,

U:Cf|q)(p)|2d.Q
onde C ¢ constante em um dado arranjo experimental. Conseqiientemente, a secdo de choque

diferencial ¢ dada por

do 2
29 _clo
7 Clo(p)l .

Desta forma, ¢ possivel medir experimentalmente a distribuicdo de momento para o
elétron em um determinado estado. Assim, podemos calcular a distribuicao de probabilidade
por algum método especifico de Quimica Quantica e comparar com o resultado experimental,
validando dessa forma a metodologia tedrica utilizada.

Na literatura, podemos encontrar diversos trabalhos, tanto experimentais como
teoricos, abordando varios sistemas diferentes. Embora nosso objetivo ndo seja rever todos
esses trabalhos, vamos nos ater aqui a distribuicao de momento no atomo de hidrogénio [7,8].

A funcdo de onda associada ao estado 1s do hidrogénio, encontrada no capitulo 4,

pode ser expressa em unidades atdmicas como,
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:26 1

(I) - -
(P - (1+p2)2’
e a distribuicdo de momento para este estado ¢ dada pela seguinte relacao,
8 1
@ (pI==—7.
l w (1+p°)

Em um arranjo experimental simétrico ndo-coplanar, isto é, com o angulo 6, (=6;) fixado e

variando o angulo ¢, , a uma dada energia, a secdo de choque diferencial pode ser expressa

como,

do

= =Clo(p)f
0 D (p)[,

e a coordenada de momento para esta condig@o ¢ dada por,

p:[(\/sz—p0)2+2 pisenz(d)/z)]m .

Dessa forma, a se¢do de choque diferencial para o hidrogénio pode ser expressa como,

8 1
2

d
d  (1+p°)"

o
Q
Medindo-se esta secdo de choque, obtém-se o grafico que se segue, que reflete com grande

precisdo a concordancia entre as medidas experimentais e os resultados previstos

teoricamente.

1.0 T (1s)
- x 1200 eV
o 800 gV
& 400 e\
06 - 2 i
 wpaFrpatd

Secio de Chorue Diferencial

0 02 04 06 08 10 12 14
Idomente o (wa)
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Além do 4tomo de hidrogénio, podemos encontrar na literatura resultados para
outros atomos como de He e Kr, por exemplo [5,9]. Foi possivel fazer um tratamento de
moléculas, associando os dados experimentais de distribui¢des de momento com as fungdes
de estado, aproximadas por combinagdes lineares de orbitais atdmicos (LCAO - Linear
Combination of Atomic Orbitals). Este tratamento foi aplicado & molécula de hidrogénio, Ho,
assim como de N, etino ou acetileno (C,H.), e fluoreto de hidrogénio, HF [6].

Além do tratamento de 4tomos e moléculas foi possivel também estudar
teoricamente sélidos, discutindo desta forma dados de solidos amorfos e estruturas cristalinas,
como SiC e Si, assim como discutir as propriedades de momento em estruturas metalicas,
como aluminio [10,11].

Com o desenvolvimento e implementacdo computacional de novas metodologias
teoricas para a descricdo da estrutura eletronica, calculos para moléculas como a agua,
amonia, metano, H,S e HF, utilizando metodologias mais elaboradas como MRSD-CI e DFT

(B3LYP e B3PW91) foram também publicados na literatura académica [12].
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, comegamos discutindo o modelo da particula na caixa e as
dificuldades encontradas para se obter suas solu¢des no espaco do momento. Embora, ndo
tenha sido possivel obter as solucdes diretamente no espaco do momento, discutimos as
solucdes obtidas pela transformada de Fourier, assim como as suas respectivas distribuigdes
de probabilidades.

Resolvemos exatamente a equacdo do oscilador harmdnico no espago do momento,
evidenciando as semelhangas matemadticas do problema nas duas representa¢des. Tratamos
também as distribui¢cdes de probabilidades do momento e analisamos as relagdes de incertezas
de posicdo e momento. Desta forma, ilustramos que uma determinada representacdo ndo ¢
mais fundamental na obtencdo das solugoes de um sistema.

Apresentamos um relato sucinto do modelo do 4&tomo de hidrogénio no espaco do
momento como na literatura. Infelizmente, a resolucdo detalhada da equag¢do ndo pode ser
feita partindo-se de conceitos matematicos pré-adquiridos em cursos convencionais oferecidos
aos alunos de quimica. A resolucdo da equacdo faz uso de métodos matematicos avangados, e
um detalhamento maior dessa solu¢do poderia comprometer nosso foco inicial do trabalho de
apresentar os varios modelos no espaco do momento. Porém, conseguimos discutir as
solucdes conhecidas, além de examinar um outro sistema de coordenadas, o que nos permitiu
uma visdo do modelo em outros contextos matematicos.

No tratamento do 4tomo de Hélio, partindo das solu¢des do atomo de hidrogénio no
espaco do momento, observamos que existem grandes dificuldades para encontrar solug¢des
mais proximas das solucdes exatas. No entanto, assim como no espaco da posi¢do, as funcgdes
gaussianas nos apresentam vantagens operacionais, que nos viabilizam encontrar solugdes

mais proximas das solugdes exatas.
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No ion-molécula de hidrogénio, utilizando fungdes de hidrogénio no sistema de
coordenadas esféricas polares como solu¢des de partida, encontramos também grandes
dificuldades de resolucdo analitica. No entanto, ¢ possivel tratar o problema partindo-se do
sistema de coordenadas hiperesféricas utilizando métodos numéricos para resolugao.

Apo6s a discussdo da espécie ion-molécula de hidrogénio, tratamos a molécula de
hidrogénio. Nesse tratamento, foi possivel falar sobre a metodologia Hartree-Fock no espago
do momento. A familiaridade do quimico com esta aproximacao, no espago da posi¢do, nos
mostra a relevancia desse tratamento na formagao teoérica do estudante de Quimica.

Com o tratamento dos modelos abordados, além do contato com técnicas
matematicas ndo vivenciadas anteriormente, foi possivel também ter uma compreensiao mais
clara e mais profunda da Mecanica Quantica. Desta forma, mudando a nossa visdo sobre
outros contextos da Quimica que levam em consideragdo apenas a forma mais restrita da
Mecanica Quantica, sendo esta a representacao da posicao.

Finalizando, gostariamos de apresentar algumas sugestdes como extensdes deste
trabalho. Poderiamos abordar os modelos estudados utilizando outras representacdes, ou fazer
um tratamento avangado dos métodos matematicos aplicado nas resolugdes dos modelos.
Outra alternativa, seria fazer um estudo mais generalizado, focalizado no conceito de
representacdes. Abordando, deste modo, um formalismo ainda maior da linguagem
matematica da Mecanica Quantica. Um outro trabalho alternativo, como extensdo deste
trabalho, seria estender o tratamento no espaco do momento para outras moléculas, realizando
uma discussdo com enfoque ndo apenas para o lado conceitual dos modelos, mas também
abrangendo os métodos de calculo eletronico da Quimica Quantica. Além destas sugestoes,
poderiamos estender a nossa discussdo para outros tipos de potenciais unidimensionais, como
pogos e barreiras, abordando desta forma outras metodologias fisico-matematicas. Bastante
interessante do ponto de vista quimico seria examinar também a natureza da ligagdo quimica

poderia ser descrita para alguns sistemas simples.
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