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The reason why we are on a higher imaginative level
s mot because we have a finer imagination,

but because we have better instruments...

The gain is more than mere additions;

it is a transformation..

By Alfred North Whitehead (WHITEHEAD, 2011, p. 107)






Resumo

RIBEIRO, M. A. S. Transformacgoes geométricas planas: um estudo experimental
e dindmico. 2016. 227 f. Dissertacao (Mestrado Profissional) - Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

O presente estudo tem como objetivo fornecer subsidios para uma proposta de ensino-
aprendizagem de conteidos relativos as Transformagoes Geométricas planas com a utiliza-
cao de software de Geometria Dindmica, associado a Mdquinas Matemdticas, visando como
publico-alvo alunos dos anos finais do Ensino Fundamental. Partindo de questdes que
envolvem tanto o ensino quanto a aprendizagem, ou mais especificamente, a apropriacao
do conceito de transformagao geométrica por parte dos alunos, busca-se investigar em que
medida o uso de um ambiente de Geometria Dindmica associado ao uso de artefatos do
tipo sistemas articulados pode contribuir para o desenvolvimento intelectual dos alunos
nesse tema. O trabalho compreende um estudo bibliografico sobre o tema, abordando as
transformacgoes geométricas como objetos matematicos e objetos de ensino, culminando
com a elaboracao de uma proposta didatica para a abordagem desse assunto na Educacao

Basica, com o uso dos recursos mencionados.

Palavras-chave: Transformacoes Geométricas, Geometria Dindmica, Maquinas Matema-
ticas, Atividades Didaticas.






Abstract

RIBEIRO, M. A. S., Plane geometric transformations, a experimental and dynamic study,
2016, 227 p. Dissertation (Professional Master’s Degree) — Institute of Mathematics and
Statistics (IME), University of Sao Paulo.

This study aims to provide support for a proposed teaching-learning content related to Plane
Geometric Transformations with the use of Dynamic Geometry software, associated with
Mathematical Machines, aiming target audience students of the final years of elementary
school. Starting from issues involving both teaching and learning, or more specifically,
the appropriation of the concept of geometric transformation by the students, we try
to investigate to what extent the use of a Dynamic Geometry environment associated
with the use of type linkages artifacts can contribute to the intellectual development of
students in this subject. The work includes a literature study on the subject, addressing
the geometric transformations as mathematical objects and learning objects, culminating
in the development of a didactic proposal to address this matter in basic education, using

the resources mentioned

Key words: Geometric Transformation, Dynamic Geometry, Mathematical Machines,

Teaching activities.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes preliminares

Um dos aspectos que direcionaram a opcao pelo Mestrado Profissional em Ensino
de Matematica foi a possibilidade de aliar os conhecimentos e as experiéncias adquiridos
ao longo de doze anos como professor de Matematica na Educacao Basica em escolas
publicas, aqueles adquiridos no curso de Engenharia Eletronica e no exercicio dessa
profissao, marcado pela utilizacdo de recursos tecnologicos de ponta em diferentes areas

da engenharia industrial.

A atuacao na rede publica, ainda que em um espectro limitado de abrangéncia,
revelou que o acesso dos alunos a ferramentas tecnolégicas é bastante precaria — quando

nao inexistente — no ambiente escolar.

Essa constatacao encontra eco nos comentérios de Santos (2011, p. 39), que destaca:

Como professor de Matemaética da rede publica estadual de ensino,
deparei-me com uma das principais dificuldades relatadas pelos profes-
sores quanto a utilizagdo de novas tecnologias: a nao disponibilidade
delas nas escolas. Por muitas vezes, pude perceber o distanciamento
entre a teoria e a pratica, pois como pesquisador, desenvolvia estudos
sobre a utilizacao da informatica na educacdo matemaética, mas a escola
nao contava com laboratérios de informatica (grifos do autor desta
dissertacao).

Também Nascimento (2012, p. 11) lembra que, embora a informatizagao das unida-
des publicas de ensino basico tenha ganhado impeto no pais, “o processo de incorporacao
de instrumentos multimidiaticos por parte das escolas ainda é lento e tem encontrado uma

série de dificuldades”.

No que concerne a inegavel relacao entre Matematica e tecnologia, D’AMBROSIO
(1999) pontua:

Ao longo da evolugao da humanidade, Matemaética e tecnologia se de-
senvolveram em intima associa¢ao, numa relacdo que poderiamos dizer
simbidtica. [...] A tecnologia entendida como convergéncia do saber
(ciéncia) e do fazer (técnica), e a matemadtica sdo intrinsecas a busca
solidéria do sobreviver e de transcender. A geracdo do conhecimento
matematico nao pode, portanto ser dissociada da tecnologia disponivel.

Assim sendo, a possibilidade de motivar os alunos ao aprendizado com o auxilio de
recursos tecnologicos — fornecendo-lhes subsidios mais adequados para enfrentar os desafios

que podem vir a encontrar no mercado de trabalho — reveste-se de grande importancia.
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Em relagao ao uso de software educativo no ensino da Matematica, Santarosa e
Gravina (1998, p. 78) enfatizam que a aprendizagem depende de agdes que caracterizam
o “fazer matematica”. Experimentando, interpretando, visualizando, induzindo, conjec-
turando, abstraindo, generalizando e finalmente demonstrando, o aluno deixa de ser um

espectador passivo da apresentacao formal do conhecimento e torna-se um ator do processo.

De vez que a importancia da relacao entre educagao escolar e recursos tecnolégicos
¢é sobejamente reconhecida nos dias atuais, a discussao ora em curso contempla formas

de ensino-aprendizagem e praticas pedagogicas no contexto dessas novas tecnologias
(OLIVEIRA, 2015).

Dessa forma, para o presente estudo, buscou-se um tema que permitisse a aplica-
¢ao de recursos tecnolégicos como ferramentas facilitadoras no processo de apreensao e

consolidagao de determinados conceitos matematicos.

Ja a opc¢ao pela Geometria decorreu da possibilidade de despertar o interesse
dos alunos pela area, de vez que os objetos geométricos a serem estudadas podem ser
relacionados ao cotidiano, ai se incluindo formatos presentes na natureza, em objetos
e edificagoes rotineiramente observados, e em obras de arte, possibilitam ao aluno do
Ensino Fundamental o desenvolvimento um tipo especial de pensamento que lhe permite
compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo em que ele vive. A
Geometria apresenta-se como um campo proficuo para o desenvolvimento da capacidade de
abstrair, generalizar, projetar e transcender o que é imediatamente sensivel, como destaca

Schneider (2015), que também afirma:

Podemos dizer que o conhecimento matematico geométrico faz parte
do patriménio cultural da humanidade, portanto, a sua apropriacao
é um direito de todos. E inconcebivel que a escola e o professor nao
proporcione[m] ao aluno a oportunidade de aprender esse conhecimento
de forma significativa, estabelecendo relagdes com o mundo visivel. Tirar
do aluno o privilégio de aprender geometria é a mesma coisa que lhe negar
o direito a educacao literaria, cientifica e artistica, jd que nas formas
geométricas presentes no nosso mundo visivel esses trés patamares se
evidenciam a todo o momento.

Ocorre que, de um modo geral, as abordagens para o ensino e a aprendizagem
de Geometria na Educacao Bésica sao feitas de maneira estatica. As figuras planas sao
apresentadas sem que se dé movimento a elas, o que pode dificultar a compreensao de suas
caracteristicas ou propriedades por parte dos alunos. Sob tais perspectivas, foi eleito como
tema de estudo as Transformacoes Geométricas, que com a utilizagdo de um software de
Geometria Dindmica — no caso, o GeoGebra — pode imprimir um carater dinamico ao

estudo das figuras, permitindo uma melhor apropriacdao de suas propriedades geométricas.

Além disso, com inspiracdo em uma proposta internacional, optou-se por incluir

outro tipo de recurso — as Maquinas Matematicas — como ferramenta adicional a fim
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de complementar a exploragao de recursos no processo de ensino e aprendizagem das

transformacoes geométricas.

Considerando a exposicao até aqui realizada, formula-se a hipotese de que o uso de
recursos adicionais — de informdtica e/ou de outra natureza — pode despertar o desejado
interesse dos alunos na aprendizagem do conceito matematico de Transformacao Geomé-
trica, motivando-os e despertando-lhes a atencao e a curiosidade e, consequentemente,

levando-os a investigar tais objetos matematicos e suas propriedades.

1.2 Objetivos

A partir das escolhas mencionadas no item anterior, propoe-se um estudo bi-
bliografico enfatizando aspectos matematicos, didaticos e cognitivos das transformagoes
geométricas planas, com vista a um aprimoramento do tema e compreensao de seu potencial

na formagao matematica dos alunos da Educacao Basica.

1.3 Organizacao do Trabalho

Nesta Introducgao sao apresentadas as Consideracoes Preliminares que justificam
a opc¢ao do autor pelo tema, com subsidios da literatura especializada; os objetivos do
estudo e a organizacao do trabalho que elenca os capitulos e suas respectivas segoes, de

forma a identificar os assuntos envolvidos na pesquisa e como foram organizados.

Para a concepcao das situagoes didaticas a serem propostas, entendemos ser
importante fazer algumas andlises preliminares do objeto de estudo, tanto do ponto de
vista do ensino, quanto do ponto de vista matemdtico. E o que apresentamos no capitulo
3. Assim, analisaremos o que consta em documentos oficiais, especificamente quais sao as
recomendagbes para a insercao das transformagodes geométricas nos curriculos oficiais, em
particular nos PCNs (Pardmetros Curriculares Nacionais— (BRASIL, 1998), no PNLD
(Programa Nacional do Livro Diddtico) (BRASIL, 2013). Faremos um estudo de como esse
objeto é transposto para os livros didaticos e finalizaremos com uma anélise desse topico
nos Cadernos de Matematica da Secretaria da Educacio do Estado de Sao Paulo (SAO
PAULO, 2014-2017).

Abordaremos do ponto de vista da Histéria da Matematica como as transformacoes
geométricas foram analisadas e desenvolvidas como objetos matematicos no capitulo 2,

e também como um paralelo histérico e ensino, e como referéncia utilizaremos o livro
Psicogénese e Historia das Ciéncias (PIAGET; GARCIA, 2011).

No capitulo 4, por considerar fundamental dar suporte tedrico a esse trabalho, serao

apresentadas as defini¢oes, os conceitos, e propriedades das transformacoes geométricas,
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que incluem as isometrias, as homotetias, e exemplos de transformagoes que nao conservam

distancias ou colinearidade.

Para realizar esse trabalho, os recursos tecnolégicos em referéncia incluem: um
software de Geometria Dindmica, no caso o GeoGebra que tem a vantagem de ser gratuito
e contar com intmeros recursos didaticos interessantes disponiveis na Internet; e uma
outra tecnologia que denominamos Maquinas Matemdticas, ou seja, mecanismos para
tracar curvas, realizar transformacoes e tteis para experimentagoes. Uma descricdo mais
detalhada destes dispositivos, suas construcoes e aplicagoes faz parte dessa pesquisa e

serao apresentadas mais adiante, nos capitulos 5 e 6.

No capitulo 7, iremos nos concentrar na na indicacao de atividades e abordagens
para o desenvolvimento de uma sequéncia didatica para alunos dos anos finais do Ensino

Fundamental, visando integrar os diferentes recursos acima descritos.

Ao final desse trabalho, faremos uma sintese das propostas deste estudo e teceremos

algumas consideragoes finais.
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2 Breve Histérico e Desenvolvimento Cogni-

tivo das Transformacoes Geométricas

2.1 Breve Histérico das Transformacoes Geométricas

“A historia da matemdtica ndo comega com os gregos”. Assim se inicia o capitulo
II1, intitulado O Desenvolvimento Histérico da Geometria, do livro Psicogénese e Histéria
das Ciéncias, Piaget e Garcia (2011, p. 128). Ainda assim, os autores destacam que tomar
a Grécia como ponto de partida nao significa alijar injustamente os outros povos da
antiguidade do desenvolvimento da matemaética, e prosseguem:

seguir o caminho grego permite-nos trabalhar na continuidade histérica:
apesar de muitas incertezas iniciais, é possivel estabelecer um processo
cujas etapas sucessivas podem ser seguidas passo a passo até os nossos
dias (PTAGET; GARCIA, 2011, p. 128).

E certo que autores que se debrucaram sobre a Histéria da Mateméatica mencionam
o interesse de babilonios e egipcios pelas medidas de comprimento e de areas, mas o que
se verifica é que esse interesse nao incluia a demonstracao das formulas que utilizavam. Na
civilizagdo egipcia, tais formulas eram voltadas aos agrimensores e fiscais de obras para
a execucao de suas tarefas. Tinha-se, entao, uma geometria de natureza eminentemente
pragméatica (MABUCHI, 2000).

Foi somente com os gregos e a nogao de discurso légico que a geometria ganhou o
carater de ciéncia do espaco. O discurso légico compreendia “um conjunto hierarquizado
de proposicoes obtidas por raciocinio dedutivo a partir de afirmagoes iniciais, chamadas
aziomas ou postulados” (MABUCHI, 2000, p. 6).

Diferentes historiadores apontam Thales de Mileto (624— 548 a.C.), cujos resultados
geométricos, ainda que elementares, representariam o primeiro pensamento dedutivo em
Matemética, como o precursor da geometria grega, e mencionam Pitdgoras (560 — 480
a.C.) — que enunciou e demonstrou o teorema do triangulo retdngulo — como pioneiro na
divulgacao do conhecimento matematico e geométrico, ainda que no ambito restrito de
sua escola (DAHAN-DALMEDICO; PEIFFER, 2010).

Mas, na quase totalidade dos trabalhos voltados a Histéria da Matematica, os
trés gedmetras gregos considerados os mais importantes da antiguidade sao Euclides
(aproximadamente. 300 a.C.), Arquimedes (287-212 a.C.), e Apolénio (aproximadamente
225 a.C.). Nao é exagero dizer que quase tudo o que se fez de significativo em Geometria,
até os dias de hoje e ainda hoje, tem sua semente original em algum dos trabalhos desses

trés grandes eruditos.
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Os Elementos, de Fuclides — que se constitui na contribuicado mais importante da
antiguidade para a metodologia das ciéncias, apresenta organizadamente os conhecimentos
da Geometria da sua época, ou seja, 300 a.C., sob a forma de uma estrutura axiomatica na
qual poucas afirmacoes simples - os axiomas ou postulados - sao admitidas como verdadeiras
e utilizadas para provar outras mais complexas. Essa foi a primeira axiomatizag¢ao da
historia da matematica. “Até o século XVIII, a geometria foi a euclidiana, dita cldssica.

Somente no século XIX ocorreu uma mudanga no significado atribuido a geometria”.

Arquimedes aplica pela primeira vez o método, ao qual denomina método da
exaustao, a quadratura da pardbola. Essa, certamente, ¢ a génese daquilo que sera o

calculo infinitesimal, desenvolvido mais de dezoito séculos adiante.

Apolonio, com os Elementos das Conicas, introduz nao sé novos procedimentos
mas também uma metodologia e uma renovagao conceituais nas quais se identifica o germe
remoto da Geometria Analitica do século XVIII. Por essa razao, Apolonio é apontado como

o primeiro gedmetra a recorrer a um sistema de coordenadas para as suas demonstracoes.

Mas, ao longo desses muitos séculos, outros fatos marcaram o desenvolvimento da
Geometria.

No periodo do Renascimento, artistas e arquitetos se interessaram pela
representacao plana de figuras espaciais a partir do ponto de vista cons-
tituido pelo préprio olho. Desenvolveram o estudo da projegdo central,
ainda chamada projecao conica, e, em particular, a nogdo de ponto da
fuga. No século XV surgiram alguns elementos de perspectiva. A relacio
entre a Arte e a Matematica também era forte na obra de Leonardo
da Vinci (1452-1519), e a mesma combinacao de interesses artisticos e
matemdticos se encontra em Albrecht Diirer (1471-1528), na Alemanha.
As nocgdes renascentistas sobre perspectiva mateméatica seriam expandi-
das mais tarde para um novo ramo da geometria. A preocupagio dos
pintores e artistas em representar objetos do espago fez surgir a ideia de
projegoes centrais e paralelas e, consequentemente, aparecerem as nogoes
de geometria projetiva e de geometria descritiva, importantes na génese
do conceito de transformagdes (MABUCHI, 2000, p. 9) .

Na Histéria da Geometria, o século XVII é marcado pelas concepc¢oes de Pierre de
Fermat (1601-1655) e René Descartes (1596-1650) que desenvolveram, respectivamente, a
Teoria dos Nimeros e a Geometria Analitica (DAHAN-DALMEDICO; PEIFFER, 2010);
(PIAGET; GARCIA, 2011). O terceiro apéndice do célebre Discurso do método para bem
conduzir a sua razdo e procurar a verdade das ciéncias (1637), de René Descartes, constitui
o marco inicial da idade moderna da Matematica (PIAGET; GARCIA, 2011).

Substituindo os pontos de um plano por pares de niimeros, e as curvas por equagoes,
Descartes e Fermat possibilitaram a utilizagdo da algebra no estudo das propriedades das
curvas (PIAGET; GARCIA, 2011).
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Ainda no século XVII, Girard Desargues (1591-1661), arquiteto e engenheiro de
Lyon-Franca, retomou o estudo das conicas iniciado por Apolonio na antiguidade. Influen-
ciado pelas nog¢oes de perspectiva utilizadas pelos artistas do Renascimento, Desargues
trabalhou as conicas com métodos projetivos (MABUCHI, 2000). Com o auxilio das
projegoes de um circulo sobre um plano, ele obteve a elipse, a hipérbole e a pardbola e

introduziu a nogao de ponto no espago (BOYER, 1996).

Cinquenta anos depois (1687) do Discurso, Newton (1642-1727) langou os Principia,
no qual apresenta o cdlculo diferencial, criado por ele e por Leibniz (1646-1716) em
trabalhos independentes. O céalculo diferencial ampliou o alcance da Geometria Analitica e
foi complementado posteriormente por Euler e Lagrange Bernouilli (PIAGET; GARCIA,
2011).

Uma vez constituida definitivamente a Geometria Analitica, um corpo de doutrinas
que produziu uma profunda revolucao no pensamento mateméatico foi estabelecido. Nesse
cendrio destacam-se Jean-Victor Poncelet (1788-1867) e Michael Floréal Chasles (1793-
1880), gedmetras franceses que incorporaram os sistemas de transformagdes como método

fundamental a geometria (Ibid.).

Poncelet desenvolveu suas primeiras ideias em Geometria Projetiva em uma prisao
na Riussia, e posteriormente, reescreveu-as, o que resultou na publicacao do Treatise on
the Projective Properties of Figures (1822). A ideia da transformacao geométrica, até
entao praticamente ausente dos estudos matematicos, foi por ele desenvolvida e consta da
obra acima mencionada. Nessa obra, uma transformacao geométrica aparece como uma
correspondéncia entre as figuras em dois planos, que transforma um ponto do primeiro em
um ponto do segundo — proje¢oes e homologia — ou um ponto do primeiro em uma linha
do segundo — dualidade: refere-se a provas de casos gerais de figuras a casos particulares.
Com efeito, os gedmetras ja tinham constatado que trocando “ponto” por “linha” e “linha”
por “ponto” nos teoremas que tratam de figuras planas, estes permaneciam coerentes e

ainda verdadeiros.

Posteriormente, e de acordo com Dahan-Dalmedico e Peiffer (2010), August Ferdi-
nand Mobius (1790-1868) e Chasles, em trabalhos conduzidos independentemente, definiram
mais genericamente as transformagoes projetivas, as quais Chasles denominou homografias
- quando se tem a transformacao de um plano em outro, que leva pontos a pontos, linhas

a linhas, e a crooss-ratio' é preservada.

I Considerando quatro pontos distintos em uma reta

r:pl,p2,p3, p4

define-se cross-ratio desses pontos como:

() (=)
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Ja a transformacao plana na qual pontos correspondem a linhas e linhas correspon-
dem a pontos foi denominada correlagao pelo mesmo Chasles (DAHAN-DALMEDICO;
PEIFFER, 2010).

A concepgao de Mobius para a transformacao entre dois planos é muito clara. Com
base na ideia de afinidade geométrica ( Verwandtschaften) para descrever diferentes tipos
de transformacoes ele estabeleceu que, se a figura transformada é igual a figura inicial,
tem-se um deslocamento (displacement); ja se a figura transformada é semelhante a figura
inicial, tem-se uma semelhanca (similitude). Mobius recorreu ao termo de Euler “transfor-
macao afim” para designar uma transformacao que preserva o paralelismo sem preservar
as distancias. Euler (1701-1783) havia demonstrado que o deslocamento plano é uma
rotacao, uma translagdo seguida por uma simetria. Mébius dedicou-se predominantemente
a transformagao homografica, a qual denominava collineation (DAHAN-DALMEDICO;
PEIFFER, 2010).

Na segunda metade do século XIX, época em que os matematicos ainda nao estavam
familiarizados com a geometria nao-euclidiana, Felix Klein (1849-1925) publicou duas
monografias intituladas Uber die Sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie (Da tao falada
geometria ndo-euclidiana). Para tais publicagoes, datadas de 1871 e 1872, respectivamente,
Klein produziu modelos para a geometria de Lobachevskian, e para dois tipos de geometria
Riemannian (BURTON;, 2007).

Mas, como destaca Burton (2007), a mais importante contribuigao de Klein com a
geometria foi a criacao do Erlanger Programm, uma audaciosa proposta de usar conceitos
de grupo para classificar e unificar as principais geometrias entao existentes. A premissa
de Klein, de que a geometria é “o estudo daquelas propriedades das figuras que permane-
cem invariantes sob um particular grupo de transformacoes” nao somente possibilitou a
codificacao de todas as geometrias aparentemente nao relacionadas que eram conhecidas
no final de 1800, mas também permitia que novas geometrias — decorrentes de diferentes
grupos de transformagoes — fossem definidas. Para tanto, o programa propunha o esquema

descrito a seguir.

De acordo com o Programa de Erlanger, a geometria é a investigacao das pro-
priedades que se mantém inalteradas quando uma figura é submetida a um grupo de
transformacoes, e cada geometria tem seu grupo de transformacoes de controle subjacente.
Na geometria métrica euclidiana plana, o grupo de transformacoes é o conjunto das
rotagoes e translagoes do plano; na geometria projetiva plana, o grupo de transformacoes
¢é o conjunto das chamadas transformagoes projetivas planas; na topologia, o grupo das
transformacoes é o conjunto de todas as transformagoes topolégicas. Nesse contexto, a
construcao de uma geometria tem inicio com a escolha do elemento fundamental dessa
geometria — ponto, reta, circulo, esfera etc. — a seguir a totalidade ou espaco desses

elementos — plano de pontos, espaco usual de pontos, superficie esférica de pontos, plano
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de retas, feixe de circulos etc. —, e finalmente o grupo de transformagoes ao qual o espago
de elementos esta sujeito (EVES, 1992).

Para Klein, especial interesse deveria ser dedicado as geometrias caracterizadas
pelos varios subgrupos do grupo de transformacoes de uma dada geometria, obtendo-se

assim geometrias que abrangem outras (EVES, 1992).

Transformacgoes Geométricas sao analiticamente traduzidas como férmulas para
transformacoes de coordenadas. A conservacgao de certas propriedades das figuras faz com
que sua aparéncia em expressoes algébricas nao seja alterada por certas substituicoes de
variaveis. A teoria de invariantes teve sua origem na teoria dos niimeros, mais precisamente
no estudo de formas quadraticas empreendido por Gauss em seu Disquisitiones arithmeticae,

e foi substancialmente desenvolvida de 1840 em diante por Cayles, Sylvester e Hermite.

A inovagao que fez do Erlanger Program um “momento maior na historia da
geometria e mais geral na historia da matemdtica”, segundo Eves (1992, p. 24) reside em

ter aliado os conceitos de grupo aqueles da transformacao e de Geometria.

2.2 Desenvolvimento Cognitivo e as Transformacoes Geométricas

Piaget e Garcia (2011), no livro intitulado Psicogénese e Histéria das Ciéncias,
publicado originalmente em francés no ano de 1983, realizaram um estudo histérico-critico
examinando os aspectos psicogenéticos e a psicogénese das noc¢oes geométricas. Para esses
autores, tanto o desenvolvimento histérico da Geometria como a psicogénese das estruturas
geométricas caracterizam-se por trés etapas de desenvolvimento, trata-se da triade dialética

intra-, inter- e transfigural.

4

O livro foi prefaciado por Bérbel Inhelder, e segundo ela, “—a obra de Piaget pela
criagdo de uma epistemologia genética apoiada no método psicogenético, tira partido
do método histérico-critico”, ou, dito em outras palavras, “a génese do conhecimento
na crianca ¢é clarificada e aprofundada pelo estudo histérico do pensamento cientifico”
(PIAGET; GARCIA, 2011, p. 9). Com isso, a teoria psicogenética sustenta que hd um
paralelo na evolugao dos sistemas cognitivos entre os niveis de desenvolvimento intelectual
da crianga e os niveis de evolu¢ao do conhecimento cientifico, mais ainda, mostra uma
surpreendente identidade de evolucao do conhecimento cientifico.

Encontra-se ainda no preficio de Inhelder (Ibid., p. 13), aquilo que ela parece
conceber como novidade na obra:

Mais importante epistemologicamente e mais imprevista é a descoberta
de um processo geral que conduz de uma anélise intraobjetal, ou analise
dos objetos, aquela que podemos chamar de interobjetal, estudando as
relacoes ou transformacoes entre objetos, para terminar na andalise que os
autores denominam transobjetal, referentes as construgoes das estruturas.
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Na introducgao, Piaget e Garcia expdem as ideias de cientistas e historiadores
acerca dos processos de desenvolvimento cognitivo, onde a opiniao da maioria deles é a de
que inexiste qualquer relagdo entre a formacao das nocoes e das operagoes nos processos
iniciais e sua evolugao para patamares superiores. A esse respeito, os autores manifestam-se

contrariamente e argumentam sobre os motivos de tal posi¢ao.

O interesse reduzido pelo estudo dos estagios elementares esta relacio-
nado, sem duvida, com uma concepg¢ao comum de um desenvolvimento
dos conhecimentos supostamente linear, cada etapa substituindo-se a
precedente, e mantendo, de um modo geral, relagdes apenas com esta
ultima. Porém, se os estadios sucessivos de construcao das diferentes
formas do saber sdo, de fato, sequenciais — ou seja, o resultado das possi-
bilidades oferecidas pelo precedente e condigdo necessaria do subsequente
—, eles comecam por uma reorganizagdao, num novo nivel, das principais
aquisi¢gbes em virtude dos precedentes: dai resulta a integragao, nos niveis
superiores, de determinadas ligacoes cuja natureza s pode ser explicada
a luz da andlise dos estigios elementares (PIAGET; GARCIA, 2011, p.
15).

Esse processo de construcao ao repetir-se “indefinidamente, nivel por nivel, faz
com que o desenvolvimento cognitivo resulte da iteracao de um mesmo mecanismo, mas
constantemente renovado e alargado por uma alternancia de adjungoes de novos contetidos
e elaboragoes de novas formas ou estruturas” (PIAGET; GARCIA, 2011, p. 9).

E prossegue acerca das estruturas cognitivas:

As estruturas cognitivas, por mais que sejam organizacio de conhecimen-
tos, sao essencialmente comparaveis a organismos cujo estado atual é
fung@o nao somente do ambiente presente, mas também de toda histéria
ontogenética e filogenética. Isto ndo exclui o carater normativo que essas
estruturas podem ter para o sujeito. Mas é necessario acrescentar que,
no caso dos processos cognitivos, hd uma outra determinagdo que é a
transmissao cultural. Ou seja, o conhecimento nao é nunca um estado,
mas um processo influenciado pelas etapas precedentes do desenvolvi-
mento, impondo-se a andlise histérico-critica (PIAGET; GARCIA, 2011,
p. 46-47).

Na parte final da Introdugao, os autores procuram mostrar que os “mecanismos
de passagem”, constituem o objeto central da obra, e apresentam pelo menos duas
caracteristicas comuns a histéria das ciéncias e a psicogénese. O primeiro mecanismo é
constituido por um processo geral que caracteriza todo o progresso cognitivo: em caso de
superacao, o superado é sempre integrado ao superante. O segundo mecanismo é o que
conduz do intraobjetal, ou a analise dos objetos, ao interobjetal, ou estudo das relagoes ou
transformacoes, e dai ao transobjetal, ou construcoes das estruturas, conforme mencionado
anteriormente. A generalidade dessa triade intra, inter e tans, constitui o melhor dos

argumentos em favor de uma epistemologia construtivista, e a sucessao obrigatoria do intra
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ao inter e, finalmente ao trans, mostra claramente o carater construtivista da atividade
cognitiva (PIAGET; GARCIA, 2011, p. 50-51).

Em suas conclusoes do capitulo sobre o Desenvolvimento Histérico da Geometria,
os autores tratam da nocao de transformacio em geometria, e investigam porque as
ideias anunciadas nos porismos de Euclides e nas construgoes de Pappus, permaneceu
durante séculos em estado embrionario (Ibid., p. 151). Na realidade, a propria nogao
de transformacao nao foi elaborada durante esse periodo, as nog¢oes foram inicialmente
utilizadas em iniimeros casos particulares apenas a titulo experimental. Essa passagem do
uso, ou aplicacao implicita, a utilizagao consciente e a conceitualizacao constitui o que se

convencionou chamar de “tematizagao”.

A razdo fundamental da tematizagao tardia da nocgao de transformacao surge
claramente das citagoes de Poncelet e Chasles, mencionadas pelos autores (PIAGET;
GARCIA, 2011, p. 131-133). Foi necessario um longo periodo de trabalho incessante em
algebra e calculo infinitesimal, bem como em “tradugao geométrica” para se chegar a

conceitualizar a prépria ideia de transformagao geométrica (Ibid., p. 153).

A nocao de transformacdo em Geometria, vista como “instrumento operatorio
essencial”, permite compreender os antecedentes historicos dos processos de construcao
do conhecimento e “uma base sélida para a teoria epistemolégica” (Ibid., p. 155). Essa
questao aparece mais bem ilustrada a partir dos movimentos proéprios descritos nas
relacoes figurais, ou as relagdes de base: intrafigural, interfigural e transfigural, conjunto
de conceitos desenvolvidos pela Escola de Genebra através das pesquisas em psicologia
genética. Passemos a descrever melhor tais conceitos, em particular no contexto das

transformacgoes geométricas.

Na etapa intrafigural, os sujeitos ndo percebem as transformagoes da figura (auséncia
de transformagoes). Nao se considera o espago em si, nem as transformagoes das figuras no
interior de um espaco, centrando-se-se nas propriedades internas das figuras e nas relagoes
internas de duas ou mais figuras, o que resulta numa comparacao entre essas figuras. Essa
era a abordagem da Geometria no periodo de Euclides, em que se estudava as propriedades

das figuras e dos corpos geométricos enquanto relagoes internas.

Piaget e Garcia denominam etapa interfigural aquela em que o sujeito utiliza
somente referéncias internas do sistema analisado, ou seja, as figuras estao num plano,
e esse conjunto (figuras-plano) apresenta caracteristicas de totalidade. E a procura de
transformagoes unindo figuras segundo multiplas formas de correspondéncia. Associa-se a
uma figura-objeto, sua figura-imagem e, o sujeito considera que qualquer mudanca de forma
de uma figura, deve-se ao deslocamento de suas partes, ja que compara posi¢oes iniciais e
finais com suas respectivas referéncias. E o perfodo em que a Geometria dominante é a

Geometria Projetiva.
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A terceira etapa, transfigural, ndo trata somente da transformacgao de uma figura
noutra, mas opera sobre todos os pontos do plano, verificando a realizacao de determinadas
condigoes (manter invariantes alguns elementos ou caracteristicas). Trata-se, sobretudo,
de uma fase que se opera sobre um conjunto de elementos, de relagoes entre eles, onde
as transformacoes podem ser compostas e decompostas. Essa etapa é caracterizada pela

preeminéncia das estruturas, cuja expressao mais caracteristica ¢ O Programa d’Erlangen,

de Félix Klein (PIAGET; GARCIA, 2011, p. 157).

Estas relacdes ou conexoes entre os movimentos ou transformacgoes, consiste numa
reinterpretagao total dos fundamentos conceituais por meio da analise histérico-critica e
dos processos descritos pela psicologia genética, para a qual:

O desenvolvimento cognitivo nunca ¢ linear, mas exige, no momento de
ascensao a qualquer nivel, a reconstrucao do que foi adquirido nos niveis
precedentes. Trata-se de uma reorganizacao dos conhecimentos a luz de
novas informagoes obtidas de uma reinterpretacio dos conceitos bésicos
(PIAGET; GARCIA, 2011, p. 157).

Segundo os autores, o que é notavel nesta sucessao intra, inter e transfigural é a
coexisténcia de trés propriedades fundamentais. A primeira é que a encontramos em todas
as disciplinas, a segunda é que nao é especifico do pensamento cientifico e a terceira é que

cada etapa repete em suas préprias fases o processo total ([p. 158]|piaget2011psicogenese).

Piaget e Garcia (2011) no capitulo IV, A Psicogénese das Estruturas Geométricas
(Ibid., p. 159) destaca mais detalhadamente esse processo de construgdo presente em tal
desenvolvimento mediante os movimentos intra/inter/trans e, que intervem desde o inicio,
havendo um mesmo funcionamento em todas as etapas, na passagem de uma a outra.
Entendem que o modo de construcao do espaco apresenta duas caracteristicas, um espago
dos objetos e uma geometria do sujeito. Os processos de evolugao dos conhecimentos
de espaco dependem dos instrumentos construidos pelo segundo, o sujeito, existindo ai
dois desenvolvimentos distintos. Constata-se que a evolugao do espaco provém de uma
necessidade geral de explicar as formas através de transformacoes, tornando-se entao

possivel através da psicogénese.

A primeira etapa da psicogénese do espaco é a das relagoes intrafigurais que se
caracteriza pelas propriedades essenciais e internas entre os elementos de uma figura. Do
ponto de vista da representagao, verifica-se desde o inicio do desenho, a distingao entre
figuras abertas ou fechadas, curvilineas ou retilineas, com angulos retos ou nao, com lados

em numero variavel etc.

Piaget e Garcia observam que se esse inicio de estruturagdo geométrica a partir
do intrafigural, contrariamente a histéria e de acordo com a teoria, as primeiras formas
espaciais consideradas pela crianca sao de natureza topoldgica e que s6 mais tarde ela
chega as figuras euclidianas e projetivas e, como exemplo cita que s6 aos quatro anos os

sujeitos conseguem copiar quadrados, sabem desenhar bem um pequeno circulo.
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A segunda etapa é a das relacgoes interfigurais que se caracteriza pelas relagoes das
figuras entre si, buscando transformacoes que relacionem as figuras, considera a posicao
das figuras reunidas num espaco englobante, cuja estruturacao é necessaria na medida em

que apresenta caracteristicas de totalidade.

Com alguns experimentos os autores procuram ilustrar as diferencas entre as etapas
intrafigural e interfigural: uma crianga na primeira etapa consegue desenhar facilmente
segmentos perpendiculares enquanto componentes de uma tunica figura formando uma
cruz, ao passo que desenhar retas horizontais ou verticais leva um tempo consideravel
por exigirem referéncias exteriores. Verificaram que ao desenharem as chaminés num
telhado inclinado, as criancas os desenham, inicialmente, perpendiculares ao telhado, e

nao verticais.

Outro exemplo de lugar geométrico intrafigural é pensar que dispondo uma série de
objetos a distancias iguais de um personagem se obtém um circulo. Porém, é mais dificil
ao sujeito descobrir que os pontos a distancias iguais de dois jogadores nao se reduzem ao
unico ponto mediano, mas ocupam toda a reta mediana prolongada nas duas diregoes, essa

constru¢do supoe uma organizagao do plano e vai no sentido do interfigural (PIAGET;

GARCIA, 2011, p. 161).
Segundo Piaget e Garcia

A passagem das relacbes intrafigurais as interfigurais, no decurso da
psicogénese, deve-se aos trés fatores principais: das exigéncias de homo-
geneizacao dos espagos vazios e cheios, da coordenagao das diregoes ou
das distancias de duas ou mais diregoes, e de localizagao dos médveis em
caso de deslocamentos (PIAGET; GARCIA, 2011, p. 162).

Esses fatores principais sao descritos por Piaget e Garcia através de exemplos,

conforme descritos a seguir:

e Frigéncias de homogeneizacao dos espagos vazios e cheios: quando entre duas arvores
de alguns centimetros de altura, colocadas sobre uma mesa a uma distancia de vinte a
trinta centimetros uma da outra, for colocada uma parede de dois a trés centimetros,
e for perguntado a uma crianca se essa distancia entre as arvores permanece a mesma,
sO a partir de sete anos é que essa crianca respondera afirmativamente. Criancas
abaixo dessa idade tendem a responder que a distancia diminuiu, indicando para elas
que o espaco vazio e o ocupado tém valores distintos. A mesma observagao é notada
ao se fazer um buraco na parede, e ao ser tampado, algumas criancas respondem que
a distancia entre arvores diminuiu. Esta heterogeneidade dos espagos vazios e cheios
sugere que a crianga, antes dos sete anos, nao tem concepg¢ao de um espago comum

concebido como continente que contém os objetos ou figuras que irdo relacionar-se.

e Coordenacdo das direcoes ou das distancias de duas ou trés dimensoes: Dadas a
crianca duas folhas de papel idénticas, numa ja desenhado um ponto um pouco
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abaixo de uma das extremidades, e pede-se ao sujeito que reproduza na outra folha,
um ponto na mesma posi¢ao do ponto dado. No inicio, desenham o ponto numa
posicao estimada visualmente. Com o uso de régua, e em varias tentativas, tracando
reta obliqua do canto da folha ao ponto, ou reta de medida tunica, horizontal ou
vertical, nao obtém o sucesso da posicao exata, e é apenas a partir dos sete ou oito
anos (estdgio das operagoes concretas) que a crianca compreende a necessidade de
um par de medidas para fixar a posicao do ponto. Em um outro experimento, é
apresentado aos sujeitos uma paisagem ou um vilarejo formado por pequenos edificios
colocados com diversas relagoes de distancias entre eles em uma determinada mesa,
e solicita-se que reproduzam esta paisagem em outra mesa. Os autores concluem
que a coordenacao de posigoes leva muito tempo para os sujeitos concluirem pelo
estabelecimento de referéncias.

Ao passar as diregoes, é evidente que o tracado de uma vertical ou de
uma horizontal pelo sujeito exige o estabelecimento de referéncias
interfigurais (PIAGET; GARCIA, 2011, p. 164).

Em relacao as diregoes, o experimento do vaso com agua colorida inicialmente na
horizontal e depois inclinada que a crianga deve reproduzir com desenho de memoria,
até oito ou nove anos aproximadamente, a crianga desenha o nivel da dgua paralelo
ao fundo do vaso, mesmo quando este esta inclinado, indicando que a crianca esta
ainda no nivel intrafigural (o nivel da dgua desenhado é paralelo ao fundo do vaso,
agua e vaso se fundem num tnico objeto), s6 quando desenha paralelo ao nivel da
mesa é que a crianca demonstre que a crianga demonstra compreensao interfigural,
utilizando referéncias exteriores. Outros experimentos com fio de prumo mostram

resultados parecidos com a nocgao de vertical.

e Representacao dos moveis em caso de deslocamentos: Piaget e Garcia em experiencias
utilizando duas réguas A e B, procuram analisar os fatores que levam o sujeito a
considerar as relagoes interfigurais em relacao a representacao do deslocamento.
A primeira consiste em empurrar perpendicularmente a régua B pela régua A,
primeiro no centro de B, deslocando-a no prolongamento do movimento de A, que é
compreendido muito cedo pelas criancas, e depois préximo a uma das extremidades
de B, provocando uma leve rotagao, e esse movimento a crianga s6 consegue prever
a partir dos sete, oito anos, e de forma global, sem considerar as seguintes precisoes,
que sé criangas a partir dos dez, doze anos irdo se apropriar: 1) A combinagao dos
movimentos de translacdo e rotacdo ainda nao existe; 2) Os deslocamentos de A e B
nao sao colocados ainda em relagao a referéncia fixa externa, mesa, apenas A em
relacdo a B. Em ambos os casos o que falta é a coordenacao dos sistemas interno e
externo de referéncias, porque:

Para poder efetuar-se, as relagdes interfigurais devem ser acompa-
nhadas de transformacoes interdependentes que se tornam assim
transfigurais, o terceiro nivel dessa psicogénese (PIAGET; GAR-
CIA, 2011, p. 166).

Na segunda experiéncia, desliza-se a régua A paralelamente a régua B fixa, ultrapassando-
a levemente. De acordo com Piaget e Garcia, criancas até oito anos acham que a
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diferenca entre A e B no final das réguas é maior que a diferenca na parte ini-
cial das réguas, e para os autores isso demonstra que as criangas nao diferenciam
deslocamentos de alongamentos. Os autores ainda comentam que:

De fato, qualquer mudanca de forma de uma figura é causada
pelos deslocamentos das partes, e todo deslocamento pode traduzir-
se em relagoes interfigurais, uma vez que se trata de comparar
posicoes iniciais e finais com suas respectivas referéncias. Nesse
caso, qualquer figura submetida a mudangas de forma constitui um
referencial que comporta as suas formas inicial e final, enquanto as
partes deslocadas no seio desse referencial representam, nos seus
pontos de partida e chegada, as figuras ou subfiguras destinadas a
serem colocadas em relacoes interfigurais: é por isso que, quando
o sujeito centraliza o seu raciocinio nessas relagoes interfigurais
internas em referéncia a tal referencial limitado, ele estd apenas na
etapa interfigural, ndo recorrendo ainda as composi¢oes ou transfor-
magodes de estruturas totais que caracterizam a etapa transfigural
(PIAGET; GARCIA, 2011, p. 167).

Piaget e Garcia ainda comentam que a principal caracteristica do deslocamento
concebido sob a forma interfigural é o que chamam de “comutabilidade”; ou seja, a
equivaléncia entre o que adicionado no fim do deslocamento e o que é subtraido no seu
ponto de partida. Assim, nos deslocamentos ocorre uma simples mudanga de posicao
global na figura, nao se modificando as rela¢oes entre as partes internas da figura,

fato cuja compreensao exige a apropriacao das etapas intrafigural e interfigural.

Piaget e Garcia constatam que o progresso cognitivo obedece uma mesma lei: o
sujeito comega apenas a constatar os resultados sem compreender os seu vinculo com as
transformacoes sistematicas, ao passo que ele alcanca e domina estas a partir do momento
em que percebe as suas possiveis compensagdes (as supressoes sdo compensadas pela
adjungoes), trata-se inicialmente de ligar o estado final de uma mudanca qualquer aos seus

estados iniciais.

A partir do momento em que a andlise interfigural para relacionar figuras ou objetos
fisicos, considerados globalmente, torna-se insuficiente para fazer previsoes corretas, como
quando dois sistemas integram uma estrutura total, como os deslocamentos conforme dois
tipos simultaneos de referéncias ou coordenadas, rotacoes com translacoes, vetores de
intensidades e direcoes diferentes, etc., e os autores citam alguns exemplos: movimento
de um caracol sobre uma tabua, e esta em movimento em relagdo a um outro referencial,
comparagoes entre composicoes de movimentos vistos por observadores fixos e observadores
em movimento, composigoes vetoriais, construgoes proporcionais (relagoes entre relagoes).
Piaget e Garcia comentam que esses problemas s6 podem ser resolvidos por criancas acima
de onze, doze anos. O problema consiste em compreender por que essas composigoes de
movimentos, neste caso as translagoes, ocorrem tardiamente, ao passo que a compreensao
dos movimentos componentes é elementar (PIAGET; GARCIA, 2011, p. 175).
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A nocao de “transfigural” assume, por essa razao, o seu significado etimologico:
aquilo que nao pode mais ser verificado diretamente numa tnica figura, deve se calculado,
como exemplos cita o caso da cicloide, fazer avancar uma tabua sobre um cilindro em
rotacdo, o parafuso de Arquimedes, movimento das ondas, como em cordas ou produzidos
por gota de liquido vermelho numa bacia com adgua. Um exemplo importante é descrito
nas coordenagoes entre translagoes e rotagoes, como descritos nos casos das réguas A e B
acima, e no caso dos dispositivo articulado exigem o recurso dos sistemas interno e externo
de referéncias. E evidente que a maior dificuldade é a de compor num tnico sistema os
dois sistemas de referéncia, problema geral que s6 é resolvido no nivel das construgoes
transfigurais na medida que comporta continuas multiplicagoes de relagoes (ibid., p.179).
Piaget e Garcia (2011) comentam a distin¢ao entre as relagoes interfigurais e transfigurais
da seguinte forma:

as relagoes transfigurais sdo muito distintas das interfigurais. Estas con-
sistem stmplesmente em introduzir figuras separadas num mesmo sistema
espacial: um espago homogéneo ou isotropo, um sistema de coordenadas
ou uma estrutura caracterizada por um unico tipo de transformagoes
(deslocamentos, afinidades, etc.), sendo estas provenientes do mecanismo
geral de comutabilidade que permite unir os estados sucessivos da figura
transformada. Em contrapartida, com as relacoes transfigurais trata-se
sempre de compor uma unica totalidade com sistemas distintos e reunir,
num conjunto simultineo, um determinado numero de relagées faceis de
se estabelecer sucessivamente, mas nao dadas na sua associagdo com as
figuras iniciais. Numa palavra, a caracteristica essencial do transfigural
€ substituir a descricio das figuras pelo cdlculo e, mesmo quando o re-
sultado dessas composicoes pode traduzir em figura, esta € nova e deve
ser construida dedutivamente antes de dar origem a uma representacao
(PIAGET; GARCIA, 2011, p. 181).

Piaget e Garcia afirmam que para compreender as formas é preciso considera-las
como resultado de transformacoes, e estas para serem compreendidas, é preciso superar o

geométrico no sentido de um calculo possivel.

Em suas conclusoes, os autores procuraram identificar os mecanismos comuns
entre a psicogénese e historia do conhecimento, o significado da sequéncia intra, inter e
transfigural em suas caracteristicas gerais, para assim chegarem as suas caracteristicas

espaciais [p. 188]|piaget2011psicogenese.

1. Do ponto de vista geral, a sucessao intra, inter e trans é a expressao das condigoes

que as leis de assimilagao e de equilibragao impoe a toda aquisicao cognitiva:

a) Etapa intafigural: ocorre ao abordar um dominio novo, o sujeito deve assimilar
inicialmente os dados (objetos, figuras, relagoes, etc.), aos seus préprios esquemas, e
sua analise implica uma equilibragao entre a assimilacao e a acomodacao destes as

propriedades objetivamente dadas.

b) Etapa interfigural: os novos esquemas nao podem permanecer isolados, logo as
exigéncias de equilibragao se imporao a eles, Encontramos formas mais ou menos

estaveis de coordenacgoes e transformacoes.



2.2.  Desenvolvimento Cognitivo e as Transformagoes Geométricas 43

c¢) Etapa transfigural: a multiplicagdo dos subsistemas ameaga a unidade do todo,
sendo necessaria uma nova forma de equilibrio entre as diferenciagoes e as integragoes
em sistemas de interacoes, inico meio de harmoniza-las sem perturbacoes internas
ou conflitos entre elas, dai as estruturas formadoras de conjunto que caracterizam o

nivel trans.

Esses autores elucidam que essa triade (inter, intra e transfigural) sdo fases de um
processo continuo, ou seja, “as estruturas atingidas no nivel transfigural dao lugar,
por sua vez, as analises intra que conduzem a novos inter, depois a producao de

super-estruturas trans, e assim indefinidamente” (ibid., p. 189).

2. A interpretacao acima leva em conta os aspectos externos de equilibragao, Piaget e
Garcia (p.190) propoem analisar os aspectos internos, especialmente geométricos, e
sustentam que a necessidade 16gico-matematica é de origem enddgena com valores
maximos dentro dos sistemas fechados de transformagoes construidos pelo sujeito,
enquanto os dados de origem exdgena permanecem em estado de fato com o minimo
de necessidade intrinseca, dessa forma Piaget e Garcia enfatizam que:

a passagem do intrafigural ao inter e ao transfigural corresponde
assim a uma extensao sistemdtica de necessidade, mas devido a esse
processo fundamental de substituicdo progressiva do exdgeno inicial
pelas construcoes enddogenas, o quue constitui um outro aspecto
do processo de equilibracao analisado acima, mas soliddrio com o
primeiro (PIAGET; GARCIA, 2011, p. 190).

Sob a otica das relagdes entre o enddgeno e o exdgeno, as formas ou movimentos

intra-inter-trans, sao assim descritas por Piaget e Garcia (2011, p.191):

e Forma inicial intrafigural: realismo das figuras, por um lado com existéncia inde-
pendente do sujeito, e por outro como dados préprios, emanados da natureza ou
do sujeito que pode manipular a figura, com algumas modificagoes, porém sem
construir um sistema de transformagoesoes, mas sim com o objetivo de alcancar as
propriedades intrinsecas da figura, permanece no modo de carater exbégeno, limita-se

a se submeter aos dados do exterior.

e Forma interfigural: construcoes endogenas desempenham papel formador, os objetos
geométricos tornam-se integrantes de um conjunto de transformacoes e relagoes,
sujeitos, enquanto em nivel operatério e interfigural, consideram os espagos vazios
como se estivessem ocupados, é uma forma mais abstrata de envolvimentos, acarre-
tando construcgoes de coordenadas elementares, formas especificas do espago onde
toda a complexidade das relagoes entre as fontes exdgenas e enddgenas do saber se

encontram.

e Forma transfigural: consiste em subordinar toda aquisicdo intra e interfigural aos

sistemas de conjunto de transformacoes (é com Lie e Klein que o primado das
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transformagoes se impoe), primazia do endogeno elaborando estruturas tratadas
como dados, que se prestam a novas analises “intra” e a novas construcoes “inter” e

“trans”.
A esse respeito a posicao de Piaget e Garcia conclui que:

Esta interpretacao dos niveis intra, inter e transfigurais em termos de
verdades exdgenas, exoendégenas (se assim se pode dizer) e cada vez
mais endogenas, permite dar um sentido aceitdvel ao nosso esforgo para

identificar mecanismos comuns de transigdo [...] entre um estdgio e o
seguinte, na psicogénese e na histéria das ciéncias (PIAGET; GARCIA,
2011, p. 195).

Para finalizar, destacamos o excerto do trabalho de Jahn (1998), o qual enfatiza
que, a parte as polémicas que tal teoria possa estimular, permanece a convicgao de que
ha diferentes niveis de aprensao e de significacdo para as transformacgoes. Abaixo trecho
traduzido deste estudo:

Juntamo-nos assim a Laborde e Grenier (1987) para considerar trés
primeiros niveis:

Nivel 1: a transformacéo é considerada “como uma relagao entre duas
configuragoes geométricas ou uma relagdo entre duas partes de uma
mesma configuragdo” (o cardter funcional estd ausente);

Nivel 2: a transformagao é considerada como uma aplicacao pontual do
plano sobre s{ mesmo (trata-se do objeto funcional);

Nivel 3: a transformacdo é considerada como uma ferramenta funcional
que evidencia as propriedades invariantes ou se destina a resolucao de
problemas (JAHN, 1998, p. ...).

Jahn acrescenta outro nivel:

Nivel 4: a transformagao é considerada como elemento de um grupo
(as transformagoes se compoe e se comparam, formando os grupos de
transformagoes) (ibid., p....).

Pelo que foi exposto anteriormente, o nivel 1 estaria mais relacionado com o aspecto
intrafigural, enquanto os niveis 2 e 3 estariam mais relacionados com as caracteristicas

intrafigurais, e o nivel 4 teria uma natureza predominantemente transfigural.

Também Machado (1990) dedicou-se a epistemologia do conhecimento geométrico,
caracterizando-o pelo denominado Tetraedro Epistemoldgico, constituido por quatro faces:

a Percepcao, a Construcao, a Representacao e a Concepcao.

Nao sao fases, como as da Lua, que se sucedem linear e periodicamente,
mas faces [...], que se articulam mutuamente, configurando uma
estrutura a partir da qual, de modo metaférico, pode-se apre-
ender o significado e as fungdes do ensino da Geometria. Com
efeito, ndo obstante o fato de a iniciagdo nessa disciplina realizar-se
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por meio da percepc¢ao das formas geométricas e de suas propriedades
caracteristicas, através de atividades sensoriais como a observacao e a
manipulagdo, desde muito cedo tais atividades relacionam-se diretamente
com a construgdo, a representacao ou a concep¢ao de objetos geométricos
(MACHADO, 1990, p. 150 e152— grifos do autor desta dissertagio)

A Figura 1 ilustra o Tetraedro Epistemologico da Geometria e as relagoes entre

suas faces

R e —
Percepgao @

!

Construgao Representacao

Figura 1: Tetraedro Epistemologico

Fonte: (MACHADO, 1990, p. 151)

Prosseguindo, o autor pontifica:

Percebemos para construir ou quando construimos, para representar ou
quando representamos; concebemos o que pretendemos construir, com a
mediacao das representagdes, ou construimos uma representacao (como
uma planta ou uma maquete) para facilitar a percepgao; mesmo as con-
cepgoOes mais inovadoras tém como referéncia percepgdes ou construgoes
j& antes realizadas, contrapondo-se a seus pressupostos ou transcendendo
seus limites (MACHADO, 1990, p. 152)

De acordo com Machado (1990), as percepgoes, as construgoes, as representagoes
e as concepgoes alimentam-se miitua e continuamente, como atomos em uma estrutura
cujas caracteristicas moleculares nao pode ser subdividida sem prejuizo as propriedades

fundamentais da substancia correspondente.

Possivelmente, a mais enfatica argumentagao do autor em defesa do Tetraedro

Epistemologico proposto seja a que segue:
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De modo geral e em todos os niveis, o ensino de Geometria carece de
atividades integradoras, que propiciem o desenvolvimento harmonioso das
quatro faces do conhecimento geométrico que pretendemos caracterizar.
E téo importante transitar, como uma crianca, da percepg¢ao a construcao,
dai a representacao e entdo a concepgao, quanto o € realizar o percurso
do arquiteto, que concebe o objeto geométrico antes de representa-lo e
construi-lo, e s6 entao torna-lo palpavel. O reconhecimento da importéncia
desses e de outros diferentes circuitos, envolvendo as quatro faces do
conhecimento geométrico, é um atestado veemente da insuficiéncia de
sua caracterizacdo como uma simples passagem da fase empirica a uma
sistematizagio nos moldes cotidianos (MACHADO, 1990, p. 154)
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3 Transformacoes Geométricas

como Objetos de Ensino

Neste capitulo sdo analisados alguns documentos relacionados as diretrizes curricu-
lares nacionais para o ensino de Matemaética, especificamente no que tange aos objetivos
do presente estudo, a saber: verificar como sao abordadas ou tratadas as transformacoes
geométricas no ensino, e como se dao as mengoes ao uso de tecnologias no ensino da

Geometria.

A abordagem se inicia pelos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN), (BRASIL,
1998), prossegue com as propostas do Curriculo do Estado de Sao Paulo (SAO PAULO,
2012), e finaliza com a andlise dos Cadernos de Matematica da Secretaria da Educaciao do
Estado de Sao Paulo (SAO PAULO, 2014-2017) do programa Sio Paulo faz Escola e de
alguns livros didaticos aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) 2014
do Ministério da Educacao (BRASIL, 2013).

3.1 Alguns documentos oficiais

Para a andlise das Diretrizes Curriculares Nacionais da Educagao Bésica, especifica-
mente em relacao a Matematica, utilizou-se os PCN para o ensino de quinta a oitava séries
do Ensino Fundamental II - atualmente denominadas de 6° ao 9° anos (BRASIL, 1998),
que contemplam as transformacoes geométricas e o uso das tecnologias como ferramentas

para o ensino-aprendizagem em Geometria.

Na introdugao deste documento, dirigindo-se aos professores, é enfatizado que:

Os Parametros Curriculares Nacionais foram elaborados procurando, de
um lado, respeitar as diversidades regionais, culturais, politicas existentes
no pais e, de outro, considerar a necessidade de construir referéncias
nacionais comuns ao processo educativo em todas as regides brasileiras

(BRASIL, 1998, p. 5).

Ja em relagdo aos objetivos do Ensino Fundamental arrolados nos PCN (BRASIL,
1998, p. 7-8), destacam-se aqueles de maior relevancia para o presente estudo, os quais

fazem mencao para que os alunos sejam capazes de:

e saber utilizar as diferentes linguagens — verbal, musical, matematica, grafica, plastica e
corporal — como meio para produzir, expressar e comunicar suas ideias, interpretar e usufruir
das produgoes culturais, em contextos publicos e privados, atendendo a diferentes intengoes e
situagdes de comunicagao;

e saber utilizar diferentes fontes de informacao e recursos tecnolégicos para adquirir e construir
conhecimentos;
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Portanto, vé-se logo no inicio da leitura dos PCN, uma recomendacao para que os
professores usem recursos tecnologicos, de tal maneira a facilitar o aprendizado por parte

dos alunos.

Com relacao a estrutura organizacional, os objetivos e contetidos nos PCN estao
organizados em quatro ciclos, cada um correspondendo a duas séries — 1° ciclo (1* e 2*
séries), 2° ciclo (3% e 4*), 3° ciclo (5* e 6*) e 4° ciclo (7* e 8*) — 0 que evita a excessiva
fragmentacao de objetivos e contetidos e torna possivel uma abordagem menos parcelada
dos conhecimentos, permitindo as aproximagoes necessarias para que os alunos se apropriem

deles, cabendo aos professores ministrar esses contetidos de forma ampla e flexivel.

Quanto aos conteudos de Matemdtica, os PCN foram organizados em quatro
blocos: Numeros e Operagoes; Espaco e Forma; Grandezas e Medidas; e Tratamento da
Informacao. Iremos nos concentrar no bloco Espago e Forma, no qual os PCN enfatizam
que os conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de Matematica
no Ensino Fundamental , e que por meio deles, o aluno desenvolve um tipo especial de
pensamento que permite compreender, descrever e representar, de forma organizada, o
mundo em que vive (BRASIL, 1998, p. 51).

Observamos que o tema transformagcoes geométricas encontra-se no bloco Espaco e
Forma a partir do 2° ciclo (BRASIL, 1997, p. 56), onde na listagem dos objetivos, destaca

que, o ensino de Matematica deve levar o aluno a:

e Identificar caracteristicas das figuras geométricas, percebendo semelhancas e diferengas entre
elas, por meio de composicao e decomposicao, simetrias, ampliagoes e redugoes.

Na parte que trata dos Contetidos Conceituais e Procedimentais, ainda no bloco
Espaco e Forma, (BRASIL, 1997, p. 60), sdo elencados:

e Identificacdo de simetria em figuras tridimensionais;

e Identificacdo de semelhancas e diferencas entre poligonos, usando critérios como niimero de
lados, ntimero de angulos, eixos de simetria, etc.

e Ampliagdo e redugdo de figuras planas pelo uso de malhas.

Em Contetdos Atitudinais (Ibid., p. 62), os PCN sugerem que os alunos devem
procurar ter:

e Sensibilidade para observar simetrias e outras caracteristicas das formas geométricas, na
natureza, nas artes, nas edificagoes.

Por fim, no tépico intitulado Orientagoes Didaticas, os PCN pretendem contribuir
para a reflexdo a respeito de como ensinar, analisando os conceitos e procedimentos e os
modos pelos quais se relacionam entre si, e assim comentam:
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Um trabalho constante de observacao e construgao das formas é que
levara o aluno a perceber semelhancas e diferencgas entre elas. Para tanto,
diferentes atividades podem ser realizadas: compor e decompor figuras,
perceber a simetria como caracteristica de algumas figuras e nao de
outras, etc. (BRASIL, 1998, p. 82)

Vale lembrar como recomendacao:

O uso de alguns software disponiveis também é uma forma de levar o
aluno a raciocinar geometricamente (Ibid., p. 83).

Assim, na andlise dos PCN para o 2° ciclo (3* e 4* séries) do Ensino Fundamental,
notamos que é recomendado introduzir os conceitos e propriedades das transformagoes
geométricas de forma que os alunos possam perceber e valorizar aspectos geométricos,
utilizando materiais diversos como malhas, espelhos, massas, dobraduras, e também
explorando as formas de objetos tridimensionais da natureza como folhas, animais, obras
de arte, edificacgoes, etc. O objetivo é trabalhar conceitos de semelhanca de figuras e de

forma intuitiva perceber simetrias, ampliagoes, redugoes, movimentos, etc.

A partir do 3° e 4° ciclo, o tratamento dado pelo PCN (BRASIL, 1998) as trans-

formacgoes geométricas no bloco Espaco e Forma é assim descrito:

Este bloco de conteidos contempla nao apenas o estudo das formas,
mas também as nogOes relativas a posicao, localizagdo de figuras e
deslocamentos no plano e sistemas de coordenadas.

Deve destacar-se também nesse trabalho a importancia das transfor-
magoes geométricas (isometrias, homotetias), de modo que permita o
desenvolvimento de habilidades de percepg¢ao espacial e como recurso para
induzir de forma experimental a descoberta, por exemplo, das condigoes
para que duas figuras sejam congruentes ou semelhantes.

Além disso, é fundamental que os estudos do espaco e forma sejam ex-
plorados a partir de objetos do mundo fisico, de obras de arte, pinturas,
desenhos, esculturas e artesanato, de modo que permita ao aluno esta-
belecer conexoes entre a Matemaética e outras areas do conhecimento.
(BRASIL, 1998, p. 51).

Verifica-se aqui aquilo que foi indicado na se¢ao 1.1 deste trabalho. Em virtude de
sua estreita relagdo com a vida cotidiana, as formas geométricas a serem estudadas estao
presentes em imagens rotineiras, ai se incluindo formas presentes na natureza, em objetos
e edificagoes observados no dia a dia, e em obras de arte, dai nossa hipotese que o interesse
dos alunos pelo tema surge naturalmente., como que em estado de laténcia. Assim, quando
assentado sobre essa relagdo, o processo de ensino-aprendizagem da Geometria possibilita
que o aluno estabeleca conexdes entre a Matematica e as demais areas do conhecimento

humano, e seu dia-a-dia.

Dentre os contetdos propostos para o ensino de Matematica no terceiro ciclo,

podemos ressaltar que os alunos sejam capazes de reorganizar e ampliar os conhecimentos
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abordados no 2° ciclo, trabalhando com problemas mais complexos de localizacao no espago,
e as representacoes das figuras geométricas planas, pela sua decomposicao e composicao,
transformagao (reflexdo, translagido e rotagdo), ampliacao e redugdo, e que permitam

levantar conjecturas sobre algumas propriedades dessas figuras (BRASIL, 1998, p. 68).
Dessa forma, os PCN (BRASIL, 1998, p. 73) destacam no item Conceitos e Procedi-

mentos, orientagdes no tema Espago e Forma, que os alunos possam efetuar a transformacao
de uma figura no plano por meio de reflexdes, translagoes e rotacgoes e a identificacao
de medidas que permanecem invariantes (medidas dos lados, dos dngulos, da superficie).
Ampliacao e reducao de figuras planas segundo uma razao e identificacao dos elemen-
tos que nao se alteram (medidas de dngulos) e dos que modificam (medidas dos lados

proporcionalmente, do perimetro e da area) também sao recomendados.

Verificamos, portanto, que a abordagem das transformacoes geométricas do 2°
ciclo para o 3° ciclo, passa da observacao e da percepcao das propriedades das figuras
de uma forma intuitiva, utilizando figuras da natureza, objetos do dia-a-dia, para uma
abordagem mais complexa, onde devem ser enfatizadas as propriedades das figuras planas
que permanecem ou nao invariantes, e a utilizacao do conceito de razao para o estudo das

homotetias.

Para o 4° ciclo, (7* e 8* séries), os PCN (BRASIL, 1998, p. 82) ao tratarem dos
Objetivos de Matemaética, tem-se que o ensino deve visar o desenvolvimento do pensamento

geométrico, por meio da exploracao de situacoes de aprendizagem que levem o aluno a:

e Produzir e analisar transformagdes e ampliagoes/redugoes de figuras geométricas planas,
identificando seus elementos variantes e invariantes, desenvolvendo o conceito de congruéncia
e semelhanca.

Observa-se, neste ciclo, que o estudo das transformagcoes geométricas ampliam os
conceitos tratados até o 3° ciclo, ampliando e desenvolvendo os conceitos de congruéncia e

semelhanca e, promovendo a identificagdo de seus elementos varidveis e invariaveis.

Na secao Contetidos propostos para o ensino de Matematica no quarto ciclo, o

PCN (BRASIL, 1998, p. 86) lembra que:

O estudo dos contetidos do bloco Espaco e Forma tem como ponto de
partida a analise das figuras pelas observagoes, manuseios e construgoes
que permitam fazer conjecturas e identificar propriedades. E importante
também na exploracao desse bloco desenvolver atividades que permi-
tam ao aluno perceber que pela composicdo de movimentos é possivel
transformar uma figura em uma outra.

Na segao Conceitos e Procedimentos (BRASIL, 1998, p. 88-89) o PCN destaca:

e representacdo e interpretagao do deslocamento de um ponto num plano cartesiano por um
segmento de reta orientado.
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e desenvolvimento do conceito de congruéncia de figuras planas a partir de transformacoes
(reflexbes em retas, translagoes, rotagoes e composicoes destas), identificando as medidas
invariantes (dos lados, dos angulos, da superficie).

e desenvolvimento da nocao de semelhanca de figuras planas a partir de ampliages ou redugoes,
identificando as medidas que nao se alteram (dngulos) e as que se modificam (dos lados, da
superficie e perimetro).

Assim, nesse ciclo, é previsto um avanco além da conceituacao e deducao das
propriedades das figuras abordadas nos ciclos anteriores. O conceito de isometria vai
permitir a construgao de figuras, por reflexao, por translagao ou por rotacao, fazendo com
que o aluno perceba que as medidas dos lados e dos dngulos da figura dada e da figura
transformada sdao as mesmas. As atividades envolvendo isometrias sao fundamentais para
o desenvolvimento de habilidades de percepc¢ao espacial, e podem favorecer a construgao
da nocao de congruéncia de figuras planas. De forma andloga, o trabalho de ampliacao
e reducao de figuras caracterizado pela homotetia permite a construcao da nocao de

semelhanca.

Essa abordagem torna-se ainda mais evidente no bloco que trata dos critérios de
avaliagao para o 4° ciclo, (BRASIL, 1998, p. 93), onde o professor deve verificar se o aluno é
capaz de estabelecer relagoes de congruéncia por meio de diferentes transformagoes de uma
figura no plano (translagoes, reflexdes em retas, rotagoes);, e de obter figuras semelhantes
por meio de ampliacoes e redugoes, e também se é capaz de aplicar as propriedades da

congruéncia e as de semelhanca em situagoes-problema.

Nas Orientacoes Diddticas para Terceiro e Quatro Ciclos — tema Fspaco e Forma,
o PCN Matemética 3° e 4° ciclos — 5* a 8* séries (BRASIL, 1998, p. 95), pretendem
contribuir para a reflexao de como ensinar e, em relagao as transformacoes geométricas
propde (Ibid., p. 123-125):

As atividades que envolvem as transformacoes de uma figura no plano
devem ser privilegiadas nesses ciclos, porque permitem o desenvolvimento
de conceitos geométricos de uma forma significativa, além de obter um
cardter mais “dinamico” para este estudo. Atualmente, existem software
que exploram problemas envolvendo transformagoes das figuras. Tam-
bém ¢é interessante propor aos alunos situacées para que comparem duas
figuras, em que a sequnda € resultante da reflexao da primeira (ou da
translagdo ou da rotagdo) e descubram o que permanece invariante e o
que muda. Tais atividades podem partir da observacgdo e identificacio
dessas transformagoes em tapecarias, vasos, ceramicas, azulejos, pisos etc.

O estudo das transformagoes isométricas (transformagoes do plano euclidi-
ano que conservam comprimentos, dngulos e ordem de pontos alinhados)
¢ um excelente ponto de partida para a construgcdo das nocgoes de con-
gruéncia. As principais isometrias sao: reflexao numa reta (ou simetria
azial), translagio, rotagdo, reflexao num ponto (ou simetria central),
identidade. Desse modo as transformacoes que conservam propriedades
métricas podem servir de apoio ndo apenas para o desenvolvimento do
conceito de congruéncia de figuras planas, mas também para a compreen-
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sdo das propriedades destas.

A primeira vista as transformagcées podem parecer um assunto que nao
tem relagio com o dia-a-dia, mas, refletindo e observando um pouco,
nota-se, por exemplo, que as simetrias estGo muito presentes no coti-
diano. Em inumeros objetos fisicos ocorrem aproximacoes de planos de
simetria de reflexao. Em representacées planas desses objetos, tais planos
de simetria reduzem-se a eixos de simetria. No corpo humano pode-se
observar (aprozimadamente) um plano de simetria. Assim, também a
imagem de um objeto no espelho é simétrica a ele. Hd eizos de simetria
em diversas criagoes do homem, como desenhos de aeronaves, edificios e
moveis.

As simetrias centrais e de rotacdo também surgem em diversas situagoes:
desenhos de flores, logotipos de empresas, desenhos de pecas mecinicas
que giram, copos, pratos, bordados etc. Os exemplos de translagdo tam-
bém sdo faceis de encontrar: grades de janelas, cercas de jardins, frisos
decorativos em paredes, azulejos decorados etc.

O estudo das transformacées que envolvem a ampliacio e reducdo de
figuras € um bom ponto de apoio d construcio do conceito de semelhanga.
Além disso, € preciso ficar claro para o aluno como e em que circunstan-
cias sao produzidas figuras semelhantes. Para tanto, € preciso compreender
a ideia de razdo de semelhanga (a razdo k que existe entre dois de seus
lados homdlogos.), por meio de ampliagoes e redugoes que podem ser
feitas numa figura pelas transformagoes conhecidas como homotetias.

O conceito de semelhanca estd presente no estudo de escalas, plantas,
mapas, ampliacoes de fotos, fotocopias como também quando se verifica,
por exemplo, se as medidas das partes do corpo humano se mantém
proporcionais entre um representante jovem e um representante adulto.

Assim, o conceito de semelhanga € proveitoso para estabelecer conexdes
com outros contetudos matemdticos, como razées e proporcoes, proprieda-
des das figuras, angulos, medidas (dreas, volumes) e conteidos de outras
dreas (artes, educagio fisica, ciéncias, geografia, fisica).

E importante que os alunos percebam que as transformagoes foram in-
corporadas como linguagem bdsica nos programas de computacdo grdfica.
Assim, ao manipular esses programas, o usudrio faz simetrias de todos
0s tipos, ampliagoes e redugoes.

[..]

Nota-se, portanto, que na apresentagao do PCN, o assunto transformacoes geo-

métricas, desde o 2° ciclo do ensino fundamental, é introduzido inicialmente de forma

experimental e intuitiva, explorando os conceitos de simetria (em particular relacionados a

simetria axial), é ampliado e aprofundado nos 3° e 4° ciclos, com a exploragao de temas

mais complexos, como a percep¢ao de elementos que permanecem invariantes e os que

variam quando sao utilizadas as transformacoes geométricas. As construgoes com instru-

mentos convencionais, como régua, compasso, transferidor, sdo utilizadas para verificacao

das propriedades das figuras original e da transformada.
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As orientagoes didaticas para os professores vistas acima, aprofundam os temas
apresentados, fornecendo subsidios importantes para o ensino das transformagoes geomé-
tricas, podendo despertar o interesse dos alunos pelo aprendizado da Geometria. Essas
orientacgoes contribuem para que haja a possibilidade dos professores tratarem os temas,
nao de forma estanque, mas sim explorando as conexoes entre as transformacoes e outras
areas do conhecimento, e do cotidiano, além de possibilitar a visao histérica do desen-
volvimento e das aplicagoes das transformagoes para a solucdo de problemas. Nota-se
também o estimulo ao uso de recursos tecnoldgicos, como software de geometria dinamica,

lembrando também o uso das transformagoes em programas de computacao grafica.

No que concerne a importancia dos recursos tecnolégicos, ja na secao Breve Andlise
da Trajetoria das Reformas e do Quadro Atual do Ensino de Matemdatica (BRASIL, 1998,
p. 20) ressalta a

e necessidade de levar os alunos a compreenderem a importancia do uso da tecnologia e a
acompanharem sua permanente renovagao.

Essa relevancia dos recursos de informatica no contexto do processo de ensino e
aprendizagem em matematica evidencia-se na se¢do O Recurso as Tecnologias da Informa-
¢ao do PCN, (BRASIL, 1998, p. 43-44), que assim se inicia:

As tecnologias, em suas diferentes formas e usos, constituem um dos
principais agentes de transformacao da sociedade, pelas modificagdes que
exercem nos meios de producao e por suas consequéncias no cotidiano das
pessoas. Estudiosos do tema mostram que escrita, leitura, visao, audigao,
criacao e aprendizagem sao influenciados, cada vez mais, pelos recursos
da informatica. Nesse cenario, insere-se mais um desafio para a escola,
ou seja, o de como incorporar ao seu trabalho, tradicionalmente apoiado
na oralidade e na escrita, novas formas de comunicar e conhecer. Por
outro lado, também é fato que as calculadoras, computadores e outros
elementos tecnoldgicos estao cada vez mais presentes nas diferentes ativi-
dades da populagao.

O uso desses recursos traz significativas contribui¢oes para se repensar
sobre o processo de ensino e aprendizagem de Matematica e, possibilita o
desenvolvimento, nos alunos, de um crescente interesse pela realizacao de
projetos e atividades de investigagao e exploragao como parte fundamental
de sua aprendizagem.

Nas aulas de Matematica, o uso do computador desempenha diferentes fungoes
(BRASIL, 1998, p. 44):

e fonte de informacéao, alimentando o processo de ensino e aprendizagem;
e auxiliar no processo de construcao de conhecimento;

e meio para desenvolver a autonomia, pelo uso de software que estimulem o raciocinio e a
reflexdo para a obtencao de solugdes;
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e ferramenta para realizar determinadas atividades - uso de planilhas eletrénicas, processadores
de texto, banco de dados etc.

Ja os software que exploram problemas envolvendo transformacoes das figuras sao
bastante elucidativos para a compreensao das transformagoes geométricas. E interessante
propor aos alunos que comparem duas figuras, em que a segunda é resultante da reflexao
da primeira — ou da translagao ou da rotagao — e descubram o que permanece invariante e

o que muda.

Resta examinar como os livros didaticos e o material produzido pelas entidades
governamentais trabalham esses temas. Também o preparo dos docentes de Matematica
e o conhecimento que estes detém sobre os assuntos relacionados preocupam pois, como
destaca o PCN, (BRASIL, 1998, p. 36), é essencial que o professor tenha “clareza de suas
proprias concepcoes sobre a Matemdtica, uma vez que a prdatica em sala de aula, as escolhas
pedagogicas, a definicdo de objetivos e contetdos de ensino e as formas de avaliagdo estdo

intimamente ligadas a essas concepgoes”.

3.2 Proposta Curricular do Estado de Sdo Paulo:

Matematica e suas Tecnologias

Para a analise da proposta curricular de Matematica do Estado de Sao Paulo,
utilizou-se o documento Curriculo do Estado de Sao Paulo: Matematica e suas
tecnologias, edicdo de 2012 (SAO PAULO, 2012).

Ja na Apresentagdo, o documento “apresenta os principios orientadores do curriculo
para uma escola capaz de promover as competéncias indispensaveis ao enfrentamento dos
desafios sociais, culturais e profissionais do mundo contemporaneo.” (SAO PAULO, 2012,
p. 7). Assim, o documento explicita o seu direcionamento, de tornar a escola um espago de
cultura e de articulacao de competéncias e de contetdos disciplinares, de modo a preparar

os jovens para lidar com as pressoes que marcam a contemporaneidade.

Mais adiante, pondera que

essa sociedade, produto da revolugdo tecnoldgica que se acelerou na se-
gunda metade do século XX e dos processos politicos que redesenharam
as relacoes mundiais, ja estd gerando um movo tipo de desigualdade ou
exclusao, ligado ao uso das tecnologias de comunicacdo que hoje medeiam
0 acesso ao conhecimento e aos bens culturais (SAO PAULO, 2012, p.

8):

Considerando que a tecnologia imprime um ritmo sem precedentes a aquisi¢ao
de conhecimentos e gera profunda transformacao nas formas de estrutura, organizacao e
distribui¢do do conhecimento, no que tange a interacao entre os conteidos matematicos e
a informética, o documento (SAO PAULO, 2012, p. 28) pondera:
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Os computadores atualmente sdo considerados instrumentos absoluta-
mente imprescindiveis para jornalistas e escritores, mas é no terreno da
Matematica que se abrem as mais naturais e promissoras possibilidades
de assimilagao consciente dos iniimeros recursos que as tecnologias in-
formaticas podem oferecer no terreno da Educacao. Ainda que as tais
tecnologias estejam presentes e representem papel importante em todas
as areas do conhecimento, a natureza algoritmica dos computadores
aproxima-os especialmente dos contetidos matematicos.

Em decorréncia dos pressupostos apresentados no documento (SAO PAULO, 2012),
e aqui sucintamente mencionados, os contetidos disciplinares de Matematica para o Ensino
Fundamental e para o Ensino Médio foram organizados em trés grandes blocos tematicos
— NUMEROS, GEOMETRIA e RELACOES - que segundo o documento, interagem

permanentemente.

No que concerne a Geometria, os construidos elencados sdo percepcao de formas e
de relagoes entre elementos de figuras planas e espaciais; construcao e representacao de
formas geométricas, existentes ou imaginadas, e elaboracao de concepgoes de espago que

sirvam de suporte para a compreensao do mundo fisico.

A preocupagao inicial do processo de ensino e aprendizagem de Geometria no
Ensino Fundamental é o reconhecimento, a representacao e a classificacao das formas
planas e espaciais, preferencialmente trabalhadas em contextos concretos com os alunos
de 5% série/6° ano e 6* série/7° ano. Ja a construcao de raciocinios logicos, de dedugoes
simples de resultados a partir de outros anteriormente conhecidos pode ser a tonica dos
trabalhos na 7% série/8° ano e na 8* série/9° ano (SAO PAULO, 2012).

Dai deriva a abordagem espiralada proposta no documento para o tratamento
da Geometria, o que significa dizer que os grandes temas podem aparecer tanto nas
séries/anos do Ensino Fundamental quanto naquelas do Ensino Médio, sendo a diferenga a
profundidade do tratamento dada ao tema.

Um aspecto importante a ser destacado na apresentagdo da Geometria,
tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio, é o fato de que o
conhecimento geométrico apresenta quatro faces, que se relacionam per-
manentemente na caracterizagao do espaco: a percepg¢ao, a concepg¢ao,
a construcgio e a representacio (SAO PAULO, 2012, p. 42 - grifos
n0Ss0s).

Em relagao ao tema deste trabalho — Transformagoes geométricas — notam-se
algumas mencgoes ao longo do documento, como no trecho:

Um exemplo que ilustra bem essa situacdo é o estudo da proporcio-
nalidade. Em uma 6* série/7° ano, o tema pode aparecer sem uma
preocupacao formal com o uso de representacao simbdlica, em problemas
de ampliagao e redugao, em problemas de escalas de mapas ou no
estudo de fragdes equivalentes. Havendo um projeto que desperte inte-
resses sobre o estudo mais pormenorizado da proporcionalidade, como
a construcao de uma maquete do prédio da escola, certamente o pro-
fessor podera explorar o tema com uma lente focada até mesmo na
representacdo simbélica (SAO PAULO, 2012, p. 51 - grifos nossos).
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Tendo em mente as ponderagoes anteriores, apresentam um Quadro de Contetdos
e Habilidades de Matemdtica (série/ano por bimestre) para as quatro séries/anos finais do
Ensino Fundamental e para as trés séries do Ensino Médio. Reiteram que nao se pretende
que tal lista de conteidos seja rigida e inflexivel, e sim que propicie uma articulagao
consistente dos diversos temas, tendo em vista os objetivos maiores que fundamentam o
presente Curriculo (SAO PAULO, 2012, p. 55).

busca de uma formacao voltada para as competéncias pessoais, uma
abordagem dos conteiidos que valorize a cultura e o mundo do trabalho,

No caso especifico da Matematica, proporcionalidade, equivaléncia, ordem, aproxi-
macao, problematizacao, otimizacao, entre outras, sao exemplos de tais ideias fundamentais,
a serem exploradas nos diversos contetidos estudados.(SAO PAULO, 2012, p. 55).

Em relagao aos aspectos relativos as transformagoes geométricas, surgem no quadro
da maneira que segue:

Na apresentacao dos quadros de contetdos e habilidades por série/bimestre, vemos que

5* série/6°ano do Ensino Fundamental - 3°Bim.

Contetdos ‘ Habilidades ‘ Comentérios
Geometria/ | Compreender a ideia de simetria, | Pretende-se apenas reconhecer
Relagoes sabendo reconhecé-la em a simetria em figuras
construgoes geométricas e geométricas intuitivamente,
Formas artisticas, bem como utiliza-la | e saber aplicd-la em construgoes
Geométricas em construcoes geométricas elementares, assim como visto
Planas elementares nas recomendagoes nos PCN.

Tabela 1: Quadro Contetdos e Habilidades 6° ano

6* série/7° ano do Ensino Fundamental - 2°Bim.
Contetdos \ Habilidades \ Comentarios
Geometria Compreender e Amplia-se nesta série
identificar simetria além do reconhecimento
Simetrias axial e de rotagao da simetria axial, o
nas figuras geométricas | conceito de rotagao,
e nos objetos do e sugere a associagao
dia-a-dia. aos objetos do cotidiano.

Tabela 2: Quadro Contetidos e Habilidades 7° ano

pouco contetido das transformagoes geométricas (TG) foram relacionados, ndo verificamos
qualquer referéncia explicita ao uso das TG para andlise de congruéncia entre figuras geo-

métricas, notadamente quanto as translagoes, e também nao fazem referéncia a homotetia
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8% série/9° ano do Ensino Fundamental - 3°Bim.
Contetudos \ Habilidades \ Comentarios
Geometria/ Saber reconhecer a Na abordagem dos temas
Relacoes semelhanca entre figuras relacionados as TG, somente
Proporcionalidade planas, a partir da o topico da semelhanca é
O conceito de igualdade das medidas dos apresentado, e nao fica claro
semelhanca angulos e da proporcionalidade | se serao aplicados os conceitos
entre as medidas lineares das transformagoes neste
correspondentes conceito

Tabela 3: Quadro Contetidos e Habilidades 9° ano

para abordarem semelhanca entre figuras planas. Esses contetidos serao explicitados nos

Cadernos do Professor e do Aluno, que serao objeto de andlise a seguir.

3.2.1 Cadernos de Matematica da Secretaria da Educacdo do Governo do
Estado de S3o Paulo

O Caderno do Professor sesp08, criado pelo programa Sdo Paulo Faz Escola, traz
orientagoes didatico-pedagbgicas fundamentadas nas proposicoes do Curriculo Oficial do
Estado de Sdo Paulo (SAO PAULO, 2012), e pode ser utilizado como complemento &

matriz curricular. De acordo com o referido caderno,

As atividades propostas podem ser complementadas por outras que os
professores julgarem pertinentes ou necessarias, dependendo do planeja-
mento e da adequacao da proposta de ensino deste material a realidade
da escola e de seus alunos. O Caderno do Aluno tem a proposicao de
apoid-los para que explorem suas competéncias e habilidades necessarias
que comportam a construgao do saber e a apropriacdo dos contetidos
das disciplinas, além de permitir uma avaliacdo constante, por parte
dos docentes, das praticas metodolégicas em sala de aula, objetivando a
diversificagdo do ensino e a melhoria da qualidade do fazer pedagogico
(SAO PAULO, op. cit., p. 3).

O documento recomenda que a ideia de simetria seja explorada na 6* série/7°
ano do ensino fundamental por meio de duas interpretacoes possiveis: simetria axial - ou
simetria bilateral, ou simetria de reflexao - e simetria de rotacao - ou simetria rotacional.
No caderno, o tema ¢é apresentado na “Situagdo de Aprendizagem 6: refletindo e girando
com simetria”, e contempla os seguintes itens (SAO PAULO, 20142017, p. 58):
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Contetidos e temas: simetria axial; simetria rotacional; transformagoes no plano (reflexao,
translagao, rotagao); ngulo central e inscrigdo de poligonos.

Competéncias e habilidades: identificar simetrias por meio da leitura, comparar e
interpretar imagens; reconhecer padroes geométricos em diferentes imagens como forma de
desenvolver uma melhor apreciagao estética das linguagens do desenho, pintura, arquitetura
etc.

Sugestao de estratégias: resolucao de situagoes-problema com o uso de imagens que

apresentem padroes de simetrias; uso de malhas quadriculadas e de pontos.

O Caderno do Professor traz orientacoes tedricas, em termos genéricos, da simetria
axial e da simetria de rotacao e utiliza os termos transformacao e “sobreposicao” perfeita
entre as figuras inicial e final. Os exercicios sugeridos no Caderno do Aluno (SAO PAULO,
2014-2017, p. 57) solicitam que tracem uma linha nas diversas figuras para indicar o eixo
de simetria axial, em outras figuras determinem, sem o uso do transferidor, a medida do

angulo de simetria rotacional.

Em outro exercicio, pede-se que o aluno justifique que uma determinada figura
nao possui eixo de simetria, apesar da placa que a representa possuir. Sdo propostos
diversos exercicios, repetindo a mesma solicitagao, identificar o eixo de simetria axial e
determinar o angulo de rotacao da figura. Um recurso 1til é apresentada em desenhos feitos
em malhas quadriculadas ou malhas de pontos em que o aluno tenha que desenhar figuras
com simetria, completar figuras para que tenham simetria ou, ainda, exercitar movimentos
de reflexao, translacdo e rotacao de figuras no plano. A seguir sao apresentadas algumas
atividades que cumprem esse objetivo (SAO PAULO, 2014-2017, p. 62).

Além da reflexao e da rotacao, outra transformacdao no plano é apresentada,
a translacdo, e ap6s a parte conceitual (SAO PAULO, 20142017, p. 63), exercicios
sao propostos com o uso de malhas de pontos e malhas quadriculadas, os conceitos de
deslocamento por meio de “setas”, com distancia, dire¢ao e sentido, auxiliam os alunos

para a solucao dos exercicios.

O Caderno do Professor sugere que seja utilizado o estudo da simetria como porta
de entrada para uma apresentagao mais detalhada do plano coordenado. Varias atividades
sdo elaboradas para que o aluno comece a se familiarizar com o sistema de representacao

de pontos por meio de coordenadas.

Nas Consideracoes sobre a avaliacao, o professor deve levar en conta que

Com as atividades apresentadas na Situacio de Aprendizagem 6, o aluno
devera familiarizar-se com simetria axial e rotacional, bem como com
as principais transformagoes do plano (reflexdo, rotagdo e translacao).
Vale lembrar que as transformagoes do plano serao aprofundadas em
outro Caderno e que, portanto, nosso objetivo aqui é apenas estabelecer
o primeiro contato do aluno com a percepc¢ao visual de simetrias e
movimentos no plano (SAO PAULO, 2014-2017, p. 66).
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3.3 Analise dos livros didaticos de colecoes do PNLD

O sitio do Ministério da Educacio !, traz informacoes sobre o Programa Nacional
do Livro Diddtico (PNLD). A aba “Apresenta¢do” informa que o programa tem como
principal objetivo subsidiar o trabalho pedagdgico dos professores por meio da distribuicao
de colecoes de livros didéaticos aos alunos da educacao basica. Apds a avaliacao das obras,
o Ministério da Educagao (MEC) publica o Guia de Livros Didaticos com resenhas das
cole¢Oes consideradas aprovadas. O guia é encaminhado as escolas para que professores e
coordenadores escolham, entre os titulos disponiveis, aqueles que melhor atendem ao seu

projeto politico pedagogico.

Faz parte do programa prover as escolas publicas de Ensino Fundamental e Médio

com livros didaticos e acervos de obras literarias, obras complementares e dicionarios.

O PNLD ¢ realizado em ciclos trienais alternados. Assim, a cada ano o FNDE
(Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educagdo) adquire e distribui livros para todos
os alunos de determinada etapa de ensino e repoe e complementa os livros reutilizaveis

para outras etapas.

As publicagoes dos PNLD em vigor sao:

e Guia PNLD 2013 Mateméatica EF Anos Iniciais
e Guia PNLD 2014 Matematica EF Anos Finais

e Guia PNLD 2012 Matemética EM

Para a analise das colegoes, iremos nos basear no “Guia de livros diddticos PNLD
2014: Matemdtica Ensino Fundamental Anos Finais” (BRASIL, 2013), que traz resenhas
das colegoes aprovadas no processo de avaliagao dos livros: dez colegoes de livros de
Matematica do 6° ao 9° anos. Trés delas incluem conteidos multimidia, em DVD, com os
chamados Objetos Educacionais Digitais (OED): jogos eletrénicos, simuladores, videos ou

infograficos.

Para o presente estudo, o interesse é verificar se e como as Transformagoes Geomé-
tricas estao contempladas entre os contetidos de Geometria dos livros voltados ao sexto,
sétimo e oitavo anos do Ensino Fundamental — aprovados no PNLD —, e quais destes

propoem o uso de software e de recursos digitais voltados para a Educacdo Matematica.

A Tabela 4, que precede a andlise propriamente dita e traz os livros acima descritos,
relacionando titulo da obra, autor, editora, ano, ilustra a presenca ou nao de alguns
conteudos de Transformagoes Geométricas, a saber: simetrias, reflexao, rotacao, translagao,
mosaicos e ladrilhamento e homotetia. A Tabela 5 relaciona os livros e comentarios sobre

os conteudos descritos na Tabela 4.

L (<http://portal.mec.gov.br/index.php?Itemid=668id=12391option=com__contentview=article>)
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Capitulo 3. Transformagoes Geométricas

60 como Objetos de Ensino

Descrigao dos itens da Tabela 4 onde cada marca “X” representa o contetido que

faz parte do ano da coleg¢ao do livro correspondente.

Si Simetrias

Re Reflexao

Ro Rotacao

Tr Translagao

Mo Mosaicos e Ladrilhamento

Ho Homotetia (Ampliagoes e Redugoes)

Com isso, pudemos identificar quais colecoes abordam as transformagoes geométri-

cas. A partir dai, selecionamos 3 cole¢bes para uma analise mais detalhada.

3.4 As transformacdes geométricas em alguns livros didaticos

Dentre os livros que constam do Guia de Livros Didaticos PNLD 2014 para o
Ensino Fundamental — Anos Finais — da drea de Mateméatica (BRASIL, 2013), selecionamos
para andlise os seguintes livros, na ordem em que aparecem nas resenhas das colecoes,

identificadas nas Tabelas 4 e 5:
3 Matemética — Ideias e Desafios (MORI; ONAGA, 2009)
8 Projeto Telaris — Matemética (DANTE, 2013)
10 Vontade de Saber Matematica (SOUZA; PATARO, 2012)

Para essa selecao, consideramos a quantidade de tépicos relativos as transformagoes
geométricas que aparecem nos livros (cf. Tabela 4 ) levando em conta apenas o Sumaério

de cada colecao e os respectivos comentarios da Tabela 5.

A abordagem feita pelo Guia do PNLD (BRASIL, 2013) inclui, dentre vérios
itens, um tépico denominado “Anélise da obra — Abordagem dos conteudos matematicos”,
onde descrevem a “selecao e distribuicao dos contetidos nas obras”, incluindo o tema
Geometria. Selecionaremos alguns comentarios das resenhas quando, de acordo com nossa
interpretacao, considerarmos relevante para esta pesquisa, e vamos adotar a mesma
numeragao acima apenas para facilitar a leitura nas tabelas, e no referido Guia. As
Transformagoes Geométricas inserem-se no Bloco de Contetidos “Espaco e Forma”, que

constam nos documentos oficiais vistos no inicio deste Capitulo na segao 3.1.
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’ N° \ Colecao \ Autores \ Editora \ Ano \ Si \ Re \ Ro \ Tr \ Mo \ Ho ‘
1 Descobrindo | Mazzieiro, A.S. | Dimensao | 6° | X | X
e Aplicando | Machado, P.A. ™ 1 X
Matematica 8°
90
2 Matematica | Bianchini, Moderna | 6°
- E.R. 7°
Bianchini g | X | X
90
3 Matematica | Onaga,D.S. Saraiva 6° | X
— Mori, I. Livreiros 7 | X ]| X X
Idéias e Editores g | X | X | X | X
Desafios 9 | X X
4 Matematica | Imenes, L.M.P. Moderna | 6° | X | X
- Lellis, M.C.T. 7 1 X X
Imenes 8 | X
Lellis 9°
) Matematica | Centurion, M.R. | Saraiva 6° | X
- Jakubovic,J. Livreiros 7 | X X
Teoria e Editores 8°
Contexto 9°
6 Praticando | Name, M.A. Editora 6° | X | X
Matematica | Zampirolo, M.C. do 7°
de V. Brasil 8°
90
7 Projeto Leonardo,F. M. Moderna | 6° | X | X
Arariba 7°
Matematica 8°
90
8 Projeto Dante, L. R. Atica 6° | X | X
Telaris— 7°
Matematica 8°
9° | X | X | X | X X
9 Projeto Lopes, A.J. Scipione 6°
Velear — 7° X
Matematica g | X | X | X | X X
90
10 Vontade Pataro, P.M. FTD 6° | X | X
de Saber Souza, J. R. ™ | X X | X | X X
Matematica 8°
9° | X | X | X | X X

e O comentério da resenha (PNLD) que seja relevante em relagao aos tépicos das

Tabela 4: Andlise PNLD Ensino Fundamental — Anos Finais

Na andlise de cada colecao, nos propomos a verificar em cada um dos volumes:
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’ Ne° H Colecao \ Comentarios
1 || Descobrindo | Nos contetidos descritos ha pouca menc¢ao aos assuntos relativos
e Aplicando | as TG (Transformagoes Geométricas), aparece apenas
Matematica | no 6° ano como simetria de reflexdo, e no 7° como simetria.
2 || Matematica | Somente em um dos quatro volumes, no 7° ano, ha uma
—Bianchini | referéncia a simetria de reflexao
3 || Matematica | H4 reféncia as TG em todos os volumes , e aparentemente
- no 8° ano, todos os itens foram contemplados. Na resenha,
Idéias e as simetrias e as isometrias, mesmo que bem definidas,
Desafios nao sao articuladas entre si, como ¢é desejavel.
4 || Matematica | H4 3 volumes, do 6°, 7° e 8° anos, com referéncia a simetrias
— de reflexao e de rotagao, e segundo a resenha a colecao
Imenes aborda homotetias, considerada tema de interesse, mas ha pouca
Lellis clareza na abordagem das simetrias
5 || Matematica | Nos conteidos descritos, ha pouca menc¢ao aos assuntos relativos
Teoria e as TG, aparecendo apenas no 6° ano o topico sobre simetria axial
Contexto | e no 7°, sobre simetria axial e de rotagao.
6 Praticando | Ha pouca mencao aos assuntos relativos as TG, aparece apenas
Matematica | no 6° ano como simetria de reflexao.
7 Projeto Ha apenas no 6° ano referéncia a simetria de reflexao.
Arariba Na resenha menciona-se o o uso de mosaicos, geoplano e tangram.
Matematica
8 Projeto No 7° ano ha simetria de reflexao, e no 9° ano, todos os temas
Telaris— das TG sao mencionados (translagao, reflexao, rotagao, e
Matematica | homotetia).
9 Projeto No 7° ano ha ampliacdao e reducao de figuras geométricas, e no 8°
Velear— os temas simetrias de translacao, reflexao, rotacao, mosaicos
Matematica | e ornamentos. Menciona-se na resenha que é valorizado o estudo
de congruéncia pelas TG e hd uma boa apresentacao das simetrias.
10 || Vontade de | No 6° ano, ha simetria de reflexdo, no 7°, ampliacao, simetria
Saber de translacao, de reflexao e de rotacao, e no 9° ano, homotetia.
Matematica | Na resenha menciona-se que ha valorizagao do estudo de isometrias
e destaca-se o uso de um software dindmico como ferramenta auxiliar
de apoio ao ensino.
Tabela 5: Comentarios das cole¢bes do PNLD
transformagoes geométricas (TG);
e A proposta do(s) autor(es) ao tratar(em) das TG no Manual do Professor;
e Conteudos abordados em cada volume da cole¢ao sobre TG e sua organizacao;
e Como os conceitos sao introduzidos;
e Atividades propostas pelo(s) autor(es) para apresentar(em) os conceitos das TG que

contribuem para a construcao do conhecimento;
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e Quais tipos de atividades sdo propostas para os alunos e como podem resolvé-los;
e Materiais didaticos utilizados e em quais contextos se apoiam;

e Consideracgoes que consideramos relevantes para essa pesquisa.

3.4.1 A Colecio Matematica — ldeias e Desafios

Nos comentario da resenha, convém acrescentar que nao ha articulagio e equilibrio
adequados entre atividades experimentais e dedutivas, ja que é destinado pouco espago
para investigacoes, levantamento de hipéteses e verificacao de propriedades pelo aluno. As
construgoes geométricas com régua e compasso estao presentes desde o volume 7, porem
sem as necessarias justificativas para os procedimentos empregados. As simetrias e as

isometrias, mesmo que bem definidas, nao sao articuladas entre si, como e desejavel.

No Manual do Professor as autoras comentam no bloco de contetidos “Espaco e
Forma”, que abordam a geometria das transformacoes, citando que trata das translagoes,
rotagoes, reflexoes, enfim, dos movimentos, das isometrias e das homotetias. Afirmam que
o conceito de transformacgao geométrica é trabalhado com énfase na intuicao e verificacao

experimental de algumas conjecturas.

Dentro deste propésito, verificamos que no volume 7, o conceito de Simetria, que
é item da unidade “Angulos e propriedades”, é introduzido com atividades que incluem
desenho em folha sulfite dobrada com papel-carbono dobrado dentro do sulfite, dobradura
e corte com papel (kiriguami), ambas atividades enfatizam a verificacao da existéncia de
eixos de simetria e da figura simétrica, e sugerem aos alunos que imaginem a existéncia
de um espelho, colocado no eixo de simetria, para gerar a figura simétrica . Algumas
figuras sao apresentadas para a verificagao de varios eixos de simetria e dentre elas incluem,
circulo, floco de neve e retangulo. Sao propostas atividades para que os alunos contem
quantos e quais os eixos de simetria em triangulo equilatero, pentdgono, letras e figuras da
natureza. Um campo para leitura adicional (Leitura +) apresenta um mosaico do pintor
M. C. Escher, e também algumas figuras obtidas por dobraduras com papel (Origami) e,
as autoras afirmam que essas atividades com dobraduras sao lidicas e motivam os alunos,

elas envolvem figuras geométricas com simetria.

Portanto, nesse volume 7, o tnico conceito de TG explorado é identificar eixos
de simetria em figuras e, em alguns casos, a existéncia de uma figura simétrica, nao
houve abordagem das propriedades envolvidas, ou seja, sobreposicao das imagens, inicial e
refletida, ortogonalidade, semelhanca e congruéncia. Os exercicios propostos nao oferecem
dificuldades para os alunos resolverem, pois abordam apenas a identificacdo e contagem

dos eixos de simetria em algumas figuras ja relatadas no pardgrafo anterior.

No volume 8, dedica-se uma unidade (5) intitulada “Simetria, movimentos e padroes

em Geometria”, e na apresentacao da unidade relacionam a existéncia de simetria como
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elemento da cultura humana e nas artes, e afirmam que o movimento de figuras geométricas
em torno de retas e pontos gera propriedades importantes para o estudo dessas figuras.
Sugerem como uma das atividades que os alunos pesquisem, e recortem de jornais e de

revistas, figuras que apresentam simetria e repeticao de padroes.

A unidade 5 é dividida em quatro capitulos sendo o primeiro, “Simetria”, sub-
dividido em dois topicos, Simetria axial e Simetria Central. Na simetria axial utilizam
dobradura e corte (kirigami), assim como apresentado no volume 7, e apds dobrarem trés
vezes um pedaco de papel quadrado, feito o desenho e o corte, perguntam aos leitores para
identificarem a existéncia de figura simétrica e contarem quantos sao os eixos de simetria.
Em seguida utilizam papel quadriculado para que os alunos copiem uma figura sugerida,
tracem um eixo vertical e desenhem a figura simétrica em relagdo a esse eixo, e apresentam
o resultado esperado, sem ao menos permitir que os alunos possam desenhar uma figura
qualquer, obter o simétrico, e relaciona-la com o que foi apresentado até esta parte, para

que possam discutir propriedades importantes.

O papel quadriculado torna-se ttil para explorar a igualdade de medidas de dois
pontos correspondentes nas figuras inicial e final em relacao ao eixo de simetria, bastando
contar quadradinhos, e a ortogonalidade também pode ser verificada com mais facilidade,
o que nao foi utilizado nesta atividade. Desenvolvem essa propriedade retornando a figura
obtida do kiriguami, e por um dos eixos de simetria, identificado por e, tragam uma reta
AB, marcam P pertencente a e, e perguntam a relacao entre os objetos, cujas respostam
devem ser: AB perpendicular a e, e AP = BP. Dada a importancia dessas conclusoes, a
atividade carece de precisao tendo em vista que sao puramente intuitivas em relagao a
figura escolhida, o recorte do papel pode nao ser perfeito e a identificagao da ortogonalidade

e medicao das distancias podem ser prejudicadas.

Ainda dentro deste tépico, simetria azial, as autoras apresentam o conceito de
“distancia de um ponto a uma reta” através da construcao de um triangulo ABC', um eixo
de simetria r e o correspondente tridangulo PSR, simétrico ao tridngulo ABC'. Tracam
segmentos A P, e marcam X em r entre A e P. Marcam um ponto Y em r e Z # X. Por
meio de personagens afirmam que as retas A’P e r sdo perpendiculares e, afirmam que a
medida de (A’X) é a menor medida de qualquer outro segmento com uma extremidade em
A e outra em r. As autoras dirigem-se aos professores para que certifiquem-se de que seus
alunos compreenderam o conceito de distancia de um ponto a uma reta, e da importancia

deste aprendizado.

A seguir, as autoras ensinam em “Desenhando figuras simétricas” por meio de
régua e compasso, como desenhar uma figura simétrica a outra, desenhando uma figura,
destacando pontos principais, tracando um eixo de simetria e retas perpendiculares por
esses pontos ao eixo de simetria. Marcam-se pontos simétricos utilizando o compasso com

a ponta seca nos pontos de interseccao do eixo de simetria com as retas perpendiculares e
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marcando os pontos simétricos correspondentes, onde ressaltam as medidas das distancias
de cada ponto e seu simétrico em relagao ao eixo de simetria, serem iguais. Concluem
esse topico afirmando que esse tipo de simetria é uma simetria axial ou reflexao sobre
uma reta (grifos das autoras). Sugerem aos alunos que fagam uma dobra sobre o eixo
de simetria, as figuras inicial e final ficaram sobrepostas, ou seja, coincidentes, e que tais
figuras tem lados correspondentes com medidas iguais e angulos correspondentes com

medidas iguais, concluindo que sdo figuras congruentes (grifos das autoras).

Em relagao a esse topico, simetria axial, consideramos o desenvolvimento dos
conceitos envolvidos apropriado, ou seja, iniciam com abordagens intuitivas de distancias
e segmentos entre pontos simétricos perpendiculares ao eixo de simetria, (com as devidas
ressalvas anteriores), incluem construgoes de figuras simétricas introduzindo o conceito de
distancia, uso de régua e compasso para construgoes e verificagoes, concluindo e afirmando
que figura inicial e final sdo figuras congruentes. As afirmacoes nas conclusoes desse
topico, apesar da sua importancia, poderiam ser introduzidas em atividades onde os alunos
pudessem extrai-las, o que poderia contribuir para a apropriagao do conhecimento com

experimentacao e discussao em grupos.

No outro topico desse capitulo, “Simetria central”, as autoras desenvolvem esse
conceito solicitando aos alunos que desenhem um tridngulo ABC e um ponto O, de
acordo com a figura sugerida por elas. Desenham retas ligando cada ponto do tridngulo ao
ponto O e mostram que o ponto M, marcado na reta BO, com medida igual a medida
de BO, é o ponto correspondente a B, em seguida solicitam que os alunos repitam a
operacao marcando o ponto P correspondente a A, fazendo o mesmo para o ponto C' e
seu correspondente N. O resultado é mostrado pelas autoras em outro desenho obtido das
operacoes acima, e questionam os alunos para concluirem sobre esse novo triangulo. A
resposta é apresentada aos professores e afirmam que tem lados e angulos com medidas
respectivamente iguais as do triangulo inicial. Ao final as autoras definem essa simetria de

simetria central (grifo das autoras).

Neste topico consideramos que nao foram explorados em mais detalhes os conceitos
envolvidos, como a preservagao das distancias correspondentes e nem tampouco uma
possibilidade que pudesse ser posta em discussao para a superposicao das figuras. A
proposito, em nenhum dos topicos os alunos sao convencidos da preservagao dos angulos
correspondentes nas figuras iniciais e finais, essa afirmacao simplesmente é colocada como

verdadeira, sem que haja algum tipo de demonstracao.

Algumas atividades sdao propostas em “Fazer e aprender” e abordam a identificagao
de pontos simétricos em relagdo a uma reta a serem confirmados ou nao pelo uso de
régua, identificacao do tipo de simetria, central ou axial apenas visualmente, pois nao ha
medidas nem escalas, identificacao de pares de figuras, se sdo simétricas ou nao. Em dois

exercicios com a utilizagdo de papel quadriculado, pede-se que os alunos construam figuras
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geométricas simétricas a eixos de simetria e megam e comparem distancias entre pontos
correspondentes. Outros dois exercicios sao similares aos anteriores, porém sem o uso de
papel quadriculado, sao figuras diversas e pede-se apenas que desenhem figuras simétricas
em relacao ao eixo de simetria dado, sem escala ou medidas. Outro parecido aos anteriores,
porém para obter a figura simétrica em relagdo ao um ponto dado. A seguir afirmam que
os tridngulos ABH e ACH sao simétricos em relagao ao eixo AH, e fazem trés questoes,
se os lados e angulos correspondentes sao congruentes, qual lado ¢ congruente ao um dado

lado e qual angulo é congruente a um angulo dado, porém nenhuma medida é fornecida.

Por fim é apresentada uma questao para ser discutida pelos alunos, uma reta a
cortando um segmento PR em um ponto M, e um ponto N em a, M # N, porem, sem
mostrar medidas, nem se a é perpendicular ao segmento PR. Pelas respostas que aparecem
no caderno do professor, ou seja, a é mediatriz de PR, P e R simétricos em relacdo a a,
distdncias N'P = N'R, pode ndo propiciar aos alunos a compreensio e importancia destas
questoes sem enfatizar e convencé-los destas propriedades. A verificacdo apenas visual nao
deve ser utilizada para resolver estas questoes, e se ao menos a figura fosse construida
com régua e compasso, haveria a possibilidade de comprovar as respostas dadas fazendo

medigoes.

Em outro Capitulo, ainda no volume 8, “Movimentos em Geometria” abordam
os Padroes geométricos, para introduzirem os conceitos de movimento de translacao,
mostrando a utilizagdo para o ladrilhamento como deslocamento de um padrao, e utilizam
como exemplos, cerdmica, cestas e a obra do artista Escher, Dia e Noite. Os conceitos de
dire¢ao, sentido e unidade de medida para o deslocamento da figura basica sao apresentados
através de um didlogo entre dois personagens, e estes concluem a propriedade da igualdade

da distancia entre pontos correspondentes.

Noutro topico deste mesmo capitulo as autoras introduzem o movimento de rotacao,
apresentando os conceitos de centro de rotacao, angulo de rotacao e sentido de rotacao.
Introduzem o conceito da rotagao em relacao a um ponto mostrando um passo-a-passo
em quatro quadros, no primeiro tracam um tridngulo M N P, e um ponto A externo ao
triangulo, e com a utilizagdo de régua, compasso e transferidor, tracam o segmento AM
e uma semirreta com extremidade em A fazendo um angulo de 80° com AM. Com o
compasso marcam o ponto B correspondente a M, e repetem a operagao para os pontos
N e P obtendo os correspondentes C' e D. Consideramos a introdugao a rotagao clara e de
facil entendimento por parte dos alunos. Finalizam montando um quadro onde enfatizam
a conservacao das distancias dos lados dos triangulos inicial e final, e reafirmam que entre
as figuras foi aplicada uma rotagdo de 80° no sentido horario e o ponto A é o centro de

rotagao (grifo das autoras).

Fazem em seguida um resumo dos conceitos de Translacao, Rotacao e Reflexao,

afirmando ao final que com esses movimentos obtém-se figuras congruentes da figura inicial.
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Como em todos os topicos, incluem exercicios em Fazer e aprender, para o aprendizado
dos conceitos até aqui apresentados. Sao cinco exercicios para identificar os movimentos
de translacao, rotagao e reflexdo, apenas com figuras desenhadas sem medidas. Em um
deles, as autoras solicitam aos alunos que identifiquem a combinacao de dois movimentos,
o que consideramos interessante, porém pouco explorado. Outros sete exercicios sao
apresentados, e os alunos sao solicitados a obter figuras com movimentos, cinco utilizam
papel quadriculado, translacao (3), reflexdao (1) e rotagdo (1) e outros dois ndo, um de

translacao e outro de rotacao.

Em outro capitulo, Movimentos e propriedades geométricas, as autoras iniciam
com a afirmacao: os movimentos conhecidos transformam uma figura em outra mantendo
as caracteristicas da figura inicial, com excecdo da posicdo, e através da construgao de
triangulo solicitam que os alunos expliquem o que acontece com as figuras movimentadas
em relagao a figura original, quanto a forma, dimensées dos lados e das medidas dos
angulos, sugerem a utilizacao de papel transparente, copiando a figura final e sobrepondo-a
a figura original, concluindo que as medidas dos lados e angulos correspondentes iguais, e

portanto sao figuras congruentes.

Como ultimo item abordam os Padroes e ladrilhamentos, e em seguida uma boa

lista de atividades sobre os itens vistos até aqui.

No volume 9 as autoras abordam a homotetia no tépico de Semelhanca e proporci-
onalidade, no item Figuras semelhantes e homotetia, em apenas dois tercos da pagina, e

mostram somente a construcao de um tridngulo de centro O e razao 2.

Em funcao da proposta das autoras apresentada no Manual do Professor, que o
conceito de transformagao geométrica é trabalhado com énfase na intuicdo e verifica¢ao
experimental de algumas conjecturas, consideramos que os itens apresentados e as atividades
propostas, sao suficientes para que os alunos possam compreender as transformagdes como
figuras em movimento. No entanto, as autoras nao oferecem atividades que os alunos
possam explorar e se aprofundar em questoes consideradas relevantes, como questoes
envolvendo semelhanca e congruéncia das figuras nas transformacoes geométricas, e esses
movimentos em nenhum dos textos faz referéncia ao termo transformacao geométrica no

plano.

3.4.2 A Colecao Projeto Telaris

Nos comentério da resenha, ndo ha mencao a algum tépico das TG para esta

colegao, e vale ressaltar que aparecem no volume 7 e 9, como iremos analisar a seguir.

No Manual do professor, a parte especifica para o volume 7 (p.47), o autor destaca

que o trabalho informal com simetria, sera realizado por meio de dobraduras e recortes, e
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a simetria de uma figura em relagao a outra sera explorada intuitivamente, a um ou mais

eixos de simetria.

O toépico Simetria no volume 7 (p.73-76) faz parte do Capitulo 2 (p.49) Geometria:
solidos geométricos, regioes planas e contornos, iniciando-se com a apresentagao do conceito
eizo de simetria através de dobradura com papel, exemplificado com trés figuras. O autor
solicita que os alunos procurem e recortem de jornais e revistas figuras simétricas, e também

uma que nao apresente simetria, com isso introduz o conceito de figura assimétrica.

Nos exercicios propostos, exige-se apenas a identificacdo da existéncia ou nao de
simetria em varias figuras, e em dois com o uso de papel quadriculado, o autor fornece
desenhos apenas da metade das figuras, e fornece tragado o eixo de simetria em cada um
deles, e solicita que os alunos completem as figuras de modo que a figura obtida apresente

simetria em relacao ao eixo tracado.

A seguir sao mostradas figuras que apresentam simetria em relacao a mais de um
eixo, e exercicios sao propostos para que os alunos tracem os varios eixos de simetria das
figuras. Pede-se também que desenhem uma figura diferente das apresentadas com apenas

dois eixos de simetria.

Até este ponto, a simetria explorada correspondia as da proépria figura, o item
seguinte, Simétrica de uma figura, o autor apresenta figura refletida em espelho, o reflexo
de uma figura na superficie de um lago, e conclui que figura e seu reflexo sdo simétricas,
uma em relacdo a outra, e com alguns exercicios, com o uso de papel quadriculado, pede-se
que desenhem a figura simétrica a figura dada, andlogos aos exercicios do item anterior,

acrescentando apenas um exercicio para repeticao de padrao para a construcao de painéis.

No volume 9, o tema Transformagoes geométricas (p.157-170) é retomado como
um toépico inserido no capitulo Semelhanga (p. 132), e o autor, na parte especifica do
Manual do Professor, em Espaco e Forma (p. 47), afirma: “o conceito de semelhanca é
um conceito fundamental em Matemdtica, tratamos as transformagoes geométricas que
preservam a congruéncia (transla¢io, reflexdo e rotagio) e da homotetia, transformagao
que ndao preserva congruéncia, mas preserva angulos e proporcionalidade entre medidas

dos lados (no caso de um poligono)”.

Ressalte-se que o topico relativo a semelhancga abordado pelo autor, prepara o
aluno para as transformagoes geométricas que virao a seguir, diversas figuras, desenhadas
em papel quadriculado ou nao, exploram a ampliacao e reducao das mesmas. Em um dos
itens, Leitura, o autor fornece informagoes histéricas da evolugdo dos recursos tecnologicos

para ampliar, reduzir, reproduzir, rotacionar, inverter e deformar imagens.

Para exemplificar, o autor mostra uma tela de computador com imagens inicial e
final numa reducao, e também um pantografo, descrito como utilizado, desde a antiguidade,

em diversas areas, como Geografia, na confecgdo de mapas (uma figura exemplifica essa
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utilizagao); utilizada na Engenharia, facilitando a confecgao de plantas de construgoes,
na serralheria, servindo para cortar chapas metdlicas; na ourivesaria, empregada para
fazer gravacoes em aliancas e anéis, etc. Trata em seguida de figuras semelhantes e figuras
congruentes, e a nosso ver, se bem empregadas em sala de aula tornarao a aprendizagem

das transformagoes geométricas pelos alunos mais interessantes.

Na introducao do topico Transformacoes geométricas, o autor afirma que é possivel
efetuar certos movimentos ou transformacoes com figuras no plano de tal modo que sua
forma e seu tamanho sejam preservados. A seguir faz uma sugestao ao professor para que

comente com os alunos o movimento de translagdo da Terra em relagao ao Sol.

Pela nossa anélise, acreditamos nao ter sido essa uma boa sugestao para introduzir
o conceito da translagdo geométrica, o que poderia confundir os alunos, pois além da
translagdo, a Terra efetua o movimento de rotagao, e por outro lado estamos trabalhando
com as TG no plano e nao no espago. O movimento de translacao da Terra, além de
descrever uma trajetoria aproximadamente eliptica, nao poderia ser associado a um vetor

para a translagao na sugestao acima.

A introducao propriamente dita é feita corretamente no primeiro item do tépico,
Translagao, utilizando o conceito de vetor orientado para levar o ponto A a um ponto A’,
e da igualdade de segmentos AA’ = BB’ quando para dois pontos A # B é efetuada a
translacao. Através de uma personagem em uma fala, apresenta o conceito da unicidade,
utilizando o segmento orientado B—B>’ para fazer a translacao de um ponto A, obtendo-se
um unico ponto A’, tal que AA" = BB’ e onde A’ é o quarto vértice do paralelogramo
AA'B'B que tem BB’ e AA’ como lados.

O autor aborda e conceitua as propriedades importantes da translacao, utiliza
a notacgao usual para os pontos obtidos através desta transformacao geométrica, e da

caracteristica da formacao de um paralelogramo com a translagdo de dois pontos distintos.

Nos exercicios propostos neste item, e com a utilizacao de papel quadriculado, os
alunos sao questionados para identificarem os paralelogramos formados pela translagao de
um poligono de seis arestas onde sao marcados cinco dos seis vértices nas figuras inicial e
final, examinar as figuras e marcar opcoes verdadeiras para alguns segmentos selecionados
e, também, para identificarem entre cinco vetores desenhados, qual é o representante da
translacao. Avaliamos que o exercicio proposto enfatiza todas as propriedades importantes
da translagao, e acreditamos que nao ofereca dificuldade para que os alunos respondam

corretamente tais questoes.

O autor faz uma adverténcia para que os professores esclarecam os alunos que a
notagao para representar um segmento orientado (vetor) é a mesma para representar uma

semirreta, mas os conceitos sao diferentes.

Em outro item, Figuras transladadas, o autor mostra a obtencao da figura trans-
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ladada, e define-a como imagem da figura inicial, onde cada ponto da figura inicial esta
ligado a imagem por meio de um segmento orientado, e utiliza a notagao usual, figura
PQRS e sua imagem P'Q'R’'S’. Em outro quadro, utilizando papel quadriculado, solicita
que os alunos examinem o exemplo onde sdo dados um poligono (trapézio) identificando
os quatro pontos ABCD, e um segmento orientado com dimensao, dire¢ao e sentido. No
mesmo quadro sao desenhadas as figuras inicial e final, bem como os quatro segmentos

orientados levando cada ponto a sua imagem.

Os exercicios propostos neste item sao idénticos ao quadro de apresentagao do
conceito acima, ou seja, desenhar a imagem que serd obtida de uma figura dada (poligonos)
por meio de uma translacao dado o segmento orientado. Noutro exercicio, o autor questiona
os alunos a responderem que figuras geométricas sao formadas analisando a figura dada
como exemplo para introduzir o conceito deste item, e o que espera é a formacao de

paralelogramos.

Um item interessante, Translacoes sucessivas, o autor, utilizando papel quadriculado,
apresenta varias figuras e duas translagoes, com segmentos orientados de cores distintas,
obtendo-se figuras de cores distintas para ilustrar a translagao. Utiliza a notagao usual para
os pontos (A, A’; A”) Os dois exercicios propostos é uma reproducao do exemplo, apenas
mudando figuras e segmentos orientados, e solicita-se obter as figuras transladadas. Nao

identificamos que os alunos tenham alguma dificuldade para executarem esta atividade.

O proximo item, Reflexao em rela¢io a uma reta, o autor orienta o professor quanto
ao paralelismo dos segmentos orientados que levam cada ponto da figura exemplo a sua
imagem, bem como a igualdade das distdncias de um ponto P e de sua imagem P’ a reta
mediatriz do segmento (PP’), lembrando que é perpendicular aos segmentos orientados.
Essas orientagoes dirigidas ao professor representam as propriedades da reflexdo em relagao

a reta que devem ser enfatizadas aos alunos pelo professor.

Utilizando a mesma personagem que traz mensagens (por baldes) para os leitores,

diz que a figura imagem ¢é congruente a original.

Através de dois circulos o autor explora outra propriedade da reflexdo em relacao a
uma reta, onde ressalta os sentidos opostos do deslocamento dos pontos das figuras inicial
e sua imagem. Em outro exemplo convida os leitores a desenharem a imagem de uma
figura apos a reflexao em relacao a uma reta dada, e ressalta as propriedades vistas na
introdugao ao item, ou seja, a reta mediatriz dos segmentos que ligam cada ponto a sua
imagem, o de serem perpendiculares, e dos sentidos opostos na leitura dos pontos da figura

inicial e da final.

Os exercicios propostos, de facil resolucao, pedem apenas que os alunos desenhem
as figuras imagens, em papel quadriculado, por reflexdo a uma reta dada, bem como

as retas orientadas que levam cada ponto a sua imagem, e nas respostas aos exercicios
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ressalta-se o fato dessas retas serem perpendiculares a mediatriz. Os exercicios propostos
contemplam figuras que podem ser exploradas pelo professor para exercitarem outras
caracteristicas dessa transformagcao, como a reflexdo de uma reta em relagao a outra reta,
a reflexdo de um circulo, de um tridngulo, onde nestes tultimos a reta base para a reflexao

passa pelo interior da figura.

O autor faz uma observacao onde define a reta usada para fazer a reflexdo como eixo
de reflexao ser um eixo de simetria quando a figura obtida corresponder a figura original.
Outros exercicios sao propostos utilizando as figuras de um retangulo, um tridngulo
isosceles, um quadrado e um paralelogramo para os alunos tracarem os eixos de simetria,

onde todas as figuras sdo desenhadas com todas as suas medidas.

O item abordado a seguir, Rotagdo, é bem definido na introdugao como um giro de
uma figura em relagdo a um ponto, denominado centro de rotacao, segundo um determinado
angulo em um determinado sentido, obtendo-se uma figura congruente a figura inicial.
O autor lembra que o sentido do deslocamento dos pontos nas figuras inicial e final é o

mesmo. Assim como nos itens anteriores, o conceito de rotagao foi bem definido.

Em seguida o autor faz um passo-a-passo para construir uma figura imagem pela
rotacao em relacao a um ponto, por um angulo dado, e um sentido de rotacao, utilizando
transferidor, que em nossa avaliagao permite que os alunos nao tenham dificuldades
para se apropriarem desses conceitos. Os exercicios propostos, todos com o uso de papel
quadriculado, os alunos solicitados a desenharem a figura imagem pela rotagdo em relagao

a um ponto dado.

O autor faz uma observagao ao final dos itens vistos até agora onde ressalta que a
translagao, reflexao e rotacao sao movimentos ou transformagoes geométricas que preservam
congruéncia (itdlico do autor), isto é, a figura transformada é sempre congruente a figura
original, e esses movimentos sao fundamentais em Geometria, por nao deformar a figura
original, também sdo chamados de movimentos rigidos ou de isometrias (iso=mesma;

metria=medida).

No proximo item, Qutro tipo de transformagao: a homotetia, o autor inicia afirmando
tratar-se de uma transformacao geométrica que, em geral, ndo preserva a congruéncia, e
com exemplos de proporcionalidade numa semirreta, utilizando a razao entre segmentos
da reta, e as atividades sao do mesmo tipo que a dos exemplos, desenha-se um segmento
na semirreta, dd-se a razao e pede-se para marcar o ponto imagem, e acreditamos que os

alunos nao terao dificuldades para soluciona-los, utilizando apenas régua milimetrada.

Em seguida, em destaque, da a definicao de homotetia, com centro O e razao k > 0,
na semirreta, usando a notagdo H (O, k). A seguir, nas atividades, sao fornecidas as razoes,
e os alunos deverao marcar um ponto P, distinto de O, e determinar o ponto P’ para cada

exercicio, que, em nossa opiniao, ndo oferecem nenhuma dificuldade para solucioné-los.
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Noutro item, Propriedades importantes de uma homotetia, o autor define que as
figuras que se correspondem por uma homotetia sdo chamadas de figuras homotéticas,
e nelas os angulos correspondentes sao congruentes, os segmentos correspondentes sao
paralelos e a razao entre suas medidas é sempre a mesma e igual a razao da homotetia, e
ainda, lembra que figuras relacionadas por homotetia sao sempre semelhantes, porém a
reciproca nao é verdadeira, e continua, se duas figuras sao semelhantes, é sempre possivel
que uma chegue & outra fazendo um ou mais movimentos rigidos ( rotagdo, translacdo ou
reflexdo), seguidos de uma homotetia, propriedades essas que sao mostradas por meio de

exemplos, de forma clara e didatica.

Nas atividades propostas, sao dadas as figuras homotéticas, e os alunos devem
dizer qual a razao, e qual deveria ser a faixa da razao para haver reducao, pra haver
ampliagdo e para reproduzir a mesma figura, e em outro exercicio sao dadas as medidas
de um retangulo e o valor da razao, e pede-se para construir um retangulo semelhante ao
primeiro, e calcular o perimetro do segundo. Em nossa avaliagao, os exercicios propostos
nao apresentam dificuldades para os alunos, considerando que tenham assimilado a parte
tedrica e a didatica empregada pelo autor de forma clara e objetiva para a série na qual se

aplica, ou seja, no 9° ano do ensino fundamental.

O item seguinte, Transformacoes geométricas, correspondéncia biunivoca, congruén-
cia e semelhancga, o autor faz uma revisao das TG vistas até o presente item, com as
seguintes observagoes: a correspondéncia biunivoca, cada ponto da figura inicial tem um
correspondente na figura final, e vice-versa, e se P e () sao pontos distintos da figura
inicial, entao seus correspondentes P’ e Q' da figura final sdo pontos distintos; translacao,
rotagao e reflexao sao chamadas de isometrias, e a figura obtida é congruente a figura

inicial; na homotetia as figuras inicial e final sao semelhantes.

Os exercicios apresentados para esse item contemplam a teoria vista, e com figuras
desenhadas em papel quadriculado, e outras nao, as questoes envolvem semelhanca,
congruéncia, calculo da razao em figuras homotéticas, e indicacao de quais combinagoes
de TG resultam na obtencao da figura final. Consideramos que os exercicios apresentados
oferecem um pouco mais de atencao por parte dos alunos, porém as dificuldades poderao
ser sanadas pelo professor, considerando que envolvem varios conceitos vistos nas TG

apresentadas pelo autor.

Para finalizar esse capitulo, no item Qutras situagoes que envolvem semelhanga, sao
propostas atividades para a construcao de figuras semelhantes, por reducao ou ampliacao,
e outras questionando sobre ser ou nao semelhantes, justificando as respostas. A ultima
questao é colocada como Projeto em equipe, propondo que os alunos escolham figuras em
jornais ou revistas e fagam um quadriculado sobre elas, como no exemplo do autor, em

seguida deverao estabelecer razoes de semelhanca para ampliagoes e redugoes da figura.

Considerando a proposta do autor ao tratar das TG no Manual do Professor; tanto
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para o volume 7, quanto para o volume 9, os contetidos em cada volume da cole¢ao sao bem
organizados, com destaque para os conceitos e propriedades que devam ser enfatizadas,
onde sao reproduzidas em baldes de fala de uma personagem ou em retangulos com letras
e cores distintas do texto. Esses conceitos sao mostrados em exemplos que podem ser bem

assimilados pelos alunos.

Emprega notacoes adequadas, e somente a pratica no ensino para alunos desta
faixa etaria podera responder se sao de facil compreensao ou nao. As atividades propostas
pelo autor apresentam os conceitos abordados, e acreditamos que possam contribuir para
a constru¢ao do conhecimento por parte dos alunos. Alguns exercicios irdo exigir um
pouco mais de atencao, e consideramos desejado para instigar a curiosidade, o gosto e o

aprendizado das transformagoes geométricas.

Na maioria dos exemplos, e das atividades empregadas, o autor se utiliza de papel
quadriculado, régua milimetrada, transferidor, e em quase todos fornece as medidas dos
segmentos e dos angulos, onde necessarios. Registra-se, como visto na introducao da
analise desta colecao, nas leituras complementares, o uso de recursos tecnolégicos como
computador e artefato do tipo maquina matematica (pantégrafo). A abordagem dos topicos
de TG ressaltam os conceitos de semelhanga e congruéncia como desejado, e sdo bem
apresentados, seguindo uma ordem onde cada assunto posterior esta ligado ao assunto

visto em tépicos anteriores.

Em funcao desta analise, consideramos essa colecdo adequada para o estudo e
aprendizagem das transformagoes geométricas, e fornece ao professor subsidios para

exercem suas atividades no ensino.

3.4.3 A Colecio Vontade de Saber Matematica

Sobre esta colecdo, e em complemento ao mencionado no Quadro 5, a resenha faz
o seguinte comentario:

Um destaque da obra é a exploracao de conceitos e de propriedades
das figuras geométricas com apoio em instrumentos de desenho, em um
software de geometria dindmica e em materiais concretos. Além disso,
é bem conduzida a discussao das isometrias de rotagdo e de translagao
no plano. No entanto, tais transformacoes sdo mal articuladas com o
conceito de simetria (BRASIL, 2013, p. 92).

Os topicos relativos as transformagcoes geométricas nesta colecao estao distribuidos pelos
volumes 6, 7 ¢ 9. Nas Orientagoes para o professor do volume 6, os autores destacam:

O estudo de simetria tem como objetivo auxiliar em conceituagoes de
semelhanca e congruéncia, buscando que os alunos desenvolvam a ca-
pacidade de perceber se duas figuras possuam ou nao a mesma forma
e mesmo tamanho, independentemente da posicao que elas ocupam no
plano. No capitulo serd trabalhada a simetria de reflexdo, sendo que as
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simetrias de rotacdo e translacao serdao estudadas em outros volumes
desta colecao (op. cit. p.53).

Em seguida os autores sugerem que o professor peca aos alunos que realizem uma atividade
de dobradura, conforme indicado nas imagens do exemplo, utilizando uma folha de papel
de forma quadrada, que apds trés dobraduras e recorte com tesoura sem ponta, obtenham

uma figura com quatro eixos de simetria.

O toépico, Figuras simétricas (p.193) esta inserido no capitulo 8, Poligonos, formas
circulares e simetria (p.178), onde sdo introduzidos os conceitos de figuras simétricas e eixo
de simetria por meio de duas figuras onde foram tragados segmentos de reta dividindo-as
em duas partes iguais, e afirmam: ao dobrarmos as figuras ao longo do segmento de reta,

elas vao se sobrepor.

Consideramos um bom inicio para se discutir com os alunos semelhanca e congruén-
cia de uma forma intuitiva. Os autores refazem essas defini¢coes em destaque, incluindo
ainda o caso de figura assimétrica, e um passo-a-passo passo para os alunos poderem obter

uma figura simétrica.

Os exercicios propostos neste tépico se referem a identificagao da existéncia e
quantidade de eixos de simetria, e na classificagao se simétrico ou assimétrico. Em outros
exercicios, os autores utilizam os conceitos vistos acima com dobraduras para se utilizarem
do termo reflexdo, ou mais precisamente, figuras simétricas em relagio ao eixo por reflexao.

Incluem exercicios com a utilizagao de papel quadriculado e com espelho.

Os exercicios propostos, e de maneira diversificada, podem despertar nos alunos a
curiosidade sobre o tema simetria, abordado, a nosso ver de uma forma completa, clara e

de facil assimilagao.

O livro 7 dessa colegao dedica o capitulo 11 (p.270) para o tema, Transformagoes de
figuras e simetria, e os objetivos propostos pelos autores sao elencados na parte Orientacoes

para o professor (p.62), ou seja:

Identificar figuras semelhantes.

Compreender o conceito de escala.

Realizar ampliagao e reducao de figuras.

Determinar a escala de ampliacao e reducao de figuras.

Compreender o conceito de simetria.

Verificar se uma figura é simétrica em relacao ao eixo de simetria.
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Identificar o eixo de simetria.

Reconhecer simetria de rotagao.

Desenhar figuras simétricas em relagdo a um eixo de simetria.

Desenhar figuras com simetria de rotacao.

Na introdugao ao referido capitulo, os autores colocam obras dos artistas Max Ferguson e
Ron Muek e sugerem ao professor que explore discussoes sobre as obras de arte no que tange
a ampliacao e reducao de figuras, em seguida iniciam com o tépico, Ampliacdo, reducio
e reproducgdo de figuras. Sao colocadas fotos ampliadas e reduzidas, desenhos em malha
quadriculada com figuras ampliadas e reduzidas para no final, e em destaque, os autores
definem que figuras que apresentam a mesma forma, preservando os mesmos angulos e

proporcionalidade entre os lados correspondentes, sao chamadas figuras semelhantes.

Nota-se que os autores apresentam uma série de exercicios sobre o tema ampliacao
e reducao de figuras para no final introduzirem o conceito de figuras semelhantes, e a
nosso ver, favorece o entendimento por parte dos alunos desse conceito, pois verificam
essa propriedade intuitivamente, e ao final confirmam o que ja podiam ter obtido nas
atividades. Nas atividades seguintes sao utilizadas folhas quadriculadas, em diversas
escalas, e o objetivo é determinar relagoes de proporcionalidade entre medidas de lados

correspondentes das figuras.

Essas observacoes estao de acordo com a proposta dos autores que, entre diversas
sugestoes, solicitam ao professor que verifique se os alunos perceberam que ao ampliar
ou reduzir uma imagem, as formas sao mantidas, ocorrendo alteracao apenas em suas

dimensoes, implicando em imagens semelhantes.

O préximo toépico, Figuras simétricas, praticamente retoma o que havia sido
abordado no volume 6, e as atividades sao praticamente com os mesmos objetivos, identificar
e contar os eixos de simetria, identificar figuras simétricas e assimétricas, dobrar folhas
sobre o segmentos desenhados verticalmente que separam duas figuras para concluirem se

sao figuras simétricas ou nao.

No toépico seguinte, Simetria de Rotagdo, o procedimento de abordagem do tema é
analogo a forma que os autores utilizam ao longo da colecao, mostram através de uma
sequéncia de passos, rodando a figura em relagdo a um ponto, em um sentido, para ao
final conceituarem a rotacao, em destaque, negritando os conceitos envolvidos, ou seja,
rotagdo em torno do ponto O, simetria de rotagao, ¢ Angulo de rotagao no sentido

horario ou anti-horario.

Os exercicios propostos uns solicitam que os alunos identifiquem onde houve rotacao

de figuras, em outros megam, utilizando transferidor, qual a medida do angulo de rotagao
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da figura, e também, reproduzam a figura fornecida com o uso de papel quadriculado, e

desenhem a figura simétrica com rotacao de 180° em relacao a um ponto dado.

Uma das propostas dos autores que merece destaque é a sugestao de utilizacao de
software de geometria dindmica no topico, Acessando tecnologia, construcao de figuras
simétricas (p. 282), e neste caso sugerem o uso do GeoGebra. Utilizam o software em
duas aplicagoes, reflexdo em relacdo a uma reta, e rotagdo em torno de um ponto, por um
determinado angulo e sentido de rotacao, com uma sequéncia de quadros e as instrugoes

para o uso das ferramentas, de forma clara e de facil entendimento.

Nas atividades seguintes, todos os tépicos vistos neste capitulo sao incluidos,
ampliacao e redugdo de figuras, cilculos de razao de ampliagao/redugao, identificagao de
figura simétrica, contagem do ntimero de eixos de simetria, e dois exercicios com o uso do

software GeoGebra, um para reflexdo e outro para rotacao.

Considerando a proposta dos autores nas orientagoes ao professor, os conceitos
abordados nos topicos e temas vistos neste volume, se bem explorados pelo professor em
sala de aula, podem contribuir para que os alunos tenham um entendimento adequado
sobre a identificacao de figuras semelhantes, e incentivados ao uso dos diversos materiais e
ferramentas, incluindo o uso de software de geometria dindmica, e com isso possam ser

despertados a “gostar” de geometria.

O livro 9 dessa colecao dedica o capitulo 4 (p.70) para o tema, Simetria, e os
objetivos propostos pelos autores sao elencados na parte Orientagoes para o professor

(p.35), ou seja:

e Reconhecer as simetrias de rotagao e translacao.
e Construir figuras simétricas utilizando simetria de rotagdao ou de translagao.
e Determinar o angulo de rotagao de figuras simétricas por rotagao.

e Identificar a direcdo, o sentido e a distdncia em uma simetria de translacao.

Na abertura desse capitulo os autores exploram a figura de uma bailarina em frente a um
espelho e sugerem que o professor utilize a imagem para permitir aos alunos perceberem
elementos relacionados a simetria de maneira contextualizada, incluindo informagcoes
acerca da fabricacdo de espelhos, uma vez que os alunos tem contato no seu dia a dia com

superficies reflexivas.

O primeiro tépico deste capitulo, Simetria de rota¢do, retoma o mesmo assunto
visto no volume 7, agora vistos com mais detalhes. O primeiro detalhe é a ampliacao do
conceito de rotagdo, particularizando o giro por um angulo de 180° com a denominacao de

simetria central.
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Em seguida, como no volume 7, faz um passo-a-passo para a construcao de uma
figura simétrica por rotagao utilizando régua, compasso e transferidor, de facil compreensao

e execucao por parte dos alunos.

As atividades propostas seguem a mesma abordagem vista em atividades relacio-
nadas com outros topicos dessa colecao, identificacao da figura simétrica por rotacao em
relagdo a um ponto, identificacdo e medi¢ao do dngulo de rotagao levando em conta o
sentido horario e o anti-horario, e com uma novidade, a utilizacao de uma figura (tridngulo)
desenhada em papel quadriculado em plano cartesiano, onde os alunos deverao identificar
as coordenadas dos vértices da figura inicial e final por rotacao em relacao a origem dos

eixos ortogonais.

A nosso ver, as atividades propostas nao apresentam dificuldades para que os
alunos possam resolvé-las, e contribuem para o aprendizado dos conceitos e propriedades

até aqui apresentados, de forma clara e objetiva.

O préximo tépico, Simetria de translagio (pg.75), é apresentado com a utilizagao
de exemplos desenhados em papel quadriculado, com translagoes cujas medidas podem
ser verificadas pela contagem de quadradinhos, e o conceito apresentado em destaque
enfatiza que a transformacao de uma figura que sofre um deslocamento de acordo com
uma distancia, uma direcao e um sentido, mantendo seu tamanho e sua forma, é chamada

sitmetria de translacgdo.

As atividades propostas exigem apenas a identificacdo e verificagdo das figuras
simétricas por translagdo, em outros os alunos devem indicar a direcao, a distancia e o
sentido das translagoes das figuras apresentadas, e por ultimo é dada a direcao, o tamanho
da seta e a figura, desenhada em papel quadriculado, pede-se que os alunos desenhem a

figura simétrica por translacao.

Para finalizar este capitulo os autores apresentam o topico, Fxplorando o tema,
sugerindo que os alunos leiam o texto, A fundamental beleza da natureza, e cujo objetivo
é discutir a associacao entre beleza e simetria. Figuras como uma borboleta, uma face
humana, com seus respectivos eixos de simetria, sao colocadas como exemplos de simetria
bilateral. Outra imagem colocada é o famoso desenho de Leonardo da Vinci (1945-159), O
Homem Vitruviano (1492) para que os alunos observem as simetrias e as proporgoes do

corpo humano.

Atividades de revisao dos topicos vistos neste capitulo sdo apresentadas a seguir, e
com poucas diferencas em relagao aos tipos de questoes que foram formuladas anteriormente.
Nao foi explorado, por exemplo, o uso do software de geometria dinamica, como utilizado no
volume 7 (p.282), que poderia enriquecer o aprendizado e estimular os alunos a praticarem
as transformacoes geométricas, notadamente as translacdes. A combinacao de varias

transformacoes também nao foi explorada pelos autores nesta cole¢dao, que a nosso ver,
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podem oferecer oportunidades para os alunos fazerem a conexao entre as os varios tipos e

propriedades das transformacoes vistas até o presente capitulo.

O ultimo tépico abordado pelos autores neste volume 9, Homotetia (p.137), esté
inserido no capitulo 6, Semelhan¢a (p. 122). No inicio do tépico os autores definem a
homotetia como a transformacao utilizada para ampliar ou reduzir uma figura, e citam
algumas maneiras para executarem essas operagoes, como por exemplo, usando um

pantégrafo, um programa de computador.

Como exemplo, usam a figura de um triangulo ABC', marcam um ponto O, externo
ao tridngulo, e com a utilizagdo de um compasso marcam os pontos A'B'C’ tais que a
ampliacao seja 1 para 2. Em outro exemplo desenham em um quadrilatero ABC' D, um
ponto O, interno ao quadrilatero e na interseccao das diagonais do quadrilatero, e com o
uso do compasso marcam os pontos A’B’C’'D’, nas diagonais correspondentes, tais que a

reducao seja de 2 para 1.

Nas atividades propostas, todas com poligonos, sdo fornecidas as medidas dos
lados e dos angulos internos, os alunos deverao construir figuras homotéticas sendo dadas
as razoes de ampliacido, ou reducdo, conforme o caso, ou calcular a razdo quando sdo
fornecidas as medidas dos segmentos que ligam o ponto externo a vértices correspondentes

das figuras inicial e final.

Consideramos pouco explorado esse topico, onde o conceito de homotetia fora
apresentado por meio de exemplos simples, e nao apresentaram, que poderia ser 1til para o
entendimento dos alunos, uma relagdo de homotetia geral, como por exemplo, OA" = kO A

e permitir a discussao dos valores atribuidos a k e o resultado esperado para a homotetia.

Um ponto a ser ressaltado neste presente capitulo é apresentado no topico Acessando
tecnologias, onde utilizam o software GeoGebra para exemplificar as aplicagoes de ampliagao
de figuras, e empregam as mesmas figuras utilizadas no inicio do tépico da homotetia. Por
sinal, os autores utilizam o software GeoGebra em varios capitulos dessa colecao em temas
diversos, nao s6 para geometria, mas também para fungdes. Empregam também exemplos
com a utilizagao do programa Microsoft Mathematics para outras aplicacbes em geometria,
algebra, etc., que é um fator de elogio para os autores, sugerindo aos professores que se

utilizem de tecnologias na préatica do ensino.
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4 Apresentacao das transformacoes geométri-
cas e propriedades:

isometrias e semelhancas

4.1 Introducao

Em Geometria, a abordagem do método das transformacgoes geométricas envolve,
basicamente, a aplicagao dos conceitos e propriedades das fungoes. Essa abordagem foi
introduzida e explorada por Klein, como vimos na obra de Piaget e Garcia (PIAGET;
GARCIA, 2011), ou seja, “Klein descrevia a Geometria como o estudo das propriedades
das figuras que permanecem invariantes sob um particular grupo de transformagoes”. 1.
M. Yaglom em yaglom1 “Geometric Transformations I” com propriedade procura uma
maneira de precisar, na Introducdo, uma resposta para a questao: “O que é Geometria”, e
conclui: “Geometria € a ciéncia que estuda aquelas propriedades de figuras geométricas que
nao se alteram pelos movimentos das figuras, apesar de ainda nao se considerar satisfeito,
continua, “ Um movimento é uma transformagcio geométrica do plano (ou do espago) que

L entre dois

leva cada ponto A em um novo ponto A de tal maneira que a distdncia
pontos A e B ¢ igual & distdncia entre os pontos A" e B, e conclui que devemos, por
enquanto, aceitar de uma maneira intuitiva e entao estudar cuidadosamente todas as suas
propriedades.

No volume 2, vide (YAGLOM, 1962b), Yaglom procura aperfeicoar a resposta a
questao proposta no volume 1, “O que é Geometria”, tratando o conceito de “distancia”
entre dois pontos, e conclui que, apesar da importancia desse conceito, outras propriedades
das figuras geométricas também devem ser analisadas, e cita como exemplos, angulos,
diagonais, perpendicularismo, entre outros, e no desenvolvimento desse assunto afirma
que em certas ocasides nao é o comprimento de alguns segmentos que define a regra,
mas somente “a razao dos comprimentos” de dois ou de varios segmentos. O conceito
de comprimento de um segmento leva em conta a unidade de medida desse segmento,
enquanto a razao entre segmentos independe da unidade de medida, unidade esta que
deve ser a mesma para todos os segmentos considerados, ndo importando qual a unidade
adotada. Segue que os conteidos dos teoremas em geometria nao devem depender de uma

particular unidade de medida.

L distancia entendida como em geometria analitica, ou seja:

Sejam ;a5 Za € Tp; Yp; 26 as coordenadas dos pontos A e B no espago euclidiano
entdo a distancia no plano zy é \/(zp — )% + (Yp — ¥a)? € a distancia no espago zyz é

V(@ —2a)2 + (Yo — Ya)? + (25 — 24)?
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Portanto o conceito de distancia entre pontos, que de acordo com essa definicdo em
geometria deve representar um papel basico, na realidade nao deve aparecer diretamente
nos teoremas geométricos. Yaglom cita que a definicdo de geometria apresentada por F.
Klein, de alguma maneira diferente da apresentada por ele no vol.1, diz: “geometria é a
ciéncia que estuda aquelas propriedades de figuras geométricas que nao se alteram por
transformagoes por semelhanga (similarity transformations). Transformagdes por seme-
lhanca pode ser definida como aquelas “transformagoes que ndo alteram as razoes das
distancias entre pares de pontos. A definicao de Klein, em um sentido definido, diz que a
geometria nao deve somente nao fazer distingdo entre figuras congruentes, mas nao deve

também fazer distingdo entre figuras semelhantes.

4.2 Definicoes Gerais

Nesta e nas demais se¢oes, vamos nos restringir a apresentagao das definigoes,
teoremas e proposicoes, sem efetuarmos as devidas demonstragoes que se fazem necessarias,
e sem prejuizo do entendimento do material a ser exposto. Estas demonstragoes estarao
disponiveis no apéndice A na pagina 221, e portanto poderao ser consultadas quando for

conveniente para complementacao do estudo.

Definicao 4.2.1. Aplicacao

Uma aplicagdo o de um conjunto B em um conjunto B’ é uma correspondéncia

na qual cada elemento M de B é associado a um elemento bem definido M’ de B'.

O elemento M’ é chamado imagem deM, enquanto M é chamado de imagem

inversa de M’ por . Se M’ é a imagem de M pela aplicacao a, podemos escrever:
M' = «a(M) (4.1)

Definicao 4.2.2. Transformacao

Consideremos uma aplicagdo o do conjunto dos pontos do plano em si mesmo,
isto é, uma correspondéncia que a cada ponto P do plano associa um tnico ponto desse
plano, e serd indicado por a(P). Diremos que « é sobrejetora se para todo ponto Q)

do plano existir um ponto P de tal forma que a(P) = @, e a aplicagao é injetora se
a(R) = a(S) implica R = S.

Uma aplicagao que é simultaneamente injetora e sobrejetora é dita bijetora, com
isso podemos garantir que para todo ponto () do plano existe um tinico ponto P tal que
a(P) =Q.

Uma tal aplicagdo de um conjunto B no conjunto B’ é também chamada “um-a-um”

se nenhum elemento de B’ tenha mais que um membro de B para o qual corresponda.
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Portanto, sob uma aplicacdo de B em B':

1. cada elemento de B corresponde a algum elemento definido de B’;

2. elementos distintos de B correspondem a elementos distintos de B’ (ou, em outras

palavras, dois elementos distintos de B ndo tem a mesma imagem);

3. cada elemento de B’ tem um elemento correspondente de B.

Uma aplicagdo um-a-um de um conjunto sobre si mesmo, isto ¢, uma aplicacao de

um conjunto B sobre precisamente o conjunto B, é chamada uma transformacdo de B.

Definicao 4.2.3. Uma transformacao do plano é uma aplicagdo bijetora do conjunto

dos pontos do plano sobre si mesmo.

Portanto, dito de outra forma, uma transformacao geométrica ¢ uma correspondén-
cia biunivoca do conjunto de “todos os pontos” do plano, (ou de todos os pontos do espaco)
sobre si mesmo. Este é um aspecto muito importante, quando dizemos, por exemplo, que

2 nao movimentamos

“movimentamos um triangulo ABC” por alguma das isometrias
apenas o tridngulo ABC mas todos os pontos do plano (ou do espago) onde o tridngulo
esta contido pela mesma isometria, embora muitas vezes estamos interessados em analisar
as relagoes entre uma dada figura (o tridngulo ABC') e sua transformada por essa isometria.
Essa definicao, de transformagdo geométrica como uma aplicacao bijetora, é essencial para

O que se segue.

Sendo f uma transformacao do plano, temos nao somente que para todo ponto P
do plano existe um tnico ponto @ tal que f(P) = @, mas também da mesma forma vale a
reciproca: para todo ponto ) do plano existe um ponto P tal que f(P) = Q.
Portanto segue destas consideracoes a existéncia da aplicacdo f~!, chamada de inversa
da transformagdo f, definida por f~1(Q) = P se e somente se f(P) = Q. Verificamos

também que f~! ¢ uma transformacio e que (f~1)~1 = f.

Indicamos por g o f uma aplicacdo composta de duas transformacoes f e g do

plano, definida por:
(g0 /)(P)=g(f(P)) (4.2)

que é também uma transformacgao do plano. Também podemos verificar que se f, g e h

sao transformacoes do plano, entdo vale (hog)o f =ho(go f).

Isto é, dadas duas transformagoes geométricas do plano (ou do espago), o resultado
da composicao das duas é a que se obtém se aplicarmos uma a seguir a outra. Isto é, se f
transforma o ponto P no ponto P’ e g transforma o ponto P’ em P”, a composta go f

transforma o ponto P no ponto P”. E ficil demonstrar que esta aplicacio é também uma

2 a definicdo de isometria serd dada mais adiante, por ora vamos admitir que isometria “movimenta” os

pontos do plano.
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transformagao geométrica do plano (ou do espago) e que a operagao composicao tem a

propriedade associativa, mas nao a propriedade comutativa.

Definimos também a transformacao identidade por:
Id(P)=P (4.3)
para todo P do plano, e que podemos verificar a validade de:

fold=f=1Idof, fof'=1Id=f"of
onde f é uma transformacao qualquer do plano.

Definicao 4.2.4. Grupo de Transformacoes do Plano

As definig¢oes vistas acima podem ser elencadas abaixo como as propriedades mais
importantes na composicao de transformacoes no plano, ou seja, vamos denotar por F' o

conjunto de todas as transformagoes do plano onde valem:
1. se f,g€ Fentao go f € F;
2. se f,g,h € Fentdao (hog)o f="ho(go f);
3. existe em F' um elemento Id tal que fold=Ido f=f Vf€EF;
4. VfeF 3 fleFtalque fofl=Id=f"1of.
O conjunto F' munido da operac¢ao de composicao e satisfazendo simultaneamente
as propriedades descritas acima (composta, associativa, identidade e inversa), possuem uma

estrutura algébrica de grupo. Definimos entao que F' é o grupo das transformacgoes

do plano.

Se duas transformacoes f e g quaisquer de um grupo G satisfazem também a
propriedade comutativa, isto é, go f = f o g, dizemos que G é um grupo comutativo

ou abeliano.
Definicao 4.2.5. Um subconjunto nao vazio G de transformagoes do plano é um sub-
grupo de I se estao satisfeitas as seguintes condigoes:
isef,geGentaogo feGqG,
ii se f € Gentdo f~ 1 €@.
Observamos que se G é um subgrupo de F, entao G, munido da operacao de

composi¢ao, é também um grupo (de fato, basta verificar que as propriedades de 1-4 da

defini¢ao 4.2.4 acima sdo satisfeitas).
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Observacao 4.2.1. Alguns autores abreviam a operacao de composi¢ao de transformacoes
f og escrevendo simplesmente fg e dizem “produto de g multiplicado por f a esquerda”, ou
“produto de f multiplicado por g a direita”, ou simplesmente “o produto “efe—ge”. Assim,
retirando o simbolo da transformagao composta “o” da composicao de transformacoes nao
causaria confusao. Desde que a propriedade associativa é assegurada na composicao de

transformagoes, entao “(f o (go h)) o (j o k)” seria escrito “fghjk”.

Em “f = g,9n_1...9291” para um inteiro positivo n a transformacao f é expressa
como um produto de n transformacoes. Ainda, se g; = g, podemos escrever f = g".

Além disso, se g = h™!, entdo escrevemos “f = h™"".

Definicao 4.2.6. Involucao; uma particular transformacao f de ordem 2 é uma involu-
cao se f2 = Id onde f # Id. Outra caracterizacdo dizemos que uma transformacio niao
identidade f é uma involucdo se f = f~!. Essa observacao segue do fato que f2 = Id e
f = f~! serem equivalentes, basta multiplicar os dois lados da primeira por f~1 e os dois
lados da segunda por f. Note que a transformacao identidade nao é uma involugao por

definicao.

Definicao 4.2.7. Consideremos a notacao AB para representar a distancia do ponto A
ao ponto B, ou seja, admitida fixada uma unidade de comprimento, podemos também
indicar por d(AB), ou AB, o comprimento do segmento de reta AB. A reta que passa por

A e B representaremos por AB.

Dizemos que o ponto B esta entre os pontos A e C' e escrevemos A — B — C' se:

1. A, B, C sao trés pontos distintos;
2. A, B, (C sao colineares;

3. AB+ BC = AC

4.3 Isometrias e Congruéncia

Definicao 4.3.1. Dizemos que o Espaco Fuclidiano ¢é o espaco que contem os objetos
comuns que conhecemos da geometria: retas, circulos, esferas, e assim por diante, e represen-
tamos por E™ um espaco Euclidiano n-dimensional. O espago Euclidiano é absolutamente
uniforme (o termo técnico é “homogéneo”). Essa uniformidade do espago Euclidiano é
a caracteristica chave da geometria Euclidiana, ela ¢ que nos permite mover objetos
dentro do espaco Fuclidiano sem distorcé-los. Objetos distantes podem ser movimentados
e colocados sobre outros objetos para que se possa compara-los, sem alterar suas formas e
suas caracteristicas.

Objetos sao movidos de um lugar a outro no espaco pela agao de “funcoes”.

f:E" - E"
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toma cada ponto P € E" e move-o para uma nova posigao f(P) € E".

As fung¢des mais importantes no E™ sdo aquelas que preservam distancias.

Definicao 4.3.2. Isometria. Uma funcao f : E" — E" é uma isometria se, para todos
os pontos P e Q em E", (fig.2).

QP f(P) 0P o 5P
f ! 4
I -% -
7 ' Jzoz(wu
cQ fiQ) Q
UMA ISOMETRIA UMA NAO ISOMETRIA

'

Figura 2: Isometria

(JENNINGS, 1966, p. 2)

Notagao. Vamos usar P’ para denotar f(P), a imagem de P pela isometria f.

Isso significa que, uma isometria entre os planos Euclidianos IT e II" pertencentes
ao E™, é uma funcao f : II — II' que preserva distancias, isto é, dados quaisquer dois
pontos P,Q € II, P' = f(P) e Q' = f(Q), tem-se que d(PQ) = d(P'Q’), onde P', Q" € IT'.

Definigao 4.3.3. Congruéncia. Subconjuntos A, B C E" sdo congruentes (representado

por A = B) se houver uma isometria f tal que f(A) = B.

Teorema 4.3.1. O conjunto de todas as isometrias do plano é um subgrupo do conjunto

de todas as transformagoes do plano (vide demonstragao na pagina 221 do Apéndice A).

Teorema 4.3.2. A composicio de duas isometrias é uma isometria. A inversa de uma

isometria é uma isometria (vide demonstragao na pagina 222 do Apéndice A).

Observacao 4.3.1. Uma isometria é definida para ser uma transformagao que preserva
distancias entre pontos. Vamos mostrar que uma isometria preserva outras relagoes
geométricas. Pode parecer estranho exigir que uma transformacao que preserve apenas
distancias seja suficiente para garantir que isso também preserve comprimentos, angulos,
areas, volumes, e muitas outras propriedades geométricas, isto €, isometrias preservam
o tamanho e forma de cada figura. Mas devemos recordar que na geometria Euclidiana
estamos assumindo como valido o Postulado Lado-Angulo-Lado (LAL). O Postulado
LAL assegura que as medidas de distancias e &ngulos nao sdo independentes, mas estao
interligadas. Quando trabalharmos nas demonstragoes dos préximos teoremas deveremos

pensar dos modos como LAL estao sendo usados, direta ou indiretamente.
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Terminologia. Tendo em vista que isometrias movem objetos ao redor enquanto

preservam relagoes geométricas, uma isometria é também chamada de um “movimento

rigido”.

Teorema 4.3.3. Propriedades das Isometrias. Seja f : II — II uma isometria.

1.

10.

11.

12.

13.

f preserva colinearidade; isto €, se P,Q e R sao trés pontos colineares, entio f(P),

f(Q) e f(R) sdo colineares.

f preserva estar-entre de pontos, isto €, se P, () e R sao trés pontos tais que P—Q— R

entio f(P)— f(Q) — f(R).

f preserva segmentos; isto é, se A e B sdo pontos e A’ e B’ sdo suas imagens por f,
entao f(AB) = A'B" e AB= A'B'.

f preserva ponto médio; isto é, se P —Q — R e PQQ = QR, ou seja, () é o ponto
médio do segmento PR, entio P'Q' = Q'R’, e Q' é o ponto médio do segmento P'R’.

. [ preserva retas; isto €, se r é uma reta, entao f(r) é uma reta.

5P —
. [ preserva semi-retas; isto €, se OP é uma semi-reta, entao O'P' é uma semi-reta.

f preserva estar-entre de semi-retas; isto €, se Oﬁ, 0(5 € O§ sao trés semi-retas
s T
tais que O(?) estd-entre Oﬁ e Oﬁ, entao O'Q) esta-entre O'P' e O'R.

f preserva triingulos; isto é, se ABAC é um triangulo, entao f(ABAC) é um
triangulo e f(ABAC) = ABAC.

| preserva dngulos; isto é, se /BAC é um dngulo, entio f(/BAC) é um dngulo e

F(LBAC) = /BAC.

f preserva perpendicularismo; isto €. se &% ¢ perpendicular a w em O, entao
<——
O'P' € perpendicular a O'Q)" em O'.

|

< <
f preserva paralelismo; isto €, se j@ ¢ paralela a Cﬁ, entao A'B’ € paralela a C'D’.

f preserva circulos; isto €, se € € um circulo com centro O e raio r, entio f(€) é

um circulo de centro f(O) e raio r.

| preserva dreas; isto €, se R é uma regiao poligonal, entao f(R) é uma regido

poligonal, e chamando de a(R) a drea da regido R, entio a(f(R)) = a(R).

Demonstragao do teorema 4.3.3 estao disponiveis no Apéndice A na pagina

222, onde vamos provar alguns dos itens das propriedades das isometrias listadas acima.
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Definicao 4.3.4. Colineacgao. A transformagao f do plano que tem a propriedade de
transformar pontos colineares em pontos colineares ¢ dita uma colineacgao. Se r é uma
reta do plano, entdo f(r) também é uma reta desse plano. Lembrando que uma reta r é
um conjunto de pontos, segue que f(r) também é um conjunto de pontos, e f(P) € f(r)

para todo P € r.

Definicao 4.3.5. Diremos que uma transformagao f do plano fixa um ponto P se
f(P) = P. Neste caso, P é chamado um ponto fixo da transformacio f. Dado & C E?,
diremos que f fixa <7, ponto a ponto, se f(P) =P VP € 4, isto é, f fixa “todos os
pontos” de o .

Proposicao 4.3.1. Se uma isometria do plano fixa dois pontos distintos de uma reta

entdo ela fixa, ponto a ponto, esta reta (vide demonstragdo na pagina 224).

Teorema 4.3.4. Uma isometria que fiza trés pontos ndao colineares é a transformacao

identidade; isto €, se A, B e C' sdo trés pontos ndo colineares e f é uma isometria tal que
f(A)=A, f(B)=B e f(C) =C entao f = Id (vide demonstracdo na pagina 224).

Teorema 4.3.5. Sejam f, g : [ — II isometrias, e A, B e C trés pontos nao colineares
em II tais que f(A4) = g(A), f(B) = g(B) e f(C) = g(C), entao f(P)=g(P) VP ell

(vide demonstragao na pagina 224).

4.4 Tipos de Isometrias

Nesta secao abordaremos em detalhes os diferentes tipos de isometrias no plano,
que serao definidas e caracterizadas, e indicados para cada uma delas os elementos tedricos
necessarios para a devida compreensao. Iremos mostrar que existem apenas quatro tipos
de isometrias f : Il — 11 do plano FEuclidiano 11 € E™, além da funcao identidade, a saber:

translacao, rotagdo, reflexao e reflexao transladada.

Iremos ainda verificar que cada isometria Euclidiana é uma combinacao de reflexao,

translagao e rotagao.

4.4.1 Translacao

Iniciaremos a apresentacao pela translacao que é muitas vezes considerada a
transformacao geométrica mais simples, e é normalmente a primeira isometria a ser
apresentada aos alunos. No estudo da translagao precisamos nos lembrar do conceito de

vetor como uma classe de equipoléncia de segmentos orientados.

Existem grandezas chamadas escalares, que sdo caracterizadas por um nimero (e a
unidade correspondente): 50 m? de area, 4 m de comprimento, 7 kg de massa. Outras,

no entanto, requerem mais que isso. Por exemplo, para caracterizarmos uma forga ou uma
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velocidade, precisamos dar a dire¢do, a intensidade (médulo) e o sentido.

w

e~ - - ~

A i
\Forcade 38N | Velocidade de 5 m/s '

Figura 3: Exemplo de vetores

Tais grandezas sao chamadas vetoriais e dizemos que duas flechas de mesmo
comprimento, mesma diregdo (isto é, paralelas) e mesmo sentido definem a mesma grandeza

vetorial e tais flechas sao ditas equipolentes.

Definig¢ao 4.4.1. Vetor. Um segmento orientado é um par ordenado (A, B) de pontos
do espago. A é dito origem, B extremidade do segmento. Os segmentos orientados (A, A)

sao ditos nulos.
Observe que se A # B, (A, B) # (B, A).

Se (A, B) e (C, D) sao equipolentes, e indica-se (A, B) ~ (C, D) se ou ambos sao

nulos ou se tem o mesmo modulo, mesma dire¢do e mesmo sentido.

Portanto, um vetor (do Latim “vehere”= transportar) é uma classe de segmentos
orientados do E™. Se (A, B) é o segmento orientado, o vetor correspondente, ou seja, o
vetor cujo representante é (A, B), serd indicado por 1@ . Usamos também letras (4, ¥/, @)

para representa-los.

Vetores sao adicionados ou subtraidos uns dos outros da maneira usual, ou seja, a
cada par de vetores u e U, o vetor soma  + ¥ serd obtido procedendo-se do seguinte modo:
seja (A,B) um representante qualquer do vetor 1, posicionamos a origem do vetor ¢’ na
extremidade B do vetor u. Seja C' a extremidade do vetor ¢. Fica assim determinado o
segmento orientado (A, C). Por defini¢ao, o vetor 1@ , cujo representante é o segmento

orientado (A, ('), é o vetor soma de @ com ¥. Para a subtracao @ — ¢’ basta invertermos o
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sentido de U (oposto de @) efetuando a adigao de @ + (—¢/) como descrito acima.

a4+

Figura 4: Adicao de vetores

Vetores também podem ser adicionados a pontos. Se P e () sdo pontos do E" e

que leva P a @), como mostrado na figura 5 abaixo, onde:

Q=P+v, P=Q—-v, 1=Q—P

Figura 5: Adicao de vetor a ponto
(JENNINGS, 1966, p. 6)

Esta operagao tem as seguintes propriedades:

1. P+0=P;
2. (P+0)+w =P+ (T4 0);
3. se P+ 9= P+ entao v = w;

4. se P+ 7 =@+ Uentao P = Q.

Definicao 4.4.2. Translagao ¢ a transformagao geométrica que move objetos ao longo

de uma linha reta no espago em uma determinada direcao e sentido sem rotaciona-los
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ou alterar sua orientacao ou dimensoes. Ha uma correspondéncia um-a-um entre vetores
do E" e translagoes: a translacao 1" associada ao vetor v € E™ atua pela adicao de v a
cada ponto da figura. A soma de ponto com vetor define a aplicagdo chamada translagao
na direcao do vetor v, ou translacao de vetor ¢, ou simplesmente, translacao no
plano por:

T;(P)=P+7

U é o vetor deslocamento da translagdo T' (fig.6).
?/7
/

Figura 6: Uma translacao

(JENNINGS, 1966, p. 7)

Observacgao 4.4.1. Toda translacdo é uma isometria do plano pois, para P e () pontos
distintos do plano, se P’ = T3(P) e Q' = T3(Q), entao:

PQ =@ - PI=Q+7) ~ (P+7)] = Q- P| = PQ.
isto é, preserva distancias, e ainda;
e Se ¥ =0, temos que T5(P) = P + 0=P= Id(P), VP;
e a composta de duas translagoes é uma translagao, pois
(Ty0Tg)(P) =T3(Tz3(P)) =Ts(P+w) = (P+wW)+ v =P+ (W+7) = Tgrs(P),VP
Ou seja, a composigao de translagoes é equivalente ao vetor adicao (fig.7):

TioTs = Tyrw

e a operacao de composicao é comutativa, isto é:

TgOT@‘:TwOTg
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- —
V+wW

Figura 7: Composicao de translagoes

(JENNINGS, 1966, p. 8)

e Sendo transformacoes, as translacoes sao inversiveis; podemos verificar facilmente
que
—1
(15" =T

e Fazendo v = W na expressao Ty o Tz = Tz, 5, temos
Tg o T{; = ng
Podemos verificar que para todo natural n,
(Tg)n :TgOTgO~~OTg:Tng
como as translagoes sdo inversiveis e (Ty)~! = T_y, teremos também
(To)™" = (T )" = Tne
Em resumo, para todo inteiro n vale

(T5)" = Tz

Os pontos de uma figura F' sdo movidos por uma translagdo para um conjunto de
pontos formando uma nova figura F’. Dizemos que a nova figura F’ é obtida de F' por
uma translacdo. As vezes dizemos que a figura F’ é obtida deslocando a figura F “por
inteira” numa direcao “NN’” a uma distancia a. Aqui a expressao “por inteira” significa
que “todos” os pontos da figura F' sao movidos na mesma direcao e sentido, e a mesma
distancia. Isso significa que todos os segmentos que interligam os pontos correspondentes
da F' e F’ sdo paralelos, tem a mesma diregao e a mesma distancia (fig.8). Se a figura F” é
obtida de F' por uma translagao na direcao NN’, entao a figura F' é obtida de F’ por uma
translagdo na diregdo oposta a NN’ (na direcao N'N); isso nos permite falar em par de

figuras relacionadas por uma translagao.

Seja Ty a translagao na direcdo NN’ onde |U| = a, entdo podemos escrever;

To(F)=F e T-(F)=F
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Figura 9: Translacao de retas e circulos

Translacdo move uma reta r em uma reta paralela 7/, e um circulo C' em uma

circulo igual C” (fig.9).

Alguns casos tipicos da utilizagao da translagao para resolver problemas de cons-

trucao estao nos exemplos seguintes.

Exemplo 4.4.1. Dados os pontos M e N e os circulos C e Cy, construir um paralelogramo

M N PQ onde P pertenge a Cy e @) pertence a C (figura 10)

N
M L]

.
Cs

Figura 10: Dados do exemplo 4.4.1
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Solugao: Seja u = m . Como M N P(@ é um paralelogramo, a translacao Ty leva
@ em P. Aplicando essa transformagao ao circulo C; temos que Cf = Tz(Cy) contem
o ponto P. Logo o vértice P do paralelogramo M N P() é um ponto de intersec¢ao dos
circulos Cy e C7 (fig. 11). Para obter (] basta aplicar a translacao ao centro O, de C
obtendo O] = T3(01) e em seguida tragar o circulo de centro O] com mesmo raio de Cj.
Neste exemplo, os dados apresentados permitiriam a obtencao de duas solugoes: M N PQ)
e MNP'Q'.

Figura 11: Solugao do exemplo 4.4.1

Exemplo 4.4.2. Em que ponto deve-se construir uma ponte M N através de um rio que
separa duas cidades A e B de tal maneira que o caminho AM N B da cidade A a cidade B
seja o menor possivel. Assuma que as margens do rio sao linhas retas e paralelas e que a

ponte M N seja perpendicular as margens do rio (fig.12). Solugao:Sendo as margens do

A

B

Figura 12: Dados do exemplo 4.4.2

rio retas paralelas e a extensao da ponte M N com dimensao d (distancia entre as margens
do rio) é sempre a mesma nao dependendo da sua localizagdo, assim vamos assumir o
exercicio resolvido fazendo a translacao do segmento M N para uma nova posicao AN’, de

tal maneira que o ponto M coincida com o ponto A (fig.13).
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Entao AM = N'N, e dessa forma temos;

AM + NB = N'N + NB.

Portanto o caminho AM N B sera o menor caminho se e somente se os pontos N,

N e B forem colineares.

Temos entao a seguinte construcao: Do ponto A trace uma perpendicular & margem
do rio e marque o ponto N’ de tal forma que o segmento AN’ tenha a mesma dimensao
da largura d do rio, trace um segmento ligando N’ a B, e seja N o ponto de interseccao
desse segmento com a margem do rio préxima a cidade B, construa a ponte através do rio

partindo de N encontrando a margem oposta em M.

Figura 13: Solugao do exemplo 4.4.2

Exemplo 4.4.3. Dadas as cordas AB e C'D de um circulo, determine no circulo um
ponto X tal que as cordas AX e BX “cortem” em C'D um segmento EFF' que tenha o
comprimento a dado (fig.14).

Figura 14: Dados do exemplo 4.4.3

Solucao: Assuma que o problema foi resolvido. Faca a translacdo do segmento

AX a distancia a = E'F na dire¢ao da reta C'D, e marque a nova posigao de A’ X’(fig.15).
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E facil ver que A’X’ passa pelo ponto F, e ainda

1
(AFB=/(AXB = 5AmB; 3
portanto devemos considerar o angulo A'F'B como conhecido.

Entao temos a seguinte construgao: Translade o ponto A a distancia a na direcao
da corda C'D, e marque essa nova posicao como A’. Usando o segmento A’B como corda,
construa um arco circular que subtende um angulo igual ao ZAX B (isto é, se Y é qualquer
ponto do arco circular, entdo /A'Y B = /AXB = 1AmB).

Figura 15: Solug¢ao do exemplo 4.4.3

e Se esse arco circular interceptar a corda C'D em dois pontos, ambos devem ser
tomados como o ponto F', e o ponto X é obtido como o ponto de interseccao do

circulo original com a reta BF'. Neste caso o problema tem duas solugoes;

e Se o arco circular é tangente a C'D, o ponto de tangéncia deve ser tomado como o

ponto F', e o problema tem uma tnica solugao;
e Se 0 arco nao interceptar C'D em nenhum ponto, o problema nao tem solucao;

e Se for assumido que C'D é interceptado pela extensao da corda AX e BX (e que
os pontos E e F sdo externos ao circulo — na extensdo da corda C'D), entao o
problema pode ter quatro solugdes. (Isto é devido ao fato que A deve ser transladado

em ambas as diregoes opostas).

Exemplo 4.4.4. Na ilustracao abaixo, fig. 16, temos um exemplo de um conjunto gerado

pela translacdo de uma figura bésica.

3 AmB significa o arco AmB.
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Figura 16: Exemplo 4.4.4 de translagao de figura béasica

Observacao 4.4.2. Como vimos, uma translacdo é um exemplo de uma transformagao
do plano que leva cada ponto A em algum outro ponto A’ 4. Claramente nenhum ponto
permanece em seu lugar por esta transformacao; em outras palavras, uma translagdo nao

tem pontos fixos, nao leva nenhum ponto em si mesmo.

No entanto existem retas que permanecem no mesmo lugar por uma translagao;
todas as retas paralelas a diregao da translagao sdo levadas em si mesmas (as retas deslizam

sobre si mesmas), e portanto essas retas, e somente essas, sdo retas fizas pela translagao.

Vamos considerar uma outra propriedade das translagoes: Sejam F' e F’ duas figuras
relacionadas por uma translagao, sejam A e B quaisquer dois pontos da figura F' (veja
fig.8). Desde que AA’ || BB’ e AA" = BB', o quadrilatero AA’'B’'B é um paralelogramo;
consequente, AB || A'B’ e AB = A'B’. Portanto, se as figuras F' e F' estio relacionadas
por uma translacao, entao segmentos correspondentes dessas figuras sdo iguais, paralelos e

tem a mesma diregdo.

Reciprocamente, se para cada ponto da figura F' corresponde um ponto de outra
figura F' tal que o segmento interligando um par de pontos em I € igual a, paralelo a,
e tem a mesma direcio ao segmento interligando o correspondente par de pontos em F',

entao F e F' sao relacionados por uma translacao.

De fato, escolha qualquer par de pontos correspondentes M e M’ das figuras F e
F’ e sejam A e A’ um outro par qualquer de pontos correspondentes dessas figuras (veja
fig.8). E dado que MA || M'A" e MA = M'A’, consequentemente o quadrilatero MM’ A’A
é um paralelogramo, e portanto, AA" || MM' e AA’ = MM’ isto é, o ponto A’ é obtido
de A por uma translagdo na direcdo da reta M M’ a distancia igual a M M'. Mas desde
que A e A’ é um par arbitrario de pontos correspondentes, isso significa que a figura F”

inteira é obtida de F' por uma translacao na direcao MM’ a uma distancia igual a MM’ .

Como vimos nas observacoes sobre translagao em 4.4.1, analisaremos em detalhes

o resultado da aplicagdo de duas transformagoes uma apés outra (translagdo composta).

4 Essa transformacdo é uma isometria conforme definicdo 4.3.2, desde que leva cada segmento AB em

um segmento A’B’ de mesmo comprimento.
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Suponha que a primeira translacio leva a figura F' na figura F’ e a segunda leva a figura
F' na figura F"” (fig.17). Vamos mostrar que existe uma tnica translagao levando a figuraF’

na figura .

Figura 17: Composicao de translacoes

De fato, a primeira translacao leva o segmento AB da figura F' no segmento A’B’ da
figura F’, entdo A'B’ || AB e A'B’ = AB e os segmentos A'B’ e AB tem a mesma dire¢ao;
da mesma forma a segunda translacio leva A’B’ no segmento A”B” tal que A"B" || A'B’
e A”B" = A'B’ e os segmentos A”B” e A’B’ tem a mesma direcdo. Disso fica claro que
segmentos correspondentes AB e A”B” das figuras F' e F" sdo iguais, paralelos e tem a
mesma dire¢do. Mas isso significa que existe uma translacao levando F' a F”. Portanto,
qualquer sequéncia de duas translacoes pode ser substituida por uma unica translagdo. O

que significa que a soma de duas translagoes é uma translacao.

Chamando a primeira translagao de Ty, a segunda de Ty, e W = @ + ¥ temos;

F' = Ty(F) = (Ty o Ta)(F) = To(Ta(F)) = T5(F') = F”

Vamos apresentar a seguir as propriedades acima formalizadas em teoremas, pro-

posicoes e corolarios, observando que as demonstragoes estao disponiveis no Apéndice

A.

Proposicao 4.4.1. Uma transla¢ao na direcio de um vetor nao nulo ndo tem pontos
fizos, isto é, se U # 0, ndo existe P tal que Tz(P) = P
(Dem: vide pagina 225).

Teorema 4.4.1. Dados dois pontos P e () do plano, existe uma inica translagio Ty que
leva P a Q, ou seja Tz(P) = Q.
(Dem: vide pagina 225).



4.4. Tipos de Isometrias 97

Definigao 4.4.3. Dizemos que um subconjunto ./ do plano é invariante por uma
transformacao f se f(&/) = o

Proposicao 4.4.2. Uma translacio na direcio de um vetor ndo nulo v deiza invariantes
as retas paralelas a direcio de U e somente essas retas.

(Dem: vide pagina 225).

Observagao 4.4.3. Uma transformagao f fixa, ponto a ponto um subconjunto 7 do
plano (veja defini¢ao 4.3.5) entao necessariamente, &/ é invariante por f. A proposicao
87 acima mostra que a reciproca deste fato nao é verdadeira: se r é uma reta paralela a
dire¢ao de um vetor nao nulo ¥, entao r é invariante por Ty e, no entanto, T3 nao fixa r

ponto a ponto.

Proposigao 4.4.3. Se A" = T3(A), B' = T3(B) com A e B pontos distintos do plano e
U # 0, entdo o quadrilitero ABB'A’ é um paralelogramo (eventualmente degenerado) (vide
fig.88 na péagina 226).

(Dem: vide pagina 226).

Corolario 4.4.1. Dois segmentos AB e A'B’ cujos extremos estio relacionados por uma
translagdo sao lados de um paralelogramo ABB'A’ (eventualmente degenerado), ou seja,
0s segmentos orientados AB e A'B’ sdo paralelos, congruentes e com mesma direcio e
sentido.

Demonstracao. Imediata a partir da Proposicao 4.4.3.

Corolario 4.4.2. Dada uma reta r do plano, T3(r) || r.
Demonstracao. Como Tj é uma isometria, T3(r) é uma reta que, pelo corolario anterior,
contem um segmento A’B’ paralelo (ou colinear) a um segmento AB contido em r, sendo,

portanto, paralela a r.

Observacao 4.4.4. Retas coincidentes serao consideradas como particulares retas parale-

las.

Proposicao 4.4.4. Dados dois segmentos orientados tais que AB || AB', AB = A'B’ e
com mesmo sentido, ou seja, o quadrilaitero ABB'A" é um paralelogramo, eventualmente
degenerado, entdo existe uma unica translagcao Ty tal que Tz(A) = A', T3(B) = B'.

(Dem: vide pagina 226).

Teorema 4.4.2. Sejam A, B, C pontos nao colineares, entao Tz = T=3 se e somente se
ABDC' ¢é um paralelogramo.
(Dem: vide pagina 226).

A proposic¢ao a seguir é uma reciproca da Proposicao 4.4.3 e nos da uma caracteri-

zagao para as translagoes.
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Proposicao 4.4.5. Seja f uma transformacao do plano tal que para todo par de pontos
distintos P e Q o PQQ'P’ é um paralelogramo (eventualmente degenerado), onde P' = f(P)
e @ = f(Q); entao [ é uma translagao.

(Dem: vide pagina 226).

4.42 Reflexao em torno de um ponto (Half Turn)

Definicao 4.4.4. Orientagao. A fig. 18 abaixo ilustra este conceito importante da
geometria comparando duas figuras cujas fronteiras sdo percorridas em um sentido definido.
Um triangulo orientado é uma tripla ordenada de pontos nao colineares. Aqui os pontos
sao vértices do triangulo, e a orientacao ¢ dada pela ordem em que os vértices aparecem.
Dizemos que os triangulos ABC' e A’B'C’ tem a mesma orientagdo desde que em ambos,
os vértices sdo percorridos no mesmo sentido (sentido horario), e se dirdo figuras equiversas.
Por outro lado, os tridngulos ABC e A”B"C” tem orientagoes opostas, e dizemos, figuras

contraversas.

A’

Figura 18: Definicao 4.4.4 Orientacao

Nas transformagoes, se as figuras F' e ' = f(F') forem equiversas, diremos que f

sera concorde, caso contrario, se as figuras forem contraversas, f sera discorde.

Definicao 4.4.5. O ponto A’ € dito ser obtido do ponto A através de uma reflexdo em
torno de M (chamado de centro de simetria) se M € o ponto médio do segmento AA’
(fig.19).

A reflexdo em torno de um ponto é também chamada de meia-volta, meio-giro

(half turn), ou rotagao de 180°.

Da mesma forma A é obtido de A’ pela reflexdo em torno de M; o que nos permite
falar em par de pontos relacionados pela reflexao em torno de um ponto dado, ou seja, A’

¢ simétrico a A em relagao a M.
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Usaremos a notagao Ry (P) para representar a reflexdo de um ponto qualquer do
plano P em relagao a M, ou seja; P’ = Ry (P) se e somente se M é o ponto médio do

segmento PP’. Assim é facil notar que;
RM(M) =M, Rpyo RM(P> = RM(RM(P)) = RM(P/) = P, VP e En, ou;

Ry? =1Id que é o mesmo que escrever Ry = (Rp)™ " 2.
O conjunto de todos os pontos obtidos de uma dada figura F' por uma reflexao
em torno de um ponto M dado, forma a figura F’ (fig.19), da mesma forma a figura F é

obtida de F’ pela rflexdo em torno do mesmo ponto M.

Figura 19: Reflexdo em torno de um ponto

Por uma reflexdo em torno de um ponto M, uma reta r leva a uma reta r’ paralela
a r (vide fig.20). Considerando que se M € r, VP € r entao Ry (P) = P’ € r, isto é,
a reflexdao neste caso fixa a reta, mas nao fixa ponto a ponto a reta, exceto o ponto M,

centro da reflexdo.

Figura 20: Reflexdo de uma reta em torno de um ponto

Para provar, por exemplo, que um circulo C' de raio r é levado, por uma reflexao
em torno de um ponto M, a um circulo congruente C’ de raio r, é suficiente observar que
ANAMO = AA'MO', na fig.21; consequentemente, a posicao do ponto A cuja distancia a

O é r, sera levado a A" cuja distdncia a O’ é igual a r.

® Ry é uma involucdo, conforme definicio 4.2.6.
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Figura 21: Reflexdo de uma circulo em torno de um ponto

Se F' e F' sao suas figuras relacionadas por uma reflexdo em torno de um ponto
M, e se AB e A’B’ sao segmentos correspondentes dessas duas figuras (fig.22), entao
ABA'B’ é um paralelogramo (desde que suas diagonais sejam dividas ao meio no ponto

de intersecgao M).

Disso podemos afirmar que; segmentos correspondentes de duas figuras relacionadas
por uma reflexao em torno de um ponto M dado, sdo iguais, paralelos e com diregoes
opostas. Vamos mostrar que, reciprocamente, se para cada ponto da figura F' pode-se
associar um ponto da figura F' tal que os segmentos que ligam pontos correspondentes
dessas figuras sao iguais, paralelos, e com direcoes opostas, entdo F' e F' sao relacionadas

por uma reflexdo em torno de algum ponto.

Figura 22: Reflexdo em torno de um ponto e paralelogramo

De fato, escolhendo um par de pontos correspondentes N e N’ das figuras F' e F”' e
seja M o ponto médio do segmento NN'. Sejam A e A" um par de pontos correspondentes
qualquer, dessas figuras (veja fig.22). Por hipotese AN || AN' e AN = AN’; consequente-
mente AN A’N’ é um paralelogramo, e portanto o ponto médio da diagonal AA’ coincide
com o ponto médio M da diagonal NN’. Isso é; o ponto A’ foi obtido de A por uma
reflexdo em torno do ponto M, e desde que A e A’ é uma par de pontos arbitrarios, segue

que F” foi obtido de F' por uma reflexdo em torno de M.

Vamos considerar trés figuras F, F| e Fy tais que a figura F} é obtida de F' por uma
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reflexdo em torno do ponto M; e a figura F5, é obtida de F} por uma reflexdo em torno do
ponto M, (fig.23). Seja A’B’ um segmento arbitrario da figura Fi, e sejam AB e A”B" os
correspondentes segmentos das figuras F' e Fy. Entao os segmentos A'B’ e AB sao iguais,
paralelos e com dire¢bes opostas; os segmentos A'B’ e A”B"” sdo também iguais, paralelos,
e de diregoes opostas. Consequentemente os segmentos AB e A”B” sao iguais, paralelos
e de mesma direcao. Mas uma vez que os segmentos correspondentes das figuras F' e Fj
sao iguais, paralelos e de mesma direcao, entao Fy deve ser obtido de F' por meio de uma

translacdo. Entao a soma de duas reflexoes é uma translagao.

Desde que M;M; é o segmento que liga os pontos médios dos lados AA" e A’A”
do tridngulo AA’A”, segue que AA” || MMy e AA” = 2M, Ms; isto é, cada ponto A” da
figura Fy € obtido do correspondente ponto A da figura F por uma translacao na diregdo
My My por uma distancia igual ao dobro do segmento My Ms. Se Ty é a translagdao que leva

M a M, e Ty é a translacao que leva A a A”; entao Ty = Thg.

Figura 23: Combinacao duas reflexdes em torno de ponto

Do mesmo modo pode ser mostrado que a soma de uma translacio e uma reflexao
em torno de um ponto M, ou de uma reflexao em torno de um ponto e uma translacao, €

uma reflexao em torno de um novo ponto M; (fig.24).

Vamos descrever a seguir uma observacao importante. A sequéncia de reflexoes
em torno dos pontos M; e My (fig.25: A — A; — A’) é equivalente a uma translacao de
distancia 2M; M, na dire¢do de M, para M,, enquanto a sequéncia dessas mesmas reflexoes,
tomadas na ordem contréria (fig.25: A — A} — A”) é equivalente a uma translagdo da
mesma distancia na direcao de My para M;. Entao, a soma de duas reflexdes em torno de
pontos depende essencialmente da ordem em que essas reflexdes estao sendo executadas.

Esta circunstancia é, em geral, caracteristica da adi¢ao de transformagoes:
A soma de duas transformacoes depende, em geral, da ordem dos termos.

A seguir alguns exemplos de aplicagao da rotagao em torno de um ponto.
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Figura 25: Soma de reflexdes em torno de ponto e translacao

Exemplo 4.4.5. Prove que os pontos médios dos lados de um quadrilatero arbitrario

ABCD formam um paralelogramo (fig.26). Solugao exercicio 4.4.5; se M, N, P e () séo

Figura 26: Exercicio 4.4.5 reflexdes em torno de ponto

pontos médios dos lados do ABC D, entao quatro reflexdes sucessivas em torno dos pontos
M, N, P e @ levara o ponto A em si mesmo, isto é Ro(Rp(Rn(Rum(A)))) = A = Id(A).
Isso é possivel somente no caso da soma das quatro reflexdes em torno de M, N, P e @), a
qual é igual a soma de duas translagoes nas direcoes de M N e P() pelas distancias 2M N

e 2P() respectivamente, é a transformacao identidade. Mas isso significa que os segmentos
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MN e P(Q) sao paralelos, iguais em comprimento e com dire¢des opostas, isto é, o M N P()

¢ um paralelogramo.

Exemplo 4.4.6. Sejam M, My, M3, My, Ms, Mg os pontos médios dos lados de um he-
xagono arbitrario. Prove que existe um AT cujos lados sao iguais e paralelos aos seg-
mentos My My, M3My, MsMg, e um AT cujos lados sao iguais e paralelos aos segmentos
MyMs, MyMs, MM (fig.27). Solugdo exercicio 4.4.6; como no exercicio 4.4.5, con-

Figura 27: Exercicio 4.4.6 reflexdes em torno de ponto

cluimos que a soma de translacoes nas diregoes MMy, M3M,, e MsM;g pelas distancias
2M1 My, 2M35My, e 2M5 Mg é a transformagao identidade. Logo, ha triangulos cujos lados
sao paralelos a M My, MsMy, e MsMg e iguais a 2My My, 2M3My, e 2Ms5Mg; mas isso
significa que ha também tridngulos cujos lados sao paralelos e tem o mesma dimensao dos

segmentos My My, M3My, e MsMs.

Da mesma forma prova-se que existem triangulos cujos lados sao paralelos a, e tem

a mesma dimensao dos segmentos Mo Mz, MyMs, MM, .

Observacao 4.4.5. Usando o mesmo método usado no exercicio 4.4.6; pode-se mostrar
que qualquer conjunto de 2n pontos My, M, ... M,, serdao os pontos médios dos lados de
algum 2n-agono se e somente se exista um n-agono cujos lados sejam paralelos e tenham
o mesmo comprimento dos segmentos My My, M3My, ... Ms, 1 Ms,; e também exista um
n-agono cujos lados sejam paralelos e tenham o mesmo comprimento dos segmentos
MyMs, MyMs, . .. Mo, M.

4.4.3 Rotacao

Para o estudo das rotagoes vamos inicialmente definir a orientacao, a medida e a

representacao de um angulo o dado;

Definigao 4.4.6. A medida direta de um angulo o = /PO P’ seré denotado por d(/POP’)
e sera assim definido;
d(/POP") =m(/POP"), a>0
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quando /POP’ é medido no sentido anti-horério, e
d(/POP'") = —m(/POP"), a<0

quando /POP’ é medido no sentido horério.

O ¢

Figura 28: Defini¢ao orientacao angulo

Definicao 4.4.7. Seja O um ponto fixado no plano e seja o um angulo dado. Uma
rotacdao de centro O e dangulo o é uma transformacdio que leva cada ponto P, distinto
de O, a um ponto P’ tal que OP = OP' ¢ /POP’' = «, medido na direcao escolhida, ou
seja, OP é o raio de um semi-circulo de centro O que deve ser girado através de um angulo
a na dire¢ao que escolhemos para coincidir com OP’. Vamos denotar a rotagao de centro

O e angulo a por Ro 4.

Utilizando a medida do angulo em radianos, podemos escrever; dados O fixo no

plano e um numero real «,

RO,a—i—QkTr = RO,a7 OAS ] - 7T77T]a keZz

Decorre imediatamente da defini¢ao que se o« = 0 entao Rp = Id, e portanto Rp o
fixa todos os pontos do plano; e se @ = 7 entao Ro = Ro, isto ¢, a rotagao coincide com

a reflexdo em torno do ponto O.

O conjunto de todos os pontos obtidos de uma figura F' por uma rotacao Ro
forma uma nova figura F” (fig.29), reciprocamente F' é obtido de F’ por uma rotacao de
mesmo centro O e com o mesmo angulo «, porem em dire¢ao contraria (—a, ou um angulo
na mesma diregdo de @ mas de valor 360° — «), isso nos permite falar em par de figuras

obtidas uma da outra por rotacao.

Verificamos que pela defini¢do, Rpo(FP) = P’ se e somente se Rp _o(P') = P, o

que nos permite escrever: (Rp o)™ = Ro _a

Teorema 4.4.3. Toda rotacdo do plano é uma isometria desse plano.
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Figura 29: Rotacao centro O e angulo «

Demonstracao. Suponha que Ro, leva pontos distintos do plano P e () aos
pontos P’ e ()', respectivamente. Se O, P, () sao colineares, entdao PQ) = P'Q)’ por definicao.
Se O, P, () nao sao colineares, entao APOQ = AP'OQ" por LAL e PQ = P'Q’" (veja

fig.30). Portanto Rp . ¢ uma transformagao que preserva distancias.

Figura 30: Teorema 4.4.3—Ro , isometria

Exemplo 4.4.7. Como um exemplo do uso de rotagao, vamos considerar o seguinte

enunciado;

Se triangulos equildteros ABR, BCP, C'AQ), construidos externamente aos lados
do ANABC, os segmentos de reta AP,BQ,C'R sao iguais, concorrentes e inclinados de 60°

um com o outro (fig.31).

Apos tragar as linhas BQ) e C'R, as quais se cruzam em (, observamos que uma
rotacao de 60° em torno de A leva o AARC em AABQ. Desta forma /RGB = 60° e
RC = BQ. De forma analoga mostra-se que PA = C'R. Entdao; AP = B@Q = CR.

Além disso, desde que

/RGB =60°=/RAB ¢ /CGQ =60°= /CAQ,
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os quadrangulos ARFG e CQAG sao ciclicos, e desde que /BGC = 120° enquanto
/CPB = 60°, BPCG ¢ o terceiro quadrangulo ciclico. Por outro lado os circuncirculos
dos trés triangulos BPC, CAQ, ABR passam todos pelo ponto G. Esse ponto é chamado
de ponto de Fermat do AABC. Tendo definido que este é o ponto de interseccao de BQ e

CR, vemos também que G também estd em AP.

Figura 31: Exemplo de aplicagdo de rotagao
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4.4.4 Reflexdo em relacdo a uma reta (Simetria)

J& vimos na definicdo 4.4.5 a Reflexdo em torno de um ponto, também chamada de
half-turn, meia-volta, ou meio-giro, agora veremos neste item aquela que é considerada,
sob um certo aspecto, a mais importante classe de isometrias no plano, a Reflexdo em
torno de uma reta, muitas vezes chamada simplesmente de “Reflexdo”. ou mais comumente
ainda de Simetria. A razao dessa importancia, como veremos mais adiante, é a de se
poder obter qualquer isometria do plano usando somente reflexdes em relacao a retas
(na verdade, toda isometria Euclidiana é uma combinagao dos trés tipos fundamentais:

reflexdo, translacao, e rotagao).

Definicao 4.4.8. Reflexao em relagdo a uma reta. Seja r uma reta no plano II. A
reflexio em relagio a reta r é a funcao R, : II — II assim definida: R.(X) =X VX €r,
e para X ¢ r, R.(X) = X’ é tal que a mediatriz do segmento X X’ é a reta r. Noutras
palavras, seja Y o pé da perpendicular baixada de X sobre r. Entao Y é o ponto médio
do segmento X X' (figura 32). X’ é dito ser a imagem do ponto X, e r é chamado de eizo

de simetria.

Figura 32: Reflexdo em torno de uma reta

Listamos abaixo algumas propriedades da reflexdo em relacao a uma reta:

1. Os pontos fixos da reflexao R, : II — Il sao os pontos da reta r. Para todo X € Il
tem-se que R.(X) = X, logo R.oR, = Id, ou seja (R,)”! = R,, como vimos na
definicao 4.2.6 de involucgao, isto é, tanto a reflexdo em relagdo a um ponto quanto

a reflexao em relacao a uma reta sdo exemplos de involugées do plano;

2. Se um ponto A’ é a imagem de A em relacido a r, entdo, reciprocamente, A é a
imagem de A’ em relagao a r, (veja Figura(33—a)), o que nos permite falar de par
de pontos que sao imagens um do outro para uma dada reta, e dizemos que A’ é

simétrico a A em rela¢do a reta r, € escrevemos:

R (A)= A, R.(A)=A4;
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3. A reflexdo R, preserva retas, isto é, uma reta s tem como imagem uma outra reta,

s’ (veja Figura(33-a));

. A reflexdo R, torna distancias e angulos invariantes. Um poligono fechado e sua

imagem, entretanto, tem orientagdo invertida. (veja Figura(33-b)), conforme definigao
de orientacao dada em 4.4.4 ;

Uma consequéncia do item 4 é que os angulos 6 e §' mostrados na Figura (33-a) sao
iguais (6 = ¢’ = 7), isso implica que AA’ e r sdo retas perpendiculares.
Juntamente com a relacao AF = A'F, esse fato nos d4 uma forma simples de
construcao para a obtencao de imagens em relacao a uma reflexao R,: o segmento
de reta que liga pontos correspondentes A e A’ é perpendicular a r, que divide o

segmento de reta AA’ em duas partes iguais (fig.33).

Figura 33: Simetria - Propriedades
adaptada de (JEGER, 1969, p. 21)

5. Se dois diferentes pontos A e A’ sdo dados arbitrariamente, entio existe uma tnica

reflexdo R, tal que R,.(A) = A’ e R,.(A’") = A. O eixo r é a mediatriz do segmento
AA";

. Dadas as retas OD e OD’, entao existe uma tunica reflexao R, interceptando as duas

retas em O. O eixo r é a bissetriz do angulo DOD' (veja Figura(33-a))

. O conjunto de todas as imagens em relacao a r da figura F' forma uma figura F’,

chamada a imagem da figura F' por reflexao em r (veja Figura(33-b)), reciprocamente

F ¢é a imagem de F’ em relacao a r.

Observagao 4.4.6. . Uma maneira de obter a imagem de uma figura qualquer em

relagdo a uma reta r consiste em girar o plano que contém a figura de 180° ao redor
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da reta r no espago tridimensional. Dobre a folha ao longo do eixo de simetria r,
entao trace a figura do outro lado. (Veja Figura (34). Essa construgao explica porque
reflexdes sao isometrias (demonstrado no Apéndice A na péagina 227), pois é ébvio
que girando meramente um plano nao altera as dimensoes ou forma de qualquer

figura do plano.

N
R

Figura 34: Simetria - Construcao

(JENNINGS, 1966, p. 4)
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Outra forma de construcao de um ponto P’, simétrico a P em relacdo a uma dada
reta L, utilizando “régua e compasso” Se P ¢ L, desenhe dois circulos com os
respectivos centros em L, passando por P (qualquer tais dois circulos, com centros
conforme a figura 35 irdo efetuar a construgao). Os dois circulos irdo se interceptar

em um outro ponto no lado oposto a L, esse ponto é a reflexao de P (R(P) = P').

- T

o — P ﬁ
- A \9/?.? \
¢ ,I } ‘L }
| |
\ \ . &P
) 5
. o5 , /

Figura 35: Simetria - Construgdo com régua e compasso

(JENNINGS, 1966, p. 4)



4.4. Tipos de Isometrias 111

Abaixo algumas imagens para ilustrar a simetria:

/"Fﬂ_—_‘_xi . J
(fo L4y ' 1
\xh / f S VASO OU PERFIL DE UM ROSTO?
(RUBIN)
(a) Inversdo — Orientacao (b) Vaso ou Perfil?

Figura 36: Exemplos de Simetria

(a)-de (JENNINGS, 1966, p. 6)
(b)-de (ALVES; GALVAO, 1996, p. 98)

Observacao 4.4.7. Essa caracteristica da reflexdao em relacao a uma reta, que inverte a
orientagao de uma figura no plano, é também chamada de uma isometria imprépria,

(adiante definiremos isometrias préprias e improprias).

4441 Composicao de reflexGes em relacdo a retas

Esse é um dos pontos fundamentais do estudo das isometrias, a composicao de
reflexbes em relacdo a retas permite obter as outras isometrias, a saber, translagoes e
rotagdes (como observado no inicio desta se¢ao), e dividiremos nosso estudo conforme os

eixos de simetria sejam paralelos ou concorrentes.

Nesta secao iremos enunciar os teoremas e proposi¢oes sem demonstragdes, apenas

em alguns casos o faremos conforme considerarmos necessario.

Observagao 4.4.8. A nomenclatura utilizada para tratar as composi¢oes de isome-
trias pode variar conforme o autor, uns utilizam a expressao produto de isometrias,
(LEDERGERBER-RUOFF, 1982) e (PINHEIRO, 1986), outros utilizam o termo soma de
isometrias ((YAGLOM, 1962a) por exemplo. Por outro lado, (ALVES; GALVAO, 1996)
e (LIMA, 1996) utilizam expressdes mateméaticas de composta de isometrias, como f o g.
Neste trabalho poderemos utilizar ou uma ou outra das nomenclaturas, sem prejuizo do

entendimento, conforme utilizarmos uma linguagem com mais ou menos formalismo.

E comum em saldes de cabeleireiro, a existéncia de paredes espelhadas, o resultado
é uma série de sucessivas reflexdes. Abaixo figuras ilustram essa combinagao, com varios e

com dois espelhos paralelos:
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reflexdo reflexdp
—

"y

Tz
kand

transioad
(a) Composigoes sucessivas (b) Duas reflexoes

Figura 37: Composicao de reflexoes

(b)-de (ALVES: GALVAO, 1996, p. 101)

Proposicao 4.4.6. A composta de duas reflexoes na mesma reta é a transformacao
tdentidade.

De fato, conforme o item 2 da definicao 4.4.8 de reflexao em relacao a r, vimos que
a imagem de A por r é A’, e a segunda reflexdo em r, leva A’ de volta a A, ou seja, o

resultado de duas reflexdes na mesma reta deixa a posi¢do de um ponto inalterada:
R.(R.(A)) = (R, o R,)(A) = Id(A) = A

Proposicao 4.4.7. A composta de duas reflexoes em retas paralelas distintas é uma

translacao na direcdo perpendicular as duas retas, com dobro da distancia entre elas.

Figura 38: Reflexao em duas retas paralelas

(YAGLOM, 1962a, p. 49)
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E ficil verificar que a imagem de A por [; é A; e a imagem de A; por Iy é A’ e
A, Ay e A’ estao alinhados em m. Se P e ) sdo os pontos de intersec¢ao de m com Iy e Iy
respectivamente, entdo AP = PA;, A1Q = QA’, e dai (veja Figura (38):

AA" = AP + PA, + A1Q + QA' = 2P A, + 24,Q = 2PQ

Podemos escrever, conforme as notagoes vistas para translacao que:

ng e} Rl1 = TQ}@

Observagao 4.4.9. A igualdade R, o R;, = 2P0 também pode ser lida da direita para a
esquerda, ela nos diz que toda translagao Ty (na Fig. 38, ¢/ = P@) pode exprimir-se como
a composta de duas reflexoes em torno de retas paralelas situadas uma da outra a uma
distancia igual a metade do comprimento do vetor v. Essas retas podem ser tomadas em
qualquer parte do plano, desde que mantenham essa distancia, que sejam perpendiculares

a direcao de U e que o sentido do vetor v seja da reta [, para [s.

Proposicao 4.4.8. A composta de duas reflexoes em relagao a retas concorrentes é uma
rotacao com centro no ponto de interseccao dessas retas, e com o dobro do angulo entre

elas.

Figura 39: Reflexdo em duas retas concorrentes

(YAGLOM, 1962a, p. 50)

Seja A; a imagem de A por [y, e A" a imagem de A; por [, onde O é o ponto de
interseccao de [y e Iy (Figura 39). Se P e ) sao os pontos de intersec¢ao de AA; com [; e

de A; A’ com [y respectivamente, segue que:

ANAOP = ANA,OP, ANA0Q = NAOQ

Disso temos que:
OA = 0A;, OA, = O0A";
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AOP = POA,  A,0Q = QOA’

E para o exemplo, no caso da figura 39 temos

AOA" = AOP + POA, + A,0Q + QOA’
— 2POA, +24,0Q
— 2P0Q.

Podemos escrever:

Rlz o Rl1 = RO,QO(;

com « sendo o angulo entre as retas [y e [, concorrentes em O.

Observacao 4.4.10. Lembremos uma definigdo: o dngulo da reta r para a reta s (Figura
40) é o angulo orientado nao—obtuso o = AOB, onde A € r e B € s. Neste caso, 0 angulo
de s para r ¢ BOA = —a. Analogamente & observacio 4.4.9, e em relacio a figura 39
podemos escrever Rp, = Ry, o R, e dizer que toda rotacao no plano pode ser expressa
como a composta de duas reflexdes em torno de retas concorrentes no centro de rotagao e
formam entre si um angulo igual a metade do angulo de rotagdo. A composicao Ry, o Ry,
deve ser tomada na ordem certa, de modo que « seja o dobro do angulo da reta [; para a

reta [y (e ndo de Iy para [y).

Figura 40: Angulo entre retas

Uma consequéncia interessante é dada pelo corolario abaixo, onde a combinacao
das reflexdes em torno de duas perpendiculares resulta numa reflexdo em torno do ponto

de interseccao.

Corolario 4.4.3. Sejam [y e ly retas perpendiculares se interceptando em um ponto O,

entao ng o Rll = Rl1 o R12 = Ro.

Proposicao 4.4.9. A composta de trés reflezoes em trés retas distintas e paralelas ou em
trés retas distintas e concorrentes se interceptando em um unico ponto é uma reflexdo em

relagcdo a uma reta.
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Figura 41: Reflexdo em trés retas

(YAGLOM, 1962a, p. 53)

O procedimento para efetuar as reflexdes consiste em utilizar as proposigoes (4.4.7)

e (4.4.8), conforme o caso, compondo, pela ordem, a composta das duas primeiras, com a
terceira.

4.44.2 Reflexdo transladada — Translacdo Refletida

Definigao 4.4.9. Reflexdo com deslizamento (Glide Reflexion) ou Reflexdo trans-
ladada ou translagdo refletida num determinado eixo, é a isometria resultado da soma

de uma reflexdo em relacao a uma reta e uma translagcdo na diregio desta reta.

Figura 42: Reflexdao com deslizamento

(YAGLOM, 1962a, p. 48)

Seja o ponto A; a imagem de um ponto A em relacdo a reta [, e seja o ponto

A" obtido de A; por uma translagao pela distdncia a na dire¢cdo da mesma reta (Figura
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42a). Neste caso dizemos que o ponto A’ foi obtido do ponto A por uma reflexdo com
deslizamento no eixo [ através de a (reflezdo transladada). A soma pode ser obtida em
outra ordem, é facil ver na Figura 42a; A, é obtido de A por uma translagao através da
distancia a na direcao de [ e A’ é obtido de Ay por uma reflexao em relagao a [ (translagio
refletida).

O conjunto de todos os pontos que sao obtidos por uma reflexdo com deslizamento
de uma figura F' forma a figura F’ (Figura 42b). Reciprocamente podemos dizer que a
figura F' pode ser obtida da figura F’ por uma reflexao com deslizamento no mesmo eixo [
(com diregao oposta de translagao); o que nos permite falar de figuras relacionadas por

uma reflexdo com deslizamento.

Um exemplo da reflexdo com deslizamento ¢ dada pela figura 43.

C!

Figura 43: Reflexdo com deslizamento

(LIMA, 1996, p. 23)

Uma definigdo mais formal podemos encontrar em *[p. 111]alves1996estudo:

Sejam r e s retas distintas do plano, ambas perpendiculares a uma reta t. A
isometria Ry o Ry 0 R, € chamada uma reflexdo transladada de eixo t, ou ainda,
uma translacdao refletida de eixo t. Desde que r e s sdo retas distintas segue, da
proposicao 4.4.7, que R, o R, = Ty paralela a direcao do vetor ndo nulo v. : Reflexao

transladada} (ALVES; GALVAO, 1996, p. 111)

Além disso, o corolario 4.4.3 nos garante que R, o Ry = R,o0R;, R;oR, = R,.o Ry,
e, portanto, R0 (Rso R,) = (RioRs)o R, = (RsoR;)o R, = Rso(R;oR,.) = Rso (R, Ry) =
(Rso R,) o R;.

Concluimos que R; 0Ty = Ry o Ryo R, = Ry0 R, o R, = Ty, ou seja, toda reflexao
transladada de eixo t pode ser escrita como a composta de uma translacao Ty e de uma

reflexao R;, com a reta t
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Além disso, o corolario 4.4.3 nos garante que R;o Ry = R;o0R;, R;oR, = R.o Ry,
e, portanto, R0 (RsoR,) = (RioRs)o R, = (RsoR;)o R, = Rso(R;0R,.) = Rso (R, Ry) =
(Rso R,) o R;.

Concluimos que R; 0Ty = Ry o Ryo R, = Ry0 R, o R, = Ty, ou seja, toda reflexao
transladada de eixo t pode ser escrita como a composta de uma translacao Ty e de uma
reflexdo R;, com a reta t paralela a direcdo do vetor nao nulo v, sendo que a composicao

pode ser efetuada em qualquer ordem.

A igualdade T o R, = R, o Ty pode ser vista como justificativa para as expressoes

reflexao transladada e translacao refletida.

Sendo {A} =rNte{B} =sNttemos que o ponto A nao pertence a reta s bem
como o ponto B nao pertence a reta r. Usando novamente o corolario 4.4.3 segue que

RioRsoR, =(RioRs)oR. = RgpoR.e RoRsoR, =Rs0(R,0R;) = Rs0 Ry.

Assim toda reflexao transladada é a composta de uma reflexdo em relacdo a uma
reta r seguida de uma reflexao em relagdo a um ponto B nao pertencente a r e também é
a composta de uma reflexao em relacao a um ponto A seguida de uma reflexdo em relagao

a uma reta s que nao passa por A. Podemos também enunciar a reciproca:

Proposicao 4.4.10. Dados uma reta n do plano e um ponto A nao pertencente a n entao
Rpo R, e R, o R, sao reflexdes transladadas de eixo t, onde t é a reta perpendicular a n

por A.

A seguir, podemos destacar outras propriedades da reflexdo transladada:

1. Uma reflexdo transladada nao tem pontos fixos. A tnica reta do plano que é invariante

por uma reflexdao transladada é o seu eixo.

2. Conforme Figura 4.4.4.2, a reflexdo transladada de eixo t, T = R;o Rso R, = Ry 015,
a igualdade F'(P) = Rp(P) prova nao somente que F' nao tem pontos fixos, mas
também que o ponto médio do segmento PQ, onde Q = F(P), pertence ao eixo ¢ da

reflexao transladada.

3. Sendo F = R, o Ty = Ty o R, uma reflexdo transladada de eixo ¢, temos F? = Ths de
modo que [F?] ¢ um grupo ciclico com infinitos elementos. Como [F?] C [F], segue
que o grupo ciclico gerado por uma reflexao transladada tem infinitos elementos.

4.4.4.3 Composicdo de reflexdes em relacao a retas — continuacao

Voltando ao estudo da composicao de reflexoes em relacao a retas temos:

Proposicao 4.4.11. A composta de reflexoes em trés retas, interceptando em pares em

trés pontos, ou tal que duas delas sao paralelas e a terceira interceptando-as, € uma reflexdao



Capitulo 4. Apresentacdo das transformagcoes geométricas e propriedades:

118 isometrias e semelhancas

com deslizamento. Em outras palavras, se [, [5 e [3 sdo trés retas distintas do plano, entao
R, o R, o Ry, é uma reflexao transladada se e somente se [y, l5 e I3 ndo sao nem paralelas

nem concorrentes (fig.42).

(Re"T:i )(?) = (ToR )(P)

Além disso, o corolario 4.4.3 nos garante que R, o Ry = R,o Ry, R;o R, = R, o Ry, e,
portanto,

Rio(RsoR,) = (RioRs)oR, = (RsoR;)oR, = Rso(R;0R,) = Ryo(R,.R;) = (RsoR,.)oRy.
Concluimos que R; 0Ty = R0 Ry0 R, = Ry 0 R, o Ry = T§, ou seja, toda reflexao
transladada de eixo t pode ser escrita como a composta de uma translacao Ty e de uma
reflexao R;, com a reta t
Além disso, o corolario 4.4.3 nos garante que R; o Ry = R0 Ry, R;o R. = R, o Ry, e,
portanto,

Rio(RsoR,) = (RioRs)oR, = (RsoR;)oR, = Rso(R;0R,) = Ryo(R,.R;) = (RsoR,)oRy.
Concluimos que R; 0Ty = Ry 0o Ry0 R, = Ry 0 R, o Ry = Tj, ou seja, toda reflexao
transladada de eixo t pode ser escrita como a composta de uma translagao T3 e de uma
reflexao R;, com a reta t

Além disso, o corolario 4.4.3 nos garante que R, o Ry = R,o0R;, R;oR, = R0 Ry,
e, portanto, R;o(Rso R,) = (RioRs)o R, = (RsoR;)o R, = Rso(R;0R,.) = Rso (R, Ry) =
(Rso R,) o Ry.

Concluimos que R; 0Ty = Ryo Ryo R, = Ry0 R, o R, = Ty, ou seja, toda reflexao
transladada de eixo t pode ser escrita como a composta de uma translacao 75 e de uma

reflexao R;, com a reta t

Sejam as retas [ e [y concorrentes em O (Figura 45a). A composta das reflexoes em
[ e ly é uma rotagao com centro em O e angulo 2l5l; (veja proposigao 4.4.8); portanto a
composta dessaa reflexdes podem ser substituidas pela composta de reflexdes em qualquer
duas retas [} e [}, concorrentes no mesmo ponto O e formando o mesmo angulo de [y e ls.
Escolhendo as retas ] e [}, tal que [} L I3, e substituindo a composta das reflexoes [, Iy e
I3 pela composta das reflexdes nas retas [, [} e I3 (isto é, pela composta de uma reflexao

em [} e um meio-giro relacdo ao ponto O; de intersecgao de [l e I3 — ou, o que é a mesma
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coisa, pela composta de uma reflexdo em relacdo a [ e uma reflexdo em relagado ao ponto
O;— devido ao Corolario 4.4.3 a composta de reflexdes em duas retas perpendiculares é

um meio—giro em rela¢do ao ponto de intersec¢ao).

Agora vamos substituir a composta das reflexoes nas retas perpendiculares [, e
I3 pela composta de reflexdes em duas novas retas perpendiculares I e [, interceptando
no mesmo ponto Oy, e tal que I || I} (Figura 45b; essa mudanga é permitida porque a
composta das reflexdes em [ e I} é também uma reflexdo em torno do ponto O;) Da
mesma forma a composta das reflexdes em [}, I e I3 é substituida pela composta das
reflex6es em [, 1§ e ;. Mas pela Proposigdo 4.4.7 a composta nas retas paralelas [} e [ é
uma transla¢do na dire¢ao da reta l5 perpendicular a [} e IJ. Portando a composta das
reflexdes em [}, 15 é igual & composta de uma translagao na direcao I} e uma reflexdo em

relagdo a [}, isto é, uma reflexdo transladada (glide reflection) de eixo l.

No caso de [; e Iy serem paralelas, e [, e 3 se interceptarem num ponto O, o
procedimento ¢ exatamente do mesmo modo. Neste caso é necessario primeiramente
substituir a composta das reflexdes em [y e I3 pela composta de reflexdes em retas [ e [
que se interceptem no mesmo ponto O, e tal que I, L [; e entao substituir a composta
das reflexdes nas retas perpendiculares [; e [ pela composta das reflexdes nas retas

perpendiculares [} e I, interceptando no mesmo ponto O; e tal que 5 = 1.)

Das Proposigoes 4.4.7, 4.4.8, 4.4.9 e 4.4.11, podemos enunciar um teorema que

generalize as proposi¢oes em referéncia:

Teorema 4.4.4. A composta de um niumero par de reflexdes em relagio a retas € uma
translacao ou uma rotacao; a composta de um niumero impar de reflexoes em relagdo a retas
¢ uma reflexdo em relagiao a reta, ou uma reflexao transladada (reflexio com deslizamento,
glide refletion).

Com isso podemos enunciar os seguintes teoremas:

Teorema 4.4.5. Toda isometria do plano é a composta de, no mdzrimo, trés reflexoes em

relacao a retas.

Teorema 4.4.6. Toda isometria f: E™ — E™ € uma composicao de rotacoes, translagoes,

e reflexoes.
Corolario 4.4.4. Toda isometria é uma composicao de reflexoes.

Corolério 4.4.5. Uma férmula para a isometria geral no R2. Toda isometria f :
E? — E? tem a forma:

f(z,y) = (ap + xcosf Fysinb, by + sinf £ ycosh)
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Onde, ag, by, e 0 sio constantes, f(0,0) = (ag,bo) sdo coordenadas padrao no Ry, e os
sinais de adigcdo ou subtragdo é positivo se f preserva orientagdo e negativo se f altera a

orientacao.

4.45 Isometrias e Congruéncias: Classificacdo

Neste item abordaremos a congruéncia entre figuras no plano, ja vista na definicao
de congruéncia em 4.3.3 da segao 4.3, agora as abordaremos relacionado-a com os tipos
de isometrias e suas combinagoes, vistas nos itens anteriores. Veremos também algumas
classificagoes das isometrias, citadas anteriormente. Inicialmente faremos um estudo mais
detalhado das isometrias proprias e improprias, resultado de combinagoes de reflexdes. Um
movimento no plano é uma colegao de isometrias (figura 46). Uma translacdo e uma reflexao
transformam o mesmo tridngulo ABC' nos tridngulos A'B'C" e A;B,C;. E intuitivamente
plausivel que se pode passar continuamente de ABC' para A’B’C’ mas, sem sair do plano,
nao é possivel deslocar ABC' até A;B;(C. Essa observacao estabelece a distin¢ao entre

uma isometria propria e uma impropria.

N\ 7 l;
\ A
\S}X !
/O # \ 2
PR
P
a b

Figura 45: Composta Reflexoes 3 retas
(YAGLOM, 1962a, p. 54)

Definicao 4.4.10. Isometrias Proprias e Improprias: uma isometria chama-se
propria, ou ainda par ou direta, quando é a etapa final de um movimento, sem sair
do plano, por outro lado chama-se imprépria, impar, ou oposta, quando nenhum
movimento no plano termina com a isometria. Outra forma de definir isometria é dada

por (LEDERGERBER-RUOFF, 1982, p. 86):

1. Uma isometria que é igual a um produto de um ntmero par de reflexdes em retas

chama-se isometria propria.
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2. Uma isometria que é igual a um produto de um ntimero impar de reflexdes em retas

chama-se isometria impropria.

3. O produto de duas isometrias préprias ou de duas isometrias improprias é uma

isometria propria.

4. O produto de uma isometria propria e de uma isometria imprépria é uma isometria
improépria.
Acrescentamos outras propriedades descritas por outros autores (como em (77, p.
31) e (ALVES; GALVAO, 1996, p. 135), p.135):

5. Translagoes e Rotagoes sdo isometrias proprias, enquanto Reflexoes (em relagao a
um ponto e em relacao a uma reta) e Reflexdes com deslizamento sao isometrias

improéprias.

6. De forma andloga ao item (3) Elon diz: se S e T sao isometrias préprias entao a
composta SoT e as inversasS—!, T~ sdo préprias, além disso, se S e T' sdo isometrias

improéprias, a composta S o1 é uma isometria propria.

7. Se S ¢ uma isometria imprépria entao, para toda reflexao R,, as isometrias compostas

SoR,e R,oS sao proprias.
8. Nenhuma isometria do plano é, simultaneamente, prépria e impropria.

9. Toda isometria do plano ou é prépria ou ¢ imprépria.

4.45.1 Congruéncia Direta e Congruéncia Oposta

Recordemos a definicdo dada em 4.3.3: Duas figuras geométricas A e A’ do plano

sao congruentes se eziste uma isometria F do plano tal que F(A) = A'.

Assim como descrito para isometrias proprias e improprias, pares de figuras congru-
entes no plano podem ser de dois tipos. E possivel que duas figuras congruentes possam
coincidir movendo uma das figuras, mas sem remove-la do plano em que esta originalmente
situada, tal como no exemplo da Figura 47a, F' e F’ (onde pode-se faze-las coincidir por
meio de uma rotagao em relagdo ao ponto O). Mas é também possivel para duas figuras
do plano, porém, para fazé-las coincidir, é necessario remover uma delas do plano e gira-la
“para o outro lado”. Tal como as figuras F] e F’ na Figura 47b, é impossivel mover a figura
F| no plano tal que ela coincida com a figura F”’. No exemplo da Figura 47b, F}, é obtida
por meio de uma reflexdo em relacgdo a reta [ da figura F], e F por meio de uma rotagao

em relagdo a O fa figura F} (fig.47).

Definicao 4.4.11. Duas figuras serao congruentes diretas, se uma delas pode ser movida
inteiramente no plano para que coincida com a sequnda figura, e opostas quando for

impossivel fazé-las coincidir por movimentos dentro do plano.
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Figura 46: Isometrias Proprias e Impréprias

(LIMA, 1996, p. 30)

Para analisarmos a congruéncia entre duas figuras do plano se é direta ou oposta,
basta escolhermos qualquer trés pontos A, B e C' nao colineares da figura I’ e os pontos
correspondentes A, B e C' da figura F’ (fig.47), e checar as orientagoes dos triangulos
NABC e A'B'C’ se é direta ou reversa, como definido em 4.4.4. Diremos que duas figuras
sao “congruentes”, somente quando nao faga diferenga se sao oposta ou diretamente
congruentes. Podemos resumir as consideragoes vistas até agora, com a utilizacao das

isometrias conhecidas:

Teorema 4.4.7. Qualquer duas figuras diretamente congruentes no plano podem ser feitas

coincidir por meio de uma rotag¢do ou uma translacao.

Teorema 4.4.8. Qualquer duas figuras opostamente congruentes no plano podem ser
feitas coincidir por meio de uma reflexao (em relagio a um ponto ou em rela¢io a uma

reta) ou uma reflexao transladada (translagao refletida, “glide refletion”).

Podemos agrupar os teoremas 4.4.7 e 4.4.8:

Teorema 4.4.9. Qualquer duas figuras geométricas do plano sao congruentes se e somente
se estao relacionadas por uma translacdo, uma rotagdo, uma reflexao em relacdo a uma

reta ou uma reflexao transladada.

4.5 Homotetia-Similaridade-Semelhanca

As transformagoes geométricas apresentadas até agora tem uma caracteristica
comum: elas transformam cada figura do plano em uma figura congruente. Todas as

transformacoes com essa propriedade de preservar distincias sao chamadas transformagoes
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congruentes ou isometrias.

E possivel, no entanto, fazer um bom uso de uma transformacio que leva uma figura
do plano para uma figura semelhante. Uma tal semelhanca preserva angulos, mas deve
alterar distancias. Entretanto, todas as distancias devem ser aumentadas (ou diminuidas)
na mesma razao, chamada de razdo de magnifica¢io (ampliacao/redugao). Podemos entao

definir essa transformacao como:

Definigao 4.5.1. Uma homotetia H(O,k) (ou também: similaridade central), onde
O ¢é um ponto no plano e k é um nimero real nao nulo, é uma transformacdo que fixa
o ponto O e associa qualquer outro ponto P # O um ponto P’, tal que O, P, P' sao
colineares e OP' = k- OP. O ponto O é chamado o centro e¢ k a razdo da homotetia

(coeficiente de similaridade).

Teorema 4.5.1. A homotetia H(O, k) leva um segmento de reta AB em um segmento
paralelo A’B’" com A'B" = k - AB.

Figura 47: Congruéncia Direta e Oposta

(YAGLOM, 1962a, p. 60)

Observacao 4.5.1. Conforme o valor de k ser positivo ou negativo, podemos classificar

as homotetias:

e Se k > 0 dizemos: homotetia com razao positiva ou homotetia direta (Figura 48a);
e Se k < 0 dizemos: homotetia com razao negativa ou homotetia inversa (Figura 48b);

e Para k = 1, teremos a transformacao identidade, uma isometria, um caso especial de

homotetia;
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e Para k = —1, também teremos uma isometria, a reflexao em torno do ponto O, isto

é H(O,—1) = Rp, também um caso especial de homotetia,;

e Podemos definir homotetias reciprocas, isto é, se H(O, k)(A, B,C) = (A", B',C"),
sua reciproca sera: H(O,1/k)(A', B',C") = (A, B,C) (vide exemplo na Figura 48),

assim podemos falar em pares de figuras homotéticas.

Corolario 4.5.1. O centro de homotetia pertence a todas as retas que ligam pontos a
seus transformados (retas concorrentes). Em outras palavras, O pertence a toda reta do
tipo OP' = H(O, k)(OP). Uma propriedade que decorre diretamente da defini¢ao 4.5.1
(na verdade, é a mesma da colinearidade!), mas que aparece quando descobrimos alguma

homotetia.

Corolario 4.5.2. Uma homotetia mapeia qualquer triangulo dado em wm triaangulo

semelhante. Em geral. mapeia cada poligono em um poligono semelhante.
Corolario 4.5.3. Uma hometetia preserva angulos entre retas.

Teorema 4.5.2. Uma homotetia é determinada por dois pontos distintos e suas imagens.

Figura 48: Homotetia
(COXETER; GREITZER, 1967, p. 94-95)

Uma homotetia, associa uma reta [ a uma reta [’ paralela a [, para encontrar [’ é
suficiente encontrar a imagem A’ homtética a algum ponto A € [, e tragar por A" uma
reta ' || | (Figura 49a). Se duas retas [ e m se interceptam com um angulo «, entao suas
imagens I’ e m’ se interceptam com o mesmo angulo a. Entao o AA’B’C’, homotético ao
ANABC tem os mesmos angulos correspondentes congruentes, portanto os dois tridngulos

sao semelhantes (AA'B'C' ~ AABC) (Figura 49b).

Teorema 4.5.3. Uma homotetia H(O, k) associa um circulo de raio r em um outro circulo

cujo raio ' € |k|-r e cujo centro C' € a imagem homotética do centro C' do circulo dado.
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Dois circulos sdo sempre homotéticos. Na maioria dos casos, eles admitem duas
homotetias, uma direta e uma inversa. No caso de circulos disjuntos, os centros de
homotetias sao faceis de encontrar: sdo as interse¢oes das tangentes comuns internas

(inversa—O_) e das tangentes comuns externas (direta—O, ) (vide Figura 50).

/
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Figura 49: Homotetia-Semelhanca

(YAGLOM, 1962b, p. 10)

E suficiente tomar o centro de similaridade dos circulos o ponto O que pertenca
a reta AA’, fora do segmento AA’, e tal que OA'/OA = r'/r, fazendo a razao r'/r o
coeficiente de similaridade k& > 0 ( vide Figura 51).

Figura 50: Homotetia-Circulos

(SHINE, 2009, p. 3)

O ponto O é chamado centro exterior de homotetia dos circulos S e S’. Para
construir o ponto O de dois circulos S e S’ é suficiente desenhar qualquer duas paralelas
e homotéticos raios AM e A’M’ nesses circulos e entao ligar M a M’; O é o ponto de
interseccao de AA’ e M M’'. Se o circulo menor nao estiver localizado no interior do circulo
maior, como vimos na Figura 50, o ponto O é também a interseccao das tangentes externas
e comuns aos dois circulos (Figura 51a); se S e S’ sdo tangentes internamente, entéo o

centro de homotetia coincide com o ponto de tangéncia (Figura 51b).
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Uma homotetia de centro O e com coeficiente de similaridade negativo, isto €,
k <0, € a composicao de uma homotetia com o mesmo valor de k, porém positivo, isto é
\k|, com o mesmo centro O e uma reflexao em torno desse ponto O (half turn), tomado
em qualquer ordem. No exemplo da Figura 52a , dado k < 0 pode-se efetuar inicialmente
uma homotetia com centro O e tomando |k| como a razao da homotetia (levando a figura
F em Fy), seguida de um meio-giro (half turn) de centro O (levando Fy a F”); ou inicia-se
com um meio-giro em relagao a O (levando F' a F3) seguida da homotetia de centro O e

razao |k| (Fy para F').

Figura 51: Homotetia em Circulos com k positivo

(YAGLOM, 1962b, p. 11)

Uma homotetia com o coeficiente de similaridade negativo (k < 0) também leva
uma reta [ a uma reta paralela I/, mas agora o centro da homotetia situa-se entre as retas
l el (veja Figura 52b).

Uma homotetia de centro O e razao negativa k < 0 leva um circulo S de raio r em
outro circulo S’ de raio ', com OA'/JOA = —r'/r, cujo centro da homotetia O situa-se
entre Ae A" (A— O — A’), chamado de centro de similaridade interior dos circulos S e S’

(veja Figura 53).

Para determinar o centro de similaridade interior dos dois circulos S e S’ é suficiente
desenhar qualquer dois raios paralelos e com direcoes opostas AM e A’M’' nos circulos, O

é o ponto de intersecgao de AA" e MM’ (Figura 53). Se S e S’ ndo se interceptam, entao
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Figura 52: Homotetia-k negativo

(YAGLOM, 1962b, p. 13)

seu centro de similaridade interior também pode ser determinado pelo ponto de intersecgao
das suas tangentes internas (Figura 53a); se S e S’ sdo tangentes externamente, entdao O é

o ponto de tangéncia (Figura 53b).

45.0.2 Composicdo de Homotetias

Teorema 4.5.4. A composicio de duas homotetias com centros O, O4 e coeficientes de
homotetias ki e ko € uma homotetia com centro O e coeficiente kiky se kiky # 1, com O,

01 e Oy alinhados, e uma translacdo se kiky = 1.

H(Ol, kl) O H(OQ, k2) = H(O,k1k2>, klkg §£ 1

Seja a figura F; homotética a I’ com centro O; e coeficiente ki; seja I homotética a
figura F} com centro Oy e coeficiente ky (veja Figura 54, onde por simplicidade mostraremos
o caso de coeficientes k; e ky positivos). Neste caso, segmentos correspondentes em F e
I sdo paralelos e com razao constante ki; segmentos correspondentes em F; e F’ sao
paralelos e com razao ko, segue que segmentos correspondentes em F' e [’ sdo paralelos e

com razao kiks.

Multiplicando os membros da esquerda e da direita das equagoes

AlBl/AB = k’l (§ A,B,/AlBl = k’g, obtemos A/B//AB = ]{?1]{?2

Dados os centros O e Oy e 0s coeficientes ki e ko, vamos mostrar como determinar

o centro O resultado da composta com coeficiente kiks (ou, no caso kiks = 1, como
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Figura 53: Homotetia em Circulos com k negativo

(YAGLOM, 1962b, p. 14)

determinar o médulo, direcao e sentido da translagdo resultado da composta). Se O
coincide com O, entdo coincide com O também (Figura 54c); vamos assumir entao que
O; e O3 nao coincidem. A primeira homotetia mantem o centro O; no lugar, enquanto
a segunda leva O; ao ponto O] na reta O20; tal que 0,07/050; = ko (Figura 54a.,b).
Entao a composta de duas transformacoes leva O; em Oj. Disso segue que, se k1ky = 1
(Figura 54b), entdao a composta de duas transformagoes é uma translagao na dire¢io da
reta 0107 (isto €, na diregio da reta O30, ja que O] esta na reta O;09) com distancia
a = 0;0}; desde que 0,0/ /0207 = ko, a também pode ser representado na forma:

0,07 — 0,0,

a = 020,1 — 0201 == 0201

0201 - (kQ - 1)0201

Se kiky # 1 (Figura 54a), entio o centro O desejado localiza-se na reta 0107, isto
é, na reta 0104, e 007 /007 = kqks.

Uma expressao mais conveniente para determinar a posicao de O pode ser dada
pela expressoes:
0,07/0:,01 = ky e 007/00; = kiky segue que

0,0 0,0, — 0,0, b 0,0, 00, — 00,
0,0, 0,0, B 00, 00

Pode-se resumir o que foi exposto e enunciar um importante teorema:

= klkg — 17
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Teorema 4.5.5. Dos trés centros de homotetia: Seja a figura Fy a homotetia da
figura F' com centro Oy, e também a homotetia da figura F' com centro Oy. Se Oy nao
coincide com O, entdo a reta 010, (eixo de homotetia das trés figuras F', Fy e F')
passa pelo centro de homotetia O das figuras F' e F' (Figura 5/a), ou é paralela a diregio
da translagao que leva F' a F' (Figura 54b). Se Oy coincide com O, entdo Oy é o centro

de homotetia para F e também para F' (Figura 5jc).

No exemplo abaixo, para jk # 1, H(O, k) leva o AABC ao NA'B'C'" e H(Q, )
leva o AA'B'C" ao AA"B"C", entao H(P, jk) leva o AABC ao AA"B"C"; O, P e @) sdo

colineares, a reta OQ é o eizo de homotetia (Figura 55).

Figura 54: Homotetia-Composic¢ao

(YAGLOM, 1962b, p. 27)
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4.5.0.3 Roto-Homotetia-"Spiral similarity-Dilative rotation”

Abordaremos neste item uma combinagdo de uma homotetia de centro O e uma

rotagdo de mesmo centro O e angulo o tomado em determinado sentido.

Definicao 4.5.2. Uma Roto-Homotetia com centro O, angulo de rotacao « e coeficiente
de homotetia k é a transformacao composta de uma homotetia com centro O e coeficiente

de homotetia k e uma rotagao em relagdio ao ponto O através de um dngulo o, tomado em
quaquer ordem, ou seja: H(O,k) o Rp o = Ro o0 H(O, k).

Figura 55: Homotetia-Exemplo de Composicao

(DODGE, 1972, p. 25)

Seja a figura F} centralmente semelhante a figura F' com centro O e coeficiente
de homotetia k£ > 0. Fazendo uma rotacao em F; através de um angulo a em relacao ao
ponto O no sentido o > 0 obtemos a figura F’ (Figura 56. Também podemos obter F”

fazendo uma rotacao em relagdo a O de a em F' obtendo F, e em seguida uma homotetia
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de centro O e razao k em Fy, reciprocamente F' pode ser obtido de F’ com o mesmo centro
O, angulo de rotacao —a e coeficiente de homotetia 1/k, entao podemos falar em pares de

figuras obtidas por roto-homotetia.

Observagao 4.5.2. Algumas observagoes em relagdo a roto-homotetia:

1. Uma rotacao em relagdo a um ponto é um caso especial de roto-homotetia com

coeficiente k = 1;

2. Uma homotetia também é um caso especial de roto-homotetia com angulo a = 0° se
k>0, ecoma=180°°se k < 0;

3. Segmentos correspondentes nas figuras F’ e F' tem a mesma razao k e formam entre

si 0 mesmo angulo a.

4.5.0.3.1 Composicdo de Roto-Homotetias:

A composta de duas roto-homotetias com coeficientes de homotetia ki e ko e dngulos
de rotagdo v e ap € uma nova roto-homotetia com coeficiente de homotetia kiks e angulo
de rotagdo oy + i, excluindo dois casos, quando kiks =1 e ay + g = 360° (maltiplo de

360°), neste caso a composta resulta em uma translagdo.

Figura 56: Roto-Homotetia
(YAGLOM, 1962b, p. 36)

Seja a figura F) obtida de F' por uma roto-homotetia de centro O; e coeficiente k;

e com angulo de rotacgao a1, e seja F” obtida de F; por uma roto-homotetia de centro Os

6 na verdade, miltiplos de oo = 09, e de o = 180° respectivamente.
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e coeficiente ky e com angulo de rotacdo as. © Sejam AB, A1 B; e A'B’ os correspondentes
segmentos correspondentes nas figuras F', F| e F’ respectivamente (Figura 57. Entao
AlBl/AB = ]{51, e AB e AlBl formam um éngulo de aq, A/B//AlBl = ]Cg, (§] AlBl e AB’

formam um angulo de as.

Dessa forma,
A'B"  AB, AP
AB ~ AB AB

e os segmentos AB e A’B’ formam um angulo de o + ay. Portando, segmentos corres-

- k1k27

pondentes em F' e F’ tem constante de homotetia kiky e formam um angulo constante de
a1 + aig, 0 que significa que a figura F’ foi obtida de F' por meio de uma roto-homotetia

de coeficiente kiky e angulo de rotacao aq + as.

Observacao 4.5.3. Definido a roto-homotetia como uma composi¢do de uma homotetia e
uma rotacao em relagdo a um mesmo centro, nés naturalmente gostariamos de saber qual
é a composicao de uma homotetia e uma rotagao cujos centros sao distintos, a simples e
resposta surpreendente—uma roto-homotetia (spiral similarity)—uma consequéncia do fato
que nenhum tipo de homotetia complicada existe, enunciamos(COXETER; GREITZER,
1967, p. 97):

Teorema 4.5.6. Quaisquer duas figuras semelhantes sdo relacionadas ou por uma trans-

lacao ou por uma roto-homotetia.

" lembrando a convencdo do sentido de rotacio é sempre medido no anti-horario, para o > 0.
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4.5.0.3.2 Homotetia Especular (Dilative Reflection)

Chamamos de Homotetia Especular uma composta de uma homotetia de centro O

e uma reflexao em relagdo a uma reta que passa por O.

\
0‘-1-{-0-22)

-

Figura 57: Composta de Roto-Homotetia
(YAGLOM, 1962b, p. 41)

Seja a figura F} homotética a figura F' com centro de homotetia em O e coeficiente
de homotetia k, seja F’ obtida de F; por reflexdo em relacdo a reta [ que passa por
O (Figura ?7). Neste caso dizemos que F’ é obtida de F' por meio de uma homotetia
especular com coeficiente de homotetia k; o ponto O e a reta [ sdo chamados centro
e eirzo da homotetia especular. Da mesma forma podemos obter F’ fazendo primeiro uma
reflexao em relagdo a [ de F' obtendo Fj, e em seguida uma homotetia de centro O e

coeficiente k£ de F,.

Da mesma forma que fizemos distingao entre congruéncia direta e congruéncia
oposta, vistos em 4.4.11, também podemos utilizar os termos semelhanca direta, (concorde,
equiversa) e semelhanga oposta, (discorde, controversa) para a familia das homotetias

enunciando os seguintes teoremas:

Teorema 4.5.7. Quaisquer duas figuras diretamente semelhantes no plano podem ser

feitas coincidir por meio de uma roto-homotetia ou por uma translagdao.

Teorema 4.5.8. Quaisquer duas figuras opostamente semelhantes no plano podem ser
feitas coincidir por meio de uma homotetia especular ou por meio de uma reflexdo com

deslizamento (reflexao transladada, translacao refletida).
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5.1 Introducao

A expressao “Sistema de Geometria Dindmica (SDG)” é usado neste trabalho como
um termo genérico para descrever um certo tipo de software o qual é usado predomi-
nantemente para construcao, e exploragao de propriedades e resolucao de problemas em
Geometria. Um dos primeiros software desse tipo — o Cabri-géometre — foi apresentado no
“ICME-6, em Budapest, no ano de 1988”. Desde entao, uma grande variedade de software
analogos foram lancados, como GEOLOG, Geometry Inventor, Geometer’s Sketchpad,
Thales, Cinderella, Régqua e Compasso, e mais recentemente o GeoGebra, apenas para dar
alguns exemplos. Esses software, em geral, sao disponibilizados em diferentes idiomas, e
suas versoes disponibilizam ferramentas similares, que podem ser usadas por manipulacgao
direta, isto é, nao necessitam de comandos especificos em linguagem de programacao

(STRASSER, 2002).

Nao ha duvidas que o uso da tecnologia computacional tem mudado fundamental-
mente a produgao matematica nos ultimos 50 anos.De fato, com os avangos tecnolédgicos,
foram abertos novos campos de pesquisa como fractais e teoria do caos, e muitos outros

foram ampliados ou “rejuvenescidos”.

Em seu artigo intitulado; “Some pitfall of dynamic geometry software”, Michael de
Villiers (VILLIERS, 2006) afirma que em termos de ensino da Matematica, a disponibilidade
de diferentes tipos de software alterou significativamente muitos aspectos do que tem
sido visto como “Matematica—tradicional”, e questiona se seria ainda relevante passar
horas forgando e exercitando os alunos em, por exemplo, fatorar expressdes polinomiais,
particularmente as complexas, quando ha software disponiveis que podem executar essas
operagoes mais rapidamente e de forma mais eficiente? De fato, essa questao é pertinente
e deve ser pensada e discutida pelos professores de Matematica dos diferentes niveis de

ensino.

Por outro lado, o autor adverte que nao basta a introducao de novas tecnologias no
ensino, se nao forem desenvolvidas novas maneiras de ensinar e, que o uso, por exemplo, de
um software de geometria dindmica, devido a suas especificidades e dinamismo, alterando
o estilo de ensinar no ambiente convencional de lousa, papel e lapis, nao devendo apenas

ser usado como um quadro negro moderno com régua e compasso virtuais.

Assim, para usar novas tecnologias para ensinar Matematica, deve-se aprender a
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usa-la de tal maneira a transformar as atividades matematicas, capacitando os alunos a
fazerem coisas que anteriormente nao seria possivel de serem implementadas. Isso nao
quer dizer que as atividades anteriores tornaram-se obsoletas, ou redundantes — talvez
algumas sim — mas o importante é criar possibilidades para explorar as potencialidades
dessas tecnologias de forma a apoiarem as aprendizagens. Como analisado por varios
educadores matematicos, significa que necessitamos desenvolver novas sequéncias de ensino,
modificando as metodologias de tal maneira que a incorporagdo de um software no ensino,
em particular de geometria dindmica, possa realmente ser benéfico para os estudantes e
acrescentar sobretudo qualidade para as atividades matematicas da sala de aula (MAN;
LEUNG, 2005).

Voltando para os SGD, uma das maiores vantagens do uso da geometria dindmica é
sua precisao, efeito visual e imediata atualizacao dos dados das figuras produzidas quando
manipuladas (em tempo real), o que proporciona observar ou checar muitos casos em
pouco espago de tempo. Entretanto, as provas e demonstragoes, o rigor das verificagoes
e os significados permanecem e, nao devem ser substituidos pela apresentagao visual e
colorida das imagens construidas. Com isso, software de geometria dindmica torna-se uma

ferramenta muito 1til como procuraremos discutir nos topicos que seguem.

5.2 Sobre o GeoGebra

O software GeoGebra (Software System for Dynamic Geometry and Algebra in the
Plan) foi originado no projeto da dissertacao de mestrado (master’ thesis) de Markus
Hohenwarter na Universidade de Salzburg em 2002. Foi projetado para combinar caracte-
risticas de software de geometria dindmica (como o Cabri-géométre, Geometer’s Sketchpad,
por exemplo) e um sistema de &lgebra por computador *(por exemplo, Derive, Maple) em
um sistema simples, integrado e facil de usar para ensino e aprendizagem da Matematica.
Durante os tltimos anos, o GeoGebra foi desenvolvido em codigo aberto, por um grupo de
15 desenvolvedores e mais de 100 tradutores por todo o mundo. Ele esta disponivel em
mais de 52 idiomas. O desenvolvimento da comunidade internacional foi catalizada por
um website para o GeoGebra (<http://geogebra.org>). Neste site, além de poder baixar
as versoes do Geogebra, pode-se também encontrar diversos materiais e recursos digitais,

além de ajudas e acesso ao forum e informacoes sobre eventos ligados ao Geogebra.

Com o GeoGebra, é possivel criar paginas interativas na web com applets agregados
— também chamadas paginas dindmicas de trabalho — as quais podem ser acessadas

com qualquer navegador de Internet que suporta o Java. Essas paginas de trabalho sao

L possui um sistema “CAS” (Computer Algebra System) simples, o qual tem a propriedade de lidar com

varidveis para nimeros, vetores e pontos, e oferece alguns comandos poderosos, desde inclinacao de
retas a diferenciacao e integracao de funcgoes, além de determinar as raizes, maximos e minimos de
fungoes.


http://geogebra.org
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totalmente independentes do proprio programa, isto é, o software GeoGebra nao precisa
estar instalado para o uso da pagina. Portanto, GeoGebra é também uma ferramenta tutil
para se criar contetidos para auto aprendizagem (e-learning), e os chamados Objetos de
Aprendizagem (OA). Esses objetos de aprendizagem e ambientes de demonstragao sao
distribuidos livremente e compartilhados por educadores matematicos e professores em
plataformas colaborativas online, como o “GeoGebraWiki” (<www.geogebra.org/wiki>)
ou ainda o “GeoGebraTube!” (<https://www.geogebratube.org/>), onde ji se conta com

mais de 100.000 materiais, nimero que esta sempre sendo atualizado.

A caracteristica mais importante do GeoGebra é a conexao que faz entre Geometria,
Algebra, Célculo e Estatistica. No GeoGebra construcdes dindmicas podem ser feitas com
o uso do mouse como em outros sistemas de geometria dinamica, essas construgoes podem
ser alteradas dinamicamente arrastando pontos livres ou elementos de base (dragging).
Além disso, é possivel entrar com as coordenadas dos pontos ou vetores, equagoes das

retas, segoes cOnicas ou fungoes, niimeros e angulos diretamente.

5.3 Transformacoes Geométricas

como ferramenta de construcao no GeoGebra

As ferramentas disponiveis no GeoGebra na figura 60, cuja versao utilizada é a

4.4.43.0, apresenta as opcoes de utilizacao das transformacgoes geométricas.?.

H& a opcgao de se trabalhar com a tela toda para a Geometria, e nesta, com um
sistema de eixos cartesianos e malha quadriculada, ou com ambos. Pode-se também optar
em ter a janela de Algebra aberta ou ndo, bem como a janela da planilha. A escolha dessas
opcoes vai depender das atividades que serao criadas. A janela apenas para a Geometria
proporciona uma drea maior de trabalho, por outro lado, com a janela de Algebra aberta ¢
possivel a visualizacao de todos os valores atribuidos aos objetos matematicos, bem como
as respectivas equagoes, quando for o caso, e tem-se a opc¢ao de alterar diretamente os

valores, bem como outras propriedades do objeto, como nome, cor, tamanho, entre outras.

As opcoes elencadas acima sao efetuadas na barra lateral a direita da tela de
trabalho, bem como em “Exibir”, na barra horizontal superior. Observamos que nao ¢
objeto desse trabalho apresentar em detalhes cada uma das ferramentas do GeoGebra,

apenas as necessarias para o desenvolvimento do noso estudo.

Vamos utilizar o menu das “Ferramentas de Construcao”; vide figura 59, como
referéncia para a constru¢ao e manipulagao dos objetos no GeoGebra (Vide no Apéndice

B da pagina 229 na secao B.2 uma tabela com o menu completo das ferramentas do

2 Observacio: Todas as figuras apresentadas nesse trabalho foram feitas no GeoGebra, algumas foram

digitalizadas de livros, com as respectivas referéncias a fonte
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GeoGebra).
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Figura 59: Ferramentas de Construcao
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Dentre as ferramentas disponibilizadas em cada menu, nota-se que aparecem as de
transformacgoes geométricas, em particular: Reflexdo em Relacdo a uma Reta, Reflexdao em
Relagao a um Ponto, Inversao, Rotagdo em Torno de um ponto, Translagao por um vetor
e Homotetia (conforme figura 60. Vamos ilustrar como cada ferramenta de transformacao
pode ser utilizada, indicando como sao caracterizadas no GeoGebra e destacando algumas

possibilidades para a elaboracao das atividades da sequéncia didatica que sera proposta.

FEECS S T

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A L @ 'f‘{iv - ABC ||| a=2 ﬁ

%? bt | /? ’—r“\"’—‘? b? ®? 3| /" 7| | ‘%? -C.-f
- x Reflexio em Relacio a uma Reta

Reflexdo em Relacdo a um Ponto

L]
L]
.
- =
- Inversao

/7 e Rotacdo em Torno de um Ponto

'A
b Translacio por um Vetor

: * Homotetia
-

Figura 60: Tela do GeoGebra e opgoes para Transformacdes Geométricas

5.3.0.4 1. Translacdo no Geogebra

A ferramenta “Translacdo por um vetor” do Geogebra permite obter a imagem de
qualquer figura por translagao. Como o préprio nome indica, para ser usada, necessita
como argumento (objeto de entrada) de um vetor, para indicar a direcao, sentido e médulo

da translacao.

Qualquer figura geométrica pode ser o objeto para a exemplificacdo, vamos optar

por uma figura simples, por exemplo um poligono .
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1. Ao abrirmos o GeoGebra selecionamos “Geometria”, na barra lateral direita, conforme

figura 61 abaixo.

L .,

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
| I LG ||
A Jr & ‘f.v o nsc || =z
% el hd ) /V ) D.v ®V e . / e . el 4%’? a "33
T L

Disposigies

Algebra e Graficos

Geometria Basica

=

Geometria

Tabelas e Graficos

CAS e Graficos

Figura 61: Geometria no GeoGebra

2. Vamos construir uma figura, por exemplo um poligono ABC DE utilizar um vetor
4. O resultado final estd representado no quadro abaixo, e enunciaremos um “passo-
a-passo” para a construcao e manipulagao da respectiva figura (vide Quadro 5.3.0.5

abaixo).

3. Vamos utilizar as “Ferramentas de Construcao”; vide figura 59 e com todas as opgoes
de ferramentas em B.2, como referéncia para a construcao e manipulagao dos objetos

no GeoGebra.
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5.3.0.5 Passo-a-passo para a Translacdo - Quadro 5.3.0.5

Arquivo Editar Exibir Opc@ies Ferramentas Janela Ajuda

|'/0| ABC

o

7]

W

Clicar em

Acéo

Resultado

I
=

Poligono

W

Construir um poligono qualquer, por
exemplo, um pentdgono ABCDE (pode
ser para qualquer figura, como segmer
de reta, triangulo retangulo,
paralelogramo, quadrado, circulo) em
qualquer local do plano.

Construir um vetoti ,com extremidades
F e G, por exemplo, em qualquer local
plano, definindo direcdo e sentido, e ca

um determinado comprimento (mdodulo).

Esse vetor determinara a diregdo, sent
e o deslocamento pela translacgéo.

= O

=

ApOs selecdo da ferramenta “Translacé
por um Vetor”, clicar no poligono e em

D

&/

Mover

vértices e/ou o ponto G. Observar a
orientacdo das figuras, verificar as
propriedades que sao conservadas e &

Translagdo por seguida no vetat. yaal A,
um Vetor P “ // =
4 \
4, A Criar um ponto sobre o poligono (pontg
o H).
Ponto
5. — Aplicar a “Translacao por um vetor” ao| Verificar que o ponto percorre o
|-,:r_ ponto H, o ponto criado no item 4. mesmo sentido e dire¢do na
Translaca ; Movimentar o ponto de forma que ele | imagem.
anslacao por | qescreva o poligono.
um Vetor
6. Ligue por segmentos 0s pontos AA' BB'. CC' DD’ EE’
correspondentes, e verificar que todos |os ’ ’ ’ ’
Segmento segmentos sdo paralelos ao vetor.
7. Meca a distancia entre os pontos das | Todas as distancias tem 0 mesmg
extremidades dos segmentos criados rjovalor do moédulo do vetor.
Distancia item 6.
8. Selecionar e movimentar o poligono, selsguras congruentes.

gue se alteram.
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Um resultado possivel, com todas as passagens do passo-a-passo pode ser exempli-
ficada pela figura 62. Outras ferramentas do GeoGebra podem ser implementadas para
aperfeigoar a figura 62, como a aparéncia, nomes, cor, transparéncia, utilizando as proprie-
dades de cada objeto, assim como colocar controle deslizante (slider) para variagdes de
comprimentos de segmentos, vetores, angulos, porém nao é o objetivo desse estudo, e sim

exemplificar o uso das ferramentas para as transformagoes geométricas.

Figura 62: Translacao

5.3.0.6 2. Reflexdo em torno de um ponto - (Half Turn)

Como visto em 4.4.5, a implementacao dessa transformacao geométrica no GeoGe-
bra, também chamada de Simetria Central, ¢ muito simples, basta construir um objeto
geométrico qualquer, construir um ponto e uma localizacao no plano como a referéncia
(centro) da reflexdo e utilizar a ferramenta Reflexdo em Rela¢io a um Ponto na barra de
ferramentas do GeoGebra. Da mesma forma que fizemos para a translacao, vamos colocar

em uma tabela o “passo-a-passo para construcao da “Reflexdao em Torno de um Ponto”
(vide Quadro 5.3.0.7).
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5.3.0.7 Passo-a-passo para a Reflexdo em Torno de um Ponto - Quadro 5.3.0.7

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A . .. ~u || ey || M ® a=2
&AL B O e =2 @,
Passo Clicar em Acao Resultado
1. . Construir um poligono qualquer, por o
ol exemplo, um pentagono ABCDE (pode  /* . ;D
— ser para qualquer figura, como segment a’,/ \\E .
Poligono de reta, triangulo retangulo, / i /
paralelogramo, quadrado, circulo) em | *._
qualquer local do plano. b
&
2. A Construir um ponto em qualquer local d¢
N\ D
o plano, por exemplo o ponto F. Este pont  /\ . i
- representa o centro da reflexdo. O
Ponto P / N\e- /
"é\\ /'/ : .
b
i
3. R Apos selecdo da ferramenta “Reflexdo| ) y
«* em Relacdo a um Ponto”, clicar no NG
- oligono e em seguida no ponto (centrp / ? /
Reflexdo em bollg 9 P ( : /

de reflexdo).

L

4, A Criar um ponto sobre o poligono.
b W
Ponto
5. R Aplicar a Reflexdo em relagcdo ao pontg Verificar que o ponto percorre o
P F, sobre o ponto criado no item 4. mesmo sentido na imagem, porer
- Movimentar o ponto de forma que ele | em dire¢cdes opostas.
Reflexdo em d .
9 escreva o poligono
Relacdo a um
Ponto

6. . Ligue por segmentos 0s pontos AA BB .CC'. DD’ EE’
correspondentes, verificar que se ’ ’ ! ’
egento interceptam no centro da reflex&o.

7. Meca as distancias entre os pontos O centro da reflexéo é o ponto
E correspondentes e o centro da reflexdq médio dos segmentos.
Distancia

8. Selecionar e movimentar o poligono, selsguras congruentes.

vértices e/ou o ponto F. Observar a
orientacao das figuras, verificar as
propriedades que sdo conservadas e a

gue se alteram.
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Da mesma forma, um resultado possivel, com todas as passagens do passo-a-passo
pode ser exemplificada pela figura 63, alteramos nesse caso, o ponto centro da reflexao, de

F para O, geralmente o nome utilizado na literatura.

Figura 63: Reflexdo em Torno de um Ponto

5.3.0.8 3. Rotacdo em Torno de um Ponto

Em 4.4.7 vimos que fazemos a rotacdo em torno de um ponto O definindo um
angulo, e convencionamos o sentido anti-horario como o sentido de rotagao positivo. Vamos

construir os objetos seguindo o passo-a-passo do Quadro 5.3.0.9.
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5.3.0.9 Passo-a-passo para a Rotacdo em Torno de um Ponto - Quadro 5.3.0.9

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

Y4

Mover

A LI (AR S A T il I -2
[% Sl ® e _H _A,”_{H Jr-":'? '\:/'7 . é:_ L ‘ ABC7 i-—_“ '%'7
Passo Clicar em Acéo Resultado
1. . Construir um poligono qualquer, por —_
i,..ﬁ-_ exemplo, um pentagono ABCDE (pode ser| .__—
— para qualquer figura, como segmento de ret \ <
Poligono triangulo retangulo, paralelogramo, quadragd ~ \ * ~ *
circulo) em qualquer local do plano. \//
2. Construir um ponto em qualquer local do L
A s
o plano, por exemplo o ponto F. Este ponto | <+« 4
. representa o centro da rotagc&o e o
Ponto P & \' -/
3. Rotagdo em Torno de um Ponto: clique no g o
. . ; o A
ey poligono e em seguida no ponto F, (centrojc, / .
Rota Iéo em rotagéo), e escolha o valor do angulo e sent \ < E‘/ “\\
& (horario ou anti-horario) de rotacdo. Caso ¢ ' > v
Torno de um A : o . L
angulo escolhido for de 180°, sera um casd \ /
Ponto - ~ . N ~ v
especial de rotagao, equivale &, Reflexdo er :
Relacdo a um Ponto (Simetria Central),
angulo de 0° representa a transformacéo :
Identidade.
4, A Criar um ponto sobre o poligono (ponto G)
. o
Ponto
5. — Aplicar a “Translacdo por um vetor” ao pontd/erificar que o ponto percorre
|',L-f_ G, o ponto criado no item 4. Movimentar o | 0 mesmo sentido na imagem.
~ ponto de forma que ele descreva o poligono
Translagdo por
um Vetor
’ conespandentes a0 centro de rotaggo | A+ A'F, BF, B'F e assim
; : P & por diante.
Segmento
7. Meca os angulos entléFA, eB’FB, por
é}__ exemplo. (pode-se fazer para todos os pon¢
S — X'FX). Verifique que os angulos medidos ter
Angulo A . .
0 mesmo valor do angulo escolhido no item
3).
8. Selecionar e movimentar o poligono, seus | Figuras congruentes.

vértices e/ou o ponto F. Observar a orientagéo
das figuras, verificar as propriedades que gédo

conservadas e as que se alteram.




5.8.  Transformacoes Geométricas

como ferramenta de construcdo no GeoGebra 145

Pode-se implementar outros recursos para efeturarmos a variagao do angulo de
rotacao por meio de um controle deslizante (slider), um exemplo criado com essa ferramenta

pode ser visualizada na figura 64 abaixo.

c
E
B
. 0.' ... A
:o
a= 9%  g=or
@

Figura 64: Rotagao em Torno de um Ponto

5.3.0.10 4. Reflexdo em Relacdo a uma Reta-(Simetria)

A maioria dos autores trata dessa isometria apenas por “Reflexdo” ou simplesmente
“Simetria”, ou também Simetria Axial, e quando o fizermos neste trabalho daremos a
mesma interpretacao. Das isometrias, a “Reflexdao em Relagdo a uma Reta” é considerada
a mais importante, como vimos no Teorema 4.4.5, ou seja, “Cada isometria é um produto
de pelo menos trés reflexoes”, isto significa que podemos obter Translacao, Reflexdo em
Torno de um Ponto, Rotacao e, Reflexao com Deslizamento, como combinacao de Reflexoes.
Outra denominacao para Reflexdo que encontramos é “ Mirror”, em inglés, cuja tradugao

literal; Espelho, por usarmos as caracteristicas fisicas da reflexao do espelho.

Muitas obras foram escritas, e muitas ainda serao, tratando da Simetria, que esta
presente nas mais diversas areas do conhecimento, como: Obras de Arte, Arquitetura,
Arqueologia, Biologia, Botanica, Quimica, Fisica, Matematica, Letras, e muitas outras.
Na natureza sao inimeros os exemplos onde a Simetria estd presente e, um dos objetivos

quando sao analisados estes objetos é determinar eixos de simetria que o caracterizam.

O quadro 5.3.0.11 vai nos orientar a implementar a reflexdo em relacdo a uma reta

utilizando as ferramentas do GeoGebra, lembrando que no apéndice B, secao B.2.
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5.3.0.11 Passo-a-passo para a Reflexdo em Relacdo a uma Reta - Quadro 5.3.0.11

Arquivo Editar Exibir Opc@ies Ferramentas Janela Ajuda

D

. [ 8
‘ % 7‘ X_{ -/{'7‘ ’jp'-f—f ‘I’;.:‘—f (Ej—f @7 é;‘? E‘ ABC—.» ii—.» ‘%'7‘
Passo Clicar em Acéo Resultado
1. . Construir um poligono qualquer, por ,’*
i exemplo, um pentdgono ABCDE (pode $¢ /E
= para qualquer figura, como segmentode  / “—_°
Poligono reta, triangulo retangulo, paralelogramo, . T
guadrado, circulo) em qualquer local do ’ \/ e
plano. ¢
2. Construir uma reta em qualquer local do !
/ plano, sera o eixo de reflexdo, também : :
= conhecida pelo termeixo de simetria LT
Reta A
AN T
\c//r ¢ G
3. ApOs selecdo da ferramenta “Reflexdo en ;
E Relagdo a uma Reta”, clicar no poligonoj¢ . /
N em seguida na refa = IEN
Reflexdo em b - S
Relagéo a uma b . 4
Reta )
4, A Criar um ponto sobre o poligono.
hd W
Ponto
5. Aplicar a Reflexdo em relacdo a réta Verificar que o ponto percorre o
E sobre o ponto criado no item 4. sentido contrario ao da imagem.
N Movimentar o ponto de forma que ele
Reflexdo em descreva o poligono
Relacdo a uma
Reta
6. Ligue por segmentos 0s pontos AA' BB'.CC'.DD'. EE’
correspondentes ! ’ ’ ’
Segmento
7. Determinar os pontos de intersecgéo entra-H-A', B-I-B’, C-J-C’, D-K-D’,
>{_ 0s segmentos e o eixo de reflexdo. E-L-E
Intergecgéo de Verifique que todos os segmentos sdo | Os pontos de intersecc¢do sdo as
Objetos paralelos, e os ponto mediatrizes dos segmentos.
8. Meca os angulos ent/éHF, B'IF, C'JF, | Todos sdo angulos reto, isto &, g
é}__ D’KF, E'LF. segmentos séo perpendiculares
— retaf, eixo de simetria
Angulo
9. Selecionar e movimentar o poligono, seuigiguras congruentes.
' [% ) | vértices e/ou a refaObservar a orientagdo
Mover das figuras, e verificar as propriedades que

sdo conservadas e as que se alteram.
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Assim como fizemos para os casos anteriores, abaixo colocamos a figura 65 resultado
da sequéncia de passos efetuados do quadro 5.3.0.11, fizemos algumas alteracoes nos rétulos
(nomes) de alguns objetos, e escondendo alguns. As propriedades que devem ser ressaltadas
sdo: o perpendicularismo entre os segmentos (dos pontos correspondentes), e a reta r,
eixo de simetria, e os pontos de interseccao dos segmentos com o eixo de simetria sao
os pontos médios dos segmentos, e com a ferramenta “distancia” do GeoGebra medimos

alguns segmentos.

BI

LC'=3.67

Figura 65: Reflexdo em Relagdo a uma Reta

Apenas para ilustrar, vamos utilizar uma figura de um arquivo para exemplificarmos
a utilizacao da ferramenta Reflexdo em Relag¢do a uma Reta no GeoGebra , aproveitaremos
para aplicar as ferramentas de construcao para Redimensionar, Distorcer e, Refletir a
imagem importada, bem como trabalharmos nas propriedades dos objetos definindo cores,
transparéncias, alterando rétulos, e opgoes de exibir ou nao alguns objetos. Para esse caso,
vamos seguir um outro passo-a-passo, do quadro 5.3.0.12 para implementarmos a figura,

apresentada ao final desse quadro em referéncia.
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5.3.0.12 Passo-a-passo para a Reflexdo em Relacdo a uma Reta com figura - Quadro 5.3.0.12

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

esconder o rétulo do segmento, use 0
ponteiro, clicar no segmento e selecionar

A o IS, &7 Nv J a=2
DR EE NN EE
Passo| Clicarem Acéo Resultado
1. 1 Clique na janela de visualiza¢do, em qualq
| 49 local do plano, importe uma imagem do se
Fi ' arquivo. A imagem terd os dois pontos
igura o ~
definidos nos cantos (que poderéo ser
alterados)
2. Criar um ponto, C, em qualquer local do
| .A_ plano, no exterior a figura.
Ponto
3. Sobre a Selecionar “Propriedades”, e selecione
imagem, “Posicédo”. Os cantos “inferior esquerdo=A,
cligue com o | inferior direito=B”, na seta para o canto
Botéo Direito | superior esquerdo, selecione o ponto C.
do Mouse Verifique que a imagem fica distorcida, pois
busca a posic¢ao do ponto C.
4, Selecionar um ponto (A,B,C), e movimentay
% | em qualquer diregéo, a figura ira distorcer ¢
Mover ficara posicionada a seu gosto. Por exemplc
5. Criar um segmentdE ao lado da figura. Pare 7

=

b
>
(@]
c
o

Segmento propriedade, em seguida desmarcar o “Exib
| Q | Rétulo”. 2
H Com esse procedimento pode-se alterar out
Ponteiro propriedades do objeto
6. Clicar na figura e em seguida no segmento
E (eixo de simetria), clicar no ponto A e no eix
. de simetria DE),
Reflexdo em
Relacéo a
Reta
7. Ligar os pontos AA’, em propriedades,
;; “Estilo”, alterar para linha pontilhada.
8. Meca os angulos entre os segmentos ED €
é;__ AA’, por exemplo, e anotar o que se observa..




9. Selecionar e movimentar o poligono, seus
| % l vértices e/ou a refaObservar a orientagdo
Mover das figuras, verificar e anotar as propriedag
gue sdo conservadas e as que se alteram.
10. Selecionar a figura imagem, com o botao
' [% l direito do mouse, clicar em “Propriedades”
Mover Selecionar “Cor” e reduza a “Transparéncia’

por exemplo 70%, apenas para diferenciar
figura original e sua imagem.

Abaixo a figura resultado do item (10) ampliadegpaelhor visualizar os detalhes.

D
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5.3.0.13 5. Homotetia de razdo &k

Como vimos na definicdo de homotetia em 4.5.1, a implementacao no GeoGebra
¢ muito simples, basta construirmos um objeto qualquer, como por exemplo um ponto,
uma figura geométrica (poligono, circulo), uma foto, e marcarmos um ponto qualquer do
plano, em seguida, basta clicarmos na barra do menu de ferramentas (op¢ao 8 em B.1) do
apéndice B e selecionarmos “Homotetia”, com isso basta clicarmos no objeto construido,
em seguida no ponto criado anteriormente, que sera o centro da homotetia, e escolhermos

um valor qualquer para k. (vide figura 66)

Vamos seguir o passo-a-passo do Quadro 5.3.0.14.
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5.3.0.14 Passo-a-passo para a Homotetia- Quadro 5.3.0.14

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

% I \ \‘ k_/ f_‘\l E‘ ABC =
Passo Cllcar em Acao Resultado
1. . Construir um poligono qualquer, por
i exemplo, um pentdgono ABCDE (pode ser ;’}
— para qualquer figura, como segmento de ret /(&
Poligono triangulo retangulo, paralelogramo, quadrad /
circulo) em qualquer local do plano. g
2. A Construir um ponto em qualquer local do
® plano, sera o centro da homotetia. :
— °
Ponto
B
3. e Ap0s selegdo da ferramenta “Homotetia”, N
o clicar no poligono e em seguida no ponto ;
Hom - teti (centro de reflexd@o), anote o valor do fator
omotetia (razdo da homotetia, k) >0, por exemplo k5
4. A Criar um ponto sobre o poligono.
- |
Ponto
5. e Aplicar a Homotetia em relacdo ao ponto F|
o sobre o ponto criado no item 4. Movimentar o
a ponto de forma que ele descreva o poligonp e
Homotetia anotar o gue se observa.
6. e Repita o item 3 para o valor do fator, : 3
e k <0, por exemplo k= -2 "
Homotetia ":f = '
7. Ligue por semirretas os pontos ATA DID ! r 7
/_ correspondentes, verifique onde se A'A,B'B,C'C,D'D,E'E
. interceptam
Semirreta P
8. Verifique que os ponta4'AA’;, e as demais
triplas de pontog’'XX’; estéo alinhados e se
interceptam no centro (F) da homotetia
9 Selecionar e movimentar o poligono, seus | Figuras congruentes.
' E% | ! vértices e/ou o ponto F. Observar a orientagdo
Mover das figuras, verificar as propriedades que sdo
conservadas e as que se alteram.
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Apenas para ilustrar, a figua 66 é uma ampliagao da figura do paso-a-passo do
quadro 5.3.0.14.

Figura 66: Homotetia



153

6 O uso de Maquinas Matematicas para

transformacoes geométricas

Conforme mencionado anteriormente, em termos dos recursos a serem utilizados,

as atividades da sequéncia didatica incluirao:

e uso de uma colecao de instrumentos de Geometria, que estamos chamando de

“Maquinas Matematicas”;

e uso do software GeoGebra para introduzir o conceito de transformacao matema-
tica e utilizar algumas maquinas matematicas que simulam o seu funcionamento

encontradas na web.

Neste trabalho, uma maquina matematica no contexto da Geometria Plana é um
artefato concebido com uma finalidade especifica: uma maquina faz um ponto, um segmento
ou uma figura plana ser transformada de acordo com uma lei matematica definida pelo
construtor. Uma méquina matematica pode ser um tracador de curva (Figura 67), um

pantografo ou uma ferramenta para desenhar em perspectiva. Segundo Michela Maschietto,

Figura 67: Tracador de Elipse

(MASCHIETTO, 2012), outro exemplo de méquina matemédtica bastante conhecida e
utilizada por nés é o compasso (Figura 68(a)), tdo presente no ambiente escolar. Ele pode
ser considerado como o ancestral dos tracadores de curvas e dos pantografos. Um outro
tipo de maquina matematica é representado pelos “perspectografos” que estao relacionados

as origens da Geometria Projetiva (Figura 68(b)).

Essas méquinas matematicas permitem explorar situagoes interessantes em sala de

aula. Primeiro, questionando e buscando compreender o que a maquina faz. Num segundo
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(a) Compasso (b) Perspectdgrafo

Figura 68: Algumas Maquinas Matematicas

momento, porque ela faz isso. E enfim, como simular em um ambiente de Geometria

Dinédmica o comportamento dessa maquina.

Apresentaremos na sequéncia as maquinas matematicas que serao utilizadas, bem
como o tipo de proposta de atividade para exploracao das mesmas, visando caracterizar
as transformacoes a partir de propriedades invariantes. Essas méquinas sdo tracadores de

imagens de figuras por transformagoes geométricas do plano

6.1 Maquina de translacao: Paralelogramo

O instrumento que realiza mecanicamente a translacao é o chamado translator

de Kempe, que ¢ um duplo paralelogramo articulado.

Figura 69: Translator de Kempe

Os dois paralelogramos articulados ABC'D e DCEF tém o lado C'D comum e
estao situados num mesmo plano. No primeiro paralelogramo, o lado AB que é paralelo
ao lado comum C'D, é fixo no plano. Esse sistema permite realizar uma transformacao

geométrica: pilotando o segmento PQ (com comprimento arbitrério), se o vértice P (ou
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@) é colocado sobre um ponto do plano, o ponto @ (ou P) identifica automaticamente o

ponto que lhe é correspondente por uma translagao de vetor @ (ou Q?)
Como AB || DC || FE || QP, tem-se VQ, P =Tg3(Q), porque se tem constante-

menteﬁzlﬁz@e@?:axﬁ, aeR>1

6.2 Simetrizadores

Os mecanismos para efetuarmos as reflexoes podem ser de dois tipos, as reflexdes
em relagdo a uma reta (simetria axial), e reflexdo em relagdo a um ponto (simetria

central), sao os chamados simetrizadores.

(a) Simetrizador Axial (b) Simetrizador Central

Figura 70: Simetrizadores

6.2.0.14.1 Simetrizador Axial:

O losango articulado ABC'D (Figura 70(a)) tem dois vértices opostos A e C, que
se movem em conjunto numa fenda retilinea s. Os pontos P e () sao escolhidos sobre os
prolongamentos dos lados CB e C'D tal que BP = D(). Este sistema possui dois graus
de liberdade: os pontos P e ) descrevem duas regides planas (limitadas) situadas em
dois semi-planos opostos em relagao a fenda s. A posicao de P determina univocamente a

posigao de @ (e vice-versa). A estrutura do dispositivo assegura que:

e 0 segmento P(Q) é perpendicular a s;

e 0s pontos P e () sdo equidistantes a s;

O pontos P e () sao entao imagens um do outro por uma simetria axial ortogonal

de eixo o suporte da fenda.
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6.2.0.14.2 Simetrizador Central:

Este mecanismo é constituido de um losango articulado ABC'D (Figura 70(b)),
cujo lado BC' gira em torno de seu centro O fixo no plano. O lado BA é prolongado de
um segmento AP, a partir de A, e o lado DC' é prolongado de um segmento C') = BP
a partir de C. O aparelho realiza uma correspondéncia entre duas regioes limitadas do
plano; os pontos P e () estao sempre alinhados com O e tem-se PO = O(@). Os pontos P e

@, assim, se correspondem por uma simetria central de centro O.
6.2.0.14.3 Outros simetrizadores:

Os simetrizadores admitem outras construgoes, podemos citar como exemplo os

dispositivos listados abaixo:

I) — O simetrizador central constituido por dois losangos congruentes ABOC e A
BOC, (Figura 71), , com um vértice O comum, e formada a partir de seis barras rigidas
e articuladas, duas das quais (BB e CC tem comprimento duplo do das outras quatro.
Esses losangos sao, eles mesmos, constantemente simétricos em relagao a O, que sera entao

o ponto fixo do instrumento.
Como, em particular,

VA, A= Ro(A)

a ponta cativa, A, deslocada ao longo da fronteira de u, leva a ponta livre, A, a descrever

a fronteira da figura ,

Figura 71: Pantografo Simetria Central-I
fonte: (PINHEIRO, 1986, p. 60)
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IT) - O simetrizador central constituido por um paralelogramo ABC D, (Figura
72), articulado e montado a partir de quatro barras rigidas, duas iguais (AB e CD) e
outras duas tais que uma (AB) seja o dobro da outra (AD). O ponto médio, O, de um dos

lados, C'D, do paralelogramo sera o ponto fixo do instrumento e teremos, constantemente,

Figura 72: Pantégrafo Simetria Central-11
fonte: (PINHEIRO, 1986, p. 60)

Com efeito, no tridngulo ABA, a reta C'O passa pelo ponto médio de um lado, AB,

e é paralela ao segundo lado, AB; por isso, conterd o ponto médio O do terceiro, AA.

Se a ponta cativa, A, desloca-se na fronteira de u, a ponta livre A descrevera a de

=

IIT) — O simetrizador formado por um losango BCOD, (Figura 73), articulado, e
construido a partir de quatro barras rigidas, duas (AB e AB) de comprimento duplo do
das outras duas (OC e OD). O vértice O é o ponto fixo do instrumento, e, no tridngulo
ABA, tem-se constantemente AC' ~ BC e OC' || AB. Entao OA ~ OA, ou, o que é o
mesmo, VA, A= Ro(A).

Se a ponta cativa, A, desloca-se na fronteira de u, a ponta livre A descrevera a de

=

u = RO(U)
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Figura 73: Pantografo Simetria Central-I111
fonte: (PINHEIRO, 1986, p. 60)

6.3 Pantdgrafos

A nomenclatura utilizada neste capitulo ??7 que versa sobre os sistemas articulados
utiliza o termo pantografos para diferenciar alguns instrumentos, porém podemos dizer
que todos os sistemas articulados sao, em geral, denominados na literatura por pantégrafos,

alguns sao diferenciados pelo nome da pessoa que primeiramente o batizou.

6.3.1 Pantégrafo de Sylvester para rotacdo

o

Figura 74: Pantégrafo de Sylvester-Rotacao

Este mecanismo é constituido por um paralelogramo articulado OABC' (Figura
74), onde o vértice O ¢ fixo no plano. Sobre os dois lados consecutivos AB ¢ BC' sao
construidos dois tridngulos isésceles semelhantes PAB e BCQ, com AP = AB e BC = CQ.
Ao mover o ponto P, o ponto ) se desloca também enquanto que segmentos PO e QO

sao mantidos iguais entre si, assim como os angulos POQ, PAB e BC(Q. Os pontos P e
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() se correspondem entao por uma rotagao de centro O; o angulo dessa rotacao é o angulo
PAB = BCQ.
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6.3.1.0.4 Rotor de Sylvester:

Outra construcao para o pantégrafo de Sylvester para a rotagao ¢ dada pelo sistema
articulado da Figura 75, permite transformar por rotacao uma figura, construindo a
transformada, por movimento continuo, (exatamente como o compasso ordindrio gira um
ponto isolado). O instrumento consta essencialmente, de um paralelogramo articulado
OMNP e duas hastes M A e PA, também articuladas em M e P, respectivamente, e tais
que:

MA~MN e PA~PN.

Se a transformagao a operar com a figura u é a rotacao Rpg, devemos ajustar o

instrumento de modo que
e MN ~ N/Py =4,

tomando o vértice O como o centro de rotagao.

0

Figura 75: Rotor de Sylvester
fonte: (PINHEIRO, 1986, p. 131)

Nestas condicoes, os pontos A e A sdo tais que
A= Rop(A).

Com efeito, pela congruéncia dos tridngulos OM A e OPA (onde MA ~ OP, OM ~ PA
e OMA~ OPA = \+0), temos
OA ~ OA;
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e porque POM ~ NMz (no paralelogramo OM N P) e AMz = a+p3 (no tridngulo OM A),
temos também
AOA =10
Entao, se a ponta cativa A do instrumento é levada a percorrer a fronteira de u, a
ponta livre A descrevera a de @:

u= Rp g(u)

)
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6.3.2 Pantégrafo de Scheiner para homotetia

Figura 76: Pantografo de Scheiner-Homotetia

O sistema articulado é constituido por quatro barras DO, DQ, AP e AC (Figura
76 unidas pelos pontos A, D e C que giram em torno de O, mantendo o paralelogramo
ABCD. O ponto O é fixo no plano. Os pontos P e () sao escolhidos respectivamente sobre
o prolongamento de AB e DC' de forma que DQ/AP = OD/OA = k. Os pontos O, P e
() permanecem alinhados durante a utilizacao do instrumento. Os pontos P e () estao em
correspondéncia por uma homotetia de centro O e razao k (k > 1), no caso do ponto Q)
ser considerado o correspondente P. Se, ao contrario, o ponto P é o correspondente de (),
a razao de homotetia é de 1/k = OA/OD < 1.

6.3.2.0.5 Roto-homotetia:

pantografo di Sylvester para roto-homotetia

OABC' é um paralelogramo articulado cujo vértice O é implementado para o plano
do modelo (Figura 77 '). Nos lados AB e C'B sao construidos dois tridngulos semelhantes
tal que PA/BC = PB/BQ = AB/CQ. Os pontos P e @) tem dois graus de liberdade;
Esta maquina gera uma correspondéncia entre duas regioes finitas do plano: os pontos P e
() se correspondem por uma roto-homotetia produto da rotagdo de centro O e amplitude
PAB e da homotetia de centro O e razio OC/AP.

Um sistema articulado a que ja nos referimos antes (6.3.1.0.4 Figura 75) — o rotor
de Sylvester — pode construir a transformada @ de uma figura genérica u, por movimento

continuo. Trata-se de um paralelogramo articulado SM N P, (Figura 78), munido de duas

1 Figura extraida do site Associazione Macchine Matematiche, Rotoomotetia:pantografo di Syl-

vester, <http://www.macchinematematiche.org/index.php?option=com__content&view=article&id=
135&Itemid=215&lang=en>, (acessado em 22/julho/2015 — 16:25 h)


http://www.macchinematematiche.org/index.php?option=com_content&view=article&id=135&Itemid=215&lang=en
http://www.macchinematematiche.org/index.php?option=com_content&view=article&id=135&Itemid=215&lang=en
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Figura 77: Roto-Homotetia-Sylvester

hastes M A e PA, também articuladas, em M e P respectivamente. Para a roto-homotetia,

Rs g 1, ajustaremos o instrumento de modo que se tenha:
NMz ~ N/ﬁy =0
MN PA

MA —~ PN
Sendo PN ~ SM e MN ~ SP (SMN P é um paralelogramo), tem-se:

= [K|

PA  SP

oM = MA- |k| e, ademais,

SPA ~ SMA = \+.

Entao, os tridangulos SPA e SM A sao semelhantes, resultando dai:

—
SA

. = k;
SA

9. ASA—0

Desse modo, se a ponta cativa A do instrumento é levada a percorrer a fronteira

da figura u, a ponta livre A descreverd a fronteira de :

u = RS,H,k: (U)
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Figura 78: Roto-Homotetia
fonte: (PINHEIRO, 1986, p. 228)

6.3.3 Combinacao de pantégrafos

O sistemas articulados podem ser agrupados para produzirem as transformagoes

compostas.

6.3.3.1 Translacdo Refletida-Reflexdo Transladada-Glide Reflection

O sistema consiste em combinar os dois pantégrafos vistos em 6.1 (translator de
Kempe) para efetuar a translagdo, e em 6.2 (simetrizador axial) para a reflexdo em relagéo
a uma reta . Os dois dispositivos sao interligados em @ (Figura 79(b)), AB ird deslizar
sobre o eixo s, fixo, assim como estara fixo o segmento M N. O movimento do ponto P
ao longo de uma figura, ird produzir o movimento do ponto P’ gerando a figura imagem.
Reciprocamente, pode-se movimentar P’, e as figuras serdo produzidas pelo movimento
em @ e em P (Figura 79(a)).

6.3.3.2 Duas Reflexdes com eixos paralelos — Translacao

O mecanismo permite verificar experimentalmente (em um caso particular) o

seguinte teorema:

A composta de duas simetrias axiais com eizos paralelos, com s o primeiro eixo, e

r o sequndo, € uma translacao com direcao perpendicular aos eixos de simetria, e modulo
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(a) Reflexdo Transladada (b) Reflexdo Transladada

Figura 79: Reflexdo com Deslizamento

Figura 80: Duas Reflexoes—Translacao

tgual ao dobro da distancia entre os eixos.

Uma simetria pelo eixo s (realizada mediante um losango articulado — Figura 80)
leva o ponto P em (). Uma simetria de eixo ¢ (realizada com um instrumento do mesmo
tipo) leva o ponto @ a P’.

Os mecanismos que produzem as duas simetrias axiais sao acoplados em série (o

ponto de chegada da primeira transformagao é o ponto de partida da outra).

Um translator de Kempe ¢ fixado no plano em direcao ortogonal a s e t, realiza a
translacao de médulo duas vezes a distancia entre s e t. Fixado o translator aos pontos P

e P’ correspondentes a composta das duas simetrias, se observa que, movendo o ponto P,
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todo o sistema articulado se coloca em movimento sem bloquear-se, verificando em tal

modo um caso particular do teorema.

Uma simulagao deste dispositivo no GeoGebra esta disponivel em: <http://tube.
geogebra.org/m/1433195>2.

6.3.3.3 Duas reflexdes axiais com eixos incidentes — Rotacao

Figura 81: Duas Reflex6es—Rotacao

O mecanismo permite verificar experimentalmente ( em um caso particular) o

seguinte teorema:

A composta de duas simetrias axiais com eixos incidentes, o primeiro dos €izos s,
o sequndo dos eiros r, € uma rotacao com centro no ponto O, interseccao desses eixos, e

com amplitude igual ao dobro do angulo formado por esses eixos de simetria.

Uma simetria de eixo s (realizada mediante um losango articulado — Figura 81)
leva o ponto P em (). Uma simetria de eixo r (realizada com um instrumento do mesmo

tipo) leva o ponto () em P’.

Os mecanismos que produzem as duas simetrias axiais sdo acoplados em série (o

ponto de chegada da primeira transformacao é aquele de partida pela outra).

Um pantégrafo de Sylvester, fixado em O no plano do modelo e vinculado ao ponto
P e P, realiza a rotacdo de centro O e com o dobro da amplitude do 4ngulo formado por
sereleva oponto P a P'. Os trés instrumentos formam um tnico sistema articulado
com o qual se verifica uma perfeita mobilidade (impossivel se o enunciado do teorema

precedente nao fosse verdadeiro).

2 Acessado no site: <http://www.macchinematematiche.org/index.php?option=com__content&view=

article&id=89&Itemid=169&lang=en> em 24/jul/2015, 20:40 h.


http://tube.geogebra.org/m/1433195
http://tube.geogebra.org/m/1433195
http://www.macchinematematiche.org/index.php?option=com_content&view=article&id=89&Itemid=169&lang=en
http://www.macchinematematiche.org/index.php?option=com_content&view=article&id=89&Itemid=169&lang=en
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Uma simulagao deste dispositivo no GeoGebra esta disponivel em: <http://tube.
geogebra.org/m/1433215>3.

3 Acessado no site: <http://www.macchinematematiche.org/index.php?option=com__content&view=

article&id=114&Itemid=196&lang=en> em 24/jul/2015, 22:16 h.


http://tube.geogebra.org/m/1433215
http://tube.geogebra.org/m/1433215
http://www.macchinematematiche.org/index.php?option=com_content&view=article&id=114&Itemid=196&lang=en
http://www.macchinematematiche.org/index.php?option=com_content&view=article&id=114&Itemid=196&lang=en
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7 Metodologia — Uma Proposta de Ensino

Neste capitulo, apresentaremos dentre varias op¢oes metodologicas, algumas esco-
lhas que julgamos apropriadas para o desenvolvimento desta pesquisa. Como mencionado
anteriormente, nos preocuparemos com a elaboracao de uma sequéncia de atividades que
possa contribuir para o ensino das transformacoes geométricas no Ensino Fundamental II,
envolvendo o uso de artefatos articulados, do tipo maquinas matematicas, e o emprego de

software de Geometria Dindmica.

7.1 Metodologia — Introducao

Etimologicamente, pesquisa vem do Latim “perquierere” que significa “buscar com
afinco”, per = intensificado + quaerere = indagar, e tem como sinénimos: busca, procura,
problema. Metaforicamente podemos associar a palavra pesquisa a palavra pesca, a qual
é o esforco para retirar do esconderijo aquatico o desejado peixe. De fato, o exercicio
de pesquisar é muito semelhante a uma pescaria. Assim como o peixe é desejado, mas
estda oculto de nos, assim o conhecimento desejado nos esta oculto no inicio da pesquisa.
Necessitamos de métodos e instrumentos, tanto na pesca como na pesquisa. Pesquisar
é, pois, assim como a pesca, um trabalho de descobrimento e apreensdo (aquisigao)
(OLIVEIRA, 2006).

Do ponto de vista das etapas de trabalho, Yin (YIN, 2009) apresenta em esséncia

sugestoes com

1. Defini¢ao do problema,;

2. Design ou delineamento da pesquisa;
3. Obtencao dos dados;

4. Analise dos dados;

5. Redacao.

Essencialmente, estaremos nesta etapa da pesquisa abordando os itens 1, 2, 3 e
4, e de maneira a efetuar um delineamento dinamico, que vai ser ajustado a medida em
que os dados vao sendo coletados e analisados, nao sendo possivel prever com absoluta
exatidao tudo o que vai ocorrer. Essas etapas podem ser apresentadas em outras palavras,

sem, contudo, diferirem na esséncia.



170 Capitulo 7. Metodologia — Uma Proposta de Ensino

Yin (op.cit.) ainda define um Delineamento (ou Projeto) de Pesquisa como
a ldgica que liga dados, informagoes e fatos coletados (e as conclusées construidas) as
questoes iniciais, ao problema da pesquisa. O delineamento de pesquisa também define o
dominio de generalizagao, isto é, para quais situacoes, ou para qual populacao de eventos
a teoria permanece valida.

Como metodologia, utilizaremos a abordagem qualitativa, entendendo que nessa
perspectiva o

pesquisador colhe informagdes, examina cada caso separadamente e tenta
construir um quadro geral [de uma dada] situacio. E um exercicio de ir
juntando as pegas, como num quebra-cabeca, até o entendimento global
do problema (COSTA, 2001, p. 41).

A abordagem qualitativa em uma pesquisa também

consiste em descricoes detalhadas de situagoes com o objetivo de com-
preender os individuos em seus préprios termos (GOLDENBERG, 2011,
p. 53).

sendo assim, acredita-se ser esta a metodologia mais indicada para essa investigacao.

O procedimento metodologico que escolhemos para o desenvolvimento dessa etapa
do trabalho baseia-se na nocao de Ezperimento de Ensino. Segundo Steffe e Thompson
(2000), interpretar o que os alunos dizem e fazem, por meio de um didlogo desencadeado
a partir das atividades e das questoes elaboradas pelo pesquisador, é parte essencial em
pesquisas desenvolvidas através de experimentos de ensino. Sendo assim, neste trabalho de
pesquisa serao abordadas atividades que analisam como o coletivo, formado pelos alunos,
pelos artefatos articulados e pelo software GeoGebra, serao explorados os conceitos e as
propriedades acerca das transformagoes geométricas.

Ainda segundo Steffe eThompson (2000), os experimentos de ensino se constituem
em uma sequéncia de episédios de ensino que objetiva a

exploragao e explica¢io da atividade matemdtica dos estudantes (p. 273),

de modo a criar um espaco onde os alunos trabalhem em pequenos grupos enquanto o
professor-pesquisador, através da analise das conjecturas, procura os auxiliar.

O experimento de ensino é uma ferramenta conceitual que os pesquisa-
dores usam na organizacio de suas atividades. E primariamente uma
ferramenta exploratoria e tem por objetivo explorar a matemaética dos
estudantes (STEFFE; THOMPSON, 2000).

Nos experimentos de ensino, a interagao entre pesquisador (agindo como professor)
e alunos ocorre naturalmente nos encontros. O primeiro tenta se colocar na posicao do

aluno, buscando pensar como ele, visando explorar suas agoes.
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Devido ao dinamismo, caracteristica dos experimentos de ensino, esses nao podem
conter sequéncias fechadas de atividades e/ou contetidos, uma vez que novos direciona-

mentos podem ser feitos pelo pesquisador a medida que novas questoes vao surgindo.

7.2 Consideracoes relativas as Atividades propostas

Faremos algumas consideracoes relativas as atividades propostas, tanto em relagao
a atuacao do professor mediador, como também em relagao as eventuais dificuldades ou
obstaculos que os alunos possam encontrar, analisando como os objetivos descritos neste

estudo poderiam ser atingidos e como as atividades propostas podem ser desenvolvidas.

Analisaremos como alguns estudos embasam a elaboragao de atividades didaticas,

bem como a relagao destas com os trabalhos de Piaget e Garcia (2011).

Brousseau (1996.) desenvolveu a Teoria das Situac¢oes Didéticas (TSD), que tem
como objetivo analisar as interferéncias que ocorrem no ensino da Matematica e, posteri-
ormente, modelar estratégias 6timas na resolugdo de problemas, considerando as relac¢oes

entre o professor, aluno e o saber em jogo, no caso, a Matematica.

A tarefa principal do professor é a elaboracao de uma situagao em que o aluno,
desconhecendo suas intengoes e considerando seus conhecimentos anteriores, consiga
elaborar uma resolugao a partir de sua a¢ao com um meio (milieu) propicio a aprendizagem

do saber em questao.

O aluno necessita assumir a responsabilidade de seu aprendizado, devendo se

comprometer com a tentativa de criar alternativas de resolugao a situacao proposta.

“QO professor tem, pois, de imaginar e propor aos alunos situagoes que
eles possam viver e nas quais os conhecimentos aparegam como a solugao
Gtima e passivel de ser descoberta para os problemas colocados” (BRUN,
1996 apud MIRANDA; ROCHA, 2013, p. 81).

Procuramos utilizar a TSD na idealizacao das atividades, que possam proporci-
onar momentos de investigacao de uma determinada situacao. Um dos propositos foi
proporcionar ao aluno a vivéncia da dialética da acao-formulac¢ao-validagdao. Procuramos
inserir construcoes geométricas que explorem um determinado conceito ou teorema ainda
desconhecido ou implicito para os alunos. Desta forma, os alunos podem se apropriar

desses conceitos que, posteriormente, serdo institucionalizados com o auxilio do professor.

Propomos na sequéncia, momentos de discussoes em que observamos as dialéticas

da formulagao e posterior validacao das estratégias individuais.

Na concepg¢ao mais geral de ensino, a marca de um saber é a associacao de boas
perguntas com boas respostas. O professor propée um problema; se o aluno resolver,

demonstra que sabe; caso contrario, fica clara a necessidade de conhecimento, que requer
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uma informacgao, um ensino. A priori, todo método que permita a memorizagao das

associagoes favoravel, é aceitavel (BROUSSEAU; BORGEA, 2008, p. 33).

Uma modelizacao do processo de aprendizagem envolvendo professor, aluno e saber

matematico, segundo Brousseau:

A semelhanca do que acontece na sociedade humana, o aluno aprende
adaptando-se a um meio, que é fator de contradigoes, dificuldades, dese-
quilibrios. Esse saber, fruto de sua adaptagao, manifesta-se por intermédio
de novas respostas que sdo a marca da aprendizagem (BROUSSEAU;
BORGEA, 2008, p. 34).

Uma “situagdo” é um modelo de interacoes de um sujeito com um meio determinado.
O recurso de que esse sujeito dispoe para alcancar ou conservar um estado favoravel nesse
meio é um leque de decisoes que dependem do emprego de um conhecimento preciso.
Consideremos o meio como subsistema auténomo, antagonico ao sujeito. Assim, Brousseau

vai se interessar pelas situagoes ao tomar como objeto de estudo as circunstancias que
regem a difusdo e a aquisi¢do dos conhecimentos (BROUSSEAU; BORGEA, 2008, p. 21).

Porém, um meio sem intenc¢oes didaticas ¢ incapaz de induzir o aluno para a

aquisicao de conhecimentos matematicos.

O objeto de estudo da didatica da matematica é a situagao didatica, definida

por Brousseau como:

[...] um conjunto de relagoes estabelecidas explicita e/ou implicitamente
entre um aluno ou grupo de alunos, um certo meio (que abrange eventu-
almente instrumentos ou objetos) e um sistema educativo (representado
pelo professor), com a finalidade de conseguir que esses alunos apropriem-
se de um saber constituido ou em vias de constituigio (BROUSSEAU,
1996. apud PARRA; SAIZ, 1996, p. 28).

Essas relacoes estabelecem-se através de uma negociagao entre professor e alunos
cujo resultado tem sido denominado “contrato didatico”, que tem componentes explicitos
e implicitos, define regras de funcionamento dentro da situacao: distribuicao de responsabi-
lidades, determinagao de prazos temporais a diferentes atividades, permissao ou proibicao

do uso de determinados recursos de acao, etc.

A primeira tentativa de “definicdo” do contrato didatico é a seguinte:

Em uma situacao de ensino, preparada e realizada por um professor, o
aluno tem, em geral, como tarefa, de resolver um problema (matemético)
que lhe é apresentado, mas o acesso a essa tarefa é feito através da
interpretacao das perguntas colocadas, das informagoes fornecidas, das
obrigagoes estabelecidas, que sdo constantes da maneira de ensinar do
professor. Esses habitos (especificos) do professor esperados pelos alunos
e os comportamentos do aluno esperados pelo professor constituem o
contrato diddtico (BROUSSEAU, 1996. apud D’AMORE, 2005, p. 71)
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O objetivo fundamental da Didatica da Matematica é averiguar como funcionam as
situacoes didaticas, quer dizer, quais das caracteristicas de cada situagao sao determinantes
para a evolucao do comportamento dos alunos e, consequentemente, de seus conhecimentos,
por meio de uma série de situacoes reprodutiveis, que estabelecem os fatores determinantes
para a evolucao do comportamento dos alunos, a caracterizacdo de um processo de
aprendizagem. Assim, “o0 objeto central de estudo nessa teoria nao é o sujeito cognitivo,
mas a situacao didatica, na qual sao identificadas as interagoes entre professor, aluno e

saber”.

De acordo com GALVEZ (1996), a teoria de Brousseau (1996.) esclarece a integracao
das dimensoes epistemoldgicas, cognitivas e sociais no campo da Educagao Matematica,
permitindo compreender as interagoes sociais que ocorrem na sala de aula entre alunos e
professores, as condigoes e a forma que o conhecimento matematico pode ser aprendido,
sendo que o controle destas condicoes permitiria reproduzir e otimizar os processos de

aquisicao de conhecimento matematico escolar.

Para modelar a teoria das Situacoes Didéticas, Brousseau (1996.) propoe o sistema
didético stricto sensu ou tridngulo didatico (figura 82), que comporta trés elementos -
o aluno, o professor e o saber - que sdo partes constitutivas de uma relagao dinamica e
complexa - a relagao didatica - que leva em consideracao as interagoes entre professor e
alunos (elementos humanos), mediadas pelo saber (elemento nao-humano), que determina

a forma como tais relagoes irao se estabelecer.

O Saber
Epistemologia Relacio
do professor aluno/saber
‘,.»-"
Professor T Aluno
Relagio pedagogica

Figura 82: Triangulo Didatico
fonte (POMMER, 2008)

Outro aspecto que facilita a andlise das situacoes didaticas é sua classificacao.
Brousseau distingue, entre as situagoes que produz para seu estudo experimental, quatro

tipos, cuja sequéncia, nos processos didaticos que organiza, ¢ a seguinte:

1. As situagboes de acgao, nas quais se gera uma interagao entre os alunos e o meio
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fisico. Os alunos devem tomar as decisdes que faltam, para organizar sua atividade

de resolugao do problema formulado.

2. As situagoes de formulacao, cujo objetivo é a comunicagao de informacgoes en-
tre alunos. Para isso, devem modificar a linguagem que utilizam habitualmente,

precisando-a e adequando-a as informacoes que devem comunicar.

3. As situagoes de validacgao, nas quais tenta-se convencer a um ou varios interlocu-
tores da validade das afirmacoes que sao feitas. Neste caso, os alunos devem elaborar
provas para demonstra-las. Nao basta a comprovacao empirica de que o que dizem é

certo; é preciso explicar porque, necessariamente, deve ser assim.

4. As situagoes de institucionalizacao, destinadas a estabelecer convengoes sociais.
Nestas situagdes busca-se que o conjunto de alunos de uma aula assuma o significado
socialmente estabelecido de um saber que foi elaborado por eles mesmos, em situacoes
de agdo, de formulagao e de validacao (BROUSSEAU, 1996. apud GALVEZ, 1996, p.

29-30). Mas é organizada pelo professor!

Para Brousseau (1996.), a andlise a priori da situagdo se constitui num momento
fundamental da investigacdao em didatica, o pesquisador deve ser capaz de prever os efeitos
da situacao que elaborou, antes de coloca-la em prova na sala de aula; s6 posteriormente

podera comparar suas previsoes com os comportamentos observados.

Uma parte importante da andlise de uma situacao didatica consiste na identificagdo
das variaveis didaticas e no estudo, tanto tedrico quanto experimental, de seus efeitos.
Entre as varidveis que intervém em uma situacao ha as denominadas variaveis de comando,
que podem ser manipuladas pelo professor para fazer evoluir os comportamentos dos alunos,
que resultam determinantes para a apari¢do do conhecimento que a situacao didatica

pretende ensinar.

Orientagoes didaticas atuais preconizam que o professor delegue ao aluno a maior
responsabilidade possivel na sua producao, no seu aprendizado. Sao orientacdes que
devem transformar, dentro das possibilidades, as situacoes de ensino em situagoes de

aprendizagem.

As concepgoes modernas de ensino exigirao do professor, que proponha problemas
que provoque no aluno as adaptacoes necessarias para a aprendizagem. Tais problemas,
escolhidos de modo que o estudante os possa aceitar, devem fazer, pela prépria dinamica,
com que o aluno atue, fale, reflita e evolua por sua prépria motivacao (BROUSSEAU;
BORGEA, 2008, p. 34-35).

Brousseau (1996.) com isso introduz a nogao de situacao a-didatica, na qual destaca

o novo papel do professor, com uma atuacao mais discreta, requer que o professor provoque
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a adaptacao esperada em seus alunos por uma escolha judiciosa de "problemas'que ele

coloca diante deles.

O estudante sabe muito bem que o problema foi escolhido para ajuda-lo a adquirir
um novo conhecimento. Esta situacdo ou problema escolhido pelo professor é uma parte
essencial de uma situagdo mais ampla em que o professor pretende devolver ao estudante
uma situacao a-didética, proporcione-lhe mais independéncia, e interagao mais frutuosa
possivel. Estes problemas devem permitir aos alunos agirem, falarem e pensarem a evoluir

por sua propria motivagao.

As situagoes a-didaticas sao as situagoes de aprendizagem nas quais o professor
consegue fazer desaparecer sua vontade, suas intervencgoes, enquanto informagoes determi-
nantes do que o aluno fara: sdo as que funcionam sem a intervencao do professor ao nivel

dos conhecimentos (BROUSSEAU, 1996. apud PARRA; SAIZ, 1996, p. 55-56).

Assim, por exemplo, num trabalho sobre reflexdo em reta, indica-se que uma figura
tem simetria em relacao a uma reflexao em reta é a que se obtém quando uma dobra na
folha da figura é feita sobre o trago da reta. A seguir, sdo propostas atividades nas quais
os estudantes devem determinar os simétricos de varias figuras dadas, que nao podem ser
dobradas. O professor deixa para o aluno a tarefa de criar condi¢oes e conhecimentos para
resolver as situagoes-problema (MABUCHI, 2000, p.127).

Em situacao escolar, o professor organiza e constitui um meio, que pode ser por
exemplo, um problema, que revela mais ou menos claramente sua intencao de ensinar ao
aluno um saber determinado, mas que dissimula suficientemente esse saber e a resposta
esperada para que o aluno os possa encontrar sozinho, por meio de uma adaptacao pessoal
ao problema formulado. O valor dos conhecimentos adquiridos dessa forma depende da

qualidade do meio como motivador de um funcionamento “real”, cultural do saber, e,

portanto, do grau de recusa a-didatica obtida (BROUSSEAU; BORGEA, 2008, p. 90).

A maneira como o aluno é motivado a participar dessa nova situagao é explicada

pela nocao de devolucgao, que Brousseau define como:

O ato pelo qual o professor faz com que o aluno aceite a responsabilidade
de uma situagdo de aprendizagem (a-diddtica) ou de um problema e
assume ele mesmo as consequéncias dessa transferéncia (BROUSSEAU;
BORGEA, 2008, p. 91).

De acordo com Brousseau,

Na didatica moderna, o ensino é a devolugao ao aluno de uma situa-
¢do a-didatica adequada e aprendizagem é a adaptacdo a esta situagao
(BROUSSEAU, 1996. apud PARRA; SAIZ, 1996, p. 51).

Portanto, o ensino tem como objetivo principal o funcionamento do conhecimento

como produgao livre do aluno nas suas relagoes com um meio a-didatico. A distin¢ao entre
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situacgoes didaticas e a-didaticas e a no¢ao de devolugao recolocam novo papel do professor

na teoria das situacoes didaticas.

Outro conceito importante no processo ensino-aprendizagem ¢, segundo Brousseau
(1996.), o de obstaculo. Nas diversas pesquisas de didatica, a anélise do erro toma como

base a noc¢ao de obstaculos.

A nocao de obstaculo epistemoldgico foi descrita inicialmente pelo filésofo francés
Gastao Bachelard, na obra A Formacao do Espirito Cientifico, publicada em 1938. Bache-
lard observou que a evolucao de um conhecimento pré-cientifico passa, quase sempre, pela
rejeicao de conhecimentos anteriores e se defronta com um certo nimero de obstéculos.
Assim, esses obstaculos nao se constituem na falta de conhecimento, mas, pelo contrario,
sao conhecimentos antigos, cristalizados pelo tempo, que resistem a instalagao de novas
concepgoes que ameacam a estabilidade intelectual de quem detém esse conhecimento
(PAIS, 2001, p. 39).

Na educacao matematica os obstaculos interferem com maior intensidade na fase
de génese das primeiras ideias. Durante a aprendizagem, ao iniciar o contato com um
conceito inovador, pode ocorrer uma revolucao interna entre o equilibrio aparente do velho

conhecimento e o saber que se encontra em fase de elaboracao.

Conforme Pais (2001), se por um lado, os obstaculos epistemoldgicos tém raizes
historicas e culturais, por outro, estdo relacionados também a dimensao social da aprendi-
zagem. E nesse quadro que surgem dificuldades decorrentes de conhecimentos anteriores,

bloqueando a evolugao da aprendizagem.

De maneira geral, é dificil imaginar uma aula de matematica ou de fisica que
nao tenha como objeto a aprendizagem de um determinado conceito. Assim, é preciso
entender como ocorre a reorganizacao intelectual de modo que o novo conhecimento entre

em harmonia com os anteriores, sendo esse o momento que os obstaculos se manifestam.

Um obstaculo se manifesta pelos erros, os quais, em um sujeito, estao unidos por
uma fonte comum: uma maneira de conhecer; uma concepgao caracteristica, coerente,
embora incorreta; um “conhecimento” anterior bem-sucedido na totalidade de um dominio
de agoes, é no préprio ato de conhecer, intimamente, que aparecem, por uma espécie de

necessidade funcional, as dificuldades e as confusoes.

Segundo Guy Brousseau, o erro seria a expressao ou a manifestacao
explicita de um conjunto de concepgbes espontaneas ou reconstruidas
integradas numa rede coerente de representagoes cognitivas, que se torna
em obstaculo & aquisicdo de novos conceitos. A superagao desses obsta-
culos seria entao o projeto do ensino e o erro a passagem obrigatoria.

Os erros sao indicios de obstaculos para a aquisicao de um conhecimento e, segundo

essa visao, sao necessarios para o professor situar as concepgoes dos alunos, diagnosticar
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os obstaculos e adaptar as situagoes didaticas.

Dessa forma, o obstaculo nao desaparece com a aprendizagem de um novo conhe-
cimento. Pelo contrario, opoe resisténcia a sua aquisi¢do, a sua compreensao, subsiste
em estado latente e reaparece de stubito, em especial no contexto anterior, quando as
circunstancias o permitem (BROUSSEAU; BORGEA, 2008, p. 50).

Para Brousseau:

Organizar a superagao de um obstaculo consistiria em propor uma situa-
¢ao suscetivel de evoluir e fazer evoluir o aluno segundo uma dialética
conveniente. Tratar-se-4 ndo de comunicar as informagoes que se queira
ensinar, mas de encontrar uma situacao na qual elas sdo as tnicas a
serem satisfatérias ou étimas — entre aquelas as quais se opdoem — para
obter um resultado no qual o aluno se investiu (BROUSSEAU, 1996.
apud ALMOULOUD, 2010, p. 40).

Quanto as dificuldades, lembremos o que Brousseau considerou:

A aquisicdo de uma nogao é feita durante um longo periodo. Nao se
considera que ela deva ser completamente assimilada e, ainda mais,
explicitada desde sua introdugéo. [...] Como na leitura, a uma primeira
fase global sucede, num prazo mais ou menos longo, uma fase analitica.
[...] Da manipulagdo ao desenho, do desenho ao “grafico”, depois ao
simbolo, a ideia se precisa por um processo complexo de abstracoes, de
concretizagoes e representagoes (BROUSSEAU, 1996. apud PERRIN-
GLORIAN, 1994, p. 99).

7.3 Etapas do trabalho

Neste topico definiremos a forma de escolha do grupo de alunos no qual aplicaremos

a sequéncia didatica, os materiais e a forma de como serao distribuidos.

7.3.1 Formacao do grupo de alunos

Vamos selecionar um grupo de alunos do 4° ciclo do Ensino Fundamental II,
conforme definido no PCN (BRASIL, 1998), com alunos das 7* e/ou 8* séries (atualmente
8° e 9° anos), e preferencialmente formaremos cinco grupos de quatro a cinco alunos
por grupo. Essa formacgao tem o objetivo de poder distribuir a cada grupo um artefato
(méquina matematica) diferente, para que cada grupo desenvolva as atividades propostas.
Eventualmente, poderemos fazer ajustes necessarios, como por exemplo, trocar os artefatos
entre os grupos para que todos os alunos possam ter acesso ao conjunto de artefatos e

atividades.

Outra questao a ser definida, e esta serd feita com a coordenacao do Ensino
Fundamental da escola a ser selecionada, quais alunos poderao participar deste trabalho

de pesquisa, o horério e o tempo de duracao das atividades a serem aplicadas no grupo de
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alunos, se durante, ou fora o horario de aulas normais, quantos encontros sao necessarios

para as tarefas, quantos no computador, qual o perfil dos alunos.

7.3.2 Sugestoes para a Construcdo de Maquinas Matematicas

A utilizacdo das maquinas matematicas em sala de aula requer que as mesmas
sejam construidas, ou adquiridas no mercado. A aquisicdo no mercado é ainda limitada
pela pouca oferta dos diferentes tipos de maquinas apresentadas neste estudo, além de ter
custo mais elevado. A mais comum de ser encontrada é o “Pantografo de Madeira”, que

na verdade é um Pantégrafo para Homotetia, (cf. figura 83 abaixo).

Figura 83: Pantégrafo de Madeira TRIDENT — mod. PME 40
fonte: Adquirido na loja O Projetista

Descricao do Produto Pantégrafo de madeira TRIDENT 40cm *

Pantégrafo de madeira TRIDENT 40cm amplia, copia e reduz qualquer desenho.
Fabricado em madeira dura de excelente qualidade, com furos de precisao. Ferragens de
latdo cromado. Acompanha morga para fixar na extremidade da mesa e suporte plastico

para fixar em cima da mesa. Acompanha manual de instrugoes.Ref.: PME-40.

As Maquinas Matematicas podem ser construidas utilizando materiais reciclaveis
encontrados no cotidiano, como embalagens de leite, caixa de café, ou outros produtos
que sao acondicionados em papel mais rigido, ou também com palitos de sorvete, de
churrasco, ou outros tipos de materiais, como hastes de aluminio. A construcao desses
artefatos articulados pode ser desenvolvida nas aulas de Artes, agregando uma caracteristica

interdisciplinar ao estudo.

! Detalhes técnicos disponivel no site  <http://www.oprojetista.com.br/produto/731__
Pantografo-de-madeira- TRIDENT-40cm.html#desc_ prod>


http://www.oprojetista.com.br/produto/731_Pantografo-de-madeira-TRIDENT-40cm.html##desc_prod
http://www.oprojetista.com.br/produto/731_Pantografo-de-madeira-TRIDENT-40cm.html##desc_prod
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A figura 84 abaixo é apenas para ilustrar a construcao de um Pantégrafo para
a Translagao utilizando embalagem de leite, onde nas articulacoes foram empregados
colchetes (chamados de “bailarinas”) e a prépria tampa (parte superior da caixa de leite)
foi utilizada para ser colocado um lapis. A fixacdo do pantdgrafo em uma mesa, carteira
de estudante, ou até na prépria lousa, podera ser feita utilizando algum material abrasivo,

como fita adesiva, fita crep, ou mesmo tecidos do tipo velcro, ou de outra forma criativa.

o

Figura 84: Pantografo para translagao

fonte: Acervo do autor

Uma construgao mais elaborada foi feita com hastes de aluminio, como na fig. 85
abaixo, e nas articulagoes foram utilizados um conjunto de parafusos, arruelas e porcas,
e nos furos pode-se adaptar uma ponta de lapis para escrita, e uma ponta seca para
contornar as bordas de uma figura qualquer, onde sera aplicada a referida transformacao
geométrica. Para as barras ou articulagoes que devem ser fixas, sugerimos que se utilize
parafuso ou algum tipo de presilha que fixe-a em algum ponto de uma mesa, como uma
pequena morsa, ou ventosas que sao utilizadas para se fixar em alguma superficie lisa.

Pode-se, como ja sugerimos, utilizar a criatividade para a fixagdo dos pantografos.

As furagoes feitas em cada barra podem ser uteis no estudo das variagoes que
ocorrem na figura transformada, quando sao alteradas as posi¢oes da ponta seca e da

ponta de escrita, como as alteragoes nos campos de atuacao dos pantografos, por exemplo.

Figura 85: Pantografos de Aluminio

fonte: Acervo do autor
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A construcao desses dispositivos nao se limita as sugestoes apresentadas, a criativi-
dade na escolha dos materiais e a maneira de construi-los sao de certa forma extensas, e
os proprios alunos podem, e devem, se evolver com tais construcoes, contribuindo para o

enriquecimento de seus conhecimentos sobre transformacoes geométricas.

7.3.3 Materiais a serem utilizados.

Disponibilizaremos artefatos, do tipo sistemas articulados descritos abaixo, e po-
derao ser em nuimero de cinco ou seis, isso vai depender de quantos grupos de alunos

poderemos formar.

Utilizaremos o software GeoGebra, com os recursos de construgao em Geometria
Dinamica, como interface para a implementacao dos sistemas articulados, assim os alunos
podem ter o contato com as maquinas matemaéaticas e simula-las no computador, e explora-
las livremente na apreensao dos conhecimentos das transformagoes geométricas. Para essa
etapa sera necessario articular com a instituicao de ensino a disponibilizacdo de pelo menos

um computador para cada dois ou trés alunos.

Um projetor, interligado ao computador do professor mediador, devera ser uma
ponte de ligacao entre os experimentos e as descobertas dos alunos, com o repertério
tedrico necessario para a compreensao dos conceitos e propriedades das transformagoes
geométricas, bem como aplica¢oes que resultem, como um dos objetivos, na apreensao dos

conceitos de congruéncia e semelhanca entre figuras planas.

Artefatos articulados propostos (vide um quadro resumo no apéncide 7.4.4.1):

Translador de Kempe para a translacao;

Pantografo para simetria axial;

Pantografo para simetria central;

Pantografo de Sylvester para rotacao;

Pantégrafo para homotetia.

7.4 Atividades propostas

Inicialmente, descreveremos as atividades que serao propostas aos alunos, e os

ajustes que possam advir para aperfeicoar o processo de coleta de dados.

A sequéncia das atividades seguira inicialmente as etapas listadas abaixo:
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30
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7.4.1

Utilizacao do GeoGebra para apreensao da utilizacao das ferramentas de construgao
de objetos matematicos, efetuando as transformacgoes geométricas vistas neste estudo,

ou seja, translagoes, rotacoes, reflexao central, axial e homotetia;

Utilizacao das maquinas matematicas estudadas para a implementagao das transfor-
macoes geométricas exercitadas na atividade descrita no item anterior; exploragao

das respectivas caracteristicas dos artefatos;

Utilizacao do GeoGebra para a construcgao e utilizagdo das maquinas matematicas

estudadas para o seu funcionamento virtual;

Utilizacao e estudo de diversos sites disponiveis (gratuitamente) na internet como
fonte de recursos didaticos, com materiais uteis para o aprofundamento dos conheci-

mentos sobre transformacgoes geométricas.

Uso do GeoGebra nas transformacdes geométricas.

O objetivo dessa atividade é que os alunos possam utilizar o software GeoGebra,

conhecer as ferramentas de construcao dos objetos matematicos, efetuar as transformagoes

geométricas. As etapas a serem observadas para que os alunos possam desenvolver essa

atividade sao:

a)

Treinamento inicial com apresentacao dos recursos e ferramentas do GeoGebra, que
serd feito pelo professor. Neste momento, serdo introduzidas e utilizadas todas as

ferramentas do Geogebra pertinentes a atividade;

Atividades envolvendo as ferramentas de transformagoes geométricas no Geogebra,
conforme apresentadas na figura 60 (Tela do GeoGebra e opgoes para Transforma-
¢oes Geométricas) na se¢ao 5.3 (Transformagoes Geométricas como ferramenta de

construgao no GeoGebra) da pagina 138.

Distribuicao de uma sequéncia de construgao de objetos mateméaticos, uma para cada
grupo, para que cada um deles seja capaz de efetuar as transformagoes geométricas

estudadas.

Observacao 7.4.1. Cada grupo serd denominado por uma letra maiiscula, A, B, €, D

e vamos identificar cada uma das transformagoes geométricas (TG) por duas letras maiis-

culas:

TR : Translagao;
RO : Rotagao em relagdo a um ponto;

RC : Reflexao central, (em relagdo a um ponto);

(¢

g,
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e RA : Reflexdo axial, (em relagdo a uma reta);

e HO : Homotetia.

Em sintese, com relagao a etapa do item (c) acima, cada grupo receberd instrugoes
para efetuar a manipulagao dos objetos a serem construidos no GeoGebra, resumidas na
tabela 6 abaixo, seguidas do passo-a-passo para cada tipo de transformacao geométrica,

conforme lista na observacao 7.4.1.

Os passo-a-passo instruem o aluno a entender cada ferramenta envolvida, e tem o
objetivo de padronizar uma sequéncia que seja uniforme, dentro do possivel, para cada
isometria, mas cada professor podera fazer as devidas altera¢oes quando julgar necessario,
em funcdo dos objetivos que queira atingir, dos itens que queira aprofundar, ou de outros
recursos que queira utilizar, e também da maturidade que o grupo de alunos tenha sobre

o uso do GeoGebra nas transformacoes geométricas.
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Tabela 6: Tipos de Transformacgoes Geométricas e operacoes no GeoGebra

TG Objetos Selecionar Efetuar as Efetuar movimentos O que altera?
Matemaéticos operacoes dos objetos O que nao altera
TR Poligono Translagdo | -Segmentos pontos poligono inicial,
Vetor por um correspondentes vetor, pontos
Segmento Vetor -Distancia da fig. inicial
Distancia dos segmentos
RO Poligono Rotacao -Ligar centro poligono inicial,
Ponto em Torno de de rotagao com um ponto da fig.
Angulo um Ponto ponto inicial inicial, centro
Distancia - Valor de e com seu ponto de rotagao
ae correspondente,
sentido dist(OA); dist(OA’)
-Angulo A’OA
REC Poligono Reflexao -Segmentos pontos poligono inicial,
Ponto em Relacao correspondentes pontos da fig.
Segmento a um Ponto -Distancia dos inicial,
Distancia segmentos centro da
reflexao
RA Poligono Reflexao -Segmentos pontos poligono inicial,
Reta em Relacao correspondentes, pontos da fig.
Segmento a uma Reta | -Ponto interseccao inicial,
Distancia segmentos e Reta posicao da Reta
Angulo -Distancia entre
Interseccao ponto/interseccao
Dois Objetos -angulo segmentos
e Reta
HO Poligono Homotetia | -Segmentos pontos poligono inicial,
Ponto correspondentes pontos da fig.
Segmentos -Razao entre inicial, centro
Distancia segmentos da homotetia

Para as atividades descritas na tabela 6, elaboramos a sequéncia abaixo a serem

aplicadas aos alunos.
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7.4.1.1 Passo-a-passo para a Translacdo - Quadro 7.4.1.1

Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

o

Vetor

exemplo, em qualquer local do plano, definindo
direcéo e sentido, e com um determinado
comprimento (médulo).

Esse vetor determinard a diregdo, sentido e o
deslocamento da translacgéo.

« TS R o~ -2
% W -AT ./7 = '.-"'_( *)\‘_r Ii:_/l_( I\-—‘;L @ ./(7 ABC_{ a_.__r ‘%’_{
Pa Clicar em Acéo Resultado
SSs0
1. . Construir um poligono qualquer, por exemplo, um
J'r..ﬁ-_ pentdgono ABCDE (pode ser para qualquer figura,
— como segmento de reta, triangulo retangulo,
Poligono paralelogramo, quadrado, circulo) em qualquer lot
do plano.

2. Construir um vetofi ,com extremidades F e G, por|

conservadas e as que se alteram.

3. — Apo6s selecdo da ferramenta “Translagédo por um \
|','r' | Vetor”, clicar no poligono e em seguida no vetor / .
Translag&o por o //\ "
um Vetor s \ £ 5
- 8 |
= ‘t
4, Selecionar e movimentar o poligono em qualquer
Rﬁ | direcdo. Anotar o que se observa.
| —]
Mover
5. Selecionar e movimentar os vértices do poligono.
’ [% ) ! Anotar o que se observa.
Mover
6. Clicar no ponto G do vetor e movimenta-lo. Anotar o
’ [R\} | ! gue se observa.
Mover
7. A Criar um ponto sobre o poligono (ponto H).
. |
Ponto
8. r Aplicar a “Translagao por um vetor” ao ponto H, o
v | ponto criado no item 7. Movimentar o ponto de
S forma que ele descreva o poligono e anotar o que se
Translacao por
observa.
um Vetor
9. Ligue por se
o gue p gmentos 0s pontos correspondentes, AA' BB',CC’, DD’ EE’
; : verificar e anotar qual a propriedade entre os
Segmento segmentos.
10. Meca a distancia entre os pontos das extremidades
dos segmentos criados no item (9).
Distancia
11. Selecionar e movimentar o poligono, seus vértices
' % | ! e/ou o ponto G. Observar a orientacdo das figuras,
Mover verificar e anotar as propriedades que sao




7.4. Atividades propostas

185

7.4.1.2 Passo-a-passo para a Reflexdo em Torno de um Ponto - Quadro 7.4.1.2

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

N | .AT }/_{‘ ;#_H f:_: (:"/'.7 @7 ";“/_H . H ABC| 232 4%-7‘
Passo Clicar em Acao Resultado
1. . Construir um poligono qualquer, por 2 )
exemplo, um pentagono ABCDE (pode / \ ¢ o« T
— ser para qualquer figura, como segment e 4
Poligono de reta, triangulo retangulo, £
paralelogramo, quadrado, circulo) em T
qualquer local do plano. N
2. Construir um ponto em qualquer local dc )
plano, por exemplo o ponto F. Este pont N
= representa o centro da reflexao. [ N/
Ponto 5 &
b o
~ /
3. . Apbs selecdo da ferramenta “Reflexdo
em Relacdo a um Ponto”, clicar no [\ ]
Reflexdo em poligono e em seguida no ponto (centro .

Relacdo a um
Ponto

de reflexdo).

4. Selecionar e movimentar o poligono em
&. qualquer direcdo. Anotar o que se
Mover observa.

5. Selecionar e movimentar os vértices dq
' % ! poligono.

Mover Anotar o que se observa.
6. Clicar no ponto F e movimenta-lo.
' % ! Anotar o que se observa.
Mover
7. A Criar um ponto sobre o poligono.
b W
Ponto
8. . Aplicar a Reflexao em relagédo ao pontg
N F, sobre o ponto criado no item 7.
f - Movimentar o ponto de forma que ele
Rel €xao em descreva o poligono e anotar o que se
Egnigao aum observa.

9. Ligue por segmentos 0s pontos 7 1 ’ ’ 1
correspondentes, verificar e anotar onde AA, BB, CC, DD, EE
egento se interceptam.

10. Meca as distancias entre os pontos
E correspondentes e o centro da reflexaq, e
Distancia anotar o que se observa.

11. Selecionar e movimentar o poligono, seus
' % | ! vértices e/ou o ponto F. Observar a
Mover orientacdo das figuras, verificar e anotar

as propriedades que séo conservadas e as

gue se alteram.
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7.4.1.3 Passo-a-passo para a Rotacdo em Torno de um Ponto - Quadro 7.4.1.3

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

vértices e/ou o ponto F. Observar a oriental
das figuras, verificar e anotar as propriedad

e . a=
& A A P OO L2 2ee] 2] @)
Passo Cllcar em Acdo Resultado
1. . Construir um poligono qualquer, por L e
ol exemplo, um pentagono ABCDE (pode ser| o
— para qualquer figura, como segmento de ret <
Poligono triangulo retangulo, paralelogramo, quadrad b a// "
circulo) em qualquer local do plano. b4
2. A Construir um ponto em qualquer local do - ,,/«//f*"
® plano, por exemplo o ponto F. Este ponto | “ < -«
- representa o centro da rotacdo b
Ponto P ¢ h
3. Rotacdo em Torno de um Ponto: clique no o A
| poligono e em seguida no ponto F, (centrojc..— ~ y
& rotacéo), e escolha o valor do angulo e sent \\ ‘ *> T
Rotacdo em A : . . —,
(horério ou anti-horario) N/
Torno de um \/
Ponto :
4. Selecionar e movimentar o poligono em
% | qualquer direcdo. Anotar o que se observa
Mover
5. Selecionar e movimentar os vértices do
' % | ! poligono.
Mover Anotar o que se observa.
6. Clicar no ponto F e movimenta-lo.
' k | ! Anotar o que se observa.
Mover
7. A Criar um ponto sobre o poligono (ponto G)
®
Ponto
8. — Aplicar a “Translacdo por um vetor” ao ponto
or | G, o ponto criado no item 7. Movimentar o
Translaco por ponto de forma que ele descreva o poligonp e
¢aop anotar o que se observa.
um Vetor
9. Ligue por segmentos 0s pontos AF. A'F . BF.B'F e assim
correspondentes ao centro de rotacéo por ’diante: ’
Segmento
10. Meca angulos entre A'FA, e B'FB, por
é;__ exemplo. (pode-se fazer para todos os pont
Angulo X'FX)
11. Selecionar e movimentar o poligono, seus

c&o
les

que sdo conservadas e as que se alteram.
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7.4.1.4 Passo-a-passo para a Reflexdo em Relacdo a uma Reta - Quadro 7.4.1.4

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

[ 3
% 7‘><7 ./7‘ ’:"-J—r *I)::‘_r Q_jv @7‘ &E‘ ABC? iﬁ_{‘ %’7
Passo Clicar em Acao Resultado
1. . Construir um poligono qualquer, por *
i exemplo, um pentdgono ABCDE (pode ser /
~Poligono | para qualquer figura, como segmento de ret .
tridngulo retangulo, paralelogramo, quadrad \b B >
circulo) em qualquer local do plano. \/ ’
2. Construir uma reta em qualquer local do , '
plano, seréa o eixo de reflexdo (simetria) / j
“IReta Sk,
N
3. Apbs selecdo da ferramenta “Reflexéo em "
E Relagdo a uma Reta”, clicar no poligonoeg . /.
. seguida na reta (eixo de reflexdo). w - el \
Reflexdo em b -+ <
Relagdo a uma kol . 4
Reta °
4, Selecionar e movimentar o poligono em
% | qualquer direcdo. Anotar o que se observa
L Mover
5. Selecionar e movimentar os vértices do
' % | lM poligono.
over Anotar o que se observa.
6. Clicar na retd e movimenta-la.
' % | ! Anotar o que se observa.
Mover
7. A Criar um ponto sobre o poligono.
°
“'Ponto
8. Aplicar a Reflexdo em relacéo a rétaobre o
E ponto criado no item 7. Movimentar o ponto
. de forma que ele descreva o poligono e anptar
Reflexdo em 0 que se observa.
Relacdo a uma
Reta
9. Ligue por segmentos os pontos AA' BB CC'.DD' EE'
Se mento correspondentes, verificar e anotar como sg ’ ’ ! !
9 relacionam entre eles e com a rfeta
10. Determinar os pontos de intersecgdo entre|os
segmentos e o eixo de reflexdo
Interseccéo de
Objetos
11. Meca os angulos entre A’'HF, D'JF, C'IF, por
éEL . exemplo, e anotar o que se observa..
“Angulo
12. k Selecionar e movimentar o poligono, seus

vértices e/ou a refaObservar a orientagéo
das figuras, verificar e anotar as propriedad
gue sdo conservadas e as que se alteram.

les
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7.4.1.5 Passo-a-passo para a Homotetia- Quadro 7.4.1.5

Arguivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

B

<

|

.\l f_“u

k:/

V)

Passo

Clicar em

A(;ao

Resultado

..JJl

I
-
Poligono

Construir um poligono qualquer, por
exemplo, um pentagono ABCDE (pode ser
para qualquer figura, como segmento de ret
tridngulo retangulo, paralelogramo, quadrad
circulo) em qualquer local do plano.

it

Y

=]

£}

Ponto

Construir um ponto em qualquer local do
plano, serd o centro da homotetia.

Apbs selecdo da ferramenta “Homotetia”,
clicar no poligono e em seguida no ponto
(centro de reflexé@o), anote o valor do fator

(razdo da homotetia, k) >0, por exemplo k5 .

Mover

Selecionar e movimentar o poligono em
qualquer direcdo. Anotar o que se observa

“ Mover

Selecionar e movimentar os vértices do
poligono. Anotar o que se observa.

“ Mover

Clicar ponto F e movimenta-lo.
Anotar o que se observa.

“IPonto

Criar um ponto sobre o poligono.

“IHomotetia

Aplicar a Homotetia em relacéo ao ponto F
sobre o ponto criado no item 7. Movimenta
ponto de forma que ele descreva o poligon
anotar o que se observa.

o
oe

¥l Homotetia

Repita o item 3 para o valor do fator,
k <0, por exemplo k= -2

10.

Semirreta

Ligue por semirretas os pontos
correspondentes, verifigue onde se
interceptam

11.

Verifique que os pontad'AA’;, e as demais
triplas de pontog’'XX’; estéo alinhados e s€
interceptam no centro (F) da homotetia

12.

“Mover

Selecionar e movimentar o poligono, seus
vértices e/ou o ponto F. Observar a orienta
das figuras, verificar e anotar as propriedad
gue sdo conservadas e as que se alteram.

les
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7.4.2 Analise e utilizacdo dos artefatos articulados

Os artefatos listados acima serdao distribuidos um para cada grupo de alunos, sem
nenhuma instrucdo da sua finalidade e do funcionamento de cada um deles. O objetivo é
que os alunos os explorem, e possam responder a algumas perguntas que serao formuladas
apos o periodo exploratério dos artefatos. Para esse periodo, nao havera um tempo minimo
para conclusao da analise inicial, ird depender da evolucao dos trabalhos e das dificuldades
observadas. Os alunos serdo estimulados a trocarem ideias em seus grupos (intra) e com os

demais (inter), onde as descobertas de um grupo poderao ser incorporadas pelos demais.

Neste primeiro momento, a func¢ao do professor mediador serd apenas de observador,
nao interferindo nas discussoes dos alunos. Ele, ird4 apenas esclarecer duvidas e fornecer

informagoes sobre a proposta, estimulando continuamente a participacao dos alunos.

Questionario a ser formulado apds o periodo de anélise dos artefatos:

1. Alguém do grupo ja conhecia algum destes dispositivos?

2. Se sim, em que contexto conheceu o(s) dispositivo(s)? (revista, internet, livros, na

escola, etc.)?
3. Para que servem? O que é possivel fazer com eles?
4. O que o grupo percebeu ou identificou com relagdo aos dispositivos fornecidos?

5. Faga comentdrios ou indique dividas que nao foram abordados e/ou esclarecidos.

Apés o contatato inicial com os artefatos, cada grupo recebera uma ficha (Ficha
do Aluno), para o estudo da respectiva maquina matematica, operando-a e respondendo

as questoes propostas.

7.4.3 Fichas do Aluno — Maquinas Matematicas

A seguir apresentamos as fichas® que serao entregues aos alunos para uso com as
maquinas matematicas, esse exercicio serd aplicado apos terem estudado as transformagoes
geométricas usando o software GeoGebra, com isso muitas das davidas tedricas foram
esclarecidas. A entrega dos kits serd feita um para cada grupo, cada grupo ird trabalhar
com um dos artefatos. Poderemos avaliar se havera trocas de kits entre os grupos, para que
todos eles possam ter contato com cada um dos artefatos, ou se cada grupo expora para

os demais, compartilhando o aprendizado que adquiriu com a maquina correspondente.

2 Fichas adaptadas das fichas elaboradas por Bonetti Anna Lina do MPI - Diparti-
mento di Matematica dell’Universita di Modena e Reggio Emilia, disponiveis no site
<http://archiviomacmat.unimore.it/Sito Macchine/Materiale/materiale didattico/Progetto
collaborativo MPI/macchine/macchine.htm>, acessado em 22/08/2015, as 11: 45 h


http://archiviomacmat.unimore.it/Sito_Macchine/Materiale/materiale_didattico/Progetto_collaborativo_MPI/macchine/macchine.htm
http://archiviomacmat.unimore.it/Sito_Macchine/Materiale/materiale_didattico/Progetto_collaborativo_MPI/macchine/macchine.htm
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7.4.3.1 1-Maquina de Kempe para Translacao

Data .......oooevviiviienn, GRUPO........cooie v, Pagina 1

Estudo da Maquina Matemética -1 -

Faga um esbogo da maquina articulada, e coloque Esboce a haste com a respectiva medida que ira
as medidas das hastes que a compde. representar as distancias entre os pontos
correspondentes da figura inicial e sua imagem.

1) Desenhe em uma folha anexa segmentoRSe com a maquina, obtenha a sua transformada,
gue chamaremos dgs’

2) Explore a transformagéo entre as duas figurasdeagdaca a medida dos segmentos e
complete as tabelas cddim ouN&o para as seguintes questdes:

resposta resposta
RS/IR'S ? RR’// SS’ ?
med(RS)=med( R'S’) ? med(RR’)=med( SS’) ?

Agora desenhe outra figura: um triangulo, um quigio, uma circunferéncia, sera a figiktacom a
maquina matematica faca sua transformada, segaraf’, agora complete as sentencas:

Mega a distancia entre quaisquer dois pontos dedfige a distancia entre dois pontos correspondentes

da figuraF': AB = ......ccoveuvneee. AB' = e, ; a distancia entre ostpsrcorrespondentes é
mantida? ..........cccceeeeennn. .

Ligue com um segmento, dois a dois, 0s pontos sporelentes, como vao ficar os segmentos entre
Se com gonta seca diretorda maquina articulada, movo contornando um potigansentido
horario, oponto de escritde move na figura transformada também no sentidrib? ........................

A transformagdo geométrica que posso fazer CONMMEBHAING € @..........ouvveeeiiiiieeeeeiiiiieeen s e eeenans
ja estudada no laboratério consaftware GeoGebra

Escreva uma definicao desta tranSfOrMAGEOD: e «vever e vet e iee et eeiiireeesssiaeeeeessntereeessnsemnns
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Quais os pontos da imagem s&o correspondentes
aos pontos (ABC) da figura inicial levados pela

A 3 v _» translacady:
- —
\V.. 1. T5(ABC) =
A
c \ T—7(ABC) =,
¢ B \ 2 Tyr(4BO)
8 \
- \1 Esboce a figura e sua localizacdo da translacéo
composta
B" 3. Ton[(ABC)]

Recordando que: definimos invariantes de uma twamsfcido geométrica as caracteristicas de uma
figura que se mantiveram inalteradas na transfadimaGomplete a tabela a seguir, sempre com a
transformacgao geométrica em questao:

verdadeirofalso

A distancia entre os pontos é invariante
A posicéo da figura transformada no plano é invagia
A amplitude dos angulos € invariante

Se duas retas sdo concorrentes pode ocorrer gsieransformadas nio sej
concorrentes

Pontos unidos por segmento permanecem unidos aasransformadas

Em uma isometriaa distancia entre pontos correspondentes tem seaq
mesmo valor

G | Duas figuras simétricas em relagdo a um ponto menpe S80 congruentes

oo0w >

mm
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Estudo da Maquina Matematica -1 -
Translador de Kempe.

A maquina é formada por (n°
de)...coee..n. hastes, das quais
............ é/sdo fixa(s) no plano.
As hastes que formam uma figura
formam doiS........cccoceeeiicineennne
tendo um lado em comum.

(Na figura a haste...................... €o
segmento fixo, e o lado comum € o
SEgMENTO ..evvvviieeiieeee e ).
_ Durante o movimento, a figura é
deformada, no entanto, permanece
sempre formada por dois...........

Indique na tabela abaixo com Ufra caracteristica da maquina que permanece vagantariante
durante o movimento:

propriedade variante invariante
Paralelismo entraB, CD, OP

Amplitudes dos angulos entre segmentos
Comprimento das hastes
Comprimento das diagonais dos paralelogramos

Além disso, qual é o alcance da maquina que vasééesua bancada?...........cccceeevvevvveeeeeeeee,
Qualquer plano ou apenas um semi-plano? ............ .qual é exatamente? ...........cceeecccceeeeenne
Se a haste € fixada a sua esquerda, a que dist@eéigpode operar 0 mecanismo a sua direita? (Vocé
pode responder com uma medida ou explicar em Ealagual a correspondéncia em relacdo a
distancia)

Para cima e para baixo até que ponto a maquinaguetar? (Vocé pode responder com uma medida
ou explicar em palavras qual a correspondéncieetanao a distancia)...........cccceeevvvvrcmmmmevvennn.

Qual é a haste da maquina que representa 0 VECIEIBIACAO? .....c.evvvevvieveeriiiire e ceeeeec s eeeeeens

Assim, com esta maquina, quantas translacdes pademptementar?

A introducédo de modificacdes neste equipamento ipeanseguir ter uma outra

L=V 1S3 = o= Lo 1P ERUURR P
Quais sdo as areas de plano cobertas pelo equittehi{dfaximo até onde se pode chegar o péfito

(=R o R o o] 1 (o U= To=To [0 I 01T, o PP PO
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7.4.3.2 2-Maquina para Simetria Central

Data .........covveviiiiii, GRUPO.........c i, Pagina 1
[N L0T 0 ¢ T30 [0 1= [ (o 1=

Estudo da Maquina Matematica - 2 -

Faca um esbhoco da maquina articulada, e Esboce a haste com a respectiva medida que ird
coloque as medidas das hastes que a compQ@eepresentar as distancias entre os pontos
correspondentes da figura inicial e sua imagem.

1) Desenhe em uma folha anexa um pdhta sua transformadhy; ligue os ponto® eP’ com
UMa régua: O QUE VOCE ODSEIVAT ... .. ieiiiee ettt et et e mimemr e e e e et ae e e e e enbae e e e s enaaeae e s ennees

2) Trace agora ursegmentoRS e sua transformad®S’ (atencao para indicar corretamente as
transformadas d& e deS). Ligue com uma régud comR’ eScomS’. 0 que vocé
o] o ST V7= SRRSO

3) Explore a transformacéo entre as duas figurasdeascdaca a medida dos segmentos e complete
as tabelas cor8im ouN&o para as seguintes questd®s3(o ponto em cuja maquina é fixada ao

plano):
respostd respostg
RS //R'S'? SO=S0?
med(RS)=med( R’S’) ? med(RO)=med( R’'O) ?

Agora desenhe outra figura: um tridngulo, um quétgrio, uma circunferéncia, sera a figgracom a
méquina matematica faga sua transformada, segéraf’, agora complete as sentencas:

Mega a distancia entre quaisquer dois pontos desfige a distancia entre dois pontos correspondentes
da figuraF': AB = .......cccocu...... AB' = (i, ; a distancia entre ostpsrcorrespondentes é
mantida? ..........ccccceeeeenne. .

Se ligarmos com um segmento, dois a dois, 0s paotosspondentes, todos 0s segmentos que obtemos
possuem 0 mesmo ponto médio?........... Qual é essehont........

Se com gonta seca diretoraa maquina articulada, movo contornando um potigansentido horario,
o ponto de escritde move na figura transformada também no sentidirib?................

A transformacgdo geométrica que posso fazer COMEBHAING € @..........ccccveeeeviivieeeeiiiiiee e eeeeen
ja estudada no laboratério consaftware GeoGebra
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C
vﬁ‘ V\Q Ro(AB,Q =(.ccepurnnnyennnn )
B RR(AB,Q = (eoererrerenen.
! (AB.Q=( )
A c A O que determina una simetria central € um
S chamadoentro de simetria
que é ....ceeeeeenne na primeira figura e ......
na segunda figura.

Definimos agora uma simetria central de centro O goo uma relacdo
Ro (AB,Q=(AB,C")
Recordando que: definimgsvariantes de uma transformacdo geométrica as caracterigiécasa figura

gue se mantiveram inalteradas na transformacé&opletera tabela a seguir, sempre com a transformacéo
geométrica em questao:

verdadeirgfalso

A distancia entre os pontos é invariante

A posi¢éo no plano é invariante

A amplitude dos angulos € invariante

g0 w >

Se duas retas séo concorrentes pode ocorrer ga¢ransformadas ndo sejam
concorrentes

A orientacdo é mantida ao ser percorrida a figaraim sentido

Numa simetria central existem pontos simétricose&xo centro de simetria

Duas figuras simétricas em relagédo a um ponto menpee sdo congruentes

IT|O|Tm

Em uma isometria a distancia entre pontos correpuas tem sempre 0 mesmo
valor
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Estudo da Maquina Matematica - 2 -
Pantografo para a simetria central.

A maquina é formada de (n°de)................... stbs, e
¢ fixada ao plano no ponto...............

As hastes formam uma figura geométrica conhecida
chamada de.........cccccooiiiiiiiiiiieeeeeee e
formada pelas hastes ligadas duas a duas aos

[910] 101 ORI

A ponta seca € 0 ponto ................ e a de eszrita
PONTO...iieeiiiee e

Durante o movimento a figura se deforma, no enfanto
permanece sempre formada por um............cee
............... dos quais um lado é prolongado de um
segmento de comprimento igual @ ............commmmmee.s

Indique na tabela abaixo com Mra caracteristica da maquina que permauagante ouinvariante
durante o movimento:

propriedade variante invariante
Paralelismo entre AB e CD; e entre BC e DA.
Amplitude dos angulos.

Comprimentos das hastes.

Comprimento da diagonal do paralelogramo.
Distancia entre os pontos OP e OP’

Além disso: qual é o campo de acdo da maquinaog@&tem em sua bancada? ..........cccceeeecmmmnes
Todo o plano ou s6é uma parte?...................... qual exata@®ent.........c..ccoviviiiiiiin e
Tente alinhar os trés pontos P, O, C, de modo qui€ Penha uma distancia maxima.

Tente alinhar os trés pontos P, O, C, de modo qui€ Penha uma distancia minima, neste caso OC
mede............oeveen. (1).Com esta maquina se pode constrsimeétrico de um ponto que dista a O

(o IR =g Toi =W = W g =T o [T b= N 6 ) TP
Com esta maquina o centro de rotagao € fiXO OBPALL.............oieeiiiiiieriiiei e
Portanto esta maquina determina uma e uma Uni@ranaentral?..........ccccceeeeeeiiiiiiiiieeee e e s
Se modificar a maquina, alterando o comprimentodiiss lados congruentes AB e CD, altera a simetria
ou altera somente a area de opera¢édo da maquina?

E se o lado CD fosse a metade do lado AD (e, pmrtéambém de CA), come mudaria o campo de
acdo da maquina?



196 Capitulo 7. Metodologia — Uma Proposta de Ensino

7.4.3.3 3-Maquina para Simetria Axial

Data ........ooovveviiiiia, GRUPO.........c e, Pagina 1
[N L0T 0 g T30 [0 13- [ (o 1=

Estudo da Maquina Matematica - 3 -

Faca um esbog¢o da méaquina articulada, e Esboce a haste com a respectiva medida que ird
coloque as medidas das hastes que a compdeaepresentar as distancias entre os pontos
correspondentes da figura inicial e sua imagem.

1) Desenhe em uma folha em anexo um pé&héoa sua transformadhs; ligue os ponto® eP’
COM uma régua: 0 qUE VOCE ODSEIVAT ... .. ceiii et it et e e veme e e e

2) Trace agora um segmerR§ e sua transformad®S’ (atengdo para indicar corretamente as
transformadas de e deS). Ligue com uma réguR comR’ e ScomS’: 0 que vocé
(0] oY= 7= PRSP

3) Explore a transformacéo entre as duas figurasdeacdaca a medida dos segmentos e
complete as tabelas cddim ouN&o para as seguintes questdes:

respostd resposta
RS/IR'S™? SH= S'H?
med(RS)=med( R’S’) 72 med(RK)=med (R’K) ?

(ondeH eK séo os pontos de interseccéo entre o eixo derimabs segment®S’e RR))

Agora desenhe outra figura: um triangulo, um quatgtio, uma circunferéncia, sera a figiraom a
maquina matematica faca sua transformada, segar@F’, agora complete as sentencas:

Meca a distancia entre quaisquer dois pontogydadt e a distancia entre dois pontos correspondentes
da figuraF’: AB = ...c.cccoveureneene. AB = i, ; a distancia entre ostpsrcorrespondentes é
mantida? ..........cccoeeeeeennnn.

Se ligarmos com um segmento, dois a dois, 0s paotosspondentes, obtenho um segmento no qual
0s pontos médios dos segmentos construidos SEtEINON. ...........cuuviieeeiiiiie e e eeeeeiiere e e

Se com @onta seca diretorala maquina articulada, movo contornando um potigansentido
horario, oponto de escritde move na figura transformada também no sentidarib?.................

A transformacgdo geométrica que posso fazer COMEBBHAING € A.......c.vvveeeieiviereeieiiieeeee ees srmmn
ja estudada no laboratério consaftware GeoGebra
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Simetria axial

eixo de/simetria | S'=(A B,C)= (.ooro).
eixo dé simetria o ’ ’
X
R e [S"=(ABC)= ().
*f:u.

simetria

Definimos agora uma simetria axial de eixo “r’ comauma relacao
R (AB,O=(AB,C)
Recordando que: definimasvariantes de uma transformacéo geométrica as caracteristeasna

figura que se mantiveram inalteradas na transfdimaGomplete a tabela a seguir, sempre com a
transformacgéo geométrica em questao:

verdadeiro | falso

A distancia entre os pontos é invariante

A posicéo no plano é invariante

A amplitude dos angulos € invariante

o0w >

Se duas retas sdo concorrentes pode ocorrer gai¢ransformadas ndo sejam
concorrentes

m

A orientacdo € mantida ao ser percorrida a figoraum sentido

T

Em uma simetria axial existem pontos simétricosexos pontos do eixo de
simetria

G | Duas figuras simétricas em relacado a um eixo nenpseEsao congruentes
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Estudo da Maquina Matematica - 3 -

Pantografo para a simetria axial.

A maquina é formada de (n° de)................. hastes; pode
deslizar sobre o plano formado pelo eixo de simebmde corren
(o3 oTo] 01 (o J TR .
As hastes formam uma figura geométrica conhecidemalda

[0 SRR de (n°......... lados, cujo
VErtiCeS SA0 0S PONLOS ....vvivneeiiiieeetineeeeeseeeee e s e
A méquina é limitada a deslizar ao longo do eixgideetria, 0s

n

VErtices ........covuee... ; isto €, a AB diagopatie variar a sua
...................... mas ndo sua dire¢ao.

Durante o movimento, a figura é deformada entanto, continug
SEI UM ceiiiiiiieee e ieiiireeee e e eeeae s porque os quatro lados sfo
..................................... entre eles.

Lleixo de
simetria

Indique na tabela abaixo com Mra caracteristica da maquina que permawagante ouinvariante
durante o movimento:

propriedade variante |invariante
Paralelismo entre AQ e BP; entre BQ e PA

Amplitude dos angulos

Comprimento das hastes

Comprimento da diagonal do losango

Todos os pontos correspondentes sdo simétricoslagdo ao eixo
de simetria

Além disso: qual é o campo de acao da maquinaag@&tem em sua bancada? ................cccmmurns
Todo o plano ou s6 uma parte?...................... qual exata@Rent...........cccviiiiiiiiiiirr e e e
Tente coincidir os pontos A e B, com isso, P e @rée a uma distancia maxima do eixo de simetria
Lo LN 0 T To [T = TP
Tente alinhar os pontos A, P, B, Q, em relacdaxamde simetria:

1. qual é o simétrico de A?...........

2. qual é o simétrico de B?...........

3. qual é o simétrico de P?...........

4. qual é o simétrico de Q?...........

Se modificar a maquina, alterando o comprimentagdasro hastes, altera a transformacgéo ou apenas
0 campo de aCA0 AA MAGUINA?..............t e e eeeeeessasssttrasrtaaaaeasssasstreaeeasssssssssrssrersaseesessannsssnneees
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7.4.3.4 4-Maquina de Sylvester para Rotacdo

Data .......coooeeevviviiin, GRUPO.........c e, Pagina 1

Estudo da Maquina Matematica - 4 -

Faca um esboco da maquina articulada, e Esboce as hastes com as respectivas medidas
coloque as medidas das hastes que a compdejue irdo representar 0s pontos correspondentes
da figura inicial e sua imagem

1) Desenhe em uma folha em anexo um p@&h¢oa sua transformad®; com uma régua ligue
0 pontoP com o ponto fixo (chamado O) da maquina e facasnma coisa col®" :
quanto med®P? .............eOP?.......................Meca com um transferidor o angulo
POP’; quanto vale a medida?............uiie it et

2) Trace agora um segmerR§ sua transformada’S’ (atencéo para indicar corretamente a
transformada deR e deS). Una com uma régud comO e R’ comO; quanto vale o angulo
ROR?............. e 0 angul®&0S?.................... Meca agora cada um dos dois &ngulos
dos vértices dos triangulos isdsceles que sédo aoempes da maquina matematica para
efetuar rotagdes; quaNto MEAEM?: ... oot e e e e

3) Explore a transformacéo entre as duas figurasdesca complete a tabela

respostg resposta
N Al med(RO)= medR’'O?)
ROR'=S0OS’
med(RS)= med( R'S’) ? med(SO) =med(S’'0O?)

Agora desenhe outra figura: um triangulo, um quatgrio, uma circunferéncia, sera a figiraom
a maquina matemética faga sua transformada, sepdraF’, agora complete as sentengas:

Mecga a distancia entre dois pontos quaisquer dardfi§ e a distAncia entre os dois pontos
correspondentes da figuFa AB= ......... AB = ... ; a disténcia entre os pontos correspaeaden
é mantida?..........cco.....

Se com gonta seca diretora@a maquina articulada, movo contornando um potigansentido
horéario, oponto de escritde move na figura transformada também no sentidirib?................

A transformag&o geométrica que posso fazer CONTEBGAING € @.......oocvvveeeeeiiiiiieieeenieeen e veeaes
ja estudados em laborat6rio corsaftware GeoGebra
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Pagina 2

Rotacgédo de centro O e amplitude +45°

R'=(A,B,C)= (ceejureresrene)

Rotacgéo de centro O e amplitude -45°

R'=(A,B,C)= (coersererenns)

A rotagdo é determinada quando é fixado um p
O - centro de rotacdo- e uma amplitude de

rotagéo (positiva ou negativa)

onto

Definimos agora rotagdo como uma correspondéncialmivoca entre os pontos do plano

Recordando que: definimdasvariantes de uma transformacao geométrica as caracteristicama

Ry .(A,B,C) = (A ,B', ()

figura que se mantiveram inalteradas na transfadimaComplete a tabela a seguir, sempre com a
transformagdo geométrica em questao:

verdadeirpfalso

A distancia entre os pontos é invariante

A posi¢ao no plano é invariante

Ol0|w >

A amplitude dos angulos é invariante

Se duas retas sdo concorrentes pode ocorrer ga¢ransformadas ndp

sejam concorrentes

m

A orientacdo é mantida ao ser percorrida a figoraim sentido

T

Numa rotag&o existem pontos imagem, exceto o cdetrotacao
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Estudo da Maquina Matematica - 4 -

Pantdgrafo de Sylvester para a rotacgao.

A maquina é formada por (N°)................. hastes e de
(n°) ooenenes tridngulos que sao isoscelesimilar entre
elesconquanto eles tem angulos respectivamente
congruentes (o angulo do vértice mede ........... s @ais
angulos da base medem.............. ).

A maquina tem um ponto fixo (o ponto...... ) em torno| d
qual pode girar.

As hastes formam uma figura geométrica formada de

(n°)......... lados, chamada de ..............cooeeeeeeeccieennnn,
AdUasS A dUAS ...ccoeeeii i, entre elas.
Durante o movimento a figura se deforma, todavia
permanece sempre Um..................... porque os quatro
lados permanecem ...........cccocveiviennnn uns aos outros.

O angulo POP’ é sempre congruente ao angulo dizeért
dos dois tridngulos isésceles, e é precisameateggulo
de rotagéo.

O anguloPOP' é sempre congruente ao angulo nos vérticesapastbasd3B e QB, dos dois
tridngulos isosceles, e é precisamente 0 angulotdedo

Indique na tabela abaixo com ra caracteristica da maquina que permauagante ou
invariante durante o movimento:

propriedade variante |invariante
Paralelismo ente OA e BC e entre AB e OC
Amplitude dos angulos dos dois tridngulos
Comprimento das hastes

Comprimento das diagonais do paralelogramo
Amplitude dos angulos do paralelogramo

Além disso: qual é o campo de ac¢do da maquinaogg&tem em sua bancada? .............cceve e
Todo o plano ou s6 uma parte?...................... qual exata@®ent..........ocoeeeeeiiiiiiiie e
Tente alinhaOAPeOCQ... O que vocé pode dizer sobre o alcance do campgéateda

T 10 [0 1= PR

Se modificar a maquina, alterando o comprimentoggagro lados do losango, mas deixando
inalterada a angulo do vértice do triangulo is@seh mudanca altera a transformagéo ou somente
0 campo de aGa0 da MAGUING? ............ .o s seeeeessnerreesaseereesassereessanneessssseseesssssseeessnssseees
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7.4.3.5 5-Maquina de Schiner para Homotetia

Data ........ooovveviiiiia, GRUPO.........cie v, Pagina 1

Estudo da Maquina Matematica - 5 -

Faca um esboco da maquina articulada, e Esboce as hastes com as respectivas medidas
coloque as medidas das hastes que a compdejue irdo representar 0s pontos corresponderjtes
da figura inicial e sua imagem

1) Desenhe em uma folha em anexo um p&htem pontdO (centro da homotetia), e a
transformadd’; ligue os ponto® eP’ com uma régua: o que vocé observa?................

2) Trace agora um segmerR& e sua transformadR’S’, parak>0 (aten¢&o para indicar
corretamente as transformadaRieded,). Ligue com uma régud comR’ eScomS’. 0 que
VOCE ODSEIVAT ... et et e e e e e e et e e

3) Explore a transformacéo entre as duas figurasdescdaca a medida dos segmentos e
complete as tabelas cddim ouN&o para as seguintes questoes:.

respostas respostas
k<0 | k>0 k<0 | k>0
RS//IR'S™? RR'//SS™?
med(RS)=med( R’S’) 7 med(RR’)=med( SS’) ?

4) Repita os itens (2) e (3) para k<O0.

Agora desenhe outra figura: um tridngulo, um quétgrio, uma circunferéncia, sera a figeraom a
maquina matematica faga sua transformada, segéraF’, agora complete as sentencas:

Meca a distancia entre dois pontos quaisquer deafig (use k>0) e a distancia entre os dois pontos
correspondentes da figura FAB = ......... AB = ......... ; a distncia entre 0s pontos correspdedean
mantida?..................

Se ligarmos com um segmento, dois a dois, 0s paotosspondentes, esses segmentos construidos se
eNcoNtram?.......coovvivnin e, (O] 0o [

Se com gonta seca diretorala maquina articulada, movo contornando um potigansentido
horéario, oponto de escritde move na figura transformada também no sentidarib?................
O que muda quando faZEMOS KKO?........iii i ccceeeeemre et e e e s e sssrr e e e e e e e e e e e s e e s saanes
A transformacgéo geométrica que posso fazer CONTEBGAING € A.....ccevvveeereeeeiiiieeeeeieeen e eanes
ja estudada no laborat6rio consaftware GeoGebra
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: Homotetia
Ho(A,B,C)= (o)
HO(A,B,0)= (o).
0"‘/;11?1.\ O que determina uma homotetia § um
T I chamado de .............. de
homotetia, e umn°............... chama
de .vveeeeeen, da homotetia.

Definimos agora uma homotetia de centro “O” de razé “k” como uma relagdo
Ro,k(A, B,C) = (A',B',C")

Recordando que: definimasvariantes de uma transformacéo geométrica as caracteristeasna
figura que se mantiveram inalteradas na transfdimaGomplete a tabela a seguir, sempre com a
transformacgéo geométrica em questao:

verdadeiro |falso

A distancia entre os pontos €é invariante

A posicéo no plano é invariante

A amplitude dos angulos € invariante

ol0|m >

Se duas retas sdo concorrentes pode ocorrer geigransformadas ndo sejam
concorrentes

A orientagdo é mantida ao ser percorrida a fignraim sentido para k>0

A orientagdo é mantida ao ser percorrida a figntaim sentido para k<0

@ m|m

Em uma homotetia existem pontos homotéticos exaxetnto centro de
homotetia

H | Duas figuras homotéticas nem sempre sdo congruentes

| |Duas figuras homotéticas sdo sempre semelhantes
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Estudo da Maquina Matematica - 5 -

Pantégrafo de Schiner para homotetia.

_1 A maquina é formada de (n° de)................. hastes;iragl& no
plano pelo ponto................

As hastes formam uma flgura geomeétrica conhecidealda

Lo [ T de (n°)......... lados, cuyestices sdo os pontags

Durante o movimento, a figura é deformada, no eafantinua a

SEI UM Leiiiiieiieeee e e s eeeeierereee e e e e e e eneeas .porque os quatro lados sdp
& e, enttese
ol R Para ampliar uma figura a ponta seca é o ponta... .
A\ e a ponta de escrita é o ponto.............. a.valor, em modulo de |
Y . € , € se for para reduzir umargentdo a ponta seca € o
[/ B ; ponto............. e 0 ponto............... € o sleriéa, e agora o valor de k,

el
o7 .P .O emmOdulo, é........oovveeeiieeeeeeeiien

Indigue na tabela abaixo com Mra caracteristica da maquina que permawagante ouinvariante
durante o movimento:

propriedade variante |invariante
Paralelismo entre AB e DC; entre AD e BC
Amplitude dos angulos

Comprimento das hastes

Comprimentos das diagonais do paralelogramo

Além disso: qual é o campo de acao da maquinaog&tem em sua bancada? ..................cccueens
Todo o plano ou sé uma parte?...................... qual exata@Pent...........cooeevviiiiiiiii e
Movimente a maquina de modo D& Q tenha uma distancia maxima.

Movimente a maquina, de modo (e Q tenha uma distancia minima, nesse caso, mectéads

deOaQ (medidal)..........ccunnn.n. Com esta maquina pode-se coingtrsimétrico de um ponto que
dista deO a distancia da Medida (L1)?.......cceiiuiiieeirrer e rere e st e e e e snbeee e e s nnnees

Com esta maquina o centro de homotetia € fiX0O BARA. .............oiueiiiiiiiiiieiee e
Portanto esta maquina determina uma e uma UnicatBta®...............ccccceeeiviieeeecciiee e e

Se modificar a maquina, alterando o comprimentodais ladosAP e DQ, do mesmo valor, altera a
homotetia ou altera somente a area de Operaga@@IAIMA? .............coorvrieeiiiiiieeeerireeeeeaeieeeeseeees

E se o lad®BC fosse transferido, paralelamente na direcdo anD& se aproximando (se afastando)
do ladoDO, mudaria 0 campo de agao da MAQUINA?........ccccvereeiiiiieeeiiire e riee e sseree e

Se modificar a maquina, alterando o comprimentagdasro hastes, altera a transformagéo ou apenas
0 campo de aCA0 AA MAGUINA?.............ts e e eeeeeessaasattaaeeesaaaaessssassstaeasassaassrssserraaeeessesanssrssseees



7.4. Atividades propostas 205

7.4.4 Utilizacao do GeoGebra na implementacado dos artefatos articulados

A implementacgao dos instrumentos articulados , maquinas matemaéticas, no Geo-
Gebra, requer o conhecimento na utilizacao dos recursos das ferramentas de construcao

(B.2) em um estagio um pouco mais avangado.

Como referéncia podemos citar o trabalho de mestrado no PROFMAT-IMPA,
da mestranda Patricia Mello Bittencourt (BITTENCOURT, 2014), onde constam todos
os passos (66) para a constru¢ao do pantégrafo para ampliagao e redugdo (Homotetia).
Por outro lado, encontramos na internet, diversos artefatos implementados no GeoGebra
prontos para serem utilizados pelos professores em sala de aula, para que possibilite aos
alunos, alguns recursos que possam incentiva-los a terem o interesse para a compreensao

das propriedades das transformagoes geométricas.

Abaixo um quadro onde constam algumas simulagoes encontradas na web, outras

estao disponiveis, basta acessar os sites de busca e procura-los.
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7.4.4.1 Quadro Simulacdes das Maquinas Matematicas

Maquina # Artefato Simulagéo Geogebra

1. Translador https://www.geogebratube.org/student/m118168
de Kempe

http://tube.geogebra.org/student/m1003461
2. http://tube.geogebra.org/student/m958139
Pantografo
para
Simetria
Axial
3. http://tube.geogebra.org/student/m1092499
Pantografo

de Sylvester

s https://tube.geogebra.org/m/1413837
para rotagao

4,
Pantégrafo
para
Simetria
Central

http://tube.geogebra.org/student/m1001787

5. Pantografo http://tube.geogebra.org/m/1211061
de Schiner
para

homotetia

b=31

-
Variagio das hastes
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Conclusoes

Pretendemos abordar de uma maneira geral, ao finalizarmos este estudo, uma

reflexdo do resultado que obtivemos, |...]

Consideracoes Finais

Dentre as motivagoes elencadas no inicio deste estudo, cabe ressaltar que tornar o
estudo das Transformagoes Geométricas na Escola Basica mais dindmico, enfatizando alguns
aspectos conceituais importantes, com a possibilidade do uso de software de geometria
dindmica - Geogebra — e de artefatos — maquinas matematicas, nos permitiu avaliar,

como um dos objetivos propostos, o potencial desses recursos.

Elaboramos uma devida organizacao deste trabalho e iniciamos pelo estudo da
abordagem do desenvolvimento historico e cognitivo das Transformagoes Geométricas, e
nos utilizamos da obra de Piaget e Garcia (2011) do livro intitulado Psicogénese e Histéria
das Ciéncias, que para esses autores, a génese do conhecimento na crianca é clarificada e
aprofundada pelo estudo histérico do pensamento cientifico, e caracterizam-se por trés

etapas do desenvolvimento, trata-se da triade dialética, intra-, inter- e transfigural.

Procuramos identificar na analise dos documentos oficiais, em particular os PCN
(1998) para o ensino de sexta ao nono anos da Educagao Bésica, especificamente em relagao
a Matematica, quais as recomendagoes para inser¢ao das transformagoes geométricas nos
curriculos oficiais, bem como analisamos as propostas do Curriculo do Estado de Sao
Paulo (SAO PAULO, 2012), e os Cadernos de Matemdtica da Secretaria de Educagao
do Estado de Sao Paulo (SAO PAULO, 2014-2017). Selecionamos alguns livros didéticos
aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) 2014 do Ministério da
Educagao (BRASIL, 2013) para verificarmos como esse objeto de ensino é transposto para

os livros.

Vale ressaltar que na leitura dos PCN fica evidente as sugestoes para o uso de
diferentes fontes de informacao e de recursos tecnolégicos, como o uso de software, para a
aquisicao e construcao do conhecimento, identificando simetrias, congruéncias e semelhancas
em figuras tridimensionais, na natureza, nas artes e edificagoes, e ainda produzir e analisar
transformacgoes e ampliagoes/redugoes de figuras geométricas planas, identificando seus

elementos variantes e invariantes, desenvolvendo o conceito de congruéncia e semelhanca.

Ao analisarmos a Proposta Curricular do Estado de Sao Paulo, Matemaética e
suas Tecnologias, (SAO PAULO, 2012), ficou evidente também a sugestdo para o uso

de diferentes tecnologias, considerando que esta imprime um ritmo sem precedentes a
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aquisicao de conhecimentos. Verificamos , de maneira geral, que é possivel reconhecer, em
situagoes de ensino, uma polarizacao entre as atividades preparatorias — como a observacao
e a manipulacdo de objetos concretos, a caracterizacdo das formas mais frequentes através
das atividades empiricas — e a sistematizacao do conhecimento geométrico que se seguira,
onde predominarao as defini¢bes precisas, o enunciado cuidadoso, o encadeamento de
proposigoes nas justificativas formais ou informais de certos resultados (MACHADO,
1990). Nessa perspectiva, nos utilizamos do Tetraedro Epistemologico, assim definido por
Machado (1990) no Capitulo XX.

Assim, é possivel caracterizarmos o conhecimento geométrico através do que Ma-
chado (1990) considera as quatro faces de um tetraedro, que se articulam mutuamente, e se

relacionam permanentemente: a Percepcao, a Construgdo, a Representacao e a Concepgao.

Com efeito, percebemos na analise dos conteiidos dos Cadernos de Mateméatica da
Secretaria de Educagao Do Governo do Estado de Sdo Paulo, (SAO PAULO, 2014-2017),
em relacdo ao tema deste estudo — Transformagoes Geométricas — que essa interacao
continua se faz presente desde a iniciacao nessa disciplina no 6° ano, que realiza -se por
meio da percepc¢ao das formas geométricas e de suas propriedades, caracterizando conforme
Piaget e Garcia (2011), a etapa intrafigural, e procura-se desenvolver as habilidades
de compreender, reconhecer, identificar simetrias, eixos de simetria e construir figuras
geométricas elementares, prosseguindo no 7° ano, onde procura-se ampliar conceitos
importantes nas formas geométricas encontradas no cotidiano, identificando simetria axial
e de rotagdo, e a nosso ver configurando o inicio da etapa interfigural, finalizando nos
cadernos do 9° ano, onde sao explorados os conceitos de semelhanca entre figuras planas,

sugerindo como estratégia a resolucao de situagoes-problema.

Prosseguimos em nosso trabalho, a andlise dos livros didaticos de colegoes do
PNLD 2014 (Brasil, 2013) e selecionamos inicialmente, dentre as dez colegdes, com base
no sumario e de comentarios da resenha do PNLD mencionado, trés livros didaticos,
Matematica — Ideias e Desafios (ONAGA e MORI, 2009), Projeto Telaris — Matemética
(DANTE, 2013) e Vontade de Saber Matematica (PATARO e SOUZA, 2012).

Nos propusemos a verificar em cada cole¢ao: o comentario da resenha do PNLD em
relagao ao topico Transformagao Geométrica (T'G), a proposta no Manual do Professor
em sua colecao, os conteudos abordados, como os conceitos sao introduzidos, as atividades
propostas para desenvolver os contetdos, as atividades propostas para os alunos em relagao

ao topico visto, os materiais didaticos utilizados e as consideracoes relevantes.

Em funcao destas verificagoes, pudemos sintetizar, a nosso ver, na forma de desta-
ques, o que cada colegiao apresenta em relagdo a TG, cada qual com seu valor na exploracao
de determinado tépico, e de um modo geral, conforme a proposta dos autores. Se tivéssemos
que escolher dentre as colecoes a que estivesse mais proxima do estudo que nos propusemos

desenvolver neste trabalho, indicariamos a coleg¢ao 3, por sugerir a utilizacdo de software
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para o desenvolvimento de determinados tépicos, e também para algumas atividades

propostas, bem como menciona o uso de pantégrafo para o caso do estudo da homotetia.

Destaques da Colecao 1: Matematica — Ideias e Desafios: uso de dobraduras e
de papel quadriculado, propoe atividades experimentais e ludicas, enfatiza a relacao de
congruéncia entre figuras, faz uma abordagem mais intrafigural, destacando as propriedades
nas figuras planas, dando pouca énfase nos aspectos interfigurais. Notamos que nao foi

bem explorada a relagdo entre semelhanca e homotetia.

Destaques da Colegao 2: Projeto Telaris: utiliza uma abordagem inicial intuitiva,
mas com sistematizacao posterior com o uso de linguagem simbolica, mais formal, faz
uma revisao de todas as transformacoes geométricas propostas, caracterizando-as como
correspondéncias biunivocas, tratando as transformagoes geométricas como aplicagoes
entre figuras inicial e final. Enfatiza que a translagao, reflexdo e rotagao sao isometrias:
figuras inicial e final congruentes, e que na homotetia, as figuras inicial e final sao

semelhantes. Trata os aspectos intra e interfigurais, porém estaticamente.

Destaques da Colecao 3 — Vontade de Saber Matematica: utiliza praticamente em
toda a colecao, apos cada tépico analisado, se¢des com o titulo, Acessando Tecnologia,
e no caso das transformacoes geométricas, propoe o uso do GeoGebra para a reflexao em
relagdo a uma reta e para a rotagao em torno de um ponto, com explicagoes claras e de
facil entendimento para o uso das ferramentas deste software de geometria dindmica. Para
a homotetia, menciona o uso de pantégrafo como maneira de executar as operacoes de

ampliacao e reducgao de figuras planas.

De certa maneira, dentre as dez colegoes vistas no PNLD 2014 (Brasil, 2013), a
colegdo 3 propoem o uso de tecnologias, para o desenvolvimento de varios topicos, além
dos relativos as transformacoes geométricas, e vem ao encontro do estudo que faz parte
do nosso trabalho, o que nos deixa esperangosos para que esses e outros recursos possam
ser incorporados no cotidiano das salas de aula, e que se possa avaliar seu potencial no

ensino-aprendizagem.

Reservamos um capitulo para tratarmos das propriedades das transformacoes ge-
ométricas e para dar um embasamento tedrico as isometrias e homotetias, a nosso ver
necessarias para compreendermos os conceitos envolvidos. Analisamos todas as transfor-
macoes e acreditamos que possa facilitar a compreensao ao utilizarmos as ferramentas que
nos propusemos explorar neste estudo, ou seja, o uso do software GeoGebra e o uso dos
artefatos articulados nas transformacoes geométricas. Acrescentamos alguns tépicos sobre
a composi¢ao de transformacoes, que pode servir como sugestao para serem exploradas

em trabalhos posteriores.

A maioria das demonstragoes de teoremas, proposicoes, corolarios, foram colocadas

em um apéndice, para que possam ser consultadas quando necesséario, apenas algumas
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dessas demonstragoes acompanham o enunciado por julgarmos que possam contribuir para

o seu entendimento.

Quanto ao uso do software GeoGebra (Software System for Dynamic Geometry and
Algebra, disponivel em <http://geogebra.org>, como ja mencionado no texto, o escolhemos
por ser software gratuito, multiplataforma, cdédigo aberto, combina recursos de geometria
dinamica, algebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica, cdlculos simbdlicos, em
um unico ambiente e com potencial para estudo das transformacoes, destacando aspectos
interfigurais e propriedades das transformacoes, e a inser¢cao dos exemplos com passo-
a-passo, podera facilitar o contato com as funcionalidades e ferramentas disponiveis do
software. A sugestao que fizemos de paginas da Internet para a obtencao de intimeros
materiais, como o GeoGebraTube (<https://tube.geogebra.org>), poderd enriquecer e
dinamizar o estudo das transformagoes geométricas em sala de aula, e em laboratorio de

matematica.

Complementando o estudo, inserimos o uso de Maquinas Matematicas para transfor-
magoes geométricas, que sao artefatos concebidos com finalidade especifica: transforma um
ponto, um segmento ou uma figura plana de acordo com uma “lei matematica”, e permitem
explorar situagoes interessantes em sala de aula: questionar e buscar compreender o que
cada maquina faz, e porque ela faz isso, associa-las as propriedades mais importantes e os

seus respectivos conceitos, buscar significados.

Conceituamos cada um dos artefatos que selecionamos para esse estudo, que
genericamente sao chamados de pantdgrafos. Incluimos quatro artefatos para o estudo das
isometrias: translacao, rotacao, simetrias axial e central, e um pantégrafo para homotetia.
Inserimos algumas combinagoes de pantografos para propiciar ao leitor a oportunidade de
poder efetuar outras montagens e combinacoes de pantégrafos para o estudo dos resultados
a serem obtidos, e de certo modo estimular tanto os alunos quanto os professores a usarem

a criatividade.

Sugerimos a construgao das maquinas matematicas com o uso de diversos materiais
reciclaveis, e que pode ser realizada em outras disciplinas, como por exemplo, em Artes,
agregando uma caracteristica interdisciplinar ao estudo, e com isso propusemos algumas
atividades, que nao se esgotam nesse trabalho, e sao apenas sugestoes para que o pro-
fessor /facilitador possa aplica-los em sala de aula, laboratério de matemética, ou outros
espacos que possam ser associados no desenvolvimento do estudo das transformagoes

geométricas.

A nosso ver, as atividades com o uso do GeoGebra associado o uso de Maquinas
Matematicas, nao deve necessariamente ser aplicada nessa ordem, mas pode-se inicialmente
apresentar os artefatos articulados para que sejam manipulados, constituindo a fase da
percep¢ao, conforme o Tetraedro Epistemolégico (fig. XX), podendo tanto passar para

uma das outras fases, o da concepcao e em seguida o da representacao. Pode-se também,


http://geogebra.org
https://tube.geogebra.org
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como foi sugerida a construcao dos artefatos, nas aulas de Arte, por exemplo, iniciar pela
fase da construcao e manipulagao dos artefatos, e em seguida a concepcao e representacao
das transformacoes, embasando os alunos a percepcao dessas transformacgoes e com isso
podendo representa-las com o contetudo tedrico aprendido, o que significa compreender
o significado das transformacoes geométricas, focando nas propriedades essenciais, de

variancia e invariancia, paralelismo, congruéncia e semelhanca, entre outras.

Em nosso estudo pudemos também associar e compreender essas fases com os
estudos de Piaget e Garcia (2011) quanto as etapas intrafigurais e interfigurais presentes

na construcgao, percepcao, concepcao e representacao das transformacoes.

Uma das propostas desse estudo, aplicadas as atividades, consiste na utilizagdo do
GeoGebra para implementarmos os artefatos articulados. Como essa atividade demanda
um conhecimento mais profundo das ferramentas do software, sugerimos a leitura do
trabalho de mestrado, feito no PROFMAT-IMPA (BITTENCOURT, 2014) como referéncia,
implementado para a homotetia, e também como sugestao para outros estudos, ou seja, a

implementacao para as isometrias.

Incluimos também um quadro com sugestoes das implementagoes das maquinas
matematicas que se encontram em sites da internet, e que podem ser utilizadas em sala de
aula, e como ja haviamos mencionado, o material encontrado na internet é muito farto, e
os professores podem enriquecer suas aulas, estimulando seus alunos a desenvolverem a

compreensao dos significados, uma forma de aprendizagem.

Para finalizar essas consideragoes, enfatizamos que nao s6 podemos falar sobre
transformagdes geométricas, com o uso de certas ferramentas tecnolégicas disponiveis vol-
tadas para a educagao, ou adaptadas a ela, nao sé as disponiveis, mas também que possam
ser construidas utilizando diversos tipos de materiais, mas falarmos das transformagoes

que possam contribuir para o ensino-aprendizagem.

Entendemos que nosso papel como educador é permitir que nossos alunos possam
compreender o significado dos diversos contetidos que lhe sdo apresentados, significado
esse que se constroi por meio de relagdbes de movimentos transformadores, e que estao
em permanente estado de atualizacao, dai a importancia de se conhecer a histéria dessas
transformacoes. Esse estudo é uma parte deste movimento, e contribuiu sobremaneira
com o aprendizado do autor desse estudo, houve compreensao e consciéncia dos temas
abordados, de suas aplicagoes, suas possibilidades de poder mudar, de poder criar, abrindo

novas perspectivas de estudo.

Podemos afirmar com plena convicc¢ao, que desde o inicio desse trabalho de disser-
tacdo, quando ainda faziamos planos quanto ao tema a ser escolhido, tinhamos certeza
apenas de aplicar recursos tecnolégicos que pudessem ser facilitadores no ensino e na

aprendizagem da matemadtica. Assim, houve uma enorme transformagao com o préprio



212 Capitulo 7. Metodologia — Uma Proposta de Ensino

autor desde o inicio dos trabalhos a finalizagdo, que permanece em constante movimento,
houve enormes ganhos, e esperamos que haja ganhos também para quem fizer uso desse

estudo.

Esses movimentos, que trabalham figuras estaticas, com suas propriedades anali-
sadas na etapa intrafigural, e que ganham movimento com as transformacoes, passando
a analise das propriedades na etapa interfigural, permite que no estudo das isometrias e
homotetias das figuras geométricas planas, reconhecamos estes movimentos, transportando
as figuras para outras regioes do plano, e o que nos interessa é saber da variancia ou

invariancia de certas caracteristicas das figuras, o que altera, o que preserva.

Essa maneira de pensar o movimento, movimento que mantem sem modificar,
ou modificando propriedades, nos remete a dois pensadores filoséficos da antiguidade,

Heraclito e Parménides 3.

Heréclito de Efeso (535 — 475 a.C.) foi o filésofo pré-socratico considerado o “Pai
da dialética”. Heraclito parte do principio de que tudo é movimento, e que nada pode
permanecer parado, tudo se move, exceto o proprio movimento. Mas este é apenas um
pressuposto de uma doutrina que vai mais além. O devir, a mudanca que acontece em
todas as coisas é sempre uma alternancia entre contrarios: coisas quentes se esfriam, coisas
frias se esquentam; coisas imidas secam, coisas secas umedecem, etc. A realidade acontece,
entao, nao em uma das alternativas, posto que ambas sao apenas parte de uma mesma

realidade, mas sim na mudanca, ou, como ele chama, na guerra dos opostos.

Nao se pode percorrer duas vezes o mesmo rio, e nao se pode tocar duas vezes a
mesma substancia mortal no mesmo estado; por causa da impetuosidade e da velocidade
da mutagdo, esta se dispersa e se recolhe, vem e vai. Nao se pode banhar no mesmo local

de um rio, serao banhos distintos, a agua nao é a mesma, houve mudanca, movimento.

“Tudo flui como um rio” é o célebre aforisma no qual a tradicao filoséfica subsequente
identificou sinteticamente o pensamento de Heréclito com o tema do devir, em contraposicao

a filosofia do Ser propria de Parménides, o filésofo da unidade e da identidade do Ser-

Parménides de Eléia (530 7— 460 a.C) inaugura algo radicalmente novo na filosofia
ao considerar nao os elementos, mas o abstrato. No seu pensamento, ha uma recusa como
meio de chegar a verdade. De modo simplificado, a doutrina de Parménides sustenta o
seguinte: unidade e a imobilidade do Ser; o mundo sensivel é uma ilusao; o Ser é uno,
eterno, nao-gerado e imutavel; nao se confia no que vé. O pensamento de Parménides é

tradicionalmente visto como o oposto ao de Heréclito de Efeso.

Por fim, nosso mundo dividia-se em duas esferas: aquela das qualidades positivas
(luz, quente, ativo, masculino, fogo, vida) e aquela das qualidades negativas (escuridao,

frio, passivo, feminino, terra, morte). A esfera negativa era apenas uma negagao da esfera

3 Textos extraidos e adaptados do site: https://pt.wikipedia.org, acessado em 06/02/2016, as 15:00 h.
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positiva, isto é, a esfera negativa nao continha as propriedades que existiam na esfera

positiva.

Ao invés das expressoes “positiva” e “negativa”, Parménides usa os termos metafi-
sicos de “Ser” e “Nao-Ser”. O Nao-Ser era apenas uma negacao do Ser. Mas Ser e Nao-Ser
sao imutaveis e iméveis.

Toda nossa realidade é imutavel, estatica, e sua esséncia estd incorporada na
individualidade divina do Ser-Absoluto, o qual permeia todo o Universo. Esse Ser ¢é
onipresente, ja que qualquer descontinuidade em sua presenga seria equivalente a existéncia

de seu oposto — o Nao-Ser.

Nessa perspectiva, esses dois pensadores estao presentes quando estamos nos
referindo as transformacoes geométricas, mudamos, movimentamos para que nao haja
mudancas, para que haja uma relagao de imutabilidade, quando tratamos das isometrias,
da mesma maneira quanto as homoetias, tanto nas amplia¢goes quanto nas redugoes de
figuras, procuramos caracteristicas que permaneceram imutaveis, bem como as que foram
alteradas pelos movimentos de transformacao, e de certa forma, mudancas ocorrem tanto
quanto manipulamos os objetos nas telas dos computadores, ou utilizamos as maquinas
matematicas para realizar esses movimentos. Mudamos, transformamos para que haja
imutabilidade, e a0 mesmo tempo, compreendendo esses significados pode-se atingir a

aprendizagem.

Sugestoes para Pesquisas Futuras

Esse trabalho é uma parte desse movimento, outras transformagoes geométricas
podem ser propostas para a continuidade desse estudo, que como dissemos, esta em
constante e continua atualizacdo, como as transformacoes afins, transformacoes conforme,
transformagoes espaciais, além de outras, e também com a utilizacdo de outros recursos

tecnoldgicos que possam ser avaliados quanto a sua eficacia para o ensino-aprendizagem.

Finalmente, leia o trabalho de (ALON, 2009) no qual apresenta-se uma reflexao
sobre a utilizacdo da Lei de Pareto para tentar definir/escolher problemas para as diferentes
fases da vida académica. A direcao dos novos passos para a continuidade da vida académica

deveriam ser discutidos com seu orientador.
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APENDICE A — Definicdes e demonstracdes

complementares

Definicao A.0.1. Conjunto e Fungdo

Ha dois conceitos em matematica em termos dos quais as defini¢cbes e teoremas
devem ser formulados na mais exata forma possivel, conjuntos e fungoes. Sao por eles
mesmos considerados fundamentais, isto é, eles ndao sao definidos em termos de nenhuma

outra coisa.

Grosso modo dizemos que um conjunto é uma colecao de elementos, ou membros,
que sao objetos distintos que constituem um conjunto. A relagdo béasica entre um objeto e
o conjunto ¢é a relagao de pertinéncia: quando um objeto a, que pode até mesmo ser outro
conjunto, é um dos elementos que compoem o conjunto A, dizemos que a pertence a A, e

representamos por: a € A, caso contrario diremos que a ¢ A.

Em geometria comumente as figuras sdo definidas como um conjunto de pontos do
plano, ou do espaco 3-dimensional, ou mais genericamente de um espago n-dimensional.
Como exemplo, consideremos um circulo que é o conjunto de todos os pontos do plano
que se encontram a dada distancia (o raio) de um dado ponto (o centro). Linhas e planos,
podem ser definidos como conjuntos de pontos no espaco que satisfazem uma condicao
definida. Em geometria, os conceitos de ponto, linha, plano, espacgo, sao considerados

fundamentais.

Funcdo é uma lei de correspondéncia pela qual cada elemento de um conjunto

(Dominio) corresponde um e apenas um elemento de um outro conjunto (Contra Dominio)

1. Qual o conjunto de valores para os quais a funcao é definida (o dominio de definicao

da fungao)?

2. Qual o conjunto de valores assumidos pela fun¢ao (imagem da fungio)?
A generalizagdo do conceito usual de funcao na geometria é dado pelos conceitos
de “aplicacio” e “transformacao”. Aqui o dominio de defini¢do e a variacdo de valores nao

serao mais tomados como conjunto de nimeros mas conjuntos de pontos numa linha, em

um plano ou espaco.

Demonstracao do teorema 4.3.1 da pagina 84. Indicando por I o conjunto de
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todas as isometrias do plano e, lembrando a definigdo 4.2.5 de subgrupo, temos que Id € I

e, portanto, I é nao vazio.

Dados f,g € I e sendo P, pontos distintos do plano e fazendo P’ = f(P),
Q' = f(Q), P"=g(P)eQ"=g(Q), concluimos que P'Q)' = PQ e P"Q" = P'Q) e por
consequéncia P"Q" = PQ, isto &, P" = g(f(P)) = (go [)(P) e Q" = g(f(Q)) = (90 /)(Q)
de modo que go f € 1.

Finalmente é imediato verificar que se f € I entao f~! € I.

Demonstracao do teorema 4.3.2 da pagina 84. Sejam f; e fo duas isometrias.
Esta claro da defini¢do 4.2.3 que f5 o f; é uma transformacao. Sejam P e ) pontos. Pela
definicao 4.3.2 o fato de f; ser uma isometria implica que fi(P)f1(Q) = PQ, e o fato
de fo ser uma isometria implica que fo(f1(P))f2(f1(Q)) = f1(P)f1(Q) = PQ. Portanto
[(f2 0 [)(P)][(f20 1)(Q)] = PQ.

Seja f uma isometria e sejam P e () dois pontos. Desde que f é uma isometria,

e portanto f~! ¢ uma isometria.

Demonstracao de itens do Teorema 4.3.3 da pagina 85:

Demonstragdo do item 1; f preserva colinearidade.

Propriedade A.0.1. Sejam P, e R trés pontos distintos e colineares e sejam P, Q) e
R’ suas imagens por f. Entdo um dos pontos deve estar entre os outros dois, digamos que
P — @ — R. (Os outros dois casos sao tratados analogamente). Desde que PR = PQ) + PR
segue que PR’ = P'Q + Q'R'. Supondo que P’, Q' e R’ sejam nao colineares (hipdtese
RAA, Redugao Ao Absurdo). Entao pela desigualdade triangular (assumindo como ja
demonstrado na geometria elementar) implica que P'Q)" < P'Q" + Q'R’, mas isso contraria
a afirmacdo inicial, portanto devemos rejeitar a hipétese RAA e concluir que P', Q' e R’

sao colineares, ou seja, a isometria f preserva a colinearidade de pontos.

Demonstracgdo do item 2; f preserva estar—entre.

Propriedade A.0.2. Sejam f uma isometria e P, @), R trés pontos distintos do plano, e
P = f(P), Q" = f(Q) e R = f(R). Desde que P'Q)) = PQ, Q'R = QR e PR = PR
segue que, se PQ + QR = PR entao P'Q'+ Q'R' = P'R’, isto é, P — Q — R implica
P — @ — R'. Em outras palavras, se o ponto () estd entre P e R entdo Q' estd entre P’ e

R, ou seja, f preserva a relacdo “estar entre”.

Demonstragdo do item 3; f preserva segmentos.
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Propriedade A.0.3. O segmento de reta PQ é o menor caminho que liga P a Q. Se f ¢
uma isometria entdo segue que f(PQ) deve ser o menor caminho que liga f(P) a f(Q),

desde que isometria preserva distancia. Portanto f(PQ) também é um segmento de reta.

f(PQ) = f(P)f(Q)

Ou seja, f preserva segmentos.

Demonstragdo do item 4; f preserva ponto médio.

Propriedade A.0.4. Da colinearidade, A— M — B, fazendo AM = MB = AM' = M'B’,
pois A" — M’ — B’, ou seja, se M é o ponto médio do segmento AB entdo M’ é o ponto

médio do segmento A’B’, e desse modo f preserva o ponto médio.

Demonstragdo do item 5; f preserva retas.

Propriedade A.0.5. Toda isometria f : II — IT' transforma retas em retas.
Com efeito, seja r C Il uma reta. Tomemos dois pontos distintos A e B em r, facamos
A" = f(A), B'= f(B) e chamemos de 1" a reta do plano II" que passa por A’ e B’. Dado
qualquer X € r, um dos trés pontos A, B e X esta entre os outros dois. Digamos que B
esta entre A e X, ou seja A — B — X. (Os outros dois casos sdo tratados analogamente).
Entdao AX = AB + BX logo, pondo X' = f(X), vem A X' = A'B’ + B'X’, portanto
B’ pertence ao segmento A’X’. Assim os pontos A’, B’ e X’ sdo colineares. Como vimos,
f preserva a colinearidade. Isso mostra que VX € r = X' € 1’ e podemos escrever,
fﬁ ) C A’ B'. Analogamente sendo f~! uma 1sometr1a temos que f~ (A’ ) C j@ Logo
j@ = f(f~YA (<—> ) C f( jﬁ ) e portanto , f( jﬁ A’B’ ou seja ' = f(r) e podemos

afirmar que f preserva retas.

Demonstragdo do item 6; f preserva semi-retas.

Propriedade A.0.6. Desde que a semi-reta 1@ ¢ a uniao de AB e todos os pontos P tais
— _

que A— B — P entdo A'B’ é a uniao de A’B’ e todos os pontos P’ tais que A’ — B’ — P,

logo f( /@ A’ B’, ou seja f preserva semi-retas.

Demonstragdo do item 8; f preserva tridngulos.

Propriedade A.0.7. Se A, B, C sao pontos nao colineares entao A’, B’, C' também sao
nio colineares, caso contrario terfamos a isometria f~! levando pontos colineares (A, B', C")
em nao colineares (A, B, C'). Desde que o triangulo AABC' é a uniao de trés segmentos
AB, BC, CA concluimos que f(AABC) = ANA'B'C’ e, portanto, f preserva triAngulos.
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Demonstragdo do item 9, 10 e 11; f preserva &ngulos,

perpendicularismo e paralelismo.

Propriedade A.0.8. Mais geralmente, dado qualquer angulo ABC temos que A'B'C’ =
f(AEC), e como vimos f(AABC) = AA'B'C’, isto é, f preserva segmentos, e portanto
os triangulos AABC e AA'B’'C’ tem angulos correspondentes com medidas iguais. Pode-
mos concluir que f preserva angulos e preserva as medidas dos angulos, ou seja,
m(A'B'C") = m(ABC).

Em particular, se 1@ ¢ perpendicular a B? entao ﬁ ¢ perpendicular a B’—>C”
pois m(Af?C’) = 90° implica m(A’LA?’C”) = 90°, logo f preserva perpendicularismo.

Segue que f preserva paralelismo desde que retas paralelas possuem uma per-

pendicular comum.

Demonstracgao da proposicao 4.3.1 da pagina 86: Seja f uma isometria do plano
e A, B pontos distintos do plano tais que f(A) = A e f(B) = B; portanto nosso objetivo
¢ demonstrar que f(P)=P VP € 1B.

Se P = A ou P = B nao ha nada a provar. Vamos considerar P € 1@, P # A,
P # B.

Sendo P’ = f(P) sabemos que P’ € ﬁ, pois f é uma colineacao do plano, e
que AP' = AP, BP' = BP, pois f é uma isometria do plano. A conclusao P’ = P é

consequéncia imediata da seguinte observagao:

Na reta j@ existem dois, e apenas dois, pontos cuja distancia a A é AP, o proprio
ponto P e um outro na semi-reta oposta de ﬁ; contudo se conhecemos a distancia BP

ao ponto B entao o ponto P fica unicamente determinado.

Demonstragao do teorema 4.3.4: Com efeito, sejam A, B e C pontos nao colineares
do plano II, tais que f(A) = A, f(B) = Be f(C) = C. Considere B aretar e AC a reta
s. Pela proposicao 4.3.1 acima, VX € r, f(X) =X e VY € s, f(Y) =Y. Seja Z um ponto
qualquer do plano II. Facamos passar por Z uma reta t que corta r e s respectivamente
nos pontos X e Y. Como f(X) =X e f(Y) =Y, concluimos que f fixa todos os pontos
da reta ¢, em particular f(Z) = Z. Sendo Z um ponto arbitrario de II, resulta que f = Id.

Demonstracao do teorema 4.3.5 da pagina 86: Com efeito, nas condigdes acima

a isometria f~'o g : II — II deixa fixos os pontos A, B e C, ou seja,

(f7og)(A) = [ (g(A) = fTH(f(A) = (f 7" o /)(A) = Id(A) = A

analogamente (f~1og)(B)=Be (f~1og)(C)=C,logo (f~*og)=Id, donde f = g.
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Figura 86: Fixa trés pontos nao colineares=Identidade

Demonstragao da proposigao 4.4.1 da pagina 96: Suponha que exista P tal que
5 L = . . .
T3(P) = P. Temos entao T3(P) = P+ ¢ de modo que ¥ = 0, contrariando a hipétese que
v # 0.
Demonstragao do teorema 4.4.1 da pagina 96: Verificamos imediatamente a

existéncia de uma translacdo Ty observando que se v = P@, temos que T@(P) = Q.

A unicidade da translagao segue da definicao 4.4.1 de soma de ponto com vetor: se
@ = P + v, entao o segmento orientado @ é o representante do vetor ¥ com origem em
P, isto é v = ]@

Pelo teorema 4.4.1 na pagina 96, se T@(R) = S entao T@ = Tz para os pontos
P,Q, R e S distintos do plano, ou seja Pﬁ e }% sao equipolentes e representantes do

mesmo vetor 7.

r'/Tr)#r

>

r

Figura 87: Proposicao 4.4.2 Invariancia de reta

Demonstragao da proposicao 4.4.2 da pagina 97: Seja r uma reta paralela a

dire¢ao do vetor ¥ (representamos por r || ¥)

Dado P € r, o ponto P’ = T3(P) é tal que P’ = P + ¥ € r, pois U é paralelo a r.

Dai Ty(r) C r. Analogamente, dado P € r temos P’ = P + (—v) também em r, e como
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T5(P') = P segue que r C Ty().
Portanto, r é invariante pela translacao 77.

Se s é uma reta invariante por Ty, temos que,

VPes TiP)=P+v=P €s

Escolhendo um vetor «w na direcdo de s temos entao,

VPes, =P —P=XP)w, com MUP)ER;

logo, U e w sao paralelos e s é uma reta paralela a direcao do vetor .

Ba V

»0 B'

=L

Figura 88: Proposicao 4.4.3 paralelogramo

Demonstracgao da proposicao 4.4.3 da pagina 97:. Das hipéteses, v = A’ — A =
B’ — B, e dai os segmentos AA’ | BB’ e AA" = BB’, portanto, lados de um paralelogramo.
O paralelogramo serd degenerado se U || AB.

Demonstracgao da proposicao 4.4.4 da péagina 97: Sendo o quadrilatero ABB'A’,
por hipétese, um paralelogramo (vide fig.88), temos AA" = BB = ¥, T3(A) = A’ e
TyB) = B

Para mostrarmos a unicidade, observamos que se existir uma 7'z tal que Tz(A) = A',
e Tg(B) = B, entao A+ w = A’ e B+ @ = B’; consequentemente, w = AA’ = BB' =,

entao Tz = Ty e a translagao é tnica.
Demonstracgao do teorema 4.4.2 da pagina 97: Sejam v = f@ e w = @, entao;

P+ 7 =TyP)=TsP) =P+, VP

Dai, v = 0, ou seja, 1@ = @ Como os vetores coincidem, temos AB || CD e
AB = CD tem o mesmo sentido, portanto o ABDC' é um paralelogramo.
Se ABDC' é um paralelogramo entao temos que os vetores zﬁ = @ entdo Tz = T=3

também ocorre.

Demonstragao da proposicao 4.4.5 da pagina 98: Fixemos um ponto A e seja
A" = f(A). O APP'A’ é por hipotese um paralelogramo, onde P’ = f(P). Pela Proposicao
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Figura 89: Teorema 4.4.2 ABDC' Paralelogramo

—
4.4.4, existe uma unica translagao Ty, com v = AA’, tal que Tz(A) = A’ e Tz(P) = P'.

Temos entao que f e T coincidem em todos os pontos do plano.

Demonstragao para provar que a reflexao em relacao a uma reta é uma isometria,

referente ao enunciado da observagao 4.4.6 na péagina 108.
Para provar que R, é uma isometria, consideramos dois casos:

1° Caso: X e Y estdo do mesmo lado da reta r no plano II. Entao tracamos os
segmentos X A e X'A’) paralelas a r, com A e A’ sobre YY’. Os tridngulos retadngulos
XAY e X'A’Y’ tem os catetos com o mesmo comprimento, logo 0 mesmo ocorre com suas
hipotenusas, isto é, XY = X'Y".

L R

Figura 90: Reflexdao em torno de uma reta-1° Caso

2° Caso: X e Y estao em lados opostos a reta r. Sejam A e B os pontos de intersecao
de XY e XX’ com a reta r. Os tridngulos retdngulos ABX e ABX' tem o cateto AB
comum e BX = BX’, logo suas hipotenusas tem o mesmo comprimento: AX = AX'.
Analogamente, AY = AY’. Assim os tridngulos AXX e AYY” sdo isosceles, portanto suas
medianas sao bissetrizes: a = o/ e § = . Por outro lado, & = 8 como angulos opostos

pelo vértice.

Entdo a4+ o = 8+ . Como 8+ ' é o suplemento do angulo X AY’, segue que
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a + o/ também é, logo X', A e Y’/ sdo colineares. Portanto

XY'=X'A+AY' = XAAY = XY.

' Y
'

Figura 91: Reflexdo em torno de uma reta-2° Caso
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APENDICE B - Quadros, Tabelas e Figuras

Complementares

B.1 Menu das ferramentas do GeoGebra

As figuras de ferramentas elencadas neste apéndice visam propiciar o entendimento
para seguir o passo a passo das tabelas:
1. Tabela 5.3.0.5.1 para a construcao da Translacao;
2. Tabela 5.3.0.7.2 para a construcao de Reflexdo em Torno de um Ponto;
3. Tabela 5.3.0.9.3 para a construcao de Rotacao em Torno de um Ponto;
4. Tabela 5.3.0.11.4 para a construcao de Reflexdo em Relacdo a uma Reta;

5. Tabela 5.3.0.14.5 para a construgao da Homotetia de centro O e razao k.

Todas as construgoes sao relativas a secao 5.3 na pagina 137.

Na secao B.2 a seguir, um quadro completo de todas as opg¢oes das ferramentas de

construgao dos objetos no GeoGebra.

© 0 6 6 0 6 6 6 6 o 0 a

(2]

a=2

ABC ‘

Figura 92: Ferramentas de Construcao



230 APENDICE B. Quadros, Tabelas e Figuras Complementares

B.2 Menu das ferramentas completas do GeoGebra

Ferramentas de apoio para a construgao dos objetos e sua manipulacao na secao

5.3, referente ao estudo das transformagoes geométricas no GeoGebra.

:
—

v

.‘n
| _»

© 0 e 6 0 6 06 © 06 o © a
L

DNENPECERANE= B
B b 9

% Mover | o Ponto @ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

ABC ‘

=2
e

N Rotagdo em Torno de um Ponto F" Ponto em Objeto @ Circulo dados Centro e Raio

" Vincular / Desvincular Ponto |\, Compasso

O Circulo definido por Trés Pontos

36 . x
u[» Gravar para a Planilha de Célculos

B X Intersecao de Dois Objetos

 Reta ,*" Ponto Médio ou Centro (™ Senmicirculo Definido por Dois Pontos

«") Arco Circular
<" Segmento oZ Nimero Complexo
a®

« Segmento com Comprimento Fixo
&

' Semirreta

<) Arco Circuncircular

2} Setor Circular

":\J Setor Circuncircular
~*" Reta Paralela

=

.&. Caminho Poli | :/ Reta Perpendicular
2 aminho Poligonal

; £

" Vetor < Mediatriz et i
: 9 Ei =32 Controle Deslizante
<7 Vetor a Partir de um Ponto £ Bissetriz o /IETRSE , - ,
< (I M7 Caixa para Exibir / Esconder Objetos

. ; .- Hipérbole
o /) Reta Tangente L . [ Botdo

3 ~% Parabola
[ Poligono .© Reta Polar ou Diametral a-ll Campo de Entrada

I» Poligono Regular i .
: ¢ ‘ /" Reta de Regressao Linear

{] Cénica por Cinco Pontos Eq |

+» Mover Janela de Visualizagdo |

I Poligono Rigido

o5 Lugar Geométrico i
I.» Poligono Semideformavel — ®  Ampliar

@‘ m 2 Reduzir

C
. \ Reflexdo em Relacdo a uma Reta -
.ﬁf; Angulo
./_:. Angulo com Amplitude Fixa

. . “ Exibir / Esconder Objeto |
.+ Reflexéio em Relagéio a um Ponto  **¢ Texto - '
T 4 . A A Exibir / Esconder Rotulo
. Inverséo .4 Inserir Inagem

= . ; <* Copiar Estilo Visual
.~ Disténcia, Comprimento ou Perimetro 5. Rota¢&o em Torno de um Ponto (/ Caneta

2 . r N7 A - . ]
"4 Area -~ Translagio por um Vetor [/ Fungéo & Mao Livre 7 Apagar
" Inclinagio .+ Homotetia .l Relaco
121 Criar Lista A\ Calculadora de Probabiidades

27 Inspetor de Funges

Figura 93: Ferramentas de Construcao Completa
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Glossario

Esta ¢ a descricao do glossario.

homotetia é a ampliagao ou a reducao de distancias e areas a partir de um ponto
fixo. 29

isometria é uma transformacao geométrica que, aplicada a uma figura geométrica, mantém
as distancias entre pontos. Ou seja, os segmentos da figura transformada sao geometri-
camente iguais aos da figura original, podendo variar a direcao e o sentido. Os angulos
mantém também a sua amplitude. Existe isometrias simples e isometrias compostas. As

isometrias simples podem ser rotacgoes, translacoes e reflexoes.. 29

Maquina Matematica mecanismos, artefatos. 30
artefato objeto fabricado pelo homem que da informagcoes sobre a cultura do seu criador
e usuarios. 233
mecanismo ¢ um conjunto de elementos rigidos, méveis uns relativamente a outros,
unidos entre si mediante diferentes tipos de jun¢oes chamadas pares cineméticos (pernas,
unides de contato, passadores, etc.), cujo propésito é a transmissao e/ou transformagao
de movimentos e forgas. Sao, portanto, as abstracoes tedricas do funcionamento das

maquinas, e de seu estudo se ocupa a Teoria de Mecanismos.. 30, 233

simetria é uma relacao de paridade em respeito a altura, largura e comprimento das

partes necessarias para compor um todo. 34

tecnologia do grego — “técnica, arte, oficio” e — “estudo”) é um termo que envolve
o conhecimento técnico e cientifico e a aplicacdo deste conhecimento através de sua
transformagao no uso de ferramentas, processos e materiais criados e/ou utilizados a partir
de tal conhecimento. 30, 233

tecnoloégico que faz uso de tecnologia. 30
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