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Resumo

Esta dissertagdo trata do problema da k-arvore de custo minimo (kMST): dados um
grafo conexo G, um custo ndo-negativo ¢, para cada aresta e e um ntimero inteiro po-

sitivo k, encontrar uma arvore com k vértices que tenha custo minimo.

O EMST é um problema NP-dificil e portanto ndo se conhece um algoritmo polinomial
para resolvé-lo. Nesta dissertacdo discutimos alguns casos em que é possivel resol-
ver o problema em tempo polinomial. Também sdo estudados algoritmos de aproxi-
magcdo para o kMST. Entre os algoritmos de aproximagdo estudados, apresentamos
a 2-aproximacdo desenvolvida por Naveen Garg, que atualmente é o algoritmo com
melhor fator de aproximacao.

Abstract

This dissertation studies the minimum cost k-tree problem (kMST): given a connected
graph G, a nonnegative cost function ¢, for each edge e and a positive integer £, find a

minimum cost tree with & vertices.

The kMST is an NP-hard problem, which implies that it is not known a polynomial
algorithm to solve it. In this dissertation we discuss some cases that can be solved
in polynomial time. We also study approximation algorithms for the kMST. Among
the approximation algorithms we present the 2-approximation developed by Naveen
Garg, which is currently the algorithm with the best approximation factor.
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CAPITULO 1

Introducao

Problemas de otimizac¢do combinatéria sdo problemas cujo objetivo é minimizar ou
maximizar uma determinada fun¢do definida sobre um conjunto discreto. Em muitos
casos, tal conjunto é finito. Logo, um método para encontrar o elemento que minimiza
ou maximiza a funcdo desejada é avaliar a fungdo para cada elemento do conjunto e
devolver aquele com o valor 6timo . Valor 6timo é o maximo no caso em que queremos
maximizar, ou 0 minimo no caso em que queremos minimizar. Esse método, chamado
de enumerativo ou forca-bruta, sempre funciona para conjuntos finitos. No entanto,
mesmo sendo finitos, esses conjuntos podem ser muito grandes, tornando o método
impraticavel. Isso porque, mesmo utilizando um computador muito rdpido, poderia
levar milhdes de anos para se obter uma soluc¢do do problema. Por isso o estudo e
desenvolvimento de algoritmos eficientes para tais problemas é muito importante.

Estudos tedricos mostram a existéncia de problemas muito dificeis denominados
intrataveis, ao ponto de ndo conhecermos algoritmos eficientes para resolvé-los. Na
verdade, muitos acreditam que nao existem algoritmos eficientes para resolver pro-
blemas intratdveis. Uma abordagem muito utilizada atualmente é a de sacrificar a
otimalidade desejada em troca de eficiéncia. Ou seja, em vez de procurarmos por uma
solucdo com valor 6timo, procuramos por uma com valor possivelmente bem préximo
do 6timo. Para muitos algoritmos utilizados atualmente ndo sabemos o quao préximo
ou longe do 6timo estd a solugdo devolvida por ele. Se conseguimos provar matemati-
camente que existe um limite para o quao longe do 6timo estd a solug¢do devolvida por
um algoritmo, entdo o chamamos de algoritmo de aproximacao.



Nesta dissertacdo, estudaremos um problema de otimizagdo combinatéria sobre
uma estrutura conhecida como arvore e alguns algoritmos de aproximagdo para trata-
lo. Arvores formam uma classe muito importante de grafos, tanto do ponto de vista
tedrico quanto prético. O problema a ser estudado é conhecido como £MST. Ele con-
siste, basicamente, em encontrar uma arvore num dado grafo, contendo pelo menos &
vértices e de forma que a soma dos custos de suas arestas seja minima. Mostraremos
que esse problema é computacionalmente dificil e apresentaremos véarios algoritmos
de aproximagdo para traté-lo.

O problema kMST desperta grande interesse tedrico por ser computacionalmente
dificil, como mostraremos na se¢do 3.4. Além do interesse tedrico, também existem
interesses praticos. Por se tratar de um problema em &arvores nédo é dificil encontrar
aplicacdes na area de telecomunicagdes, por exemplo. Mencionaremos algumas apli-
cacOes conhecidas para o kMST e suas variantes.

Algoritmos para roteamento quorumcast

Em redes de comunica¢do, um problema muito importante é o de roteamento de
mensagens, ou seja, determinar caminhos pelos quais uma mensagem deve percorrer
até chegar ao seu destino. Basicamente, o que queremos é encontrar um grafo que
represente os melhores caminhos pelos quais uma mensagem enviada por um deter-
minado né da rede deve passar para chegar aos demais nés da rede.

O grafo desejado deve ser conexo, pois queremos que cada né da rede possa se
comunicar com todos os demais. Como nao existe vantagem em uma mesma cépia da
mensagem passar mais de uma vez por um mesmo né da rede, o grafo que queremos
é uma arvore. Chamamos essa arvore de arvore de roteamento.

Uma comunicacdo multicast consiste em enviar uma mensagem para um determi-
nado conjunto de m nés em uma rede com n > m nés. Comunicagdes multicast tém se

tornado muito popularer em aplicagdes distribuidas.

Uma generalizagdo de comunicagdo multicast é a comunica¢do quorumcast. Uma
comunicagdo quorumcast consiste em enviar um mensagem para quaisquer g noés de
um determinado conjunto de m > ¢ nés em uma rede com n > m nds. Esse tipo de

comunicagdo é também de interesse em aplicacdes distribuidas.
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Duas abordagens naturais para o roteamento quorumcast sdo: mandar mensagem
para cada n¢ individualmente, um né por vez, até que ¢ nés respondam; e utilizar
multicast para enviar a mensagem para todos os nds. A primeira abordagem pode
causar um atraso excessivo por ter que esperar as respostas dos outros nés. A segunda
abordagem pode causar congestionamento na rede.

Shun Yan Cheung e Akhil Kuma [CK94] propdem uma abordagem que utiliza o
EMST, com k = ¢, como subproblema. A idéia é resolver o kMST para encontrar,

dentre os m nés, os ¢ melhores para se comunicar.

Planejamento em mineracio a céu aberto

Um planejamento de extracdo de minérios deve definir os seguintes trés itens:

e limite economicamente vidvel do pogo a ser escavado, isto é, a profundidade a
partir da qual deixa de valer a pena continuar a escavagao;

e taxa de processamento do minério;

e seqiiéncia de extracdo do minério.

O limite economicamente vidvel do poco é um dos fatores determinantes na decisao
de escavar um pogo ou ndo. Muitos modelos para determinar esse limite particionam
a regido a ser minerada em blocos. Esses blocos possuem uma relacdo de precedéncia
entre si, indicando quais blocos devem ser escavados antes de escavar um determinado
bloco.

Esses modelos possuem uma formulagdo natural na linguagem de grafos orienta-
dos. Os vértices correspondem aos blocos e as arestas correspondem as relagdes de
precedéncia entre os blocos. O objetivo é encontrar um conjunto de vértices que maxi-
miza uma certa funcdo objetivo.

Andrew B. Philpott e Nicholas Charles Wormald [’W97] modelam o problema de
encontrar o limite economicamente vidvel de um pogo como um problema de grafos
orientados. Um grafo de mineracgdo (G, r, w) é um grafo orientado G com raiz r e uma
funcao de peso w de Vz; em Z ... O peso de um subgrafo i de G é a soma dos pesos de
cada vértice em H. A raiz r é artificial, ndo representando um bloco, e precede todos
os blocos.



O problema considerado é o de encontrar uma arvore em G com k vértices e maior
peso possivel. Como queremos maximizar uma fung¢do nos vértices e ndo nas arestas,
esta ndo é uma aplicac¢do direta do problema AMST. No entanto, na se¢do 3.3, definire-
mos uma generalizacdo do kMST que engloba este problema.

Outras aplicacdes

Além das citadas anteriormente, existem outras aplicacdes estudadas que envol-
vem o problema AMST ou uma variante dele. Algumas dessas aplica¢des que pode-
mos citar envolvem problemas com campos petroliferos [H]93], facility layout [FHW98],
decomposicdo de matriz [BFMO98].

Organizacao do texto

O texto estd organizado da seguinte forma. No capitulo 2 apresentamos algumas
defini¢des bésicas de teoria dos grafos e algoritmos de aproximacdo. Também fixamos
algumas notagdes. No capitulo 3 definimos formalmente o problema e algumas varian-
tes e provamos que ele é NP-dificil. No capitulo 4 discutimos alguns casos particulares
nos quais é possivel resolver o problema em tempo polinomial. No capitulo 5 apresen-
tamos alguns algoritmos de aproximacdo para o kMST. No capitulo 6 introduzimos
alguns conceitos basicos de programagéo linear e o problema da arvore de Steiner com
coleta de prémios para em seguida explicar um algoritmo com fator de aproximacao 5.
No capitulo 7 apresentamos um algoritmo com fator de aproximacao 2, que é o melhor
atualmente. No capitulo 8 apresentamos algumas consideragdes finais, e no apéndice A
mostramos alguns exemplos ilustrando o funcionamento de alguns algoritmos visto no
capitulo 7.



CAPITULO 2

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos basicos que sdo essenciais para en-
tender os problemas e os algoritmos estudados. Como o KMST é um problema sobre
grafos, comegaremos explicando alguns conceitos necessarios de teoria dos grafos e a
notagdo utilizada. Também explicaremos brevemente o conceito de algoritmo de apro-
ximagdo, que é de principal interesse para esta dissertacao.

Como notagdo basica utilizaremos os simbolos Z, Q e R para denotar respectiva-
mente 0s conjuntos de ntimeros inteiros, racionais e reais. Os simbolos Z . e Q. deno-
tam respectivamente os conjuntos de nimeros inteiros ndo-negativos e racionais nao-
negativos.

Em geral, se f é uma funcdo definida sobre um conjunto X, entdo, f, é o valor da
funcdo f em z, onde = é um elemento de X. Se X’ é um subconjunto de X, entdo

f(X/) = ZZGX’ fw

2.1 Grafos, florestas e arvores

Um grafo G é um par (V, E), onde V é um conjunto finito qualquer e £/ é um con-
junto de pares ndo-ordenados de elementos de V. Os elementos de V' sdo chamados
vértices e os elementos de £ sdo chamados arestas. Em alguns casos é interessante
considerar que as arestas sdo pares ordenados, neste caso chamamos o grafo de orien-
tado. Um grafo é completo se seu conjunto de arestas é £ = {{u,v} | u,v € V,u # v}.
Denotamos um grafo completo com n vértices por K.

5
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Em toda esta dissertagdo, a menos que seja dito o contrario, usaremos a notagdo
n = |V]|em := |E|sendo houver diuvidas sobre qual é o grafo (V, E) referido. Para
todo grafo G, denotaremos por V; seu conjunto de vértices e por E; seu conjunto de
arestas quando estes ndo estiverem explicitos, ou seja G = (Vi, E¢).

Se u e v sdo vértices em V' e {u, v}, ou simplesmente uv, é uma aresta em E, entdo u
e v sdo as pontas da aresta uv. Dizemos, entdo que u e v sdo adjacentes ou vizinhos.
O grau de um vértice é o nimero de vizinhos que possui.

Seja (V, £) um grafo e S um subconjunto de V. Denotamos por §(.S) o corte (S, V' \ 5),
isto €, o subconjunto de arestas de E que possuem uma ponta em S e outraem V' \ S.

Se (V, E) é um grafo, dizemos que (V’, E’) é um subgrafo de (V, E), ou simples-
mente (V', E') C (V, E), se V' é um subconjunto de V' e E’ é um subconjunto de £. Um
subgrafo (V', E’) é chamado gerador de (V, E) se (V',E') C(V,E)e V' =V.

Sejam G e X um subconjunto ndo-vazio de V. Denotamos por G[X] o subgrafo de G
induzido por X, isto é, Vg ix) = X e Egix) = {wv € Eg | u,v € X}. De forma analoga
definimos subgrafos induzidos por um subconjunto ndo vazio de E.

Um caminho em um grafo (V, E) é uma seqiiéncia (vg, a1, vy, a2, v, ..., ay,,v,) tal
que v; € um vértice em V para todo ¢ = 0,1,...,p, a, € uma aresta em F para todo
i =1,2,...,p, os vértices sdo dois a dois distintos e a, = v;_v;. Dizemos que vy e v, sdo

pontas do caminho e os demais vértices sio chamados de vértices internos . Podemos
denotar um caminho apenas por sua seqiiéncia de vértices ou sua seqiiéncia de arestas.
Caminhos podem ser tratados como subgrafos de (V, E).

O tamanho de um caminho é o ntiimero de arestas nesse caminho. Chamamos de
caminho mais curto entre dois vértices, um caminho com o menor nimero de arestas,
dentre os caminhos que ligam esses vértices. Se existe uma fungado de custo nas arestas
c: E — Q., entdo chamamos de caminho mais curto aquele que minimiza a soma de
c. para cada aresta e no caminho.

Um circuito em um grafo (V, E) é uma seqiiéncia (vy,as,vs,as,vs, ..., 0, a,) tal
que v; é um vértice em V para todo ¢ = 1,2,...,p, a;, é uma aresta em E para todo
i = 1,2,...,p, 0os vértices sdo dois a dois distintos, a; = v;v;+; parai =1,2,...,p—1e

a, = v,v1. Podemos denotar um circuito por sua seqiiéncia de vértices ou sua seqiiéncia
de arestas. Circuitos podem ser tratados como subgrafos de (V, E).
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Um grafo é chamado conexo se para todo u e v em V distintos existe um caminho
com pontas u e v. Um subgrafo conexo maximal de um grafo é denominado compo-
nente do grafo. Note que se o grafo for conexo, ele possui apenas um componente que
é ele proprio.

Chamamos um grafo sem circuitos de floresta. Se o grafo ndo possui circuitos e for
conexo, dizemos que é uma arvore. Logo, cada componente de uma floresta é uma
arvore. Em muitos casos € interessante identificar um determinado vértice de uma

arvore, chamamos tal vértice de raiz da arvore.

Uma trilha em um grafo (V, £) é uma seqiiéncia (vy, aj, v, ag, vs, . . ., v,) onde, para
todoi =1,2,...,p, v; éum vérticeem V, paratodoi = 1,2,...,p — 1, a; é uma aresta
em E com a; = v;v,41 e as arestas sdo duas a duas distintas. Se v; = v, dizemos que
a trilha é fechada. Se a trilha contém todas as arestas do grafo, entdo dizemos que a
trilha é euleriana.

2.2 Algoritmos de aproximacao

Um problema de otimizagdo consiste em trés partes:

e conjunto de instancias;

e conjunto de candidatos a uma soluc¢dao, também conhecido como conjunto de

solucdes viaveis, para cada instancia;

e fungdo ndo-negativa que define o valor, ou custo, de um candidato a solugéo.

Problemas de otimizagdo podem ser de maximiza¢do ou minimizac¢dao. O kMST,
MST e ST sdo problemas de minimizagdo. Uma solu¢do de um problema de otimizacao
é um candidato de custo maximo, no caso de problemas de maximizag¢do, ou de custo

minimo, no caso de problemas de minimizagao.

No caso do EMST com raiz, uma instancia é dada por um grafo conexo com custos
ndo-negativos nas arestas, um ntimero inteiro k£ e um vértice r. Um candidato a uma
solugdo é uma k-arvore que contém r e seu valor é o custo dessa k-arvore. Como o

grafo é conexo, se 1 < k < n, onde n é o nimero de vértices do grafo, entdo sempre
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existe um candidato a uma solu¢do. Denotaremos por 7* uma soluc¢do do kMST, ou
seja, uma k-arvore minima e por OPT := ¢(7T™) o custo de 7.

Muitos problemas de otimizagdo sdao NP-dificeis. Isso quer dizer que sob a hipdtese
de que P # NP, sabemos que ndo existem algoritmos polinomiais para eles. Existem
pelo menos duas maneiras de tratar problemas NP-dificeis: buscar uma solugdo apesar
da demora para obté-la, ou obter eficientemente um candidato a uma solugdo razoa-
velmente bom. Os chamados algoritmos de aproximacao sdo do segundo tipo.

Um algoritmo de aproximacgdo é um algoritmo polinomial para problemas de oti-
mizagdo. Em vez de procurar por uma solucdo do problema, ele procura um candidato
a uma solugdo cujo valor ndo estd longe do valor de uma solugdo. Isto é, se S é uma
solucdo do problema e C' é um candidato a uma solugao devolvido pelo algoritmo de
aproximagao, entdo, no caso de problemas de maximizagdo temos

valor(C') > « - valor(S),
e no caso de problemas de minimizagdo temos
valor(C') < « - valor(S),

onde a é um nimero que pode depender da instancia. Em ambos os casos dizemos que
C' é uma a-aproximagdo. Também usamos a nomenclatura a-aproximagdo para deno-
tar algoritmos de aproximagdo que devolvem uma a-aproximacgdo para toda instancia
do problema.

Chamamos o de fator de aproximagao do algoritmo. Note que em problemas de
maximizagdo temos 0 < a < 1 e em problemas de minimizac¢do temos a > 1, sendo
que um fator de aproximagdo o = 1 corresponde a um algoritmo que encontra uma
solugdo do problema. Portanto, quanto mais préximo de 1 for o fator de aproximagao,
melhor sera o algoritmo de aproximacao.



CAPITULO 3

O problema kMST

Neste capitulo definiremos o problema kMST e as suas variantes enzaizada e com
peso. Na secdo 3.4 apresentaremos uma demonstracdo de que o kMST é um problema
NP-dificil.

3.1 Descri¢ao do problema

Uma k-arvore de um grafo (V, £') é uma arvore com pelo menos k vértices. Se existe
uma funcdo de custos ¢ de £ em Q ., definimos o custo de uma k-arvore 7', denotado
por ¢(T), como a soma dos custos de suas arestas.

2-arvore 15 3-arvore T3 4-arvore Ty

C(Tg) =1 C(Tg) =5 C(T4) =7

Figura 3.1: Exemplo de k-drvores com custo nas arestas.
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Um problema clédssico em otimiza¢do combinatéria é o de encontrar uma arvore
geradora de custo minimo de um dado grafo com custos em suas arestas (MST). Se n é
o nuimero de vértices do grafo, esse problema consiste em encontrar uma n-arvore com
o menor custo possivel dentre todas as n-drvores do grafo dado. Existem algoritmos
eficientes para resolver o MST [Kru56, Pri57].

O problema de encontrar uma k-arvore de custo minimo (kMST) é uma generali-
zagdo do MST, pois a quantidade de vértices da arvore que queremos encontrar é um
dos parametros do problema. Uma descrigdo mais precisa é dada a seguir.

Problema kMST(V, E, ¢, k): dados um grafo conexo (V, E'), um custo ndo-negativo
c. para cada aresta e em E e um numero inteiro k, encontrar uma k-drvore de

custo minimo.

k=5 20 20

Figura 3.2: k-arvores de custo minimo.

E claro que 1 < k < |V, caso contrario o problema néao faz sentido.

O kMST é um problema NP-dificil [FH]M94, RSM 94, Z1.93]. Isso significa que sob
a hipotese de que P # NP, ndo existem algoritmos eficientes para resolvé-lo. Assim,
uma das maneiras de tratd-lo é por meio de algoritmos de aproximacao.

Viérios algoritmos de aproximacao foram desenvolvidos para o kMST. O primeiro
foi apresentado por Ramamurthy Ravi, Ravi Sundaram, Madhav V. Marathe, Daniel
J. Rosenkrantz e Sekharipuram S. Ravi [RSM794] e tem fator de aproximacédo 2Wk.
Baruch Awerbuch, Yossi Azar, Avrim Blum e Santosh Vempala [AABV98] obtiveram
um algoritmo melhor, com fator de aproximagdo O(log” k). Sridhar Rajagopalan e Vijay
V. Vazirani [RV95] apresentaram um algoritmo com fator de aproximacdo O(log k). Um
algoritmo com fator de aproximacdo 17, o primeiro fator constante, foi proposto por
Avrim Blum, Ramamurthy Ravi e Santosh Vempala [BRV99]. Naveen Garg [Gar96]
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mostrou em um mesmo artigo um algoritmo com fator de aproximacgao 5 e como refina-
lo para obter um fator de aproximacao 3. Sanjeev Arora e George Karakostas [AK06]
apresentaram um algoritmo com fator de aproximacao 2 + ¢. Atualmente o algoritmo
com menor fator de aproximacgao para o kMST foi obtido por Naveen Garg [Gar05b] e
tem fator de aproximacao 2.

0k Ravi, Sundaram, Marathe, Rosenkrantz e Ravi (1994)
O(log? k) | Awerbuch, Azar, Blum e Vempala (1995)
O(logk) | Rajagopalan e Vazirani (1995)
17 Blum, Ravi e Vempala (1995)
5e3 Garg (1996)
2+¢ Arora e Karakostas (2000)
2 Garg (2000)

Tabela 3.1: Evolugdo do desenvolvimento de algoritmos de aproximagdo para o kMST.

3.2 EMST com raiz

Em problemas que envolvem &rvores é comum existir duas versdes do problema.
Uma versdo na qual a drvore deve ter uma determinada raiz e uma na qual néo é
definida uma raiz especifica para a drvore. Chamaremos de enraizada ou com raiz, a
variante do kMST definida da seguinte forma.

Problema kMST-R(V, E,c, k,r): dados um grafo conexo (V. E), um custo ndo-
negativo c. para cada aresta e em E, um ndmero inteiro k e um vérticer em V/,
encontrar uma k-drvore de custo minimo que contém r.

E claro que os problemas kMST e kMST-R sio diferentes, ja que o kMST-R depende
de um parametro a mais. No entanto, consideramos que esses problemas sdo equiva-
lentes no sentindo em que um algoritmo eficiente que resolve um pode ser usado como
subrotina de um algoritmo eficiente para o outro.

De fato, podemos resolver uma instancia (V, E, ¢, k) do kMST, através de um algo-
ritmo para o kMST-R, adicionando ao grafo (V. E') um vértice novo r conectado a cada

vértice em V por arestas com custos suficientemente grandes, por exemplo, a soma dos
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___________________________________

16 15

Figura 3.3: T* é solugdo do kMST e 7" é solugdo do kMST-R.

custos de todas as arestas de E. Dessa forma, basta encontrar nesse novo grafo uma
(k+1)-arvore de custo minimo e com raiz r, digamos 7. Como as arestas incidentes a
tém custos grandes, apenas uma delas estard em 7,.. Logo, removendo r de T, obtemos
uma k-arvore de custo minimo no grafo(V, E).

Para resolver uma instancia (V, E, ¢, k,r) do kMST-R, através de um algoritmo para
0 kMST, adicionamos, ao grafo (V, E') dado, n vértices novos conectados a r por arestas
de custo 0. Entdo, o que procuramos é uma (k + n)-drvore de custo minimo. Pela
quantidade de vértices adicionados, certamente r estard em uma (k + n)-drvore de
custo minimo. Removendo os n vértices adicionados, obtemos uma k-arvore de custo
minimo com raiz r no grafo (V, E).

Consideraremos tanto o problema sem raiz como o com raiz, dependendo de qual

for mais conveniente para a situacao.

3.3 EMST generalizado

Em alguns casos é interessante considerarmos grafos que além de custos nas arestas,
possuem também pesos nos vértices. Dado um grafo (V, ), podemos considerar que
0s peso nos vértices sdo dados por uma funcdo w de Vem Z..

Para grafos com pesos nos vértices, podemos pensar em uma defini¢do mais geral
de k-arvore. Uma k-drvore com pesos é uma drvore na qual a soma dos pesos de cada
um de seus vértices é pelo menos k. Quando for claro que o grafo em questdo possui
pesos nos vértices chamaremos uma k-arvore com pesos apenas de k-drvore. Com essa

defini¢do mais geral, podemos formular uma versao mais geral do kMST-R.
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Problema kMST-P(V, E,c,w, k,r): dados um grafo conexo (V, E), um custo
ndo-negativo c. para cada aresta e em I/, um peso positivo w, para cada vértice
v em V, um namero inteiro k e um vértice r em V, encontrar uma k-drvore de

custo minimo que contémr.

O problema kMST-R é um caso particular do kMST-P. Para verificar isso, basta
tomar w, como 1 para todo vértice v do grafo. Poderiamos também enunciar uma
versdo do kMST-P sem raiz, mas neste texto s6 nos interessard a versao com raiz.

3.4 Complexidade computacional

Para provar que o kMST é NP-dificil vamos considerar a versdo sem raiz. Mostra-
remos que um outro problema NP-dificil, que chamaremos de ST, pode ser reduzido
polinomialmente a ele. Isso quer dizer que, dada uma instancia do ST, podemos gerar
em tempo polinomial uma instancia do kMST, cuja solugdo pode ser transformada, em
tempo polinomial, em uma solugdo para a instancia do ST.

Sejam (V. E) um grafo conexo e R um subconjunto de V. Chamamos R de con-
junto de terminais. Uma arvore de Steiner é uma arvore que contém todos os vértices
terminais. A descrigdo do problema ST é dada a seguir.

Problema ST(V, E, R): dados um grafo conexo (V, E) e um subconjunto R de

V', encontrar uma drvore de Steiner com numero minimo de arestas.

O problema ST é sabidamente NP-dificil [G]90].

Figura 3.4: Arvore de Steiner minima. Os vértices quadrados representam os terminais.

Ravi, Sundaram, Marathe, Rosenkrantz e Ravi [RSM " 94] provaram o seguinte teo-
rema, mostrando que o kMST é NP-dificil.
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Teorema 3.1. O problema ST pode ser reduzido polinomialmente ao kMST.

Prova. Dada uma instancia (V, £, R) do ST, criamos uma instancia correspondente
(V',E' ¢, k) para o kMST da seguinte forma.

Seja x o nimero de vértices ndo-terminais de (V, E), isto é, x = |V \ R|. O grafo
(V', E') possui uma cépia de (V, E) e cada terminal possui um caminho de tamanho «
conectado a ele (figura 3.5). Logo, (V', E') tem |V | 4+ x| R| vértices. Para cada aresta em
E atribuimos custo 1 e para as demais arestas atribuimos custo 0. Finalmente, tomamos
k=|R|-(x+1).

e~ 14

Figura 3.5: Ilustracdo da construgao de (V', E’) a partir de (V, E, R). Os vértices qua-
drados representam o conjunto R.

Uma k-drvore minima em (V’, E’) possui 0 menor nimero possivel de arestas de
custo 1. Ademais, pela escolha de k, sabemos que qualquer k-drvore em (V', E) contém
todos os vértices de R. Entdo, uma k-arvore minima contém uma arvore de Steiner
minima e caminhos de custo 0 saindo de cada terminal. Logo, a partir de uma k-arvore

minima em (V’, E’), podemos obter uma drvore de Steiner minima em (V, £).

Por outro lado, a partir de uma arvore de Steiner minima em (V, F), basta adicionar
os caminhos de custo 0 para obter uma k-drvore minima em (V”, £).

Portanto ST pode ser polinomialmente reduzido ao kMST. O
Também existem outras provas de que o kMST é um problema NP-dificil obtidas de

forma independente por Matteo Fischetti, Horst Wilhelm Hamacher, Kurt O. Jornsten e
Francesco Maffioli [FH]M94] e por Alexander Zelikovsky e Dmitrii Lozovanu [Z1.93].



CAPITULO 4

Algoritmos exatos

Vimos na se¢do 3.4 que o kMST é um problema NP-dificil, ou seja, ndo se conhecem
formas eficientes de se resolvé-lo. Entdo, uma maneira de tratd-lo é por algoritmos de
aproximacdo. Mas antes estudaremos alguns casos particulares, para os quais conhe-
cemos algoritmos polinomiais, para tentar entender melhor o problema.

Primeiro apresentaremos um algoritmo ingénuo que resolve o kMST de forma
exata, mas ndo é polinomial. Em seguida, discutiremos o que acontece quando res-
tringimos o valor do parametro k. Também veremos os casos nos quais restringimos
os valores dos custos das arestas e também o grafo.

4.1 Algoritmo enumerativo

Os grafos de uma instancia do problema AMST sdo finitos, isto é, com ntimero de
vértices e arestas finitos. Logo, um algoritmo simples que termina em tempo finito
consiste em enumerar todas as k-arvores do grafo e escolher uma de menor custo. Esse
algoritmo certamente resolve o problema, mas o ntimero de k-drvores no grafo pode

ser muito grande.

Veremos que se k = n existe um algoritmo polinomial para o kMST. Entdo, se
considerarmos o K", podemos resolver para cada subconjunto de £ vértices e tomar a
melhor k-arvore. Mas o ntimero de subconjuntos de k vértices é

n n! nn—1)mn-2)---(n—k+1)
(k) Kl —k) k! = O(n").

15
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Assim, poderiamos ter que resolver um nuimero exponencial de subproblemas, tor-
nando o algoritmo muito ineficiente.

Portanto, utilizar o método enumerativo dessa forma é invidvel. No entanto, como
veremos a seguir, quando temos mais informacdes sobre a estrutura da solugao pode-
mos desenvolver métodos enumerativos eficientes.

4.2 kMST para k especificos

O problema s6 faz sentido se temos 1 < k£ < n. Podemos considerar ainda que
k > 2, pois k = 1 é trivial e nada interessante. O caso £k = 2, no qual queremos
encontrar uma aresta de custo minimo, também é trivial, mas ja exige algum esforco
computacional. Basta listar todas as arestas e devolver uma de menor custo.

O caso k = 3 também é simples. Basta observar que uma 3-arvore com 3 vértices
¢ sempre um caminho com duas arestas. Entdo, sempre tem um vértice de grau 2 e
dois de grau 1. Logo, para cada vértice do grafo com grau pelo menos 2, encontramos
uma 3-arvore selecionando duas arestas incidentes a ele com o menor custo possivel.
Dentre as 3-arvores encontradas, devolvemos a de menor custo.

Para k = 4 j4 fica um pouco mais complicado, mas ainda podemos resolvé-lo. Uma
4-arvore com 4 vértices tem um vértice de grau 3 e trés de grau 1 ou é um caminho com
3 arestas. No primeiro caso, basta fazer uma enumeracado parecida com a que fazemos
para k = 3. No segundo caso, para cada aresta uv do grafo, encontramos uma 4-arvore
selecionando, quando existir, uma aresta incidente a u e uma incidente a v, distintas de
uv e com menor custo possivel. Dentre todas as 4-drvores encontradas, devolvemos a

de menor custo.

De forma geral, se k for uma constante, ou seja, o valor de k é 0 mesmo para todas
as instancias do problema, entdo podemos resolver o kMST em tempo polinomial.
Para k constante, o algoritmo ingénuo da segdo anterior fica polinomial no tamanho da
entrada. E claro que na prética esse algoritmo pode continuar sendo ineficiente.

Um caso bem conhecido ocorre quanto k& = n. Neste caso temos o problema da
arvore geradora minima. Veremos esse problema na préxima segéo.
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k=1 L

k=2 e
k=3 ® @ @
k=4 @ @ ® ®

Figura 4.1: Forma de k-arvores com k vértices para k € {1,2,3,4}.

4.3 Arvore geradora minima

Uma arvore geradora de um grafo G é uma arvore que é subgrafo gerador de G.
Em outras palavras, é uma arvore de G contendo todos os seus vértices. Chamamos de
arvore geradora minima uma 4rvore geradora cuja soma dos custos de suas arestas é
a menor possivel.

Existem algoritmos polinomiais para resolver o problema da drvore geradora mi-
nima. Um exemplo é o conhecido algoritmo de Joseph Bernard Kruskal Jr. [Kru56], que
recebe um grafo conexo (V, E) e uma fungao custo ¢ : £ — Q. e devolve uma arvore
geradora minima F' do grafo.
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Algoritmo KRUSKAL(V, E, c)

1 F«+ (V,0)

2 enquanto ndo existe uma n-arvore em F faca

3 seja e uma aresta com ¢, minimo e pontas em componentes distintos de F'.
4 F+F+e

5 devolva F

Basicamente o algoritmo de Kruskal comega com uma floresta F' na qual cada vér-
tice ¢ um componente. Em cada iteracdo inserimos em F’ uma aresta que possui pontas
em componentes de F' distintos. Logo, F' continua sendo uma floresta. As arestas sdo
examinadas em ordem ndo decrescente de custo. Dessa forma o algoritmo mantém as
seguintes relagdes invariantes no inicio de cada iteragdo:

e [ é uma floresta de custo minimo dentre as florestas de (V, E') com | E| arestas;

e cada componente C' de F' é uma arvore geradora minima de G|[V¢].

Um outro algoritmo conhecido para o problema MST é o algoritmo de Robert Clay
Prim [Pri57]. O algoritmo recebe um grafo conexo (V, £), uma fungdo custoc: £ — Q.
e um vértice r de V' e devolve uma arvore geradora minima F' do grafo. Denotaremos
por 6(S) o corte (S,V \ S), onde S é um subconjunto de V.

Algoritmo PRIM(V, E, ¢, 7)
1 F+« {r},0)

2 enquanto |Vp| < n faga

3 seja uwv, u € Vp, uma aresta de menor custo em §(Vp)

4 Vp < Vr U{v}

5 Er < Ep U{uv}

6

devolva F

O vértice r pedido no algoritmo de Prim pode ser um vértice qualquer de V, pois
serve apenas para indicar ao algoritmo por onde comecar a construir a drvore geradora.
A partir de r o algoritmo cresce uma arvore até que essa drvore possua todos os vértices
de V. O algoritmo mantém a seguinte relacdo invariante no inicio de cada iteracao:
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e F'é uma arvore geradora minima em G[Vx|.

O consumo de tempo dos algoritmos de Kruskal e de Prim é O(m logn) [CLRSO01].
Dependendo da implementacdo e das estruturas de dados utilizadas, o consumo de
tempo dos algoritmos de Kruskal e de Prim podem ser melhorados. Mais detalhes so-
bre isso podem ser encontrados no livro de Thomas H. Cormen, Charles Eric Leiserson,
Ronald Linn Rivest, Clifford Stein [CL.LRSO1].

44 kMST em grafos completos

Nesta se¢do vamos considerar apenas instancias do kMST nas quais o grafo (V, £)
é completo e ¢, € {1,2} para todo e € E. Na verdade, os valores 1 e 2 para os custos
das arestas foram escolhidos para facilitar o entendimento e poderiam ser quaisquer
dois valores positivos distintos. O importante é que s6 existam dois valores possiveis
para os custos das arestas.

A seguinte adaptagdo do algoritmo KRUSKAL resolve o kMST restrito as instancias
descritas acima. Esse algoritmo recebe um grafo completo (V, E)), um ntimero inteiro
e uma fungdo custo ¢ : £ — {1,2} e devolve uma k-arvore minima 7" do grafo.

Algoritmo KRUskAL-MoDIFICADO(V, E, k, ¢)
1 Ei+{ecE | c=1}
2 Ey+{ec€cFE | c=2}
3 F+« (V,0)
4  enquanto ndo existe uma k-arvore em I’ e existe aresta e; em E;

com pontas em componentes distintos de F' faca

a1

F+ F+e
6  enquanto ndo existe uma k-arvore em F faga
7 seja e; uma aresta em E; com pontas em componentes
distintos de F' e com maior nimero de vértices.
8 F+ F+e
9 T < k-ARVORE(F, k)
10 devolva T
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Assim como no algoritmo KRUSKAL a cada iteragdo, nos dois lagos, estamos co-
nectando dois componentes e, assim, obtendo um componente maior. Note que dessa
forma, ao chegar na linha 9 do algoritmo, F' tem apenas um componente com pelo
menos k vértices.

A rotina k-ARVORE(F, k) devolve uma k-arvore de F' que tem exatamente k vérti-
ces. Isso ndo é uma tarefa dificil, pois, sabemos que F' é uma floresta com apenas um
componente contendo pelo menos £ vértices. Tal componente é uma k-arvore. Se essa
k-arvore tem mais do que k vértices, basta remover folhas da arvore até que ela fique
com exatamente £ vértices.

Teorema 4.1. Dados um grafo completo (V, £), um ntmero inteiro £ < |V| e uma
fungdo custo ¢ : £ — {1,2}, o algoritmo KRUSKAL-MODIFICADO devolve uma k-

arvore minima.

Prova. Sejam 7™ uma k-arvore de custo minimo e 7" a k-drvore devolvida pelo algo-
ritmo KRUSKAL-MODIFICADO. Denotaremos por ¢ = {C4,Cs,...,C,} o conjunto dos
componentes do grafo (V,{e € £/ | c. = 1}). Suponha que |V¢,| > [V, | > -+ > [V, |.

=ke |ET| = ‘ET*

, 1ss0 ocorre se e somente se 7' e 7™ possuem a mesma

Certamente temos que |V7| = V-
c(T) = ¢(T*). Como |Er| = |Ep-
quantidade de arestas de custo 2. Do algoritmo, temos que toda aresta de custo 2 em 7'

. Entdo queremos mostrar que

tem pontas em componentes de € diferentes. O mesmo ocorre em 7, caso contrario,
poderiamos remover uma aresta de custo 2 com ambas as pontas em um componente,
digamos C, de ¢ e adicionar uma de custo 1 que também possui ambas as pontas
em C. Com isso obterfamos uma k-drvore com custo menor que ¢(7*), o que é uma

contradicdo.

Logo, para mostrar que ¢(7") = ¢(7™), basta mostrar que 7" e T* intersectam o mesmo
nimero de componentes em %, ja que (V, E) é completo.

Suponha que 7™ intersecta y < p componentes em %'. A soma do namero de vértices
desses y componentes é pelo menos k. Logo

Yy
> Vel > k.
=1

Entdo temos que 7 intersecta no méximo y componentes em ¢'. Se T intersectasse me-
nos que y componentes, teriamos ¢(7') < ¢(7*), contradizendo o fato de 7 ser minima.
Assim, T' intersecta exatamente y componentes em ¢'. Portanto ¢(7) = ¢(T™). O
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Uma execugdo do algoritmo KRUSKAL-MODIFICADO é praticamente uma execu-
¢do do algoritmo de Kruskal podendo, possivelmente, parar antes. Logo, o algoritmo
KRUSKAL-MODIFICADO tem consumo de tempo polinomial.

4.5 k-arvores de arvores

O dltimo caso particular do KEMST que veremos é o seguinte.

Problema kMST-A(V, E,c, k,r): dados uma drvore (V, E), um custo ndo-negativo
c. para cada aresta e em E, um ntimero inteiro k e um vértice r em V, encontrar
uma k-drvore de custo minimo que contém r.

Uma idéia natural para o kMST-A seria utilizar o algoritmo PRIM com r como vér-
tice inicial, mas parando no momento em que a 4rvore construida no algoritmo pos-
suir k vértices. No entanto, essa idéia ndo funciona. Um exemplo disso é o grafo da
figura 4.2, com k = 4. Note que independentemente da raiz escolhida, a k-drvore de-
volvida por tal algoritmo terd sempre custo 200. No entanto, se r € {vy, v2, v4, U5} temos
que o custo da k-arvore de custo minimo com raiz r é 102.

V2 Vs

100

U3 Ve

Figura 4.2: Exemplo de que PRIM néo resolve kMST-A.

Francesco Maffioli [Maf91] propds um algoritmo de programacdo dindmica para
encontrar o custo de uma k-drvore minima com raiz r» em arvores. Christian Blum [Blu07]
mostra as estruturas de dados necessarias para que esse algoritmo também devolva

uma k-arvore minima.
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Para desenvolver um algoritmo de programacdo dindmica, um problema de oti-
mizacdo precisa ter a chamada propriedade da subestrutura 6tima. Isto é, podemos
construir a solu¢do do problema através da solugdo de subproblemas. Mostramos no
lema 4.2 que o kEMST-A possui essa propriedade.

-
>

Figura 4.3: Ilustragdo da subestrutura 6tima do problema.

V/v/

Lema 4.2. O problema £MST-A possui a propriedade da subestrutura 6tima.

Prova. Primeiro mostraremos como sdo os subproblemas do kA MST-A para a instancia
(V,E,c, k,r) e depois mostraremos que conseguimos construir uma solugao para tal
instancia através de solugdes para esses subproblemas.

SejaT = (V, E) e T uma k-arvore minima em 7" contendo r. Consideraremos uma
aresta 7v em 7. Note que 7' — rv consiste de duas arvores disjuntas 7, e T}, uma
contendo o vértice r e a outra contendo v respectivamente. Denotaremos por ¢, 0s
custos c restritos a T, e k, := |V« NV, |. Definimos ¢, e k, de maneira analoga.

Considere os subproblemas kMST-A(Vy,, B, ¢, k-, 7) e EMST-A(Vy,, Er,, €y, kv, v).
Temos que 7" = T* [V« N Vr, | é uma solugao de kMST-A(Vy,, Ex.., ¢, ky, ), caso contra-
rio existiria uma k-drvore em 7" de custo menor que ¢(7™). Analogamente, temos que
T" = T*[Vp« N Vp,] € uma solugdo de kEMST-A(Vr,, Er,, ¢y, ky, V).

Note que T* = T"+T" +rv. Logo, podemos obter a 7" da solucdo de subproblemas.
Portanto, o problema kMST-A possui a propriedade da subestrutura 6tima. O
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Seja T" uma arvore com raiz r. Para cada vértice v em V7 \ {r}, denotaremos por
pai(v) o vértice adjacente a v no caminho de v a r em 7. E para cada vértice v em V,
denotaremos por T, a subarvore de 7" enraizada em v. Ou seja, T;, € tal que um vértice
v em V estd em T, se e somente se o caminho de r a v" em 7" contém v. Vamos supor
que Vp = {vy,vq,...,v,}, v1 =1, eparacadai > 2 temos que pai(v;) € {vy,va, ..., 0,1}

Figura 4.4: Exemplo de uma arvore enraizada em v.

Sejam v um vértice em V e j tal que 1 < j < k. Denotaremos por d, ; o custo de
uma j-arvore com raiz v de custo minimo em 7;,. Entdo temos que d,, ; é o custo de uma
solugdo de kMST-A(Vr,, Er,,, ¢, j,v). Considere o conjunto F, de todos os vértices de
V' cujo pai é v. Considere também uma func¢do o : Z. — {0,1}, tal que a(x) = O see
somente se v = (. Entdo temos a seguinte recorréncia:

0,sej=1
dv,j = Il’liIl { Za(ju)(cuv + du,ju)} ) se 2 S ] S |VTU| (41)

ueky,
00, se j > |Vr,|
onde o minimo é tomado sobre todos os conjuntos de valores j, tais que para todo u
em F, temos j, > 0e ) . ju=7j— 1

Se |F,| = 1, o calculo da recorréncia é trivial. Se |F,| = 2, o cdlculo ainda é simples,
pois, supondo que F, = {uy,us}, temosque 1 < j,, < j—2ejy, =j— ju, — 1. No
entanto, se |F,| > 2, o cdlculo comega a ser invidvel, pois 0 nimero de combinagdes
possiveis para os j, fica exponencial.

Mas, existe uma maneira de calcular a recorréncia (4.1) em tempo polinomial. Seja
F, = {uy,us,...,u.}. Dado que ja conhecemos d,,;, paral < ¢ < zel <i<j—1,
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a idéia é calcular o custo das j-arvores em T[{v} U Vr, |, 2 < j < k, e atualizamos o
valor de d, ;. Em seguida fazemos o mesmo em T'[{v} U Vy, U Vr, | e atualizamos d, ;.
E assim sucessivamente até considerarmos 7T'[{v} U Vy, UVy, U---UVg, | =T,. Isso
equivale a considerar em cada uma das vezes o caso em que |F,| = 2.

Entdo, o que precisamos fazer é calcular, para cada u € F;,, o valor

dy ;= min {d,i_;+ Cpy + dy;
v,] ISIS‘]—l’{ v,]—1 vU 7L,Z}

paratodo j € {2,3,...,k}. Antes de passar para o proximo vértice em F,, atualizamos

d, j com o valor de c?m para todo j.

Paulo Feofiloff [Feo] descreve um algoritmo de programagdo dindmica baseado
nessa recorréncia com consumo de tempo O(nk?) = O(n?), pois k < n.

Algoritmo PD(V, E, ¢, k,r)
1  considere que V = {vy,vs,...,v,}, v; = r, € para cada i > 2 temos

que pai(v;) € {v1,vq,...,0;_1}
para cada v em V faca

dyy <0

dyo < dyg -+ dyp < 00
para g de |V/| decrescendo até 2 faca

v, < pai(v,)

para j de 2 até k faca

dj < dvp,j

O 0 I O U & W DN

para i de 1 até j — 1 faca

—_
e}

(@» — min{cjj, dvp,j—i + Cupuyg + dvq,i}
para j de 2 até k faca

_ =
N =

dvp,j < dj

13 devolva d,,

O algoritmo acima apenas devolve o custo de uma k-arvore minima com raiz r.
Para obter a correspondente k-drvore minima, bastaria adicionar uma nova matriz,
digamos d’, com mesma dimensdo de d, tal que d, ; armazena a arvore associada ao

custo d, ;. Assim, toda vez que atualizarmos d,, ;, também atualizamos d, ;.
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A seguir mostramos uma breve simulagdo do algoritmo PD para a instancia defi-
nida pela figura abaixo.

V2 Vs
1 1
100
k=4
99 v =7 v 99
U3 Vg
Figura 4.5: Em destaque mostramos a solucao.

1 2 3 4 1 2 3 4
vy ] 0 |00 | 00| o0 vy ] 0 |00 | 00| o0
vy | 0 | o0 | 00| o0 vy | 0 | oo | 00| o0
v3 ] 0 | oo | 00| o0 v3 ] 0 | oo | 00| o0
vl 0 | oo | oo o0 vl 0199 | 00| o0
vs | 0 | oo | oo o0 v5 | 0 | oo | oo | o0
v | 0 | o0 | 00| o0 v | 0 | 00| oo | o0

Tabela 4.1: Matriz d inicial. Tabela 4.2: Matriz para ¢ = 6 (v, = vy).



26 4.5. k-arvores de arvores

1 2 3 4 1 2 3 4
vy | 0 oo | o0 | 0 vy | 0 | 100 | 101 | 200
vy | 0 oo | oo | >0 vy | 0| oo | oo | o0
v3| 0 oo | 00 | 00 v3] 0] oo | o0 | o0
va | O] 1 |100 | o0 vg | O 1 100 | oo
vs | 0 oo | 00 | 00 vs| 0| o0 | o0 | o0
v6 | 0 [ o0 | 00 | 0 v | 0| o0 | o0 | o0

Tabela 4.3: Matriz para ¢ = 5 (v, = vy4). Tabela 4.4: Matriz para ¢ = 4 (v, = v1).

1 2 3 4 1 2 3 4
vy | 0 [ 99| 101 | 200 vy | O | 1 |100 ]| 102
v | 0 oo | o0 | 00 v | 0 oo | o0 | 00
v3 | 0 oo | o0 | 00 v3 | 0 oo | o0 | 00
vy | 0| 1 100 ]| oo vy | 0| 1 |100]| oo
vs | 0 |oo| oo | o0 vs| 0 |oo| oo | o
v | 0 |00 | oo | o0 v6| 0 |00 | oo | o

Tabela 4.5: Matriz para ¢ = 3 (v, = v1). Tabela 4.6: Matriz para ¢ = 2 (v, = v1).



CAPITULO 5

Algoritmos combinatdrios

Neste capitulo veremos os primeiros algoritmos de aproximacdo desenvolvidos
para o kMST. Todos eles sdo baseados em idéias de algoritmos bem conhecidos como
o algoritmo de Dijkstra para caminho minimo e o algoritmo de Kruskal (se¢do 4.3) para
arvore geradora minima.

5.1 k-KRUSKAL

Na se¢do 4.3 vimos um algoritmo polinomial para o kMST no caso especifico em
que k = n. Uma idéia natural seria tentar adaptar esse algoritmo para resolver o kMST
em tempo polinomial. No entanto, por se tratar de um problema NP-dificil, isso pro-
vavelmente ndo é possivel.

Se ndo sabemos adaptar o algoritmo para resolver o kMST em tempo polinomial,
podemos tentar adaptéa-lo para ser um algoritmo de aproximagao para o kMST. Um
algoritmo de aproximacdo bem simples, que chamaremos de k-KRUSKAL, obtido ao
adaptarmos o algoritmo de Kruskal é descrito a seguir.

O k-KRUSKAL recebe um grafo conexo (V, E), uma fungdo custo ¢ : £ — Q. e um
numero inteiro £ e devolve uma k-arvore 1" do grafo.

27
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Algoritmo k-KRUSKAL (V, E, ¢, k)

1 F« (V,0)
2 enquanto ndo existe uma k-arvore em I’ faca
3 seja e uma aresta com ¢, minimo e pontas em componentes distintos de F.
4 F+ F+e
5 T < k-ARVORE(F, k)
6 devolvaT
4 4 1
4 6 5 4 6 5
[ ® [ ® 1
4 4
(a) (e)
4 4 1
4 6 5 4 6 5
[ ® [ ®

(8)

(d)

Figura 5.1: Simulacdo do algoritmo k-KRUSKAL (k = 4). (a) Mostra o grafo conside-
rado. De (b) a (f) sdo inseridas arestas uma a uma, ordenadas pelo custo, até se obter
uma k-arvore. Em (g), arestas que ndo fazem parte da k-arvore sdo removidas.

O k-KRUSKAL difere do Kruskal apenas na condigdo de parada (linha 2) e no objeto
devolvido (linha 5). Como ele executa no maximo o mesmo nimero de itera¢des que o
algoritmo de Kruskal, temos que k-KRUSKAL também é polinomial.
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Enquanto Kruskal devolve uma arvore geradora minima, ou uma n-arvore de custo
minimo, k-KRUSKAL devolve uma k-drvore 7', ndo necessariamente minima. Vamos
supor, sem perda de generalidade, que 7' tem exatamente k vértices, caso contrario
podemos remover folhas de 7', sem aumentar o seu custo, até que 7" tenha exatamente

k vértices.

Teorema 5.1. O fator de aproximacédo do algoritmo k-KRUSKAL é k — 1.

Prova. Seja T a k-arvore devolvida pelo algoritmo. Seja e a tltima aresta inserida na
floresta F pelo algoritmo. Denotaremos por OPT o custo de uma k-drvore minima.

Note que antes de adicionar e todo componente da floresta tem menos de k vértices.
Logo, qualquer k-drvore minima tem pelo menos uma aresta, que ndo esta em I’ — e.
Como no algoritmo as arestas sdo examinadas em ordem nao-decrescente de custo,
entdo vale que c. < OPT.

Portanto, ¢(T") < (k — 1)c. < (kK —1)OPT. O

O teorema 5.1 nos garante que a k-drvore devolvida por k-KRUSKAL tem custo no
maximo k — 1 vezes maior que o custo de uma k-arvore minima. Esse fator de aproxi-
macdo ndo é bom. A principio isso ndo quer dizer que o algoritmo também nédo é bom,
pois usando um outro limitante para o custo da k-arvore devolvida poderiamos obter
um fator de aproximacdo melhor para o mesmo algoritmo. No entanto, ndo é este o
caso do k-KRUSKAL. Os exemplos da figura 5.2 mostram que é possivel construir ins-
tancias nas quais o k-KRUSKAL devolve k-arvores com custos cada vez mais préximos
de k — 1 vezes o custo de uma k-arvore minima. Neste caso dizemos que o fator de
aproximacdo do algoritmo é justo.

Lema 5.2. Seja 7™ uma k-arvore minima com custo OPT. Seja x o nimero de arestas de
T que ndo estdo em F'. Se x > 0, entdo o custo de uma drvore geradora minima de um
componente C' qualquer é no maximo |‘;—"‘OPT.

Prova. Dentre as arestas de 7™ que ndo estdo em F|, seja e uma de menor custo. Entdo
temos que z - c. < OPT.

Seja T uma 4arvore geradora minima de C. Dado que as arestas sdo processadas
em ordem ndo-decrescente de custo, temos que o custo de qualquer aresta de 7¢- é no
maéximo c¢.. Portanto, ¢(T¢) < (|[Ve| — 1)e. < @OPT. O
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100 1
T T*
100 102 101
1
100

c/(T*
1000 1
T T+
1000 1002 1001
1
1000

(T
10000 1
T T
10000 10002 10001
1
1000

(1)
L~ 2,9991

Figura 5.2: Exemplos de que a k-arvore devolvida por k-KRUSKAL pode ter custo tao
préximo quanto se queira de k — 1 vezes o custo de uma k-drvore minima (k = 4).

O lema 5.2 implica que, no final do algoritmo, quanto mais espalhados pelos com-
ponentes de F' estiverem os vértices de uma k-drvore minima, melhor sera o candidato
a uma solucdo encontrado pelo algoritmo. No entanto, se os vértices de uma k-arvore
minima estiverem concentrados em poucos componentes de F/, entdo o candidato a

uma solugdo pode ndo ser muito bom.
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5.2 k-DIJKSTRA

Um dos problemas mais conhecidos envolvendo grafos é o de encontrar caminhos
de custo minimo (CCM). Um caminho de um vértice v até um vértice u é de custo mi-
nimo se a soma dos custos de suas arestas é a menor possivel, dentre todos os caminhos
de v até u.

Problema CCM(V, E, ¢,r): dados um grafo conexo (V, E'), um custo ndo-negativo
c. para cada aresta e em E e um vértice r em V, encontrar os caminhos de custo

minimo de r para os demais vértices de V.

Um fato importante é que toda solugdo do problema CCM pode ser representada
por uma arvore. Chamamos essa drvore de drvore de caminhos minimos. Essa drvore
tem 7 como raiz e todo caminho, na arvore, de r para qualquer outro vértice em V' é

um caminho de custo minimo no grafo original.

(% 4 V4

(%) 8 v

Figura 5.3: Exemplos de uma drvore de caminhos minimos. As distancias de r a

V1, V2, U3, V4, Us, Vg, U7, Ug SA0 respectivamente 1,1, 3,5,6,7, 8, 9.

A principio, esse problema ndo tem relagdo direta com o problema AMST. Mas,
veremos como adaptar o algoritmo de Edsger Wybe Dijkstra [Dij71], que encontra ca-
minhos de custo minimo, em um algoritmo de aproximacao para o kMST, que chama-
remos de k-DIJKSTRA. Assim como o algoritmo de Dijkstra, o k-DIJKSTRA pode ser
implementado com complexidade O((|V| + |E|) log |V ).
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O algoritmo k-DIJKSTRA funciona da seguinte maneira. A cada iteragdo temos uma
arvore de caminhos minimos com raiz r. Dentre os vértices fora dessa arvore, esco-
lhemos o que tem menor distancia de r, digamos v, e o adicionamos na arvore. Entao,
atualizamos, se for o caso, as distancias dos vizinhos de v fora da arvore. A distancia

de um vértice v a r é o custo de um caminho de custo minimo entre v e r.

Para decidir qual vértice deve ser inserido na drvore atual, o algoritmo utiliza uma
estrutura de dados chamada fila de prioridade’ . Dessa estrutura usaremos duas ope-
ragdes: CRIA-FILA(Q, X, f) e EXTRAI-MIN((). A primeira, cria uma fila de prioridade
() contendo X e associando o valor f(z), para cada elemento z em X. A segunda
devolve, removendo da fila, um elemento que tem menor valor de f.

O algoritmo k-DIJKSTRA recebe um grafo (V, £'), uma fung¢do custoc: £ — Q., um
nimero inteiro k e um vértice » em V. Devolve uma arvore de caminhos minimos 7'
com raiz r contendo pelo menos % vértices. Note que 7" é uma k-arvore.

Algoritmo k-DIIKSTRA (V, E, ¢, k, 1)

1 T+« ({r},0)

2 d(r)«0

3 paracadav eV \ {r} faca
4 se rv € I entdo

5 d(v) < Cpry

6 p(v) <7

7 sendo

8 d(v) < o0

9 p(v) <= NIL

10 CRIA-FILA(Q,V \ {r},d)
11 v+r

12 enquanto 7' nédo é k-arvore faca
13 v <= EXTRAI-MIN(Q)

14 T+ T+ pv)v

Mais detalhes sobre filas de prioridade podem ser encontrados no livro de Thomas H. Cormen,
Charles Eric Leiserson, Ronald Linn Rivest e Clifford Stein [CL.RSO1].
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15 para cada u € V' \ Vr com vu € F faca
16 se d(u) > d(v) + ¢, entao

17 d(u) < d(v) + cpy

18 p(u) v

19 devolva T

Teorema 5.3. O fator de aproximagédo do algoritmo k-DIJKSTRA é k — 1.

Prova. Seja T" a k-arvore devolvida pelo algoritmo. Sejam 7™ uma k-drvore minima e
OPT = ¢(T™). E claro que a distancia, em 7™, de r para os demais vértice de V- ndo
é maior que OPT. Entdo, como por constru¢do 7' é uma arvore de caminhos minimos,
temos que a distancia, em 7', de r para os demais vértice de V; também ndo é maior
que OPT. Logo, cada aresta em 7' tem custo no maximo OPT.

Portanto, ¢(T) = » ¢, < »  OPT = (k — 1)OPT. O

e€Er e€cEr

Um fato interessante que usaremos mais adiante é que o algoritmo k-DIJKSTRA
pode facilmente ser adaptado para o caso com pesos nos vértices, visto na secdo 3.3.
Para isso, na linha 12, ao invés de verificar se 7' é uma k-arvore, basta verificar se T'
¢ uma k-arvore com pesos. E o fator de aproximacdo dado pelo teorema 5.3 continua
valendo.

5.3 2+/k-aproximacio

Ramamurthy Ravi, Ravi Sundaram, Madhav Vishnu Marathe, Daniel J. Rosenkrantz
e Sekharipuram S. Ravi [RSM™94] desenvolveram um algoritmo de aproximacdo para
o kMST baseado no algoritmo k-KRUSKAL e k-DIJKSTRA. Esse é o primeiro algoritmo
de aproximagdo para o kMST publicado.

Assim como no algoritmo k-KRUSKAL, crescemos uma floresta F' adicionando, em
cada iteragdo, uma aresta de menor custo possivel até que algum componente de F
tenha pelo menos k vértices. Deste componente obtemos uma k-arvore. Além disso,
em cada iteracgdo, apés adicionarmos uma nova aresta na floresta, tentamos obter uma
k-arvore conectando alguns componentes. Dessa forma, o algoritmo, possivelmente,

obtém virias k-4rvores e no final devolve a de menor custo.
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O procedimento de conectar componentes da floresta recebe como parametros o
grafo com custos nas arestas, a floresta /' atual, o ntimero inteiro k e um ntiimero ¢, fun-
cionando da seguinte forma. Se ndo existir um conjunto de no maximo ¢ componentes
da floresta, totalizando pelo menos k vértices no conjunto, ndo devolvemos nada. En-
tdo suponha que tal conjunto existe.

Para facilitar o entendimento vamos considerar o grafo dos componentes da flo-
resta. Os vértices desse grafo sdo os componentes da floresta. Para cada vértice desse
grafo atribuimos um peso igual ao nimero de vértices do componente correspondente.
O conjunto de arestas do grafo dos componentes da floresta é o conjunto de arestas que
conectam componentes distintos da floresta. No caso de mais de uma aresta conectar
0s mesmos componentes consideramos apenas a de menor custo.

Para cada vértice C' do grafo dos componentes de F' calculamos o menor valor dc.
Esse valor d¢ é tal que, dentre os vértices que estdo no maximo a distancia d¢ de C,
existe um conjunto Cc de no maximo ¢ vértices cuja soma dos pesos é pelo menos k.
O valor d¢ estd bem definido pela suposigdo feita anteriormente. Note que C' pertence
a Cc. Seja C' o vértice cujo valor d¢ é o menor possivel. Entdo conectamos o compo-
nente de F' correspondente a C’ aos componentes correspondentes aos vértices em Cc,
obtendo assim uma k-arvore.

O algoritmo RSMRR recebe um grafo conexo (V, E), uma fungédo custoc: £ — Q.

e um ntmero inteiro k£ e devolve uma k-arvore 7' do grafo.

Algoritmo RSMRR (V. E, ¢, k)
1 F«+ (V,0) T« 0

enquanto ndo existe uma k-arvore em F faca
seja e uma aresta com ¢, minimo e pontas em componentes distintos de F.
F+ F+e
Tc < CONECTA-COMPONENTES(V, E| F, ¢, k,t)
T+ TU{Tc}

Tk + k-ARVORE(F, k)

T+ TU{Tk}

T <+ arvore de 7 com custo minimo

10 devolvaT

O o N O G ok WD
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Uma maneira de implementar o procedimento CONECTA-COMPONENTES ¢é utili-
zando o algoritmo k-DIJKSTRA da segdo 5.2 para cada vértice do grafo dos compo-
nentes da floresta . Uma adaptagdo que deve ser feita é verificar se para a raiz pas-
sada ao k-DIJKSTRA existe uma k-arvore com pesos com no maximo ¢ vértices. Se
ndo existir devolvemos uma arvore vazia. Dessa forma o algoritmo consome tempo
O(IVI* (V| + | E|) log [V])), pois 0 procedimento CONECTA-COMPONENTES é chamado
no maximo k < |V| vezes e em cada chamada executa o k-DIJKSTRA no méaximo |V/|

vezes.

Vamos supor que todas as k-arvores obtidas pelo algoritmo tém exatamente k vér-
tices, pois, se alguma dessas k-arvores tiver mais do que k vértices, podemos remover
folhas dela até que fique com exatamente k. A remocao de folhas ndo aumenta o custo
da k-arvore.

Teorema 5.4. O fator de aproximagdo do algoritmo RSMRR ¢é tOPT + 2OPT, onde
t < k é um parametro do procedimento de conectar componentes.

Prova. Considere uma k-arvore minima 7™, com custo OPT. Seja z o ntimero de arestas
de 7" que ndo estdo em F no final do algoritmo. Note que o lema 5.2 também vale para
o algoritmo RSMRR.

Se z > t, entdo pelo lema 5.2 temos que ¢(Tx) < *OPT < *OPT.

Se x < t < k, entdo em algum momento anterior tinhamos = = ¢, pois a cada
iteracdo = pode diminuir de apenas uma unidade. Dessa forma, existem no maximo ¢
componentes de I’ que contém vértices de 7. Logo, existe um conjunto de no maximo
t componentes da floresta, totalizando pelo menos £ vértices no conjunto.

Seja C' um componente de F' que contém vértices de 7. O custo da k-arvore T¢
obtida conectando componentes a C' é a soma do custo de cada componente a ser co-
nectado mais o custo para conecta-los.

Pelo lema 5.2, a soma dos custos dos componentes a serem conectados é menor
ou igual a *OPT. Ademais, temos que dc < OPT, pois usando apenas arestas de
T* podemos conectar C' aos demais componentes que contém vértices de 7*. Logo,
¢(Tc) < tOPT + 2OPT.

Portanto, como devolvemos a k-arvore com o menor custo, dentre as obtidas, temos
que o custo da k-drvore devolvida é menor ou igual a tOPT + 2OPT. O
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Corolario 5.5. O fator de aproximacdo do algoritmo RSMRR utilizando ¢ = V& é 2v/k.

Prova. Do teorema 5.4, temos que o fator de aproximacao do algoritmo RSMRR utili-
zando t = Vk é VEOPT + £OPT = 2VkOPT. O

54 O((log k)?)-aproximacio

Como vimos, o fator de aproximagdo do algoritmo RSMRR ¢é vk, enquanto o do
algoritmo k-KRUSKAL é k. Apesar da melhora ser significativa, o fator de aproximacao
do algoritmo RSMRR néo é considerado bom. Isso porque o valor da fungio vk se
afasta de 1 a medida que o valor de k£ aumenta e, claramente, quanto mais préximo
de 1 melhor é o fator de aproximacao.

Baruch Awerbuch, Yossi Azar, Avrim Blum e Santosh Vempala [AABV98] desen-
volveram um algoritmo de aproximacdo para o kMST com fator de aproximagao po-
lilogaritmico. Esse fator de aproximagdo também tem o problema de ser uma fungao
crescente, mas seu crescimento é menor que o da fungao v/%.

O algoritmo AABV usa uma modificacdo do algoritmo k-KRUSKAL, que chamare-

k_
4
k' := 2 vértices para completar k. Entdo novamente através do algoritmo AABV-AUX

mos de AABV-AUX, para encontrar uma %-drvore. Dessa forma, ainda ficam faltando
r, . . . . 3k’ 2oLt

encontramos uma “--4rvore disjunta da anterior e ficam faltando 2 vértices. Esse pro-

cesso continua até que a soma da quantidade de vértices de cada drvore encontrada

seja pelo menos k. No final conectamos as drvores para obter uma k-arvore.

Diferentemente do algoritmo £-KRUSKAL, que conecta componentes de F' através
de arestas, o algoritmo AABV-AUX conecta esses componentes através de caminhos de
custo minimo entre eles. A cada iterac¢do, sdo escolhidos dois componentes de F' que
minimizam a fungdo v : C — Q, onde C é o conjuntos dos atuais componentes de F'. A
funcdo v é definida da seguinte maneira:

dist(C,D)

(€. D) = (Vo VD S€ C,DeCeC+#D |
00, caso contrario

onde dist(C, D) é o custo de um menor caminho entre C'e D. A idéia por trds do uso da

funcdo v é tentar escolher componentes que ndo estdo distantes e possuem quantidade

grande de vértices. Observe que essa funcdo muda a cada iteracdo.
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O algoritmo AABV-AUX recebe como entrada um grafo conexo (V, £), uma fungao
custo ¢ : £ — Q. e um numero inteiro k£ e devolve uma %-érvore T do grafo.

Algoritmo AABV-AUX (V, E, ¢, k)
1 F<« (V,0)
2 enquanto n&o existe uma %-arvore em F faca
3 seja C o conjunto dos componentes de F' e C;, C; componentes distintos
de C tal que v(C}, C;) = ming, c,ec(7(Cp, Cq))
4 seja P um caminho minimo entre C;, C;
5 F+«F+P
6 T <« k-ARVORE(F, %)
7

devolva T’

Uma observacdo importante é que ao inserir caminhos em F' (linha 5) podemos ob-
ter circuitos em F'. No entanto, isso ndo é um problema, pois podemos considerar que
o laco do algoritmo (linhas 2 a 5) serve para selecionar o conjunto de vértices da &r-
vore a ser devolvida. Dado esse conjunto basta encontrar a arvore geradora minima
do subgrafo de (V, £) induzido por esse conjunto de vértices. Portanto, por conveni-
éncia, podemos supor que F' sempre é uma floresta. O algoritmo AABV-AUX consome
tempo O(k[V*((|V]+ | E|) log [V])) = O(VI*((IV] + | EI) log [V])).

Awerbuch, Azar, Blum e Vempala [AABV98] provaram os seguintes lemas.

Lema 5.6. Em qualquer iteracdo do algoritmo AABV-AUX, se o maior valor usado da
fungdo (-, ) até o momento foi Y., €ntdo qualquer arvore de F' com n’ vértices tera

custo no Maximo Yy’ log, n'.

Prova. Dada uma arvore 7" de F' com n’ vértices, vamos atribuir créditos aos vértices
de 7" de forma que a soma dos créditos de todos os seus vértices serd um limitante
superior para o seu custo. Inicialmente todo vértice comega com crédito igual a zero.

As arvores de F' sdo obtidas através da conexdo de componentes. Logo o custo da
arvore é igual ao custo de todas as conexdes feitas para forma-la. Considere a conexdo
de dois componentes, digamos C; e Cy. Suponha |V, | < |V, |. Sabemos do algoritmo
que C e C; sdo conectados por um caminho de custo v(C1, C2)|Vey | < Ymax| Ve, |- Entdo
adicionamos 7.« aos créditos dos vértices de (.
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Note que o nimero de vértices de um componente obtido aos conectar dois outros
componentes é pelo menos o dobro do ntimero de vértices do menor dos dois. Ade-
mais, para cada conexdo, adicionamos créditos apenas para vértices do menor compo-

nente. Logo, cada vértice de 7" tem no maximo .y log, n’ de crédito.

Portanto, como 7" tem n' vértices, o custo de 7" é no maximo ~y,.xn' log, n'. O

Lema 5.7. O algoritmo AABV-AUX nunca usa um valor da func¢do v(-,-) maior que

8log, k
k

OPT, onde OPT é o custo de uma k-arvore minima.

Prova. Para provar o lema vamos analisar uma iteracdo qualquer do algoritmo. Po-
demos supor que nesta iteragdo todos os componentes de F' possuem menos do que %
vértices, caso contrdrio a tltima iteragdo ja teria terminado.

Suponha por contradi¢do que o valor da fungdo (-, -) utilizado na iteragdo atual

8log,

seja maior que r := TkOPT. Isso significa que ndo existem dois componentes de I,

digamos C e Cy com |V, | < |Vi,|, tal que a distancia entre eles seja menor que 7|V, |.

Fixe uma k-arvore minima 7™ e daqui em diante considere apenas os componentes

de F' cujo conjunto de vértices intersecta o conjunto de vértices de 7.

Seja W 1= {W, W3, ..., Wiieg, r)—1} uma particdo do conjunto de componentes de F
tal que um componente C' estd em W; se e somente se £ < [V| < £. Como

log, k

k
2 5 <

=2

Do |

e o nimero total de vértices dos componentes de F' que estamos considerando é pelo
menos k, entdo, pelo principio da casa dos pombos, temos que existe um W em W tal
que |[W| > 2.

Podemos afirmar que I contém pelo menos 5
2logy k

pior caso em que colocamos exatamente um componente em cada W, ainda sobram

vértices. Isso porque mesmo no

pelo menos £ vértices em componentes que ainda ndo pertencem a nenhum W;. Se

distribuirmos esses vértices igualmente” entre todos os WW; temos que W recebe pelo

1 k
(logy k)—1 > 2logy k°

menos g :

Distribuir igualmente minimiza a maior quantidade recebida por uma parte de W. Note que isso é
invidvel, servindo apenas para estimar quantidade de vértices.
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Considere que os componentes que estdo em IV possuem uma quantidade de vér-

k 1 k

tices entre s e 2s. Entdo W possui pelo menos Tog, k25 — dsTogk componentes. Pela

hipétese inicial, o custo para conectar dois componentes quaisquer em I é pelo menos

rs. Assim, consideramos que cada componente em W paga pelo menos %’ por conexao.

2

Todos os componentes em W intersectam 7, logo o custo de 7™ é pelo menos o

custo de conectar os componentes em W. Entdo OPT > % L=k — OPT, 0
slogo k2 8log, k

que é uma contradigéo.

Portanto, o algoritmo AABV-AUX nunca usa um valor maior que %OPT para a
fungao (-, -). O

Teorema 5.8. O algoritmo AABV-AUX devolve uma £-arvore do grafo (V, E) com custo
no maximo 4(log, k)?0OPT, onde OPT é o custo de uma k-arvore de custo minimo.

Prova. A Z-4rvore devolvida pelo algoritmo ¢ obtida ao conectar dois componentes
de F' com menos do que % vértices cada. Logo, juntos esses componentes tém menos
do que £ vértices. No entanto, como os componentes sdo conectados por um caminho

podemos acabar com uma 4rvore que tem mais do que % vértices.

Suponha que a &rvore devolvida pelo algoritmo tenha no maximo % vértices. Pelo
lema 5.7 temos que o maior valor de (-, -) usado pelo algoritmo é no maximo %OPT.
Logo, segundo o lema 5.6, o custo da %-arvore devolvida pelo algoritmo é no maximo

8log, k k k k
(%OPT) 5 log, = = 4(log, k) <1og2 5) OPT < 4(log, k)2OPT.

No caso em que a drvore devolvida tem mais do que % vértices a mesma andlise
vale. Isso porque, pela andlise do lema 5.6, quem paga o custo do caminho que vai
conectar os componentes sdo os vértices do componente que tem menor quantidade
de vértices. Logo, os vértices do caminho ndo entram na conta do custo da arvore
devolvida. Portanto a mesma anadlise vale. O

Para descrever o algoritmo AABV vamos considerar a versao com raiz do kMST.
Para a versdo sem raiz basta utilizar o algoritmo n vezes, deixando um vértice diferente
como raiz em cada vez.

O algoritmo AABV recebe um grafo conexo (V, E), uma fungdo custoc : £ — Q.,
um numero inteiro k, um vértice r de V' e uma distancia d e devolve, se existir, uma

k-arvore T' do grafo tal que todo vértice de 7' tem distancia menor que d de 7.
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Algoritmo AABV (V. E, ¢, k,r,d)
1 Vi« {veV | dist(v,r) <d}
2 se|V’| < k entdo devolva ()

3 E+{wek | uveV'}

4  considere o grafo (V', E')

5 1+0

6 enquanto k£ > 0 faga

7 1 1+1

8 T; <+ AABV-AUX(V' E' ¢, k)
9 contraia 7; em (V', E')

10 k<« k—|Vp,
11 T < CONECTA(r, T3, T5,...,T;)
12 devolvaT

Primeiramente o algoritmo remove do grafo todos os vértices cuja distancia a raiz r
€ maior que d. Isso é feito para garantir que cada drvore encontrada pode ser conectada
a raiz com um custo menor que d.

Ap6s encontrar uma drvore 7; com AABV-AUX, o algoritmo faz uma operacdo que
chamaremos de contra¢do de arvore no grafo. Seja X o subconjunto de vértices de V'
que possuem um vizinho em 7;. Para todo u e v em X defina P,, como um caminho
de menor custo de v a v que tem a forma (uw’, P, v'v), onde u’ e v’ sdo vértices de T;
e P, é o caminho de v’ a v' em 7;. Contrair a drvore 7; no grafo (V’, E’) consiste em
inserir em E’ arestas uv, para todo u e v em X distintos, com custo ¢, = c(P:w), caso
ainda ndo exista a aresta uv em £’ ou a que existe tem custo maior. Depois de inserir as

arestas removemos de (V’, E’) os vértices de 7; e as arestas incidentes a esses vértices.

No final, o algoritmo conecta a raiz r as drvores encontradas através de caminhos
de custo minimo. O consumo de tempo dominante serd o das chamadas a AABV-AUX.
Logo o algoritmo AABV consome tempo O(|V [*((|V] + | E|) log [V])).
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Teorema 5.9. O algoritmo AABV tem fator de aproximacao O((log k)?) se d = OPT.

Prova. Pelo teorema 5.8, sabemos que as drvores encontradas nas O(log k) execugdes
do algoritmo AABV-AUX tém custo O((log k)?)OPT. Ademais, o custo para conectar
essas arvores a raiz r é no maximo d = OPT. Portanto o custo da arvore devolvida
pelo algoritmo AABV é O((log k)?)OPT + O(log k)OPT = O((log k)?)OPT. O

Um ponto importante sobre o teorema 5.9 é que ele supde o conhecimento prévio
do valor de OPT. O que fazemos na prética é executar o algoritmo no méximo n — k
vezes da seguinte forma. Sejam d; > d, > ... > d,, as distancias de cada vérticeem V' a
raiz. Na i-ésima execugdo do algoritmo, 1 < ¢ < n —k, utilizamos d = d,. Das k-arvores
obtidas devolvemos a de menor custo. Isso funciona porque para algum d; obteremos
um V" igual ao que obteriamos se toméassemos d = OPT.

Podemos modificar o algoritmo AABV para melhorar o fator de aproximagdo para
O((log k)?). Para isso supomos novamente o conhecimento do valor OPT e usaremos
como caixa-preta um algoritmo (3, 6)-aproximador.

Considere um grafo G com n vértices e com custos nas arestas. Sejam ¢ > 0 e
L. > 0 ntimeros dados. Se existir em G uma drvore enraizada com pelo menos (1 —¢)n
vértices e custo no maximo L., entdo, um algoritmo (3, 6)-aproximador encontra em G,
em tempo polinomial, uma &rvore com mesma rair, custo no maximo 6L. e com pelo
menos (1 — 3¢)n vértices.

O algoritmo de Michel Xavier Goemans e David Paul Williamson [GW95], que ve-
remos na segdo 6.2, tem essa propriedade.

A idéia é encontrar uma k-arvore com custo O((log k)*OPT) ou entdo uma %-arvore
com custo O(OPT). No ultimo caso, conseguimos uma %-érvore melhor do que a do
teorema 5.8 e dessa forma removemos o (log k)? do fator de aproximagdo do algoritmo
AABV. Esse novo algoritmo funciona da seguinte maneira.

Executamos o algoritmo AABYV até encontrar uma +*-arvore. Isso pode ser obtido

com menos de 10 iteragdes do algoritmo AABV. Vamos considerar que essa arvore tem

15k

exatamente < vértices e seja S o conjunto desses vértices.

3
157

subgrafo induzido pelo conjunto de vértices S. Fixe uma k-drvore minima 7. Se T*

Utilizando um algoritmo (3, 6)-aproximador, que chamaremos de B, com ¢ = -7, no

contém pelo menos (1 — 2)|S| vértices de S, entdo B encontra um caminho de com-
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primento no maximo 60PT com pelo menos (1 — £)2% = 3 > % yértices. Como B
é (3,6)-aproximador, uma arvore geradora minima no grafo induzido pelos vértices

desse caminho é uma £-arvore com custo O(OPT).

Se o caminho encontrado por B tem custo maior que 60PT ou ele ndo contém pelo
menos 2 vértices, entdo sabemos que T* contém menos do que (1 — £)[S]| vértices de
S. Logo, T* contém pelo menos Z vértices em V' \ S. Entdo executamos o algoritmo
AABV-AUX com argumento ¥ no subgrafo induzido por V' \ S para encontrar uma
£ -arvore. Conectando essa nova arvore a 2:-4rvore que ja tinhamos, obtemos uma k-
arvore de custo O((log k)>OPT). Isso porque o custo para conectar é no maximo OPT, a
£-arvore tem custo O((log k)?OPT), pelo teorema 5.8, e a L2X-arvore também tem custo
O((log k)*OPT), pois foi obtida com menos de 10 1teragoes do algoritmo AABV-AUX.



CAPITULO 6

Algoritmos primal-duais

Os algoritmos de aproximagdo para o kMST com fator de aproximagdo constante,
conhecidos atualmente, sdo primal-duais. Eles usam como subrotina um algoritmo
de aproximagdo para o problema da 4rvore de Steiner com coleta de prémios (prize-
collecting Steiner tree), ou simplesmente PCST.

Neste capitulo, primeiramente introduziremos alguns conceitos necessarios de pro-
gramacao linear e dualidade. Em seguida, enunciaremos alguns resultados sobre o
problema PCST e um algoritmo de aproximacdo para ele, desenvolvido por Michel
Xavier Goemans e David Paul Williamson [GW95, GW97]. Finalmente, apresentare-
mos um algoritmo com fator de aproximagédo 5 para o kMST.

6.1 Programacao linear

Programacdo linear é uma ferramenta muito poderosa e amplamente usada em oti-
mizacdo combinatéria. Comegou como um ramo da matemadtica aplicada que estuda
problemas de minimizar ou maximizar uma funcéo linear, denominada funcao obje-
tivo, sujeita a restri¢des lineares.

Sejam M e N conjuntos de indices, { M, My, M3} e { N1, No, N3} particdes de M e N
respectivamente. Considere uma matriz real A indexada por M x N, um vetor real b
indexado por M e um vetor real c indexado por N.

43
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Um problema de programacao linear ou programa linear de minimizacado (ou, de
forma andloga, de maximizagdo) é formulado da seguinte maneira:

minimize cx

sujeitoa  (Az); > b, paracadaiem M,
(Az); = b; paracadaiem M, 61)

(Az); < b; paracadaiem M;

r; > 0 paracadajem NV;

r; < 0 paracadajem Ns.

No programa linear (6.1), cx corresponde a funcédo objetivo e, para cada linha i da
matriz A, a relagdo entre (Az); e b; corresponde a uma restri¢do sobre o valor de z.
Também temos restri¢des sobre o sinal das entradas de .

Se existe algum x que satisfaz todas as restri¢cdes dizemos que ele é um candidato
a uma solucdo e o problema é vidvel. Se tal x ndo existe dizemos que o problema é
inviavel, ou seja, ndo possui solugao.

Existem algoritmos polinomiais para resolver programas lineares, como por exem-
plo o método dos elipsdides e 0o método dos pontos interiores. Ha também o algoritmo
simplex que, apesar de ser muito usado, ndo é polinomial, mas tem tempo esperado
polinomial.

Em programas lineares para problemas de otimizagdo combinatéria é comum adi-
cionarmos restricdes que exigem que algumas varidveis sejam inteiras. Programas li-
neares com essas restri¢des adicionais sio chamados programas lineares inteiros.

Uma formulagdo do problema kMST-R(V, E. ¢, k, r) como programa linear inteiro é
a seguinte. Considere ¢ como um vetor indexado por E. Tomaremos como varidveis
vetores = e z, onde x é indexado por E e z é indexado por 2. Queremos que, para
e em I, z. tenha valor 1, se e pertencer a solugdo, e valor 0 caso contrdrio. Também
queremos que zg tenha valor 1, se S for o subconjunto de V' contendo todos os vértices
que ndo fazem parte da solugdo, e valor 0 em caso contrério.
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Entdo, temos o seguinte:

minimize cx

sujeitoa > 56 Te + Dox.gcx x> 1 paracada S C V' \ {r}
Dsisangry 1Slzs < n—k (6.2)
r. € {0,1} paracadaec E
zg € {0,1} paracada S CV\{r}.

Na formulagdo acima, o primeiro tipo de restri¢do serve para garantir que todo
candidato a uma solugdo seja um subgrafo conexo que contém r. Como o problema
é de minimizagdo, a funcdo objetivo garante que esse subgrafo serd uma arvore. O
segundo tipo de restri¢do garante que todo candidato a uma solu¢do tem pelo menos &
vértices. Os dois tltimos servem para garantir que o valor atribuido as varidveis sejam
inteiros, mais especificamente, sejam 0 ou 1. Note que essa formulagdo é apenas uma
possivel formulacdo. Existem outras formulag¢des igualmente corretas.

Restri¢oes de integralidade tornam o problema dificil. De fato, é sabido que resolver
um programa inteiro é um problema NP-dificil.

Relaxacdo linear e lagrangeana

Como resolver um programa inteiro é um problema NP-dificil, formular o kMST-R
como um programa inteiro ndo é suficiente para se resolvé-lo eficientemente. No en-
tanto, a formulagdo pode nos ajudar, pois podemos obter muitas informagdes dela. Por
exemplo, podemos encontrar um limitante inferior (no caso de problema de minimiza-
¢do) para o valor da solugéo.

Um método para encontrar limitantes inferiores é através da relaxagdo do problema
original. Isto é, transformar o problema original em um problema mais f4cil cuja solu-

¢do 6tima ndo é superior ao do problema original.

Uma defini¢do mais formal de relaxagdo é a seguinte. Considere um programa
linear min{cz : =z € X C R"}. Um programa linear min{fz : z € X’ C R"} é uma
relaxacdo do anterior se X C X' e fx < cx para todo z em X.

Pode-se observar que se uma relaxagdo é invidvel, entdo o problema original tam-

bém é invidvel.
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Existem vdrias formas de se relaxar uma formulagdo de um problema. Considera-
remos dois tipos de relaxacdo bem conhecidos: a relaxagdo linear e a lagrangeana.

A relaxagdo linear basicamente consiste em trocar as restrigdes de integralidade das
variaveis por restrigdes de ndo-negatividade. Dessa forma todos os candidatos a uma
solugdo do problema original continuam sendo candidatos a uma solug¢do no problema
relaxado.

Uma relaxacdo linear da formulagdo do kMST-R dada anteriormente é a seguinte.

minimize cx

sujeitoa > 55 Te T Xox.scx X 2 paracada S € V' \ {r}
dsscngny 1Slzs < n—k (6.3)
ze > 0 paracadae € I
zg > 0 paracada S CV \ {r}.

Uma observagdo interessante é que se a relaxagdo linear admite solugdo inteira,
entdo essa solugdo também ¢é solugdo do problema original.

A relaxacdo lagrangeana consiste em remover uma das restricdes do problemas e
incorporé-la na funcado objetivo. Dessa forma, todos os candidatos a uma solucdo do
problema original continuam sendo candidatos a uma solu¢do no problema relaxado.

No caso da relaxacdo linear do kMST-R podemos aplicar a relaxa¢do lagrangeana
na restricao que exige pelo menos % vértices no candidato a uma solugéo.

|
—~
3
|
x5
~
N

minimize cz + A( >os.scngry 1S]2s

sujeitoa  3° 55 Te + D oxgcx 2x = 1 paracada S C V \ {r} 6.4)
re > 0 paracadae € I '
zg > 0 paracada S C V' \ {r}.

Nesse tipo de relaxacdo, além de manter os candidatos a uma solug¢do do problema
original, também penalizamos o valor dos novos candidatos a uma solugdo. Isso por-
que se o candidato a uma solugdo ndo satisfaz a restricdo relaxada, entdo terd uma
quantidade positiva adicionada a seu valor. O parametro A na func¢do objetivo serve
para controlar essa penalidade. Claramente A > 0.
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Dualidade

Existe uma importante e muito explorada relacdo de dualidade entre programas
lineares. O dual de um programa linear de minimizagdo, como em (6.1) é um programa
de maximizacdo da seguinte forma.

maximize yb

sujeitoa  (yA); < ¢; paracadaje N;
(yA); = c¢; paracadaj € N, 65)

(yA); > ¢; paracadaj € N

y; > 0 paracadaie M,

y; < 0 paracadai e M;.

E comum chamar o programa do qual o dual se originou de primal.

O programa dual da relaxacdo lagrangeana (6.4) vista na se¢do anterior é o seguinte.

maximize ) geyn gy ¥Ys — (R k)A
sujeitoa Y g5 Ys < Ce paracadaeem E (6.6)
Yoxxcsyx < IS|A paracada S C V' \ {r}
) ys > 0 paracada S C V \ {r}.

Existe uma relacdo fundamental entre os candidatos a uma solugdo de um problema
primal e os candidatos a uma soluc¢do do seu dual. Essa relagdo 6.1 é muitas vezes
chamada de dualidade fraca.

Lema 6.1. Para todo candidato a uma solugdo x de um problema primal e todo candi-
dato a uma solucado y do problema dual, vale que cx > yb.

Prova. Podemos supor sem perda de generalidade que M = M; e N = N;, pois, no
caso do problema primal (no dual é anédlogo), podemos expressar as restricdes do tipo
(Az); = b; como (Ax); > b; e (Ax); < b;. As restri¢des do tipo (Az); < b, podem ser
expressas como (—Az); > —b;. O mesmo vale para as restri¢des de sinal de x.

Entdo, dos programas primal e dual, temos que Az > be yA < c. Portanto, vale que
cx > (yA)x = y(Az) > yb. O
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6.2 Arvore de Steiner com coleta de prémios

O problema da drvore de Steiner (ST) visto na se¢do 3.4 consiste em encontrar, num
grafo conexo, uma drvore de Steiner com ntiimero minimo de arestas. Se o grafo tem
custos nas arestas, podemos generalizar esse problema minimizando a soma dos custos
das arestas da arvore de Steiner, em vez de minimizar o nimero de arestas.

A seguir veremos uma variante mais geral, chamada de problema da &arvore de
Steiner com coleta de prémios (PCST). Nessa variante, consideramos penalidades nos
vértices, que devemos pagar caso o vértice ndo esteja na drvore de Steiner.

Problema PCST(V, E,¢,m,r): dados um grafo conexo (V, E), um custo nao-
negativo c, para cada aresta e em I/, uma penalidade ndo-negativa 7, para cada
vérticev em V e um vértice r de V, encontrar uma drvore que minimize a soma

do custo de suas arestas mais a soma das penalidades dos vértices fora dela.

Figura 6.1: Uma solugdo para o PCST de valor 14.

Para verificar que o problema ST é um caso particular do PCST basta considerar
custo 1 para todas as arestas do grafo. Atribua penalidade com valor maior ou igual ao
nuimero de arestas do grafo, para vértices terminais, e 0 para os demais. A penalidade
alta dos vértices terminais faz com que toda solugdo os contenha.

Disso obtemos uma observacao interessante sobre as soluc¢des do PCST. Quanto
maior o valor da penalidade dos vértices, mais vértices terd a solu¢do. Em particular,
se a penalidade nos vértices for 0, entdo a solugdo serd a drvore que contém apenas r.
Se as penalidades forem suficientemente grandes (por exemplo, maiores que a soma
dos custos de todas as arestas), entdo toda solugdo sera uma drvore geradora minima.

Uma formulagdo como programa inteiro para o PCST é dada a seguir. Seja c o
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vetor que representa os custos das arestas e m o vetor que representa as penalidades
dos vértices. Tomaremos como varidveis os vetores z, indexado por E, e z, indexado
por 2V. Queremos que z., para e em E, tenha valor 1 se e pertencer a solugdo, e valor 0
em caso contrdrio. E que zs tenha valor 1, se S for o subconjunto de V' contendo todos
os vértices que ndo fazem parte da solugdo, e valor 0 em caso contrdrio. Denotaremos
por m(S) =), cs T € 0(S) o corte de S, onde S é um subconjunto de V.

minimize cx + Z 7(9S)zg

SCV\{r}
sujeito a Z Te + Z zx > 1 paracada S C V \ {r} 6.7)
e€d(S) X:SCX )
r. € {0,1} paracadaec F
zg € {0,1} paracadaSCV\ {r}.
O dual para a relaxagdo linear de (6.7) é
maximize Z Ys
SCV\{r}
sujeito a Z ys < cCe paracadae € E
SCV\{r}:es(S) (6.8)
yx < w(S) paracadaSCV\{r}
X:XCS

ys = 0 paracada S C V' \ {r}.

Um algoritmo para o PCST que denotaremos por GW(V, E, ¢, 7,r), ou simples-
mente GW, foi criado por Goemans e Williamson [GW95] por volta de 1995. Ele de-
volve (T, A), onde T' = (Vr, Er) é um candidato a solugdo do PCST e A é o conjunto
dos vértices que ndo fazem parte de 7. Também é devolvido um candidato a solugdo y
para o dual (6.8). Esse algoritmo ndo serd muito discutido neste texto. Iremos apenas

uséd-lo como “caixa preta”.

Pela dualidade fraca e o fato de y ser um candidato a solugado de (6.8), sabemos que
>_scv\(r) Ys € um limitante inferior para o valor de uma solugéo do PCST. Goemans e
Williamson [GW95] provaram o seguinte teorema sobre o algoritmo GW.
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Teorema 6.2. O candidato a uma soluc¢do do PCST ((Vr, Er), A) e o seu dual, y devol-
vidos pelo algoritmo GW(V, E, ¢, 7, 1), satisfazem a seguinte relagdo.

> et (2— IV\l— 1>7T(A) < (2

Corolario 6.3. Suponha que 7, = A para todo v € V, onde A > 0 é uma constante.
Entéo para ((Vr, E7), A) e y obtidos de GW(V, E, ¢, m, r), vale o seguinte.

)Zys

SCV\{r}

Do t24X<2 D us

ecEr SCV\{r}

Prova. Segue direto do teorema 6.2, pois 7(A) = _ 7, = >, .4 A = |A|\. Logo

> e+t (— |1 1)!AI>\S< IV! )Z ys <

e€Er SCV\{r}
S e (2 ) (5 o) =
ecEp SCV\{r}

ZceSQ( Z y5—|A|)\> =

ecbr SQV\{’I‘}

Z Ce + 2|AIN < 2 Z Ys-

ecEr SCV\{r}

]

Vimos na sec¢do 5.4 a definigdo de um algoritmo (3, 6)-aproximador. Veremos agora
uma generalizagdo dessa defini¢do. Considere um grafo G com n vértices e custos nas
arestas. Sejam € > 0 e L. > 0 ntiimeros dados. Se existir em G' uma arvore enraizada
com pelo menos (1 — ¢)n vértices e custo no maximo L., entdo, um algoritmo (a, b)-
aproximador encontra em G, em tempo polinomial, uma arvore com mesma raiz, de
custo no méximo bL. e com pelo menos (1 — as)n vértices.

O algoritmo GW é um exemplo de (3, 6)-aproximador [GW95]. Um resultado me-
lhor foi obtido por Michel Xavier Goemans e Jon Michael Kleinberg [GK98], provando
que o algoritmo GW é um (2, 4)-aproximador.
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A seguir mostramos um pseudo-cédigo para o algoritmo GW. O algoritmo recebe
um grafo (V, E), uma fungdo custo ¢ : £ — Q., um funcdo penalidade 7 : V' — Q.
e um vértice raiz r de V. Como saida, o algoritmo devolve uma arvore 7" := (Vr, Er)
que contém r, um subconjunto A de vértices de V' que ndo estdo em 7" e um vetor y que
satisfaz as restri¢des do programa dual do PCST.

Algoritmo GW (V, E, ¢, 7, 7)
1 Vpe 0 Er+ 0 C{{v} |veV}

2 yg<« Oparatodo S cCV

3 paracadav eV fagca

4 inicialmente v ndo possui nenhum roétulo

5 d(v) <0

6 w({v}) <0

7 se v =rentdo A\({v}) « 0sendo A({v}) < 1

8 enguanto existe C' € C com A\(C) = 1 faga

9 encontre aresta e = (i,j) comi € C, € C, j € C, € C, p # g e que

minimiza &, = $=400

10 encontre C' € C com A(C) = 1 que minimiza e, = Yoo i — w(C)
11 £ < min(ey, ey)

12 w(C) < w(C) +eA(C) paratodo C € C

13 Yo < yo +eX(C) paratodo C € C

14 paratodo v € C, € C,onde r € C,, faga d(v) < d(v) + eA(C,.)

15 se ¢ = g5 entao

16 AC) + 0

17 rotule todos os vértices de C que ndo tém rotulo com o rétulo C
18 senédo

19 Er < ErU{e} Vi < VrU{i,j}
20 C+ (Cu{C,uC,}H\{C,,C,}
21 w(C, U Cy) + w(C,) +w(Cy)

22 ser € C,UC, entdo \(C, U C,) < 0sendo \(C,UC,) + 1
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23  remova 0 maximo de arestas e vértices de (Vr, Er) mantendo as seguintes
propriedades: (1) existe um caminho de todo vértice sem rotulo até r; (2) se
existe um caminho de um vértice v com rétulo C' até r, entdo também existe
um caminho de todo vértice com rotulo ¢’ O C até r

24 A« V\VWp
25 devolva (Vy, Er), A,y

6.3 5-aproximacao de Garg

Naveen Garg [Gar96] obteve uma 5-aproximagédo para o kMST usando o algoritmo
GW como subrotina. A idéia de usar um algoritmo para o PCST estd no fato das
relaxagoes lineares dos programas inteiros para o kMST e para o PCST serem similares.
Para facilitar o entendimento, vamos considerar aqui a versdo enraizada, kMST-R.

Uma formulagdo do problema kMST-R(V, E, ¢, k,r) é a seguinte. Considere ¢ como
um vetor indexado por E. Tomaremos como variadveis os vetores z, indexado por £,
e z, indexado por 2V. Queremos que z., para e em [, tenha valor 1 se e pertencer a
solugdo e valor 0 em caso contrario. E que zg tenha valor 1, se S for o subconjunto de
V' contendo todos os vértices que ndo fazem parte da solugdo, e valor 0 caso contrario.
A formulagdo abaixo é uma relaxagdo linear do programa inteiro.

minimize cx

sujeito a Z Te + Z zx = 1 paracada S CV \ {r}
ecd(S) X:SCX
Z |S]zs < n—k (6.9)
S:SCV\{r}
re > 0 paracadae € I/
zg > 0 paracada S CV \ {r}.

Na formulagdo acima, o primeiro tipo de restricdo serve para garantir que todo
candidato a uma solugdo seja um subgrafo conexo que contém 7. A minimizacdo da
fungdo objetivo garante que esse subgrafo seja uma arvore. O segundo tipo de restri-
¢do garante que todo candidato a uma solugdo tem pelo menos k vértices. Note que
essa formulagdo é apenas uma dentre vdrias possiveis. Existem outras formulag¢des

igualmente corretas.
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Uma relaxacdo linear para o PCST é a seguinte.

minimize cx + Z 7(9S)zs

SCV\{r}
sujeito a Z T + Z zx > 1 paracada S CV\ {r} 6.10)
) X:SCX '
z. > 0 paracadaee L
zg > 0 paracada S CV\ {r}.

Note que (6.9) e (6.10) diferem apenas na funcdo objetivo e em uma restricdo a mais
que aparece na formulacdo do kMST-R. Dessa forma, se usarmos a relaxac¢do lagran-
geana nessa restri¢do extra obtemos (6.11).

minimize c:1:+)\< Z |S|zs — (n—k:))

S:SCV\{r}

sujeito a Z Te + Z zx > 1 paracada S C V' \ {r} (6.11)
e€s(S) X:SCX
z. > 0 paracadae € I/
zg > 0 paracada S C V \ {r}.

Agora (6.10) e (6.11) diferem apenas na fungdo objetivo, tendo o mesmo conjunto
de candidatos a uma solucdo. Logo, queremos interpretar o candidato a uma solugdo 7’
para o PCST, devolvido pelo algoritmo GW, como um candidato a uma solugdo para
o kEMST-R. O algoritmo GW também devolve um candidato a uma solugdo y para o
dual, do qual podemos extrair um limitante inferior para o valor de uma solucdo para
o kMST-R.

Para entender isso melhor, considere o dual de (6.11).

maximize Z ys — (n—Fk)A
SCV\{r}
sujeito a Z ys < ce para cada e em E
SCV\{r}:e€s(S) (6.12)
Z yx < [S|A paracada S C V \ {r}
X:XCS

N
%)
Vv

0 paracada S C V \ {r}.
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Considerando 7, = A para todo vértice v em V, temos que (6.8) e (6.12) também
diferem apenas na fungdo objetivo. Logo, o y devolvido por GW também é um candi-
dato a uma solugao de (6.12). Pela dualidade fraca, sabemos que o valor do candidato
a uma solugdo y ndo serd maior do que o valor de uma solugdo do kMST-R.

Sejam (V, E, ¢, k,r) uma instancia do kMST-R e OPT o valor de uma solugao para
essa instancia. Faremos o seguinte abuso de nota¢do: denotaremos por A tanto uma
fun¢do de penalidade constante nos vértices quanto o valor dessa fungao, ou seja, todo
vértice tem penalidade .

Lema 6.4. Se para uma instancia (V, E, ¢, k,r) do kMST-R e um dado ), o algoritmo
GW devolve ((Vr, Er), A) e y, entdo

Zce+2A(|Ay—(n—k))§2< > ys—)\(n—k)>§2OPT.

ecEr SQV\{T}

Prova. Do corolério 6.3, temos que

d e t+2040<2 Y ys =

e€Er SCV\{r}

e +2AN -2 —k)A<2 Y ys—2n— kA =
e€Er SCV\{r}

D o+ 2M(|A] = (n— k) §2< > ys—)\(n—k)>.
ecEr SCV\{r}

Pela dualidade fraca e por y ser um candidato a uma solugdo de (6.12), temos que

2( > ys—An - k)) < 20PT,,

SCVA{r}

onde OPT/, é o valor de uma solugdo de (6.11). Mas por se tratar de uma relaxacao,
temos que OPT;, < OPT. Portanto as desigualdades do lema sdo verdadeiras. O

Se por acaso o candidato a uma solugado ((Vr, Er), A), devolvido por GW, for tal
que |A| =n — k, isto é, Vi possuir exatamente k vértices, entdo o lema 6.4 garante que
(Vr, E7) é uma 2-aproximagdo para o kMST-R. No entanto, se |A| < n — k, o lema 6.4
nao fornece nenhuma informacao sobre limitantes. O caso |A| > n — k ndo ocorre, pois

(Vr, Er) é um candidato a uma solugado. Logo |A| < n — k.
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Baseando-se nessas idéias e no fato de que as penalidades nos vértices influenciam
a quantidade de vértices de uma solucdo do PCST, o algoritmo proposto por Garg
tenta encontrar um valor suficientemente bom para a penalidade nos vértices de forma
a garantir que o candidato a uma solugdo seja uma 5-aproximacao.

Consideraremos uma instancia do kMST-R (V| E, ¢, k,r) e o valor OPT de uma so-
lucdo para essa instancia. Para facilitar a explicagdo do algoritmo, vamos supor algu-
mas hipéteses sobre a instancia do kMST-R, sem perda de generalidade.

1. Os custos das arestas satisfazem a desigualdade triangular.

Suponha que os custos das arestas ndo satisfazem a desigualdade triangular.
Entdo existe no grafo um triangulo formado por arestas v,v,, vou3 € v3vy, tal que
Corvg > Cugus + Cugey- Uma solugdo (Vp, Er) do kMST-R nunca conteria a aresta
V1V, caso contrdrio (Vr U{wvs}, (Er \ {viv2}) U{vaovs, vsv; }) seria um subgrafo con-
tendo uma k-arvore de custo menor. Isso contradiz a minimalidade do valor de
(Vr, Er), logo v1v9 ndo faz parte da solugdo. Portanto podemos supor sem perda
de generalidade que os custos das arestas satisfazem a desigualdade triangular.

2. A distancia entre um vértice v qualquer e r é no maximo OPT.

Caso esta hipétese seja falsa, poderiamos fazer o seguinte. Seja v um vértice e
d, a distancia de v a r. Removemos todos os vértices cuja distancia a r é maior
que d,. Aplicamos o algoritmo no grafo resultante. Repetimos o processo para
cada vértice diferente de r e no final devolvemos, dentre as possiveis n — 1 k-
arvores encontradas, uma de menor custo. Certamente, em algum momento,
encontramos uma k-arvore, pois se v € um vértice mais distante de » em uma
solucdo, temos que d, < OPT. Este processo exige no maximo n — 1 execugdes
do algoritmo.

3. OPT > cpin, onde cpin € 0 menor custo ndo-nulo de uma aresta em FE.
Se essa hip6tese ndo valer, entdo a solucdo tem custo zero e esse caso poderia ser
encontrado através de um pré-processamento de tempo polinomial.

Como dito anteriormente, o algoritmo tentard encontrar um valor A suficiente-
mente bom para as penalidades nos vértices, através do algoritmo GW(V, E, ¢, A, 7).
A busca é feita usando a idéia da busca bindria com varias chamadas ao algoritmo
GW(V, E, ¢, \,r), cada vez com uma constante A diferente para as penalidades.
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Como observado na secdo 6.2, se tomarmos A\; = 0 como penalidade para cada

vértice, a solugdo para o PCST serd a drvore ({r}, ). Se tomarmos Ay = >___j ¢. cOMO

eck
penalidade para cada vértice, a solugdo sera uma arvore geradora minima. Portanto a

busca pelo valor de A comecard no intervalo [A;, As].

Primeiro tomamos \ = % e executamos GW(V, E, ¢, \,r). Se a arvore obtida
possuir menos do que k vértices, atualizamos A\; com o valor de A e repetimos a busca.
Se a drvore obtida possuir mais do que £ vértices, atualizamos A\, com o valor de \ e
repetimos a busca. E caso a arvore obtida tenha exatamente £ vértices, paramos e a
devolvemos. A condi¢do de parada para a busca é satisfeita quando encontramos uma
arvore com exatamente k vértices ou obtemos \; < )\, tais que

C.
Ao — N < ———————.
2N S on2n+ 1)

Se encontramos uma drvore com exatamente k vértices, entdo o lema 6.4 garante
que tal drvore é uma 2-aproximacdo para o kMST-R. Se a busca parar sem encon-
trar uma 4rvore com exatamente k vértices, entdo o algoritmo combinara (77, A, yl)
e (Ty, As, y?) para obter uma 5-aproximagao, onde (7}, A;,y") sdo os candidatos a uma
solucdo devolvidos por GW(V, E, ¢, \;, 7).

O algoritmo GARGS recebe um grafo conexo (V, E), uma fungdo custoc¢: £ — Q.,
um ndmero inteiro k e uma raiz r de V' e devolve uma k-arvore 7" do grafo.

Algoritmo GARGS5(V, E, ¢, k,r)
1 XN <«0 Ao D ce

enquanto a condicdo de parada nao é satisfeita faca
A Atk
(T, A,y) <+ GW(V, E ¢, \,r)
se T tem exatamente k vertices entdo devolva T’
se T tem mais do que k vértices entao A\, < A
SENao A\ < A

(Ty, A1, y') < GW(V, E, ¢, A\, 1)

(Ty, Az, %) < GW(V, E, ¢, Ay, 1)

10  devolva COMBINACAO(TY, T5)

O 0 NI O O &~ W DN
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A combinagdo de 7} com 75 funciona da seguinte maneira. Sejam k; e k; o niimero
de vértices de T} e T; respectivamente. Do algoritmo GARG5(V, E, ¢, k, ) sabemos que
k1 < k < ky. Se sabemos que T3 é uma 5-aproximagao para o kMST-R, entdo podemos
devolveé-la. Caso contrério, adicionamos alguns vértices de 7, a T} para obter uma k-
arvore. Para isso, primeiro duplicamos as arestas de 75 (figura 6.2). Dessa forma todos
os vértices de 75 tém grau par e, assim, 7, tem uma trilha euleriana fechada. Usando
a técnica dos atalhos (shortcuts), bastante usada em algoritmos de aproximacao para o
problema do caixeiro viajante [Vaz01], podemos substituir 7% por um circuito contendo
apenas os vértices de T, que ndo estdo em 7;. Seja P um caminho nesse circuito com
k — k; vértices e com o menor custo possivel. Conectamos P a r através de um caminho
de menor custo. Assim, obtemos uma 4rvore com pelo menos k vértices.

Figura 6.2: Ilustracdo da combinacdo de drvores. Arestas escuras representam 77, ares-
tas claras representam 75 e temos k =7, ky =4 e ky = 8.

Teorema 6.5. O fator de aproximacao do algoritmo GARG5 é 5.

Para verificar que o algoritmo consome tempo polinomial, basta analisar todas as
chamadas ao algoritmo GW e a combinagdo das arvores, pois as demais operagdes

consomem tempo constante.

Considere que a busca termina quando a condi¢do de parada é satisfeita. Como se

? ZSGE Ce

trata de uma busca binéaria, o ntimero de iteracoes é O <log & ) . Ademais, o algo-

Cmin
ritmo GW, chamado em cada iteracdo da busca, é polinomial. Logo, a busca consome
tempo polinomial. A combinac¢do das arvores também consome tempo polinomial,
pois duplicar arestas, a técnica dos atalhos e conectar P a r por um caminho de menor

custo podem ser feitos em tempo polinomial.
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Agora, em relagdo a qualidade do candidato a uma solugdo devolvido, ja sabemos
que se encontramos uma arvore com exatamente k vértices durante a busca, entdo essa
arvore é uma 2-aproximagao para o kMST-R. Entdo vamos supor que ndo encontramos
tal drvore, ou seja, a arvore devolvida é obtida da combinacdo de 77 = (Viy, Ery) €
Ty = (Vp, Ep,).

Do teorema 6.2 temos que

zceg<z—%>( 5 yg—mm) 619

SCV\{r}

1
S e< (2— 5)( S i \A2|A2>. (6.14)
ecEr, SCV\{r}

Vamos analisar a combinac¢do convexa dessas duas desigualdades. Sejam ay, oy
nuameros positivos tais que o + s = 1 e a1 kg + agky = k. Entdo

k — ko
= d
(071 k‘l — ]{32 e (6 5)
k— ki
Qg = k‘2 — k‘l . (616)

E possivel obter um limitante, dado pelo lema a seguir, para o custo da combinagéo
convexa de 7) e T,. Fabidn Ariel Chudak, Tim Roughgarden e David Paul William-
son [CRW04] provaram o seguinte lema.

Lema 6.6. Considere que o algoritmo GW ndo encontra uma k-arvore com exatamanete
k vértices. Entao,

aq Z Ce + g Z ce < 20PT.

EGETl EEETQ
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Prova. De (6.13) temos que

§:ce§<2—l

EGETl

S

y}q - |A1|/\1>

SCV\{r}

1
_ <2_E < yé—|A1|)\2+|A1|(>\2_>‘1))
SCV\{r}
1 Cmin|A1|
1 o . o
( }ys |A1|/\2> T (2 n) 2n(2n+1)

1 Ci
<|2—-— LA\ me
_< n (SZ ys = |4l 2>+2n+1

CVA{r}

A tltima desigualdade vale, pois, (2 — 1) 22"1(12“7L111|) — ((2”(;))7‘:‘”) Foin, ((2"(;731:4”) <1

ICQ
<
-
-~

Como oy +ay = 1 e arky + azks = k, entdo ay| Ay |+ as|As| = n—k, pois |A1| = n—ky
e |As| = n — ko. Considere que a1y + sy = ys paratodo S C V' \ {r}. Logo,

1 @1 Cmin
0 Y Cetaz Y < (2—5)< > ys—Ag<aI|A1|+a2|A2|)> o

ecEr, e€lr, SCV\{r}

= <2—%>( Z yg—)\g(n—k‘))—l—%.

SCVA{r}

Como y é combinacdo convexa de y! e 3%, entdo y é um candidato a uma solucdo
de (6.12). Pela dualidade fraca, temos que 3 ¢y, ¥s — A2(n — k) < OPT. E pela
hipétese 3 sobre a instancia do problema e o fato de o; < 1, temos que a;cpi, < OPT.

Portanto,
ap Z Ce + Qg Z Ce< 2—l Z yS_)\Q(n—]C) +alcmin
- n o+ 1
EEETl EEET2 SQV\{’I‘}
1 PT
<|2——|OPT+ O
n 2n+1

< 20PT.
[]

Entdo, se oy > %, a arvore 7, é uma 4-aproximagao para o kMST-R, pois 75 é uma
k-érvore e pelo lema 6.6 temos | . cc <202 cp ¢ < 2(20PT) = 4OPT.
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No entanto, se ay < 3, ndo sabemos se 7, é uma 5-aproximacdo para o kMST-R.

1
27
Logo, adicionamos vértices em 7} para que vire uma k-arvore, como descrito anterior-
mente (figura 6.2). Entdo o custo de 7} é acrescido do custo do caminho P obtido de 75

mais o custo de conectar P a r.

Pela hipotese 2 sobre a instancia do problema, temos que o custo de conectar P a r

ndo é maior que OPT.

O caminho P é um caminho de um circuito com pelo menos k; — k; vértices, obtido
aplicando a técnica dos atalhoss no grafo obtido pela duplicacdo das arestas de 75.
Pela hipo6tese 1 sobre a instancia, sabemos que o custo desse circuito ndo é maior que
o dobro do custo de 7,. Além disso, P é um caminho de menor custo e com k — k;
vértices desse circuito. Logo, o custo de P é

k—k
< .
c(P) < 2]{;2 _—s g Ce

EEETQ
De (6.16) sabemos que ﬁ = ap. Além disso, oy > £, pois a, < 3. Logo,
S eroi M S oPT= S w20, 3 6+ OPT
ky — k1
EGETl 66ET2 GGETl GEETQ
< 2(041 Z Ce + Qg Z ce> + OPT
EEETl 66ET2

<40PT + OPT = 50PT.

Portanto, quando existe uma solugdo, o algoritmo sempre devolve uma 5-aproximagao
para o kMST-R. Isso prova o teorema 6.5.



CAPITULO 7

2-aproximacao de Garg

O algoritmo com menor fator de aproximagdo conhecido para o kMST foi apresen-
tado por Naveen Garg [Gar05b] em 2005. O fator de aproximagdo desse algoritmo é 2,
melhorando o 2 + ¢ obtido por Sanjeev Arora e George Karakostas [AKO6].

Como os demais algoritmos com fator de aproximacao constante, esse algoritmo de
Garg utiliza uma subrotina baseada num algoritmo para o PCST. Mais precisamente,
ele utiliza uma modificacdo de uma subrotina para uma versdao do PCST sem raiz.
Essa subrotina €, essencialmente, o algoritmo desenvolvido por David Stifler Johnson,
Maria Minkoff e Steven John Phillips [JMPP00] para o PCST, que utiliza a mesma estra-
tégia apresentada por Michel Xavier Goemans e David Paul Williamson [GW95] para
o PCST.

Como vimos na secdo 6.3 uma das principais idéias de se utilizar o PCST é que,
tomando bons valores para as penalidades nos vértices, obtemos boas aproximagdes
para o kMST. Na 5-aproximacdo de Garg [Gar96] fazemos uma busca bindria para
encontrar o valor para a penalidade nos vértices. Na 2-aproximagdo, também ¢é feita

uma busca parecida, no entanto, mais complexa.

Na tentativa de facilitar o entendimento, dividiremos a explicagdo deste algoritmo
em partes. Primeiro vamos apresentar uma idéia geral do algoritmo. Em seguida, dis-
cutiremos alguns elementos presentes na subrotina central do algoritmo. E, finalmente,
apresentaremos o algoritmo de forma mais detalhada.

61
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7.1 Idéia basica do algoritmo

A 2-aproximagdo de Garg recebe um grafo conexo G, uma fungdo custoc : Eg — Q.

e um numero inteiro k£ e devolve uma k-arvore 7' do grafo.

Como dito anteriormente, esse algoritmo utiliza como subrotina principal uma mo-
dificagdo de um algoritmo para o PCST sem raiz. Chamaremos essa subrotina de GW-
MODIFICADO. Assim como o algoritmo GW da se¢do 6.2, GW-MODIFICADO comega
expandindo uma floresta F' e no final utiliza a subrotina PODA para remover determi-
nadas arestas de F', obtendo uma floresta F.

Uma das caracteristicas principais da subrotina GW-MODIFICADO para o algoritmo
de Garg é a formacdo de uma colegdo laminar de partes do conjunto de vértices do
grafo associada ao valor das varidveis duais devolvido pelo algoritmo.

A fungdo penalidade fornecida a subrotina GW-MODIFICADO serd sempre cons-
tante e por isso muitas vezes serd denotada apenas como um ntimero racional. Se ¢ é o
valor da penalidade nos vértices fornecida para GW-MODIFICADO, denotaremos por
F,e f?; as florestas obtidas antes e depois do processo de poda respectivamente. Tam-
bém denotaremos por «(g) a maior quantidade de vértices em uma arvore da floresta
77; devolvida por GW-MODIFICADO.

O valor de penalidade ¢ de interesse é tal que a(q-) < k e a(qy) > k, onde ¢
e ¢; representam valores infinitesimalmente' menor e maior que ¢, respectivamente.
Chamamos tal valor de penalidade limiar. O algoritmo de Garg utiliza a subrotina
GARG-LIMIAR para encontrar uma penalidade limiar.

Dada uma penalidade limiar ¢, o algoritmo invoca a subrotina GARG-k-ARVORE
para encontrar uma k-drvore 7’ com exatamente k vértices. Seja £ a cole¢do laminar
dada por GW-MODIFICADO. A idéia chave para obter a 2-aproximagdo para o kMST
é que ou 7" é uma 2-aproximacdo ou, se ndo é, sabemos que existe uma k-arvore de
custo minimo em algum conjunto de £ que ndo intersecta V;». No segundo caso, en-
contramos, por chamadas recursivas do algoritmo de Garg, uma 2-aproximacdo em
subgrafos induzidos por determinados conjuntos maximais em L. Isso serd explicado
de forma mais detalhada na secdo 7.8.

!Isso significa que sdo valores que diferem de g por um € > 0 tdo pequeno quanto se queira.
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7.2 Colecdes laminares

Uma colecdo £ de partes de um conjunto X é chamada laminar se para todo L, e
Ly em L temos que Ly C Ly, ou Ly € Ly, ou Ly N Ly = (. Para qualquer parte Y de X
adotaremos a seguinte notagdo®:

LY|:={LeL | LCY}
LY)={LeLl | LCY}
Ly ={LeL | LDY}

Y =X\Y.

O conjunto dos elementos maximais de £ serd denotado por £*. Podemos observar
que o fato de £ ser laminar implica que os elementos em L£* sdo dois-a-dois disjuntos.

Sejam GG um grafo e £ uma cole¢do laminar das partes de V;;. Para qualquer aresta
e em Eg considere L(e) := {L € L | e € §(L)}. Sejam y uma funcdo de 2'¢, c uma
fungdo de E; e m uma fungdo de V;. Dizemos que y respeita c se

y(L(e)) < ce (7.1)

para toda aresta e em E;. Se para uma determinada aresta temos que (7.1) vale com
igualdade, entdo chamamos a aresta de justa. Dizemos que y respeita 7 se

y(L[L]) <m(L) (7.2)

para todo L em L. Se para um determinado L temos que (7.2) vale com igualdade,
entdo dizemos que y satura L.

Lema 7.1 (da dualidade). Sejam GG um grafo conexo, c uma fungéo custo de Eg em Q.
e m uma fung¢do penalidade de Vi em Q.. Sejam £ uma cole¢do laminar de partes de
Vi contendo Vi, y uma func¢do de £ em Q.. e 7' um subgrafo conexo de G. Se y respeita
ce m,entao
o(T) = (Vi) = (n(S) = y(£(S))), (7.3)
onde S é um conjunto de vértices minimal em £ que contém V7. Sabemos que S existe,
pois Vi estd em L. Ademais, se 7, = p para todo vértice v em V; e T' é uma k-arvore,
entao
o(T) = kp — (w(S) — y(L(5)))- (7.4)

ZPara ndo confundir a notacdo basta associa-la a notagdo de intervalos. Intervalo fechado, que inclui
o0s extremos, é denotado por [+, -]. Intervalo aberto, que nédo inclui os extremos, é denotado por (-, -).
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Prova. Seja A := {L € L | dr(L) # 0}. Como y respeita ¢, temos que

< 16r(D)lyr = D y(L(e) < Y o =¢(T)

LeA ecEr ecbr

Seja S um conjunto minimal em £ contendo V7. Eseja B := {L € L[V;] | L C S}.
Note que A e B particionam S. Logo, y(£(5)) = y(A) + y(B).

Entao,

o(T)

v

y(A) = y(£L(9)) = y(B)
y(£(S)) = 7(S\ Vr) (7.5)
m(Vr) — (w(S) = y(£(5))).

v

A desigualdade (7.5) vale, pois, como B é uma cole¢do laminar e y respeita 7, temos
que y(B) < m(S\ V).

Claramente, a desigualdade (7.4) é verdadeira, pois, no caso em que 7, = p para
todo vértice v em V; e T' é uma k-arvore, temos que 7(Vr) > kp. O

Figura 7.1: Ilustracdo de um subgrafo conexo 7' e de uma cole¢do laminar £ restrita
a S. O conjunto S é representado por linhas claras, A por linhas escuras e L[Vr] por
linhas tracejadas.

Como o lema 7.1 (da dualidade) vale para qualquer subgrafo conexo T, entdo, vale
também para uma k-arvore de custo minimo em particular. Logo, o lema da dualidade

dé& um limitante para o custo de uma k-arvore minima.
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7.3 A subrotina GW-MODIFICADO

Nesta secdo apresentaremos o algoritmo GW-MODIFICADO adaptado por Garg e
que é central para seu algoritmo. Como ja mencionamos, essa subrotina é essencial-
mente o0 algoritmo desenvolvido por Johnson, Minkoff e Phillips [ MPP00] para o PCST,
que utiliza a mesma estratégia apresentada por Goemans e Williamson [GW95] para o
PCST. A descrigdo que faremos é baseada na apresentada por Paulo Feofiloff, Cristina
Gomes Fernandes, Carlos Eduardo Ferreira e José Coelho de Pina Jr. [FFFA07, FFFA09].

Seja G um grafo. Uma aresta é interna a uma particdo X de V{; se as suas pontas
estdo em uma mesma parte de X'. As demais arestas sdo ditas externas. As arestas
externas possuem dois elementos em X" que possuem as suas pontas. Chamamos esses
elementos de extremos da aresta em X'

Sejam 7" um subgrafo de G e £ uma cole¢do laminar de subconjuntos de V. Di-
zemos que 7' é conexo em um conjunto L de vértices de G se T'[Vy N L] é conexo. O
subgrafo 1" é L-conexo se é conexo em cada L de £. Dizemos que 7' ndo tem pontes
em L se |07(L)| # 1 para todo L em L.

O algoritmo GW-MODIFICADO recebe, como entrada, um grafo conexo GG, uma
funcdo custo ¢ : E¢ — Q. e uma funcdo penalidade 7 : Vi; — Q. e devolve:

e uma cole¢do laminar £ de subconjuntos de V;; tal que V; estd em L;
e uma funcdo y de £ em Q. que respeita c e 7 e que satura Vg;

e uma funcdo coloragdo y de £ em {branca, cinza, preta} tal que se L é um con-
junto em £ ndo saturado por y, entdo x; = branca, caso contrario x; = cinza ou

XL = preta.

e uma arvore 7' de G’ L-conexa e sem pontesem {L € L | x = preta}.

No algoritmo de Garg a funcdo penalidade 7 sera sempre constante, ou seja, 7, = ¢ €
Q. paratodovem V.

O algoritmo GW-MODIFICADO constréi uma arvore F' adicionando uma aresta a
cada iteracdo. Ademais, a cada iteragdo sdo mantidas as seguintes relagdes invariantes:

e [ é acolecdo dos subconjuntos L de V; tal que y;, > 0;
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e 0s conjuntos de vértices dos componentes de F' sdo os conjuntos em L*;
e ['é L-conexa;

e yrespeitace

e cada aresta de F' é justa e interna a L*;

e 0s conjuntos de cor cinza e preta sdo saturados por y e os de cor branca ndo sdo
saturados por y.

O algoritmo comega com a cole¢do laminar £ = {{v} | v € V;}. Durante a exe-
cucdo do algoritmo, dizemos que um componente de F' estd ativo se ndo for saturado
por y. O algoritmo mantém uma lista A de componentes que atualmente estdo ativos.
Em cada iteragdo o algoritmo aumenta uniformemente os valores de y correspondentes
aos conjuntos de vértices dos componentes ativos de F' até ocorrer um dos seguintes
eventos: uma aresta externa a £* fica justa ou um componente ativo fica saturado. Para
0s casos no qual mais de uma aresta fica justa no mesmo instante, consideramos uma
certa ordem lexicografica das arestas. Ap6s o tratamento do evento ocorrido, uma nova
iteragdo ¢ iniciada. O algoritmo péra de iterar quando a lista A fica vazia.

Quando um componente ativo fica saturado, ele é removido de A. Quando uma
aresta externa a L£* fica justa, ela é inserida em F' e a lista A é atualizada. Cada um de
seus extremos recebe uma cor e a unido deles é inserida em £. Seja L um dos extremos
da aresta que ficou justa. O critério para decidir a cor que um conjunto recebe é a
seguinte:

e se L ndo é saturado por y, entdo recebe a cor branca;
e se L é saturado por y, mas era ativo no inicio da iteragdo, entdo recebe a cor cinza;
e caso contrdrio, recebe a cor preta.

Esses trés casos sao mutuamente exclusivos e um deles sempre ocorre.

Uma tentativa de visualizar esse processo seria imaginar que existe uma “circun-
feréncia” contendo cada componente ativo. Aumentar uniformemente os valores de y

correspondentes aos componentes ativos, seria equivalente a aumentar uniformemente
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o raio dessas circunferéncias. Quando um componente fica saturado, o raio da circun-
feréncia correspondente pdra de aumentar. Se duas circunferéncias se tocarem, entdo
a aresta que liga os componentes correspondentes ficou justa e essas duas circunferén-
cias se fundem. Para entender melhor veja a simulagdo do algoritmo no apéndice A.1.

O algoritmo GW-MODIFICADO utiliza uma subrotina PINTA-CONJUNTO para ve-
rificar se um extremo de uma aresta que ficou justa deve receber a cor branca, cinza
ou preta. A subrotina PINTA-CONJUNTO recebe um extremo L da aresta saturada, a
lista A de componentes ativos no inicio da iteragdo, a fun¢do y atualizada e a fungao
coloragdo atual. A fungdo coloracdo é devolvida ap0s ser atualizada.

Algoritmo PINTA-CONJUNTO(L, A, y, x)
1 se L nao é saturado por y entdo
x1 < branca

senao se L esta em A entdo

2

3

4 X1 < Cinza
5 senéo

6 XL ¢ preta
7

devolva y

Ao terminar as iteragdes, isto é, quando a lista A fica vazia, o algoritmo utiliza a
subrotina PODA para remover algumas arestas da floresta /. Essas arestas sdo remo-
vidas para que a floresta /' ndo tenha pontes em {L € £ | x; = preta}. A subrotina
PODA recebe uma floresta F', uma cole¢do laminar £ de partes de V e uma coloragao x
e devolve uma subdrvore maximal de /' que ndo tem pontesem {L € £ | x = preta}.

Algoritmo PODA(F, L, x)
1 enquanto |6r(L)| =1 paraalgum Lem {L € L | x, = preta} faca
2 seja e a arestaem 0p(L)
3 F+F—e
4 T < arvore de F' com maior numero de vertices
5

devolva T’
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A seguir apresentamos um pseudo-cédigo do algoritmo GW-MODIFICADO. Vamos
supor que 7, > 0 para todo vértice v em V(;. Logo, inicialmente todo vértice é ativo.
Essa hipétese ndo é absurda, pois, como ja dissemos antes, o algoritmo GW-MODIFI-
CADO sempre serd chamado com uma funcdo 7 constante e, como vimos na secdo 6.3,
se m = 0 a arvore devolvida conterd no méximo um vértice. No pseudo-cédigo uti-
lizaremos uma varidvel “crondmetro” ¢ para facilitar a explicagdo do algoritmo. Esta
varidvel serd utilizada apenas para nos referirmos ao instante no qual uma aresta fica
justa ou um componente fica saturado. Apesar de ser uma varidvel discreta, é conve-

niente considerd-la continua.

O algoritmo GW-MODIFICADO recebe, como entrada, um grafo conexo GG, uma
fungdo custo ¢ : Eg; — Q. e uma fungdo penalidade 7 : Vi — Q.. Sdo devolvidas uma
arvore T, uma funcdo y : 2'¢ — Q., uma cole¢do laminar £ de partes de V; e uma

funcado coloragdo x, como mencionado anteriormente.

Algoritmo GW-MODIFICADO(G, ¢, )
1 F+ (V.0
2 L+ {{v}:veVs} y«0
3  x inicialmente indefinida
4 A+ L t<«0
5 enquanto A # () faca

6

seja ¢ 0 maior numero em Q. tal que ¢’ respeita c e 7, onde y' é
tal que y; =y, +ecse L € Aey, =y, caso contrario

7 t—t+e

8 se alguma aresta e externa a L* é justa para y’ entdo
9 sejam L; e L, 0S extremos de e em L*

10 X ¢ PINTA-CONJUNTO(L1, A, ¢/, x)

11 X < PINTA-CONJUNTO(Ls, A, ¢/, X)

12 L+ LU{L1ULy} 11,0

13 F+ F+e

14 A (A\{L1, Ly}) U{Ly U Lo}

15 senao
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16 se algum elemento L € A € saturado por y’ entdo A « A\ {L}
17 y <y

18 L+ L\{LC Vs | yo =0}

19 T + PODA(F,P)

20 dewvolvaT,y,L,B,CeP

O algoritmo GW-MODIFICADO pode ser implementado de tal maneira que seu con-
sumo de tempo seja O(|Vg|? log |Vs|) [FFFA02].

7.4 Custos reduzidos e potenciais

Considere uma itera¢do da subrotina GW-MODIFICADO(G, ¢, ). Seja y a fungao de
L em Q. no inicio da itera¢do. O custo reduzido ¢. de uma aresta e é

Co = e —y(L(€)).

Se L, e Ly, em L sdo os extremos de uma aresta e, entdo o custo reduzido de ¢, em
uma determinada iteracdo da subrotina GW-MODIFICADO, é o valor do maior incre-
mento que podemos fazer a soma y;, + vy, nessa iteracdo de forma que a funcdo y
continue respeitando a fungéo custo c.

O potencial A(L) de um conjunto ativo L em £ no inicio da iteragdo é
A(L) = (L) — y(£[L]).

De forma semelhante ao custo reduzido de uma aresta, o potencial de um conjunto
ativo L é o maior valor com o qual podemos incrementar y;, de modo que y continue
respeitando a fung¢do penalidade 7.

O potencial inicial de Ay(L) de um conjunto L em £ é o potencial de L no momento
em que L foi adicionado a £. Logo, temos que
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Tanto o custo reduzido de uma aresta quanto o potencial de um conjunto ativo
variam a cada iteragdo, mas omitiremos esse fato da notagdo para ndo sobrecarrega-la.
Ja o potencial inicial de um conjunto L ndo depende da iteracdo, mas s6 esta definido
a partir do momento no qual L é adicionada a colegdo L.

Para cada valor ¢ calculado durante a execugdo da subrotina ocorre um dos seguin-
tes eventos: uma aresta externa fica justa ou um conjunto ativo fica saturado. Para o
inicio de cada iteracdo da subrotina GW-MODIFICADO vamos considerar os valores:

go :=min{A(L) | L € A};
1 := min{é(e) | e é uma aresta externa com apenas um extremo em A} ;

c¢(e)

€9 1= min{T | e é uma aresta externa com ambos extremos em A} .

Entéo, o valor de ¢ calculado na linha 6 de GW-MODIFICADO é min{eg, €1, €2 }.

Considere uma iteragdo qualquer da subrotina GW-MODIFICADO que ndo seja a
altima. Suponha que ¢(e) é o custo reduzido de uma aresta externa e e que A’(L) é o
potencial de um conjunto ativo L no inicio da préxima iteragdo. Temos que

¢(e) = é(e) — je para cada aresta externa ¢, e que (7.6)

A'(L) = A(L) —e para cada conjunto ativo L, (7.7)

onde j é o nimero de extremos ativos da aresta e sob consideragdo. Para as demais
arestas o custo reduzido se mantém e para os demais conjuntos o potencial também se
mantém. No apéndice A.2 mostramos um exemplo da evolugdo do custo reduzido de
do potencial.

O algoritmo de Garg invoca a subrotina GW-MODIFICADO apenas para fungdes
penalidade constante, isto é, que tém o mesmo valor para cada vértice. Seja ¢ o valor
dessa penalidade. Freqiientemente chamamos ¢ de penalidade do algoritmo. Também
usaremos ¢ para denotar a funcado penalidade constante com valor g.

No inicio da execugdo de GW-MODIFICADO(G, ¢, q) temos ¢. = ¢, para cada aresta
eem Eg e que A({v}) = ¢ para cada v em V. Devido as equagdes (7.6) e (7.7) e a defi-
ni¢do de € vemos indutivamente que ambos ¢, e A(L) sdo fungdes lineares de ¢. Como
este fato serd utilizado de maneira fundamental j4 na préxima sec¢do, o apresentamos
como um lema.
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Lema 7.2. Na execu¢do de GW-MODIFICADO(G, ¢, q) temos que, no inicio de cada ite-
ragdo os valores de ¢. de cada aresta externa e de A(L) de cada componente ativo L
sdo fungdes lineares da penalidade ¢. Conseqiientemente, os valores de y;, sdo fungdes
lineares da penalidade ¢, para cada L em L.

7.5 Convexidade das penalidades

Nesta se¢do continuamos a investigar o comportamento da subrotina GW-MODIFI-
CADO restrita a penalidades constantes. Veremos que para valores de penalidades em

um mesmo intervalo esse comportamento se assemelha a uma certa convexidade.

Por conveniéncia, vamos considerar a floresta F;, a colecdo £, e a colorag¢do y, man-
tidas pela subrotina GW-MODIFICADO(G, ¢, ¢) como sendo seqiiéncias. Isto é, a ordem
da seqiiéncia indica a ordem em que os elementos foram inseridos em F;, £, e x,. Ade-
mais, denotaremos por F, L! e x/, 0 estado dessas seqiiéncias depois da (i — 1)-ésima

aresta justa ser encontrada, mas antes da i-ésima aresta justa ser encontrada.

Lema 7.3. Se p e r sdo penalidades e i é um inteiro positivo tais que F, = F}, entdo
£i=ri

Prova. Provaremos por indug¢do no ntiimero de iteragdes.

No inicio da primeira iteracdo da subrotina GW-MODIFICADO temos que F) =
F'!'=0eL),= L= {{v}:v e Vg}. Considerei > 1. Como as seqiiéncias F} e F;} sao
iguais, por hipétese de indugio, temos que £, ' = L.~'. Logo os extremos da tltima
aresta na seqiiéncia F, = F} sdo os mesmos em L} ' e £;~'. Entdo o conjunto a ser

inserido em £, é 0 mesmo a ser inserido em L,. Portanto £} = L. O

Seja ¢ uma penalidade. Se fixamos a seqiiéncia F, e conseqiientemente L}, e x| en-
tdo podemos parametrizar os valores de y, para cada L em £, em funcio da penalidade
q. Dessa forma, os custos reduzidos e potenciais também podem ser parametrizados
em funcdo da penalidade ¢. A seguir mostraremos alguns exemplos.

No exemplo da figura 7.2 temos que F, = (ab, ad, bc), os conjuntos {a}, {b}, {a,b} e
{a,b,d} tém a cor branca, ndo ha conjunto com a cor cinza e {d} e {c} tém a cor preta.
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Figura 7.2: O custo das arestas corresponde a distancia entre os vértices. Temos que
F} = (ab, ad, bc), os conjuntos {a}, {b}, {a,b} e {a,b,d} tém a cor branca e {d} e {c} tém

a cor preta.

Dadas essa seqiiéncia e coloragdo, podemos calcular os valores de y da seguinte forma:

Cab
Yay = 5 = 1
Cab
Yy = 5 = 1
Ygay = 4
Y{ab} = Cad — Y{a} — Yf{dy =D — ¢
Yy = 4

Y{abd} = Coe — Y{b} — Y{ab} — Y{c} = 1
Yiapedy = 44 — Yy — Yoy — Y{dy — Y{ab} — Y{c} — Yfapdy = 3¢ — 8.
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E evidente que esta parametrizagdo nao é, digamos, valida para qualquer valor de
penalidade ¢. Para ¢ < % temos que Y444y < 0. Parag = % o conjunto {d} deixa de ter
a cor preta e passa a ter a cor cinza. Para ¢ = 3 o conjunto {d} deixa de ter a cor preta
e passa a ter a cor branca. Podemos verificar que para qualquer valor de penalidade ¢
no intervalo (£, 3) a parametrizacdo de y é tal que

e yrespeitaceqe

404 o
e [/ e x, ndo se alteram.

Em geral, diremos que uma parametrizagdo de y em fun¢do de uma penalidade ¢ é
valida para um nimero inteiro positivo i e no intervalo (p, r), se para toda penalidade
qem (p,r) vale que

e yrespeitaceqe

o Iy, =l =Fex, = Xg= X

onde p; representa um nimero infinitesimalmente maior que p e r_ um ntimero infi-

nitesimalmente menor que r.

Consideremos mais um exemplo mostrado na figura 7.3. Como no exemplo ante-
rior, os custos das arestas sdo as distancias entre os vértices. Em particular, o custo da
aresta cf € 6,2 e o custo da aresta de é v := /82 4 0,22.

Temos que Fq5 = (ab,ef,ad,cf), os conjuntos {a},{b},{e},{f}, {a, b}, {d} e {e, f}
tém a cor branca, nao ha conjunto com a cor cinza e {c} tem a cor preta. Dadas essa
seqiiéncia e coloragdo, temos que

Yla} = Yoy = Yy = Y11y = 1,

Y{ap}y = 2a
Yy = 3,
Yiey = 4,

Yty =62—-1-¢=52-q,
y{a,b,d} - 672 —q— 3= 372 - q.
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Figura 7.3: O custo das arestas corresponde as distancias entre os vértices. Temos que
F) = (ab,ef,ad, cf), os conjuntos {a}, {b}, {e},{f}, {a,b},{d} e {e, f} tém a cor branca
e {c} tem a cor preta.

Portanto, temos os seguintes custos reduzidos
Che=8-3-q¢—(32-¢q) =18,
Cae=7—3—3-232—¢q)=v—124+2q
e potenciais
A{a,b,d}) =3¢—1-1-1-2-2-02=3¢—52,
A{c,e, f})=3¢—1—-1—q—22=2¢—32.
Temos que {d} deixa de ter a cor branca e passa a ser cinza se ¢ = 3, e passa a ter a
cor preta se ¢ < 3. Por outro lado, {¢} muda da cor preta para a cor cinza se ¢ = 3,1 e

passa a ter a cor branca se ¢ > 3,1. Assim, a parametrizacdo acima é vélida para ¢ em
(3,0,3,1).

Para um dado valor de penalidade no intervalo de uma parametrizacdo vélida,
podemos determinar o valor de ¢ utilizado na subrotina GW-MODIFICADO apenas
calculando os custos reduzidos e os potenciais através da parametrizagao.
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O fato de uma parametrizacdo ser vélida em um determinado intervalo é forte-
mente explorado pelo algoritmo de Garg.

Lema 7.4 (do intervalo). Se p e r sdo penalidades, p < r, e i é um inteiro positivo tais
F, =F ex;, =x, entio F} = F; =F] ey, =x,=x, paratodo ¢no intervalo
(p7 T) ‘

7.6 Penalidade limiar

Sejam GG um grafo conexo e ¢ uma fungdo custo. Denotaremos por «(p) o nimero
de vértices da arvore devolvida ao invocarmos a subrotina GW-MODIFICADO(G, ¢, p).
O valor de a(p) também depende de G e ¢, mas eles estardo implicitos para ndo sobre-
carregar a notagdo, pois esses parametros sdo fixos. Nao é dificil ver que «(0) < 1 e

a(00) = |V, onde oo corresponde a um valor suficientemente grande®.

Dado um ntmero p, denotaremos respectivamente por p_ e p, ntimeros infinite-
simalmente menor e maior que p. Dizemos que p é uma penalidade limiar para um
numero inteiro k se a(p_) < k e a(p;) > k. Encontrar uma penalidade limiar é uma
parte importante do algoritmo de Garg e é feita pela subrotina GARG-LIMIAR.

O algoritmo GARG-LIMIAR recebe, como entrada, um grafo conexo GG, uma fungao
custo ¢ : Eg — Q. e um ntmero inteiro positivo £ > 1, e devolve uma penalidade
limiar ¢. A idéia do algoritmo GARG-LIMIAR se assemelha a da busca bindria.

O algoritmo é iterativo e mantém penalidades p e r e um ntimero inteiro positivo «.
No inicio de cada iteracdo vale que

(pl) a(py) <k < alr).
(p2) Fy,' =Ftex, ' =x._"

Em cada iteragdo, a penalidade limiar é encontrada e devolvida ou o intervalo e, d]
de busca é diminuido. O valor de i é incrementado depois de um certo niimero de

iteragdes, como veremos.

$Um valor suficientemente grande para este caso é E Ce.
eeEqg
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O algoritmo GARG-LIMIAR utiliza a subrotina PENALIDADE. Esta recebe o grafo G,
a fungdo custo ¢, as penalidades p e r € 0 ndmero positivo i, satisfazendo a(p;) < a(r_)
e (p2). A subrotina PENALIDADE devolve uma penalidade ¢, p < ¢ < r, e um ntimero
inteiro positivo ¢',i < i’ < i+ 1. Além disso, se i’ =i + 1 a subrotina promete que

o invariante (p2) vale com 7 + 1 no papel de i e com ¢ no papel de p ou r.
O fato importante aqui é que a subrotina PENALIDADE devolve 7 = i 4+ 1 depois de
ndo mais de que |E¢| + 2 invocagdes pelo algoritmo GARG-LIMIAR. Esse fato segue do

lema 7.5 que veremos mais adiante.

Algoritmo GARG-LIMIAR(G, ¢, k)

1 p<+0 r+ max{c :e€ Eg}

2 F,., T, .y, Ly, Xp. < GW-MODIFICADO(G, ¢, py)

3 F_, T, .y, L ,xr. < GW-MODIFICADO(G, ¢, 1_)

4 i+ 1

5 repita

6 q,1 < PENALIDADE(G, ¢, p,1,1)

7 F, . T, .y~ ,L, ,x, < GW-MODIFICADO(G,¢,q-)
8 Fo. . Ty vy, Ly, Xq, < GW-MODIFICADO(G, ¢, q4)
9 se a(q-) > k entéo

10 T4 q

11 sendo se a(q;) < k entdo

12 P q

13 atéque a(q-) <k < alqy)

14  devolva ¢

Para verificar a corretude do algoritmo, primeiro notemos que as rela¢des invarian-
tes (p1) e (p2) valem no inicio da primeira iteracdo, pois £ > 1, ¢, > 0 para cada aresta
eem Eg, a(p;y) = lea(r_) = |Vg|. Além disso, dado que (p1) e (p2) valem no inicio de
uma iteragdo, entdo também valem no inicio da préxima. Isso porque a subrotina PE-

NALIDADE devolve uma penalidade ¢, p < ¢ < r. Se o valor de ¢ ndo é incrementado,
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entdo (p2) vale devido ao lema do intervalo 7.4. J4, se i é incrementado, entdo (p2) vale
devido a especificacdo da subrotina PENALIDADE. O bloco de linhas 9-12 garante que,
se a penalidade devolvida pela subrotina PENALIDADE ndo ¢ a limiar, entdo a relacao

invariante (p1) vale no inicio da préxima iteragao.

Assim, é claro que se o algoritmo GARG-LIMIAR padra, entdo devolve a penalidade
limiar prometida. Por outro lado, é fAcil verificar que o algoritmo para. De fato, a
relagdo invariante (p2) implica que para i = V| + 1 vale que as listas F}‘,‘f;' — RV
e vl = X
GW-MODIFICADO, temos que 7,, =7, _, e portanto a(py) = a(r_), o que contradiz a

. Portanto, devido a especificacdo da subrotina PODA, invocada por

relacdo invariante (p1). Como o valor de i serd incrementado depois de ndo mais que
| Ec|+2 invocagdes da subrotina PENALIDADE (lema 7.5) temos que o algoritmo GARG-
LIMIAR para e corretamente devolve uma penalidade limiar ¢ depois de ndo mais do
que |Ve|(|Eg| + 2) = O(|Vg| | Eg|) iteragdes.

Como foi argumentado logo acima, o ntiimero de iteragdes é O(

Vel |Ec|). Mais
adiante veremos que o consumo de tempo da subrotina PENALIDADE é O((|Vg|+|Egl).
Assim, em cada iteragdo o consumo de tempo dominante serd o da subrotina GW-
MODIFICADO que é O(|Vi|?log |V|). Portanto, o consumo de tempo do algoritmo é
O(|Eq| |[Ve|* log [Va).-

Descri¢ao do algoritmo PENALIDADE

O algoritmo PENALIDADE recebe um grafo (G, uma funcéo custo ¢, penalidades p e
r € um numero positivo 4, satisfazendo a(p;) < a(r_) e (p2) e devolve uma penalidade
¢, p < ¢ < r, e um nuimero inteiro positivo ¢',7 < ¢ <1i+ 1. Além disso,sei’ =i+ 1a
subrotina promete que

o invariante (p2) vale com ¢ + 1 no papel de i e com ¢ no papel de p ou 7.

O algoritmo PENALIDADE recebe ainda todos os objetos devolvidos pelas invoca-
¢oes de GW-MODIFICADO feitas pelo algoritmo GARG-LIMIAR além da parametriza-
¢do de y,¢ e A vélida parai — 1 e [p;,r_]|. Esses parametros foram omitidos para ndao
sobrecarregarmos a descri¢do do algoritmo.
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Algoritmo PENALIDADE(G, ¢, p,T,1)

1 seF,, naotem: arestas entdo > Casol

2 q < min{x € [p,r] : F, tem i arestas}

3 senaose F; # I, entdo > Caso 2

4 e, < i-€sima aresta de F}

5 e,_ < i-ésima aresta de F'

6 q < min{z € [p,7] : e,_ fica justa antes de e,, em F,}
7 senaosel, =1F; ey, #x, entdo > Caso3

8 e « i-ésima aresta de F},

9 Ly, Ly < extremos de e em (£} 1)* com x,, (L2) = preta
10 q < min{z € [p,r]| : x.(L2) = cinza}

11 sendose F; =F' ex, =x. entdo > Caso4

12 g (p+r)/2

13 11+ 1

14 devolvagei

Examinamos separadamente cada um dos quatro casos considerados pelo algo-
ritmo. E evidente que um, e sé um, dos casos considerados ocorre.

Caso 1 F,, ndotem arestas. Pelo invariante (p2), concluimos que F},, tem exatamente
i — 1 arestas. Como, por hipédtese a(p;) < a(r_), entdo F, contém pelo menos i
arestas. Portanto, a penalidade ¢ calculada na linha 2 e devolvida pelo algoritmo
étalquep < g <.

Notemos que, se Fzﬁ+ tem ¢-arestas, entao, Fj‘f tem 7 arestas, pois p, r e i satisfazem
(p2) e alpy) < a(r).

Caso2 F, # F! . Como p,r e i satisfazem (p2), entdo as listas F;; e F; diferem
na i-ésima aresta. Logo, o valor da penalidade ¢ calculada na linha 6 satisfaz
p<qg<r.

Caso3 F, =F} ex;, # X, - Sejac definida na linha 8 e sejam L, e L, seus extremos
em (L} ')*. Pelo lema 7.3, temos que £} = L. . Como, pela relagdo invariante
(P2) x,," # X,~', entdo x}, e x. diferem apenas na coloragdo de L, ou L.
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Para todo L em £§,+,

X;. (L1) # branca ou xj,, (L,) # branca.

se X, (L) = branca, entdo x; (L) = branca. Logo, temos que

Como p, ¢ infinitesimalmente maior que p podemos supor que x;,, (L1) # cinza
e X, (L2) # cinza.
Assim, podemos supor que x;, (Li) = branca e xj, (L;) = preta e portanto
X: (Ly) = X% (Ly) = branca. Logo, o valor da penalidade ¢ calculada na linha 10
satisfaz p < ¢ < r.

Caso4 F, = F! ex;, = X, . Nesse caso é evidente que o valor de ¢ calculado na
linha 12 satisfaz p < ¢ < r e que, pelo lema do intervalo, (p2) vale com i + 1 no
papel de 7 e com ¢ no papel de p ou r.

Aqui terminamos a demonstrac¢do da corre¢do do algoritmo PENALIDADE.

Estamos agora preparados para demonstrar o fato que na linha 6 do algoritmo
GARG-LIMIAR o valor de i é incrementado depois de ndo mais do que |E¢| + 2 ite-
racgOes. Este fato é conseqiiéncia do préximo lema.

Lema 7.5. Um seqiiéncia de iteragdes do bloco de linhas 5-13 do algoritmo GARG-
LIMIAR em que o valor de 7 permanece constante tem comprimento ndo superior a
|Ec| + 2.

Prova. Considere uma seqiiéncia [ps, 1], [p2, 72}, ..., [ps,rs] de intervalos [p,r] consi-
derados em uma seqiiéncia de iteracdes do algoritmo GARG-LIMIAR em que o va-
lor de ¢ permanece constante. Equivalentemente, nessa seqiiéncia de iteragdes nao
ocorre o caso 4 em uma invocagdo de subrotina PENALIDADE. Queremos mostrar que
s <|Eg| + 2.

Como o valor ¢ devolvido pela subrotina PENALIDADE € tal que p < ¢ < r, entdo
o comprimento do intervalo [p, 7] diminui estritamente a cada iteragdo e conseqiiente-
mente

PLSp2<-<ps € T1 2Ty 2T,
onde exatamente metade dessas desigualdades sdo estritas.

Se ij+ tem 7 arestas para algum j, 0 < j < s, entdo F), . tem i arestas para todo
t,j <t < s, pois p, > p;. Portanto, o caso 1 da subrotina PENALIDADE ocorre no

méximo uma vez durante toda a seqiiéncia de iteragdes.
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Suponha que em uma invocagdo da subrotina PENALIDADE ocorre o caso 2. Como
p, 1 e i satisfazem (p2), entdo as listas Fg+ e ! diferem na i-ésima aresta. Sejam e, , e,
e ¢ como determinados nas linhas 4, 5, e 6. Pela defini¢cdo de ¢ temos que para toda pe-
nalidade no intervalo (p, ¢) vale que e, fica justa antes de e, . Isto implica que para
toda penalidade = em (p, ¢) a i-ésima aresta de F, ndo é e, . Analogamente, para toda
penalidade = em (¢, r) a i-ésima aresta de F, ndo é e,,. Assim, apds cada ocorréncia
do caso 2 na seqiiéncia de iteracdes o niimero de arestas candidatas a serem a i-ésima
aresta justa da floresta diminui de pelo menos um. Portanto, nessa seqiiéncia de itera-
¢Oes o caso 2 ocorre ndo mais do que |E;| vezes.

Finalmente, considere agora uma execucdo do caso 3 e sejam L, Ly e ¢ como defi-
nidos nas linhas 9 e 10 da subrotina. Como x;,, (L,) = branca entdo x(L,) = branca
para todo p < z < 7. Logo, xi (Li) = xi, (L) = branca. Por outro lado, como
Xq(L2) = cinza entdo x| (L.) = preta = x;, (L3) e x;, (L) = branca = x;._(Lz). Logo,
independentemente da atualizagdo de p ou r feita nas linhas 9-12 do algoritmo GARG-
LIMIAR teremos que no inicio da proxima iteragdo F;, = F} e xj, = X, e ocorre o
caso 4. Logo, cada ocorréncia do caso 3 é seguida por uma ocorréncia do caso 4, se ¢
nao for a penalidade limiar. Portanto, o caso 3 ocorre no maximo uma vez na seqiiéncia
de iteracoes.

Portanto, s <1+ |Eg| + 1 = |Eg| + 2. O

Afirmamos que o consumo de tempo do algoritmo PENALIDADE é O(|Vg| + |Eg|).
Nao é dificil de ver que, com excecdo feitas as linhas 2, 6 e 10, o consumo de tempo de
cada linha é O(1).

Como p,r e i satisfazem (p2), entdo F, ' = F/~'e x;' = xi~'. Em particular,

Lt = L' Pelolema 74, Fj 7' = F;7' = Fi~' e xi ! = X' = xj_' para todo z no
intervalo (p,r). Assim, podemos considerar uma parametriza¢do de y em fung¢do das
penalidades que é vélida para i — 1 no intervalo (p, r) (secdo 7.5). Agora, pelo lema 7.2
da penalidade linear, os valores de ¢, de cada aresta externa de (£} ')* de A(L) de cada
componente ativo L em (£, ')* sdo fungdes lineares da penalidade z.

Vejamos como as linhas 2, 6 e 10 podem ser executadas. Inicialmente, para deter-
minarmos os instantes em que cada conjunto fica saturado basta resolvermos O(|V¢|)
equagdes lineares. Como podemos resolver cada equagdo linear em tempo constante o
consumo de para determinar esses instantes € O(|V¢|).
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Para calcular o valor de ¢ na linha 2 calculamos o instante em que cada aresta ex-
terna fica justa. Precisamos resolver O(|E¢|) equagdes lineares, levando em considera-
¢do o instante em que cada um dos extremos da aresta fica saturado. Dada a aresta que
fica justa mais rapidamente, podemos calcular o valor ¢ para que a aresta fique justa
no instante calculado. O consumo de tempo extra necessario neste caso é O(|E¢|).

Calcular o valor de ¢ na linha 6 é mais simples que o da linha 2. Para isto basta
calcularmos o menor instante em que e, _ fica justa. Dado esse instante podemos deter-
minar o valor de ¢g. O consumo de tempo extra necessario nesse caso é constante.

O calculo do valor de ¢ na linha 10 é o mais simples de todos. Precisamos apenas
determinar o menor instante em que a aresta e fica justa. O valor de ¢ é o da penalidade
que faz com que o potencial de L, seja nulo nesse instante. O consumo de tempo extra
necessario nesse caso € constante.

7.7 k-arvores de custos limitados

O algoritmo GARG-k-ARVORE recebe um grafo conexo G, um custo ndo-negativo
c. para cada aresta e em E, um nimero inteiro positivo k, a penalidade limiar ¢ e

devolve uma k-arvore T tal que

o(T) < 2(kg — Lo(Q))

onde () é um conjunto em £, tal que Vy C Q. O conjunto ) que vai nos interessar é
aquele que tem o maior valor de A, pois ele fornecerd um limitante melhor.

Basicamente o algoritmo GARG-k-ARVORE alterard a drvore devolvida por GW-
MODIFICADO de forma que a arvore 1" resultante possua as caracteristicas a seguir:

e T tem exatamente k vértices;
e toda aresta de 7" é justa em relacdo a y;
o T'é L, -conexa;

e todo vértice em @’ \ V7 estd em algum conjunto de cor preta de £(()'), onde @)’ é
o conjunto minimal que contém V7.
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Para provar o limitante do custo dessa arvore, utilizaremos o seguinte lema devido
a Feofiloff, Fernandes, Ferreira e Pina [FFFd09].

Lema 7.6. Seja G um grafo conexo, W uma particdo de V; e (X', )) uma biparticao de
W. Seja T' uma arvore em G. Se T é WW-conexo e para todo Y € Y temos que |67(Y)| # 1
eVr Y, entdo
5 S 8r(0)]+ (T < ] - 1.
Xex

Teorema 7.7. Sejam Fy, 17, y, L,, x4 0s objetos devolvidos pela invocacdo de GW-MoO-
DIFICADO((, ¢, ¢). Suponha que T, tenha mais do que k vértices. Seja 77 uma subdrvore
de T, com as caracteristicas citadas acima. Entéo, ¢(7;) < 2(kq — A¢(Q')), onde Q' € L,
€ o conjunto minimal que contém V7.

Prova. Para demonstrar este teorema vamos considerar que no inicio do algoritmo
cada vértice do grafo tem ¢ de créditos para pagar o aumento do valor das varidveis
duais. Isto é, se em uma iteracdo, um conjunto S teve sua varidvel dual aumentada de

e, entdo cada vértice de S pagou |—§| dos seus créditos.

Temos que kg —Ao(Q') = kg —(|Q'lg —y(£(Q")) = y(L(Q")) = (|&"\ Vi[)g. Ademais
todo vértice em )’ \ V- estd contido em algum conjunto de cor preta, ou seja, gastou
todos os seus créditos antes mesmo de fazer parte de )'. Portanto kg — Ay (Q’) equivale
a quantidade de créditos gastos pelos vértices de V7.

Seja P C L, a colecdo dos conjuntos cuja varidvel dual aumentou apenas com cré-
ditos de vértices em VTé. Logo, ZLep yr < kq— Ao(Q).

Seja B:={L € L, | [01;(L)| # 0}. Como as arestas de 7} sdo justas, temos que

A(Ty) = > ce= Y ylLe) =Y |dr(L)lye-

eEETé 6€ET4 LeB

Logo, basta mostrar que » ;s |07/(L)|yr < 2>, pyr. A cada iteragdo de GW-MO-
DIFICADO temos que ) ;5|07 (L)|y, aumenta no méximo €} ;. 4 [077(L)| enquanto
> rep yr aumenta de pelo menos £(|.A| — 1), onde A é a colegdo dos conjuntos ativos
restritos a 7;. Pelo lema 7.6, tomando W = L*, X = Ae Y = W\ X, temos que

S lory(L)] < 20A] — 1.

LeA

Portanto ¢(7}) < 2(kq — Ao(Q"))- O
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O teorema 7.7 prova que uma drvore Vr; com as caracteristicas citadas anterior-
mente tem custo no maximo 2(kq — Ay(Q)')), onde ' € L, é o conjunto minimal que
contém V7,. Veremos mais adiante que a partir dessa drvore podemos encontrar outra
com custo no maximo 2(kq — Ay(Q)), onde @ € L, € um conjunto que contém V7, e tem

Ay maximo.

Para encontrar a 4rvore desejada, a idéia do algoritmo GARG-k-ARVORE é iterar
num processo de transformacao da tupla (F;,_, L,, x,_) na tupla (Fy,, Ly, x4, ). Vimos
na se¢do 6.3 que, se o(qy) = k, entdo temos uma 2-aproximacado para o kMST. Assim,

vamos supor que a(qy) > k.

Primeiro vamos notar que em ambas as tuplas estamos considerando a colecdo la-
minar £, de vértices de G. Isso é possivel, pois, se S em L, tem varidvel dual po-
sitiva durante a execugdo de GW-MODIFICADO(G, ¢, q) entdo S também tera varia-
vel dual positiva durante a execu¢do de GW-MODIFICADO(G, ¢, g—) e GW-MODIFICA-
DO(G, ¢, q4). Logo, S também pertencea £, e L, .

Essa transformacao é feita passo a passo. Seja (F, L,, x) o estado atual dessa trans-
formagdo. Certamente, em algum passo, uma drvore de F' passard a ter mais do que k
vértices. Esse passo é o que nos interessa. Consideramos duas etapas: etapa 1, na qual

transformamos F, em F,

7., € etapa 2, na qual transformamos y,_ em x4, .

Apo6s cada passo, em ambas as etapas, chamamos a subrotina PODA para verificar
se existe uma 4rvore com mais do que k vértices em F. Em caso positivo, paramos
esse processo de transformacéo e passamos ao processo que obtém uma k-arvore com
exatamente k vértices.

Etapal

Apesar de F;,_ e I, poderem ser diferentes, temos que ambas sdo £,-conexas. Ade-
mais, uma aresta em F Fy, \ Er, s6nao éjustaem relagdo a y’- por uma diferenca infi-
nitesimal. Logo, para cada L em £,;, podemos transformar o subgrafo de F; induzido
por L pelo subgrafo de F;, induzido por S através de trocas e adi¢des de arestas. Os
elementos de £, sdo considerados na ordem em que foram formados.

Considere que o passo atual ocorreu nesta etapa e foi responsédvel por F' possuir

uma arvore H com mais de k vértices.
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Sejam e_ e e, as arestas de F;,_ e I, respectivamente, que foram trocadas no passo
atual. Vamos considerar que e_ e e estdo em H, ou seja, e_ ainda ndo foi removida.
Como a inser¢do de e, aumenta o nimero de vértices de H apés a subrotina PODA,
entdo, e, conecta dois conjuntos pretos que seriam podados.

e+
Xo

Figura 7 .4: Tlustragdo do caminho formado por conjuntos pretos X;, X, e X3.

Sejam X, X», ..., X, os conjuntos pretos maximais que seriam podados em F' —e,.
Note que ao inserir e, tais conjuntos formam um caminho. Consideraremos que a
ordem na qual esse caminho é percorrido é X, Xs,...,X,. Removendo todos esses
conjuntos pretos H fica com menos do que k vértices, entdo adicionamos vértices des-
ses conjuntos a drvore utilizando a subrotina PEGA-VERTICE.

Considere a subédrvore de H apo6s a poda, isto é, sem os vértices em X, Xy, ..., X,.
Como ela tem menos do que k vértices, inserimos todos os vértices de X; nela. Se con-
tinuar com menos do que k vértices, inserimos todos os vértices de X, e continuamos
0 processo até encontrarmos um conjunto X, que ao ser inserido nessa arvore, faz com
que ela fique com mais do que k vértices. Seja H' essa subdrvore de H.

A subrotina PEGA-VERTICE recebe as drvores H e H’, um conjunto S em £,, um
vértice v em S e um nuimero inteiro k e devolve a 4rvore H' adicionada de k vértices de
S, sendo um deles o vértice v.
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/"’H/

Figura 7.5: Conjunto hachurado corresponde a subarvore obtida ap6s a poda. Conjun-
tos cinzas correspondem aos vértices adicionados para a drvore final ter exatamente k
vértices.

Algoritmo PEGA-VERTICE(H, H,,S,U,E)
1 sejam S; e S, 0s componentes que se juntaram para formar S.
Suponha v € S;.

seja u'v' a aresta entre S; e S, tal que v/ € S; e v’ € Ss.
se |5, = k entdo
T« H[Vy USi]
sendo se |S)| > k entdo
T' + PEGA-VERTICE(H, H', S, v, k)
sendo 7T’ + PEGA-VERTICE(H, H[Vy U 1], Ss, v, k — |S4))

devolva T’

xR NI O O B~ W DN

A arvore T" obtida desta maneira satisfaz as hipé6teses do teorema 7.7.

No algoritmo GARG-k-ARVORE esta etapa é tratada pela subrotina ETAPAT que re-
cebe F, F,,, L, e x e devolve a 4rvore 7", se ela for encontrada nesta etapa, ou uma
arvore vazia.
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Etapa 2

Para a transformacao das coloragdes, note que x,_ e x,, restritos a £, diferem ape-
nas nos conjuntos que tém cor cinza em x,. Tais conjuntos tém cor preta em y,_ e cor
branca em x,, . Logo, basta atribuir cor branca para tais conjuntos na coloracao x. Isso
é possivel, pois a diferenca de cor se deve a uma diferenga infinitesimal no valor da
varidvel dual. Nesta etapa, os elementos de £, também sdo considerados na ordem em
que foram formados.

Considere que o passo atual ocorreu nesta etapa e foi responsavel por F' possuir

uma arvore H com mais de k vértices.

Seja S o conjunto em £, que teve sua cor mudada de preta para branca em . Sejam
X1, X, ..., X 0s conjuntos maximais que seriam podados em F' se x(5) fosse preta.
Note que X;, X, ..., X, formam um caminho. Consideraremos que a ordem na qual
esse caminho é percorrido é X, Xy, ..., X, = S. Removendo todos esses conjuntos pre-
tos, H fica com menos do que k vértices, entdo adicionamos vértices desses conjuntos a
arvore utilizando a subrotina PEGA-VERTICE da mesma maneira que na etapa anterior.
A drvore 7" obtida desta maneira satisfaz as hip6teses do teorema 7.7.

No algoritmo GARG-k-ARVORE esta etapa é tratada pela subrotina ETAPA2 que re-
cebe F, L,, x e x4, e devolve a arvore 7".

Etapa 3

O processo de transformar (F,_, Ly, x,_) em (F,,, Ly, X4, ) serve para obtermos uma
arvore T, com custo ¢(T;) < 2(kq — Ao(Q')), onde Q' € L, é o conjunto minimal que

contém VT‘;, pois Té satisfaz as condi¢des do teorema 7.7.

Se ndo existe Q € L, tal que Q' C Q e Ag(Q) > Ap(Q'), entdo devolvemos T,. Caso
contrério, a partir de 7}, vamos obter uma arvore 7' com custo ¢(T) < 2(kq — Ao(Q)),
onde () € L étal que Q' C Q) e Ay(Q) é maximo. Para encontrar 7" fazemos o seguinte.

Seja H a arvore com pelo menos k& vértices na floresta F'[()] ap6s o processo de poda
que ignora conjuntos que contém ()'. Sabemos que H existe, pois )’ induz uma arvore
com pelo menos k vértices. Como anteriormente, sejam X, Xs, ..., X, os conjuntos

pretos maximais que sdo eliminados ao fazermos a poda de H em relagdo a x.
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Da mesma forma como anteriormente, utilizamos a subrotina PEGA-VERTICE para
obter uma arvore T' com exatamente k vértices. Seja S o conjunto minimal em £, que
contém 7. Como 7 satisfaz as condi¢des do teorema 7.7, ¢(T') < 2(kq — Ag(5)). Ade-
mais, Ag(S) > Ay(Q), pois todos os vértices em () \ S estdo cobertos por conjuntos
pretos. Portanto ¢(7) < 2(kq — Ao(Q)).

No algoritmo GARG-k-ARVORE esta etapa é tratada pela subrotina ETAPA3 que re-
cebe F, L, e x e devolve a arvore 7.

Algoritmo GARG-k-ARVORE

O algoritmo GARG-k-ARVORE recebe, como entrada, um grafo conexo GG, uma fun-
¢do custo ¢ : B¢ — Q., um ntmero inteiro positivo k, a penalidade limiar ¢ e devolve
uma k-arvore 7' com

co(T) < 2(kq — Ao(Q)),

onde () é um conjunto em £, tal que V7 C @ e Ay(Q) é maximo.

Algoritmo GARG-k-ARVORE(G, ¢, k, q)

1 F, T, ,y",L, ,x, < GW-MODIFICADO(G,¢,q_)
F,, Ty, y%, Ly, xq < GW-MODIFICADO(G, ¢, q)
Fo.,

se |V, | = k entdo devolva T,

Ty Y™, Ly, . Xq. < GW-MODIFICADO(G, ¢, q4)

F—F, x4 X

T' < ETAPAL(F, F,, Ly, X)

se 7" = () entdo 1" + ETAPA2(F, Ly, X Xq.)
T < ETAPA3(F, L, X)

O 0 NI O U &~ W DN

devolva T’

Note que se T;, tem exatamente k vértices, entdo a devolvemos. Isso porque neste
caso, como vimos na secdo 6.3, T;, é uma 2-aproximacao para kMST. O consumo de
tempo do algoritmo GARG-k-ARVORE é dominado pelo consumo de GW-MODIFICA-
DO. Como a subrotina GW-MODIFICADO é executada O(|V'|) vezes, temos que GARG-
k-ARVORE consome O(|Vg|* log [Va|).
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7.8 Descricao do algoritmo

Descrevemos nesta se¢do o algoritmo GARG2 que recebe um grafo conexo G, uma
funcdo custo ¢ : Ez — Q. e um numero inteiro k, £ > 1, e devolve uma k-arvore.
Se k > |V|, entdo o problema ¢é inviavel e o algoritmo devolve a drvore vazia. Como
veremos, este algoritmo é uma 2-aproximacao para o problema KMST.

O algoritmo GARG?2 utiliza as subrotinas GW-MODIFICADO(se¢do 7.3), GARG-LI-
MIAR(secdo 7.6) e GARG-k-ARVORE(secdo 7.7).

A subrotina GARG-LIMIAR recebe um grafo conexo (G, uma funcéo custo c : Eg —
Q. e um ntimero inteiro positivo k, k > 1 e devolve a penalidade limiar g.

Sejam F,

9+
MODIFICADO (G, ¢, q+). A subrotina GARG-k-ARVORE recebe um grafo conexo (G, uma

fungdo custo ¢ : Eg — Q., um nimero inteiro positivo %, a penalidade limiar ¢ e

T, ,y*™, Ly, e Xq, 0sobjetos devolvidos ao invocarmos a subrotina GW-

devolve uma k-drvore 7T tal que
o(T) < 2(kq — Bo(@)) (7.8)

onde ) é um conjunto em £, tal que Vp C Q.

Algoritmo GARG2(G, ¢, k)
1  se|Vg| < kentdo
devolva () > arvore vazia
sendo g < GARG-LIMIAR(G, ¢, k)
F,

a4

Ty v, Ly, . Xq, < GW-MODIFICADO(G, ¢, q4)
Ty, + GARG-k-ARVORE(G, ¢, k, q)
Q < L em L, que contém os vertices de Ty, € Ay(L) € maximo
M {L € Ly, : Mo(L) > Ao(Q)}
para cada M € M* faga*
Ty < GARG2(G[M], ¢, k)
10 T < k-arvore de custo minimo dentre Ty, e T, com M € M*
11  devolva T

O 0 NI O O B~ W DN

“Lembrete: o sinal * em uma colecdo denota a subcolecio dos elemento maximais.
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Na linha 9 do algoritmo GARG2 a fungdo custo c considerada é na verdade a restri-
¢do de c as arestas do grafo G[M].

Devido as especificagdes das subrotinas utilizadas, é evidente que se a instancia
considerada é viavel o algoritmo devolve uma k-arvore. Precisamos mostrar que a

k-arvore devolvida é uma 2-aproximagédo para o kMST.

Considere, na linha 4, os objetos devolvidos ao invocarmos a subrotina GW-MODI-
FICADO (G, ¢, q4).

Pela linha 6 do algoritmo, () é um conjunto em £,, com A(@) méximo. Logo, se
M ={L € L:Ay(L) > Ay(Q)} é acolecdo definida na linha 7, entdo Q N M = () para
toda parte M em M*. Assim,

> IM| < Vol - 1QI < Vel — k,
MeM*

onde a segunda desigualdade é devido ao fato de que os vértices de Ty, estdo em Q.
Ademais, como todos os elementos em M* sdo disjuntos, temos que o ntiimero total
de invocagoes recursivas feitas por GARG2(G, ¢, k) é no méximo |V| — k e portanto o
algoritmo péra.

Seja 7™ uma k-arvore de custo minimo e seja L* um elemento minimal em £,, que
contém os vértices dessa k-drvore. A subrotina GW-MODIFICADO garante que V;; estd
em L, , logo existe um tal L*.

Pela especificacio da subrotina GARG-k-ARVORE, temos que a k-arvore Ty,, obtida
na linha 5 é tal que

(Tir,) < 2(kg — Ao(Q). 7.9)
Por outro lado, devido ao lema da dualidade 7.1 temos que
o(T7) = kq — (w(L7) = y(L(L"))) = kg — Do(L") . (7.10)
Assim, se Ag(L*) < Ay(Q) temos que, combinando (7.9) e (7.10),

e(Ts) < 2(kg — Do(Q)) < 2(kg — Ao(L7)) (7.11)
<2¢(T") =20PT(G, ¢, k).

Dessa forma, Ty, € uma 2-aproximagdo para o kMST e o algoritmo faz o que promete.
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Agora, vamos supor que Ag(L*) > Ay(Q). Consideremos a colecdo M definida na
linha 7. Claramente, L* estd em M. Seja M* o elemento de M* que contém L*. Como
G[M*] contém uma k-drvore minima de G, uma 2-aproximagdo em G[M*| também é

uma 2-aproximacdo em G.

O raciocinio acima é aplicavel a cada uma das invocagdes recursivas, na linha 9, de
GARG2(G[M], ¢, k) para cada M em M*. O ponto crucial aqui é que em cada nivel da
recursdo vale pelo menos uma das seguintes afirmacdes:

(gl) ou a parte () definida na linha 6 é tal que Ay(L*) < Ay(Q) e, portanto, Ty, é uma
2-aproximacao
(g2) ou L* estd em M e o algoritmo realiza as invocagdes recursivas na linha 9.

Como o algoritmo para, entdo (g1) ocorre em algum nivel da recursdo para cada M em
M. Portanto, para cada M em M* o algoritmo encontra uma k-arvore T, tal que

c(Ty) <20PT(G[M], ¢, k).
Como M* estd em M*, entdo
co(T) < e(Ty+) <20PT(G[M*],c, k) =20PT(G, ¢, k),
onde a igualdade é devida ao fato de que V- C M*. Assim, novamente, o algoritmo

faz o que promete.

O numero total de invocagdes recursivas feitas pelo algoritmo GARG2 é no ma-
ximo |Vg| — k. Assim, os consumos total de tempo de todas as execugdes da subro-
tina GARG-LIMIAR, GARG-k-ARVORE e GW-MODIFICADO sdo O(|Eg| |Va|*log|Val),
O(|V|*log [Ve]) e O(| V| log [Vi]), respectivamente. Portanto, o consumo de tempo do
algoritmo GARG2 é O(|E¢| |Vs|* log |V]).

Versao iterativa do algoritmo GARG2

O algoritmo de Garg que acabamos de ver é recursivo. Podemos reescrevé-lo em
uma versdo iterativa. A diferenca das duas versdes é mais no sentido de implementa-

¢do, pois as idéias envolvidas sdo as mesmas.
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Algoritmo GARG2-ITERATIVO(G, ¢, k)

2 enquanto M # () faca

3 seja M um elemento qualquer de M

4 M~ M\ M

5 q < GARG-LIMIAR(G[M], ¢, k)

6 Fo . T, ,y™, Ly, , Xq, < GW-MODIFICADO(G[M], ¢, q4)
7 Q <« Lem L, talque Vy,, C Le Ay(L)€é maximo.

8 Ty <+ GARG-k-ARVORE(G[M], ¢, k, q,Q)

9 T+ T U{Twu}

10 M~ MU{Le L, :|L| >k, Ao(L) > Ay(Q)}*

11 T + éarvore de custo minimo dentre 7
12 devolvaT

Nas linhas 6 e 8 do algoritmo GARG2-ITERATIVO a fungéo custo c considerada é na
verdade a restri¢do de c as arestas do grafo G[M].






CAPITULO 8

Consideracoes finais

Apresentamos varios algoritmos de aproximacgdo para o problema £MST. Entre eles
estdo alguns dos primeiros algoritmos publicados e alguns mais recentes. Alguns dos
algoritmos mais simples, como os apresentados nas se¢des 4.2, 4.4, 5.1 e 5.2, ndo apa-
recem em publicacOes e estdo presentes para aumentar o entendimento sobre o pro-
blema. Em cada um desses algoritmos vemos variadas técnicas de desenvolvimento

de algoritmos e de demonstragao do fator de aproximagao.

Tentamos descrever os algoritmos de maneira clara e de facil entendimento. Isso
porque notamos que muitos dos artigos estudados se mostravam mais complicados do
que o necessdrio. Podemos destacar o artigo de Garg [Gar05b], no qual é apresentado
uma 2-aproximagao para o kMST. Grande parte do tempo dedicado a esta dissertacao
foi gasto tentando entender esse artigo. Inclusive, foi necessario consultar o autor, pois
encontramos um contra-exemplo para uma de suas afirmagdes. Esse contra-exemplo
pode ser encontrado no apéndice B.

Apesar de ndo ter sido mencionado neste texto, uma variante do KAMST muito es-
tudada é o kMST-EUCLIDIANO. Nesta variante, os vértices do grafo correspondem a
pontos no plano e o custo das arestas é a distancia euclidiana entre suas pontas. O
EMST-EUCLIDIANO também é um problema NP-dificil.
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APENDICE A

Simulacao de GW-MODIFICADO

Aqui mostraremos algumas simulag¢des do algoritmo GW-MODIFICADO.

A.1 Execucio de GW-MODIFICADO

Exemplificamos aqui o funcionamento do algoritmo GW-MODIFICADO através da
simulacdo ilustrada nas figuras a seguir. O grafo que serd utilizado na simulagdo é
completo e serd dado através do desenho no plano de seus vértices. Inicialmente, so-
mente os vértices serdo exibidos na simulagdo e as arestas estardo implicitas. O custo
de cada aresta serd a distancia euclidiana entre as suas pontas no desenho. As tinicas
arestas que, a medida que a execugdo do algoritmo avanga, serdo exibidas por linhas
entre as suas pontas sdo aquelas que estdo na floresta F'.

Na ilustragdo da simulac¢do a seguir supomos que as penalidades de cada vértice
sdo “convenientemente” grandes e que o tnico conjunto que sera saturado por y na
ultima iteracdo antes da poda serd V;. Assim, durante toda a simulacdo néo teremos
conjuntos pintados com a cor cinza ou com a cor preta. Portanto, a arvore devolvida
pelo algoritmo serd uma arvore geradora minima (MST), j& que nesta situagdo o al-
goritmo GW-MODIFICADO tem o mesmo comportamento que o algoritmo de Kruskal
para encontrar uma MST, como pode ser facilmente verificado.

Inicialmente os circulos, e posteriormente os aglomerados de circulos ao redor de
um conjunto de vértices, indicam os conjuntos em £. A soma das larguras das faixas

desses aglomerados ao redor de um mesmo conjunto L € £ indica o valor de y;..
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No inicio da primeira iteracdo do bloco de linhas 5-17 vale que:

EF - ®7
L= {{a}, {0}, {c}, {d}, {e}, {/}. {9}, {h}},
A= {{a}, {0}, {c}, {d}, {e}, {/}. {9}, {n}}.

Na primeira iteragdo a aresta bc fica justa ja que os circulos contendo b e ¢ se tocam
devido ao valor de ¢ calculado na linha 6 e portanto, na linha 8§, y%b} + yic} = Cpe- A

aresta bc é entdo inserida em F' e no inicio da segunda itera¢do temos que:
Er = {bc},
£={{a}.....{h}.{b,c}},
A= {{a}, {b,c} {d}, {e}, {f} {9}, {h}}
e {b} e {c} sdo pintados com a cor branca.
Na segunda iteragdo é a vez da aresta de ficar justa por ¢/, ou seja, na linha 8 teremos
que Y4y + Yjey = Cae- No inicio da terceira iteracdo temos que:
Er = {bc,de},
L={{a},... {hy {bch {d e},
A= {{a},{b,¢}{d, e}, {/}, {9}, {h}}

e {d} e {e} sdo pintados com a cor branca. Na terceira iteragdo a aresta que fica justa é
fh, e no inicio da quarta iteragdo vale que:

Er = {bc, de, fh},
L= {a},....{h},{b,c}, {d, e}, {f, h}},
A= {{a}, {b,¢}, {d, e}, {f,h}, {g}}
e {f} e {h} sdo pintado com a cor branca.
Na quarta iteracdo a aresta ef fica justa por y', pois yi., + Yy, + Yisy T Yipny = Cef-
No inicio da quinta iteragdo vale que:
Ep = {be, de, fh,ef},
L={{a},....{n},{b,c},{d,e},{f, h},{d, e £, h}},
A= {{a},{b,c},{d, e, f,h}, {g}}
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Figura A.1: A figura (a) mostra o grafo G antes da primeira itera¢do. A situagdo no

inicio da segunda iteracdo é mostrada na figura (b).
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Figura A.2: A figura (c) mostra o inicio da terceira iteragdo e a figura (d) o inicio da
quarta iteracao.
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e {d,e} e {f,h} sdo pintados com a cor branca. Na a quinta iteracdo a aresta que fica
justa € eg, pois yi,, + Yia.y + Yiaerny + Yy = Ceg» € NO inicio da sexta iteracdo vale que:

Ep ={bc,de, fh,ef, eg},
L={{a},....{n},{b,c}. {d, e}, {f, h},{d. e, f,h} {d, e f,g h}},
A= {{a}a {b> C}, {da e f, g, h}}

e{d,e, f,h} e{g} sdo pintados com a cor branca.

(e) (f)
Figura A.3: A figura (e) mostra o inicio da quinta iteragdo e (f) o inicio da sexta iteracao.

A aresta que ficou justa na sexta iteragdo € cf, pois yi., + ¥ + Yipy + Vi
Yiderny T Yider.gn = Cef- No inicio da sétima iteracdo vale que:
Ep = {bC, de, fh,ef, eg, Cf}7
E - {{a}7 ctt {h}7 {b7 C}7 {d7 6}’ {f? h}’ {d7 67 f’ h}’ {d’ et h}? {b7 A 7h}}7
A= {{a},{b,....h}}
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e {b,c} e{d,e, f,g,h} sdo pintados com a cor branca.

No inicio da tltima iteracdo temos que:

Er = {bc,de, fh,ef,eq,cf,ab},
L={{a},....{h},{b,c},{d, e}, {f, h},{d,e, f,h},{d,... ,h},{b,....,h} {a,... h}},
A={{a,... h}}

e {a}e{b,..., h} sdo pintados com a cor branca.

(8) (h)

Figura A.4: A figura (g) mostra o inicio da sétima iteracdo e (f) o inicio da tltima.

Como foi suposto que as penalidades eram convenientemente grandes, o tinico con-
junto saturado por y é V;. A arvore devolvida, que é £-conexa, estd na figura A.5.
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Figura A.5: Arvore devolvida por GW-MODIFICADO.
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A.2 Custos reduzidos e potenciais

Consideremos agora o seguinte exemplo de uma invocagdo de GW-MODIFICADO.
Nesta ilustracdo, como na se¢do anterior, o grafo é completo e o custo de cada aresta
é a distancia entre suas pontas. O grafo tem 4 vértices e a penalidade inicial em cada
vértice é 3. Esta ilustragdo foi criada por Garg e apresentada por Julian Mestre em uma
palestra sobre o algoritmo de Garg [Gar05a]. Esta ilustragdo mostra como a drvore
devolvida pode variar com pequenas alteracdes na penalidade inicial g de cada vértice.

Utilizamos nesta ilustracdo a metafora de “instante em que um evento ocorre”. En-
caramos a subrotina GW-MODIFICADO como se o valor de ¢ computado na linha 5
fosse sempre 1 e, nesse caso, a varidvel ¢ da linha 6 é incrementada de 1 em 1.

No instante ¢ = 0 temos que £ = {a,b,c,d}, A = {{a},{b},{c},{d}}, ¢c = c. para
cada aresta ¢, A({z}) = 3 para cada vértice .

Figura A.6: Situagdo inicial.

Ja, no instante ¢ = 1 a aresta ab fica justa e é acrescentada a F, o conjunto {a, b} passa
a fazer parte de £ e {a} e {b} sdo pintados com a cor branca e A = {{a, b}, {c}, {d}}.
Temos ainda que ¢{oqy = 4, ¢y = 5, A({a, b}) = 4, A({c}) = A({d}) = 2.
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a b c
- ——e ®
e

Figura A.7: Instante ¢ = 1.

No instante ¢ = 2 a situagdo ndo se altera muito. Apenas ¥y}, Y(c} € Y{a) SA0 incre-
mentados de 1. Assim, Cuqy = 2, ¢(ppey= 3, A({a, b}) = 3, A({c}) = A({d}) = 1.

b ¢
- ——e ®

Figura A.8: Instante ¢ = 2.
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No instante ¢ = 3 a aresta ad fica justa e o conjunto {c} fica saturado. Teremos assim
que {a, b} é pintado com a cor branca e {d} com a cor cinza. Além disso, A = {{a,b,d}}
é{bc} = 17 A({CL, b7 d}) =2e A({C}) = 0.

Figura A.9: Instante ¢ = 3.

No instante t = 4 o valor de yy, 4y € acrescido de 1, como ilustra a faixa verde ao
redor dos vértices {a,b,d} e a aresta bc fica justa. Assim, pintamos {a, b, d} com a cor
branca e {c} com a cor cinza, A = {{a,b,c,d}} e A({a,b,c,d}) = 1.

Finalmente, no instante ¢ = 5, o valor de Y44 € incrementado de 1, o conjunto
Vi é saturado por y e conseqiientemente A = () e A({a,b,c,d}) = 0. A situagdo atual
é {a},{b},{a,b},{a,b,d} tém a cor branca, {d} tem a cor cinza, {c} tem a cor preta,

Yy = Yy = L Yy = Yiay = 3, Ygaby = 2 Y{abdy = L € Yapeay = 1
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Figura A.10: Instante ¢ = 4.

Figura A.11: Instante ¢ = 5.
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Se o valor da penalidade inicial ¢ de cada vértice fosse um pouco menor que 3 teria-
mos que o conjunto {d} ficaria saturado por y antes da aresta ad ficar justa. Nesse caso,
na situacgdo ao final da primeira fase, terfamos que ndo ha conjunto com a cor cinza e
{c} e {d} tém a cor preta. Os conjuntos com a cor preta sdo indicado na figura A.12
através de uma circunferéncia tracejada de cor preta.

Figura A.12: Exemplo do caso em que o valor de ¢ é um pouco menor que 3.

A figura A.13 mostra a arvore devolvida pela subrotina GW-MODIFICADO com
q = 3 e a arvore devolvida para um valor de ¢ infinitesimalmente menor do que 3. A
fase de poda faz com que as drvores devolvidas sejam diferentes devido a existéncia de
diferentes conjuntos com a cor preta nas duas situagdes. Os conjuntos com a cor preta
sdo indicados por circunferéncias tracejadas pretas.

Como ilustra ainda a figura A.14, mudangas pequenas na penalidade de cada vér-
tice fazem que com que a floresta /' mude consideravelmente. Na figura, vemos que
se o valor da penalidade ¢ de cada vértice for um pouco maior que 3, entdo o conjunto
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(a)

(b)

Figura A.13: (a) rvore devolvida quando ¢ = 3. (b) arvore devolvida quando ¢ é um

pouco menor que 3.

{c} fica saturado um pouco mais tarde. Conseqiientemente, a aresta bc fica justa antes

da aresta de e é inserida na floresta F, em vez da aresta de. Mas, se o valor de ¢ for um

pouco menor do que 3, a aresta de fica justa antes da aresta bc e é inserida na floresta,

em vez da aresta bc.

Figura A.14: Exemplo no qual pequena mudanga no valor da penalidade pode mudar

a arvore devolvida pelo algoritmo.






APENDICE B

Contra-exemplo

No artigo de Garg [Gar05b], a subrotina GARG-k-ARVORE, diferentemente da forma
apresentada na segdo 7.7, transforma a tupla (£, _, x4, Fy_) em (Lq, , Xq, , Fy, ). Logono
inicio da descri¢do da subrotina (se¢do 4 do artigo), o autor escreve o seguinte:

“Note that the collections S,., S, differ only in sets which have a zero initial
potential in modi f i ed- GN q) . Such sets would be part of S, but not of S,_.”

Ou seja, ele afirma que as cole¢oes £, e L, diferem apenas em conjuntos que
tém A, igual a zero em GW-MODIFICADO(G, ¢, ¢), onde ¢ é uma penalidade limiar.
Ademais, tais conjuntos seriam parte de £,,, mas ndo de £, . Esse fato é usado para
argumentar que inserindo tais conjuntos em £, a cole¢do continua laminar.

No entanto, no exemplo da figura B.1, temos que podem existir conjuntos em £,
que ndo estdo em L, . Neste exemplo consideramos que £ = 5. A penalidade limiar
é 4. Como algumas arestas ficam justas simultaneamente, as linhas tracejadas indicam
a ordem considerada para elas ficarem justas. No final, temos:

Eq, - {{U1}> {1)2}, {U3}7 {U4}7 {U5}7 {Ub 1)2}, {Ub V2, U3}7 {Uh Vg, V3, U4}7 {Ula U2, U3, Uy, U5}}
Eq = {{Ul}a {02}7 {U3}7 {U4}7 {U5}7 {Uh U2}> {Ula V2, V3, V4, U5}}
‘CQ+ = {{Ul}v {Ug}, {U3}7 {U4}7 {U5}7 {Uh 'UQ}v {U?n U4}7 {U37 Vg, U5}a {Ula Vg, U3, Uy, U5}}'
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V] U9 v3 V4 U5

+

Figura B.1: Contra-exemplo com k = 5.
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