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Resumo

Problemas com miiltiplos objetivos sao muito frequentes nas areas de Otimizagao, Economia,
Financas, Transportes, Engenharia e varias outras. Como os objetivos sdo, geralmente, conflitantes,
faz-se necessario o uso de técnicas apropriadas para obter boas solugoes. A area que trata de
problemas deste tipo é chamada de Otimizacao Multiobjetivo.

Neste trabalho, estudamos os problemas dessa érea e alguns dos métodos existentes para resolvé-
los. Primeiramente, alguns conceitos relacionados ao conjunto de solugoes sao definidos, como o
de eficiéncia, no intuito de entender o que seria a melhor solucao para este tipo de problema.
Em seguida, apresentamos algumas condig¢oes de otimalidade de primeira ordem, incluindo as do
tipo Fritz John para problemas de Otimizagado Multiobjetivo. Discutimos ainda sobre algumas
condicgoes de regularidade e total regularidade, as quais desempenham o mesmo papel das condigoes
de qualificacao em Programagcao Nao-Linear, propiciando a estrita positividade dos multiplicadores
de Lagrange associados as fungoes objetivo.

Posteriormente, alguns dos métodos existentes para resolver problemas de Otimizagao Multiob-
jetivo sao descritos e comparados entre si. Ao final, aplicamos a teoria e métodos de Otimizagao
Multiobjetivo nas areas de Compressed Sensing e Otimizagao de Portfolio. Exibimos entao testes
computacionais realizados com alguns dos métodos discutidos envolvendo problemas de Otimizagao

de Portfolio e fazemos uma analise dos resultados.

Palavras-chave: Otimizagdo Multiobjetivo, Programagao Nao-Linear, Compressed Sensing, Oti-

mizac¢ao de Portfolio.
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Abstract

Problems with multiple objectives are very frequent in areas such as Optimization, Economy,
Finance, Transportation, Engineering and many others. Since the objectives are usually conflicting,
there is a need for appropriate techniques to obtain good solutions. The area that deals with
problems of this type is called Multiobjective Optimization.

The aim of this work is to study the problems of such area and some of the methods available to
solve them. Firstly, some basic concepts related to the feasible set are defined, for instance, efficiency,
in order to comprehend which solution could be the best for this kind of problem. Secondly, we
present some first-order optimality conditions, including the Fritz John ones for Multiobjective
Optimization. We also discuss about regularity and total regularity conditions, which play the
same role in Nonlinear Multiobjective Optimization as the constraint qualifications in Nonlinear
Programming, providing the strict positivity of the Lagrange multipliers associated to the objective
functions.

Afterwards, some of the existing methods to solve Multiobjective Optimization problems are
described and compared with each other. At last, the theory and methods of Multiobjective Opti-
mization are applied into the fields of Compressed Sensing and Portfolio Optimization. We, then,
show computational tests performed with some of the methods discussed involving Portfolio Opti-

mization problems and we present an analysis of the results.

Keywords: Multiobjective Optimization, Nonlinear Programming, Compressed Sensing, Portfolio

Optimization.
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Capitulo 1

Introducao

Dentro da area de otimizacao, existem problemas nos quais ha vérios objetivos a serem alcan-
c¢ados ao invés de apenas um. Geralmente, esses objetivos sao conflitantes entre si, e, raramente,
existe uma solugdo que seja 6tima para todos os objetivos simultaneamente. Essas sdo as caracte-
risticas de um problema de Otimizagao Multiobjetivo (POM), também conhecido como problema
de Otimizacao Multicritério ou Multiatributo. O processo de otimizacgao, entretanto, pertence a
outro mais geral, chamado de Tomada de Decisao Multicritério (TDMC). Essa distingao entre os
dois processos se deve, principalmente, as diferentes dreas que trabalham com problemas com miil-
tiplos objetivos usando suas ferramentas especificas, como, por exemplo, Pesquisa Operacional e
Economia.

Como o processo de TDMC é muito abrangente, é possivel distinguir os problemas existentes
e as respectivas areas que tratam deles em dois tipos. O primeiro, chamado de Andlise de De-
cts@o Multicritério, ¢ uma area que lida com problemas em que o conjunto de solucoes vidveis é
discreto, pré-determinado e finito. No segundo tipo, chamado de Otimizagao Multiobjetivo, as
solucbes vidveis nao sdo explicitamente conhecidas, mas, geralmente, representadas por fungoes de
restricao [Miettinen, 1999).

Nosso objetivo é estudar os problemas da area de Otimizagao Multiobjetivo e os métodos exis-
tentes para resolvé-los. No Capitulo 2, apresentamos o problema generalizado com respeito a cones
convexos e ordens parciais induzidas por eles. Focamos, porém, no caso em que o cone convexo é
dado pelo ortante ndo-negativo do P, onde p é o nimero de fungdes objetivo a serem otimizadas.
Definimos ainda alguns conceitos relacionados ao conjunto de solugoes, como o de eficiéncia, no
intuito de entender o que seria a melhor solugao para este tipo de problema.

No Capitulo 3, apresentamos algumas condigoes necessérias de otimalidade de primeira ordem,
incluindo as do tipo Fritz John para problemas de Otimiza¢ao Multiobjetivo, encontradas em [Bigi,
1999] e [Luc, 1989]. Dissertamos ainda sobre condi¢oes de regularidade e total regularidade encon-
tradas em [Pappalardo e Bigi, 1999], [Bigi, 1999] e [Maeda, 1994], as quais desempenham o mesmo
papel das condigoes de qualificagdo em Programacao Nao-Linear, propiciando a estrita positivi-
dade dos multiplicadores de Lagrange associados as fungoes objetivo. Alguns teoremas encontrados
em [Chankong e Haimes, 1982] relacionando condigoes do tipo Fritz John para um problema de Oti-
mizagao Multiobjetivo e as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para o problema escalarizado
sao discutidos no Capitulo 4, bem como as relagoes entre as solugoes dos dois problemas.

Alguns métodos encontrados em [Cohon, 1978] e [Fliege e Svaiter, 2000] para resolugao de pro-
blemas de Otimizagao Multiobjetivo sao descritos no Capitulo 4. Discutimos sobre suas vantagens e

desvantagens, sempre fornecendo exemplos de casos onde o uso de cada um pode nao ser adequado.



2 INTRODUCAO 1.1

No Capitulo 5, aplicamos a teoria e métodos de Otimizacao Multiobjetivo nas éreas de Com-
pressed Sensing e Otimizacao de Portfolio. Exibimos entao testes computacionais realizados com
alguns dos métodos discutidos envolvendo problemas de Otimizagao de Portfolio e fazemos uma
analise desses resultados. Ao final, apresentamos nossas conclusoes sobre o tema estudado com

base no desenvolvimento do trabalho e fornecemos sugestoes para trabalhos futuros.

1.1 Notagao

Denotamos por o conjunto dos ntmeros reais e por R, o conjunto de vetores reais n-
dimensionais. Para todo vetor v € R"™, usamos v; para indicar sua i-ésima componente.

Vetores no R"™ serao vistos como vetores coluna. Para todo vetor v € R", v/ representa a
transposta de v, sendo um vetor linha n-dimensional.

O conjunto formado por todos os ntimeros reais ndo-negativos sera denotado por ., e o conjunto
formado por todos os nimeros reais estritamente positivos, por 4. Também faremos uso do
negativo de R, i.e., =Ry ={—a|a € R}, e donegativode R4, RNy ={—a|aec Rt}

Sejam x,y € R™. A relagdes < e < em R" serdo definidas da seguinte forma:
r<y<—=ux; <y, Vi=1...,n (1.1)

r<y<==mx; <y, Vi=1,... n (1.2)

As Figuras 1.1(a) e 1.1(b) ilustram os casos (1.1) e (1.2), respectivamente.

A A !
|
|
|
T<w I T<x
i
|
- ol
T 'z
|
r<ZT T<T
)
, | ,
(@) {z|o <7} =7-R2 ) {zlo <z} =7 R,
Figura 1.1: Relacies < e < no R2.
Sejam f : " — RP e f; : R — R, ¢ = 1,...,p, fungdes diferenciaveis tais que f(z) =
1(x), ..., fr(x)). O Jacobiano de f em z sera denotado por J¢(x), sendo uma matriz p x n, com
p !

entradas

O vetor gradiente de cada f; serd denotado por

Vfi:<3fz' afi>/'

sy
o0x1 oxy,
Seja o conjunto C' C R™. Denotaremos o fecho, a envoltéria convexa e o interior de C, por

cl(C), conv(C) e int(C), respectivamente.



Capitulo 2

O problema

Neste capitulo, apresentaremos o problema generalizado de Otimizagao Multiobjetivo. Dis-
cutiremos ainda a relacao entre cones convexos pontudos e ordens parciais induzidas por eles,
definindo o problema de Otimizagdo Multiobjetivo generalizado sob a 6tica da Anélise Convexa, es-
tudado com mais profundidade em |Luc, 1989] e [Sawaragi et al., 1985|. Além disso, apresentaremos
os conceitos basicos de Otimizacao Multiobjetivo encontrados em [Cohon, 1978|, [Kuhn e Tucker,
1951], |Geoffrion, 1968|, [Luc, 1989, [Sawaragi et al., 1985 e [Zadeh, 1963|. Para facilitar a com-

preensao de algumas defini¢oes, ilustramo-las com exemplos graficos.

2.1 Formulagao matematica

A formulagdo de um POM generalizado, a ser adotada de agora em diante, é descrita da seguinte

forma:

min  f(z) = (f1(2), fa(2), ..., fp(x))'

s.a: g1(x) <0,...,gm(x) <0, (1)

onde p é o namero de fungoes objetivo, cada g; : R™ — R é uma fungao de restricao e f : R — RP
é uma fungao conhecida como fung¢do multiobjetivo. Cada fr : ™ — R define uma fungdo objetivo.
O conjunto viavel do problema sera definido, portanto, como X = {x | g;(x) <0, i = 1,...,m}.
Note que, se p = 1, (2.1) torna-se um problema comum de um tnico objetivo, podendo ser resolvido

com os métodos apropriados para este tipo de problema. Logo, estamos interessados em p > 1.

2.2 Ordens parciais e cones convexos

Nesta secao, dissertaremos um pouco sobre cones convexos pontudos e as ordens parciais indu-
zidas por eles. A partir desta relacao, definiremos o que vem a ser um problema generalizado de
Otimizacao Multiobjetivo com respeito a cones. Estudos mais aprofundados de Otimizagao Mul-
tiobjetivo sob o aspecto teodrico da Anélise Convexa podem ser encontrados em |[Sawaragi et al.,
1985] e [Luc, 1989].

Uma relacdo binaria A em RP é um subconjunto do produto R? x RP. Assim, diz-se que um

elemento x € NP esta relacionado com y € RP por A se (z,y) € A.

Definigao 2.2.1: Seja A uma relagao binaria em RP. Dizemos que ela é
(1) reflexiva, se (z,x) € A para todo x € R?;
(2) anti-simétrica, se (z,y) € A e (y,x) € A implica que = = y para z,y € R?;
(3) transitiva, se (z,y) € A e (y,z) € A implica que (z,z) € A para z,y,z € R?;

3



4 O PROBLEMA 2.2

(4) conectada, se (z,y) € A ou (y,x) € A para todo z,y € R com x # y;
(5) linear, se (z,y) € A implica que (tx + z,ty + z) € A para z,y,z € R e t > 0.

Uma ordem parcial ¢ uma relacdo binaria que possui as propriedades (1), (2) e (3). Se, além
disso, a propriedade (5) é satisfeita, dizemos que a ordem parcial é linear. Quando uma ordem
parcial satisfaz a propriedade (4), ela é chamada de ordem total. Para exemplificar, consideremos
a relagao “menor ou igual” em R. Tal relagdo é uma ordem total. Quando lidamos, porém, com
vetores no RP, uma ordem total ndo é obtida tao naturalmente. Entretanto, RP é dotado de varias

ordens parciais, como, por exemplo, aquela definida em (1.1).

Definicao 2.2.2: C C R? é um cone se tr € C sempre que x € C, para todo t > 0. Dizemos que
um cone C' é pontudo se C N —C = {0}.

A definigao acima de cone, usada em [Rockafellar, 1997] e em [Bertsekas et al., 2003], implica
que um cone pode nao conter o vetor nulo. Em outras defini¢oes, tem-se ¢ > 0 em vez de t > 0.

Temos a seguinte propriedade para cones quando ha convexidade envolvida.
Proposigao 2.2.1: Seja C um cone. Entao, C' é convexo se, e somente se, C + C C C.

Existe ainda uma relagao conhecida entre cones convexos pontudos e ordens parciais lineares,

como mostra a proposi¢ao abaixo.

Proposigao 2.2.2: Seja A uma relacao binaria em $”. A é uma ordem parcial linear se, e somente

se, existe um cone convexo pontudo C' C RP tal que

(r,y) e A<= y—zeC. (2.2)

Prova: (=) Sejam A uma ordem parcial linear e C = {z € R | (0,x) € A}. A propriedade (5)
garante que C' é um cone. Dados quaisquer z,y € C, por definigdo de C, temos que (0,z) € A e
(0,y) € A. Pela propriedade (5) de linearidade, temos (—y,0) € A e, pela transitividade, obtemos
(—y,x) € A. Pela linearidade de A, temos (0,2 + y) € A; logo, x +y € C. Portanto, pela
Proposigao 2.2.1, C' é convexo. Se z € C'N —C, entao (0,z) € Ae (0,—x) € A. Como A é linear,
temos (x,0) € A. Como A é anti-simétrica, segue que x = 0. Portanto, C' é pontudo.

(«<=) Dado um cone convexo pontudo C' € R, mostraremos que a relagdo binaria A estabelecida
em (2.2) é uma ordem parcial linear. A propriedade (5) segue de forma imediata da defini¢ao de
C. Como 0 € C, A é reflexiva. Dados z,y,z € C, suponha que (z,y) € Ae (y,z) € A. Por (2.2),
temos y—x € C e z—y € C. Pela convexidade de C e pela Proposigao 2.2.1, z—x € C' e, portanto,
(x,z) € A. Logo, A é transitiva. Como (z,y) € A e (y,z) € A implica que y —z € C N —-C,

podemos concluir que A é anti-simétrica pelo fato de que C é pontudo. [

Denotando (z,y) € A por x <¢ y, podemos reescrever (2.2) por

r<cy<=y—zeclC. (2.3)

Para exemplificar o resultado da proposigao acima, considere o cone convexo pontudo C' como sendo
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o ortante ndo-negativo R’ . A ordem parcial linear definida em (1.1) é uma ordem parcial induzida
p
por R, .
As proximas duas defini¢oes sdo fundamentais para entender a natureza de um problema gene-

ralizado de Otimizacao Multiobjetivo.

Definigao 2.2.3: Sejam Y C P, C' C RP um cone convexo pontudo e <¢c a ordem parcial linear

induzida por C. Um ponto z € Y é o ponto minimal ideal de Y se x <¢ y para todoy € Y.

Definigao 2.2.4: Sejam Y C RP, C' C RP um cone convexo pontudo e <¢c a ordem parcial linear
induzida por C. Um ponto x € Y ¢ um ponto minimal de Y se nao existe y € Y\{z} tal que

y<c=x.

Quando a ordem em questao é total, os conceitos de ponto minimal ideal e ponto minimal
coincidem. Isso ocorre, por exemplo, quando o cone convexo pontudo é o conjunto dos ntimeros
reais nao-negativos, N1, e a ordem parcial linear induzida é a de <. Entretanto, ao considerar
ordens parciais, um ponto minimal ideal pode nao existir. Essa é a razao do conceito de ponto
minimal ser importante ao lidar com ordens deste tipo.

Denote por ming Y o conjunto dos pontos minimais de um conjunto Y C RP e por f(X), o
conjunto formado pelos valores obtidos pela avaliacao da funcao multiobjetivo f nos pontos x € X.
Um problema generalizado de Otimizagao Multiobjetivo com respeito a cones consiste, portanto,
em encontrar os pontos x € X tal que f(x) € ming f(X). Na literatura, ele é conhecido como
problema de Otimizacao Vetorial. Em particular, o presente trabalho dedica-se ao caso em que
C = %ﬁ, e, portanto, a ordem parcial definida em (1.1) é considerada. Assim, na proxima secao,

introduziremos conceitos béasicos de Otimizacao Multiobjetivo considerando que C' = %ﬁ.

2.3 Conceitos basicos de Otimizagao Multiobjetivo

A partir daqui, particularizamos o cone convexo pontudo em estudo como sendo o ortante nao-
negativo C' = R". A ordem parcial linear induzida é, portanto, a definida em (1.1). Como foi dito,
queremos encontrar os pontos z € X tal que f(z) € ming f(X). Os pontos x que satisfazem essa

condicao possuem um nome especifico, como mostra a definicao seguinte.

Definicao 2.3.1: Uma solugdo z* € X é eficiente se ndo existe outro ponto x € X tal que

f(x) < fa¥) e fz) # f(z7).

Eficiéncia é um conceito equivalente ao de Pareto-otimalidade e nao-inferioridade. Também
estd estreitamente ligado ao de nao-domindncia, sendo que este lida com a avaliacao da funcao
multiobjetivo numa solucdo vidvel em vez da propria solucdo em sua definicdo. Dizer que uma
solugao x* é eficiente equivale a afirmar que nao existe outro ponto viavel x tal que os valores das
funcoes objetivo avaliadas nele sejam menores ou iguais, sendo estritamente menor em, pelo menos,
uma das fungdes. Sao solugoes deste tipo em que estamos interessados ao tentar resolver um POM.

Usando a definicao de ponto minimal da se¢do anterior, temos que uma solucao z* é eficiente
se f(z*) é minimal de f(X). Quando um ponto viavel ndo satisfaz a Definicao 2.3.1, ele é chamado

de ineficiente.



6 O PROBLEMA 2.3

H4 ainda variagbes do conceito de eficiéncia, as quais estao definidas a seguir.

Definigao 2.3.2: Uma solugao z* € X é eficiente local se existe § > 0 tal que x* é eficiente em
X 1 N(a*,8), onde N(z,8) = {y | y € ", o — || < 5}.

Quando estivermos nos referindo tanto a solugoes eficientes quanto a solugoes eficientes locais
em algum momento, denotaremos as primeiras por solugoes eficientes globais. Claramente, vemos
que, se todas as funcbes objetivo sao convexas, qualquer solucao eficiente local é também uma

solucao eficiente global.

Definigao 2.3.3: Uma solugao «* € X & fracamente eficiente se nao existe um outro ponto x € X
tal que f(x) < f(z¥).

Definigao 2.3.4: Uma solucdo z* € X é fracamente eficiente local se existe 6 > 0 tal que z* é
eficiente fraca em X N N(z*,9).

E facil ver que, se uma solucdo minimiza alguma funcao objetivo que, por sua vez, é convexa,
entao essa solugao é fracamente eficiente. A Figura 2.1 mostra exemplos dos quatro tipos de efici-
éncia definidos anteriormente. Observe que, nos exemplos, as solugoes eficientes locais, fracamente
eficientes e fracamente eficientes locais nao sao solugoes eficientes globais. Além disso, a solugdo
fracamente eficiente nao é uma solucao eficiente local e a solugao fracamente eficiente local nao é

uma solugdo fracamente eficiente.

A A
fi f2 fi f2
(
|
|
|
|
|
:
! (T .
1 > T P 7 T
(a) Eficiéncia global. (b) Eficiéncia local.
A A
f1 2 f f2
|
|
|
! (Tt .
1 > AN - 7 T
(c) Eficiéncia fraca. (d) Eficiéncia fraca local.

Figura 2.1: Tipos de eficiéncia.

Ha ainda os conceitos de eficiéncia prdpria e imprépria, introduzidos em [Kuhn e Tucker, 1951],
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e, depois, modificados em |Geoffrion, 1968] e discutidos por vérios outros autores. Em [Kuhn e Tucker,
1951], os autores mostraram um problema de maximizagdo com dois objetivos no qual uma solu-
¢ao eficiente admite um ganho de primeira ordem em uma funcao objetivo ao custo da perda de
segunda ordem em outra funcao objetivo. Tal problema, considerando que estamos minimizando
fungdes objetivo, ¢ dado por minimizar f(z) = (f1(x), f2(z))’, onde fi(z) = —x, fo(x) = 2? — 2,
sujeito a x > 0. Qualquer ponto x tal que x > 1 é uma solucao eficiente para o problema. Porém,
para qualquer d > 0, considerando o ponto z* = 1, temos que V fi(z*)d < 0 e Vfao(z*)d = 0.
Em outras palavras, temos J¢(z*)d < 0 e Jy(2*)d # 0. Entretanto, temos que V?fi(z*)d = 0 e
V2 fo(z*)d > 0 para d > 0. Assim, vemos que z* admite um decréscimo de primeira ordem em fi
ao custo do aumento de segunda ordem em f,. Para evitar tais tipos de solugoes eficientes, Kuhn e
Tucker definiram o conceito de eficiéncia proépria. Para apresenta-lo, precisamos definir o seguinte

conjunto.

Definicao 2.3.5: O cone linearizado de X em x € X é o conjunto dado por

L<(X,z) ={y| Vgi(z)'y <0, i € A(x)},

onde A(z) = {i | gi(z) = 0} é conjunto dos indices das restrigoes ativas em z.

O cone linearizado de X em z € X é, portanto, uma aproximagao do conjunto X em torno de
x, obtida pela linearizacao das fungoes de restrigdao ativas em x. Tal conjunto desempenharia um
papel importante nas condigbes de otimalidade a serem discutidas no Capitulo 3.

Lembramos agora a condigao de qualificagdo de Kuhn e Tucker [Kuhn e Tucker, 1951], a qual é

usada na definicao de eficiéncia propria dos mesmos autores.

Definigao 2.3.6: Diz-se que o conjunto de restri¢oes X satisfaz a condi¢do de qualificacdo de Kuhn
e Tucker (CQKT) se, para cada z € X tal que A(z) # 0, toda diregao d satisfazendo Vg;(z)'d <0,

j € A(x), é tangente a um arco diferenciavel contido em X.

Definigao 2.3.7: |[Kuhn-Tucker| Suponha que as fungoes fx, k=1,...,p, e g;, i = 1,...,m, sdo
diferencidveis e que CQKT ¢é satisfeita. Uma solucao eficiente z* € X é propriamente eficiente se
um dos dois casos ocorre:

(1) Se A(z*) =0, Jf(2*)d < 0 e Jp(x*)d # 0 para nenhum d € R™;

(2) Se A(z*) # 0, Jf(2*)d <0 e Jp(x*)d # 0 para nenhum d € L<(X,z").

Posteriormente, em |Geoffrion, 1968], o autor apresentou um problema com dois objetivos,
onde uma solucao eficiente é propria, conforme a definicao de Kuhn e Tucker, mas apresenta uma
anomalia. Tal problema é minimizar f(x) = (fi(z), fo(z))’, onde fi(x) = —22, fo(x) = 23, sujeito
a x > 0. Na Figura 2.2(a), as fungoes objetivo estao representadas considerando apenas as partes
que satisfazem a restricao z > 0. Claramente, podemos ver que x* = 0 é uma solucao eficiente para
o problema. Além disso, como todas as fungoes sao diferenciaveis e vale a condicao de qualificacao
de Kuhn e Tucker, ela também é propriamente eficiente segundo a defini¢do feita anteriormente.
Entretanto, movendo-se para um outro ponto x positivo e suficientemente pequeno, o decréscimo em

f1 pode ser arbitrariamente grande em relagdo ao aumento em f5. Para excluir solucoes eficientes
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de tal tipo, Geoffrion modificou a definicao de eficiéncia propria, restringindo ainda mais o nimero
de solucoes eficientes consideradas proprias. Esta nova definicao de eficiéncia propria, que segue

logo abaixo, sera aquela que usaremos neste trabalho.

Definicao 2.3.8: [Geoffrion|] Uma solugao eficiente x* € X ¢é propriamente eficiente se existe
M > 0 tal que, para cada i =1,...,p e cada x € X satisfazendo f;(x) < f;(z*), existe pelo menos
um j # i tal que fj(x) > fj(z*) e fi(z*) — fi(z) < M(fj(z) — fj(«*)). Uma solucao eficiente que

nao é propriamente eficiente é chamada de impropriamente eficiente.

Observe que a definicao de Geoffrion nao supde que vale qualquer condigao de qualificagao.
Geoffrion também prova em seu artigo que, supondo que as fungoes fi e g; sdo diferenciaveis e vale
a condicao de qualificacdo de Kuhn e Tucker, toda solugao eficiente que é propriamente eficiente
segundo a Defini¢ao 2.3.8 também o é segundo a Defini¢ao 2.3.7. O inverso, porém, nem sempre é
verdade, como mostra o exemplo que vimos anteriormente. A Figura 2.2(b) mostra um exemplo de

uma solugdo propriamente eficiente segundo a Definigao 2.3.8.

fi fa

fi(z) = —a? xl* T

(a) Kuhn e Tucker (b) Geoffrion

v

Figura 2.2: Eficiéncia propria.

Definigcao 2.3.9: Uma solucao eficiente z* € X é propriamente eficiente local se existe § > 0 tal

que x* é propriamente eficiente em X N N (z*, ).

A Figura 2.3 mostra um exemplo de uma solugdo z* impropriamente eficiente, mas que é uma
solugao propriamente eficiente local para uma determinada vizinhanca de xz*. Ela é impropriamente
eficiente, pois a funcéo objetivo fo decresce ilimitadamente enquanto que a fungdo objetivo f; varia
apenas dentro de um intervalo para x > xg.

Além disso, em [Isermann, 1974], o autor mostrou que, quando o problema multiobjetivo possui
fungoes objetivo e restri¢oes lineares, todas as solugoes eficientes sao propriamente eficientes. Além
dos conceitos ja apresentados, existem outros como, por exemplo, super eficiéncia, introduzido
em |[Borwein e Zhuang, 1993|, e eficiéncia estrita, apresentado em [Jiménez, 2002|, mas que nao

fardo parte do nosso escopo.
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Figura 2.3: Ezemplo de solug¢ao propriamente eficiente local.

O conjunto de solugoes eficientes de um POM é chamado de fronteira eficiente. Na literatura,
a fronteira eficiente é muitas vezes chamada de fronteira de Pareto. Dependendo do problema,
podemos enxergar tal conjunto graficamente, no espaco objetivo. O espago objetivo difere do espaco
de decisdo, que é definido pelas varidveis de decisdo do problema, da seguinte forma: os eixos
sao representados pelas fungoes objetivo do problema, logo, cada ponto nesse espaco possui suas
coordenadas definidas pelos valores das fungoes objetivo avaliadas em um ponto no espago de
decisao.

Seja o conjunto X = {f(z) | # € X}. Tal conjunto corresponde ao conjunto viavel no espaco
objetivo. Na Figura 2.4, podemos ver o conjunto vidvel de um problema com dois objetivos no
espago objetivo, assim como a fronteira eficiente do problema representada nesse espago. Os pontos
A e B sdo exemplos de solucses eficientes, e C, de uma solugao inferior. Em rigor, A e B s&do pontos
no espago de decisao, logo, eles deveriam estar representados como f(A) e f(B) no espago objetivo.
Porém, para facilitar a notacao, representaremos os pontos do espago de decisdo no espago objetivo
sem ter que avaliar a fungao multiobjetivo neles. A parte do grafico onde a linha é mais grossa
constitui a fronteira eficiente. Fixando um ponto nessa curva, nao é possivel se mover para outro
ponto viavel decrescendo simultaneamente as duas fungoes objetivo, ou pelos menos decrescer o
valor de uma funcéo e deixar a outra de igual valor. E facil ver também que C é uma solucio
ineficiente, pois podemos melhorar os valores da fung¢oes objetivo individuais movendo-nos para a

esquerda e/ou para baixo.

fronteira eficiente

Figura 2.4: Espaco objetivo.

Pela Figura 2.4, podemos facilmente concluir que um ponto vidvel x é eficiente se, e somente
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se, (f(z) —RE)NX = {f(x)}; ou seja, ndo existe nenhuma dire¢io partindo de f(x) no sentido
do ortante nao-positivo do R que conduza a um ponto viavel no espago objetivo diferente de f(z).
Examinando o ponto C, vemos que existem varias dire¢oes partindo de C no sentido do ortante
nao-positivo que conduzem a outros pontos vidveis; movendo-se para qualquer um deles, poder-se-ia
melhorar o valor de alguma fungao objetivo, mantendo as outras com valor, no méximo, o mesmo.

Muitas vezes, desejamos obter nao apenas uma solugao eficiente, mas toda a fronteira eficiente,
ou, pelo menos, uma aproximagcao dela. Ainda que haja vérias solugoes eficientes encontradas no
problema, sabemos que apenas uma seréd escolhida no final. A essa solugao escolhida se da o nome
de solucao de melhor compromisso. A razao entre a quantidade que deve ser aumentada para um
objetivo a fim de que haja diminui¢ao de um outro objetivo é denominada de tradeoff. Os tradeoffs
e as solucoes eficientes sao dois tipos de informacoes importantes para que o tomador de decisao
possa escolher a solugao de melhor compromisso.

Utilizando o raciocinio de Zadeh |[Zadeh, 1963], dado um ponto viavel x, podemos definir trés

conjuntos disjuntos no espago de decisao R™:

Q<(z) = {y|fly) < flz),fy) # (@)},
Q= (x) = {ylfly) = f(o)},
Q7 (x) = {ylfly) £ flx)e fly) # flx)}

O primeiro conjunto, Q<(z), contém todos os pontos que sao melhores que z, ou seja, todos os
vetores que possuem valores das fungoes objetivo avaliadas neles menores ou iguais aos de x, sendo
estritamente menor em, pelo menos, uma das fungoes. Dizemos que um ponto y deste tipo é superior
em relacao a z. O segundo conjunto, Q= (z), contém todos os pontos que sdo inferiores a x. O
terceiro conjunto contém todos os pontos nao comparaveis a x.

Zadeh salientou que qualquer vetor do R™ pertence a um desses trés conjuntos. Logo, temos
que R* = Q<(x) U Q> (x) UQ~(x). Observe, entdo, que para uma solucio vidvel = ser eficiente é

necessério e suficiente que se tenha X N Q<(x) = (.



Capitulo 3

Condicoes de otimalidade

Na area de Otimizagao Multiobjetivo, muitos artigos tém mostrado condigoes necessarias de
primeira ordem ao longo dos anos. Entre estas, condigoes do tipo Fritz John tém sido analisadas
para estes problemas. Diferentemente do caso de problemas com um tnico objetivo, ha varias pos-
sibilidades para os valores dos multiplicadores de Lagrange associados as fungoes objetivo. O vetor
de multiplicadores pode ser inteiramente igual ao vetor zero ou nao, mas isso nao garante que todos
os multiplicadores serao diferentes de zero. Quando um multiplicador associado a alguma fungao
objetivo é igual ao zero, esta funcao nao desempenha papel algum na condicao de otimalidade, o
que nao é desejado. As condi¢oes de qualificagdo em Programagao Nao-Linear, envolvendo apenas
as funcoes de restricao, permitem que o vetor de multiplicadores associados as funcoes objetivo seja
diferente de zero. Entretanto, tais condigoes nao propiciam a estrita positividade de cada multipli-
cador. Para tal feito, é necessario usar condi¢oes que envolvam as fungoes objetivo. Estas condigoes
sao chamadas de condigoes de regularidade e sao um tipo de extensao das condi¢oes de qualificagao
usuais. Em [Bigi, 1999], [Pappalardo e Bigi, 1999] e [Maeda, 1994], varias condigoes de regularidade
sao discutidas. Particularmente, em [Bigi, 1999] e [Pappalardo e Bigi, 1999], os autores apresentam
uma classificagdo concernente a regularidade do problema multiobjetivo.

Apresentaremos, neste capitulo, condigoes necessérias de primeira ordem encontradas em [Bigi,
1999], [Luc, 1989] e [Maeda, 1994|, incluindo as condi¢oes do tipo Fritz John para problemas de
Otimizagao Multiobjetivo. Apresentaremos também algumas condigoes de regularidade e total
regularidade encontradas em [Bigi, 1999], [Pappalardo e Bigi, 1999] e [Maeda, 1994].

Para os resultados deste capitulo, supomos todas as func¢oes objetivo e de restricao continua-

mente diferenciaveis.

3.1 Condicoes necessarias de primeira ordem

Consideremos primeiro o caso onde o problema multiobjetivo é irrestrito, ou seja, X = R™.

Temos o seguinte resultado.

Proposigao 3.1.1: Se z* € R" é uma solugao fracamente eficiente local, entao nao existe d € R"

tal que

Vii(z*)Yd<0, Yi=1,...,p. (3.1)

Prova: Suponha que z* é uma solugao fracamente eficiente local e que (3.1) ocorre para alguma

diregao d € R"™. Entdo, temos que

11
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J(z*)d < 0.

Pela diferenciabilidade das fungbes objetivo e pelo Teorema do Valor Médio, temos que, para todo

e > 0, existe um s € (0, 1) tal que

fa® +ed) = f(x¥) + eJ(x" + sed)d.

Como todas as fungoes objetivo sao continuamente diferenciaveis, temos que, para todo € > 0
suficientemente pequeno, Jy(z* + sed)d < 0, e, portanto, f(z* + ed) < f(x). Isso contradiz o fato

de x* ser uma solucao fracamente eficiente local. [

Consideremos agora o problema multiobjetivo restrito. Definiremos a seguir um conjunto im-

portante para o desenvolvimento das condigoes de otimalidade adiante.

Definigao 3.1.1: Seja Y C R?. O cone tangente a’Y em y € cl(Y') é dado por

T(Y,y) ={w e R | H{w,} = w, H{t,} 10 t.q. y+thw, €Y}

O cone tangente é uma aproximacgao do conjunto Y ao redor do ponto y por retas tangentes a
tal conjunto. Ele sempre é fechado, sendo convexo se assim for o conjunto Y. O cone tangente,
porém, pode nao ser convexo. As condigOes necessarias que apresentaremos adiante estao direta ou

indiretamente relacionadas a tal cone.

Proposigao 3.1.2: Se z* € X é uma solugao fracamente eficiente local, entao

T(f(XON), f(z")n—R, =0, (3.2)

para alguma vizinhanga N de x*.

Prova: Suponha que z* € X é uma solugdo fracamente eficiente local. Por contradigao, dado
n € N, suponha que existe z, € T(f(X N N(z*,1/n)), f(z*)) N —R44+. Logo, existem sequéncias
{zk} = zn, {te} L 0 e 2, € X N N(2*,1/n) tais que f(x*) + tpzr = f(xx) para qualquer k € N.
Seja k grande o suficiente para se ter z; € —R% | e defina z,, := x;. Portanto, tem-se {z,} — 2* e

f(z*) — f(zn) € R, contradizendo a suposi¢ao inicial. O

O resultado acima pode nao ser muito util na pratica devido & dificuldade de se verificar a
condi¢ao (3.2). Para p > 1, a condigdo acima nao é suficiente, como é mostrado no exemplo

seguinte.

Exemplo 3.1.1: Considere n = p = 2, f como sendo a fungao identidade e X = {z € R? | —2? <
vy < =23 ; 21 < 0}. Seja z* = (0,0)". Como podemos ver na Figura 3.1, tem-se T(f(X N
N), f(z*)) = =Ry x {0} para qualquer vizinhanca N de z*, e, portanto, a condi¢ao (3.2) é satisfeita.

Entretanto, como f é a funcao identidade, * ndo é uma solucao fracamente eficiente local.

Proposicao 3.1.3: Se (3.2) é satisfeita para alguma vizinhanca N de z* € X, entdo a condigao
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A L2

Figura 3.1: Ezemplo 3.1.1.

abaixo

mkax[ka(:U*)’w] >0 (3.3)

¢ satisfeita para todo w € T'(X, z*).

Prova: Seja w € T(X,z*). Logo, existem sequéncias {wp,} — w e {t,} | 0 tais que z, :=
r* +t,w, € X. Além disso, ¥, € N para n suficientemente grande. Seja d,, := t,; ' (f(z,) — f(x*)).
Temos, entao, d, = Jr(z*)w, + €y, com {e,} — 0. Assim, temos d, — J¢(z*)w e f(z,) =
f(x*) + tpdp, o que garante que Jy(z*)w € T(f(X NN), f(z*)). Assim, (3.3) segue de (3.2). O

Combinando as duas tltimas proposi¢oes, obtemos o seguinte resultado, que seré usado por um
dos métodos de resolugao de problemas de Otimizagao Multiobjetivo a serem discutidos no préximo

capitulo.

Proposicao 3.1.4: Se z* € X é uma solugao fracamente eficiente local, entao (3.3) é satisfeita
para todo w € T'(X, z").

As préximas condigoes usam conceitos de cone tangente e cone linearizado. Lembramos que o

cone linearizado de X em um ponto x* € X é dado por

Lo(X,2") ={y | Vgi(z")'y <0, i € A(z")},

onde A(z*) = {i | gi(z*) = 0} é conjunto dos indices das restri¢oes ativas em x*.
Definigao 3.1.2: O cone linearizado fraco de X em x* € X é o conjunto dado por

Lo(X,2") ={y | Vgi(z")'y <0, i € A(")}.

O cone linearizado fraco de X em z* € X é um conjunto aberto. Além disso, temos que
L<(Xa l‘*) - int(LS(Xa l‘*))
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Proposigao 3.1.5: Seja x* € X. Entao, temos

Lo(X,2%) C T(X,z") C L<(X,2"). (3.4)

Prova: Primeiramente, provaremos que T'(X, z*) C L<(X,z*). Sejaw € T(X, z*). Entao, existem
sequéncias {w,} — w e {t,} | 0 tais que z,, := z* + t,w, € X. Portanto, para todo i € A(z*),

temos

0> t;1(91<$n) - gl(‘x*)) = v‘gz('x*),wn + €n,

com {€p} — 0. Tomando o limite, obtemos Vg;(z*)'w < 0.
Provaremos, agora, que Lo (X, z*) C T(X,z*). Sejaw € Lo (X,x*), {t,} L 0 ez, := 2™+t wy,.

Considere ¢ € A(x*). Temos, entao, para w, — w,

t;lgi(xn) = t;lgi(az*) + Vgi(z*)wn + €n — Vgi(2*)w < 0.

Para i ¢ A(z*), pela continuidade de g;, temos g;(x,,) — gi(z*) < 0. Portanto, existe ng suficiente-
mente grande tal que, para todo n > ng, , € X. Considerando as sequéncias com indices iniciais

iguais a ng, podemos concluir que w € T'(X,z*). O

As proposigoes 3.1.5 e 3.1.4 combinadas fornecem o resultado subseqiiente relacionado com a

impossibilidade de resolugao de um dado sistema homogéneo linear.

Proposigao 3.1.6: Se x* € X é uma solugao fracamente eficiente local, entao o sistema

Vic@Yw < 0, k=1,...,p,

. (3.5)
Vgi(z*)Yw < 0, VieAlz*),

nao possui solucao w € R".

Como é bem delineado em [Bigi, 1999|, a proposi¢ao acima em conjunto com o Teorema da
Alternativa de Motzkin [Mangasarian, 1969] propiciam o desenvolvimento de condiges do tipo
Fritz John para Otimizagdo Multiobjetivo. O Teorema da Alternativa de Motzkin esta enunciado

logo abaixo. E facil perceber a ligacio entre ele e as condicdes necessarias de Fritz John.

Proposicao 3.1.7: [Teorema da Alternativa de Motzkin| Sejam ay, b;, ¢; € R", com k €

IS£0,icISejecI™, onde IS, IS e I~ sio conjuntos de indices finitos. Entdo, o sistema

aqw < 0, kel<,
Vw < 0, i€l=, (3.6)
dw = 0, jel~,

J

nao possui solucdo se, e somente se, existem nameros \;, k € I<, ndo todos nulos, 0;, i € IS, e t;

7 € I~ tais que

Z Apag + Z oib; + Z jSj =0,
kel< iel< jel= (3.7)
MNe >0, kel<, 0;>0,i€l=.
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Proposicao 3.1.8: [CondigGes de Fritz John para POM (FJPOM)]| Se z* é uma solugao

fracamente eficiente local, entao existem A € RP e p € R™ nao todos nulos tais que

p m
> NV + ) Vi) =0, (3.8)
k=1 i=1
wigi(z*)=0,1=1,...,m, (3.9)
A >0, k=1,...p, 4; >0, ¢=1,...,m. (3.10)

Prova: A prova segue da Proposigao 3.1.6, aplicando o Teorema da Alternativa de Motzkin (Pro-

posicao 3.1.7) e fazendo p; = 0 para todo i € A(xz*). O

Observe que o resultado acima nao implica que o vetor A é diferente de zero. As condi¢oes de
qualificacdo, quando satisfeitas no problema, levam a tal conclus@o. Tomaremos, como exemplo, a
condigao de qualificacao de Abadie [Abadie, 1967], umas das condi¢oes mais fracas em Programagao

Nao-Linear.

Definigao 3.1.3: O conjunto de restrigoes X satisfaz a condi¢ao de qualificagao de Abadie (CQA)

em z* € X se

Lo(X,2") CT(X,z").

Satisfeita a condicao de qualificacdo de Abadie, pela Proposi¢ao 3.1.5, temos que L<(X,z*) =

T(X,z*). Pode-se obter um resultado ainda mais forte que o da Proposi¢ao 3.1.6 com esta condigao.

Proposigao 3.1.9: Suponha que CQA é satisfeita. Se x* € X é uma solugao fracamente eficiente

local, entao o sistema

Vi@@)w < 0, k=1,...,p,

‘ (3.11)
Vgi(z*)Yw < 0, Vie A(xY),

nao possui solugao w € RN".

Prova: Por contradigao, suponha que existe w € R" tal que w resolve (3.11). A condic¢ao de
qualificagao de Abadie implica que w € T(X, z*). Pela Proposicao 3.1.3, V fi(z*)'w > 0 para, pelo
menos, um indice k € {1,...,p}, contradizendo (3.11). O

Combinada com o Teorema da Alternativa de Motzkin (Proposigao 3.1.7), a proposi¢ao acima
garante que o vetor de multiplicadores associados as fungoes objetivo é diferente do vetor zero,

como esta enunciado logo abaixo.

Proposigao 3.1.10: Suponha que CQA é satisfeita. Se z* é uma solugao fracamente eficiente,

entao existem vetores A > 0, nao nulo, e u > 0 satisfazendo as condigoes de Fritz John para POM.
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3.2 Condigoes de regularidade

Como vimos na segao anterior, as condigoes de qualificagdo garantem a existéncia de um vetor
nao nulo de multiplicadores de Lagrange associados as fung¢oes objetivo. Entretanto, tais condigoes
nao garantem a estrita positividade de cada um dos multiplicadores. E necessario, portanto, usar
as fungdes objetivo na construgao de condigoes que produzam esse resultado. Em [Maeda, 1994], o
autor propos condi¢oes envolvendo as fungoes objetivo que garantem a existéncia de multiplicadores
diferentes de zero associados a cada fungao objetivo. Como o termo original “constraint qualification”
diz respeito apenas as fungoes de restri¢cao, as condi¢ées que também envolvem as funcoes objetivo
sao chamadas de condigdes de reqularidade. Como hé varias possibilidades de valores e existéncia
para o vetor de multiplicadores de Lagrange associados as funcbes objetivo, Pappalardo e Bigi
propuseram uma classificacdo concernente & regularidade do problema, introduzindo o conceito de
total reqularidade |Pappalardo e Bigi, 1999].

Denote por M (z) o conjunto dos vetores dos multiplicadores de Fritz John associados a um ponto
x € X, e, M(z) = {(A\ ) | vale (3.8)-(3.10)}. Esta é a definigdo da classificagdo propriamente
dita.

Definigao 3.2.1: Dado z € X tal que M (z) # (), diz-se que = é
(1) regular fraco, se 3 (A, ) € M(z) tal que X # 0;
(2) regular, se 3 (A, ) € M(x) tal que A\, >0, k=1,...,p;
(3) totalmente regular fraco, se V (A, u) € M(x), tem-se A # 0;
(4) totalmente regular, se ¥V (A, u) € M(x), tem-se A\, >0, k=1,...,p.

Claramente, vemos que (4) implica (3) e (2), os quais implicam (1). Em [Maeda, 1994], foi
provado que, se alguma das condi¢oes de regularidade apresentadas no artigo for satisfeita num

ponto eficiente, entao este é regular. Para apresentar as condi¢oes de regularidade encontradas em

tal artigo, faremos antes algumas definigoes.

Definicao 3.2.2: O conjunto das diregées para x* € X que nao promovem aumento de f até

primeira ordem é dado por

D(z*) = {d € ®" | J;(z*)d < 0}.

Definicao 3.2.3: O conjunto dos pontos vidveis melhores ou de mesma qualidade de z* € X é

dado por

X5 = {o e X | f(x) < f=")}.

Definicao 3.2.4: [Maeda| O problema satisfaz a condi¢ao de regularidade de Abadie (CRA) em
" e X se

[L<(X,2*) N D(z")] € T(X=,27))).

Como foi dito anteriormente, as condigoes de regularidade envolvem as fungdes objetivo para



3.2 CONDICOES DE REGULARIDADE 17

garantir a estrita positividade dos multiplicadores de Lagrange associados as fungoes objetivo.
Assim, a condicao de regularidade de Abadie envolve as funcées objetivo no lado direito através da
propria definicio do cone tangente de X< em z*. No lado esquerdo, adicionamos o conjunto D(x*)
devido ao cone linearizado de X em x*, por definicdo, nao trazer nenhuma informacao do conjunto
X<, o qual é o ponto-chave para tal condiciio por carregar informacdo sobre as funcées objetivo.

Em outras palavras, temos, no lado esquerdo, o cone linearizado de X< em z*.

Definigao 3.2.5: O conjunto dos pontos viaveis superiores ou de mesma qualidade de z* € X

quando a funcao f; é removida de f é dado por
X5 ={z e X | fule) < fula), k=1,....p, k #i}.

Definigao 3.2.6: |[Maeda| O problema satisfaz a condi¢ao de regularidade de Abadie generalizada
(CRAG) em z* € X se

[L<(X,2%) N D(a")] € [ T(XE,2)).

7 )
i=1

Pelo fato do cone tangente ser isdtono com respeito a inclusao (Y’ CY implica que T(Y',y) C
T(Y,y)), pode-se concluir que, se a CRA é satisfeita em z* € X, também o é a CRAG.
Antes de apresentar a condigao de regularidade de Guignard, lembraremos a condi¢ao de qua-

lificacdo de Guignard para Programacao N&ao-Linear.

Definicao 3.2.7: O conjunto de restrigoes X satisfaz a condicdo de qualificacio de Guignard
(CQG) em z* € X se

L<(X,z") C cl(conv(T(X,z"))). (3.12)

Como o cone linearizado de X em z* é sempre convexo, ele ndao pode ser igual a um conjunto que
nao é convexo. Assim, a condic¢ao de qualificagdo de Guignard estende a condigdo de qualificagao
de Abadie para cones tangentes T'(X,z*) ndo convexos, sendo, portanto, mais fraca. O conjunto
do lado direito de (3.12) é, por sua vez, chamado de cone pseudotangente de X em z*. Definiremos

agora a condigao de regularidade de Guignard encontrada em [Maeda, 1994].

Definigao 3.2.8: [Maeda| O problema satisfaz a condi¢cao de regularidade de Guignard (CRG) em
x* € X se

[L<(X,2")ND(z")] C ﬂ cl(conv(T (X5, z%))).

i=1

A condigdo da Definigdo 3.2.8 é mais fraca que a da Definigdo 3.2.6. Facilmente, concluimos
que, se a CRAG ¢ satisfeita em z* € X, também o é a CRG.

O inverso da CRG sempre ocorre, como é provado em [Maeda, 1994]; logo, tem-se a igualdade
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quando tal condi¢do de regularidade é satisfeita. Tal condicdo de regularidade pode ainda ser
melhor entendida através do seguinte resultado envolvendo ela e a resolucdo de um sistema. A
resolucao desse sistema, por sua vez, estd relacionada a existéncia de multiplicadores de Lagrange
estritamente positivos associados as funcgoes objetivo através de um teorema da alternativa, como
serd mostrado em sequéncia. Analogamente, podemos seguir este raciocinio com outras condigoes
de regularidade apresentadas adiante.

A prova da proposigdo abaixo possui uma pequena modificagao em relagao a original encontrada
em [Maeda, 1994| devido as diferentes defini¢des de cone tangente. Porém, as duas definigdes sao
equivalentes. Para um estudo sobre outras defini¢oes de cone tangente, veja [Giorgi e Guerraggio,
1992].

A CRG permite provar um resultado mais forte do que o da Proposi¢do 3.1.9, como pode ser

visto abaixo.

Proposigao 3.2.1: Se z* € X é uma solugao eficiente e a CRG ¢é satisfeita em x*, entao o sistema

Vi(x*)Yd<0, k=1,...,p,
Vfe(z*)'d < 0, para pelo menos um k,
Vgi(z*)d <0, Vie Alx"),

nao possui solugao d € k™.
Prova: Por contradigdo, suponha que exista d € R" que seja solugao do sistema acima. Logo,

temos que d € L<(X,z*) N D(z*). Sem perda de generalidade, podemos supor que

Vfl(x*)ld < Oa
Vi(@*)d<0, k=2,...,p.

Pela Definicao 3.2.8, temos que d € cl(conv(T(X =, z*))). Portanto, existe uma sequéncia {d,,} C
conv(T(Xlg,:c*)) tal que limy, ,o0 dyy, = d. Para cada d,,,, m = 1,2,..., existem nimeros K,
Amk > 0 e vetores d,,;. € T(Xlg,x*), k=1,2,...,K,, tais que

Km Km
k=1 k=1

Paracadam =1,2,...,ek=1,2,...,K,,, comod,,; € T(Xlg, x*), pela definigao de cone tangente,

existem sequéncias {d}} .} — dmi e {tI,.} 1 0 tais que

Portanto, para todo n, temos que

gj(a* +tl,dr ) <0, jeAx*).

Por outro lado, como z* € X é uma solugao eficiente, para todo n, temos que

[1(@™ + thdng) = fi(z®).

Pelas trés desigualdades acima, segue que
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Vfi(a*) dpy > 0,
V(@) dne <0, k=2,...,p,
Vg;(@*)dme <0, je A(z*).

Pela linearidade e continuidade do produto interno, obtemos

V fi(z*)'d >0,
ka(x*)/d§07 ]{:2,...,]9,
Vgj(x*)'d <0, je A(z").

Contradicao. O

Proposigao 3.2.2: Se * € X é uma solugao eficiente e a CRG ¢é satisfeita em z*, entao x é regular.
Prova: Daremos apenas a idéia da prova. Se ™ € X é uma solucdo eficiente e a CRG é satisfeita
em x*, entdo o sistema da Proposi¢ao 3.2.1 nao possui solugao. Podemos, entao, usar o Teorema
da Alternativa de Tucker [Mangasarian, 1969] (p. 29-30) e obter o resultado desejado. [J

Lembraremos agora a condicao de qualificacdo de Mangasarian-Fromovitz, para apresentar a
condicao de regularidade de Mangasarian-Fromovitz. Como nosso problema (2.1) envolve apenas

restrigoes de desigualdade, nao hé suposicao de independéncia linear.

Definigao 3.2.9: O problema com restri¢coes de desigualdade satisfaz a condi¢ao de qualificacio

de Mangasarian-Fromovitz (CQMF) em z* € X se o sistema

Vgi(z*)d <0, Vie A(z"), (3.13)

possui solucao d € R™.

Definigao 3.2.10: [Maeda] O problema satisfaz a condi¢ao de reqularidade de Mangasarian-
Fromovitz (CRMF) em x* € X se Vfi(z*), k = 1,...,p, sdo linearmente independentes e o

sistema
vfk‘(x*)/d:O? k=1,...,p,
Vgi(z*)'d <0, Vie A(z*),

possui solugao d € R".

Da mesma forma com as outras condi¢oes de regularidade, Maeda prova que, se CRMF ¢é
satisfeita em x* € X, também o é a CRG. O Exemplo 3.2.1 mostra, porém, que a condi¢do de
regularidade de Guignard, que é suficiente para garantir a regularidade, nao é necessaria para

garantir a regularidade fraca.

Exemplo 3.2.1: Considere o seguinte problema irrestrito:

min  f(z) = (—23,23)

sa: xR
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Como pode ser observado na Figura 3.2, todos os pontos em R sdo eficientes. Considere x = 0.

Temos, entao,

[L<(X,z)ND(x)] = R,
T(XS,z) = {zeR|z<0}
T(X5,z) = {zeR|z>0}

Portanto, CRG nao é satisfeita em z. Entretanto, para qualquer Ay > 0 e Ao > 0, temos que

)\1Vf1 (x) + )\QVfQ(.'E) = )\1<—3(0)2) + )\2(3(0)2) =0,

onde fi(x) = —2% e fo(x) = 3.
falw) = 2°
. T(X{@)=- T(X5,x) =Ry
fi(z) = -2

Figura 3.2: Ezxemplo 3.2.1.

Apesar do bom resultado que a Proposigdo 3.2.2 fornece, esta envolve tdo somente solugoes
eficientes globais, regularidade e regularidade fraca. Posteriormente, Pappalardo e Bigi obtive-
ram resultados mais fortes envolvendo eficiéncia fraca local, total regularidade e total regularidade

fraca |Pappalardo e Bigi, 1999]. Para a apresentar esses resultados, usamos as definigoes a seguir.

Definigao 3.2.11: O conjunto dos pontos viaveis que nao permitem que x* € X seja eficiente fraco

quando a fungao f; é removida de f unido ao conjunto formado pelo ponto x* é dado por
XS ={z e X | filx) < fe(z"), k=1,...,p, k #i} U{z*}.

Para efeito de seus resultados, Pappalardo e Bigi modificaram a condi¢ao de regularidade de

Guignard em [Maeda, 1994], obtendo a seguinte condi¢ao de regularidade.

Definigao 3.2.12: [Pappalardo e Bigi] O problema satisfaz a condi¢ao de regularidade de Guignard
(CRG) em z* € X se

[L<(X,2") N D(z*)] € [ el(conv(T (XS, 27))).
=1



3.2 CONDICOES DE REGULARIDADE 21

Proposigao 3.2.3: Se z* € X é uma solugao fracamente eficiente local e a CRG é satisfeita em

x*, entdo, para cada i € {1,...,p}, o sistema

V fi(z*)'w <0,
Vi@)w<0, k=1,...,p, k#1, (3.14)
Vgi(x*)w <0, Vie A(z),

nao possui solucao em w € R"™.

Prova: Pode ser encontrada em [Bigi, 1999].

Usando a proposi¢ao acima, que trata da impossibilidade de resolugcao de p sistemas lineares,
um para cada funcao objetivo, consegue-se chegar ao seguinte resultado envolvendo a regularidade

e a eficiéncia fraca local.

Proposigao 3.2.3: Se z* € X é uma solugao fracamente eficiente local e a CRG ¢ satisfeita em
x*, entao, x* é regular.
Prova: Aplica-se o Teorema da Alternativa de Motzkin (Proposicao 3.1.7) ao sistema (3.14) para

cada p € {1,...,p} e somam-se os multiplicadores de Lagrange resultantes. []

Para garantir a total regularidade, Pappalardo e Bigi modificaram a condi¢ao de regularidade

de Mangasarian-Fromovitz em [Maeda, 1994], obtendo a seguinte condigao de regularidade.

Definigao 3.2.13: [Pappalardo e Bigi| O problema satisfaz a condicao de regularidade de Mangasarian-
Fromovitz (CRMF) em x* € X se, para todo s € {1,...,p}, existe ds € R" tal que

vfk($*),ds<07 k:]'""’p’ k#sﬂ (3 15)
Vgi(z*)'ds <0, Vie A(z"). '

A condicao de qualificacao de Mangasarian-Fromovitz, assim como a condi¢ao de regularidade

de Mangasarian-Fromovitz modificada por Pappalardo e Bigi, s@o necessarias e suficientes para
garantir total regularidade fraca e total regularidade, respectivamente, como é demonstrado logo

abaixo.

Proposicao 3.2.4: Seja z* € X tal que M (z*) # (). Entao,

(1) * é totalmente regular fraco se, e somente se, CQMF ¢ satisfeita em z*.

(2) * é totalmente regular se, e somente se, CRMF ¢é satisfeita em x*.
Prova: (1) (<) Seja (A, u) € M (z*), e suponha, por contradi¢ao, que A = 0. Logo, pelas condigoes
FJPOM, devemos ter u # 0. Aplicando o Teorema da Alternativa de Motzkin (Proposi¢ao 3.1.7),
como (3.13) possui solugdo d € R", temos que ter u = 0, chegando numa contradigdo. Portanto,
temos A # 0.
(=) Seja (A, 1) € M(z*). Por contradi¢ao, suponha que CQMF nao é satisfeita, ou seja, (3.13)
nao possui solugdo d € R™. Pelo Teorema da Alternativa de Motzkin, existe p > 0, u # 0, tal que
Yoy wigi(z*) = 0. Logo, (0, 1) € M(z*), contradizendo a total regularidade fraca de x*.
(2) A prova ¢é anéloga & do caso (1). O
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Em [Maciel et al., 2009], os autores relacionaram as diferentes condigoes de regularidade com
a nocao de independéncia linear positiva de conjuntos de gradientes, recentemente introduzida em
Programagao Nao-Linear para uma aplicagdo de Programagcao Quadratica Sequencial [Qi e Wei,
2000] e provada ser uma condi¢do de qualificagdo [Andreani et al., 2005]. Entre outros resultados,
foi provado em [Maciel et al., 2009] que a condigao de regularidade de independéncia linear positiva
é necessaria e suficiente para a total regularidade, sendo equivalente & condicao de regularidade de

Mangasarian-Fromovitz por Pappalardo e Bigi.



Capitulo 4

Métodos para Otimizacao Multiobjetivo

Neste capitulo, apresentamos alguns métodos para resolver problemas de Otimizagao Multiob-
jetivo encontrados em |[Cohon, 1978|, [Cohon et al., 1979], [Zadeh, 1963| e [Haimes et al., 1971].
Tais métodos consistem na escalarizagdo do problema multiobjetivo. Chamamos de escalariza¢ao
a transformacado de um problema com véarios objetivos em um outro com apenas um objetivo. Mé-
todos que nao envolvem escalarizacao também serao discutidos, a saber, o método de descida do
gradiente para problemas de Otimizagao Multiobjetivo irrestritos [Fliege e Svaiter, 2000] e o método
de diregoes viaveis [Fliege e Svaiter, 2000| para o caso restrito. Ha outros métodos que dispensam
escalarizagao, mas que nao serao abordados neste trabalho, como, por exemplo, o método de New-
ton [Fliege et al., 2009] e 0 método Simplex Multiobjetivo [Zeleny, 1974]. A menos que se mencione

explicitamente, ndo se supoe aqui que as funcoes fj e g; sao diferenciaveis.

4.1 Classificagao dos métodos

Num processo de tomada de decisao, existem dois papéis distintos e importantes: o do analista,
que gera as solucoes eficientes do problema com base em informagoes fornecidas a ele; e do tomador
de decisao, que recebera do analista as solugoes geradas e escolhera aquela que mais lhe agrade -
a solucao de melhor compromisso. Quando lidamos com vérios objetivos, pode haver ainda varios
tomadores de decisdo, cada um com seus objetivos proprios conflitantes. Tal tipo de problema é
comumente encontrado na esfera politica do governo, por exemplo.

H4 diversos métodos para resolver problemas envolvendo mais de um objetivo. Cada um deles
possui caracteristicas e aplicagoes diferentes. A escolha de um método para resolver um POM
deve ser realizada com cuidado, pois nao existe um método melhor que todos os outros. Héa de
se analisar a intencdo inicial do analista e do tomador de decisdo no processo. Algumas vezes,
precisamos encontrar a fronteira eficiente com exatiddo, em outros casos, uma aproximagcao ja
basta. Cada tipo de problema possui suas caracteristicas proprias; por isso, um método pode ser
muito bom para um tipo de problema e ineficiente para outros. O tipo de andlise que contempla
a verificagdo da quantidade de tomadores de decisdo no processo e as caracteristicas peculiares do
problema a ser tratado pode ser visto como uma andlise de conterto do processo de tomada de
decisao. Essa anéilise de contexto é uma das caracteristicas que servem para classificar os tipos de
métodos existentes para resolugao de um POM.

Outra caracteristica importante é a direcdo do fluxo de informacao no processo. Ha dois tipos
comuns de fluxo de informagao: do analista para o tomador de decisdo (bottom-up) e do toma-
dor de decisao para o analista (top-down). No primeiro tipo, o analista apenas gera as solugoes

eficientes e entrega-as ao tomador de decisao para que ele escolha a que melhor lhe agrada. Nao

23
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hé preferéncia por algum objetivo ou solu¢ao a priori do tomador de decisdo que é fornecida ao
analista e incorporada ao método de resolucao do problema. No segundo tipo, o tomador de decisao
informa suas preferéncias ao analista, que as incorporard ao método para resolver o problema.

Os métodos do tipo bottom-up sao popularmente conhecidos como métodos de geracao. Este
trabalho enfatiza métodos desse tipo.

Na Figura 4.1, podemos ver os tipos de métodos existentes distinguidos pelo fluxo de informacao
e anélise de contexto do problema. Essa classificacado dos métodos segue a de Cohon, em seu livro

“ Multiobjective Programming and Planning” [Cohon, 1978].

Analise de contexto

/

Tomador de decisao tinico Muiltiplos tomadores
ou grupo de decisao de decisao
Fluxo de informacao Fluxo de informacao Métodos de
bottom-up top-down Muiltiplos tomadores
de decisao
Métodos de Métodos que
geracao incorporam
preferéncias

Figura 4.1: Classificagdo dos métodos.

4.2 Método dos pesos

Um dos métodos mais comuns para resolver um POM ¢é o método dos pesos (em inglés, the
weighting method), onde todas as fung¢oes objetivo sdo combinadas em uma tnica fungao objetivo
usando um vetor de pesos w > 0, com |lw||; = 1. Dessa forma, o problema original transforma-se
num problema de um tnico objetivo com as restrigbes originais, ao qual nos referiremos adiante
como problema dos pesos ou como P(w), quando quisermos nos referir a um vetor de pesos w. O
método dos pesos serve para obter uma aproximacao da fronteira eficiente e foi experimentado,
primeiramente, em Zadeh |Zadeh, 1963]. A vantagem deste método é sua simplicidade.

Apesar do método dos pesos ser definido aqui como um método de geracdo, ele pode incorporar
preferéncias de tomadores de decisdo também. A principal diferenca na abordagem deste método
que o classifica em uma das categorias descritas na segao anterior esta na escolha do vetor w. Se o
vetor de pesos w for fornecido pelo tomador de decisdo ao analista, ele deixa de ser um método de
geracao. Em outras palavras, o fluxo de informacao é o principal fator classificatério do método e o
ponto de partida para o uso da técnica. Neste trabalho, supomos que o vetor de pesos w é escolhido

pelo analista.
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4.2.1 Descrigao do método

O problema (2.1) escalarizado, usando este método com um dado vetor de pesos w > 0 tal que

|lw|l1 = 1, transforma-se no seguinte problema:

P(w): min wi fr ()
; ko (4.1)

sa:  gi(x) <0, i=1,...,m.

Satisfazendo algumas condicoes discutidas na proxima subsecao, cada solugao 6tima do problema
escalarizado (4.1) é uma solugao eficiente para o problema (2.1). A solu¢do 6tima também seria a
solucdo de melhor compromisso se o vetor w fosse escolhido a priori pelo tomador de decisao.

Para enxergar melhor o fato de que a solugao 6tima de (4.1) é uma solugao eficiente, podemos
tomar um exemplo simples de um problema com apenas duas fungoes objetivo. Neste caso, o

problema (4.1) torna-se, para um dado w > 0, com ||wl[; = 1,

P(w): min wifi(z) + wafa(z)
s.a gi(x) <0, i=1,...,m. (4.2)

Sabemos que as curvas de nivel da fungao objetivo de (4.2) sao dadas por

w fi +wafo =c, (4.3)

onde ¢ é uma constante qualquer. Se ws # 0, podemos ainda reescrever (4.3) da seguinte forma:

f2=i(0—w1f1)- (4.4)

w2

Como w > 0, podemos ver em (4.4) que a fungao objetivo de (4.2) terd sempre um coeficiente
angular nao-positivo. Combinando esse fato com o de que o problema é de minimizagao, concluimos
que a solugao 6tima caird sempre na parte mais a esquerda do conjunto viavel no espaco objetivo,
onde encontra-se a fronteira eficiente, como vimos na Se¢do 2.3. Para diferentes valores de w,
poderemos encontrar diferentes solugoes eficientes. Entretanto, pode acontecer de uma tnica solugao
eficiente ser a solucao otima de problemas distintos para escolhas diferentes do vetor w.

Suponha que o conjunto das solugdes viaveis de (4.2) no espago objetivo é representado na
Figura ?7?. Claramente, podemos ver na figura que diferentes escolhas de w podem acarretar na
descoberta de solugoes eficientes distintas.

O método dos pesos consiste, portanto, em resolver (4.1) para vetores w distintos afim de obter
uma aproximacao da fronteira eficiente a partir das solugoes 6timas encontradas até que haja uma
razoavel distribuicao delas, ou seja, nao exista um espago muito grande entre as solugoes descobertas.
Geralmente, os valores iniciais para w sao dados pelos vetores candnicos e; = (0,...,0,1,0,...,0),
que possuem 1 na ¢-ésima entrada e 0 nas outras.

Na Figura 4.3, podemos ver um caso onde uma solugao 6tima de um problema dos pesos com
dois objetivos nao é uma solugao eficiente. Neste caso, a escolha de w = (w1, ws)’ foi a de wy =0
e wg > 0; ou seja, estamos tao somente minimizando a fungao f,. Para este exemplo, as solugoes

A, B e C sao 6timas, mas apenas C é uma solucao eficiente. Veremos na proxima subsecdo que,
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v

Figura 4.2: Método dos pesos.

para uma solugao 6tima xz de um P(w) ser uma solucado eficiente, deve-se ter um dos dois casos:
w > 0 ou zx é solugdo 6tima unica de P(w). Na subsegao subsequente, também serao dados maiores
detalhes sobre as relagoes entre as solugoes de um problema dos pesos e um POM, bem como as

relacoes entre as condicoes de Fritz John para os dois tipos de problemas.
A

f2

h

>

Figura 4.3: Solugdes dtimas e inferiores: A e B.

4.2.2 Relagoes com o problema multiobjetivo

Apresentaremos agora algumas relacées envolvendo solugoes eficientes para o problema multi-
objetivo e solugoes 6timas para o problema dos pesos, bem como as relagoes entre as condigoes de

Fritz John para os dois tipos de problemas.

Proposicao 4.2.1: Se x* é solugao 6tima tnica de P(w) para um dado vetor w > 0, com ||w||; = 1,
entdo z* é uma solucdo eficiente para o problema multiobjetivo.
Prova: Seja z* a solugao 6tima tnica de P(w) para um dado vetor w > 0, com |lw||; = 1. Temos,

entao,
p p
Y wifi(@) <Y wifi(a), (4.5)
k=1 k=1

para todo x € X. Por contradi¢do, suponha que x* é inferior. Logo, deve existir z € X tal que

f(@) < f(z*) e f(z) # f(2*). Comow > 0e f(z) < f(z¥), tem-se 324, wyfu(x) < 327, wfr(z”).

Porém, isso contradiz (4.5). O

Proposicao 4.2.2: Se z* é solugao 6tima de P(w) para um dado vetor w > 0, com |lw||; = 1,
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entdo x* é uma solugéo eficiente para o problema multiobjetivo.

Prova: Seja z* uma solugdo 6tima de P(w) para um dado vetor w > 0, com |jw|; = 1. Por
contradigao, suponha que z* é inferior. Logo, deve existir x € X tal que f(z) < f(z*) e f(z) #
f(z*). Como w > 0, se avaliarmos a funcao objetivo de P(w) em x, obteremos um valor menor do

que o avaliado no ponto z*. Porém, isso contradiz a otimalidade de z*. [J

Geoffrion |Geoffrion, 1968] mostrou ainda que as solugbes 6timas de um problema dos pesos
estao fortemente relacionadas as solugoes propriamente eficientes. Dois dos resultados apresentados

em seu artigo seguem abaixo.

Proposicao 4.2.3: Se z* é solugao 6tima de P(w) para um dado vetor w > 0, entdo z* é uma
solugao propriamente eficiente para o problema multiobjetivo.
Prova: Seja z* uma solugao 6tima de P(w) para um dado vetor w > 0. Mostraremos que x* é

uma solucao propriamente eficiente com

"y
M = (p—1) max max —2,
1<i<p j#i Ww;

supondo, naturalmente, que p > 2. Por contradi¢ao, suponha que para algum ¢ e x € X tem-se
fi(@®) = filx) > M(fj(z) — f;(z7))

para todo j tal que f;j(z*) < f;j(z). Temos, entao, que

(p—1)

%

fi(x*) — fi(x) > w;(fj(z) — fj(«*)) para todo j # i.

Multiplicando a expressao acima por w;/(p — 1) e somando para todo j # i, obtemos

wifi(x*) = fi(x)) > Y wi(fi(x) — fi(z"),
J#i

ou, equivalentemente,

p p
> wfr(@) < wpfilz"),
k=1 k=1

o que contradiz a otimalidade de z* em P(w). O

Proposigao 4.2.4: Suponha que as fungoes f; sdo convexas no conjunto viavel convexo X. Se z*
é uma solugdo propriamente eficiente para o problema multiobjetivo, entao ele também é solugao
6tima de P(w) para algum w > 0, com ||w||; = 1.

Prova: Seja x* uma solugao propriamente eficiente e suponha que as fungoes f; sdo convexas no
conjunto viavel convexo X. Temos que provar que z* ¢é solugao 6tima de P(w) para algum w > 0.
Por definigao de eficiéncia propria, existe um escalar M > 0 tal que, para cada i (i = 1,...,p), o

sistema

fi(z) < fi(z™) (4.6)
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filx) + M fi(x) < fi(x*) + M f;(z*), para todo j # i, (4.7)

nao admite solugao x € X. Pela convexidade das fungdes f;, através do resultado descrito em [Berge e Gouila-Ho
1965] (p. 62), temos que para o i-ésimo sistema existem wj- >0(j=1,...,p), com Z§:1 w§ =1,

tal que

w} fi(x +Zw (fi(z) + M fj(x)) > w}fi(x +Zw (fi(z*) + M f(=*))
J#l J#l

ou, equivalentemente,

P

x)+MZw;fj( ) > fi(z +MZU) fi(z"),
j=1 7=1
i i

para todo x € X. Somando a expressao acima para cada i, apds rearranjar os termos, obtemos

P P P P
Do LMY wi | file) =) | LMY wh | fi(a"), (4.8)
J=1 i=1 J=1 i=1
i#] i#]
para todo z € X. Escolhendo o vetor de pesos w tal que w; = (1+ M3, ,; w ) obtemos w > 0.
Normalizando o vetor @ em relagdo a norma || - ||1, w; = w;/||w@||1, obtemos ||wH1 = 1. Como (4.8)

vale para todo x € X, temos que z* é solugao 6tima de P(w). [

Desta forma, o problema de encontrar solucoes propriamente eficientes acaba se reduzindo ao
problema de resolver P(w) para diferentes vetores w > 0, considerando que o problema possui todas
as funcoes objetivo convexas num conjunto viavel convexo. Ha ainda outras condigoes necessérias e
suficientes para uma solucao eficiente ser propriamente eficiente, por exemplo, utilizando o conceito
de estabilidade para problemas de Otimizagao Multiobjetivo escalarizados. Para maiores detalhes,
veja [Benson e Morin, 2000].

As relagoes entre as condigdes de Fritz John (3.8)-(3.10) para o problema multiobjetivo e as
condi¢goes KKT para o problema dos pesos sao, de certa forma, uma justificativa tebrica para o
método da somas ponderada. Isso pode ser visto, claramente, através dos resultados que seguem.
Para maior clareza, apresentamos as condi¢goes KKT para o problema dos pesos (KKT,,) mostrando

que elas sao necessarias, sob certas condigoes, para garantir a otimalidade no problema dos pesos.

Proposicao 4.2.5: [Condi¢goes KKT para P(w) (KKT,)] Suponha que fy(z), k =1,...,p,
e gi(x), i = 1,...,m, sdo fungdes continuamente diferenciaveis. Se z € X ¢ um minimo local de
P(w) para algum w > 0, com ||wl||; = 1, e vale alguma condic¢ao de qualificacao em z, entao existem

multiplicadores p; > 0,7 =1,...,m tais que
Z wV fi () + ZulVgZ =0, (4.9)

wigi(x) =0, i=1,...,m. (4.10)
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Proposicao 4.2.6: Se um ponto = € X é regular fraco, entao existe um vetor w > 0, com [|w||; = 1,
tal que x satisfaz as condigoes KKT,, (4.9)-(4.10) para o P(w) correspondente.

Prova: Seja x € X um ponto regular fraco. Seja A > 0, o vetor nao nulo de multiplicadores para
as fungoes objetivo da condigao FJPOM (3.8) normalizado em rela¢do & norma || - ||;. Tomando A
como o vetor de pesos para o problema dos pesos, temos que a condigao KKT,, (4.9), onde w = A,
¢ idéntica a condi¢ao FJPOM (3.8). Como as outras condigoes FJPOM e KKT,, sdo iguais, a prova

estéd concluida. [

Proposicao 4.2.7: Se um ponto x € X satisfaz as condigdes KKT,, (4.9)-(4.10), com p;

v
=

i=1,...,m, para P(w), onde w > 0 e |w||s = 1, entdo z é regular fraco.
Prova: Seja z € X um ponto que satisfaz as condigoes KKT,, (4.9)-(4.10), com w > 0 e [|w|; = 1.
Por (4.9), (4.10) e w > 0, = satisfaz (3.8)-(3.10) com A = w. [J

Utilizando os resultados acima e outros resultados classicos de Programacao Nao-Linear, pode-

mos chegar as seguintes conclusoes:

Colorario 4.2.8. Suponha que as fungoes objetivo e de restrigao sao continuamente diferenciaveis.
Seja x uma solugao 6tima de P(w), para algum w > 0, com ||w|; = 1, e suponha que alguma

condicao de qualificacao é satisfeita em x. Entao, x é regular fraco.

Colorario 4.2.9: Suponha que x € X é regular fraco e que todas as fungdes objetivo e de restrigao

sao convexas. Entdo, x é solucdo otima de P(w), para algum vetor w > 0, com ||w||; = 1.

4.2.3 Vantagens e desvantagens

Como mencionado anteriormente, a vantagem do método dos pesos é a da simplicidade. Entre-
tanto, existem muitas desvantagens concernentes a este método. A primeira é que nao ha garantias
de uma boa area de cobertura da fronteira eficiente, pois nao se sabe se as solugoes eficientes encon-
tradas estao bem distribuidas entre todas as outras solugoes eficientes do problema. A Figura 4.4(a)
mostra um exemplo de tal caso. A segunda desvantagem é ter que resolver um problema de Progra-
magcao Nao-Linear sempre que quisermos encontrar uma nova solucao eficiente. Se tal problema ja
for dificil de se resolver por si 86, o custo computacional serd um fator preocupante para o analista.

Para problemas onde o conjunto viavel néo é convexo, em [Das e Dennis, 1997| e [Messac et al.,
2000a,b], os autores mostram ainda que este método é ineficaz para encontrar pontos em partes
nao-convexas da fronteira eficiente no espago objetivo. A Figura 4.4(b) ilustra isso. Nesse exemplo,
temos um problema com dois objetivos representado no espago objetivo. Todos os pontos na parte
em negrito do conjunto vidvel sdo solugdes eficientes. Facilmente, podemos concluir que as solugoes
eficientes B e D nao serao solugoes 6timas de P(w), para qualquer w > 0. As tnicas solugoes
eficientes que poderemos obter como solugoes 6timas sdo aquelas situadas na envoltoria convexa do
conjunto viavel no espago objetivo, como, por exemplo, os pontos A, C' e E. Em outras palavras,
para qualquer escolha do vetor de pesos w, a fun¢ao objetivo de P(w), linear no espago objetivo,
sempre atingird o minimo em um ponto pertencente a envoltéria convexa de X.

Outra dificuldade é achar w tal que P(w) tenha solugbes Otimas, pois o problema pode ser

ilimitado.
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A f2
A
f2
A
A B
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C
D
E
Ji fi o
(a) Sem garantia de boa aproximagao da fronteira (b) Ineficacia quando a fronteira eficiente nao é
eficiente. convexa no espago objetivo.

Figura 4.4: Desvantagens do método dos pesos.

4.3 Meétodo NISE

O método NISE (Noninferior Set Estimation) é um método proposto em [Cohon et al., 1979]
para obter uma boa aproximacado da fronteira eficiente para problemas onde o conjunto vidvel no
espaco objetivo é convexo. Ele utiliza o método dos pesos; porém, ha um controle da aproximacao
da fronteira eficiente a ser obtida, sendo mais vantajoso nesse sentido. Em [Cohon, 1978|, um
algoritmo que implementa este método é detalhadamente apresentado para a resolucao de problemas
com dois objetivos, e, com algumas modificagoes, para problemas com mais de dois objetivos. Por
simplicidade, na apresentacao do método neste trabalho, consideraremos problemas com apenas

dois objetivos.

4.3.1 Descrigcao do método

Para explicar melhor o método, considere um problema com dois objetivos, fi e f2, onde o
conjunto viavel X é convexo no espaco objetivo. Suponha que encontramos duas solucoes eficientes,
A e B. Entdo, o segmento de reta que conecta A e B no espaco objetivo é viavel, podendo ser
eficiente ou ineficiente. Se for eficiente, movendo-nos na direcdo do ortante nao-positivo, estaremos
fora do conjunto viavel do problema. Caso seja ineficiente, movendo-se nessa mesma diregdo,
havera pontos correspondentes a solugoes eficientes. A Figura 4.5 mostra tal exemplo. O segmento
de reta que conecta A e B é ineficiente; portanto, movendo-nos na direcao do ortante nao-positivo,
encontraremos a solugao eficiente C'.

Como em véarios outros métodos que se utilizam de problemas escalarizados, o NISE inicia
otimizando cada objetivo individualmente. Para o exemplo da Figura 4.5, as fungoes f1 e fo
otimizadas, individualmente, originam os pontos A e B. O préximo passo é encontrar uma nova
solugao eficiente. Para isso, o NISE utiliza o problema dos pesos com pesos w; > 0 e wy > 0 para
f1 e fa tal que —w; /wgy seja igual & inclinagao do segmento de reta que conecta A e B - nesse caso,
0s pesos sao estritamente positivos para que nenhuma funcao seja re-otimizada individualmente.
A solugao 6tima do novo problema dos pesos correspondera ao ponto C'; tal solugdo, além de ser

6tima, também é solucao eficiente para o problema multiobjetivo.
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f

fi

Figura 4.5: Método NISE.

A precisdo da aproximacao da fronteira eficiente é controlada através do uso de um valor pré-
definido pelo analista, chamado de erro mdzrimo permitido. A cada iteragao do método, calcula-se o
que é chamado de erro mdzimo possivel para cada par de solucoes eficientes adjacentes encontradas
até entao. O algoritmo para quando tal erro para cada par é menor ou igual ao erro maximo
permitido. Para maior compreensao do conceito de erro maximo possivel, observemos a Figura 4.6.
As inclinagoes das retas D e E foram obtidas através dos pesos usados nos problemas dos pesos
para achar os pontos A e B, respectivamente. Sabemos que nenhum ponto viavel esté a esquerda da
reta D nem abaixo da reta E; caso contrario, A e B nao seriam pontos correspondentes as solucoes
6timas dos problemas dos pesos considerados em iteragoes anteriores. Assim, o ponto C, situado
na interse¢do das retas D e F/, é um limitante inferior para a parte da fronteira eficiente localizada
entre os pontos A e B. Para achar achar um limitante superior, basta pegar o segmento de reta
que conecta A e B. Como X é convexo, os pontos nesse segmento correspondem a solucdes viaveis
do problema multiobjetivo; além disso, todos os pontos acima dessa reta correspondem a solugoes
ineficientes. O erro maximo possivel serd, portanto, a altura do tridngulo formado pelos pontos A,
B e C. Quando esta altura é igual a zero, isso significa que o segmento de reta que conecta A e B

faz parte da fronteira eficiente.

A

f2
reta D

e
>

N
C B reta

Erro méximo possivel f

Figura 4.6: Erro mdzimo possivel.

Basicamente, a cada iteracao do método, os seguintes passos sao realizados:

Passo 1. Se todos os erros maximos possiveis (alturas de todos os tridngulos) obtidos pelos pares
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de solugoes eficientes adjacentes encontradas sdo menores que o erro maximo permitido, PARE.

Caso contrario, va para o Passo 2.

Passo 2. Dentre os pares de solugoes eficientes com erro maximo possivel maior que o erro maximo
permitido, escolha um com o maior erro maximo possivel e resolva um novo problema dos pesos
onde os pesos wi > 0 e wy > 0 para fi e fo s@o tais que —w; /ws seja igual & inclinagao do segmento
de reta que conecta as duas solugdes no espago objetivo. (A solugao 6tima encontrada é uma nova

solugao eficiente.) Retorne ao Passo 1.

4.3.2 Vantagens e desvantagens

A principal vantagem do método NISE reside no fato de que ele pode fornecer uma boa aproxi-
macao da fronteira eficiente, o que nao é garantido pelo método dos pesos. Essa vantagem se deve
& existéncia do controle da precisdo da aproximacao da fronteira eficiente. Contudo, por utilizar
o método dos pesos para encontrar as solugoes eficientes, o método NISE apresenta o mesmo pro-
blema de ter que resolver um problema de Programacao Nao-Linear sempre que se quiser encontrar
uma nova solucdo eficiente. Além disso, apresenta a mesma desvantagem do método dos pesos em
relagdo a problemas com conjunto vidvel nao-convexo. Em caso de nao-convexidade do conjunto
vidvel no espago objetivo, o método nao estd bem definido, pois o segmento de reta que conecta
um par de solugbes pode nao ser um limitante inferior para a fronteira eficiente, como mostra a

Figura 4.7.

Figura 4.7: O método NISE ndo estd bem definido quando o conjunto vidvel no espago objetivo nao €
convero.

4.4 Meétodo da e-Restricao

O método da e-Restrigao é bastante conhecido. Ele consiste em minimizar um tnico objetivo
enquanto os outros sao incorporados ao conjunto de restri¢goes do problema, sendo restringidos pelos
valores das componentes de um vetor e € RP~!, fornecido a priori. Esta abordagem de otimizar
uma fungdo objetivo enquanto outras sao incorporadas as restrigoes parece ter sido, inicialmente,
sugerida em [Marglin, 1967|. Posteriormente, Haimes et al. apresentaram uma nova formulagao para
um problema envolvendo duas fungdes objetivo [Haimes et al., 1971]. Esta formulagao, intitulada
por eles de formulacdo da e-restri¢do, é a origem do método que detém o mesmo nome. Assim como

os outros métodos apresentados anteriormente, o método da e-restricdo é um método de geracao



4.4 METODO DA eRESTRICAO 33

que visa obter uma aproximacao da fronteira eficiente do problema.

4.4.1 Descrigao do método

O problema (2.1) escalarizado com relagdo ao objetivo k, usando este método com um dado

vetor € € P71, transforma-se no seguinte problema:

Pk(e): min fk(x)
sa: fi(x) <€, j=1,....p, j#k, (4.11)
gi(x) <0, i=1,...,m.

A funcéo objetivo que sera minimizada é escolhida a priori, assim como o vetor € € RP~1, o qual
é considerado como parametro do método. Satisfazendo algumas condigoes que serdao discutidas na
proxima subsegao, uma solugao 6tima do problema escalarizado (4.11) pode ser uma solugao eficiente
para o problema (2.1). Umas das condigbes necessérias para que isso ocorra esta relacionada, antes
de tudo, & viabilidade do problema. Para que soluc¢bes vidveis existam, é fundamental que o vetor
e € RP~! seja escolhido adequadamente, de forma que exista pelo menos um ponto z satisfazendo
as restri¢oes do problema. A Figura 4.8(a) mostra um exemplo de um problema com dois objetivos
onde o método ¢é aplicado. Neste caso, o vetor € é unidimensional e possibilita a viabilidade. A parte
sombreada do conjunto X corresponde ao conjunto viavel do problema (4.11) no espago objetivo.
O ponto A na figura corresponde a solugao 6tima de (4.11). Além disso, o ponto A pertence a
fronteira eficiente do problema multiobjetivo; portanto, a solugao 6tima de (4.11), neste caso, é
uma solucao eficiente. A Figura 4.8(b), por sua vez, mostra um exemplo do mesmo problema, sendo
que, neste caso, a escolha de € gera um problema escalarizado invidvel. Outra condigdo necessaria
para que uma solugao 6tima de (4.11) seja eficiente é que todas as restrigdes relacionadas as fungoes
objetivo sejam satisfeitas com igualdade. Se isso nao acontecer e houver mais de uma solugao 6tima,
algumas dessas solugoes podem nao ser eficientes. A Figura 4.8(c) mostra um exemplo de tal caso.
Nessa figura, os pontos A, B e C sao solugoes 6timas de (4.11), mas apenas o ponto C ¢ eficiente.

Neste método, o que fazemos é escolher alguma funcao objetivo fi para ser minimizada e tentar
obter uma aproximacgao da fronteira eficiente a partir das solugoes 6timas de (4.11) para diferentes

parametro de entrada e.

4.4.2 Relagoes com o problema multiobjetivo

Apresentaremos agora algumas relagoes envolvendo solugoes eficientes para o problema multiob-
jetivo, solugoes 6timas para o problema dos pesos e solugoes 6timas para o problema da e-restrigao,
bem como as relagoes entre as condigoes de Fritz John para os trés problemas. Relacgoes envolvendo
solugoes propriamente eficientes e solugoes 6timas para o problema da e-restricdo também serao

discutidas.

Proposigao 4.4.1: x* é uma solucao eficiente para o problema multiobjetivo se, e somente se, =*
resolve Py(€*), com € = f;(z*), j # k, para todo k =1,...,p.

Prova: (=) Seja 2* uma solucao eficiente. Por definigdo, nao existe x € X tal que f(z) < f(z*)
e f(x) # f(z*). Logo, 2* resolve Py(e*), com €; = f;(z*), j # k, para todo k=1,...,p.

(<=) Suponha que z* resolve Py(e*), onde €; = f;j(z*), j # k, para todo k = 1,...,p. Por

contradi¢ao, suponha que z* é inferior. Logo, deve existir algum ponto z € X tal que f(x) < f(z*)
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Figura 4.8: Método da e-restri¢cao.

e, para algum k, fr(x) < fz(z*). Pelo fato de f(z) < f(x*), concluimos que & solugao vidvel para
Pz (e*). Como fi(z) < fi(z*), 2* nao resolve resolve Pz (e*). Absurdo. OJ

Pelo resultado acima, temos, portanto, uma condigdo necessaria e suficiente para uma solugao
ser eficiente. Todavia, na pratica, esse resultado pode nao ser de muita valia, dado que é necesséario

verificar a otimalidade de z* para todas as p fung¢oes objetivo.

Proposigao 4.4.2: Seja z* uma solugao 6tima tnica de Py (e*), com €; = f;(z*), j # k, para um
determinado k. Entao, * é uma solugéo eficiente para o problema multiobjetivo.

Prova: Suponha que z* ¢ solugao tinica de Py(€*), com € = f;(z*), j # k, para um determinado
k. Por contradi¢ao, suponha que x* é inferior. Logo, deve existir algum ponto z € X tal que
flx) < f(z*) e f(x) # f(x*). Pelo fato de f(x) < f(x*), concluimos que z é solugao viavel para
Pr(e*). Como f(z) < f(x*), tem-se, particularmente, que fi(z) < fr(z*). Logo, x é solugao 6tima

de Py (e*). Porém, isso contradiz a unicidade de z*. [

Proposicao 4.4.3: Seja 2" uma solucdo 6tima de Py(€*), com € = f;j(z*), j # k, para um
determinado k. Suponha que as fungoes objetivo e de restrigdo sao todas convexas. Entao, existe
um vetor w > 0 tal que z* é uma solugao 6tima de P(w).

Prova: Suponha que z* & solugdo 6tima de Pg(€*), com €} = f;(2*), j # k, para um determinado

k, e que o problema é convexo. Pelo Teorema de Gordan em |[Mangasarian, 1969|, considerando a
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matriz A do enunciado do teorema como sendo A = (Vfi(z) ...V f,(z)), e pela otimalidade de z*,
existe w > 0 tal que o gradiente da fungao objetivo de P(w) avaliado em x* é igual a 0. Logo, =*
¢ um ponto estacionério para P(w). A convexidade do problema garante que z* é solugdo 6tima
para P(w). O

Proposicao 4.4.4: Seja z* uma solugao 6tima de P(w) para um dado vetor w > 0, onde wy, > 0
para um determinado k. Entao, 2* € solugao 6tima de Py (e*), com € = f;(z7), j # k.

Prova: Suponha que z* é uma solugao 6tima de P(w) para um dado vetor w > 0, onde wy, > 0
para um determinado k. Por contradigao, suponha que z* nao resolve Py(e*), com €; = f;(z*),
J # k. Logo, existe x € X tal que fj(z) < fj(z*), j # k, e fr(z) < fr(z*). Como w > 0 e wy > 0,
temos que Y 0 wifi(z) < 3P wifi(z*). O

Para maior clareza dos resultados subseqiientes, apresentamos as condi¢coes KKT para o pro-
blema da e-restri¢ao (KKT,), mostrando que elas sdo necessarias, sob certas condigoes, para garantir
a otimalidade de Pg(e).

Proposicao 4.4.5: [Condigoes KKT para Py(e) (KKT,)| Suponha que fj(x), j =1,...,p,

e gi(x), i = 1,...,m, sdo fungdes continuamente diferenciaveis. Se v € X N{z | fj(z) < ¢, j =
1,...,p, j # k} é um minimo local de Py(¢) para um determinado k e algum ¢ € RP~! e vale
alguma condicao de qualificagao em z, entao existem multiplicadores \; >0, j =1,...,p, j #k, e
wi >0,i=1,...,m tais que
m
Fil@) + Y NV i) + ) uiVgiz) =0, (4.12)
j#k i=1
)\j(fj(x)—Ej)ZO, jZl,...,p, _];ék, (4.13)
pigi(x) =0, i=1,...,m. (4.14)

Proposicao 4.4.6: Suponha que z* é uma solugdo propriamente eficiente do POM (2.1). Seja
ke {1,...,p}. Suponha que os gradientes das restrigdes de P(e*), com € =1 (z*), j # k, ativas
em x* sdo linearmente independentes e que todas as fungoes f; e g; sdo continuamente diferencidveis.
Entao, x* resolve Py (e*) e satisfaz as condigbes KKT, (4.12)-(4.14) com (A, ) > 0 para Pg(e*).
Além disso, todos os multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes f;j(z) < €;, j # k, de
P (€*) sao estritamente positivos.

Prova: Suponha que x* é uma solugao propriamente eficiente. Como x* é eficiente, pela Proposicao
4.4.1, 2" resolve Py(e*), com €; = f;(z*), j # k, para todo k = 1,...,p. Seja k € {1,...,p}.
Supondo que os gradientes das restri¢oes de P (e*) ativas em z* s@o linearmente independentes e
que todas as funcoes f; e g; sao continuamente diferenciaveis, garante-se a existéncia de um conjunto
de multiplicadores de Lagrange /\Zj > 0,7 #k,epn’ >0,paratodos =1,...,m, tal que as condigoes
KKT, para Py(e*) sejam satisfeitas. Devemos mostrar que )\,’;j deve ser estritamente positivo para
todo j # k. Utilizando o resultado de um teorema em [Geoffrion, 1968| (Comprehensive Theorem),

temos que, pela eficiéncia propria e propriedades de regularidade de x*, existem )\g-) >0,7=1,...,p,
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eu?ZO,izl,...,m, tal que

Z”Vﬁ +§)Nm =0,

/L?gl(x*) = 07 @ = 17"'7m7

ou, equivalentemente,

V(@) + DAV (") + Y (1 /X)) Vai(z*) =0,
i#k i=1
(/AN gi(z*) =0, i=1,....,m.

Como Vfj(x*), j # k, e Vg;(z*), tal que g;(z*) = 0, s@o linearmente independentes, temos

(4.15)

que (4.15) possuira solu¢ao unica em termos de )\g/)\o, j#k epd/N, i =1,...,m Combi-
nando isso com o fato de que (4.15) é nada mais que uma das condigoes KKT, para Py(e*), a qual
é satisfeita por /\,’;j, j#k ep’,i=1,...,m, temos que )\’,;j = )\2/)\2 > 0 para todo j # k, como

requerido. [J

Apresentamos agora as relagoes entre as condigdes de Fritz John (3.8)-(3.10) para o problema

multiobjetivo e as condi¢oes KKT, (4.12)-(4.14) para o problema da e-restri¢ao.

Proposicao 4.4.7: Se z* € X é regular fraco, entao z* satisfaz as condigoes KKT, (4.12)-(4.14)
para Pg(e*), onde € = fi(x*), j # k, para todo k tal que A\;, > 0, sendo este o multiplicador de
Lagrange das condi¢oes FJPOM (3.8)-(3.10) associado & k-ésima fungao objetivo.

Prova: Suponha que z* € X ¢ regular fraco. Logo, por definicao, existem multiplicadores A\; > 0,

j=1,...,p, nao todos nulos e p; > 0,7 =1,...,m tais que
ZA Vi +va9@ =0. (4.16)
wigi(x*) =0, i=1,...,m. (4.17)

Seja k um indice tal que Ay > 0. Dividindo (4.16) por \g, obtemos

Vi) + Y NV —i—ZuZng )=0. (4.18)
Jj#k
onde \; = \i/Ax > 0e fij = pj/A > 0. Considerando que f;(z*) = €*, i # k, por (4.18), concluimos
que z* satisfaz as condigoes KKT, (4.12)-(4.14) para Py(e*). O

Proposigao 4.4.8: Se z* € X satisfaz as condigdes KKTe para Pi(€*), onde € = f;(z*), j # k,
entdao z* é regular fraco.

Prova: Suponha que z* € X satisfaz as condigoes KKT, para Py(€*), onde € = fi(x*), j # k.
Logo, existem multiplicadores A\; >0, j=1,...,p, j #k, e p; > 0,7 =1,...,m tais que
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Fel@®) + ) NV )+ pVgi(at) =0, (4.19)
j#k i=1
Aj(fi(2") =€) =0, j=1,...,p, § #F, (4.20)
pigi(z*) =0, i=1,...,m, (4.21)
Fazendo A\;, = 1 e tomando o vetor de multiplicadores A = (A1,..., Ag,...,Ap)’, podemos concluir

que z* é regular fraco. [

Colorario 4.4.9: z* € X é regular fraco se, e somente, se x* satisfaz as condi¢oes KKT, para
Py (€*), onde €; = fj(z*), j # k.

Valendo-se dos resultados acima concernentes as relagoes entre as condigoes FJPOM e as con-

dicoes KKT¢, apresentamos o que seria o inverso da Proposicao 4.4.6.

Proposigao 4.4.9: Suponha que z* ¢ uma solugao 6tima de Py(e*), onde €; = f;(z*), j # k, para
um determinado k. Suponha ainda que todas as func¢oes objetivo e de restricao sdo convexas e que
os gradientes das fungoes de restri¢ao de Py (€*) ativas em z* sao linearmente independentes (logo,
x* satisfaz as condigoes KKT, para Pi(e*)). Suponha, entao, que os multiplicadores de Lagrange
das condi¢oes KKT, associados as restricoes fj(x) < €;, j # k, s@o estritamente positivos. Entao,
z* é uma solugao propriamente eficiente para o problema multiobjetivo.

Prova: O resultado segue através da Proposigao 4.4.8, da Proposicao 4.2.6 e da Proposigao 4.2.3. A
condicao de que os pesos sejam estritamente positivos para que o resultado da Proposicao 4.2.3 seja
obtido é garantida pela suposicao inicial de estrita positividade dos multiplicadores de Lagrange
das condigoes KKT. associados as restri¢oes f;(z) < €;, j # k. A convexidade é usada para passar

da conclusao da Proposicao 4.2.6 as hipéteses da Proposicao 4.2.3. [J

4.4.3 Vantagens e desvantagens

A vantagem do método da e-restricao reside no controle de cobertura da fronteira eficiente.
Nesse ponto, este método é melhor que o método dos pesos, que nao possui nenhuma garantia
de uma boa cobertura. FEntretanto, o método da e-restricdo apresenta a mesma desvantagem do
método dos pesos: ter que resolver um problema de Programagao Nao-Linear sempre que quiser
encontrar uma nova solugao eficiente. A segunda desvantagem é inerente a escolha do vetor e. Se
tal vetor for escolhido de maneira inadequada, os problemas escalarizados a serem resolvidos podem
ser inviaveis. A escolha do vetor €, por sua vez, ndo é uma questao trivial e sua dificuldade aumenta
a medida que cresce o nimero de fungoes objetivo que se deseja otimizar.

Quando o conjunto vidvel no espaco objetivo nao é convexo, o método da e-restricao também
leva vantagem em relagdo aos dois anteriores. Um exemplo em que o método dos pesos e o NISE
nao conseguem aproximar a fronteira eficiente, enquanto que o método da e-restricao o faz, é dado

pelo seguinte problema:
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min (331,%‘2)/
7‘%111L + ]-a

s.a: ITo >
x1 >0, x2 > 0.

A Figura 4.9 mostra o conjunto viavel e a fronteira eficiente do problema. Os tinicos pontos que
o método dos pesos e o NISE conseguem obter sdo aqueles que minimizam as fungdes objetivo
individualmente, A e B, devido a nao-convexidade do conjunto viavel. Por outro lado, o método

da e-restrigdo consegue obter pontos em qualquer lugar da curva ao variar o pardmetro e.

x2

A=(0,1) X

B = (1,0) Ty

-

Figura 4.9: Ezxemplo em que o método dos pesos e o NISE nao conseqguem aproximar a fronteira eficiente
(linha mais grossa), enquanto que o método da e-restri¢ao consegue variando o pardmetro €. Os Unicos
pontos que os dois primeiros métodos consequem obter sao os minimizadores A e B das fungoes objetivo.

4.5 Método do gradiente

Em [Fliege e Svaiter, 2000], os autores propuseram um método para Otimiza¢ao Multiobjetivo
sem a necessidade de parametros e escalarizacao do problema multiobjetivo. Para tal feito, consi-
deraram, primeiramente, o caso em que o problema multiobjetivo é irrestrito. O método proposto
é uma extensao do método do gradiente para problemas de Programagcao Nao-Linear irrestritos.

Como foi dito no Capitulo 3, uma condi¢do necessiria para um determinando ponto x ser

fracamente eficiente local é a de que nao existe d € R" tal que

Jr(x)d < 0. (4.22)

Chamaremos de solugoes criticas aquelas solugdes que satisfazem a condi¢ao (4.22). Se uma

solugdo nao é critica, entao existe uma dire¢ao d € R" tal que

Jp(x))d <0,

donde concluimos que d é uma dire¢ao de descida para a funcao multiobjetivo f. Assim, temos
que, se uma solucao é fracamente eficiente, entao ela é critica. Porém, nem toda solucgao critica é
fracamente eficiente.

A condi¢ao (4.22) estende a nogao de criticalidade do caso de otimizagao escalar irrestrita

(gradiente igual a zero).
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4.5.1 Descrigao do método

A idéia do método é escolher um z e verificar se a condigao (4.22) é satisfeita. Se nao, tenta-se
encontrar uma direcdo de descida d para x e escolher o tamanho do passo para andar na direcao de
d, partindo de x.

Dado um ponto z, defina a matriz A = J¢(z) e a funcao f, : R — R por

fo(d) == max{(Ad); |i=1,...,p}.

A diregao de descida para um ponto x, se houver alguma, serd dada como o resultado do seguinte

problema irrestrito:

min  fo(d) + g(d)
(4.23)
s.a: de R,

onde g : " — R é qualquer funcao propria, fechada e fortemente convexa de tal forma que
9(0) =0, g(d) >0 (d#0) e g(d) = o(||d||) (d —> 0). Em particular, vale para g(d) = 1||d||%.
Como f, e g s@o fungoes proprias e fechadas, f, é uma fungao convexa e g é fortemente convexa,
a fungao objetivo de (4.23) é propria, fechada e fortemente convexa. Logo, o problema acima possui
solugao tnica. Para evitar a nao-diferenciabilidade originada no primeiro termo da fungao objetivo,

podemos reescrever (4.23) como

min T + %HdH2

(4.24)
sa: (Ad); <7, i=1,...,p.

A vantagem de lidar com (4.24) é que esse problema é convexo quadratico com restrigoes de

desigualdades lineares.

Proposicao 4.5.1: Sejam d(z) e a(z) a solugao 6tima e o valor 6timo do problema (4.23), respec-
tivamente. Se x € critico, entdo d(z) = 0 e a(x) = 0. Caso contrario, a(x) < 0.

Prova: A prova segue da definigdo do problema.

Pode ser interessante, na pratica, resolver o problema (4.23) de maneira inexata. Assim, con-
siderando g(d) = %||dH2, se um ponto x nao é critico, dizemos que ele é uma solucdo aproximada

de (4.23) com uma tolerancia o € (0,1] se

fo(d) + 3 d? < oa(). (4.25)

Dessa forma, tem-se uma diregdo de descida assim que a condi¢do (4.25) for satisfeita. A
escolha do tamanho do passo é feita utilizando a condicao suficiente de descida de Armijo. O

método consiste, portanto, no seguinte algoritmo:

Algoritmo 1
Passo 1. Escolha 8 € (0,1), o € (0,1] e 2° € R". Faca k := 0.
Passo 2. Se z* & critico, pare.

Passo 3. Encontre uma solucio aproximada d de (4.23), com z = z* e tolerancia o.
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Passo 4. Escolha o tamanho do passo t; € (0, 1] como o maximo de

T, ={t=1/2"|jeN, f(a* + td") < f(@*) + BtJp(a")d"}.
Passo 5. Faca 2*t! := 2% + ¢,d*, k := k + 1 e va para o Passo 2.

Obviamente, se o Algoritmo 1 termina num nimero finito de passos, o @ltimo ponto z* ¢ critico.
Para casos em que uma sequéncia infinita de pontos {wk} é gerada, Fliege e Svaiter provam que todo
ponto de acumulagao de tal seqliencia é critico, supondo que f possui conjuntos de nivel limitados,

no sentido de que o conjunto {x € R" | f(z) < f(2°)} ¢ limitado.

4.5.2 Vantagens e desvantagens

A vantagem deste método é que ele ndo demanda parametros de entrada ou ordem de prioridade
atribuida as fungoes objetivo. Tampouco é necessério escalarizar o problema multiobjetivo. Além
disso, utilizando a formulagao do problema (4.24), tem-se um problema onde tudo é diferenciavel,
sendo quadréatico convexo e com desigualdades lineares. Ha ainda o fato de que solugoes exatas para
o problema (4.23) também nao sao necessarias. Uma desvantagem dele é que nao sabemos a priori
onde a solugdo critica encontrada se situard na fronteira eficiente. Diferentemente dos métodos
anteriores, este propoe obter apenas uma solugao eficiente em vez de uma aproximacao de toda a
fronteira eficiente. Em caso de querer cobrir toda a Fronteira, seria necessario executar o método
com multistart. Porém, mesmo fazendo isso, nada garante que os pontos obtidos pelo método serao

diferentes entre si.

4.6 Método das direcoes viaveis

O método das diregoes viaveis foi proposto em [Fliege e Svaiter, 2000| para o caso restrito.
Tal método é uma extensao do método de diregoes viaveis de Zoutendijk para Programagao Nao-
Linear [Zoutendijk, 1960], sendo necessério, portanto, que o conjunto viavel do problema possua
interior nao-vazio para garantir a convergéncia.

No Capitulo 3, vimos que uma condi¢do necesséaria para uma solucdo = € X ser fracamente

eficiente local para problemas de Otimizagao Multiobjetivo restritos é que o sistema

Vii(z)d<0,Vi=1,...,p, d€T(X,x), (4.26)

nao possua solugdo. Como definimos anteriormente, uma solugao que satisfaz essa condigdo é
chamada de critica. Considere o cone L<(X,z). Suponha que a condigao de qualificagdo de Abadie

vale para todo x € X, ou seja:
Lo(X,2)=T(X,x).
Temos, entao, que a condi¢ao (4.26) torna-se equivalente a de que o sistema

Vfi(x)'d<0, Vi=1,...,p,

. (4.27)
Vygi(z)'d <0, VjeAz),

nao possua solugao d € R". Fazendo a matriz A ser matriz obtida ao adicionar as linhas Vgj(x),
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j € A(x), ao Jacobiano da f, obtemos a condi¢ao necessaria equivalente a (4.27) de que nao existe
d € R" tal que Ad < 0.

Dessa forma, podemos usar o método do gradiente da segdo anterior considerando a matriz A
no lugar de A = Jy(x), tendo apenas o cuidado de controlar o tamanho do passo escolhido, de

forma que a viabilidade sempre seja satisfeita.

4.6.1 Descrigao do método

Seja I ={1,...,p}, € € R44 e xz € R". Defina o conjunto I := {j € I | gj(z) > —e}. Para

encontrar uma direcao de descida viavel, resolve-se o seguinte problema:

min «
sa: Vfi(x)d<a, i=1,...,p,
Vgj(x)d <o, je€lIl(x),
ldlloo < 1.

(4.28)

Denote por «(z,€) o valor 6timo de (4.28) para um dado € de entrada para o problema. Uti-
lizando o lema de Farkas, temos que «a(z,0) = 0 para z € X se, e somente se, existem vetores
A e RE\{0} e p € R tal que

p m
D MV Sr(@) + Y wiVgi(x) =0,
k=1 i=1

> wigi(x) = 0.
=1

Assim, a(z,0) = 0 se, e somente se, z € um ponto regular fraco. O algoritmo para o caso restrito

segue logo abaixo.

Algoritmo 2
Passo 1. Escolha 3 € (0,1), ¢g € Ry e 2° € R". Faca k := 0.

Passo 2. Resolva (4.28), obtendo uma direcio d* e um valor 6timo a(z*

76k)~
Passo 3. Se a(zF,e;) > —ex, faca €pyq = €, /2, 2FT1 := 2F k:=k + 1 e va para o passo 2.
Passo 4. Escolha um tamanho de passo t; € (0,1] tal que

f(a:k + tkdk) < f(ack) + BtJf(xk)dk

2 + tdf e X.

Passo 5. Faca 2*t! := 2% + t,d*, k :== k + 1 e va para o Passo 2.

Proposigao 4.6.1: Suponha que Jy e Vg; (i € I) sao Lipschitz-continuas e que a sequéncia de
pontos {z*} gerada pelo algoritmo ¢é limitada, entdo existe um ponto de acumulacio y de {z*} tal
que a(y,0) = 0.

Prova: A prova é idéntica & do teorema de convergéncia do método P1 de Zoutendijk.
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4.6.2 Vantagens e desvantagens

As mesmas vantagens e desvantagens relacionadas ao método do gradiente sdo inerentes ao

método das direcoes vidveis.



Capitulo 5

Aplicacoes e experimentos computacionais

Apresentaremos a seguir duas aplicagoes da teoria e métodos de Otimizagao Multiobjetivo. A
primeira aplicagao esta associada a area de reconstrugao de sinais esparsos, a qual obteve impor-
tantes resultados recentes. A segunda trata de problemas de Otimizagdo de Portfolio e de como
eles podem ser resolvidos utilizando métodos de Otimizagdo Multiobjetivo. Nesta tdltima aplica-
¢ao, implementamos alguns métodos discutidos no Capitulo 4 e apresentamos resultados de testes

computacionais realizados com eles.

5.1 Compressed Sensing

Recentemente, muitos trabalhos tém sido desenvolvidos na area de Processamento de Sinais
envolvendo a aquisigdo e a reconstrugao de sinais esparsos. O Teorema de Amostragem de Shannon-
Nyquist afirma que para evitar a perda de informagao ao representar digitalmente um sinal ana-
logico, deve-se ter uma taxa de amostragem de pelo menos duas vezes a freqliéncia presente no
sinal original. Geralmente, os sinais sdo compressiveis, ou seja, apresentam redundéancia ao se fazer
uma amostragem pontual em algum dominio. Assim, apos o processo de amostragem, onde ha a
discretizacao do sinal original num certo dominio, tenta-se reduzir o nimero de bits necessarios para
representé-lo digitalmente, sendo este processo chamado de compressdo. As técnicas de amostragem
seguida de compressao, por sua vez, levam em conta o teorema de Shannon-Nyquist, tendo-se mos-
trado eficiente em muitas pesquisas. Entretanto, tal teorema nao considera a possivel esparsidade
do sinal original, sendo pessimista nos casos em que isto ocorre. A teoria de Compressed Sensing
(CS) surgiu, pois, como uma nova abordagem na area de Processamento de Sinais ao propor a
reconstrucao de sinais esparsos utilizando uma taxa de amostragem menor do que a requerida no
teorema de Shannon-Nyquist; ou seja, o objetivo é tentar obter um sinal jA comprimido no ato do
sensoriamento, dai a origem do nome. Resultados mostram que a reconstrucao dos sinais espar-
sos utilizando a abordagem de CS é realizada perfeitamente com alta probabilidade quando certas
condigdes sao satisfeitas [Candeés et al., 2006].

A teoria de CS é também aplicada a area de Processamento de Imagens com grande simili-
tude. Cameras digitais comuns tendem a capturar um grande nimero de amostras de uma ima-
gem, mas armazenam apenas uma versao comprimida dela, havendo, portanto, pouca eficiéncia.
A idéia, entao, é reconstruir imagens esparsas a partir de um nimero pequeno de amostras da
imagem original. Apresentaremos adiante algumas abordagens encontradas em [Chen et al., 2001]
e [van den Berg e Friedlander, 2008| para lidar com o problema de otimizagao envolvido, estabe-
lecendo ainda uma relagdo com a teoria e métodos no ambito de Otimizacao Multiobjetivo. As

informagoes abaixo sobre CS foram extraidas de [Baraniuk, 2007] e [Candeés, 2006].

43
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5.1.1 Compressao de sinais

A tarefa de transformagao de um sinal anal6gico em um sinal digital compreende trés processos
principais: amostragem, onde o sinal analogico é discretizado em algum dominio (no tempo, por
exemplo); quantiza¢ao, onde a amplitude do sinal amostrado é discretizada no dominio em questao;
codificagao, onde o sinal é transformado em c6digos utilizando, geralmente, a codificagdo binaria.

Considere um sinal = discretizado no dominio do tempo e de comprimento finito. Podemos
representar tal sinal como um vetor coluna NV x 1 com entradas reais x;, ¢ = 1,..., N - uma imagem,
por exemplo, também pode ser representada por um longo vetor, com cada entrada correspondendo
a um determinado pixel. Todo sinal no RY pode ser representado como uma combinacio linear dos

N vetores de uma base {\Ilz}fi 1. Para simplificar, supomos que a base é ortonormal. Temos, entao,

N
x = Zsi\lfi ou x=VUs, (5.1)
i=1

onde ¥ é uma matriz N x N com os vetores ¥; como colunas e s é um vetor coluna com entradas
si = Y. Assim, temos duas representacoes diferentes de um mesmo sinal: z, no dominio do

tempo, e s, através de V.

Definicao 5.1.1: Diz-se que um sinal x é K-esparso se ele é uma combinacao linear de apenas K

vetores de uma base.

A definicao acima equivale a dizer que K coeficientes s; em (5.1) sdo nao nulos e (N — K) séo
iguais a zero. O caso de interesse ocorre quando se tem K < N. Um sinal é compressivel quando
a representagao em (5.1) possui poucos coeficientes s; grandes e muitos coeficientes pequenos.

Como foi dito no inicio do capitulo, as técnicas de amostragem seguida de compressao requerem
uma amostragem completa do sinal, comprimindo-o posteriormente. Assim, para obter uma repre-
sentacao K-esparsa de um sinal compressivel, sao obtidas todas as IV amostras do sinal no processo
de aquisigao dos dados. Os coeficientes s; sao, por sua vez, obtidos pelo sistema linear s = ¥'x. Os
K coeficientes maiores sao localizados e codificados, enquanto que os (N — K) coeficientes menores
sao descartados. A problemética envolvida reside, principalmente, no fato de que é realizada uma
amostragem completa do sinal para a codificacdo de apenas poucos coeficientes. Mesmo K sendo
um namero pequeno, N pode ser um ntmero grande, havendo, portanto, pouca eficiéncia para casos
onde hé esparsidade. Além disso, hé ainda o custo de ter que localizar os K maiores coeficientes.

A abordagem de CS propde a obtengao de M < N medigoes no processo de amostragem. Sejam
as M medicoes denotadas por y; = 1,..., M. A escolha dessas medicoes ¢ feita utilizando alguma

matriz M x N fixa ®, de forma que se tem

y=®r = PdUs = Os, (5.2)

onde ©® = ®V¥ é uma matriz M x N. Devido ao fato da matriz ® ser fixa, dizemos que o método
empregado é nao-adaptativo. Os objetivos sdo, portanto, construir (a) uma matriz de medigoes
estdvel ® tal que a informacao em qualquer sinal K-esparso ou compressivel nao seja prejudicada
pela reducio de dimensionalidade de x € RV para y € RM e (b) um algoritmo de reconstrugao para
recuperar x ou § a partir de apenas M ~ K medicoes y.

Como M < N, o problema (5.2) é mal-posto. Entretanto, uma condigao necessaria e suficiente
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para o problema ser bem-posto é que, para qualquer vetor v compartilhando com s as mesmas K

entradas néo nulas e para algum ¢ > 0, tenha-se

O]z

1-6<
[v]]2

<1+09. (5.3)

Ou seja, a matriz © preserva o comprimento desses vetores K-esparsos particulares. Porém, os K
coeficientes nao nulos de s nao sao conhecidos a priori. Uma condigao suficiente para a estabilidade
da solugao é que © satisfaga (5.3) para um vetor v 3K-esparso arbitrario. Tal condi¢ao é deno-
minada Restricted Isometry Property (RIP) [Candés et al., 2006]. Um outro resultado, encontrado
em [Candeés et al., 2006], afirma que, quando M > cK log(N/K), onde ¢ é uma constante, © satis-
faz a condigao RIP com alta probabilidade, ou seja, sinais K-esparsos e compressiveis podem ser

recuperados perfeitamente com alta probabilidade com apenas M > cK log(N/K) < N medigoes.

5.1.2 Basis pursuit

Dada a matriz ®, desejamos resolver o seguinte problema:

min ||s||o (5.4)
s.a: Os =y,

onde © = &Y e || ||p é definido por ||s]|o = #{i | s; # 0}. Todavia, o problema acima é combinatorio

e NP-completo, despertando o interesse pela busca de outras formas de obter uma representacao es-

parsa do sinal . Uma possibilidade seria utilizar a norma Euclidiana na func¢ao objetivo, resultando
no seguinte problema de quadrados minimos:

: 2

min ||s|3

5.5
s.a: Os=y. (5:5)

Entretanto, a norma euclidiana nao prima pela esparsidade da solugao como mostra a Figura 5.1,
sendo ineficaz para nosso proposito. Assim, surge uma outra possibilidade que é a de usar a norma

Lq. O problema em que a norma Lq é considerada é chamado de basis pursuit e é dado por:

min ||s]|1 (5.6)
s.a: Os=y.

A Figura 5.1 também mostra que a norma L1 é de melhor proveito que a norma Ls. Claramente,
podemos observar na figura que a solugao 6tima B, encontrada no problema de quadrados minimos,
nao é esparsa, ao contrario da solucao A, encontrada utilizando a norma L.

Em aplicagoes reais, o sinal amostrado pode conter erros nas medigoes, ou seja, tem-se Os =
y+o, onde o é o erro derivado das medigoes. Assim, a restrigao de (5.6) pode nao ser satisfeita para
nenhum vetor s, tornando o problema inviavel. Nosso objetivo agora se divide em dois: minimizar
|Is|l1 e minimizar ||©s — y||. Temos, portanto, um problema de Otimiza¢ao Multiobjetivo com duas
fungoes objetivo. Quando se tem uma estimativa 7 ~ ||o|| do erro, uma abordagem razoavel seria
utilizar o método da e-restrigao para resolver o problema multiobjetivo. Considerando f; = ||s||; e

f2 = ||©s — y||2, o problema da e-restri¢ao com rela¢ao a fungao objetivo f; torna-se

Pi(7): min [s|1 (57)
sa: [|©s—yl2 <,
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v

Figura 5.1: Solucdes A e B obtidas usando as normas Ly e Lo, respectivamente.

onde 7 > 0 é uma estimativa do erro presente nas medicoes.
Em [van den Berg e Friedlander, 2008, é apresentado um método que considera o problema da

e-restricao com relacao a fungao objetivo fa:

P2(N\): min ||Os—y|2

5.8
sar |s]li < A, (5:8)

onde A > 0.
Outra possibilidade, proposta em [Chen et al., 2001], é a utilizagdo do método dos pesos, lidando

com o seguinte problema ponderado:

min 105 — y[3 + sl (5.9)

Para mais detalhes sobre a area de Compressed Sensing, veja [Baraniuk, 2007] e [Candeés, 2006].

5.2 Otimizacao de Portfolio

Considere um conjunto de n investimentos contendo agoes de empresas, fundos mituos, op-
¢oOes e outros derivativos. Esses investimentos possuem retornos futuros e riscos associados a eles.
Desejamos saber o quanto devemos investir em cada um afim de que o retorno total futuro seja o
méximo possivel, e o risco, o minimo possivel. Em outras palavras, queremos otimizar nosso portfo-
lio. Geralmente, os investimentos que propiciam o maior retorno esperado sao aqueles que possuem
maiores riscos. Na Teoria Moderna do Portfolio, introduzida em [Markowitz, 1952| e que sera con-
siderada neste trabalho, o investidor pode escolher uma troca entre o risco e retorno esperado do
portfolio através da curva da fronteira eficiente.

As taxas de retorno futuro r; dos investimentos sao variaveis randomicas. Porém, nao temos
como prever o futuro; tudo o que temos sao dados historicos dos investimentos de anos anteriores.
Nesse modelo, consideramos os retornos do histoérico como bons indicadores dos retornos futuros. A

Tabela 5.1 apresenta os retornos entre os anos 1991 e 2002 de um fundo mutuo do indice S&P500,
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Tabela 5.1: Historico dos retornos anuais

| Ano | repesoo  TiBM TSony

1991 | +0.2631 -0.2124  -0.1027
1992 | +0.0446 -0.4336  -0.0037
1993 | +0.0706 +0.1208 +0.4785
1994 | -0.0154 +0.3012 +0.1348
1995 | +0.3411 +0.2430 +0.1046
1996 | +0.2026 +0.6584 +0.0772
1997 | +0.3101 +0.3811 +40.3905
1998 | +0.2700 +0.7624 -0.2028
1999 | +0.1953 +0.1701 +2.9681
2000 | -0.1014  -0.2120 -0.5109
2001 | -0.1304 +0.4231 -0.3484
2002 | -0.2337 -0.3570  -0.0808

das agoes da IBM e das agoes (ADR) da Sony. O retorno futuro esperado do investimento ¢, E(r;),
é, portanto, a média dos retornos desse investimento nos anos anteriores. Para os trés investimentos
citados anteriormente, temos E(rgg psoo) = 0.101 = 10.1%, E(rrpar) = 0.154 = 15.4% e E(rgony) =
0.242 = 24.2%.
Por sua vez, o risco de cada investimento também precisa ser mensurado. Para calcula-lo,
calculamos antes a varidncia de cada variavel r;:
Var(r,) — =B (e~ Br))”

onde 7" ¢ o ntimero de anos considerados e r;; € o retorno do investimento ¢ no ano j. Para os trés

investimentos considerados na tabela, temos

(+0.1620)2 + ... + (—0.3348)?

Var(rsgpsoo) = m = 0.0362;
—0.3361)2 + ...+ (—0.5105)2
Var(ripar) (—0.3361)2 + - + (—0.5105) _ 0.1503;
0.3348)% + ... + (—0.3228)2
Var(TSony) = (+ ) + * ( ) = (0.8149.

11

Os desvios-padrao de cada investimento sao, portanto: desvio(rsg pso0) = \/\m = 19.0%,
desvio(rrpar) = v/Var(ripa) = 38.8% e desvio(rsony) = /Var(rseny) = 90.3%. O risco de cada
investimento, finalmente, é considerado como sendo o desvio padrao do seu retorno.

Suponha que nosso portfolio seja composto por 66.6% do dinheiro investido na IBM e 33.3%

investido na Sony. Para calcular o retorno futuro esperado dele, fazemos

E(Tp) = E(66.6% -rrgm + 33.3% - T’Sgny)
= 66.6% - E(’I”[BM) +33.3% - E(TSony)
= 66.6% -15.4% + 33.3% - 24.2% = 18.3%.

Para calcular o risco do nosso portfolio, calculamos antes a varidncia. Usamos o fato de que

Var(rp) = Cov(rp,rp), onde Cov(r;,r;) é a covariancia entre duas variaveis calculada como
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(riv — E(r;)) - (rj1 — E(r;)) + ... + (rir — E(ry)) - (r7 — E(r5))
T-1 '

Apoés algumas contas, obtemos a seguinte férmula para a varidncia do retorno de um portfolio

Cov(ri,rj) =

qualquer r, = > | ;75, onde x; ¢ a proporgao investida no investimento

Var(ry,) = Z z? - Var(r;) + Z Z zizxj - Cov(ry, r5), (5.10)
i=1 i=1 j=1
J#i

ou, equivalentemente,

Var(ry) = 2'Q, (5.11)

onde () é a matriz de covariincia.

5.2.1 Modelo de Markowitz e Otimizagao Multiobjetivo

Seja = (p1,...,H1n) 0 vetor composto pelos retornos esperados dos investimentos. Temos,
entdo, dois objetivos: minimizar f1(z) = 2’Qx e maximizar fo(x) = p'z. Podemos, desta forma,
utilizar a teoria e os métodos de Otimizacao Multiobjetivo para resolver problemas de Otimizagao
de Portfolio.

O modelo da Média-Variancia (MV) de Markowitz que usaremos pode ser descrito de varias

formas, sendo uma delas a seguinte:

max p'z—0x'Qx

a 12
s.a: Zazz =1, (5.12)
=1

onde § > 0 é uma constante de aversdo ao risco, a qual pode ser variada para obter a fronteira
eficiente. Claramente, podemos ver que tal modelo é exatamente uma aplicagdo do método dos
pesos que vimos anteriormente. Uma outra formulagdo conhecida é dada por restringir o retorno

esperado a um valor minimo:

min 2'Qx

sa:  p'z>R, (5.13)

in = 1,

i=1

onde R é um valor minimo que se deseja para o retorno esperado. Quando se conhece um valor para
R dentro do intervalo onde esté a fronteira eficiente, podemos trocar o menor ou igual por igual
apenas, obtendo p/z = R. Tal problema é exatamente uma aplicagao do método da e-restricao.
Como a varidncia de uma variavel é sempre nao-negativa, () é uma matriz semi-definida positiva.
Assim, este é um problema de Programacao Quadratica Convexa, e, portanto, as condigoes KKT
sao condigoes de otimalidade necessarias e suficientes para este caso. Uma forma de resolver tal
problema de Programagao Quadréatica seria, por exemplo, através do método Simplex de Wolf para
Programagao Quadratica [Wolf, 1959].

Uma outra possibilidade é restringir a outra fungao objetivo, obtendo o problema de Programa-

¢ao Nao-Linear abaixo:
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max wx

sa:  2'Qx < &2,
n
E xXr; = 1,
i=1

onde 72 é um valor méaximo desejado para a varidncia da solucdo. Restringir a variancia do portfolio

(5.14)

a algum valor pré-definido é um critério usado quando desejamos conhecer o tracking error de um
portfolio em relagao a algum indice escolhido previamente. O Tracking error, por sua vez, é uma
medida de quao perto o portfolio esta em relagdo a algum portfolio de benchmark xp. O tracking

error ex-ante do portfolio x em relacao a xp pode ser definido como:

TE(x) = \/(x —zp)Q(x — zp).

Por sua vez, o retorno em excesso do portfolio z em relagdo ao zp ¢ dado por p/(z —xB). Assim, o

problema (5.14) pode ser substituido por outro envolvendo o retorno em excesso e o tracking error:

max A/(:E - HJB)

sa: (v —2p)'Qr —zp) < TE’, (5.15)
in - 17
i=1

onde TE é um valor pré-definido. Em [Jorion, 2003], o autor observa que retornos histéricos siao
medidas enormemente ruidosas para o retorno esperado e que os investidores podem nao ser capazes
ou mesmo desejarem determinar um retorno esperado minimo aceitavel e constantes de aversao ao
risco. Segundo Jorion, é muito mais facil restringir o risco do portfolio. Como a restricao do
tracking error é quadratica e convexa, ela pode ser reescrita de tal forma que o problema (5.15) se
transforme num problema de Otimizagao Conica e técnicas para este tipo de problema possam ser
usadas adequadamente.

Restrigoes do tipo « > 0 podem ser adicionadas ao problema se vendas a descoberto forem
proibidas na solugao. Como pode ser visto na formula da variancia do portfolio (5.10), & medida
que o nimero de investimentos cresce, o nimero de termos envolvendo a covaridncia entre variaveis
é muito maior que o ntimero de termos envolvendo a varidncia de uma variavel. Logo, quem tende
a dominar o somatorio sdo as covariancias. Quanto menor estas forem, menor seré o risco do nosso
portfolio. Por isso, é importante a diversificagdo do portfolio. Uma forma de tentar diversificar é

adicionar restrigoes de limite a investimentos de um mesmo setor, por exemplo:

1 pertence ao setor k

Podemos ainda adicionar restrigoes envolvendo custos de transacgao. Tais restricdes podem ser
do tipo
1+ ...tz Ft(z) + ...+ t(zn) <D,

onde ¢t é uma funcao de x; definida pelo corretor e b é o orgamento atual disponivel. Observe que

a funcdo t pode ser convexa ou nao, o que pode tornar o problema de Otimizacao de Portfolio
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nao-convexo. Custos de transagao também podem ser considerados na fungao objetivo da seguinte

forma:

n n
E E 0
max MWiZq — k’l‘$1 — X,
i=1 i=1
onde z° é o portfolio ja existente.

5.2.2 Fronteira eficiente Risco-Retorno

Podemos reescrever (5.13) como

min  7/Qu

5.16
sa: Az = B, (5.16)

I R

onde A=(p 1),1=(1...1) eB= )

O sistema KKT para o problema acima é dado por:
2 ANy = 0
Qo+ A (5.17)
Az = B,

onde A\g = (A1 A2)’. Suponha que a matriz @) é definida positiva, ou seja, a varidncia do portfolio
é sempre estritamente positiva. Definindo A = —1/2\¢ e resolvendo a primeira equagao de (5.17)

para x, obtemos

z=Q 1A\

A segunda equagao, por sua vez, torna-se

AQ'AN=B = \=(AQ'A)"'B=H'B,

onde H=A'Q 'Ae H = (AQ 1A = A(Q')YA=AQ 'A = H; logo, H é uma matriz 2 x 2

simétrica. Usando as expressoes acima para reescrever a variancia, obtemos

Var(r,) = 2'Qr = 2'QQ 1A\ =2/ A\ = (A'z)H 'B=BH 'B.

= a b gl 1 c b '
b ¢ ac — b? -b a

Defina d = det(H) = ac — b*>. Como H = A/Q™ 1A, ¢ facil ver que:

Sabemos ainda que

a = pQ 'y,
b = pQTM1I=1Q 'y,
c = 1'Q7'1.

Como @ é definida positiva, Q! também é; logo, a > 0 e ¢ > 0. Como Q™! ¢é definidia positiva,

temos que
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(b — al) Q™ (b — al) = bba — abb — abb + aac = a(ac — b*) = ad > 0,

Como a > 0, temos d > 0. Usando H para reescrever a varidncia, obtemos

Var(r)) = (R 1)<_cb _ab>(]f> (5.18)

= g(cR2 — 2bR + a).

Usualmente, a variancia de um portfolio z;,, é denotada por af,,

equacao (5.18), concluimos que o gréfico da variancia em func¢ao do retorno no espago (0127, R) é uma

e seu desvio padrao, por g,. Pela

parabola. Porém, no espaco (op, R), o grafico é o lado direito de uma hipérbole, como veremos a

seguir. A formula para o grafico no espaco (o,, R) é dada por:

5 CcR?—2bR+a cR*—2bR+d/c+b%/c
o5 = = .

P d d

Dividindo o lado esquerdo por 1/c e o lado direito por ¢/c?, obtemos

2 2 2
0, cR*—2bR+d/c+b°/c 9., 9
- = — 1
. e (R—b/c)*d/c* + 1,

ou, equivalentemente,

o (R—bfe)?
1/c  d/e

Como podemos ver, a formula acima é de uma hipérbole cujo centro é (0,b/c). A Figura 5.2 mostra

=1.

a fronteira eficiente no espago (o, R), sendo sempre a parte superior do grafico.

A

R

N\

Fronteira de Pareto

g

Figura 5.2: Fronteira eficiente para problemas de Otimiza¢ao de Portfolio.

Uma possibilidade para escolha dentre os portfolios eficientes é através da razdao de Sharpe,
definida como a razao entre o retorno esperado pelo desvio padrao do portfolio. O portfolio com
a maior razao, chamado de portfolio tangencial, fornece o maior retorno esperado por unidade de

risco, sendo uma escolha razoéavel dentre os portfolios eficientes existentes.

5.2.3 Testes computacionais utilizando o modelo de Markowitz

No mundo real do mercado de agoes, existem milhares de investimentos possiveis para o in-
vestidor escolher. Obviamente, vocé nao considerara todos eles como entrada de qualquer método

para obter um portfolio eficiente, pois isso acarretaria em calcular milhares de covaridncias entre os
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investimentos, fora o importante fato de que o erro entre o modelo e a realidade iria ser enorme-
mente amplificado. Sendo assim, é recomendado que se escolha sempre um niimero bem reduzido de
investimentos possiveis como entrada de qualquer método. Seguindo esse pensamento, implemen-
tamos os 4 métodos de Otimizagao Multiobjetivo para problemas restritos e fizemos uma anélise
comparativa de seus resultados, a saber: método dos pesos, método da e-restricao, método NISE e
o método das diregoes viaveis. O método de diregoes vidveis foi ligeiramente modificado para que
pudesse ser aplicado em problemas com restrigoes de desigualdade e igualdade.

Os métodos dos pesos e o da e-restricao ji sao bastante conhecidos e usados para a resolu-
¢ao de problemas de Otimizacao de Portfolio. Nosso objetivo é, portanto, apresentar métodos de
Otimizagdo Multiobjetivo que nao foram aplicados no contexto de Otimizagao de Portfolio e com-
parar os seus resultados. Nesta subsecao, utilizamos apenas o modelo MV de Markowtiz para os
experimentos.

O problema abordardo é:
min (2'Qx, —p/'x)
n
s.a: le =1, (5.19)
i=1
x > 0.

Como temos apenas restri¢oes lineares, isso implica que a condi¢do de qualificacdo de Abadie é
satisfeita para todo ponto viavel. Logo, pela Proposi¢ao 3.1.10 do Capitulo 3, toda solugao eficiente
é regular fraca.

Esta subsecgao se divide em duas partes: a primeira trata cada método individualmente, com-
parando seus resultados para um determinado problema e valores diferentes dos paridmetros de
entrada; a segunda trata de comparar os métodos entre si para 5 problemas, sob uma métrica a ser
explicada mais na frente.

Todos os métodos foram implementados na linguagem C/C-++ utilizando a biblioteca 110G
Concert Technology e o resolvedor CPLEX, sendo executados num processador Intel Core 2 Quad
2.40GHz com o sistema operacional Linux. Cada método recebe um arquivo de entrada com o
nimero de investimentos, o ntimero de periodos considerados no histérico de pregos dos investimen-
tos e os precos dos investimentos em cada um dos periodos. Devido ao tamanho dos problemas
considerados, aspectos relacionados ao tempo de processamento dos métodos nao sao apresentados
por terem se mostrado irrelevantes durante os experimentos. O Método da Barreira disponivel no
software CPLEX foi utilizado para resolver os subproblemas dentro de cada método de Otimizacao
Multiobjetivo implementado.

Uma solugao eficiente para o problema (5.19) também pode ser obtida utilizando o método
Simplex para Programagao Quadratica [Wolf, 1959]. Nesse artigo, o autor também mostra que
toda a fronteira eficiente pode ser obtida facilmente utilizando a versao paramétrica desse método.
Sendo assim, a implementacao dos 4 métodos propriamente ditos tem como propésito o estudo
comparativo do desempenho de cada um numa aplicacao pratica. Por outro lado, na Subsecao 5.2.4,
veremos problemas em que o modelo matematico escolhido possui trés objetivos ao invés de apenas
dois. Nesse caso, nao ha métodos conhecidos que encontrem facilmente toda a fronteira eficiente,
ja que nao ha garantias de que qualquer solugao eficiente encontrada seja global devido a perda de

convexidade no problema.
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Tabela 5.2: Investimentos de cada problema.

’ Problema 1 \ Problema 2 \ Problema 3 \ Problema 4 \ Problema 5 ‘

GFSA3 ITSA4 LREN3 GOLL4 RDCD3
BBAS3 USIM5 GOLL4 VIVO4 BRTO4
VIVO4 VALE5H TAMMA4 TCSL3 VALES

TCSL3 TAMMA4 GGBR4 BTOW3 ALLL3

TLPP4 AMBV4 EMBRS3 GGBR4 TLPP4

ELPL5 ELET3 BBDC4 EMBR3 ITSA4
AMBV4 ITUB4 ELPL5 LAME4 BVMF3
PETRA4 LAME4 ITUB4 ELPL5 CCRO3
EMBRS3 PETR4 GFSA3 LREN3 USIM5

BBDC4 TNLP4 RDCD3 ALLL3 BTOW3

Foram testados 5 problemas, contendo cada um pregos historicos mensais de 10 agoes perten-
centes ao indice IBOVESPA de outubro de 2007 a outubro de 2010, totalizando 27 investimentos
possiveis. A Tabela 5.2 apresenta os investimentos de cada um dos problemas. Os precos das agoes
foram todos retirados do site Yahoo! Financas e estdo disponiveis no Apéndice A.

Como as taxas de retorno sao multiplicativas sobre o tempo, usamos a média geométrica em

vez da média aritmética para calculé-las, ou seja,

p 1/p
Wi = (H(l + Tit)) - L

t=1
Em todos os problemas, usamos a formulagao (5.12) para o método dos pesos e a formula-
gao (5.13) para o método da e-Restrigdo. Se um determinado método nao otimiza as fungoes
individualmente em seu processo, nés o fazemos antes de iniciar o método e incluimos suas solugoes

no conjunto de solugoes obtidas.
5.2.3.1 Testes individuais

Método dos pesos

Como foi apresentado no Capitulo 4, o método dos pesos se utiliza de um vetor de pesos w > 0
tal que ||w|| = 1. Para problemas de Otimizagao de Portfolio, temos apenas dois pesos w; e we, de

forma que temos a seguinte fungéo objetivo ponderada:

wip'r — wex' Qu, (5.20)

ou, equivalentemente,

wp'z — (1 —w)2'Qu, (5.21)

onde w agora é um escalar. Dividindo (5.21) por w e fazendo 6 = (1 — w)/w, obtemos

Wx— 8z’ Qu, (5.22)

que é exatamente a func¢ao objetivo do problema (5.12). Como foi discutido anteriormente, nenhuma
distribuicao do vetor de pesos garante uma boa distribuicao de pontos na fronteira eficiente. Porém,

usar uma distribui¢ao uniforme de valores para w no intervalo [0,1] é mais natural que variar o
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indefinidamente em [0, c0).

A Figura 5.3 mostra uma aproximagao da fronteira eficiente para o Problema 1 obtida vari-
ando 0 em [0,00). Os pontos na curva foram obtidos em ordem decrescente do valor do retorno
esperado. Nesse exemplo, supomos que estamos dispostos a resolver 10 subproblemas ponderados
para aproximar a fronteira eficiente. O valor inicial de ¢ é zero, sendo acrescido em cinco unidades
a cada novo subproblema. Podemos ver na Figura 5.3 que, a partir de um certo valor de §, a
distancia entre os novos pontos obtidos no espago objetivo diminui bastante. A aproximagao da
parte superior da curva depende muito da variacdo de 0. Se a variacao nao for muito pequena e
a curva for muito acentuada, a parte de cima nao serd bem aproximada. No caso da Figura 5.3,
a aproximagao da Fronteira nao foi tdo ruim; entretanto, para isso acontecer, tivemos que realizar
alguns testes para descobrir qual o acréscimo necessario para a constante § entre os subproblemas.
Como, mais adiante, iremos comparar os métodos entre si com base num ndamero fixo de subpro-
blemas, testes adicionais para calcular parametros que obtém uma aproximacao melhor nao serao
permitidos. Assim, sem nenhuma informagao sobre a fronteira eficiente, a forma mais natural de

tentar aproxima-la é variando w em [0, 1], que é o que faremos daqui em diante.

Fronteira de Pareto Risco—Retorno - Soma Ponderada — Prob 01
0.012

Semldistribuigéo dst pesos — I I I

0.008 _— E
0.006 |- _— .
0.004 - - .

0.002 —

Retorno Esperado

-0.002 | —

—-0.004 1

—-0.006 / 1

~0.008 + L L L L L L
0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07

Desvio Padrédo

Figura 5.3: Fronteira eficiente do Problema 1 obtida com o método dos pesos e variando § em [0,00).

A Tabela 5.3 mostra o nimero de solugdes eficientes diferentes encontradas para o Problema 1
quando estamos dispostos a resolver um ntmero limitado de subproblemas. Consideramos uma
distribui¢ao uniforme de w no intervalo [0, 1] para os experimentos.

Podemos ver que o niamero de solugbes diferentes encontradas também nao é igual ao ntimero
de subproblemas resolvidos neste caso. Ou seja, mesmo havendo uma distribui¢cao uniforme para
os valores de w, nada garante que os pontos gerados na curva serao diferentes entre si. Na verdade,
nao sabemos nada sobre esses pontos a priori, nem mesmo suas localizagoes aproximadas.

A Figura 5.4 mostra a aproximacgao da fronteira eficiente para o Problema 1 usando o método
com ndimero de subproblemas igual a 10 e a 50. Obviamente, quanto maior for o ntimero de

subproblemas resolvidos, melhor serd a cobertura da fronteira eficiente. Podemos ver que a parte
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Tabela 5.3: Desempenho do método dos pesos no Problema 1.

’ Subproblemas resolvidos \ Solugoes diferentes encontradas

10 06
20 10
30 15
40 20
50 24

inferior da curva é mal aproximada quando resolvemos apenas 10 subproblemas. Isso pode ser
causado pelo nimero pequeno de solugoes diferentes encontradas. Além disso, existe o fato da ma
distribuicao desses pontos na curva. Para tentar obter mais pontos na parte inferior, é preciso usar

uma malha mais fina para o peso w.

Fronteira Eficiente Risco—Retorno — Soma Ponderada — Problema 1

0.012

T T T T T T
Subproblemas resolvidos=10 —+—

Subproblemas resolvidos=50 ---x---
0.01 - M i

0.008 - ]

0.006 |- A _

0.004
X =
0.002 P |

Retorno Esperado

-0.002

-0.004 . -

-0.006 X ]

-0.008 L L L L
0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07

Desvio Padrdo

Figura 5.4: Fronteira eficiente do Problema 1 aprorimada usando o método dos pesos com niumero de
problemas resolvidos igual a 10 e a 50.

Método da e-Restrigao

Neste método, devemos restringir o retorno esperado do nosso portfolio a algum valor minimo R.
Entretanto, se escolhermos mal este valor, o problema pode se tornar invidvel. Uma escolha possivel
para R pode ser o valor minimo entre os retornos esperados dos investimentos, pois sabemos que
aplicar todo o dinheiro no investimento com retorno minimo é uma solucao viavel. Entretanto, essa
idéia é ruim, pois este valor pode ser muito pessimista, e isso acarretaria na obtengao de muitas
solugoes iguais ao tentar minimizar a varidncia. Uma alternativa seria fazer R ser igual a média
dos retornos dos investimentos. Porém, isso pode fazer com que parte da fronteira eficiente nao
seja obtida se R for maior que o valor minimo de retorno da Fronteira. A melhor alternativa, a
qual usamos para os experimentos, é minimizar a varidncia individualmente - sem considerar o
retorno no problema - e avaliar o retorno da solucdo obtida. Esta se encontra na extremidade

inferior da fronteira eficiente e o valor do seu retorno é um limite inferior para o retorno de qualquer
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Tabela 5.4: Desempenho do método da e-restrigao no Problema 1.

’ Acréscimo \ Subproblemas Resolvidos \ Solugoes diferentes encontradas

0.001 20 20
0.002 11 11
0.003 8 8
0.005 ) 5
0.01 3 3

portfolio na curva. Assim, fazemos R ser igual ao retorno desta solugdo. Para obter novas solugoes,
acrescemos a R novos valores e resolvemos os novos subproblemas correspondentes, ou seja, a cada
novo subproblema, fazemos R = R+acréscimo. O acréscimo é realizado até que o novo subproblema
se torne invidvel para o retorno esperado requerido. A escolha do valor de acréscimo é importante
para o controle de cobertura da fronteira eficiente. E importante observar que, para otimizar
portfolios, a escolha do vetor € inicial nao é dificil, mas isso nem sempre é verdade para outros tipos
de problemas.

A Tabela 5.4 mostra o nimero de solugoes eficientes diferentes encontradas para o Problema 1 e
o nimero de subproblemas resolvidos para diferentes valores de acréscimo para R. Como podemos
ver, o namero de subproblemas resolvidos é sempre igual ao ntimero de solugoes diferentes obtidas.
Isso se deve a escolha inicial de R que fizemos. Se o valor inicial de R fosse igual ao valor minimo
dos retornos dos investimentos, a diferenca entre os nimeros seria grande.

A Figura 5.5 mostra os pontos dispostos na fronteira eficiente para o Problema 1 obtidos usando
o método com dois valores diferentes de acréscimo para o retorno esperado inicial: 0.01 e 0.001.
Como podemos ver, obtemos pontos razoavelmente bem distribuidos nos dois casos. Naturalmente,
quanto menor for o valor do acréscimo ao retorno esperado inicial, melhor serd a aproximacao da

fronteira eficiente.

Fronteira Eficiente Risco—Retorno - e-Restricdo — Problema 1

0.012 — T T T T T
Acréscimo=0.01 —+—

Acréscimo=0.001 %~

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

Retorno Esperado

-0.002

—-0.004

-0.006 |

-0.008 1 1 1 1 1 1
0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07

Desvio Padrdo

Figura 5.5: Fronteira eficiente do Problema 1 aproximada com o método da e-Restri¢cao e acréscimos de
0.01 e 0.001 unidades ao retorno esperado inicial.
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Tabela 5.5: Desempenho do método NISE no Problema 1.

’ Constante \ Subproblemas resolvidos \ Solugoes diferentes encontradas

0.5 3 3
0.1 5 )
0.05 7 7
0.03 10 10
0.02 10 10
0.01 15 15

Método NISE

No método NISE, o valor do erro méximo permitido é, geralmente, definido como sendo o valor
do primeiro erro méximo possivel calculado vezes alguma constante menor que um. O valor desta
constante determinard quantos pontos na curva serdo obtidos. Outra possibilidade é fazer o erro
méaximo permitido igual a zero e parar o método apdés um determinado niimero de iteracoes.

A Tabela 5.5 mostra o nimero de solugoes eficientes diferentes encontradas para o Problema 3
e o namero de subproblemas resolvidos para diferentes valores da constante multiplicadora.

A Figura 5.6 mostra os pontos dispostos na fronteira eficiente para o Problema 1 obtidos usando
o método com dois valores diferentes da constante multiplicadora: 0.01 e 0.1. Os pontos na curva
nao foram obtidos em nenhuma ordem especifica, visto que o método procura sempre encontrar
pontos onde o erro maximo possivel entre dois pontos ja encontrados seja maximo. Como podemos
observar, obtemos solugées bem distribuidas nos dois casos. Naturalmente, quanto menor for o
valor da constante multiplicadora, menor sera o erro méaximo permitido e, portanto, melhor sera a

aproximagao da fronteira eficiente.

Fronteira Eficiente Risco—Retorno — NISE — Problema 1
0.012

T T T T T T
Constante=0.1 —+—

Constante=0.01 ---x---
0.01 X —

0.008 |- = .
0.006 | K -
0.004 | o g

0.002

Retorno Esperado

1 1 1 1
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Desvio Padrdo

Figura 5.6: Fronteira eficiente do Problema 1 aprozimada com o método NISE e valores da constante
multiplicadora iguais a 0.1 e 0.01.

Método das diregoes viaveis
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O método das diregoes viaveis, como foi descrito no Capitulo 4, é aplicado em problemas onde
o conjunto viavel é dado por restricoes de desigualdade apenas. Para usa-lo nesta aplicagao, nés o
adaptamos para que ele pudesse ser usado em problemas onde o conjunto viavel é representado por
restrigoes de desigualdade e igualdade. Supomos aqui que as restrigoes de igualdade sao lineares, de
forma que a convergéncia do método continua sendo garantida. Mostraremos, mais na frente, um
exemplo em que o método falha em encontrar uma solugao critica para um problema com restrigoes
de igualdade nao-lineares.

Considere o seguinte problema:

min  f(z) = (fi(2), f2(2), ..., fp(z))
s.a: g1(z) <0,...,9m(z) <0,
hl(.%') :0,...,hl(.7}) =0.

(5.23)

Seja X ={xz | gj(x) <0, j=1,...,m; hi(x) =0, i =1,...,l}. Como vimos no Capitulo 3, uma

condicao necesséria para uma solucao x € X ser fracamente eficiente local é a de que o sistema

Vi(x)d<0,Vk=1,...,p, deT(X,x), (5.24)

nao possua solucao. Supondo que a condigdo de qualificacdo de Abadie vale para todo x € X, ou

seja, L<(X,z) = T(X, z), temos que a condigao (5.24) torna-se equivalente a de que o sistema

Vi(z)d<0, Vk=1,...,p,
Vgi(z)d <0, VjeA), (5.25)
Vhi(z)d=0, Vi=1,...,1,

nao possua solugao d € R™. Se este for o caso, dizemos que x é uma solugao critica.
Seja I ={1,...,p}, e Ny e x € R". Defina o conjunto I := {j € I | gj(x) > —e}. Usando os
resultados acima, resolvemos agora o seguinte subproblema para encontrar uma dire¢ao de descida

vidvel para o atual ponto x de uma iteragao:

min o
sa: Vfi(@)d<a, k=1,...,p,
Vygj(z)d<a, jel(z), (5.26)
Vhi(@)d=0, i=1,...,1,
e < 1

Se a > 0, x é uma solugao critica. Caso contrario, uma diregao de descida vidvel é obtida.

A tnica modificagdo no subproblema que encontra uma dire¢do de descida esta no fato de que o
novo ponto deve satisfazer as restrigoes de igualdade. No problema de Otimizacao de Portfolio que
estamos lidando, temos apenas restrigoes lineares, o que implica que a condi¢dao de qualificacao de
Abadie é satisfeita para todo x € X e que a sequéncia de pontos geradas na execugao do método
satisfaz a viabilidade. Como as funcoes objetivo sdo convexas, se tivermos « > 0, x serd nao apenas
uma solucao critica, mas uma solucao eficiente global.

O tamanho do passo t dado na direcao d obtida no subproblema acima é dado pela seguinte

formula:

t = min{t*, typrax},
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2

onde t* é o minimizador unidimensional da varidncia, uma funcao quadratica convexa, e tapyax é
o passo méaximo que se pode dar para que se tenha x +td > 0. O passo méaximo é calculado da
seguinte maneira:

Como t é um ntmero nao-negativo, se d; > 0, entdao x; + td; > 0. Caso contrario, devemos ter

t < —x;/d;. Logo, temos

t=mins — | d; <0,.
min { g | d; < }

i i
Para os problemas utilizados em nossos experimentos, a modificacdo no método das dire¢oes
vidveis para lidar com restrigoes de igualdade serviu para encontrar solugoes eficientes globais. Na
Figura 5.7, é mostrada a aproximacao da fronteira eficiente para o Problema 1 obtida pelo método
utilizando 10 pontos iniciais escolhidos aleatoriamente. Podemos ver que todas as 10 solugoes

diferentes encontradas sao eficientes.

Fronteira Eficiente Risco—Retorno — Dire¢des viaveis — Problema 1
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/
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Figura 5.7: Aprozimacao da fronteira eficiente do Problema 1 obtida pelo método das diregoes vidveis com
multistart.

A adaptacdo do método das diregoes viaveis para o caso em que hé restrigoes de igualdade

nao-lineares nao é imediata. O exemplo a seguir ilustra esse caso.

min (21 + z2, 21 — x2)’

2, T
s.a: x] + 1 1, (5.27)
22+t =1,
T > —2.

As tnicas solugdes viaveis deste problema sao os pontos (—1,0) e (1,0). O primeiro ponto, (1,0), é
uma solugao eficiente, enquanto que o ponto (—1,0) ndo é nem mesmo uma solugao critica. O cone
linearizado do conjunto viavel em qualquer dessas solugoes é dado por {(0,y) | y € R}. Os cones

tangentes do conjunto vidvel nessas duas solugoes sao dados pelo mesmo conjunto, implicando que a
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condi¢ao de qualificagao de Abadie é satisfeita para todo ponto vidvel. Assim, temos um problema
no qual, supostamente, o método das dire¢oes viaveis deveria encontrar uma solugao critica. Porém,
escolhendo o ponto viavel inicial como z° = (—1,0), o método nunca conseguird sair desse ponto,

apesar do outro ponto (1,0) ser eficiente. Este problema pode ser visto melhor na Figura 5.8.

A To

-1,0) (1,0) 1

Figura 5.8: Ezxemplo em que o método das diregoes vidveis modificado nao consegue encontrar uma solu¢ao
critica.

A falha em encontrar a solucdo critica no problema anterior se deve a nao-convexidade do
conjunto viavel. O fato dos problemas considerados em nossos experimentos serem todos convexos
pode ter contribuido para a convergéncia do método.

Apesar de nao sabermos a priori a localizagao exata na fronteira eficiente de uma solugao obtida
pelo método das direcoes vidveis, podemos ter uma idéia aproximada dela. Apoés escolher o ponto
viavel inicial z° para executar o método, sabemos que o percurso que ele fara no espaco objetivo
serd sempre de forma com que os valores das fungoes objetivo sejam todos decrescidos. Isso se deve
ao fato de que as diregoes escolhidas sao de descida para todas as fungdes objetivo. A Figura 5.9
mostra o percurso que um ponto inicial realiza até o ponto final obtido pelo método. A escolha do
ponto inicial, portanto, influencia a localizacao do ponto final obtido pelo método, podendo servir
para propositos especificos do tomador de decisdes ou mesmo para aproximar melhor a fronteira

eficiente.

A E(’I“p)

solugoes possiveis
|
|
|
|
|
|
|
|
|

, .
_________ ® xo: ponto inicial

>

Op

Figura 5.9: Localizacdo na fronteira eficiente das solugoes obtidas pelo método das direcoes vidveis.
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Tabela 5.6: Desempenho dos métodos para o Problema 1.

Problema 1 ‘
Método Erro Solugoes diferentes encontradas
Pesos 0.238423 06
e-Restricao 0.0393884 10
Nise 0.0289485 10
Diregoes Viaveis 1 10

5.2.3.2 Resultados comparativos entre os métodos

Para comparar os métodos, calculamos a area da figura situada entre a fronteira eficiente do
problema e sua aproximagao obtida pela interpolacao linear das solugoes no espago objetivo for-
necidas por cada método. O erro de um método é definido como o valor desta area, a qual é
calculada através da regra trapezoidal de integragdo numeérica. Se essa area for grande, significa
que a aproximagao nao é boa; caso contrario, a curva esta proxima da verdadeira. O calculo do erro
¢ mostrado melhor na Figura 5.10. Como estamos calculando as areas das curvas usando integra-
¢ao numérica, resolvemos utilizar uma grande quantidade de pontos (em média, 200) obtidos pelo
método da e-restrigdo para estimar a fronteira eficiente verdadeira de cada problema. Se preciséas-
semos da fronteira eficiente verdadeira, ela poderia ser obtida utilizando Programacao Quadratica

Paramétrica, por exemplo.

! --- g(x)- Método Z

— {(x) - Fronteira
de Pareto

o - - — - — — — — —

Q
’@V

b
Figura 5.10: Erro do método Z = / (f(x) — g(z))dz.

Supondo que estamos dispostos a resolver 10 subproblemas para obter uma aproximacao da
curva, comparamos os métodos entre si com base nos seus erros e no nimero de solugoes diferentes
encontradas. No caso do método das direcoes viaveis, estamos dispostos a executar o método com
10 pontos iniciais diferentes, escolhidos aleatoriamente. Em cada problema, dividimos o valor do
erro de cada método pelo maior dos quatro para uma melhor comparagao entre eles.

Como ja foi dito sobre o método da e-restri¢ao, para cada subproblema, precisamos escolher o
valor inicial R. O valor escolhido para cada problema sera sempre igual ao retorno do portfolio que
minimiza a varidncia, o qual é o valor minimo de retorno que uma solugao eficiente pode possuir.

Como mostram a Tabela 5.6 e a Figura 5.11, os métodos NISE e e-Restricdo possuem um
desempenho muito superior ao dos pesos no Problema 1, o que ji era esperado. Isso se deve
principalmente & falta de controle de distribuicao dos pontos na fronteira eficiente pelo do método

dos pesos, 0 que nao ocorre nos outros dois. Tal desempenho, como veremos adiante, repete-se em
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Figura 5.11: Fronteira eficiente do Problema 1.

Tabela 5.7: Desempenho dos métodos para o Problema 2.

Problema 2 ‘
Método Erro Solugoes diferentes encontradas
Pesos 0.136713 05
e-Restrigao 0.0259655 10
Nise 0.01638 09
Diregoes Viaveis 1 2

0.07

5.2

todos os outros problemas. Por sua vez, o método das diregoes vidveis apresenta o pior desempenho,

o que acontecerd também em todos os outros problemas. A causa disso é a auséncia de conhecimento

a priori sobre a localizacao das solugoes obtidas pelo método. A tnica informagao que possuimos

é a do percurso que o ponto inicial escolhido faz para chegar ao ponto final, como foi discutido

anteriormente.

O valor inicial de R no método da e-Restricao para o Problema 1 é -0.00774781, que é o valor

minimo de retorno que uma solugao eficiente pode possuir neste problema. Ainda neste método,

o valor de acréscimo escolhido para o retorno minimo esperado é igual a 0.002, ou seja, para cada

novo problema, fazemos R = R+ 0.002. Tal valor foi definido de forma que o ntimero de problemas

resolvidos igualasse a 10, como combinamos inicialmente. Para o restantes dos problemas, seguimos

0 mesmo raciocinio para a escolha inicial de R e do valor de acréscimo.

Tabela 5.8: Desempenho dos métodos para o Problema 3.

’ Problema 3 ‘
Método Erro Solugoes diferentes encontradas
Pesos 0.110475 08
e-Restricao 0.0556822 10
Nise 0.0756729 10
Diregoes Viaveis 1 10
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Figura 5.12: Fronteira eficiente do Problema 2.
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Figura 5.13: Fronteira eficiente do Problema 3.

Nos Problemas 1 e 2, o método NISE obteve erro menor que os outros trés métodos. A sua
superioridade em relagao ao método dos pesos é natural, visto que o NISE aperfeicoa o método dos
pesos ao usa-lo dentro dele préoprio. Entretanto, nao ha garantias de que ele também seja sempre
melhor que o método da e-Restrigao. Como podemos ver na Figura 5.13, o erro do método da
e-Restricao no Problema 3 é menor que o do método NISE, apesar da diferenga ser bem pequena.

No Problema 2, em particular, o método das dire¢bes viadveis obteve uma tnica solu¢ao, nao

importando qual era o ponto inicial aleatério. A solugao obtida é a que minimiza a varidncia do
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Tabela 5.9: Desempenho dos métodos para o Problema 4.

Problema 4 ‘
Método Erro Solugoes diferentes encontradas
Pesos 1 10
e-Restrigao 0.151038 10
Nise 0.1345 10
Direcoes Viaveis | 0.816824 10

Tabela 5.10: Desempenho dos métodos para o Problema 5.

Problema 5 ‘
Método Erro Solugoes diferentes encontradas
Pesos 0.604715 10
e-Restrigao 0.193207 10
Nise 0.0809767 10
Diregoes Viaveis 1 10

5.2

portfolio. Como sempre otimizamos as fungoes objetivo individualmente antes de executar qualquer
método, o namero de solugoes diferentes para o método das diregoes viaveis é igual a 2, sendo a
segunda solucao aquela que minimiza o retorno do portfolio.

Podemos ainda observar que o método dos pesos e o das diregdes vidveis conseguem aproximar
melhor a fronteira eficiente no Problema 3 do que nos problemas anteriores. Para o método dos
pesos, tal fato se deve & obtencao de um niimero maior de solugoes diferentes no Problema 3, fazendo
com que a distribuicao dos pontos na curva seja melhor.

Para verificar a razao do método dos pesos nao conseguir aproximar bem a parte inferior da
fronteira eficiente no Problema 2, resolvemos este com o nimero de subproblemas igual a 50. A
Figura 5.14 mostra o niimero de solugoes diferentes encontradas ao variar o peso w no intervalo
[0,1]. Podemos ver que, para w € [0,0.66], a solu¢ao obtida é sempre a mesma, apesar de 33
subproblemas diferentes terem sido resolvidos. Para obter pontos na parte da curva onde o método
dos pesos obteve uma aproximacao ruim, ou seja, quando 0.054 < o, < 0.057, onde o, é o retorno
esperado do portfolio, w deve estar dentro do intervalo [0.88, 1]. Temos, portanto, 66% do intervalo
para w gerando uma unica solu¢ao, enquanto que apenas 12% leva a pontos na parte inferior da
curva. Esse exemplo mostra a dificuldade que o método dos pesos pode ter para gerar uma boa

cobertura da fronteira eficiente.

solucoes diferentes
/ subproblemas resolvidos = 1/33 11/11 6/6

w= 0 0.66 0.88 1

Figura 5.14: Desempenho do método dos pesos no Problema 2 com 50 subproblemas resolvidos. Niimero
de solugoes diferentes encontradas X wvalores do peso w.

Nos Problemas 4 e 5, apesar dos erros do método dos pesos e do método das diregoes vidveis
serem maiores que os dos NISE e da e-Restricao, podemos ver nas Figuras 5.15 e 5.16 que a
aproximagao da fronteira eficiente pelos dois primeiros métodos nao é tao ruim nos dois problemas.
Isso se deve ao formato da curva, a qual se aproxima de duas semi-retas conectadas. Casos como
esses, em que a curva se assemelha a uma funcdo linear por partes, favorecem o desempenho do

método dos pesos e o das diregoes viaveis.
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Figura 5.15: Fronteira eficiente do Problema 4.
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Figura 5.16: Fronteira eficiente do Problema 5.

Pelos resultados acima, podemos concluir que os métodos NISE e da e-Restricdo apresentam
desempenho superior ao método dos pesos e ao método das diregoes vidveis quando estamos dis-
postos a resolver um namero reduzido de subproblemas. Em particular, o método da e-Restricao
parecer ser um pouco mais complexo que os outros trés devido & escolha dos seus pardmetros. Se
nao escolhermos um valor inicial para R razoavel e um valor de acréscimo adequado para o mesmo,

o problema pode tornar-se inviavel ou podemos obter uma fraca aproximacao da fronteira eficiente.
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5.2.4 Modelo com 3 fungoes objetivo

E importante ressaltar que o modelo MV de Markowitz gerou muitas criticas por ser um modelo
simplista. Outros modelos oriundos dele, como o modelo de Black-Litterman, tentam ser mais fiéis
incorporando mais informagoes sobre o mercado. Detalhes sobre outros modelos de otimizagao
em finangas podem ser encontrados em [Cornuéjols e Tiitiincu, 2007]. Uma das criticas que é
interessante ao nosso contexto diz respeito ao modelo de Markowitz tentar modelar o retorno de
um investimento como uma fungao normalmente distribuida. Entretanto, estudos revelam que uma
distribui¢ao normal néo é frequente nesta aplicagdo. Por isso, outros modelos tentam incorporar
nao apenas o primeiro e segundo momentos da distribuicao de probabilidade (respectivamente,
média e varidncia), mas também o terceiro momento: assimetria. Esta serve como uma medida da

assimetria da distribuicao de probabilidade do retorno do portfolio, sendo definida por

E ((Tp - Np)3) ‘

Se seu valor for negativo, significa que a “cauda” do lado esquerdo da distribuicao é mais longa que
a do lado direito. Se for positivo, o inverso ocorre. Se for igual a zero, significa que os valores sao
relativamente distribuidos de forma uniforme, o que nao implica numa distribuigdo simétrica. A
Figura 5.17 mostra duas formas diferentes da distribuicdo para valores distintos do sinal. Nesse
exemplo, temos dois portfolios com médias e variancias iguais (a distribuigdo de probabilidade de

um é a imagem espelhada do outro), mas com diferentes valores da assimetria.

Portfolio A Portfolio B

Assimetria positiva Assimetria negativa

B(ra) A E(rg) "5

Figura 5.17: Assimetria presente na fung¢ao densidade de probabilidade de dois portfolios com médias e
varidncias 1guais.

Os investidores preferem uma assimetria positiva, pois isso implica numa baixa probabilidade de
obter um retorno negativo grande. Assim, em vez de otimizar apenas duas funcées objetivo como
é feito no modelo de Markowitz, temos agora trés: maximizar o retorno, maximizar a assimetria
e minimizar a variancia; tal modelo é chamado de modelo da Média-Variancia-Assimetria (MVA).
Desta forma, os métodos de Otimizagao Multiobjetivo sao bastante tteis e, de fato, tém sido usados
para resolver estes problemas, como pode ser visto em [Lai, 1991] e [Wang e Xia, 2002].

O problema utilizando o modelo MVA é dado por:
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n
(Variancia) min Z zix; Cov(ry, j)
ij=1
n
(Retorno) max Z i
. i=1
5.28
(Assimetria) max Z xixxy Coass(ry, 74, ry) ( )
i:jzkzl
n
s.a: Z x; =1,
i=1
x>0,
onde

T
Conss(rs, 5, k) = s S (rie — o) (rge — ) (rie — )

t=1

¢ a co-assimetria entre os retornos r;, r; e 7.

Neste modelo, perdemos a convexidade devido & nova funcao objetivo referente a assimetria
do portfolio. Além disso, o espago objetivo se torna tridimensional, tornando-se ainda mais dificil
obter uma visualizagdo geométrica da fronteira eficiente. Uma forma de abordar o problema (5.28)
é através de um método de Otimizagao Multiobjetivo conhecido como Programagao de Alvo (origi-
nalmente, Goal Programming). Em tal método, o tomador de decisao especifica niveis de aspiragao
para as fungOes objetivo e quaisquer desvios desses niveis sdo minimizados. Uma func¢ao objetivo
juntamente com um nivel de aspiracao forma um alvo. Na literatura, podemos ver essa técnica
largamente aplicada no modelo MVA.

Existe ainda um outro modelo que adiciona o quarto momento da distribuicao de probabilidade
no problema, chamada de curtose. Esta é uma medida do achatamento da curva da fungdo de
distribuicao. Para mais informagcoes sobre os modelos de trés e quatro objetivos, ver, por exem-
plo, [Kraus e Litzenberger, 1976] e [Lai et al., 2006].
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5.2



Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho, estudamos o problema de Otimizacao Multiobjetivo e os conceitos basicos dessa
area no Capitulo 2. Algumas condigoes de otimalidade e regularidade encontradas na literatura
foram discutidas no Capitulo 3, onde foi mostrado o progresso em relacdo a obtencao de mul-
tiplicadores de Lagrange estritamente positivos associados as fungoes objetivo. No Capitulo 4,
apresentamos métodos existentes para resolver problemas de Otimizacao Multiobjetivo. Discuti-
mos suas vantagens e desvantagens, procurando sempre exemplificar os casos em que cada um pode
falhar. Vimos, através de um exemplo, que o método dos pesos e o NISE nao servem para resolver
problemas em que o conjunto viadvel no espago objetivo nao é convexo, enquanto que o método da
e-restricao consegue fazé-lo ao variar seu pardmetro. Por outro lado, esses trés métodos propoem
aproximar toda a fronteira eficiente, enquanto que o método do gradiente e o das diregoes vidveis
visam obter apenas uma solugao eficiente, sendo necessario o uso de multistart para tentar aproxi-
mar toda a Fronteira. Em particular, o método do gradiente e o das direcoes viaveis dao poucas
informagoes sobre a localizacao da solugao eficiente obtida na fronteira eficiente.

Também apresentamos aplicagoes da teoria e métodos de Otimizacao Multiobjetivo nas areas
de Compressed Sensing e Otimizacao de Portfolio. Nesta ultima, implementamos quatro métodos
para resolver 5 problemas e analisamos seus desempenhos. Pudemos concluir que o método NISE
obteve desempenho superior aos outros quatro no propoésito de aproximar a fronteira eficiente, sendo
seguido pelo método da e-restricao e depois pelo método dos pesos. Tais resultados servem como

estimulo ao uso de métodos de Otimizacao Multiobjetivo na area de Otimizacao de Portfolio.

6.1 Trabalhos futuros

Na parte pratica, pretendemos estudar com mais profundidade a area de Compressed Sensing,
analisando todos os resultados obtidos até o presente nessa area, para entao aplicar a teoria e os mé-
todos de Otimizagao Multiobjetivo discutidos neste trabalho. Uma possibilidade seria implementar
o método do gradiente apresentado no Capitulo 4 e verificar a qualidade da solugao, a qual poderia
ser uma representacao esparsa de uma imagem. Os problemas a serem abordados se dividem em
duas classes: aqueles que podem ser tratados como problemas de Programacao Linear e os que
podem ser tratados como problemas de cone de segunda ordem. Em particular, o problema (5.7),

onde é considerado haver erro nas medigoes, pode ser tratado como o seguinte problema:
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min Zuz
i
s.a: s—u <0,
—s—u <0,
(les —yl3 - 7°) < 0.

(6.1)

1

2
Este problema pode entao ser resolvido, por exemplo, usando o Método da Barreira disponivel
no resolvedor CPLEX. Igualmente, podemos usar o CPLEX para resolver a “versao linear” dos
problemas da outra classe.

Na parte tedrica, também estamos interessados no fortalecimento das condigoes de Fritz John
para Otimizagao Multiobjetivo. Até um certo tempo, a linha de desenvolvimento classica da teoria
de multiplicadores de Lagrange se baseava no estabelecimento de condi¢oes de facil verificagdo que
implicavam na condicdo de qualificagdo de Abadie, que, por sua vez, garante a existéncia de multi-
plicadores de Lagrange através do Lema de Farkas. Apesar de ser intuitiva, tal linha nao se estende
ao caso em que um conjunto abstrato qualquer S é adicionado ao conjunto viavel X do problema,
que é composto por restrigoes de igualdade e desigualdade apenas. Em [Bertsekas et al., 2003], as
condigoes de Fritz John sao generalizadas para o caso em que um conjunto abstrato adicional é
considerado e é apresentada uma nova condi¢cdo de qualificagdo, chamada de pseudonormalidade,
que se aplica a tal caso. Nossa intencao é, portanto, seguir a mesma linha de desenvolvimento
dentro da area de Otimizacao Multiobjetivo, dado que nado encontramos na literatura nenhuma

abordagem deste tipo.



Apéndice A
Dados dos experimentos computacionais

Os dados dos problemas da Tabela 5.2 usados em nossos experimentos estao dispostos neste

apéndice da seguinte forma:

e precos do investimento 1 em ordem crescente dos meses considerados

e precos do investimento 2 em ordem crescente dos meses considerados

e precos do investimento 10 em ordem crescente dos meses considerados

A.1 Problema 1

30.92 33.45 33.19 29.70 33.05 29.01 36.49 36.35 27.66 27.00 23.34 24.10
15.26 8.76 10.49 11.70 9.91 11.65 18.98 17.80 16.39 23.80 27.31 26.68
26.14 29.04 28.24 24.37 13.70 12.29 11.84 11.00 10.80 13.20 12.10 13.05

31.30 31.00 30.40 29.25 28.27 23.11 28.90 32.54 26.15 25.10 23.79 22.75
14.77 14.30 14.68 14.20 13.85 16.87 18.46 21.16 21.18 23.64 26.16 31.23
28.21 30.90 29.70 28.10 29.77 29.85 29.99 25.98 24.65 30.54 28.48 32.13

40.84 42.56 37.64 40.60 40.04 40.92 48.40 45.04 41.16 36.08 33.68 31.16
23.56 29.00 28.24 33.00 38.70 30.55 35.27 39.90 37.32 42.50 43.25 44.70
43.20 52.53 54.48 53.49 49.10 48.30 46.20 49.97 46.40 47.05 42.20 46.20

11.99 9.55 8.40 8.59 9.35 7.26 7.65 6.74 5.98 5.44 6.05 7.00
5.50 6.90 4.91 6.75 6.54 5.90 6.56 7.66 6.70 5.53 5.45 5.87
5.50 6.36 7.15 7.00 7.35 7.00 6.10 7.01 7.30 6.95 6.99 7.26

59.45 47.50 45.20 48.88 48.32 44.50 43.81 45.63 44.85 45.10 46.50 44.69
48.00 44.50 45.71 44.30 44.19 48.19 47.78 45.59 43.85 43.18 43.49 44.41
43.70 43.15 43.54 41.58 39.40 38.51 34.00 34.89 36.10 37.92 40.31 41.50

122.00 123.08 125.50 120.08 125.00 123.00 32.30 31.10 31.50 31.00 27.16 25.50
23.50 22.95 25.00 26.00 28.50 31.00 26.50 30.00 32.00 31.00 31.03 32.50
33.33 33.60 34.00 34.00 34.03 38.00 38.40 30.43 36.06 36.97 33.01 30.19

143.00 133.50 128.65 123.50 139.60 132.00 123.94 113.40 101.27 93.00 100.32 105.00
91.00 98.21 101.34 95.00 95.89 109.36 123.52 129.40 127.40 132.20 141.00 146.26
159.74 167.50 174.50 173.00 174.02 163.00 169.47 173.45 179.91 190.38 193.49 205.05

72.02 71.90 88.40 80.40 81.45 73.99 42.20 49.00 46.21 35.90 34.90 35.10

23.31 20.06 22.84 25.03 26.40 28.55 29.54 34.45 32.45 31.47 31.38 35.00
35.04 38.80 36.69 34.17 34.61 35.39 32.80 29.60 26.86 27.85 26.06 27.50
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restricted isometry property, 45

Shannon-Nyquist, veja teorema de amostragem

de Shannon-Nyquist
superior, 10

teorema
da alternativa de Motzkin, 14, 15, 21
de amostragem de Shannon-Nyquist, 43
tracking-error, 49
tradeoft, 10
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