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Resumo

Nessa tese consideramos problemas de alocagao e precificagao de itens, onde temos um conjunto
de itens e um conjunto de compradores interessados em tais itens. Nosso objetivo é escolher uma
alocacao de itens a compradores juntamente com uma precificagdo para tais itens para maximizar
o lucro obtido, considerando o valor méximo que um comprador estd disposto a pagar por um
determinado item. Em particular, focamos em trés problemas: o Problema da Compra Méaxima, o
Problema da Precificacao Livre de Inveja e o Leilao de Anuncios de Segundo Preco.

O Problema da Compra Maxima e o Problema da Precificacao Livre de Inveja modelam o
problema que empresas que vendem produtos ou servigos enfrentam na realidade, onde é necessario
escolher corretamente os precos dos produtos ou servicos disponiveis para os clientes para obter
um lucro interessante. Ja o Leilao de Antuncios de Segundo Preco modela o problema enfrentado
por empresas donas de ferramentas de busca que desejam vender espaco para anunciantes nos
resultados das buscas dos usudrios. Ambas as questoes, tanto a precificacao de produtos e servigos
quanto a alocacao de anunciantes em resultados de buscas, sao de grande relevancia econémica e,
portanto, sao interessantes de serem atacadas dos pontos de vista tedrico e pratico.

Nosso foco nesse trabalho é considerar algoritmos de aproximacao e algoritmos de programacao
inteira mista para os problemas mencionados, apresentando novos resultados superiores aqueles
conhecidos previamente na literatura, bem como determinar a complexidade computacional destes

problemas ou de alguns de seus casos particulares de interesse.

Palavras-chave: Precificagdo, Leildo, Teoria dos Jogos Algoritmica, Otimizagdo Combinatéria,

Algoritmo de Aproximacao, Programacao Inteira.
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Abstract

In this thesis we consider allocation and pricing problems, where we have a set of items and a
set of consumers interested in such items. Our objective is to choose an allocation of items to
consumers, considering the maximum value a consumer is willing to pay in a specific item. In
particular, we focus in three problems: the Max-Buying Problem, the Envy-Free Pricing Problem
and the Second-Price Ad Auction.

The Max-Buying Problem and the Envy-Free Pricing Problem model a problem faced in reality
by companies that sell products or services, where it is necessary to correctly choose the price of the
products or services available to clients in order to obtain an interesting profit. The Second-Price
Ad Auction models the problem faced by companies that own search engines and desire to sell
space for advertisers in the search results of the users. Both questions, the pricing of items and
services and the allocation of advertisers in search results are of great economical relevance and,
for this, are interesting to be attacked from a theoretical and a practical perspective.

Our focus in this work is to consider approximation algorithms and mixed integer programming
algorithms for the aforementioned problems, presenting new results superior than the previously
known in the literature, as well as to determine the computational complexity of such problems or

some of their interesting particular cases.

Keywords: Pricing, Auction, Algorithmic Game Theory, Combinatorial Optimization, Approxi-

mation Algorithm, Integer Programming.
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Capitulo 1

Introducao

Com a adocao da Internet em larga escala, o computador deixou de ser uma maquina individual
para se tornar parte de uma rede global de comunicacao, disseminacao de contetidos e comércio.
Com isso, surgiu a necessidade de desenvolver novas técnicas de computagdo tedrica para lidar
com a Internet. A Teoria dos Jogos, com seus estudos das interagoes de cooperagdao e competigao
entre individuos, teve um papel crucial nesse desenvolvimento. A area de pesquisa que combina a
Teoria da Computacao com a Teoria dos Jogos, denominada Teoria dos Jogos Algoritmica, teve
um grande crescimento durante os ultimos anos [Rou08].

A Teoria dos Jogos Algoritmica difere da Teoria dos Jogos e de outros conceitos de microecono-
mia cldssica em vérios aspectos. Além de ser motivada por leildes nao tradicionais (como o de bens
digitais e buscas patrocinadas) e pela prépria Internet, a Teoria dos Jogos Algoritmica normal-
mente modela aplicacoes através de problemas de otimizacao concretos, buscando solucoes étimas,
resultados de impossibilidade, limitantes inferiores e superiores em aproximacoes e assim por di-
ante. Além disso, a Teoria dos Jogos Algoritmica normalmente considera questoes de complexidade
computacional como restri¢oes na viabilidade do comportamento dos participantes [Rou08].

Segundo Christos Papadimitriou [NRTV07, Foreword], a Teoria dos Jogos foi fundada por John
von Neumann e Oskar Morgenstern em 1944 em sua publicacao intitulada Theory of Games and
Economic Behavior [vNM44]. Em 1945, von Neumann escreveu o primeiro rascunho do relatério
sobre o EDVAC [vN45], inaugurando a era dos computadores digitais e seus algoritmos. Podemos,
entao, considerar que a Teoria dos Jogos Algoritmica é a conjungao das teorias iniciadas por von
Neumann na década de 1940.

Dentro da Teoria dos Jogos Algoritmica, um dos assuntos de interesse é o estudo de leiloes
e, em particular, o estudo de leildes combinatorios. Um leildo combinatério pode ser visto como
uma forma de distribuir vérios itens indivisiveis e correlacionados a véarios consumidores [NRTV07,
Cap. 11].

Um exemplo pratico de leilao combinatério aparece em sites de busca. Quando uma busca é
realizada em um site como o Google ou o Bing, o resultado apresentado consiste em dois tipos
de itens: os links patrocinados e os nao patrocinados. Os links nao patrocinados sao o resultado
da busca propriamente dita, enquanto que os links patrocinados foram escolhidos do conjunto de
clientes do site, dispostos a pagar pela exibicao de seu link junto com o resultado de uma busca no
site, dependendo das palavras apresentadas na busca.

A escolha dos clientes, aqui chamados de anunciantes, cujo link é apresentado junto com o
resultado de uma busca é em geral feita através de um leilao. O resultado do leilao consiste nao
apenas da lista de anunciantes escolhidos para serem exibidos mas também, em geral, dos valores
que cada anunciante pagard pela exibicao de seu link e as condi¢des de pagamento.

Cada anunciante, ao se tornar um cliente da empresa dona do site de busca, disponibiliza para
a empresa uma série de informagoes que serao usadas na determinacao do resultado do leilao. Por
exemplo, um anunciante apresenta a lista de palavras em que tem interesse, ou seja, palavras que,
se buscadas, interessaria a este anunciante ter seu anincio exibido para o usudrio do site.

Quando um usudrio realiza uma busca, varios anunciantes desejam que sua propaganda (re-
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lacionada ao tema de tal busca) seja exibida para o usudrio. A ferramenta deve, de uma forma
algoritmica, escolher alguns desses anunciantes para mostrar numa determinada busca e também
determinar quanto cada anunciante ird pagar.

Os antincios sao mostrados em espagos reservados na pagina de resultados da busca (normal-
mente acima e a direita dos resultados) que sao chamados de slots. E possivel perceber, empirica-
mente, que o posicionamento do slot influencia na quantidade de cliques que o mesmo recebe. Ou
seja, alguns slots sao mais eficazes que outros.

Cada um desses anunciantes tem uma estimativa de quanto ele espera arrecadar uma vez que
um usuario clique em seu anuncio. Esse valor indica quanto vale para o anunciante a visita de um
usuario ao seu site. Tal valor é uma informacao privada do anunciante, isto é, outros anunciantes
ou mesmo o site ndo tém acesso a tal informacao.

Por outro lado, o lance de um anunciante é o valor que ele declara para o site para participar
da disputa pelos slots e, potencialmente, é diferente do seu real valor para o clique no anuncio.
Isso ocorre pois o anunciante procura estratégias de fazer lances e pagar o minimo possivel para
que o seu anuncio apareca. Isto é, o anunciante procura maximizar a diferenca entre o seu ganho
estimado pela exibi¢do do antincio e o preco que ird pagar por tal exibi¢ao. Vale notar que o preco
que um anunciante paga depende do leilao realizado, e nao é necessariamente o valor do seu lance
(mas é, normalmente, nio superior ao lance!).

Esse comportamento estratégico que ocorre entre os anunciantes faz com que resultados e
técnicas da Teoria dos Jogos e da Teoria de Leiloes sejam interessantes para a determinagao dos
anunciantes exibidos nas buscas.

As empresas donas das ferramentas de buscas desejam obter o maior lucro possivel, mas con-
sideram importante oferecer algumas garantias de justica para os seus anunciantes, de forma que
0 processo seja rentavel também para eles (assim os anunciantes nao buscam outras alternativas
de propaganda). Um exemplo disso é cobrar apenas se um clique for realizado no antncio e nao
pela simples exibigao do antncio, método chamado de CPC (custo por clique), diferente do método
CPM (custo por mil) onde o anunciante paga pela exibigdo do antincio, independente de receber
cliques ou nao.

Dessa forma, esse problema, juntamente com vérios outros da Teoria de Leiloes, tem carac-
teristicas de problemas de otimizagao multiobjetivo, pois além de maximizar o lucro da empresa é
necessario considerar também que cada anunciante quer minimizar o quanto paga para ser anun-
ciado.

Existem ainda outros fatores que podem ser considerados na modelagem de tal problema.
Uma grande quantidade de buscas sao realizadas diariamente e, portanto, a empresa nao quer
maximizar o seu lucro em relagdo a uma unica busca, mas sim nas buscas como um todo. Ademais,
os anunciantes tém orcamentos limitados que impedem que eles sejam anunciados muitas vezes num
mesmo dia. Por fim, a empresa pode querer adicionar outras restrigoes ao problema para procurar
melhorar o seu lucro ou obter um leilao mais justo ou mais interessante para os seus anunciantes.

Formalizando o problema acima, temos que os anunciantes sao os compradores em um leilao,
os slots sao os itens a serem vendidos e a empresa faz o papel do leiloeiro, isto é, a entidade que
tem os itens e deseja vendé-los.

Atualmente outros tipos de leilao sdo feitos eletronicamente como por exemplo pregoes
eletronicos para a contratagao de servicos, para realizar a venda de espectros de banda eletro-
magnética e vendas de produtos em sites. Os objetivos do leiloeiro podem ser diferentes do descrito
acima. Por exemplo, o leiloeiro pode estar interessado em maximizar o bem estar social em vez de
maximizar o seu lucro. Por tras de tais leiloes, sempre hd um mecanismo que descreve as regras do
leilao, isto é, como sao determinados os vencedores e o prego que os vencedores irao pagar.

Na verdade, varias formas de vender itens a compradores sao chamadas de leildo. Todas elas
tém alguns aspectos em comum. Segundo Vijay Krishna [Kri09], um leilao utiliza informagoes em
forma de lances, feitos por compradores em potencial, e que representam o valor que o comprador

1Um leildo onde pode ocorrer de um anunciante pagar mais do que o seu lance é considerado “injusto” pela Teoria
de Leilbes, ja que poderia ser mais vantajoso para o comprador ndo participar do leilao.
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esta disposto a pagar. O resultado de um leilao, isto é, quais compradores recebem quais itens e
quanto cada comprador paga, é determinado apenas a partir da informacao recebida através dos
lances. Tal condicdo implica que leildes podem ser usados para vender qualquer tipo de item?,
independente de seu valor monetario, e sao andénimos, de forma que distinguimos entre os compra-
dores apenas através de seus lances. No caso de anincios em sites de buscas, algumas empresas
consideram a identidade dos compradores [AGMO06] para estimar qual serd o valor esperado que um
comprador terd ao receber um clique em seu antincio. Em tais leiloes, o leiloeiro faz distincao entre
os compradores nao sé pelos seus lances mas também por um peso definido pelo préprio leiloeiro
e, portanto, tais leiloes nao sao an6nimos.

Por exemplo, na venda de slots para anunciantes em uma busca, usualmente ¢ irrelevante quem
sao os anunciantes, qual a busca realizada e qual é a ordem de grandeza dos lances realizados. Para
determinar os anunciantes mostrados é necessario apenas saber quais sao os seus lances para tal
busca.

Na literatura é possivel encontrar uma grande variedade de leiloes, cada qual com objetivos
e restrigoes diferentes. Nesse trabalho abordaremos alguns desses leiloes com um enfoque com-
putacional. Apresentaremos alguns modelos para leiloes e os resultados relevantes nos capitulos
seguintes. Primeiramente, introduziremos algumas nogoes bésicas sobre a Teoria dos Jogos e a
Teoria de Leiloes.

1.1 Teoria dos Jogos

A Teoria dos Jogos é uma &rea de grande importancia para a teoria econdmica, como pode ser
visto pelos Prémios Nobel de Ciéncias Economicas recebidos por pesquisadores da area pelas suas
contribuigbes académicas: Harsanyi, Nash e Selten (1994), Aumann e Schelling (2005), Hurwicz,
Maskin e Myerson (2007) e, recentemente, Roth e Shapley (2012) [Nob13].

Nessa se¢ao, abordamos a Teoria dos Jogos Nao-Cooperativos que estuda o comportamento
de agentes em situagoes onde a escolha étima do agente pode depender das escolhas de seus opo-
nentes [FT91]. No que se segue, apresentamos uma breve introdugao baseada no livro Algorithmic
Game Theory [NRTV07, Cap. 1].

Um exemplo cléssico da Teoria dos Jogos (Nao-Cooperativos) é o Dilema do Prisioneiro, que
pode ser apresentado pela seguinte alegoria. Dois suspeitos foram apreendidos pela policia numa
cena de um crime. A policia ndo tem provas suficientes para condenar os dois suspeitos pelo crime
principal mas pode condené-los por crimes menores. Os suspeitos sao levados cada um para uma
sala diferente e, com o objetivo de convencer os dois suspeitos a confessarem o crime principal, a
policia faz a seguinte proposta para cada um dos suspeitos:

e Se ambos confessarem, ficarao presos por quatro anos.

e Se um suspeito confessar mas o outro nao confessar, entdao quem confessou ficara preso por
um ano e o outro ficara preso por cinco anos.

e Se nenhum confessar, entdo ambos ficarao presos por dois anos.

Sem se comunicarem, eles devem fazer a escolha entre confessar ou nao, sem saber a escolha do
outro. Como veremos a seguir, se ambos os suspeitos desejam apenas minimizar a quantidade de
anos que ficard preso, sem se importar com o outro suspeito, e fizerem a escolha que é melhor para
si, entao ambos confessarao.

De forma geral, um jogo é uma ferramenta matematica para modelar situagoes em que varios
individuos (chamados de jogadores ou agentes) tomam uma decisao (chamada de estratégia) bus-
cando obter o melhor resultado para si (maximizando seu ganho ou minimizando o seu custo),
que depende das decisoes tomadas pelos outros jogadores. No caso do Dilema do Prisioneiro, os

2Exceto em caso de diferencas mais estruturais como, por exemplo, um leildo que vende bens divisiveis pode néo
servir para a venda de bens indivisiveis.
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suspeitos sao os jogadores e as estratégias possiveis sao confessar ou ndao confessar e a pena é o
custo a ser pago. A seguir formalizamos o conceito de um jogo.

Definicao. Seja n um inteiro positivo. Um jogo (finito) é uma tripla (P, S,U), onde P = {1,...,n}
é o conjunto de jogadores, S = {51,...,5,} é a familia de conjuntos de estratégias e
U = {ui,...,uy} é a familia de fungdes de utilidade de S em R com S = S} x .-+ x S),.
Para cada jogador ¢ € P, S; é o conjunto de estratégias de ¢ e u; é a funcao de utilidade de s.

A interpretacao para tal modelo é que, para um jogador ¢ € P, S; indica as possiveis estratégias
que o jogador 7 pode jogar em tal jogo e se cada jogador j € P escolhe a estratégia s; € S, entao
s = (s1,...,8,) € S é o resultado do jogo e u; indica se i prefere o resultado s a um outro
possivel resultado s’ € S, isto é, i prefere s a s’ sempre que u;(s) > u;(s').

Dizemos que um jogador é racional se ele busca maximizar a sua utilidade. Essa definicao é
bastante vaga, mas presume que o jogador irad usar todas as informacoes de seu conhecimento para
buscar o melhor resultado. Em geral, assumimos que todos os jogadores do jogo sao racionais.

Por vezes queremos considerar jogos onde os jogadores tém custos ao invés de utilidade e,
portanto desejam minimizar o seu custo. Nesse caso, basta considerar que o custo é representado
por uma utilidade negativa.

Por exemplo, no caso do Dilema do Prisioneiro, temos dois jogadores e portanto P = {1,2}.
Representamos por C' a estratégia confessar e por N a estratégia de nao confessar. Temos que
S1 =8, ={C,N} eS =1{51,5}. Por im U = {uj,us}, onde para i,j € P, i # j, temos

—4 ses;=Cesj=C
-1 ses;=Cesj=N
-5 ses;=Nes;=C
-2 ses;=Nesj=N.

ui(s1,52) =

Uma outra forma mais compacta e bastante utilizada de representar um jogo de dois jogadores
como o Dilema do Prisioneiro é através de uma matriz como a apresentada na Tabela 1.1.

2

C

N

Tabela 1.1: Uma representacdo matricial do jogo Dilema do Prisioneiro. Temos dois jogadores sendo que
o jogador 1 escolhe a linha e o jogador 2 escolhe a coluna. Em cada célula, representamos a utilidade do
jogador 1 mo canto inferior esquerdo e do jogador 2 no canto superior direito.

Note que a utilidade é sempre negativa em tal jogo e como um jogador busca maximizar sua
utilidade, no Dilema do Prisioneiro um suspeito procura minimizar o niimero de anos preso.

Antes de apresentar outras definicoes, vale notar que existem jogos onde o conjunto de jogadores
¢é infinito e também jogos onde os jogadores nao tém funcoes de utilidades mas sim relages de
preferéncia sobre S. Como nao iremos usar tais variacoes nesse texto, optamos por omiti-las da
definicao de jogo.

A seguir, iremos introduzir outro jogo que ird exemplificar as definicbes apresentadas.
Comegamos com uma defini¢ao informal do jogo.

No Jogo de Congestionamento dois jogadores desejam transmitir dados a partir de um
ponto de origem O comum a ambos para um destino D, o que pode ser feito através de trés canais
diferentes A, B e C. O canal A é um pouco mais riapido do que o canal B e C e, portanto, tras
um custo menor se utilizado, mas a velocidade de ambos os canais cai drasticamente se ambos os
jogadores escolherem o mesmo canal. A Figura 1.1 ilustra essa situacao.
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Figura 1.1: Representacao grifica do Jogo de Congestionamento onde os jogadores 1 e 2 desejam enviar
pacotes de O para D e tém como opgao trés caminhos: A (o mais curto) e B e C (um pouco mais longos
do que A e de mesmo comprimento entre si).

Assim como no caso do Dilema do Prisioneiro, podemos considerar também a representagao
matricial do Jogo de Congestionamento que sumariza os detalhes de tal jogo. Essa representacao é
apresentada pela Tabela 1.2.

) 2 A B c
A i K 1 B 1 B
B, st e T
¢ 2 B -2 N -6 K

Tabela 1.2: Representacao matricial do Jogo de Congestionamento. O jogador 1 escolhe a linha e o jogador 2
escolhe a coluna. Note como os jogadores preferem o resultado (A, B) ou (B, A) em vez de (A, A) ou (B, B).

Definigao. Considere um jogador ¢ € P e um vetor s = (S1,...,8;,...,8,) em S. Denotamos
por S_; o conjunto S X +-- X S;_1 X S;p1 X .-+ X S, e os seus elementos por s_;. Para uma
estratégia s, € S;, denotamos por (s}, s_;) o vetor s = (s1,..., 81,8, Si+1,---,5n)-

Note que s = (s;, s—;). Tal notacao ¢ 1til para comparar duas escolhas de estratégia do jogador 4
com as escolhas dos outros jogadores fixas.

Definig¢ao. Para um jogador i € P, dizemos que uma estratégia s; € S; é uma melhor resposta
para s_; € S_; do que s; se u;(s}, s—i) > u;(si, 5—4).

Isto é, o jogador i prefere a estratégia s’ a estratégia s; quando os outros jogadores estao

7
jogando s_;. Note que, no caso do Dilema do Prisioneiro, temos que u1(C,C) > ui(N,C) e por-
tanto C é uma melhor resposta do que N para o jogador 1 quando o jogador 2 escolhe C. No Jogo
do Congestionamento, u1(C, B) > u1(B, B) e portanto C' é uma melhor resposta do que B para o

jogador 1 quando o jogador 2 escolhe B.

Definigao. Para um jogador i € P, dizemos que uma estratégia s; € S; é uma resposta 6tima
para s_; € S_; se nao existe uma melhor resposta para s_; do que s;.

Como mencionamos anterior, no Jogo do Congestionamento, C' é uma melhor resposta do
que B para o jogador 1 quando o jogador 2 escolhe B, isto é, u1(C, B) > ui(B, B). Mas note que A
também é uma melhor resposta nesse caso. Porém, u;(A, B) > u;1(C, B) e portanto A é de fato
uma resposta 6tima para B.

Se o jogador ¢ souber com certeza que os outros jogadores irao escolher s_;, entao o melhor
resultado que ele pode obter é jogando uma resposta étima. No Jogo do Congestionamento, A é
resposta 6tima para B (e para C), mas nao para A. J4 no Dilema do Prisioneiro, C' é resposta
o6tima para C' e também para N e por isso C' é chamada de estratégia dominante.

Definigao. Para um jogador i € P, dizemos que uma estratégia s; € S; é dominante se, para
todo s_; € S_;, temos que s; é uma resposta Otima para s_;.
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Se um jogador tem uma estratégia dominante, entao ele pode jogar tal estratégia sem se pre-
ocupar com a estratégia escolhida pelos outros jogadores, ja que para qualquer escolha que eles
facam, tal estratégia serd uma resposta 6tima.

No caso do Dilema do Prisioneiro, C é uma estratégia dominante para ambos jogadores, ja que
trocar da estratégia IV para a estratégia C sempre diminui o nimero de anos que o suspeito ficara
preso, independente da estratégia escolhida pelo outro suspeito. De tal forma, podemos prever que,
em tal situagdo, ambos os jogadores optariam por confessar, ou seja, escolheriam a estratégia C.
Mas note que no Jogo de Congestionamento, nenhum jogador tem uma estratégia dominante.

Definicao. Um vetor de estratégias s € S é um Equilibrio de Nash se, para todo jogadori € P, s;
é uma resposta 6tima para s_;, isto é, para todo s} € S; temos que u;(s;, s—;) > wu;(sh, s—;).

Um Equilibrio de Nash é uma situacao onde nenhum jogador pode aumentar sua utilidade tro-
cando de estratégia individualmente. O conceito de Equilibrio de Nash tem uma grande importancia
na area de Teoria dos Jogos pois é uma das formas de tentar prever qual serd o comportamento dos
jogadores em uma situacdo economica real. Apesar de nao ser claro quando os jogadores atingem
ou nao tal Equilibrio na realidade, tal conceito foi fundamental na histéria do desenvolvimento da
Teoria dos Jogos e é muito importante em varias situagoes reais.

Note que (C,C) é um Equilibrio de Nash no Dilema do Prisioneiro. Isso ocorre porque nenhum
dos suspeitos ganha ao mudar individualmente da estratégia C' para a estratégia N nesta situagao.

J&a o Jogo de Congestionamento tem quatro Equilibrios de Nash diferentes (a sa-
ber (A, B),(A,C),(B,A) e (B,C)), portanto é dificil prever qual serd o resultado do jogo a nao
ser que haja uma forma de coordenacao das estratégias escolhidas pelos jogadores.

No caso do Dilema do Prisioneiro, as utilidades dos jogadores nesse jogo foram escolhidas de
forma a obter que o (inico) Equilibrio de Nash seja ambos os prisioneiros confessarem. Isso é algo
recorrente na Teoria dos Jogos, j& que muitas vezes queremos definir regras para um jogo de forma
que os jogadores se comportem de uma forma especifica. Tal conceito é chamado de Projeto de
Mecanismos.

Infelizmente, nem todo jogo tem um Equilibrio de Nash. Considere, por exemplo, o jogo cha-
mado Casando Centavos onde temos dois jogadores cada um com uma moeda e que precisam
escolher cara ou coroa para sua moeda. O jogador 1 ganha se ambos os jogadores escolheram a
mesma estratégia e o jogador 2 ganha se os jogadores escolheram estratégias diferente. A Tabela 1.3
representa formalmente o jogo.

1 2 Cara Coroa
-1 1
Cara 1 1
1 -1
Coroa 1 1

Tabela 1.3: Representacdo matricial do jogo Casando Centavos. O jogador 1 escolhe a linha e o jogador 2
escolhe a coluna.

Podemos fazer uma extensao de um jogo para permitir que os jogadores, em vez de escolherem
uma estratégia deterministicamente, possam escolher uma estratégia de maneira nao deterministica,
ou seja, usando aleatoriedade. Nessa extensao as estratégias possiveis para um jogador sao todas as
distribuicoes de probabilidade sobre o conjunto de estratégias de tal jogador no jogo original. Em
tal extensao, a utilidade de um jogador é a utilidade esperada no jogo original. Abaixo formalizamos
tal conceito.

Definigao. Dado um jogo (P,S,U), a extensdao mista de (P,S,U) é um jogo (P,S',U")
onde &' = {51,...,5.} e U = {u],...,u,} tal que, para um jogador i € P, S/ é o espago
de distribui¢oes de probabilidade sobre S; e, para o vetor o € S’, onde S’ = S} x -+ x S/, temos
que u(0) = Eseq(ui(s)].
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Tal extensao captura a ideia de que um jogador pode querer tomar uma decisao usando ale-
atoriedade em um jogo arbitrario. Por exemplo, no caso do jogo Casando Centavos, os jogadores
podem escolher entre cara ou coroa aleatoriamente.

Definigao. Sejam (P,S,U) um jogo, com & = {S1,...,5,}, e (01,...,0,) um vetor onde o; é
uma distribuigao de probabilidades sobre S;. Dizemos que (o1, ..., 0,) é um Equilibrio Misto de
Nash para (P,S,U) se (o1,...,0,) é um Equilibrio de Nash para a extensao mista de (P,S,U).

Um jogo nem sempre tem um Equilibrio de Nash, como é o caso do jogo Casando Centavos,
mas a extensao mista de um jogo com um numero finito de jogadores onde cada jogador tem um
conjunto de estratégias finito tem sempre pelo menos um Equilibrio de Nash.

Teorema 1.1.1 (Nash [Nas50]). Todo jogo finito com os conjuntos de estratégias finitos tem um
Equilibrio Misto de Nash.

1.2 Teoria dos Leiloes

Os leiloes sao usados desde a antiguidade para a venda de diversos tipos de objetos. Uma grande
variedade de itens sao hoje vendidos através de leiloes, incluindo objetos de arte e as mais variadas
commodities. Eles também sao utilizados para transferir bens publicos para empresas privadas
e conceder direitos de utilizacdo de recursos naturais de um governo. Além disso, véarios leiloes
ocorrem na Internet nos chamados sites de leiloes [Kri09].

Para introduzir alguns conceitos fundamentais da Teoria de Leildes, comegaremos abordando a
venda de um tnico item.

1.2.1 Leiloes de um Unico Item

A forma mais tradicional de vender um tnico item é através do Leilao Inglés, um leilao aberto
onde o leiloeiro inicia o leilao com um prego minimo, que é aumentado em pequenos incrementos
até que haja apenas um comprador interessado em adquirir o item por aquele prego [Kri09].

Porém, existem outras formas de leiloar um tnico item. Por exemplo, podemos considerar os
leiloes de carta fechada, onde os compradores fazem um tnico lance pelo item simultaneamente
e de forma que apenas o leiloeiro conhece o valor de tal lance.

No que segue, iremos considerar apenas leildes de carta fechada ja que eles sao mais faceis de
serem abordados teoricamente.

No Leilao de Primeiro Preco, um leiloeiro deseja vender um item a um conjunto de com-
pradores. Apds cada comprador enviar o seu lance ao leiloeiro, o leiloeiro entregard o item ao
comprador que fizer o maior lance e cobrard esse valor desse comprador.

Cada comprador b tem um valor v, € Ry para tal item. Tal valor indica monetariamente o
quanto o comprador esta disposto a pagar por tal item. Além disso, tal valor é uma informagao
que apenas o comprador b conhece.

Portanto, se o comprador b receber o item e pagar um preco p, ird obter um lucro de v, — p, ja
que vy € o valor que b d& para o item. De ponto de vista da Teoria dos Jogos, é de se esperar que
os compradores irao escolher estrategicamente o lance a ser feito.

Neste leilao, o leiloeiro gostaria de entregar o item para o comprador (ou um dos compradores)
com maior v;, independentemente do pregco cobrado pelo item. Isto é, a motivacao de tal leiloeiro
nao é maximizar seu lucro, mas sim maximizar o que chamamos de bem estar social®.

Seja m o numero de compradores e considere a funcao p : " — Ry tal que
p(s) = max{s, : 1 <b < m}. Podemos entao definir o jogo (P,S,U), onde P = {1,...,m},
Sy = Ry e, para cada s € R, uy(s) = v, — p(s) para algum comprador b tal que s é méaximo
em s (em caso de empate, escolhemos b de forma deterministica) e uy (s) = 0 para todo b # b. Isto

3Maximizar o bem-estar social é distribuir o bem para o comprador que d4 maior valor (monetério) a tal item.
Isso pode ser interessante em casos como a distribuigao de itens do governo para a sociedade.
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é, neste jogo, as estratégias de qualquer jogador sdo os niimeros reais positivos (representando os
lances) e a utilidade do jogador b é v, — p se b ganha o item e 0 caso contrario, onde p indica o
maior lance feito por um jogador.

Note que, no leilao de primeiro preco, se o comprador b recebe o item e seu lance é £, = v
entdo up(¢) = 0, o mesmo lucro que ele obteria se nao recebesse o item. Mas se o comprador
fizer um lance estritamente menor que v, e ele for o ganhador, seu lucro serd positivo. Isto é, os
compradores nao podem obter um lucro menor ao submeter um lance estritamente menor do que v;
se comparado com o lance vy. Dessa forma, ha um estimulo para que o lance nao reflita o real valor
do comprador, e assim ¢é dificil garantir que o comprador que ganha o item é o que dd maior valor
a ele. Ou seja, o leiloeiro pode nao estar maximizando o bem estar social como gostaria.

Ja no Leilao de Segundo Preco?, o preco cobrado do ganhador é o segundo maior lance. O
grande interesse tedrico desse leilao é que um comprador nunca obtém um lucro menor ao trocar
de lance para indicar o seu real valor para o item, isto é, para um jogador b, dar vy como lance
é uma estratégia dominante. Por isso, dizemos que tal leilao é compativel com incentivo ou a
prova de estratégia.

E interessante notar a semelhanca entre o Leilao de Segundo Preco e o Leilao Inglés. Suponha
que o leiloeiro inicie um Leilao Inglés com um preco minimo igual a zero, que os incrementos sejam
de valor € > 0 e que os compradores estao ordenados de forma que vy > vy > ... > v,,. Note que,
enquanto o lance atual é menor que vo — € os compradores 1 e 2 continuaram dando lances. Quando
o lance atual for maior ou igual a v9 — €, 0 comprador 2 nao terd mais interesse em dar um novo
lance pois isso levaria a um lucro nao positivo. Assim, ao final de tal leilao, o comprador 1 recebe
o item pagando um preco entre vy e vy + €, um resultado muito préximo do resultado obtido com
o Leilao de Segundo Precgo.

1.2.2 Leiloes Combinatorios

Quando desejamos vender varios itens para varios compradores, podemos realizar varios leilces de
Unico item. Mas isso pode levar a um bem-estar social ou um lucro menor do que se considerassemos
todos os itens em um tnico leilao.

Para resolver esse problema foram criados os leildes combinatérios. Segundo Smith [CSS06, Fo-
reword], os leildes combinatérios foram introduzidos por Rassenti [Ras81] numa primeira tentativa
de criar um mercado apoiado por computadores [RSB82]. Em tais leildes, a priori, um comprador
pode ter valores diferentes para cada conjunto de itens.

Considere um conjunto finito de itens I = {1,...,n} e um conjunto finito de compradores
B ={1,...,m}. Em um leilao combinatério consideramos que, para cada comprador b, existe uma
funcdo vy, : 27 — Ry com vy(() = 0, onde, para S C I, v(S) indica o valor do conjunto S
para o comprador b. Chamamos v, de valoragao do comprador b e denotamos por V o conjunto
de valoracoes validas para cada comprador’. Chamamos o vetor (vq,...,v,) simplesmente de
valoragao.

Usualmente, consideramos que, para todo comprador b, v, é uma funcdo crescente, isto
é, vp(T') > vp(S) para todo S e todo T tal que S C T C I. Essa restricdo pode ser interpre-
tada como a capacidade do comprador b de dispor dos itens do conjunto 7"\ S sem custos e por tal
motivo é chamada de livre disposigao.

A valoragdo de um comprador é, normalmente, de conhecimento exclusivo do comprador. Por
isso, quando desejamos fazer uma andlise baseada na Teoria dos Jogos, consideramos também
que cada comprador faz um lance para cada conjunto de itens. Tal lance representa a estratégia
escolhida pelo comprador e é dada através de uma funcao ¢, de V.

Quando o aspecto estratégico nao ¢é de interesse no assunto abordado, consideramos que, para
todo comprador b, ¢, = vy, ou equivalentemente, as valoragoes sao de conhecimento do leiloeiro (e

4Proposto pelo matemaético e economista William Vickrey, ganhador do Prémio Nobel de Ciéncias Econémicas
em 1996 [Nob13]. Por tal motivo, esse leildo também é chamado de Leildao de Vickrey.

®Note que V pode ser uma restricdo do conjunto de funcées v, : 27 — Ry com vy (@) = 0 pois podemos desejar
limitar as valoragbes validas para os compradores.
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possivelmente dos outros compradores).

Uma alocagao de itens a compradores é uma familia A de conjuntos de itens indexada por B
tal que, se by e by pertencem a B, com by # by, entdao Ay, N Ap, = (). Isto é, em uma alocagio, cada
comprador recebe um conjunto de itens (possivelmente vazio) e cada item é alocado a, no méximo,
um comprador. Denotaremos por A o conjunto de alocagoes de itens a compradores.

Um leilao combinatdrio (também chamado de mecanismo) é um par (f,p) onde f é uma
funcao de V™ em A e p ¢ uma funcao de V™ em R'} . A funcao f ¢ chamada de fungao de alocagao
e define quais itens serdo entregues a quais compradores. J4 a funcio p é a funcao de precificagao®
e define o preco de cada item. Isto é, para lances (¢1,...,0,) € V™, se f(l1,...,0m) = (A1,..., An)
entdo o comprador b recebe os itens do conjunto Ay e se p(¢1,...,4yn) = (p1,.-.,Ppn) entao o preco
do item 7 é p; e o comprador b devera pagar ), A, Pi-

Existem varios objetivos que podem ser considerados na criagao de um leilao. Os mais comuns
sao maximizar o bem-estar social, definido como ) ;. 5 vp(Ap) e maximizar o lucro do leiloeiro,
definido como » e p D i 4, Pi-

Através de restricoes nas fungoes de alocacao e de preco e também restricbes nos lances e
valoracoes dos compradores é possivel definir leildes mais especificos como, por exemplo, leildes
para a venda de bens digitais. A seguir apresentamos algumas dessas restrigoes.

Por vezes queremos que um item possa ter varias cépias, isto é, queremos que o mesmo item
possa ser vendido a varios compradores mas sem diferenciar essas copias entre si durante o leildo.
Por isso, se ¢ e j sao copias do mesmo item, entao p; = p;. Quando temos infinitas cépias do mesmo
item (ou cépias suficientes), dizemos que o leilao é de oferta ilimitada. Se hd uma restri¢do no
numero de cépias, dizemos que o leilao é de oferta limitada.

Um conjunto de leiloes com oferta ilimitada sao os Leiloes de Bens Digitais. Em tais leiloes,
temos apenas um item com custo marginal de produgao zero (e por isso consideramos que existem
infinitas cépias do mesmo). Dado os lances dos compradores, escolhemos um prego p para tal item
e alocamos as cépias desse item apenas a compradores com lance maior ou igual a p.

Podemos também adicionar outras restri¢coes, principalmente para lidar com o excesso de in-
formacao em relagao as valoragoes e aos lances que podem ser fungoes com imagens de tamanho
exponencial em |/|. Exemplos incluem considerar que as valoragoes sdo modulares, submodulares
ou supermodulares.

Um exemplo de tal restricao tutil em nosso trabalho é considerar que cada comprador b de-
seja receber no maximo um item, isto é, para todo conjunto S de itens com |S| > 1, temos
vp(S) = max{vy({i}) : i € S}. Chamamos tais leildes de Leildes de Demanda Unitéria”. E facil
ver que, em tais leildes, o comprador tem interesse em apenas um dos itens do conjunto de itens
atribuidos a ele e, por isso, podemos nos restringir a fungoes de alocagao que alocam no maximo
um item por comprador.

Os Leiloes de Anitincios sao leiles de demanda unitdria usados para a venda de anincios em
sites de busca, Nesses leiloes temos m itens diferentes (chamados de slots de antncios). Apesar dos
slots serem representados por itens diferentes, podemos pensar que eles sao variagoes de qualidade
de um mesmo item®. Por isso os compradores submetem apenas um lance para todos os slots e
consideramos que o primeiro slot é melhor que o segundo e assim por diante.

1.2.3 Teoria dos Jogos para Leiloes

Do ponto de vista da Teoria dos Jogos, podemos considerar que um leilao induz um jogo onde o
conjunto de jogadores é B, o conjunto de estratégias de um jogador é V e que a utilidade de um

5Nesse trabalho, consideramos que um mecanismo define um preco para cada item. Outra possibilidade [NRTVO7,
Cap. 9] seria considerar que mecanismos definem quanto cada comprador deve pagar, isto é, p é uma fungdo de V™
em RY'. Apesar dessa definic@o alternativa ser mais geral, preferimos manter a coesdo com os outros capitulos onde
trabalharemos com precificagdo e portanto consideraremos que cada item recebe um determinado prego.

"Também chamados na literatura de Leildes Multi-Item ou Leildes Multi-Produto.

8No caso, a variacdo da qualidade depende do posicionamento do slot do antincio na pégina de busca.
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jogador b é up(f) = v(fp(€)) — Ziefb(ﬁ) pi(¢), onde, para um resultado do jogo ¢ (ou seja, os lances
dos jogadores), fy(¢) é o conjunto de itens alocados a b e p;(¢) é o preco do item i.

Dizemos que um leilao combinatério é compativel com incentivo (ou a prova de estratégia)
se, para todo comprador b, escolher £, = v, é uma estratégia dominante. Vickery, Clarke e Gro-
ves [Vic61, Cla7l, Gro73] deram condigbes suficientes para que um leilao seja compativel com
incentivo. Tais leiloes sao chamados de mecanismos VCG e maximizam o bem-estar social.

Infelizmente, em véarios cenérios, os mecanismos VCG podem apresentar anomalias como a
diminuicao do lucro com a entrada de um novo comprador ou entao resultar em um lucro ruim para
o leiloeiro (inclusive lucro zero no caso de nao haver concorréncia pelos itens no mercado) [CSS06,
Cap. 1]. Por isso, por vezes, é necessario desenvolver outros mecanismos para problemas especificos.

No caso de Leiloes de Antuncios, um mecanismo tornou-se bastante popular. O Leilao de
Segundo Preco Generalizado (GSP) transpoe o conceito do Leilao de Segundo Preco (que é
compativel com incentivo) para um leilao de antincios da seguinte forma. O comprador com maior
lance recebe o primeiro slot e paga o segundo maior lance, j4 o comprador com o segundo maior
lance recebe o segundo slot e paga o terceiro maior lance e assim por diante.

Apesar de tal mecanismo nao ser compativel com incentivo, ele é amplamente usado, trazendo
grandes lucros para empresas que vendem espaco para anuncios. O GSP é utilizado principalmente
pela sua facilidade de entendimento pelos compradores e pela facilidade de implementagao, ja que
os mecanismos VCG sao mais complexos.

Uma pergunta natural é quanto um mecanismo que nao é compativel com incentivo pode ser
prejudicado pelo comportamento estratégico dos compradores. Uma forma de analisar esse impacto
é através do Pregco da Anarquia. O Preco da Anarquia é definido como a razdo entre o bem-
estar social maximo e o menor bem-estar social obtido por um equilibrio?. Dessa forma, o Preco da
Anarquia pode ser utilizado para comparar dois mecanismos diferentes em busca de uma intuigdo
de qual possa ser melhor na pratica.

1.3 Algoritmos de Aproximacgao

Segundo Williamson e Shmoys [WS11], os problemas mais interessante de otimizagao discreta sao
NP-dificeis, isto é, para tais problemas nao existem algoritmos que executem em tempo polinomial
no tamanho da entrada (também chamados de algoritmos eficientes) a nao ser que P = NP.
Se P £ NP, ent@o néo é possivel obter um algoritmo para um problema NP-dificil que seja capaz
de encontrar, para qualquer instancia, solugoes 6timas em tempo polinomial .

Dessa forma, podemos considerar trés opcoes. A primeira é desenvolver um algoritmo capaz de
encontrar solucoes 6timas em tempo polinomial mas para apenas um subconjunto das instancias.
A segunda possibilidade, que inclusive discutiremos na Segao 1.4, é criar algoritmos capazes de
encontrar solucoes 6timas para qualquer instancia mas sem exigir que isso seja feito em tempo po-
linomial (por exemplo, usando Programagcao Inteira Mista). Por fim, podemos focar em desenvolver
algoritmos que executam em tempo polinomial para todas as instancias mas que nao encontram
solucoes necessariamente 6timas. Em particular, nessa se¢ao estamos interessados nos chamados
Algoritmos de Aproximacao onde, apesar da solugao encontrada nao ser necessariamente 6tima,
temos uma garantia de que tal solugdo nao tem valor maior (no caso de minimiza¢ao) ou menor
(no caso de maximizagao) de que um determinado fator do valor de uma solugao 6tima.

Definigao. Considere um problema de otimizacao tal que Z é o seu conjunto de instancias e OPT(I)
indica o valor de uma solugao étima para uma instancia I € 7. Seja o : Z — R, dizemos que um
algoritmo é uma a-aproximagao para tal problema se

e O algoritmo consome tempo polinomial no tamanho da representacao de I.

90u como a razdo entre o lucro maximo e o menor lucro obtido por um equilibrio quando estamos interessados
no impacto do comportamento estratégico no lucro do leiloeiro.
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e Se SOL(I) é o valor da solugao encontrada pelo algoritmo para a instancia I € Z, entao

SOL(I) OPT(I)
A { OPT(I)’ SOL(I) } < ().

Se um algoritmo é uma a-aproximagao para um problema de otimizagao, dizemos que « é a razao
de aproximacao de tal algoritmo.

Existem autores que preferem utilizar uma razao de aproximagao maior ou igual a 1 para
problemas de minimizagao e uma razao de aproximacao menor ou igual a 1 para problemas de
maximizagao. Mas, pela nossa defini¢cao, a(I) > 1 para todo I € T tanto se o problema é de
maximizacao quanto se é de minimizacao.

Note também que essa definicao de razao de aproximacao é bem geral, pois a é uma funcao
de 7 em R,. Mas, normalmente, consideramos algo mais simples como « constante ou entao «
sendo uma funcao do tamanho da entrada. Por exemplo, considere um problema de minimizacao
com conjunto de instancias Z e seja OPT(I) o valor de uma solugao étima para a instancia I.
Uma a-aproximagao para esse problema é tal que, para todo I € Z, SOL(I) < «(I)OPT(I).
Porém, podemos considerar o como uma funcao de N em R, tal que, para toda instancia I de
tamanho n, SOL(I) < a(n)OPT(I). Por outro lado, essa definicdo nos permite considerar também
outras informacoes da instancia além de seu tamanho.

Apresentamos a seguir um conceito bem importante em relagao a algoritmos de aproximacao.

Definigao. Considere um problema de otimizacao. Um Esquema de Aproximagao Polinomial
(PTAS, Polynomial-Time Approzimation Scheme) é uma familia de algoritmos {A.} onde existe
um algoritmo para cada e > 0 e A. é uma (1 4 ¢)-aproximacao para tal problema.

Um PTAS pode ser visto como um tnico algoritmo que recebe uma instancia I e um ¢ > 0 com
duas caracteristicas. Em primeiro lugar, tal algoritmo é polinomial no tamanho da representagao
de I (mas nao necessariamente em 1/¢) e em segundo lugar ele devolve uma solugdo com valor
no maximo 1 + ¢ vezes o valor de uma soluc¢ao 6tima (no caso de um problema de minimizagao).
Porém, se o algoritmo for polinomial também em 1/, entao temos um Esquema de Aproximagao
Totalmente Polinomial (FPTAS, Fully Polynomial-Time Approzimation Algorithm).

Além de encontrar algoritmos de aproximacao para problemas de otimizagao que sao NP-dificeis,
estamos interessados também em encontrar bons limitantes inferiores para a razao de aproximacao
de qualquer algoritmo para um determinado problema. Em geral, isso é feito através da catego-
rizacdo dos problemas em classes, assim como fazemos com problemas de decisao.

Em particular, a classe APX é formada pelos problemas de otimizacido para os quais existe
um algoritmo de aproximacao de razao constante e, assim como no caso da classe NP, podemos
considerar também a completude de problemas dentro da classe APX. Em particular, um problema
APX-dificil é tal que a existéncia de um PTAS para esse problema implicaria que P = NP.

Outro caso interessante é quando um problema é fortemente NP-dificil, isto é, mesmo a versao
do problema onde a entrada é dada de forma unéria é NP-dificil. Nesse caso, tal problema nao tem
um FPTAS a nao ser que P = NP.

Existem também casos onde a existéncia de um algoritmo de aproximagao com razao constante
para um determinado problema de otimizacao implica que P = NP. Podemos considerar até mesmo
restrigoes mais fortes. Por vezes, descobrimos que se formos capazes de aproximar um problema
por uma determinada razdo « (ndo necessariamente constante), entdo concluirfamos que P = NP.

Os livros de Williamson e Shmoys [WS11] e Vazirani [Vaz01] s@o excelentes introdugoes a area
de algoritmos de aproximacao, abordando em mais detalhes as defini¢Oes e conceitos apresentados
nessa secao.

1.3.1 Algoritmos Online

Por vezes consideramos Problemas Online, onde nao temos toda a entrada disponivel no comeco
da execugao do algoritmo, com o restante da informagao chegando aos poucos com o passar do
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tempo, e precisamos tomar decisoes (normalmente irreversiveis) conforme novas partes da entrada
tornam-se disponiveis. As decisdes tomadas impactam na qualidade final da solugdo encontrada
e podem basear-se apenas nas informacoes conhecidas até o momento e nas decisoes ja tomadas.
Chamamos os algoritmos projetados para lidar com tais problemas de Algoritmos Online.

Assim como no caso de algoritmos de aproximacao, podemos comparar a solucdo encontrada
por um algoritmo online com um algoritmo offline 6timo, isto é, um algoritmo que sabe toda a
informacao de antemao e toma as decisoes que levam a uma solugao final 6tima. Para realizar tal
comparacao utilizamos um conceito similar ao conceito de razao de aproximagao.

Definigao. Considere um problema de otimizacao online tal que Z é o seu conjunto de instancias
e OPT(I) indica o valor de uma solugao encontrada por um algoritmo offline étimo para uma
instancia I € Z. Seja o : T — R, dizemos que um algoritmo é a-competitivo para tal problema

. SOL(I) OPT(I)
* { OPT(I)’ SOL(I) } < o),

onde SOL(I) é o valor da solugao encontrada pelo algoritmo para a instancia I € Z. Se um
algoritmo é a-competitivo para um problema de otimizacgao online, dizemos que « é a razao de
competitividade de tal algoritmo.

Recomendamos o livro de Borodin e El-Yaniv [BEY98] para um aprofundamento no assunto,
ja que ele é totalmente dedicado a problemas online e a andlise de competitividade.

1.4 Programacgao Linear

Comegamos essa se¢ao abordando a Programacgao Linear, cujos conceitos serao utilizados pos-
teriormente para introduzir o assunto da Programacao Inteira Mista.

Em um programa linear desejamos, dados um vetor ¢ € Q™, um vetor b € Q™ e uma matriz
A€ Q"™ encontrar x € Q" que

n
(P)  maximize Z cjx;
7j=1

n

sujeito a ZAijxj < b, Vie{l,...,m}
j=1

x; > 0, Vi e{l,...,n}.

Podemos considerar também algumas variantes (que sao equivalentes & definigdo acima), onde
ao invés de maximizar desejamos minimizar ou entao consideramos desigualdades onde o limitante
é inferior (ao invés de superior como acima), restrigoes de igualdade e outras opgoes para os sinais
das varidveis (ndo-positivas ou livres de sinal). De fato, podemos fazer uma combinacao desses
varios tipos de restrigdes e posteriormente encontrar um programa linear equivalente no formato
considerado acima.

Dois fatos sao muito importantes em relacao a programacao linear. O primeiro é que exis-
tem algoritmos polinomiais (como o Método dos Elipséides [Kha79] e Métodos de Pontos Inte-
riores [Kar84]) capazes de encontrar solu¢oes 6timas para programas lineares. O segundo é que,
na pratica, podemos resolver problemas lineares grandes rapidamente através de varios métodos.
O préprio Simplex, o método mais conhecido e bastante usado para a resolugdo de programas
lineares, apesar de nao ser polinomial (no pior caso), é muito rdpido na préatica. Por esses dois
fatores, a programacao linear tem um importante papel tanto em aspectos tedricos da Otimizagao
Combinatdéria (em particular, é muito utilizada no projeto de algoritmos de aproximagao) quanto
em aspectos praticos pois, além da sua importancia para a solucao de problemas continuos, é a
base da Programacao Inteira Mista, como veremos a seguir.

Considere um vetor x € Q" e o programa linear (P) acima. Dizemos que z é uma solugao
vidvel de (P) se Z?Zl Ajjx; < b; para todo i € {1,...,m} e x; > 0 para todo j € {1,...,n}.
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Dizemos que x é uma solugdo 6tima'® de (P) se 2 é uma solucdo vidvel e para toda solucio
vidvel 2’ temos que Y 7 cjz; > > ¢ja’;. Estendemos esse conceito de forma natural para o
contexto de problemas de otimizacao que nao sao representados por programas lineares.

Um conceito muito importante para a teoria da Programacao Linear é o programa dual. Con-
sidere o programa linear (P), que chamaremos de Programa Primal, apresentado acima. O
Programa Dual, representado por (D), consiste em encontrar y € Q™ que

m
(D)  minimize Z biyi
j=1

m

sujeito a ZAijyi > ¢, Vie{l,...,n}
i=1

yi = 0, vie{l,...,m}.

Existem algumas relacoes interessantes entre o programa primal e o programa dual. Em primeiro
lugar, cada variavel do programa primal corresponde a uma restricao do programa dual e cada
restricao do programa primal corresponde a uma varidvel do programa dual. Em segundo lugar,
existe um resultado bastante interessante que relaciona solucoes 6timas do primal com solucoes
otimas do dual. Antes de enunciarmos tal teorema, precisamos de duas definigoes.

Definigao. Seja (P) um programa linear. Dizemos que (P) é invidvel se ndo uma existe solugao
vidvel para (P).

Defini¢ao. Dizemos que um programa linear (P) de maximizacao é ilimitado se, para todo real M,
existe uma solugao vidvel de (P) com valor maior do que M. De forma andloga, dizemos que um
programa linear (P’) de minimizagao é ilimitado se, para todo real M, existe uma solugao vidvel
de (P’) com valor menor do que M.

Estamos prontos para apresentar o resultado de Gale, Kuhn e Tucker [GKT51] que relaciona o
programa primal com o programa dual.

Teorema 1.4.1 (Teorema Forte da Dualidade [GKT51]). Seja (P) um programa linear e seja (D)
o seu programa dual. Temos que

e Se (P) tem uma solugao étima entao (D) tem uma solugao 6tima e os valores de tais solugoes
sao iguais.

e Se (P) é invidvel, entao (D) é invidvel ou ilimitado.
e Se (P) é ilimitado, entao (D) é invidvel.

Por vezes, queremos considerar programas lineares com uma quantidade exponencial de res-
tricdes em relacao ao tamanho da entrada original. Por exemplo, imagine que temos um grafo e
a partir dele geramos um programa linear com uma restricao para cada subconjunto dos vértices.
Nesse caso, gerar todo o programa linear consome tempo exponencial. Felizmente, um resultado de
Grotschel, Lovész e Schrijver [GLS88] nos mostra como contornar esse problema.

No que segue, quando escrevemos “polinomial” ou “exponencial” queremos dizer polinomial ou
exponencial, respectivamente, no tamanho da representacao da entrada original e nao no tamanho
do programa linear.

Dado um programa linear (P) e um vetor z € Q", o Problema da Separagao consiste
em determinar se z é vidvel para (P) (mas nao necessariamente étimo) e, caso x nao seja viavel,

190 uso dos termos “solucdo vidvel” e “solucdo 6tima” é fruto de discussdo. Por um lado, parece redundante chamar
uma solugao de vidvel, mas, por outro lado, podemos pensar que a solucao de um problema de otimizacao é uma
entidade que atinge o méximo (ou o minimo, dependendo do objetivo do problema) em vez de algo que apenas satisfaz
as restrigoes do problema (é vidvel). Assim, optamos por usar os termos solu¢do 6tima para indicar explicitamente a
otimalidade e solugao viavel para indicar viabilidade sem implicar em otimalidade.
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apresentar uma restricao violada por z. Grotschel et al. provaram que é possivel resolver o Problema
da Separagdo de (P) em tempo polinomial se e somente se é possivel resolver o problema de
encontrar uma solugao étima de (P) em tempo polinomial. Em particular, eles mostraram como
resolver um programa linear com um nimero exponencial de restrigoes em tempo polinomial,
utilizando o Método dos Elipsdides e um oraculo capaz de resolver o problema da separacdao em
tempo polinomial.

O resultado de Grotschel et al. permite também que lidemos com um programa linear que
tenha um numero exponencial de varidveis. Considere um programa primal (P) com um ndmero
exponencial de varidveis e um nimero polinomial de restri¢oes e seja (D) o seu dual. Note que (D)
tem um numero polinomial de varidveis e um numero exponencial de restricbes. Suponha que
tenhamos um ordculo polinomial para o problema da separacao de (D), entdo, pelo resultado de
Grotschel et al., podemos encontrar uma solucao étima (se existir) para (D) em tempo polinomial.
Sejam {Ri,..., Ry} as restrigoes devolvidas por tal ordculo (ao analisar um candidato & solugao
que, de fato, era invidvel) enquanto resolvemos (D). Note que k é limitado polinomialmente, ja
que encontramos uma solugao 6tima de (D) em tempo polinomial. Seja (D’) o programa linear
obtido a partir de (D) considerando apenas as restrigdes em {Rj,..., R;}. Note que o valor de
uma solugao 6tima de (D’) é igual ao valor de uma solu¢ao étima de (D). Agora, considere o
programa primal (P’) construido a partir de (P) considerando apenas as varidveis correspondentes
as restrigoes { Ry, ..., R} (as outras varidveis sao consideradas nulas). Note que, (D’) é o programa
dual de (P’), assim, usando o Teorema Forte da Dualidade e transitividade, temos que o valor de
uma solugao 6tima de (P’) é igual ao valor de uma solugao 6tima de (P). Basta entao notar que
podemos encontrar uma solugao 6tima de (P’) em tempo polinomial pois (P’) tem um nidmero
polinomial de restrigdes e de varidveis (ja que k é limitado polinomialmente). Em particular, a
solugao 6tima encontrada tem um numero polinomial de varidveis nao-nulas e o tamanho de sua
representacao é limitado polinomialmente pelo tamanho da entrada original.

Tal processo foi utilizado por Karmarkar e Karp [KK82] para encontrar uma solu¢ao aproximada
do programa linear das configuracoes viaveis para o Problema do Empacotamento. Recomendamos
o livro de Lau et al. [LRS11] que apresenta o resultado de Karmarkar e Karp de maneira bastante
didética, juntamente com o processo descrito acima (aplicado ao Problema do Empacotamento).

Indicamos o livro de Chvéatal [Chv83] para um aprofundamento no assunto de programagcao
linear pois apresenta uma introducao ao assunto juntamente com os resultados essenciais da area.

1.4.1 Programacgao Inteira Mista

Na Programacao Inteira Mista, além das restrigoes usando desigualdades, algumas (ou até
mesmo todas) as varidveis precisam assumir valores inteiros. Essa restricdo nos d4 um grande
poder computacional em troca de uma maior dificuldade em resolver tais programas, ji que a
programagao inteira mista é NP-dificil [GJ79].

Apesar de nao termos a garantia de resolver um Programa Inteiro Misto (MIP, Mixed Integer
Program) em tempo polinomial, na préatica MIPs sao usados para modelar uma grande quantidade
de problemas pois, para muitos casos, existem implementacoes eficientes do método Branch-and-
Bound (que normalmente é utilizado para a resolucao de MIPs) que obtém 6timos resultados
em situacoes reais. Quando formulamos um determinado problema de otimizacao utilizando um
programa inteiro misto, dizemos que tal programa é uma Formulagao MIP para tal problema.

Dado um MIP, podemos remover as restrigoes de integralidade para obter um programa linear.
Chamamos esse programa linear de Relaxagao Linear do MIP em questao. Tal conceito é muito
importante para a Programacao Inteira Mista e até mesmo para o projeto de algoritmos de apro-
ximagao ja que a relaxagao linear d4 um limitante superior para o valor de uma solugao étima do
MIP (no caso da maximizagao; para minimizacao trata-se de um limitante inferior).

Nemhauser e Wolsey [NW99] apresentam em grandes detalhes diversos aspectos da édrea de
programacao inteira mista, inclusive o método de Branch-and-Bound mencionado acima.
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1.5 Notacgoes e Definicoes

Nessa secao apresentamos algumas notagoes e definigoes que serdo tuteis ao longo do texto. As
notacoes especificas de cada problema sao apresentadas nos seus respectivos capitulos.

Para simplificar a notagao, para um inteiro k, denotamos por [k] o conjunto {1,..., k}. Durante
todo o texto consideramos um conjunto I de itens e um conjunto B de compradores. Exceto quando
dito o contrario, temos n itens e m compradores de forma que I = [n] e B = [m]. Sempre que
possivel denotamos um elemento de I por ¢ e um elemento de B por b. Por simplicidade, em vez
de escrever ¢ € I ou b € B, por vezes dizemos apenas “um item ¢’ ou “um comprador b”.

Além disso, buscamos manter uma notacao consistente, denotando o valor do item ¢ para o
comprador b por v; e denotando o prego do item ¢ por p;. Chamamos v de valoracao e p de
precificagao. Por vezes usamos o termo valoragdo para representar o valor de um item ¢ para um
comprador b, porém deixamos claro pelo contexto que nao nos referimos a v e sim a w;,, assim
como as vezes utilizamos os termos “valoragoes de um item” ou “valoracoes de um comprador”
para restringir o foco em um item ou comprador especifico.

Durante o texto consideramos grafos bipartidos formados por itens e compradores. Denotamos
por (U,V, E) um grafo bipartido onde as partes sao U e V e E C U x V denota o conjunto de
arestas desse grafo. Denotamos uma aresta ligando u € U a v € V por (u,v). Note que utilizamos
um par ordenado em vez do usual conjunto de tamanho 2 para representar as arestas desse grafo.
O objetivo dessa notagao é deixar claro que o primeiro elemento pertence a U e o segundo elemento
pertence a V. Quando desejavel, consideramos o grafo bipartido com pesos nas arestas (I, B, ),
onde o peso de uma aresta é dado por v, e (i,b) € E se e somente se vy, > 0, isto é, consideramos
apenas as arestas com valoracao positiva.

Outro elemento comum aos trés problemas sao as alocagoes. Uma alocacao, de forma geral, é
uma funcio de B em 2!, onde 2 representa o conjunto de todos os subconjuntos de I. Por vezes,
consideramos que uma alocagdo x é representada por uma matriz bindria x indexada por I x B,
de forma que z;;, = 1 se e somente se 7 estd alocado para b. Porém, no Capitulo 4 consideramos
que uma alocacao é um subconjunto das arestas do grafo bipartido descrito acima. Isso decorre
da relacao entre os problemas discutidos em tal capitulo com o Problema do Emparelhamento
Maéximo.

Em nossas figuras, utilizamos o grafo bipartido descrito acima (onde apenas arestas com va-
loragao positiva estao presentes) representando I por vértices de cor preta e B por vértices de cor
branca. Além disso, representamos um item k por i e um comprador k por by, para que nao haja
confusao entre itens e compradores. Usualmente utilizamos arestas azuis grossas para indicar uma
alocacao. A Figura 1.2 mostra um exemplo de tal convencao.
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Figura 1.2: Exemplo das convengdes utilizadas nas figuras. O item k é representado por iy e o comprador k
é representado por by. As arestas indicam apenas as valoragdes positivas (com o respectivo valor sobre a
aresta). As arestas em azul (grossas) indicam uma alocagdo de itens a compradores.

Um conceito muito importante para a Teoria de Grafos e que utilizamos durante o texto é o
conceito de emparelhamento.

Defini¢ao. Dado um grafo G = (V, E), um conjunto M C E é um emparelhamento se, para
todo v € V, existe no maximo uma aresta de M adjacente a v.

Além disso, durante o texto utilizamos uma generalizagdo do conceito de emparelhamento.
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Definigao. Dado um grafo G = (V, E) e um vetor de inteiros ndo-negativos p indexado por V, um
conjunto M C FE é um p-emparelhamento se, para todo v € V, existem no méximo p, arestas
de M adjacentes a v.

Em particular, como estamos interessados em grafos bipartidos (formados por itens e compra-
dores), através do Método Hingaro [Kuh55, Mun57] é possivel encontrar um emparelhamento de
peso maximo em um grafo bipartido em tempo polinomial. Além disso, através de algumas modi-
ficagoes em tal método, é possivel também encontrar um p-emparelhamento (para qualquer p) em
tempo polinomial [Sch03].

1.6 Resultados Obtidos e Organizacao do Texto

No Capitulo 2, apresentamos o Problema da Compra Méaxima, focando no caso de oferta limitada
e considerando as versoes com e sem escada de pregos (uma ordem pré-estabelecida nos pregos dos
itens). Para a versao sem escada de pregos, apresentamos uma e/(e—1)-aproximacao e para a versao
com escada de precos apresentamos uma familia de algoritmos parametrizada por um racional
positivo ¢ tal que, para um determinado &, o algoritmo é uma (2 + ¢)-aproximagao. Ambos os
resultados melhoram as razoes de aproximacgao conhecidas para esses problemas. Esse trabalho, em
conjunto com Cristina G. Fernandes, foi aceito para publicagdo no 11th Latin American Symposium
(LATIN 2014) [FS14a]. Nos préximos meses submeteremos a versao completa desse trabalho para
publicacao em uma revista da area.

No Capitulo 3, introduzimos o Problema da Precificacao Livre de Inveja, apresentamos novas
formulagoes MIP para esse problema e mostramos uma comparacao empirica dessas novas for-
mulagoes com a formulagao previamente conhecida na literatura. Pelos nossos resultados, as nossas
formulagoes representam um grande avancgo na busca de solugoes 6timas para esse problema. Para
realizar essa comparagoes, introduzimos trés modelos de geracao de instancias que sao baseados em
argumentos econdmicos na busca de gerar instancias realisticas e dificeis de serem resolvidas pelas
formulacoes. Os geradores foram implementados e disponibilizados como software livre'! para que
possam ser utilizados pela comunidade académica na geragao de instancias de leildes de demanda
unitaria. Consideramos também uma variante do Problema da Precificacao Livre de Inveja e mos-
tramos que a existéncia de um algoritmo com razao de aproximagao constante para essa variante
implicaria em um algoritmo com razao de aproximacao constante para o problema original. Esse ¢é
um trabalho em conjunto com Cristina G. Fernandes, Carlos E. Ferreira e Alvaro J. Franco e foi
aceito para publicacao no 3nd International Symposium on Combinatorial Optimization [FFFS14].

No Capitulo 4, consideramos o Leilao de Anincios de Segundo Preco com Lances Bindrios
e o Emparelhamento de Segundo Preco em mercados competitivos. Revemos alguns resultados
da literatura do ponto de vista de mercados competitivos, mostrando que a competitividade nao
melhora a razao de aproximacao do algoritmo previamente conhecido para o Emparelhamento
de Segundo Preco e que o Emparelhamento de Segundo Preco continua APX-dificil mesmo com
essa restricao. Em vista disto, apresentamos um novo algoritmo com razao de aproximacao me-
lhor do que a previamente conhecida para o Emparelhamento de Segundo Preco em mercados de
alta competitividade. Apresentamos também alguns estudos empiricos comparando variantes do
nosso algoritmo. Considerando o Leilao de Antincios de Segundo Pregco com Lances Bindrios, mos-
tramos como usar o nosso algoritmo para o Emparelhamento de Segundo Prego para obter uma
aproximacao para tal problema. Tal trabalho foi apresentado no 2nd International Symposium on
Combinatorial Optimization com o titulo Second-Price Ad Auctions with Binary Bids and Markets
with Good Competition [FS12] e, posteriormente, submetemos uma versao completa do artigo para
o periédico Theoretical Computer Science que foi aceita e deverd ser publicada em breve [FS14b].

Por fim, no Capitulo 5, apresentamos algumas conclusoes relacionadas aos problemas discutidos
nessa tese.

"Disponivel no site https://github.com /schouery/unit-demand-market-models.
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Capitulo 2

O Problema da Compra Maxima

Um problema econoémico interessante enfrentado por empresas que vendem produtos ou oferecem
servicos a consumidores é escolher o preco dos produtos ou servigos com o objetivo de maximizar
o lucro. Se os pregos forem altos, entao alguns consumidores nao irdo querer (ou nao poderao)
comprar os produtos, e se os precos forem baixos, entao a empresa poderd obter um lucro baixo.
Esse é um problema vastamente estudado, com modelos diferentes para situacoes diferentes e uma
grande diversidade de abordagens [OSW84, OSW87, Sen82, Smi86].

Uma forma de abordar tal problema é através de modelagens nao-paramétricas [RRG06] onde a
empresa coleta as preferéncias dos grupos de consumidores (por exemplo, usando um site) e otimiza
de acordo com algumas hipoteses sobre o comportamento dos consumidores.

Em tal cenério, temos n produtos ou servigos (que chamaremos de itens) e temos m consumido-
res (que chamaremos de compradores) no mercado. Em um primeiro momento, consideramos que
existe uma oferta ilimitada de cada item. A empresa (que chamaremos de leiloeiro) deseja atribuir
pregos p; para cada item ¢ com o objetivo de maximizar o seu lucro (a soma dos pregos dos itens
vendidos considerando multiplicidades). Para isso, o leiloeiro coleta informagoes sobre as valoragoes
dos compradores, isto é, o maior valor que um comprador b estd disposto a pagar pelo item i (que
denotamos por vg).

Os modelos descritos a seguir consideram que o mercado é de demanda unitaria, isto é, cada
comprador deseja comprar no maximo um item. Ademais, eles consideram que um comprador b
comprard um item apenas se ele ndo for muito caro (isto é, se p; < v;,). Chamamos tais itens de
viaveis para b. Se nao existe um item viavel para b entdo b ndo compra nenhum item.

Trés modelos foram introduzidos por Rusmevichientong et al. [RRG06]. No Problema
da Compra Minima (Min-Buying Problem), considera-se que cada comprador ird comprar
um dos itens mais baratos que sao viaveis. No Problema da Compra por Preferéncia
(Rank-Buying Problem), sabe-se também a ordem de preferéncia dos itens para cada comprador
e considera-se que um comprador ird comprar o item preferido dentro dos que sao viaveis. Fi-
nalmente, no Problema da Compra Maxima (Maz-Buying Problem), considera-se que cada
comprador ira comprar um dos itens mais caros entre os que sao viaveis.

Existem também algumas variantes dos problemas mencionados acima. Uma delas é considerar
que cada item tem um nimero maximo de cépias que podem ser vendidas, isto é, que temos Oferta
Limitada. Note que esta é uma generalizacao do problema original, pois podemos tomar o niimero
de copias de cada item como o niimero de compradores e isso corresponde a oferta ilimitada. Por
vezes, uma empresa sabe (ou deseja) uma ordenacao nos pregos dos seus produtos e pode impor
uma Escada de Pregos, isto é, considerar apenas precificacoes que satisfacam p; > pa > -+ - > py,.
A motivagao para tal restricdo é permitir que uma empresa com uma linha de produtos possa definir
uma ordem nos precos de seus produtos. Por exemplo, assim é possivel garantir que o produto de
maior qualidade tenha um preco maior, fazendo com que um produto “premium” seja mais caro
que um produto “bdsico”. Finalmente, podemos também considerar Orgcamentos Uniformes,
onde cada comprador b tem um valor V;, tal que, para cada item i, v; = {0, V3 }.

Rusmevichientong et al. [RRG06] mostraram que, se exigirmos uma escada de precos, entao é

17
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possivel resolver o Problema da Compra Minima com Orgamentos Uniformes em tempo polino-
mial. Posteriormente, Aggarwal et al. [AFMZ04] provaram vérios resultados para esses modelos
considerando orcamentos nao-uniformes. Eles apresentaram um Esquema de Aproximacao Poli-
nomial para o Problema da Compra Maxima com Escada de Pregos e mostraram como reduzir
o Problema da Compra por Preferéncia com Escada de Pregos ao Problema da Compra Méaxima
com Escada de Pregos quando a oferta é ilimitada. Eles também apresentaram uma 4-aproximagcao
para o Problema da Compra Maxima com Oferta Limitada e Escada de Pregos. Para o caso onde
nao exigimos uma escada de precos, Aggarwal et al. apresentaram uma e/(e — 1)-aproximagao para
o Problema da Compra Maxima juntamente com um limitante inferior de 16/15, que pode ser
melhorado para 8/7 utilizando um limitante inferior apresentado por Guruswami e Khot [GKO05]
para um caso particular do Problema da 3-Satisfatibilidade Méxima (note que e/(e — 1) ~ 1,58
e 8/7 ~ 1,14), uma log(|B|)-aproximagao que pode ser usada para os trés modelos e, para uma
constante €, um limitante inferior de 14 ¢ para o Problema da Compra Minima, ou seja, nao existe
PTAS para o Problema da Compra Minima a nao ser que P = NP.

Briest e Krysta [BK07] mostraram que existem constantes positivas €, £ e € para as quais o
Problema da Compra Minima (com ou sem escada de pregos) nao ¢ aproximavel por O(log® |B|)
a nao ser que NP C DTIME(nOUoglogn)) e nao é aproximével por O(|I|€') e por O(¢"), onde ¢
é um limitante superior no numero de valoracbes nao nulas de cada comprador, a nao ser
que NP C DTIME(2O(”6)) para todo ¢ > 0. Eles mostraram também que o Problema da Com-
pra Méaxima com Escada de Precos é fortemente NP-dificil e apresentaram uma 2-aproximacao
para o Problema da Compra Maxima com Oferta Limitada (sem escada de pregos).

Para o Problema da Compra Minima com Orgamentos Uniformes, Briest [Bri08] mostrou que o
problema nao é aproximavel por O(log® |B|) para algum ¢ > 0 se considerarmos algumas hipéteses
de dificuldade em relacao a refutar instancias aleatérias do Problema da 3-Satisfatibilidade ou em
aproximar o problema do conjunto independente balanceado em grafo bipartidos com grau cons-
tante. Posteriormente, Chalermsook et al. [CCKK12] apresentaram limitantes inferiores de Q(£/2)
(a ndo ser que P = NP) e Q(log'~*(|I| + |B|)) para qualquer constante positiva ¢ (a nao ser
que NP C DTIME(nO(log6 ™), onde § é uma constante que depende de ¢). Por fim, Chalermsook et
al. [CLN13] apresentaram um limitante inferior de Q(min(¢'~%,|I|'/2=¢)) para qualquer constante
positiva € (usando a Hipdtese do Tempo Exponencial).

Enquanto trabalhamos nesse problema, focamos no caso de oferta limitada, que é uma genera-
lizagao do problema béasico. Projetamos dois novos algoritmos de aproximacao para o Problema da
Compra Maxima com Oferta Limitada, um para o caso geral e outro para o caso com o requisito de
escada de precos. Ambos os algoritmos melhoram as razoes de aproximacao conhecidas para esses
problemas.

Para o Problema da Compra Méxima com Oferta Limitada (sem escada de precos), apresen-
tamos uma e/(e — 1)-aproximagao (lembre-se que e¢/(e — 1) < 1.582), melhorando o limitante
superior de Briest e Krysta [BK07] (uma 2-aproximagao). Além disso, esse algoritmo tem a mesma
razdo de aproximacao que o algoritmo para o Problema da Compra Méxima (com Oferta Ilimi-
tada) apresentado por Aggarwal et al. [AFMZ04] embora os dois algoritmos sejam bem diferen-
tes. O algoritmo utiliza a relaxagao linear de uma formulacao por programacgao inteira com um
numero exponencial de varidveis, para fazer um arredondamento probabilistico, e também explora
uma estrutura do problema que pode ser util no desenvolvimento de algoritmos de aproximacao
para outros dos problemas previamente descritos. Mostramos também como obter um algoritmo
deterministico através da desaleatorizacao do nosso algoritmo usando o Método das Esperancas
Condicionais [ES73, Spe87].

Para o Problema da Compra Méxima com Oferta Limitada e Escada de Pregos, apresentamos
uma familia de algoritmos parametrizada por um racional positivo ¢ tal que o algoritmo é polinomial
para e constante e fornece uma razao de aproximacao de 2 + €.
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2.1 Modelo e Notacao

Denotamos por I = [n] o conjunto de itens e por B = [m] o conjunto de compradores.

Defini¢ao. Uma valoragao é uma matriz inteira nao-negativa v indexada por I x B.
O nimero v;; representa o valor do item ¢ para o comprador b.

Definigao. Uma precificagcao é um vetor racional nao-negativo indexado por I.

Definicao. Uma alocagao é um vetor x indexado por B onde xj é o conjunto de itens alocados
para o comprador b.

Como iremos nos restringir a demanda unitdria, temos que |xp| < 1 para todo comprador b.
Porém, na Secao 2.5 iremos apresentar uma variante do Problema da Compra Méaxima com Oferta
Limitada e Escada de Pregos que permite que os compradores recebam mais de um item. Mesmo
considerando a demanda unitaria, note que uma alocacdo nao é necessariamente um emparelha-
mento entre itens e compradores, pois o mesmo item pode ser alocado a mais de um comprador
(cada um recebe uma cépia do item).

Definigao. Dado uma valoragdo v e uma precificagdo p, um item ¢ é viavel para o comprador b
S€ Vip = Pi-

Isto é, estamos considerando um leilao individualmente racional. Se o preco do item alocado a
um comprador for maior do que a valoracao de tal item para o comprador, ele ndo comprard tal
item.

Problema da Compra Maxima Limitada': dados uma valoracio v e um vetor C
indexado por I, desejamos encontrar uma precificagao p e uma alocagao x que maximiza
o lucro do leiloeiro de forma que cada item i é alocado a no maximo C; compradores e
cada comprador ou nao recebe nenhum item ou recebe um item viavel.

Assumiremos, sem perda de generalidade, que C; < |B| para todo item i, j& que um item nao
pode ser vendido para mais do que |B| compradores. Se C; = |B| para todo item i, o problema
torna-se equivalente ao Problema da Compra Méxima (com oferta ilimitada).

Observe que, apesar do nome do problema, podemos pensar que numa solugao vidvel, um item
alocado a um comprador deve ser vidvel para esse comprador, mas nao necessariamente de preco
maximo. No caso de oferta ilimitada, por causa da funcao objetivo, uma solucao 6tima sempre
alocara itens vidveis de preco maximo. Ja no caso de oferta limitada, numa solucao 6tima os itens
viaveis de preco maximo de um comprador podem estar com todas as suas copias alocadas a
outros compradores. Assim, tal comprador pode receber um item vidvel nao necessariamente de
preco maximo ou até mesmo nao receber nenhum item. A Figura 2.1 apresenta uma instancia do
problema, juntamente com duas solugoes.

A seguir formalizamos a variante do problema onde exigimos uma escada de precos.

Problema da Compra Maxima Limitada EP: variante do Problema da Com-
pra Maxima Limitada em que os precos estao restritos a serem nao-crescentes, isto €,
p1 >+ > pp,onde n = |I|.

Note que, dada uma precificacao p, é facil encontrar uma alocagao x que maximize o lucro sobre
todas as alocagoes onde cada comprador ou nao recebe nenhum item ou recebe um item viavel. De
fato, basta considerar o grafo bipartido G = (I, B, E') onde existe uma aresta (i,b) € F se e somente
se p; < vy, (isto é, i é vidvel para b) e o peso de uma aresta (i,b) € E é p;. Note que x corresponde
a um p-emparelhamento de peso méximo em G, onde p(i) = C; para todo item i e p(b) = 1 para
todo comprador b e que o lucro obtido por x e p é, precisamente, o peso de tal p-emparelhamento.
Assim, como é possivel encontrar um p-emparelhamento de peso méaximo em tempo polinomial no
tamanho de v [Mun57], é possivel encontrar uma tal alocagdo x em tempo polinomial no tamanho
de v.

LA partir desse momento, nos referimos ao Problema da Compra Maxima com Oferta Limitada como, simples-
mente, Problema da Compra Méxima Limitada.



20 O PROBLEMA DA COMPRA MAXIMA 2.2

Cl =1 il .—2—0 bl il .—2—O bl
2 . / 2 5/
Cy =2 i» @—6——0) by i» @C—6——0) by
b) )
5\ 5\
C3=2 i3 .—4—@ b3 i3 .—4—0 b3
4 4
4\ 4\
O by O b

Figura 2.1: Dois exemplos de alocacao e precificacao para o Problema da Compra Mdzima. Ambas as figuras
representam a mesma instancia, onde hd uma copia do item 1 e duas cdpias dos itens 2 e 3. O valor abaizo
do vértice representando o item € o prego escolhido (o0s dois exemplos tém a mesma precificacio). Em (a),
o lucro obtido pela alocagao dada pelas arestas azuis (grossas) é 16 e em (b) o lucro é 18.

2.2 Um Limitante Inferior para o Problema da Compra Maxima

Nessa se¢ao apresentamos um resultado de Aggarwal et al. [AFMZ04] que apresenta um limitante
inferior para o Problema da Compra Maxima com Orcamentos Uniformes. Comegamos apresen-
tando formalmente o problema que consideramos nessa segao.

Problema da Compra Maxima com Orcamentos Uniformes: caso particular do
Problema da Compra Maxima Limitada onde C; = |B| para cada item 7 (isto é, a oferta
é ilimitada) e para cada comprador b, existe um valor V}, tal que vy € {0, V3 } para todo
item 1.

Antes de apresentar o resultado para o Problema da Compra Méxima com Orgamentos Uni-
formes, introduziremos o Problema da Satisfatibilidade Méxima. No que segue, denotamos por V
a operacao “ou”, por A a operagao “e” e por — a operagao de negagao. Comecamos apresentando
a estrutura das férmulas booleanas que consideramos.

Definigao. Um literal ¢ é uma férmula booleana de uma tnica variavel X tal que ou £ = X
ou £ = —X. Dizemos que £ é positivo se £ = X e dizemos que £ é negativo se £ = =X

Defini¢ao. Uma cldusula C é uma férmula booleana tal que C' = (£1 V¥l V-V {;) onde ¢; é um
literal para todo 1 <17 < k.

Definicao. Uma clausula C' é positiva se C' é composta apenas de literais positivos e C é negativa
se C' é composta apenas de literais negativos. Se C' nao é nem positiva, nem negativa, dizemos que C
é mista.

Definigao. Uma férmula booleana ¢ estd na forma normal conjuntivasep = C1 ACo A --- AN Cly
onde C; é uma clausula para todo 1 <i < n.

Estamos prontos para enunciar o Problema da Satisfatibilidade Maxima.

Problema da Satisfatibilidade Maxima (denotado por Max SAT): dada uma
férmula ¢ na forma normal conjuntiva, desejamos encontrar uma atribuicao para as
varidveis de ¢ que maximize o numero de cldusulas satisfeitas.

Estamos interessados em alguns casos particulares do Max SAT. Denotamos por Max 3SAT
o caso particular do Max SAT onde as instancias sdo compostas apenas por cldusulas com no
méximo 3 literais e por Max E3SAT, o caso particular do Max 3SAT onde as instancias séo
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compostas apenas por cldusulas com exatamente 3 literais. Ademais, denotamos por Max NM-3SAT
o caso particular do Max 3SAT onde nenhuma clausula é mista e denotamos por Max NM-E3SAT
o caso particular do Max E3SAT onde nenhuma cldusula é mista.

A prova do limitante inferior para o Problema da Compra Maxima com Orgamentos Uniformes
apresentada por Aggarwal et al. [AFMZ04] utiliza o Teorema de Hastad (apresentado abaixo) para
concluir que nao existe um algoritmo para o Max NM-3SAT com razao de aproximacao menor do
que 16/15 a nado ser que P = NP. Utilizando esse resultado, Aggarwal et al. concluem que nao
existe um algoritmo para o Problema da Compra Maxima com Org¢amentos Uniformes com razao
de aproximacao menor do que 16/15 a nao ser que P = NP.

Teorema 2.2.1 (Hastad [HasO1]). Nao existe um algoritmo para o Max 3SAT com razao de
aproximacao menor do que 8/7 a nao ser que P = NP.

Porém, Guruswami e Khot [GKO05] provaram (posteriormente) o seguinte resultado para o
Max NM-E3SAT, que pode ser usado para melhorar o limitante inferior para o Problema da Compra
Méxima com Orcamentos Uniformes apresentado por Aggarwal et al. [AFMZ04] utilizando a mesma
prova.

Teorema 2.2.2 (Guruswami e Khot [GKO05]). N&o existe um algoritmo para o Max NM-E3SAT
com razao de aproximacao menor do que 8/7 a nao ser que P = NP.

A seguir apresentamos o resultado de Aggarwal et al. levemente modificado para utilizar o
resultado de Guruswami e Khot.

Teorema 2.2.3. Nao existe um algoritmo para o Problema da Compra Maxima com Orcamentos
Uniformes com razao de aproximagao menor do que 8/7 a nao ser que P = NP.

Demonstragdo. Seja € > 0. Vamos mostrar como, a partir de uma (8/7 — ¢)-aproximagao
para o Problema da Compra Mixima com Orgamentos Uniformes, podemos obter uma
(8/7 — ¢/7)-aproximacao para o Max NM-E3SAT.

Seja ¢ uma instancia do Max NM-E3SAT e seja n o nimero de clausulas de ¢. Vamos construir
uma instancia v(¢) do Problema da Compra Maxima com Orgamentos Uniformes a partir de ¢. O
conjunto de itens de v(¢) é formado pelo conjunto de varidveis de ¢ e o conjunto de compradores
de v(¢) é construido da seguinte forma. Para cada cldusula C' positiva de ¢ temos um comprador ¢
tal que, para todo item ¢, v;c = n se ¢ € um dos literais de C e v;. = 0 caso contrario. Para cada
clausula C negativa de ¢ temos n compradores c1,...,c, tais que, para todo 1 < j < n e para
todo item i, v;e, = 1 se =i é um dos literais de C' e v;; = 0, caso contrario. Note que v(¢) pode
ser construida em tempo polinomial no tamanho da representagao de ¢.

Como v é composta apenas pelos valores 0, 1 e n, sem perda de generalidade, supomos que
uma precificagdo p para v(¢) é tal que p; € {1,n} para todo item i. Assim, podemos definir uma
bijecdo f entre as precificacoes para v(¢) e as atribui¢oes para as varidveis de ¢ de forma que, para
uma precificagao p, f(p) é uma atribuicado onde cada varidvel i tem valor “verdadeiro” se p; =n e
valor “falso” se p; = 1.

Seja p uma precificacao e seja x uma alocagdo que aloca um dos itens mais caros entre os que
sdo viaveis para cada comprador. Note que, para uma cldusula C positiva, se existe um item 4
com prego p; = n tal que i é um literal de C, entdo C é satisfeita por f(p) e obtemos lucro n do
comprador c¢ e, se nao existe tal item, entao obtemos lucro 1 do comprador c. Para uma clausula
C negativa, se existe um item ¢ com prego p; = 1 tal que —¢ é um literal de C, entao C' é satisfeita
por f(p) e obtemos lucro n (no total) dos compradores ci, ..., ¢, e, se nao existe tal item, entao
obtemos lucro 0 de tais compradores.

Para uma precificagao p, denotamos por k(p) o nimero de cldusulas de ¢ satisfeitas por f(p)
e denotamos por r(p) o nimero de cldusulas positivas de ¢ nao satisfeitas por f(p). Temos que o
lucro obtido a partir de p e z é k(p)n + r(p).

Seja p* a precificagio de uma solucdo O6tima para v(¢) e suponha que existe
uma (8/7 — e)-aproximagao para o Problema da Compra Méxima com Orgamentos Uniformes para
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algum ¢ > 0. Seja p a precificacdo encontrada por tal algoritmo. Como (8/7 —¢)~! = 7/(8 — 7e),
temos que k(p)n + r(p) > g7 (k(p*)n + r(p*)) > g2—-k(p*)n. Além disso, podemos supor, sem
perda de generalidade, que r(p) < k(p), pois, caso contrario, a precificacdo p onde p; =n
para todo item ¢ satisfaz tal propriedade e obtém lucro maior ou igual ao lucro de p.
De fato, seja 7 o nuimero de cldusulas positivas de ¢, se r(p) > k(p), temos que
kE(p)n+r(p) =7 > r(p)n > (k(p) + 1)n > k(p)n + r(p), de onde concluimos que p obtém um lu-

cro maior ou igual ao lucro de p. Temos que

7 r(p) 7 k(p)
k(p) > k(p*) — —= > k(p*) — —=
(p) 2 g k(07) = = = = g kP") = =
e portanto
7 n
k(p) > k(p").
(n) = (8—75) <n+1> (")
Para provar o resultado desejado, consideraremos que n > sgga_ Note que esse limitante inferior

depende apenas da qualidade do algoritmo de aproximacao para o Problema da Compra Maxima
com Orcamentos Uniformes e nao de algum parametro da entrada. Ademais, podemos resolver as

86575 clausulas de forma exata. Segue que

7 n 7 8—T¢e 7 1
k(p) > k(p*) > Ge = k* = E*.
(p)_(8—7€) (n+1) (p)_<8—7€> <8g§6+1> 8- 7-%

Portanto, se existe uma (8/7 — ¢)-aproximagao para o Problema da Compra Méxima com
Orcamentos Uniformes para algum e > 0, entdo existe uma (8/7 — £/7)-aproximagao para o
Max NM-E3SAT o que, pelo Teorema 2.2.2 de Guruswami e Khot, implicaria que P = NP, de
onde o resultado segue. O

instancias com no maximo

2.3 Um Algoritmo para Oferta Limitada

A seguir, apresentamos um novo algoritmo de aproximacao para o Problema da Compra Méxima
Limitada cuja razao de aproximacao é melhor do que a razao de aproximacao do algoritmo apre-
sentado por Briest e Krysta [BK07]. Essa aproximacao também pode ser usada para o Problema
da Compra Méxima (com oferta ilimitada) e tem a mesma razao de aproximacao do algoritmo
apresentado por Aggarwal et al. [AFMZ04] para tal problema.

Primeiramente considere uma solugao (x,p) do Problema da Compra Maxima Limitada, um
item 4 e o conjunto S # () de compradores que, de acordo com x, compraram o item 7. Note que, por-
que ¢ é vidvel para todo comprador em S, temos que p; < min{v; : b € S}. Se p; < min{v : b € S},
entdo (z,p) nao pode ser uma solucdo Gtima porque é possivel aumentar o preco de i e obter
uma solucao estritamente melhor. Concluimos que podemos assumir, sem perda de generalidade,
que p; = min{vy : b € S} para todo item i que foi comprado pelo conjunto S de compradores?.
A Figura 2.2 mostra uma solucdo que nao satisfaz tal propriedade para ilustrar como podemos
facilmente aumentar o preco de um item e obter uma solugao melhor.

Vamos apresentar uma formulacdo por Programacado Inteira para o Problema da Compra
Maxima Limitada que é fortemente baseada na observacao acima e nas préximas definicoes. A
partir dessa formulagao, projetaremos um algoritmo de aproximacao que usa arredondamento pro-
babilistico.

Defini¢ao. Para um item i, seja S(i) = {(4,S5) : S C B, |S| < C;}. Chamamos (7,S5) € S(i) de
uma estrela de i e denotamos por S o conjunto de todas as estrelas, isto é, S = | J;c; S(4).

Note que, para S C B e um item 7, SU {i} induz uma estrela no grafo bipartido completo onde
as partes da biparticao sao I e B.

2Considerando que, para um item i e S = (, temos que min{v;; : b € S} = oo.
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Figura 2.2: Uma solug¢do para o Problema da Compra Mdzima com preco baizo. A aloca¢do € indicada
pelas arestas em azul (grossas) e os pregos estao abaizo dos vértices que representam os itens. Note que,
para a alocagdo representada acima, podemos aumentar o preco do item i1 para 4, que € o valor da menor
aresta (i1,b) em que i1 estd alocado a b.

Definicao. Seja (7, S) uma estrela do item i. Denotamos min{vy : b € S} por F; g), isto é, o prego
do item ¢ quando vendido para o conjunto S de compradores.

Note que uma solucdo vidvel do Problema da Compra Méxima Limitada pode ser vista como
uma colecao de estrelas, uma para cada item, onde cada comprador estd em no maximo uma estrela
e se a estrela do item i é (4,.5), entao o preco de tal item é P s)-

A seguir apresentamos a nossa formulacao, chamada (SF) (de star formulation), na qual temos
um vetor bindrio x de varidveis com |S| posicdes. Para todo (i, 5) € S, x(; 5y € 1 se e somente se o
conjunto de compradores que recebe o item ¢ é precisamente S. O objetivo é determinar x que

(SF)  maximize Z IS Pi,5)%(1,9)

(3,9)eS
sujeito a Z TGs) = 1, Viel
(i,5)€S(4)
Z zus) < 1, Vb e B
(i,5)€S : beS

ris € 10,1}, v(i,S) € S.

A formulagao (SF) pode ser vista como uma reducao (exponencial) do nosso problema ao Pro-
blema do Empacotamento de Conjuntos [GJ79]. Uma ideia similar foi usada por Hochbaum [Hoc82]
para obter uma O(logn)-aproximagao para o Problema da Localizagao de Facilidades Métrico Sem
Capacidades através de uma redugao para o Problema da Cobertura de Conjuntos [GJ79], onde n
é o numero de clientes. No nosso caso, utilizamos a estrutura dos pesos dos conjuntos para obter
uma aproximacao de fator constante para o Problema da Compra Maxima Limitada.

Essa formulacdo pode ter Q(|I|2/5]) varidveis. Mas, felizmente, é possivel resolver a relaxacio
linear em tempo polinomial no tamanho (da representagao) de v.

Lema 2.3.1. A relaxacao linear da formulacao (SF) pode ser resolvida em tempo polinomial no
tamanho de v. Ademais, o tamanho da representacao da solucdo étima encontrada e o ntimero de
variaveis nao-nulas de tal solugao sao limitados polinomialmente no tamanho de v.

Demonstragdo. Primeiramente, note que o dual da relaxagao linear de (SF) pode ser descrito da
seguinte forma: temos um vetor racional o com |I| posigoes e um vetor racional ndo-negativo 3
com |B| posigoes e o objetivo é determinar « e 8 que

minimize Z a; + Z Be

iel beB
sujeito a  «; + Z,Bb > PuslSl, V(i,S) e S
besS
oy Q, Viel

S
By > 0, Vb € B.
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Iremos provar que é possivel resolver o problema da separacao para esse programa linear dual
em tempo polinomial. A partir disso, e usando o resultado de Grotschel et al. [GLS88], concluiremos
que é possivel resolver esse programa dual em tempo polinomial no tamanho de v. Utilizando o
processo descrito na Se¢ao 1.4, concluiremos que existe um algoritmo polinomial no tamanho de v
para encontrar uma solugao 6tima da relaxagao linear de (SF) com a propriedade de que o nimero
de varidveis nao-nulas e o tamanho da representacao de tal solugao sao limitados polinomialmente
no tamanho de v.

Considere que temos vetores a e 8 que sao candidatos a solucdo do dual acima. Queremos, em
tempo polinomial no tamanho de v, decidir se « e § formam de fato uma solucao viavel e, caso «
e § nao formem uma solugao vidvel, queremos apresentar uma restricao violada do dual.

Primeiramente, assumiremos que [, > 0 para cada comprador b, pois se o comprador b for tal
que By < 0, entao « e B claramente nao formam uma solucao vidvel e podemos devolver a restrigao
By > 0 para provar.

Para i € I, b € Be ke{l,...,C;}, denote por S(i,b, k) o conjunto de estrelas (i,S) tais
que Py gy =uvyp, be S e |S|=Fk Se S(i,b,k) # 0, entdo existe uma estrela (i,5) € S(i,b, k)
que minimiza Y, ¢ f. Além disso, note que existe uma estrela (i,S5) € S(i,b,k) tal
que a; 4+ o By < Pigny|S’| se e somente se o + >y By < P )[S] jd que P g) = P 51y = vip
e|S| =15 =k.

Afirmamos que tal (i,S5) € S(i,b,k) que minimiza ), ¢ B pode ser encontrado (se exis-
tir) em tempo polinomial no tamanho de v. Temos apenas que considerar os primeiros k — 1
compradores & # b em ordem nao-decrescente de [y tais que v > vy (é claro que se exis-
tem menos do que k — 1 tais compradores, entao S(i,b, k) é vazio). Além disso, podemos decidir
se a; + Y peg Bo > Pi,g)|S| em tempo polinomial no tamanho de v.

Para concluir nossa prova, note que

S= |J 8,bk).
iel,beB
ke(C)

Isto é, podemos iterar sobre todo i € I, b € B, e k € [C;] e decidir se existe uma estrela em S(i, b, k)
que viola uma restricao, de onde segue o resultado. O

Seja (i,5) uma estrela e considere um comprador b. Se b € S, abusamos da notacao e dize-
mos que b pertence a (i,5) (analogamente, dizemos que (7,.S) contém b) e denotamos esse fato
por b € (i,.5).

A seguir mostramos como utilizamos a formulagao por programagcao inteira para desenvolver um
algoritmo de aproximagao para o Problema da Compra Méaxima Limitada usando arredondamento
probabilistico.

STARROUNDING (!, B, v, C)

1 Seja x uma solucdo 6tima da relaxacao linear de (SF) para (I, B,v,C)
2 para cada item i em |
3 Escolha uma estrela S; € §(i) com probabilidade P(S; = (4, 5)) = x(; s)
Defina o prego de i como Psg,
para cada comprador b em B
se b pertence a alguma das estrelas {S1,...,9}
Seja ¢ um item tal que b € S; com Pg, maximo
Venda o item ¢ para o comprador b
senao
10 O comprador b nao recebe nenhum item

© 00 N O O

A Figura 2.3 apresenta a execuc¢ao do nosso algoritmo para uma instancia do problema.

Lema 2.3.2. STARROUNDING pode ser implementado de forma a executar em tempo polinomial
no tamanho de v.
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Figura 2.3: A ezxecucao do algoritmo STARROUNDING em uma instancia do Problema da Compra Mdzima
Limitada. (a) Uma instancia do problema, (b) um possivel conjunto de estrelas sorteadas para cada item
(indicando pelas arestas grossas azuis) e a precifica¢ao encontrada, (¢) a solug¢do final encontrada apds
atribuirmos a cada comprador um dos itens de maior preco dentre aqueles que continham o comprador em
sua estrela.

Demonstragao. Em primeiro lugar, na linha 1, pelo Lema 2.3.1, podemos encontrar x em tempo
polinomial no tamanho de v tal que o nimero de varidveis nao-nulas de x e o tamanho de sua
representagao sao limitados polinomialmente no tamanho de v. Ademais, considerando o processo
utilizado para encontrar x descrito na Secao 1.4, podemos considerar que x é dado apenas por suas
entradas nao-nulas.

Assim, a linha 3 pode ser implementada para executar em tempo polinomial no tamanho de v e
portanto o lago da linha 2 pode ser implementado para executar em tempo polinomial no tamanho
de v. E facil ver que o lago da linha 5 também pode ser implementado para para executar em tempo
polinomial. O

Definicao. Para uma estrela 7' € S(i), denotamos o item da estrela T por ¢(T'), isto é, ¢(T") = 1.

Teorema 2.3.3. STARROUNDING é uma %5
pra Maxima Limitada.

-aproximacao aleatorizada para o Problema da Com-

Demonstragdo. Primeiramente, note que a funcao objetivo da formulacao (SF) pode ser reescrita
como ) ,cp Z(Ls)es:bes P s)2(,5) € que o valor da sua relaxacao ¢ uma delimitacao superior
para o valor de uma solugao étima do problema. Iremos provar que o valor esperado pago pelo
comprador b é pelo menos % Z(i7 S)eshes P syx(i,5), de onde o resultado seguird.

Considere um comprador b e uma ordenagao nao-crescente (em P; g)) das estrelas (i,S) que
contém b e seja k o nimero de tais estrelas. Se k = 0, entao o resultado é trivialmente vélido. De
agora em diante, assumiremos que k > 0.

Denotaremos a f¢-ésima estrela nessa ordenacao simplesmente por ¢, seu preco por P e sua
varidvel primal por zy. Além disso, definimos y; = > {xp : £/ < L e c(l') = ¢(¢)}. Finalmente,
denotamos por Eg 0 evento no qual a estrela ¢ foi escolhida por STARROUNDING

Seja f(z) = . Para algum 1 < ¢ < k, denotamos f (Z ", ;) simplesmente por f;. Note
que, usando o fato que 1 — z < e %, concluimos que f; < 1 para todo 1 </ < k.

Seja L(b) o lucro que obtivemos a partir do comprador b. Note que, para 1</ <k,
E[L(b)|E1, ..., Ei1,E] = P, pois o algoritmo STARROUNDING aloca ¢(£) (ou outro item com
0 mesmo prego) para o comprador b ja que ¢(¢) é um dos itens mais caros que tém b na estrela
sorteada. Além disso, note que P(E/|E1, Ea,...,Ep 1) = lfg , pela maneira como o algoritmo
STARROUNDING escolhe as estrelas.

No que segue, usando as observagoes acima, provaremos, por inducao em k — /£, que
E[L(b)|E1,Es,...,Ev_1] > fo Zi-c:g Pyx; para todo 1 < ¢ < k. A partir disso, concluiremos que
E[L(D)] > f1 S2F_, Piz; e o resultado seguird, j& que f > ¢=1 (pois f é decrescente).
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Se ¢ = k, entdao E[L(b)|E1,...,E¢_1] = Pexi/(1 — yi) > Pexp > fuPexy. Para £ < k, assuma
que o resultado ¢é valido para ¢ 4+ 1. Temos que

E[L()|E,. .., Ee1] = E[L(b)|Ex, ..., B 1 Bl 7

‘HE[ (D)|Ey,...,Ee 1, Ey (1_ g )

1=y
Ly Ly Enl nl
=P 1-— E[L(b)|Eq, ..., Ey.
e 1W) L®)[Er..... B

Usando a hipétese de indugao, temos que

Ty Ty — — Ty
P, 1— E[L(b)|Ey, ..., E) > P,
zl_y£+< 1_y£) LO)[E,.... B > el_yZ—I-(

)ff+1z Px;

i=0+1

k k
X
=1 _gyz (Pz — feg1 Z Pﬂ&) + fog1 Z Pix;.

1={+1 i=0+1

1

Ty € que

Agora, note que, porque Zf:@rl z; < 1, P, > P; para todo ¢ > ¢ e fpy1
k k k
que Pp>Ppy i wi >3 0 Piwi > fer1d gy Piwi. Usando o fato que 1f§42
1—2z2<e*

< 1, temos
=

~7%t e portanto

k k
(a3 ) Y Rz e (R g3 ) Y

i=0+1 i=0+1 1=0+1 i=0+1

k
=F (1 — e_”) + e_”ng Z Px;

i=0+1
k
=P (1—e ™) +e ™ fry  Piwi—e ™ for1 Py
it
=Py(1—e™™ —e ™ apfon) + "fe+1ZP$z

Antes de prosseguirmos, temos que mostrar que 1 — e~ — e " xyfyi 1 > 0. Para 0 < t < 1, seja
h(z) =1— e * — e ?zt. Note que h(0) =0 e que h/(z) = e % + e %zt — e %t > e *zt, isto é, h(z) é
nao-decrescente para z nao-negativo, de onde concluimos que h(z) > 0 para todo z nao-negativo.

k
. . > iy Pii
Combinando isso com o fato que Py > 721::/ T temos que

i=¢ Ti

K
Py(1—e ™ —e " apfon) + e friay P

Zf—zpixi —x -z —z :
> = (1 —e M —e éngg_H) +e Zf£+1z Pix;
> it Ti i=0
Px;
:(l—e_“—e Ml‘ffé-i-l"‘e ng 121,1) Zz /l i
=0 ZZ ¢Ti

k k
_ : , Px;
1—e Ty <1+f€+1$£_fﬁ+1zxi>> %
i=t D imp Ti

Z Pacz
=(l-e 1= frta v || Y=
(o (o)) 5
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k _ ,
Agora, lembre-se que fyy1 Zf:z Ti=1l—e" izt *i_ de onde concluimos que

Pix; —x -S> z; f:Pzz
(1_6 e <1_f£+1z xz))%i; (1—6 f(l—l—l—e Yo Z))%:f;;

i=0+1

k
= (1 —e” T f’%) M
Zi:z Ty

k
= fo Z Pix;.
=t

Isto é, temos que E[L(b)|E1, Es,...,Eo_1] > fo Zf:e P;x;, concluindo a prova por inducao. A
partir disso e do fato que é o minimo de f(z) = 1_;71 é atingido em z = 1 e f(1) = %, temos

que f(x) > % para todo 0 < x < 1, concluimos que
]_ — e Zz 1Ti

k
ELB)] > — " N Pai = 1S Py > &
102 55 = YR

e o resultado segue. O

Além disso, é facil provar que a andlise é justa, como mostramos no préximo lema.

Lema 2.3.4. Para cada € > 0, existe uma instancia onde o valor de uma solucao étima é 1 e o
valor esperado da solu¢ao encontrada por STARROUNDING é menor do que (e — 1)/e + €.

Demonstragao. Considere essa simples instancia: temos n itens e apenas um comprador b tal
que v; = 1 para todo 7 € I. E fcil ver que uma solugao étima para essa instancia tem valor 1.
Também é claro que uma solugdo 6tima para a relaxacao linear tem valor 1. Uma dessas solugoes
6timas é z tal que x(; 5)) = 1/n e (;9) = 1 — 1/n para todo item i € I. Note que o comprador b
paga 1 se qualquer estrela (i, {b}) é escolhida e paga 0 (porque que nao recebe item) caso contrario.
Portanto temos que

1 nn_>ool_l e—1
e e

Euwn:1_<1_

n

e o resultado segue. O

2.4 Desaleatorizacao do STARROUNDING

Nessa segdo mostramos como obter uma e/(e — 1)-aproximagao deterministica para o Problema da
Compra Maxima Limitada desaleatorizando o algoritmo STARROUNDING apresentado na Sec¢ao 2.3.

Nosso algoritmo usa esperancas condicionais [ES73, Spe87] para decidir se deve manter uma
estrela especifica na solucao. Para isso, precisamos decidir qual o lucro esperado da solucdo en-
contrada por STARROUNDING sabendo que determinadas estrelas foram escolhidas. Primeiramente
apresentamos os algoritmos utilizados e posteriormente provamos os resultados relevantes para
esses algoritmos.

Comegamos apresentando o algoritmo DETERMINISTICSTARROUNDING que é uma versao de-
saleatorizada do algoritmo STARROUNDING. Para isso, consideramos o algoritmo ESPERANGA
(apresentado posteriormente) que, dado I, B, v, uma solugdo z da relaxagado linear de (SF)
para (I, B,v,C) e um conjunto X de estrelas onde cada item tem no maximo uma estrela em X e
toda estrela S em X tem xg > 0, calcula o lucro esperado da solucao produzida por STARROUNDING
condicionado que as estrelas em X sejam escolhidas.
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DETERMINISTICSTARROUNDING(I, B, v, ()

1 Seja x uma solucao 6tima da relaxacao linear de (SF) para (I, B,v,C)
2 para cada item i em |
3 Escolha S; € §(i) com =g, > 0 que maximize ESPERANGA(I, B,v,z,{S1,...,Si-1,Si})
Defina o prego de ¢ como Ps;
para cada comprador b em B
se b pertence a alguma das estrelas {S1,..., 5}
Seja ¢ um item tal que b € S; com Pg, maximo
Venda o item ¢ para o comprador b
senao
10 O comprador b nao recebe nenhum item
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Comegamos introduzindo uma notagao para representar uma ordenacao das estrelas com pro-
babilidade positiva.

Defini¢ao. Para uma solucao = da relaxacao linear de (SF), seja S = {S1,..., Sy} o conjunto de
estrelas tais que xg > 0 ordenadas por Pg de forma nao-crescente.

Para calcular as esperancas condicionais, precisaremos representar quais estrelas desejamos
considerar como escolhidas. Além disso, precisaremos considerar também que algumas estrelas
nao podem ser escolhidas (apesar do algoritmo DETERMINISTICSTARROUNDING ndo utilizar tal
artificio). A notacao a seguir serd 1til para representar quais estrelas consideramos como escolhidas
e nao escolhidas no cédlculo das esperancas condicionais.

Definicao. Denotamos por X e por X o conjunto de estrelas que desejamos considerar como
escolhidas e o conjunto de estrelas que desejamos considerar como nao escolhidas, respectivamente,
no célculo da esperanca condicional do lucro. Consideramos que XUX C Se XNX = () e que, se
um item i tem uma estrela em X entdo toda outra estrela de i em S estd em X.

Em particular, note que toda estrela S € X UX tem probabilidade positiva (de acordo com )
e que um item tem no maximo uma estrela em X, o que condiz com a forma que o algoritmo
STARROUNDING funciona.

A seguir apresentamos o algoritmo KESPERANCA. Para tal, utilizamos o algoritmo
ESPERANGA-COMPRADOR que recebe I, B, v, uma solugdo = da relaxagdo linear de (SF), X, X
e S como acima e calcula o lucro esperado obtido do comprador b da solugao produzida por
STARROUNDING condicionado as estrelas de X serem escolhidas e as estrelas de X nfo serem
escolhidas.

ESPERANGA(I, B, v, z,X)
Seja S = {S1, ..., Sy} uma ordenacao nao-crescente em Pg das estrelas com zg > 0
Seja X o conjunto de estrelas S € S\ X para as quais existe estrela T € X com ¢(T') = ¢(S)
e=20
para cada comprador b em B
e = e + ESPERANGA-COMPRADOR(, B, v, z,X,X, S, b)
devolva e

S T W N~

Apesar do algoritmo ESPERANCA construir X a partir de X simplesmente considerando que se
uma estrela S estd em X entao toda outra estrela T" do mesmo item precisa estar em X, o conjunto X
terd um papel mais abrangente no algoritmo ESPERANGA-COMPRADOR apresentado abaixo.
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ESPERANGA-COMPRADOR(, B, v, z,X,X, S, b)

1 se toda estrela em S que contém b pertence a X

2 devolva 0

3 senao

4 Seja T a primeira estrela em S\ X que contém b
5 se T pertence a X

6 devolva Pr

7 senao

8 g=a7r/1=>Y{zs:S€Xec(S)=¢cT)}) B

9 devolva g x Pr + (1 — q) x ESPERANGA-COMPRADOR(I, B, v, z, X, XU {T},S,b)

Como o algoritmo DETERMINISTICSTARROUNDING se baseia no algoritmo ESPERANGA, que por
sua vez se baseia no algoritmo ESPERANCA-COMPRADOR, comecamos apresentando dois lemas re-
lacionados ao algoritmo ESPERANCA-COMPRADOR, um garantindo sua correcao e outro garantindo
sua polinomialidade. Antes disso, apresentamos duas definicbes uteis.

Definigao. Denotamos por L a varidvel aleatéria que representa o valor da solugao encontrada
por STARROUNDING. Além disso, para um comprador b, denotamos por L(b) a varidvel aleatéria
que representa o lucro obtido por STARROUNDING a partir do comprador b.

Definigao. Seja S € S. Denotamos por Yg a varidvel aleatdria bindria que indica se o algoritmo
STARROUNDING escolhe a estrela S, isto é, Yg = 1 se e somente se STARROUNDING escolhe a
estrela S.

Comegamos com o resultado de correcao para o algoritmo ESPERANGA-COMPRADOR.

Lema 2.4.1. Dados I, B, v, uma solugao z da relaxagao linear de (SF), conjuntos S, X C S e XCS
tais que XUX C S e XNX = () com a propriedade que, se um item i tem uma estrela em X, entao
toda outra estrela de ¢ em S esta em X, juntamente com um comprador b, temos que

ESPERANGA-COMPRADOR(I, B,v,z,X,X,S,b) = E[L(b)|Ys = 1V¥S € X, Y5 = 0VS € X].

Demonstragao. Em primeiro lugar, suponha que o algoritmo STARROUNDING de fato escolhe as
estrelas de X e nao escolhe as estrelas de X.

A prova segue por inducao em k, o ntimero de estrelas em S\ X que contém b. Note que, se k = 0
entdo toda estrela em S que contém b pertence X e o comprador b ndo recebe nenhum item ao final
da execucao do algoritmo, de onde concluimos que E[L(b)|Ys = 1VS € X,Yg = 0VS € X] = 0.

Se k > 0, suponha que o resultado é valido para valores menores do que k. Seja T a pri-
meira estrela em S\ X que contém b. Note que toda estrela U que contém b e aparece antes de T
em S pertence a X. Assim, se T € X, temos que E[L(b)|Ys = 1VS € X,Ys = 0VS € X]| = Pr.
Se T ¢ X, note que as outras estrelas do item ¢(7") nao pertencem a X (caso contrario, T' per-
tenceria a X) e, portanto, E[L(b)|Ys = 1VS € XU {T},Ys = 0VS € X] = Pr. Além disso, como
escolhemos a estrela de um item independentemente das escolhas das estrelas dos outros itens,
temos que P(Y7r = 1|Ys = 1VS € X, Ys =0VS € X) = 27/(1 = Y {zs: S € X e ¢(S) = ¢(T)}. Seja
g=z7/(1 =Y {rs: S €Xec(S)=c(T)}, temos que

E[L(b)|Ys = 1VS € X, Y5 = 0VS € X]
=g x E[L(b)|Ys =1VS € XU{T},Ys =0VS €X]
+(1—q) xE[L(b)|Ys =1VS € X,Ys = 0VS € XU {T}]
=q x Pr+ (1 — q) x ESPERANGA-COMPRADOR(/, B, v, z,X,X U {T},S,b),

onde a dultima igualdade segue da hipétese de indugao. Concluimos que o algoritmo
ESPERANGA-COMPRADOR calcula corretamente E[L(b)|Ys = 1VS € X, Yg =0VS € X]. O
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Lema 2.4.2. O algoritmo ESPERANGA-COMPRADOR pode ser implementado de forma a executar
em tempo polinomial no tamanho da representacao de v e x.

Demonstragdo. Levando em consideracio o fato que os tamanhos das representacoes de S, X e X
sao limitados polinomialmente pelo tamanho da representacao de v e x, é ficil ver que as linhas 1
a 8 podem ser executadas em tempo polinomial no tamanho da representacao de v e x. Basta entao
notar que a linha 9 tem uma recursio de cauda, onde o tamanho de X aumenta em 1 a cada passo.
Dessa forma, executamos no méximo |S\ (XUX)| chamadas recursivas de ESPERANGA-COMPRADOR,
de onde o resultado segue. O

Focaremos agora no algoritmo ESPERANCA, mostrando sua correcao e polinomialidade.

Lema 2.4.3. Dados I, B, v, uma solugao = da relaxagao linear de (SF) e um conjunto X de estrelas
onde se S € X entdao xg > 0 e ndo existe estrela T € X tal que ¢(T") = ¢(5), temos que

ESPERANGA(I, B,v,z,X) =E[L|Ys = 1, VS € X].

Demonstracdo. Sejam X e S como no algoritmo ESPERANCA. Para todo comprador b, a es-

peranga E[L(b)|Ys = 1VS € X|Ys = 0VS € X] é finita e, pelo Lema 2.4.1, sabemos que
ESPERANGA-COMPRADOR(I, B,v,z,X,X,S,b) = E[L(b)|Ys = 1VS € X,Ys = 0VS € X]. Portanto

ESPERANCGA(I, B,v,z,X) = Z ESPERANGA-COMPRADOR(I, B,v, 7, X, X, S, b)

beB
=Y E[L(b)|Ys =1VS € X, Y5 =0VS € X]
beB
=E[L|Ys =1VYS € X, Y5 = 0VS € X]. O

Lema 2.4.4. O algoritmo ESPERANCA pode ser implementado de forma a executar em tempo
polinomial no tamanho da representagao de v e x.

Demonstragao. O resultado segue diretamente do Lema 2.4.2. O
Estamos prontos para provar o principal resultado dessa secao.

Teorema 2.4.5. DETERMINISTICSTARROUNDING é uma e/(e — 1)-aproximagao para o Problema
da Compra Maxima Limitada.

Demonstragao. Como mencionado na prova do Lema 2.3.2, na linha 1, utilizando o Lema 2.3.1,
podemos encontrar = (dado apenas por suas entradas nao-nulas) em tempo polinomial no tamanho
de v tal que o ntimero de varidveis nao-nulas de x e o tamanho de sua representacao sao limitados
polinomialmente no tamanho de v. Pelo Lema 2.4.4, o algoritmo ESPERANGA pode ser implemen-
tado de forma a executar em tempo polinomial no tamanho da representacao de v e . Assim, é facil
ver que o algoritmo DETERMINISTICSTARROUNDING pode ser implementado de forma a executar
em tempo polinomial no tamanho de v.

E suficiente entdo provar que a desaleatorizacdo preserva a razao de aproximagao.
Seja X; = {S1,...,S8i—1,S;} para todo 1 < < |I|. Utilizando o resultado do Lema 2.4.3, temos
que ESPERANGA(I, B,v,z,X;) = E[L|Ys = 1, VS € Xj]. Assim, para todo 1 < i < |I|, temos que

E[LlYs =1,VS € Xi]= > E[LYs=1,VS€X;U{THP(Y7|Vs =1, V5 € X;)
TeS(i+1)
<E[LYs =1,VS € X;U{Si;1}] Y P¥rlYs=1,V5€X))
SeS(i+1)
= ]E[L|Ys =1,VvVSeX,U {Serl}]
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A partir disso, usando inducgéo e o Teorema 2.3.3, concluimos que

e
e—1

E[L]Ys =1,VS € X )] > E[L] > SOL(x),

onde SOL(z) indica o valor da solucdo = da relaxacdo linear de (SF). Para concluir a
prova, note que E[L|Ys = 1,VS € X I|] é precisamente o valor da solucao encontrada por
DETERMINISTICSTARROUNDING. 0

2.5 Um Algoritmo para Oferta Limitada e Escada de Precos

Nessa segao apresentamos, para cada € > 0, uma (2 4+ ¢)-aproximagao para o Problema da Compra
Maxima Limitada EP. Usamos as ideias da 4-aproximacgao para o Problema da Compra Maxima
Limitada EP desenvolvida por Aggarwal et al. [AFMZ04], mas de uma forma diferente, para obter
uma razao de aproximacao melhor.

Sejam « um racional positivo, ¢ um inteiro positivo, v uma valoracdo indexada por I x B,
V = max{vy : i € I, b € B} e, para um inteiro ndo-negativo k, seja dy = V/ar.

O Problema da Compra Méaxima Limitada EP-(«, t) é uma variante do Problema
da Compra Méxima Limitada EP onde cada prego é escolhido do conjunto {dg,ds, ...}
e cada comprador recebe, para cada r nao-negativo, no maximo um item com prego

em {dt, driy1, -5 dipg1ye—1)-

Note que, no Problema da Compra Méxima Limitada EP-(«,t), um comprador pode receber
mais de um item mas, para cada multiplo s de t, ele pode receber no maximo um item com
prego em {ds, ds41,...,dsy¢—1}. A Figura 2.4 representa uma possivel alocagao de itens para um
comprador.

do @

i1 @
d; @

da—1 @
L]

drt .

dirs1yi-1 @

Figura 2.4: Representacdo de uma alocagdo para um comprador no Problema da Compra Mdxima Limi-
tada EP-(a,t). O comprador b pode levar no mdzimo um item com preco d,, e 0 <u <t — 1, um item com
preco d, et < v <2t — 1 e assim por diante. Note que podemos ter vdrios itens com o mesmo preco e que
0s pre¢os satisfazem a restri¢cdo da escada de precos.

Comecamos provando que precisamos considerar apenas um numero polinomial de possiveis
pregos para resolver o Problema da Compra Méxima Limitada EP-(«,t).

Lema 2.5.1. Para toda instéancia (I, B, v, C') do Problema da Compra Maxima Limitada EP-(«, t),
existe uma solucao 6tima onde o menor prego de um item é dy, com ¢ = [log, V'].
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Demonstracao. Pela definicao de ¢, temos que dy = V/aﬂoga Vi< V/al°8aV = 1. Considere agora
uma solugdo 6tima (z,p) do Problema da Compra Méxima Limitada EP-(«,t) e suponha que
existe pelo menos um item i de prego p; < dy. Além disso, suponha, sem perda de generalidade,
que itens de prego zero nao sao alocados em (z,p), ja que eles nao contribuem para o valor da
solugao. Como v é uma matriz inteira nao-negativa, se um item 4 esta alocado, entao p; > 1 > dy
(caso contrério, poderfamos aumentar o prego de i e obter uma solu¢do com um lucro maior), de
onde concluimos que os itens com preco menor do que dy nao estao alocados. Portanto, podemos
construir outra solugao (z,p) tal que p; = dy para cada item i de preco p; < dy e p; = p; para todo
item ¢ com p; > dy. Note que p respeita a escada de pregos e (z,p) tem o mesmo valor que (z,p).
Concluimos que existe uma solucao 6tima onde o preco de cada item é pelo menos dy. O

Provaremos que esse problema pode ser resolvido em tempo polinomial e, posteriormente, que
poderé ser usado em um algoritmo de aproximacao para o problema original.

Teorema 2.5.2. Para uma instancia (I, B,v,C), o Problema da Compra Méaxima Limitada
EP-(a,t) pode ser resolvido em tempo

0] <nt+3m(n + m)4log§ V) ,

que é polinomial no tamanho de v para « e t fixo.

Demonstragdo. Tome uma instancia do Problema da Compra Méxima Limitada EP-(«,t) e consi-
dere itens i e j tais que ¢ < j, e um inteiro nao-negativo r. Seja P(i, j, ) o lucro maximo que pode ser

atingido vendendo os itens i,7+1, ..., j com uma precificacao tal que ps € {dr¢, drt11,- -+, d(rg1)e—1}
para todo item s em {i,...,5} e p; > pi1 > --- > p; de forma que cada comprador receba no
maximo um item em {i,...,7}. Além disso, seja F'(j,r) o lucro mdximo que pode ser atingido por
uma precificagdo p onde ps € {do,d1,...,d41)—1} para todo item s em {3,...,j} considerando
apenas itens entre 1 e j e de forma que cada comprador recebe, para cada r’ nao-negativo, no
méximo um item com preco em {d,/, dpryy1, -, d(pr41)i—1}- Temos a seguinte recorréncia:

0, if j =0,

F(j,r) = P(1,4,7), ifj>0er=0,
0H<1?<xj{F(i, r—1)4+ P(i+1,4,r)}, caso contrério.

Seja ¢ como no Lema 2.5.1 e note que F(|I|,[¢/t]) considera todos os itens e todas as preci-
ficagdo com pregos em {do, ..., d([¢/1]41)¢—1}- Ademais, note que ([¢/t] + 1)t —1 > [L/t]t > L e,
portanto, F'(|I],[£/t]) é o valor de uma solucao 6tima para o Problema da Compra Maxima Limi-
tada EP-(a,t).

Podemos calcular P(i,7,7) em tempo O(n'™'m(n + m)%). Para isso, basta enumerar cada
precificagdo possivel (existem nao mais do que (j — i + 2)t < (|I] + 1) = O(n') tais preci-
ficagdes) e construir um grafo bipartido G com partes {i,...,j} e B, onde, para cada item k
em {i,...,j} e cada comprador b € B, temos uma aresta {k,b} € E(G) de peso pi se e so-
mente se pp < vg. Basta entdo encontrar um p-emparelhamento de peso méaximo em tal grafo,
onde cada comprador é emparelhado com no maximo um item e cada item k é emparelhado
com no méaximo C} compradores, isto é, para todo b€ B, p, =1 e, para todo k € {i,...,j},
pr = C. Utilizando o método hingaro [Kuh55, Mun57], podemos calcular um p’-emparelhamento
de custo maximo de um grafo bipartido H = (V4, Va, F') em tempo O((V1 +V2)*||¢||) [Sch03], onde
110’1l = X veviur, Po- Portanto, podemos calcular um p-emparelhamento de custo maximo para G
em tempo O((n + m)*(nm + m)) = O(nm(n+m)*) j& que ||p|| = X pcp 1 + X ie; Ci < m+nm.

Note que para calcular uma entrada da matriz F' precisamos calcular no maximo n entradas
da matriz P. Portanto, podemos calcular uma entrada da matriz F' em tempo O(n‘*2m(n +m)?).
Como existem nlog, (V')/t tais entradas, concluimos que podemos calcular todas as entradas de
matriz F em tempo O (n'™m(n + m)*log,(V)/t). Note que, para «a fixo, log, V = O(log, V), e
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portanto, log, V' é polinomial no tamanho da representagao da instancia (I, B, v, C'). Assim, para «
e t fixo, o algoritmo descrito acima é polinomial no tamanho de v. ]

Iremos agora estabelecer algumas relagoes envolvendo o valor de uma solugao étima do Problema
da Compra Maxima Limitada EP e o valor de uma solugao étima do Problema da Compra Maxima
Limitada EP-(a, t).

Lema 2.5.3. Seja OPT o valor de uma solugao 6tima do Problema da Compra Méxima Limitada
EP e OPT’ o valor de uma solugao 6tima para o Problema da Compra Maxima Limitada EP-(«, t).
Temos que OPT’ > OPT/a.

Demonstragdo. Considere uma solugao 6tima do Problema da Compra Maxima Limitada EP. Ar-
redondando para baixo o preco de cada item até o di mais proximo, temos uma solucao viavel
do Problema da Compra Maxima Limitada EP-(«,t). Note que di_; = adj, para todo inteiro po-
sitivo k, isto é, perdemos no maximo um fator de a por causa do arredondamento. Uma solugao
6tima para o Problema da Compra Méaxima Limitada EP-(a,t) tem valor nao inferior ao valor
dessa solugao e, portanto, o resultado segue. O

Lema 2.5.4. Dada uma solugao de uma instancia (I, B, v, C') para o Problema da Compra Maxima
Limitada EP-(a,t) de valor SOL/, podemos calcular em tempo polinomial no tamanho de v uma

solucao do Problema da Compra Maxima Limitada EP de valor pelo menos %SOL’.

Demonstragdo. Considere uma solugao vidvel do Problema da Compra Maxima Limitada EP-(a, t).
Iremos construir uma solucao vidvel para o Problema da Compra Maxima Limitada EP atribuindo
a cada comprador b o item mais caro comprado por b (o que pode ser feito em tempo polinomial).
Para um comprador b, seja K o conjunto de inteiros k tais que b comprou um item de preco dy, e
denote por d; o preco do item mais caro comprado por b. Lembre-se que, para cada r, um comprador
pode comprar no maximo um item de prego d,¢4 com 0 < k < t. A partir disso concluimos que

Z di, < d; + Z digse)e < di + Zdi—l-rt—l-l-
keK KeK\{i} >0

rt+1

Note agora que d;qr1+1 = d;/ , de onde concluimos que

1 1\" 1 1
de§d¢+zdi+rt+1:di 1+az<at> Sdi<1+oz<1 1))

keK r>0 r>0 T at

ot

Note que o lucro obtido a partir de b na solucao vidvel do Problema da Compra Médxima
Limitada EP-(«,t) é exatamente ),z di e o lucro obtido a partir de b na solugao viavel encon-
trada para o Problema da Compra Méaxima Limitada EP é exatamente d;. Mas concluimos que

d; > #ﬁit—l > rek i, e portanto o resultado segue. O

Combinando os resultados dos Lemas 2.5.3 e 2.5.4, podemos criar um algoritmo de aproximacao
para o Problema da Compra Maxima Limitada EP.

. . P . . t_l t—1
Teorema 2.5.5. Para todo inteiro positivo ¢t e racional a > 1, existe uma %

para o Problema da Compra Maxima Limitada EP.

-aproximacao

Demonstragao. O algoritmo é bem simples: encontre uma solucao étima (x,p) do Problema da
Compra Méaxima Limitada EP-(a,t) como descrito no Teorema 2.5.2 e devolva (Z, p), onde o item
alocado ao comprador b em Z é o item mais caro alocado a b em (z,p).

Sejam SOL o valor da solugao encontrada, OPT o valor da solugdao étima do Problema da
Compra Maxima Limitada EP e OPT’ o valor da solucio 6tima do Problema da Compra Maxima
Limitada EP-(a, t).
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Pelo Lema 2.5.3 temos que OPT' > OPT/a e pelo Lema 254 temos que
SOL > #J:;HOPT’. Concluimos que SOL > WOPT de onde obtemos a razao de
aproximagao desejada. O

Corolério 2.5.6. Para todo 0 < ¢ < 1, existe uma (2 + ¢)-aproximagao para o Problema da
Compra Méaxima Limitada EP.

Demonstragdo. Seja a = 1+ 5 et = [loga(% + 1)1 (note que, porque £ < 1, temos que ¢t é um
inteiro positivo). Temos que

=2+e.

t_l t—1 1
al@ —1+a™) 4 a0q <1+ (145) +

€
at —1 at — 2

Isto é, é necessario apenas escolher cuidadosamente « e ¢ e usar o algoritmo do Teorema 2.5.5. [

2.6 O Problema da Compra Maxima Online

Aggarwal et al. [AFMZ04] propuseram uma variante online para o Problema da Compra Madxima
Limitada onde, apds escolhermos uma precificagao, os compradores chegam um a um (em ordem
desconhecida) e precisamos escolher o item a ser alocado para tal comprador entre os itens vidveis
mais caros ainda disponiveis.

No Problema da Compra Maxima Limitada Online, sabemos I, B, v e C a priori,
mas nao a ordem de chegada de B (que é revelada de forma online) e escolhemos uma
precificacao p antes da chegada do primeiro comprador. Quando um comprador chega,
precisamos alocar a tal comprador um item que maximize o preco dentro do conjunto
de itens vidveis que ainda tém copias restantes. O objetivo é, novamente, maximizar o
lucro do leiloeiro.

Ademais, Aggarwal et al. provaram um resultado que limita a perda de lucro por se consi-
derar que os compradores chegam em uma ordem desconhecida. Antes de mostrar tal resultado,
apresentamos algumas definigoes uteis.

Definigao. Sejam p uma precificacdo e 0 uma ordem sobre B. Uma alocagdo x é (p,o)-online
se x e p formam uma solucao viavel para o Problema da Compra Maxima Limitada Online quando
a ordem de chegada dos compradores é o.

Definigao. Sejam v uma valoragdo, p uma precificagdo e x uma alocagao. Se, de acordo com z,
todo comprador b que recebe um item, recebe um item vidvel para b, entdo a alocacao z é viavel.

Definigao. Sejam v uma valoracao e p uma precificagao. Para uma alocagao x viavel para p, L(z, p)
é o lucro obtido por x considerando que a precificagao é p.

Lema 2.6.1 (Aggarwal et al. [AFMZ04]). Sejam v uma valoracdo, p uma precificagdo e = uma
alocacao vidvel para p. Para qualquer ordem o sobre B e alocagdo y (p,o)-online, vale que

L(y,p) > 3 L(z,p).

Demonstragdo. Sejam X (i) e Y (i) o conjunto de compradores que recebem ¢ em z e em ¥, respecti-
vamente. Denotamos por I. o conjunto de itens i para os quais | X (7)| < |Y(¢)| e denotamos por I.
o conjunto I\ I<. Note que > ., [X(é)|pi < > ;c;_ [Y(9)|pi. Além disso, para todo item i € I,
como | X (i)| > |Y (i)| e o niimero de cépias de i é pelo menos | X (7)|, temos que em y existem cépias
nao alocadas do item i. Portanto, em y, todos os compradores do conjunto X (7) \ Y (i) compraram
itens com pregos pelo menos p; (caso contrario, até | X (i)| —|Y (¢)| desses compradores poderiam ter
comprado o item y, pois temos pelo menos tal quantidade de cépias de y disponiveis). Isto é, para
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um comprador b € X (i) \ Y (i), p; < py,, onde gy, indica o item comprado por b em y. Combinando
as afirmactes acima temos que

) =S X(0)pi = S IXG)pi+ 3 X0l

i€l i€l< iels
<D Y@+ D (IX@\Y @)+ [X(0) N Y (@)]) pi
iel< iels
<Llyp)+ ) Z D DD DR
i€ls bGX ) i€ls bGX(Z ﬂY )
Ly.p) + ) Z Py + ) Z 2
i€ls beX (1)\Y (4) i€l> beX (1)NY (4)
< 2L(y,p). O

Note que o resultado é valido mesmo se considerarmos uma escada de precos, ja que vale para
qualquer precificacgao.

Em particular, o lema provado por Aggarwal et al. implica que, dada uma solucao (Z,p) tal
que L(Z,p) > aOPT, onde OPT indica o valor de uma solu¢do 6tima, temos que, para qualquer
ordem o de chegada do compradores e alocacao y construida de forma online utilizando a ordem o
e a precificacdo p, temos que L(y,p) > %SOL > SOPT. Isto é, qualquer S-aproximacao para
o Problema da Compra Maxima Limitada (com ou sem escada de pregos) oferece também um
algoritmo 23-competitivo para o Problema da Compra Maxima Limitada Online proposto por Ag-
garwal et al. De fato, basta considerar a precificacao obtida pelo algoritmo e alocar os compradores
arbitrariamente dentro da regra imposta pelo modelo.

Portanto, pela observacao acima, temos que o algoritmo apresentado na Secao 2.3 para o Pro-
blema da Compra Méxima Limitada pode ser utilizado no projeto de um algoritmo para o Problema
da Compra Méxima Limitada Online com razao de competitividade 2¢/(e—1) e a familia de algorit-
mos (indexada por €) apresentada na Segao 2.5 para o Problema da Compra Maxima Limitada EP
pode ser utilizada no projeto de uma familia de algoritmos para o Problema da Compra Maxima
Limitada EP Online com razdo de competitividade 4 + .
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Capitulo 3

Precificacoes Livres de Inveja

Nesse capitulo abordamos outro modelo de precificagdo, o Problema da Precificacao Livre
de Inveja, que foi sugerido por Aggarwal et al. [AFMZ04] e formalizado por Guruswami et
al. [GHK™05] para o contexto de leildes combinatérios. Diferentemente do Problema da Compra
Maéaxima considerado no Capitulo 2, no Problema da Precificagdo Livre de Inveja cada comprador
esta disposto a comprar um pacote de itens. Sabendo a valoragao de cada pacote de itens para cada
comprador, o leiloeiro tem que decidir a precificagao e a alocagao de itens a compradores de forma
livre de inveja, isto é, de forma que qualquer comprador esteja pelo menos tao feliz com o pacote
de itens atribuido a ele (que pode até mesmo ser vazio) quanto com qualquer outro pacote de
itens, considerando a precificacao escolhida. Novamente, o objetivo do leiloeiro é maximizar o seu
lucro. Obviamente, nessa forma geral, existe um problema na quantidade de informacao envolvida,
especificamente para as valoracoes. Portanto é razoavel considerar, como fizeram Guruswami et al.,
casos particulares para evitar esse problema.

Um dos casos particulares considerados por Guruswami et al. foi o Problema da Precificagao
Livre de Inveja com demandas unitdrias'. Eles apresentaram uma (2 Inm)-aproximacio para esse
problema, onde m é o nimero de compradores, e provaram que esse problema é APX-dificil. Chen
e Deng [CD10] mostraram que o Problema da Precificacdo Livre de Inveja pode ser resolvido em
tempo polinomial se cada comprador tem valoracao positiva para no maximo dois itens.

Quando consideramos orcamentos uniformes, o Problema da Precificacdo Livre de Inveja e
o Problema da Compra Minima coincidem. Por isso, os limitantes inferiores apresentados por
Briest [Bri08], Chalermsook et al. [CCKKI12] e Chalermsook et al. [CLN13], mencionados no
Capitulo 2, sao véalidos também para o Problema da Precificacao Livre de Inveja.

Recentemente, Shioda, Tungel, e Myklebust [STM11] descreveram um modelo levemente mais
geral que o definido por Guruswami et al. [GHKT05] e apresentaram uma formulagao de Pro-
gramacao Inteira Mista para tal modelo, juntamente com algumas heuristica e cortes vélidos para
a formulacao.

Em relacao a geracao de instancias aleatérias de leiloes para a realizacdo de experimentos
computacionais, outro assunto que abordamos nesse capitulo, Leyton-Brown et al. [LBPS00] (veja
também [CSS06, Cap. 18]) apresentaram o bem conhecido gerador Combinatorial Auction Test
Suite (CATS), proposto para criar instancias de leiloes onde os compradores apresentam compor-
tamentos realisticos em seus lances baseando-se em cinco situagoes reais.

Focando em uma abordagem mais pratica, nesse capitulo, apresentamos novas formulagoes
para o Problema da Precificacao Livre de Inveja com demanda unitaria que podem ser também
adaptadas para o modelo descrito por Shioda et al. [STM11] e comparamos essas novas formulagoes
com a apresentada por Shioda et al. através de experimentos computacionais que indicam que as
nossas formulagoes obtém melhores resultados na pratica do que a formulacao anterior.

Como o CATS produz instancias onde os compradores estdo interessados em comprar um
pacote de itens e uma simples adaptacao para leiloes de demanda unitdria nao preserva as mo-

1 . s .
Como estamos interessados apenas no caso com demandas unitarias, nesse texto iremos chamar esse problema
simplesmente de Problema da Precificagao Livre de Inveja.
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tivagbes econdmicas utilizadas em sua criagdo, apresentamos trés modelos para gerar instancias
aleatorias diferentes para leiloes de demanda unitaria. Para os experimentos computacionais, uti-
lizamos seis diferentes conjuntos de instancias proveniente desses trés modelos. Cada um dos
trés modelos tém uma interpretacao econdmica interessante e pode ser usado em outros traba-
lhos em leiloes de demanda unitaria como por exemplo os experimentos realizados por Mykle-
bust et al. [MST12] e Shioda et al. [STM11]. Acreditamos que esses geradores de instancias sao
uma contribuicao interessante por si sé e, portanto, os disponibilizamos como software livre em
https://github.com/schouery /unit-demand-market-models.

O limitante inferior de Q(£'/?) (a nao ser que P = NP) de Chalermsook et al. [CCKK12],
onde ¢ é um limitante superior no nimero de valoragoes nao nulas de cada comprador, mostra que
o Problema da Precificagdo Livre de Inveja ndo estd em APX (novamente, a nao ser que P = NP).
Na busca por uma versao do problema que esteja em APX, consideramos uma variante onde os
pregos estao restritos a assumirem apenas valores especificos, assim como fizemos para o Problema
da Compra Maxima Limitada-EP na Segao 2.5, ou seja, consideramos pregos que formam uma série
geométrica com razao 1+¢ para um ¢ > 0 fixo. Provamos que qualquer aproximacgao de razao cons-
tante para essa variante é uma aproximacao de razao constante (dependendo de ¢) para o problema
original. Isso implica que essa variante também nao estd em APX a menos que P = NP. Mesmo
assim, a conexao entre esses dois problemas parece interessante, ji que um simples arredondamento
(como fizemos na Secao 2.5) pode potencialmente resultar em uma grande perda de lucro. Apesar
disso, esse resultado garante que a perda (em termos de valores 6timos) esta a um fator constante.

3.1 Modelo e Notacao

Novamente, denotamos por B o conjunto de compradores e por I o conjunto de itens com oferta
ilimitada. Como estamos considerando a versao com demandas unitdrias, consideramos apenas
alocagoes onde cada comprador recebe no maximo um item.

Fixe uma valoracao v, uma precificacao p e uma alocagao z. As préximas definigoes formalizam
o conceito de uma alocacao livre de inveja.

Definicao. A utilidade do comprador b, denotada por uy, é igual a v;, — p; se o comprador b
recebe o item ¢ e é igual a 0 se o comprador b nao recebe nenhum item.

Definicao. Um comprador b é livre de inveja se u; > 0 e u, > v;, — p; para todo item ¢. Dizemos
que z é livre de inveja se todo comprador b é livre de inveja.

Em outras palavras, nenhum item daria a algum comprador uma utilidade melhor do que a sua
utilidade atual. Estamos agora prontos para enunciar o problema.

Problema da Precificagao Livre de Inveja: dado uma valoragao v, encontrar uma
precificacao p e uma alocacao livre de inveja & que maximiza o lucro do leiloeiro, isto
é, a soma dos pregos dos itens vendidos (considerando multiplicidades).

Nesse capitulo representamos uma alocagao x por uma matriz binaria indexada por I x B
onde x;, = 1 se e somente se i estd alocado a b.

A Figura 3.1 ilustra uma alocagao livre de inveja para a precificacao p = (5,8,3). O lucro do
leiloeiro é, nesse caso, 13. Note que esse nao é o melhor lucro possivel, pois existe uma alocagao
livre de inveja para a precificagdo p = (6,6, 3) que obtém lucro 21.

Shioda et al. [STM11] consideraram um modelo levemente mais geral para o Problema da
Precificagao Livre de Inveja. Primeiramente, eles consideraram que cada comprador b tem um
valor CS; que indica a utilidade de b caso ele nao receba um item. Isto é, CS; representa o lucro
que o comprador b pode obter comprando um item fora do mercado (de um concorrente, por
exemplo).

Eles consideraram também que cada comprador b tem um valor dp, tal que se b recebe um
item 7, entao vy, — p; > virp — pir + O para todo item i # i e vy — p; > CSy + 0. A ideia do va-
lor & € se vy — P; = virp — Py Mas vy — P; < Vi — Pir + O, entao poderia acontecer do comprador b
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Figura 3.1: Uma alocagdo livre de inveja, dada pelas arestas azuis (grossas), para a precificagao p = (5,8, 3)
(apresentada a esquerda dos respectivos itens).

comprar o item ¢’ em vez do item 4 por levar em consideracao outros critérios. Assim J, obriga um
desempate entre os itens para forcar a escolha do comprador ser aquela que desejamos.

Porém, como mostrado por Shioda et al., podemos considerar apenas o problema onde se um
comprador b recebe o item i, entdo vy — p; > vy, — pir + O para todo item i # i, sem exigir
que v — p; > CSp + 6. Isso é feito através de um pré-processamento da instancia, onde a partir
de v, CS e §, criamos ¥ onde ¥;; = max{0, vy — CSy — §,} para todo comprador b e todo item i,.

Finalmente, eles consideraram que o conjunto B representa grupos de compradores (cada um
com o seu tamanho) em vez de um conjunto de compradores. Para um grupo de compradores b,
o valor N indica o tamanho de tal grupo. Se o item ¢ é vendido para b, entao N, copias de ¢ sao
vendidas, uma para cada comprador no grupo b.

Em nossos experimentos, notamos que o tamanho do grupo dos consumidores nao impacta no
tempo de execugao das formulagoes. Por isso, consideramos, por simplicidade, que N, = 1 para todo
comprador b. Com isso em mente, juntamente com o fato que podemos considerar que CS; = 0 para
todo comprador b e com o fato de que Shioda et al. consideraram apenas instancias onde 6, = 0
para todo comprador b, acreditamos termos feito uma comparacao justa com o trabalho deles ao
focar no Problema da Precificagao Livre de Inveja em vez desse problema levemente mais geral.

3.2 Formulacoes MIP

Primeiramente, vamos introduzir duas notagoes que serao utilizadas em desigualdades com
“M grande” nas formulagoes apresentadas nessa secao.

Definigao. Para um item 4, denotamos max{v;, : b € B} por R; e, para um comprador b, denota-
mos max{vy : i € I} por Sp.

Note que um item ¢ com preco maior do que R; nao pode ser vendido, j& que nenhum comprador
pode receber esse item. Além disso, up < Sp para um comprador b, ja que todo item tem pre¢o nao
negativo.

Comecamos apresentando a formulacao de Shioda et al. [STM11] ji considerando que &, = 0
para todo comprador b. Usaremos as seguintes varidveis: uma matriz binaria = indexada por I x B
que representa uma alocacao, um vetor racional p que representa uma precificagdo e uma matriz
racional p indexada por I X B que representa o preco pago pelo item i para cada comprador b (isto
é, Pip = pi se b recebe o item i e p; = 0 caso contrario). A formulagao, que nomeamos (STM) (as
iniciais dos autores), consiste em encontrar z, p, e p que
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(STM)  maximize Z Zﬁib

beB iel
sujeito a > ag <1, Vb€ B
el
Z (vibZib — Pib) > kb sz‘b — Dks VkeI,Ybe B (1)
ieI\{k} iel\{k}
vipZip — Pib > 0, Vvbe B,Yiel
Piv < Dis Vbe B,Viecl
Dip > pi—Ri(l—wib), Vbe B,Viel
zp € {0,1}, Vbe B,Viel
pib = 0, Vbe B,Vie€l
pi = 0, Viel.

A partir da formulagao (STM) desenvolvemos uma formulagao mais forte mudando as desigual-
dades (1). Chamamos essa formulacao de (A) (da palavra aprimorada), apresentada abaixo.

(A) maximize Z Z Dib

beB iel
sujeito a inb < 1, vbe B (2)
iel
Z(Uz‘b%‘b —Dib) = kb — Pk Vk e I,Ybe B (3)
icl
vipTip — Pip = 0, Vbe B,Viel (4)
piv < pi Vbe B,Viel (5)
Dy > pi — Ri(1— i), vbe B,Yiel (6)
zip, € {0,1}, Vbe B,Yiel
pin = 0, Vb€ B,Yiel
pi = 0, Viel.

Lema 3.2.1. (A) é uma formulacdo para o Problema da Precificagao Livre de Inveja.

Demonstragdo. Sejam p uma precificacdo e x uma alocacao livre de inveja para p onde, sem
perda de generalidade, p; < R; para todo item 4. Seja p;; = p; se i esta alocado a b e Py = 0
caso contrario. Primeiramente, vamos mostrar que (z,p,p) é uma solucao vidvel para (A).
As desigualdades (2) e (5) s@o trivialmente satisfeitas. Agora, note que se z; = 1, entao
Zje] (vjpjp — Pjp) = Vib — Pib = Vip — Ps €, como x é uma alocacao livre de inveja, vy —p; > Uiy — Pk
para todo item k. Por outro lado, se b nao recebe item, entao Zjel(vjbij —pjp) = 0. Mas como z
é uma alocagao livre de inveja, vg, — pr < 0 para todo item k (caso contrario b teria inveja de k).
Concluimos que a desigualdade (3) vale. Para a desigualdade (4), se x;;, = 1, entdao como a utilidade
de b é necessariamente nao negativa e p;, = p;, logo vipxp — Pip = Vip —Pi = up > 0, e se x;, = 0, por
definicao, p; = 0 e temos que vpx — Pip = 0. Usando o fato que p; < R; para todo item 4, temos
que se x;p = 0, entdao pjp = 0 > p;— R; = pi— Ri(1—xy,). Se xip = 1, entao pip = pi = pi— Ri(1—xy)
e, portanto, em ambos os casos (6) é satisfeita. Concluimos que (x,p,p) é vidvel em (A) e, além
disso, ¢ facil notar que ) ;.5 > ;7 Piv €, de fato, o lucro do leiloeiro.

Basta entdo mostrar que qualquer solugao vidvel (z,p,p) de (A) é tal que = é uma alocagao
livre de inveja para p. Por (2), é ficil ver que = é uma alocagdo de demanda unitdria. Além
disso, combinando (5) com as desigualdades (4) e (6) respectivamente, temos que p;, = p; se
o comprador b recebe o item ¢ e p;; = 0, caso contrario. Vamos mostrar que os comprado-
res sao livres de inveja. Se o comprador b recebe o item 7 entao, para todo item k, temos que
Vip = Pi = D ier(VivTip — Div) > Vkb — Pk € Vip — Di = VipTip — Pip > 0. Se o comprador b nao recebe
item, entao 0 = Zje[(vjbij — Djb) = Vb — Pk- Isto é, x é uma alocagao livre de inveja para p com
lucro do leiloeiro precisamente ) 5,5 > . Dip, de onde o resultado segue. O

Uma informacao relevante quando comparamos formulacoes diferentes para o mesmo problema
é a qualidade das relaxagoes lineares de cada formulacdo. A notagao abaixo formaliza tal conceito.
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Definigao. Para alguma formulagao (F) e uma valoragao v, denotamos por RLg(v) o valor de uma
solucao 6tima da relaxacao linear de (F) quando a instancia é v.

A seguir relacionamos os valores das relaxagoes lineares de (A) e (STM).

Lema 3.2.2. Para toda instancia v do Problema da Precificacdo Livre de Inveja, vale que
RLA(v) < RLgrMm(v). Além disso, existe uma instancia v onde RLa (v) < RLgtm(v).

Demonstragao. Seja (x,p,p) uma solucao viavel para (A). Mostraremos que (z,p,p) também é
vidvel para (STM). Para obter o resultado desejado, provaremos que, para cada comprador b e
item k,
> (T —Pn) = vk Y T — P
ieI\{k} ieI\{k}

Da viabilidade de (z,p, p) para (A), temos que Y, ;(vipZip — Pip) > Vkbp — Pk, € portanto con-
cluimos que

> (vivtib — Div) = Oks — Pk — VkoTrs + Prb > Okp(1 — Tkp) — Pk > Uk Y Tip — D
iel\{k} iel\{k}

e, portanto, (z,p,p) uma solucdo viavel para (STM). Além disso, nossos resultados empiricos
mostram uma instancia onde a desigualdade é estrita. O

Além disso, criamos uma outra formulagao que chamamos de (R) (da palavra relazada), que
consiste da omissao da desigualdade (5) da formulagao (A), pois notamos que a desigualdade (5) é
satisfeita por qualquer solugao vidvel da formulagao (R). Apresentamos a formulacao (R) abaixo.

(R)  maximize Z Z Dib

beB icl
sujeito a > ag <1, Vb€ B
icl
Z(’Uibﬂ?z’b —Dib) > Vkb — Pk VkeI,Vbe B
iel
vipTipb — Pip > 0, Ve B,Yiel
Piv > pi — Ri(1 =), vbe B,Vicl
zp € {0,1}, Vbe B,Viel
pin > 0, Vbe B,Vicl
pi = 0, Vi e I.

Lema 3.2.3. Toda solugao viavel de (R) é uma solugao vidvel de (A).

Demonstragdo. Basta provar que, dada uma solugao viavel (x,p,p) de (R), temos que p;p < p;
para todo comprador b e item . Primeiramente, note que para todo item ¢ tal que z; = 0, temos
que p;p = 0. Assim, se xz;; = 0, temos que p;p = 0 e p; > 0, de onde concluimos que P < p;. Por
outro lado, se zj, = 1, entao como >, (vjpxjp — Pjb) = Vi — Pi, temos que vipTip — Pip > Vip — Pi
e, portanto, p;p < p;. O

Note que é possivel que (R) seja uma versao mais fraca de (A) em termos de garantias da
relaxagao linear (porém, nao observamos esse fato em nossos resultados empiricos).

Lema 3.2.4. Para cada instancia v do Problema da Precificacdo Livre de Inveja, vale que
RLs(v) < RLg(v).

Demonstragdao. O resultado é claro ja que o conjunto de desigualdades de (R) é formado a partir
de um subconjunto das desigualdades de (A). O
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Estudando a formulacao (R), desenvolvemos uma nova formulagdo com varidveis x e p como
definidas anteriormente e um vetor racional ¢ indexado por B que representa o lucro obtido a partir
do comprador b (isto é, se o comprador b recebe um item i entdo £, = p; e £, = 0 se b nao recebe
nenhum item). Isto é, podemos ver £ como £, = ), _; Py para todo comprador b. Essa formulacao,
que nomeamos (L) (da palavra lucro), consiste em encontrar x, p, e £ que

(L)  maximize Z Oy

beB
sujeito a Zmib < 1, Vbe B
i€l
Zvibﬂcib—ﬁb > Ukb — Dk Vk e I,VYbe B
icl
Z%‘bﬂ?z‘b -l > 0, Vbe B
iel
by > pi— Ri(1 — ), Vbe B,Yicl
zp € {0,1}, Vbe B,Yiel
pi = 0, Viel
> 0, Vb € B.

Lema 3.2.5. (L) é uma formulagao para o Problema da Precificagao Livre de Inveja.

Demonstragdo. A prova é muito similar a prova do Lema 3.2.1 e por isso preferimos omiti-la nesse
texto. =

Como era de se esperar, (L) é uma versao mais fraca da formulagdo (R), j4 que agregamos
desigualdades para criar (L).

Lema 3.2.6. Para cada instancia v do Problema da Precificacdo Livre de Inveja, vale que
RLg(v) < RLg(v). Além disso, existe uma instancia v onde RLg(v) < RLy(v).

Demonstragao. Seja (x,p, p) uma solucao vidvel da relaxagao linear de (R). Provaremos que (z, p, £),
onde £, = ) ;1 P, ¢ uma solugao vidvel da relaxacao linear de (R) com mesmo valor que (z,p, p).

Primeiramente, é claro que, para cada item ¢, temos que p; > 0 e além disso, para cada
comprador b, temos que ) . ; s < 1. Finalmente, para cada par (i,b) em I x B, temos que x; > 0.

Além disso, para um comprador b, usando o fato que {4, = ) . ;pw, ¢ facil ver
que £y > p; — Ri(1 — x3) (porque pip > pi — Ri(1 — @) para todo item i), > i vipTip — €y > 0
(porque vz, — Py > 0 para todo item i) e Y . ; vipZip — lp > Vi — i para todo item k, ja que
Y icr(VivTip — Div) = Vb — P

Agora, note que (z,p,¢) tem o mesmo valor em (L) que (z,p,p) em (R). Além disso, nossos
resultados empiricos mostram uma instancia onde a desigualdade é estrita. O

Finalmente, apresentamos a nossa ultima formulagao que foi desenvolvida mudando o foco
do preco pago por um comprador para a utilidade do mesmo. Usamos as seguintes varidveis: x
e p definidas como antes e um vetor racional u indexado por B que representa as utilidades dos
compradores. A formulacdo, que nomeamos (U) (da palavra utilidade), consiste em encontrar z, p,
e u que

(U)  maximize Z Z VipTih — Z up

icl beB beB
sujeito a Zmib < 1, vbe B (7)

el
up > Vip — Di, Vz’e[, Vbe B (8)
up < 'Uibxib*piﬂL(l*xib)(Ri+Sb)a Viel, Vbe B (9)
w, <> Vi, vbe B (10)

el

up > 0, Vbe B
pi = 0, Viel
zgp € {0,1}, Vi e I,Vb € B.
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Lema 3.2.7. (U) é uma formulacao para o Problema da Precificagao Livre de Inveja.

Demonstragao. Sejam p uma precificacao,  uma alocacao livre de inveja para p, e u o vetor
de utilidades dos compradores. Novamente, supomos que p; < R; para todo item ¢. Vamos
mostrar que (x,p,u) é vidvel para (U). Como z é uma alocagao livre de inveja para p, temos
que (7) e (8) sdo satisfeitas por defini¢do. Fixe um comprador b e note que up < > ;o7 vipTsp
pois se b nao recebe item, entao u, = 0 = Zig vipTip, € se b recebe o item ¢, entao
up = Vip — Pi < Vip = )i VibTip- Portanto, concluimos que a desigualdade (10) é vélida. Por fim,
se b recebe o item i, entdo up = vy — p; = vipxip — pi + (1 — x)(Ri + Sp), € se b ndo recebe o
item 4, entdo vipxp — pi + (1 — z)(R; + Sp) = —p; + Ri + Sp e, como p; < R; e up < Sp, temos
que up < —p; + R; + Sp.

Agora, vamos mostrar que se (z,p,u) é uma solucao viavel para (U), entdo x é uma alocagao
livre de inveja para p. Por (7), segue que x é uma alocac¢ao de demanda unitaria. Considere entao um
comprador b. Se b recebe o item i, entao, usando as desigualdades (8) e (9), temos que up = v;p — p;.
Se b nao recebe um item, entao por (10) temos que u, = 0. Além disso, u, > 0 e por (8) temos que,
para todo item k, up > wvpp — pg. Portanto, b é livre de inveja e concluimos que x é uma alocacao
livre de inveja para p.

Para completar a nossa prova, basta mostrar que o lucro do leiloeiro é igual a
Y oicr 2oben VibTib — Y _pep Up- Seja M C I x B o conjunto de pares (i,b) tais que, em x, o item i
estd alocado para o comprador b. Temos que

SN v — Y up= Y v —> w= > vp— Y (w—p)= > pi

i€l beB beB (3,b)eM beB (i,b)eM (i,b)eM (i,b)eM
O resultado segue do fato que Z(i,b) e Pi € precisamente o lucro do leiloeiro. ]

Lema 3.2.8. Para cada instancia v do Problema da Precificacdo Livre de Inveja, vale que
RLy(v) < RLy(v). Além disso, existe uma instancia v onde RLy,(v) < RLy(v).

Demonstragao. Seja (x,p, ) uma solugao viavel da relaxagao linear de (L). Provaremos que (z, p, u),
onde uy = ), ; vipTip — Lp, ¢ uma solugao vidvel para a relaxacao linear de (U) com o mesmo valor
de (z,p,?).

Como (z,p,£) é vidvel para (L), temos que ), ;x4 < 1 para todo comprador b, p; > 0 para
todo item i e, para todo par (i,b) € I x B, temos que x;, > 0.

Usando o fato que £, > 0 para todo comprador b, concluimos que ), ;v — up > 0,
e pelo fato que » ., ;vpzap — € > 0, concluimos que u, > 0. Além disso, temos que
up = Ziel vipTip — Ly > Vgp — pr para todo item k.
Agora, note que, como ), ; ; < 1, para um comprador b, temos que, para cada item 7,

up = Z Vinp®irp — Ly < VipTip + Z Uiy — Pi + Ri(1 — x3p)
irel i'eI\{i}

<oz —pit Y Spasy+ Ri(l—x)
e\ fi}

< vpTip — pi + Sp(1 — xp) + Ri(1 — )

= vipTip — Pi + (Sp + Ri)(1 — ),

provando que (z, p, u) é vidvel em (U). E fécil ver que (z, p,u) tem o mesmo valor em (U) que (z, p, £)
tem em (L). Além disso, nossos resultados empiricos mostram uma instancia onde a desigualdade
é estrita. O

Corolario 3.2.9. Para cada instancia v do Problema da Precificagdo Livre de Inveja, vale que
RLa(v) < RLgrm(v) e RLa(v) < RLgr(v) < RLp(v) < RLy(v). Além disso, existe instancias
onde RLa (v) < RLgrm(v) e RLa(v) = RLg(v) < RLy,(v) < RLy(v).
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Demonstragdo. A primeira parte da prova é dada pelos Lemas 3.2.2, 3.2.4, 3.2.6, e 3.2.8. A segunda
parte provém dos nossos resultados empiricos. Chamamos a atencao para o fato que existe uma
instancia onde todas as desigualdades sao estritas (exceto para a relacao entre RLa (v) e RLg(v)). Os
dados podem ser encontrados em https://github.com/schouery /unit-demand-market-models. [

No Apéndice A, mostramos como adaptar as formulacoes apresentadas nessa secao para a
generalizacao do Problema da Precificagdo Livre de Inveja proposta por Shioda et al. [STM11].

Antes de apresentar e discutir as comparacoes experimentais dessas formulagoes, descrevemos
os geradores de instancias que usamos nos experimentos computacionais.

3.3 Geradores de Testes para Leiloes de Demanda Unitaria

Nessa secao, apresentamos trés modelos para gerar instancias aleatérias para leiloes de demanda
unitaria, cada um deles com uma interpretagao econdmica interessante.

Nesses trés modelos, comegamos gerando um grafo bipartido onde uma parte representa os itens
e a outra representa os compradores e uma aresta representa que um comprador tem uma valoragao
positiva para o item correspondente. Posteriormente, decidimos qual o valor de cada aresta desse
grafo para obter uma instancia para leiloes de demanda unitéria.

3.3.1 Modelo das Caracteristicas

No Modelo das Caracteristicas, consideramos que cada item tem um conjunto de caracteristicas que
sao relevantes para determinar se um comprador tem interesse em tal item. Por exemplo, imagine
que nossos itens sao carros e, por simplicidade, cada carro tem duas caracteristicas: cor e modelo
do motor. Nesse modelo, cada comprador tem interesse em um conjunto de cores e em um conjunto
de modelos de motor e, potencialmente, compraria qualquer carro que tiver umas das cores e um
dos motores em que tal comprador estd interessado.

A ideia desse modelo é criar um grafo onde cada item tem um perfil de caracteristicas e cada
comprador deseja algumas dessas caracteristicas. Dessa forma, dois itens que tém o mesmo perfil sao
desejados pelos mesmos compradores e cada comprador deseja itens que nao sao muito diferentes.

Uma instancia do nosso problema, isto é, uma valoragao, sera representada por um grafo bi-
partido com pesos como descrito a seguir.

Sejam n o numero de itens e m o numero de compradores. Denotamos por ¢ o nimero de
caracteristicas de um item, o o nimero de opcoes para cada caracteristica e p o niimero de opgoes
preferidas por um comprador para cada caracteristica. O conjunto de vértices é IU B, onde I = [n]
e B = [m] e o conjunto de arestas é E como descrito abaixo.

Para cada item ¢, temos um vetor de tamanho ¢ (as caracteristicas desse item) onde cada
entrada é escolhida independente e uniformemente ao acaso do conjunto {1,...,0}. Para cada
comprador b, construimos a matriz A € {0,1}°*P onde, para cada linha, escolhemos independente
e uniformemente ao acaso p posicoes para serem definidas como 1, e 0 — p posicées para serem
definidas como 0. Para um comprador b e um item ¢, temos que (i,b) € E se e somente se a
caracteristica do item ¢ coincide com as preferéncias do comprador b, isto é, se a caracteristica k
do item ¢ tem valor v entdao A, = 1 onde A é a matriz que geramos para o comprador b. Veja um
exemplo de tais caracteristicas e preferéncias na Figura 3.2.

Para a definicao da valoragao, é natural pensar que um item tem um valor de mercado e que as
valoragoes para esse item (dos compradores interessados) estao concentradas préximas desse valor.
Isto é, as valoragoes para um item nao devem diferir muito entre si e valoragbes que estao longe
desse valor de mercado sao raras. Os pesos nas arestas sao descritos a seguir.

Sejam £ o valor minimo de mercado de um item, h o valor maximo de mercado de um item,
e d a porcentagem de desvio usada. Para cada item ¢, definimos p; como o preco de mercado do
item 4, escolhidos independente e uniformemente ao acaso do intervalo [¢, h|. Para cada (i,b) em E,
escolhemos vy, de 1+ N (p;, (p;d)?), onde N (u, 0?) denota a distribuicio Gaussiana com média p e
desvio padrao o.
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Figura 3.2: A construcdo do grafo do Modelo das Caracteristicas. Consideramos duas caracteristicas, cada
uma com trés opgoes. Cada comprador deseja itens que tenham uma de duas op¢ies (dadas por suas matrizes)
em cada caracteristica.

3.3.2 Modelo da Vizinhanca

No Modelo da Vizinhanca, consideramos que tanto os itens quanto os compradores estao localizados
no plano e que cada comprador tem interesse por itens que sao préximos de sua localidade. Imagine,
por exemplo, que cada comprador tem um local de preferéncia para morar em uma cidade e que
os compradores estao comprando casas. Nesse modelo, um determinado comprador nao comprara
uma casa muito distante do seu ponto de preferéncia e dard mais valor para casas mais proximas
se comparadas com casas mais distantes.

Como esse modelo seleciona as valoracoes baseado em uma relagao geométrica, adaptamos o
processo aleatério primeiramente introduzido por Gilbert [Gil61] para gerar Grafos Geométricos
Aleatérios.

A ideia é distribuir os itens e os compradores em um quadrado 1x 1 em Q? e definir as valoracoes
de acordo com a distancias entre um comprador e um item.

Denotamos o quadro 1 x 1 em Q? por W e denotamos o disco com centro na posicio (z,y) e
raio r por D(z,y,r).

Sejam n o niimero de itens, m o nimero de compradores e 1 o raio. Para construir a valoragao,
construimos um grafo G = (I, B, E) tal que I = [n| ¢ B = [m]. Primeiramente, atribuimos um
ponto em W independente e uniformemente ao acaso para cada item e para cada comprador. Isto
é, o item i e o comprador b sdo representados em W pelos pontos (z;, ;) e (zp,ys) em Q?, respec-
tivamente. Se (z;,y;) € D(xp, yp, ) para um item i e um comprador b, entao existe a aresta (i, b)
em F. isto é, b estd interessando em i se a distancia entre os dois é no maximo r. A Figura 3.3
mostra um exemplo dessa construcao.

Finalmente, para definir a valoracdo, consideramos dois valores h e M e para cada com-
prador b, escolhemos uniformemente ao acaso um multiplicador k, em [1,h] e se (i,b) € FE,
entdao v = 1+ Mky/d(i,b) onde d(i,b) denota a distancia (Euclidiana) entre i e b.

Dessa forma, um comprador da valor positivo apenas para itens suficientemente préximos de
sua localizagdo e o valor diminui conforme a distancia aumenta. Dois compradores que estao a
mesma distancia de um item ainda podem avaliar o item diferentemente porque eles podem ter
diferentes multiplicadores kp.

3.3.3 Modelo da Popularidade

Em um mercado onde os itens sdo parecidos, as preferéncias dos compradores podem se basear em
quao popular é um determinado item. No nosso caso, medimos a popularidade de um item pela
quantidade de compradores que o desejam. Para isso, consideramos um processo onde um item
popular fica cada vez mais popular. Além disso, consideramos que cada item tem uma qualidade
e que o preco de mercado do item é diretamente proporcional a sua qualidade e inversamente
proporcional a sua popularidade (j4 que uma empresa pode vender esse item mais barato se ele for
popular).

Sejam n o nimero de itens, m o nimero de compradores e e o niimero de arestas desejadas no
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Figura 3.3: A constru¢do do grafo utilizado no Modelo da Vizinhanga com 10 itens, 10 compradores e
rato 0.33.

grafo. Construimos um grafo bipartido como descrito a seguir. Comeg¢amos com um grafo bipartido
vazio com partes I e B tais que I = [n] e B = [m], e adicionamos arestas aleatoriamente (como
descrito abaixo) até que o grafo tenha e arestas.

Para adicionar uma aresta, escolhemos um comprador uniformemente ao acaso e escolhemos
um item priorizando os itens de maior grau. Isto é, um item i de grau (atual) d; tem peso d; + 1
(somamos 1 para permitir que itens de grau zero também sejam sorteados). Dessa forma, itens que
sao “populares”, quando adicionamos uma aresta, tém uma chance maior de serem escolhidos do
que itens “impopulares”. O resultado final é um grafo com um pequeno nimero de itens de grau
grande e um grande ntmero de itens de grau pequeno. Esse processo é semelhante ao processo de
Preferential Attachment, utilizado por Barabési e Albert [BA99] para gerar grafos com propriedades
que aparecem na Internet e em grafos que surgem da Biologia como, por exemplo, as interacoes
entre células do cérebro.

Utilizamos também a informagao do grau (final) de um item para decidir as valoragoes. Se-
jam @ a qualidade maxima de um item e d a porcentagem de desvio. Assim como no Modelo
das Caracteristicas, um item ¢ tem preco de mercado p;, e escolhemos a valoragao v;, de acordo
com 1+ N (p;, (pid)?). Mas, diferentemente do Modelo das Caracteristicas, ndao escolhemos o valor
de mercado uniformemente ao acaso em um intervalo. Para cada item i, escolhemos uma qualidade
aleatéria ¢; em (0, Q] e definimos p; como ¢;/d;. Dessa forma, o preco de mercado de um item cresce
com a sua qualidade e decresce com a sua popularidade. Isto é, um item é muito interessante se é
“barato” ou se tem boa qualidade. Veja a Figura 3.4.

3.4 Resultados Empiricos

Nessa se¢ao apresentamos alguns resultados empiricos envolvendo as formulacoes apresentadas na
Secao 3.2. Em nossos experimentos, as novas formulagoes produziram resultados melhores que
a formulagdo (STM), que é a formulacdo previamente conhecida na literatura. Em particular,
a formulagdo (R) foi a melhor para instancias pequenas e a formulacao (U) foi a melhor para
instancias grandes (obtendo um gap pequeno).

Para os nossos testes, utilizamos um computador com dois processadores Intel Xeon E5620
2,40 GHz, com 64GB de RAM rodando o Gentoo Linux 64bit. Os MIPs foram resolvidos usando
CPLEX 12.1.0 em modo single-thread, com memoria limitada a 4GB. Os testes foram executados
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Figura 3.4: De (a) para (b), a oitava aresta (iz,b1) foi adicionada. Em (a), as probabilidades de escolher
0s itens i1, i3 e iz sao 2/10, 3/10 e 5/10, respectivamente. O par em parénteses em (b) representa (q;, D;).

usando um limite de uma hora de tempo de CPU.

Geramos seis conjuntos de testes, dois para cada um dos nossos trés modelos: um com 20
instancias de 50, 100, 150, 200, 250, e 300 itens e a mesma quantidade de compradores (que
chamamos de “instancias pequenas”) e outro com 20 instancias de 500, 1000, 1500, 2000, 2500,
e 3000 itens e a mesma quantidade de compradores (que chamamos de “instancias grandes”). A
seguir descrevemos os parametros utilizados nos modelos e denotamos por n o nimero de itens e
compradores.

Para o Modelo das Caracteristicas, escolhemos o ntimero de opgoes para uma caracteristica
como o = 8, o numero de opcoes preferidas por um comprador para qualquer caracteristica
como p =7, o numero de caracteristicas de um item como [log(8/n)/log(p/o)]. Assim, o grau
médio de um comprador estd entre 7 e 8. Além disso, escolhemos o valor minimo de mercado de
um item como ¢ = 1, o valor méaximo de mercado de um item como h = 100, e a porcentagem de
desvio como d = 0,25. Para o Modelo da Vizinhanca, escolhemos o multiplicador maximo de um
comprador como h = 3, o raio como /8/(nm) (de forma que o grau médio de um comprador seja
préximo de 8) e o fator de escala M = 10. Finalmente, para o Modelo da Popularidade, escolhemos
o numero de arestas como e = 8n, a qualidade méxima de um item como ) = 200 e a porcentagem
de desvio como d = 0,25.

Note que todas as nossas instancias sao esparsas, ja que acreditamos que, na pratica, instancias
densas sejam raras. Isto é, esperamos que, em um mercado com muitos itens, cada comprador
tenha, usualmente, valoragao positiva para apenas alguns itens.

Em nossos experimentos, o CPLEX teve uma melhor performance com a formulagao (R)
do que com qualquer outra formulacao para instancias pequenas. Primeiramente, usando a for-
mulagao (R), o CPLEX resolveu mais instancias pequenas do que as outras formulagoes. Por
exemplo, com (STM), o CPLEX nao pode resolver (em uma hora) qualquer instancia com 100
itens ou mais no Modelo das Caracteristicas. Mas, com (R), o CPLEX pode resolver todas as
instancias com 100 itens, 13 instancias com 150 itens, 8 instancias com 200 itens e 1 instancia
com 250 itens. As Figuras 3.8, 3.9 e 3.10 a seguir e a Tabela B.1 no Apéndice B apresentam o
numero de solugoes encontradas por cada formulagao para instancias pequenas dos trés modelos.
Como nenhuma instancia com 300 itens foi resolvida, omitimos essa informacao das figuras.

Além disso, a Figuras B.1 e a Tabela B.2 no Apéndice B mostram que (STM) e (L) apresentaram
um gap final médio muito pior que os obtidos por (U), (A) e (R) para as instancias pequenas que
nao foram resolvidas em uma hora (pelo menos o dobro do gap final médio dessas formulagoes).

Mesmo com a formulac¢ao (R) sendo melhor do que as outras, notamos que as formulagoes (U)
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Figura 3.5: Numero de solugdes encontradas para o Modelo das Caracteristicas.
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Figura 3.6: Numero de solugcoes encontradas para o Modelo da Vizinhanca.
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Figura 3.7: Numero de solugoes encontradas para o Modelo da Popularidade.

e (A) nao estao muito atrds da formulacao (R) como é possivel observar nas Figuras 3.5, 3.6 e 3.7
(nessa segao) e B.1 (no Apéndice B) e a Tabela B.2 (também no Apéndice B).

Para instancias grandes, quando analisamos o gap final médio, concluimos que a formulagao (U)
é melhor do que as outras. De fato, (U) foi capaz de manter um gap final médio pequeno mesmo
para instancias com 3000 itens (2% para o Modelo das Caracteristicas, 3% para o Modelo da
Vizinhanca e 17% para o Modelo da Popularidade). As Figuras 3.8, 3.9 e 3.10 (nessa segao) e a
Tabela B.3 (no Apéndice B) apresentam essa informagao em mais detalhes.

Acreditamos que esse resultado é impressionante porque, teoricamente (como provado no Teo-
rema 3.2.9), (U) é a mais fraca das novas formulagoes (note que nao temos um resultado tedrico
que compare (U) e (STM)). Apesar disso, (U) é uma formulagao pequena quando comparada
com (STM), (A) e (R) e, por causa disso, a relaxagao linear pode ser computada mais rapidamente
para essa formulagao (e também para a formulagao (L)) como é possivel ver na Figura B.2 e na
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Figura 3.8: Gap final médio para instincias grandes para o Modelo das Caracteristicas.
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Figura 3.9: Gap final médio para instincias grandes para o Modelo da Vizinhanga.
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Figura 3.10: Gap final médio para instancias grandes para o Modelo da Popularidade.
Tabela B.4 no Apéndice B. Como (L) é uma formulagao mais forte do que (U) e elas tém o mesmo

tamanho, acreditamos que a formulagao (U) superou a formulagdo (L) por causa das heuristicas
usadas pelo CPLEX para encontrar boas solucoes inteiras que, aparentemente, foi mais eficiente
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para (U) do que para (L).

3.5 A Dificuldade de Aproximar Precos Geométricos

O resultado de Chalermsook et al. [CCKK12] mostra quao dificil é aproximar o Problema da
Precificacao Livre de Inveja. Enquanto buscdvamos uma variante do problema para a qual
pudéssemos projetar um algoritmo polinomial ou uma aproximagao de razao constante e inspi-
rados por [AFMZ04], consideramos o caso onde os pregos sao restritos a elementos de uma série
geométrica. Algo semelhante ao que fizemos na Secao 2.5.

Note que isso reduz drasticamente o espaco de precos vidveis e poderia, potencialmente, levar
a solucoes com valor muito baixo se comparada com o valor de uma solucao étima. Esse nao é
o caso. Como provamos abaixo, o valor de uma solugao 6tima para essa variante estd a um fator
constante do valor de uma solu¢ao étima para o problema original. Antes de apresentar o resultado,
introduzimos algumas notacoes tuteis.

Definicao. Para uma valoracao v, um racional positivo & e um inteiro positivo £k,
seja dp = max{vy :i € I,b € B}/(1+ ). Denotamos por D; . o conjunto {dy,dy,...}.

Definicao. Para um real positivo y e um conjunto D1y, seja |y],,. = d, onde r é um inteiro tal
que dr <y < dp_1.

Dada uma valoracao v e uma precificagao p, é facil computar uma alocacao livre de inveja x,
que maximiza o lucro do leiloeiro. De fato, para cada comprador b, atribua a b um item i que
maximize vy, — p; (se esse valor for ndo-negativo), resolvendo empates escolhendo o item de maior
preco (se o empate persistir, existe mais de uma tal alocagao).

Definigao. Seja SOL(p) o lucro do leiloeiro para a precificagio p e .

Primeiramente consideramos € = 1, isto é, que os precos estao restritos a Do. Mostraremos que
o lucro maximo atingido por uma precificacao restrita a Dy é pelo menos 1/4 do valor de uma
solugao 6tima para o Problema da Precificacao Livre de Inveja.

Teorema 3.5.1. Para toda precificacao p, existe uma precificacao p consistindo de precos apenas
em Dy tal que SOL(p) > SOL(p)/4.

Demonstragdo. Obtemos p arredondando os componentes do vetor 2p/3. Isto é, p; = |2p;/3], para
todo item i. Primeiramente, note que p;/3 < p; < 2p;/3. Vamos mostrar que SOL(p) > SOL(p) /4.

Como p; < p; para todo item i, cada comprador que recebe um item em z, também recebe
um item em x3. Agora, suponha que o comprador b recebe um item i em x;, e um item £ em x;.
Se pr. > p;, entao o lucro obtido a partir de b é pelo menos p; > p;/3. Portanto, de agora em diante,
assumimos que pg < p;.

Como b recebe i e ndao k em x,,, temos que v; — p; > vy — P Além disso, se b recebe k e nao i
em 5, temos que vy — Pr = Vi, — Pi, 0 que implica que py — pr > p; — P;. Pela regra de quebra de
empates usada na definicao de z,, a desigualdade ¢, de fato, estrita, ja que pp < p;.

Agora, suponha que pi < p;/4. Como p; < 2p;/3, temos que

. 3p;
P —Di = TZ—pz‘

= > 2pr = 3Pk — Dk = Dk — Dk,

bi
2

contradizendo o fato que py — pr > p; — p;. Portanto py > p;/4, mas como py, e p; sdo precos em Do,
concluimos que pi > p;/2. Temos que,

_ i |+ P —  + P — 3P
pk2%>pz p2lc szpzpl; Pk7

isto é, pg > p;/4. Concluimos que SOL(p) > SOL(p)/4. O
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E possivel provar um resultado similar para precificagbes que sao restritas a Dy, paraume > 0
arbitrario. A razao obtida para tais precificagoes com respeito ao valor 6timo aproxima-se de 1
quando ¢ tende a 0. Esse fato é apresentado no préximo teorema.

Teorema 3.5.2. Seja p uma precificagao. Para cada real € tal que 0 < ¢ < 1, existe uma preci-
ficacao p° consistindo apenas de pregos em Dy, tal que SOL(p?) tende a SOL(p) conforme & tende
a 0.

Demonstragdao. Para cada item i, seja pf = [pi/r], 4> onde 7 é uma constante que escolheremos
3 Pi =€ Pi
depois. Note que Mo <p; <t '
Como na prova do Teorema 3.5.1, cada comprador que recebe um item em x;, também recebe
um item em x5, e se o comprador b troca o item 7 pelo item £ quando a precificagao muda para p°,

entao py — Py, > pi — P; a nao ser que py > p;.

Se p5. > pf, entdo pf, > (ﬁiz)r. Caso contréario,
T L ﬁi+pi—ﬁ§>ﬁi+m—%
F=Q+e)r (14+e)r — (A+4+e)r ’
0 que implica que
. r—1
Pr = (1+€)r2—rp2
Pode ser mostrado que o méaximo no lado direito é alcancado quando 7 = 1 + \/\1/% Usando esse
valor de r, temos que
1
Pr > Di.
P oe(lte) +2e 41
Conforme ¢ tende a 0, o valor escolhido para r tende a 1, e SOL(p®) tende a SOL(p). O

Uma consequéncia desse resultado é o seguinte. Se existir uma aproximacao de razao constante
para o Problema da Precificagdo Livre de Inveja com os pregos restritos a D14, para algum ¢ > 0,
entdo existiria uma aproximacao de razao constante para a versao irrestrita do problema. Isso é
impossivel a menos que P = NP, como mostrado por Chalermsook et al. [CCKK12]. Portanto,
mesmo para essa variante, nao ¢ possivel encontrar uma aproximacao de razao constante a menos
que P = NP. Por outro lado, um algoritmo empiricamente rapido capaz de resolver essa variante
encontraria boas solucoes para o problema original.
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Capitulo 4

Leiloes de Anuncios

Um relatério anual da Econsultancy e SEMPO [ES10] estimou que a industria norte-americana
de propaganda de mecanismos de busca valia US$14,6 bilhoes em 2009 com um crescimento de
anual de 8%. De fato, as buscas patrocinadas sao uma das formas mais rentdveis de propaganda e
geraram aproximadamente US$7 bilhoes em 2005 [NRTV07, Cap. 28]. Assim, o problema de alocar
propagandas de anunciantes em slots de propaganda em buscas online de forma a maximizar o
lucro da ferramenta de busca é de grande importancia econémica para empresas como Google e
Microsoft.

Motivados pela grande importancia do mercado de antncios online, muitos artigos recentes
apresentaram modelos e resultados para leiloes relacionados a antincios online [AMTO07, ABKT08,
BJNO7, CG08, DH09, GMNS08, GM08, MSVV05, Sri08]. Um dos modelos considerados na litera-
tura é o Leilao de Antncios de Primeiro Preco ( First-Price Ad Auctions) onde cada busca por
uma palavra-chave tem apenas um slot, cada anunciante tem um orcamento e faz um lance para ser
anunciado junto com o resultado da busca dessa palavra-chave. A cada busca realizada é necessério
escolher um dos anunciantes interessados nessa palavra-chave. Esse anunciante terd sua propaganda
exibida e ird pagar o valor de seu lance. Existem varios resultados para esse modelo, tanto para a
versao offline quanto para a versao online (quando nao sabemos quais serao as proximas palavras-
chave e quais serao os lances dos compradores) [LLN06, MSVV05, BJN07, DH09, CGO08, Sri08].

Para a versao online do Leilao de Antincios de Primeiro Prego, a melhor razao de competiti-
vidade conhecida é 2 [LLNO06] quando nao ha restrigoes nos valores dos lances relativamente aos
orgamentos. Quando os lances sdo muito menores que os orgamentos, Mehta et al. [MSVVO05] e
Buchbinder et al. [BJNO7] apresentaram um algoritmo que alcanca a razao de competitividade
6tima de e/(e — 1). Devanur e Hayes [DH09] mostraram, para qualquer € > 0, sob certas hipéteses,
um algoritmo (1 + €)-competitivo para o caso em que as palavras-chaves chegam em uma ordem
aleatoria. Para a versdo offline do Leildo de Antncios de Primeiro Preco, o melhor resultado conhe-
cido é de Chakrabarty e Goel [CGO08] e Srinivasan [Sri08]. Eles apresentaram uma 4 /3-aproximagao
e mostraram que é NP-dificil aproximar essa versdao por um fator de 16/15.

Azar et al. [ABKNO09] consideraram ent@o o Leilao de Antuncios de Segundo Precgo (Second-
Price Ad Auctions). Nesse modelo, quando uma busca é realizada, é necessério escolher dois com-
pradores e entre esses dois anunciar aquele com maior lance cobrando o lance do outro comprador.
(Isto é equivalente a fazer um leilao de segundo prego pelo slot entre apenas esses dois comprado-
res.) Tal modelo busca capturar o fato de que os mecanismos de buscas normalmente se utilizam
do Leilao de Segundo Prego Generalizado [EOS07, Var(7] para decidir os vencedores e o preco dos
slots para uma determinada busca. De fato, Goel et al. [GMNS08] consideraram anteriormente
uma variante online do Leildao de Anuncios de Segundo Prego. O modelo deles difere do modelo
proposto por Azar et al. porque permite que os compradores facam lances acima do orcamento
restante mesmo sendo cobrado no maximo o seu or¢camento restante.

Azar et al. [ABKNO09] apresentaram uma (n/c)-aproximacao para a versao offline do problema
do Leilao de Antncios de Segundo Prego onde n é o nimero de palavras-chaves (itens) e ¢ é a
menor razao entre o orcamento e o maior lance de um comprador. Eles também provaram que é

93
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NP-dificil aproximar a versao offline do problema por uma razao o(n). Eles consideraram também
um problema mais simples, chamado Emparelhamento de Segundo Preco (2PM, Second-Price
Matching), onde todos os compradores sao restritos a lances binérios e tém or¢amento unitario, isto
é, um comprador pode ter o seu antincio exibido no méximo uma vez. Eles provaram que a versao
offline do 2PM é APX-dificil e apresentaram uma 2-aproximacio para esse caso. Para a versao
online, eles provaram um limitante inferior de n na razao de competitividade de qualquer algo-
ritmo deterministico (juntamente com um algoritmo deterministico n-competitivo), um limitante
inferior de 2 para a razao de competitividade de qualquer algoritmo aleatorizado e apresentaram
um algoritmo aleatorizado 5,083-competitivo para o problema.

Nesse capitulo iremos considerar um caso particular do Leildo de Antncios de Segundo Preco
onde cada lance é 0 ou 1. Nés o denominamos Leilao de Antuncios de Segundo Preco com
Lances Binarios (B2PAA). Note que o B2PAA é uma generalizagao do 2PM onde cada comprador
tem um orcamento arbitrario. Primeiramente nos concentramos na versao offline desses problemas.
Mostraremos como usar um algoritmo para o 2PM que encontra uma solugao a partir da remocao
de arestas de um emparelhamento maximo no grafo bipartido de compradores e itens para obter
uma aproximacao para o B2PAA. Usando a 2-aproximacao de Azar et al. [ABKN09] para o 2PM,
obtemos uma 2-aproximagao para o B2PAA.

A seguir focamos em instancias de leildes de antncios com boa competitividade. Chamamos
de grau de ¢ o numero de compradores interessados em um item 7 . Consideramos um mer-
cado §-competitivo se o grau minimo de um item é pelo menos um inteiro fixo §. Isto é, existem
pelo menos ¢ compradores interessados em cada item. De forma geral, dizemos que um mercado é
competitivo se existe d > 3 tal que o mercado é d-competitivo. Primeiramente parametrizamos a
analise anterior e os resultados para o 2PM em termos de §.

Adaptamos a prova de complexidade de Azar et al. e mostramos que 2PM continua APX-dificil
para um 0 > 2 fixo. Porém, é interessante notar que o limitante inferior se enfraquece (isto
é, aproxima-se de 1) quando § cresce. Além disso, mostramos que a 2-aproximagao de Azar et
al. [ABKNO9] para o 2PM néao obtém razao melhor em mercados competitivos.

Apresentamos entao uma aproximagcao para o 2PM cuja razao é melhor do que 2 para § > 4.
A razao de nosso algoritmo se aproxima de 1.5 conforme ¢ cresce. Para § < 3, a razao do nosso
algoritmo é 2, e portanto é, de forma geral, tao bom quanto o algoritmo de Azar et al. e melhor para
mercados mais competitivos. Nosso algoritmo, assim como o de Azar et al., usa um emparelhamento
méximo e pode ser usado para obter uma solucdo do B2PAA, sendo que a razado para mercados
competitivos é mantida.

Na busca de algoritmos melhores para o 2PM, implementamos o nosso algoritmo juntamente
com algumas variantes e realizamos alguns estudos empiricos. Pelo que observamos em nossos ex-
perimentos, sugerimos uma variante do nosso algoritmo que funciona empiricamente melhor. Essa
variante em particular utiliza um emparelhamento maximo. Naturalmente, buscamos provar uma
razao de aproximacao melhor para essa variante mas fomos capazes de provar que, infelizmente,
qualquer algoritmo que produza um emparelhamento de segundo prego contido em um emparelha-
mento maximo nao é capaz de obter uma razao de aproximacao melhor do que 2 para o caso geral
do 2PM.

Finalmente consideramos a versao online do 2PM e mostramos que o algoritmo
RANKINGSIMULATE [ABKNO09] é (2071/(2°~! — 1))(\/e/(y/e — 1))-competitivo, o que é melhor
do que 5,083 (o resultado previamente conhecido) para d > 3.

4.1 Modelo e Notacao

Para manter uma notagao uniforme com o resto do texto, chamamos os anunciantes de compradores
e as palavras-chaves de itens. Como nos capitulos anteriores, consideramos um conjunto I = [n] de
itens e um conjunto B = [m] de compradores, bem como uma valoragao v onde v;, representa o
valor do item ¢ para o comprador b. Para cada comprador b, temos um or¢amento Oy > 0 que indica
quanto pode ser gasto pelo comprador b. Denotamos por Op 0 orcamento restante do comprador b
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em um dado momento, isto é, seu orcamento menos qualquer valor que tenha pago na compra de
itens até esse dado momento.

No Leilao de Anincios de Segundo Preco sao dados B e O a priori e I e v de forma
online. Os itens chegam um a um (em ordem), juntamente com a valoragao de tal item
para cada comprador. Quando um item ¢ chega, precisamos escolher dois compradores
b el de forma que 0; > Uy, onde U = min{ vy, Ob} (idem para ¥;), isto é, o valor
que b da para o item i nesse momento ¢ o minimo entre o seu real valor para o item e
o seu orcamento restante. Escolhidos b e b/, o comprador b recebe o item 7 e paga Uy .
O objetivo é maximizar o lucro do leiloeiro.

Note que quando um item chega, fazemos um leilao de segundo prego entre os dois compradores
escolhidos para tal item i (e por isso o problema recebe esse nome). A Figura 4.1 exemplifica um
tal leilao.

O b O b O b O b

. 15 . 15 . 15 . 15
i @y i @y i1 @ i1 @
N \11\
O by O by ; O by O by
/s 13 13 /s 13 _ 7
22 .‘10 12 ."10 12 .

O b3 O b3 O b3 O b3
16 16 6 6

() (b) (d)

Figura 4.1: Um exemplo do Leildo de Anincios de Sequndo Preco. Na figura (a) temos uma instincia
do problema. Na figura (b) escolhemos os compradores by e bs para competir pelo item i1. Como bz dd
mais valor para esse item, ele receberd i1 e o seu or¢amento diminuird para 6. Na figura (c) escolhemos os
compradores by e bg para competir pelo item iy. Apesar de bs originalmente dar valor 10 para esse item, o
seu or¢amento restante € de apenas 6 e, portanto, by recebe o item is. A figura (d) representa a situagdo
final do mercado com as alocagoes realizadas e os or¢camentos finais dos compradores.

—
o /
~

Apresentamos a seguir o caso particular do Leilao de Antuncios de Segundo Prego no qual
estamos interessados nesse capitulo.

Leilao de Antncios de Segundo Preco com Lances Bindrios (também denotado
por B2PAA): caso particular do Leildo de Anuncios de Segundo Prego onde para todo
comprador b e item 7 temos que vy, € {0, 1}.

Dada uma valoragao v onde para todo comprador b e item i temos que v; € {0, 1}, podemos
considerar o grafo bipartido G = (I, B, E) onde (i,b) € E se e somente se v; = 1. Se para um
comprador b e um item ¢ temos que v;, = 1, dizemos que b estd interessado em 3.

A seguir introduzimos um conceito 1til para caracterizar as solugoes vidveis do Leilao de
Antuncios de Segundo Prego com Lances Binarios.

Definig¢ao. Dizemos que um O-emparelhamento’ M de G é um O-emparelhamento de segundo
preco se, para toda aresta (i,b) em M, existe uma aresta (i,0') em F tal que menos do que Oy
arestas (i/,0’) com ¢’ < i pertencem a M.

Isso significa que, ao emparelhar i com b existia um outro comprador b interessado em ¢ que
ainda nao havia esgotado o seu or¢gamento naquele momento. Chamamos esse comprador b’ de
comprador de segundo prego para i (note que b’ nao é necessariamente tinico). A Figura 4.2
apresenta uma instancia do B2PAA juntamente com um O-emparelhamento de segundo preco.

! Abusamos um pouco da notacdo chamando de O-emparelhamento o p-emparelhamento onde, para todo
item ¢, p; = 1 e, para todo comprador b, p, = Op.
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Figura 4.2: Um ezemplo de um O-emparelhamento de sequndo prego, denotado pelas arestas azuis (grossas).
Note como bs ndao € um comprador de sequndo preco para o item iy (vendido para o comprador bs) pois seu
orcamento estd esgotado mo momento da venda de i4. Note também que by € um comprador de sequndo
preco para iq porque, apesar de receber dois itens, no momento da venda de i4, by havia comprado apenas o
item i1.

Dada a correspondéncia entre uma atribuicao de itens a compradores onde obtemos lucro estri-
tamente positivo de todos os itens e um O-emparelhamento de segundo preco de G, consideramos
que a entrada do B2PAA consiste de um grafo bipartido G = (I, B, E) e um vetor de or¢amentos O
indexado por B. O objetivo é encontrar um O-emparelhamento de segundo preco em G de tamanho
maximo. Na versao offline do problema G e O sao dados na integra no comeco do algoritmo. Na
versao online, B e O sao conhecidos inicialmente mas os elementos de I sao revelados em ordem,
um por vez, de forma online, juntamente com as arestas incidentes ao novo item revelado e devemos
entao decidir quem ird ser emparelhado com esse item.

Quando Oy = 1 para todo comprador b, dizemos que um O-emparelhamento de segundo preco
é um emparelhamento de segundo preco.

Problema do Emparelhamento de Segundo Preco (também denotado por 2PM):
dado um grafo G = (I, B, E), desejamos encontrar um emparelhamento de segundo
preco de cardinalidade méxima em G.

Apesar de serem grandes simplificagoes do problema original, o Leilao de Anuncios de Se-
gundo Prego com Lances Bindrios e o Problema do Emparelhamento de Segundo Preco ainda
mantém uma caracteristica interessante do problema. Para vender um item ¢ para um comprador
b ainda é necessdrio que exista um comprador b’ interessado em ¢ e que ainda nao tenha exau-
rido o seu orcamento para servir como um comprador de segundo prego. Além disso, a escolha
do comprador que receberd um determinado item ¢é bastante importante, j4 que apds exaurido o
seu or¢amento, um comprador nao pode mais servir como comprador de segundo preco. De fato,
é interessante notar que o caso particular do Leilao de Anuncios de Primeiro Preco onde as va-
loragdes sao bindrias e os orgamentos sao todos iguais a 1 (como no Problema do Emparelhamento
de Segundo Preco) é equivalente ao Problema do Emparelhamento Méximo que pode ser resolvido
em tempo polinomial [Sch03] enquanto que o Problema do Emparelhamento de Segundo Prego é
APX-dificil [ABKT08].

O grau de um item ¢ é o nimero [{b € B : (i,b) € E}|, isto é, o niumero de compradores
interessados em 4. Denotamos por B2PAA(0) a restrigao do B2PAA a grafos onde o grau de todo
item é pelo menos §. Podemos assumir que 6 > 2, j& que um item com grau menor que 2 nao pode ser
emparelhado em um O-emparelhamento de segundo prego. De forma andloga, definimos 2PM(0).

Para um emparelhamento M e um item i tal que (i,b) € M para algum b em B, escrevemos
M(i) = be M~'(b) = i. Dizemos que b é o comprador de i em M e i é o item de b em M. Se M
é um emparelhamento de segundo preco em G, dizemos também que, se (i,b) € M, o item i é
vendido para o comprador b.

Eventualmente abusamos da notagao e utilizamos outro conjunto além de [n] como o conjunto I
de itens. Quando isso acontecer, definiremos explicitamente uma ordem sobre esse conjunto. Além
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Figura 4.3: A construcao de GJC\)/[ para um comprador b com O, = 5. Na figura (a), as arestas azuis (grossas)
denotam M e na figura (b) denotam M'.

disso, no que segue, consideramos que B = [m| para algum inteiro positivo m. Mas note que a
ordem dos compradores nao importa para esse problema. Além disso, de agora em diante, nos
referiremos & versao offline do problema simplesmente como B2PAA ou 2PM.

4.2 Leiloes de Antincios de Segundo Preco com Lances Binarios

Dado um grafo bipartido G e um vetor de orgamentos O, seja Go o grafo bipartido obtido a partir
de G adicionando Oy — 1 novas cépias de cada vértice b em B. Isto é, para cada vértice b em B,
Go tem Oy vértices com a mesma vizinhanga, composta pelos itens que sdo adjacentes a b em G.
Um O-emparelhamento M em G corresponde a um emparelhamento M’ em Go e vice-versa. De
fato, para cada (i,b) em M, seja (i,b') € M’ onde b’ é uma das cépias de b em Go. Escolha ' tal
que duas arestas (i,b) e (i,b) em M correspondam a arestas (i,b') e (i’,0") com ¥/ # V. Seja GY
o subgrafo de G obtido pela remocao, para cada aresta (i,b) em M, das arestas (i,b") ¢ M’. Note
que M’ é um emparelhamento de Ggf . A Figura 4.3 mostra um exemplo de tal construcao. Observe
que, se o grau minimo em G de um item é pelo menos § entao também o é em Gg .

Seja SEPARAR um algoritmo polinomial tal que, dado um grafo bipartido G, um vetor de
orcamentos O e um O-emparelhamento M de G, devolve um grafo bipartido G]‘O4 e um emparelha-
mento M’ de GJ\O4 como descrito acima. Seja JUNTAR um algoritmo polinomial que, dado G,
um vetor de orcamentos O e um emparelhamento de segundo preco S em G]‘OJ , devolve um
O-emparelhamento de G, onde o item 7 estd casado com o comprador b se ¢ estd casado em S
com uma cépia de b. Finalmente, seja O-EMPARELHAMENTOMAXIMO um algoritmo polinomial
que recebe um grafo bipartido G e um vetor de orgamentos O e devolve um O-emparelhamento de
cardinalidade maxima em G [Mun57, Sch03].

Definigao. Chamamos um algoritmo polinomial de especial se, dado um grafo G’ e um empare-
lhamento M’ em G’, esse algoritmo devolve um emparelhamento de segundo prego contido em M.
Dizemos que ele é a-especial para o 2PM(4) se a saida tem tamanho pelo menos «|M’|.

Note que qualquer algoritmo a-especial para o 2PM(§) pode ser adaptado para se tornar uma a-
aproximacao para o 2PM(9). De fato, basta aplicar tal algoritmo em um emparelhamento maximo
do grafo de entrada que, por sua vez, pode ser encontrado em tempo polinomial. A seguir apresen-
tamos um algoritmo O-ALG que utiliza um algoritmo especial ALG.
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O-ALG(n,m, E,O)

1 M = O-EMPARELHAMENTOMAXIMO(n, m, E, O)
2 GM M' = SEPARAR(n,m, E,O, M)
3. m =300,0
4 8 =Arc(n,m',E(GY), M)
5 devolva JUNTAR(GY, O, S)

Teorema 4.2.1. Se ALG é a-especial para o 2PM(d), entdo o algoritmo O-ALG é uma
a-aproximacao para o B2PAA(0).

Demonstracdo. Note que M e M’ tém o mesmo niimero de arestas. Além disso, o tamanho de um O-
emparelhamento de cardinalidade méxima é um limitante superior no tamanho de uma solucao
6tima do B2PAA e o O-emparelhamento encontrado por JUNTAR(GY , O, S) tem o mesmo tamanho
que S. Basta, entao, mostrar que M" = JUNTAR(G%I, 0, S) é, de fato, um O-emparelhamento de
segundo preco.

Seja (i,b) uma aresta em M". Entdo, por construcao, (i,0') € S para alguma cépia b’ de b
em Gg . Como S é um emparelhamento de segundo preco, existe um comprador ¢’ em ng (e,
por construgao, ¢ nao é uma cépia de b) tal que (i,b') € E(GY) e ¢ ndo estd emparelhado
com um item i’ < 7. Seja ¢ o comprador do qual ¢’ foi copiado. E facil ver que o numero de
itens i’ < i emparelhados com ¢ em M” é menor do que O, porque ¢’ nao estd emparelhado com
nenhum desses itens em S. Concluimos que M” é um O-emparelhamento de segundo preco para
G = ([n],[m], E). O

4.3 Resultados de Complexidade para Mercados Competitivos

Nessa se¢ao mostramos que 2PM(4) é APX-dificil para § > 3. Esse resultado é um aprimoramento
do resultado de Azar et al. [ABKNO09] que 2PM(2) é APX-dificil.

Comegamos apresentando uma reducao a partir da Cobertura por Vértices para o 2PM criada
por Azar et al. [ABKNO09].

Dado um grafo H, denotamos por f(H) a seguinte instancia do 2PM. Para cada aresta e de H,
temos um item e, para cada vértice v de H, temos um comprador. Temos uma aresta (e, v) se v é uma
das duas pontas de e. Para cada e em H, temos um comprador z. e uma aresta (e, x.). Finalmente,
para cada vértice v em H, temos um gadget contendo dois itens h, e £, e dois compradores y,
e z, e temos as arestas (hy,v), (hy,Yv), (bu,Ys), € (Ly,2y). A ordem em I é tal que, para cada
vértice v de H, h, aparece antes do que £, e os itens que representam arestas aparecem depois de
todos 0s hy’s e £,’s. A Figura 4.4 representa tal construcao para um grafo composto por uma tnica
aresta.

O o O ® O
v1 Py, Yuor ly, Zuy
O—@

Te e \’UZ hvz Yoo lv2 Zvg

O ® O ® O

Figura 4.4: Uma instincia de f(H) onde H € o grafo com vértices vy e vy e uma aresta e = {vy,vs}.

Mostraremos agora como estender f(H) para uma instancia do 2PM(d). Dado um grafo H e
um § > 3, denotamos por fs(H) a seguinte instancia do 2PM(J). A instancia estende f(H) de
forma que cada item tenha grau 6.

Para cada item que representa uma aresta e, primeiramente temos d — 3 novos compradores,
conectados a e, denotados por d., ... ,d‘g*‘?‘. Temos entdao § — 3 copias de e (itens com a mesma
vizinhanga de e). Dessa forma, e e todas as suas cépias tém grau d.
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Para cada vértice v, temos § — 2 novos compradores, denotados por d}tv, . ,dif, conectados

com h, e 6 — 2 novos compradores, denotados por d%v, . ,d‘zv_Z, conectados com £,. Finalmente,
temos 0 — 2 cépias de h, e 6 — 2 copias de £,. Dessa forma, h,, suas copias, £, e suas copias tém
todos grau 9.
Chamamos os itens e compradores de f(H) de itens originais e compradores originais.
Chamamos os outros itens e compradores de cépias de itens e novos compradores.
Ordenamos I de forma que todas as cépias aparecem antes de todos os itens originais e, para
os itens originais, seguimos a ordem de f(H). A Figura 4.5 mostra um exemplo para fy(H).

d,llv1 d%vl dllv1 dil
O—0—0L O —@—0
@ @
e e @&—0
O>—<. v1 Py, Yur Ly, “u1
O—. V2 I Yoy ZU2 Zvy
Te e T

@ o @) o O
@

O—0—O O—@—=O
dl 2 dl 2
’U2 ’U2

Loy Loy

Figura 4.5: Uma instancia de f4(H) onde H é o grafo com vértices v e vy e uma aresta e = {v1,va}. Os
vértices de cor preta representam os itens em f(H) e os vértices de cor cinza representam as copias desses
itens.

Defini¢ao. Denotamos por OPTyp(G) o valor de uma solucdo 6tima da instancia G do 2PM e
denotamos por OPTy ¢ (H) o valor de uma solugao 6tima da instancia H da Cobertura por Vértices.

Podemos agora relacionar o valor de uma solugao 6tima de f(H) com o valor de uma solugao
6tima de fs(H).

Lema 4.3.1. Seja M uma solucao para fs(H). Entao existe uma solu¢ao M’ onde todas as copias
de itens estao emparelhadas com novos compradores e |M'| > |M]|.

Demonstragdo. Suponha que, para uma aresta e em H, existe uma cépia i de e que nao esta
emparelhada com um novo comprador em M. Se existe um novo comprador nao emparelhado
vizinho de i, basta emparelhar tal comprador com i (desemparelhando i e x., eventualmente). Se
todo novo comprador vizinho de ¢ estd emparelhado entao, pelo Principio da Casa dos Pombos, e
estd emparelhado com um novo comprador d2 (para algum 1 < j < § — 3). Basta entao trocar
os papéis de 7 e e, isto é, se ¢ nao estd emparelhado, podemos emparelhar o comprador de e
com ¢ e deixar e desemparelhado e se ¢ estd emparelhado, podemos trocar os compradores de e
e 2. O mesmo ¢é vélido para h, e [, para todo vértice v em H. Note que, por esse processo, o
tamanho do emparelhamento nao diminui. Portanto, podemos repetir esse processo e obter M’
com a propriedade desejada e tal que |M’| > |M]|. O

Corolario 4.3.2. OPTyp(fs(H)) = (6 — 3)|E| + 2(6 — 2)|V| + OPTap(f(H)).

Demonstragdo. Primeiramente, note que OPTaop(f5(H)) > (0 — 3)|E| + 2(d — 2)|V|, j& que pode-
mos emparelhar todas as copias de itens com novos compradores e obter uma solucao de tama-
nho (6 — 3)|E| +2(d — 2)|V|. Seja M uma solugao 6tima para f5(H) e assuma (pelo Lema 4.3.1)
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que em M todas as cépias dos itens estao emparelhadas com novos compradores. Entao M con-
siste de um emparelhamento perfeito entre novos compradores e copias de itens, e uma solugao
para f(H), que tem que ser 6tima pois M é solugao 6tima para fs(H). O

Iremos agora comecar a relacionar o 2PM(d) com a Cobertura por Vértices.

Lema 4.3.3 (Azar et al. [ABKNO09]). Seja H um grafo e k¥ > |V(H)| + |E(H)| o tama-
nho de uma solugado vidvel para f(H). Entao existe uma cobertura por vértices T' de H tal
que [T| = 2|V(H)|+ |E(H)| — k. Em particular, OPTy ¢ (H) = 2|V (H)|+|E(H)|-OPTap(f(H)).

E claro que f(H) tem uma solucao de tamanho |V (H)| + |E(H)|: basta vender cada £, a z, e
cada e a z.. Um dos extremos de e pode servir de comprador de segundo preco para e enquanto y,
pode servir de comprador de segundo preco para £,. A ideia do lema acima é vender h, para v
exceto para os vértices de uma cobertura por vértices. Toda aresta entao terda um extremo na
cobertura que podera servir como seu comprador de segundo preco e y, pode continuar servido de
comprador de segundo preco para £,.

Corolério 4.3.4. Para § > 3, sejam H um grafo e r o tamanho de uma solucao viavel para fs(H)
de forma que r > (6 —3)|E(H)|+2(0 —2)|V(H)|+ |V(H)| + |E(H)|. Entao existe uma cober-
tura por vértices T' de H tal que |T| = 2(6 — 1)|V(H)| + (6 — 2)|E(H)| — r. Em particular,
OPTye(H) =2(6 = 1)|V(H)| + (6 - 2)|E(H)| — OPT2p(f5(H))-

Demonstragao. Pelo Lema 4.3.1, existe uma solugao de tamanho r para fs(H) onde todas as
copias de itens sao emparelhadas com novos compradores. Portanto, existe uma solugao para f(H)
de tamanho k = r — (0 — 3)|E(H)| — 2(0 — 2)|V(H)|. Pelo Lema 4.3.3, existe uma cobertura por
vértices T' de H tal que |T'| = 2|V (H)| + |E(H)| — k, de onde o resultado segue. O

Também  é  fdcil ver que  fs(H) tem  uma  solugdo de  tamanho
(6 —3)|E(H)| +2(6 —2)|V(H)|+ |V(H)| + |E(H)|. E necessério apenas vender todas as cépias
de itens para novos compradores e entao vender cada [, para z, e cada e para x..

Usamos o seguinte teorema para obter o resultado de inaproximabilidade.

Teorema 4.3.5 (Chlebik e Chlebikova [CC06]). E NP-dificil aproximar a Cobertura por Vértices
em grafos 4-regulares por um fator de 53/52.

Teorema 4.3.6. E NP-dificil aproximar 29PM(8) para § > 3 por um fator de 0—13

86—13—1/52°
Demonstragao. Suponha que temos uma a-aproximacao para o 2PM(d) com a = %ffg_iff’m
e seja H = (V,E) um grafo 4-regular. Observe que |E| = 2|V|, e portanto
20 — DWW + (6 — 2)|E] = (20 — 3)|E|. Logo, pelo Corolario 4.3.4, existe uma cober-

tura por vértices T' tal que

T < (26— 3) | — 2ET2pUsUH))

(6%
(20 — 3)|E| — OPTyc(H)
[0
OPTy¢(H)
—

— (25 -3)|B| -

- (& 1)(26—3)\E| +

Além disso, como H ¢ 4-regular, OPTy ¢ (H) > |E|/4. Temos que

OPTyc(H)

T
(0%

4(0‘; 1)(25 — 3)OPTyc(H) +

R [ )R Py

(0%

Substituindo «, concluimos que, se tal a-aproximagao existe, entdo podemos aproximar a Co-
bertura por Vértices em grafos 4-regulares por um fator de 53/52, o que implica que P = NP. [
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4.4 O Algoritmo REVERSEMATCHING em Mercados Competitivos

Nessa segdo provaremos que o algoritmo proposto por Azar et al. [ABKN09] chamado
REVERSEMATCHING tem uma razao de aproximacao de pelo menos 2 em mercados competitivos.
Isto é, a razao de aproximagao nao melhora em mercados competitivos.

Comecamos com algumas definigdes. Seja G = (I, B, E) um grafo bipartido com [ = [n]
e B = [m].

Definicao ([ABKNO09]). Seja M um emparelhamento em G. Para um item i, dizemos que uma
aresta e = (i,b') é uma aresta para cima se existe uma aresta f = (¢/,0’) em M com i’ < i. Se
existe uma aresta f = (¢,b') em M com i’ > i ou se nao existe aresta em M adjacente a b’ entéo e
é uma aresta para baixo.

i @——=0Ob i @
i’ ./(‘)/ i’ .\(T)\O b

Figura 4.6: Na figura (a), a aresta (i',b) € uma aresta para cima e na figura (b) a aresta (i',b) é uma
aresta para baixo.

O algoritmo encontra um emparelhamento méaximo M em G e elimina algumas arestas de M
para obter um emparelhamento de segundo-prego. Se o algoritmo decide manter uma aresta (i, b)
de M, duas coisas podem acontecer. Se existe uma aresta para baixo (i,b'), entdao ele pode man-
ter (i,b) em M ja que b’ pode servir como um comprador de segundo prego para i. Caso contrario,
toda aresta (i,b') com b/ # b é uma aresta para cima e o algoritmo escolhe uma aresta para
cima (i,b’) e remove (M ~(V'),V’) de M. Dessa forma, b’ pode servir como um comprador de segundo
preco para i. A préxima definicio captura a relacdo entre a aresta (M ~1(b),t') e a aresta (i, b)
nesse €aso.

Defini¢ao. Seja M um emparelhamento em G e ¢ = (i,b) € M. Uma aresta f = (i',b') em M é
um competidor superior de e se i’ < ie (i,b') € E, isto é, se (i,0) é uma aresta para cima. Se f
é um competidor superior de e, entdo e é um competidor inferior de f.

O algoritmo proposto por Azar et al. [ABKN09] para o 2PM offline é muito simples: encontre
um emparelhamento méximo e itere em ordem inversa nos itens emparelhados (isto é, dos itens de
maior indice para os de menor indice). Se um item tem uma aresta para baixo entdo nao temos nada
a fazer. Mas se um item tem apenas arestas para cima, entdo selecione um de seus competidores
superiores e remova-o do emparelhamento. A seguir apresentamos o algoritmo REVERSEM ATCHING.

REVERSEMATCHING(G)

1 M = EMPARELHAMENTO-MAXIMO(G)

2 para i = n decrescendo até 1

3 se ¢ estd emparelhado em M

4 e = (i, M(7))

5 se e nao tem uma aresta para baixo
6

7

Remova de M um competidor superior de e
devolva M

Azar et al. mostraram que o REVERSEMATCHING é uma 2-aproximagao para o 2PM(2). A
seguir mostramos que essa razao ¢ justa para o 2PM(d) para todo § > 2.

Lema 4.4.1. Para cada 6 > 2, REVERSEMATCHING nao é uma (2 — €)-aproximagao para o 2PM(9)
para qualquer € > 0.



62 LEILOES DE ANUNCIOS 4.5

Demonstragao. Descreveremos uma instancia G = (I, B, E) para o 2PM(¢). Fixe um inteiro s > 0
esejal =[0+s], B=1[0+ s+ 1] e E definido a seguir. Os itens 1,...,0 sao todos adjacentes aos
compradores 1,...,0 e todo item i para §d + 1 < 7 < § + s é adjacente aos compradores 1,...,0 e
também aos compradores i e i + 1. Note que os itens 1,...,6 tém grau § e ositens 0 +1,...,0+ s
tém grau 0 + 1, portanto G é, de fato, uma instancia do 2PM(J). A figura 4.7 mostra um exemplo
de tal G para § =3 e s = 3.

i @—————=O 0y

ir @ () by
is @ O b3
is @ O by
is @ O bs

16 .<Q bs
O by
Figura 4.7: O grafo G da prova do Lema 4.4.1 para 6 = s = 3. O k-ésimo item € indicado por iy e o
k-ésimo comprador por by. As arestas azuis (grossas) indicam um emparelhamento mdzimo em G.

Primeiramente, vamos mostrar que existe um emparelhamento de segundo preco em G de
tamanho s + § — 1. Considere o emparelhamento onde o item 1 nao estd emparelhado e o item 4,
para 2 < i < s+ 4, estd emparelhado com o comprador i. E ficil ver que, como todo item é
adjacente ao comprador 1, este é um emparelhamento de segundo preco com tamanho s+ § — 1.

Vamos mostrar que o algoritmo pode produzir um emparelhamento de segundo preco de ta-
manho 6 — 1+ [5]. Suponha que o emparelhamento méximo usado pelo algoritmo é o seguinte:
itens 1,...,0 sao emparelhados com os compradores 1,...,J respectivamente e cada item i para
0+1<1i<d+s éemparelhado com o comprador ¢ 4+ 1. O algoritmo ird iniciar no item 6 + s e ird
remove uma aresta da solugdo, ja que o item ¢ + s tem apenas arestas para cima. Suponha que o
algoritmo remova a aresta (0 + s — 1,0 + s) do emparelhamento. Entao o algoritmo prosegue para
o item § + s — 2 e novamente precisa remover uma aresta do emparelhamento. De fato, para todo
item ¢ tal que 6 +1 < i < + s e ¢ tem a mesma paridade que é + s, considere que para manter
a aresta (4,7 + 1), o algoritmo remova a aresta (i — 1,7) da solugao. Quando o algoritmo atinge o
item 0, ele remove a aresta (1,1) e apds isso nao é necessario remover nenhuma outra aresta, ja que
todo item 4 para 2 < i < § — 1 é adjacente ao comprador 1. Concluimos que a solucdo produzida
para G pode ter tamanho § — 1+ [5].

Como a razao

§-1+T3)
s+d6—1

tende a % para ¢ fixo quando s cresce, o resultado segue. ]

4.5 Novos Resultados para Mercados Competitivos

Na Secao 4.4 provamos que a razao do algoritmo REVERSEMATCHING projetado por
Azar et al. [ABKNO09] é pelo menos 2 mesmo para o 2PM(§) onde ¢ é grande (porém, fixo). A
seguir apresentamos uma aproximagao que tem sua razao aprimorada conforme § cresce.

O algoritmo recebe um emparelhamento méaximo M em G e elimina algumas das arestas de M
para obter um emparelhamento de segundo preco, isto é, ele é especial.

Note que é possivel que uma aresta e de M tenha apenas arestas adjacentes para cima e, para
manter e em M, é necessario remover de M pelo menos um dos competidores superiores de M.
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Da mesma forma, se e é removido de M, entao podemos manter em M todos os seus competidores
inferiores.

Definigao. Seja M um emparelhamento em G e ¢ € M. Uma aresta f de M é o competidor do
topo de e se f é o competidor superior de e com o menor item. Isto é, se f = (i,b) e (i, ") é outro
competidor superior de e, entao 7 < 7’.

Nosso algoritmo, chamado MARCAR-E-MATAR, utiliza a ideia de cancelar vendas que bloqueiem
pelo menos outras duas vendas. Ele recebe o ntimero n de itens, o niimero m de compradores, e
o conjunto E de arestas e um emparelhamento maximo M em G = ([n],[m], E) e devolve um
emparelhamento de segundo prego no grafo G contido em M.

O algoritmo MARCAR-E-MATAR, apresentado a seguir, itera sobre as arestas de M em ordem
reversa de I, dividindo M em trés: as arestas pretas, as arestas cinzas e as arestas mortas. As aresta
pretas sao arestas de M que tém uma aresta para baixo. Elas obviamente podem ser mantidas na
solugao. Cada aresta cinza tem apenas arestas para cima e requer que um desses competidores
superiores seja descartado (morto) para que ela possa ser mantida na solugao. Toda aresta cinza é
primeiramente marcada como vermelha (de forma que toda aresta vermelha também tem apenas
arestas para cima). Para uma aresta vermelha se tornar cinza, um de seus competidores superiores
precisa ser descartado. Cada aresta vermelha marca todos os seus competidores superiores. Quando
o algoritmo processa uma aresta de M com pelo menos duas marcas, essa aresta é descartada e
todos os seus competidores inferiores vermelhos se tornam cinza e as marcas que eles criaram sao
apagadas. Algumas vezes, o algoritmo processa o competidor do topo de uma aresta vermelha f.
Nesse caso, se esse competidor do topo tiver uma tnica marca ele sera descartado para que f se
torne cinza.

Os conjuntos de arestas pretas e vermelhas sdo denotados por P e V, respectivamente. Para
o proposito da andlise do algoritmo, as arestas cinza e as arestas mortas sao divididas em dois
conjuntos: Cy e Cs, e Ry e Ro, respectivamente. Esses conjuntos sao usados para distinguir en-
tre os dois casos descritos acima (uma aresta descartada com pelo menos duas marcas ou com
apenas uma marca). Apds o pseudocéddigo, apresentamos alguns invariantes relacionados aos con-
juntos P, C1, C5, V, Ry e Ry que ajudam a entender melhor o algoritmo.

MARCAR-E-MATAR (n, m, E, M)

1 v=0 P=0, Ci=0 Cy=0 R =0, R =0
2 paracadaeem M
3 marcas(e) = 0
4 parai = n decrescendo até 1
5 se i estda emparelhado em M
6 e = (i, M (7))
7 se marcas(e) > 2
8 Ry = RoU{e}
9 para cada competidor inferior f de e
10 se feV
11 V=V\{f}, Cy=CU{f}
12 para cada competidor superior h de f
13 marcas(h) = marcas(h) — 1
14 senao se ¢ é o competidor do topo de uma aresta f em V
15 Ry = RiU{e}, V =V\{f}, Ci=CU{f}
16 senao se e tem uma aresta para baixo
17 P = PuU{e}
18 senao
19 V =Vuie}
20 para cada competidor superior h de e
21 marcas(h) = marcas(h) + 1
22 devolva P UC; UC(Cy
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Na linha 4 do algoritmo, valem os seguintes invariantes:
(i

{P,V,C1,C4, Ri, R} é uma particdo das arestas de M com item em {i+1,...,n}.

(ii) As arestas de P tém uma aresta para baixo.

)
)
(iii) As arestas de C; tém um competidor superior em R;, para i € {1,2}.
(iv) PUC; UCy é um emparelhamento de segundo prego para ([n], [m], E).
)

(v

Além disso, ao final do algoritmo, V estd vazio, ja que cada aresta que estava em V em alguma
iteragao serd salva (movida para Cy ou C3) ji que um de seus competidores superiores serd morto
(seja por ter pelo menos duas marcas ou por ser o competidor do topo com apenas uma marca).
A Figura 4.8 mostra uma simulagdo da execuc¢ao do algoritmo MARCAR-E-MATAR.

i1 @ O b i1 @ O b i1 @ QO b i1 @ O b
i2 @ O by io @ O by io @ O by ir @ O by
i3 @ O b3 iz @ O b3 iz @ O b3 —iz @ O b3
is @ /O by is @ /O by —is @ /O by is @ /Q by
is @ QO bs —i5 @ QO bs is @——Q bs is @——QO bs
—is @ QO be ic @ O bs ic @ QO be ic @ QO be

T~ T~ T~

O by

As arestas em V' tém seus competidores do topo em M \ (PUC, UCe UV U Ry U Ry).

T~

O by

Figura 4.8: Simula¢do do Algoritmo MARCAR-E-MATAR. As arestas azuis indicam arestas do emparelha-
mento M passado para o algoritmo que ainda nao foram processadas pelo algoritmo. As arestas pretas finas
indicam as outras arestas da instancia. As arestas marcadas como pretas, vermelhas e cinzas sao represen-
tadas na figura por arestas grossas de mesma cor. As arestas mortas sGo indicadas por arestas azuis grossas
tracejadas. A seta representa o item que estd sendo processado pelo algoritmo e, finalmente, as marcas sao
representadas pela quantidade de tragos verticais em cada aresta.

Os dois préximos lemas relacionam o tamanho do emparelhamento M com o tamanho dos
conjuntos R; e Rs, apresentando um limitante inferior para o tamanho de M. Tais resultados
serao uteis para limitar o niimero de arestas removidas de M pelo MARCAR-E-MATAR e permitirao
obter a razao de aproximacao do algoritmo. Comegamos com um resultado que nao depende da
competitividade do mercado.

Lema 4.5.1. |M| > 2|R;| + 3|R2|.

Demonstragdo. A linha 15 é o unico ponto do algoritmo que modifica R; e Cy. Portanto cada
aresta e de R; estd associada a uma aresta f de C e vice-versa, implicando que |R;| = |Cy]. O
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conjunto Ry é modificado apenas na linha 8, onde uma aresta e é incluida em Ro. Nesse ponto,
existem pelo menos duas marcas em e, vindas de arestas de V. Nessa mesma iteracao, na linha 11,
essas arestas de V' que marcam e sdo movidas para Cy e, portanto, |Ca| > 2|Rz|. Concluimos
que |M| > |Ri] + |Ci] + |R2| + |C2] > 2|Ri| + 3|R2|. A primeira desigualdade vale
porque Ry, C1, Re e Cy sdo subconjuntos de M dois a dois disjuntos (veja o invariante (i)). O

Lema 4.5.2. |M| > (0 — 1)|Ry| + |R2|, onde ¢ é o menor grau de um item.

Demonstragao. Para cada aresta e em R;, considere a iteracao de MARCAR-E-MATAR na qual e
entrou em R; e a aresta f que foi movida de V' para C] nessa iteracao (linha 15). Considere o
conjunto K, = {€’ : ¢’ é um competidor superior de f} e note que |K.| > §—1. (Isso é valido porque
as arestas em V' nao tém arestas para baixo.) Note que K. é disjunto de Rs. De fato, toda vez
que uma aresta €’ entra em Ry (linha 8), todos os seus competidores inferiores em V sao movidos
para Cs (linhas 9-13). Portanto, se ¢’ € K., a aresta f teria sido movida para Cy quando €’ entrasse
em Ro.

Agora, note que os conjuntos K.’s s@o subconjuntos de M e sao dois a dois disjuntos. Por-
tanto, M| > > cp, [Ke| + [R2| > (6 — 1)|R1| + | Rz| e o resultado segue. O

Teorema 4.5.3. Se M ¢é um emparelhamento maximo, entdao MARCAR-E-MATAR é uma

2-aproximagao para o 2PM(2) e uma gg:i—aproximagéo para o 2PM() para § > 3.

Demonstragao. Primeiramente, note que um emparelhamento de segundo preco produzido
por MARCAR-E-MATAR tem tamanho |M| — |R1| — |Rz| e que o tamanho de um emparelhamento
méximo em G (isto ¢, [M|) é um limitante superior no tamanho de um emparelhamento de segundo
prego maximo em G.

Pelo Lema 4.5.1, temos que |M| > 2|Ri| + 3|R2|] > 2(|Ri| + |R2|), e portanto
M| — |R;1| — |R2| > |M]/2. Concluimos que MARCAR-E-MATAR ¢ uma 2-aproximagao para
o 2PM(2).

Agora, pelos Lemas 4.5.1 e 4.5.2, temos que

M| — |Ri| — |R
M= R = |Ry|

{1 |Ra| + |Ro| [Ra| + | Re| }
| M| B 2[Rl +3|Ro|” " (0= 1)[Ra| + [Ro| )

O wvalor minimo na direita é atingido quando as duas expressOes coincidem. Isso acontece,
para 6 > 3, quando 2|R;| + 3|Ra| = (0 — 1)|R1| + |Rz|, isto é, quando |Ra| = (§ — 3)|R1|/2.
A partir disso, concluimos que

M= Ry = |Rs (- DIR
M T 20— DR+ (G- 3R]

6-1) 204

=1- =
36—5 36—-5’

e o resultado segue. O

Adiante no Teorema 4.6.1 mostramos que a analise é justa.

A tabela a seguir mostra a razdo de aproximacao especifica para alguns valores de §.

) 2 3 4 ) 6

razio 2 2 1,75 1,66 1,625

Observe que, conforme ¢ cresce, a razao de aproximacao se aproxima de 1,5.

Como MARCAR-E-MATAR é um algoritmo especial, pelos Teoremas 4.2.1 e 4.5.3, concluimos o
principal resultado desse capitulo.

Corolério 4.5.4. O algoritmo O-MARCAR-E-MATAR é uma 2-aproximacao para o B2PAA(2) e

uma %—apmximagéo para o B2PAA(4) para 6 > 3.
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4.6 A Analise do MARCAR-E-MATAR é Justa

Nessa secao provamos que a andlise do algoritmo MARCAR-E-MATAR apresentada na Secao 4.5 é
justa.

Teorema 4.6.1. Para cada § > 3, existe uma familia {Gs: s = 1,...} de instancias do 2PM(9)
e um emparelhamento de segundo preco F; em (Gs que pode ser produzido pelo algoritmo
MARCAR-E-MATAR tal que a razao entre |Es| e o valor 6timo para G tende a % quando s

cresce.

Demonstragdo. Fixe um § > 3. Antes de descrever G, iremos descrever uma arvore Ty que estd
contida em G,. A arvore T é definida recursivamente em s. Seu conjunto de vértices é bipartido
nos conjuntos em I e Bs e o seu conjunto de itens que sao folhas em I serd denotado por Fs. Seu
tamanho depende de s e 9.

A &rvore T consiste de apenas uma aresta, conectando os vértices i1 e by. Para 17, temos
que Iy = F} = {i1} e By = {b1}. Para s > 1, a arvore T contém § — 2 cépias disjuntas de Ts_;.
(Veja a Figura 4.9(a).) O conjunto I consiste da unido das § — 2 cépias de I5_;, juntamente com
dois novos vértices is e i,. O conjunto By consiste da unido das 6 — 2 cépias de Bs_1 juntamente
com um vértice by e § vértices bg,l, . vb;,d' Além das arestas contidas nas cépias de Ts_1, temos
que is é adjacente a by, a b’571 e ao vértice bs_1 de cada cépia de Ts—1. Além disso, o vértice i), é
adjacente a b;,p ..., 0. 5. O conjunto Fy é a unido dos conjuntos F,s_; para as 0 — 2 cépias de Ty_.
Observe que o grau de cada vértice em I s\ Fs é 0 em Ty.

Agora estamos prontos para descrever o grafo G = (I, B, E) (veja a Figura 4.9(b)). O con-
junto I consiste do conjunto I adicionado de é novos vértices, formando o conjunto I’ e ||F|/2]
novos vértices, formando o conjunto I”. O conjunto B consiste de B adicionado de ¢ novos vértices,
formando o conjunto B’ e ||Fs|/2| novos vértices, formando o conjunto B”. Vamos definir as arestas
de Gs. O subgrafo de G induzido por I’'UB’ é um grafo bipartido completo em (I’, B'). O subgrafo
induzido por I” U B” é um emparelhamento perfeito M” com arestas entre I” ¢ B”. Finalmente,
cada vértice em I"” é adjacente a todos os vértices em B’, cada vértice em B” é adjacente a duas
folhas em Fy e cada folha em F, é adjacente a no maximo um vértice em B” e a todos os vértices
em B’. Completamos entao a descricao de G, exceto pela ordem no conjunto I. Note que todos os
vértices em I tém grau pelo menos § em G;.

A ordem nos vértices de I é apresentada a seguir. Primeiramente os vértices de I’, seguido dos
vértices de I”. Seguidos pelos vértices de I ordenados pelo nivel (da direita para a esquerda) que
eles aparecem na Figura 4.9(b), com os vértices i) aparecendo antes de todos os outros do mesmo
nivel.

Observe que existe um emparelhamento Mg em T cobrindo todos os vértices em I. De fato, M
pode também ser definido de forma indutiva. O emparelhamento consiste da uniao dos empare-
lhamentos Ms_1 dentro das cépias de Ts—1 e das arestas (is,bs) e (i5,b; ;) (as arestas azuis na
Figura 4.9(a)). Além disso, existe um emparelhamento M em G4 que cobre todos os vértices em 1.
Basta tomar o emparelhamento M juntamente com o emparelhamento perfeito M” (entre I e B”)
e um emparelhamento perfeito no grafo bipartido completo com vértices (I’, B'). (Veja as arestas
azuis na Figura 4.9(b).) Note que, na ordenagao escolhida, nao existe aresta para baixo incidente
nos vértices em I\ I'.

Suponha que MARCAR-E-MATAR receba G5 e M como entrada. Note que, nesse caso, cada
arestas (ij,b, ,) ird para R;, para todo k e todas as cépias de Tj. De fato, essa aresta é um
competidor do topo da aresta (ix,bg). Além disso, todas as arestas no emparelhamento M” irdo
para o conjunto Rs. De fato, cada aresta desta tem duas marcas, feitas pelas arestas em M incidentes
as folhas de Ts. A aresta de M incidente ao (6 — 2)-ésimo vértice de U’ também termina em Ro,
por causa das marcas feitas pelas outras aresta de M incidentes aos vértices de I'.

Para calcular o tamanho de um emparelhamento de segundo preco produzido pelo algoritmo,
vamos contar o nimero de arestas que terminaram em R;. Para isso, é possivel mostrar por inducao

—_ 571_ 7 . . 7 .
que, em I, para § > 3, existem ((S?fg)l vértices i) para todo k e para todas as copias de T}
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(a) (b)
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Hj
b/2,1 12 b/2,4
T O QO by © '3
O o—e O
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Figura 4.9: A construcdo de uma instancia que mostra um limitante inferior da razao de aprorimacdo do
algoritmo MARCAR-E-MATAR. (a) Arvores Ty e Ty para § = 4. Os conjuntos I; e B; sdo indicados pelos
vértices pretos e brancos respectivamente. As arestas azuis (grossas) formam um emparelhamento em Ty que
cobre I. (b) O grafo Gs para 6 = 4, com I indicado pelos vértices pretos e B indicado pelos vértices brancos.

e para § = 3 existem s — 1 tais vértices. De forma similar, podemos demonstrar que o nimero
_9)s—1_ _9\s—1

de vértices em F, é (5 — 2)*"! e que o ntimero de arestas em M é 2 5213 2 4 L3(5 22) |+

se d >3e2(s—1)4+ 14 sed = 3. Portanto o emparelhamento de segundo prego produzido por

MARCAR-E-MATAR tem tamanho

| M| — <(5_§)_8_31_1> — {(5_22)5_1 —1:(5_62)_8_;_1+(5—2)81+5—1

sed >3e
M| —(s—1)—1=s—-149¢

se § = 3.

Por outro lado, seja M* um emparelhamento obtido de M removendo a aresta incidente no
primeiro vértice de I’ e substituindo cada aresta (i}, by, ;) pela aresta (i}, b; ,) e a aresta (iy, by,) pela
aresta (ix, by ;). Obviamente, |M*| = |M| — 1. Além disso, M* é um emparelhamento de segundo
preco. Portanto, a razao obtida por MARCAR-E-MATAR para essa instancia é no maximo

§—2 .571_1 -1 o 2(5—1)(6—3)—2
Ol | (52 tys—1  20—4+ 002

<
T 5T = 2(0-1)(3—3)-4
2( (?)_3 2+L3( 22) |+0-1 35—54—%

se 0 > 3, que tende para gg:g quando s cresce, e
s—14+6
2(s—=1)+0

para d = 3, que tende para 1/2 quando s cresce, de onde o resultado segue. ]
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4.7 Analise do Uso de Emparelhamentos Maximos

A natureza do 2PM nos fez considerar duas variantes do MARCAR-E-MATAR que utilizam empare-
lhamentos iniciais diferentes. A primeira variante utiliza um emparelhamento maximo M arbitrario.
A ideia por tras da outra variante é tentar fazer o algoritmo que escolhe M incluir arestas “me-
lhores” em M. Isso foi feito atribuindo pesos a cada aresta do grafo de entrada G = (I, B, E)
do 2PM, de forma que o peso de uma resta (i,b) é maior do que o peso de uma aresta (i’,b)
se i > i’. Especificamente, para cada comprador b, se os itens adjacentes a b em ordem crescente
$80 11, ...,1iq entdo atribuimos o peso w(ix,b) = k para k = 1,...,d. A Figura 4.10 mostra tal
atribuicdo para uma determinada instancia do 2PM. A escolha desses pesos tenta capturar a im-
pressao que, se existe um comprador b interessado em muitos itens, se atribuirmos b para o item
de indice maior possivel, b estd disponivel para ser um comprador de segundo pre¢o para mais
itens. Kssa variante do MARCAR-E-MATAR usa essa atribuicao de pesos selecionando M como um
emparelhamento maximo em G de peso maximo. A razao de aproximacao das duas variantes é
dada pelo Teorema 4.5.3, ja que elas utilizam um emparelhamento maximo.

il .—1;@ b1
2

iz @ g;@ b
N

Figura 4.10: Heuristica de atribuicao de pesos para instancias do 2PM.

Para avaliar as duas variantes do MARCAR-E-MATAR, nds as implementamos, juntamente com
o algoritmo REVERSEMATCHING, e as testamos em instancias geradas aleatoriamente.

Definigao. Seja n um inteiro positivo e 0 tal que 0 < § < n. Denotamos por D, 5 = (I, B, E)
um grafo aleatério com |I| = |B| = n onde o grau de cada item ¢ em I é ¢ e a vizinhanga de i é
escolhida independente e uniformemente ao acaso entre todos os subconjuntos de B de tamanho 9.

Referimo-nos a primeira variante simplesmente por MARCAR-E-MATAR e a segunda
como MARCAR-E-MATAR,,. Denotamos por MK(G) (e MK,,(G) e RM(G)) a razao entre o tamanho
de um emparelhamento de segundo preco produzido por MARCAR-E-MATAR (MARCAR-E-MATAR,,
e o algoritmo REVERSEMATCHING apresentado por Azar et al. [ABKNO09], respectivamente) e o
tamanho de uma solugao 6tima para G.

As solucoes Otimas para as instancias geradas foram encontradas utilizando o CPLEX com a
seguinte formulagao inteira para o 2PM. Na formulacao (F2PM), temos um vetor bindrio z de
varidaveis com |E| posigdes. Para todo (i,b) € E, x4 é 1 se e somente se o item i é alocado ao
comprador b. Além disso, para todo i € I, denotamos por N(i) o conjunto de vizinhos de i em G.
O objetivo é determinar z que

(F2PM)  maximize Z Tib

IN
—_

sujeito a Z Tib , Vbe B (11)

Viel (12)

{\¢
5
IN
\.)—‘

S win < NG -2 ) za, Viel (13)

(i' b)EE (i,b)EE

{0,1}, V(i,b) € B. (14)

8
=
m
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Lema 4.7.1. (F2PM) é uma formulagao para o 2PM.

Demonstragao. Fixe uma instancia G do 2PM e seja S um emparelhamento de segundo prego
para G. Defina, para todo (i,b) € E, x5 = 1 se (i,b) € S e x5 = 0 caso contrario. Afirmamos
que x é uma solugao vidvel para (F2PM) de valor |S|. De fato, basta provar que a restri¢ao (13)
estd satisfeita para todo item i. Se o item i nao é vendido em S, entdo a restricao (13) estd
trivialmente satisfeita ja que [{(i',b) € S : ¢’ <i A (i,b) € E}| <|N(i)|. Por outro lado, se o item 4
é vendido em S, entao existem pelo menos dois compradores interessados em 7 que nao receberam
um item ¢/ < i (o comprador de i e o comprador de segundo prego para ). Portanto, existem no
méximo |N(i)| — 2 compradores interessados em i que compraram um item i’ < i.

Considere agora uma solucao = do (F2PM). Note que o conjunto S = {(i,b) € E : z; = 1} é um
emparelhamento de segundo preco de tamanho ) ;- 2. Isso ocorre porque as desigualdades (11)
e (12), juntamente com (14), garantem que S é um emparelhamento em G e a desigualdade (13)
garante que existe (pelo menos) um comprador de segundo preco para todo item vendido. O

Geramos 50 instancias do D,, s com n variando entre 100 e 1000 em passos de tamanho 100 e
usamos 0 = 3 e 6 = 10. Nas Tabelas 4.1 e 4.2, apresentamos o valor médio de MK(-) e das razoes
MK, ()/MK(-) e MK(-)/RM(-) e, entre colchetes, o valor minimo e o valor maximo de MK(-) e
das razoes. Note que, pelo Teorema 4.5.3, MK(D,, 5) e MK,,(D,, 5) é pelo menos 0,5 para § = 3
e 0,64 para § = 10, e RM(D,, 5) ¢ pelo menos 0,5 para qualquer § > 2 [ABK'08]. Na Figura 4.11,
representamos essas médias em um grafico.

Tamanho MK(D,, 3) MK, (D, 3)/MK (D, 3)  MK(D,, 3)/RM(D,, 3)
100 0,887 [0,835 - 0,928] 1,042 [0,987 - 1,096] 1,188 [1,110 - 1,291]
200 0,883 [0,851 - 0,920] 1,038 [1,006 - 1,077] 1,186 [1,127 - 1,254]
300 0,879 [0,840 - 0,901] 1,045 [1,017 - 1,086] 1,190 [1,131 - 1,263]
400 0,882 [0,855 - 0,900] 1,044 [1,010 - 1,064] 1,185 [1,126 - 1,237]
500 0,876 [0,856 - 0,902] 1,051 [1,028 - 1,074] 1,186 [1,142 - 1,253]
600 0,878 [0,859 - 0,898] 1,047 [1,015 - 1,077] 1,187 [1,153 - 1,236]
700 0,877 [0,858 - 0,895] 1,046 [1,028 - 1,075 1,193 [1,162 - 1,235]
800 0,880 [0,865 - 0,891] 1,042 [1,019 - 1,062] 1,187 [1,141 - 1,229]
900 0,879 [0,863 - 0,903] 1,043 [1,025 - 1,065 1,185 [1,152 - 1,207]

[ ] [ ] [ ]

1000 0,874 [0,856 - 0,887] 1,051 [1,030 - 1,071 1,189 [1,167 - 1,216

Tabela 4.1: Resultados para Dy, 3.

Para os valores de § usados, MARCAR-E-MATAR,, perde apenas para 0 MARCAR-E-MATAR em
pequenas instancias e por, no maximo, 1,3%. Em média, MARCAR-E-MATAR,, foi melhor para
todo n, produzindo emparelhamentos de segundo prego que eram aproximadamente 4,5% maiores
do que aqueles produzidos pelo MARCAR-E-MATAR para 6 = 3 e aproximadamente 2,6% maiores
para d = 10. Até esse momento, nao sabemos se MARCAR-E-MATAR,, tem uma razao de apro-
ximacao melhor do que MARCAR-E-MATAR para 2PM(d) com § > 2. Ambas as variantes tiveram
resultados melhores do que o algoritmo REVERSEMATCHING proposto por Azar et al. [ABKN(9]
em todas as instancias que testamos.?

A seguir provaremos que, escolher um emparelhamento de segundo preco contido em um empa-
relhamento maximo como solu¢ao nao pode levar a uma a-aproximacao para o 2PM(2) onde o < 2.
Portanto, todo algoritmo especial, em particular o MARCAR-E-MATAR ¢ 0 MARCAR-E-MATAR,,,
nao tem uma razao de aproximacao melhor do que 2 para o 2PM(2).

2Note que o algoritmo REVERSEMATCHING néo foi projetado para explorar mercados d-competitivos e, portanto,
é necessério levar esse fato em consideracdo ao analisar os resultados empiricos apresentados nessa secao.
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Tamanho MK(DnJo) MKw(Dn710)/MK(Dn710) MK(Dn,IO)/RM(Dn,lO)
100 0,961 [0,929 - 0,990] 1,022 [0,990 - 1,054] 1,231 [1,134 - 1,329]
200 0,957 [0,944 - 0,975] 1,027 [1,010 - 1,048] 1,244 [1,140 - 1,394]
300 0,956 [0,939 - 0,970] 1,029 [1,007 - 1,050] 1,222 [1,114 - 1,311]
400 0,956 [0,944 - 0,972] 1,027 [1,010 - 1,043] 1,223 [1,131 - 1,305]
500 0,956 [0,942 - 0,966] 1,026 [1,013 - 1,039] 1,218 [1,151 - 1,331]
600 0,957 [0,946 - 0,968] 1,026 [1,014 - 1,043] 1,225 [1,157 - 1,299
700 0,955 [0,947 - 0,963] 1,027 [1,016 - 1,036] 1,212 [1,155 - 1,277
800 0,955 [0,948 - 0,965] 1,027 [1,017 - 1,036] 1,221 [1,155 - 1,298]
900 0,956 [0,950 - 0,962] 1,026 [1,017 - 1,035] 1,216 [1,157 - 1,271]
1000 0,955 0,950 - 0,965] 1,027 [1,018 - 1,035] 1,219 1,151 - 1,290]
Tabela 4.2: Resultados para Dy, 1¢.
100% &
— MK,,(10)
95% | — MK(10)
B — RM(10)
90% | " MK, (3)
O --- MK(3)
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Figura 4.11: Comparacéo para D,, 5. As linhas MK(§), MK,,(6) e RM(d) denotam a média de MK(D,, s),
MK, (Dy,5) e RM(D,, 5), respectivamente.

Teorema 4.7.2. Para todo s > 0, existe uma instancia do 2PM(2) com s + 3 itens onde o
emparelhamento de segundo pre¢o méximo tem tamanho s+ 1 e todo emparelhamento de segundo
preco contido em um emparelhamento maximo tem tamanho no maximo (%W + 2. Isto é, toda
a-aproximacao para o 2PM(2) que devolve um emparelhamento de segundo prego contido em um
emparelhamento maximo tem a > 2.

Demonstragao. Para cada s > 0, construimos uma instancia G = (I, B, F) com [ = {1,...,s+ 3}
e B={1,...,5s4+3}. Paral <i < s, temos que o item i é adjacente apenas aos compradores i
e1+ 1, oitem s + 1 é adjacente aos compradores 1 e s + 2 e os itens s + 2 e s + 3 sao ambos
adjacentes aos compradores s + 2 e s + 3. A Figura 4.12 mostra tal instancia para s = 2.
Primeiramente, note que, em um emparelhamento de segundo preco, os itens s + 2 e s + 3 nao
podem estar ambos emparelhados. Considere agora um emparelhamento de segundo prego onde o
item s+ 1 estd emparelhado. Entao o comprador 1 nao estd emparelhado com o item 1. Se o item 1
estd emparelhado, entao precisa estar emparelhado com o comprador 2. Nesse caso, o item 2 nao
pode estar emparelhado. Concluimos que, se o item s+ 1 estd emparelhado entao os itens 1 e 2 nao
podem estar ambos emparelhados. Isso implica que um emparelhamento de segundo preco em G
tem tamanho no méaximo s 4+ 1. Agora, note que o emparelhamento que emparelha o item i com
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Figura 4.12: O grafo G da prova do Teorema 4.7.2 para s = 2. As arestas azuis (grossas) indicam um dos
dois emparelhamentos mdximos de G. O outro emparelhamento mdzrimo emparelha iy com bs e i5 com by.

o comprador ¢ para 1 < i < s e o item s + 2 com o comprador s + 2 é um emparelhamento de
segundo preco maximo ja que tem tamanho s + 1.

Agora note que existem dois emparelhamentos maximos em G. Um deles emparelha o item i
ao comprador ¢ + 1 para 1 < ¢ < s, emparelha o item s + 1 ao comprador 1 e emparelha s + 2
e s + 3 aos compradores s + 2 e s + 3, respectivamente. O outro emparelhamento é idéntico para
os itens em {1,...,s+ 1}, mas emparelha o item s + 2 com o comprador s+ 3 e o item s + 3 com
o comprador s + 2.

Concluimos a prova apontando o fato de que se o item i é emparelhado com o comprador i + 1
em um emparelhamento de segundo preco, para 2 < ¢ < s, entao o item ¢ — 1 nao pode estar em-
parelhado. Portanto, concluimos que tal emparelhamento de segundo preco emparelha apenas {%]
dos itens em {1, ..., s}. Se o item s+ 2 nao estd emparelhado, entao os itens s+ 1 e s+ 3 podem ser
emparelhados aos compradores 1 e s+ 3, porque ambos tém o comprador s+ 2 como um comprador
de segundo preco. Se o item s + 2 esta emparelhado, o item s + 3 ndo pode estar. Um argumento
similar funciona para o outro emparelhamento méximo. Portanto, a partir desses emparelhamentos
maximos, obtemos emparelhamentos de segundo prego de tamanho no maximo [%1 + 2.

A razéo entre o tamanho de um emparelhamento de segundo prego maximo para G e qualquer
emparelhamento de segundo prego para G contido em um emparelhamento maximo (de G) é no
méximo ([5] +2)/(s + 1), o que tende a 1/2 quando s cresce. A partir disso, concluimos que
toda a-aproximagao para o 2PM(2) que devolve um emparelhamento de segundo preco contido em
um emparelhamento maximo tem « > 2. ]

Em vista do resultado do Teorema 4.7.2, analisamos uma terceira variante do
MARCAR-E-MATAR que utiliza como emparelhamento inicial um emparelhamento de custo maximo
que nao é, necessariamente, de cardinalidade maxima. Isto é, essa variante nao esbarra na difi-
culdade apresentada pelo Teorema 4.7.2, mas, por outro lado, nao se beneficia do Teorema 4.5.3.
Infelizmente, essa terceira variante perdeu em comparagao com as outras duas nos testes empiricos.
Além disso, como mostrado a seguir no Lema 4.7.3, existe uma familia de instancias onde existe um
emparelhamento de custo maximo tal que a cardinalidade de tal emparelhamento tende a metade
da cardinalidade de um emparelhamento de segundo preco 6timo e, portanto, essa variante nao
pode ter uma razao de aproximagao melhor do que 2 para o 2PM(2).

Lema 4.7.3. Existe uma familia {G} : £ = 1,...} de instancias do 2PM tal que existe um
emparelhamento de custo maximo de Gy de tamanho k e um emparelhamento de segundo preco
de G, de tamanho 2k — 1.

Demonstragao. Para cada inteiro positivo k, seja Gy = (Ix, B, Ey) tal que Iy = {1,...,2k — 1},
B, = {b; :1<j<3ek<2k—1} e Ej édescrito a seguir. Para cada item ¢ tal que 1 <i < k—1,
temos que 7 é adjacente a b’f”_l e b]fH e, para cada item ¢ tal que k < ¢ < 2k — 1, temos que i é
adjacente a bi, bl e bs. A Figura 4.13 exemplifica tal construgdo para k = 4.
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Figura 4.13: Uma instancia onde um emparelhamento de custo mdzimo nao é um bom emparelhamento
de segundo prego. As arestas em azul (grossas) indicam wm emparelhamento de custo mdzimo que também
¢ um emparelhamento de sequndo prego. As arestas em vermelho (grossas) indicam um emparelhamento de
sequndo preco de tamanho mdzximo.

Em primeiro lugar, considere o emparelhamento onde um item 7 estd emparelhado com o com-
prador b’f”‘l se 1 <i<k—1eiestd emparelhado com o comprador b se k < i < 2k — 1. Note
que tal emparelhamento (indicado pelas arestas vermelhas da Figura 4.13) é um emparelhamento
de segundo preco de cardinalidade 2k — 1.

Em segundo lugar, note que o emparelhamento M onde o item i, para k < i < 2k — 1, estd
emparelhado com o comprador bi (e os outros itens nio estdo emparelhados) é um emparelha-
mento de segundo preco de cardinalidade k. Tal emparelhamento é indicado pelas arestas azuis da
Figura 4.13.

Afirmamos que M é um emparelhamento de custo maximo em Gj. De fato, considere um
emparelhamento de custo maximo M™* com o maior ntimero de aresta em comum com M e suponha
que exista um item 4, como k < i < 2k — 1 tal que (4,b%) ndo pertenca a M*. Note que podemos
remover as arestas de M* adjacentes ai e a b} e adicionar a aresta (i, b}) e obter um emparelhamento
de custo igual ao custo de M* com uma aresta em comum a mais com M, contradizendo a escolha
de M*. Portanto, M é um emparelhamento de custo maximo em Gj. O

4.8 Emparelhamento de Segundo Preco Online

Azar et al. [ABKNO09] propuseram um algoritmo aleatorizado para o 2PM denomi-
nado RANKINGSIMULATE. Nessa segdo, revisamos a andlise de tal algoritmo para derivar uma
razao em termos de § para o 2PM(J) online.

Primeiramente, apresentamos o algoritmo RANKINGSIMULATE. Novamente, denotamos
por N(i) o conjunto de vizinhos de ¢ em G.



4.8 EMPARELHAMENTO DE SEGUNDO PRECO ONLINE 73

RANKINGSIMULATE(G)
1 M=190
2 R=10
3 Escolha uma permutacao aleatéria o de B
4 Quando o item 4 chegar:
5 Seja V' o conjunto de vizinhos de ¢ que nao estao em M ou R
6 se |[V|=1
7 Seja b o (tnico) comprador em N ()
8 Escolha uniformemente ao acaso entre as linhas 9 e 10 e execute:
9 Venda ¢ para b e adicione b em M

10 Adicione b em R

11 senao se |V| > 2

12 Sejam by e by dois compradores em N (i) com o minimo

13 Escolha uniformemente ao acaso entre as linhas 14 e 15 e execute:
14 Venda i para by e adicione by em M e by em R

15 Venda ¢ para by e adicione by em M e by em R

Para a conveniéncia de sua andlise, RANKINGSIMULATE produz um emparelhamento que nao
necessariamente é um emparelhamento de segundo preco. Dizemos que um comprador emparelhado
em um emparelhamento encontrado pelo RANKINGSIMULATE fornece lucro 1 se o comprador é
emparelhado com um item que tem um comprador de segundo prego. Caso contrario, dizemos que
o comprador fornece lucro 0.

Azar et al. [ABKNO09] provaram que RANKINGSIMULATE é 2v/¢/(y/e —1)-competitivo. A anélise
feita por eles pode ser fortalecida para o 2PM(d) online com § > 2. De fato, na prova, ele mostraram
que a probabilidade de um comprador emparelhado obter lucro é pelo menos % Para isso, eles
utilizaram apenas o fato de que cada item tem pelo menos dois compradores adjacentes. Usando o

limitante § no grau dos itens, obtemos o seguinte.

Lema 4.8.1. Seja P, o lucro obtido pelo comprador b em um emparelhamento produzido pelo
RANKINGSIMULATE(G), onde G é uma instancia do 2PM(0). Vale que

0—1
1
E(Py|b estd emparelhado) > 1 — <2> .

Demonstragdo. Suponha que o comprador b estd emparelhado com o item 3. Existem § — 1 outros
compradores adjacentes a ¢ e b fornece lucro 1 se pelo menos um deles nao esta emparelhado. Note

que RANKINGSIMULATE emparelha um comprador com probabilidade no méximo % Portanto, a

probabilidade de que esses § — 1 compradores estejam todos emparelhados é no maximo (%)5_1.

Portanto, concluimos que E(P|b estd emparelhado) > 1 — (%)571. O

A seguir apresentamos outro lema que serd usado na prova do nosso préximo teorema.

Lema 4.8.2 (Azar et al. [ABKNO09]). O tamanho esperado de um emparelhamento produzido
por RANKINGSIMULATE(G) é pelo menos (1 — 1/4/e 4+ 0(1))OPT, onde OPT é o tamanho de um
emparelhamento de segundo prego maximo em G.

Combinando os Lemas 4.8.1 e 4.8.2, podemos provar o teorema a seguir.

Teorema 4.8.3. RANKINGSIMULATE é <252:§71_171 %)—competitivo para 2PM(0).

Demonstracao. Combinamos os Lemas 4.8.1 e 4.8.2 para derivar um limitante inferior no lucro
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esperado sobre todos os compradores:

Z E(P) = Z E(Py|b estd emparelhado) P(b estd emparelhado)
beB beB

6—1
1 .
(1 - (2> ) E P(b estd emparelhado)

beB

) o

Acreditamos que a razao de competitividade do RANKINGSIMULATE nao é justa para o 2PM(J),
ja que utilizamos o grau de um item apenas para calcular a probabilidade de obter lucro de um
comprador emparelhado.

Y

v

O]



Capitulo 5

Conclusao

Nessa tese consideramos trés problemas diferentes, o Problema da Compra Maxima com Oferta
Limitada, o Problema da Precificagdo Livre de Inveja (com demanda unitaria) e, por fim, o Leilao
de Anuncios de Segundo Preco com Lances Binarios.

Acreditamos que problemas de precificacdo com oferta limitada sdo bem interessantes porque
tratam de uma restricao realista e sdo uma generalizacao dos problema de precificagdo com oferta
ilimitada. Assim, para o Problema da Compra Maxima com Oferta Limitada, consideramos o caso
onde exigimos uma escada de precos e o caso onde nao temos tal restricao. Nossos resultados
melhoram as razoes de aproximagao previamente conhecidas para ambos os problemas (com e sem
a restricao da escada de pregos). Além disso, é possivel que a técnica utilizada no Teorema 2.3.3
de enumerar todas as possiveis alocagoes de itens a compradores possa ajudar também em outros
problemas de precificagao.

Alguns problemas continuam em aberto. E interessante notar que o nosso algoritmo de apro-
ximacao para o Problema da Compra Maxima com Oferta Limitada tem a mesma razao de apro-
ximagcao apresentada por Aggarwal et al. [AFMZ04] para o Problema da Compra Méaxima (com
oferta ilimitada) embora sejam algoritmos bem diferentes. Seria interessante projetar um algoritmo
com razao de aproximagao melhor do que e/(e—1) para o Problema da Compra Maxima com Oferta
Limitada (ou, até menos, com oferta ilimitada) ou encontrar um limitante inferior melhor que 16/15
na razao de aproximacao de qualquer algoritmo para esse problema.

No caso do Problema da Compra Maxima com Oferta Limita e com Escada de Precos, seria in-
teressante desenvolver um PTAS (jé que existe um PTAS para o caso de oferta ilimitada [AFMZ04])
ou provar que esse problema é APX-dificil. Além disso, note que a escada de precos nao nos aju-
dou a obter melhores razoes de aproximagao como acontece para o caso de oferta ilimitada (para
o qual existe um PTAS). Isto é, de certa forma, contra a nossa intuigdo de que saber a ordem
dos precos tornaria mais facil encontrar boas precificacoes. Nao sabemos se isso é algo intrinseco
ao problema ou se existem outras formas de explorar a restricao de escada de pregos para obter
melhores aproximacoes para o problema.

Para o Problema da Precificacao Livre de Inveja, apresentamos quatro novas formulacoes MIP
juntamente com resultados empiricos que comparam tais formulagoes. Nossos resultados mostram
que as novas formulagoes sao melhores do que a formulacdo previamente conhecida na literatura.

Adicionalmente, apresentamos um novo resultado mostrando a dificuldade em aproximar uma
variante do problema. O fato que restringir os pregos para serem escolhidos a partir de uma série
geométrica nao deixa o problema mais facil de aproximar é interessante ja que apresenta mais
evidéncias de quao dificil é atacar esse problema do ponto de vista tedrico.

Também apresentamos trés modelos para gerar instancias para leildes de demanda unitaria.
Até onde sabemos, esses sdo os primeiros geradores para esses leiloes na literatura. Além disso,
disponibilizamos tais geradores como software livre para poderem ser usados em outros estudos.

Por fim, consideramos o Leilao de Anuncios de Segundo Preco com Lances Bindrios, uma
generalizacao do Emparelhamento de Segundo Preco. Mostramos como obter aproximagoes para o
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primeiro a partir de algoritmos especificos para o segundo.

Além disso, focamos em mercados competitivos, analisando as razbes de aproximacao dos al-
goritmos previamente propostos para as versoes online e offline do Emparelhamento de Segundo
Preco bem como a sua complexidade. Ademais, propusemos uma melhor aproximacao para o Em-
parelhamento de Segundo Preco quando todos os itens tém grau pelo menos 4 e essa aproximagao
também pode ser usada para obter uma aproximacao para o Leilao de Antncios de Segundo Prego
com Lances Binarios.

Ainda existe uma grande distancia entre o melhor limitante inferior e o melhor limitante supe-
rior para a razao de aproximacao do Emparelhamento de Segundo Preco, inclusive em mercados
competitivos. Em particular, é concebivel que a segunda variante do MARCAR-E-MATAR apresen-
tada na Segao 4.7 tenha uma razao de aproximagao melhor do que a razao do MARCAR-E-MATAR
para o 2PM(J) com 6 > 2.

Além disso, seria interessante projetar um algoritmo de aproximacao para o Emparelhamento
de Segundo Preco que nao utilize um emparelhamento maximo, como, por exemplo, fizemos na
nossa terceira variante do MARCAR-E-MATAR (também apresentada na Segao 4.7). Idealmente,
deveriamos ser capazes de encontrar emparelhamentos grandes que levassem a grandes empare-
lhamentos de segundo preco. Seria interessante também considerar a versao online do Leilao de
Antuncios de Segundo Prego com Lances Binarios.

Por fim, acreditamos que essa tese seja uma contribuicdo interessante para a area, ji que
obtivemos diversos resultados teéricos interessantes e também abordamos alguns aspectos praticos.



Apéndice A

Formulacoes para o Problema
proposto por Shioda et al.

Nesse apéndice apresentamos a formulagao originalmente proposta por Shioda et al. [STM11] para
a generalizacao do Problema da Precificacao Livre de Inveja mencionada na Se¢ao 3.1 juntamente
com as modificacoes necessarias para adaptar nossas formulagoes para tal problema. Para uma
dada formulacao (F), denotamos por (Fj) a formulagao baseada em (F) para essa generalizagao.
Optamos por omitir as provas de que tais programas inteiros mistos sao de fato formulacoes para
o problema considerado.
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(STMs)  maximize Z Z Dib
beB iel
sujeito a > ay <1, Vb e B
i€l
> (viwin—Din) > (v +0) Y x — pr VkeI,Vbe B
iel\{k} iel\{k}
vipZip — Pib > 0, vbe B,Viel
Piv < Dis Vbe B,Viel
Db > pi— Ri(1 —xap), Vbe B,Yiel
zp € {0,1}, Vb e B,Viel
piv = 0, vbe B,Viel
pi = 0, Vi e I.
(As)  maximize Z Z Nipip
beB iel
sujeito a d ag <1, Vb e B
el
> (vaa — b)) > v —pr+ 0 Y Tap, Vk € I,Vbe B
iel iel\{k}
vipZip — Pip = 0, vbe B,Viel
piv < pi Vbe B,Viecl
Piv > pi — Ri(1 — ), Vbe B, YViel
zp € {0,1}, Vbe B,Viel
piv = 0, Vb e B,Vie€l
pi = 0, Viel
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maximize

(Rs)

sujeito a

Z(vibxib — Dib)

il

VibTib — Dib

D> Noba

beB el

Zwib < 17

el

v

Vkp — Pk + 0 Z Tip,
iel\{k}

07

pi — Ri(1 —x4),

{0,1},

0

)

DPib
Tib
Dib

bi

Z Nyl

beB

maximize

sujeito a Tip
el

§ Vi — Lp

i€l

Z Vi — Ly
icl

Oy

Lip

Di

by

(Us)  maximize
iel beB

subject to inb < 1,
i€l

up

Y

Up

IA A

Up
icl
0,
0

Uy
Di
Tib

m IV IV

VIV M IV IV

IN

v

VIV M IV

(0.1},

0,

L

Vkb — Pk + 06 Y T,
iel\{k}
0,

pi — Ri(1 — x4),
{0,1},
0,

0,

D> Nyvinwi — Y Nous

beB

v —pi+ 0 > Ti,

'el\{i}

vipZip — pi + (1 — 2) (Ri + Sp),

E VibTib,

Vbe B
VkelI,Vbe B

Vbe B,Viel
Vbe B,Viel
Vbe B,Viel
Vbe B,Viel
Viel

Vbe B

VkelI,Vbe B

Vbe B

Vbe B,Viel
Vbe B,Viel
Viel
Vb € B.

Vbe B
VieI,Vbe B

Viel
Vbe B
Vbe B

Viel
Vie I,Vb e B.



Apéndice B

Resultados para o Problema da
Precificacao Livre de Inveja

Nessa secao apresentamos outros resultados empiricos para o Problema da Precificacao Livre de
Inveja, complementando a Secao 3.4.

| (ST™M) (A) ®R) (I) (U) | (ST™M) (A) ®R) (T) (U)
50 20 20 20 20 20 50 20 20 20 20 20
100 0 20 20 20 20 100 11 20 20 19 20
150 0 10 13 5 12 150 0 15 17 4 15
200 0 6 8 0 4 200 0 4 7 0 4
250 0 1 1 0 0 250 0 1 2 0 0
300 0 0 0 0 0 300 0 0 0 0 0
(a) Modelo das Caracteristicas (b) Modelo da Vizinhanga

1l (ST™M) (A) R) (L) (U)

50 20 20 20 20 20

100 3 20 20 19 20

150 0 14 14 7 14

200 0 5 7 0 4

250 0 0 0 0 0

300 0 0 0 0 0

(¢) Modelo da Popularidade

Tabela B.1: Numero de solucdes otimas encontradas para instancias pequenas em cada um dos modelos.
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Figura B.1: Gap final médio dos trés modelos para instancias pequenas que ndo foram resolvidas dentro
do limite de tempo.
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1| (STM) (A) (R) (L) )

50 - - - - -

100 0,013 (0,00648) - - - -

150 0,0232 (0,00678)  0,0038 (0,00257)  0,00428 (0,00202) 0,00781 (0,00348) 0,00399 (0,00248

200 10,0239 (0,00417) 0,00356 (0,00145) 0,00343 (0,000715) 0,00842 (0,00287) 0,00367 (0,00152

250 0,0266 (0,00433) 0,00657 (0,00257) 0,00593 (0,00259)  0,0126 (0,00352) 0,00691 (0,00271

300 0,026 (0,00439) 0,00624 (0,00243) 0,00588 (0,00245)  0,0135 (0,00344) 0,00766 (0,00257
(a) Modelo das Caracteristicas

U (STM) (A) (R) (L) ()

50 - - - - -

100 0,0112 (0,0062) - - 0,00517 (0) -

150 0,0173 (0,00646) 0,00248 (0,00247) 0,00331 (0,00021) 0,00849 (0,00416) 0,00406 (0,00168

200 10,0204 (0,00498) 0,00409 (0,0026)  0,00435 (0,0024)  0,0125 (0,00471)  0,00569 (0,00191

250 0,0244 (0,00636) 0,00606 (0,00351) 0,00581 (0,00357) 0,0173 (0,00422) 0,00761 (0,00375

300 0,0279 (0,00442) 0,00869 (0,00245) 0,00841 (0,00257) 0,0217 (0,00415) 0,00994 (0,00289

(b) Modelo da Vizinhanca

1| (STM) (A) (R) (L) )

50 - - - - -

100 0,0289 (0,0138) - - 0,00454 (0) -

150 0,0447 (0,0151)  0,00643 (0,0024) 0,00616 (0,00355) 0,0156 (0,00801) 0,00739 (0,00362)

200 0,0501 (0,013) 0,00796 (0,00424) 0,00832 (0,00454) 0,0201 (0,00858) 0,00985 (0,00475)

250 10,0611 (0,0093) 0,0131 (0,00547) 0,012 (0,0054) 0,0297 (0,00687)  0,0146 (0,00485)

300 0,0646 (0,0132) 0,0186 (0,00749)  0,0168 (0,00708)  0,0355 (0,00864) 0,02 (0,00683)

(¢) Modelo da Popularidade

Tabela B.2: Gap final médio para instincias pequenas (para os trés modelos) que nao foram resolvidas
dentro do tempo limite. O valor em parénteses denota o desvio padrao.
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1] (STM) (A) (R) (L) (U)
500 0,036 (0,0044)  0,0114 (0,00194) 0,0107 (0,00185) 0,022 (0,00292) 0,0135 (0,00227)
1000  0,0394 (0,00478) 0,0124 (0,00184) 0,0114 (0,00127) 0,0238 (0,00162) 0,0148 (0,00121)
1500  0,0891 (0,0434) 0,0133 (0,00172) 0,0119 (0,00138) 0,0262 (0,00207) 0,0163 (0,00303)
2000 0,145 (0,0208) 0,0256 (0,0105) 0,0152 (0,00267) 0,0301 (0,00196) 0,0198 (0,00238)
2500 0,15 (0,0212) 0,0278 (0,00734) 0,0159 (0,00458) 0,0294 (0,00199) 0,0202 (0,00221)
3000 0,2 (0,0543) 0,0393 (0,0102) 0,0311 (0,00626) 0,0331 (0,00408) 0,0205 (0,00269)
(a) Modelo das Caracteristicas
1] (STM) (A) (R) (L) (U)
500 0,031 (0,00614) 0,0124 (0,00351) 0,012 (0,00331) 0,0261 (0,00567) 0,0141 (0,00362)
1000 0,0363 (0,00388) 0,0156 (0,00195) 0,0152 (0,00189) 0,0325 (0,00305) 0,0179 (0,00212)
1500 0,0377 (0,00259) 0,017 (0,00253) 0,0163 (0,00177) 0,0344 (0,00253) 0,0191 (0,00185)
2000 00 0,0375 (0,0842) 0,0177 (0,00267) 0,0519 (0,0383) 0,0203 (0,00185)
2500 00 31,8 (138) 0,0183 (0,00229) 0,125 (0,195) 0,0289 (0,0306)
3000 00 443 (671) 26,3 (114) 0,275 (0,218) 0,0306 (0,0114)
(b) Modelo da Vizinhanga
1] (STM) (A) (R) L) )
500 0,106 (0,0177) 0,0426 (0,0101) 0,032 (0,00923) 0,0554 (0,0108) 0,033 (0,0091)
1000 0,198 (0,0648) 0,091 (0,0315) 0,0782 (0,0289) 0,092 (0,059)  0,0559 (0,0156)
1500 0,267 (0,0953) 0,977 (2,46) 0,802 (2,49) 0,217 (0,128)  0,0825 (0,0461)
2000 0,455 (0,16) 2,18 (3,97) 1,32 (3,05) 0,538 (0,783) 0,0815 (0,018)
2500 0,47 (0,202) 2,86 (4,48) 3,28 (4,87) 00 0,151 (0,0706)
3000 0,662 (0,374) 3,59 (4,77) 2,98 (4,38) 00 0,177 (0,0637)

(c) Modelo da Popularidade

Tabela B.3: Gap final médio dos trés modelos para instancias grandes. O valor em parénteses denota o
desvio padrao.
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|1 (STM) (A) (R) (L) (V)

500 2,72 (0,749) 1,96 (0,485) 1,06 (0,264) 0,339 (0,071) 0,128 (0,024)
1000 5,94 (1,2) 5,46 (1,23) 2,73 (0,708) 0,814 (0,227) 0,361 (0,072)
1500 13,1 (2,7) 10 (2,1) 4,71 (1,11) 1,68 (0,422) 0,588 (0,148)
2000 23,6 (4,03) 17,3 (3,65) 9,01 (1,9) 2,37 (0,709) 1,11 (0,22)
2500 34,1 (10,7) 22,8 (3,04) 11,6 (2,29) 3,75 (0,865) 1,58 (0,351)
3000 62,8 (22,5) 33,8(8,34) 17,7 (3,09) 5,78 (1,54) 2,1 (0,512)

(a) Modelo das Caracteristicas

1| (STM) (A) (R) (L) (U)

500 2,15 (0,511) 1,59 (0,345) 0,969 (0,245) 0,42 (0,0757) 0,175 (0,0389)
1000 6,34 (1,72) 5,4 (1,38) 2,94 (0,737) 1,25 (0,241) 0,501 (0,0883)
1500 13,8 (3,16) 10,4 (2,32) 6 (1,04) 2,45 (0,697) 0,897 (0,18)
2000 25,2 (5) 18,5 (3,93) 10,8 (1,88) 3,85 (0,907) 1,47 (0,304)
2500 31,9 (6,79) 25,5 (4,42) 14,8 (2,73) 6,86 (1,03) 1,86 (0,531)
3000 42,9 (8,13) 33,2 (6,77) 18,3 (3,38) 8,8 (1,9) 2,72 (0,549)

(b) Modelo da Vizinhanga

[l (STM) (A) (R) (L) (V)

500 2,3 (0,589) 2,69 (0,662) 1,43 (0,231) 0,412 (0,0788) 0,143 (0,0341)
1000 8,78 (3,1) 7,18 (2,18) 4,49 (0,667) 1,2 (0,242) 0,409 (0,0731)
1500 25,4 (15,3) 32,4 (43,2) 8,06 (2,43) 2,34 (0,615) 0,799 (0,17)
2000 40,4 (24,6) 57,3 (126) 12,5 (3,25) 3,76 (1,13) 1,35 (0,332)
2500 74,4 (51,2) 129 (262) 24,4 (10,8) 5,21 (1,22) 1,99 (0,48)
3000 92,2 (59) 250 (389) 37,2 (19,4) 7,17 (2,22) 2,8 (0,756)

(c) Modelo da Popularidade

Tabela B.4: Tempo médio (em segundos) para resolver a relazagdo linear do primeiro nd para instincias
grandes (para os trés modelos). O valor em parénteses denota o desvio padrdo.
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