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Sou cabra da peste

Eu sou de uma terra que o povo padece
Mas nunca esmorece, procura venceé,
Da terra adorada, que a bela caboca

De riso na boca zomba no sofré.

N&o nego meu sangue, ndo nego meu nome,
Olho para fome e pergunto: o que h4?
Eu sou brasiléro fio do Nordeste,

Sou cabra da peste, sou do Ceara.

Tem munta beleza minha boa terra,
Derne o vale a serra, da serra ao sertao.
Por ela eu me acabo, dou a prépria vida,

E terra querida do meu coragao.

Meu bergo adorado tem bravo vaquéro
E tem jangadéro que domina o ma.
Eu sou brasiléro fio do Nordeste,

Sou cabra da peste, sou do Ceara.

ii

Cearé valente que foi munto franco
Ao guerréro branco Soare Moreno,
Terra estremecida, terra predileta

Do grande poeta Juvend Galeno.

Sou dos verde mare da c6 da esperanga,
Que as dgua balanca pra 14 e pra ca.
Eu sou brasiléro fio do Nordeste,

Sou cabra da peste, sou do Ceara.

Ninguém me desmente, pois, é com certeza,
Quem qué vé beleza vem ao Cariri,
Minha terra amada pissui mais ainda,

A muié mais linda que tem o Brasi.

Terra da jandaia, bergo de Iracema,
Dona do poema de Zé de Alenca.
Eu sou brasiléro fio do Nordeste,

Sou cabra da peste, sou do Ceara.

Patativa do Assaré



Resumo

Parente, R. F. Empacotamento e contagem em digrafos: cenarios aleatérios e extre-
mais. 2016. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemadtica e Estatistica, Universidade de Sao

Paulo, Sao Paulo, 2016.

Nesta tese estudamos dois problemas em digrafos: um problema de empacotamento e um
problema de contagem. Estudamos o problema de empacotamento maximo de arborescéncias
no digrafo aleatério D(n,p), onde cada possivel arco é inserido aleatoriamente ao acaso com
probabilidade p = p(n). Denote por A(D(n,p)) o maior inteiro possivel A > 0 tal que, para todo
0 < ¢ < ) temos Zf;é(@ —i)|{v : d"™(v) = i}| < £. Provamos que a quantidade maxima de
arborescéncias em D(n,p) é A(D(n,p)) assintoticamente quase certamente. N6s também mos-
tramos estimativas justas para A(D(n,p)) para todo p € [0,1]. As principais ferramentas que
utilizamos sao relacionadas a propriedades de expansao do D(n,p), o comportamento do grau
de entrada do digrafo aleatério e um resultado classico de Frank que serve como ligacao entre
subparticoes em digrafos e a quantidade de arborescéncias. Para o problema de contagem, es-
tudamos a densidade de subtorneios fortemente conexos com 5 vértices em torneios grandes.
Determinamos a densidade assintotica maxima para 5 torneios bem como as familias assintéti-
cas extremais de cada torneios. Como subproduto deste trabalho caracterizamos torneios que
sao “blow-ups” recursivos de um circuito orientado com 3 vértices como torneios que proibem
torneios especificos de tamanho 5. Como principal ferramenta para esse problema utilizados a

teoria de dlgebra de flags e configuracoes combinatérias obtidas através do método semidefinido.

Palavras-chave: digrafos aleatérios, combinatéria extremal, arborescéncia, torneios, algebra

de flags.
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Abstract

PARENTE, R. F. Packing and counting in digraphs: extremal and random settings.
2016. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao

Paulo, 2016.

In this thesis we study two problems dealing with digraphs: a packing problem and a counting
problem. We study the problem of packing the maximum number of arborescences in the random
digraph D(n,p), where each possible arc is included uniformly at random with probability
p = p(n). Let A\(D(n,p)) denote the largest integer A > 0 such that, for all 0 < ¢ < A, we
have Zf;é (¢ —i)|{v : d™(v) = i}| < £. We show that the maximum number of arc-disjoint
arborescences in D(n, p) is A(D(n,p)) asymptotically almost surely. We also give tight estimates
for A\(D(n,p)) for every p € [0,1]. The main tools that we used were expansion properties of
random digraphs, the behavior of in-degree of random digraphs and a classic result by Frank
relating subpartitions and number of arborescences. For the counting problem, we study the
density of fixed strongly connected subtournaments on 5 vertices in large tournaments. We
determine the maximum density asymptotically for five tournaments as well as unique extremal
sequences for each tournament. As a byproduct of this study we also characterize tournaments
that are recursive blow-ups of a 3-cycle as tournaments that avoid three specific tournaments
of size 5. We use the theory of flag algebras as a main tool for this problem and combinatorial
settings obtained from semidefinite method.

Keywords: random digraphs, extremal combinatorics, arborescence, tournament, flag algebras.
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Capitulo 1

Introducao

O titulo deste trabalho nos remete aos dois tipos de problemas com que trabalhamos: pro-
blemas de empacotamento e contagem. Em ambos os problemas estamos interessados em contar
a quantidade de subestruturas menores dentro de estruturas maiores. A diferenca entre eles é
que em problemas de empacotamento estamos interessados em contar a quantidade de subes-
truturas disjuntas e em problemas de contagem estamos interessados em contar a quantidade
de cépias das subestruturas independentemente de serem disjuntas.

O nosso primeiro problema, estudado no Capitulo 3, é um problema de empacotamento.
Existem basicamente dois tipos de problemas de empacotamento: empacotamento de estruturas
geradoras e de nao geradoras. Por simplicidade, usaremos o exemplo de grafos, mas tais ideias
podem ser estendidas para outras estruturas combinatérias.

Como grafos geradores tém o mesmo conjunto de vértices, em empacotamentos de grafos
geradores, procuramos maximizar a quantidade de subestruturas disjuntas nas arestas.

O estudo sobre empacotamentos de drvores geradoras em um grafo (EAG) é um problema
cléssico de otimizacao combinatéria. Um dos primeiros resultados para esse problema é uma re-
lagao de min-max provada por Tutte [Tut61] e Nash-Williams [NW61]. Tal resultado afirma que
o tamanho maximo do empacotamento de tais arvores é o menor valor, sob todas as particoes P
do conjunto de vértices, da razao entre a quantidade de arestas que cruzam as partes da parti-
¢ao P e o valor |P| — 1. Sao conhecidos algoritmos eficientes para encontrar o empacotamento
de tamanho méximo. Vale mencionar que o resultado acima tem uma prova via matréides, que
nos dé um algoritmo eficiente automaticamente.

Uma questao natural é analisarmos tal problema no contexto de digrafos (grafos direcio-



nados). Desta forma, o andlogo em digrafos é quando estamos interessados em estudar o em-
pacotamento de arborescéncias em digrafos (EAD). Grosseiramente falando, dizemos que uma
arborescéncia é uma &arvore geradora direcionada com os arcos “apontando para fora” da raiz.

Assim como o problema de EAG, o problema de EAD também tem um papel importante na
ciéncia da computacao quando estamos trabalhando com redes de trafego e seguranca como pode
ser visto em [FLST15]. Também existem resultados recentes sobre redes temporais [KK15], onde
a direcao dos arcos correspondem a uma modelagem desse tipo de rede. Devido a sua impor-
tancia, o problema de arborescéncia, e algumas generalizacoes relacionadas, tem sido bastante
estudado em versoes algoritmicas como pode ser visto em [GM98, Kam14, LRW15, LLR15]

Por outro lado, quando trabalhamos com empacotamento de grafos nao geradores estamos
procurando empacotar subgrafos que tém a quantidade de vértices menor do que os grafos onde
procuramos empacotar. Como exemplo, o problema classico do emparelhamento méximo pode
ser visto como o empacotamento de arestas disjuntas nos vértices. Assim como os resultados
de Menger [Men27| e Mader [Mad78] sobre empacotamento de caminhos. Uma vasta gama
de resultados classicos em otimizacao combinatoéria estao dentro desse arcaboucgo. Para mais
problemas e resultados de empacotamento sugerimos o livro de Cornuéjols [Cor01].

Uma direcao natural é estudarmos empacotamentos em estruturas aleatérias tais como o
grafo aleatério G(n,p) ou o digrafo aleatério D(n,p). Quando trabalhamos com grafos alea-
térios estamos ignorando os grafos que tém comportamentos incomuns, ou seja, focamos no
comportamento da “maioria” dos grafos com uma quantidade fixa de vértices.

Isso é importante pelo fato de que alguns grafos tém uma estrutura bastante especifica
que aparecem apenas para um conjunto infimo de grafos. Informalmente podemos dizer que ao
trabalharmos com grafos aleatérios obtemos um panorama geral do conjunto de todos os grafos
a0 ignorarmos os grafos com estruturas “estranhas”.

Uma outra caracteristica importante dos grafos aleatérios é que fixamos um valor p € [0, 1]
para a probabilidade de cada uma das arestas estarem presente no mesmo. Desta forma, a
possibilidade de variarmos o p no intervalo [0, 1], nos d4 uma ideia evolutiva do comportamento
geral dos grafos com relagao a adicao de arestas.

Outro tipo de problema de empacotamento de estruturas geradoras em grafos (digrafos)
aleatdrios que tem sido bastante estudado é o problema de empacotamento de circuitos hamil-

tonianos (ver [BSKS11, Bolg4, BF85, FNP*15, FK08, KKO15, KS12, KO14]).



No Capitulo 3 estudamos o problema do empacotamento de arborescéncias disjuntas no
digrafo aleatério D(n,p). Ademais, denotamos por T(D(n,p)) a quantidade maxima de arbores-
céncias disjuntas nos arcos em D(n, p).

Nosso resultado afirma que, com alta probabilidade, T(D(n, p)) = A(D(n,p)), onde A(D(n,p))
é o maior inteiro A > 0 tal que, para todo 0 < £ < A, Zf;é(ﬂ —1)|{v: dg(n’p)(v) =i} <L
Ademais, estimamos de forma justa que o valor de A(D(n,p)) estd préximo ao grau de entrada
minimo para todo p € [0, 1].

Uma caracteristica interessante do nosso resultado é que provamos que T(D(n,p)) tem uma
forte relacdo com a quantidade de vértices com grau de entrada baixo, o que difere do caso
de grafos nao orientados apresentado em [GPGS14]. Assim, observamos que os obstaculos de
empacotar arborescéncias em digrafos aleatdrios sao mais intrincados. Isto acontece devido ao
fato de que a raiz de uma arborescéncia desempenha um papel especial.

Em nosso caso, a razao do porqué \(D(n,p)) é um limitante superior para t(D(n,p)) é que,
para empacotar ¢ arborescéncias, todo vértice de D(n,p) cujo grau de entrada é ¢ — i deve ser
a raiz de pelo menos 7 arborescéncias uma vez que seu grau de entrada estaria esgotado.

Similarmente ao caso nao direcionado, o niicleo da nossa prova baseia-se em um resultado
de otimizac¢do combinatéria provado por Frank [Fra79] que é similar ao resultado de Tutte e
Nash-Williams para o contexto de digrafos. Porém, em vez de tratar com partigoes, o resultado
de Frank impoe condicbes sobre subparticoes.

O nosso segundo problema, estudado no Capitulo 4, é um problema extremal de contagem.
Neste caso, estamos interessados em contar a quantidade méxima'! de cépias de subestruturas
com alguma propriedade desejada em estruturas maiores. Esse tipo de problema esté relacionado
aos problemas mais classicos da combinatoéria extremal tais como os problemas de Turan. Dados
inteiros k£ e n, onde 0 < k < n, o problema classico de Turan é contar a quantidade maxima de
arestas em um grafo com n vértices tal que o mesmo nao contém coépia do grafo completo de
tamanho k. Para mais informagoes sobre problemas de Turan para grafos, hipergrafos e digrafos,
recomendamos as resenhas [BES73, BS84, Fur91, Keell, MV16].

Um desafio a mais do que contar a quantidade maxima de subestruturas é descobrirmos qual

¢é a sua familia extremal. Dizemos que uma familia é extremal quando o elementos dessa sao os

! Claramente é possivel procurarmos minimizar a quantidade de estruturas, mas por simplicidade néo abor-
daremos problemas de minimizag¢ao no texto.



que maximizam o problema de interesse. Como no exemplo anterior, para o problema cléssico
de Turén, temos que o grafo (k — 1)-partido completo é extremal para o problema de contar a
quantidade méaxima de arestas evitando o grafo completo de tamanho k.

No Capitulo 4, estudamos o problema de contar a quantidade maxima de um torneio forte-
mente conexo fixo de tamanho 5 em torneios de tamanho n. Tal problema esta relacionado com
a familia de problemas de Turdn em torneios. Um torneio com n vértices é um digrafo obtido
através da orientacao das arestas de um grafo completo. Dizemos que um torneio é fortemente
conexo se existe um caminho direcionado entre todo par de vértices.

Em 1964, Colombo [Col64] provou qual o torneio que maximiza a quantidade de circuitos
orientados de tamanho 4. Um ano mais tarde, Beineke e Harary [BH65] estenderam esse resul-
tado provando que o mesmo torneio também maximiza a quantidade de subtorneios fortemente
conexos com tamanho fixo.

Durante o nosso trabalho analisamos separadamente os seis torneios fortemente conexos de
tamanho 5. Encontramos a densidade maxima assintética e provamos a unicidade das familias
assintoticas extremais para 5 dos 6 torneios fortemente conexos com tamanho 5. Caracterizamos
a familia assintdtica extremal através da convergéncia de (T},)nen a um certo objeto limite. Para
tal, utilizamos a teoria de algebra de flags, desenvolvida por Razborov [Raz07], que define o
objeto limite como o estudo da sequéncia (¢(7'))7, onde ¢ ¢ o limite da sequéncia VT, p(T'; T )nen
e p(T';T,,) denota a densidade nao rotulada de 7" em T,.

Na teoria de dlgebra de flags criamos uma &algebra onde os elementos tem como base a
densidade assintética capturada pela convergéncia de p(T;7T,) quando n — co. Chamamos de
flag os elementos basicos da nossa algebra. No contexto deste trabalho, uma flag é um torneio
parcialmente rotulado, onde tais rétulos sao capturados pelo que chamamos de um tipo o. Desta
forma, dado um tipo o, denotamos por A a dlgebra das o-flags. Para tal, é definido o produto
entre dois elementos de A de modo que Fy - Fp = ZFE}—Z p(F1, Fa; F)F, onde Fy e Fy sao
elementos de A°.

Tendo definido a dlgebra A7, Razborov provou que os objetos limites ¢ sao os homomorfismos
positivos entre A% e o conjunto R, denotado por Hom™* (A%, R) o conjunto de tais homomorfis-
mos. O problema da densidade assintética maxima no contexto da teoria de algebra de flags é
caracterizado por max{¢(T): ¢ € Hom™* (A% R)}, onde o = 0 significa que os torneios sdo nio

rotulados.



A partir da dlgebra A% utilizamos uma nocao de pré-ordem para construirmos limitantes
superiores para o problema de maximizar a densidade assintética de T'. A ideia é utilizamos
arelagio T < T'+ g = > gy, (p(T;T') + p(g; T'))T". Desta forma, escolhemos g de modo
que p(g; T") tenha valor negativo quando p(T;T") for grande e p(g;T") suficientemente positivo
quando p(T, T") for pequeno. A escolha de g é feita pela construgao de um programa semidefinido
e a partir dai utilizamos algumas técnicas posteriormente discutidas para obtermos uma prova
matematica para tal.

Apés termos provados as densidades assintéticas, conseguimos obter informacoes sobre a
estrutura das familias assintdticas extremais analisando as restri¢coes do programa semidefinido.

Como subproduto do nosso trabalho de torneios utilizando a teoria de algebra de flags,
caracterizamos o que chamamos de propriedades quase-triangulares que caracterizam os torneios
que tém como familia assintética extremal o “blow-up” recursivo de circuitos direcionados com
3 vértices.

O presente trabalho estda organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, apresentamos as
notacgoes e defini¢es béasicas que sustentarao o restante do trabalho. Decidimos colocar as defi-
nicoes todas juntas para facilitar ao leitor onde encontra-las, mas para a comodidade do leitor
relembramos as defini¢oes em alguns momentos. No Capitulo 3, apresentamos o nosso trabalho
referente ao empacotamento de arborescéncias em digrafos aleatérios. No Capitulo 4, apresen-
tamos o nosso trabalho referente a densidade maxima de subtorneios fortemente conexos. Vale
ressaltar que a teoria de flag dlgebras, utilizada como ferramenta para estudo da densidade dos
torneios, é apresentada como uma subsecao do capitulo. Por fim, no Capitulo 5 apresentamos

problemas em abertos que estao relacionados aos nossos problemas estudados.






Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos, defini¢coes basicas e exemplo que serao utili-
zados nos capitulos posteriores. Colocamos esses conceitos agrupados no presente capitulo para
que o leitor possa facilmente encontra-los. Para a comodidade do leitor, em alguns momentos
durante os préximos capitulos relembraremos algumas defini¢oes quando oportuno.

Vale observar que no Capitulo 4 utilizamos a teoria de dlgebra de flags como ferramenta
para o nosso resultado, mas, devido a sua extensao, decidimos apresentar a teoria de dlgebra de

flags localmente no capitulo em que sera utilizada.

2.1 Notacao assintética

A notacao assintética que utilizaremos pode ser encontrada no Capitulo 1 do Livro [JLRO00].
Decidimos colocar aqui para comodidade do leitor.
Sejam (ay)nen € (bn)nen sequéncias reais tais que b, > 0 para todo n. Usaremos as seguintes

notacoes:

e a, = O(by), se existem constantes positivas C' € R e N € N tais que |a,| < Cb,, para

todo n > N;
e a, = o(by), se para todo € > 0 existe N € N tal que |a,| < eb,, para todo n > N¢;

e a, = Q(b,), se existem constantes positivas C € R e N € N tais que a, > Cb,, para

todon > N;

e a, = w(by), se para todo € > 0 existe N € N tal que a,, > (1/¢)b,, para todo n > N;

7



e a, = O(b,), se existem constantes positivas C1,C2 € Re N € N tais que C1b, < a,, < Coby,

para todo n > N;

e a, ~ by, se para todo € > 0 existe N, € N tal que |a, /b, — 1| < € para todo n > N..

2.2 Definicoes basicas

Apresentaremos algumas definigoes basicas de digrafos. Um digrafo D = (V, A) é dado pelo
seu conjunto finito de vértices V' e seu conjunto A C {(u,v) € V x V: u # v} de arcos. Dizemos
que um arco (u,v) sai de u e entra em v, ou, alternativamente, que u aponta para v. Para evitar
repeticao, fixe D como um digrafo e v como um vértice qualquer de D no restante desta secao.

Seja X C V(D), denotamos I' ) (X) = {u € V(D): Jv € X, (u,v) € A(D)} como a vizi-
nhanca de entrada de X, isto é, o conjunto dos vértices de D que tém arcos “entrando” nos
vértices em X. Por outro lado, denotamos I'};(X) = {u € V(D): Jv € X, (v,u) € A(D)} como
a vizinhanca de saida de X, isto é, o conjunto dos vértices de D que tém arcos “saindo” dos
vértices em X.

Seja v € V(D) um vértice de D, denotamos por dp,(v) o grau de entrada de v que é a
quantidade de arcos de D que “entram” em v, ou seja, dp,(v) = |I';(v)|. Denotamos por df,(v) o
grau de saida de v que é a quantidade de arcos de D que “saem” de v, ou seja, dj;(v) = [T’} (v)].
Ademais, definimos 6~ (D) = min{d,(v): v € V} como o grau de entrada minimo ¢ 6% (D) =
min{d}(v): v € V} como o grau de saida minimo.

Agora vamos apresentar o conceito de corte em um digrafo. Dado um digrafo D = (V, A)
e conjuntos disjuntos, S,S" C V, definimos Ap(S,S’) como o conjunto de arcos (u,v) € A tal
que u € S e v € S’. Denotamos por corte [S,S’] a unidao dos arcos Ap(S,S")U Ap(S’,S).

Seja S C V(D), denotamos por D[S] o digrafo induzido S, o digrafo com conjunto de
vértices S e conjunto de arcos Ap[S] = {(u,v) € A(D): uw € S, v € S}. O grafo subjacente do
digrafo D = (V, A) é o multigrafo obtido quando ignoramos as orientagoes dos arcos.

Uma arborescéncia de D é um digrafo T'= (V, Ap) onde Ap C A tal que o grafo subjacente
de T' é uma arvore geradora e, todo vértices tem grau de entrada 1, exceto por um vértice e este
tem grau de entrada zero e serd chamado de raiz. Grosseiramente falando, uma arborescéncia
é uma Aarvore geradora com os arcos “apontando para fora” da raiz. Denotamos por t(D) a

quantidade méxima de arborescéncias disjuntas nos arcos em D. Alternativamente, dizemos



que T(D) é o nimero de empacotamento de arborescéncias disjuntas nos arcos em D.

2.3 Torneios

O problema que trabalhamos no Capitulo 4 esta relacionado ao conceito de torneios. Um
torneio é um digrafo obtido a partir da orientagao das arestas de um grafo completo. Desta
forma, as defini¢cbes que utilizaremos aqui também valem, em sua maioria, para digrafos, mas
por simplicidade definiremos para torneio diretamente. Utilizamos a letra T’ para denotar um
torneio.

Dado um digrafo T'= (V, A) com n vértices, dizemos que T' é um torneio se, e somente se,
para todo par de vértice u e v de V(T') temos que exatamente um dentre (u,v) e (v,u) partence
a A . Ademais, observe que |A(T)| =n(n —1)/2.

Dizemos que um torneio T' é transitivo se, e somente se, para todo par de arco (x,y) € A(T)
e (y,z) € A(T), temos que (z,z) € A(T). Um torneio T' é localmente transitivo se, para todo
vértices v de T, a vizinhanca de saida de v e a vizinhanca de entrada de v sao ambas transitivas,
isto é, para todo v € V(T), T[T (v)] e T[I'"(v)] sao torneios transitivos. Alternativamente,
um torneio localmente transitivo é um torneio que nao contém ocorréncias de Wy e Ly, onde
Wy e Ly sao os torneios de tamanho 4 com sequéncias de grau de saida (1,1,1,3) e (0,2,2,2)
respectivamente. Dizemos que um torneio é fortemente conexo se, e somente se, para todo par u
e v de vértices, existem caminhos direcionados de u até v e de v até u. Um torneio T com 2n+1
vértices' é dito balanceado se todo vértice tem grau de saida n.

Com essas definicoes em maos, vamos apresentar dois torneios balanceados que serao bas-
tante uteis para nosso estudo no Capitulo 4.

Primeiro observe que, a menos de isomorfismo, sé existe um torneio que é localmente tran-
sitivo e balanceado com 2n + 1 vértices. O chamaremos de torneio carrossel e denotamos por
Rop+1. Esse torneio tem conjunto de vértices V(Rap+1) = {0,1,...,2n} e conjunto de arcos
A(Rop41) = {(v,(v+i) mod 2n+1)) : v € V(Rap4+1) €4 € [n]}, onde [n] = {1,2,...,n}. Para
exemplos, veja a Figura 2.1.

Para definir nosso segundo torneio balanceado ((7;”;) precisamos primeiramente definir o

que sao “blow-ups” recursivos do circuito direcionado de 3 vértices (C3). Para todo n > 3,

!Por simplicidade, aqui ndo vamos nos importar com o caso em que T tem 2n vértices.



o

Rs

Figura 2.1: Torneios carrossel Ropy1 para n = 2,3,4.

sejam mg > n1 > ng tais que ng +n1 +n2 =nen; € {|n/3],[n/3]} para todo i € {0,1,2}.
Defina Ag = {1,...,n0}, A1 = {no+1,...,n1} e Ay ={ni1+1,...,n2}. Com isso, denotamos C—’E
como o torneio sobre [n] tal que (v, w) € A(C?) para todo v € A; e w € A(i41) mod 3, © C3lA;) é

isomorfo a C_”f’“ para todo ¢ = 0, 1,2 (veja Figura 2.2).

Figura 2.2: Estrutura tipica do C_",?;

Para simplificar a notacdo, dado um digrafo D, usaremos d~(v) para denotar dp,(v). Simi-
larmente, d (v) = df(v), 6~ =6 (D), 6t =6+(D), 7 = 7(D) e A = A(D), e assim por diante

a menos que seja necessario deixar explicito o digrafo que estamos utilizando.
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2.4 Digrafo e torneio aleatorio

Para comegar, vamos apresentar a nocao de digrafo aleatério e torneio aleatério que utiliza-
mos no trabalho.

Dada uma funcdo p = p(n): R — [0, 1] e um inteiro positivo n, denotamos D(n,p) como o
digrafo aleatdrio com conjunto de vértices [n] = {1,2,...,n} tal que cada um dos n(n—1) arcos
sao inseridos uniformemente ao acaso com probabilidade p.

Ja quando falamos de torneios aleatérios, estamos preocupado na orientagao dos arcos entre
os vértices. Seja Ry, 1 /2 0 torneio aleatdrio com conjunto de vértices [n] onde cada orientagao
de um arco é apresentada com probabilidade 1/2 independentemente para todos os pares de
vértices.

E um exercicio de concentracao em varidveis aleatorias binomiais provar que

!

VT torneio, lim p(T; Ry,1/2) = E [p(T; R|T|,1/2)] =
n—o00 m \Aut(T)\Z(@)

com alta probabilidade, isto é, a sequéncia (p(T'; Ry, 1 /2)nen é convergente com probabilidade
1 quando n — oo.

Por fim, dada uma sequéncia de espago de probabilidade (€2;, F;, Pr;);en, afirmamos que uma
sequéncia de eventos (A;);cn vale assintoticamente quase certamente (abreviado por a.q.c.) se
Pr,(A,) — 1 quando n — oc.

Todos os resultados neste trabalho, exceto se indicado o contrério, o espaco de probabilidade

é o definido pelo D(n, p) e a notagdo assintética refere-se a n indo para o infinito.

2.5 Propriedades de variaveis aleatorias

Comegamos apresentando duas desigualdades para varidveis aleatérias bem conhecidas.
Como referéncia deixamos o primeiro capitulo em [JLRO0]. A primeira é a desigualdade de

Markov. Seja X uma variavel aleatoria e ¢ > 0 um inteiro. Se X > 0 quase certamente, entao

Pr(X >1t) < E[t] (2.1)

Observagao 2.5.1. Observe que a Equacao (2.1) é bastante util quando temos que o valor
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esperado de X vai para zero muito rapidamente, i.e., E[X] = o(1). Assim, para todo inteiro
t >0, temos Pr(X >1t) <E[X]/t =0(1).
A segunda é a desigualdade de Chebyshev. Seja X uma varidvel aleatéria tal que E [X] < oo

e um real k > 0, entao temos

Var(X)
Pr(| X —E[X]| > k) < — (2.2)
Observacao 2.5.2. Observe que quando X > 0 e Var(X) = o(E [X]?), fazendo k = E [X] temos

pela Equacdo (2.2) que Pr(X = 0) < Var(X)/E [X]* = o(1).

Variaveis aleatdrias binomiais

Quando trabalhamos com estruturas combinatorias aleatérias como digrafos e torneios alea-
térios temos que muitas propriedades dessas estruturas sao capturadas por variaveis aleatorias
binomiais. Desta forma, é importante termos boas estimativas para esse tipo de varidvel alea-

toria. A seguir temos dois resultados referentes a varidveis aleatorias binomiais.

Teorema 2.5.3 (Limitantes de Chernoff [JLR00]). Denotamos X1, ..., X,, como n varidaveis de

Bernoulli independentes. Sejam X = > | X; e p = E[X]. Entao, para qualquer 0 < 7 < 1,

Pr(
r

Pr(

Lema 2.5.4 (Lemma 16 [GPGS14]). Para toda constante n > 0, existem constantes positivas

X > (Lhr)p) <o, (23
X<(1- r)u) <e TR, (2.4)

Cy e Cy tais que o seguinte vale para qualquer fungao 0 < p = p(n) < 1/4/n e todo inteiro

0 <k < (1—n)np. Seja X ~ Bin(n,p). Entao,

—pn k
Pr(ng):C<e\/E><eZ;"> , com C; < C < Co. (2.5)

2.6 Principio da subsubsequéncia

Em vérias provas, usamos o principio da subsubsequéncia onde afirma que se x é uma

constante e (z,)neny ¢ uma sequéncia real cuja toda subsequéncia tem uma subsubsequéncia
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convergente para x, entao x, — x.

Teorema 2.6.1 (Principio da subsubsequéncia). Sejam (zy)neny uma sequéncia de nimeros
reais e x € R um ponto fixo. Se, para toda subsequéncia de (x,,)nen, existe uma subsubsequénca

que converge a x, entdo a sequéncia (x,)peN converge a x.

O principio da subsubsequéncia é utilizado quando ja provamos que D(n,p) vale para p =
p(n) pertence a diversos subintervalos de [0, 1] que se sobrepoe e queremos afirmar que vale para
qualquer valor de p em [0, 1]. Aqui vamos dar um exemplo da aplicacao deste principio.

Suponha que estamos trabalhando com o digrafo aleatério D(n,p) com p = p(n) € [0,1] e
suponha que uma propriedade A = A,, vale a.q.c. para p = O(log(n)/n) e para p = w(log(n)/n).
Utilizaremos o principio da subsubsequéncia para mostrar que a propriedade A = A,, vale a.q.c.
para todos os valores possiveis de p € [0, 1] sem restrigdes.

Considere a sequéncia (z,)nen tal que x, = Pr(A,) e seja (zp, )n,en uma subsequéncia de

(21)nen- Temos os dois casos possiveis

lim sup D) =00 (2.6)
k—o0 log(nk)
lim sup ]M =, onde a é uma constante. (2.7)

k—o0 lOg(nk)

Se estamos no primeiro caso (Equagdo (2.6)), temos que existe uma subsequéncia (2 )n,enN
de (Zn, )nzen tal que p(nj)n;/log(n;) = oo, entdo temos que Pr(A,,;) — 1, quando j — oo,
devido a p(ng) = w(log(ng)/nk). Se estamos no segundo caso (Equagao (2.7)), temos que existe
uma subsequéncia (Zn;)n;en de (Tn, )nen tal que p(nj)n;/log(n;) < «, entdo temos que
Pr(A,;) — 1 quando k — oo nessa subsequéncia de (2, )n,en devido a p(ng) = O(log(nk)/ny).
Desta forma, pelo principio da subsubsequéncia temos que (zp,),en também converge para

1, isto é, A = A, vale a.q.c.
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Capitulo 3

Empacotamento de arborescéncias

em digrafos aleatdrios

Neste capitulo apresentamos nosso resultado sobre o problema de empacotamento de arbo-
rescéncias em digrafos aleatorios. Tal resultado foi obtido em conjunto com Carlos Hoppen e

Cristiane M. Sato

3.1 Introducao

Muitos problemas importantes em matemaética discreta tratam do empacotamento de es-
truturas com alguma propriedade desejada em estruturas maiores. O objetivo destes problemas
sao tipicamente encontrar a quantidade méxima possivel de tais estruturas disjuntas. Uma
vasta gama de resultados classicos em otimizagao combinatoria estao dentro desse arcabouco.
Como exemplo, o problema do emparelhamento maximo pode ser visto como o empacotamento
de arestas disjuntas nos vértices. Também destacamos os resultados de Tutte [Tut61] e Nash-
Williams [NW61] sobre o o problema de empacotamento de drvores geradoras. Assim como os
resultados de Menger [Men27] e Mader [Mad78] sobre empacotamento de caminhos. Para mais
problemas e resultados de empacotamento sugerimos o livro de Cornuéjols [Cor01].

E natural que exista uma extensa literatura sobre esse topico dado que existe uma grande
quantidade de problemas de empacotamento em combinatéria. Por exemplo, o problema de
empacotamento de circuitos hamiltonianos em estruturas aleatdrias tem sido bastante estudado

desde 1980 como pode ser visto em [BF85, Bol84, BSKS11, FK08, KKO15, KO14, KS12]. No
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caso particular de digrafos, alguns resultado significantes tém sido obtidos recentemente [FL16,
FNP*15].

No que diz respeito a arborescéncias, recentemente, num estudo sobre arborescéncias arco-
fris, Bal, Bennett, Cooper, Frieze e Pralat [BBC'16] provaram que no processo aleatério de
digrafos (onde os arcos sao adicionados um por um) o momento em que existe um tnico vértice
com grau de entrada zero é o mesmo que o digrafo contém uma arborescéncia assintoticamente
quase certamente.

Organizagao do capitulo. O presente capitulo estda organizado como segue. Na Secao 3.2,
apresentamos nosso resultado principal e suas diferencas com o resultado no contexto de grafos
aleatérios nao orientados. Separamos a prova do nosso resultado principal em trés segoes. Na
Secgao 3.3, estudamos propriedades dos graus em D(n, p). Na Secao 3.4 apresentamos a relac¢ao
entre A\(D(n,p)) e o grau de entrada minimo. Na Secao 3.5, provamos algumas propriedades
de cortes e expansao de D(n,p). Por ultimo, na Segao 3.6, provamos nosso resultado principal

(Teorema 3.2.3).

3.2 Resultado principal

Recentemente, Gao, Pérez-Giménez e Sato [GPGS14] obtiveram resultados a respeito do em-
pacotamento de arvores geradoras em grafos aleatérios. Um desses resultados é o Teorema 3.2.1

a seguir.

Teorema 3.2.1 (Pu-Pérez-Giménez—Sato [GPGS14]). Para p = p(n) € [0,1], a quantidade

maxima de arvores geradoras disjuntas nas arestas em G(n,p) é a.q.c.

win {5(6 (), | "I .

n—1

E facil ver que 6(G(n,p)) e m(G(n, p))/(n—1) sdo limitantes superiores para a quantidade de
arvores geradoras disjuntas nas arestas, pois toda arvore geradora tem pelo menos uma aresta
incidente em todo vértice do grafo e tem exatamente n — 1 arestas.

O seguinte resultado classico provado por Tutte e Nash-Williams é a principal ferramenta

utilizada em [GPGS14] para provar que o maximo é alcancado por um desses dois parametros.

Teorema 3.2.2 (Tutte [Tut61] e Nash-Williams [NW61]). Dado um grafo G = (V, E) e um
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inteiro k > 0, G contém k &arvores geradoras disjuntas nas arestas se, e somente se, para toda
particao P de V, a quantidade de arestas com extremos em partes distintas é pelo menos
E(|P|—1).

E bastante natural que esse resultado (que é, na verdade, uma relagdo de min-max) passa
ser usado com sucesso para grafos aleatdrios, pois a condicdo sobre particdo é essencialmente
uma condicao de expansao e é bem conhecido que grafos aleatérios tém boas propriedades de
expansao.

Nosso resultado do presente capitulo é o andlogo ao Teorema 3.2.1 para o contexto de
digrafos. De fato, lidamos com o empacotamento de arborescéncias, que sao o analogo a arvores
geradoras em digrafos. Como visto no capitulo de preliminares (Capitulo 2), uma arborescéncia,
grosseiramente falando, é uma arvore geradora com os arcos “apontando para fora” da raiz.

Estamos interessado em empacotar o maximo de arborescéncia no digrafo aleatério D(n, p),
onde D(n,p) é o digrafo aleatério com conjunto de vértices [n] onde os arcos sao inseridos
uniformemente ao acaso com probabilidade p independentemente. As definigoes basicas sobre
digrafos podem ser encontradas na Segao 2.2.

Desta forma, denotamos t(D(n,p))) como a quantidade maxima de arborescéncia disjuntas

nos arcos em D(n, p) e nosso resultado principal é apresentado como segue.

Teorema 3.2.3 (Hoppen—Parente-Sato[HPS16]). Para todo p = p(n) € [0, 1], temos que a.q.c.

©(D(n,p)) = A(D(n,p)), (3.1)

onde A\(D(n,p)) é o maior inteiro A > 0 tal que, para todo 0 < £ < A,

T
L

(€= i){v: dpy, ) (0) = i} < L. (3.2)

~
I
o

Ademais,

(a) se p= % com h(n) = w(1), entao A(D(n,p)) =0 a.q.c.;

(b) sep = B com h(n) = O(loglogn), entio A(D(n,p)) € {6~ (D(n,p)),6™ (D(n,p)) + 1}

a.q.c.;

(c) sep =B com hn) = ologn) e h(n) = Q(loglogn), entdo A(D(n, p)) ~ 6~ (D(n, p)) a.q.c.
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Uma caracteristica interessante do nosso resultado é que T(D(n,p)) tem uma forte relacao
com a quantidade de vértices com grau baixo.

Isso defere do caso de grafos nao orientados no seguinte sentido. O Teorema 3.2.1 nos diz
que, para grafos aleatérios, o obstaculo de empacotar arvores geradora é bastante simples: ou
nao temos arestas suficientes para obtermos uma quantidade maior de arvores geradoras ou
esgotamos as arestas incidentes em um vértice.

Nosso resultado mostra que para digrafos aleatérios os obstaculos de empacotar arborescén-
cias sao mais intrincado mesmo que ainda seja decorrente de restrigoes naturais. Isto é devido
ao fato de que a raiz de uma arborescéncia desempenha um papel especial, o que nao acontece
no contexto de grafos nao orientados.

Em nosso caso, a razao do porque \(D(n,p)) é um limitante superior para t(D(n,p)) é que,
para empacotar ¢ arborescéncias, todo vértice de D(n, p), cujo grau de entrada é £ — i, deve ser
a raiz de pelo menos 7 arborescéncias uma vez que seu grau de entrada estaria esgotado.

Similarmente ao caso nao direcionado, o nicleo da nossa prova baseia-se em um resultado
de otimizac¢do combinatéria provado por Frank [Fra79] que é similar ao resultado de Tutte e
Nash-Williams para o contexto de digrafos. Porém, em vez de tratar com partigoes, o resultado
de Frank impoe condigbes sobre subpartigoes. Uma subparticdo do conjunto S é um conjunto
de subconjuntos de S nao vazios dois a dois disjuntos. Observe que, diferentemente da definigao
de particao, uma subparticao nao precisa necessariamente incluir todo elemento de S.

Dado um digrafo D = (V,A) e S C V, denotamos d},(S) como a quantidade de arcos
entrando em S (de V '\ S) em D. Para referéncias futuras, também denote d},(S) como a

quantidade de arcos saindo de S (para V' \ S) em D.

Teorema 3.2.4 (Frank [Fra79]). Sejam D = (V, A) um digrafo e k > 0 um inteiro. Entao D

contém k arborescéncias disjuntas nas arestas se, e somente se, para toda subparticao P de V,
> dp(U) > k([P| - 1), (3.3)
UeP

Uma das dificuldades de trabalhar com subparti¢gbes em vez de partigoes é que alguns vértices
podem nao ser incluidos em alguma parte e seus graus de entradas nao contribuem com o

somatério na Equagao (3.3) que é algo que nao acontece no caso de grafos.
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3.3 Comportamento dos graus em digrafos aleatorios

Nesta secao, apresentamos alguns resultado sobre o grau de entrada (de saida) minimo em
D(n,p) e também provamos algumas propriedades dos vértices com grau baixo. O seguinte lema
¢ uma aplicagdo do Lema 2.5.4 a varidvel aleatéria que determina o grau de entrada (de saida)

de D(n, p). Utilizamos d—/*(v) para denotar ou d~(v) ou d*t(v).
Lema 3.3.1. Sejam ¢ > 0.9 e 0 < 1 < 1 contantes. Existem contantes C; > 0 e Cy > 0 tais que,
para qualquer fun¢ao o = «(n) € (0,1 — 7] e qualquer fungao p satisfazendo 0.9logn/(n —1) <

p < @logn/(n —1), o seguinte vale:

(i) Existe C = C(n) € [Cy,Cy] tal que para todo v € [n],

Pr (d_/+(v) < ap(n — 1)) = ozp(CT’L—l)eXp ( —pn—1) (1 — alog (2)) >;

(i) Pr(6=/* <ap(n—1)) < \/%GXP <log”p(” 1) (1~ alog (Z)))

(iii) Pr (5—/+ > ap(n — 1)) < Oépgz_l) exp < —logn+p(n—1) (1 — alog (2)) ),’

(iv) Pr (EIU € [n]: min{d~(v),d*(v)} < ap(n — 1)>

< a;(%)_zl)exp (logn—Qp(n— 1) <1 — alog (Z)))

Demonstragao. A prova de (i)—(iii) é basicamente a mesma que a prova de [GPGS14, Lemma
18]. Incluimos aqui por motivo de completude.

Para todo v € V, seja d~ (V) a varidvel aleatéria que determina o grau de entrada de v.
Observe que d~ (v) tem distribuigao Bin(n — 1, p). Assim, pelo Lema 2.5.4, existem as contantes
C4 e Oy (dependendo somente de 1) e uma constante C' = C(n) € [C1, Co] tais que

e—P(n—1) e\ ap(n—
Pr(d~(v) <ap(n—1)) =C () (7> (n—1)

ap(n —1) ) \

—ap(f;_l)exp<—p(n—1) (1—@10g<2))>. (3.4)

Isso prova (i). Denotamos por Y a varidvel aleatéria que determina a quantidade de vértices
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v € [n] tais que d” (v) < ap(n — 1). Entao, pela Equacao (3.4), temos que

E(Y) > Cl_l)exp <logn —pn—1) (1 — alog (Z)))

ap(n

E(Y) < ap(cs—l) exp (logn —p(n—1) (1 — alog <§>) ) (3.5)

Assim, (ii) segue aplicando a desigualdade de Markov em Y.
Como os graus de entrada dos vértices sao variaveis aleatérias independentes, ¥ é uma
varidvel aleatdria binomial com probabilidade p’ dada pela Equacao (3.4). Assim, Var(Y) =

np/(1 —p') <EY e entdo, pela desigualdade de Chebyshev, temos que

Pr(Y =0) <

) < gy = YD o (ot =) (1o ().

e provamos (iii). A prova para §* é andloga.
Para qualquer v € [n], (iv) segue trivialmente da Equagao (3.5) (e seu analogo para d* (v))

e do fato que d~(v) e d¥(v) sdo varidveis aleatérias independentes. [ |

Observacgao 3.3.2. Observe que no Lema 3.3.1 o que determina se os limitantes das probabi-

lidades é a escolha de o que influenciara na funcao

F(a)= (1 — alog (2)) =1—a+ alog(a). (3.6)

Ademais, a fungao F(x) é continua e estritamente decrescente para x € (0,1) onde F(1) =0 e
lim, o+ F(z) = 1.

Para todo ¢ > 1, existe um tdnico a € (0,1) tal que F(a) = 1/¢. Por isso é possivel
escolhermos ¢ > 0 como na Figura 3.1 que nos dé que o grau de entrada minimo de D(n,p) é
préximo a a(n—1)p com alta probabilidade quando estamos trabalhando com p = ¢logn/n—1.

Agora vamos utilizar o Lema 3.3.1 para obtermos limitantes para o grau de entrada minimo

em cada intervalo de p = p(n) € [0, 1].

Corolario 3.3.3. Seja h(n) = o(logn) uma funcao e seja p = p(n) = (log(n) + h(n))/(n — 1).

Entao 6~ = o(logn) a.q.c.
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Figura 3.1: Grdfico da funcao F(x) =1 — x4 xlog(x) para z € (0,1)

Demonstracao. E suficiente provar o resultado para h(n) > 0. Fixe o € (0,1) uma constante.

Observe que F(a) =1 — alog(e/a) < 1. O Lema 3.3.1(iii) nos diz que

Pr(6~ > ap(n—1)) < ozp(cz—l) exp <F(a) (logn + h(n)) — logn) = o(1).

Corolario 3.3.4. Seja p = p(n) = (log(n) + h(n))/(n — 1) tal que h(n) = O(loglogn). Existe

uma constante C' > 0 tal que §— < C a.q.c.

Demonstragao. Como h(n) = O(loglogn), existe uma constante C' > 0 tal que h(n) < C'loglogn
para n suficientemente grande. Seja Y a varidvel aleatéria que determina a quantidade de vér-

tices com grau de entrada C' em D(n,p). Desta forma, temos que

E[Y]= n(”g 1)1)0(1 —p)" !

> exp <logn—|—Cloglogn —ClogC — (n— l)p—l—o(l))
> exp ( — h(n) + C'loglogn — ClogC’—i—o(l)).

Como o grau de entrada de vértices distintos sdo independentes, entdao pela desigualdade de

Chebyshev temos Pr(Y = 0) = o(1). Assim temos que o grau de entrada minimo é no maximo C'
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a.q.c. |

Para o proximo resultado, usamos a andlise da fungdo F(z) = 1 — x + zlogz (veja a

Observagao 3.3.2 e a Figura 3.1).

Corolario 3.3.5. Seja ¢ > 1 uma constante. Existe uma constante o € (0, 1) tal que F(a) =
1—a+aloga = 1/¢. Para todo p = p(n) ~ ¢log(n)/(n — 1), temos que §~ ~ ap(n — 1) e

5t ~ap(n —1) a.q.c.

Demonstragao. Seja v = v(n) tal que y(n) = p(n — 1)/logn. Fixe € € (0, min{«a, 1 — a}) uma
constante. Observe que v ~ ¢.

Temos que limy, oo y(n)F(a+¢) < F(a)lim, o v(n) = 1 e pelo Lema 3.3.1(iii), temos que
0~ < (a+¢e)p(n — 1) a.q.c. Por outro lado, analogamente, temos que lim,,_,~ v(n)F(a — &) >
F(a)lim, o0 v(n) = 1, e, pelo Lema 3.3.1(ii), temos que 6~ > (a — ¢)p(n — 1) a.q.c. A prova

para 61 é andloga. [ |

Definicao 3.3.6 (Vértice leve). Dado um digrafo D = (V, A), dizemos que um vértice v de D

é e-leve de entrada se d~(v) < 6~ +enp e e-leve de saida se d*(v) < 8T + enp.

Lema 3.3.7. Seja ¢ > 0.9 uma constante. Existem constantes positivas €, C' e ng tais que, para

todo n > ng e 0.9logn/(n — 1) < p < plogn/(n — 1), com probabilidade pelo menos 1 —n~¢,

nao existe um par (u,v) de vértices e-leves de entrada tal que uv € A ouI'"(v)NT " (u) # T e

nao existe um par (u,v) de vértices e-leves de saida tal que uv € A ou I'M(v) NI (u) # @.

Demonstracao. Afirmamos que é possivel escolher « e € tais que o lado direito da inequagao do
Lema 3.3.1(iii) e (i) (com « substituido por a + ¢) sdo no maximo Bn~=%19 e Bn=07 respecti-

vamente, para uma constante B. Isso implica que

Pr(6~ > a(n—1)p) < Bn %Y e Pr(d (v)<(a+e)pn—1)<Bn " YoeV. (3.7

Seja S o conjunto de vértices v € [n] tal que d”(v) < (a + ¢)p(n — 1). Entao, para quaisquer

vértices u, v € V, pela nossa escolha de « e €, temos que

Pr(uve A,ue SeveS)=pPr(ve Suv e A)Pr(u € Sluv € A)

< (14 o(1))pB*n~14.
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Como temos nos méximo n(n — 1) escolhas para (u,v) e p < @logn/(n — 1), entdo o
valor esperado da quantidade de pares de vértices adjacentes em S é (1 + o(1))@B?n=%*logn.
Assim, a probabilidade de que existem vértices e-leves de entrada adjacentes é no maximo
Bn=%1 4+ (1 + 0(1))pB%*n %4 logn < (1/2)n~%18 para n suficientemente grande.

Para quaisquer vértices u, v,z € V, pela nossa escolha de « e €, temos que

Pr(zu,zv € A,u€ SeveS)=p?Pr(veS|lzve A)Pr(uc Slzv € A)

< (1 —|—0(1))32p2n_1'4.

Assim, como temos no méximo n(n—1)(n—2) escolhas para (u,v, z) e p < ¢logn/(n—1), o valor
esperado da quantidade de pares de vértices e-leves de entrada adjacentes é (1 + o(1))B%n="4log®n
e o resultado seque como acima.

Por fim, falta apresentar como escolher v e £ para obter os limitantes desejados para as
probabilidades na Equagao (3.7). Sejam F(x) = 1 —x + xlogz e B a constante de modo que
B ~ (n—1)p/logn. Pela hipétese, 0.9 < 8 < ¢. Escolha « tal que SF(a) = 0.8. Entao, o lado
direito do Lema 3.3.1(iii) torna-se O(1) exp(—0.21logn + (1/2)loglogn) < O(n~%!). Podemos
entdo escolher ¢ > 0 de modo que SF(a +¢) = 0.7 e o lado direito do Lema 3.3.1(i) torna-se

O(1) exp(—pBlognF(a+¢e) — (1/2)loglogn) = O(1) exp(—0.7logn — (1/2) loglogn).

O préximo resultado segue imediatamente da desigualdade de Chernoff (Teorema 2.5.3).

Lema 3.3.8. Seja ¢ = ¢¥(n) = w(1l). Seja p = p(n) tal que p- (n — 1) = ¢ logn. Entao existe
0 < ¢ = o(1) tal que a.q.c. para todo v € [v] temos que (1—¢)p(n—1) < d~(v) < (1+¢)p(n—1)

e(l1=¢)p(n—1)<d(v) < (1+¢)p(n—1).

3.4 Estimando \(D(n,p))

Nesta segao, apresentamos estimativas para A\ = A(D(n,p)) de acordo com o intervalo de
p. Comegamos provando que t(D) < (D) para todo diagrafo D. Seja Yy (D) a quantidade de

vértices com grau de entrada k em D.

Lema 3.4.1. Para todo digrafo D, T©(D) < A(D).
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Demonstracdao. Seja £ = T(D) e seja P a subparticio onde as partes sdo conjuntos unitérios
formados pelos vértices de grau de entrada no maximo ¢ — 1. Pela desigualdade de Frank (Teo-

rema 3.2.4) temos que
-1 -1
> () <o Tvio) 1))
=1 =0
Ou seja, £ < Zf:é (¢ —1)Y;(D). Pela definigdo de A\(D), temos que A\(D) > ¢ = t(D). [ |
Uma afirmacgao trivial, mas que serd util nas demonstragoes desta secao é a seguinte.

Afirmacao 3.4.2. Seja D um digrafo e k > 0 um inteiro. se Yy, > k + 1, entao A\(D) < k+1

A seguir, usamos Y}, para denotar Y;(D(n,p)). Para provar que A(D(n,p)) estd préximo do

grau de entrada minimo precisamos definir 0*.

Definicao 3.4.3. Denote ¢* = 6*(D(n,p)) como o menor inteiro k > 0 tal que E[Y;] > 1 em
D(n, p)-

O seguinte resultado mostra a relagdo entre §* e 6.

Lema 3.4.4. Sejap = p(n) ~ log(n)/(n—1). Entao 6~ € {6*—1,0%,5*+1} a.q.c. Ademais, temos
que, se E [Y5«_1] = o(1), entao 6~ € {§*,0* + 1} e, se E [Ys-_1] = Q(1), entdo 6~ € {6* —1,0*}.

Demonstragao. Pela defini¢ao do valor esperado de Yj, podemos observar que existe um k*(n) =
o(logn) tal que E Y] = w(1). Entéo, pela definicdo de 6*, temos §* = o(logn).

Para todo k = o(logn), temos que

k

E [Yy—1] /E[Yy] ~ n—1)p

(3.8)

Primeiro, assuma que E [Ys+_1] = o(1). Pela desigualdade de Markov e pela Equacao (3.8),
temos que 6~ > 0* a.q.c.

Novamente pela Equacdo (3.8), temos que E[Ys«i1] ~ np/o* - E[Ys+<] = w(1). Assim,
pela desigualdade de Chebychev (usando a independéncia dos graus de entrada), temos que
Pr(Ys«41 =0) = o(1), de modo que 6~ < §* +1 a.q.c.

A prova para o caso E [Ys«_1] = Q(1) é similar. O resultado segue entdo pelo principio da

subsubsequéncia.
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Lema 3.4.5. Seja ¢ > 1 uma constante. Se p = p(n) ~ ¢log(n)/(n — 1), entao A ~ 5.

Demonstragao. Pelo Corolario 3.3.5, existe o € (0,1) tal que F(a) =1 — a+ alog(a) =1/¢ e
temos 6~ ~ ap(n — 1) a.q.c. Fixe ¢ > 0, o Lema 3.3.1(i) garante que existe 0 < § < 1, onde 8

depende de « e ¢, tal que, para qualquer vértice v, temos
Pr(d~(v) <a(l+e)p(n—1)) =0 (n_’3> .

Como os graus de entrada de distintos vértices sao independentes, aplicamos a desigualdade
de Chernoff (Teorema 2.5.3) & varidvel aleatdria binomial que conta a quantidade de vértices
cujo grau de entrada é no méaximo (1 + ¢)p(n — 1) para concluir que existem ©(n'~?) tais
vértices a.q.c.

Como n'~? = w(a(1 + )p(n — 1)), pela Afirmacio 3.4.2, temos que A < a(l +¢)p(n—1) ~

(1+¢€)6~ a.q.c. Como A > 6~ vale trivialmente, nosso resultado segue. |

Lema 3.4.6. Seja p = p(n) = (log(n) + h(n))/(n — 1) tal que h(n) = O(loglogn). Entao
AD(n,p)) € {67,6~ +1} a.q.c.

Demonstragao. Seja I = {§*,6*+1}. Primeiro, assumimos que E [Y5«_1] = o(1). Pelo Lema 3.4.4,
temos 6~ € I a.q.c. Precisamos mostrar que Pr(A > 6~ + 1) = o(1).

Faca k = 6~ e pela Afirmagao 3.4.2 temos que

Pr(A>06" +1) <Y Pr(Yep1 <k+2)+Pr(5” ¢ 1)
kel

= Pr(Yip <k+2)+o0(1).
kel

Como |I| = 2, é suficiente mostrar que Pr(Yyy1 < k+2) = o(1) para k € I.

Pela defini¢ao de 0*, temos que E [Y;] > 1, e, pelo Corolario 3.3.4, temos que existe C' > 0
tal que 6~ < C a.q.c. Como 0~ € I a.q.c., temos k = O(1). Ademais, E [Yi11] ~ np/k - E[Yy],
de modo que E [Yi11] > np/k(1 + 0(1)) = w(1).

Pela desigualdade de Chernoff (Teorema 2.5.3), Pr(Yi11 < (1/2)E [Yit1]) < exp(—Alogn)),
onde A > 0. Assim, Y11 > k + 2 a.q.c. e, pela Afirmacao 3.4.2, temos que A < 4§~ + 1 a.q.c.

A prova para o caso quando E [Ys+_1] = Q(1) é similar e o resultado segue pelo principio da

subsubsequéncia. |
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Lema 3.4.7. Seja p = p(n) = (log(n) + h(n))/(n — 1) tal que h(n) = o(logn) e h(n) =
Q(loglogn). Entao A(D(n,p)) ~ d~ a.q.c.

Demonstragao. Fixe e > 0 uma constante e faga T'= | (1 +¢)d~ |. A prova é bastante similar a
prova do Lema 3.4.6 e abordaremos somente o caso onde E [Y5«_1] = o(1).

Pelo Lema 3.4.4, temos que 6~ € I := {§*,6*+ 1} a.q.c. Seja k = §—, pela contrapositiva da
Afirmagao 3.4.2, A > T implica que Y < T + 1. Pelo Corolério 3.3.3, temos que d~ = o(logn)

e, pela defini¢ao de T', temos que T' = o(logn). Desta forma, temos que

E[Vr] <@>T—k

! = w(k). (3.9)

Como E[Yy] = (1), utilizando a desigualdade de Chernoff (Teorema 2.5.3), temos que Yy =

w(T) a.q.c., e, pela Afirmagao 3.4.2, isso implica que A < T a.q.c. |

O seguinte resultado segue imediatamente do Lema 3.3.8 e do fato que A esta entre o grau

de entrada minimo e grau de entrada maximo.

Corolério 3.4.8. Seja ¢ = ¢(n) = w(1) uma fungao. Seja p = p(n) ~ ¢log(n)/(n —1). Temos

que \(n) ~ p(n —1) a.q.c.

3.5 Propriedades de expansao

Nesta secao, investigaremos as propriedades de cortes em D(n,p). Procuramos boas esti-
mativas para a quantidade de arcos que cruzam os diversos cortes para que assim possamos
estimar a quantidade de arcos que entram nas partes de numa dada subparticao. Tendo boas
estimativas para as subparti¢oes conseguimos utilizar a desigualdade de Frank (Teorema 3.2.4)
para obtermos limitantes inferiores para o nosso problema.

Comegamos provando um resultado simples sobre a quantidade de arcos que vao de um

conjunto “grande” de vértices para outro conjunto de vértices também “grande”.

Lema 3.5.1. Sejam f = f(n) — oo uma fungao e ¢ uma constante positiva. Existem constantes
positivas ng e C tais que, para todo n > ng e p = p(n) € [f(n)/n,1], a probabilidade de que
existem conjuntos disjuntos S,S" C [n] com tamanhos pelo menos (n tais que |A(S’,S)| <

¢?>n%p/2 é no maximo n=°.
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Demonstragao. Sejam S, S” C [n] tais que sdo conjuntos disjuntos com tamanho pelo me-
nos ¢n. Observe que a varidvel aleatéria |A(S,S’)| tem distribuigdo Bin(|S||S’|,p). Assim,

E(|A(S,S)|) = |S]|S|p e pela desigualdade de Chernoff (Teorema 2.5.3), temos

Pr (yA(s, S| < CQ’;QP ) < exp (- CQZQP ) . (3.10)

Pelo limite da unido, a probabilidade de que existem conjuntos disjuntos S, S’ C [n] com tama-

nho pelo menos (n tais que |A(S, S")| < ¢(?n?p/2 é no maximo

n\ /n C2n2p n §2n2p
3 ()0 (55E) s ven (457)

e o resultado segue devido a np > f — oc. |

No préximo resultado, provamos um lema sobre a quantidade de arcos induzidos em con-
juntos “nao tao grandes”. O lema serd utilizado para argumentar que muitos arcos devem sair

de tais conjuntos.

Lema 3.5.2. Sejam f = f(n) — oo uma func¢ao e ¢ uma constante positiva. Existem constantes
positivas (,ng e C tais que para todon > ny e p = p(n) € [f/n, 1], a probabilidade de existir

um conjunto S C [n] com tamanho |S| < ¢n tal que |A[S]| > ¢n|S|p é no maximo e=F*.

Demonstragdao. Seja ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que e(/¢ < e~ /9%, Seja S C [n]
um conjunto com tamanho s < {n. Se s < ¢np, entao |A[S]| < s(s — 1) < ¢nps. Entao assuma
s > ¢np. A probabilidade de |A[S]| > [¢nps| é no méximo (‘Fé‘;;g )plenpsl.

O valor esperado da quantidade de conjuntos S com tamanho no maximo (n com |A[S]| > ¢pn|S]|

é no maximo

D[ (e e W O N C

pnp<s<(n pnp<s<(n
[¢nsp] _
o (165
pnpssccn \ N @/ N\
2 C [¢nsp] 1 s
e e s
< Z (qﬁ)(qﬁ) Comos<(nenp>f— o

Pnp<s<(n
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2 Ce ¢np—1\ °
< ¥ <(€> <> ) Como Ce/¢ < 1
¢np<s<(n ¢ ¢

< > (8e¥) . paraf= e/ como e/ < eV

pnp<s<(n

S Q(Be_%)(ﬁnp S e—C(np)2 g e—Cf27

para uma constante C' e n suficientemente grande, o resultado segue pela desigualdade de

Markov. |

No préximo lema, relacionamos d=(S) e = quando p = (1 + Q(1))logn/(n — 1) e S tem

tamanho entre 2 e n — 2.

Lema 3.5.3. Seja ¢ uma constante positiva. Existem constantes positivas € e ng tais que,
para p = p(n) € [(1 4+ ¢)logn/(n — 1),1] a probabilidade de existir um conjunto S C [n] com

2< S| <n—2tal qued (S) < 1.5~ é no maximo n"°.

Demonstragao. Seja y(n) tal que p(n—1) = y(n)logn. Primeiro assuma que y(n) > 100. Sejam
0<e1 <5/2—v6,7=2(14+¢1)/10 e g3 > 0 tais que 2(1 — 7)(1 — 1) > 1.5(1 + &3).

Sejam S C [n] e S = [n] \ S. Temos d=(S) = d*(S) = |A(S, S)| que é distribuido como
Bin(ss, p) onde s = |S| e 5 = |S|. Entao, pela desigualdade de Chernoff (Teorema 2.5.3) e pelo
limite da unido, a probabilidade de que existe um conjunto S C [n] com 2 < |S| < n —2 tal que

d=(S) < (1 — 7)s8p é no maximo

232;_2 <:> P <_72;Sp> =2 3, <Z> exp <— Tz;”) (3.11)

2<s<n/2
-
7|S||S|p
<2 - Ll .
< Z exp <s + slogn — slog s 5 (3.12)
2<s<n/2
<2} logn (14 L210gs 07" (3.13)
exp | slogn _ .
- P & logn 4
2<s<n/2
<2 Z exp (—e1slogn) < 4n%1, (3.14)
2<s<n/2
Observe que, se |S| < e1n ou |S| < e1n, pelas nossas escolhas de 7, 1 e e,
(1—7)|S||Slp > (1 —7)2(1 — e1)np > 1.5(1 + 2)np. (3.15)
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Se |S| > e1n e |S| > e1n, entdo, para n suficientemente grande,
(1—7)|S]|S|p > (1 — 7)ein?p > 1.5(1 4 e3)np. (3.16)

Entao é suficiente mostrar que 6~ < (1 4 2)np com probabilidade pelo menos 1 — n=¢. Isso
segue imediatamente do fato que, pela desigualdade de Chernoff (Teorema 2.5.3), a quantidade
de total de arcos no digrafo aleatdrio satisfaz |A| > (1 + e2)n(n — 1)p com probabilidade no
méaximo exp(—e3n(n — 1)p/2).

Agora assuma que 1+t < y(n) < 100. Pelo Coroldrio 3.3.5, existem aq(n), az(n) e uma

contante x1 > 0 tais que

1 <ai1(n) <as(n) <1, as(n)—ai(n) <x/7

apn <6 <agpn e agpn <6 < agpn.

Sejam ¢ > 0 e C7 > 0 dadas pelo Lema 3.5.2 aplicado a ¢ = z1/7 e f(n) = v(n)logn. Seja
também Cy dado pelo Lema 3.5.1 for ¢ e f(n).

Fixe S C [n]. Se |S|,|S| > (n, pelo Lema 3.5.1, d=(S) = |A(S,S)| > (¢?/2)n?*p > 1.56~
com probabilidade pelo menos 1 — n~%2 para n suficientemente grande. Se 2 < |S| < (n, pelo

Lema 3.5.2, com probabilidade pelo menos 1 — e~ ¢1(7log ")2, para n suficientemente grande,

d=(5) =) _d (v)—|A[S]| 2 67|S| — énp|S|

vES

> 0" |S| — aunp|S|/7 > 66" |S|/7T > 1.56".

Se |S| < (n, entdo

d*(8) =Y d*(v) - |A[S]| > 67|S| - énp|S| (3.17)
vesS
> |S|np(ay — ¢) > 1.5npas > 1.56~ (3.18)

devido a 2(a; — ¢) > 1.5(a + ¢) > 1.5az9, e o resultado segue uma vez que d—(S) = d*(S). N
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O préximo lema é 1til quando precisamos aplicar a desigualdade de Frank (Teorema 3.2.4)
em particoes onde uma das classes é muito grande, i.e., em subparticoes onde uma parte contém

a fracao (1 — ) do conjunto de vértices.

Lema 3.5.4. Existem constantes positivas ¢ e 1 tais que o seguinte vale. Para qualquer funcao
g = g(n) tal que 0 < g(n) = o(logn), existem constantes ¢ > 0, ng > 0 e C > 0 tais que,
para qualquer p = p(n) € [(log(n) — g(n))/(n — 1), (log(n) + g(n))/(n — 1)], com probabilidade

C

pelo menos 1 — n~%, nao existe uma particao (X,Y,Z) do conjunto de vértices de D(n,p),

satisfazendo as seguintes condicoes:
(i) 1X] = (1-)n,
(ii) [Y] = 12] ou |Z] < ¢p(n — 1),
(i) d™(X) +d~(Y) < ¢p(n - 1)[Y].

Demonstragao. Fixe ¢ < 3/400 e ¢ < 3/20. Sejam ¢ > 0, C; > 0 obtidos pelo Lema 3.5.2
com f(n) =logn —g(n) e ¢. Sejam ¢ < ¢ uma constante e (X,Y, Z) uma partigdo do conjunto
de vértices de D(n,p) satisfazendo as condigdes do Lema. Pelo Lema 3.3.1(iv) com a = 0.09 e

¢ = 1.1, temos, para n suficientemente grande, com probabilidade pelo menos 1 — n=%92 que

d~(v) +d*(v) > 0.18(n — 1)p para todo v € Y. Devido ao Lema 3.5.2, temos que |[A[Y]] <
p(n—1)plY| e |A]lY U Z]| < ¢(n — 1)p(|Y| +|Z|) com probabilidade pelo menos 1 — n=¢1.

Assim, temos que a.q.c.

™ (X) +d(Y) = 3 (d(0) + d* (1)) — 2/A[Y)| - |A(Y. Z)| + |A(Z, X))
veY

> 0.18(n — 1)p|Y| — 26(n — 1)plY| — max{|A[Y U Z]|,|Y|Z]}
> 0.18(n — 1)p|Y| — 26(n — 1)p|Y| — 26np|Y|

> 0.15(n — 1)p|Y|,

como desejado. |

Nos préximo dois lemas, limitamos d~ (S) para quando p ~ logn/(n — 1).

Lema 3.5.5. Seja ¢ = g(n) uma fungao tal que 0 < g(n) = o(logn). Existem constantes

positivas n > 0, ng > 0 e f > 0 com as seguintes propriedades. Para todo n > ng e toda
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fungao (logn — g(n))/(n —1) < p = p(n) < (logn + g(n))/(n — 1), com probabilidade pelo
menos 1 — n~P, existem pelo menos dois vértices com grau de entrada zero ou nao existe um

subconjunto S C [n] com tamanho 2 < |S| < nn tal que d~(S) < max{d~ + 1,25 }.

Demonstragao. Seja p = p(n) uma fungao como no enunciado do lema e sejam ¢ > 0 e C obtidas
do Lema 3.3.7 com ¢ = 1.1. Pelo Corolario 3.3.3 temos 6~ = o(logn) a.q.c. Dadon = ¢ > 0
pelo Lema 3.5.2 aplicado a ¢ < ¢/16. Suponha que o digrafo aleatério tem no maximo um
vértice com grau de entrada zero e fixe S C [n] com tamanho 2 < |S| < nn. Pelo Lema 3.5.2,
|A[S]| < en|S|p/16. Denote S; como o conjunto dos vértices em S que sao e-leves de entrada e
Sp =5\ 5.

Primeiro assumimos que todos os vértices em S sao e-leves de entrada. Pelo Lema 3.3.7, com
probabilidade pelo menos 1 — n~¢", nenhum par de vértices e-leve de entrada sdo adjacentes.
Assimd™(S) > |S]6~ > 26~ >0 +1sed” > 0.Sed” = 0, pelo fato de existir apenas um vértice
veomd (v) =0, temos d (S) > |S|—1>1=max{20~,0~ +1}. Agora suponha que existe pelo
menos um vértice u em S tal que nao é e-leve de entrada. Observe que d~(u) > 0~ +enp, o que
implica que, para |S| < enp/2, temos d~(S) > |A(S,u)| > d~ (u)—|S|+1 > 6~ +enp/2 > 26~ +1
quando n grande. Entao podemos assumir que |S| > enp/2.

Se |Sh| = |5]/8, entao d™(S) = 3¢ g, d (v)—|A[S]| = |S|enp/8—enp|S|/16 = e(n—1)p/2 >
20~ + 1. Assuma que |Sp| < |S|/8. Assim, |[Sy| > 7|S|/8. Temos d™(S) > d~|S¢| — |Sh| devido
a nenhum par de vértices e-leve de entrada ter um vizinho de entrada em comum a.q.c. pelo
Lema 3.3.7. Se 6~ > 0, entao d~(S) > [S¢|—|Sh| > 3e(n—1)p/8 > 2§~ + 1. Assuma que 6~ = 0.
Como existe um vértice com grau de entrada zero, entao d~(S) > [S¢|—1—|Sy| > e(n—1)p/4 >

207 + 1. |

Lema 3.5.6. Seja ¢ > 0 uma constante e g = g(n) uma fungao tal que 0 < g(n) = o(logn).
Existem constantes positivas n > 0, ng > 0 e 8 > 0 tais que o seguinte vale para todo n > ng e
para toda fun¢ao (logn—g(n))/(n—1) < p =p(n) < (logn+g(n))/(n—1). Com probabilidade
pelo menos 1 —n~?, existem dois vértices com grau de entrada zero ou no existe um conjunto

S C [n] com tamanho ¢logn < |S| < nn tal que d*(S) < 26~ + 1.

Demonstragao. Sejam ¢ > 0 uma constante e p = (log(n) + h(n))/(n—1) tal que |h(n)| < g(n).

Sejam € > 0 e C; obtidas através do Lema 3.3.7 com ¢ = 1.1. Podemos assumir que ¢ < £/16.
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Pelo Corolério 3.3.3 temos 6~ = o(logn) a.q.c. Sejam 7 = ¢ > 0 e Cy do Lema 3.5.2 aplicado a
b e faca ¢ < ¢/2.

Se h(n) < —log(¢logn), pela desigualdades de Chernoff (Teorema 2.5.3) temos que pelo me-
nos dois vértices tem grau de entrada zero a.q.c. Entao consideramos o caso h(n) > —log(y logn).

Assuma que no maximo um vértice tem grau de entrada zero e fixe S C [n] com tamanho
plogn < |S| < nn. Pelo Lema 3.5.2, |A[S]| < en|S|p/16 com probabilidade pelo menos 1 —n~¢%.
Denote Sy como o conjunto dos vértices de S que sdo e-leve de saida e S, = S\ Sy. Se |Sy| >
1S|/8, entao d*(S) > >, g, d(v) — |A[S]] > enp|S|/8 — enp|S|/16 > 20~ + 1. Entao assuma
|Sh| < |S]/8, e assim |Sy| > 7|S]/8. Entao d*(S) > 6|Sy| — |Si| devido a nao existir um par de
vértices e-leve de saida com um vértice de saida em comum. Podemos assumir que 67 = 0. De
fato, se 47 > 0, entao d*(S) > |S¢| — [Sk| > (3/8)e(n — 1)p > 26~ + 1.

Agora vamos estimar a quantidade de vértices com grau de saida zero. O valor esperado da
quantidade de vértices com grau zero é n(1 — p)"~! = exp(—h(n) + o(1)). E claro que quanto
menor h(n), maior a quantidade de vértices com grau de saida zero. Se h(n) = —log(¢ logn),
entao o valor esperado da quantidade de vértices com grau de saida igual a zero é igual a
Ylogn(l4o(1)). Assim, pela desigualdade de Chernoff (Teorema 2.5.3), existe um S > 0 tal que
a probabilidade que existe mais do que 5¢logn/8 vértices com grau de saida zero é no méximo
exp(—flogn). Entao, d*(S) > |Se| — (5¢/8) logn —|S|/8 > 3|S|/4—5plogn/8 > 26~ +1 para/
h(n) > —log(y logn). [ |

3.6 Prova do resultado principal

Para a prova do Teorema 3.2.3, precisamos considerar cinco diferentes regimes de probabi-
lidade, os quais sao descritos no seguinte resultado.
Lema 3.6.1. Seja p = p(n) € [0, 1]. Se

(i) p < (log(n) — g(n))/(n — 1), para uma funcao g(n) = w(1); ou

(ii) (log(n) —g(n))/(n —1) < p < (log(n) + g(n))/(n — 1), para uma fungao g(n) = w(1) e

g(n) = O(loglogn); ou

(iii) (log(n)—g(n))/(n—1) < p < (log(n)+g(n))/(n—1), para uma fungao g(n) = Q(loglogn)

e g(n) = o(logn); ou
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(iv) p ~ (1 +)log(n)/(n — 1), para uma constante ¢ > 0; ou

(v) p=g(n)log(n)/(n —1), para uma fungao g(n) = w(1),
entao t©(D(n,p)) = A(D(n,p)) a.q.c.

Mostraremos agora como o Teorema 3.2.3 segue do Lema 3.6.1 acima. Seja p = p(n) €
[0,1]. Seja A, o evento que T(D(n,p)) = A(D(n,p)) e A, o complemento de A,. Mostraremos
que lim,, o, Pr(A,) = 0. Usaremos o principio da subsubsequéncia. Assim, seja (n;)icy uma
sequéncia crescente arbitraria onde n; € N para todo 7 € N. E suficiente mostrar que existe uma
subsequéncia (m;)ien de (n;)ien tal que lim; o Pr(A,,,) = 0.

Seja h(n) = (n—1)p/logn. Observe que h(n) > 0. Entao existe uma subsequéncia de (m;);en
de (n;)ien tal que lim;_ o A(n;) = ¢, onde ¢ é uma constante nao negativa ou co. Se ¢ < 1, temos
que lim; oo Pr(4,,,) = 0 pelo Lema 3.6.1(i). Se ¢ = 1, temos que lim;_,o, Pr(A4,,,) = 0 pelo

Lema 3.6.1(ii) e (iii). Se 1 < ¢ < oo, temos que lim; o Pr(4,,,) = 0 pelo Lema 3.6.1(iv). Se
¢ = 00, temos que lim; o Pr(A4,,) = 0 pelo Lema 3.6.1(v). Assim, podemos aplicar o principio
da subsubsequéncia e concluir que Pr(A,) = o(1).

Agora vamos juntar os resultados das se¢es anteriores para provar o Lema 3.6.1.

Prova do Lema 3.6.1. Caso (i): Suponha que p < (log(n) — g(n))/(n — 1), para uma funcao
g(n) = w(1). Se temos dois vértices com grau de entrada 0, entdo T = A = 0. O valor esperado
da quantidade de vértices com grau de entrada zero é n(1 — p)"~! > exp(g(n) + o(1)) — oo.
Entao, pela desigualdade de Chernoff (Teorema 2.5.3), existem pelo menos dois vértices com
grau de entrada zero a.q.c.

Para os casos remanescentes usaremos, por simplicidade, uma particao em vez de uma sub-
particao. Para tal, basta fazermos V{; o conjunto dos vértices que nao estao na subparticao dada.
Seja P = (Vp, . .., Vi) uma particio de [n]. Precisamos mostrar que 3 r_, d~(V;) > A\(t—1), uma
vez que isso implica que 7(D(n,p)) > A(D(n,p)) pelo Teorema 3.2.4.

Casos (ii) e (iii): Sejam ¢ > 0 e € > 0 obtidas pelo Lema 3.5.4. Fixe 11 > 0 como no
Lema 3.5.5 e seja 12 > 0 obtida pela aplicagao do Lema 3.5.6 para ¢. Seja o = min{e, n1,n2}.
Podemos assumir que a quantidade de vértices com grau de entrada zero é no maximo um, pois
caso contrario T = A = 0 trivialmente.

Primeiro suponha que existe j > 0 tal que |Vj| > (1—a)n. Seja B = ;- ;; Vi- Observe que

o resultado é trivial se B = (), pois ¢t — 1 = 0 nesse caso. Assim suponha |B| > 0. Se |Vy| < ¢np
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ou |Vp| < |BJ, entao d~(V;) +d~(B) = O(p(n — 1)|B| pelo Lema 3.5.4. Como A = O(d™) pelos
Lemas 3.4.6 € 3.4.7 ¢ 6~ = o(logn) pelo Coroldrio 3.3.3, temos d~(V;) + d~(B) = w(A|B|), de
modo que

t

> d= (Vi) =d (V) +d~(B) > A|B| > At — 1).
=1

Entao assuma que |Vy| > ¢np e [Vo| > |B| > 1. Seja I = {i > 0 : |Vi|] = 1, d7(V;) < A}
Observe que d~(V;) = d" (VU B), pelo Lema 3.5.6 temos d~(V;) > dt (Vo UB) > 25~ +1e
pelos Lemas 3.4.6 e 3.4.7 temos que 20~ +1 > X a.q.c. Ademais, para todo V; € P\ I para i # j,
pelo Lema 3.5.5, d=(V;) > max{0~ + 1,26~ }, que é pelo menos A a.q.c. Seja V(1) = J;c; Vi.

Entao, temos

t

YA (V)2 M= I)+> d (Vi) =th— Y (A—=d () > A=\,
i=1 icl veV (I)
pela definicao de A.
Agora suponha que |V;| < (1 — a)n para todo ¢ > 0. Se 2 < |V;| < an, entao d—(V;) >
max{0~ + 1,26~} pelo Lema 3.5.5 e d~(V;) > A a.q.c. pelos Lemas 3.4.6 e 3.4.7. Se |V;| > an,
temos |V;| > (1 — a)n e entdo, pelo Lema 3.5.1, d= (Vi) = |A(Vi,V;)| > (*n?p/2 > X para

¢ = min{a, 1 — a}. Assim, a.q.c.

novamente pela definicao de .

Caso (iv): Pelo Lema 3.5.3, todo conjunto S C [n] com tamanho em [2,n—2] tem d~(S) > 1.56~
a.q.c. Pelo Lema 3.4.5 temos A ~ §~ a.q.c., o que implica que d~(S) > A. Seja I = {i > 0: |V;| =
1, d= (Vi) < A—1}. Se |V;| < n—2 para todo i, entao a.q.c. d~(V;) > X para todo i € I e entao

t

SdT(VR) = At I+ d (Vi) > tA— A,

1=1 1€l

pela definicao de A.
Agora suponha, sem perda de generalidade, que |Vi| = n — 1 (o caso |Vi| = n é trivial).
Entao existe um unico vértice v € V1. Podemos assumir que ¢t = 2 devido ao caso t = 1 ser

trivial. Assim, Vo = {v} e d=(V}) +d~ (Vo) = d(v) +dT(v) > 6 + 6T. Pelo Coroldrio 3.3.5
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temos 6~ 4+ 67 > 1.56 a.q.c. pelo Lema 3.4.5, concluimos que d~ (V1) +d~ (V2) > 1.56~ > A
a.q.c.
Caso (v): Podemos proceder como no caso anterior, ja que, para todo S C [n] com tamanho em
[2,n — 2|, novamente temos 6~ ~ A e d7(S) > 1.507 > X a.q.c. (devido a 6~ ~ (n — 1)p a.q.c.
pelo Lema 3.3.8 e A ~ (n — 1)p a.q.c. pelo Corolario 3.4.8).

Isto nos leva ao resultado desejado como os argumentos acima se |V;| < n — 2 para todo i.
Caso contrério, usamos o Lema 3.3.8 para mostrar que §~ + 6T > 1.56~ a.q.c., e podemos

novamente repetir a analise do caso anterior. |
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Capitulo 4

Densidade maxima de subtorneios

fortemente conexos

Neste capitulo, apresentamos os resultados obtidos sobre a densidade méxima de subtorneios
utilizando o método semidefinido de teoria de algebra de flags e técnicas para extrair informa-
¢oes sobre a estrutura dos torneios extremais. Tais resultados foram obtidos em conjunto com

Leonardo N. Coregliano e Cristiane M. Sato.

4.1 Introducao

Em 1964, Colombo [Col64] provou que a quantidade méxima de circuitos orientados de
tamanho 4 em um torneio de tamanho impar é atingida pelo torneio carrossel Rapy1, que €
definido por V(Ran+1) = Zant1 = {0,1,...,2n} e A(Ran+1) = {(v,(v+i) mod (2n+ 1)) : v €
V(Ran+1) €4 € [n]}, onde [n] = {1,2,...,n}. (Veja a Figura 2.1 para exemplos.) Dado um
inteiro k, Beineke e Harary [BHG65] estenderam esse resultado provando que o torneio carrossel
R, maximiza a quantidade de subtorneios fortemente conexos com tamanho k.

O problema de maximizar o nimero de ocorréncias de um subtorneio fixo em torneios de
tamanho n é, em geral, um problema dificil, e determinar quais sdo seus torneios extremais é
ainda mais dificil. Entretanto, em varios casos, o problema de maximizar a densidade assintotica
é mais facil e soluciondvel, ou seja, ndao somente conseguimos descobrir o valor méximo da
densidade assintética, mas também conseguimos caracterizar a familia extremal dos torneios.

Tal caracterizacao é obtida através da convergéncia de (7,),en a um certo objeto limite ¢,
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i.e., para todo torneio fixo T', temos

lim p(T;T,) = o(T),

n—oo

onde p(T;T,) denota a densidade nio rotulada de T em T}, (que é um nimero em [0, 1])*.

Existem basicamente duas abordagens para definir objetos limites. A primeira abordagem
¢é definir o objeto limite sendo semanticamente préximo ao objeto subjacente de acordo com
algumas métricas que nao iremos abordar no presente trabalho. Essa abordagem tem sido exe-
cutada com sucesso para vérias estruturas combinatérias, tais como grafos [LS06], hipergrafos
uniformes [ES12], digrafos [DJO8, Section 9] 2 e permutagoes [HKM*13]. A segunda abordagem
define o objeto limite sintaticamente, ou seja, é o estudo de que tipo de propriedades que temos
em (¢(T))reT para toda sequéncia (T),)nen que satisfaz VT, limy, oo p(T;T5) = ¢(T'). Essa
ultima abordagem é precisamente o que impulsiona a teoria de algebra de flags desenvolvida
por Razborov [Raz07] e é a abordagem que usamos.

Neste capitulo, estudamos o problema de maximizar a densidade assintética de um nico

torneio fortemente conexo fixo T' de tamanho 5, i.e., estamos interessado em computar
lim max{p(7;7T,) : [V(T,)| = n},
n—oo

para T € {T7, T8, T2, T2°, T}, T}?} (veja a Figura 4.1) 3 e caracterizar as sequéncias (T )nen
que atingem o maximo para lim, - p(7;T,). Observe que isso difere do resultado de Beineke

e Harary [BH65] onde provaram que para todo k € N, temos

maxq > p(TiTont1) : [V(Tong1)| =20+ 15 = Y p(T; Rosr),
TESy TeSk

onde S, denota o conjunto de todos os torneios fortemente conexos de tamanho k.
Organizagao do capitulo. O presente capitulo estd organizado como segue: Na Secao 4.2,

apresentamos nossos resultados referentes a torneios fortemente conexos. Na Secao 4.3, apre-

'E claro que se (T, )nen maximiza a densidade assintética de T', entdo sabemos o valor de lim, oo p(T;Th),
mas a robustez dessa caracterizacdo é que a extremalidade para T forca que a densidade de outros torneios T” # T
convirjam para outros valores especificos.

2Como esperado, o objeto limite para um torneio é um caso especial do objeto limite para digrafos.

3E facil ver que a sequéncia dos valores maximos tem cauda decrescente, consequentemente é convergente.
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Figura 4.1: Torneios fortemente conexo de tamanho 5.

sentamos a teoria de algebra de flags bem como seu método semidefinido e como obtermos
informacoes das estruturas dos torneios extremais. Na Secao 4.4, apresentamos os limitantes
inferiores para os nossos resultados. Na Sec¢ao 4.5, provamos o limitantes superiores utilizando
o método semidefinido da teoria de algebra de flag apresentado na Subsecao 4.3.2. Por tltimo,
na Secao 4.6, apresentamos as provas para as familias extremais, introduzimos as propriedades

quase-triangulares e provamos suas relagoes com familias extremais de alguns subtorneios.

4.2 Resultados

Dizemos que um torneio 1" é balanceado quando todo vértice tem grau de entrada e igual
ao grau saida. Para o estudo assintético de torneios, precisamos de uma nogao mais fraca de
torneio balanceado. Uma sequéncia de torneios (7, )nen de tamanho crescente é assintoticamente
balanceada se pelo menos (1 — o(1))|T,,| vértice de T}, tem grau de saida (1/2 + o(1))|T,].

Na teoria de algebra de flags, a nocao de objeto limite é capturada pelos homomorfismos
positivos ¢ € Hom™ (A% R) (definidos na Secdo 4.3.1). Dizemos que um homomorfismo positivo
é balanceado quando é o objeto limite de uma sequéncia de torneios assintoticamente balance-
ados. Neste trabalho, provamos a extremalidade envolvendo trés importantes homomorfismos
balanceados como veremos a seguir.

O primeiro homomorfismo é o homomorfismo quase-aleatério ¢4, que é o principal objeto de

estudo da teoria do torneios quase-aleatérios. Definimos o homomorfismo quase-aleatério como

!

VT torneio, ¢q(T) = ————7r-
|Aut(T)2('2)

Para todo n € N, seja Ry, 1/2 0 torneio aleatério de tamanho n onde cada orientagao de um

arco é apresentada com probabilidade 1/2 independentemente para todos os pares de vértices.
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Como vimos na Secao 2.4, temos que
VT torneio, im p(T'; Rp,1/2) = E [p(T; Ryz),1/2)] = ¢a(T)

quase certamente. Assim, temos que lim, oo p(T'R,, 1 /2) quase certamente terd como objeto
limite o homomorfismo quase-aleatério ¢,

A teoria da quase-aleatoriedade foi iniciada com o estudo de grafos quase-aleatérios pelos
artigos de Thomason [Tho87] e Chung, Graham e Wilson [CGWS88] e atualmente existem ramos
em diversas outras teorias como hipergrafos uniformes [CG90, Chul2, BR13], orientages de
grafos [Gril3], permutagoes [Coo04, KP13] e torneios [CG9I1, KS13, Corl5].

Nao apresentaremos uma revisao detalhada da teoria de quase-aleatoriedade (veja a rese-
nha [KS06] para detalhes). A esséncia das propriedades de quase-aleatoriedade no contexto
de homomorfismos positivos é que existem propriedades de homomorfismos ¢ € Hom™ (A% R)
que nao parecem ter relacao entre si, mas que na verdade sao equivalentes e forcam ¢ = ¢q;.
Um exemplo de uma propriedade de quase-aleatoriedade foi provada por Coregliano e Razbo-
rov [CR16]: Para todo k > 4, se ¢ minimiza a densidade de torneios transitivos de tamanho 4,
entao ¢ = @q.

A respeito de ¢qr, provamos o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1 (Coregliano—Parente-Sato[CPS15]). Temos

15

; 3. . — _

Ademais, uma sequéncia de torneios (T}, )nen de tamanho crescente é extremal para TP se, e
somente se, é quase-aleatcria, i.e., (1), )nen converge para ¢q;.

O segundo homomorfismo que estudamos é o homomorfismo carrossel ¢r, que é o objeto
limite da sequéncia (Rg,+1)nen de torneios carrossel. Analogamente as propriedades quase-
aleatérias, as propriedades quase-carrossel [Corl5] sa@o propriedades de um homomorfismo ¢ €
Hom™ (A% R) que forcam ¢ = ¢R.

No presente trabalho, provamos o seguinte resultado envolvendo ¢g.
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Teorema 4.2.2 (Coregliano—Parente-Sato[CPS15]). Temos

)
3 7. . — — .
Jim max{p(T5; Tn) « [Tn] = n} = 755

. 1
nh_)ngo max{p(Ta?;T;,) : |Tn| = n} = 6 (4.1)

Ademais, uma sequéncia de torneios (T),)nen de tamanho crescente é extremal para T57 ou T512

se, e somente se, é quase-carrossel, i.e., (T,,)pen converge para ¢r

Finalmente, o ultimo homomorfismo estudado é o que chamamos de homomorfismo trian-
gular ¢C“3' Definimos gbég como o objeto limite da sequéncia (di’)n@N-él Informalmente, 52 éo
“blow-up” recursivo do circuito direcionado de tamanho 3 (veja a defini¢do na Segao 2.3).

Nosso resultado final de extremalidade se refere a qﬁég.

Teorema 4.2.3 (Coregliano—Parente-Sato[CPS15]). Temos

3
lim max{p(T5;T},) : |Tn| = n} = =;
n—00 8

Jim max(p(T35 7)1 T] = n} = 1
Ademais, uma sequéncia de torneios (T,)nen de tamanho crescente é extremal para T59 ou T511
se, e somente se, é quase-triangular, i.e., (T,,)nen converge para ba,-

Motivados pela defini¢ao de C’?{, dizemos que um torneio é ég—decomponivel (veja a Defini-
¢ao 4.6.8) se esse tem a mesma estrutura de C’E mas sem a restricao de que as partes tenham
tamanhos tao iguais quanto possivel. Como resultado auxiliar, provamos (Teorema 4.6.10) que
um torneio é ég—decomponivel se, e somente se, este nao contém cdpias de T58, T510 nem de T512.
Estendemos essa notacio para homomorfismos e dizemos que o homomorfismo ¢ € Hom™ (A%, R)
é Cs-decomponivel se ¢(T8 4+ T30 + T12) = 0.

Como subproduto do Teorema 4.2.3, provamos algumas propriedades quase-triangulares, ou
seja, propriedades que forcam um homomorfismo ¢ € Hom™* (A% R) a ser <Z>C~3. Uma delas, a
saber L4, afirma que ¢6‘3 é 0 inico homomorfismo que é balanceado e 53—decomponivel.

Finalizamos observando que nossos resultados falham em cobrir somente um torneio forte-

mente conexo com tamanho 5, a saber T2? na Figura 4.1.

4 Veja a Proposicio 4.6.22 para a convergéncia desta sequéncia
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4.3 Algebra de flags

Nesta secao, revisaremos brevemente os conceitos basicos da teoria de algebra de flags, o
seu método semidefinido e como obter informacoes sobre as familias extremais. Embora nosso
trabalho s6 lide com a teoria dos torneios, vale ressaltar que a teoria de dlgebra de flags pode ser
definida de forma geral para qualquer teoria universal de primeira ordem. Veja [Raz07] e [Raz10],

e também as resenhas [Raz13a] e [Raz13b].

4.3.1 Definicoes basicas e propriedades

Seja T, o conjunto de todos os torneios com n vértices a menos de isomorfismos. Definimos
T = Unen Tn como o conjunto de todos os torneios a menos de isomorfismos com niimero finito
de vértices. Para todo torneio 7', denotamos o seu tamanho por |T'|=|V(T)].

Um tipo é um torneio com conjunto de vértices [k] = {1,2,...,k} para algum k € N. Dado
um tipo o de tamanho k = |o|, uma o-flag é um torneio parcialmente rotulado de modo que a
parte rotulada é uma cépia de 0. Formalmente, uma o-flag é um par (7, ), onde T' é um torneio
e 0:[k] —» V(T) é uma imersao de o em T, ou seja, a funcao 6 é um isomorfismo entre o e o
torneio induzido por im(é) em T'. Definimos o tamanho da o-flag F = (T,0) como |F|=|T.

Estendemos a notagao de isomorfismo para as o-flags declarando que uma funcao f: V(71) —
V(Ty) é um isomorfismo entre flags F1 = (T1,61) e Fo = (T5,62) se f é um isomorfismo entre
Ty e Ty, e foby =6, (ie., a fungao f preserva rétulos). Naturalmente, dizemos que duas flags
Fy e F; sao isomorfas (denotamos F; = Fy) se existe um isomorfismo entre elas.

Isso nos permite definir 7 como o conjunto de todas as o-flags de tamanho n a menos de
isomorfismo e F = |J,,cn Fy, como o conjunto de toda as o-flags finitas a menos de isomorfismo.

Denotamos 0 como o tnico tipo de tamanho 0 e observe que uma 0-flag é essencialmente um

(A

torneio nao rotulado. Notemos que para todo tipo ¢ o conjunto A

| tem somente o elemento
(0,id), onde id é a fungao identidade, que denotamos por 1.

Se F' = (T,0) é uma o-flag e W C V(T) é tal que im(f) C W (i.e., o conjunto W contém
todos os vértices rotulados), entao definimos a subflag induzida por W em F como a flag F|y =
(T'|w, ), onde T'|y é o subtorneio induzido por W em 7.

Agora podemos estender a notagdo de densidade para flags e também uma densidade mais

geral para varias flags conjuntamente.
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Definigao 4.3.1. Seja o0 um tipo de tamanho k e ¢, 01,0s,...,0; > k inteiros tais que

(ie) — -1k <.

Sejam também F = (M,0),Fy, Fy, ..., F, € F° com tamanhos {,{1,0s, ..., respectiva-
mente. A densidade conjunta de Fy, F,...,F; em F, denotada por p(Fi, Fy, ..., F; F), é defi-
nida através do seguinte experimento aleatdrio. Escolha uniformemente ao acaso os subconjuntos

disjuntos Wy, Wa, ..., Wy de V(F) \ im(0) sujeito a |W;| = ¢; — k para todo i € [t] e defina
p(F1, Fa, ..., Fi; F) =P [Vi € [t], Flin@uw, = Fi .

Também estendemos p linearmente para cada uma de suas coordenadas.
Agora podemos apresentar a dlgebra de flags de um tipo o.
Proposicao 4.3.2 (Razborov [Raz07, Lemma 2.4]). Seja ¢ um tipo de tamanho k e denote

A% = RF?/K? como o quociente do conjunto RF? de todas as combinagées lineares formais

dos elementos de F° pelo subespaco linear K% gerado pelos elementos da forma

F— Y p(F;F)F,
FeFg

onde ¢ > |F|. Defina também o produto linear - : A° x A° — A° através

Fy-Fp= Y p(Fi,Fy F)F,
Fery

onde F1,Fy € F7 el > |Fy| + |Fa| — k.
Sob essas condigées, este produto é bem definido e o conjunto A° equipado com este produto

(e com a adicao usual) é uma &algebra comutativa associativa sobre R com unidade 1.

Denotamos Hom(.A,R) como o conjunto de todos homomorfismo da R-algebra de A% para

R e definimos o conjunto dos homomorfismo positivos como
Hom™ (A%, R) = {¢ € Hom(A?,R) : VF € A%, ¢(F) € [0,1]}.

A seguir definimos a nocao de sequéncia convergente de flags.
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Definigao 4.3.3. Seja (F,)neny uma sequéncia de o-flags. A sequéncia (Fy,)nen € dita crescente
se |Fp| < |Fn41| para todo n € N. A sequéncia (Fy,)nen € dita convergente se é crescente
e para toda o-flag fixa F' € F?, a sequéncia de nimeros reais (p(F'; F,))nen € convergente.
Se ¢ € Hom™ (A, R) é um homomorfismo, dizemos que a sequéncia (F,),en converge para ¢ se
é convergente e

lim p(F; Fn) = ¢(F)7

n—oo

para toda o-flag F' € F°.

Observe que toda sequéncia crescente de flags tem uma subsequéncia convergente. O préximo
teorema afirma que o conjunto dos homomorfismos positivos Hom™ (A%, R) captura precisamente

os limites das sequéncias de o-flags convergentes.

Teorema 4.3.4 (Lovész—Szegedy [LS06], Razborov [Raz07, Theorem 3.3]). Toda sequéncia con-
vergente de o-flags converge para um homomorfismo positivo em Hom™ (A%, R). Por outro lado,
para todo homomorfismo positivo ¢ € Hom™ (A%, R), existe uma sequéncia de o-flags que con-
verge para ¢.

Lembramos que estamos interessados em maximizar a densidade assintdtica de um torneio
fixo T. Na linguagem de &lgebra de flags, isso significa que estamos interessados no seguinte

problema.

Problema 4.3.5. Dado um torneio fixo T € T, compute

max{¢(T) : ¢ € Hom™" (A7, R)}.

Observacao 4.3.6. Aqui usamos max em vez de sup porque se sabe que Hom™* (A%, R) é com-

pacto.

4.3.2 O método semidefinido

Prover limitantes inferiores para o Problema 4.3.5 é facil. De fato, toda sequéncia crescente
de torneios (T),)nen nos dd um limitante inferior

lim sup p(T; T),).

n—oo
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A parte dificil desse problema é computar limitantes superiores nao triviais. Uma primeira
e ingénua forma de fazer isto é descrita a seguir. Se ¢ € Hom™ (A%, R), entdao a Proposicio 4.3.2

nos diz que

S(T)= > p(T;T)(T")

€T,

(g}g%p(T;T')) > (1) = <;r,1§7>g[p(T; T’)> ¢(lo) = (;r,lg;g[p(T; T’)) ;o (42)

T'eTe

IN

para todo £ > |T'|, pois ¢ é linear e 1o = > qver, 1"

Entretanto, em geral esse limitante é muito fraco para encontrar valores extremais. A seguir,
apresentaremos o método semidefinido. Este método é construido a partir do argumento apre-
sentado anteriormente 4.2, mas podemos obter limitantes muito melhores para o Problema 4.3.5.

Comecaremos definindo algumas notacoes da algebra de flags.

Definigcao 4.3.7. Seja o0 um tipo. Definimos o cone semantico do tipo o como o conjunto
Coom(F7) = {f € A7 : V6 € Hom™ (A%, R), 6(f) > 0}.

Ou seja, o cone semantico é conjunto dos elementos “positivos” de A° com respeito aos homo-

morfismos positivos. Também definimos o cone ordindrio do tipo o como o conjunto

t
C(J:U): {Zﬂ'f?:tENeFl,FQ,...,FtE.FU efl,fz,...,ftG.AU}.

i=1

Finalmente, definimos a relagao de pré-ordem <, sobre A° como a seguir
fgag <~ g_fecsem(fg)-

Trivialmente temos F? C C(F?) C Csem(F7).
A ideia do método semidefinido é usar elementos de Csem(]-'o) para compensar os valores

grandes de p(T;T') em (4.2) como a seguir. Se g € Csem(F°), entao

T<gT+g= Y pT;T)+plg;T)T’
TeTy
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<o (o () 4 061)) ) X 7 = (o (05T 4000 7) 1o 43
€T,

onde ¢ € N é suficientemente grande (de modo que podemos escrever g como uma combinagao
de torneios de tamanho menor que ¢). Procuramos escolher g de modo que p(g; T”) tenha valor
negativo quando o valor p(T'; T") for grande e p(g; T") suficientemente positivo para garantir g €
Csem (F?) quando p(T;T") é pequeno.

Entretanto, decidir se um g arbitrdrio é um elemento de Cgem(F?) é dificil (de fato, nosso
problema é exatamente provar que clg — T' € Csem (F°) para um certo ¢). Agora vamos definir

o operador descendente, que nos ajudars a obter elementos de Csem(F°) a partir de elementos

de Csem (F7).

Definigao 4.3.8. Seja 0 um tipo de tamanho k e F' = (T,0) uma o-flag. Denotamos o torneio
subjacente de F' por Fly = T e definimos o fator de normalizagao de F (denotado q,(F))
através do seguinte experimento aleatdrio: escolhemos uniformemente ao acaso uma fung¢ao

injetiva 6: [k] — V(F|o) e definimos
4o (F) = P[(Flo,0) = F].
Definimos o operador descendente [ -], como a seguir
[Flo = as(F)Flo € A,

e o estendemos linearmente para combinacoes de o-flags.

Teorema 4.3.9 (Razborov [Raz07, Teoremas 2.5 e 3.1a]). O operador descendente [ - |, é bem
definido como um operador A — A° e temos

[[Csem(]-"’)ﬂ C Coom (FO).

g

Esse teorema nos permite escolher g de (4.3) no conjunto “mais facil” [C(F7)], para algum
tipo o. Isso reduz o problema ao de encontrar uma matriz positiva semidefinida da forma descrita
a seguir. Fixe um tipo o de tamanho k, uma o-flag F’ e sejam { e ¢ inteiros tais que k < (e

|F!| +20 — 2k < L.
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Para todo v € R’7 indexado por ]:23 , definimos

Fv)= Y vpF €A%,

o
FE]:Z

Analogamente, para toda matriz ) indexada por ]-"g X ]-;‘77 , definimos

F(Q) = Z QF1F2F1F2 e A°.

Fl,FQE.Fg

Observe que, se () é positiva semidefinida (@ = 0), entao pelo Teorema Espectral existem

Fo o, .
vetores vy, vs,...,v, € R"¢ tais que

r

T

Q == E ’Ui'l)i 9
i=1

0 que significa que
F(Q) =) F(uw)

Assim, como F'- F(Q) € C(F?), temos que [F - F(Q)]o € Csem(F°). Portanto, fazendo g =
[F' - F(Q)], em (4.3) e se considerarmos todas as possiveis matrizes (), obtemos o seguinte

programa semidefinido.

min y

st. p(TT)+ Y. Y Qamp(F B, FiP)p([FlsT) <y VI' €Ty
FeFy F1,FReF?

Qe R7E*F7 ¢ positiva semidefinida;

cujas solugoes tém valores que sao limitantes superiores para o valor no Problema 4.3.5.
De fato, podemos ainda tomar g = > ", g; em (4.3), onde g; = [F] - F(Q;)]s, para algum
tipo fixo 0y, alguma o;-flag F} e alguma matriz positiva semidefinida @; indexada por F* x F".

Apresentamos o programa semidefinido resultante na Proposicao 4.3.10 a seguir.

Proposicao 4.3.10 ([Raz10]). Seja T € T um torneio, e sejam 01,09, ...,0, tipos de tama-

nhos ki,ka, ...,k respectivamente e para cada t € [m] seja F] € F° uma o-flag. Sejam
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também {01, 0o, ..., ¢, inteiros tais que
ke <ty |FY| + 20, — 2k, < ¢

para todo t € [m] e tal que |T| < ¢.
Sob estas circunstancias, todo valor de toda solu¢dao do programa semidefinido
min y

m
st oMY+ Y, D QulppFLFF Fp([FlegT) <y VT € T
t=1 FeF]! F1,F2eF]}!

QWY e R7e T positiva semidefinida Yt € [m]; (4.4)

é um limitante superior para o valor no Problema 4.3.5, ou seja, se V é o valor da solucao

de (4.4), entao
max{¢(T) : ¢ € Hom™ (A%, R)} < V.

Neste texto, todas as instancias de (4.4) estardo com F} = 1,, para todo t € [m]. Ademais,
quando usamos a Proposicao 4.3.10 para obter limitantes superiores para o Problema 4.3.5,
denotaremos cada uma das Q) em (4.4) por Q(T,0¢), para todo t € [m], como um lembrete de
que problema estamos resolvendo e de qual o tipo envolvido. Além disso, para cada T’ € Ty,

definimos

C(Q(T7 O't);T/) :p([[F(Q(T, Ut))]]fft;T/) = Z Z Q(T7 Ut)Flep(FivFj;F)p([[FﬂUt;T/)

FeF]! F1,F>eF]!

e seja

de modo que (4.4) torna-se
min y
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st. p(T,T)+c(T;TY <y VT' € Tp;

NE

c(T;T) = c(Q(T,0¢); T vT' € Ty

~~
I

1

AQTo) T =Y > QU.0)rrp(Fi, Fj F)p([Floy T'):

FeF]! F1,FeF]}!

Q(T,04) € R76 T ¢ positiva semidefinida V¢ € [m]. (4.5)

4.3.3 Extraindo mais informacoes do método semidefinido

Nesta secao, revisaremos algumas técnicas em algebra de flags para obter informacoes sobre
0s homomorfismos extremais do Problema 4.3.5 através de uma solucao justa do programa
semidefinido (4.4) (veja também a versao mais geral (4.5)). Novamente, trabalharemos somente
com a teoria dos torneios, mas as técnicas que apresentaremos podem ser utilizadas em contextos
mais gerais.

A primeira técnica é usada para provar que o torneio 7" correspondente as restricoes que

nao valem na igualdade em (4.4) deve ter densidade zero no homomorfismo extremal.

Proposicao 4.3.11. Sejam T € T um torneio e
¢ = max{p(T) : ¢ € Hom*(A° R)}.
Se £ > |T| e g € Csem(F°) sdo tais que
max{p(T + ¢;T') : T' € Ty} = ¢,
e ¢ € Hom™' (A% R) é extremal para T (isto é, se ¢(T) = c), entdo
#(T') = 0,

para todo T' € T; tal que p(T + g;T") < c.

Demonstracao. Pelo método semidefinido da Secao 4.3.2, sabemos que

c=¢(T)<¢(T+g)= > pT+gT)T

TeT;
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§(%naxpT—|—g,T'> Zng’ o(lp) = c.

T'eT,

Consequentemente, devemos ter igualdade em todas inequagoes. Em particular, igualdade

no lugar da tdltima desigualdade implica que
S P+ g T)T) = 3 $(T),
T'eTy T€Ty

e como ¢(T") > 0 para T € Ty, temos
¢(T")(e—p(T +¢;:1")) =0,

para todo T” € T;. Assim, o resultado segue. [ |

Para a préxima técnica, precisamos da nocao de extensao de um homomorfismo, entao

apresentaremos a seguir o principal teorema sobre o assunto.

Teorema 4.3.12 (Razborov [Raz07, Teorema 3.5]). Se o é um tipo e ¢ € Hom™ (A%, R) é
um homomorfismo tal que ¢(c) > 0, entdo existe um elemento aleatério ¢ de Hom™ (A7, R)

(chamado homomorfismo aleatério) tal que

¢([10)

E[p7(f)] = ([0l

para todo f € A°.

A préxima téenica afirma que, se o elemento [F- f2], foi usado em uma solucio exata de (4.4),
entdo devemos ter ¢7(F - f) = 0 quase certamente para todo homomorfismo extremal ¢ €

Hom™ (A% R).

Proposigao 4.3.13. Com as defini¢oes e notagoes da Proposicao 4.3.10, seja
¢ =max{p(T) : T € Hom" (4A°, R)},

suponha que a solugao étima (QM)7, de (4.4) tem valor ¢ e escrevemos



para todo t € [m)].
Sob essas circunstancias, se ¢ € Hom™ (A°, R) é extremal para T, isto é, se ¢(T) = ¢, entao

para todo t € [m] com ¢(oy) > 0 e todo i € [ry], temos
67 (F - F) =0

quase certamente.

Demonstragdo. Recorde o método semidefinido da Secao 4.3.2. Sabemos que

m

c=¢(T) < $(T) + Z o([F, - F(Q)],,)
=y <p<T;T’) +Zp<[[Ft’-F<Q“>>ﬂm;T’>> &(T")

i=1

< max (p(T;T’) + > p([F, - F(Q(t))]]ot;T')> ¢(1o)

T'€Ty -
=1

= C.

Consequentemente, devemos ter igualdade em todas inequagoes. Em particular, igualdade

na primeira inequagao implica que
Z d)([[Ft/ ) F(Q(t))]]ﬂt) =0,
i=1
e como [F} - F(QM)]y, € Cem(FP) para todo t € [m], temos que

¢([[Fg ’ F(Q(t))]]at) =0, (46)

para todo t € [m).

Agora fixe t € [m] tal que ¢(oy) > 0 e recorde que

[F - F(Q")]o, = Z[[F' F0{")]o,.
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Isso juntamente com (4.6) implica que
O(LF - F(v")]o) = 0.
Do Teorema 4.3.12, temos
E[¢7(F - F{)?)] =0,
e como esta varidvel é (quase certamente) ndo negativa, temos
¢ (F/ - F(v")) =0
quase certamente, como desejado. |

4.3.4 Torneios, tipos e flags usados

Ao longo deste texto, denotamos o torneio transitivo de tamanho k por Trg, onde dizemos
que um torneio T é transitivo se, para todo par de arco (z,y) € A(T) e (y,z) € A(T), temos

que (z,z) € A(T). Também denotamos (veja Figura 4.2):
e O circuito dirigido com 3 vértices por C_"g;
e O tnico torneio de tamanho 4 que tem um circuito com 4 vértices por Ry;
e O tnico torneio de tamanho 4 com sequéncia de grau de saida (1,1, 1,3) por Wy;
e O tnico torneio de tamanho 4 com sequéncia de grau de saida (0,2,2,2) por Ly.

Também usaremos a notacao da Figura 4.3 para os torneios nao isomorfos de tamanho 5.

Ademais, definimos os seguintes tipos (veja Figura 4.2).
e O tnico tipo de tamanho 1 é denotado por 1;

e O tipo com tamanho 2 onde o arco é orientado do vértice com rétulo 1 para o vértice com

rétulo 2 é denotado por A;

e O tipo com tamanho 3 isomorfo ao Trs tal que o “vencedor” tem rétulo 1 e o “perdedor”

tem rétulo 3 é denotado por Trs;
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Figura 4.2: Tipos e flags usados com tamanhos no mdximo 4.

e O tipo com tamanho 3 isomorfo ao C'5 tal que o vértice com rétulo 1 chega no vértice com

rotulo 2 é denotado por C_"?f

Se T é um torneio e o é um tipo tal que existe exatamente uma o-flag F tal que Fl|y = T,

entao denotaremos tal flag por T7. Observe que isso define unicamente as seguintes flags.
A1 AA TS T G G
C3,C3 W, 3, L, 2 W, L°.
Para as flags restantes usaremos a notacao da Figura 4.2. Vamos comentar somente o raci-

ocinio por de tras da nossa notacao.

e A notacdo para as flags O e I sao destinadas a serem um mneménico para vizinhanca
comum de saida (out-neighbourhood em inglés) e vizinhanca comum de entrada (in-

neighbourhood em inglés) respectivamente;
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° ° ° \ oe<—o ./ \.
[ ] ® ® [ ] [ ] \ / \ /
: / : : : 2

T T? T3 T30 13! 132

(Rs5)

Figura 4.3: Torneios de tamanho 5. Os arcos omitidos sdo todos orientados para baizo.

A flag Tr3A nao é a unica A-flag sobre Tr3, mas apesar disto usamos esta notacao porque

Tr{ ¢ a tnica A-flag sobre Trz restante;

o As Tri-flags sobre Try e Ry sdo unicamente determinadas pelo grau de saida d dos vértices

rs.d

~ . Trs, Tr3,d
nao rotulados e como tal, as denotamos nesse sentido por Tr, ? 3

e R, 7,

e As C3-flags sobre R4 sao unicamente determinadas pela vizinhanga de saida dos vértices
nao rotulados e como tal, as denotamos conforme a lista dos vértices na vizinhanca de

saida dos vértices nao rotulados no sobrescrito.

4.4 Limitantes inferiores

Nesta segao, provamos os limitantes inferiores para os Teoremas 4.2.2, 4.2.1 e 4.2.3. Come-

camos por relembrar a definicdo de densidade rotulada em torneios.

Definigao 4.4.1. Se T e Ty sao torneios com |T| < |Tb|, entao a densidade rotulada de Ty em T
(denotada por ting(T1;12)) é a probabilidade de um mapeamento injetivo de V (T4) para V(1)

escolhido uniformemente ao acaso ser uma imersao de 17 em T5.

E f4cil de ver que

Aut(T:
tina(Th; T2) = ”Tf’,mp(ﬂ; 1),
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onde Aut(71) é o grupo de automorfismos de 77.

Lema 4.4.2. Temos

) 1

. 7. _ 9. . 12, _ L
nyggbp(7%,1%2n+1)—— 6 nyggbp(lg i Ropy1) = 6

Demonstragdo. Provaremos somente a afirmacio para T2, uma vez que a prova para T57 é muito
similar. Fixe n > 2 e seja f: V(R5) — V(Rap+1) uma imersao de Rs em Ropt1.

Suponha que o vértices 0 de R5 é mapeado para o vértice 0 de R,,. Se o vértice 1 é mapeado
para um vértice ¢, entao 1 < ¢ < n e o vértice 2 é mapeado para um vértice j tal que i+1 < 57 < n.
O vértice 3 tem de ser mapeado para um vértice k tal que n +1 < k < i+ n (devido a (3,0)
e (1,3) serem arcos de Rs). Finalmente, o vértice 4 tem que ser mapeado para um vértice ¢ tal

quei+n <{¢<j+mn (devido a (4,1) e (2,4) serem arcos de R5). Veja a Figura 4.4.

n+l n

Figura 4.4: Possibilidade de imersdo de TA? = Rs em Rapi1-

Observe que nds podemos fixar as imagens dos vértices 0, 1 e 2. O ntimero de escolhas para
o vértice 3 vem de ¢ e para o vértice 4 vem de j — i 4 1. Pela simetria de Rg,+1, sabemos que
isso é também o caso para qualquer outra escolha da imagem para o vértice 0 de R5. Assim,

temos

1
tind(R5§R2n+1) (2 +1)5 2n+1 Z Z j—l+1
=1 j=1+1
n

i3 — (2n — 2)i2 + n(n —2)i
2

z:l

n
s \21 "
1)

3 27 n
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onde (0)p =4(¢{ —1)--- (£ — k + 1) denota o fatorial decrescente.

Portanto

! 1
lim p(Ts aRQn—i—l) - hm 5gtind(R& R,) = —. u

n—oo 16

Agora vamos provar o limitante inferior para o Teorema 4.2.3.

Lema 4.4.3. Temos

— 3 - 1
: 9.3 \ _ °. : 11, ~A3 y
Jim p(T55 Cgn) = s Jim p(T575 Con) = 2.

Demonstragcao. Novamente provaremos somente a afirmacao para T59 , devido a prova para T, 511

ser bastante similar. Seja 7' o torneio na Figura 4.5 que é isomorfo ao T¢. Relembre a definigao

\ /

@O——0

Figura 4.5: Torneio isomorfo a T.

de 3. na Secdo 2.3 e sejam Ag = [3"71], A = {3" 1+ 1,371 4+2,....2.3" 1} e Ay =
{2-3"14+1,2.3" 42, 37,

Seja F'(n) o nimero de imersoes de 7' em égn Cada uma das imersoes ou mapeia todos os
vértices de T' a um tinico A; ou mapeia 1 e 5 para alguma parte A;, 3 e 4 para um A(; 1) mod 3

e 2 para A(H_Q) mod 3- Desta forma, temos F'(1) =0 e, para todo n > 2, temos

Portanto, segue que

Z35n i)—4 gon—4 1 _ g—4n 35n in
Z?’ =T Tost oy OB
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Por outro lado, temos

F(n) > 1 +3F(n—1),
consequentemente
F(n) > ??:; - n: 2‘32(”:)_1 _o@3m) = ??:Z) —0@3™),
Portanto
i p(135C3) = i (53] 51 = 5 -

Finalmente, provamos o limitante inferior para T5 no Teorema 4.2.1.

Lema 4.4.4. Temos

15
: 3. _
7}1_{201[‘3 (p(T5; Ry1/2)] = 128"
Demonstragao. Pela defini¢ao de Ry, 1,2, segue que
1

E [tin (T3 Bn,1/2)] = 575

para todo n > 5, assim

1 15
nhnoolE [p(15 ) 13’11,1/2)] = 7210 -5l = 7128

4.5 Limitantes superiores

Nesta se¢ao, provamos os limitantes superiores nos Teoremas 4.2.2, 4.2.1 e 4.2.3. Usamos o

método semidefinido da algebra de flags como apresentado na Segao 4.3.

Lema 4.5.1. Para todo torneio T,, com n vértices,

1
lim p(T2%T,) < —

n—00 — 16
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Demonstragao. Vamos usar o método semidefinido construindo um programa semidefinido como
em (4.5). Para utilizar o método semidefinido, precisamos fixar ¢, que serd usado para definir
o conjunto Ty. Entao precisamos definir ¢(7;7") para todo T" € T;. Para definir ¢(T;7"), es-
colhemos quantos tipos m usaremos e os tipos oy, para t € [m], que desejamos utilizar. Para
cada tipo o¢, escolhemos um inteiro ¢; satisfazendo ¢; < (£ + [o])/2 e uma matriz |[F*| x | F7|
positiva semidefinida Q(T', o¢).

Fixem:3,€:5,£1:3,52263:4esejam01:1,02:Tr§eagzc_"§ tipos como
definidos na Secao 4.3.4 (veja Figura 4.2).

Sejam Q(T42,1), Q(T4%,Tr}) e Q(TgQ,ég) as matrizes positivas semidefinidas de ordens

Trs Trg Cs Cs . -
Fix Fa, Fy 8 x Fy % e Fj* x Fy® respectivamente apresentadas no Apéndice A (observe que

Fil=4e|FS = 175 =),

Para ver que Q(T22,1), Q(T42,Tr}) e Q(T§2,6§) sao positivas semidefinidas, analisamos
seus polinomios caracteristicos pgri2 1y (%), Po(ri2 ey (%) € Po(riz ci) (z) apresentados no Apén-
dice B. Como somente os coeficientes de ordem impar destes polindmios sao negativos, entao
segue que todas suas raizes sao nao negativas e, consequentemente, as matrizes sao positivas
semidefinidas.

Entdo, computamos p(T3?,T) e c(Q(T3%,0¢);T) para todo T € Ts (veja Figura 4.3) e
todo ¢ € [3].

Finalmente, pela Proposicao 4.3.10, temos

1
- 12. < 12. 12. _ 1
nll)ﬂolop(TE) i Thn) < %165%{]9(7% ;T) +ce(T5%5T)} T

onde (T2 T) = e(Q(TI2,1);T) + e(Q(TI2, Tu3): T) + e(Q(T22,C5); T) para todo T € T5. M

Observagao 4.5.2. Todas as matrizes no Apéndice A foram encontradas com o auxilio dos
resolvedores de programas semidefinidos CSDP [Bor99] e SDPA [YFF*12]. Ademais, as solugoes
providas por estes resolvedores foram arredondadas para uma solucao exata usando o método
de arredondamento descrito por Baber [Babl1].

Finalmente, os polinémios caracteristicos no Apéndice B foram encontrados com o auxilio
do programa de matemaética simbdlica Maxima [Max14].

As provas dos limitantes superiores para T57 , T587 Tg? e T511 sao muito similares a prova do

Lema 4.5.1. Escolhemos quantos tipos m usaremos e quais os tipos ¢; queremos utilizar. Para
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cada tipo o; escolhemos um inteiro ¢; satisfazendo ¢; < (¢ + |o;|)/2 e encontramos a matriz
positiva semidefinida Q; = Q(Tg ,0).

As matrizes e seus respectivos polinomios caracteristicos estao apresentados no Apéndice A.
Como na prova do Lema 4.5.1, as matrizes sao facilmente observadas serem positivas semide-
finidas ja que os coeficientes negativos dos seus polindmios caracteristicos sao somente os de
ordem impar.

Para cada j € {7,8,9,11,12}, computamos c(Tg; T)=>", c(Q(Tg, 0:);T) e p(Tg; T), para

todo T € Ty, e obtemos os limitantes desejados de acordo com as seguintes tabelas.

Tz T8 T2 T T3
m 3 m 4 m 2 m 2 m 3
o1 1 o1 1 o1 1 o1 1 o1 1
o2 Tr} o2 A o2 C o2 73 o2 Tr3
o3 C_"éf o3 Trs / 5 V4 5 o3 6§
l 5 o4 o 0 3 0 3 ¢ 5
0 3 ¢ 5 lo 4 2 4 0 3
2 4 2 3 Q1| QI21) Q1 | Q1) 2 4
l 4 b 3 Q: | QT C5) || Q2 | QT C5) || 6 4
Q1| Q(T7,1) {3 4 Q1 | Q(T3%1)
Q2 | Q(TS, Tx5) || la 4 Q2 | Q(T4? Tr3)
Qs | QTI,CG5) || @ | QTF,1) Qs | QI3*,C3)
Q: | QT3 4)
Qs Q(T587 TT;)
Qs | QTE,Cs)

4.6 Unicidade

Nesta sec¢ao, provaremos resultados de unicidade das familias extremais. Provamos que um
homomorfismo ¢ € Hom™* (A% R) maximiza a densidade de T58 se, e somente se, ¢ é o homo-
morfismo quase-aleatério ¢qy. Também provamos que ¢ € Hom™ (A°, R) maximiza a densidade
de T57 ou de T512 (Rs5) se, e somente se, ¢ é o homomorfismo carrossel ¢r. Por fim, também
provamos que ¢ € Hom™ (A R) maximiza a densidade de T2 ou de T3! se, e somente se, ¢ é o

limite da sequéncia (C3),en.
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4.6.1 Unicidade quase-aleatéria

Primeiro vamos relembrar que o homomorfismo quase-aleatério ¢q, € Hom™ (A% R) é quase
certamente o limite da sequéncia de torneios aleatérios (Ry,q1/2)nen, onde Ry, 1 /5 é o torneio
aleatério de tamanho n onde cada orientacao de um arco é apresentada com probabilidade 1/2
independentemente para todos os pares de vértices.

Alternativamente, o homomorfismo quase-aleatério é definido por

bar(T) = ———
|Aut(T)]2(2)

para todo torneio 7' de tamanho ¢ € N, onde Aut(7) denota o grupo de automorfismos do

torneio T
Vamos relembrar também a seguinte equivaléncia entre as propriedade quase-aleatorias no

contexto de homomorfismos positivos.

Lema 4.6.1 (Chung-Graham [CG91, Teorema 1]). Seja ¢ € Hom™ (A", R) um homomorfismo.

Os seguintes sao equivalentes.

Py: QS = ¢qr;
Py: ¢A (04 + 1) = 1/2 quase certamente (q.c.).

A definicao de ¢ pode ser encontrada no Teorema 4.3.12 e para a definicao das A-flags 04

e I veja a Figura 4.2).

Observagao 4.6.2. Embora usemos somente duas propriedades de quase-aleatoriedade, vale
mencionar que Chung e Graham provaram a equivaléncia entre um total de 11 propriedades

quase-aleatérias (P até Py ).

Agora temos condigoes de provar que a densidade de T58 ¢ maximizada somente pelo homo-

morfismo quase-aleatério.

Teorema 4.6.3. Se ¢ € Hom™ (A" R) é um homomorfismo, entdo

com igualdade se, e somente se, ¢ = Pqr.
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Demonstragdo. Pelo Lema 4.4.4 e pela Proposicao 4.3.10 (veja também a Secao 4.5), sabemos

que

1
max{@(T3) : ¢ € Hom"(A° R)} = % = dpu(TD).

Ademais, sabemos que as matrizes Q(T¢, 1), Q(TS, A), Q(T8,Tr}) e Q(TE, C‘E“) obtidas pelo
método semidefinido formam uma solugao 6tima com valor 15/128.

Como

99
TS, A) = T

onde v = (1,—1,—1,1) (indexado por (14, C_"f, Trgl, O%)). Temos que a Proposicao 4.3.13, com

F' =1,, implica que, se ¢ € Hom™ (A" R) é tal que ¢(T9) = 15/128, entdo
A (F(v)) = p2 (I — G4 — Trd +04) = 0 q.c. (Para a definigao de F'(v), veja a Secao 4.3.2)
Uma vez que C’? + Trf;,4 =14 — 04— TI4, temos
(0 + 1) = % q.c.,
consequentemente ¢ satisfaz a Propriedade P, do Lema 4.6.1. Portanto ¢ = ¢q;. |

4.6.2 Unicidade quase-carrossel

Primeiro vamos relembrar a definicio do homomorfismo carrossel ¢r € Hom™ (A% R) como
o limite da sequéncia (R2,,+1)nen dos torneios carrossel (veja a definigdo na Secao 2.2). Analoga-
mente as propriedades quase-aleatdrias, as propriedades quase-carrossel [Corl5] sdo propriedades
de equivaléncia sobre os homomorfismos ¢ € Hom™ (A%, R) que forcam ¢ = ¢r. Analogamente ao
torneio localmente transitivo, um homomorfismo ¢ € Hom™ (A%, R) satisfazendo ¢(Wy+L4) = 0
é chamado de localmente transitivo. Possivelmente a propriedade quase-carrossel mais impor-
tante afirma que ¢r é o tinico homomorfismo que é balanceado e localmente transitivo.

Vamos recordar duas propriedades quase-carrossel abaixo. Para as flags e tipos utilizados,

veja a Figura 4.2
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Lema 4.6.4 ([Corl5, Lema 3.2]). Seja ¢ € Hom™ (A% R) um homomorfismo. Os seguintes sdo

equivalentes.
S1: ¢ = ¢R;

So: ¢ € balanceado e localmente transitivo, isto é, temos

¢'(a) =" (B) q.c. d(Wi+ Ly) = 0.

Ademais, precisamos de uma equivaléncia com relacdo aos homomorfismos balanceados.

Lema 4.6.5 (Chung-Graham [CG91, Teorema 2]). Seja ¢ € Hom™ (A", R) um homomorfismo.

Os seguintes sao equivalentes.
Q1 ¢(Tr3) = 3/4 e ¢(C3) = 1/4;
Q4: ¢ é balanceado, isto é, temos ¢ (a) = ¢*(B) q.c.

Analogamente ao Teorema 4.6.3, a unicidade para o homomorfismo carrossel seguird da

Propriedade Ss.

Teorema 4.6.6. Se ¢ € Hom™ (A%, R) é um homomorfismo, entdo
5
T < —

com igualdade se, e somente se, ¢ = ¢PR.

Demonstragao. Pelo Lema 4.4.2 e pela Proposicao 4.3.10 (veja também a Secao 4.5), sabemos

que

max{6(1]) : 6 € Hom™ (A%, R)} = = = g (T]).

Nosso objeto é provar que todo ¢ € Hom™' (A% R) tal que ¢(7¢) = 5/16 é balanceado e
localmente transitivo.
Para provar que tal ¢ é balanceado, observamos que as matrizes Q(7¢,1), Q(TY,Tr})

e Q(TY, C_'E;f ) obtidas do método semidefinido sdo uma solu¢do 6tima com valor 5/16, e como
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temos que

35
Q(Tg’ 1) = ngv—ra

onde v = (1,—1,—1,1) (indexado por (Tril,)’L, C_"?}, Tr;,’M, Tr;,’W)), temos que a Proposigao 4.3.13,

com I’ = 11, implica que
HHF(v)) = ¢ (Try” —Ch — Try™ +Try") = 0 qc.

Pela definicdo do produto da &lgebra na Proposicao 4.3.2, temos que (o — 3)? = Tr:l,)’L —C’g —
Tré’M —|—Tr§’W. Ademais, temos que ¢!((a — 8)?) = 0 q.c. Portanto ¢'(a) = ¢1(B) q.c., isto &,
0 homomorfismo ¢ é balanceado.

Para provar que ¢ é também localmente transitivo, usaremos a Proposigao 4.3.11. A Ta-

bela 4.1 tem os valores de p(T¢ + g; T") para T' € T; e onde

9= [FQ(TF, )] + [F(QTF, Te3) g + [F(QTT, C5))] -

57 0w 7 1 5 18 5 1 10 5
16 80 48 240 80 48 16 48 16 16 240 16
Tabela 4.1: Valores p(T7 + ¢;T") para T' € T5 onde g = [F(Q(TZ, 1)1 + [F(Q(TY, Tr5))lme; +
[F(QUTE, Gl

T’ |5 12 TP T ™ 18 17 18 19 T T T2

A Proposicio 4.3.11 implica que se ¢(T") > 0 para T" € T5, entdao 7" € {12, T¢, T2, T4}, e
como temos que estes quatro torneios sao os tnicos torneios localmente transitivos de tamanho
5 (i.e., os tnicos torneios 77 € T5 com p(Wy + L4;T") = 0), temos ¢(Wy + Lg) = 0, isto é, o
homomorfismo ¢ é localmente transitivo.

Portanto ¢ satisfaz a Propriedade quase-carrossel So, consequentemente ¢ = ¢r pelo Lema 4.6.4.

Teorema 4.6.7. Se ¢ € Hom™ (A%, R) é um homomorfismo, entdo
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com igualdade se, e somente se, ¢ = ¢PR.

Demonstragao. Pelo Lema 4.4.2 e pela Proposicao 4.3.10 (veja também a Segao 4.5), temos que
max{¢(T5%) : ¢ € Hom™ (A", R)} = — = ¢ (157).

Novamente nosso objeto é mostrar que todo ¢ € Hom™' (A% R) tal que ¢(T3%) = 1/16 é
balanceado e localmente transitivo.

Para provar que tal ¢ é balanceado, observe que as matrizes Q(T22, 1), Q(T42, Tr}) e Q(T22, 55‘; )
obtidas pelo método semidefinido sdo uma solugao 6tima com valor 1/16, e consequentemente

1
Q(T5127 1) = EUUT)

onde v = (1,—1,—1,1) (indexado por (Tré’L, C’g, Tré’M, Tr;)’W)). Temos que a Proposicao 4.3.13,

com F’ = 11, implica que

HL(F(v) = ¢ (Try" —Ct — Ted™ + Ty = 0 qec.
Pela definicdo do produto da élgebra na Proposicdo 4.3.2, temos que (o — 3)? = Tril,)’L —C_’% —
Tré’M + Tré’w. Ademais, temos que ¢*((a — 3)?) = 0 q.c. Portanto, ¢*(a) = ¢*(8) q.c., isto &,
0 homomorfismo ¢ é balanceado.
Para provar que ¢ é também localmente transitivo, usaremos novamente a Proposicao 4.3.11.

A Tabela 4.2 tem os valores de p(T22 + g;T") para T' € T5 onde
9 =[FQT3*, )] + [F(Q(T3?, Tr3))ms + [F(Q(T5?, 6;))]]55,

T | 12 TP Ty 1P 18 T TP 1) T T TP

1 1 1 3 1 1 1 1 1 1 39 1
) ‘ 16 8 16 16 8 16 16 16 16 16 80 16
Tabela 4.2: Valores p(T3? + ¢;T') para T' € Ts onde g = [F(Q(T3%, 1)1 + [F(Q(T#2,Tr3)) s +
[F(QT32.C5))l; -

p(T3% +g; T

A Proposigao 4.3.11 implica que ¢(T2 + T9) = 0.
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Agora, como temos

Cs 1
*TQ; [[(W4 3)2]]6§ = %T5;

e uma vez que ¢ é balanceado, pelo Lema 4.6.5, temos gb(C_”g) = 1/4, consequentemente

S G o e 1 ¢(T2 +T12)
B |95 W)+ 6% (L) = 15 =222 =0,
10 ¢(Cy)
S Gr s 1 Gay _
o que implica que ¢~3 (W, + L,?) =0 q.c..
Isto por sua vez implica que

Sx x x 1 Wi+ L
0=RL ¢C3(Wf& +Lf&) :7,525(47_—1—4)7

4 P(Cs)

consequentemente ¢(Wy + Lg) = 0, isto é, o homomorfismo ¢ é localmente transitivo.

Portanto ¢ satisfaz a Propriedade quase-carrossel S, com isso ¢ = ¢r pelo Lema 4.6.4. W

4.6.3 Unicidade quase-triangular

Comegaremos definindo um torneio Cs-decomponivel indutivamente. Intuitivamente, um

torneio C_"g—decompom’vel tem estrutura similar ao C_"f{ (veja definigdo na Secao 2.3), mas nao

requer que o “blow-up” tenha partes balanceadas, i.e., as partes podem ter tamanhos distintos.

Defini¢ao 4.6.8. Defina a sequéncia de conjuntos (By)nen indutivamente como segue.

Sejam By = Ty e By = T1 e, paran > 2, seja B, C T, o conjunto de todos os torneios com

tamanho n tais que existem conjuntos A, B e C tais que

i. Os conjuntos A, B e C sao estritamente contidos em V(T'), i.e., temos A, B,C C V(T);

ii. Os conjuntos A, B e C sao disjuntos dois a dois;
iii. Temos V(T)=AUBUC;

iv. Temos T'|4 € Bja), Tl € Bip| e T|c € Bicy;

v. Temos A x B,B x C,C x A C A(T).

Finalmente, dizemos que um torneio T de tamanho n é é3—decompon{vel seT € B,.
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Observacao 4.6.9. Observe que os itens (i), (ii) e (iii) juntos afirmam que {A, B, C}\{@} é uma
particao de V(T') em dois ou trés conjuntos. Ademais, observe que o item (ii) na realidade segue
do item (v). Finalmente, observe que o item (iv) é bem definido ja que max{|A|,|B|,|C|} < n

(devido ao item (i)).

O proximo teorema prové uma caracterizagao do teorema de Cs-decomponibilidade como
a classe dos torneios que nao contém T¢, T510 e T512. Adiaremos a prova desse teorema para a

Secao 4.6.4.

Teorema 4.6.10. Um torneio T' é C3-decomponivel se, e somente, se nao contém cépias de Tg,

T510 nem de T512.

Motivado pelo teorema acima, definimos que um homomorfismo ¢ € Hom™ (A% R) ¢é Cs-
decomponivel se ¢(T58 + T510 + T512) = 0. Observe que o fato de que a sequéncia de torneios
(T))nen converge a um homomorfismo C_"g—decomponivel nao implica que todo torneio nessa
sequeéncia é C_"g—decomponl’vel. Em vez disso somente implica que a densidade dos torneios T¢,
T510 e T512 em T,, vai para zero quando n vai para infinito.

Agora definiremos a noc¢ao de um torneio k-igualmente Cs-decomponivel indutivamente.

Definicao 4.6.11. Um torneio T é 0-igualmente ég—decomponz’vel se este é C_"g—decompom’vel.
Para k > 0, um torneio T é k-igualmente Cs-decomponivel se ou |T| < 1 ou existem (A, B, C)

como na Definicao 4.6.8 satisfazendo também as seguintes propriedades.
a. Temos max{|A], | B, |C|} — min{|A], |B|, |C]} < 1;
b. Os torneios T| 4, T|p e T|c sdo (k — 1)-igualmente Cs-decomponivel.

Trivialmente, todo torneio k-igualmente ég—decomponivel é também (k — 1)-igualmente 63—
decomponivel.

Observe também que se n = 3, entdo o tnico torneio com tamanho n que é k-igualmente
é3—decomponivel é o torneio C’?{ Agora afirmamos que a sequéncia (éf{)neN é convergente, mas
adiaremos a prova dessa afirmacao. Chamaremos o limite dessa sequéncia de homomorfismo
triangular e denotamos esse por ¢C‘3‘

O proximo teorema afirma a equivaléncia das propriedades que chamaremos de propriedades
de quase-triangularidade. A equivaléncia das Propriedades Ly, Lo e L3 no Teorema 4.6.12 impli-

cam que ¢é3 é o tinico homomorfismo que maximiza a densidade de 7% e também a densidade
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de T511.

Teorema 4.6.12. Se ¢ € Hom™ (A" R) é um homomorfismo, entao os seguintes sao equivalen-

tes.
Li: ¢=9ga,;

Lo : ¢ maximiza a densidade de T, isto é, temos

¢(T3) = max{)(1%) : 1 € Hom* (A%, R)};

L3 : ¢ maximiza a densidade de T511, isto é, temos

¢(T3") = max{e)(T3') : ¢ € Hom™ (A", R)};

L4 : ¢ é balanceado e C's-decomponivel, isto é, temos

@' () = ¢ (B) q.c; (T + T3° + T3?) = 0;

L5 : Paratodo k € N, existe uma sequéncia (T,gk))neN de torneios k-igualmente C"g—decompom’veis

que convergem para ¢.

Provaremos o Teorema 4.6.12 através de uma série de lemas. J4 provamos na Secao 4.4 e 4.5
que L1 = Lo A Lgs.

Os préximos dois lemas seguem das técnicas apresentadas na Secao 4.3.3.

Lema 4.6.13. Temos Loy — Ly4.

Demonstragao. Pelo Lema 4.4.3 e pela Proposigao 4.3.10 (veja também Segao 4.5), sabemos que

max{y(T5): ¥ € Hom™ (A% R)} = ga
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e que as matrizes Q(T3,1) e Q(TY, C_"z,f ) obtidas pelo método semidefinido formam uma solucao

6tima com valor 3/8.
Seja entdo ¢ € Hom™ (A", R) um homomorfismo que maximiza a densidade de T5. Provare-

mos que ¢ é ég—decomponivel. Para isso, usaremos a Proposigao 4.3.11. A Tabela 4.3 contém

os valores p(TY + g; T") para T” € T e onde

g =PI, D) + [PQ(TE, C5)g

N L - Y N
3 3 3 28 3 3 3 11

r |

3
8 8 8 8 20 8 200 8 40
para T' € Ty e onde g = [F(Q(TS, 1)) + [F(Q(TS, C5)g. -

ool
o
00l |,

p(TY +g;T") ‘

~—

3

8
Tabela 4.3: valores p(T9 + g; T"
A Proposi¢ao 4.3.11 implica que qﬁ(T58 + T510 + T512) = 0, isso é, o homomorfismo ¢ é 63—

decomponivel.

Com isso, falta apenas provar que ¢ é balanceado.

Primeiro, notemos que a matriz Q(7%,1) tem autovetores

U1=(1 ~16+V179 2 —/179 1>-

7 7
vy — ( L C16-VITY 24 VIT9 >
Y 7 Y 7 Y

(indexado por (Tré’L,C_g,Tré’M,Tré’W)) com os autovalores 12(16 4+ /179) e 12(16 — /179)

respectivamente.

Pela Proposicao 4.3.13, com F’ = 11, sabemos que ¢*(F(v1)) = ¢1(F(v2)) = 0 quase

certamente. Como E [¢! (F(v1) — F(v2))] = 0, temos que

B [ (F(ur) — P(u2))] = 2278 [1(C) - ™)

3

W (00 - o)) @7)

I (1 gr(ch)] — e [ 1)) )

A Equacdo (4.7) segue do Teorema 4.3.12. Como C3 + Trz = 1g, temos que ¢(C3) = 1/4. Desta

forma, pelo Lema 4.6.5, implica que ¢ é balanceado.
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Portando ¢ satisfaz L. |
Lema 4.6.14. Temos Ly = Ly4.

Demonstragao. Pelo Lema 4.4.3 e pela Proposigao 4.3.10 (veja também a Secao 4.5), nos sabe-

mos que

max{y(Ta!) : ¢ € Hom™ (A%, R)} = 1716’

e que as matrizes Q(T31,1) e Q(T1, C_"g‘ ) obtidas pelo método semidefinido formam uma solugao
6tima com valor 1/16.

Seja entdo ¢ € Hom™ (A%, R) wm homomorfismo que maximiza a densidade de T3*. Como
QT 1) = EUUT
) ]_6 )

onde v = (1,—1,—1,1) (indexado por (Tr:l))’L, C_’g, Tr:l,)’M, Tré’w)), temos que a Proposigao 4.3.13,

com F’ = 1y, implica que
P (F(v)) = ¢*(Try" —C — Try™ + Tey™) = 0.

Pela definicdo do produto da slgebra na Proposicao 4.3.2, temos que (o — 3)? = Tr;,’L —C_”§ —
Tril,)’M—i—Tré’W. Ademais, temos que ¢!((a — 3)?) = 0 q.c. Entretanto ¢'(a) = ¢*(3) quase
certamente, isto é, o homomorfismo ¢ é balanceado.

Sé resta provar que ¢ é 63—decomponfvel. Para fazer isso, usaremos a Proposigao 4.3.11. A

Tabela 4.4 tem os valores de p(T2! + g; T') para T’ € T5 e onde
g9 =[FQT5" D)1 + [FQT5, C9))lg, -

room o onnom oo w m o
1 1 1 1 1 1 1 3 1 23 1 1
Tll . T/ ‘ T . . . . _ . o _ _ _ R
p(T5" +6:T) 6 16 16 16 16 16 16 400 16 400 16 80
Tabela 4.4: Valores p(T3! + ¢;T') para T' € Ty e onde g = [F(Q(T3, 1)1 + [F(Q(T3, é;))ﬂdg

A Proposicao 4.3.11 implica que ¢(T5 + T30 + T2?) = 0, isso é, o homomorfismo ¢ é Cs-
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decomponivel. Portanto ¢ satisfaz L. |

Para as duas préoximas implicagoes, precisaremos usar a no¢ao de uma Cs-decomposicao de
um torneio C's-decomponivel. Para fazer isso precisamente, vamos primeiramente fixar algumas

notagoes. Denote

>* = {(o))f:keNeVielk],o € 3]}

como o conjunto de toda as sequéncias de elementos em [3] = {1,2,3} (e denotemos a sequéncia
vazia por €).

Como usual, denotaremos por o7 a sequéncia obtida pela concatenacdo de 7 € X* no fim
de o € ¥*. Observe que para 7 = 1, temos que o7 = o1 como na Definicdo 4.6.15. Denotaremos

o tamanho da sequéncia o € ¥* por |o]|.

Definicao 4.6.15. Seja T um torneio ég-decompOHJ’Vel. Uma C_"g-decomposiQdo do torneio T é

uma familia de conjuntos A = (A, )sex+ indexada por ¥* tal que
i. Temos A. = V(T);

ii. Para todo o € ¥* tal que |Ay| > 2, a tripla (Ay1, A2, Ays) satisfaz os itens na Defini-

¢ao 4.6.8 para T|a,;

iii. Para todo o € ¥* tal que |A,| < 1, os conjuntos Ay1, Ag2 € Ay3 sao dois a dois disjuntos

e Ay1 UAoUA3 = A,

Observe que, dado um o € ¥*, temos que A, C V(T). Veja na Figura 4.6 um exemplo de uma
é3-decomposigéo que estamos apresentando apenas no maximo 2 niveis.
Para todo k € N, o k-ésimo nivel da 63—decomposi§éo A ¢é a familia de conjuntos A, tais

que |o| = k. A assimetria do k-ésimo nivel de A (denotada por Ap(A)) é definida como
Ap(A) =max{|A,| : 0 € £ e |o| =k} —min{|A,| : 0 € ¥ e |o| = k}. (4.8)

Observe que um torneio é k-igualmente 53—decomponfvel se, e somente se, ele tem uma
Cs-decomposicao A = (As)sex+ tal que Ay(A) <1 para todo £ < k.

Agora definiremos algumas notagoes sobre torneios.
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Figura 4.6: Alguns niveis de uma ég-decomposigdo do “blow-up” recursivo do Cs.

Definigao 4.6.16. Seja T um torneio e A C V(T'). Definimos

NT(A)={veV(T):Va € A av € A(T)};

N (A)={veV(T): Va € A,va € A(T)}.

Observe que N*t(A)U N~ (A) é sempre um subconjunto de V(T') \ A e pode ser um subcon-
junto préprio.
Agora vamos provar dois fatos bésicos sobre torneios.

s

Lema 4.6.17. Se (T,)nen € uma sequéncia de torneios com limy, ,o0|T),| = co e c > 1/2 é
uma constante tal que pelo menos (1 — o(1))|T},| vértices de T,, tém grau de entrada maior

que (¢ + 0(1))|T,|, entao ¢ = 1/2.

Demonstracio. Seja (T),)nen uma subsequéncia convergente de (T}, )nen € ¢ € Hom™ (A%, R) seu
limite. Observe que ¢(3) > ¢ quase certamente. Pelo Teorema 4.3.12, temos E [qbl (B)] =1/2,

obtemos ¢ < 1/2. [}

Lema 4.6.18. Seja (T),),en uma sequéncia de torneios convergindo a um homomorfismo ba-
lanceado ¢, e para todo n € N, seja A,, C V(T,) tal que |Ay,| = Q(|T,]).

Sob essas circunstancias, se NT(A,) UN~(A,) = V(T,) \ A, para todo n € N, entao

INT(A)| = INT (An)| = o(|Tl).
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Demonstra¢do. Suponha que nao. Isso significa que existe uma subsequéncia de (T}, )pen € € > 0

tais que, possivelmente ao alterarmos todas as orientacoes do arcos, temos que
INT(An)| = [N (An)| = e|Tnl,

para todo n € N.

Observe que, para todo v € A, temos

|T| —2d~ (v) =d*(v) —d (v) + 1
= [NT(Ap)| +dj, (v) = [N"(Ap)] = dy, (v) +1
> el Tyl +df (v) —dy (v)+1
= e|Tn| + |An| — 2d; (v)

> (14 0)|Au| - 245, (v),

onde dfi(v) = [Nt(v) N Al e d4(v) = |N~(v) N Al
Como ¢ ¢é balanceado, sabemos que pelo menos (1 — o(1))|T5,| vértices de T}, tém grau de

saida (1/2 4 o(1))|T}|, assim como |A,| = Q(|T,|). Portanto se v é um desses vértices, temos

1+4+¢

4,02 (155 + o) 14,

Porém isto contradiz o Lema 4.6.17 para a sequéncia (15| 4, )nen- [

O préximo lema técnico afirma que, se uma sequéncia de torneios Cs-decomponivel converge
~ . n n n
a um homomorfismo balanceado, entao podemos supor que pelo menos dois de Ag ), Ag ) ou Az(,) )

tém tamanho nao negligenciavel. Adiamos a prova desse lema para a Secao 4.6.5.

Lema 4.6.19. Se (T},)nen € uma sequéncia de torneios C_"g—decompom’ve] que converge para um

homomorfismo balanceado ¢ € Hom™ (A" R), entdo existe uma sequéncia (T,),en de torneios

ég—decompon1'veis e para todon € N uma ég—decomposigéo (Af,”))geg* de T, tal que

e Existe uma subsequéncia (Tj, )nen de (Tn)nen tal que o torneio T, pode ser obtido de Ty,

pela inversao de o(|Ty, |?) arcos (por isso (T),)nen também converge para ¢);
o Temos A" = Q(Ty]) e |43 = 2(T;)).
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Lema 4.6.20. Temos Ly — Ls.

Demonstragao. Suponha que ¢ é balanceado e ég—decomponivel. Seja Té3 a teoria universal

% i.e., s6 consideramos os torneios C3-decomponiveis e, pelo Te-

dos torneios ég—decomponiveis
orema 4.6.10, s6 consideramos o conjunto de todos os torneios que nao tém cépias de Tg, T 510
nem de T, 512.

Observe que ¢ também pode ser pensado como um elemento de Hom™ (A°[T, &, R). Isso
significa que existe uma sequéncia (TT(LO))neN de torneios C_”g—decomponiveis que convergem para
¢ (o que é, por definigdo, uma sequéncia de torneios O-igualmente ég—decomponfveis). Ademais
podemos também supor sem perda de generalidade que |TT(LO)| é uma poténcia de 3 para todo
n € N.

Agora construiremos por indugao em k a sequéncia (Ték))neN de torneios k-igualmente Cs-
decomponiveis que convergem para ¢ preservando a propriedade de que |T7§k)] é uma poténcia
de 3 para todo n € N.

Suponha k& > 0 e que ja temos construida (TT(Lk_l))neN. Aplicando o Lema 4.6.19 um total de
3%~ vezes no torneio induzido pelo (k—1)-ésimo nivel da C_"g—decomposigéo dos T, ,(kal), sabemos
que existe uma sequéncia (7),),en de torneios C"g—decompom’veis e para todo n € N existe uma

C3-decomposicao A = (A((,n))geg* de T tal que

e Paratodo t < k— 1, temos As(A™) = 0. Veja definicio de A; na Equacio (4.8) e observe

que isso vale devido a |T},| ser poténcia de 3;

e Existe uma subsequéncia (Téﬁ;l))neN de (Tflk_l))neN tal que o torneio 7, pode ser obtido

de T,Sf,:l) pela inversao de o(]T,gfnfl) |2) arcos, todos completamente contidos dentro de um

dos conjuntos A[(,n) para algum o € ¥* com |o| = k — 1;

e Para todo 0 € ¥* com |o| = k — 1, temos

AT = (1)) 1A% = (1))

®Quando geramos a élgebra de flag sob a teoria T@S, estamos levando em consideracao apenas os torneios que

sdo Cs-decomponiveis e utilizaremos a notagao A [TC~3]7 para um dado o.
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Fixe 0 € ¥* com |o| = k — 1 e observe que pela C3-decomposicao

NHAMY UNT(AY)) = v\ ALY,

NF(AG) UNT(AgY) = V(T))\ A%
Ademais, como A;(A™) = 0 para todo t < k — 1, também temos

INT(AD)) = N~ (AD)| = 1A% — 1A,

N (AT = IN (A = 1455 | - 1477
Aplicando o Lema 4.6.18 para (qu))neN e (Af,g))neN, obtemos

|AD)| — 1A% = o(|TL )

AT — 1AW = o(|TL).

Como ¢ foi escolhido arbitrariamente, conclufmos que Ag(A™) = o(|T%|). Isso significa
que podemos modificar o(|T},|?) arcos de T/, e obtemos um torneio T k-igualmente Cs-
decomponivel (observe que para isto é crucial que |T),| seja uma poténcia de 3) e como isto
nao afeta convergéncia da sequéncia (7} )nen, a sequéncia (T,(Lk))neN também converge para ¢ e

ainda temos que |T,(Lk)| ¢ uma poténcia de 3. [
Lema 4.6.21. Temos Ls; — L;.

Demonstragao. Para todo k € N, seja (T, ék))neN uma sequéncia de torneios que sao k-igualmente
ég—decomponiveis que convergem para ¢

Nosso objetivo é diagonalizar a familia das sequéncias (quk))neN de forma que resulte numa
sequéncia que ainda convirja para ¢. Para fazer isso, facamos (D;)icny uma enumeragao dos

conjuntos com todos os torneios finitos 7, estabelecemos f(0) = 0, e para todo k > 0, fagamos

_ 1
o) = min fu € 86 [T > 01 e o< v 2 oD ) - (D) < £}

Observe que o fato de que (quk))neN converge para ¢ garante que f(k) < oo para todo k € N.

Agora definamos a sequéncia de torneios (Up,)nen fazendo U, = T ;?T)L) para todo n € N.
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Afirmamos que (Up)nen também converge para ¢. De fato, se 77 € T é um torneio, entao

existe t € N tal que D; = T”, consequentemente, para todo n > ¢, temos
1
[p(De; Up) — ¢(Dy)| < o

o que implica que lim, o p(Dy; Uy) = ¢(Dy). Desta forma (Up,)nen converge para o.

Pela construgao, sabemos que U, é n-igualmente C_"g—decomponivel. Isso significa que pode-

— — . 2
mos obter C|3Un| de U,,. Como \A(C|3Un|)| =y, 3 ('g?l) , entao temos que alterar, no méximo,

arcos de U,.
Portanto a sequéncia (C’fb ‘)nGN também converge para ¢, e como essa é um subsequéncia
n

de (C3)pen, temos ¢ = ba, [ |

Finalmente, vamos provar a convergéncia da sequéncia (C?),cn. Essa prova pode ser obtida

reinterpretando as provas dos Lemas 4.6.20 e 4.6.21.

—

Proposigao 4.6.22. A sequéncia (C3),en é convergente.

Demonstracdo. Seja

C ={I c N: (C})ics is convergente},

—

e para todo I € C, denotamos ¢; como o limite de (C3);cr.
Da compacidade de [0,1]7, sabemos que C # @. Ainda mais, da compacidade de [0,1]7,

sabemos que existe Iy € C tal que
Ip Cc {3" :n € N}.

Observe que se I € C, entao ¢y é 63—decomponivel (os C’?{ sao C_"g—compom’veis) e balanceados
(todos os vértices de C tém grau de saida ou ||C3|/2] ou [|C3|/2]). Portanto ¢; satisfaz Ly,
para todo I € C.

Agora repetimos a prova do Lema 4.6.20 para cada I € C para obter sequéncias (Ték))neN de
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torneios k-igualmente C_"g—decompom’veis que convergem para ¢y para cada k € N. Entretanto,
exigimos que estas sequéncias sejam tais que |T7(Lk)| € Iy para todo n,k € N.

Procedemos entao para a prova do Lema 4.6.21 e temos que ¢; é também o limite da
subsequéncia de (@3)16 I,, consequentemente ¢; = ¢y, para todo I € C.

Portanto, toda subsequéncia convergente de (Cg)neN converge para o mesmo limite ¢y, .

Novamente por compacidade de [0,1]7, isto implica que (C’E)neN é convergente. |

4.6.4 Prova do Teorema 4.6.10

Por conveniéncia ao leitor, decidimos colocar o enunciado do teorema novamente abaixo.

Theorem. Um torneio T' é C's-decomponivel se, e somente se, nao contém cépias de TS, T510 e

12
T5 .

Demonstracao. E direto verificar que T: 58, T 510 e T512 nao sao 63—decomponiveis e que a proprie-
dade de ég—decomponibilidade é hereditaria (i.e., todo subtorneio de um torneio ég-decomponivel
é também C_"g—decornponivel). Isto conclui a prova para uma direcao.

Provaremos a outra direcao pela inducao no tamanho n do torneio T sem cépias de T58, T510
nem de T512. Se n < 2, entdo trivialmente T é ég—decomponfvel. Entao, seja n > 3 e suponha
que a afirmacao é verdadeira para torneios com tamanho menor que n.

Se T é transitivo, entdo fazemos A ser o unico vértice de T com grau maximo de saida.
Sejam B = V(T)\ A e C = &, e observe que (4, B,C) satisfaz os itens da Definigao 4.6.8
(usando a hipétese indutiva para o item (iv)), consequentemente T’ é Cs-decomponivel.

Suponha entao que 7' nao é transitivo e sejam a,b,c € V(T) tais que ab,bc,ca € A(T).

Defina os seguintes conjuntos:

Vape = {v € V(T) : va,vb,ve € A(T)}; Vi = {v € V(T) : va,vb,cv € A(T)};
Voe ={v € V(T) : av,vb,vc € A(T)}; Vae ={v € V(T) : va,bv,vc € A(T)};
Vo ={v e V(T) :va,bv,cv € A(T)}; Vo ={veV(T): av,vb,cv € A(T)};
Ve={veV(T):av,bv,vc € A(T)}; Vo ={ve V(T):av,bv,cv € A(T)};

e observe que esses conjuntos formam uma particao de V(T') \ {a,b, c}. Além disso, podemos

supor que (a, b, ¢) é escolhido de uma forma tal que minimiza |V U Vz|. Afirmamos agora as
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seguintes assercoes (veja Figura 4.7).

a. Vap X Ve, Vie X Ve, Vae X Vi € A(T), caso contrério existiria uma cépia de T2 em T
b. Vo x Vi, Vi x Ve, Ve x V, C A(T), caso contrério existiria uma cépia de T30 em T}
c. Vi X Vipy, Vi X Vipe, Ve X Ve € A(T'), caso contrério existiria uma cépia de T58 em T

d. Vap X Ve, Ve X Vi Ve x Vi, € A(T), caso contrario existiria uma cépia de T2? em T

e. Vape x (V,UV,UV,) C A(T), caso contrario existiria uma cépia de 729 em T;

f. Vape X (Vap U Vie U Vi) € A(T), caso contrério existiria uma cépia de T3 em T;
g. (VoUV,UV.) x Vi C A(T), caso contrdrio existiria uma cépia de T em T
h. (Vi U Vie U Vye) x Vg C A(T), caso contrario existiria uma cépia de 729 em T.

Agora afirmamos que Ve X Vg C A(T). Suponha que nao, isto é, suponha que vgpe € Vape

e vy € Vg sdo tais que vgvge € A(T). Como vgpea, avg € A(T), temos

{U € V(T) 1V, VUghe; VU € A(T)} U {U € V(T) DAV, UgheV, VgV € A(T)} - (Vabc ) VQ) \ {/Uabca U@}v

contradizendo a escolha de (a, b, ¢) tal que minimize |V .UV |. Portanto, temos Ve X Vi C A(T).
A Figura 4.8 mostra todos os arcos de T' provados até o momento.

Finalmente, consideremos trés casos.

Se Vape # &, sejam A = Vype, B=V(T) \ Vape € C = &, e observe que (A, B, () satisfazem
os itens na Defini¢ao 4.6.8 (usando a hipétese indutiva para o item (iv)), consequentemente T'
é C_”g—decompom'vel.

Se Vg # &, sejam A =V(T)\ Vg, B=Vgz e C = J, e observe que (A, B,C) satisfazem
os itens na Defini¢ao 4.6.8 (usando a hipétese indutiva para o item (iv)), consequentemente T'
é 63—decomponfve1.

Finalmente, se V. U Vg = @, Sejam

A={a}UV, UV, B={b} UV, UV C ={c} UV, UV,

e observe que (A, B, () satisfaz os itens na Defini¢do 4.6.8 (usando a hipétese indutiva para

item (iv)), consequentemente T' é Cs-decomponivel. [
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(b) Cépia de TX® em T
no item (b) se v, €V,
e vy, € Vp tal que vy
chega em v,.

(f) Copia de T?
em T no item (f)
se Vgbe € Vabc
e Ugp € Var tal
que vgp chega em vgpe.
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(c) Copia de TS em T
no item (c) se v, € V,
e vap € Vi tal que vy
chega em v,.
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(g) Cépia de TS em T
no item (g) se v, € V,
e vy € Vgy tal que vy
chega em vy.

b \ Vab

V. #&——>@cC

12
T5

(d) Copia de T2? em T
no item (d) se vgp € Vap
e vo € V. tal que v,
chega em vgp.

be+——ea

/

Vg e

Vab ¥,
13

(h) Cépia de T{® em T
no item (h) se vgp € Vap
e vy € Vy tal que vy
chega em vqp.

Figura 4.7: Contradi¢oes da prova do Teorema 4.6.10 envolvendo arcos entre os conjuntos Vape, Vap,

Ve, Vaes, Va, Vo, Ve e Vg, e torneios proibidos Tg,

para bairo.

4.6.5 Prova do Lema 4.6.19

10

9

Para conveniéncia do leitor, enunciaremos novamente o lema.

10 ¢ T2, Os arcos omitidos sdo todos orientados

Lemma. Se (T,)nen € uma sequéncia de torneios Cs-decomponiveis que converge para um

homomorfismo balanceado ¢ € Hom™ (A" R), entdo existe uma sequéncia (T),),en de torneios

ég-decompon1'veis e para todon € N uma C_”g-decomposigéo (As

(n)

Joex+ de T tal que

e Existe uma subsequéncia (Ty, )nen de (Ty)nen tal que o torneio T, pode ser obtido de Ty,

pela inversao de o(|Ty, |?) arcos (por isso (T),)nen também converge para ¢);

o Temos |A\| = Q(|T}]) e |ASY| = Q(Th)).

Demonstragao. Suponha que o lema nao é verdade e seja (1), )neny um contra exemplo.



Figura 4.8: FEstrutura tipica de T na prova do Teorema 4.6.10.

Para todo n € N, seja (B((;n))aez* uma ég—decomposigéo de T,. Sem perda de generalidade,

podemos supor que
Vn € N,Vo € 2%, |B™| > |BY| e B™W| > |BW).

Afirmacgao 4.6.23. Suponha que u,v: N — N sao duas fungées tais que u(n) < v(n) para
todon € N.

Se ‘Blv(n)-‘—l‘ = (|Tn|)> entao

v(n)

U Bm U Bm = o(|Ty)).
UTL

t=u(n) t=

Demonstragao. Observe que

N 1v(n)+1 U B1t2’ N- 1v(n +1 U BltS
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Como |Blv(n)+1| = Q(|T},]), entao pelo Lema 4.6.18, temos
v(n)
U B~ BY| = o(|T))- (4.9)
t=0

Observe que, como u(n) < v(n), temos B c B™ o que implica ]Bizgm\ = Q(|T5)),

1v(n)+1 1u(n)?

consequentemente temos

u(n)—1 - u(n)—1 -
U B —| U B =T, (4.10)
t=0 t=0

analogamente para o caso com v(n).

O resultado segue subtraindo a equagao (4.10) a partir da equagao (4.9). |

Afirmacao 4.6.24. Se u: N — N é uma funcao tal que |B Q(|Ty]), entao

1u(n)+12|

u(n)

U Bi)| = Q|T)).

Demonstragdo. Suponha que a Afirmagao nao é verdadeira. Isso significa que existe uma sub-

sequéncia (T, Jnen de (Tn)nen tal que

u(kn)
U BY| = o(| Ty, |)- (4.11)

Seja T o torneio obtido a partir de Ty, ao invertemos todos os arcos em

kn
A(Tkn)ﬂ B( ) X U B1t2

1u(kn)+13

u(kn)

u(kn)
U U 1t3 X U Bgf;)
t=0

U U Blt3 X B(k")

1u(kn)+19

e observe que a equagao (4.11) e a Afirmagao 4.6.23 implicam que o total de arcos invertidos
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o(| Ty, [2). Sejam
w(kn)+1 w(kn)+1

(n) _ plkn) (kn). (kn)
AL = Blu(in e U By U By’

e observe que |A(n)] > |Agn)\ =Q(|T})).
Completando (Ag ), Agn), Agn)) para uma Cs-decomposicio de T", contradiz a escolha de (T}, ) pen

como uma sequéncia contra exemplo. |

Afirmacao 4.6.25. Se u: N — N é uma funcao tal que \Blu(n)H\ =Q(|T,]) e

u(n)

U Bi)| = QIT)),

entao existe uma fungao w: N — N tal que w(n) < u(n) e |Blw(n>2| = Q(|T},]).

Demonstracao. Para todo n € N, seja

M(n) = max{\ng)ﬂ cw <u(n)};

max{ UB§?32 17§U(”)}3
t=0

S(n) = max{|B")| — |B)| : s < u(n)}.

112

Pela Afirmacao 4.6.23, sabemos que R(n) = o(|T,|) e S(n) = o(|Ty|)-

Suponha, no sentido de uma contradigao, que a afirmacao é falsa. Isso significa que de-
vemos ter M(n) # Q(|T,|), isto é, existe uma subsequéncia (T}, )nen de (Th)nen tal que
M(kn) = of|Ti, ).

(

Observe agora que se t < u(ky) e v, € Bm) (veja Figura 4.9 mais adiante para a vizinhanca

do conjunto B§t2)), entao
kn
1f2 ’Bit:&) +d;(kn)(vt);
1t2
B(kn —
1t3 + 1t+1 +d (k )(’Ut)
1t2

onde d(v) = [INT(v) N A] e d;(v) =N~ (v) N A
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Como

t—1

kn
1t2 B UBitS) <R(k)
t=0
kn
‘BLS) }Bm (kn) < M(kn) + S(kn):

Ay (V1) = d i,y (v1) < By < M (kn);

1t2 1f2

kn)
B§t+l }Blu(kn)ﬁ‘l ’
temos
A (vy) — d=(ve) < Rky) + 2M (k) + S(k ‘BMWH .

Observe que esse limitante nao depende de t.

Como R(kn) = ol[Tk, |), M(kn) = o(|Th,]), SCka) = o(|Tk, |) € [Bisi), 1] = Q| ]), isto

1"(kn)+1

implica que

4t (v) — d~(v) < Rlkn) + 2M (ky) + S(k )B )

1u(kn)+1| =

Para todo v € U?(kn) By,f;) e n € N suficientemente grande, o que contradiz o fato que ¢ é
balanceado (j& que |Ut 0 B£f5)| = Q(|T%,1))- [ |

Afirmacgao 4.6.26. Suponha que u,v: N — N sao duas fung¢oes tais que u(n) < v(n) para

todo n € N.
Se |BY), | = QT,]) e |B), | = Q(|T,l), entao
BY =2 U B +3[BW) |+ ol|Tu).

t=u(n)+1

Demonstragao. Pelo Lema 4.6.18, sabemos que |N+(B§U(n)2)| — | N~ (B §U2R)2)| o(|Ty|), isto é,

temos (ver Figura 4.9)

v(n)—1 v(n)—1
U Bth + ’Blv(n)3| - U B1t3 |B1v(n)+1| - 0(|T |)
t=0 t=0
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Figura 4.9: Vizinhancas de Bif()nn.
Pela Afirmagao 4.6.23, temos

1BY) =B = o(IT)). (4.12)
Com um argumento analogo para u(n), temos

1BE) L= 1B | = o|Tl),

0 que implica

v(n)—1
Bitool = | U B3 UBE| = 1Bl = 1B, ] = [BU | = o(ITu).
t=u(n)+1
Como ]BYZ)M > |B§ZL()”)+1| > nyj()n)2| = Q(|T,]), com mais duas aplicagoes da Afirma-
¢ao 4.6.23 obtemos
v(n)—1
Biogl =2 U Bi| = 1Bl = 2B, | = oI Tal). (4.13)
t=u(n)+1
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Subtraindo a equacao (4.12) a partir de (4.13), obtemos
v(n)
[Biturg| =2 U BYy| = 3B, | = o(|Th).
Jr

1

Agora temos condicoes de finalizar a prova do lema. Para todo n € N, seja

=|Tnl ¢ -
)

Observe que v(n) é bem definido para n > 3 e, pela Afirmacao 4.6.23, temos |J,—

v

B uBiy)| >
t=0

[\

v(n) = min{v e N:

Q(|T,]). Ademais, observe que

1
7|Tn’§

B™ >
Bl 2

1v(n)+1

a qual, pela Afirmacao 4.6.25, implica que existe uma fungao w: N — N com w(n) < v(n) para

todo n € N e tal que |B |T5|), isto é, existem ng € N e € > 0 tais que

1w(n)2| = (

B | > €T

1w(n)2

para todo n > ny.

Para todo n € N, seja
wp(n) = min {w € N: |B§Z)2| > 5|Tn|}

e observe que, para todo n > ng, temos que wp(n) é bem definido e wy(n) < w(n).

Como |B Q(|T5|), pela Afirmagao 4.6.24, sabemos que

1wo(n)9 ‘

U Bm = Q(|T))-

Outra aplicagao da Afirmagao 4.6.25 obtemos entao uma funcao u: N — N com u(n) < wo(n) —

para todo n € N e tal que |Blu(n)2| = Q(|T5.]).

84

1



Agora, pela Afirmagao 4.6.26, temos

wo(n)—1
BU =2 | BEY|+3IBY |+ o(|Tul) > 3e[Tu| + of| T,
t=u(n)+1

(n)
1u(n)2

definigao de wy(n). [ |

o que implica que para n € N suficientemente grande, temos | B | > ¢|T,|, contradizendo a
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Neste capitulo apresentamos algumas questoes que surgem dos resultados provados nos Ca-

pitulos 3 e 4.

5.1 Arborescéncia

Da prova do Teorema 3.2.3, conjecturamos que o que determina o \(D(n,p)) é a quantidade
de vértices com grau minimo. Bal, Bennett, Cooper, Frieze e Pratat [BBC*16] provaram que
o “hitting-time” para existéncia de arborescéncia é o mesmo para quando o digrafo aleatorio
contém apenas 1 vértice com grau de entrada zero.

Definimos o processo de digrafo aleatério Dy, D1, ..., Dy(,—1) como segue: para cada m =
0,...,n(n—1), Dy, é um digrafo com conjunto de vértice [n]. O digrafo Dy nao contém arcos,
e, para cada 1 < m < n(n — 1), o digrafo D,,, é obtido adicionando uma nova aresta ao digrafo
D,,_1 escolhida uniformemente ao acaso dentre os arcos que nao estao presentes em D, 1.

Desta forma, conjecturamos a seguinte generalizagao.

Conjectura 5.1.1 (Hoppen—Parente-Sato). Sejam Dy, ..., Dy(,—1) 0 processo de digrafo alea-
tério e k um inteiro positivo. Temos que t(D,,) = k no momento em que existem exatamente k
vértices v tais que d”(v) =k —1=46".

Também conjecturamos que a.q.c. 7 = A durante todo o processo do digrafo aleatério como

segue.

Conjectura 5.1.2 (Hoppen—Parente—Sato). O seguinte vale no processo de digrafo aleatorio

Dy, ..., Dym—1y- a.q.c. Para todo 0 <m < n(n — 1), ©(Dm) = AM( D).
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Em [BBCT16], os autores provaram resultados de “hitting-time” envolvendo coloragoes de
arborescéncias. Dizemos que um grafo (digrafo) tem coloragao arco-iris se todas arestas (arcos)
tém cores diferentes. Bal, Bennett, Cooper, Frieze e Pratat [BBCT16] provaram que o “hitting-
time” para as seguintes propriedades é o mesmo para digrafos aleatérios dada uma coloracao
dos arcos onde cada arco recebe uma dentre (140(1))n cores uniformemente ao acaso.

Z : No méximo um vértices de D(n,p) tem grau de entrada zero,

A : D(n,p) tem uma arborescéncia,

R : D(n,p) tem uma arborescéncia arco-iris.
Desse resultado, existem dois problemas interessantes. O primeiro é proposto pelos préprios
autores.
Problema 5.1.3. O “hitting-time” se mantém o mesmo se utilizamos apenas n — 1 cores?

O segundo esta relacionado ao Teorema 3.2.3.

Problema 5.1.4. Qual a quantidade de arborescéncias arco-iris disjuntas em D(n,p)?

De maneira mais geral é possivel estudar variagoes dos problemas acima, onde considera-
mos arvores geradores minimas (arborescéncias) que possuem uma certa propriedade. Para tal,
denote Tp(G(n,p)) (Tp(D(n,p))) como o valor do empacotamento de arvores geradoras (arbo-

rescéncias) disjuntas nas arestas (arcos) com a propriedade P de grafos (digrafos).

Problema 5.1.5. Dada uma propriedade P de grafos (digrafos), analisar o comportamento de
Tp(G(n,p)) (tp(D(n,p)))-

Outro problema bastante interessante que estd relacionado a empacotamentos de arbores-
céncias ¢é estudar o comportamento de D(n, p) para universalidade de arvores orientadas. Dados
inteiros n e A~, denotamos por 71(71, A7) a classe de todas as arvores orientadas com n vér-
tices e grau de entrada maximo limitado por A~. Dizemos que um digrafo D é universal para

T (n, A™) se D contém todas as drvores em T (n, A™).

Problema 5.1.6. Analisar a menor ordem de p tal que D(n,p) é a.q.c. universal para 71(n, A7).

5.2 Torneios

Claramente, a primeira questao que surge dos resultados do presente trabalho é analisar a

densidade assintdotica maxima e sua respectiva familia extremal para T, 510. Utilizando o método
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semidefinido, conseguimos resultados aproximados com valores préximos a 3/20, mas nao con-
seguimos provar que a densidade maxima de T510 é igual a 3/20 nem extrair informagoes que

pudesse nos ajudar a caracterizar a familia assintdtica extremal.

Conjectura 5.2.1. Para todo ¢ € Hom™ (A% R), temos

Problema 5.2.2. Existe ¢* € Hom™" (A%, R) tal que ¢ = ¢* se, e somente se, ¢(T°) = 3/20.

Relembremos agora o resultado provado por Beineke e Harary [BH65] de calcular a densidade

conjunta maxima dos torneios fortemente conexos

max ¢ > p(T;Tont1) : [V(Teng1)| =20+ 15 = > p(T; Rons),
TeSy TeSy

onde S denota o conjunto de todos os torneios fortemente conexos de tamanhos k.

E interessante observar que para a densidade conjunta, a familia extremal é dada pelo ho-
momorfismo carrossel, mas quando analisamos individualmente os torneios fortemente conexos
suas familias assintdticas extremais mudam.

Coregliano [Corl5] provou que a densidade do torneio carrossel com 4 vértices ¢ maximizada
pelo homomorfismo carrossel e propoe a seguinte conjectura que provamos para o caso de 5

vértices no Teorema 4.2.2.

Conjectura 5.2.3 (Coregliano [Cor15)). Para todon > 3, um homomorfismo ¢ € Hom™* (A%, R)

maximiza a densidade de Rg,41 Se e somente se ¢ = ¢R.

Desta forma, é de interesse investigar a densidade individual de torneios fortemente conexos
que detém uma construcao bem definida e crescente na quantidade dos vértices.

Outro problema de interesse é quando desejamos encontrar a densidade assintotica de digra-
fos fixos em torneios. Colombo [Col64] provou que a quantidade maxima de circuitos de tamanho
4 orientados (C_”4) ¢é alcancado no torneio carrossel de ordem 2n + 1. Utilizando o método semi-
definido de &lgebra de flags, conseguimos um resultado igual ao de Komarov e Mackey [KM14]
com relacao a densidade assintdtica de circuito direcionado de tamanho 5 em torneios.

Seja ¢(T,k) a quantidade de circuitos direcionados com k vértices no torneio T, e seja
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c(n, k) = max{c(T,k): T é um torneio com n vértices}. Para k = 5, o resultado segue do Teo-

rema 5.2.4.

Teorema 5.2.4 (Komarov—Mackey [KM14]).

c(n,5) = i(g)

Ademais, Komarov e Mackey [KM14] provaram que a familia dos torneios quase-aleatério é
extremal para c(n,5). Pelo resultado de Coregliano e Razborov [CR16], temos que para k = 3
o homomorfismo ¢q, caracteriza a familia extremal.

Observe que, para k = 3,5, temos que ¢(n, k) é maximizado pelo torneio quase-aleatério
quando k e, para k = 4, pelo torneio carrossel. Entao um problema natural é investigarmos a
funcao c(n, k) para k > 6 e também suas familias extremais. Para tal podemos utilizar a teoria
de algebra de flags para extrair informacoes locais que nos possibilitem analisar o caso geral

¢(n, k) para k > 6 ou outras técnicas combinatdrias.

Problema 5.2.5. Para todo k > 6, analisar a funcao c(n, k) e caracterizar sua familia extremal.
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Apéndice A

Matrizes positivas semidefinidas

Q(TF, Tig) =5

Wy

o o o o o O

Trk
3 Ty

Tr3,2
4

-1
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R

*
Tr3 ,1
4

*
Tr 3
4

o o o o o O

1
—1
—1
1
Tep8t RITS2
1 -1
0 0
-1 1
1 -1
0 0
1 -1
-1 1
-1 1




1 1
0 0
-1 -1
1 1
=5. .
0 0
1 1
-1 -1
-1 -1
R46§,3 Lf§ ng,z ng,l Rf§’23 ng ng,m Rf§,13
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0
Q(T5> 3):12'
0 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
T
0 0
1 1
0 0
0 0
=12. :
0 0
-1 -1
0 0
0 0
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Q(TF, Tns) =

QT3

Try
31
40

43
40

_ 61
200

79
100

_ 241
200

~ 100

1)

Tr%,3

1,L
Trg

2473
6400

363

*
Tr3

43
40

1511
200

131
200

331
100

_ 1253

[\
(S

ot

1600

757
1600

2007
6400

TI‘* 2
3
Tr,

6L
200

131
200

93

i
363
1600

1407
6400

1441
6400

349
1600

OA

Tr,1
79

100

331
100

29
50

187
50

13
25

25

_223
100

_T19
100

Try M
757
1600

1441
6400

4659
6400

12
25

99
3200

*
Trg

—241
200

_ 1253
200

_ 113
25

15

_ 67
100

331
100

11
10

Tra W
2007
6400

349
1600

12
25

2461
6400

Tr




QTS C5) =

_ 123

Q(T3,1)

—18
o A —18
C?(]%, 3)
—18

—18

36

Ck%
3
L,

_ 319
100

367
50

— 159
50

_ 159
50

_16
25

IS

RGie poia
13 13
20 20
_ 150 159
50 50
339 13
100 20
13 389
20 100
39
25 50
7 7
4 4
_ 123 _ 37
50 25
9 123
50 50
TT;L Cg
7 =33
-33 33
—117 33
™ =33
G2 plia
—18 —18
0 0
36 —18
—18 36
36 —18
0 0
—18 36
—-18 —18

94

389
100

— 159
50

13
20

13
20

1,M
Try

—117
33
201
—117

5,23
4

—18

36
—18
36

—18
—18

w3 gl
87 9
50 50
%7
% 4
T 12
1 50
7 _37
1 2
19 13
50 20
367 159
50 50
_ 159 389
5 100
19 13
50 20
W
3
75
—33
—117
75
wi  gGi2
0 —18
—192 0
0 —18
0 36
0 —18
192 0
0 36
0 —18

—18
—18
—18

—18
36




5)
Ty = 2.

—

” 1
Q(T511>CS) = g ’

Q(T3%,1)

d3.3

24
12

153
12
25
12
12

~12

—25

~12

—12

e

Try

C% .2
3
Ry

12

1,M

1
4|16
1
g3 R
6 —6
12 —12
6 —27
24 —6
—6 27
—12 12
—24 6
—6 6
Ty
1
-1 1
4|16
1

95

&
12
25
12
12
12
25
12
12

G%.12
3
Ry

d3,13
4

—24

12
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QT3 Trs) = % :

-~ 1
Q(T512703) = 5 :

96




Apéndice B

Polinomios caracteristicos das

matrizes positivas semidefinidas

35
Porg (@) = a* — 5o

Poery mvs) (@) = 2® — 307,

= 28 — 2427,
55 3450823 255999851

p 4 99 3 2 ‘

us,(7) =27 = o r 4 10o0000% ~ 16382000000°

99
PQ(TS»A) (z) = zt — 800 a’.
s 2549 5 675503 o 149230249 5 133434036319 ,
—_—X

Powrz o (@)

P * = —
Qs ey () = 27 — e’ + ey 500000 © T 400000000
_ 1980952353887 11839377144943 ,  346051162035699
10000000000 200000000000 50000000000000
b, () = o 951 7 5084929 159696453$5+ 125755799203
QTE,CH\ 25 10000 50000 12500000
1934738582639 ,  700918768199117 , 300346502258201
_ . .2
125000000 62500000000 97656250000
48 693
4 3 2
Foerg (@) =a" = Fa"+ 552"
94608 4478976
P ~3)(;1:) = 2% — 12027 + L .

25 125

5
Foeryi (@) = a' = 1a*

12828 327744 9565056
- — 8 _ T 24949 6 5 4
Powyr ap) (@) = — 400" + —p=a? = —pp=a? + =
1
Pz (z) = zt — Zx3
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Porz ) (@) = 2% — 1227 4 152°.

P

Q(Tg2,6§)(x) = 2% — 2627 + 3425 — 92°.
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