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Resumo

O foco central desta tese é o desenvolvimento de algoritmos para o problema de
recoloracdo convexa de caminhos. Neste problema, é dado um caminho cujos vértices
estdo coloridos arbitrariamente, e o objetivo é recolorir o menor nimero possivel de
vértices de modo a obter uma coloragdo convexa. Dizemos que uma coloragdo de um
grafo é convexa se, para cada cor, o subgrafo induzido pelos vértices dessa cor é conexo.
Sabe-se que este problema é NP-dificil.

Associamos a este problema um poliedro, e estudamos sua estrutura facial, com
vistas ao desenvolvimento de um algoritmo. Mostramos vérias inequagdes validas
para este poliedro, e provamos que varias delas definem facetas. Apresentamos um
algoritmo de programagdo dinamica que resolve em tempo polinomial o problema da
separacdo para uma classe grande de inequagdes que definem facetas. Implementamos
um algoritmo branch-and-cut baseado nesses resultados, e realizamos testes compu-
tacionais com instancias geradas aleatoriamente. Apresentamos adicionalmente uma
heuristica baseada numa formulacao linear que obtivemos.

Estudamos também um caso especial deste problema, no qual as instancias consis-
tem em caminhos coloridos, onde cada cor ocorre no méximo duas vezes. Apresentamos
um algoritmo de 2-aproximacéo para este caso, que é também NP-dificil. Para o caso

geral, é conhecido na literatura um algoritmo de 2-aproximacao.

Palavras-chave: recolora¢do convexa, caminho, algoritmo de aproximagao, poliedro,

faceta, branch-and-cut.
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Abstract

The focus of this thesis is the design of algorithms for the convex recoloring problem
on paths. In this problem, the instance consists of a path whose vertices are arbitrarily
colored, and the objective is to recolor the least number of vertices so as to obtain a
convex coloring. A coloring of a graph is convex if, for each color, the subgraph induced
by the vertices of this color is connected. This problem is known to be NP-hard.

We associate a polyhedron to this problem and investigate its facial structure. We
show various classes of valid inequalities for this polyhedron and prove that many
of them define facets. We present a polynomial-time dynamic programming algorithm
that solves, in polynomial time, the separation problem for a large class of facet-defining
inequalities. We report on the computational experiments with a branch-and-cut algo-
rithm that we propose for the problem. Additionally, we present a heuristic that is
based on a linear formulation for the problem.

We also study a special case of this problem, restricted to instances consisting of
colored paths in which each color occurs at most twice. For this case, which is also
NP-hard, we present a 3-approximation algorithm. For the general case, it is known a

2-approximation algorithm.

Keywords: convex recoloring, path, approximation algorithm, polyhedron, facet, branch-

and-cut.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, o conceito central é o de coloragdo convexa de grafos. Dizemos
que uma coloragdo dos vértices de um grafo é convexa se, para cada cor, o subgrafo
induzido pelos vértices dessa cor é conexo.

Investigamos o problema de recoloragdo convexa de grafos, para o caso especial de
caminhos. Neste problema, é dado um caminho colorido nos vértices, e o objetivo é
recolorir um niimero minimo de vértices, de modo a obter uma coloracao convexa. Este
problema foi inicialmente proposto para drvores, em 2005. Desde entdo, apareceram
estudos tanto para o caso especial de caminhos, bem como para grafos arbitrarios.
Sabe-se que este problema é NP-dificil, mesmo para caminhos onde cada cor ocorre no
méximo duas vezes.

Para simplificar, denotamos o problema de recoloragdo convexa de grafos pela sigla
RCG e o de caminhos pela sigla RCC. Usamos a sigla 2-RCC para denotar o caso
especial de RCC em que cada cor ocorre no méximo duas vezes.

1.1 Aplicac¢des

O problema de recolorac¢do convexa de arvores foi introduzido por Moran e Snir [16],
motivado por aplicagdes no estudo de arvores filogenéticas. Tais drvores representam
similaridade e grau de parentesco entre espécies ou grupos de espécies. Mais espe-
cificamente, nas drvores filogenéticas, as folhas representam espécies existentes e os
vértices internos correspondem a seus ancestrais, espécies extintas.

Na construcdo de tais drvores, sdo considerados certos atributos biol6gicos com-
partilhados pelas espécies em estudo. Um tal atributo é chamado caractere, e este pode
ter diversos estados. Por exemplo, no estudo de seres vivos, a forma como as espécies se
locomovem é um caractere, e alguns dos seus estados sao: rastejamento, locomogio na dgua

e no ar.
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As arvores filogenéticas sdo deduzidas a partir de dados conhecidos, de tal modo
que, as espécies que apresentam similaridade entre si, para um dado caractere que esta
sendo avaliado, tém vértices correspondentes mais préximos na arvore.

Usualmente, dada uma &rvore filogenética, ao introduzir um novo caractere, este
atribui a algumas espécies uma cor, dependendo do estado desse caractere na espécie.
Obtemos, dessa forma, uma arvore com uma coloragio total (se todo vértice tem cor), ou
uma arvore com uma coloragdo parcial, ou seja, uma coloragdo que atribui cores somente
a algum subconjunto préprio de vértices.

Neste contexto filogenético, amplia-se o conceito de coloragdo convexa para arvores
tilogenéticas parcialmente coloridas, definindo-se que uma coloragédo parcial é convexa
se esta pode ser estendida a uma coloracgao total convexa.

Dado um conjunto de espécies relacionadas, a reconstrucao filogenética consiste em
obter uma arvore que melhor descreva a evolucdo desse conjunto de espécies. Neste
contexto, dada uma &arvore colorida, uma recoloracdo convexa de custo minimo (a ser
definida mais tarde) define uma filogenia perfeita, segundo Moran e Snir [16].

Maiores detalhes sobre a motivacao filogenética que deu origem ao problema de
recoloragdo convexa podem ser encontrados em [16], [5] e [1] .

1.2 Objetivos e contribuicdes

Nossa motivagdo para estudar o problema de recolora¢do convexa surgiu da consta-
tacdo de que ndo havia na literatura abordagens baseadas em combinatéria poliédrica
para nenhuma das variantes desse problema. Os resultados conhecidos sdo na linha
de algoritmos exatos (de enumeracdo), algoritmos-FPT e algoritmos de aproximacdo.
Decidimos assim investigar esse problema, no caso de caminhos, através de métodos
poliédricos.

Dada uma instancia do problema RCC, que consiste num caminho colorido, asso-
ciamos um poliedro P definido como o fecho convexo dos vetores de incidéncia das
(re)coloragdes convexas desse caminho. Mostramos que este poliedro é o fecho convexo
das solu¢des de uma formulagéao linear 0/1 para o problema RCC, e investigamos sua
estrutura facial.

Exibimos varias classes de inequagdes vélidas para o poliedro P, e mostramos que
varias delas definem facetas. Implementamos um algoritmo de programacao dinamica,
polinomial, que resolve o problema da separagdo para uma classe grande de inequacdes
que definem facetas, chamadas inequagdes de convexidade-generalizada.

Inicialmente, partimos de uma formulagao linear relaxada, com uma classe simples

de inequagdes, que chamamos de inequagdes de convexidade. Apés vdrias tentativas
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infrutiferas de “enxergar inequagdes que cortassem” as solugdes fraciondrias obtidas,
foi apenas através da técnica de “fazer combinagdes de inequagdes e arredondamentos”
que conseguimos encontrar inequagdes que definem facetas. Estas foram novamente
combinadas, e deram origem a novas inequagdes, todas elas obtidas através de arre-
dondamentos.

Implementamos um algoritmo branch-and-bound baseado nos resultados poliedrais
encontrados. Percebemos, através de experimentos computacionais, que essa classe
grande de inequagdes que definem facetas, quando adicionadas a formulagao relaxada
— a medida que sdo encontradas pelo algoritmo de separacdo — em geral produzem
ou uma solugdo inteira, ou uma solugdo fraciondria cujo valor estd bem préximo do
valor 6timo. Apresentamos os resultados computacionais obtidos com esse algoritmo
e outros.

Estudamos também o problema RCC com vistas ao desenvolvimento de um al-
goritmo de aproximagdo, que tivesse um desempenho melhor do que o algoritmo de
2-aproximacgdo, obtido por Moran e Snir [16]

Um algoritmo de aproximagdo caracteriza-se, em termos gerais, pela sua eficiéncia
e garantia de desempenho. Essa garantia de desempenho refere-se a quado préximo a
solucdo devolvida por tal algoritmo de aproximacdo estd de uma solugdo 6tima. Essa
medida é dada em termos da razado dos valores dessas solugdes.

Mais recentemente, em 2009, um caso mais restrito deste problema, que se refere
a caminhos coloridos em que cada cor ocorre no maximo duas vezes, foi provado ser
NP-dificil por Kanj e Kratsch [14]. Para este problema, 2-RCC, obtivemos um algoritmo
de 2-aproximacdo [15].

1.3 Organizacao do trabalho

No Capitulo 2 apresentamos algumas defini¢des bésicas e estabelecemos a notagao
que adotamos neste texto.

No Capitulo 3 mencionamos os principais resultados conhecidos para todas as va-
riantes do problema de recoloracdo convexa de grafos. Exibimos também a prova
apresentada por Kanj e Kratsch [14] de que o problema 2-RCC é NP-dificil.

Exibimos no Capitulo 4 um algoritmo de 3-aproximagéo para o problema 2-RCC.
Apresentamos também o algoritmo de 2-aproximacdo, obtido por Moran e Snir [17],
que foi a fonte de inspiragdo para desenvolvermos o algoritmo de 2-aproximacéo [15].

O Capitulo 5 contém os resultados tedricos sobre o poliedro que associamos ao
problema RCC. Exibimos vérias inequagdes validas para esse poliedro, e provamos

quais delas definem facetas.
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No Capitulo 6 concentram-se os resultados computacionais deste trabalho. Descre-
vemos um algoritmo de separagdo polinomial para uma classe grande de inequacdes
que definem facetas. Mencionamos alguns detalhes sobre o algoritmo branch-and-cut
que implementamos para o RCC. Apresentamos algumas tabelas com os dados dos
experimentos realizados, incluindo aqueles obtidos com o algoritmo de 2-aproximacado
de Moran e Snir, e uma heuristica gulosa que desenvolvemos, baseado numa relaxagao
linear.

Algumas consideragdes finais sdo apresentadas no Capitulo 7.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos basicos sobre grafos, dlgebra linear
e combinatéria poliédrica, mais com a finalidade de estabelecer a notacao.

2.1 Teoria dos grafos

Os conceitos a serem apresentados aqui sdo basicos e podem ser encontrados em
qualquer livro introdutério sobre grafos. Seguimos mais de perto a terminologia usada
no livro de Bondy e Murty [7].

Um grafo G é um par ordenado (V, A), onde V é um conjunto finito de elementos
chamados vértices e A é um conjunto de elementos chamados arestas, sendo que cada
aresta é um par ndo-ordenado de vértices distintos. Quando conveniente, para referir
ao conjunto de vértices (resp. arestas) de um grafo usamos a notagdo V(G) (resp. A(G)).

Observamos que, na maioria dos textos, o objeto que definimos como grafo é cha-
mado de grafos simples.

Se a = {u, v} é uma aresta, dizemos que «a incide em 1 e em v, ou que u e v sdo seus
extremos ou ainda que u e v sdo adjacentes. Também denotamos {u, v} por wuv.

Um caminho num grafo G é uma sequéncia de vértices distintos P = (v1, v, ..., ),
tal que v;v;11 € A(G) parai=1,...,k— 1. Neste caso, dizemos que V(P) = {vy,..., v} e
A(P) = {vjvis1 11 =1,...,k—1}. Dizemos que v; é o inicio e v é o término de P, e que P
é um caminho de v; a vx. O comprimento de um caminho é o nimero de seus vértices
menos 1. Se P = (v1, v, ...,7) é um caminho num grafo, k > 3, e vx e v; sdo adjacentes,
entdo C = (v1,0y,...,0,v1) € um circuito.

Um grafo G é conexo se para quaisquer vértices distintos u e v em G existe um
caminho de u a v. Uma arvore é um grafo conexo sem circuitos.

Se dois grafos G = (V;A) e H = (W,B) sdo taisque V € We A C B, entdo G é
dito um subgrafo de H. Se X C V, entdo o subgrafo de G induzido por X, denotado

por G[X], é o grafo cujo conjunto de vértices é X e cujo conjunto de arestas consiste
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nas arestas de G com ambos os extremos em X. Denotamos por G — W o subgrafo
obtido de G removendo-se W, definido como sendo o grafo induzido por V \ W, isto é
G[V \ W]. Se G é um caminho, entdo um subgrafo de G que é um caminho é chamado
de subcaminho.

Um conjunto de vértices I em um grafo é independente se os vértices de I sdo dois

a dois nao-adjacentes.

2.2 Coloragao, recoloracao e convexidade

Uma colora¢ao de um grafo G = (V,A) é uma fungdo C : V — €, onde C é um
conjunto de cores. Ressaltamos que a coloracdo aqui definida ndo é uma coloragdo
propria, como entendido na teoria dos grafos; trata-se de uma simples atribuicdo de
cores, sem nenhuma restrigao. Um grafo colorido é um par (G, C) que consiste em um
grafo G e uma colorag¢do C de G. Quando G é uma arvore (resp. caminho), referimo-nos
a arvore colorida (resp. caminho colorido). Convencionamos aqui que, se C é uma
coloragdo, entdo C denota o conjunto de cores usadas por C.

Uma coloracdo C de G é convexa se, para cada cor i € €, o conjunto dos vértices com
a cor i induz um subgrafo conexo de G.

Quando a coloracdo de um grafo colorido (G, C) ndo é convexa, é desejavel saber
qudo distante esta coloragdo estd de uma que seja convexa (e que possa ser obtida
com o menor nimero de altera¢des de cor). Tal distancia é definida como distancia de
recoloracao de (G, C). O processo de recolorir os vértices de um grafo colorido (G, C)
consiste em simplesmente alterar a cor de um ou mais vértices de G. Neste processo,
algumas cores da coloragdo inicialmente dada podem ser eliminadas. A nova coloragao
obtida, digamos C’, é chamada uma recoloragao de (G, C). Se ela é convexa, dizemos
que é uma recoloracao convexa de (G, C).

Se C’ é uma recoloragdo de (G, C), definimos o custo de C’, denotado por custoc(C’),
ou simplesmente custo(C’), como |[{v € V(G) : C'(v) # C(v)}I.

Se C* é uma recoloragdo convexa de C e custoc(C*) < custoc(C’) para qualquer
recoloracdo convexa C’ de C, entdo dizemos que C* é uma recoloracdao convexa 6tima
de (G, C), e denotamos custoc(C*) por opt(G, C).

O estudo de recoloragdo convexa de grafos considera dois modelos: sem pesos nos
vértices e com pesos nos vértices. O modelo sem pesos nos vértices é o que consideramos
até agora e serd tratado neste trabalho.

Para o modelo com pesos nos vértices, é dada uma fung¢do peso com valores reais
ndo-negativos sobre os vértices do grafo.

Mais formalmente, neste modelo, a instancia é uma tripla (G, C, w), ondew : V(G) —

R é uma fungdo peso que atribui para cada vértice v um valor real ndo-negativo w(v),
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definido como o peso de v. Para um conjunto de vértices X, o peso de X, denotado
por w(X), é definido como w(X) := }.,.x w(v). Neste caso, o custo de uma recoloracio
convexa C’ de (G, C) é custoc(C’) = w(X(C")), onde X(C") = {v € V(G) : C(v) # C'(v)}.
Analogamente, define-se recolora¢do convexa 6tima como sendo uma recoloragdo con-
vexa de custo minimo.

Claramente, 0 modelo sem pesos pode ser visto como um caso especial do modelo

com pesos, no qual cada vértice tem peso unitdrio.

2.3 Algoritmos de aproximacao

Seja A um algoritmo para um problema de otimizagado P, cujo objetivo é encontrar
uma solugdo para cada instancia I, que seja de menor custo possivel.

Dizemos que A é uma a-aproximacao para P se, para qualquer instdncia I do
problema, o algoritmo A produz em tempo polinomial (no tamanho da instancia I)
uma solugdo A(I) tal que custo(A(I)) < a opt(l), onde a é uma constante ou uma fungao
que depende de I, e opt(I) denota o custo de uma solugdo 6tima para a instancia I.

Problemas nos quais algum parametro k é fixado, sdo chamados de problemas
parametrizados. Dizemos que um problema P é (ou pertence a classe) FPT (Fixed Para-
meter Tractable) com respeito ao parametro k, se existe um algoritmo de complexidade
O(f (k) m®W) para P, onde f é uma funcdo de k que independe de m, o tamanho da
instancia considerada. Para simplificar, chamamos um tal algoritmo de algoritmo FPT.

Para simplificar, na notacdo de complexidade, escrevemos O*(f(n)) em vez de
O(f(n)p(n))), onde p é um polindmio em n. Assim, por exemplo, a notagdo O*(2")
significa O(2" p(n)).

O leitor interessado em algoritmos de aproximagao pode consultar o livro de Ausi-
elloetal. [2] e o texto de Carvalho et al. [8]; para a parte de complexidade parametrizada,
sugerimos o livro de Downey e Fellows [10].

2.4 Conceitos basicos sobre poliedros e programacao linear

Um problema de programacdo linear (PL) consiste em um problema de maximi-
zar (ou minimizar) uma fungdo linear, que deve satisfazer um conjunto de restri¢des
lineares. Estas restrigdes podem ser igualdades e/ou desigualdades.

Um poliedro P C R" é o conjunto solu¢do de um sistema finito de inequacdes
lineares; isto é P = {x € R"” : Ax < b}, onde (A, b) é uma matriz (m X n) + 1. Neste caso,
também denotamos P por P(A, b).

Um problema de programacao linear inteira, ou programa linear inteiro (PLI), é um

PL em que as varidveis podem assumir somente valores inteiros. Quando esses valores
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inteiros sdo apenas 0 ou 1, entdo nos referimos a um PL/01. Enquanto PL’s podem ser
resolvidos em tempo polinomial, PLI’s sdo em geral NP-dificeis.

Formalmente, um programa linear inteiro é um PL da forma

maximize c¢x
sujeitoa Ax < b
n
x € Z

Dado um PLI de maximizagado, digamos P, toda solucgdo vidvel de P é um limite
inferior para o valor da solugdo 6tima. No entanto, existem problemas em que encontrar
boas solugdes vidveis é tdo dificil quanto resolver o préprio PLI. Por outro lado, existem
métodos com os quais podemos encontrar limites superiores para este problema. Um
desses métodos consiste em resolver o problema que se obtém retirando-se a condic¢do
de integralidade, chamado de uma relaxac¢ao linear de .

Um problema z® = max{f(x) : x € T C IR"} é uma relaxagdo de z = max{c(x) : x € X C
7"y se X C T e f(x) > c(x) para todo x € X.

Um vetor x € R" é uma combinacao linear dos vetores x4, ..., x; € R" se, para algum
a=(a,...,q;) €ER, x= Zle a;x;. Uma tal combinacédo linear é chamada

combinacao afimsea; + ar + ... +a; =1;
combinacgio conicase ay,...,a; > 0; e
combinacao convexa se for afim e conica.

Para um conjunto ndo-vazio S € IR", definimos o fecho afim dos elementos de S,
denotado por afim(S), como o conjunto de todos os vetores que sdo combinagdo afim
de um ntmero finito de elementos de S. Define-se analogamente o conceito de fecho
convexo de S, denotado por conv(S): o conjunto de todos os vetores que sdo combinagdo
convexa de um ntmero finito de vetores de S.

Um conjunto S € R" é linearmente independente se para qualquer subconjunto
finito {x1,...,x;} de S, sempre que Zle a;x; =0,onde @; € R, temos que a1 = a, = ... =
a; = 0. Similarmente, S C IR" é afim independente se para qualquer subconjunto finito
{x1,...,x:} de S, Zle a;x; =0,onde a; € Re Zle a; =0,implicaquea; =a, =... =y =
0.

Para S C R", o posto de S, denotado por posto(S), é a cardinalidade de um maior
subconjunto de S que é linearmente independente. Similarmente, posto afim de S, de-
notado por posto-afim(S), é a cardinalidade de um maior conjunto afim-independente
contido em S.

A dimensiao de um poliedro P, denotado por dim(P), é o nliimero méximo de
vetores afim independentes em P menos um. Um poliedro P € R" tem dimensao
plena se dim(P) = n.
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O seguinte resultado serd usado no Capitulo 5.
Proposicao 2.4.1 Seja P C R" um poliedro tal que afim(P) = {x € R" : Ax = b}. Entdo
dim(P) = n — posto(A).

Se P é um poliedro, dizemos que uma inequacdo a’x < x, é uma inequacao valida
para P se a’w < x, para todo w € P.

Dizemos que F é uma face de um poliedro P se F = {x € P : a’x = a,} para alguma
inequagdo valida a’x < ay para P. Uma face F de P é uma faceta se dim(F) = dim(P) — 1.
Se F é uma facetade P e F = {x € P : yx = )}, dizemos que a inequacdo vélida yx < y,
define (ou induz) a faceta F.

Se P tem dimensdo plena, entdo P tem uma descri¢do tinica minimal, dada pelas
inequacgdes que definem facetas de P. Tais inequagdes sao tinicas, a menos de multiplos
escalares; e sdo necessdrias, no sentido de que se uma delas for removida obtém-se
um outro poliedro. Para poliedros de dimensado plena, esse fato facilita a prova de
que certas inequagdes definem facetas. Quando o poliedro ndo tem dimensao plena,
como é o caso do poliedro que estudamos neste trabalho, as inequagdes que sdo validas
para o poliedro ndo sdo expressas de forma tnica, pois podem resultar (de combina¢des
cOnicas de inequagdes e) de combinagdes lineares de equacdes que definem o fecho afim
do poliedro. Isso torna um pouco mais trabalhosa a prova de que certas inequagdes
validas definem facetas.

Resultados e outros conceitos sobre poliedros, programas lineares, dualidade, branch-
and-bound e branch-and-cut podem ser encontrados no texto de Ferreira e Wakabayashi [11]
e no livros de Schrijver [22] e Wolsey [23].
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Capitulo 3

Resultados conhecidos sobre o problema RCG

Neste capitulo, apresentamos os resultados conhecidos para o problema de recolo-
ragdo convexa de grafos, denotado por RCG.

Os primeiros resultados para o problema de recoloragdo convexa apareceram para
arvores e foram obtidos por Moran e Snir [18].

Esses estudos surgiram motivados por sua relacdo com o problema de construgao
de &rvores filogenéticas. Mais recentemente, surgiram na literatura resultados para
grafos arbitrdrios. Em 2007, Chor, Fellows, Ragan, Razgon, Rosamond e Snir [9] intro-
duziram uma versdo generalizada para grafos arbitrarios. Nesta versdo, o conceito de
convexidade que mencionamos pode ser visto como um caso especial de um conceito
mais geral, no qual cada cor pode induzir um certo nimero méximo de componentes
conexos. Neste capitulo definiremos mais formalmente este conceito e os resultados a
respeito.

Na prética, estes estudos se aplicam a redes de interagdo de proteinas, um problema
bastante estudado na Biologia. Em 2008, Kammer e Tholey [13] estudaram o problema
de recoloracdo convexa de grafos como um caso especial de problema de roteadores.

Mencionaremos alguns resultados que encontramos na literatura, alguns dos quais
requerem o conhecimento de certos conceitos, que ndo apresentaremos aqui. Suge-
rimos ao leitor interessado que consulte o livro de Downey e Fellows [10] sobre
(in)tratabilidade parametrizada, classes de complexidade parametrizada (FPT, W[1]),

largura arbérea de um grafo, kernelizacdo, etc.

3.1 Recoloracao convexa de grafos arbitrarios

Apresentamos nesta se¢do alguns resultados conhecidos para o problema de reco-
loracdo convexa de grafos. No que segue, r € um natural positivo.
Lembramos aqui alguns conceitos que foram definidos no Capitulo 2, e que serdo

usados aqui. Um grafo colorido é um par (G, C) que consiste em um grafo G e uma

11
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coloracgdo C de G. Convencionamos que se C é uma coloracdo, entdo € denota o conjunto
de cores usadas por C.

Se C é uma coloragao parcial de G, isto é C atribui cor a um subconjunto préprio
de vértices de G, dizemos que (G, C) é um grafo parcialmente colorido. Os vértices que
nao recebem cor sdo chamados de vértices sem cor. Uma coloragdo parcial é dita ser
convexa e esta pode ser estendida a uma coloracdo convexa total.

Vimos também que uma colora¢do C de G é convexa se o conjunto dos vértices de

cada cor i € € induz um subgrafo conexo de G.

Problema r-Recoloracdo Convexa de Grafos Coloridos Parcialmente (r-RCGP)
Instancia: Um grafo G, um conjunto de cores €, uma coloragdo parcial

C:V — G, onde existem k vértices sem cor.

Questao: E possivel completar C & uma coloragéo total C’ tal que cada cor

induz um subgrafo com no maximo r componentes?

Observe, neste problema, que a colora¢do C’ ndo troca a cor de nenhum vértice da
coloracéao C, isto €, a coloragdo C’ atribuira cores somente aos vértices sem cor de forma
que a coloragdo total seja convexa. Apresentamos a seguir, os resultados conhecidos na
literatura para o r-RCGP.

Em 2007, Chor, Fellows, Ragan, Razgon, Rosamond e Snir [9] mostraram que o
problema 1-RCGP é NP-dificil mesmo quando |€| = 2. Para mostrar isto, apresentaram
uma reducdo usando o problema 3-SAT (problema da satisfatibilidade para instancias
em que cada cldusula tem no maximo 3 literais), que sabemos ser NP-dificil [12]. Para
este mesmo problema, obtiveram um algoritmo FPT de complexidade O*(8"), onde o
parametro k é a quantidade de vértices sem cor.

Esses autores mostraram que o problema 1-RCGP, para grafos com largura arbérea
limitada por t, parametrizado por ¢, pertence a classe XP. Mostraram também que o
problema 1-RCGP parametrizado pela largura arbérea do grafo é FPT.

Para r > 2, esses mesmos autores, mostraram que o r-RCGP, parametrizado por t,
um limitante para a largura arborea do grafo, é W[1]-dificil. A classe W[1]-dificil pode
ser usada para mostrar que certos problemas sdao improvéaveis serem FPT.

Em 2008, Ponta, Hiiffner e Niedermeier [20], melhoraram o algoritmo FPT para o
problema 1-RCGP, abaixando a complexidade de O*(8") para O*(4").

Em 2008, Kammer e Tholey [13] obtiveram para o problema 1-RCGP um algoritmo

de (2 + €)-aproximacdo para grafos com pesos e largura arbérea limitada.
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3.2 Recolora¢io convexa de arvores

Nesta se¢do apresentamos os resultados conhecidos para o problema de recoloracdo
convexa de arvores, que serd denotado pela sigla RCA.

Seja (T, C) uma instancia do RCA, que consiste em uma drvore T com n vértices, e
uma coloracdo C. Um conjunto de cores €’ C € é definido como um conjunto de cores
ruins se cada cor ¢’ € €’ induz um subgrafo desconexo.

Em 2005, Moran e Snir [18] construiram um algoritmo para o RCA de complexidade
O(n B AP), onde B é o namero de cores ruins e A o grau méximo da arvore. Para um
numero fixo de cores, 0 algoritmo é polinomial no tamanho da entrada; logo este é um
algoritmo FPT para o RCA. No mesmo artigo, esses autores apresentaram um algoritmo
de programagao dindmica de complexidade O((8/ log f)f). E por final, mostraram que
se |C| = 2, entdo, existe um algoritmo linear para o problema.

Em 2005, Moran e Snir [17] obtiveram um algoritmo de 3-aproximacdo, no modelo
com pesos, que é quadratico no tamanho da entrada.

Em 2006, Bar-Yehuda, Feldman e Rawitz [3] melhoraram o resultado obtido por
Moran e Snir [17] de 3-aproximacdo, exibindo uma (2 + €)-aproximagdo. Obtiveram
também um algoritmo de programagdo dindmica de complexidade O*((1/€)*4°).

Em 2007, Razgon [21] obteve um algoritmo de complexidade O*(256) para a se-
guinte versdo parametrizada do RCA: o problema consiste em determinar se existe
uma recoloragdo convexa que recolore no maximo k vértices.

Para esta mesma versdo parametrizada do problema, em 2007, Bodlaender, Fellows,
Lagnston, Ragan, Rosamond e Weyer [6] projetaram um algoritmo polinomial para
obter uma kernelizagdo para o RCA reduzindo uma instancia de tamanho n para O(k?)
vértices.

Em 2008, Kammer e Tholey [13] mostraram que o RCA restrito a classe de &rvores
coloridas em que cada cor aparece no maximo duas vezes é um problema NP-dificil.
Para mostrar isto, eles fizeram uma redugdo utilizando o 3-SAT. Para esta classe de
arvores, em 2009, Kanj e Kratsch [14] mostraram um algoritmo exato de complexidade
O*(2029m),

Recentemente, Moran, Snir e Wing-Kin [19] obtiveram um algoritmo de programa-
¢do dindmica de complexidade O*(|€| A**?), onde a é o ntimero de cores ruins, porém
num sentido diferente do apresentado por Moran e Snir [18].

Em 2009, Kanj e Kratsch [14] obtiveram um algoritmo exato para o RCA de comple-
xidade O*(204%4),
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3.3 Recolora¢io convexa de caminhos

Mencionamos anteriormente que Moran e Snir [18] estudaram a complexidade de
calcular a distancia de recoloracdo em arvores, motivados por estudos filogenéticos.
Nesse mesmo estudo, eles mostraram que no caso especial de caminhos (RCC) o pro-
blema ainda permanece NP-dificil, mesmo no modelo sem pesos. Para provar isto,
reduziram o problema 3-SAT para o RCC.

Eles também mostraram que, mesmo para caminhos nos quais toda aresta tem seus
extremos coloridos com cores distintas (os chamados caminhos zebra), o problema
continua NP-dificil.

Moran e Snir [18] construiram um algoritmo de programacao dindmica para o RCC
de complexidade O(B n 2f), na sua versdo com pesos, utilizando o conceito de cobertura
convexa.

Por defini¢do, um conjunto X de vértices é uma cobertura convexa para um ca-
minho colorido (P, C) se a coloragdo parcial Cx = Cljy\x] é convexa, isto é, C pode ser
transformada em uma coloragdo convexa por trocar a cor dos vértices de X.

Em 2005, Moran e Snir [17] apresentaram um algoritmo de 2-aproximacgdo para o
RCC, na sua versdo com pesos, de complexidade O(|C|n). No final do préximo capitulo
apresentaremos esse algoritmo.

Lembramos que denotamos por 2-RCC o caso especial do RCC em que a instancia
consiste em um caminho colorido, onde cada cor aparece no maximo duas vezes.

Em 2009, Kanj e Kratsch [14] mostraram que o 2-RCC é NP-dificil. A redugdo foi
feita usando o problema do conjunto independente maximo. Esse resultado mostra
que o RCC é NP-dificil. Trata-se de uma solugdo mais simples comparada a redugdo
apresentada por Moran e Snir [18] para o problema RCC. Mostraremos este resultado
na proxima segao.

Kanj e Kratsch [14] construiram algoritmos exatos para o 2-RCC de complexidade
O*(2"*), e para 0 RCC, de complexidade O*(2*"/%), ambos para o modelo sem pesos nos

vértices.
3.3.1 Complexidade computacional

Mostraremos nesta sec¢do o resultado obtido por Kanj e Kratsch [14] que estabelece
que o problema 2-RCC é NP-dificil. Com isso, segue que o problema RCC é NP-dificil.
Lembramos que uma instancia do problema 2-RCC consiste em um par (P, C), onde
P é um caminho e C : V — € é uma coloragdo, onde C denota o conjunto de cores

utilizadas pela coloragdo C, e cada cor ocorre no maximo duas vezes em P.
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Vamos mostrar que a versdo de decisdo do 2-RCC, denotado por 2-RCC-Decisdo,
é um problema NP-completo. Uma instidncia da versdo de decisdo consiste em um
par ((P,C), ), onde (P,C) é uma instancia do 2-RCC e ¢ é um inteiro ndo-negativo. O
objetivo é decidir se existe uma recoloragdo convexa de P que troca a cor de no maximo
{ vértices.

Kanj e Kratsch [14] provaram que 2-RCC-Decisdao é NP-completo. Para isso, exibiram
uma redugdo do problema do conjunto independente maximo (PCI) para este problema.

A versdo de decisdo do problema do conjunto independente maximo consiste em,
dado um par (G, k), onde G = (V,A) é um grafo e k € um ntimero inteiro, decidir se

existe um conjunto independente em G de cardinalidade k.
Teorema 3.3.2 (Kanj e Kratsch, 2009) O problema 2-RCC-Decisdo é NP-completo.

Prova Seja ((P, C), {) uma instancia do problema 2-RCC-Decisao. E facil ver que 2-RCC-
Decisdo estd em NP, pois dado um certificado de uma soluc¢do para este problema,
conseguimos verificar em tempo polinomial no tamanho da instancia se, de fato, este
certificado esté correto, ou seja, é uma recoloracdo convexa de P que troca a cor de no
maéximo ¢ vértices.

Vejamos agora como reduzir o problema PCI para o problema 2-RCC-Deciséo.

Dada uma insténcia (G, k) do PCI, vamos construir uma instancia ((P, C), {), de forma
que, se temos um conjunto independente em G de cardinalidade pelo menos k, entdo
temos uma recoloracdo convexa de (P, C) que faz no maximo ¢ trocas. O valor de ¢, que
depende de k, serd indicado a seguir.

No que segue, n(G) := |V(G)|, m(G) := |A(G)| e P = (v1,...,0n).

Descreveremos a construgao formalmente, e também ilustraremos através de um

exemplo como é feita esta construcdo. Considere o grafo G abaixo:

v r

e

Figura 3.1

e Para cada vértice v € V(G), criamos dois vértices v; e v, em P, de mesma cor.

O caminho P consistird de n subcaminhos, que nao se intersectam, cada um dos
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quais é da forma (vy,...,v2), onde v é um vértice de V(G). Estes subcaminhos
sdo chamados de subcaminhos-de-vértices. Veremos a seguir quais sdo os demais
vértices que ocorrerdo em P. Se u e v sdo vértices distintos de G, entdo os vértices
u; e v; devem ter cores distintas.

Para o caso do grafo G da Figura 3.1, onde V(G) = {u,v,1,5,t}, temos que P
contém os subcaminhos-de-vértices (u1,...,us), (v1,...,02), (r1,...,12), (S1,...,52)
e (t1,...,t), sendo a ordem desses subcaminhos em P dada por uma ordem que
tixamos arbitrariamente para os vértices de V(G). Além disso, quaisquer dois
subcaminhos-de-vértices ndo se intersectam. Assim, por ora, para o exemplo da

tigura, temos o seguinte:
P := (Ml,...,U2,...01,...,02,... Jee oy ,...Sl,...,Sz,...fl,...,fz).

Para cada aresta e = uv € A(G), criamos também dois vértices e,,, €,, em P, de
mesma cor, porém com uma cor distinta das ja existentes. O vértice e,, fica no
interior do subcaminho (u1, ..., u;), e o vértice e,, fica no interior do subcaminho

(v1,...,02), formando um subcaminho-de-aresta (e, . . . , €)-

No exemplo em foco, obtemos
P = (ull Cuvy Cuty U2, « « . U1, €y, Coty 702,00y, 7 €rs, 12,

<« 51,€sr,C5t, 52, - . tl/e[S/ Ctvs Ctuy lLZ)

Entre quaisquer dois subcaminhos-de-vértices que sdo consecutivos em P, di-
gamos (Ui,...,uz) e (vq,...,0z), inserimos um ndmero N > m(G) + n(G) — k de
vértices, que chamaremos de subcaminho intermedidrio, onde cada um dos vértices
deste subcaminho tem uma cor distinta dos demais vértices de P. Observe que
teremos um total de (1n(G) — 1) X N vértices para este tipo de subcaminho. Para
simplificar, escreveremos somente N; para representar esse tipo de subcaminho
de P, e consideraremos que N; fica entre o i-ésimo e o (i + 1)-ésimo subcaminhos

de vértices.

P = (ull Cuvy Cut, U2, Nl/ 01, €ouy Coty , U2, NZ/ ’ 7 €rs, 12,
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N3/ 51, €sr, Est, 52, N4/ tl/ Ctss Ctvs Ctus Ctu, tZ)

Seja (P, C) o par construido acima, e seja ¢ := m(G) + n(G) — k. Temos que ((P,C), ) é
uma instancia do problema 2-RCC-Decisao.

Vamos mostrar agora que a redugdo do PCI para 2-RCC-Decisdo tem a propriedade
desejada. Primeiramente, observamos que a construcdo de (P,C) pode ser feita em

tempo polinomial no tamanho do grafo G.

e Suponha que G tenha um conjunto independente I de cardinalidade k. No exemplo
em foco, tomemos k = 2, e I = {u,s}. Vamos descrever uma recoloragdo C; de (P, C)
que faz no maximo ¢ := m(G) + n(G) — k trocas.

1. Para cada vértice w € I, a recoloracdo C; mantém a cor dos vértices w; e w,
que sdo os extremos do subcaminho-de-vértices (wy, ..., w,) em P e recolore
com a cor de w; (que é igual a de w,) todos os vértices que estdo neste

subcaminho.

2. A recoloragdo C; mantém a cor de cada vértice que estd num subcaminho

intermediério.

3. Para cada vértice w € V(G) \ I, a cor do primeiro vértice do subcaminho-de-
vértice (wy, ..., w,) é mantida e o ultimo vértice desse subcaminho recebe a

cor do seu predecessor.

4. Para os vértices dos subcaminhos-de-arestas que ndo foram recoloridos no
primeiro passo e que também ndo sdo um extremo de um subcaminho-de-
aresta que teve o seu outro extremo recolorido no primeiro passo (é o caso
do subcaminho (e, . .., ), no exemplo em foco), aplicamos a mesma ideia
do terceiro passo: o primeiro vértice do subcaminho-de-aresta tem a sua cor

mantida, e o dltimo vértice recebe a cor do seu predecessor.

P = (ull Cuv, Cut, Uo, Nl/ 01, Cou, Cot, /NZI 1 €rs, 12,

N3/ 51, €sr, Cst, S2, N4/ t]/ Cts, Ctos Ctuy tz)-

Afirmamos que a quantidade de trocas de cor feita pela recoloracdo C; é no ma-
ximo m(G) + n(G) — k. De fato, como em G ndo existem arestas com extremos
em quaisquer dois elementos de I, nenhum subcaminho-de-aresta tem seus dois

extremos recoloridos em C;. Portanto, para cada subcaminho-de-aresta trocamos
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a cor de no maximo um dos seus extremos (assim, temos um total de no ma-
ximo m(G) trocas desse tipo). Para cada subcaminho-de-vértice correspondente a
um vértice em V(G) \ I, a recoloracao C; troca a cor de exatamente um dos seus
extremos (lembramos que para os vértices em I, 0s extremos dos subcaminhos-de-
vértices correspondentes tém a sua cor mantida por Cj). Assim, C; faz um total de
n(G)—k trocas relativamente aos extremos dos subcaminhos-de-vértices. Portanto,

a quantidade total de trocas feita pela recoloracdo C; é no maximo m(G) +n(G) — k.

Suponha que (P, C) admita uma recoloragdo convexa que troca a cor de no maximo
t = m(G) + n(G) — k vértices. Vamos mostrar que neste caso G tem um conjunto
independente de cardinalidade k.

Seja C" uma recoloracdo convexa que troca a cor de no maximo ¢ cores, e que

mantém o maior nimero de cores da coloragao C.

Primeiramente, é facil ver que C’ troca a cor de pelo menos um dos extremos de
cada subcaminho-de-aresta.

De fato, isto ocorre porque cada subcaminho-de-aresta contém pelo menos um
subcaminho intermedidrio que tem mais do que ¢ vértices. Além disso, os extre-
mos de cada subcaminho-de-aresta sdo dois a dois distintos. Assim, cada aresta
de G (e portanto pelo menos um dos extremos de um subcaminho-de-aresta) forca

pelo menos uma troca de cor em C'.

Omitiremos aqui a prova do seguinte fato, que pode ser obtida analisando-se os
possiveis casos em que alguma cor de C ndo ocorre mais em C’, permitindo assim

obter uma outra coloragdo que contradiz a escolha de C'.

s .

Fato: O conjunto de cores de C’ é igual ao de C.

Usando o fato acima e a observagao feita anteriormente podemos concluir que
C’ troca a cor de exatamente um dos extremos de cada subcaminho-de-aresta.
Além disso, concluimos que nos subcaminhos intermedidrios nenhum vértice é

recolorido, j& que cada vértice destes subcaminhos possui uma cor tnica.

Como o numero total de vértices recoloridos em C’ é no méaximo m(G) + n(G) — k,
e ha exatamente m(G) trocas de cor correspondentes a um dos extremos de cada
subcaminho-de-aresta (em P), entdo no maximo 7n(G) — k outras trocas podem
ser efetuadas. Estas devem ser trocas correspondentes aos n(k) subcaminhos-
de-vértices. Portanto, pelo menos k subcaminhos-de-vértices tém ambos os seus
extremos com a cor inalterada. Seja I o conjunto dos vértices em G correspondentes

a esses subcaminhos.
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Como C’ troca a cor de exatamente um dos extremos de cada subcaminho-
de-aresta, nenhum subcaminho-de-aresta tem seus dois extremos situados em
subcaminhos-de-vértices correspondentes aos vértices em I. Portanto, em G ndo
existe nenhuma aresta com ambos os extremos em I, ou seja, I é um conjunto

independente. Como I tem pelo menos k vértices, a prova esta completa. O
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Capitulo 4

Algoritmo de aproximacao para o problema 2-RCC

Em 2005, Moran e Snir [17; 18] provaram que RCC, o problema da recoloragio
convexa de caminhos, é NP-dificil, e apresentaram um algoritmo de 2-aproximacao.
Em 2009, Kanj e Kratsch [14] mostraram que o 2-RCC, o caso especial de RCC em que
as instancias consistem em caminhos coloridos nos quais cada cor ocorre no maximo
2 vezes, continua NP-dificil.

Neste capitulo apresentamos um algoritmo de 3-aproximagao para o problema 2-
RCC. Mostramos também que a razdo de aproximagao 3 ¢ justa. Kanj e Kratsch [14]
desenvolveram algoritmos exatos para os problemas RCC e 2-RCC. Nao encontramos
na literatura algoritmos de aproximacao para o 2-RCC.

O algoritmo de aproximagao que descrevemos neste capitulo, chamado Aprox2RCC,
foi inspirado no algoritmo de 2-aproximacado obtido por Moran e Snir [17; 18] para o
problema RCC. O algoritmo que obtivemos é simples de ser entendido e implemen-
tado. No entanto, a andlise de desempenho deste algoritmo mostrou-se relativamente
mais complicada comparada a andlise do algoritmo de 2-aproximacao.

Apresentaremos primeiramente o algoritmo Aprox2RCC que desenvolvemos para
0 2-RCC. Depois disso, mostraremos o algoritmo de 2-aproximacédo para o RCC de Mo-
ran e Snir, que podera ser facilmente entendido, uma vez que os conceitos principais

envolvidos sdo 0os mesmos.

4.1 Preliminares

Demonstraremos primeiramente alguns lemas que serdo usados na andlise do al-
goritmo Aprox2RCC a ser descrito mais adiante.

Para simplificar, convencionamos que —neste capitulo — quando escrevemos cami-
nho colorido (P, C), estamos supondo que (P, C) refere-se a uma instancia do problema

2-RCC. Isto é, no caminho colorido P, cada cor ocorre no maximo 2 vezes. A menos de

21
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mengdo em contrdrio, também supomos que P = (v, ...,v,) e C é o conjunto de cores
usadas pela coloragdo C.

Se (P, C’) é uma recoloragdo convexa de (P, C), entdo lembramos que custo(C’) denota
o ntmero de vértices v em P para os quais C(v) # C’(v), ou seja, custo(C’) é precisamente
o namero de trocas de cor efetuadas por C’. Lembramos também que opt(P, C) denota
o custo de uma solugdo 6tima para a instancia (P, C) do problema em foco (que pode
ser 2-RCC ou RCC).

O seguinte lema tem um papel importante no algoritmo Aprox2RCC. Um dos passos
desse algoritmo é baseado neste resultado.

Lema 4.1.1 Seja (P, C) uma instdncia do problema 2-RCC, com P = (vy,...,vy), € sejam v; e
i1 Vértices em P, tais que C(v;) = C(viy1) = d. Entdo, para toda recoloragdo convexa étima C*
de (P, C), temos que C*(v;) = C'(viy1) = d.

Prova E imediato que se i = 1 oui = n — 1, o resultado vale. Suponhamos entéo que
1 <i<n-1.5ea C" uma recoloragdo convexa 6tima de (P, C). Suponha primeiro que
C" troque a cor de exatamente um dos vértices v;, v;,1; digamos que seja a de v;.

Claro que, C*(vi—1) # C*(vis2), caso contrério a recoloragdo C* ndo seria convexa. Seja
R uma recoloragdo de (P, C) tal que R(v) = C*(v) para todo v # v; e R(v;) = C(v;) = d.
E fécil ver que R é uma recoloragio convexa, ja que C*(v) é uma coloragdo convexa
e R(v;) = R(vis1) = d. Além disso, a recoloracdo R realiza uma troca a menos que a
recoloragdo C*, o que contraria o fato de C* ser uma recolora¢do convexa 6tima. Por
simetria, concluimos que C* ndo troca apenas a cor de v;,1.

Suponhamos agora que C* troque as cores de ambos os vértices v; e v;,1. Neste caso,
podemos supor que C* nédo atribui a cor d a nenhum vértice v; com j <iouj>i+1. De
fato, se isso ocorresse, poderiamos tomar uma outra coloragao, digamos C, que é igual
a C', a menos do fato de que os vértices com a cor d em C* recebem em C uma outra
cor distinta de d. Neste caso, custo(E) < custo(C"), ja que cada ocorréncia da cor d em
C" implica que houve uma troca de cor em C*, e portanto ao substituir a cor 4 por uma
outra nio vai tornar a coloracdo C mais onerosa do que C". (A contradicdo que vamos
obter em seguida poderia ser obtida com C no lugar de C*.)

Vamos analisar separadamente os seguintes dois casos: C*(v;) # C'(vis1) e C'(v;) =
C*(vi+1)-

Caso (a) C'(v;) # C*(vi31)-
Neste caso, vale que C*(vi-1) # C'(vis2), jd que C* é convexa. Seja R uma

recoloragdo de (P, C) tal que R(v) = C*(v) para todo v ¢ {v;, vi1} e R(v;) =
R(v;41) = d. Claramente, R é uma recoloracdo convexa de (P, C). Além disso,
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R faz duas trocas a menos que a recolorac¢do C*, contrariando a otimalidade
de C".

Caso (b) C*(v;) = C*(vi41)-

Neste caso, podemos ter C*(vi_1) # C*(vis2) ou C*(vi_1) = C*(vis2). Para o caso
em que C'(v;-1) # C'(vis2), tomando a recoloracdo R definida no caso (a),
novamente contrariamos a otimalidade de C*.

Para finalizar, considere o caso em que C*(vi—1) = C*(vis2) := f.

Seja v; o primeiro vértice em P tal que C'(v;) = f; e seja v, o tltimo vértice
em P tal que C*(vx) = f. Como a cor f ocorre no méximo 2 vezes em C, entdo
(pelo menos) um dos intervalos I; := [j,i — 1] ou I, := [i + 2, k] contém no
maximo um indice p tal que C(v,) = f.

Caso (b.1) Se for o intervalo I;, considere a recoloracdo R’ assim definida:
R'(v)) =C(v)paral <t <jR(v) =dparaj<t<i+1,eR'(v;) =C(v)
para i+ 1 < t < n. Claramente, R” é uma recoloracdo convexa de (P,C).
Além disso, R’ faz menos trocas que a recoloragdo C*. Portanto, R” contraria

a otimalidade da recoloragédo C".

Caso (b.2) Se for o intervalo I, assim como no caso anterior, podemos facil-

mente construir a partir de C*, uma recoloracdo que contraria a otimalidade

de C.
Concluimos, portanto, que nao existe uma recolora¢dao convexa 6tima que recolore

ambos os vértices v;, vi41. Com isso, completamos a prova do lema. O

Seja (P, C) uma instancia do 2-RCC, onde P = (vy,...,v,). Dizemos que um vértice

v; em (P, C) é colorido fracamente se:

(a) v; é vértice interno de P;
(b) nao existe em P nenhum outro vértice com a cor de v;;

(c) ambos os vizinhos de v; ttm a mesma cor, isto €, C(v;_1) = C(vj41).

No algoritmo Aprox2RCC os vértices coloridos fracamente sdo tratados de uma
forma diferenciada. Basicamente, estes sdo removidos do caminho P, conforme expli-
camos a seguir.

Suponha que (P, C) tem um vértice v; colorido fracamente. Seja (P’, C’) o par obtido
de (P, C), assim construido:
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2

e [’ é o caminho obtido de P removendo-se o vértice v; e acrescentando-se a aresta

{0i21, Vs };

z

e a coloracdo C’ de P’ é arestricio de Ca P, isto é, C' = C|p..

Este procedimento cria em P’ um (novo) par de vértices adjacentes que tém a
mesma cor. Dizemos que um tal par (v;_1, vi41) de vértices de mesma cor é um par forte
em P (e em P’). Se (P’,C’) tem outros vértices coloridos fracamente, repetimos esse
procedimento para cada um destes vértices até obtermos um caminho sem vértices
coloridos fracamente. Obtemos assim um novo caminho que chamamos de caminho
forte.

Denominamos de fase de limpeza a sequéncia de operacdes realizadas para se obter
a partir do par original (P, C) um novo par (P’,C’), onde P’ é um caminho forte.

Na Figura 4.1 ilustramos a construgdo de um caminho forte.

PC):ABAEFHEGIGLLMHMNRN R

| identificamos os vértices coloridos fracamente

ABAFEFH IGLLMHMNRNR

| removemos todos eles

P,Cy:AAEFH LLMHMNRNR
(P’,C’) ¢ um caminho forte

Figura 4.1: Ilustragdo da fase de limpeza.

O resultado a seguir mostra uma forte relagdo que existe entre opt(P, C) e opt(P’, C’).

Lema 4.1.2 Seja (P, C) uma instincia do problema 2-RCC que tem k vértices coloridos fraca-
mente. Seja (P, C") o par obtido de (P, C) apds a fase de limpeza. Entio opt(P, C) = opt(P’, C’)+k.

Prova Primeiramente observamos que é imediato que opt(P, C) < opt(P’,C’) + k. Para

isto, basta notar que uma solugdo vidvel para a instdncia (P,C) pode ser obtida da
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seguinte forma: toma-se uma solugdo 6tima, digamos (P’, C*) para a instancia (P’,C’), a
qual sabemos, pelo Lema 4.1.1, mantém inalterada a cor original dos pares fortes. Assim,
tomando-se essa solugdo (P’, C*), podemos obter uma solugdo vidvel para a instancia
(P,C) estendendo-se a coloragdo C* a P, simplesmente atribuindo-se, a cada vértice
colorido fracamente, a cor do par forte correspondente. Claramente, essa solucdo viavel
para a instancia (P, C) faz opt(P’, C’) + k trocas de cor. Assim, opt(P, C) < opt(P’,C’) + k.

Vamos agora provar que opt(P,C) > opt(P’,C’) + k. Seja (P, C*) uma solugdo 6tima
para a instancia (P,C) do problema 2-RCC que mantém o maior ntimero possivel de
pares fortes com sua cor original.

Suponha que C* troque a cor de um par forte (v;_1, vi41) de P. Suponha que C(v;_1) =
C(vi+1) = d. Vamos analisar dois casos possiveis.

Caso (a) A recoloragdo C* troca as cores de v;_1 e de vj,1.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que C* nédo atribui a cor d a
nenhum vértice de P (se houver em C* vértices com a cor d estes podem
receber uma outra cor, sem aumentar o custo da recoloracdo obtida, e sem

diminuir o ndmero de pares fortes que continuam com a cor original).

Seja Ca coloracao assim definida: E(vi_l) = E(vi) = E(vm) =de E(v) = C(v)
para v € {v;_1,v;, vis1}. Claramente, C é uma recoloracdo convexa de (P,C), e
faz menos trocas do que a recoloragdo C*. Mas isto contraria a otimalidade
de C*, e portanto este caso ndo ocorre.

Caso (b) A recoloragdo C* troca apenas a cor de um dentre v;_; e V1.

Suponha que C* troca a cor de v;_;. Seja C a coloracio como definimos abaixo:
C(vi_1) = C(v;) = d e C(v) = C'(v) para v ¢ {vi_1,v;}. Note que, C*(v;41) = d.
Claramente C é uma recoloracdo convexa de (P,C) e custo(E) < custo(C”).
Como C* é uma recoloragdo 6tima, concluimos que CeC' tém o mesmo custo.
Mas como C mantém a cor do par forte (vi_1, vis1), temos uma contradigdo a
escolha de C*.

Concluimos entdo que C* mantém todos os pares fortes de P com a cor original.
Portanto, C* necessariamente troca a cor de cada vértice colorido fracamente atribuindo-
lhe a cor do par forte correspondente.

Considere agora a coloragao C que é a restricdo de C* aos vértices de P’. Claramente
C é uma recoloracdo convexa de (P’,C’). Logo, custo(E) > opt(P’, C"). Como custo(g) =
opt(P, C) — k, temos que opt(P, C) > opt(P’,C’) + k, como queriamos demonstrar. O

Os lemas 4.1.1 e 4.1.2 sugerem a concepg¢do de um algoritmo para o 2-RCC baseado

num algoritmo para o caso especial em que os caminhos sao fortes. Veremos como fazer
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i$s0 na proxima secao.

4.2 Algoritmo para o problema 2-RCC-Forte

Para facilitar, chamamos de 2-RCC-Forte o problema 2-RCC restrito a caminhos
fortes.

Veremos em seguida um algoritmo de aproximacdo para o problema 2-RCC-Forte.
Antes porém, precisamos introduzir algumas defini¢des e a notacdo que serd usada.

Para um par (P,C), e uma cor d € C, seja
Cld] :={veV({P): C(v) =d}.

O algoritmo que veremos baseia-se fortemente no seguinte conceito. Se Q é um subca-
minho de P, definimos a multa de d sobre Q, com respeito a C, como

multa;(Q) = 51V(Q) N Wil + [7(Q) N Clall.

Ou seja, multa; (Q) é calculada somando-se % para cada vértice em Q que ndo possui
a cor d, e somando-se 1 para cada vértice de cor 4 que ndo estd em Q. Se Q = 0, entdo
multa; ¢(Q) = |C[d]|. Intuitivamente, um subcaminho sobre o qual a multa de uma cor
d é baixa, é um forte candidato a receber a cor 4 na recoloragdo procurada. Isso motiva
o conceito de multa minima de uma cor, que definimos logo a seguir.

Observamos que a multa de uma cor d sobre um subcaminho é sempre relativa a
uma certa colora¢do. Quando esta coloracdo, digamos C, esté clara pelo contexto, em
vez de escrevermos multa; c(Q), escrevemos simplesmente multa;(Q).

Exibimos na Figura 4.2 alguns exemplos de multas.

Para cada cor d, supondo que a coloragdo C esteja clara pelo contexto, denotamos
por m; a multa minima de d assim definida:

m; = min{multa,;(Q) : Q é um subcaminho de P}.

1
4 2/
Q é formado por dois vértices adjacentes de cor d e quando Q é formado por um vértice

Observe que para qualquer cor d, temos que m; € {0, 5, 1}. Temos que m, = 0 quando
de cor d, tal que este vértice € a tinica ocorréncia da cor d em P; m’; = 1/2 quando Q
¢ um subcaminho de 3 vértices cujos extremos tém a cor d; my =1 quando a distancia
entre as duas ocorréncias da cor 4 é maior que 2.

Somente quando m; = 1 podemos ter mais de um subcaminho Q tal que m,(Q) = 1.

Para este caso estabelecemos uma regra de desempate que veremos abaixo.
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Q
(P.C):AAEFH LLMHMNRN R
multay(Q) = 3.1+1.0=3
Q/
—
(P.C):AAEFH LL M HMNRNR

multay(Q) =1.0+1.1=1

Figura 4.2: Cdlculo de multas para dois subcaminhos distintos.

Para cada cor d, estamos interessados num tnico subcaminho B; para o qual
multa(B;) = m;. Convencionamos entdo o seguinte critério de desempate para de-
finir B; de maneira tinica. Sejam v; e v; vértices de cor d em P, onde j > i + 3. Se
C(vi-1) # C(viy1) entdo B, := (v;), caso contrario, By := (v;). Apenas quando uma cor
ocorre duas vezes em P, em vértices que estdo a uma distancia maior que 1, pode
ocorrer empate. Nos demais casos, ndo ocorre empate.

Na Figura 4.2, a multa minima da cor H ocorre quando Q é o subcaminho que
tem apenas o primeiro vértice de cor H, e também quando Q é o subcaminho que tem
apenas o segundo vértice de cor H.

Para cada cor d, o subcaminho B; é chamado de bloco. Dizemos que um vértice em
P é livre se este ndo pertence a nenhum bloco.

Adiante, definimos formalmente como cada bloco B, é encontrado (veja o algoritmo
AchaBloco).

Antes de prosseguir, mencionamos algumas observagdes que seguem das defini¢des

anteriores, e que serdo lteis para o entendimento do préximo resultado.

e Para cada cor d, o bloco B; comeca num vértice de cor d e tem no maximo 3

vértices.

e O primeiro vértice do caminho P, digamos de cor d, sempre pertence ao bloco Bj.
(Note que se m; = 1 entdo B; = (v1), pela regra de desempate.)

e Se um bloco B; = (v) estd contido num bloco By, entdo v é o vértice do meio do
bloco By, e hda um outro bloco B,, que ocorre antes de By, e que contém um vértice
de cor d no meio.
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e Cada vértice pertence a no méximo 2 blocos.

e Quando dois blocos B, e By se intersectam em mais do que um vértice, entdo esses
blocos tém as cores (d, f,d) e (f, 4, f).

O algoritmo de aproximacao AproxRCC-Forte

Descrevemos a seguir o algoritmo AproxRCC-Forte para o problema 2-RCC-Forte.
Este algoritmo por sua vez, utiliza uma subrotina que chamamos de AchaBloco, que
encontra, para uma cor 4, o bloco B;. Sua descrigdo é apresentada em seguida.

Em linhas gerais, o algoritmo AproxRCC-Forte primeiramente encontra, para cor 4,
o bloco B,. A ideia bésica é que cada bloco B, ajudara a definir a cor que seus vértices
receberdo. Quando um bloco B; ndo intersecta nenhum outro, entdo os vértices em
B; recebem a cor d. Quando um vértice v pertence a mais do que um bloco, entdo v
recebe a cor do bloco que o contém e que comega antes. Para implementar essa ideia, o
caminho P é percorrido a partir de seu inicio: se é detectado que um vértice v pertence
a um bloco B; entdo v e todos os demais vértices do bloco B; recebem a cor d (ndo
importando se By intersecta outro bloco). Quando se chega ao fim desse bloco By, o
proximo vértice w ou € livre ou estd num outro bloco, digamos By (que € o tnico bloco
que contém w). Se w é livre, entdo w recebe a cor do seu predecessor, caso contrério, w
recebe a cor f. (Observamos que essa tltima situa¢do ocorre no passo 6 do algoritmo
AproxRCC-Forte.)
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Algoritmo AproxRCC-Forte

Entrada: Um par (P, C), onde P é um caminho forte, P = (vy,...,v,), € 0 conjunto
de cores de C é C.

—

Saida: (P, C), uma recoloracao convexa de (P, C).
Subrotina: AchaBloco encontra para uma cor d o bloco Bj.

1 paracadad € C, seja B; < AchaBloco((P, C), d)

2 de C(vn)

3 parai=1atén faca

4 se v; € B; ou v; é livre

5 entiao E(vz-) —d

6 sendo seja k tal que v; € By
7 E(Ui) —k dek

8 devolva (P, E)

Algoritmo AchaBloco

Entrada: Um par (P, C) e uma cor 4.
Saida: Bloco B; em P (sobre o qual a multa da cor d é minima)
1 sejaio menor indice tal que C(v;) = d.
se existe j > i tal que C(v;) =d
entdose j <i+2

entdo By = {v;,..., v}

2

3

4

5 senao se C(v;_1) # C(viy1)
6 entdo B; = {v;}
7 sendo B; = {v;}
8 sendo B, = {v;}

9

devolva B,

Vale observar que o algoritmo AchaBloco pode ser implementado de modo que
o caminho P seja percorrido uma tnica vez para descobrir, para toda cor d, o bloco

B,; correspondente. Ou seja, ndo é preciso percorrer P cada vez que uma nova cor 4 é
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considerada (conforme se deduz da descricdo de AchaBloco).

Para um melhor entendimento do algoritmo AproxRCC-Forte, exibimos na Fi-
gura 4.3 uma instancia para o problema 2-RCC-forte e a solugdo devolvida pelo al-
goritmo AproxRCC-Forte.

PC): AAEFH LLMHMNRNR

| Para cada cor d, encontramos B, (execugdo do passo 1)

Ba Br By Br B By
— — —
(PC): AA F H LL MHMN RN R
~—
Bg

U Execucdo dos passos 2 a 8

PC): AAEFHHGGLLMMMNNN R

Figura 4.3: Execugdo do algoritmo AproxRCC-Forte.

Analise de desempenho do algoritmo AproxRCC-Forte

Para simplificar, usaremos a seguinte notagdo condensada na prova do préximo teo-
rema. Se C(v;) = d;, para j < i < k, podemos expressar isso escrevendo C(v;, 01, ..., V) =
(d]/ dj+1/ SRR dk)

Teorema 4.2.1 O algoritmo AproxRCC-Forte é uma 3/2-aproximagio para 2-RCC-Forte.
Além disso, a razdo 3/2 é justa.

Prova E facil ver que a recoloracio C devolvida pelo algoritmo AproxRCC-Forte é
convexa. Isto segue do fato de que o algoritmo percorre o caminho P a partir do seu
inicio, e sempre que comega a atribuir uma nova cor, digamos d, esta cor é atribuida
sequencialmente a todos os vértices do bloco B, e aos vértices livres que seguem este
bloco, se existirem; e depois disso, essa cor d ndo é atribuida novamente, pois para cada
cor d existe um tinico bloco B,.

Vamos provar que

custo(C) < gCUStO(E)/

onde (P, E) é uma recoloragdo convexa qualquer de (P, C).
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Primeiramente, vamos mostrar que

custo(C) < Z m;,
deC

onde m; éa multa minima da cor d, com respeito a C.
Para simplificar, chame de S* a soma }_ c¢ 71
Observe que

custo(C) = Z foeV(P):Cv)=d e C)=d, d #d)|.

deC

Para provar que custo(C) < Y.dee M, vamos mostrar que, se uma cor d sofre t; > 0
trocas, entdo o custo f; é “pago” por um conjunto de uma ou mais multas minimas, cuja
soma é pelo menos f;. Além disso, cada multa minima é usada para pagar no maximo
uma troca.

Seja d uma cor que é trocada pelo algoritmo. Suponha que C(v;)) = d e E(vi) =d.
Neste caso, v; é livre ou v; € By.

Antes de analisarmos cada caso, considere a Figura 4.4, onde exibimos todos os

tipos possiveis de blocos, e o comportamento do algoritmo AproxRCC-Forte.

BA B[: BH BL BM BN
— — ——
(PC):ADA F H L D LMHMN RN R
S— N~——
BD BI\7

| Ap6s execugdo dos passos 2 a 8

(C):AAAEFHH LLLMMMNNNR
CU.S’[O(E)=5

Zm;:mj4+m13+mg+m;+m}{+mg+m2+mjw+m§v+mj{
deC
=1/24+1+1+0+1+0+1/2+1/2+1/2+1/2

=11/2

Figura 4.4: Tipos de blocos de multa minima.

e Se v; é livre, entdo B; = (v;), onde j < i — 2. (Na Figura 4.4, podemos tomar como

v; 0 segundo vértice com a cor £, e neste caso, vj € o primeiro vértice com a cor
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)- Note que, o vértice v; ndo tem a sua cor trocada pelo algoritmo. Assim, t; =1

eem S temos a multa m; = 1 que paga t,.

e Sev; € By, entdo By = (vi_1,0;, vis1) € C(vi-1) = C(vi41) = d’. Analisamos a seguir os

possiveis casos para Bj.

- B; = (v). Neste caso, existe v; com j < i—2 tal que C(vj_1,v},v;41) = (f, 4, f),
para alguma cor f distinta de d’. Entdo o algoritmo troca a cor de v; (além de

trocar a cor de v;) e portanto, t; = 2. Por outro lado, m); = 1 e m), = m; =1/2.

Como os vértices com as cores f e d’ em C continuam com essas cores em C
(isto é tf = ty = 0), podemos pagar {; com a soma n; + M + Mg = 2. (Na
Figura 4.4, podemos tomar como v; o segundo vértice com a cor D, e neste

caso, v; € o primeiro vértice com a cor D.)

- By = (v)).

Caso (a). Se j < i— 2, entdo C(vj_1) # C(v;41). Logo, E(v]-) = C(v;), ou seja, a
cor d de v; ¢ mantida, e portanto {; = 1. Como m, = 1, essa multa paga por
ts. (Na Figura 4.4, podemos tomar como v; o segundo vértice com a cor H, e
neste caso, v; € o primeiro vértice com a cor H )

Caso (b). Se j > i+ 2 temos duas possibilidades: C(v;_1) = C(v;41) ou C(v;_1) #
C(vj41). No primeiro caso, C(v;_1, v}, vj+1) = (f, d, f), paraalguma cor f distinta
de d’. Como C(v;_1,v;,vi41) = (d',d,d"), entdo t; = 2. Como os vértices com
as cores f e d’, em C, continuam com essas cores em C (isto &, tr =ty = 0),

L +mt =

podemos usar 11z, e m’; para pagar por t;. Assim, a parcela nz; + m;, +

1+1/2+1/2 =2 paga por t,.
No segundo caso, isto ¢, quando C(v;1) # C(vj41), a segunda ocorréncia
da cor d é mantida, e portanto o algoritmo faz apenas a troca da primeira
ocorréncia da cor d. Neste caso, como m, = 1, essa troca estd computada em
S

- Bd = (vi/ vi+1/vi+2)'
Neste caso, temos que C(vi_1,v;, Vi1, vir2) = (d',d,d’,d), ou seja, os blocos
By e B; se intersectam nos vértices v; e v;1. Entdo t; = 1 (s6 a primeira
ocorréncia de d é alterada) e a cor d’ que ocorre em C é mantida. Como
m;y +m;, = 1/2+1/2 = 1, essa soma paga por t;. (Na Figura 4.4, tomar v;
como o primeiro vértice de cor R

Com isso, provamos que

custo(E) < Z ;.
deC
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Agora vamos mostrar que }_ce 17, < %custo(a), para qualquer recoloracdo convexa
(P,C) de (P, C).

Para cada cor d € €, denote por Qu 0 subcaminho de P formado pelos vértices de
cor d em C. Note que, QiNQu =0 para quaisquer cores distintas d e d’, ja que C é uma
coloracao convexa.

Assim, temos que

Z m; < Z multad(éd),

deC deC
onde as multas sdo relativas a coloracao C.

Por outro lado,

Y multay(Qn) = Y % '{vi € V(P):Cw)=d e C(v;) % d}‘

de@ de@
+ ‘{vi € V(P): Clv) #d e C(v;) = d}‘

= (3/2)|{o; € V(P) : C(w) # C(01)|
= (3/2)custo((~f).

Portanto, para qualquer recoloragdo convexa (P, E) de (P, C), temos que

custo(/C\) <) m, < multad(éd) = Ecus’to(é).
d 2

deC deC

Isto vale, em particular, para uma recoloragdo convexa 6tima. Logo, temos que
-~ 3
custo(C) < Eopt(P, O).

Como o algoritmo AproxRCC-Forte é linear no comprimento do caminho, segue
que ele é uma 3-aproximagdo (polinomial) para o 2-RCC-Forte.

Resta agora mostrar que a razdo de aproximacéo 3/2 é justa. Para isso, considere a
seguinte instancia (P, C), ilustrada na Figura 4.5.

Note que, para cada subcaminho indicado na Figura 4.5, o algoritmo AproxRCC-
Forte faz 3 mudancas de cor, e com isso devolve uma recoloracdo Ctal que custo(E) = 3k.
Por outro lado, uma recoloragdo 6tima C* é tal que custo(C*) = 2k, conforme ilustramos
na Figura 4.5. Isso mostra que a razdo 3/2 do algoritmo AproxRCC-Forte é justa.

Com isso, concluimos a prova do teorema. m|
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By, By, B, By, By, Bbk B, Bdk
e —— e —— o —— e ——
ai bl C1 a1 dl dl b] C1 oo Qg bk Ck aj dk dk bk Ck
——
subcaminho 1 subcaminho 2 subcaminho k

Instancia (P, C)

(PC): aybycicididydydy ... abycycrdi di dy dy

(PC): myarayaydydybycy ... agagay ag dy dy by cx

Figura 4.5: A razdo 3/2 do AproxRCC-Forte é justa.

4.2.2 Algoritmo de aproximacao para o problema 2-RCC

Descrevemos a seguir o algoritmo Aprox2RCC, para o problema 2-RCC, que faz

uso do algoritmo AproxRCC-Forte visto na se¢do anterior.

Algoritmo Aprox2RCC

Entrada: (P, C), uma instancia do 2-RCC
Saida: (P, E), uma recoloracdo convexa de (P, C)
Subrotina: AproxRCC-Forte para o problema 2-RCC-Forte
1  Seja (P’,C’) o caminho forte obtido de (P,C) /*fase de limpeza*/
(P, E) «— AproxRCC-Forte (P’,C’)
para cada v; em P faca
sev; ¢ V(P)

2

3

4

5 entdo C(v;) «— C(vi_1)
6 sendo C(v;) « C(v;)
7

devolva (P, E)

Note que, nos passos 3 a 5, o algoritmo acima estende a P a colorac¢do obtida para o

caminho forte P’ (conforme ideia usada na prova do Lema 4.1.2).

Usando o Lema 4.1.2, mostramos a seguir que o algoritmo Aprox2RCC herda a

razao de aproximagdo do algoritmo AproxRCC-Forte.

Lema 4.2.3 Se o algoritmo AproxRCC-Forte é uma a-aproximagio para o problema 2-RCC-

Forte, entdo o algoritmo Aprox2RCC é uma a-aproximagio para o problema 2-RCC.
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Prova Nao é dificil ver que a recoloracao (P, C) devolvida pelo algoritmo Aprox2RCC
é uma recoloracdo convexa de (P, C), j& que esta é quase igual aquela devolvida pelo
algoritmo AproxRCC-Forte aplicado a (P’,C’). Como os vértices que estdo em P, mas
ndo estdo em P’ (os coloridos fracamente), recebem a cor do par forte correspondente,
isso garante a convexidade da coloragao C.

Vamos agora provar que o algoritmo Aprox2RCC preserva a razao de aproximacdo «
do algoritmo AproxRCC-Forte.

E imediato que o custo da recoloragio (P, (~I) devolvida pelo algoritmo Aprox2RCC
é igual ao custo da recoloragdo (P’, E) (devolvida pelo algoritmo AproxRCC-Forte)
acrescido de k. De fato, essas k trocas adicionais devem ser computadas porque os
vértices coloridos fracamente tiveram sua cor trocada (veja o passo 5 do Algoritmo

Aprox2RCC). Temos entdo as seguintes desigualdades:

custo(E) = custo(E) +k
< aopt(”,C)+k 4.1)
= a(opt(R,C)—k)+k (4.2)
= aopt(P,C)—(a—1)k
< aopt(P,C). (4.3)

A primeira desigualdade 4.1 acima segue do fato de que (P, C) foi obtido pelo algo-
ritmo AproxRCC-Forte aplicado a (P, C’), que é uma a-aproximacao. A igualdade 4.2
segue do Lema 4.1.2, e a desigualdade 4.3 segue do fato de que @ > 1. Concluimos
assim que o algoritmo Aprox2RCC é uma a-aproximagdo para o 2-RCC. Vale notar que
se o0 algoritmo AproxRCC-Forte é polinomial, entdo Aprox2RCC é polinomial. |

Juntando os resultados vistos anteriormente, temos o seguinte resultado para o

algoritmo Aprox2RCC.

Teorema 4.2.4 O algoritmo Aprox2RCC é uma 3/2-aproximacio para o problema 2-RCC.
Além disso, a razdo 3/2 é justa.

Prova A razdo de aproximacdo segue do Teorema 4.2.1 e dos lemas 4.1.1 e 4.2.3.
O exemplo dado (Figura 4.5)para mostrar que a razdo 3/2 é justa para o algoritmo
AproxRCC-Forte, mostra que razdo 3/2 também é justa para Aprox2RCC. |

4.3 Sobre o algoritmo de aproximacao para RCC

Comojd mencionamos, Moran e Snir [17], projetaram um algoritmo de 2-aproximacao
para o problema RCC, de complexidade O(|C|n). Chamamos este algoritmo de AproxRCC-
MS.
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O algoritmo que projetamos para o problema 2-RCC foi inspirado no algoritmo de
Moran e Snir que se baseia na ideia de multas e blocos, conforme apresentamos na
descricao do algoritmo AproxRCC-Forte. A diferenca bésica é na defini¢do de multa de
uma cor, que Moran e Snir definiram como segue.

Se Q é um subcaminho de P, definimos a multa de d sobre Q, com respeito a C,
como

multagc(Q) = V(Q) N Cld]l + [V(Q) N Cld]l
Ou seja, multa;(Q) é calculada somando-se o nimero de vértices em Q que ndo
possuem a cor 4 e o nimero de vértices de cor d que ndo estdo em Q.

Os conceitos de multa minima, bloco, vértice livre sdo definidos como apresenta-
mos para o algoritmo Aprox-RCC-Forte. No caso do algoritmo Aprox-RCC-MS, quando
ha mais de um subcaminho de multa minima para uma cor d, pode-se tomar qualquer
um deles para ser o bloco By.

Vale aqui destacar que Moran e Snir consideraram a versao com pesos do problema
RCC, que chamamos de RCC-Pesos. Assim, vamos considerar agora o algoritmo de
2-aproximacgdo para o0 RCC-Pesos, denotado a seguir por AproxRCC-MS-Pesos.

Lembramos que, no problema RCC-Pesos, a instancia consiste em uma tripla (P, C, w),
onde w é uma funcdo peso que atribui para cada vértice v um valor real ndo-negativo
w(v), definido como o peso de v. Para um conjunto de vértices X, o peso de X, denotado
por w(X), é dado por w(X) = Y ,.x w(v). Neste caso, o custo de uma recolora¢do convexa
C’ de C é custoc(C’) = w(X(C")), onde X(C’) = {v € P : C(v) # C'(v)}. Dizemos que C’ é
uma recolora¢do convexa 6tima se C’ é uma recoloragdo convexa de custo minimo.

Seja (P, C, w) um caminho colorido com pesos. Para uma cor d e um subcaminho Q
de P, definimos a multa de d sobre Q, com respeito a C, como sendo

multag,c(Q) = w(V(Q) N Cld]) + w(V(Q) N C[d]).

Observe que, multa; c(Q) é a soma de duas parcelas: uma delas é a soma dos pesos
dos vértices que pertencem ao subcaminho Q e ndo estdo coloridos com a cor d, e a
outra parcela é a soma dos pesos dos vértices que ndo pertencem ao subcaminho Q e
estdo coloridos com a cor 4. Tal como convencionamos antes, quando a colorac¢do esta
clara pelo contexto, escrevemos simplesmente multa;(Q).

Note que, quando w(v) = 1 para todo v € P, temos exatamente a defini¢do de multa
para o AproxRCC-MS que mencionamos no inicio desta secao.

O algoritmo AproxRCC-MS-Pesos usa uma subrotina (linear), apenas citada em [17],
que descrevemos a seguir, chamada aqui de AchaBloco-Pesos. Essa subrotina encontra,

para um dado caminho colorido (P, C,w) e uma cor 4, um bloco B,, ou seja, um sub-
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caminho de P em relagdo ao qual a multa; ¢ minima (tem valor m}). Tal subrotina esta

fundamentada no seguinte fato, cuja prova é bem simples:

O problema de encontrar um bloco B, é equivalente ao problema de encontrar um

subcaminho Q para o qual a diferenga entre a soma dos pesos dos vértices de cord e a

soma dos pesos dos vértices de cor diferente de d é maxima. De fato, basta notar que

vale a seguinte igualdade.

multagc(Q) = w(V(Q) N Cld]) + w(V(Q) N C[d])

= w(V(Q) N Cld]) + (w(V(P) N Cld]) - w(V(Q) N C[d]))
= w(V(P) n C[d]) - (w(V(Q) N Cld]) - w(V(Q) N CLd])).

Como w(V(P) N C[d]) tem um valor fixo, encontrar Q tal que a multa; ¢(Q) é minima
é equivalente a encontrar Q para o qual a parcela w(V(Q) N C[d]) - w(V(Q) N C[d]) é
méxima. E exatamente esse tltimo problema que é resolvido na subrotina que segue.

Algoritmo AchaBloco-Pesos

Entrada: Uma quédrupla (P,C,w,d), onde P = (vy,...,v,) e d € uma cor.

Saida: Um bloco B; em relagdo ao qual a multa de d é minima.

01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12

SomaMax « 0; SomaAtual « 0
je1, k<1, p<1;/*k= inicio e p= fim do bloco procurado */
enquanto j < n faca
se C(v;)) =d
entio SomaAtual « SomaAtual + w(v;)
sendo SomaAtual « SomaAtual - w(v;)
se SomaAtual > SomaMax
entdo SomaMax < SomaAtual; p « j
sendo se SomaAtual < 0
entdo SomaAtual < 0; k— j+1;, p—j+1
je—j+1

devolva B; = (v, ..., v))
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Note que, tal como no caso da secdo anterior, para cada cor d, o bloco B, encontrado
pelo algoritmo acima sempre comeca num vértice com a cor d. Porém, neste caso, o
primeiro vértice de P ndo necessariamente pertence a um bloco: pode ser um vértice
livre.

Em linhas gerais, o algoritmo AproxRCC-MS-Pesos percorre o caminho P a partir
do seu inicio, e faz uso dos blocos para decidir a cor a ser atribuida aos vértices. Como
os vértices iniciais podem ndo pertencer a algum bloco, esses vértices recebem a cor
do primeiro bloco que é encontrado (veja o passo 2). O restante é andlogo ao que ja
descrevemos para o algoritmo AproxRCC-Forte.

Algoritmo AproxRCC-MS-Pesos

Entrada: Uma tripla (P, C,w), onde P = (vy, ..., vy,).

Saida: Uma coloracdo convexa CdeP.

01 Paracadacord € C, seja B; < AchaBloco-Pesos (P, C, w, d)
02  Seja v; o primeiro vértice em P que ndo é livre; seja d < C(v;)

03 wparai=1,...,n faca

04 se v; € B ou v; é livre

05 entio E(vi) — d;

06 senao // v; pertence a um bloco distinto de By
07 seja k tal que v; € By

08 C) —k de—k

09 devolva E

4.3.1 Andlise de desempenho do algoritmo AproxRCC-MS-Pesos

Teorema 4.3.2 (Moran e Snir, 2005) O algoritmo AproxRCC-MS-Pesos é uma 2-aproximagio
para 0 RCC-Pesos.

Prova E fAcil ver que a coloragdo C é convexa. Afirmamos que a coloragdo C é tal que

—

custo(C) < Y, m;. De fato,
custo(C) = ) (w(®;) : C(wy) # C@),

e portanto, w(v;) é computado em custo(E) somente se C(v;) =d e E(?Ji) =d parad #d'.

Pelo algoritmo, C(v;) = d’ somente se v; € By ou v; € livre. No primeiro caso, w(v;)
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é contabilizado em m,. No segundo caso, w(v;) € contabilizado em m;. Em ambos os

*
casos, w(v;) ocorre na soma Y. ;e 117, Logo,

custo(E) < Z m.
d

Seja (P, E) uma recoloragdo convexa qualquer de (P, C). Para cada cor d, denote por éd

o subcaminho de P formado pelos vértices de cor d em C. Entdo temos que

IA

Z n, Z multad(éd)

deC de@

= Z w(v € V(P): C(v) =d e C(v) # d} U {v € V(P) : C(v) # d e C(v) = d})
deC

= 2u(jv € V(P): Cv) % C()})
= 2custo(E).

Logo, para qualquer recoloracdo convexa C de C, temos que
custo(E) < Yamy < 2cust0(5).

Esta conclusdo vale em particular para uma recoloragdo convexa 6tima. Como o
algoritmo ApoxRCC-SM-Pesos é polinomial (quadréatico no comprimento do caminho
dado), segue que ele é uma 2-aproximagdo (polinomial). m]

B, By B
—_——

— —_—
(P,C): aaaa bb...bbcc...ccbb...bbcc...cc
—_—

k-1 k k+1 k+2

(P,E): aaaaaa...aaaa...aabb...bbcc...cc
N e N e N e N

k-1 k k+1 k+2

(P,C): aaaabb...bbbb...bbbb...bbcc...cc

~_—— — —— — — —
k-1 k k+1 k+2

Figura 4.6: A razdo 2 do algoritmo AproxRCC-MS é justa.
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Proposicao 4.3.3 A razdo de aproximagio 2 do algoritmo AproxRCC-MS (e portanto do algo-
ritmo AproxRCC-MS-Pesos) é justa.

Prova Considere a instancia (P, C) do problema RCC mostrada na Figura 4.6.

Note que, o algoritmo AproxRCC-MS devolve uma recoloragdo C que faz 2k — 1
trocas de cor, enquanto uma recoloragdo convexa 6tima C* faz k trocas. Neste caso, a
razdo é 2k — 1/k, e portanto tende a 2 quando k cresce. O

Observamos que Moran e Snir [17] nada mencionaram a respeito de a razdo 2 ser
justa. Também nada mencionaram a respeito de resultados computacionais obtidos com
este algoritmo. Testamos a versdo sem pesos, conforme mostraremos no Capitulo 6. Os
resultados experimentais para instancias geradas aleatoriamente mostraram que na

préatica o desempenho desse algoritmo é muito bom: a razdo de aproximagdo que
obtivemos é proxima de 1,2.



Capitulo 5

Estudo do poliedro associado ao problema RCC

Neste capitulo estudamos o problema da Recoloragdo Convexa de Caminhos, RCC,
sob o ponto de vista poliédrico. Associamos um poliedro ao RCC, e estudamos sua
estrutura facial, com vistas ao desenvolvimento de um algoritmo baseado nesses resul-
tados. Como resultados dessa natureza ndo foram encontrados na literatura, achamos
que tais estudos seriam interessantes, tanto do ponto de vista teérico quanto prético.

Modelar o RCC como um problema de programacdo linear inteira ndo é dificil.
Porém, uma tal formulac¢do, pode ndo ser muito util do ponto de vista pratico, ja
que, em geral, resolver um PL/01 é um problema NP-dificil. Veremos no préximo
capitulo como podemos utilizar a relaxagdo de uma tal formula¢do para desenvolver
uma heuristica para o0 RCC. Neste capitulo, o foco central é o estudo do poliedro
Pu = Pu(P,C) C R™, que definimos como o fecho convexo dos vetores de incidéncia
de recoloracdes convexas de uma dada instancia (P, C).

Exibimos aqui vdrias facetas desse poliedro, que se mostraram bastante tteis no

algoritmo branch-and-cut que desenvolvemos para o RCC.

5.1 Uma formulacdo linear inteira do problema RCC

Para formular o RCC como um programa linear inteiro, consideramos que uma
instancia desse problema consiste em um par (P,C), onde P é um caminho e C é
uma coloracdo de P. Denotamos por V = {1,2,...,n} o conjunto de vértices de P e
por C o conjunto de cores de C. Convencionamos, neste capitulo, que P = (1,2,...,n) e
€ ={1,2,...,k}. Além disso, supomos que n > 3 e k > 3; caso contrario a correspondente
instancia pode ser facilmente resolvida.

Para cada vértice i € V e cor ¢ € €, consideramos uma variavel binaria x;, com o

41
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seguinte significado:

1 se o vértice i recebe a cor c,

Xic =

0 caso contrario.

52

Para expressar a func¢do objetivo, consideramos constantes w;. parai € Vec € C,

definidas como segue:

1 se o vérticeitem a corc,

Wic =

0 caso contrario.

Neste caso, obtemos uma formulagdo 0/1 para o RCC como um problema de maxi-

mizagdo como segue:

maximize E E Wic Xic

1<p<g<r<nceC

i€V ceC
sujeito a Yce Xie =1 ieV
Xpe = Xge + X <1
xi. € {0,1} ieV, ceC.

(5.1)
(5.2)
(5.3)

Observamos que, nessa formulacdo, o objetivo é maximizar o nimero de vértices

de P que tém suas cores mantidas (que é equivalente a minimizar o niimero de vértices

que tém suas cores trocadas). Ou seja, neste caso, opt(P, C) = n — valor 6timo do PL/01.

As equagdes (5.1) impdem que cada vértice deve receber exatamente uma das cores

em C. O conjunto de inequacgdes (5.2) impde que a coloracdo seja convexa. Mais especi-

ticamente, para cada cor ¢ € C, se os vértices p e v, onde r > p + 2, recebem a cor ¢, entdo

os vértices g, parag=p +1,...,r =1, também devem receber a cor c.

5.2 O poliedro associado ao problema RCC

Vamos agora associar um poliedro ao RCC e estudar sua estrutura facial. Para isso,

precisamos estabelecer a notagdo que sera usada a seguir.

Seja (P,C’) uma recoloracio convexa de (P, C), entdo denotamos por x(C’) € {0, 1}

o vetor de incidéncia de C'. Ou seja,

)((C')=(xl-C:1 SZSn,l SCSk)Z X11,X12, - -

-7 X1ks

X21, ..

-7 X2k,

Xuly - -

< Xk |-
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Por exemplo,se P =(1,2,3,4,5,6,7), € ={1,2,3,4} e C’ é acoloragdo convexa

C'=[2]2/4|4|3|3|1],

entao

x(CH)=0,1,0,0(0,1,0,0|0,0,0,1,|0,0,0,1,10,0,1,0|0,0,1,0 | 1,0,0,0 | € R*.

Seja Py := Pur(P, C) o poliedro associado ao problema RCC definido como

P = convix € R : x é vetor de incidéncia de uma recoloracdo convexa de (P, C)}.

O préximo resultado segue facilmente da formulagdo linear 0/1 que exibimos ante-
riormente.

Proposicdo 5.2.1 P, = conv{x € R"™ : x satisfaz (5.1), (5.2) e (5.3)}.

Prova Seja C’ uma recoloragdo convexa de (P,C) e x(C') = (x;; : 1 <i<n,1 <c<
k) o vetor de incidéncia de C’. Vamos mostrar que x(C’) satisfaz (5.1), (5.2) e (5.3).
Claramente, x(C’) satisfaz (5.1) e (5.3). Considere uma cor c € C. Se dois vértices p e r
em P, onde r > p + 2, sdo tais que C’'(p) = C'(r) = ¢, entdo como C’ é uma coloracdo
convexa, segue que todo vértice g, onde p < g < r, deve ter a cor c. Ou seja, se x,c = 1 e
X, = 1, entdo x,. = 1 para todo p < g < r. Portanto, x(C’) satisfaz a inequacao (5.2).
Reciprocamente, se x é um vetor em R que satisfaz (5.1), (5.2) e (5.3), entdo cla-
ramente x é vetor de incidéncia de uma recoloracdo convexa de (P,C). De fato, as
inequagdes satisfeitas por x indicam que cada vértice em P recebe exatamente uma cor,
e que a coloracdo de P definida por x é convexa, ja que a inequacdo (5.2) estd satisfeita.
Com isso, concluimos que P, é o fecho convexo dos vetores em R"™ que satisfa-
zem (5.1), (5.2) e (5.3).
O

Nas proximas se¢des apresentaremos alguns resultados a respeito do poliedro P .

Vamos denotar por Mx = 1 o sistema de equagdes (5.1) presente na formulagao
0/1 que apresentamos para o problema RCC. Mais precisamente, M é uma matriz em

{0, 1} da forma exibida a seguir, onde 1;=11...1 e 0, =00...0.
——— ~—

k k
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[ 1, 0r O ... O]
O 1 Op ... O
M=|0 0 1 ... O
| O Op Op ... 1|

Esta representacéo facilitara o entendimento das provas dos préximos resultados.

Primeiramente notamos que Mx = 1 define afim(®P,x), conforme mostramos em
seguida. Antes de apresentar a prova, lembramos que para um conjunto S, define-se
afim(S) como sendo o conjunto formado por todas as combinagdes afins de elementos
de S.

Teorema 5.2.2 Temos que atim(Px) = {x € Py : Mx = 1}.

Prova Vamos provar que as tnicas restrigdes que sdo satisfeitas com igualdade pelos
pontos de P, sdo combinagdes lineares de Mx = 1.

Seja a’x = ap uma equacdo arbitrdria que é satisfeita por qualquer ponto x € Py.
Vamos mostrar que existe A = (A;) € R” tal que a’ = ATM, implicando que, a’x = a4 é
uma combinagao linear das linhas de M.

Passo 1 - Considere as seguintes k colora¢des convexas C}, paraj=1,...,k (cores),

e seus respectivos vetores de incidéncia x} = )((C}).

Ci=[1[2]2 2| x=[100...00|010...00 | 010...00 ... | 010...00
Cy=|2]2|2|...]2] x=|010...00|010...00 | 010...00 | ... | 010...00

Cl=[3]2]2|...]2| «{=]001...00010...00 |010...00 |...|010...00

Ci=|k|2|2]|...|2| =x=[000...01|010...00|010...00 |...|010...00

Mais formalmente, para j = 1,...,k, temos que

1 j se v=1,
C]'(U) =
2 se 2<v<n.
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Paraj=1,...,k temos que C} é uma coloragdo convexa, e portanto x} € Pu. Logo,

a x =qp,paraj=1,...,k ouseja,
a1 + arn+ +a,, = ay
a1p + darn+ +a,, = ay
a1 + dxp+ +a,», = ap.

Das equagdes acima, segue que 411 = a1 = ... = di;. Seja entdo

51 =4y =dpp = ... = dqk.

Passo 2 - Agora considere as seguintes colora¢des convexas Cjz., paraj=1,...,k e

seus respectivos vetores de incidéncia x? = )((C?).

C? = x?=/100...00 | 100...00 | 010...00 010...00
C2 = x3 =/100...00|010...00 | 010...00 010...00
C: = x3 =/100...00|001...00 | 010...00 010...00
Cl= x; ={100...00 | 000...01 | 010...00 010...00
Mais formalmente, para j = 1,...,k, temos que

se v=1,

Ci(v)=43j se v=2,

2 se 3<v<n.

Novamente, como C2 ¢ uma coloragdo convexa para j = 1,...,k, segue que x? € Puk.

Entdoa x =qag,paraj=1,...,k ouseja,

Ay=day +an+...+ap=an+tadpn+...+a,p=...=dy; +axy+...+a,.
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Portanto, a;1 = ay» = ... = ay. Seja entdo

52 I:ﬂz]':ﬂzzz...:ﬂgk.

Generalizando a ideia apresentada no Passo 1 e no Passo 2, podemos expressar de
um modo unificado o Passo i da seguinte forma:
Passo i (onde i € {1,...,n}). Considere as seguintes colora¢des convexas C;'., para
j=1,...,k eseus respectivos vetores de incidéncia xj. = )((C;).
i
Ci=|1]1|...]1|2]...|2

Co=|1]1|...]2(2]...|2

Co=|1[1]...|k[2]...|2

No i-ésimo passo tomamos k colorag¢des, onde a tnica diferenga entre elas é a cor
do vértice i, que varia de 1 a k. Além disso, note que os vértices que antecedem i tém
sempre a cor 1, e os vértices que sucedem i tém sempre a cor 2.

Mais formalmente, para j = 1,...,k, temos que

1 se 1<v<i,
C;(?J)= j se v=i,

2 se i<v<n.

Usando os argumentos vistos no Passo 1 e no Passo 2, concluimos que os coeficientes

de a” correspondentes a um vértice i sdo sempre iguais, ou seja,

Bii=ap=ap=...=a; para i=1,...,n
Assim,
aT = (ﬁl/' . '/ﬁl/ﬁZ/' . '/ﬁZI' . -/ﬁn;- . -/ﬁn)-
—— — ———
k k k
Portanto, existe A € R” tal que a’ = ATM. Basta tomar A; = ; parai=1,...,n. O

Pelo Teorema 5.2.2 e Proposigdo 2.4.1, segue imediatamente o seguinte resultado.
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Teorema 5.2.3 A dimensdo do poliedro Py é dada por dim(P,x) = (k — 1)n.

Prova Pelo Teorema 5.2.2, sabemos que afim(P) = {x € Py : Mx = 1}. E facil ver
que posto(M) = n, pois M possui n colunas que sdo linearmente independentes. Pela
Proposigdo 2.4.1, dim(P,x) = nk — posto(M). Logo,

dim(P,x) =nk —n = (k- 1n.

5.3 Inequacgdes validas para o poliedro P,

Apresentamos nesta secdo algumas inequacoes validas para o poliedro P,. Veremos,
na préxima se¢do, que algumas delas definem facetas desse poliedro.

E claro que as inequagdes (5.1), (5.2) e (0 < x;. < 1) que definem uma relaxagao linear
de P, sdo vélidas para P,r. O nosso interesse é encontrar outras inequacdes vélidas,
preferencialmente aquelas que definem facetas.

Uma das maneiras de se obter inequagdes vélidas é fazer combinagdo linear de
inequagdes vélidas de modo a obter uma nova que seja gerada depois de um arredon-

damento. Essa técnica sera usada a seguir.

Teorema 5.3.1 [Inequagdes de convexidade-generalizada do tipo t]
Seja ¢ = (p,1,t), onde p,r,t silo inteiros tais que 1 <p <r—1<mn e t <|]. Sejam p; e q;
parai=1,...,tinteiros tais que

p=p1<f<p2<p<...<p<g<r

Entdo para todo ¢ € C, a inequagdo

t
xpl-c - Z xqic + er S 1 (5.4)

t
i=1 i=1

é vdlida para P .

Antes de provarmos este teorema, daremos mais detalhes sobre esta familia de
inequagdes. Primeiramente, note que, cada tripla ¢ = (p,r,t) pode induzir uma ou
mais inequagOes: para cada escolha de inteiros p; e g;, tais que p = p1 < q1 < p» <

o < ... < p: < q < r, temos uma inequacdo correspondente. Nestas inequagdes as
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posigdes p; tém coeficiente 1 e as posi¢des g; tém coeficientes —1. Dizemos que uma tal
inequacdo é induzida por ¢ = (p, 7, t). Também nos referiremos a essas inequagdes como
inequacgoes de convexidade-generalizada do tipo ¢, ou simplesmente inequagoes de
convexidade-generalizada.

Exemplo 1: Considere ¢ = (p,7,1), onde r > p + 2.
Para p = p1 < q1 <r, ainequacdo correspondente, parac € C, é

Xpe = Xgie + Xpe < 1.

Considerando todas as possiveis escolhas de g1, ou seja p < g = q; < r, para quaisquer

p e r, temos as inequagdes (5.2), que ja vimos anteriormente.

Exemplo 2: Considere ¢ = (p,7,2), onde r > p + 4.
Para cada escolha de q1,p, e g» tais que p = p1 < q1 < p2 < g2 < 1, temos uma
inequagdo da forma

Xpe = Xgie + Xpye = Xgpe + Xre < 1.

Daremos a seguir um exemplo mais especifico. Para isto, tomen =7 e ¢ = (1,6, 2). Para

este caso, temos as seguintes inequagdes, para cada cor c € C:

X1 —Xpe +X3c —X4c +xec < 1
X1e —Xpc +X3c —X5c  TXec < 1
X1c  —Xoc +X4e —X50 +Xee < 1
X1c —X3c +Xge —Xso +Xee < 1.

Prova do Teorema 5.3.1

Provaremos que as inequagdes de convexidade-generalizada do tipo ¢, t > 2, sdo
validas, usando o fato de que inequagdes de convexidade-generalizada do tipo j, onde
j < t sdo vélidas.

As inequacgdes de convexidade-generalizada do tipo 1, abaixo reproduzidas, sdo
precisamente as inequagdes (5.2), que sabemos serem vélidas para P, pela Proposi-
¢do 5.2.1.

Xpe = Xge + X <1 1<p<g<r<n, ceC.

Usando o fato de que inequagdes induzidas por ¢(p, 1, 1) sdo vélidas, vamos provar a
validade de uma inequagdo induzida por ¢(p, r, 2). Para isto, fixe uma cor c, e considere

a soma das seguintes trés inequagdes vélidas,onde 1 <p=p; <q1 <pr < g <.



5.3 INEQUACOES VALIDAS PARA O POLIEDRO Pyk 49

Xpe  —Xge  FXpye <1
HXppe  —Xge X <01

Xpc —Xge  FXe <1

2pe —Xge F2Xpe —2Xge +2Xx, < 3.

Temos assim que a inequagao 2x,. — X,,c + 2Xp,c — 2Xg,c + 2X,. < 3 é valida para P .

Somando essa inequagdo com a inequagao de nao-negatividade —x,,. < 0, obtemos

2xXpe — 2Xgic + 2Xpye — 2Xgc + 2% < 3.

Dividindo a inequacédo acima por 2, obtemos:

Xpe = Xgic + Xpye = Xgpe + Xpe < 5

Como os vértices do poliedro P, sdo vetores bindrios, podemos arredondar o termo

a direita da inequacdo acima, e obter a seguinte inequagdo mais forte, que certamente
é vélida para P:

Xpe = Xgie + Xpye = Xgpe + Xpe < 1. (5.5)

Provaremos a seguir a validade de uma inequacdo induzida por ¢(p,r,3), para
ilustrar melhor o processo de combinagdo e arredondamento. Uma prova para um ¢t
qualquer sera feita depois.

Para t = 3, fixe uma cor ¢, e considere as seguintes inequacdes vélidas, onde 1 < p =
PI<qG1<p2<q2<p3s<qgz<t.

Considere a inequagdo obtida pela soma das seguintes quatro inequagdes validas

para P
Xpe  —Xge  FXpe  TXge  HXpge <1
FXppe  Xgpe  FXpe  —Xge X <01
Xpe —Xgsc +x,. < 1
qic =
2 —2Xg A2Xp e —2Xge H2Xpe —2Xge +2X < 3.

Dividindo a inequagédo acima por 2 e fazendo o arredondamento, obtemos:

Xpe = Xgie F Xppe = Xgpe + Xpye = Xgge + Xpe < 1. (5.6)

Procedendo de forma andloga ao que fizemos para os casos t = 2 e t = 3, podemos
provar que inequagdes induzidas por @(p,1,t), t > 4, sdo validas para P,. Note que

para obter a validade para o caso ¢(p, 1, t), para a escolha de indices 1 <p < g1 < p; <
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Go < ... <pi-1 < g1 < pr < g <1 < n,somamos quatro inequagdes, a saber:
e a inequacdo induzida por @(p,p:, t — 1), para a escolha de indices p < q; < p, <
2 <...<Pt-1 <1 <Py

e a inequagdo induzida por @(p,, 1, t — 1), para a escolha de indices pr < g2 < ... <
Pt < Clt <t

® ainequagao Xy — Xy + X < 1;
¢ e ainequacdo de ndo-negatividade —x,,. < 0.
Depois disso, dividimos por 2 a inequacdo obtida, e fazemos o arredondamento.
O

Observamos que o ntimero de inequagdes de convexidade-generalizada do tipo ¢
cresce com n. Para cada ¢, estas sdo obtidas de um processo de combinagdo e arre-
dondamento de inequagdes do tipo t — 1, cada uma das quais definem facetas, como
veremos na proxima segdo. Podemos ter inequagdes desse tipo para t = 1,2,..., [ %]
Esse fato é um forte indicio de que o posto de Chvatal (Chuital rank) de P, seja O(n).
Nao explicaremos aqui este conceito, mas o leitor interessado podera consultar o li-
vro de Schrijver [22]. Vale ressaltar que Bockmayr, Eisenbrand, Hartmann e Schulz
[4] provaram que o posto de Chvétal de qualquer politopo P C [0,1]? é no maximo
O(d®logd).

Exibimos a seguir solu¢des que satisfazem as inequagdes de convexidade-generalizada

do tipo t e ndo satisfazem uma inequacdo de convexidade-generalizada do tipo t + 1.
Exemplo para f = 1:

Seja x uma solugdo do PL relaxado, tal que
(X1e, X2, X3¢, Xae, X5c) = (0.6,0.3,0.6,0.3,0.6).

Para a cor ¢, essa solugdo satisfaz as inequagdes do tipo 1, mas nao satisfaz
a inequacdo (do tipo 2) x1c — xpc + X3¢ — Xgc + x5 < 1.
Exemplo para f = 2:

Seja x uma solucdo do PL relaxado, tal que
(x1¢, X2¢, - - ., X7¢) = (0.5,0.3,0.5,0.3,0.5,0.3,0.5).

Para a cor ¢, essa solugdo satisfaz as inequagdes do tipo 1 e do tipo 2, mas

ndo satisfaz a inequagdo (do tipo 3) x1c — Xpc + X3¢ — Xuc + X5c — Xee + X7 < 1.
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5.4 Inequacdes que definem facetas do poliedro P,

Nesta se¢cdo provamos quais das inequagdes validas para o poliedro P, — vistas
na secdo anterior — induzem facetas. Analisamos as inequagdes triviais e também as
inequacoes de convexidade-generalizada do tipo .

O seguinte resultado bésico (veja [11]) serd usado para provar que certas inequagdes
definem faceta de P,.

Proposicdo 5.4.1 Seja P = P(A,b) um poliedro e F uma face nio-trivial de P. As sequintes
afirmacoes sdo equivalentes:

a) F é uma faceta de P;
b) dim(F) = dim(P) - 1;

) Seja a’x < ag uma inequagio vdlida para P tal que F = {x € P : a’x = ay}. Entdo para
toda inequagio b"x < by vdlida para P, tal que F C {x € P : bTx = by}, temos que existe
a€R, a>0,eumvetor A € R8P, tal que b = aa” + AT Ajgep) (e by = atg + ATbig)),
onde Ajq(p) € conjunto das inequagdes de Ax < b que sdo satisfeitas pelos pontos de P com
igualdade.

Como consequéncia do Teorema 5.2.2 e Proposi¢do 2.4.1, podemos reescrever a
proposi¢do acima no caso especifico do poliedro P, da seguinte forma.

Proposicao 5.4.2 Seja P, o poliedro para o problema RCC e F uma face ndo-trivial de P, As
sequintes afirmagoes sio equivalentes:

a) F éuma faceta de Py,

b) dim(F)=(k—-1)n-1;

) Seja a’x < ay uma inequacdo vdlida para P tal que F = {x € Py : a’x = ag}. Entdo para
toda inequagdo b"x < by vdlida para Py, tal que F C {x € Py : b'x = by}, temos que
existe « € R, @ > 0, e um vetor A € R", tal que b™ = aa” + ATM, onde M é a matriz
definida na Segdo 5.2.

Primeiramente, vamos analisar as inequagdes de ndo-negatividade. Como provare-

mos a seguir, estas definem facetas do poliedro P.
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Teorema 5.4.3 Para todo vértice i € V e toda cor ¢ € C, a inequagdo x;. > 0 define uma faceta
do poliedro P .

Prova Fixei € V e uma cor c. Seja a’x > a9 a inequagédo correspondente a x;. > 0.
Seja b'x > by uma inequagao valida para P tal que

Foi={x€Py:a'x=ay} CF,:={x € Py :b"x= by

Para mostrar quea’x > 4y define uma faceta de P, pela Proposigdo 5.4.2, precisamos
provar que existe uma constantea > 0, « € Reum vetor A € R" taisque b’ = aa” +ATM.

Mostraremos agora a relacdo existente entre os coeficientes de b, onde
T _
b - (blll" '/blk1b21/'~'/b2k1"'/bill"'/bi(:/'"/bik/"'/bnll"'/bnk)'

Suponha, sem perda de generalidade, que ¢ # {1,2}. (Podemos supor isso, pois k > 3.
Em principio, no lugar de 1 e 2 podemos tomar quaisquer duas cores distintas de c.)
Considere as seguintes coloragdes convexas e seus respectivos vetores de incidéncia

(tal como fizemos na prova do Teorema 5.2.2).

Cl=l1]2|2]...[2| «1=[100...00]010...00|010...00 ... |010...00

Cy=|2(2|2|...]2| x=[010...00|010...00 | 010...00 ... |010...00

Cl=|c|2|2|...|2| «x!=/0...010...0{010...00 | 010...00 | ... | 010...00

Ci=|k|2|2]...]2] x=/000...01]010...00 | 010...00 | ... | 010...00

Cada um desses vetores de incidéncia pertence a F, pois satisfaz a equagao x;. = 0.
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Como F, C Fj, cada um desses vetores satisfaz b’x = b. Isso implica que
b11 + b22+ +bn2 = bo
b12 + b22+ +bn2 = bo
blc + b22+ +bn2 = bo
blk + b22+ +bn2 = bo.
. = bic = ... = byx. Denote por f; esses

Das equagdes acima, segue que by; = by = ..

coeficientes comuns (relativos ao vértice 1 e a todas as cores).

Agora tome as seguintes coloragdes convexas e seus vetores de incidéncia:

x; =|100...00 | 100...00 | 010...00 010...00
x5 =/100...00 | 010...00 | 010...00 010...00
=1100...00|0...010...0 | 010...00 010...00
x; ={100...00 | 000...01 | 010...00 010...00

Cada um desses vetores de incidéncia pertence a F, e portanto a F,. Logo, eles

satisfazem a equacdo b’x = by, donde segue que

bll + b21+

bll + b22+

b11 + b2C+

bll + b2k+

+bn2 = bo
+bn2 = b()
+bn2 = bo
+b,n = by.



54 ESTUDO DO POLIEDRO ASSOCIADO AO PROBLEMA RCC 5.4

Portanto, by; = by = ... = by = ... = by. Analogamente, denote por f, esses coeficientes

comuns (relativos ao vértice 2).
Procedendo de forma analoga, para todo j, j # i, concluimos que
by =bjp=...=bj paratodo j#i.

Para estudar b;., considere os vetores de incidéncia das seguintes colora¢des conve-

Xas.

=11 1 |2 2
Ch=|1]1]. 2 |2 2
C ., =1|1|...]c=1]2 2
C,, =11 c+1|2 2
Co=1{1]...] k |2]...]2

Como os vetores de incidéncia dessas coloragdes estdo em Fj, concluimos que
bi =bp=...=Dbics1 =bjct1 = ... = bix.

Denote por f; esses coeficientes comuns (relativos ao vértice i e a todas as cores, a

menos da cor c).
Assim, temos que b” é da forma:

b =|Br..Bi| BBl | BiveBibicBioBil - | Pr---Pr

Agoratome A; :=f;paraj=1,...,n,ea:= b — i E facil ver que b" = aa” + ATM.
Resta provar que a > 0. Para isto, tome as seguintes duas colora¢des convexas e seus

respectivos vetores de incidéncia w, e w,. (Lembramos que c # 1.)

Ci=|clc|...lcl|c w;=00...1...00/00...1...00(...]00...1...00

C=1|1|...|/1|1 w, ={10...0...00|10...0...00|...]10...0...00
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Note que ambas as coloragdes sdo convexas, e portanto w; e w, sdo pontos do poliedro.

O vetor w, pertence a face I, (pois pertence a F,). Entdo bTw; > by e b'w, = by, e portanto,
Bri+...+Pici+bic+Pinn+...+pu=by e Pit+...+Bi+...+ B, =bp.

Dessas inequagdes concluimos que b;. > f8;, e portanto « := b;. — f; > 0. Logo, pela
Proposigdo 5.4.2, temos que x;c > 0 define uma faceta de P. O

Proposicao 5.4.4 Para todo vérticei € V e toda cor ¢ € C, a inequagio x;. < 1 ndo define uma
faceta de Pyy.

Prova Fixei € Ve c € C. Considere a seguinte equacdo valida para P.
Xp+Xp+ ...+ Xe+...+xp=1. (5.7)
Somando essa equacdo com as seguintes inequagdes de ndo-negatividade
-x;<0 para j=1,...,n, j#g

obtemos a inequacéo x;. < 1. Logo, esta inequagdo ndo define uma faceta de P. O

Vamos agora analisar as inequagdes de convexidade-generalizada do tipo ¢, onde

t > 1. Lembramos que na se¢do anterior vimos que essas inequagdes sdo vdlidas para
Pk

Teorema 5.4.5 Para toda cor ¢ € C, a inequago xpc — Xge + X < 1, onde 1 <p <qg<r<n,

define uma faceta de P .

Prova Fixe uma cor ¢ e vértices p, g, 7, tais que 1 < p < g < r < n, e chame de a’x < ag
a inequagao correspondente a x,. — X, + X, < 1. Pelo Teorema 5.3.1, essa inequagéo ¢é
valida para Py.

Seja bTx < by uma inequacgdo valida para P tal que
Foi={xePyu:a'x=ay) CFy:={x€Pu:bx=bh).
Vamos mostrar que existe uma constante real @ > 0 e um vetor A € R” tais que

bT = aa” + ATM.

Vejamos primeiramente a relagdo existente entre os coeficientes de b, onde

bT:(bll,...,blk,...,...,bpc,...,...,ch,...,brc,...,bnl,...,bnk).
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Tal como fizemos na prova do Teorema 5.4.3, vamos exibir colora¢des convenientes
para obter o que desejamos. No que segue, f e d sdo cores em C, distintas de c.
(@) Paral<i<p e j€ €, defina C; como segue:

f se 1<v<ij,
C;(U)Z j se v=i, (5.8)

c se i<v<n.

Tomando-se os vetores de incidéncia dessas coloragdes, e procedendo como

na prova do Teorema 5.4.3, concluimos que

Bii=bn=bp=...=by para 1 <i<p.
(b) Parag<i<r e j€ C, defina C;comoem (5.8).

Tomando-se os vetores de incidéncia dessas coloragdes, podemos concluir

que

ﬁl‘::bﬂ:biz:...:bﬂ( paraq<i<r.

(c) Parap<i<g e je€C, defina C;'. como segue:

c se v<i
C;(v) =4j se v=i, (5.9)

f se v>i

Tomando-se os vetores de incidéncia dessas colorag¢des, concluimos que

Bi:=bn=bp=...=by para p <i<q.
(d) Parai>r, j€ €, defina C; como em (5.9).

Analogamente concluimos que

Bi:=bn=bp=...=Dby para r<i<mn.
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Considere a coloragdo C’; paraj€ C\ {c}:

d
j
f

c

CI; (v) =

se

se

se

se
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per Dge € Dy

1<v<p,

v=p,
p<ov<r,

(5.10)

r<ov<n.

Claramente, os vetores de incidéncia dessas k — 1 colorac¢des pertencem a F, C F,

donde concluimos que os coeficientes de b relativos ao vértice p sdo todos idénticos, a

menos do coeficiente b,.. Denotamos por 3, esses termos idénticos.

Analogamente, considerando as coloragdes abaixo, C? e C; para j € C\{c}, concluimos

que os coeficientes de b relativos ao vértice g (resp. r) sdo todos idénticos, a menos dos

coeficientes b, (resp. b,.). Denotamos por ; (resp. f8;) esses coeficientes idénticos.

a

Cl(o) =

Cio) =1
]
f

Em resumo, temos que b’ é da forma:

se

se

se

se

se

se

1<v<y,
v=yq, (5.11)

g<v<n.

1<v<y,
gsv<r,
(5.12)
v=t,

r<ov<n.

Bi-..p1 By BpbyucPy---Bp Bg---BabocBy---By Br-- BrbwPr...Br
Considere agora as seguintes colora¢des convexas:
P q r
— — —
C =(c..., ¢ ,¢.., € ,Cpee., C ,...,0)
P 1 r
N — —
C=(Cc..., ¢ feee, f feee, f oo f)
p q v
— — A
CG=¢(f--, f freees f oo, €0
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O vetor de incidéncia w; da coloragdo C;, para i = 1,2,3, pertence a F, e portanto
pertence a F,. Logo, temos que b’ w; = by.
De b"w; = by e b"w; = by, segue que

bge = =bye + By + By (5.13)

De b'w, = by e b'w; = by, temos que

bre = bye — By + Br- (5.14)

Sejam a := b,. — B, e A;:=p;parai=1,...,n. Neste caso, temos que

aa” + ATM = (B1, ..., Bpboes - - Bar —bypc + Bo + Bas -+ Brsbpe — Bp + Brs o1 Br)-
———— ————
:ch =by.
Usando as igualdades (5.13) e (5.14), concluimos que

b' = aa” + ATM.

Para concluir a prova, resta provar que a := b, — f, > 0. Para ver isto, tome as
seguintes coloragoes:

’
¢ =(c..., ¢ ,¢,..., C ,Ceu., C ,...,0)

"= fen f Jfiee, ¢ o0, C o ,...,0).

2

Note que a coloragdo C’ é convexa e seu vetor de incidéncia w’ pertence a F,, e portanto
pertence a Fj,, donde segue que bTw’ = by.

Ja a coloragdo C” é convexa, mas seu vetor de incidéncia w” ndo pertence a F,, porém
pertence a P. Logo, b'w” < by, j& que b’z < by é uma inequagéo valida para P Da
igualdade e da desigualdade mencionadas, temos que

bpc + by + bye = by 2 By + by + by,

donde segue que b,. > 5, e portanto a > 0. Como queriamos demonstrar.
Com isso, pela Proposicao 5.4.2 concluimos que a inequagao x,. — x,c + X, < 1 define
uma faceta de P. O

A seguir mostraremos que as inequagdes de convexidade-generalizada tipo ¢, onde
t > 2, também definem facetas de P,. A prova que faremos é praticamente uma

generalizacdo da prova que fizemos para as inequagdes tipo 1.
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Teorema 5.4.6 [Inequacoes de convexidade-generalizada do tipo t definem facetas]
Para toda cor ¢ € C, a inequagio

xpic - Z xqic + X < 1/

t t
i=1 i=1
ondel<p=p1 <1 <p2<Go<...<pr <Gt <71 =p1 <n,t>2, define uma faceta de Pyy.

Prova Fixe uma cor c¢ e vértices p,q1,p2,92,-..,P,qe, 1, tais que 1 < p = p1 < q1 <
P2 << ...<p<q <r<mnt2>2 Seja axT < ap a inequagdo correspondente

a Zf-:l Xpe = Zle Xgc + Xre < 1. Pelo Teorema 5.3.1, essa inequacéao € valida para P .

Seja b" < by uma inequagéo valida para Py tal que
F,i={xe€Pu:a'x=ay) CFy:={xe€Py:bx=b.

Vamos provar que existe uma constante real @ > 0 e um vetor A € R” tais que
P q
bT = aa” + AM.

Estabeleceremos primeiro a relacdo existente entre os coeficientes de b, onde
T _
b - (blll" -/b1k1b21/-'-/bZk/---/bill--~/biC/-~-/bik/-~-/bnl/-~-/bnk)-

Assim como foi feito no Teorema 5.4.5, tomamos coloragdes definidas como segue, cujos
vetores de incidéncia pertencem a F, e portanto a F;. Dessa forma, obtemos em cada
conjunto de coloragdes que definimos, uma relagdo entre os coeficientes de b’. No que
segue, d e f sdo cores em C, distintas de c.

(@ Paral<i<p=p; e j€C, considere:

f sel<v<i,
C?(U) =4j sev=i,

c sei<v<n.

Relacionando os vetores de incidéncia de cada uma dessas coloragdes, temos
que
Bi:=bn=bp=...=by para 1 <i<p.

(b) Parap,<i<gqp,ondel=1,...,t, e j€C, tome:
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c sel<v<i
Cilo)=1j sev=i

f sei<v<mn.

Novamente, relacionando os respectivos vetores de incidéncia dessas colo-

ragoes, temos que

Bi=bn=bp=...=Dby para py<i<ge, ondef=1,...,¢t

(b1) Quandoi =g, ondef=1,...,t, podemos tomar uma coloragdo como
acima definida, considerando apenas o caso em que j € €\ {c}. Neste caso,
concluimos que os coeficientes de b relativos ao vértice i sdo idénticos, a

menos do coeficiente b;.. Denotamos tais coeficientes por f3;.

(c) Parag,<i<pei,ondel=1,...,t e je€C, considere a seguinte coloragao:

f sel<v<i,
C;(U)= j sev=i

¢ sei<v<mn.

Dos respectivos vetores de incidéncia dessas colora¢oes, obtemos que

‘Bi = bil :bz‘Z =... :bik para Qg<i<p[+1, ondele,...,t.

(c1) Quandoi=p,ondel =1,...,t, podemos tomar as seguintes colora-
¢Oes, considerando apenas o caso em que j € C\ {c}. Neste caso, concluimos
que os coeficientes de b relativos ao vértice i sdo idénticos, a menos do

coeficiente b;.. Denotamos tais coeficientes por f;.

f se 1<v<i,

’ j sev=i,
C]‘(v):
d sei<v<r,

c serfv<imn.
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(c2) Quando i = r, considere as seguintes colora¢des, onde j € C\ {c}.

c sel<v<p,

. se p<0v<T,
= ="
j sev=r,

d ser<v<n.

Neste caso, concluimos que os coeficientes de b correspondentes ao vértice

r sdo todos idénticos, digamos f,, a menos do coeficiente b..

(d) Parar<i<n e jeC, considere:

c se l1<v<i,
Cilo)=1j sev=i

f sei<v<n.

Relacionando os vetores de incidéncia das coloragdes acima, temos que
Bi:=biy=bp=...=Dby para r<i<n.

Em resumo, concluimos que

Bi:=biy =bp=...=Dby para i & {p1,q1, ..., Pt Pre1)-
Também concluimos que os coeficientes de b, relativos ao vérticei € {p1,q1, ..., pt, Pre1}
sdo todos idénticos, a menos dos coeficientes b;., e os denotamos por f;.
Sejam
a:=by—py, e
Ai=p; parai=1,...,n

Afirmamos que b” = aa” + ATM. Para provar isso, precisamos mostrar que

+bPC_ﬁP+ﬁi se iE{PZ/---/le},

_bPC +18P +ﬁi se Z € {%/‘h;- . -/qt}-

>
=
[

(5.15)

Como aideia da prova é andloga aquelas vistas anteriormente, vamos apenas indicar

as coloragdes convexas que produzirdo as igualdades desejadas.
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Considere as t + 1 coloracoes convexas Cy, Cy, ..., C;, onde

Co(v) =c para v=1,...,n.

Paral=1,...,t seja

<
Ce(v) = e

C caso contrario.

Comparando apropriadamente os vetores de incidéncia dessas colorag¢ées, que per-

tencem a Fj,, podemos concluir que
bp,e + bg,e = By, + B, para £=1,...,t (5.16)

Considere agora as seguintes ¢ coloragdes convexas C,C), ..., C].

Paral=1,...,t seja

cC se v<gy
Cifo) = "
f caso contrério.

Comparando os vetores de incidéncia dessas coloragdes, concluimos que
by + bpic = Bae + Bpen para £=1,...,t (5.17)

Combinando as igualdades (5.16) e (5.17), podemos provar a relagdo dada em (5.15).

Com isso, concluimos que

bT = aa” + ATM.

Resta agora provar que « := b,. — ff, > 0. Para isso, basta comparar os vetores de
incidéncia das seguintes coloragdes: Cy (ja definida antes) e C”.

Co(v) =c para v=1,...,n

<
C”(U) — f se U= P’

c caso contrario.
Note que a coloracdo Cy é convexa e seu vetor de incidéncia wy pertence F, C F;.
Logo, bTwy = by. Ja a coloracdo C” é convexa e seu vetor de incidéncia w”’ nao pertence

a F, mas pertence a P, Logo, b'w” < by. Portanto, b™w, > bTw”, donde segue que
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by > By, ouseja, a := by — f, > 0.
Concluimos assim que as inequagdo de convexidade-generalizada do tipo t, onde
t > 2, definem facetas de P. O

No préximo capitulo discutiremos um algoritmo polinomial que resolve o problema
da separacdo para a classe de inequagdes de convexidade-generalizada do tipo t.
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Capitulo 6

Algoritmos e resultados computacionais para o
problema RCC

Neste capitulo apresentamos os resultados computacionais obtidos com os algorit-
mos que implementamos para o problema RCC.

Comecamos apresentando os primeiros resultados que obtivemos com uma heu-
ristica simples e gulosa, para ter uma ideia da qualidade da relaxacdo linear que
consideramos. Comparamos o desempenho dessa heuristica com o do algoritmo de
2-aproximagdo de Moran e Snir.

A seguir, apresentamos os resultados computacionais de um algoritmo branch-and-
cut que implementamos para o problema RCC, usando os resultados sobre o poliedro
Pk, obtidos no capitulo anterior. Apresentamos também os resultados computacionais
obtidos ao considerar uma relaxagdo do poliedro P, que trataremos neste capitulo.

Veremos que as inequagdes de convexidade-generalizada tém um papel fundamen-
tal no algoritmo branch-and-cut que desenvolvemos. Descrevemos aqui um algoritmo de
programagdo dindmica que resolve em tempo polinomial o problema da separagao para
essa classe de inequagdes. Esse algoritmo é a alma do algoritmo branch-and-cut, tendo
se mostrado muito importante para o bom desempenho desse algoritmo.

Para o problema 2-RCC (caso especial de caminhos em que cada cor ocorre no mé-
ximo duas vezes), apresentamos resultados computacionais comparando o algoritmo

de 3/2-aproximacdo e o algoritmo branch-and-cut para este tipo especial de caminho.

6.1 Preliminares

Para todos os resultados computacionais, a menos do algoritmo de 2-aproximacao,
utilizamos um software de otimizagdo chamado Gurobi Optimization. Trata-se de um pa-
cote de alta performance para resolver problemas de programagéo linear, programacao

quadrética e inteira-mista.
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Todos os testes deste capitulo foram realizados em uma maquina 64 bits, com dois
processadores Intel® Xeon® E5440 (quad-core), com velocidade de clock 2.83GHz, 32GB
de RAM.

Todas as instancias usadas para os testes foram geradas aleatoriamente. Cada ins-
tancia aqui é representada por uma sequéncia de nameros que é obtida da seguinte
forma: para cada vértice de um caminho, sorteamos um ntiimero de 1 a k que representa

uma cor, e atribuimos esta cor ao vértice.

6.2 Uma heuristica gulosa

Implementamos uma heuristica simplesmente baseada na formulacéo linear 0/1 do
problema RCC, que chamaremos de heuristica H.

A ideia dessa heuristica consiste em resolver a relaxacdo linear do PL/01. Se a
solucgdo obtida é 0/1, entdo essa solugdo é 6tima, e a heuristica devolve essa solucdo.
Se ndo, procuramos uma varidvel cujo valor fraciondrio seja maior ou igual ¢, onde t é
inicialmente 0.9. O valor desta varidvel é arredondado para 1 e o processo é repetido.
O valor de t decresce para t — 0.1 se, para a solugdo atual ndo é encontrada nenhuma
variavel com valor fraciondrio maior ou igual a t. O processo é repetido, se necessério,
até que tenhamos t = 0.5.

Para compararmos o desempenho desta heuristica com o desempenho do algoritmo
de 2-aproximagdo de Moran e Snir[16], apresentado no Capitulo 4, implementamos a
versdo sem pesos desse tltimo algoritmo. Chamamos de A esse algoritmo, que na sua
versdo com pesos é chamado de AproxRCC-MS-pesos (veja Se¢do 4.3.1).

Ressaltamos aqui que, no Capitulo 5, a formulagdo linear considerada é um pro-
blema de maximizagdo. Como nessa formulagdo contabilizamos o ntimero de cores
que sdo mantidas, o valor da solugdo do RCC (problema de minimizagdo) é obtida
subtraindo esse valor de n.

Descrevemos a seguir as tabelas 6.1, 6.2 e 6.3. Nessas tabelas consideramos instancias
(P,C), onde P tem n vértices e |C| = k.

e Para cada par (n,k), geramos 10 instancias, e exibimos os resultados para cada
uma delas. Note que o valor de k estd indicado no topo de cada grupo de 10

instancias, e o valor de n corresponde aos valores indicados em cada linha.

e Nas colunas 0/1, Alg A, frac, e heur estdo indicados os valores das solugdes
obtidas com o PL/01 (solugdo 6tima), o algoritmo de 2-aproximacéo, a relaxagao
linear e a heuristica H que descrevemos. Para cada caso também indicamos o

tempo gasto (em minutos).
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e Nas dltimas duas colunas de cada tabela exibimos a razao entre o valor da solugdo

da heuristica H (resp. algoritmo A) e o valor da solugdo 0/1 (6tima).

Comparando a qualidade das solu¢des encontradas pela heuristica H e pelo algo-
ritmo A (visivel nas duas tltimas colunas), verificamos que ela é boa em ambos os
casos.

Quanto ao tempo gasto, observamos que, a medida que o ntimero de vértices au-
menta, o tempo gasto pela heuristica H é bem maior que o tempo gasto pelo algoritmo A.

No geral, tanto a heuristica H quanto o algoritmo A encontraram solugdes que sado
no méaximo 1.2 vezes maior que o valor da solugdo 6tima.

Observamos também que para resolver o PL/01 para instancias com 70 vértices foi
gasto uma média de 22 horas, e em algumas delas, o tempo gasto foi de até 78 horas.
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5 cores
0/1 Alg A frac heur MOl AO1
valor tempo(m) valor valor valor tempo(m)
30 16 0,09 19 12,25 19 0,02 1,19 1,19
30 11 0,01 13 11 11 0,01 1,00 1,18
30 17 0,25 22 12,75 19 0,02 1,12 1,29
30 16 0,03 18 13 16 0,01 1,00 1,13
30 14 0,02 14 13 17 0,02 1,21 1,00
30 13 0,02 13 1225 16 0,02 1,23 1,00
30 15 0,04 16 13 18 0,02 1,20 1,07
30 12 0,01 12 11,34 12 0,02 1,00 1,00
30 15 0,07 17 12 15 0,01 1,00 1,13
30 15 0,03 17 13,01 16 0,02 1,07 1,13
média 0,06 0,02 1,10 1,11
15 cores
0/1 Alg A frac heur HO1  Ao1
valor tempo(m) valor valor valor tempo(m)
30 13 0,07 16 11,6 15 0,04 1,15 1,23
30 12 0,05 14 11,13 12 0,04 1,00 1,17
30 12 0,07 14 11 13 0,03 1,08 1,17
30 11 0,05 13 105 11 0,03 1,00 1,18
30 12 0,05 15 10,5 12 0,03 1,00 1,25
30 13 0,06 17 12 14 0,03 1,08 1,31
30 12 0,06 14 10,5 15 0,04 1,25 1,17
30 12 0,05 14 11,25 14 0,05 1,17 1,17
30 11 0,05 12 10,5 11 0,03 1,00 1,09
30 13 0,05 16 12,17 13 0,04 1,00 1,23
média 0,06 0,04 1,07 1,20
25 cores
0/1 Alg A frac heur Ho1 | AO1
valor tempo(m) valor valor valor tempo(m)
30 9 0,08 10 ) 9 0,05 1,00 1,11
30 10 0,21 11 8,5 11 0,06 1,10 1,10
30 11 0,09 11 9,5 13 0,07 1,18 1,00
30 11 0,09 11 8 11 0,06 1,00 1,00
30 10 0,09 10 9 12 0,05 1,20 1,00
30 8 0,08 10 7,5 8 0,04 1,00 1,25
30 9 0,07 11 ) 12 0,04 1,33 1,22
30 11 0,09 12 9,25 11 0,05 1,00 1,09
30 12 0,08 13 10,5 12 0,05 1,00 1,08
30 9 0,08 11 8,75 9 0,05 1,00 1,22
média 0,10 0,05 1,08 1,11

Tabela 6.1: Solugoes do PL/01, do algoritmo A e da heuristica H, para n = 30.
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10 cores
0/1 Alg A frac heur HIO1  AOL
valor tempo(m) valor valor valor tempo(m)
50 30 11,85 35 22,75 34 0,43 1,13 1,17
50 29 7,57 36 22,75 33 0,70 1,14 1,24
50 26 1,51 28 215 29 0,19 1,12 1,08
50 26 1,13 32 21,9 28 0,30 1,08 1,23
50 27 0,74 30 22,45 30 0,47 1,11 1,11
50 27 3,79 33 2225 32 0,40 1,19 1,22
50 28 4,12 37 22 30 0,28 1,07 1,32
50 26 0,74 32 215 28 0,25 1,08 1,23
50 29 4,28 34 225 32 0,41 1,10 1,17
50 28 4,81 32 22,25 30 0,28 1,07 1,14
média 4,05 0,37 1,11 1,19
25 cores
0/1 Alg A frac heur HI01 AL
valor tempo(m) valor valor valor tempo(m)
50 23 2,12 24 205 24 1,11 1,04 1,04
50 19 1,11 22 17,38 21 0,58 1,11 1,16
50 23 1,20 25 19,75 26 0,72 1,13 1,09
50 23 1,32 27 20,75 25 0,86 1,09 1,17
50 23 1,79 24 18,25 24 0,63 1,04 1,04
50 27 20,49 29 22 31 0,88 1,15 1,07
50 22 3,64 22 19,25 22 0,90 1,00 1,00
50 23 1,36 29 20,63 23 0,60 1,00 1,26
50 22 1,06 25 18,75 25 0,65 1,14 1,14
50 24 5,25 27 19,93 25 0,63 1,04 1,13
média 3,93 0,75 1,07 1,11
40 cores
0/1 Alg A frac heur H/O1  AOL
valor tempo(m) valor valor valor tempo(m)
50 15 1,40 16 13 17 0,39 1,13 1,07
50 20 1,70 21 19 22 0,72 1,10 1,05
50 19 1,53 21 16,75 20 0,80 1,05 1,11
50 19 2,72 22 18 23 1,55 1,21 1,16
50 21 2,18 21 19 24 1,29 1,14 1,00
50 17 1,25 20 16 17 0,44 1,00 1,18
50 15 1,23 18 14,25 15 0,53 1,00 1,20
50 21 1,44 22 17,75 23 0,80 1,10 1,05
50 21 1,33 21 18,5 23 0,58 1,10 1,00
50 16 1,22 18 16 18 0,61 1,13 1,13
média 1,60 0,77 1,10 1,09

Tabela 6.2: Solugoes do PL/01, do algoritmo A e da heuristica H, para n = 50.
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10 cores
0/1 Alg A frac heur HO1  AOL
valor tempo(m) valor valor valor tempo(m)
70 45 2.110,6 51 32 51 7,8 1,13 1,13
70 42 250,8 49 32 48 5,0 1,14 1,17
70 46 3.487,8 51 325 51 5,2 1,11 1,11
70 41 85,0 50 31 45 2,6 1,10 1,22
70 44 1.478,2 49 31 50 1,6 1,14 1,11
70 46 3.646,1 53 32,25 54 5,8 1,17 1,15
70 45 4.188,4 50 31,75 51 12,2 1,13 1,11
70 44 1.096,0 53 32,5 49 17,8 1,11 1,20
70 43 420,8 50 32 51 4,1 1,19 1,16
70 42 199,1 53 32,25 43 11,7 1,02 1,26
média 1.650,2 7,4 1,12 1,16
20 cores
n 0/1 Alg A frac heur MOl AOL
valor tempo(m) valor valor valor tempo(m)
70 40 186,1 47 32,25 45 6,3 1,13 1,18
70 40 110,0 48 32,5 46 8,2 1,15 1,20
70 39 356,0 43 31,25 44 5,0 1,13 1,10
70 39 262,9 44 31,38 44 2,8 1,13 1,13
70 39 191,5 45 31,5 48 3,0 1,23 1,15
70 42 658,4 48 32,75 50 4,1 1,19 1,14
70 42 2.782,3 49 32,25 43 3,6 1,02 1,17
70 40 471,0 42 30,75 40 8,1 1,00 1,05
70 39 422,0 42 31,25 41 5,2 1,05 1,08
70 41 353,4 46 325 49 3,8 1,20 1,12
média 579,4 5,0 1,12 1,13
35 cores
0/1 Alg A frac heur Ho1 | Aol
valor tempo(m) valor valor valor tempo(m)
70 37 378,8 39 3042 41 9,5 1,11 1,05
70 34 23,9 37 285 41 10,6 1,21 1,09
70 28 44,0 31 25,75 32 7,1 1,14 1,11
70 32 33,7 38 275 35 8,0 1,09 1,19
70 32 37,2 35 29 34 3,9 1,06 1,09
70 31 246,1 34 255 35 9,6 1,13 1,10
70 35 198,4 37 28,5 42 7,9 1,20 1,06
70 32 1114 35 275 35 3,4 1,09 1,09
70 37 70,9 39 30 42 4,8 1,14 1,05
70 33 91,1 35 27,75 41 4,8 1,24 1,06
média 123,6 7,0 1,14 1,09
50 cores
0/1 Alg A frac heur Ho1  AO1
valor tempo(m) valor valor valor tempo(m)
70 30 4.695,6 31 2525 32 349,1 1,07 1,03
70 29 1.844,3 31 25,75 31 394,7 1,07 1,07
70 28 2.260,6 31 23,75 31 353,1 1,11 1,11
70 31 3.876,3 33 26,25 34 469,0 1,10 1,06
70 28 1.802,3 30 25 33 285,3 1,18 1,07
70 30 2.910,7 32 26,67 35 444.3 1,17 1,07
70 31 3.948,6 35 275 33 294,2 1,06 1,13
70 29 1.546,3 30 24 31 315,7 1,07 1,03
70 28 3.281,6 30 24,01 34 484,7 1,21 1,07
70 27 1.474,6 30 23,75 32 493,4 1,19 1,11
média 2.764,1 388,4 1,12 1,08

Tabela 6.3: Solugoes do PL/01, do algoritmo A e da heuristica H, para n = 70.

6.2
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6.3 Um algoritmo branch-and-cut para o problema RCC

Os resultados que apresentamos nas tabelas anteriores (Tabela 6.1, Tabela 6.2 e
Tabela 6.3) nos motivaram a investigar a fundo o poliedro P, que associamos ao
problema RCC.

Basicamente, procuramos encontrar inequagdes que definem facetas do poliedro
Pk, para explord-las num esquema de branch-and-cut. Para que essas inequagdes sejam
tteis do ponto de vista algoritmico, precisamos de algoritmos de separagdo para essas
inequagdes, que sejam eficientes. Veremos a seguir que para uma classe bem grande de
inequagdes, temos um algoritmo de separacdo polinomial. Descrevemos esse algoritmo

na Sec¢do 6.3.3.
6.3.1 Ideia basica do método branch-and-cut

No capitulo anterior estudamos o poliedro P, com vistas ao desenvolvimento de
um algoritmo branch-and-cut para o problema RCC. Como este problema é NP-dificil,
sabemos que nao é possivel encontrar uma descri¢do completa e boa do poliedro P,
a menos que P = NP. No entanto, ao encontrar facetas desse poliedro, obtemos uma
formulagdo linear mais forte que pode ser 1til do ponto-de-vista préatico, quando usado
num algoritmo branch-and-cut.

O método branch-and-cut combina o método branch-and-bound — que enumera todas
as solugdes vidveis do problema em uma estrutura de arvore de decisdo — com o uso
de planos-de-corte (cuts). Estes tiltimos sdo encontrados pelos algoritmos de separagao
que sdo desenvolvidos para classes de inequagdes vélidas do poliedro em foco. Um
plano-de-corte nada mais é do que uma inequagao vélida para o poliedro que néo é
satisfeita pela solugdo da relaxacdo linear corrente.

A idéia deste método consiste em resolver a relaxagdo linear do modelo, ou seja
remover as condi¢des de integralidade e usar este valor obtido, que chamamos de
limitante dual, para realizar podas por limitantes na arvore. De fato, se em um né da
arvore de branch-and-bound, a relaxagdo for menor ou igual a melhor solugdo conhecida
até agora, ndo precisamos explorar a subdrvore definida por esse nd, uma vez que
o limitante dual é sempre maior ou igual ao valor de qualquer solugdo obtida nessa
subarvore.

No entanto, a medida que exploramos tal &rvore de decisdo, o nimero de problemas
a serem resolvidos tende a crescer muito. O que podemos fazer, por exemplo, é em
cada n6 desta drvore de branch-and-bound encontrar novas inequagdes validas para o

poliedro, que estdo sendo violadas pela solucdo relaxada atual. Isto implica em eliminar
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solugdes fraciondrias, de modo que a cada iteracdo tenhamos um melhor limitante

superior para o problema, e estejamos mais préximos de uma solugao inteira.
6.3.2 Notacao

Para facilitar o entendimento dos préximos resultados, representaremos aqui um
vetor x = (x;: 1 <i<n,1<c<k) € R* por uma matriz I'(x) € R™¥, onde

L) =(Vic) 1<;<, €talque yi =x.
1<c<k

Assim, as linhas da matriz I'(x) representam os vérticesi = 1,...,n (do caminho P),
e as colunas representam as coresc =1,..., k.

Quando x € {0, 1}, entdo x representa uma colorac¢do de P = (1,...,n). Neste caso,
para verificar se x representa uma coloracdo convexa, basta verificar se I'(x) tem as

seguintes propriedades:

e Cada linha de I'(x) deve ter exatamente uma entrada 1. Isto equivale a exigir que

Y | % =1, para cada linha i.

e Em cada coluna deI'(x), as entradasiguais a 1 (se houver) devem ser consecutivas.
Isto equivale a observar que para cada coluna ¢, 1 < ¢ < 1, temos que a restrigdo
Xpe — Xgc + X, < 1 deve estar satisfeita para todop,gertaisquel <p<g<r<n.

No exemplo a seguir (Figura 6.1), temos duas matrizesI” = I'(x") eI’ = I'(x”’), ambas
em {0, 1}**°, que definem duas coloragdes distintas para um caminho P = (1,...,9).

Observe que somente a coloragdo representada por x’ é convexa. A coloragéo re-
presentada por x”” ndo é convexa: note que a coluna 3 ndo tem a propriedade dos 17s

consecutivos, e de fato, a restricdo x,3 — x43 + X3 < 1 ndo estd satisfeita.
6.3.3 Algoritmo de separacao para algumas facetas do poliedro P,

Seja ¢ uma cor em C. Considere a inequagdo abaixo, relativa a ¢, que provamos

definir uma faceta do poliedro Py,

t t
Xpe = Z Xge + Xpe <1, (6.1)
i=1 i=1

onde p,7,t sdo inteiros taisque 1 <p<r—-1<mn, 1<t < L%J e p; e g; sdo inteiros tais

quep=p <@ <p2<Pp<...<p<g<r



6.3 UM ALGORITMO BRANCH-AND-CUT PARA O PROBLEMA RCC 73

=

Il
O O NN UT = WIN -
O OO OO OO OO -
— OO oo oOooOoO DN
OO O R RPRRPRRERPLPEFPLO W
O R PR OO0 O OO
OO OO OO OO~ O

3

Il
OO NN WDN -
D OO OO OO0 =
e el ol a il 8]
OO O R PR ORFR PO W
O RPr P OOOOOO =
O OO DO DO OO~ O

Figura 6.1: Somente a matriz I define uma coloragdo convexa de P = (1,...,9).

Seja x uma solugdo do PL relaxado. Se x ¢ uma solugdo inteira, entdo x é uma solugdo
6tima. Se x ndo é uma solucdo inteira, queremos encontrar uma inequacao vélida para
Pk que seja violada por x. Descrevemos a seguir um algoritmo — chamado Separagao-
de-Facetas — que, para uma dada solugdo x, verifica se existe uma inequagdo como
acima descrita que seja violada por x.

Este algoritmo recebe como entrada uma coluna, digamos ¢, da matriz I'(x), que
denotamos aqui por v € R". Ou seja, v = (vy,...,v,) é tal que v; = x;.

Para este vetor v, o algoritmo encontra uma expressdo do tipo abaixo cujo valor é o
maior possivel. (Note que t pode variarde 1 a [(r — p)/2].)

t t
Uy, — Z Vg + 0y, (6.2)
i=1 i=1

ondep=p1 <1 <p2<P<...<p<qg<r.

Vejamos como podemos resolver isso. Sejam

t t
Soma(p,r) := max Z Up, — Z Vg +Ur o
1<t<| SF) | 4

S(p) == max Soma(p,r).

p+l<r<n

ValMax(c) :== max_S(p).
1<p<n-1
Podemos calcular S(p) através da seguinte férmula de recorréncia:

S(n)=v,; S(n- 1) = Up-15
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k)= max, { 0+ max -y + S<f>}} -

Um algoritmo de programagéao dindmica pode ser implementado para calcular S(p),
e assim obtermos o valor de ValMax(c).

Se ValMax(c) < 1, o processo é repetido para uma nova cor. Se ValMax(c) > 1, entdo
a solugdo x viola a correspondente inequacdo relativa a cor c. Na implementacdo que
fizemos, cada vez que detectamos uma cor ¢ para a qual ocorre violagdo, acrescentamos
a inequacao correspondente ao sistema linear corrente, e voltamos a resolver o PL com
essa restricao adicional.

Para sabermos qual é a inequacdo correspondente, o algoritmo deve ser implemen-
tado de forma a armazenar os indices p = p1, 41, ..., pt, g, r que definem S(p). A medida
que melhores S(p) sdo encontrados, basta armazenar apenas os indices do melhor S(p)
até o momento em anélise.

Para armazenar esses indices, basta usar um vetor binario, digamos bin(1,...,n),
que recebe apenas 1 nas posi¢des correspondentes aos indices p = p1,41,...,P g, 1.

Dessa forma, a inequagdo correspondente (que deve ser acrescentada por violar a
solucgdo corrente) pode ser obtida simplesmente varrendo o vetor bin, e alternando os
sinais + e — para as posigoes que contém 1:

Xpe = Xgiet Xpye = Xgpe oo+ Xp e — Xy o+ X < 1.

Por exemplo, paran = 10,se bin = (0,1,1,0,0,1,0,1,1,0) é o vetor bindrio devolvido
pelo algoritmo para uma coluna c em que 5(c) > 1, entdo a restri¢do correspondente é

Xo¢ — X3¢ + Xge — Xge + Xo¢ < 1.

Observamos que, em vez de inserirmos uma inequacao violada a cada vez que uma
tal inequacgdo é encontrada, podemos inserir mais do que uma de cada vez. Indepen-
dente da heuristica envolvida, este processo é repetido até que ndo seja mais encontrada
uma restri¢do violada pela solugao atual.

Na Figura 6.2 damos exemplo de uma solugdo fraciondria x, que é uma solucdo
6tima para o PL relaxado, e exibimos a inequacdo violada por x que é encontrada pelo
algoritmo de separagdo que descrevemos.

6.3.4 Descricao do algoritmo para o problema RCC

Descrevemos a seguir detalhes da implementacdo do AlgoritmoRCC, que propo-

mos para resolver o problema RCC. Este algoritmo tem como subrotina o algoritmo
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Figura 6.2: A sequinte restri¢io x13 — X23 + X33 — X43 + X53 — X3 + X73 — Xg3 + Xo3 < 1 ndo estd satisfeita.

Separacao-de-Facetas que é o algoritmo de separagdo mencionado na segdo anterior.

Primeiramente, vale observar que adotamos no AlgoritmoRCC um limite superior

e um limite inferior para o valor da solugdo inteira 6tima. De fato, consideramos como

limite inferior o valor da solugdo devolvida pelo algoritmo de 2-aproximacéo. J4 o

limite superior considerado é o valor da solugdo 6tima do PL relaxado. Além disso,

consideramos duas fases na execugdo do AlgoritmoRCC que descrevemos a seguir.

Fase1 A partir da solucdo 6tima do PL relaxado, que é uma solugdo fraciondria, o

algoritmo Separacdo-de-Facetas encontra e adiciona a formulacéo linear corrente
alguma restricdo do tipo 6.2 que esta sendo violada por esta solucdo relaxada.
A formulagdo corrente é reotimizada. Esse processo é repetido até que seja en-
contrada uma solucdo em que ndo existem mais restri¢des desta classe. Com
sorte, esta solugdo pode ser inteira, e dessa forma, a solugdo inteira 6tima para o
problema é obtida.

Fase 2 Caso esta solucdo ndo seja inteira, sabemos que, pelo menos, o valor da solu-

¢do devolvida na primeira fase nos d4 um novo limite superior para o valor da
solucdo 6tima, sendo assim, o valor do limite superior é atualizado no Algorit-
moRCC. Nesse momento, em cada né do branch-and-bound o algoritmo procura
na atual solugdo fraciondria se existem restri¢des do tipo 6.2 que ainda estdo sendo
violadas e, neste caso, novas restri¢des sao adicionadas a formulacdo corrente. O
AlgoritmoRCC é finalizado se, em algum né do branch-and-bound é encontrada
uma solugdo inteira cujo valor é igual ao limite superior, ou se todos 0s nés da
arvore de branch-and-bound ja foram visitados.
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6.3.5 Resultados experimentais preliminares do AlgoritmoRCC

Ressaltamos que outras estratégias podem ser adotadas na primeira e na segunda
fase. Em alguns casos, por exemplo, a primeira fase pode levar bastante tempo, assim
uma saida é parar esta fase, caso ultrapasse um certo tempo determinado, e executar a
segunda fase. Uma outra tatica que podemos tomar, referente a segunda fase, consiste
em restringir a quantidade de novas inequagdes que sdo adicionadas em cada né do
branch-and-bound.

Em uma 4arvore de branch-and-bound, em cada nd, temos um problema a ser oti-
mizado com uma restricio a mais de alguma varidvel fixada. Assim, a medida que
solucionamos um no6, novos problemas sdo criados. Quanto a ordem que os problemas
sdo resolvidos, podemos escolher se desejamos percorrer os nés em largura ou em
profundidade na arvore de branch-and-bound.

Para os resultados que apresentamos nas tabelas 6.4, 6.5, consideramos que 0s nés
sdo percorridos em largura. A menos disso, ndo consideramos nenhuma estratégia a
mais, relativamente as que ja descrevemos na primeira e na segunda fase.

Apresentamos a seguir uma descri¢do das tabelas 6.4, 6.5.

e Lembramos que todas as instancias usadas para os experimentos foram geradas
aleatoriamente, conforme explicamos anteriormente. Em especial, cada uma das
instancias geradas para os proximos experimentos estd associada a uma semente,

de modo que, sempre que necessario, ela pode ser recuperada.

e Para cada par (n,k) geramos 10 instancias; sendo que o ntimero de cores k foi
tomado considerando uma porcentagem aproximada de 20%, 50% e 70% sobre
o nuimero de vértices. Note que em cada par (1, k) estamos trabalhando com um

problema de n X k variaveis.

e Na segunda coluna de cada tabela, temos o valor da solugdo do algoritmo de
2-aproximacgdo para cada uma das instancias, que denotamos por A (vale lembrar
que o algoritmo A é o mesmo algoritmo AproxRCC-MS-Pesos apresentado no
Capitulo 4, s6 que na versao sem pesos).

e Na terceira e quarta colunas temos o valor e o tempo (em minutos) da solugdo
6tima devolvido pelo AlgoritmoRCC.

e A pendltima coluna indica se a instancia precisou entrar no método branch-and-
bound mencionado na descrigdo do AlgoritmoRCC. A resposta “Nao” indica que

obtivemos solugdo inteira 6tima ja na primeira fase.
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¢ Na tltima coluna apresentamos a razao entre o valor da solugdo devolvida pelo
algoritmo de 2-aproximacdo (Alg A) e o valor solucdo 6tima obtida pelo Algorit-
moRCC.

A seguir, descrevemos algumas conclusdes que obtivemos com a implementacdo do
AlgoritmoRCC e o que observamos nos resultados que apresentamos nas tabelas 6.4, 6.5
e nas Figuras 6.3 e 6.4.

> O pacote Gurobi Optimizer possui, dentre seus processos, um algoritmo inicial cha-
mado de presolve. Este algoritmo entra em agdo sempre que passamos um modelo
para ser otimizado. A funcdo do presolve é simplificar o modelo removendo dados
desnecessarios. Com isso temos a informacdo do tamanho do modelo que sera
otimizado depois do presolve. Observamos que para instancias com 100 vértices
e 70 cores, por exemplo, o tamanho do modelo a ser otimizado possui 7000 li-
nhas, 2.836.850 colunas e 8.503.250 coeficientes ndo-nulos. Ja para instancias de 50
vértices e 35 cores, o tamanho do modelo resultante possui 1750 linhas, 687.800

colunas e 2.061.500 coeficientes ndo-nulos.

> Observando as tabelas 6.4, 6.5, concluimos que o AlgoritmoRCC devolve solugdo
6tima para instancias de até 100 vértices em no maximo 4 horas. Vale lembrar que
para obtermos solu¢do do PL0/1, o tempo gasto foi de até 78 horas para instancias
com 70 vértices.

> Nas Figuras 6.3 e 6.4 apresentamos gréficos que comparam a quantidade de trocas
de cores feita pelo algoritmo de 2-aproximagdo com a quantidade de trocas de
cores feitas pelo AlgortimoRCC. Os gréficos foram construidos com base nos
dados obtidos nas respectivas tabelas 6.4, 6.5. Mais especificamente, para cada par
(n, k), temos um grafico associado. Vale ressaltar, baseando-se em todos resultados
experimentais em que utilizamos o algoritmo de 2-aproximacgdo, que o valor da
solucdo obtida deste algoritmo nao divergiu, em média, mais do que 20% da
solucdo inteira 6tima, o que demonstra que, o algoritmo de 2-aproximagéao possui
uma excelente performance em termos de qualidade de solugao.

> Notamos que, para todas as instidncias, sem excegdo, que necessitaram da segunda
fase do AlgoritmoRCC, o valor da solucdo fraciondria obtida na primeira fase do
AlgoritmoRCC foi o mesmo valor da solugao 6tima inteira devolvida no final do
método branch-and-cut. Isso mostra que as inequagdes que definem facetas nos
deixam sempre muito perto de uma solugao inteira 6tima; e no pior dos casos, em
que a solucdo inteira ndo é encontrada na primeira fase, o uso destas inequagdes

nos fornece um excelente limitante superior para o problema ainda a ser resolvido.
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Alg A
valor

50
50
50
50
50
50
50
50
50
50
média

34
38
31
26
29
35
37
27
37
31

5 cores

10 cores

25 cores

35 cores

Tabela 6.4: Algoritmo de 2-aproximagdo X AlgoritmoRCC para n = 50.
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Quatidade de cores
trocadas

40

25

20
15 —Alg A

10 ——Alg RCC

Quatidade de cores
trocadas

40

30 e ——————— S
25

20
15 Alg A
10

—— Alg RCC

Instancias de 50 vértices e 10 cores

Quatidade de cores
trocadas

30

B

20

15
—Alg A

10
———Alg RCC

Instancias de 50 vértices e 25 cores

Quatidade de cores
trocadas

25

20 SN SN S -

15

10 —Alg A

5 ——— Alg RCC

Instancias de 50 vértices e 35 cores

Figura 6.3: Solugoes do algoritmo de 2-aproximagio e do AlgoritmoRCC para n = 50.
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10 cores

100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
média

Alg A
valor
77
76
70
68
74
76
72
69
72
73

20 cores

50 cores

70 cores

Tabela 6.5: Algoritmo de 2-aproximagio X AlgoritmoRCC para n = 100.
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Quantidade de
cores trocadas

100
80
60
40
20

\

——Alg RCC

Instancias de 100 vértices e 10 cores

Quantidade de
cores trocadas

100
80
60
40
20

——Alg RCC

Instancias de 100 vértices e 20 cores

Quantidade de
cores trocadas

70
60
50
40
30
20
10

——Alg RCC

Instancias de 100 vértices e 50 cores

Quantidade de
cores trocadas

60
50
40
30
20
10

—Alg A

——Alg RCC

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Instancias de 100 vértices e 70 cores

Figura 6.4: Solugoes do algoritmo de 2-aproximagio e do AlgoritmoRCC para n = 100.
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6.3.6 O AlgoritmoRCC modificado e resultados computacionais

Com o objetivo de melhorar o desempenho do AlgoritmoRCC, modificamos tal

algoritmo em dois aspectos:

1. Para cada instancia decidimos reduzir a quantidade de restri¢des (que garantem a
convexidade) que sdo adicionadas ao problema inicial a ser otimizado. E claro
que a solucdo inteira devolvida pode ndo ser convexa e, neste caso, precisamos
adicionar novas restri¢cdes e reotimizar o problema. Essa estratégia faz com que
as restricdes que ndo foram consideradas inicialmente sejam adicionadas poste-

riormente, apenas se forem necessarias.

2. Como mencionamos na se¢do anterior, no método branch-and-bound, os problemas
podem ser resolvidos obedecendo uma ordem que podemos fixar. Basicamente,
esta ordem refere-se ao modo de se percorrer os nés da arvore de branch-and-
bound : em largura ou em profundidade. Aqui, escolhemos percorrer estes nés em

profundidade.

Denominamos o AlgoritmoRCC modificado de AlgoritmoRCC_m.
A seguir, apresentamos nas tabelas 6.6 e 6.7 os resultados computacionais obtidos,

e mencionamos algumas conclusdes a respeito.

e Apos as modificagdes do AlgoritmoRCC, executamos o AlgoritmoRCC_m sobre

as mesmas instancias das tabelas 6.4 e 6.5.
e As tabelas 6.6 e 6.7 mostram os tempos gastos pelos dois algoritmos.

e A quarta e sexta colunas indicam se a instancia demandou o uso do método
branch-and-bound.

> Observamos que o AlgoritmoRCC_m teve um desempenho bem melhor que o do
AlgoritmoRCC.

> Notamos pela quarta e sexta colunas que (indicam se a fase branch-and-bound foi usada
ou ndo), para a maioria das instancias, o comportamento dos dois algoritmos
relativamente a este aspecto foi semelhante. Isso leva-nos a concluir que, para as
instancias que ndo entraram no branch-and-bound, o que influenciou a melhora do
tempo gasto no AlgoritmoRCC_m foi a redugdo da quantidade de restri¢cdes que
sdo consideradas no problema inicial (o ponto que diferencia os dois algoritmos).
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> Por outro lado, verificamos também que, se fixamos a quantidade de restri¢des consi-
deradas no problema inicial em ambos os algoritmos, nas instancias que entraram
na fase branch-and-bound o AlgoritmoRCC_m obteve um melhor desempenho que
o AlgoritmoRCC. Ou seja, percorrer a arvore de branch-and-bound em profundi-
dade, na resolucdo do problema, leva-nos a encontrar uma solugdo inteira mais
cedo, que pode ser a solugdo 6tima. Essa conclusdo ndo estd aparente nas tabe-
las 6.6 e 6.7, porém realizamos tais testes para optarmos por uma das técnicas que

mencionamos no item 2.

Na proxima se¢do apresentamos os resultados do AlgoritmoRCC_m associado a

um poliedro que é uma relaxacdo do poliedro P.

6.3.7 Resultados computacionais obtidos com uma relaxagiao de P,

Considere o seguinte PL0/1, que é idéntico ao PL0/1 que obtivemos para o problema
RCC, descritono Capitulo 5, a menos do conjunto de restri¢gdes (6.3) que é uma relaxac¢do
da condicdo de igualdade.

maximize E E Wie Xie

i€V ceC
sujeito a Yice Xie <1 ieV (6.3)
Xpe = Xge +Xpe <1 1<p<g<r<n,ceC (6.4)
X € {0,1} ieV,ceC. (6.5)

Considere agora o poliedro
Puk. = convix € R : x satisfaz 6.3, 6.4, 6.5}.

Claramente, 0 PL0O/1 acima é equivalente ao problema de maximizar } ;. Y .ce Wic Xic

sobre o poliedro P..

I- Note que uma solugdo 6tima do PLO/1 acima ndo é necessariamente o vetor de inci-
déncia de uma recoloragdo convexa de um caminho. De fato, as inequagdes (6.3)
da formulagdo acima permitem que vértices no caminho fiquem sem receber ne-
nhuma cor, ou seja, a matriz que representa o vetor de incidéncia desta coloragéo,

pode ter linhas com todas as entradas iguais a zero.

II- Nao é dificil converter uma solugdo 6tima relativa ao poliedro P, em uma solugao

6tima relativa ao poliedro P,. Para fazer isto, considera-se a solu¢do 0/1 no
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poliedro P e atribui-se a cada vértice sem cor (isto é cada vértice i tal que x;. = 0
para toda cor ¢) uma cor de modo a garantir que a propriedade de a coloragdo ser
convexa seja mantida/obtida).

Informalmente, a ideia consiste em percorrer o caminho dado (a partir do inicio),
e para cada vértice sem cor (que recebeu a cor 0 na coloragdo parcial dada pela
solugdo 0/1) repetir a cor do vértice anterior. Ilustramos esse procedimento na
Figura 6.5, onde estdo representadas as matrizes I'; e Iy, a primeira delas corres-
pondente a uma solugdo 0/1 sobre o poliedro P,_, e a segunda correspondente a
solugdo 0/1 sobre o poliedro P, (coloragdo convexa).

Note que as linhas 3,7 e 9, na matriz I, possuem todas as entradas iguais a zero,
ou seja, o vértice 3,7 e 9 ndo receberam nenhuma cor. Ja na matriz I, os vértices

3,7 e 9 receberam a cor do respectivo vizinho anterior.

III- Observe também pela funcao objetivo do PLO/1 (maximiza a quantidade de cores
mantidas) que, em uma solugdo 6tima, se um vértice ndo recebe nenhuma cor,
isto também é contado como troca. Assim, ap6s converter uma solucgdo sobre o
poliedro P, em uma solugédo sobre o poliedro P,x, como descrevemos, o valor da
solugdo 6tima é o mesmo e a solugdo obtida ap6s esta conversdo também é 6tima.
Se pudéssemos encontrar uma solugdo com melhor custo no poliedro P, isso iria

contradizer a otimalidade da solugado obtida no poliedro P, ja que, P C Py..

}1

2

Il
O O NIONUlT =~ WIN -
oleoBeoBeoleoleoNell .
S OO DODDODDODDODOO N
S OO R PR PR OOO W
O rRPr OO O OO OO B
SO DODDODDODDODO OO Ul

}1

S

Il
O O NN WDN -
oleoBeoBelelell
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SO RPr P PP OOO W
N e e Ne NN RN e R
S OO DODDODDODO OO Ul

Figura 6.5: I'; é um ponto de P,_, enquanto I'y, é um ponto de P,y e de P .

Denotamos por AlgoritmoRCC_m’ o AlgoritmoRCC_m aplicado ao poliedro rela-
xado P, . Além disso, no AlgoritmoRCC_m’ adicionamos a rotina de tempo linear,
que transforma uma solugdo 0/1 da relaxa¢do, em uma solugdo 0/1 para o problema
RCC. Apresentamos nas tabelas 6.8 e 6.9, os resultados computacionais obtidos com o
AlgoritmoRCC_m’" e o algoritmo de 2-aproximacao (Alg A).
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Implementamos também o algoritmo de 3-aproximagdo (algoritmo Aprox2RCC
apresentado no Capitulo 4), que nomeamos na tabela 6.10 de Alg B. Comparamos
tal algoritmo de aproximacdo com o algoritmo AlgoritmoRCC_m’ para instancias do
problema 2-RCC. Na tabela 6.10, nomeamos tal algoritmo restrito a instancias do 2-
PRCC por Algoritmo2RCC_m’.

A seguir apresentamos algumas conclusdes sobre as tabelas 6.8, 6.9 e 6.10.

» Executamos o AlgoritmoRCC_m’ com instancias de 150 e 200 vértices. O ntimero
de cores foi tomado considerando uma porcentagem aproximada de 10%, 20%,
50% e 70% sobre o ntiimero de vértices. Nota-se que, a medida que o nimero de
cores aumenta (fixado o ntmero de vértices), o valor devolvido pelo algoritmo de
2-aproximagdo fornece um limitante inferior cada vez melhor. Isto possivelmente

ajuda a diminuir o tempo gasto pelo algoritmo AlgoritmoRCC_m’".

» Observamos que a quantidade de restri¢des que sdo adicionadas ao problema inicial
é um fator decisivo para se obter solugdo 6tima mais rapido. Nossa escolha se
baseou no seguinte procedimento: comecamos incluindo pouquissimas restri¢des
a ponto de obtermos uma solugdo que nao representa uma coloragdo convexa, e
a partir disso, aos poucos, adicionamos mais restri¢des e reotimizamos até obter

uma solugado 6tima como desejado.

» Com relacdo ao desempenho do AlgoritmoRCC_m’, obtivemos solugdo 6tima para
instancias de 150 vértices, no pior caso, em 105 minutos e no melhor caso em 1
minuto. Jd para instancias de 200 vértices, o tempo no pior caso foi 120 minutos e

no melhor caso também foi de aproximadamente 1 minuto.

» Notamos também que o algoritmo de 3-aproximagdo que desenvolvemos encontrou
solugdes que nao divergiram mais do que 7% da solugdo 6tima, para instancias
de 100 e 200 vértices. Além disso, em média, o Algoritmo2RCC_m’ apresentou
solucdo 6tima para instancias de 100 vértices em 3 minutos e para instancias de

200 vértices em 32 minutos, sendo que no pior caso ndo ultrapassou 120 minutos.

Comparando os desempenhos dos algoritmos branch-and-bound que testamos para
o problema RCC, concluimos que os resultados computacionais mais satisfatérios fo-
ram obtidos com a estratégia de busca em profundidade, uso de poucas restricdes no
problema inicial, e uso do poliedro relaxado P, (em vez do poliedro exato). Tam-
bém creditamos ao bom desempenho do algoritmo de separacgdo o fato de o algoritmo

branch-and-bound ter um desempenho bastante satisfatério.
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5 cores
n valor
50 30
50 30
50 29
50 26
50 26
50 28
50 31
50 25
50 30
50 27
média
10 cores
n valor
50 28
50 30
50 29
50 27
50 30
50 28
50 29
50 30
50 30
50 27
média
25 cores
n valor
50 21
50 24
50 22
50 23
50 23
50 22
50 22
50 24
50 22
50 25
média
35 cores
n valor
50 19
50 19
50 20
50 21
50 19
50 20
50 18
50 20
50 19
50 18
média

Tabela 6.6: AlgoritmoRCC x AlgoritmoRCC_m para n = 50.
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10 cores
n valor
100 67
100 68
100 65
100 67
100 68
100 66
100 65
100 67
100 63
100 68
média
20 cores
n valor
100 64
100 65
100 64
100 63
100 64
100 66
100 62
100 63
100 64
100 63
média
50 cores
n valor
100 46
100 50
100 51
100 48
100 51
100 51
100 51
100 48
100 50
100 52
média
70 cores
n valor
100 44
100 40
100 41
100 38
100 41
100 41
100 41
100 42
100 42
100 44
média

Tabela 6.7: AlgoritmoRCC x AlgoritmoRCC_m para n = 100.
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150
150
150
150
150
150
150
150
150
150
média

15 cores

30 cores

75 cores

150
150
150
150
150
150
150
150
150
150
média

105 cores

Tabela 6.8: Algoritmo de 2-aproximagio X AlgoritmoRCC_m’" para n = 150.

6.3



6.3

UM ALGORITMO BRANCH-AND-CUT PARA O PROBLEMA RCC

150
150
150
150
150
150
150
150
150
150
média

15 cores

30 cores

75 cores

150
150
150
150
150
150
150
150
150
150
média

105 cores

Tabela 6.9: Algoritmo de 2-aproximagio X AlgoritmoRCC_m’" para n = 200.



90

ALGORITMOS E RESULTADOS COMPUTACIONAIS PARA O PROBLEMA RCC 6.3
50 cores
n Alg B
valor
100 42
100 43
100 45
100 45
100 46
100 46
100 46
100 46
100 45
100 42
média
75 cores
n Alg B
valor
100 38
100 35
100 36
100 35
100 34
100 34
100 34
100 37
100 37
100 38
média
100 cores
n Alg B
valor
200 91
200 98
200 94
200 94
200 94
200 95
200 93
200 90
200 94
200 95
média
150 cores
n Alg B
valor
200 72
200 78
200 72
200 74
200 71
200 73
200 73
200 73
200 77
200 79
média

Tabela 6.10: Algoritmo de 3-aproximagio x Algoritmo2RCC_m’para n = 100, 200.



Capitulo 7

Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentamos algoritmos para o problema de recoloragdo convexa

de caminhos, que é sabidamente um problema NP-dificil. Desenvolvemos um algo-

3_
2

instancias sdo caminhos nos quais cada cor ocorre no maximo duas vezes. Trata-se de

ritmo de 5—aproximagdo para o caso especial, que também é NP-dificil, em que as
um algoritmo simples e facil de ser implementado, porém provar que sua razdo de
aproximag&o é no maximo 2 foi uma tarefa relativamente complicada. Alguns estudos
que fizemos, e que ndo mencionamos em nenhuma parte deste trabalho, nos mostraram
que talvez seja possivel obter um algoritmo com razdo de aproximagao % para este caso
restrito. Talvez venhamos a provar isso, mais como um desafio tedrico.

Em termos de pesquisa futura, achamos porém que seria um grande desafio inves-
tigar a possibilidade de obter algum algoritmo de aproximagao para o problema de
recoloracdo convexa de grafos arbitrarios.

Exploramos também o problema de recoloragdo convexa de caminhos através de
métodos poliédricos. Desenvolvemos uma formulacdo inteira para o problema, exi-
bimos classes de inequagdes validas para o poliedro associado a esta formulagio e
mostramos que varias delas definem facetas. Implementamos um algoritmo de progra-
magao dindmica, polinomial, que resolve o problema da separacdo para estas facetas.
Associado a este algoritmo de separacdo implementamos também um algoritmo branch-
and-cut para o problema.

Os resultados experimentais mostraram que estas inequagdes que definem facetas
foram fundamentais para encontrarmos solugdo 6tima inteira mais rapido. Além disso,
observamos que, quando executamos somente o algoritmo de separacdo, independente
do método branch-and-cut, nos casos em que a solugdo inteira 6tima nao foi encontrada,
este algoritmo nos deixa a menos de 1,5% do valor da solugdo 6tima inteira. Este
resultado foi observado comparando este resultado inicial com a solugdo 6tima inteira
devolvida ap6s a execugdo do método branch-and-cut.

Um desafio, em termos do estudo do poliedro que definimos, seria encontrar (se

91



92 CONSIDERACOES FINAIS

existentes) inequagdes que definem facetas, que relacionem varidveis de vdrias co-
res. Ndo estd muito claro se estas seriam tdo importantes quanto as inequagdes de
convexidade-generalizada que obtivemos, mas seria interessante descobrir isso.
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