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Resumo

Este trabalho insere-se no contexto de métodos de multiplicadores para a resolucao de
problemas de programacao convexa semidefinida e a analise de suas propriedades através
do método proximal aplicado sobre o problema dual.

Nosso foco serd uma subclasse de problemas de programacao convexa semidefinida com
restrigoes afins, para a qual estudaremos relacées de dualidade e condigoes para a existéncia
de solugoes dos problemas primal e dual.

Em seguida, analisaremos dois métodos de multiplicadores para resolver essa classe de
problemas e que sao extensoes de métodos conhecidos para programacao nao-linear. O pri-
meiro, proposto por Doljansky e Teboulle, aborda um método de ponto proximal interior
entropico e sua conexao com um método de multiplicadores exponenciais. O segundo, apre-
sentado por Mosheyev e Zibulevsky, estende para a classe de problemas de nosso interesse
um método de lagrangianos aumentados suaves proposto por Ben-Tal e Zibulevsky.

Por fim, apresentamos os resultados de testes numéricos feitos com o algoritmo proposto
por Mosheyev e Zibulevsky, analisando diferentes escolhas de parametros, o aproveitamento
do padrao de esparsidade das matrizes do problema e critérios para a resolucao aproximada
dos subproblemas irrestritos que devem ser resolvidos a cada iteracao desse algoritmo de
lagrangianos aumentados.
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Abstract

This work deals with multiplier methods to solve semidefinite convex programming pro-
blems and the analysis of their proprieties based on the proximal point method applied on
the dual problem.

We focus on a subclass of semidefinite programming problems with affine constraints,
for which we study duality relations an conditions for the existence of solutions of the primal
and dual problems.

Afterwards, we analyze two multiplier methods to solve this class of problems which
are extensions of known methods in nonlinear programming. The first one, introduced by
Doljansky e Teboulle, approaches an entropic interior proximal algorithm and their rela-
tionship with an exponential multiplier method. The second one, presented by Mosheyev
e Zibulevsky, extends a smooth augmented Lagrangian method proposed by Ben-Tal and
Zibulevsky for the problems of our interest.

Finally, we present the results of numerical experiments for the algorithm proposed
by Mosheyev e Zibulevsky, analyzing some choices of parameters, the sparsity patterns of
matrices of the problem and criteria to accept approximate solutions of the unconstrained
subproblems that must be solved at each iteration of the augmented Lagrangian method.
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Notacoes

R"™: espaco euclideano de dimensao n.
R™*™:  espaco das matrizes reais de dimensao m X n.

S™: espago das matrizes reais simétricas de dimensao m x m.

ST (S™): cone das matrizes reais semidefinidas positivas (negativas) de dimensao m x m.
ST, (S™_): cone das matrizes reais definidas positivas (negativas) de dimensao m x m.
x': i-ésima componente de um vetor real x

xTy: produto interno euclidiano associado a R™ e definido por (x,y) £ 2Ty =30 2y

|z||: norma euclidiana sobre R™ definida por ||z|| & \/(z, z).

A = (ai;) € R™*™: matriz real de dimensao m xn cujo elemento na i-ésima linha e j-ésima
coluna é dado por a;; parai € {1,...,m}eje{l,...,n}.

AT transposta de uma matriz real.

Im: matriz identidade de dimensao m x m. Quando nao houver possibilidade de am-
bigiiidade no texto, usaremos apenas I para denotar tal matriz.

(A)ij: elemento de A na i-ésima linha e j-ésima coluna.
[A]*: i-ésima coluna de uma matriz real A.

[A];: i-ésima linha de uma matriz real A.

pa(t): polindmio caracteristico de uma matriz real A.
o(A): espectro de uma matriz real A.

AM(A), ..., An(A): autovalores de A € R™*™,

Amin(A4): menor autovalor de uma matriz A € S™.
Amax(A): maior autovalor de uma matriz A € S™.

tr(A): traco de uma matriz A € R™*"™.

|A||F = ||A||: norma de Frobenius sobre R™*" definida por ||A||r & /{4, A) = tr (AT A).
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Diag(x): matriz diagonal real de dimensao m x m cujo i elemento da diagonal principal
éx;,parat=1,...,m.

diag(A): vetor real cuja i-ésima componente é o i-ésimo elemento da diagonal de A, para
t=1,...,m.

A>B (A> B): indica uma ordem parcial entre duas matrizes simétricas A, B € S™ tal
que A— B € ST (A— B € ST,). Analogamente, A=B (A=< B) se e somente se
A—-BeS™ (A-BeS™).

Im(f): imagem de uma funcao f.
0f: subdiferencial de uma fungao f.

6c: fungao indicadora de um conjunto C.



Introducao

Problemas de programacao semidefinida (PSD) tém despertado grande interesse recente-
mente gracas a sua grande expressividade para modelar alguns problemas importantes,
como a obtencao de solugoes aproximadas de problemas combinatorios dificeis, o projeto
de estruturas e problemas de estabilidade de sistemas dinamicos. Nos ultimos anos, diver-
sos pesquisadores estudaram e desenvolveram métodos de pontos interiores para resolver
(PSD), geralmente a partir da extensao de resultados existentes para programagao linear.
Porém, o estudo da aplicacao de outros métodos reconhecidos de programacao nao-linear,
como métodos de multiplicadores e penalidades, para resolver tal problema ainda nao foi
bastante explorado. Este texto visa apresentar alguns resultados relacionados a resolucao
de problemas da classe (PSD) através de métodos de lagrangianos aumentados.

Problemas de programacao convexa semidefinida sao caracterizados pela fungao obje-
tivo convexa e por restricoes definidas por funcoes convexas no R" e funcoes >-convexas
no cone das matrizes semidefinidas positivas (ou semidefinidas negativas), o qual é um
conjunto convexo. Desta forma, é natural pensar na utilizacdo de métodos gerais de pro-
gramacao convexa para resolvé-los. Dentre tais métodos, temos os baseados em penalidades
e multiplicadores de Lagrange como, por exemplo, o método de multiplicadores, proposto
originalmente por Hestenes[Hes69] e Powell[Pow69]. Esse método baseia-se na idéia de
substituir a resolucao do problema original pela resolucao de uma seqiiéncia de problemas
penalizados irrestritos, tal que a seqiiéncia de suas solugoes forneca uma aproximagcao cada
vez melhor de uma solucdo do problema original. Uma das vantagens desse método é o
fato de, sob hipoteses razodveis, nao ser necessario aumentar o parametro de penalidade de
forma ilimitada para obter-se uma solucao do problema que desejamos resolver, o que pode-
ria gerar problemas de instabilidade numérica. Além disso, um enfoque bastante conhecido
e o qual é a base deste texto para a compreensao dos resultados obtidos pelos métodos de
multiplicadores é o estudo de andlise convexa, em particular de funcoes conjugadas, que es-
tabelecem a conexao entre as penalidades do método de multiplicadores e as regularizacoes
do algoritmo de ponto proximal aplicado sobre o dual do problema que estamos tentando
resolver.

Neste trabalho, nosso foco principal éuma subclasse de problemas de programacao se-
midefinida cuja tinica restrigao é uma fungao afim, que denotamos por (PSDA). Estudamos
relagoes de dualidade e as condigoes de otimalidade associadas a essa classe de problemas
a partir da extensao de resultados analogos existentes em programagcao linear e nao-linear.
A partir desses conceitos, comecamos a estudar métodos de multiplicadores para resolver
(PSDA), em particular o método de multiplicadores exponenciais e alguns outros algoritmos
de lagrangianos aumentados suaves.

O texto possui a seguinte estrutura:



2 SUMARIO

No Capitulo 1, abordamos alguns conceitos importantes sobre matrizes simétricas, par-
ticularmente semidefinidas positivas, que sao utilizados em defini¢oes e demonstracoes pos-
teriores. Além disso, apresentamos alguns tépicos de andlise convexa e de cdlculo matricial.

No Capitulo 2, introduzimos formalmente a definicao de problemas de programacao
convexa semidefinida, com énfase para o caso particular no qual estamos interessados,
(PSDA). Em seguida, abordamos relagoes de dualidade, estabelecendo a conexao entre o
problema original e seu dual. Por fim, sdo estudadas condi¢Ges de otimalidade associadas
a esse par de problemas.

No Capitulo 3, abordamos o algoritmo proximal interior entrépico proposto por Dol-
jansky e Teboulle [DT99] para minimizar uma fungao matricial no cone de matrizes semi-
definidas positivas e analisamos sua convergéncia. A partir desse algoritmo, analisamos o
método de multiplicadores exponenciais também proposto em [DT99] para resolver (PSDA)
e discutimos a convergeéncia das seqiiéncias geradas por esse método.

No Capitulo 4, analisamos o método de lagrangianos aumentados proposto por Mosheyev
e Zibulevsky [MZ00] para resolver (PSDA). Em seguida, estudamos as propriedades de con-
vergéncia desse método de multiplicadores a partir de um algoritmo de ponto proximal. No
final desse capitulo, abordamos a obtencao de limitantes duais e o uso de minimizadores
inexatos do lagrangiano aumentado para resolver instancias de (PSDA) nas quais a funcao
objetivo é linear.

No Capitulo 5, apresentamos os resultados de experimentos numéricos baseados no algo-
ritmo abordado no Capitulo 4. Descrevemos a estrutura dos programas usados nos testes,
comparamos o desempenho de diferentes escolhas do ponto inicial do problema dual, de
diferentes estratégias para resolver o subproblema irrestrito em cada iteracao do algoritmo
de lagrangianos aumentados e de alguns critérios para aceitar uma solu¢ao aproximada de
tais subproblemas.

No Capitulo 6, apresentamos a conclusao deste trabalho e apontamos, brevemente,
algumas linhas de desenvolvimento futuro.

Por fim, apresentamos alguns resultados técnicos em dois apéndices, com o objetivo
de manter o texto mais auto-contido. No Apéndice A, apresentamos as demonstragoes de
resultados relacionados as seqiiéncias usadas em algumas demonstracoes do texto, particu-
larmente, seqiiéncias ergddicas e aquelas associadas a entropia relativa de Kullback-Leibler.

No Apéndice B, demonstramos uma extensao do Teorema generalizado de Gordan para
funcoes =-convexas. Tal resultado é utilizado no Capitulo 2 para provar que a folga de
dualidade é zero e que o problema dual associado a (PSDA) tem solugao sob a condigao de
qualificacao de Slater.



Capitulo 1

Conceitos basicos importantes

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados basicos de algebra linear para matrizes reais,
em particular, matrizes simétricas semidefinidas positivas. Além disso, também abordamos
alguns tépicos de andlise convexa sobre um espaco euclidiano genérico. Por fim, discutimos
alguns resultados de andlise real matricial, enfatizando fungdes matriciais primaérias e suas
derivadas.

Supomos que o leitor deste capitulo possui um conhecimento béasico de algebra linear,
algebra linear computacional e andlise real. Nosso objetivo nao é fornecer uma referéncia
completa ou abordar de forma detalhada tais assuntos, mas apresentar resultados béasicos
importantes usados em capitulos posteriores e que, geralmente, nao sao cobertos em cursos
de graduagao. Para mais informagoes sobre o conteiido coberto neste capitulo, sugerimos o
artigo de Todd[Tod01], os livros de Horn e Johnson[HJ90, HJ94] e o editado por Wolkowicz,
Saigal e Vandenberghe[WSV00].

1.1 Matrizes reais

Neste texto, abordamos somente matrizes com elementos reais. Além do produto tradicional
de matrizes, empregamos um outro tipo de produto:

Definigao 1.1.1. Dadas duas matrizes A = (ai;), B = (b;j) € R™*", definimos o produto
de Hadamard entre A e B como a matriz

AoB ) (aijbij) S Rmxn’
ou seja, o produto coordenada a coordenada entre as duas matrizes.

A partir dessa definicdo, podemos ver que o produto de Hadamard é comutativo.
Uma quantidade que também exerce um papel importante neste texto € o trago de uma
matriz:

Definigao 1.1.2. Definimos o traco de uma matriz A = (a;;) € R™*™ por
m
tl“(A) =trA o Z Qg
i=1
ou seja, a soma dos elementos da diagonal de A.

3



4 1 CONCEITOS BASICOS IMPORTANTES

A partir dessa definicdo, podemos ver que o traco é comutativo, ou seja,
tr(AB) = tr(BA), (1.1)
para quaisquer matrizes reais A, B € R™*"™, A partir dessa propriedade, obtemos a equacao
tr (ST1AS) = tr(A), (1.2)

para quaisquer matrizes A, S € R™*™ tais que S é inversivel.

Abordamos agora algumas propriedades usadas neste texto sobre os autovalores de
uma matriz real. Primeiramente, apresentamos uma maneira de calcular o produto dos
autovalores sem conhecé-los explicitamente.

Proposicao 1.1.3. Dada uma matriz real A € R™*™ o produto de seus autovalores é
dado por

m

det(A) = [T Mi(A).

i=1
Caracterizamos a seguir como calcular a soma de seus autovalores a partir de seu trago.

Proposicao 1.1.4 ([HJ90, Teorema 1.2.12]). Para qualquer matriz real A € R™*™ temos

1.2 Matrizes simétricas

Denotamos por S o conjunto de todas as matrizes reais simétricas de dimensao m x m. Ja
que grande parte das matrizes abordadas neste texto sao reais e simétricas, apresentamos
agora alguns fatos relevantes sobre essas matrizes.

O primeiro teorema afirma que os autovalores de uma matriz simétrica sao reais e mostra
uma maneira de construir uma nova matriz simétrica a partir de uma matriz simétrica.

Teorema 1.2.1 ([HJ90, Teorema 4.1.3]). Seja A € S™ uma matriz real simétrica. Logo,
(a) todos os autovalores de A sdo reais;
(b) STAS é simétrica para toda matriz S € R™*™.

O

O produto interno associado ao espaco vetorial S € o traco do produto de duas matrizes
simétricas. Para quaisquer matrizes A = (a;;), B = (b;j) € S™, temos

<A,B> = tr(AB) = Z(AB)” = ZZaijbﬁ = Zzaijbij.

i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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E a norma matricial definida a partir desse produto interno é a norma de Frobenius:

1A||F & (A4, A)? = (Z (Az)n) = DD layl?
=1

i=1 j=1

1/2

Vale ressaltar que utilizamos a mesma simbologia para indicar o produto interno nos
espacos R™ e §". Acreditamos que a adoc@ao dessa notacdo torna o texto mais simples
e nao provoca ambigiiidades, devido as representacoes distintas adotadas para matrizes e
vetores.

A partir da nossa escolha do produto interno em S™, obtemos a proposicao a seguir:

Proposigao 1.2.2 ([Tod01, Fato 3]). Sejam A, B € S™ matrizes simétricas e S € R™*™
uma matriz nao-singular. Entdo,

(A,B) = (SAS",S~TBS™1).
Em particular, se S € ortogonal, entdao
(A,B) = (SAS" SBS™).
O
O préximo resultado relaciona matrizes simétricas com os seus autovalores e autovetores.

Teorema 1.2.3 (Teorema espectral para matrizes simétricas [HJ90, Teorema 4.1.5]). Uma
matriz A € R™*™ ¢ simétrica se e somente se existe uma matriz ortogonal QQ € R™*™ e
uma matriz diagonal A = (N;j) € R™ ™ tal que

A =QAQ".

O i-ésimo elemento da diagonal de A é um autovalor de A e a i-ésima coluna de ) € um
autovetor de A associado a tal autovalor, ou seja,

AQI = Ni Q)"
parat=1,...,m. O

Ja que todos os autovalores de uma matriz real simétrica sao reais, nés podemos intro-
duzir uma ordem total sobre eles. Dessa forma, para toda matriz simétrica A € S, vamos
supor neste texto que

M(A) € a(A) < -+ < An(A)

e indicamos por A(4) = (Ai(4),... ,)\m(A))T o vetor cujas componentes sao os autovalores

de A ordenados de forma crescente. Ademais, denotamos por Apin(A) € Apax(A) o menor
e o maior autovalor de A, respectivamente:

Amin(4) = min{A | A € 0(A)} = A (A),
Amax(A) & max{\ | A € 0(A)} = A (A).

O proximo teorema, provado originalmente por von Neumman, afirma que o produto
interno de duas matrizes simétricas é limitado superiormente pelo produto interno de seus
autovalores.
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Teorema 1.2.4 ([Lew96, Teorema 2.2]). Para quaisquer matrizes A, B € S™,
(A, B) = tr(AB) < AM(A)"\(B).

A inequacao acima € wvdlida como igualdade se e somente se existe uma matriz ortogo-
nal Q € R™*™ tal que QTXQ = Dz'ag()\(X)) e QTYQ = Dz'ag()\(Y)). Em particular,
temos ||A|lrp < [[A(A)]]. O

O teorema a seguir relaciona os autovalores de duas matrizes simétricas com os autova-
lores da soma dessas matrizes.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Weyl [HJ90, Teorema 4.1.5]). Sejam A,B € S™ matrizes
reais simétricas. Entdo, para k =1,...,m, temos

Ak(A) + A1(B) < Ak(A + B) < Ap(A) + A (B).
O
Por esse teorema, nés podemos concluir que Apax € superaditiva e Ay, € subaditiva.

Corolario 1.2.6. Para quaisquer matrizes A, B € S™,

maX(A) + ArﬂaX('B)7
min(A + B)

1.3 Matrizes semidefinidas positivas

Definicao 1.3.1. Uma matriz real simétrica A € S™ ¢é semidefinida positiva se e somente
se
" Ax >0, para todo x € R™.

Se a desigualdade acima for estrita para todo x # 0, entdo A € definida positiva.

Similarmente, ao invertemos o sinal na desigualdade da Definicao 1.3.1, obtemos as de-
finicbes de uma matriz semidefinida negativa e definida negativa. De maneira equivalente,
podemos definir que A € S™ é semidefinida negativa (definida negativa) se —A é semide-
finida positiva (definida positiva). Assim, qualquer resultado sobre matrizes semidefinidas
positivas possui um andlogo para matrizes semidefinidas negativas. Se A nao é semidefinida
positiva nem semidefinida negativa, entao dizemos que A é indefinida.

Denotamos o conjunto de matrizes semidefinidas positivas e definidas positivas de di-
mensao m X m por ST e ST |, respectivamente. Analogamente, representamos os conjuntos
de matrizes semidefinidas negativas e definidas negativas por S™ e S”_, respectivamente.
A partir da Defini¢ao 1.3.1, temos S™', C S porque a matriz nula é semidefinida positiva
mas nao é definida positiva.

O préximo teorema define de maneira equivalente matrizes semidefinidas (definidas)
positivas.
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Teorema 1.3.2 ([HJ90, Teorema 7.2.1]). Uma matriz simétrica € semidefinida positiva
se e somente se todos os seus autovalores sdo ndo-negativos. Além disso, essa matriz é
definida positiva se e somente se seus autovalores sdo estritamente positivos. ]

Definimos uma ordem parcial em S™ por
A> B seesomente se A—BeST.
E temos a relacao estrita se e somente se A — B € ST, . De maneira equivalente, definimos
B<A seesomentese B—AecS™

De novo, a relacao estrita vale se e somente se B — A € S”"_. Lembremos que tal relacao,
conhecida como a ordem parcial de Lowner, ¢ uma ordem pois satisfaz as seguintes propri-
edades:

(a) anti-simétrica: se A= B e B> A, entao A = B;
(b) transitiva: se A= B> C, entdao A > C;
(c) reflexiva: A= A.

E natural pensarmos sob quais operacoes essa ordem é preservada. Particularmente, a
préxima proposicao afirma que a ordem parcial de Lowner entre duas matrizes simétricas
¢ mantida se as multiplicarmos & direita por uma matriz e a esquerda pela transposta da
mesma matriz.

Proposicao 1.3.3 ([HJ90, Observacao 7.7.2]). Sejam A, B € S"™e S € R™*". Entao,
A= B implica STAS>S"BS.
Além disso, sen < m e S tem posto n, obtemos

A= B implica S"AS = S"BS.

Apresentamos agora algumas propriedades de matrizes semidefinidas positivas.
Proposicao 1.3.4. As afirmagoes abaizo sdao vdlidas para uma matriz A = (a;;) € ST':

(a) ([HJ90, Observacao 7.1.2]) Todas as submatrizes principais de A sdo semidefinidas
positivas. Além disso, se A € definida positiva, entao as submatrizes principais de A
sao definidas positivas.

(b) ([HJ90, Problema 2, pag.400]) Se A é definida positiva, entdo A é ndao-singular.

(¢) ([HJ90, pag.398]) Se A é definida positiva (semidefinida positiva), entio os elementos
de sua diagonal sdo estritamente positivos (nao-negativos), ou seja, a; > 0 (a; > 0)
parat=1,...,m.
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(d) ([HJ90, Problema 2, pag.400]) Se a;; =0 para algum i € {1,...,m}, entdo a; = a; =
0, para k =1,...,m, ou seja, a i-ésima linha e a i-ésima coluna de A sdo nulas se o
i-ésimo elemento de sua diagonal for nulo.

O

Da mesma forma que todo nimero real ndo-negativo admite uma tnica raiz real nao-
negativa de ordem k, para todo inteiro k > 1, existe um resultado similar para matrizes
semidefinidas positivas.

Teorema 1.3.5 ([HJ90, Teorema 7.2.6]). Sejam A € ST wma matriz semidefinida posi-
tiva e k um inteiro estritamente positivo. Entdo, existe uma unica matriz semidefinida
positiva B € S tal que A = B* e que chamada de raiz k-ésima de A. Além disso, temos:

(a) BA = AB e existe um polinémio p tal que B = p(A);
(b) posto (B) = posto(A) e se A € definida positiva, entao B é definida positiva.
]

Para toda matriz semidefinida positiva A e todo inteiro £ > 1, denotamos sua raiz k-
ésima por AY/*. Neste texto, a raiz mais utilizada é a quadrada, ou seja, quando B = A1/2.
Ademais, j& que (A=1)1/2 = (A'/2)~1 indicamos (A~1)'/2 por A—1/2.

Exibimos agora alguns fatos relacionados ao traco de matrizes semidefinidas positivas
que sao usados nos préximos capitulos.

Proposicao 1.3.6 (Teorema de Fejer[Tod01, Fato 13]). Seja A € S™. Entdo, A=0 se e
somente se
(A,B) =tr(AB) >0, para toda matriz B € S''.

De maneira andloga, A =0 se e somente se
(A,B) =tr(AB) >0, para toda matriz B € S™.
O
Corolario 1.3.7. Sejam A € ST' e B € S™. Entao, (A, B) = tr(AB) <0. O

Proposigao 1.3.8 ([Tod01, Fato 14]). Sejam A, B € S™ tais que A>0 e B> 0. Entdo, se
B #0, € vdlido que (A, B) = tr(AB) > 0. O

Proposicao 1.3.9 ([Tod01, Fato 15]). Sejam A, B € ST!'. Entdao,
(A,B) =tr(AB) =0 se e somente se AB =0.

O

O préximo resultado caracteriza o produto de Hadamard de duas matrizes semidefinidas
positivas.

Proposigao 1.3.10 ([HJ90, Teorema 7.5.3]). Se A, B € ST, entao AoB € ST'. Além disso,
se A e B sao definidas positivas, entao Ao B também € definida positiva. [
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1.4 Analise convexa

O nosso objetivo nesta secao é abordar alguns conceitos de andlise convexa que servirao
de base para entendermos os problemas estudados. Enfocamos um espaco euclidiano
genérico €, ou seja, um espaco vetorial de dimensao finita sobre os reais com um produto
interno definido. Ao adotarmos essa forma de apresentacao, podemos discutir os resultados
de uma maneira mais elegante e abrangente, a qual contempla tanto R"™ quanto S™. As
principais referéncias para tais resultados foram os livros de Borwein e Lewis [BLO06| e de
Rockafellar [Roc70].

Um conjunto € C € é convezo se e somente se ax+ (1 —a)y € €, para quaisquer z,y € C
eacl0,1].

Para toda funcao f: &€ — [—00, +00], nés chamamos o conjunto

epi f £ {(z,p) € EX R f(2) < p}

de epigrafe de f. Dizemos que f é uma funcdo convexa se sua epigrafe é um subconjunto
convexo de & x R. Por outro lado, se —f é uma funcao convexa, entao nés dizemos que f
é uma funcao concava. Se f(x) > —oo para todo z € € ou se f(z) < oo para todo = € &,
entao f é convexa se e somente se

flaz + (1 -a)y) < af(x) + (1 -a)f(y), (1.3)

para quaisquer elementos z,y € € e a € [0,1]. Se f(x) > —oo para todo z € € e a
desigualdade acima é estrita para todo x,y € € em que = # y e todo « € (0, 1) tal que f(x)
e f(y) sao finitos, entao dizemos que f é estritamente convexa.

Dada um funcao convexa f: & — [—00, +00], definimos seu dominio efetivo por

dom f € {z € &| f(z) < +o0},

isto é, a projegao de epif em €. Se f(x) > —oo para todo = € € e existe € & tal que
f(Z) < +o0, ou seja, se a epigrafe de f nao é vazia nem contém retas verticais, entao
dizemos que f é propria. Caso contrario, f é impropria.

O préximo resultado apresenta conjuntos convexos relacionados a uma fungao convexa.

Teorema 1.4.1 ([Roc70, Teorema 4.6]). Sejam f: & — [—o00,400] uma fungdo convezra e
a € [—00,+00]. Entdo, os conjuntos de nivel

{fzel|flx)<al e {zel|f(z)<a}
$40 converos. O

Dizemos que uma fungao arbitréria f: &€ — [—00,+00] é fechada se sua epigrafe é um
conjunto fechado. Por outro lado, a funcao f é semicontinua inferior em um ponto x € € se

F(@) < liminf f(x)

para toda seqiiéncia {zy} C € que convirja para x. Se f é semicontinua inferior em todo
ponto x € &, entao dizemos que f é semicontinua inferior.

O préximo teorema mostra a equivaléncia entre o fato de uma funcao ser semicontinua
inferior, ser fechada e ter os conjuntos de nivel fechados.



10 1 CONCEITOS BASICOS IMPORTANTES

Teorema 1.4.2 ([Roc70, Teorema 7.1]). Seja f: & — [—00,+00] uma funcdao arbitrdria.
Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) f € semicontinua inferior em &;
(b) o congunto de nivel {x € €| f(x) < a} € fechado em &€ para todo a € R;
(c) a epigrafe de f € um conjunto fechado em € x R.

O

Um conjunto € C € é um cone se, para todo = € C e todo real o > 0, obtemos ax € C.
Um cone convexo muito usado em otimizacao é o cone normal a um conjunto convexo em
um ponto desse conjunto.

Definicao 1.4.3. Dizemos que um vetor d € & € normal a um conjunto convexo € C & em
T € C se

(x =T, d) <0 para todo x € C,
0 que equivale a
(z,d) < (T,d) para todo x € C.

A partir dessa desigualdade, podemos ver que o conjunto de todos os vetores d € € normais
a C em T ¢ um cone. Chamamos tal conjunto de cone normal a C em T e o denotamos
por Ne(T).

Pela Definicao 1.3.1, vemos que S e S, sao cones convexos. O resultado a seguir
apresenta uma descricao do cone normal a S em uma matriz semidefinida positiva.

Proposigao 1.4.4 (baseada em [Roc70, pag.226]). Seja A eST. O cone normal a ST em
A € dado por

(Bes™|(AB)=0}.

Demonstracao. B B
Seja D & {B S <A,B> = 0}. Provamos primeiramente que Ngm (A) C D. Seja
B € NST (fl), ou seja,

(A,B) < (A,B) para toda matriz A € S}". (1.4)
Pela Definicdo 1.3.1, sabemos que aA € S para todo real a > 0. Em particular, temos
(2A,B) <(A,B) e (1A, B)<(AB),

resultando que
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Ao combinarmos essas duas desigualdades, concluimos que <[l, B > = 0. Além disso, a partir
da inequacao (1.4), sabemos que

(A,B) <0 para toda matriz A € S,

resultando, pela Proposicao 1.3.6, que a matriz B é semidefinida negativa.
Provemos agora que NST (f_l) O D. Seja B € D, o que equivale a B=0 e <A,B> = 0.
Pelo Corolério 1.3.7, obtemos

(A,B) <0= <f1, B> para toda matriz A € S,
implicando que B € NST ([l), o que completa a demonstracao. O

Um conceito que estende a nocgao de gradiente para fungdes convexas nao necessaria-
mente diferencidveis é o de subgradiente.

Definigao 1.4.5. Seja f: &€ — (—o0,+0o0| um fun¢ao convera. Um vetor y € € € um
subgradiente de f em T € € se

f(z) > f(@)+ (y,x —T), para todo z € €.

Denominamos o conjunto de todos os subgradientes de f em T € & de subdiferencial
de f em T e o representamos por Jf(T). De maneira andloga, quando f é uma fungao
concava sobre €, obtemos a definicao de seu subgradiente ao invertemos a desigualdade na
Definicao 1.4.5. Nesse caso, também chamamos o conjunto de todos os subgradientes de f
em T € € de subdiferencial de f em T e o representamos por 0f(T).

A partir da defini¢do acima, obtemos a proxima proposicao, que mostra a relevancia de
subgradientes para a resolucao de problemas de otimizacao.

Proposicao 1.4.6 ([BL06, Proposigao 3.1.5]). Sejam f: & — (—o0, +00] uma fungdao con-
vexa e propria e x* € E. Entao, x* é um ponto de minimo de f se e somente se 0 € Of(x*),
ou seja, se e somente se 0 € um subgradiente de f em x*. O

O préximo teorema associa o gradiente de uma fungdo convexa em determinado ponto
com o seu subgradiente.

Teorema 1.4.7 ([Roc70, Teorema 25.1]). Sejam f: & — (—o00,+00] uma fung¢ao convexa
eT € & um ponto onde f € finita. Caso f seja diferencidvel em T, entio V f(T) é o inico
subgradiente de f em T. Em particular,

flz) > f(Z)+(Vf(T),r —T) para todo x € E.
Por outro lado, se f tem um inico subgradiente em T, entdo f € diferencidvel em T. [

Usamos a desigualdade do teorema anterior para caracterizar funcoes convexas dife-
renciaveis na proxima proposicao:

!Quando f é concava, alguns autores preferem os termos supergradiente e superdiferencial ao invés de
subgradiente e subdiferencial, respectivamente.
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Proposicao 1.4.8 (Desigualdade do gradiente [Ber03, Proposicao 1.2.5] e [BL06, p.38,
ex.12]). Seja f: € — R uma fungao diferencidvel em &. A funcgao f € convexa em & se e
somente se

f(z) > f(x) +(Vf(z),z — x), para todos x,z € E.

Além disso, [ € estritamente convexa se e somente se a desiqualdade acima for estrita
para T # z.
O

Dado um conjunto € C &, definimos sua funcdo indicadora por

0 se x € C,
de(z) = {

+00 caso contrario.

Podemos ver facilmente que € é convexo se e somente se sua fun¢ao indicadora é convexa.

A seguir, caracterizamos o subdiferencial da fungao indicadora de um conjunto convexo
nao-vazio C C € em T € €. A partir da Definigao 1.4.5, sabemos que um vetor d € dd¢e(7T)
se e somente se

de(x) > 0e(T) + (d,x —T), para todo z € E.

A desigualdade acima equivale a T € € e (d,x — T) < 0 para todo = € C, ou seja, d é
normal a € em ZT. Assim, se T € C, entdao 0de(T) é igual ao cone normal a € em Z. Se
T ¢ C, entao dde(T) é um conjunto vazio. Particularmente, a partir dessa discussao e da
Proposicao 1.4.4, obtemos o resultado a seguir, o qual caracteriza o subdiferencial da funcao
indicadora de S avaliada em uma matriz semidefinida positiva.

Proposicao 1.4.9. Para toda matriz semidefinida positiva A € S'', temos
_ _ m _
8551L(A) = NST(A) = {B eS™|(A,B) = 0}.
O

Para toda fungao f: &€ — [—o00, +o0], a sua convezo conjugada é uma fungao f*: & —
[—00, +00] definida por

£ (y) = sup {(z,y) — f(x)}.

€&

Essa funcao é convexa pois é o supremo de funcoes lineares. Além disso, podemos ver que

(z,y) < f(x) + [ (y), (1.5)

para quaisquer z,y € &. Tal expressao é conhecida como a desigualdade de Fenchel. O
préximo teorema apresenta condicoes sob as quais essa expressao é valida como uma igual-
dade para f convexa e propria.

Teorema 1.4.10 ([Roc70, Teorema 23.5]). Sejam f: & — (—o00, +00] uma fun¢ao convexra
e propria e x,y € E. As sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

(a) y € 0f(x);
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(b) o supremo da funcio h(z) 2 (z,y) — f(2) em & ¢é atingido em z = x;

(c) f(x)+ f*(y) = (x,y).

Além disso, se f € fechada, entdo podemos incluir na lista acima as sequintes afirmacoes:

(d) © < df*(y);
(e) o supremo da funcio h(u) = (x,u) — f*(u) € atingido em u = y.
O

Coroldrio 1.4.11 ([Roc70, Corolario 23.5.1]). Seja f: &€ — (—o00,+00] uma fun¢ao con-
vexa, propria e fechada. Entao, © € 0f*(y) se e somente se y € Of(x). O

1.5 Calculo matricial

Nesta secao, sao abordados alguns conceitos de calculo matricial que sao tteis em capitulos
posteriores. Em particular, estamos interessados em fungoes cujo dominio seja um subcon-
junto do espaco de matrizes simétricas de dimensao m x m, S, e cujo contra-dominio seja
S™ ou R = S'. Também abordamos mapeamentos entre R” e S™.

Sejam € e Y espacos euclidianos. Dizemos que um mapa A: & — Y é linear se

Alaz + pz) = a A(z) + BA(2)

para todos os pontos x,z € € e todos os escalares reais « e §. Uma funcao é afim se for
igual a soma de um mapa linear e uma constante.

Para todo mapa linear A: € — Y, o adjunto de A é um mapa linear ALY = & que
satisfaz a propriedade

*

(A (y),z) = (y, A(x))

para todos os pontos = € € e y € Y. Ademais, se Y = R, entdo existe um tnico s € € tal
que A(z) = (s,z) para todo z € E.
Neste texto, utilizamos principalmente um mapa linear A: R™ — S™ definido por

Alr) > miA;, (1.6)
i=1

em que Ajp,..., A, € S™ sdo matrizes reais simétricas fixadas. A partir da definigdo de
operador adjunto, sabemos que (A(z),U) = (z, A*(U)), para todo x € R" e toda U € S™.
Logo, a partir das escolhas dos produtos internos de R™ e S™, podemos ver que A éo
operador linear de S™ para R" definido por

<A17 U>

* <A27 U> .
A (U) = . , para toda matriz U € S™. (1.7)

(4,.1)
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Definimos agora funcgoes diferenciaveis em €. Para isso, precisamos definir primeiro a
taxa de convergéncia de uma funcao quando a norma de seu argumento tende a zero.
Dizemos que uma funcao g: € — Y é o(||h||) se para todo € > 0, existe § > 0 em que

[pll <6 implica  [lg(h)l| < €[|A].

Podemos escrever essa condicao equivalentemente como

lg(n)]]

lim = 0.
Ihll—0 [|A]|

Seja F': € — Y uma funcao arbitraria definida sobre £. Dizemos que F é diferencidvel
em x € € se existe uma fungao linear L,: &€ — Y tal que

F(x 4+ h) = F(z) + Ly(h) + o(||h]]).
Essa condicao equivale a

fo I+ h) = F@) = L)

=0.
||h]|—0 A

No6s denominamos o operador linear L, de diferencial ou derivada de F' em x, o qual
denotamos por F'(z) ou DF(x). Particularmente, uma funcao f: &€ — R é diferencidvel
em x € € se existe uma fungao linear ¢,: € — R tal que

f(@+h) = f(x) + La(h) + o([|L]]).

Pelo que vimos ha pouco, existe um tnico s € & tal que £,(h) = (s, h) para todo h € €. O
vetor s é chamado de gradiente de f em x e o denotamos por V f(z). Assim,

ly(h) = (Vf(x),h) paratodoh € E. (1.8)

Nesse caso, para Y = R, também denotamos ¢, por df(x), além das notagoes f'(z) e Df(x).
Vamos calcular a derivada de um operador linear A: € — Y. Devido a A ser linear,
para todo h € € temos

Az + h) = A(z) + A(h), (1.9)

resultando que D A(x) = A.
Apresentamos agora o gradiente e o diferencial de algumas fungoes relevantes neste texto
e, em seguida, definimos fungoes matriciais primarias.

Proposicao 1.5.1 ([Sil06, Exemplo 2.3.1]). Seja tr: S™ — R o tragco de uma matriz. O
gradiente em X € S™ e o seu diferencial em H € S™ sdo dados por

Vir(X)=1I, e dtr(X)[H] = In, H),

respectivamente.
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Demonstracao. Ja que o trago é um funcao linear, para toda matriz simétrica H € S™,
obtemos

tr(X 4+ H) = tr(X) + tr(H) = tr(X) + (I, H),
implicando que V tr(X) = I,, e dtr(X)[H]| = (I, H).
O
Proposicao 1.5.2 ([Sil06, Exemplo 2.3.2]). Seja f: S™ — R definida por f(X) = tr(X*),
em que k € um inteiro estritamente positivo e X = (x;;) € S™. Entao,
VAX)=kX"1 e dtr(XF)[H] = (kX" H).
Demonstragdo. Para toda matriz simétrica H € S™, temos

FX +H)=tr((X + H))

k
= tr(X*) + ktr(X*'H) +Z< >tr (X* HY

1=

Ead

(1.10)

Sy

= f(X)+k(X*1 H) +

7

)szHz
2

ES

= f(X) + (kX" H) +

7

(5) s

:
{le

Nés também sabemos que

()| <

1=2

0<

<.
> |l Mw
[\

< (f) | X k_ZH |H*|| [desigualdade de Cauchy-Schwarz]
=2
Mk N
AW
=2

em que a ultima desigualdade acima decorre da propriedade submultiplicativa de normas
matriciais. Assim, para H # 0, segue que

S, () (k)

k
0< < X =
HHH > (4

1=2

Logo, ao tomarmos o limite para ||H| — 0 na expressao acima, temos

S ()t
i 1]

=0,

implicando, a partir da expressao 1.10, que
VAX)=kX1 e dtr(XM)[H] = (kX" H),

encerrando a demonstracao. O
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1.5.1 Funcgoes matriciais primarias

Nesta subsecao, introduzimos fungoes matriciais primarias e tratamos de algumas propri-
edades importantes sobre elas. Além disso, destacamos alguns resultados validos para
certas funcbes matriciais primdrias que sao essenciais para a analise de alguns algoritmos
nos préximos capitulos. Tais propriedades podem vistas em [HJ94, Capitulo 6] e [MZ00,
Apéndices B, C e D].

Pelo Teorema 1.2.3, sabemos que toda matriz simétrica A € S admite uma decom-
posicao espectral QAQ", em que A = ();;) € R™*™ é uma matriz diagonal cujo i-ésimo
elemento da diagonal, A\;;, é um autovalor de A e Q € R™*™ é uma matriz ortogonal cuja
i-ésima coluna é um autovetor de A associado a A;;, parai = 1,...,m. A partir desse resul-
tado, para cada funcao analitica g: R — R, nds associamos uma funcdao matricial primdria
sobre S definida por

g(M(4)) 0
ef
9(A) = Qg(M)Q" =Q Q" (1.11)
0 9(An(4))
Vale ressaltar que utilizamos o mesmo simbolo para representar uma funcgao analitica em
R e a fungdo matricial associada, ja que podem ser identificadas univocamente pelos seus
argumentos.

Listamos no préximo teorema algumas propriedades sobre func¢ées matriciais primérias
que decorrem diretamente da equagao (1.11).

Teorema 1.5.3 ([HJ90, Coroldrio 6.2.10]). Sejam f,g: R™ — R fungoes analiticas e A €
S™. Temos:

(a) se f(t) =c, em que c € uma constante real, entao f(A) = cl;

(b) se f(t) =t entdo f(A) = A;

(c) se h(t) 2 f(t) + g(t), entdo h(A) = F(A) + g(A);

(d) se h(t) 2 £(1)g(t), entio h(A) = f(A)g(A) = g(A)f(A),

(e) se g(\) # 0 para todo N € o(A) e h(t) 2 f(t)/g(t), entdo g(A) € nao-singular e

h(A) = F(A)]g(A)]~" = [g(A)] 7 f(A).
O
O traco de uma funcao matricial priméria desempenhard um papel importante neste
texto. Por tal motivo, mostramos uma forma de calculd-lo sem que seja preciso conhe-

cer a decomposicao espectral completa da matriz, na qual somente seus autovalores sao
necessarios. Pela expressao (1.11) e pela equagao (1.1), obtemos

tr(g(4)) = tr (Qg(A)Q") = tr (9(M)Q"Q) = tr(g(A)) =Y g(Ni(A)). (1.12)

Estendendo o resultado acima, indicamos uma maneira de calcular o traco da funcao
x+— zg(x), para x € R, em que g: R — R é uma funcao analitica.
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Proposicao 1.5.4. Sejam g: R — R uma funcdo analitica, h: R — R definida por h(x) o
zg(z) e Q: S™ — R dada por Q(X) Z tr h(X). Entdo,
Q(X) = tr(Xg(X)) = (X, 9(X)).

Além disso,

Demonstragao. Pelo Teorema 1.5.3, sabemos que h(X) = Xg(X), implicando que
QUX) = tr(Xg(X)) = (X, 9(X)).

Provemos agora a segunda parte da proposicdo. Seja QAQ™ uma decomposicao espectral
de X. A partir da definicdo de funcdo matricial priméria apresentada na equagao (1.11),
temos g(X) = Qg(A)Q", resultando que

Xg(X) = QAQ"Qg(M)Q" = QAg(A)Q™.

J& que A e g(A) sdo matrizes diagonais, obtemos (Ag(A)),. = (A)i(g(A)),; = Xi(X)g(Ni(X)),
parai=1,...,m. Assim,

m m

Q(X) = tr(Xg(X)) = > (Ag(A),; = D M(X)g(M(X)),

i=1 i=1

0 que completa a prova.
O

A partir de agora, abordamos as derivadas do traco de uma funcao matricial primaria.
A proxima proposicao mostra o gradiente dessa funcao.

def

Proposigao 1.5.5 ([MZ00, Apéndice B]). Sejam ¢: R — R uma fungdo analitica e ®(A)
tr ¢p(A) o trago da fungdo matricial primdria associada a ¢ para toda matriz A € S™. Entao,

Demonstracao. Ja que ¢ é analitica, ela pode ser expandida em uma série de poténcias

@(t) = Z Citi7
=0

implicando que

¢(t) = et
=1
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Pelo defincao de ®, temos também que

D(A) =trp(A) =tr (i ciAi> .
1=1

Entao, para H € S™ de norma suficientemente pequena, segue-se que

D(A+H)—P(A) =tr (icz(A—FH )—tr (ZCZAZ>

=0
= tr i Ci EZ: <Z> ATIHT | —tr i ci Al [equagao (1.1)]
=0 =0 \J =0

v J=

= tr (qu’) +tr <§iciAi_lH> + tr (icl i ( >AZ JHJ)
(

( + tr (ZZ; Ci 2 <j>A2JHJ)
(ch,Al YH | +o(|H|)
((chzm 1) ) +o(||H|)

resultando que
P(A+H)—P(A) = <¢’(A), H> + o(||H]|)- (1.13)

A partir da definicao de gradiente, sabemos que
D(A+ H)— ®(A) =(VP(A),H) + o(|H|). (1.14)
Logo, ao compararmos as equagoes (1.13) e (1.14), vemos que
Vo(A) = ¢'(A).
O

Corolario 1.5.6 ([MZ00, Apéndice B]). Sejam A o mapa linear definido pela equagao (1.6)

e ®:S™ — R definida por ®(A) = tr¢(A), tal que ¢: R — R ¢ uma funcio analitica.
FEntao,

V.0 (A(@) = A" (¢ (A)) )
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Demonstracao. Seja ©(x) = <I>(A(:17)), para todo z € R™. A partir da regra da cadeia para
fungoes diferencidveis [Bar76, Teoremad0.2], sabemos que

DO(z) = D(IJ(.A(a;)) oD A,
resultando, para todo h € R™, que

DO(z)[h] = DB (A(z)) [DA(a;)[h]]

— <vq>(A( )),DA(a:)[h]> [equagdo (1.8)]

— < ),A h)> [equagao (1.9)]

= < ) A( )> [Proposicao 1.5.5]
- (4 ( (@)).h)

Logo, VO(z) = A" ((b/ (A(z))

N—

, 0 que completa a prova.
O

Vale ressaltar que as Proposigoes 1.5.1 e 1.5.2 sao casos particulares da Proposicao 1.5.5.
Calculamos agora a segunda derivada do trago de uma funcao matricial.

Proposicao 1.5.7 ([MZ00, Apéndice C, Teorema 4]). Sejam ¢: R — R uma fungao
analitica, ®(A) gy ?(A) o trago da fungao matricial primdria associada a ¢ e W(A) o
V®(A), para toda A € S™. Também suponhamos que QAQT seja uma decomposi¢ao espec-

tral de A. Entao,

DY(A)H]=Q(SoH)Q",
em que HZ QTHQ ¢ S = (sij) € S™ € definida por

(N "(Aj (A
. {“;(/;; S se M) # A5 (),
J ¢//( )

caso contrdrio,
para t,5 =1,...,m

Demonstracao. Para simplificar a notacao na prova, denotemos por A; o i-ésimo maior
autovalor de A, ou seja, \; = \;(A) para i = 1,...,m. Sabemos, pela Proposigao 1.5.5,
que U(A) = ¢'(A). Ademais, ja que ¢ é uma fun¢ao analitica, sua derivada, ¢’, também é
analitica. Entao, suponhamos que ¢’ possua a seguinte expansao em uma série de poténcias:

[
= E aitla
=0

o que resulta em

TU(A) =¢'(A) =) A
=0
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Assim, para toda matriz H € S™, obtemos

V(A+H) - ZaZA—i—H ZQZAZ
(1.15)

[e.9]

=> ai((A+H) - A).
i=1
Para todo inteiro i > 0 e toda matriz H € S de norma suficientemente pequena, temos

(A+ H) =AM =" ATFHAR 4 o(||HI))
k=1

(QAQT) ™ H (QAQ™ " + o(||H|))

k=1
i i—k T k—1~T (1'16)
=) QATFQTHQA" Q" + o(||H]|)
= ( D ATEHAM 1) Q" +o(|[H]))
= QG; QT +o([lH[]),
em que G; = (g;) € S™ é uma matriz cujos elementos sdo definidos por
gra = (H), D NN (L.17)
k=1
parar,s = 1,...,m. Além disso, se A\, # \g, entao

. DF s A aa [(3) -
ZA Bkl = ZAﬁAS:rs,;:;(A_r) WY P

Ar
)\Z )\L . . . .
i i i i
:)\i—l B :)‘s_/\r:/\r_/\s
)\SATAT As — Ar Ar = As

Por outro lado, se A\, = A4, obtemos

4 1
SOXNTIMTI =N A =
k=1 k=1

Assim,

i Yoy
SR < {M—As % Ar 7 Ao (1.18)

i\i=!  caso contrario.
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Ao substituirmos a expressao (1.16) na equagao (1.15), obtemos

U(A+ H) - W(A) = 3 0QGiQ" + of | H])
i=1

=Q (Z aiGi) Q" + o(|lH])-
i=1

def

Seja G = (Grs) = Y2y a;Gy. A partir da equagao (1.17), podemos ver que

o0 7
-&7’5 = Z @ (H) rs Z )\:“_k)\];_l’
i=1 k=1
para r,s = 1,...,m. Ao substituirmos a expressao (1.18) nessa equagao, temos

S ol = PO gy e, g,

. )\7" - )\s )\r - )\s

grs - Zo:ol
Z oA (ﬁ) =" () (ﬁ) s caso contrario.
i=1

Assim,
V(A+H)—V(A) = QGQ" +o(|H|) = Q(S o H)Q" + o( | H])),

resultando que D®(A)[H] = Q(S oH ) Q", o que conclui a demonstracao.
O

Corolario 1.5.8 ([MZ00, Apéndice C, Corolario 1]). Sejam ¢: R — R uma fun¢ao analitica,
D(A) Yoty #(A) o trago da func¢ao matricial primdaria associada a ¢ e A: R" — S™ o
operador linear definido pela equagao (1.6). Entao, a i-ésima coluna da matriz hessiana
Vi, ®(A(z)) € dada por

Vi)' =A" <Q (0 (Q"4:Q)) QT>,

em que QAQ" é uma decomposicio espectral de A(x) e S € a matriz definida pela Pro-
posi¢ao 1.5.7 para A(x).
O

Tratamos agora de alguns resultados de andlise convexa aplicados a fungoes matriciais
primérias e ao trago dessas fungoes. O préximo lema mostra que a convexidade de uma
funcao analitica implica na convexidade do trago da fun¢éo matricial primdria associada a
ela.

Lema 1.5.9. Se ¢: R — R € uma funcdo convexra e analitica, entdo o traco da func¢ao

matricial primdria associada a ¢ e definida sobre S™, ®(A) gy d(A), também € uma

funcdo convezxa.
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Demonstracdo. Sejam A, X € S™. Pela Proposicao 1.5.5, sabemos que ® é diferencidvel e
que

P(A) + (X — A, VO(A)) = ¢(A) + (X — A, ¢/(4))
B(A) + MX)"A(¢'(A)) — (A4,¢'(A)) [Teorema 1.2.4]

)
=Y 6(Mi(A)) + A(X)"A(¢/(A)) — tr(A¢(A)) [equagdo (1.12)]
= Z d(Ni(A)) + MX)"A(#(A))

- Z )‘i(A)‘bl()‘i(A)) [Proposi¢ao 1.5.4]

implicando que

PD(A) + (X — A, VP(A)) < Z(qﬁ(/\i(A))ﬂ/\i(X) - Ai(A))Qg'()\i(A))). (1.19)
i=1
Por hipdtese, sabemos que ¢ é uma funcgao convexa. Logo, para ¢ = 1,...,m, sabemos

pela desigualdade do gradiente (Proposigao 1.4.8) que
P(Ai(A))+(Ni(X) = Xi(A)) ¢ (Ni(A)) < o (Ni(X)).

Ao somarmos a desigualdade acima para todo i € {1,...,m}, temos

S (S () +(A(X) = X)) ¢ (Ai(4) ) < D s(N(X)) = (X), (1.20)
i=1

i=1

em que a igualdade na expressao acima decorre da Proposicao 1.5.4. Ao combinarmos as
desigualdades (1.19) e (1.20), segue que

P(A)+ (X — A, VO(A)) < P(X),

o que resulta, a partir da desigualdade do gradiente novamente (Proposicao 1.4.8), que a
funcao ® é convexa.
O

O préximo lema determina uma maneira de calcular a convexo conjugada de uma funcao
definida em R™ como a soma de uma fungao escalar aplicada sobre cada coordenada dos
elementos desse espaco. Tal funcao pode ser vista como uma generalizagao do traco de uma
funcao matricial primaria.
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Lema 1.5.10. Dada uma fungao f: R — R, definimos F': R™ — R por F(x) o Sy f(xz)
Entao,

n
F(y) =Y ().
i=1
Demonstracdo. Para todo v € R, sabemos que

f () = sup{{t,v) — f(t)}.

teR

Além disso, para todo y € R™,

F*(y) = sup {(z,y) — F(x)}

TeR™
= sup {Z TilY; — Zf($l)}
TER™? i=1 =1
= xseuﬂgl {g(xzyz - f(ﬂfi))}
= ;ilé% {ziyi — f(@i)}

=3 Fr ),
i=1

resultando que F*(y) = >, f*(vi)-
O

O Teorema 1.5.11 relaciona a convexo conjugada de uma func¢ao matricial associada a
uma func¢ao analitica com a convexo conjugada do trago dessa funcao matricial.
Teorema 1.5.11 ([See97, Teorema 2.1]). Sejam ¢: R — R uma fungdo analitica e ®(A) =
tr(gb(A)) o trago da funcao matricial primdria associada a ¢ e definida sobre S™. Entdo,

*(B) = tr(¢*(B)).

Demonstracdo. Seja B € S™ uma matriz simétrica com decomposigao espectral QAQ™.
Sabemos que

*(B) = sup {(A, B) — B(A)}

AES"”
- A,QAQT) — &(A

sup {(4, QAQT) — &(4)} (1.21)
= sup {(Q"AQ,A) — ®(A)} [Proposicao 1.2.2].

AES"”

A fungao H: S™ — S™ definida por H(A) < QTAQ, para toda matriz A € S, introduz
um isomorfismo de S™ para S™. Além disso, a partir da equagao (1.12), temos ®(A) =
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i) (QTAQ) . Assim,

sup {(Q7AQ.A) — #(4)} = sup {(Q"AQ.A) ~ #(Q"AQ)}
AeSm AeSm (1.22)
= e {4 - o)},

implicando, a partir das expressoes (1.21) e (1.22), que

" (B) = §;£H{<A’A> —®(A)}.

Seja f: R™ — R definida por f(x) = o S é(xi). A partir da decomposigao espectral de B,
sabemos também que A = Dlag()\(B)). Logo,

®*(B) = ASSS%KA Dlag( (B) )> - f(A(A))}

= sup { U Diag(z)U", Dlag()\(B))> — f(a:) |U eS™é ortogonal}

zeR™

(
> sup {(IDiag(z)I",Diag(A(B))) — f(z)}
(

zeR™

= sup {(2,A(B)) — f(2)}

= (A(B)),

resultando que
*(B) > f*(/\(B)). (1.23)

Provemos agora que f*(A\(B)) > ®*(B). Para toda matriz A € S™, pela desigualdade de
Fenchel (inequagao (1.5)) e pelo Teorema 1.2.4, temos

F(ACA)) + F*(MB)) = (AMA),A(B))

(A(A),\(B)) > (A, B),
respectivamente, implicando que

FONA) + F*(A(B)) = ®(A) + f*(\(B)) > (A, B).

A desigualdade acima equivale a

f*(MB)) = (A,B) — ©(4),

para toda matriz A € S, o que resulta em

FrAB)) = sup {(4.B) - 2(4)} = 2'(B),

implicando que
F*(A(B)) = @%(B). (1.24)
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A partir das desigualdades (1.23) e (1.24), obtemos f*(A\(B)) = ®*(B). E pelo Lema 1.5.10,

sabemos que
m

Entao, segue que ®*(B) = tr((b* (B)), 0 que encerra a demonstragao.
O

Para encerrar este capitulo, apresentamos algumas propriedades da func¢ao matricial
X log X, a qual é bastante relevante no Capitulo 3. O corolario abaixo decorre diretamente
do Teorema 1.5.5 e da Proposicao 1.5.4, ao tomarmos ¢(z) = xzlnz.

Corolério 1.5.12 ([Sil06, Exemplo 2.4.1]). Seja Q: ST, — R definida por Q(X) =
tr(XInX) = (X,In X). Entao, a funcao Q € continua em S’ e

VO(X)=In X + 1.
O

J& sabemos, pelo Lema 1.5.9, que a fungao tr(X In X) é convexa. Provemos agora que
tal fungao é estritamente convexa.

Teorema 1.5.13 ([Sil06, Exemplo 2.4.1]). A fun¢io Q(X) = tr(XInX) = (X,InX) ¢
estritamente convexra em ST 4

Demonstragao. Seja Dgq: S, x ST', — R definida por
Do(X,Y) QX)) —QY) - (VQ(Y), X —Y).

Provar que Q(-) é uma funcao estritamente convexa é equivalente a provar que Dgq(+,-) > 0
se 0s seus argumentos sao diferentes.
Para quaisquer matrizes X,Y € S, , temos
Do(X,Y) = Q(X) - Q) = (VQ(Y), X -Y)
—(X,InX) — (Y,IlnY) — (InY + I, X - Y)
— (X,In X) — <X InY) — (I,X) +(I,Y)

(X,In X) Z Ai(X)In (YY) — (I, X) +(1,Y) [Teorema 1.2.4]
= (X)) In X (X) =) N(X) In () [Proposicao 1.5.4]
i=1 =1

|
g
=
+
g
g
=

(1.25)
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em que dgr,: Ry x Ry 4 — R é a entropia relativa de Kullback-Leibler definida por
dir(a,b) = aloga —alogh+b—a.

Assim, para i = 1,...,m, sabemos que dg;, ()\Z-(X), )\i(Y)) > 0 e a igualdade é valida se e
somente se \;(X) = A\;(Y). Como resultado, pela expressao (1.25), temos

Dq(X,Y) > idKL(Ai(X), ANi(Y)) > 0.
=1

Além disso, pelo Teorema 1.2.4, a primeira inequacao acima é valida como igualdade se
e somente se existe uma matriz ortogonal Q € R tal que QTXQ = Diag()\(X)) e
Q"YQ = Diag(A(Y)). Logo, D(X,Y) = 0 se e somente se A\(X) = A(Y) e existe uma
matriz ortogonal @@ € R™*"™ tal que QT XQ = Diag()\(X)) e QTYQ = Diag()\(Y)), o que é
equivalente a X e Y terem o mesmo espectro e os mesmos autovetores associados, ou seja,
X =Y. Portanto, € é estritamente convexa em S, .

O



Capitulo 2

Apresentacao dos problemas

2.1 O problema primal

Um problema de programacdo convexa semidefinida pode ser definido por

min f(x)
s.a gi(x) <0, i=1,...,m
G(z) =0,
r € R™,
em que f, gi: R" — (—o00,00], ¢ = 1,...,r, sdo fungdes convexas, préprias e fechadas e

G: R" — S§™ é uma funcao =-convexa, isto é,
G(az + (1 - a)y) 2aG(z) + (1 — a)G(y),

para todos z,y € R" e todo « € [0, 1].
Neste texto, abordamos principalmente um problema particular de programagao con-
vexa semidefinida no qual G é um mapa afim, isto é,

G(z) = Ao+ A(z) = Ao + Z%’An
i=1

em que A; € S™, i =0,...,n s@o matrizes reais simétricas fixadas, e tal restrigdo é a tnica
do problema, ou seja, r é igual a 0. Denotamos esse problema por problema de programagao
convexa semidefinida com restrigao matricial afim (PSDA) ou problema primal:

min f(z)
s.a Ap+ A(z) =<0, (PSDA)
x € R™

Supomos que a seguinte hipGtese é vélida para todas as instancias de (PSDA) que
estudamos nesta dissertacgao:

Hipétese 2.1. A funcdao objetivo do problema primal tem valor finito ao ser avaliada no
conjunto de pontos vidveis do problema, isto é€,

se Ap + A(x) <0, entao f(z) € R. (H1)

27



28 2 APRESENTAGAO DOS PROBLEMAS

Quando a funcao objetivo de (PSDA) for linear, isto é, se f(z) = ¢z, para algum vetor ¢,
denotamos tal caso especial por problema de programagao semidefinida linear (PSDL) ou
problema primal linear:

min c’x
s.a Ag+ A(z) <0, (PSDL)
x e R™

Em algumas partes do texto, estamos interessados especificamente nesse problema, pois ele
possui resultados tedricos fortes e métodos numéricos de resolucao eficientes. Além disso,
existem problemas reais importantes, como em otimizacao combinatéria e no projeto de
estruturas, que podem ser modelados desta forma. Veja, por exemplo, [Tod01, BTNO1,
WSV00]. Também é importante ressaltar que problemas de programagao linear (PL) per-
tencem a essa categoria.

2.2 O problema dual

A partir de uma extensao bastante conhecida de alguns conceitos de dualidade de pro-
gramagao nao-linear com restrigdes no R" [Ber99, Capitulo 3], definimos o lagrangiano ou
fungao lagrangiana L: R™ x S™ — R associado a (PSDA) por

L(z,U) ¥ f(z) + (U, Ay + A(x)).

Essa funcao é convexa em relacao ao primeiro argumento e concava em relacao ao segundo.
Também de modo andlogo ao feito em otimizacdo nao linear, nds apresentamos o pro-
blema lagrangiano primal associado a (PSDA):

inf sup L(z,U),

z€R™ 7ep
em que o conjunto D C S™ deve ser escolhido de modo que supyep L(z,U) valha f(x) se
x for um ponto vidvel em (PSDA) e 400 se for invidvel. Neste caso, resolver (PSDA) é
equivalente a resolver o problema lagrangiano primal. Ou seja, queremos que

f(z) se Ag+ A(z) <0,

UeD +00 caso contrario.

sup L(z,U) = {

Assim, podemos considerar U € D como uma matriz de multas que penaliza os pontos
invidveis do problema (PSDA) e nao altera o valor da fungao objetivo do problema primal
para pontos viaveis.

Para cada x € R™, observemos, pela Proposicao 1.3.6, que = é vidvel em (PSDA) se e
somente se (U, Ay + A(z)) < 0 para toda matriz U = 0. Logo, para D = S obtemos

sup L(z,U) =
Uesm

(2.1)

f(x) se Ag+A(x) =0 (z é vidvel em PSDA),
+00 caso contrario  (z é invidvel em PSDA),

e concluimos que as matrizes de penalidades devem ser semidefinidas positivas. Além disso,
sob a Hipdtese 2.1, podemos concluir que SUpy e g L(x,U) é finito se x é vidvel em (PSDA)
e 400 caso contrario.
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Ao invertermos a posicado do sup e do inf na definicdo do problema lagrangiano primal,
obtemos o problema lagrangiano dual (DSDA) associado a (PSDA) ou, simplesmente, o
problema dual:

sup inf L(z,U). (DSDA)
UGSTEGR"

Seja Kp: S™ — [—00, +00] a fungao objetivo do problema dual: Xp(U) C infuepn L(z,U).
Logo, (DSDA) pode ser representado de forma mais compacta por

sup Kp(U).
Uesm

Consideremos agora apenas (PSDL). A fungao lagrangiana associada a esse problema é
dada por

L(z,U) = c"z + (U, Ag + A(x))

=c'z+ <U, Ay + Z$2A2>

i=1

="z + (U, Ao) + Y (U, i As)
i=1

=c"z+ (U, Ao) + zn:xia]v A;)
i=1
= (U, Ap) +xT(C+A*(U))'

A partir das relagoes acima, podemos ver que, para toda matriz U € S™, se c—i—.A*(U ) # 0,
entdao podemos escolher & € R™ tal que L(#,U) seja tao negativo quanto se queira. Assim,
para toda U € S"", concluimos que

(U, Ag) sec=—A(U),

—00 caso contrario.

Kp(U) = inf L(z,U) = { (2.2)

zeR™

Logo, se Kp (ﬁ) > —oo para alguma matriz U € S, ou seja, se ¢ € Im(—A*), entao o
conjunto de solugoes e o valor étimo do problema lagrangiano dual associado a (PSDL) séo
iguais ao do problema dual linear (DSDL):

max (U, Ao)
s.a c+ A (U) =0, (DSDL)
UecsSm.

Esse problema nao tem pontos vidveis quando o valor étimo do problema lagrangiano dual
é igual a —oo. Nesse caso, para mantermos consisténcia, vamos adotar a convenc¢ao de que
o valor 6timo de (DSDL) é —oco quando o seu conjunto vidvel for vazio.

Apresentamos a seguir algumas relacoes entre os problemas lagrangiano primal e la-
grangiano dual.
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2.2.1 Relacoes de dualidade

Sejam fF e f2 os valores 6timos dos problemas primal e dual, respectivamente:

P {76) | A0+ 46) 20} = sy L D), 23
P sup {Xp(U)|U =0} = sup inf L(z,U). (2.4)
UeSm UGST reR”™

Se (PSDA) nao tiver nenhum ponto vidvel, entao adotamos a convencao de que ff = 4o0.
Analogamente, se (DSDL) ndo tiver nenhum ponto viavel, definimos que f2 serd —oo.

Serd provado agora um resultado que relaciona os valores da fungoes objetivos dos
problemas primal e dual avaliadas em pontos viaveis desses problemas:

Teorema 2.2.1 (Dualidade Fraca). Seja (1, U) € R" x S™ tal que i € vidvel em (PSDA)
e U= 0. Entao, .
Xp(U) < f(@).

Demonstracio. Ja que Ag 4+ A(F) <0 e que U =0, nés sabemos que (U, Ag + A(z)) < 0
pelo Corolario 1.3.7. Desta forma,

inf L(z,U) < L(#,0) = f(2) + (U, A + A(2)) < f(2),

reR?

resultando que Kp(U) = infyepn L(z,U) < f(Z).
U

J& que o teorema acima € valido para todo par de pontos (z, U ) € R™ x S™ tal que 7 é
vidvel para (PSDA) e U > 0, podemos ver que os dois préximos resultados claramente sao
validos.

Coroldrio 2.2.2. O walor détimo de (DSDA) é um limitante inferior do valor détimo de
(PSDA). Em particular, o valor étimo de (DSDL) é um limitante inferior do valor dtimo
de (PSDL):

sup {(U,A0> |c= —A*(U)} < inf {c"z| Ap+ A(x)<0}.
UEST reR”

Corolério 2.2.3. Se f2 = +o0, entdo (PSDA) néo tem pontos vidveis.

Demonstracdo. Suponhamos que f2 = +o0o0. Entéo, pelo Corolario 2.2.2, temos ff = +o0.
Entretanto, pela Hipdtese 2.1, sabemos que f(Z) < +o0, para todo T € R™ vidvel para
(PSDA). Portanto, (PSDA) nao tem pontos vidveis.

O

Chamamos de folga de dualidade a diferenca entre os valores 6timos dos problemas
primal e dual, a qual é representada por JF:

FEFE P = inf sup L(z,U) ~ sup inf L(z,U).
sER" gy vesy s<k”
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Pelo Corolério 2.2.2, sabemos que a folga de dualidade é nao negativa.
Consideremos o problema de programacao semidefinida linear. Para esse problema, a
folga de dualidade é

F = inf {"z| Ao+ A(z) <0} — sup {(U,A0> e+ AN U) :o}.
zER™ Uesp

Entao, para & € R" viavel em (PSDL) e Ue ST vidvel em (DSDL), sabemos, pelo Teorema
de dualidade fraca, que

0<c"E—(U,A) =—A(U)"% — (U, Ay)
== (U, A — (U, Ag) = — (Z(&@AD + <ﬁaA0>)
=1

=1 (2.5)

_ <0,A0 + ZM> — (U, A0 + A(@)).

i=1

Logo, —([7 ,Ag+A(Z)) é igual a diferenca entre os valores das fungoes objetivos dos proble-
mas primal linear e dual linear avaliadas nos pontos 7 e U, respectivamente. Em particular,
se houver algum z* € R™ vidvel em (PSDL) e algum U* € S™ vidvel em (DSDL) tal que
(U*, Ag + A(x*)) = 0, temos entao que a folga de dualidade é zero, resultando que o valor
6timo de (PSDL) é igual ao valor 6timo de (DSDL), «* é uma solugdo do problema primal
e U* é uma solucao do problema dual.

Entretanto, hé situagoes em que a folga de dualidade é estritamente positiva. E mesmo
quando tal folga é zero, ha problemas para os quais nao conseguimos obter uma solugao
para (PSDA) ou para (DSDA). O préximo exemplo ilustra uma situagao em que a folga de
dualidade é zero, mas nao hé uma solucao para o problema primal.

Exemplo 2.2.1 ([Tod01, Segao 4]). Consideremos o problema

min

0 -1 -1 0 0 0
s.a <_1 0>+:L'1<0 0>+:E2<0 _1>j0,

z € R%

A restricdo acima é equivalente a

o (xl 1 > ~0.
1 zo) —
A partir da decomposi¢ao em autovalores da matriz acima, é facil ver que o conjunto
vidvel do problema acima é {x € Ri | 129 > 1}. Logo, podemos obter pontos vidveis
para o problema acima da forma (e, 1/€), para € estritamente positivo tao préximo de zero

quanto se queira. Entao, o valor 6timo do problema ¢é 0, mas nao ha ponto viavel que atinja
tal valor.
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Por outro lado, o dual desse problema é

Ues?.

A partir da analise das restrigoes desse problema, concluimos que o tinico ponto vidvel é

. (10
=0 0);

o qual, portanto, é uma solugao do problema dual. Assim, o valor étimo do problema dual

| (69 )

Logo, a folga de dualidade é 0. Porém, nao ha uma solucao para o problema primal.

O

O exemplo seguinte apresenta uma instancia de (PSDL) em que a folga de dualidade é
estritamente positiva.

Exemplo 2.2.2 ([WSV00, Exemplo 4.1.2)).

min — x9

—a 0 0
S.a 0 0 0+
0 00

o O O
O = O
o O O
+
=
)
O O =
= o O
O = O
| A
=

xeRz,

em que a > 0.

A restrigao acima é equivalente a

zo—a 0 0
0 Tr1 T2 50
0 ) 0

A partir da decomposicao em autovalores dessa matriz, podemos ver que o conjunto
vigvel desse problema é {z € R? | z; <0 e x5 = 0}. Logo, o valor 6timo é 0.
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O dual desse problema é

oo = O OO

_ o o O = O
o R O O OO

> = —ui1 — 2ugz = —1,

UeS?.

Ao analisarmos a positividade da submatriz principal de U

<u22 u23> - < 0 u23>
uzy uzz)  \usa uzz)’
concluimos que uo3 = uze = 0 a partir da Proposicao 1.3.4. Logo, u1; = 1, resultando que
o valor 6timo do problema dual é —a. Portanto, a folga de dualidade ¢ a.
O

Dessa forma, o Exemplo 2.2.2 nos fornece um par de problemas primal e dual em que a
folga de dualidade é tao grande quanto se queira.

Apresentamos na préxima secao condicoes que garantem que a folga de dualidade é zero
e que, além disso, ha solugoes tanto para o problema primal quanto para o dual. Adicio-

nalmente, também comentamos sobre uma condicao que garante que a folga de dualidade
é zero e que o conjunto de solugoes do problema dual é nao-vazio e compacto.

2.3 Dualidade forte e condicoes de otimalidade
Dizemos que um par (Z,U) € R™ x S™ é um ponto de sela da funcao lagrangiana L se

7 € argminL(x,U) e U € argmaxL(Z,U)
z€R™ Uesr

ou, equivalentemente, se U € ST e

sup L(Z,U) = L(7,U) = inf L(x,U).
Uesm zeR™

A préxima proposi¢ao relaciona um ponto de sela com solugdes dos problemas primal
e dual. Reescrevemos a prova existente no livro editado por Wolkowicz, Saigal e Vanden-
berghe [WSV00].

R" e U € S™.

Proposicao 2.3.1 (baseada em [WSV00, Proposigao 2.1]). Sejam T €
e U é uma solucao

Entao, a folga de dualidade € zero, T é uma solugio de (PSDA)
de (DSDA) se e somente se (Z,U) for um ponto de sela de L.
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Demonstracao.

(=) Suponhamos que a folga de dualidade seja zero e que T e U sejam solucoes
de (PSDA) e de (DSDA), respectivamente.

A partir das equagcoes (2.3) e (2.4), obtemos

f£ = inf sup L(z,U) = sup L(z,U) > L(z,U),

z€R" 7 -0 U=0
f2 = sup inf L(z,U) = inf L(z,U) < L(z,T).
UEOIERn rER™

Logo, como a folga de dualidade é zero,

sup L(Z,U) = L(z,U) = inf L(z,0).
U=0 TER?

E ja que U =0, nés concluimos que (z,U) é um ponto de sela de L.

(<) Suponhamos que (Z,U) seja um ponto de sela de L, ou seja, a matriz U é semide-
finida positiva e

sup L(Z,U) = L(7,U) = inf L(x,U). (2.6)
Uesm zeRn

A partir dessa expressao, obtemos

inf sup L(z,U) <L(Z,U) < sup inf L(z,U),

2€R™ yesm Uesm x€R™
o que equivale a ff < L(z,U) < fP. Contudo, pelo Teorema 2.2.1, f2? < ff. Logo, podemos
concluir que a folga de dualidade é zero e que

G Mo V) =L@ V) = sp L@ D) =F (2.7)

Ja que U é semidefinida positiva e atinge o valor étimo do problema dual, essa matriz é
uma solucao de (DSDA).

Provemos que T é uma solugao do problema primal. J& que a funcao objetivo de (PSDA)
é convexa e propria, f(T) > —oo e existe Z € dom f tal que f(Z) é um nimero real. Além
disso, o produto interno associado a S" é sempre um numero real para quaisquer matrizes
simétricas. Logo,

—o0 < f(@) + (U, Ao + A(T))
=L(z,U)
= xjen[é’n L(z,U) [expressao (2.6)]
< f(@)+ (U, Ao + A(Z)) € R,

resultando que L(Z,U) é um niimero real. Como conseqiiéncia, pela expressio (2.6), nds
concluimos que SUpyegrp L(z,U) é um ntumero real também. E, a partir expressao (2.1),

sabemos que T é uma solugao de (PSDA), o que encerra a prova.
O
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Assim, a existéncia de um ponto de sela nos fornece solugoes dos problemas primal e
dual e, além disso, que a folga de dualidade é zero. Contudo, muitas vezes, verificar que
um par de pontos é um ponto de sela ndo é uma tarefa facil. Entao, torna-se necessario
encontrar outras condigoes para que um dado par de pontos seja solu¢ao de (PSDA) e de
(DSDA) e que a folga de dualidade seja zero, como as que sao apresentadas no teorema a
seguir.

Teorema 2.3.2 (Condi¢oes KKT [Roc70, Teorema 28.3]). Sejam z* € R™ e U* € S™.
Entao, x* € uma solugdo do problema primal, U* € uma solucao do problema dual e a folga
de dualidade é zero se e somente se

0€ 0, L(z",U") (2.8a)
Ap+A(x*) <20  (viabilidade primal), (2.8b)
U*=0  (viabilidade dual), (2.8¢)

(U*, Ag+ A(z")) =0  (folgas complementares). (2.8d)

Demonstracao.

(=) Suponhamos que z* € R™ e U* € S™ sejam solugoes dos problemas primal e dual,
respectivamente, e que a folga de dualidade seja zero. Assim, Ag + A(z*)20e U* =0, o
que prova as condigoes (2.8b) e (2.8c).

Pela Proposigao 2.3.1, sabemos que (z*,U*) é um ponto de sela de L, ou seja,

¥ €argminl(z,U") e (2.9a)
TER?

U* € argmax L(z",U). (2.9b)
U=0

A partir da primeira expressao acima, temos
L($7 U*) > L(ﬂj‘*, U*) = L(:E*v U*) + <07$ - $*>7

para todo x € R™, o que equivale a 0 € 9,L(z*,U*). Assim, provamos a condigao (2.8a).
Finalmente, provemos a condicao (2.8d). Da expressao (2.9b), temos

L(z*,U") = sup L(z*,U).
U=0

Ja que x* é um ponto vidavel do problema primal, a partir da Hipdtese 2.1 e da ex-
pressao (2.1), sabemos que supy o L(z*,U) = f(z*) é finito. Logo,

fl@®)+ (U, Ap + A(z")) = L(z*,U") = gup L(z*,U) = f(z") € R,
=0

resultando que (U*, Ag+A(x*)) = 0 e x* é vidvel em (PSDA), o que prova a condigao (2.8d).

(<) Suponhamos que as condigoes (2.8a), (2.8b), (2.8¢c) e (2.8d) sejam véalidas. Para
toda matriz U € ST, sabemos, pelo Corolario 1.3.7, que (U, Ag + A(z*)) < 0= (U*, Ap +
A(x*)). Logo,

L(z*,U) = f(z") + (U, Ag + A(z™)) < f(z*) + (U, Ay + A(z")) = L(z",U"),
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resultando que

sup L(z*,U) = L(z*,U"). (2.10)
U0

Além disso, pela condigao (2.8a), sabemos que
L(z,U*) > L(z*,U") 4+ (0, — z*) = L(x*,U"), para todo = € R".

Tal inequacao equivale a
inf L(z,U")=L(z*,U"). (2.11)
xeR?
Logo, ao combinarmos as expressoes (2.10) e (2.11), podemos concluir que (z*,U*) é um
ponto de sela de L. Novamente pela Proposicao 2.3.1, sabemos que x* e U* sao solugoes de
(PSDA) e de (DSDA), respectivamente, e que a folga de dualidade é zero.
O

Observemos que se a fungao objetivo de (PSDA) for diferencidvel, a fun¢ao L também
serd diferenciavel em relacdo a primeira varidavel e admitirda um minimizador z* em relacao
ao primeiro argumento tal que V,L(z*,U*) = 0. Logo, podemos escrever a condicao (2.8a)
como

0=V,L(*U")
= Vf(a*)+ V. ((U*, Ay + A(z")))

= Vf(z*) + A (U*) [Corolério 1.5.6].

Ao considerarmos especificamente o problema primal linear, a condi¢ao (2.8a) pode ser
definida como

c+A(U*) =0,

que, junto com a condicao (2.8¢c), definem o conjunto vidvel do problema dual linear. Logo,
pelo Teorema 2.3.2, obtemos as condigoes de otimalidade abaixo para o problema primal
linear.

Corolério 2.3.3 (Condigoes KKT para (PSDL)). Sejam xz* € R™ e U* € S™. FEntdo, x*
€ uma solucao do problema primal linear, U* € uma solucdo do problema dual linear e a
folga de dualidade € zero se e somente se

Ap + A(x*) 20 (viabilidade primal), (2.12a)
U=0ec+ A (U*)=0 (viabilidade dual), (2.12D)
(U*, Ag + A(z")) =0 (folgas complementares). (2.12¢)

O

Geralmente, estamos interessados em obter solucées somente do problema primal ou
do dual. A resolucao do outro problema pode ser feita conjuntamente com a do problema
de interesse, muitas vezes com baixo custo computacional, com o objetivo de fornecer
informacGes tuteis sobre as solugbes ou o valor 6timo. Estudamos agora condicoes que
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garantem que a folga de dualidade é zero e que o conjunto de solugoes de (DSDA) é nao-
vazio e compacto, mas, nao necessariamente, que (PSDA) tem solugao. Durante o texto,
vamos denotar por

def

Fp & {z e R" | A4g + A(x) =0},
Fo < {x € Fp | Ag + A(z) <0},
Fo & {U eS™|U>0},
Fo < {U e Fp | U >0}

os conjuntos de pontos vidveis e estritamente vidveis de (PSDA) e (DSDA), respectiva-
mente. Além disso, sejam Sp e S; os conjuntos de solugdes de (PSDA) e de (DSDA),
respectivamente.

De modo similar ao feito em otimizacao nao linear restrita no R™, dizemos que a condi¢cdo
de qualificacdo de Slater é véalida para o problema primal se existe T € dom f tal que
Ao+ A(T) <0, isto é, se Fp # 0.

A seguir, provamos que, sob a hipdtese do valor étimo do problema primal ser finito, a
condicao de qualificacao de Slater é valida se e somente se o conjunto de solugdes do pro-
blema dual associado é nao—vazio e compacto. E importante ressaltar que esse resultado é
conhecido e a idéia de sua demonstragao é sugerida em [DT99]. Entretanto, nao encontra-
mos nenhuma prova explicita nas referéncias estudadas. Por esse motivo, decidiu-se incluir
tal demonstracao neste texto. A prova baseia-se nas idéias discutidas em [DT99], [Sil00,
Teorema 1.2.5], [Ber03, Capitulo 6] e [Roc70, Corolario 28.2.1].

Teorema 2.3.4. Suponhamos que o valor dtimo do problema primal seja finito. Entao, a
condi¢ao de qualifica¢ao de Slater € valida para (PSDA), ou seja, existe & € dom f tal que

Ap + A(z) <0,

se e somente se a folga de dualidade € zero e o conjunto de solugoes do problema dual é
nao—vazio e compacto.

Demonstracao.
(=) Consideremos que a condicao de Slater seja vélida para (PSDA). Pelo fato de ff
ser finito, sabemos que o sistema

f(z)—ff <o,
Ap + A(x) <0,
x € dom f

nao tem solucao. . )
Desta forma, pelo Teorema B.1, para C' = dom f, existem A € R e U € S tais que

/N\(f(x) - ff) + <ﬁ, Ao+ A(z)) >0, para todo z € dom f, (2.13)

e, além disso, A > 0 ou U +#0. .
Suponhamos que A = 0. Entao, U # 0 e, para todo = € dom f, temos

<(7,A() + A($)> >0,
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o que é uma contradigao, visto que, por hipdtese, existe & € dom f tal que Ag + A(Z) <0,
implicando que <ﬁ , A —|—A(i)> < 0 pela Proposi¢ao 1.3.8. Logo, nés concluimos que A > 0
e podemos supor, sem perda de generalidade, que A =1 De fato, basta dividirmos a
inequacao (2.13) por .

A partir de (2.13), vemos que f(x) + <U,A0 + A(x)> > ff para todo z € dom f. Logo,

Jinf L(z,0) = mienﬂgn{f(a:) +(U, Ao+ A(2))}
= mei(if;nf{f(:n) +(U,Ag + A(2))}
> fF,

resultando que

f2 = sup inf L(z,U) > fF.
Uesm TER?

Por outro lado, pelo Corolario 2.2.2, sabemos que f2 < ff. Assim, a folga de dualidade
é zero e inf,epn L(z,U) = SUpyegry inf egn L(z,U), o que implica em U ser uma solugao
do problema dual. Desta forma, SE é nao—vazio. Provemos agora que SE é compacto.

O conjunto SE é fechado, pois é um conjunto de nivel nao—vazio da funcao concava
fechada inf,ern L(z,-) definida sobre S™. Resta provarmos que SE ¢é limitado.

Suponhamos que SE nao seja limitado e seja U* € SE. Entao, existe H € S™ tal que
H#0eU"+aH € SE, para todo a > 0 (veja [BL06, pag. 6, exercicio 6] e [Ber03,
Proposicao 1.5.1]). J4 que a folga de dualidade é zero, obtemos

xieann L(z,U* + aH) =f, para todo a > 0. (2.14)
Também suponhamos que H % 0. Entao, existe T € R™ tal que " HZ < 0. Desta forma,
para @ estritamente positivo e suficientemente grande, obtemos T(U* +@H)Z < 0, o que
contraria nossa hip6tese de U*+aH ser uma solugao de (DSDA) para todo a > 0. Portanto,
H*>0.
Além disso, para todo o > 0, obtemos

L(Z, U+ aH) = f(2) + (U* + aH, Ay + A(Z))
= f(Z) +(U*, Ao + A(Z)) + a(H, A + A(Z)).

Devido a hip6tese de H # 0, pela Proposigao 1.3.8, sabemos que (H, Ay + A(z)) < 0.
Assim, para a — 400, temos L(Z,U + aH) — —oo, implicando que inf,cpn L(z,U) — —o0
também. E, por (2.14), concluimos que f = —00, 0 que contradiz a hipétese de f¥ ser
finito. Portanto, SE é limitado e, ja que também é fechado, sabemos que é compacto.

(<) Consideremos que o conjunto SE seja nao—vazio e compacto e que a folga de dua-
lidade seja zero. Seja U* =0 uma solucao do problema dual. Suponhamos que a condicao
de Slater nao seja vélida, isto é,

Ao + A(z) £0 para todo = € dom f.
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A partir do Teorema B.1, sabemos que existe uma matriz H = 0, nao—nula, tal que
(H,Ao+ A(x)) > 0, para todo = € dom f.
Logo, para todo real a > 0 e todo x € dom f,

U*+aH, Ay + A(z))
U*, Ag+ A(z)) + o(H, Ay + A(x))
U*, Ay + A(z))

implicando que
L(z, U +aH) > L(z,U").

Ao tomarmos o infimo em relacdo a x nos dois lados da inequacao acima, obtemos a
expressao

inf L(xz,U"+aH)> inf L(z,U"),

r€edom f r€edom f

a qual equivale a

inf L(x,U" +aH) > inf L(z,U").

reR? reR?
Entao, U* + aH também é solucao do problema dual, para todo a > 0. Ja que podemos
escolher a arbitrariamente grande, segue que o conjunto de solugoes do problema dual é
ilimitado, o que contradiz nossa hipdtese. Portanto, a condi¢ao de Slater é valida.

O

Consideremos o problema dual linear em particular. Representaremos por

def

FoL E{UeFp|U=0ec+A (U) =0},
oL L {U eFp |U=0}

os conjuntos de pontos vidveis e estritamente viaveis do problema dual linear, respecti-
vamente. Ademais, seja SEL o conjunto de solucoes desse problema. A partir do que foi
discutido no inicio deste capitulo, se o problema lagrangiano dual possui valor 6timo maior
que —oo, entao SE = SEL. Assim, a partir do Teorema 2.3.4, temos que a condicao de
Slater é vélida para (PSDL) se e somente se SEL ¢ nao-vazio e compacto.
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Capitulo 3

Um algoritmo proximal interior e o
método de multiplicadores
exponenciais para programacao
semidefinida

Neste capitulo, apresentamos um método de ponto proximal para resolver o problema dual
introduzido no capitulo anterior. Também abordamos o método de multiplicadores associ-
ado a esse método de ponto proximal para resolver o problema primal.

3.1 Algoritmo de ponto proximal interior

No capitulo anterior, introduzimos o problema dual associado ao problema primal:

sup inf L(z,U).

Uesm zeR”
Vimos que o valor 6timo desse problema é um limitante inferior do valor 6timo do problema
primal e que, se algumas condigbes sao satisfeitas, entao os dois problemas tém o mesmo
valor 6timo. Assim, caso a resolucao do problema dual seja mais facil que a do problema
primal, torna-se interessante resolvé-lo para obter-se uma estimativa inferior do valor étimo
do problema primal ou, possivelmente, o proprio valor 6timo. Além disso, em algumas
situacoes, é possivel obter-se uma solucao do problema primal a partir de uma solucao do
problema dual, como é descrito posteriormente neste capitulo.

Obter uma solucao de (DSDA) é equivalente a obter uma solucao do problema
inf {—Xp(U

UEST{ p(U)},
cujo valor 6timo é —f2. Dessa forma, o problema dual é um caso particular do seguinte
problema de minimizagao, o qual denotamos por (DM):

min ¢(U)
s.a U >0, (DM)
UeSm,

41
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em que g: S™ — (—00, +00] é uma fungao matricial convexa e fechada. Em particular, em
relacio ao problema dual, obtemos ¢(U) = — Kp(U). Além disso, se Kp(U) > —oo para
alguma matriz U € S™, entdo a funcio objetivo de (DM) também é prépria.

E importante destacar que o problema dual linear também é um caso particular de

(DM). Nesse caso, tomamos g por

g(U) = — (U, Ap) + 5{U€Sm \c—i—A*(U):O}(U)’ (3.1)

Tal funcao é convexa e fechada, pois é a soma de duas funcoes convexas e fechadas. Ademais,
se (DSDL) admite algum ponto vidvel, entdao g é prépria. Tal condigdo é equivalente a
fKD((j ) > —oo para alguma matriz U € S™, conforme vimos no Capitulo 2.

Para resolver (DM), o seguinte algoritmo de ponto proximal interior (API) foi introdu-

zido por Doljansky e Teboulle em [DT99, Secao 3:
Algoritmo 3.1. (API)

(i) Escolha wma matriz inicial Uy € ST, .

(ii) Para k > 1, gere a seqiéncia {Ug} que satisfaz

1
Uy, = argmin {Q(U) + — Dpr (U, Uk—l)} ; (3:2)
Uesny Kk

em que pp > 0 € um parametro de regulariza¢ao e Dprp: S™ x S™ — (—o00,+00] € a
reqularizacdo definida por

DDT(U7 V) —

s Jtr(UlnU =UlnV +V =U) se (U, V)e S} xS,
400 caso contrario.

No texto, consideramos que UlnU = 0 para U = 0. Assim, para V € ST, , obtemos
DDT(O, V) — tr(V)

O

Esse algoritmo tem como regularizacao um funcional Dy que garante que a seqiiéncia
de matrizes Uy geradas estd contida no interior do cone convexo S, conforme esté provado
posteriormente. Ou seja, todas as matrizes da seqiiéncia {Uy} sdo pontos vidveis de (DM).

Vale ressaltar que o método proposto por Doljansky e Teboulle estende resultados exis-
tentes relacionados a métodos proximais entropicos em programacao convexa no R™. De
fato, a regularizacao Dyt pode ser vista como uma extensao da entropia relativa associada
a distancia de Kullback-Leibler, uma funcao escalar Dy;, definida em R’} x R’ , por

n n
DKL((I, b) = Z dKL(ai, bz) = Z(al Ina; —a;Inb; +b; — ai). (3.3)
i=1 i=1
Assim, podemos considerar a funcao Dpp como uma medida da “distancia”’ entre duas
matrizes no cone S'".

Abordamos agora algumas propriedades conhecidas da distancia Dy, aplicadas a regu-
larizacao Dpr e que sao usadas para demonstrar a convergéncia do algoritmo apresentado.
Para simplificar a notacao usada neste capitulo, denotamos a regularizacao Dy por D e a
funcao Dy, por d.
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Lema 3.1.1 ([DT99, Lema 3.1]). As seguintes afirmagoes sao vdlidas para a reqularizagao D:

i ¢ uma func¢do continua sobre X elU — ) ¢ uma func¢dao estritamente
) D é il 171 bre ST' x ST, eU — D(U,V) € 10 estrit t
conveza para toda matriz V € ST,

(1) DU, V) > 0 para todo (U,V) € ST x ST, e D(U,V) =0 se e somente se U = V.
(iii) D(U,V) > d(AU),\(V)) para todo (U,V) € ST x ST, .

(iv) Os conjuntos de nivel de D(-,V') e D(U,-) sao limitados para todas as matrizes V &
ST, e U €S, respectivamente.

Demonstracao.

(i) A partir de [HJ94, Capitulo 6], do Corolario 1.5.12 e da Proposicao 1.5.5, sabemos
que as funcoées UInU e InV sao continuas sobre ST e ST, , respectivamente. Assim,
D ¢é continua sobre S’ x S'", . Pelo Teorema 1.5.13, a funcao tr(U InU) é estritamente
convexa sobre ST, resultando que U — D(U, V) é estritamente convexa para todo
VesTt,.

(ii) Seja ¥(U) £ tr(UnU) = (U,InU). Obtemos Vi)(U) = InU + I a partir do Co-
rolario 1.5.12. Ja que 1 é estritamente convexa, a desigualdade do gradiente (Pro-
posicao 1.4.8) é vélida para todo (U,V) € ST x ST, :

P(U) =o(V) 2 (U =V, Vi(V))

(U,InU) — (V,InV) > (U = V,InV + I)

(U,InU) —(V,InV) > (U, In V) —(V,In V) + (U, I) — (V,I)
tr(UlnU) —tr(UlnV) —trU +trV >0

D(U,V) >0

to e

provando a primeira parte do item (ii). Além disso, devido a v ser estritamente
convexa, a desigualdade estrita é valida na inequacgao acima se U # V.

(iii) A partir da defini¢ao de funcao matricial feita no Capitulo 1, sabemos que \;(In V') =
InX\;(V), para Ve ST, _ei=1,...,me, pelo Teorema 1.2.4, obtemos

tr(UInV) < A(U)Ai(In V) ZA ) In X (
i=1

para todo (U, V) € ST x ST, . A partir dessa desigualdade e da definicao da regula-
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rizagao D, sabemos que

DU, V)=tr(UlnU —UlnV +V —U)
=tr(UlnU+V —-U)—tr(UInV)

>te(UInU+V —U) =Y \(U)In (V)
=1

— te(UInU) + tr(V) — t2(U) — Em: A(U) In Ay (V)
i=1
= i Xi(U)In X (U) 4 tr(V) — tr(U) — i Ai(U)In X\;(V) [Proposicaol.5.4]
i=1 =1

(M@ A +2(V) = A(0) = M(U) I A (V)

I

1=1
=d(AU),A(V)).

Logo, a partir da expressao acima, temos D(U, V) > d(AMU),A(V)).
Para todo escalar 77 > 0 e toda matriz V' € S, , sejam

2(V,n) E{U € ST | DU, V) < n},
(V) E{U € ST | d(MU),AV)) <n}.

A partir do item (i7i), temos que Z(V,n) C J(V,n). Devido a d(-,b) ter conjuntos de
nivel limitados para todo b > 0, sabemos que os autovalores das matrizes de J(V, n) sao
limitados também, resultando que J(V,n) e Z(V, n) s@o limitados. De maneira anéloga,
ao repetirmos as idéias dessa demonstragao, temos que D(U, ) tem conjuntos de nivel
limitados para toda matriz U € S'.

O

Lema 3.1.2 ([DT99, Lema 3.2]). Sejam {Uy} C ST e {Vi,} C ST, seqiéncias limitadas
que satisfagcam D(Uy, Vi) — 0 quando k — oo. Entao, as sequintes afirmacdes sao validas
quando k — oo:

(i) AMUk) = A(Vi) — 0.
(ii) tr(Up — Vi) — 0.

Demonstracao.

(i)

Devido a hipétese das seqiiéncias {Ui} e {Vi} serem limitadas, sabemos que as
seqiiéncias {\;(Ug)} e {\i(Vk)} sdo limitadas também, para i = 1,...,m. Ade-
mais, a partir do Lema 3.1.1 (i), temos que D(Ug, Vi) > d(AUg), A(Vi)) = 0.
Assim, pela hipétese de D(Uy, Vi) — 0 quando k& — oo, temos d(A(Uk),)\(Vk)) — 0
também. A partir da definicao da entropia relativa de Kullback-Leibler feita na
equagao (3.3), sabemos que d(A(Uy), A(Vi)) = Y7 dicr (Mi(Ug), Xi(Vi)), resultando
que dKL(/\Z-(Uk),/\Z-(Vk)) — 0, para i = 1,...,m. Logo, pela Lema A.1, obtemos que
(Ni(Uk) = Xi(Vi)) — 0, de onde segue o resultado desejado.
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(ii) Ja que tr(U) = > Ni(U) e tr(U — V) = tr(U) — tr(V), para quaisquer matrizes
U,V € S™, obtemos

m m m

tr(Uy — Vi) = tr(Us) — tr(Vi) = > Xi(Uk) = D Ai(Ve) = D (Ai(Ur) = Mi(Va))

i=1 i=1 i=1
para todo inteiro k > 0. Pelo item (i), temos que tr(Uy — Vi) — 0 quando k — oc.

O

Lema 3.1.3 (Lema dos trés pontos [DT99, Lema 3.3]). Para todas as matrizes V,W € ST,
e U € ST, temos que:

(i) DU, V) =DU,W) =te(UlnW —UlnV +V - W);

(i) (U—-W,nW —InV) = D(U,V)—D(U,W)—-D(W,V)
< D(U,V)-D(U,W).

Demonstragdo. A partir da definicao da regularizacao D, temos

D(U,V)=DUW)=tr(UlnU —UlnV +V —U) —tr(UInU —UlnW + W — U)
—tf(U W — UV +V — W),

o que prova o item (i). Provemos agora o item (ii).
Novamente a partir da definicao de D, temos

D(U,V) — DU, W) —~D(W,V) = tr(UIlnU — UlnV +V — U)
—tr(UlnU —UlnW +W —U)

—tr(WhnW —WhhV+V —-W)

=tr(—UlnV+UlnW —-WhW+WlinV)

=tr((U - W)(InW —InV))

— (U~ W,InW —InV),

o que prova a igualdade do item (ii). Além disso, pelo Lema 3.1.1(ii), D(W,V) > 0,
implicando que D(U,V) — D(U,W) — D(W,V) < D(U,V) — D(U,W), o que completa a
prova.

U

3.1.1 Analise de convergéncia do algoritmo proximal

A andlise de convergéncia do algoritmo proximal interior apresentado na secao anterior
é feita com base na seqiiéncia de valores da funcdo objetivo de (DM) avaliada sobre a
seqiiencia de matrlzes geradas pelo algoritmo.

Sejam g* lnergm{g( )} e Spm U e ST | g(U) = g*} o valor étimo e o conjunto
de solugoes de (DM), respectivamente. Adotamos a convencao de que ¢g* = —oo se o
problema for ilimitado inferiormente.

Para fazermos a analise de convergéncia, supomos que as seguintes hipéteses sao validas
para o problema (DM):
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Hipétese 3.1.1. A fung¢do objetivo g € prdpria.
Hipétese 3.1.2. O walor étimo do problema € limitado inferiormente, ou seja, g* > —oo.
Hipétese 3.1.3. O problema tem um ponto estritamente vidvel, ou seja, dom g N ST, # 0.

Observemos que as Hipéteses 3.1.1 e 3.1.2 implicam que o valor étimo de (DM) é finito.
Abordamos agora um resultado que garante que o Algoritmo (API) estd bem definido.

Lema 3.1.4 ([DT99, Lema 4.1]). Para toda matriz V € ST, e todo escalar p > 0, temos:

(i) se as Hipdteses 8.1.1 e 8.1.2 sio satisfeitas, entio a funcdo U — g(U) + pu~'D(U,V)
tem conjuntos de nivel limitados;

(ii) se as Hipdteses 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3 sao satisfeitas, entdo hd uma inica matriz U(V') €
ST, tal que
1
U(V) = argmin {g(U) + p D(U, V)} (3.4)

Uesp

e que, portanto, satisfaz
p IV —nU(V)) € 9g(U(V)). (3.5)

Demonstracao.

Seja Gy : ™ — [—o0, +00] definida por Gy (U) & g(U) + = D(U, V). Suponhamos
que a Hipdteses 3.1.1 e 3.1.2 sejam satisfeitas. A partir do Lema 3.1.1(iv), sabemos que
os conjuntos de nivel de D(-, V') sao limitados. Assim, jd que g é limitada inferiormente e
prépria, a fungdo Gy tem conjuntos de nivel limitados, o que prova o item (i).

Suponhamos agora que as Hipdteses 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3 sejam satisfeitas. Pelo item (i),
existe uma matriz U (V') que minimiza a funcao Gy em S7'. Além disso, essa matriz é nica,
ja que a fungao D(-, V') é estritamente convexa, implicando que Gy também ¢ estritamente
convexa.

Pela Proposi¢ao 1.4.6, sabemos que uma condicao de otimalidade necesséria e suficiente
para que U(V) satisfaca a equagao (3.4) é dada por

0€ (G (U(V)) +dsp (U(V)))
(3.6)
oy <g(U(V)) +LD(UV),V) + by (U(V))> |

Sob as Hipoéteses 3.1.1 e 3.1.3, sabemos que
o (s(U() + L DEW).V) + 6o (0 1) )
—ag(U(V)) + %8D(U(V), V) + 885 (U(V)),

pela regra da soma de subdiferenciais ([Roc70, Teorema 23.8]). Logo, a expressao (3.6)
equivale a

0€dg(U(V))+u'0D(UV),V) + 06 (U(V)). (3.7)
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A partir da definicao de funcao matricial e da Proposi¢ao 1.5.5, sabemos que
Vo D(Uk, V)| = [In Ug|| — —o0,

para qualquer seqiiéncia {Uy} C ST, tal que Uy — U e ST\ ST, , ou seja, para qualquer
seqiiéncia que convirja para a borda do cone de matrizes simétricas semidefinidas positivas.
Assim, podemos afirmar que D(+,Y") é uma funcao essencialmente suave (veja [Roc70, Segao
26]). Logo, 0D (U ) V) = () para qualquer matriz simétrica semidefinida positiva e singular U,
resultando que U(V) > 0. Além disso, a partir da Proposigao 1.4.9 e da Proposigao 1.3.8,
temos 8557+n (U(V)) = {0}. Entao, ja que VyD(U,V) =InU — InV, para toda U € S, a
expressao (3.7) pode ser escrita como

0€dg(UV)) +p ' (InUV)—InV),

a qual equivale a expressao (3.5), o que conclui a demonstracao.
O

O lema a seguir trata de algumas propriedades da seqiiéncia {g(Ux)} e da regula-
rizacao D que serdao usadas na andlise de convergéncia do algoritmo.

Lema 3.1.5 ([DT99, Lema 4.2]). Sejam {U} a seqiiéncia gerada pelo Algoritmo (API) e
O dzefzf:l wi. Entdo, as sequintes afirmacoes sao vdlidas para toda matriz U = 0:

(1) A seqiéncia {g(Uy)} € nao-crescente.

(it) pi(9(Ux) — g(U)) < DU, Uy—1) — D(U,Uy,) para todo inteiro k > 1.
(iti) o5(9(Us) — g(U)) < D(U,Uy) — D(U,Us) para todo inteiro s > 1.
Além disso, se Spy # 0, entdo
(iv) A seqiiéncia {D(U*,Ug)} € ndo-crescente para toda U* € Sy ;

(v) D(Ug,Uk—1) — 0 e tr(Uy — Ux—1) — 0 quando k — oo.

Demonstracao.

(i) A partir Lema 3.1.1(ii), sabemos que D(U,Ux_1) > 0 e D(Ux_1,Ux_1) = 0, para
todo inteiro k > 0. A partir da definigdo da seqiiéncia {Uy} feita pela expressao (3.2),
temos

1 1
g(Uk) < g(Ux) + i D(Uy, Uk—1) < g(U—1) + " D(Uk-1,Uk-1) = g(Ug-1):

resultando que g(Ux) < g(Ug—1).

(ii) A partir da definicdo de subdiferencial feita no Capitulo 1 e da expressao (3.5) do
Lema 3.1.4, sabemos que

9(Up) + (U = Ug, p "0 Up—y — InTy)) < g(U),



48

3 UM ALGORITMO PROXIMAL INTERIOR E O METODO DE MULTIPLICADORES
EXPONENCIAIS PARA PROGRAMAQAO SEMIDEFINIDA

(iii)

para toda matriz U = 0. A expressao acima equivale a
,uk(g(Uk) — g(U)) < (U —Ug,InU; — InUg_1)

D(U,Ug—1) — D(U,U) — D(Uk,U—1) [Lema (3.1.3)(i7)]
< D(U,Ui-1) —D(U,Uy) [Lema (3.1.3)(4i)],

implicando que i (9(Ux) — g(U)) < D(U,Ux—1) — D(U,Uy), o que prova o item (ii)
do lema.

Pela definigao da seqiiéncia {os} e pelo item (i), temos
S S
> ikg(Uk) =Y prg(Us) = o59(Us). (3.8)
k=1 k=1
Ademais, ao efetuarmos a soma das inequagoes do item (ii) para k = 1,..., s, temos

S

ZMk(Q(Uk) —g(U)) < Z(D(U, Up—1) — DU, Uy)),
=1

k=1
que € equivalente a
> g(Ur) — 05g(U) < D(U, Uy) — D(U, U).
k=1
A partir dessa desigualdade, combinada & expressao (3.8), obtemos
as(9(Us) — g(U)) < D(U,Up) — D(U, Us),
conforme queriamos.

Seja U* € SEM. Logo, g(U*) < g(Ug), para todo inteiro ndo negativo k. A partir do
item (ii), obtemos

0 < yux (9(Ux) = g(U")) < D(U*,Ug—1) = DU, Uy),
implicando que D(U*,Uy) < D(U*,Uj_1).

Seja U* € Spy,- Pelo item (iv), a seqiiéncia {D(U*,U,)} é ndo crescente. Além disso,
D(U*,U;) > 0, a partir do Lema 3.1.1(ii). Dessa forma, a seqiiéncia {D(U*,Uy)} é
convergente, implicando que D(U*,U;_1) — D(U*,U;) — 0. A partir das demons-
tragoes dos itens (ii) e (iv), obtemos

0 < ux(9(Ux) — g(U*)) < D(U*,Ug—1) — D(U*, Uy,) — D(U, Ug—1),

de onde segue que 0 < D(Uy,Uy—1) < D(U*,Ux_1) — D(U*,Uy). Logo, podemos
concluir que D(Uy, Ux_1) — 0. A partir do Lema 3.1.2, sabemos que tr(Ux—Ug_1) — 0
também, o que completa a prova do item (v). O

Apébs a exposicao dos dois lemas anteriores, podemos agora apresentar um resultado
sobre a convergéncia do Algoritmo (APT).
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Teorema 3.1.6 ([DT99, Teorema 4.1]). Seja {Ur} a seqiéncia gerada pelo algoritmo de
ponto proximal interior abordado. Sob as Hipdteses 3.1.1, 3.1.2 e 8.1.3, € vdlido para todo
teiro s > 0 que

(i) para toda matriz U € ST, g(Us) — g(U) < o' D(U, Uy);

(ii) se o5 — 00, entdo lims_,o g(Us) = g*;
(iii) se SEM ¢ nao-vazio, entao a seqiéncia {Uy} € limitada e cada um de seus pontos
limites é uma solug¢ao de (DM).

Demonstragao.

(i) Pelo Lema 3.1.5(iii), temos

(U,Uy) [Lema 3.1.1(i17)].
Assim, segue da inequacio acima que g(Us) — g(U) < o, D(U, Up).

(ii) Ao tomarmos o limite na expressao do item (i), temos

1
limsup(g(Us) — g(U)) < limsup — D(U, Up),
5—00 s—oo Osg
para toda matriz U € S'. Devido a hipétese de o, — oo quando s — oo, a desigual-
dade acima implica que

limsup(g(Us) — g(U)) <0,

§—00

resultando que limsup, . g(Us) < g(U), para toda matriz U € S7'. Assim, te-
mos limsup,_, . g(Us) < g*. Por outro lado, g(Us) > ¢g*. Portanto, concluimos que
lim; o0 g(Us) =g~

(iii) Suponhamos que Sp,, seja ndo vazio. Pelo Lema 3.1.1(iv), sabemos que a fungio
D(U,-) tem conjuntos de nivel limitados para toda matriz U € S7'. Além disso,
pelo Lema 3.1.5, sabemos que a seqiiéncia {D(Uy,U*)} é nao crescente para qualquer
matriz U* € SEM. Ao combinarmos esses dois fatos, podemos ver que a seqiiéncia {Uy, }
gerada pelo Algoritmo (API) é limitada. Sejam U € S7" um ponto limite da dessa
seqiiéncia e {Uy; };‘;1 uma subseqiiéncia de {Ux} que convirja para U. J4 que g é

semicontinua inferior, sabemos que g(U) < liminf;_, g(Uy,). Por outro lado, pelo

item (ii), g(Uy;) — g*. Assim, g(U) = ¢*, o que completa a prova. -

E importante destacar que a taxa global de convergéncia estabelecida no Teorema 3.1.6(1)
¢é similar aquela obtida para métodos de ponto proximal para programacao convexa no R™.
Além disso, se a seqiiéncia {Uy} gerada pelo Algoritmo (API) tem um ponto limite U
no interior do cone de matrizes semidefinidas positivas, isto é, se U € ST, , entao pode-
mos assegurar a convergéncia global da seqiiéncia {Uy} para esta solugao de (DM) devido
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ao Lema 3.1.1(i). Entretanto, nao se sabe se tal restricio pode ser enfraquecida porque,
enquanto para qualquer seqiiéncia {a;} C R, tal que {a*} — @ c R, temos

d(ﬁ, ak) — 0,

tal propriedade nao pode ser estendida para a regularizacao D do Algoritmo (API). E essa
propriedade é a adotada nas demonstracoes que garantem a convergéncia global do método
proximal entrépico no R™. Apresentamos a seguir um exemplo para ilustrar essa situacao,
no qual uma seqiiéncia Uy, C S, converge para uma matriz U € STA\ST, e D(U, U, ) — 0.

Exemplo 3.1.1 ([DT99, Exemplo 4.1]). Sejam

)

- 1[ k—1+e®  (1-e*)Wk-1
(

U = =
TR Q- PWE—1 (k—1)e* +1

para todo inteiro k >0 e

U =

10

0 0|

A partir da decomposicio espectral de Uy, podemos ver que seus autovalores sio 1 e e~
com autovetores associados

k‘2

VET(R=1) ] —k~1/2
k12 kI(k—1) |

respectivamente. Entdo, Uy € definida positiva para todo inteiro k > 0, pois seus autovalores
sio estritamente positivos. Também podemos perceber que U, — U € ST\ ST quando
k — oo. Calculemos agora D(U,Uy). Temos

= = [0 0

UlnU = 00 },
i — [ =k kvk —1

P RVE=1 —k(k—1) ]

=~ [ -k kvk—1
0 0 '

Logo, a partir da definicao da regularizacdo D, temos
D(U, Uk) =tr(UnU —Uln U, + Uy, — U)
= tr(Uan —Uln ﬁk) + tr(Uk — U)

:tr<[ ]g _k\/(fj D +tr(Up — )

=k+tr(U, - 0).

Jd que Uy, — U, seque que D(U, Uk) — o0 quando k — oo.
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3.2 Método de multiplicadores exponenciais para programa-
cao semidefinida

Conforme vimos no inicio deste capitulo, o algoritmo proximal entrépico interior (API) pode
ser usado para resolver o problema dual. E a partir da teoria de métodos de ponto proximal
para programacao convexa, esse algoritmo nos fornece fundamentos para o desenvolvimento
de métodos de multiplicadores para resolver o problema primal também. Nesta secdao, mos-
tramos que a seqiiéncia gerada pelo Algoritmo (API) aplicado sobre o problema dual linear
¢ uma das seqiiéncias fornecidas por um método de multiplicadores exponenciais que usa
somente dados do problema primal associado. Além disso, sob algumas hipdteses, mostra-
mos que os pontos limites de uma seqiiéncia produzida por tal método de multiplicadores
exponenciais sao solucoes do problema primal linear.

Supomos que as seguintes hipdteses adicionais sao validas para o problema primal linear:

Hipodtese 3.2.1. O conjunto de solugcoes do problema primal linear € nao-vazio e limitado.
Hipétese 3.2.2. A condi¢ao de Slater é vdlida, ou seja, existe & € R™ tal que Ag+A(Z) < 0.

Sob as Hipdteses 3.2.1 e 3.2.2, sabemos, pelo Teorema 2.3.4, que a folga de dualidade
é zero e que o conjunto de solucoes do problema dual linear, SEL, ¢ nao-vazio e compacto.
Equivalentemente, o valor 6timo do problema dual é finito e Kp (U) > —oo0 para alguma
matriz U € S''. Assim, ao tomarmos a funcao objetivo de (DM) como aquela definida pela
equagao (3.1), sabemos que as Hipdteses 3.1.1 e 3.1.2 sao satisfeitas.

Com base no método de multiplicadores exponenciais para problemas convexos no R"
[Ber99, Segao 4.2.5], o seguinte algoritmo de multiplicadores (AME) foi apresentado em
[DT99] para resolver (PSDL):

Algoritmo 3.2. (AME)

(i) Escolha uma matriz Uy € S'',_, wm parametro real i > 0 e uma seqiiéncia {py} € Ry
tal que py > T para todo k > 0.

(ii) Gere as seqiiéncias {z*} CR"™ e {Uy} C ST, definidas por

1
£F+1 — argmin {cTaz +—tr (euk(Ao+A(w))+1n Uk) } , (3.9a)
reR™ Mk
Upyr = eMk(Ao—i-A(karl))-i-ank. (3.9b)
O

Exibimos a seguir um resultado que assegura que a seqiiéncia {2} gerada pelo método
estd bem definida. Para cada p € Ry e B € S™ fixos, definimos F{,, gy : R" — R por

F(M’B) (IE) d:ef CT:I: + itr <6M(AO+A(SC))+B> . (310)

Pelo Lema 1.5.9, essa funcao ¢é estritamente convexa, pois é soma de uma funcao linear e
de uma funcao estritamente convexa. Ademais, indicamos por F) (1, B) C R" seu conjunto de
minimizadores. Abordamos agora quando podemos garantir que esse conjunto € nao-vazio
e limitado.
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Lema 3.2.1 ([DT99, Lema 5.1]). Se a Hipdtese 3.2.1 € vdlida, entdo Fy, gy € ndo-vazio e
limitado para todo escalar p > 0 e toda matriz B € S™.

Demonstracao.

Primeiramente, provemos que F{, p) € coerciva. A prova serd feita por contradigao.
Suponha que F, g) nao é coerciva, ou seja, que algum conjunto de nivel de F{,, ) nao seja
limitado. Assim, existem uma seqiéncia {ik} C R™ e um escalar § tal que

4] — oo, (3.11)

i‘k
lim =d#0, 3.12
AT (3:12)
F(u B)( ) < 4. (3.13)

Jé que tr(eV) > 0 para toda matriz U € S™, em particular, temos tr (e“(AOJFA(m)HB) > 0.
Entao, F,, B)( ) < § implica que

crik <6, (3.14)
0 < tr (eH(AotADHE) Z pAHAGNEB) < (5 — ¢T3k) (3.15)

Ao dividirmos a inequacio (3.14) por ||2*| e tomarmos o limite para k& — oo, obtemos
c¢"d < 0 a partir da expressao (3.12). Por outro lado, pela expressao (3.15), sabemos que

0 < eti(r(Ao+A@E")+B) < (6 —c %), parai=1,...,m.

Ao tomarmos o logaritmo em ambos os lados da segunda desigualdade acima e dividirmos
por ||#*|, obtemos

Ai( (Ao +A@ER) +B)  n(u(s — crak
( Ouszku )S (M(H:eku !

para i = 1,...,m. Ja que \;(-) é uma fungao homogénea e A é um operador linear, a
inequagao acima implica que

A,-(u(AoJrj‘l(fk))JrB) :A,-< <” k”AoJFA( e ))JrﬁB)

2] 2]

k 1
:,u)\i< A+A<A >+ - B>
2+ 1Z*]) " ullk]
In(p(6 — "))

- el
para i = 1,...,m. Ao tomarmos o limite para k — oo, obtemos )\i(fl (d)) < 0, para
i=1,...,m, o que equivale a A (d) 0. Logo, para z* € S; e a > 0, sabemos que

Ag + Alz* + ad) = Ag + A(z*) +aA(d) 20,
~——

=0



3.2 METODO DE MULTIPLICADORES EXPONENCIAIS PARA PROG. SEMIDEFINIDA 53

resultando que z* + ad é um ponto vidvel de (PSDL) para todo a > 0. J& provamos que
c"d < 0. Dessa forma, se ¢’d = 0, temos ¢”(z* + ad) = ¢"2* = ff e podemos concluir que
¥ 4+ ad € S; para todo «« > 0, o que contraria a hipdtese de S; ser limitado. Por outro
lado, se ¢"d < 0, temos ™ (z* +ad) = cTz* +ac”d < £ se a > 0, o que contraria a hipétese
de z* ser uma solugao do problema primal linear. Portanto, F{, p) ¢ coerciva, resultando
que F (27 B) é nao-vazio e limitado para todo p > 0 e toda matriz B € S™ [Ber03, Proposicao
2.1.1].

O

A partir desse lema e do fato de F{, p) ser estritamente convexa, sabemos que o al-
goritmo de multiplicadores exponenciais proposto estd bem definido sob a Hipdtese 3.2.1.
Mostramos agora que a seqiiéncia {Uy} gerada por (AME) é a mesma seqiiéncia gerada
pelo Algoritmo (API) quando aplicado ao problema dual linear.

Lema 3.2.2 ([DT99, Lema 5.2]). A segiiéncia {Uy} gerada pelo algoritmo de multiplicadores
exponenciais (3.9a)—(3.9b) pode ser obtida através da iteragdo

1
Upy1 = argmax {JCD(U) - — D(T, Uk)} . (3.16)
U=o 22

Demonstragdo. Primeiramente, mostremos que Ag + A(2¥) € dKp(Ugy1). Ao escrever-
mos uma condicio de otimalidade necessaria e suficiente para que o ponto z*! seja um
minimizador do problema definido pela equagao (3.9a), temos

0 (CTx + i tr(euk(Ao+A($))+ln Uk))

- Ox; Mk pegkt1
=c; +tr <Aie“k(A0+A(mk+l))+ln Uk)
=¢; +tr(A;Uks1) [expressao (3.9b)]

=¢; + (Ai, Ug11)

parai=1,...,n. Logo, c+ A" (Ugs1) = 0, implicando que V, L(2**1, Up41) = 0. Devido
a funcao lagrangiana L ser convexa em relacdo ao primeiro argumento, segue-se que zhtl
é um minimizador de L(-,Upy1). Assim, Xp(Ugy1) = L(z*+1,Upy1). Para toda matriz
U € S™, temos

Kp(U) = xlenﬂgn L(z,U)

- ienlé'n{ch + (U, Ao + A(z)) }

P A <U, Ap +.A(xk+1)>

IN

= Tghtt + <Uk+1,A0 +A($k+1)> + <U — Ug+1, Ao +A($k+1)>
— L(z", Upr) + <U — Upar, A +A(a;k+1)>
= Kp(Uk+1) + <U — Ukt1, 40 +A(l‘k+1)> ,
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resultando que Kp(U) < Kp(Uyt1) + (U — Ugp1, Ao + A(z¥T1)). Logo, Ag + A(z*1) €
0Xp(Ugs1) porque a funcao Kp é concava. Ao tomarmos o logaritmo nos dois lados da
expressao (3.9b), obtemos

InUpy1 — Uy = pg, (Ao + A(z")),

implicando que
1
; (ln Ui —In Uk+1) S OGCD(UkH).

Essa relagao é a condigao de otimalidade dada pelo Lema 3.1.4 para que a matriz Uy seja
a solucao tnica do problema

1
in{ —Xp(U)+ —DU,U
[I}E%{ D )+,Uk (U, k)},
o qual possui o mesmo conjunto de solugoes que o problema definido por (3.16). Assim,
noés concluimos a demonstracao.

O

E importante ressaltar que, pelos Lemas 3.2.1 e 3.2.2, sabemos que as matrizes Uy
geradas pelo Algoritmo (AME) sao definidas positivas e s@o pontos vidveis do problema
dual linear, para todo & > 1. Assim, a Hipotese 3.1.3 pedida na anédlise de convergéncia
do Algoritmo (API) também é satisfeita. Depois de termos provado esses lemas, podemos
apresentar agora o seguinte teorema sobre a convergéncia do Algoritmo (AME) proposto.
Tal teorema estende resultados conhecidos sobre o método de multiplicadores exponenciais
para programacao convexa no R™.

Teorema 3.2.3 ([DT99, Teorema 5.1]). Consideremos as seqiiéncias {z*} e {U,} geradas
pelo algoritmo de multiplicadores exponenciais (AME) em (3.9a) e (3.9b), respectivamente.
Sejam
k k i
* S* _ =k a3 i‘
T € op, Vi ;,uk, x - Vk:l?

Sob as Hipdteses 3.2.1 e 3.2.2, os sequintes resultados sao vdlidos:

(a) A seqiéncia {Uy} C ST, € limitada e todos os seus pontos limites sio solu¢oes do
problema dual.

(b) (U, Ag + A(z*)) — 0 quando k — oc.

(¢) limsup /\max(Ao —I—A(fk)) <0.

k—o0
(d) Para k — oo, obtemos que cTz* — {2 e, como resultado, c"Z" — 2 também.
(e) A segiéncia {Z*} € limitada.

(f) Todo ponto limite de {Ek} € uma solucdao do problema primal.
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(9) klim Tk = klim Kp(Ug) = f£.

Demonstracao.

(a)

()

A partir do Lema 3.2.2, sabemos que a seqiiéncia {Uy } gerada pelo Algoritmo (AME) é a
mesma produzida pelo Algoritmo (APT) aplicado ao problema dual. Sob a Hipdtese 3.2.1,
o valor 6timo do problema primal linear é finito. Logo, ja que a Hipdtese 3.2.2 também
vale, obtemos que o conjunto de solugoes do problema dual é nao-vazio e compacto pelo
Teorema 2.3.4. Assim, pelo Teorema 3.1.6(iii), vemos que a seqiiéncia {Uy} é limitada
e todos os seus pontos limites sao solucoes do problema dual.

Ao tomarmos o logaritmo nos dois lados da equagao (3.9b), temos
1% (A(] + A($k+l)) =1In Uk+1 —1In Uk.
Logo, pela definicao da regularizacao D, sabemos que

D(Uk1,Ux) = tr (Ups1 In Upyy — Upp1 I Up + Uy, — Upy1)
= tI'(Uk+1(ln Uk+1 —1In Uk;) + Uk - Uk+1)

=tr (:ukUk—i-l (Ao + A@*h) + Uk — Uk-l—l)-

Pela nossa escolha do produto interno associado a S™ e pela propriedade do traco ser
uma fungao linear, obtemos

D(Upy1,Ug) = tr (,UkUk—i-l (Ao + A(ﬂfk+1))) + tr (U — Ug1)

= g <Uk+1,Ao +A(mk+1)> + tr(Ug — Ug41)-

J& que, devido ao Lema 3.1.5(v), D(Ug41,Ux) — 0 e tr(Ug — Ugs1) — 0 quando k — oo
e a seqiiéncia {py} é limitada inferiormente por um real estritamente positivo, segue-se
que (Ug+1, Ag + A(z*T1)) — 0.

Ja que o mapa Ay + A(x) é afim, nds temos

k
Ag + A@*) = Ag + A (Z 'Z—az)
i—1 K

k
Vg LN A
_VkA0+ k;ﬂzﬂ(l‘)

1%
1< .
= o2 (Ao +A (a1)
i=1
k
- Vi Z (InU; —InU;-1) [equacao (3.9b)]
ki
= i (ank — anQ).
Vg
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Entao, por um coroldrio do Teorema de Weyl (Corolario 1.2.6), sabemos que

1 1
Ao (Ao i A(Ek)) < A <V—k In Uk> F A <—V—k In U0>

1 1
= _)\max (111 Uk) + _)\max (_ In UO)
Vi Vi

1 1
= _)\max 1 _)\max 1 - )
implicando que

1 1
lim sup Amax (Ao + A(Ek)) < lim sup — Apax (InUg) + lim sup — Apax (ln Uo_l) .
k—o0 k—oo VEk k—oo Vk
(3.17)

J& que a seqiiéncia {uy} é limitada inferiormente por um real estritamente positivo,
temos v, — 0o. Dessa forma, v, ' Amax (ln Uy 1) — 0. A partir da definicao de funcao
matricial, também temos

1 1
lim sup —A\pax (In Uy) = lim sup — ln()\max (Uk))
k—oo Vk k—oo Vk

Pelo item (a), a sequiéncia {Uy} ¢é limitada, resultando que a seqiiéncia {Amax(Uk)}
também ¢é limitada. Entao, limsupy_, . 1/;6_1ln(/\maX (Uk)) = 0. Assim, a partir da
desigualdade (3.17), obtemos

lim sup A\max (Ao + .A(Ek)) <0.

k—oo

Segundo a demonstracao do Lema 3.2.2, sabemos que as matrizes U sao viaveis para
(DSDL), para todo inteiro k > 0. Assim,

<Uk,A0 +A($k)> = <Uk7A0> <Uk7 ( )>

= (Uk, Ao < ( k), z")
= (Uy, Ag) — [viabilidade de Uy]
= Kp(Up) — "z [equagao (2.2)]
Pelo item (b), nés sabemos que <Uk, Ag + A(xk)> — 0 quando k — oo. Por outro lado,

pelo Teorema 3.1.6(ii), obtemos limy_o Kp(Uy) = f2. Logo, ¢"zF — {2 para k — oo.
A partir da definicio da seqiiéncia {Z"}, obtemos

é Hi - i ; SF L it
Y T B MR I » ST
=1 “k D1 D=1 My D i1 M

implicando, pelo Teorema A.2, que ¢"Z* — f2 também.
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(e) Suponhamos, por contradi¢do, que a seqiiéncia {Ek} seja ilimitada. Pela Hipotese 3.2.1,
o conjunto de solugoes de (PSDL) é limitado. Sejam Z um elemento de S; de norma
méxima e ap = 1 —3|z||/(|zF — Z||). Jé que |Z¥|| — oo, sabemos que existe ko tal que
0 < aj < 1, para todo k > k. Seja 2¥ = i+ (1 — a)T*. Pela definicdo de norma,

temos
k ~ —k ~ _k
[2°]] = llawd + (1 — )z < |owel[|Z]] + 1 — al[[Z"]].
Assim, para todo k > kg,

k ~ =k
125 < el|Z]] + (1 — an) 7]

= (| Z] - [Z*]]) + Iz
3|z || - —k —k
= (1= ) (- I+ e
307 (3.18)
- X _
= |z| +m(H 7 - |l])
< 2] + 3l
=4 z|.
Por outro lado, novamente pela definicao de norma, segue que
(1 = ar)Z*|| = [|12F — ]| < 125(] + o] [|Z]
Assim, para todo k > ko,
(1= ap)[[Z* [ < 127 + cl|Z]]
= (1—ap)l[Z*]| — axllZ]] < [12"|
= (2] = ax(lZ"] + [12]) < (12"l
_ 3| ] _ .
= [z*| —< == ) (] + 12]) < [12¥]
[z% — & (3.19)
s 3| k <[l
= —|#l + T H(Hx I+ 1Z) < ll="]l
. 3] k| 1 11s K
= =12l + = (I + [1Z]]) < (127
1Z*]] + [1z]]

=~ k
= 2|z < [|2"]-

Ao combinarmos as expressoes (3.18) e (3.19), vemos que 2||Z| < ||2*|| < 4[|Z||, para
todo k > kg. Logo, a seqiiéncia {zk} é limitada. Seja Z um ponto limite dessa seqiiéncia.
Ja que
Ag+ A(ZF) = Ao + A(arz + (1 — ay)T")
= oy (Ao + A(Z)) + (1 — og) (A + A(T")),

a — 1 para k — oo e, pelo item (c), limsupy_, )\maX(Ao + A(Ek)) < 0, temos que
Ap+ A(Z) =0, isto é, Z é um ponto vidvel do problema primal. Entao, ¢*Z < ¢"z. Por
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outro lado, pelo item (d), sabemos que 7% — fP. E pelo Coroldrio 2.2.2, obtemos
fD < ¢"%, implicando que, para todo € > 0, existe um inteiro k. > 0 tal que

TTF < TF+ e,

para todo k > k.. Assim, para todo € > 0, existe um inteiro estritamente positivo ke
tal que para todo k > max {ke, ko }, temos

resultando que ¢”2* < ¢"% + (1 — oy )e. Logo, devido a oy, — 1, obtemos

limsup ¢” 2% < limsup(c"@ + (1 — ag)e) = 7.

k—oo k—oo

Em particular, sabemos que ¢'z < ¢”Z. J4 que Z é um ponto vidvel de (PSDL), entao
esse ponto também é uma solugao do problema primal e ||Z|| > ||Z||, o que contradiz a
nossa de escolha de #. Portanto, a seqiiéncia {Z*} é limitada.

(f) Seja T um ponto limite da seqiiéncia {ZF}. J4 que, pelo item (c),

lim sup Amax (Ao + .A(Ek)) <0,

k—oo

sabemos que Ay + A(T) <0, ou seja, T é um ponto vidvel do problema primal. Entao,
c™T > f£. Por outro lado, pelo item (d), ¢"Z* — f2. Logo, "% = f2. Novamente pelo
Corolario 2.2.2, obtemos ¢’'T = fF.

(g) A partir da demonstragao do item (d), sabemos que

lim ¢ 2% = lim Kp(Uy) =P .
k—o00 k—o0

J4 que, por hipétese, a folga de dualidade é zero, entao limy_o, ¢"2* = f2 = £ 0 que

encerra a prova do teorema.

O

E importante destacar que, diferentemente de resultados existentes em programacao
convexa no R", nao foi provada a convergéncia global da seqiiéncia {Uy} para uma solugao
dual. Porém, foi provado que a seqiiéncia {Kp(Uy)} converge para o valor étimo do pro-
blema dual e que os pontos limites da seqiiéncia {Uy} sdo solucoes duais.

Além disso, é importante destacar que o teorema nao garante a convergéncia primal da
sequiéncia {a:k } gerada pelo Algoritmo (AME). Em especial, nao foi provado que os pontos
limites da seqiiéncia {z*} sdo vidveis para o problema primal. Entretanto, o teorema utiliza
a seqiiéncia ergddica {T"} para garantir a convergéncia primal e obtém solugdes de (PSDL)
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a partir dos pontos limites dessa seqiiéncia. Uma propriedade interessante é que podemos
construir de forma iterativa cada elemento da seqiiéncia ergddica da seguinte forma:

_ 1 1
x1:N_$1:#_$1:x1’
n H1
=k—1 k
_ Vpg—1T"  + UET
¢ = o , para k > 1.
Vk—1+ Mk

Esse processo permite que a construcao da seqiiéncia ergddica seja feita de maneira rapida e
com baixo custo computacional. Entretanto, visto que esta maneira determina a ordem em
que realizamos as operacoes aritméticas, diminuindo nossa liberdade de escolha sobre quais
termos manipulamos de cada vez, pode ser mais dificil resolver alguns problemas numéricos
relacionados a erros de cancelamento e de arredondamento.
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Capitulo 4

Métodos de penalidade e barreira
para programacao semidefinida

Neste capitulo, generalizamos os conceitos estudados no capitulo anterior com o objetivo
de aplicar outros métodos de multiplicadores para resolver o problema primal, com énfase
no primal linear. Para isso, é analisado um algoritmo de penalidade e barreira proposto
por Mosheyev e Zibulevsky em [MZ00] para resolver esse problema. Tal algoritmo estende
métodos conhecidos de lagrangianos aumentados nao-quadraticos suaves como, por exem-
plo, o exponencial abordado no capitulo anterior e o quadratico-logaritmico introduzido
por Ben-Tal e Zibulevsky em [BTZ97| para problemas de programagao convexa no R”.

4.1 Algoritmo de penalidade e barreira

Vamos supor que as seguintes hipdteses sao vélidas para (PSDA):

Hipétese 4.1.1. A condicao de Slater € vdlida, ou seja, o conjunto Fp é nao-vazio.
Hipétese 4.1.2. O conjunto de solugoes do problema primal, S;, € nao-vazio e compacto.
Hipétese 4.1.3. A funcgao objetivo do problema primal € duas vezes diferencidvel.

Hipétese 4.1.4. O dominio efetivo da funcdo objetivo do problema dual possui um ponto
estritamente vidvel, isto €, dom Xp N ST, # (.

Sob as Hipoteses 4.1.1 e 4.1.2, nds sabemos, pelo Teorema 2.3.4, que a folga de dualidade
é zero e que o conjunto de solugoes do problema dual, SE, é nao-vazio e compacto. Vale
destacar que também adotamos essas duas hipéteses no Capitulo 3 para provarmos alguns
resultados sobre a convergéncia do método de multiplicadores exponenciais aplicado ao
problema primal linear.

Associada ao método de lagrangianos aumentados apresentado mais a frente neste
capitulo, adotamos uma func¢do penalidade p: R — (—o00,+00] com as seguintes propri-
edades:

(¢0) ¢ é uma fungao estritamente convexa, crescente e derivavel até segunda ordem com
dom ¢ = (—o00,b), em que 0 < b < o0;

61
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(p1) lim ¢'(t) = oo;
(92) lim ¢'(t) =0;
(¢3) »(0) =0;

(p4) ¢'(0) = 1.

Um exemplo de uma fungao penalidade que satisfaz as propriedades (p0)—(¢4) é apresen-
tado na Figura 4.1 junto com a sua derivada.

T T T T T T

Figura 4.1: Exemplo de funcao penalidade.

Para cada parametro real p > 0, definimos a funcao

Pp(t) < pe <E> :

p

a qual também satisfaz as propriedades (¢0)—(¢4). Além disso,
t
PP <—> < 0 se e somente se t<0. (4.1)
p

O algoritmo proposto em [MZ00] baseia-se no seguinte fato, apresentado no Teorema 1.3.2:
a matriz Ap + A(x) ¢é semidefinida negativa se e somente se seus autovalores sao nao-
positivos. Pela expressao (4.1), essa condigao equivale a

en(Ni(40 + A@) ) = pp (M) <0, i=1,....m,
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para todo p > 0. Por outro lado, se x nado satisfaz a restrigao Ay + A(x) <0, entao existe
j€{1,...,m} tal que \;(Ag + A(z)) > 0, o que equivale a

Pp (Ay’ (Ao +A($))) = py <M> >0,

para todo p > 0. Logo, podemos interpretar a funcao
> e </\Z- (4 +A(az))> _ <¢p(A0 +A(az))> (4.2)
i=1

como uma multa atribuida pela violacao da restrigao Ay + A(x) <0 do problema primal,
para cada p > 0, o qual denotamos por parametro de penalidade. Quando reduzimos o valor
do parametro de penalidade, a multa aplicada aos pontos invidveis do problema primal é
maior e aquela associada aos pontos vidveis diminui de forma que, para p — 0, o grafico da
funcao penalidade ¢, tende a se aproximar dos semi-eixos do ortante R_ x R . Ilustramos
essa situacao na Figura 4.2, onde apresentamos a mesma funcao penalidade da Figura 4.1
com dois parametros de penalidade diferentes.

Figura 4.2: Exemplo de funcao penalidade.

Ao combinarmos essa multa com a funcao objetivo de (PSDA), definimos a funcao

Fy(e) & (@) + tr (iAo + A2)) ) (4.3)

para cada parametro de penalidade p > 0. Conseqlientemente, obtemos um problema

penalizado

in F 4.4
min 15(z) (4.4)
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associado a cada p > 0. Sob hipdteses de regularidade razodaveis, quando p — 0, é possivel
demonstrar que o caminho de minimizadores do problema (4.4) converge para o conjunto de
solucoes do problema primal. Entretanto, para valores de p proximos de zero, pode haver
instabilidade numérica na resolucao do problema penalizado, o que dificulta a obtencao de
uma solugao.

Por outro lado, podemos evitar que o parametro de penalidade se aproxime demasi-
adamente de zero se utilizarmos informacoes do problema dual. Em particular, além de
obtermos um ponto z* € R" que seja uma solucao do problema primal, também procuramos
obter uma matriz U* € S™ que seja uma solu¢do do problema dual. Assim, estamos inte-
ressados em obter um par (z*,U*) € R"™ x S™ que satisfaga as condigoes de otimalidade do
Teorema 2.3.2. Veremos agora um método de lagrangianos aumentados suaves que possui
tais propriedades.

Pelo Teorema 1.3.5, sabemos que para toda matriz U € ST, existe uma tinica ma-

triz U2 ¢ ST tal que U = (U 1/ 2) . Logo, para toda matriz semidefinida positiva U,
podemos usar essa igualdade para reescrever a funcao lagrangiana L associada ao problema
primal como

Lz, U) =L (2, (U%)?)
= f@)+ (U, 40 + A(@))
— f(z) + tr<U1/2U1/2 (Ao +A(:r)))
— f(x) +tr<U1/2 (Ao +A(a:))U1/2) lequacdo (1.1)].

Sabemos que a matriz U'/2 (Ao + .A(:L'))Ul/2 ¢é simétrica pelo Teorema 1.2.1. Além disso,
novamente pelo Teorema 1.3.5, se U > 0, entdo U/2 = 0 também. Como resultado, se U = 0,
entdo a matriz U'/? (Ao + A(x))U 1/2 sera semidefinida negativa se e somente se x for um
ponto vidvel do problema primal, ou seja, se Ag + A(x) for semidefinida negativa também.
Logo, de maneira similar a feita na equacao (4.2), podemos atribuir uma penalidade quando
a matriz UY2(Ag + A(z)) U2 nio for semidefinida negativa:

Z 90p< (Ul/2 (Ao + A(x))U1/2)> = tr <<,0p (Ul/2 (Ao + A(x))U1/2)>. (4.5)

Observemos que o fato da matriz U/2 (Ao + .A(ZL'))U 1/2 ger simétrica implica, pelo Teo-

rema 1.2.1, que todos os seus autovalores sao reais. Logo, ¢, (U1/2 (Ao + .A(a:))Ul/2) esta
bem definida, visto que o dominio de ¢ é R.

Assim, ao combinarmos a multa definida pela expressao (4.5) com a funcao objetivo de
(PSDA) e seguindo as idéias discutidas em [BTZ97] e [MZ00], nds relacionamos o problema
primal a um lagrangiano aumentado Lj,: R" x §™ — (—o0, 00| definido por

Li(z, V) = fla )+tr< (V(A0+A( ))V)), (4.6)

para todo parametro de penalidade p > 0. Pela Hipdtese 4.1.3 e pelo Corolario 1.5.8, tal
funcao é duas vezes diferencidvel.
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Podemos agora introduzir o algoritmo apresentado por Mosheyev e Zibulevsky em
[MZ00] para resolver (PSDA). Esse algoritmo ¢ iterativo e baseado em métodos de pe-
nalidade e barreira abordados em um artigo de Ben-Tal e Zibulevsky [BTZ97]. Por tal
motivo, ele é denotado por Algoritmo de Penalidade e Barreira (APB) para o problema
primal.

Algoritmo 4.1 (APB).

(i) Escolha uma matriz Uy € ST, um pardmetro real py > 0 e uma segiiéncia {r*} de
atualizacio dos pardmetros de penalidades tal que 0 < 7 < 1, para todo k > 0. Além
. . def 1/2
disso, seja Vo = Uy'".
(ii) A cada iteragao k > 0, minimize o lagrangiano aumentado definido em (4.6) com
relacdo a x:
2"t € argmin L) (z, V). (4.7)
xeR"
Entao, atualize a matriz de multiplicadores Uy, e o parametro de penalidade pi. a partir
das férmulas

1/2
Vi1 = (Vksﬁfnk <Vk (Ao +A($k+1))Vk>Vk> ; (4.8)
U1 = Vid (4.9)
Prt1 = T pr. (4.10)
]

A motivagao para a escolha da férmula de atualizacao da matriz de multiplicadores Vj
gerada pelo algoritmo vem da condicao de otimalidade (2.8a) do Teorema 2.3.2:

0 € O L(a Upyy).
Ja que, pela Hipdtese 4.1.3, f é duas vezes diferencidvel, a expressao acima € equivalente a
VoL@ Upr) = V(@) + A" (Ukyr) = 0. (4.11)

Por outro lado, a partir da Proposicao 1.4.6, uma condicao necessaria e suficiente para que
zF+1 minimize o lagrangiano aumentado L, em relagio a x na expressao (4.7) é que

0= V,L, (", 13) = V(@) + A" <ngp;,k (Vk (Ao +A(mk+1))Vk>Vk>. (4.12)

Dessa forma, ao igualar as expressoes (4.11) e (4.12) e pelo fato de que Uy, = V;? para todo
inteiro k£ > 0, obtemos

A" (Vk%k <Vk (Ao + A(!EkJrl))Vk) Vk) = A (Up1) = A (V)
A férmula de atualizagdo da matriz de multiplicadores definida pela equacao (4.8) surge

como uma escolha natural a partir da equacao acima. Provamos posteriormente que essa
escolha é a tinica possivel.
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4.1.1 Escolha da fungao penalidade/barreira

A partir da apresentacao feita no inicio desta secao, podemos ver que a escolha da fungao
penalidade ¢ define qual lagrangiano aumentado estamos usando. Como conseqiiéncia, tal
escolha tem muita influéncia sobre o desempenho do algoritmo de penalidade e barreira
adotado. Mostramos agora algumas das funcoes penalidades mais usadas e conhecidas em
programacao nao-linear, comentando se podemos utilizé-las no algoritmo apresentado ha
pouco. Todas as fungoes que mencionamos sao baseadas naquelas discutidas em [MZ00].
Entretanto, devido & mudanga de sinal na restrigao matricial Ag+.A(z) do problema primal,
fizemos adaptacoes nas funcoes penalidades em relacao ao artigo de Mosheyev e Zibulevsky
com base no artigo de Ben-Tal e Zibulevsky[BTZ97].

1. Fungao barreira logaritmica:

o(t) = logt.

Para esta funcao, temos a penalidade

tr (gp(Ao + .A(a:))) = Z log \i (Ao + A(z))

= log ﬁ Ai (Ao + A(x))

i=1

= log det(Ag + A(x)) [Proposi¢ao 1.1.3].
A partir do Proposicao 1.5.5, obtemos o gradiente desta funcao:
Vir(p(A) = ¢'(A) = A"

Apesar de muito conhecida e utilizada em métodos de pontos interiores, essa funcao
nao pode ser utilizada no Algoritmo (APB), visto que nao satisfaz as propriedades 2,
p3 e 4.

2. Funcao barreira modificada:
o(t) = —log(l—t), —oco<t<l.

Para esta funcao, temos a penalidade

tr(gp(Ao +A(a:))> =— ilog(l — Ai(4o +A(w))>

cujo gradiente é
Vtr(go(A)) = /(A) = (I — A~ [Proposicao 1.5.5].

Essa funcao satisfaz as propriedades ¢0—¢4 e, assim, pode ser usada no Algoritmo (APB).
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3. Funcao penalidade exponencial:

o(t) = e — 1.

Para esta funcao, temos a penalidade

M

tr (gp(Ao + .A(ac))) =

— tr(WotA@) _ )

( Ni(Ao+A(z)) _ 1)

9

cujo gradiente é dado por
Vir(p(A4)) =¢'(A) = e [Proposicio 1.5.5].

Tal fungao satisfaz p0—¢4 e, entao, pode ser utilizada no Algoritmo (APB). O lagran-
giano aumentado associado a essa funcao é semelhante ao estudado no Capitulo 3,
onde foi utilizado para resolver os problemas primal e dual linear, especificamente.

4. Funcao penalidade quadratica-logaritmica mista: Para esta fungao, temos a
penalidade
%t2+bt+c, set>T,

p(t) =
dlogle—t)+ f, set<r,

3

em que 7 € (—1,1) é um pardmetro que determina o ponto de juncao. Os coefi-
cientes a,b,c,d, e, f sdo determinados pelas propriedades de que ¢ seja duas vezes
diferencidvel em t = 7, p(0) =0, ¢'(0) =1 e ¢”(0) = 1. Para 7 = —1/2, temos

% +1t, set > —%7
o) =147 3 | (113)
—7log(—2t) — g, caso contrério.

Tal fungao para 7 = —1/2 e a sua derivada sao ilustradas na Figura 4.1.

A funcao penalidade quadratica-logaritmica também satisfaz as propriedades p0-p4
e, assim, pode ser usada no algoritmo proposto. Essa escolha da funcao penalidade
tem como vantagem o fato de que a segunda derivada de ¢ é continua e limitada
para todo t real. Tal propriedade é importante para métodos que minimizacao que
utilizam a segunda derivada de uma fungao como, por exemplo, o método de Newton.

4.2 Analise dual do algoritmo de penalidade e barreira

Abordamos agora uma andlise dual do algoritmo de penalidade e barreira apresentado. Tal
andlise é baseada na relagao entre (APB) e um algoritmo de ponto proximal adequado apli-
cado sobre o problema dual. Os resultados que discutimos seguem as idéias desenvolvidas
em [MZ00, BTZ97].

Para todo parametro de penalidade p > 0, denotamos por v, a fungao convexo conju-
gada de uma funcao penalidade ¢, que satisfaga as propriedades (¢0)—(¢4):

def

Vp(s) = cp;(s) = ilelulg{St - ‘Pp(t)}'
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Para mantermos coeréncia com a notagao utilizada para a funcao penalidade ¢, seja 1 )
1. A préxima proposigao relaciona v, e ¢ para todo p > 0:

Proposicao 4.2.1. Sejam p > 0 e ¢, uma funcgao penalidade que satisfaca as proprieda-
des (¢0)—(p4). Entao,
Up(s) = p(s).

Demonstracao. A partir das definicoes de ¢, e de 1, temos

p(s) = sup (st = (0} =sup st e () L =sun o (52 = (1))}

= psup {sE - (%)} = pjg[g{st — @ ()} =pp*(s) = pY(s),

teR L P
resultando que 1¥,(s) = pi(s).
O
Um outro fato bastante conhecido e 1til sobre 1, que usamos a seguir é que 1% = (901’0)_1
veja, por exemplo, [Roc70, Corolédrio 23.5.1]). Ademais, a partir das propriedades (¢0)—
4), obtemos as seguintes propriedades sobre 1), para todo p > 0:

Y1) (1) =

)
) ¥
¥2) (1) =
¥3) 51_1)%1 Pp(s) = —o0, ¥p(s) = +o0, para todo s <0, slin;owp( s) = +00;

(¥4) min {1 (s)} = min {65()} = (1) =0

(
(
(10) 1, é uma funcao estritamente convexa e duas vezes diferenciavel em (0, c0);
(
(
(

Chamamos v, de fungao barreira devido a propriedade (3).
Como exemplo, tomemos a conjugada da funcao penalidade quadrética-logaritmica de-
finida na sec@o anterior, para 7 = —1/2:

$(s —1)2, se s > 1,
©*(s) = %—%log(Qs), se 0 <s< 1,
+00, caso contrario.

Tlustramos essa funcao na Figura 4.3 junto com a sua derivada.

Abordamos agora uma relagao entre a restricao matricial do problema primal e a funcao
objetivo do problema dual. Particularmente, o proximo resultado associa a matriz que de-
termina uma das restri¢des do problema primal no ponto z**1, definido pela expressao (4.7),
com o subdiferencial da funcao objetivo do problema dual em Uy, definida pela ex-
pressao (4.9).

Proposicao 4.2.2 ([MZ00, Proposicao 1]). A matriz Ag+ A(zFT1) pertence ao subdiferen-
cial da func¢do objetivo dual no ponto Upyq:

Ao —I-.A(:EIH_I) € 0Kp (Ug1) -
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Figura 4.3: Exemplo de fungao barreira.

Demonstragdo. A prova que fazemos a seguir é semelhante a uma parte da demonstracao
do Lema 3.2.2. A partir da definigdo da funcao lagrangiana, para toda matriz U € S, nds

sabemos que

Kp(U) = ienlgn L(z,U)
<L 0) = @) + (U, Ao + A@EH)
= F@*) + (Uiir, Ao + A@)) + (U = Urpr, Ag + AR )
= L(z", Upy) + <U — Upar, Ag +A(mk+1)> :
Por outro lado,

resultando que Kp(U) < L(zFT, Ups1) 4+ (U — Ugya, Ag + A(z)).
a partir da condi¢do de otimalidade expressa pela equacao (4.11), temos Kp(Ugt1) =

L(a:k‘”, Uk+1) . Assim,

KXp(U) < Kp(Ug41) + <U — Uk41, 40 +A(9€k+l)> ;

implicando que Ag + A(z**1) € 9 Kp (Upy1).
U
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4.2.1 Conexao do método de lagrangiano aumentado com um algoritmo
de ponto proximal

Consideremos uma iteracao do seguinte método de ponto proximal para resolver o problema
dual:

Up41 € argmax {JCD(U) — Dy, (U, Uk)} ) (4.14)
Ur0

em que Uy = Uy >0 e D, : ST x S, — R é uma regularizacao definida por

D, (U, W) & tr <c,0;; (W‘l/QUW‘1/2>> — tr <¢p (W—1/2UW—1/2>> 7

para todo real p > 0. Para simplificar a notagao, denotamos por D a funcao D;. Logo,
pela Proposigao 4.2.1, segue que D, = pD, para todo p > 0.

A partir das propriedades (10)—(14), as seguintes afirmagoes sao validas para toda
matriz W > 0:

(DO) a funcao D(-7 W) é estritamente convexa e duas vezes diferenciavel;
(D1) para toda matriz U € ST,

(i) D(U, W) > 0;

(ii) D(U,W) =0 se e somente se U = W;
(D2) para toda matriz U € S™, temos:

(i) se U # 0, entao D(U, W) = +00;
(ii) Hwl/illl(LlooD(U, W) = 4o0.
Além disso, para toda matriz U > 0,
(D3) a fungao D(U,-) tem conjuntos de nivel limitados;
(D4) a fungao D(U,-) é continua em U;
(D5) para qualquer seqiiéncia {Wk} C S, , temos D(U, Wk) — 0 se e somente se W, — U.

A prova desses resultados segue as idéias abordadas no Capitulo 3.

Para fazermos a conexao entre o Algoritmo (APB) e o algoritmo de ponto proximal
definido pela iteragao (4.14), abordamos agora um resultado andlogo ao Teorema 3.1.4
aplicado a esse algoritmo de ponto proximal. Por (¢0) e (¥3), a fungao objetivo do método
de ponto proximal na k-ésima iteragao, Xp(-)—Dp, (', U, k), é estritamente concava e coerciva.
Logo, possui um unico maximizador. Pela Proposicao 1.4.6, uma condi¢ao necessdria e

suficiente para que Uy seja a solugdo do método de ponto proximal na iteracao k + 1 é
0€d (fKD(ﬁkH) — Dy, (Ug41,Ux) + 5ST(Uk+1)) : (4.15)

Sob as Hipdteses 4.1.1 e 4.1.2, sabemos que o valor 6timo do problema dual é finito e igual
ao do problema primal. Além disso, pela Hipdtese 4.1.4, sabemos que existe U° >0 tal
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que Kp (U O) é finita. Logo, a partir da regra da soma de subdiferenciais ([Roc70, Teorema
23.8]), a expressao (4.15) é equivalente a

0€dXp (ﬁk—i-l) — 01Dy, (ﬁk—l—l, ﬁk) + 8553? (Uk+1). (4.16)

De maneira andloga a discutida no capitulo anterior, obtemos 01D, (U, Uk) = () para toda
matriz U € ST\ ST, implicando que Uk+1 > 0. Logo, a partir das Proposicoes 1.4.9 e
1.3.8, temos 8557+n (Uk+1) = {0}. Ademais, ji que a regularizacao é diferencidvel em relagao
ao primeiro argumento, sabemos que

V1 Dy, (Urs1,0) :0,;1/2<w;k (O 20 1/2)>0;1/2
=02 () (00 200

Assim, a expressao (4.16) pode ser escrita como

0 € 0Kp (Tp1) + { o, ? <(<p;,k) (=05 Pk O 1”))&,;”} . (4.17)

Mostremos agora que a seqiiéncia produzida por esse método de ponto proximal é a
mesma gerada pelo Algoritmo de penalidade e barreira para (PSDA). A partir da equa-
¢ao (4.8) e do fato de que U = sz para todo inteiro k£ > 0, temos

Pr

Ao+ A(ahthy = U2 ((tpl ) (U_1/2Uk+1U_1/2>>Uk_1/2.
Quando combinamos essa equacao com a Proposicao 4.2.2, obtemos

0€ 0Kp (Upy1) + {—U;ﬂ((%k)_ (U 1/2Uk U_1/2>>Uk_1/2}.

a qual é semelhante & expressao (4.17) com U, substituida por Uj. Entao, ja que Uy = Uy,
a seqiiéncia {Uy} gerada por (APB) é igual a {U}}, definida pelo método de ponto proximal
apresentado na expressao (4.14).

Agora, podemos usar esse resultado para apresentar uma proposigao que associa o valor
otimo do problema primal com a seqiiéncia de valores da fungao objetivo dual quando
avaliada nas matrizes U geradas pelo algoritmo de penalidade e barreira.

Proposigao 4.2.3 ([MZ00, Proposicao 2]). Consideremos a seqiéncia {Uy} de multipli-
cadores gerada pelo método de penalidade e barreira descrito por (4.7)—(4.10). FEntao, a
sequéncia {JCD (Uk)} € nao-decrescente e limitada superiormente pelo valor étimo do pro-
blema primal.

Demonstracao. A partir da conexao que fizemos entre o Algoritmo de penalidade e barreira
para (PSDA) e o método de ponto proximal para resolver o problema dual, obtemos

Ko (Uk+1) = Di(Ur41, U) > Kp(Ui) — Dy (U, Uy)
= Kp(Us), [propriedade D1(ii)]
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para todo inteiro k£ > 0. Logo,
iKD(UkH) —Xp (Uk)z Dy, (Uk+1, Uk) >0, [propriedade D1(7)]

resultando que a seqiiéncia {UCD(UR)} é mondtona nao-decrescente. Assim, a partir desse

resultado e devido ao Teorema 2.2.1 e a hipétese de ST) ser nao-vazio, podemos ver que
limg .o Kp(Uy) existe e é menor ou igual ao valor 6timo do problema primal, fP.
O

E importante ressaltar que no artigo de Mosheyev e Zibulevsky [MZ00], nao ha re-
sultados que garantam a convergéncia da seqiiéncia {Uy} para uma solu¢do do problema
dual.

4.2.2 Consideracgoes sobre o algoritmo de penalidade e barreira
Conforme ja vimos no inicio deste capitulo, o algoritmo proposto por Mosheyev e Zibulevsky
emprega um lagrangiano aumentado com o termo de penalidade
tr o, (U2 (Ao + A@)) U?),
cuja regularizacao aplicada no problema dual é dada por

Dy(U,W) = tr gy (W 2ow=112)., (4.18)

Com o intuito de entendermos melhor o desempenho do método, decidimos comparar essa
penalidade com a apresentada em [BTZ97].

Para simplificar a analise, consideramos o caso em que m = 1, ou seja, em que as
matrizes sao escalares. Assim, o termo com papel de penalidade do lagrangiano aumentado
torna-se

©p (u1/2(a0 + aTx)u1/2) = op(ulap + a"z)), (4.19)

enquanto a regularizagdo da equagao (4.18) é

Dp(u,w) = go;k,(w_l/zuw_l/2) = 90; (%) ,

para quaisquer v > 0 e w > 0. Por outro lado, o lagrangiano aumentado abordado
em [BTZ97] possui o termo com papel de penalidade

upp(ap + a" ), (4.20)

cuja regularizacao associada é dada por
~ * u
Dy(u,w) = wepy, (B) . (4.21)

Ao compararmos os termos que atuam como penalidade nas expressoes (4.19) e (4.20),
constatamos que, no primeiro, a fungao penalidade ¢é aplicada sobre o produto u(ag+a"z),
enquanto no segundo ela é aplicada sobre a restricao ag + a”x e multiplicada por u. Entéao,
o multiplicador u atua como um parametro de penalidade na expressao (4.19), o que nao
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acontece nos métodos usuais de lagrangianos aumentados, em que o multiplicador nao
atua diretamente na restricao, mas de forma linear na penalidade aplicada sobre ela como,
por exemplo, na expressao (4.20). A partir da defini¢do de fungao penalidade feita pelas
propriedades (¢0)—(¢4) e para valores elevados de u, podemos interpretar que o termo da
expressao (4.19) impoe uma penalidade elevada para pontos invidveis do problema primal,
de forma que, para fins praticos, o algoritmo aproxima-se de métodos de penalidade “pura”
para resolver o problema primal.

Ao estudarmos as duas regularizagoes associadas, vemos que l~)p(u,w) = wDp(u,w),
implicando que, para w > 1 e conforme elevamos o valor desse argumento, a regularizacao
utilizada por Mosheyev e Zibulevsky age de forma cada vez mais suave comparada a empre-
gada por Ben-Tal e Zibulevsky no método de ponto proximal aplicado ao dual. Ilustramos
o efeito do aumento de w sobre as regularizacoes na Figura 4.4, onde fixamos w = 4 e
apresentamos Ep e Dy, associadas a funcao penalidade quadratico-logaritmica definida na
subsecao 4.1.1 para 7 = % ep=1:

2
- 1
(u2wu2)) 7 se &> 1
D(u,w) = 2 —Llog(2u) + Llogw, se0 <2 <1
400, caso contrario.
(u—w)? u 1
2w S€ w = 27
= 1 1 1 1.
D(u,w) w (3 — jlog(2u) + flogw), se0 <L <4
+00, caso contrario.

Figura 4.4: Exemplo do efeito de w sobre as regularizacoes D e D.
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Além disso, ao elevarmos w, afastamos da origem os centros das distancias l~)p e D,.
Por outro lado, quanto mais distante estiver o centro de D,,, maior serd sua diferenca em
relagao a l~)p, tornando-se cada vez mais “achatada”. Logo, um método de ponto proximal
que use D, pode explorar pontos mais distantes do centro a medida que esses se afastam
da origem. Tal efeito ndo é comum nos métodos tradicionais de ponto proximal, o que
pode ajudar a explicar a dificuldade comentada em [MZ00] para obter-se resultados de
convergéncia melhores para o Algoritmo (APB).

4.3 Obtencao de limitantes duais

Nesta secao, apresentamos limitantes duais para o valor étimo do problema primal linear
que tem a restricao adicional
z]] < p,

em que p é um real estritamente positivo fixado. Tais limitantes sao baseados na funcgao
convexo conjugada da funcao penalidade e podem ser 1teis quando é possivel obter de forma
rapida um solugao inexata (aproximada) do problema penalizado (4.4) ou do problema (4.7),
que minimiza o lagrangiano aumentado (4.6) em relacao ao seu primeiro argumento.

Os termos com papel de penalidade na funcoes objetivos do problema penalizado (4.4)
e do problema (4.7) s@o

tr(gop(A0+A(x))> e tr<<pp(V(A0 —|—.A(:L'))V)>

respectivamente. Podemos representar ambos os termos de forma equivalente por uma
funcio convexa ® : S™ — R, suave e de classe C? em que

P(A) =tr(pp(d)) e B(A) =tr(pp(VAV)) (4.22)

para a fungao definida pela equagao (4.3) e o lagrangiano aumentado (4.6), respectivamente.
A partir das propriedades (¢0) e (¢3), sabemos que

®(Ag + A(z)) < 0se Ag + A(z) 20. (4.23)

Logo, podemos reescrever a fungao (4.3) e o lagrangiano aumentado (4.6) como uma fungao
generalizada

F(z)¥ Tz + P (A + A(x)),
a qual denotamos por funcdo agregada. Obtemos, dessa forma, o seguinte problema

min F(z) = min {c"z+ ®(4o + A(z))}, (4.24)
llzll<p llzll<p

cujo valor 6timo denotamos por FP.
Consideremos a fungao convexo conjugada de ®:

v'(B) swp {(4.B) - 2(4)),

Suporemos durante o restante do texto que sabemos computar ®*(B) para toda matriz B €
dom ®*.
Exibimos a seguir um limitante inferior para o valor étimo de (PSDL).
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Proposigao 4.3.1 ([MZ00, Proposigao 3]). O walor étimo do problema (4.24) € um limi-
tante inferior para o valor étimo de (PSDL).

Demonstragao. Ja que o conjunto {x € R™ | ||z]| < p} é compacto, sabemos que F atinge
um minimo dentro desse conjunto. Logo,

FY = min F(z) = min {c"z+ ®(Ag+ A(x)) }
lzll<p el <p

<”H?|l|1£ {c"z+ ®(Ag+ A(z)) | Ao + A(z) 20}
x| <p

”thn {c"z| Ao + A(z) =0} [expressao (4.23)]

— fP,
resultando que FE < fP. O
A partir desse resultado, podemos apresentar o seguinte teorema:
Teorema 4.3.2 ([MZ00, Teorema 1]). Seja B € dom ®* que satisfaca a equagao
c+A'(B) = A, (4.25)

onde A € R™ é um vetor fizado e ¢ € R™ é o vetor fizo da fun¢ao objetivo de (PSDL).
Entao, sob a restri¢io adicional (4.3), o valor

def *
(Ao, B) — @*(B) = pllA] (4.26)
é um limitante inferior para o valor étimo de (PSDL).

Demonstracao. Pela definicao da funcao convexo conjugada de ®, temos

®(B)" = WS {(A,B) — 2(A)}

(Ao + A(x), B) — ®(Ao + A(x))

= (A, B) + (A(z), B) — ®(Ap + A(x))

= (Ao, B) + (,A"(B)) — ©(Ag + A(x))

= (Ao, B) + (2, A —¢) — ®(Ap + A(x)), lequagao (4.25)]

v

para todo z € R", resultando que
F(z)=c"z+ ®(Ag + A(x)) > (Ao, B) + A"z — ®(B)". (4.27)

Para todo z € R" tal que ||z]| < p, temos ATz > —p||A| a partir da desigualdade de
Cauchy-Schwarz. Assim, segue da expressao (4.27) que

F(z) = c"z + ®(Ag + A(x)) > (Ao, B) — p| Al = ®(B)" = [,
ou seja, F'(x) > fp para todo = € R" tal que ||z|| < p. Entao, pela Proposicao 4.3.1, temos
ff > fB7

0 que completa a demonstracao. O
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Este teorema nos fornece um importante resultado. Se & € R™ é uma solucao (exata)
do problema (4.24), a equacdo (4.25) ¢ satisfeita se nés considerarmos B = ®'(Ag + A(%))
e A = F'(#) = 0. Logo, pelo Teorema 4.3.2, sabemos que fp = FY = F(#) é um limitante
dual inferior para o valor 6timo do problema primal linear. De fato, devido a B pertencer
a 0P (Ao + A(&)), sabemos a partir da desigualdade de Fenchel (Teorema 1.4.10) que

®(Ag + A(#)) + ©*(B) = (Ag + A(2), B)
= (Ao, B) + (A(2), B)

= (Ao, B) + (4,A"(B))
Ag,B) — 'z [equagao (4.25)].

o~~~ ——

Ja que escolhemos B = CID’(AO + A(:%)), temos, pela equacgao acima,
(Ao, @ (Ao + A(2))) — @ (' (Ao + A(2)) ) = " + B(Ag + A()).
Logo, ao usarmos essa expressao na equacao (4.26), obtemos
fB = (A0, B) = ®*(B) — p| Al

= (A0, @' (Ao + A(2))) — & (@' (Ao + A()) )

="+ (A + A(Z))

= F(i) = FE,
resultando que fg = FY. Por outro lado, obtemos o mesmo limitante pela Proposicao 4.3.1.

Podemos melhorar esse limitante se ® é uma das func¢oes abordadas na expressao (4.22).

Devido & propriedade (¢0), sabemos que ®'(Ag +A(2)) = 0. Logo, a matriz ®'(Ag + A(Z))

é vidvel para o problema dual linear. Além disso, a partir da definicdo da funcao convexo
conjugada de ® e da propriedade (¢3), obtemos

(B)= sw {(4.B)~2(4)} > (0,B) - 2(0) = 0.

Entao,
fB = (4o, B) — ®*(B) — pl|Al
= (A, ' (4o + A(2))) — (@' (Ao + A(2)))

< (Ao, @' (Ao + A(2)))
< f7,

em que a tltima desigualdade é decorrente do Teorema 2.2.1. Logo, (Ao, ®'(Ao+A(Z))), o
valor da funcao objetivo de (DSDL) avaliada em B, é um limitante inferior do valor étimo
do problema primal melhor ou igual ao obtido por fg = FF.

Quando Z nao é uma solucao exata do problema (4.24), a equagao (4.25) ainda é vélida
para B = ®'(A4g + A(2)) e A = F'(2). Contudo, j& que A # 0, o terceiro termo do lado
direito da equagao (4.26) serd estritamente negativo. Logo, o limitante fp pode ser pior do
que aquele dado pelo valor 6timo do problema (4.24).
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4.3.1 Meétodo para calcular um limitante dual a partir de um minimizador
aproximado da funcao agregada

Quando # ndo ¢ um minimizador exato do problema (4.24) e B = ®'( Ay +A(%)), podemos

projetar B sobre o plano c+A*(U) = 0, ou seja, obter uma matriz que é viavel para (DSDL)
e é a mais proxima de B em relacao a uma norma. Um modo razoavel de executarmos tal
projecao é definirmos

BT = B—9"(A)A([F"(2)]7'A).

Assim, temos
c+ A'(BY)=c+ A (B) - A" (<I>”(A) A ([F”(:ﬁ)]‘lA)>
—c+ A (B)— A " (A)A[F"(2)]'A linearidade de A e A']

—_——
Fr(2)
—c+A(B)—A
—c+A'(B) - (c+ .A*(B)) [Teorema 4.3.2]

=0.

Entao, pelo Teorema 4.3.2, obtemos fp+ = (A, BT) — ®*(B") como um limitante dual
para o valor 6timo do problema primal linear. Entretanto, devido a precisao finita das
operacoes realizadas pelos computadores, sabemos que, na realidade, ¢ + .A*(B+) = AT,
em que AT representa o possivel erro resultante de tais operacoes aritméticas. Assim, o
limitante dual fornecido pelo Teorema 4.3.2 é

for = (Ao, BT) — ®*(B7) — [|AT]p.



78 4 METODOS DE PENALIDADE E BARREIRA PARA PROGRAMAGAO SEMIDEFINIDA




Capitulo 5

Testes numeéricos

Neste capitulo, descrevemos os testes numéricos feitos com o objetivo de analisar o de-
sempenho de um dos algoritmos abordados anteriormente neste texto. Particularmente,
apresentamos os resultados de uma implementacao do algoritmo de penalidade/barreira
discutido no Capitulo 4.

5.1 Apresentacao da implementagao feita

Com o intuito de estudar a robustez e a eficiéncia de um método de lagrangiano aumentado
para resolver o problema primal, ndés implementamos o Algoritmo (APB) proposto por
Mosheyev e Zibulevsky em [MZ00] e abordado no Capitulo 4 deste texto.

Usamos a estrutura do programa ALGENCAN [ABMS05a, ABMS05b] como ponto de
partida para a implementacao do Algoritmo (APB). ALGENCAN é uma versao do algoritmo
de lagrangiano aumentado Quadratico de Hestenes, Powel e Rockafellar para problemas de
programacao nao-linear no R” com restricoes de igualdade e desigualdade. Esse método
divide as restricoes em dois niveis, de maneira que as restrigoes do nivel superior sao in-
cluidas no termo de penalidade do lagrangiano aumentado enquanto que as restricoes do
nivel inferior sao tratadas explicitamente pelo método de resolucao do subproblema em
cada iteracao do algoritmo de lagrangiano aumentado. As restri¢oes mais comuns do nivel
inferior sdo as de caixa. Escolhemos usar o ALGENCAN como base para implementarmos
o Algoritmo (APB) devido a uma sugestao feita pelo professor Ernesto G. Birgin do IME
- USP, um dos desenvolvedores do projeto, e por ser um programa robusto e eficiente de
lagrangianos aumentados para resolver problemas de programacao nao-linear. Outra justi-
ficativa é que o c6digo do ALGENCAN é livre e aberto, o que possibilitou que estuddssemos
e fizéssemos modificagoes em sua estrutura, visto que tanto o problema abordado quanto o
lagrangiano aumentado usado por (APB) sao diferentes daqueles adotados pelo programa
original.

ALGENCAN adota o algoritmo GENCAN [BM02] para resolver os subproblemas em cada
iteracao do método de lagrangiano aumentado. GENCAN é um algoritmo de conjuntos ativos
para a minimizacao de problemas de programacao nao-linear que possuam apenas restrigoes
de caixa. Ele usa o método de Newton truncado baseado em gradientes conjugados para
explorar as faces da caixa e o algoritmo de gradiente espectral projetado (SPG) para sair de
uma face. Em nossa implementacao, para que GENCAN se comportasse como um método

79
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de minimizagao irrestrita, definimos uma caixa n-dimensional de tamanho elevado, dada
por

Q={zeR"|-10* <2; <10%*, i=1,...,n}.

Em nossos experimentos, utilizamos o programa GENCAN para resolver o subproblemas ir-
restritos definidos pela equagao (4.7) em cada iteragao do algoritmo de penalidade/barreira.

ALGENCAN e GENCAN estao codificados em FORTRAN 77, com precisao dupla, e dis-
poniveis gratuitamente sob a licenga GPL (GNU Public License) na pagina na Internet do
projeto TANGO (http://www.ime.usp.br/~egbirgin/tango).

Para obter um melhor desempenho nas operacoes de dlgebra linear envolvidas na imple-
mentagao do algoritmo de lagrangianos aumentados, usamos as versoes em FORTRAN 77
das bibliotecas LAPACK e ATLAS (Automatically Tuned Linear Algebra Software), a qual
implementa uma versao otimizada das sub-rotinas da BLAS (Basic Linear Algebra Subrou-
tines). As duas bibliotecas estao disponiveis gratuitamente sob a licenga BSD (Berkeley
Software Distribution) no repositério Netlib (http://www.netlib.org). Ademais, fize-
mos as verificacoes das primeiras e segundas derivadas da funcao lagrangiana e do lagran-
giano aumentado através das sub-rotinas de derivagao numérica da biblioteca de analise
numérica GSL (GNU Scientific Library), escrita na linguagem C e disponivel sob a li-
cenca GPL também.

5.1.1 Parametros modificados nos testes

Mantivemos a maioria do parametros pré-definidos do GENCAN e do ALGENCAN. Entre-
tanto, em todas as implementagoes do algoritmo (APB) que fizemos, nés modificamos os
seguintes parametros em relacao aos originais estabelecidos no programa:

e hptype: essa opgao define como serao computados os produtos hessiana (segunda
derivada)-vetor durante a resolugao dos subproblemas do algoritmo de lagrangianos
aumentados. Em nossos experimentos, empregamos duas op¢oes:

— hptype = 0, que significa que as hessianas exatas (reais) do lagrangiano aumen-
tado do Algoritmo (APB), da fungao objetivo e da restrigdo do problema primal
serao usadas. Tais funcgoes sao fornecidas pelo usuario do ALGENCAN.

— hptype = 9, que significa que uma aproximagao do produto da segunda deri-
vada do lagrangiano aumentado por um vetor serd feito através de quocientes
incrementais. Tal opcao requer uma avaliacao adicional do gradiente do lagran-
giano aumentado por iteracao do método de gradientes conjugados executado
pelo GENCAN.

e precond = ’NONE’: essa opcao significa que nenhum pré-condicionamento foi empre-
gado no método de gradientes conjugados durante a execucao do GENCAN.

e rhoauto = .false.: essa opcao significa que o parametro de penalidade inicial sera
definido pelo usudrio ao invés de ser computado automaticamente pelo programa.

e rhofrac: parametro entre 0 e 1 que define qual deve ser a reducao minima de invi-
abilidade ou de complementaridade entre duas iteragoes consecutivas do algoritmo
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de lagrangianos aumentados para que o parametro de penalidade nao seja redu-
zido (torne o efeito da penalidade mais severo). Em nossos experimentos, empre-
gamos rhofrac=0.8, ou seja, pedimos uma reducao de inviabilidade ou complemen-
taridade de pelo menos 20% entre duas iteragoes consecutivas do Algoritmo (APB).

e rhomult: parametro que define qual serd a reducdo do parametro de penalidade
caso nao ocorra decréscimo de inviabilidade ou de complementaridade de pelo menos
rhofrac entre duas iteragoes consecutivas do Algoritmo (APB). Em nossos testes,
adotamos rhomult = 0.6.

e epsfeas: define a tolerancia que as condigoes de inviabilidade e de complementaridade
devem satisfazer para que um ponto seja considerado uma solucao. Em nossos testes,
adotamos epsfeas = 1074

e epsopt: originalmente, define a tolerancia que a norma infinita do gradiente projetado
do lagrangiano aumentado deve satisfazer para que um ponto seja considerado 6timo
durante a execucao do GENCAN. Em nossos testes, empregamos esse fator para definir
a tolerancia pedida na resolucao exata do subproblema irrestrito. Foi adotado epsopt
= 10~* em nossos experimentos.

e maxoutit: define o nimero méximo de iteragoes do algoritmo de lagrangiano aumen-
tado. Em nossos testes, adotamos maxoutit = 50.

e maxtotit: define o nimero maximo de iteragoes para resolver os subproblemas do al-
goritmo de lagrangianos aumentados, ou seja, um limite sobre a soma de iteracoes em
todas as execucgoes do GENCAN. Em nossos testes, adotamos maxtotit = 1000000.

e maxtotfc: define o nimero maximo de avaliagoes da funcdo dos subproblemas do
algoritmo de lagrangianos aumentados, ou seja, um limite sobre a soma de avaliacoes
da funcao objetivo em todas as execugoes do GENCAN. Em nossos testes, adota-
mos maxtotfc = 5 * maxtotit.

Além disso, em cada iteragao do algoritmo de lagrangiano aumentado, projetamos cada
coordenada da matriz Vj na caixa [—10%Y,10%°]. Essa estratégia procura manter limi-
tada a matriz U, = sz em cada iteragdo do método implementado da mesma forma que
alguns métodos de multiplicadores para otimizagao nao-linear procuram limitar os multi-
plicadores. Para evitar eventuais problemas de instabilidade nimerica relacionada a funcao
penalidade ¢,, o parametro de penalidade pj, foi limitado inferiormente por 1077,

5.1.2 Escolha da fungao penalidade e atualizagcao do parametro de pena-
lidade

Adotamos a fungao penalidade quadrética-logaritmica definida pela equacao (4.13) na
Subsecao 4.1.1. Ademais, em cada iteragao do Algoritmo (APB), empregamos uma es-
tratégia para a atualizacao do parametro de penalidade p que segue as idéias empregadas
pelo ALGENCAN. Se nao ha decréscimo suficiente das medidas de inviabilidade ou de com-
plementaridade entre duas iteragoes consecutivas do algoritmo de lagrangiano aumentado,
entao o parametro de penalidade é multiplicado por rhomult. Caso contrario, o parametro
nao é alterado.
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5.1.3 Critérios de parada

Aceitamos um par (z*,U*) € R" x S™ como um par de solu¢oes do problemas primal e
dual se satisfizer as seguintes condigoes:

(1) viabilidade primal:
Amin (Ao + A(X*)) < epsfeas;

(2) complementaridade:
|(8 + A(x*),U*)| < epsfeas;

(3) a matriz U* ser semidefinida positiva:

)\min(U*) > _651{;7
em que e é 0 épsilon do computador utilizado nos testes'. Tal escolha foi feita a par-
tir de testes numéricos com o intuito de se obter uma tolerancia razoavel para aceitar
numeros negativos de médulo muito pequeno como nao-negativos devido aos problemas
decorrentes de arredondamentos. Em nossos testes, essa tolerancia foi, aproximada-
mente, 2.15 x 107,

Observemos que tais critérios sao as condic¢oes de otimalidade apresentadas no Teorema 2.3.2
e transformadas em critérios numéricos que pudessem ser implementados. E importante
destacarmos que, a partir das propriedades do Algoritmo (APB), se escolhermos uma ma-
triz Uy = 0, sabemos que Uy, = 0, para todo inteiro k& > 0, de forma que a condi¢ao (3) acima
nao precisaria ser verificada do ponto de vista tedrico. Entretanto, devido a precisao finita
dos computadores, matriz Uy pode nao ser definida positiva para algum inteiro & > 1 nos
testes feitos. Por tal motivo, verificamos a condicao (3) em cada iteracao do algoritmo de
lagrangiano aumentado, interrompendo-o caso essa condi¢ao nao seja satisfeita.

Além disso, limitamos em duas horas o tempo de uso do processador para a resolucao de
cada problema de teste, interrompendo sua execucao caso ele atinja esse tempo e ainda nao
tenha obtido uma solucao que atenda os critérios de parada. Nessa situacao, consideramos
que o algoritmo falhou ao resolver o problema.

5.1.4 Ambiente de testes

Os testes foram feitos em um computador com processador Intel® Core(TM)2 Quad Q6600
2.40GHz, 4GB de memoria RAM e sistema operacional GNU Linux de 64 bits, distri-
buicdo Ubuntu 8.04.1. As implementacoes foram feitas a partir do ALGENCAN versao 1,
cujos codigos em FORTRAN 77 foram compilados com o compilador gfortran (The GNU
Fortran 95 compiler), versao 4.1.1, e as opgoes -04 -xf77-cpp-input foram usadas. Os
cédigos na linguagem C foram compilados com o compilador gcc (The GNU C Compiler),
versao 4.1.2, e nenhuma opc¢ao de otimizagao foi empregada. Usamos as versoes 3.6.0 e
3.0.20 das bibliotecas ATLAS e LAPACK, respectivamente, disponiveis para a distribuigao
GNU Linux adotada.

1Ou seja, o menor nimero real estritamente positivo tal que 1 + ewex # 1.
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5.2 Complexidade das principais operacoes

Nesta secao, analisamos a complexidade das principais operacoes envolvidas na imple-
mentagao do Algoritmo (APB) com base na estrutura do ALGENCAN e ado¢ao do GENCAN
para efetuar as minimizacOes irrestritas em cada iteragao. E importante ressaltar que a
complexidade estudada serd em relagdo ao consumo de tempo (custo) para realizar uma
dada operacao. Tal custo geralmente estd associado ao niimero operagoes aritméticas ele-
mentares (flops) feitas.

Apresentamos na Tabela 5.1 algumas operagoes basicas associadas a vetores e matrizes
reais junto com os respectivos consumos de tempo. As referéncias para esses valores foram
os livros de Golub e Van Loan [GVL96] e de Trefethen e Bau [TB97]. Consideramos que
as matrizes envolvidas nas operacoes listadas na Tabela 5.1 tém dimensao m x m enquanto
os vetores tém dimensao n, exceto na operacao produto matriz-vetor, na qual o vetor tem
dimensao m.

‘ operacao ‘ custo ‘

produto interno de dois vetores O(n)
produto de duas matrizes O(mg)
produto matriz-vetor O(m )

trago de uma matriz O(m

traco do produto de duas matrizes O( 2)
decomposicao espectral de uma matriz O( )
produto de Hadamard de duas matrizes O( )

Tabela 5.1: Complexidade de algumas operagoes de algebra linear.

Entretanto, se as matrizes forem esparsas, entao algumas operacoes podem ter seu con-
sumo de tempo reduzido. Um caso particular 1itil é quando as matrizes possuem uma
estrutura de blocos diagonais. Listamos na Tabela 5.2 as mesmas operagoes envolvendo
matrizes apresentadas na Tabela 5.1, mas supondo que as matrizes possuem k blocos dia-
gonais com dimensoes mq X mq, ..., My X mg em que mi1 + -+ - +myp = m. A partir dessa
tabela, podemos observar que o fato de uma matriz ser diagonal por blocos pode reduzir
drasticamente o tempo gasto na maioria das operacoes envolvidas na Tabela 5.1.

‘ operagao ‘ custo ‘
produto de duas matrizes O(mi+---+mj)
produto matriz-vetor O(mi+--+mj)
traco de uma matriz O(m)
traco do produto de duas matrizes Oo(mi+--+mj)
decomposicao espectral de uma matriz O(m‘i’ + -+ m%)
produto de Hadamard de duas matrizes | O(mf + -+ mj)

Tabela 5.2: Complexidade de algumas operagoes de algebra linear para matrizes com es-
trutura de blocos diagonais.
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Agora, estudamos a complexidade de avaliar o lagrangiano aumentado definido pela
equacao (4.6), além de seu gradiente e de sua hessiana. Denotemos por cypj 0 consumo de
tempo para avaliar a fungao objetivo de (PSDA). Além disso, supomos que as avaliagoes
da funcao escalar ¢, (t), de sua primeira e segunda derivadas tém consumo de tempo O(1).
Apresentamos na Tabela 5.3 os custos de algumas operagoes relacionadas a avaliagdo do
termo com funcao de penalidade no lagrangiano aumentado.

‘ Operacgao ‘ Custo ‘
avaliacao da restricao Ag + A(x) O (nm?)
avaliacao dos produtos V(Ao + A(:L"))V O(m3)
avaliagdo da fun¢ao matricial ¢, (V (Ao + A(:L"))V) O(m?)
célculo do trago de ¢, (V(Ao + A(:L"))V) O(m)

Tabela 5.3: Complexidade de operagoes para computo da penalidade do lagrangiano au-
mentado.

Através desses dados, vemos que o custo para avaliar o lagrangiano aumentado do Algo-
ritmo (APB) é
Cobj + O (nm? +m?). (5.1)

Estudemos o custo de computar o gradiente em relagao a x do lagrangiano aumentado
definido pela equagao (4.6). Sejam cgragf 0 custo da avaliagdo do gradiente da funcao

objetivo do problema primal, V' € S™ uma matriz definida positiva e B; VAV e Sm,
para i =0,...,n. Também definimos o operador linear B: R"™ — §"* por

B(z) <> B =V <Z aziAZ-) V =V A(z)V,
i=1 =1

cujo operador adjunto é
BH(U) = A (VUV).

Logo, a equacao (4.6) equivale a
Uy, V) = (@) + tx (0 (Bo + B(@)) ) (5.2)
Ao aplicarmos o Corolério 1.5.6 & essa equacao, obtemos
VoLy(@,V) = Vf(@) + B () (Bo + B(2)) )

— V@) +A (w;, (V (40 +A@)V) V> .

A partir da definicao do operador linear A, podemos ver que avaliar A" consome tempo O (nmz) .
Logo, o custo de avaliar o gradiente em relacao do lagrangiano aumentado é

Coradf + O(nm2 + mg). (5.3)
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Por fim, calculamos a hessiana em relagdo a x do lagrangiano aumentado do Algo-
ritmo (APB) e o consumo de tempo de sua avaliagdo. Ao aplicarmos o Corolario 1.5.8 &
equagao (5.2), temos

V2L (2, V) =V f(z) + Hp,

zx'=p

tal que Hp € S é uma matriz cuja j-ésima coluna é dada por
B (Q(5°(Q"B,Q)Q") = A" (VQ(S 0 (Q"'VA;vQ)Q"V), (5.4)

para j = 1,...,n. Na equagao acima, a matriz S = (s;;) € S™ é dada por

/ )‘z A )\
o 4Pp( )\z_fj( J)7 se /\2 ?é )\ja
i =
! @ (Ni)s caso contrario,
parai,j =1,...,m. Ademais, supomos que a matriz By+ B(x) admite uma decomposigao
espectral QAQ", em que A = (\;;) € S™. Entao, ao definirmos D e V@, concluimos pela
equagao (5.4) que a j-ésima coluna da matriz Hp é

A" (D(S o (D" 4;D)) D7),

para j =1,...,n.

Denotemos por cpesst 0 custo de avaliar a hessiana da fungao objetivo de (PSDA). Além
disso, hé os custos listados na Tabela 5.4 para determinarmos cada coluna de Hg. Por-
tanto, o custo de avaliar a hessiana em relacdo a x do lagrangiano aumentado do Algo-
ritmo (APB) é

Chessf + O (n (m?® + nmz)) = Chesst + O (nm® + n*m?). (5.5)
Operacao ‘ Custo ‘
produto VQ O(mg)
produtos D" A;D O(m3)
produto de Hadamard S o (D" A;D) O(m?)
produtos D (S o (DT A;D))D” O (m?
aplicagao do operador adjunto A" em D(S o (DTAjD))DT O(nm2)

Tabela 5.4: Complexidade de operacoes para calculo da matriz Hp.

E importante ressaltar que o algoritmo de lagrangianos aumentados (APB) nao exige que
a matriz de multiplicadores U e nem a sua raiz quadrada V = U2 tenham o mesmo padréao
de esparsidade que as matrizes Ag, A1,...,A,. Entretanto, conforme abordamos no inicio
desta secao, pode haver uma grande redugao no consumo de tempo do algoritmo se essas
matrizes possuirem uma estrutura comum formada por blocos diagonais. Particularmente,
se as matrizes Ag, A1,..., A, e V possuirem uma mesma estrutura formada por blocos
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diagonais de mesmas dimensoes que aquelas abordadas na Tabela 5.2, o custo de avaliagao
do lagrangiano aumentado torna-se

cobj—kO(n(m%—i-"'—Fmi)+m§’+”'+mz)- (5.6)

Além disso, o custo de avaliacao do gradiente e da hessiana do lagrangiano aumentado em
relacdo a = reduzem-se respectivamente a

Cgradt + O (n(md + -+ mi) 4+ -+ m}) (5.7)

Chessf+0<n(mi’+---+m§)+n2(m%+---+m%)). (5.8)

Exploramos tal observagao posteriormente neste capitulo.

5.3 Problemas de teste

Selecionamos 44 problemas de teste da colegao SDPLIB [Bor99], disponivel no enderego
eletronico http://www.nmt.edu/~sdplib/. Os critérios que adotamos para a escolha das
instancias foram a quantidade e a dimensao das matrizes que definem a restricao matricial
do problema primal, isto é, n e m, respectivamente. Em nossos testes, o limite para
esses valores foi 250 e selecionamos apenas instancias em que os problemas primal e dual
possuissem pontos vidveis. Apresentamos uma lista dos problemas testados na Tabela 5.5,
junto com as dimensodes de n e m e o valor étimo reportado em [Bor99].

Todos os problemas da biblioteca SDPLIB sao instancias de (PSDL), ou seja, sao casos
particulares de (PSDA) em que a fungao objetivo é linear. Logo, a partir do que ja discuti-
mos neste capitulo, podemos concluir que cghj = O(n), Cgradt = O(N) € Chesst = O(nz). De
fato, ja que V2f(x) = 0, podemos considerar que cpesf = O(1) em alguns procedimentos.
Assim, a partir das equagoes (5.1), (5.3) e (5.5), nés sabemos que o termo com funcao de
penalidade no lagrangiano aumentado do Algoritmo (APB),

tr <cpp (V(Ao +A(x)) V>> :

domina o custo de avaliagao dessa fungao, como também de seu gradiente e de sua hessiana
em relagao a x.

Ademais, todos os problemas da biblioteca SDPLIB estao codificados no formato esparso
do programa SDPA [FFKT08]. Nesse formato, todas as matrizes Ag, A1, ..., A, possuem
uma estrutura comum de blocos diagonais tal que cada bloco é esparso. Assim, pelo que foi
abordado na secao anterior, é possivel reduzir bastante o consumo de tempo em algumas
operagoes relacionadas ao lagrangiano aumentado se adotarmos um multiplicador V' com o
mesmo padrao de blocos diagonais que as matrizes Ay, ..., A,. Comentamos na préxima
secao os testes sobre o impacto do uso dessa estrutura por blocos diagonais.

5.4 Resultados dos testes numéricos

Analisamos nesta se¢ao os resultados dos testes numéricos realizados. Empregamos perfis
de desempenho (perfomance profiles) [DM02] com o objetivo de comparar as diferentes
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‘problema‘ n ‘ m ‘ valor 6timo H problema‘ n ‘ m ‘ valor 6timo ‘

controll 21 15 | 1.778463e+01 hinf10 21 18 1.09e+02
control2 66 | 30 | 8.300000e+00 hinfl1 31 22 6.59e+01

control3 | 136 | 45 | 1.363327e+01 hinf12 43 | 24 2e-1
control4 231 | 60 | 1.979423e+01 hinf13 57 | 30 4.6e+01
gppl100 101 | 100 | -4.49435e+01 hinf14 73 | 34 1.30e+01

gppl24-1 | 125 | 124 | -7.3431e+400 hinfl5 91 | 37 2.5e+401

eppl24-2 | 125 | 124 | -4.68623e+01 || mcpl00 | 100 | 100 | 2.261574e+02
eppl24-3 | 125 | 124 | -1.53014e+02 || mepl24-1 | 124 | 124 | 1.419905e+02
eppl24-4 | 125 | 124 | -4.1899e+02 || mcpl24-2 | 124 | 124 | 2.698802e+02
epp250-1 | 250 | 250 | -1.5445e+01 || mepl24-3 | 124 | 124 | 4.677501e+02
epp250-2 | 250 | 250 | -8.1869e+01 || mecpl24-4 | 124 | 124 | 8.644119e+02
epp250-3 | 250 | 250 | -3.035e+02 || mep250-1 | 250 | 250 | 3.172643e+02
epp250-4 | 250 | 250 | -7.473e+02 || mcp250-2 | 250 | 250 | 5.319301e+02

hinfl 13 | 14 | 2.0326e+00 | mcp250-3 | 250 | 250 | 9.811726e+02

hinf2 13 | 16 | 1.0967e+01 | mcp250-4 | 250 | 250 | 1.681960e+03

hinf3 13 | 16 5.69e+-01 qapb 136 | 26 -4.360e+02

hinf4 13 | 16 | 2.74764e+02 qapb 229 | 37 -3.8144e+02

hinf5 13 | 16 3.63e+-02 thetal 104 | 50 | 2.300000e+01
hinf6 13 | 16 4.490e+-02 trussl 6 13 | -8.999996e+00
hinf7 13 | 16 3.91e+-02 truss2 58 | 133 | -1.233804e+-02
hinf8 13 | 16 1.16e+02 truss3 27 | 31 | -9.109996e+-00
hinf9 13 | 16 2.3625e+02 truss4 12 | 19 | -9.009996e-+00

Tabela 5.5: problemas da biblioteca SDPLIB utilizados nos testes.

implementacoes feitas. Um medidor de desempenho para um algoritmo ¢é a distribuicao
cumulativa de uma medida de interesse selecionada, em que sao comparados o desempenho
de um dado algoritmo para resolver um problema com o desempenho do melhor algoritmo
que resolveu tal problema, de maneira que é possivel saber em quantos problemas cada
algoritmo é o melhor e quanto tempo adicional em relagao ao tempo do melhor algoritmo é
necessario para que um deles resolva o mesmo problema. A adocao de tais perfis possibilita
comparar simultaneamente a eficiéncia e a robustez de diferentes algoritmos para resolver
um conjunto de problemas considerando-se uma dada medida, mesmo que um deles falhe ao
resolver algum problema, e evita-se que um pequeno nimero de problemas dificeis domine
a analise.

Usamos o nimero de iteracoes internas realizadas pelo GENCAN como medida de desem-
penho da implementacgao. Tal escolha deve-se ao fato de que a resolucao do subproblema
irrestrito é a operacao que domina o consumo de tempo em cada iteracao do algoritmo de
lagrangiano aumentado. De fato, em cada iteracdo do GENCAN, de acordo com a estratégia
selecionada para o produto hessiana-vetor, é feita uma avaliacao da hessiana ou varias ava-
liagoes do gradiente do lagrangiano aumentado e, conforme discutimos na Secao 5.2, essas
operagoes estao entre as mais custosas envolvidas no Algoritmo (APB).

Apresentamos a seguir alguns testes feitos com o objetivo de esclarecer as decisoes
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tomadas sobre o ajuste de parametros e sobre o uso da estrutura de blocos diagonais.

5.4.1 Escolha dos pontos iniciais primal e dual

Vimos no Capitulo 4 que a seqiiéncia de multiplicadores {Uy} gerada pelo Algoritmo (APB)
é a mesma obtida por um algoritmo de ponto proximal aplicado sobre o problema dual e
que a seqiiéncia {zF} é gerada a partir dessa seqiiéncia de matrizes. Logo, a escolha do
ponto primal nao tem muita importancia sobre o desempenho do Algoritmo (APB). De
fato, mesmo que escolhéssemos uma solucdo do problema primal como o ponto inicial z°
mas um ponto dual inicial Uy que fosse diferente da solucao dual associada, terfamos que
efetuar pelo menos uma iteragao do Algoritmo (APB). Por tal motivo, escolhemos o ponto
inicial 20 = 0.

Por outro lado, a escolha do ponto dual inicial, o multiplicador Uy, tem grande in-
fluéncia na obtencao de um par de solugoes primal e dual. Em nossos experimentos, esco-
lhemos Uy = v%1,,, em que v é um real estritamente positivo. Vemos facilmente que Uy é
um ponto viavel do problema dual e que Vj = U& - vIp,. A escolha desse ponto inicial do
problema dual foi motivada pelo fato de nao termos nenhuma informagcao prévia sobre as
solugoes do problema dual e de que 0 uso de uma matriz com estrutura simples pode reduzir
drasticamente o consumo de tempo na minimizacao irrestrita do primeiro subproblema do
algoritmo de lagrangianos aumentados. De fato, por Uy ser uma matriz diagonal, trivial-
mente, ela possui a mesma estrutura de blocos diagonais que as matrizes Ag, A1,..., An.
Dessa forma, os consumos de tempo fornecidos pelas equagoes (5.6), (5.7) e (5.8) valem
na primeira iteracao do método implementado, implicando em uma reducao no consumo
de tempo para avaliar o lagrangiano aumentado, sua derivada e sua hessiana na primeira
iteragao do Algoritmo (APB).

Com o intuito de analisarmos a reducao de tempo obtida a partir do uso de um miultiplo
da matriz identidade como um multiplicador inicial, comparamos o tempo gasto na re-
solucao do primeiro subproblema do Algoritmo (APB) por uma estratégia que aproveita o
fato de Uy ser um multiplo da identidade com o gasto por aquela que trata Uy como uma ma-
triz simétrica qualquer. Denotamos a primeira alternativa por implementacao-alt-ident
e a tultima por implementacao-pura. Como podemos ver a partir da Tabela 5.6, houve
reducao no tempo total gasto para resolver o primeiro subproblema em 39 dos 44 proble-
mas de teste. Tal resultado fica ainda mais evidente ao analisarmos o perfil de desempenho
da Figura 5.1. Embora possamos observar pela Tabela 5.6 e pela Figura 5.2 que hd um
pequeno aumento no numero de iteragoes realizadas para resolver cada instancia de teste,
tal acréscimo é compensado pela redugao de tempo de implementacao-alt-ident. Por
essa razao, em todos testes seguintes, usamos o fato do ponto inicial do problema dual
ser um multiplo da identidade para resolver o subproblema na primeira iteracado do Algo-
ritmo (APB).

Vamos explicar agora qual valores de v foram testados para definir a matriz de multi-
plicadores inicial. Ao tomarmos V = U2 = ~1I, o lagrangiano aumentado introduzido na
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implementacao-pura implementacao-alt-ident
problema tt(ftI:lIz;)) nfzg;:é) iteragoes || problema tt:tr;lllzg) nfzg;:é) iteracoes
controll 1.0401e-01 1.0613e-03 98 controll 7.2004e-02 6.6670e-04 108
control2 1.8281e+00 1.3955e-02 131 control2 1.2761e+00 | 9.1149e-03 140
control3 1.5601e+01 1.0686e-01 146 control3 1.1009e+01 7.1485e-02 154
control4 1.2011e+02 | 5.2449e-01 229 control4 9.4994e+01 | 4.3575e-01 218
gppl100 1.8317e+01 | 6.3163e-01 29 gpp100 1.1173e+02 | 5.3203e-01 210
gppl24-1 | 3.2522e+01 | 1.2508e4-00 26 gppl24-1 | 1.7525e+01 | 1.0309e+-00 17
gppl24-2 | 3.5055e+02 | 1.2655e+4-00 277 gppl24-2 | 3.0354e+02 | 1.0360e+-00 293
gppl24-3 | 1.7949e+01 | 1.2821e+4-00 14 gppl24-3 | 1.1605e+01 | 1.0550e4-00 11
gppl24-4 | 1.6989¢+01 | 1.3069e+-00 13 gppl24-4 | 1.3621e+01 | 1.0478e+-00 13
gpp250-1 | 4.7133e+02 | 1.6833e+01 28 gpp250-1 | 3.5999e+02 | 1.3846e+01 26
gpp250-2 | 3.2428e+02 | 1.7068e+-01 19 gpp250-2 | 2.6168e+02 | 1.3773e+401 19
gpp250-3 | 2.0642¢+02 | 1.7201e+4-01 12 gpp250-3 | 1.8101e+02 | 1.3924e+401 13
gpp250-4 | 2.2185e+02 | 1.7065e+-01 13 gpp250-4 | 1.9343e+02 | 1.3816e+01 14
hinfl 5.6003e-02 7.0004e-04 80 hinfl 1.6001e-02 5.5176e-04 29
hinf2 1.8001e-01 8.9114e-04 202 hinf2 8.4005e-02 3.6524e-04 230
hinf3 1.5601e-01 8.4330e-04 185 hinf3 1.3601e-01 5.1131e-04 266
hinf4 1.1601e-01 8.9928e-04 129 hinf4 6.4004e-02 4.7062e-04 136
hinf5 3.4802e-01 8.2665e-04 421 hinf5 1.5201e-01 3.9483e-04 385
hinf6 1.5681e+00 | 7.7667e-04 2019 hinf6 7.5205e-01 3.8292e-04 1964
hinf7 2.6202e+00 | 7.8921e-04 3320 hinf7 1.6441e+00 | 3.9617e-04 4150
hinf8 4.6003e-01 7.5046e-04 613 hinf8 2.1201e-01 4.5890e-04 462
hinf9 1.6241e+00 | 8.3032e-04 1956 hinf9 8.3205e-01 4.3179e-04 1927
hinf10 4.9603e-01 1.4896e-03 333 hinf10 2.4802e-01 8.1051e-04 306
hinfl1 1.1801e+00 | 3.1553e-03 374 hinfl1 5.4803e-01 1.4575e-03 376
hinf12 1.9561e+00 | 5.5258e-03 354 hinf12 9.9206e-01 2.8345e-03 350
hinf13 1.3945e+-01 1.1468e-02 1216 hinf13 7.2645e+00 | 5.9642e-03 1218
hinf14 1.5285e+01 | 2.0245e-02 755 hinf14 2.4326e+01 1.0549e-02 2306
hinf15 1.6491e+02 | 3.2982e-02 5000 hinf15 8.7769e+-01 1.7554e-02 5000
mcpl100 1.3593e+01 | 6.1786e-01 22 mcpl100 1.2145e+01 | 5.2803e-01 23
mcpl24-1 | 2.7018e+01 | 1.2281e+00 22 mcpl24-1 | 2.7814e+01 | 9.9335e-01 28
mcpl24-2 | 3.2198e+01 | 1.2384e+00 26 mcpl24-2 | 2.6614e+01 | 1.0236e+00 26
mcpl24-3 | 3.0506e+01 | 1.2202e+00 25 mcpl24-3 | 2.5050e+01 | 1.0020e+00 25
mcpl24-4 | 2.6490e+01 | 1.2614e+00 21 mcpl24-4 | 2.1421e+01 | 1.0201e+00 21
mcp250-1 | 4.8473e+02 | 1.6715e+01 29 mcp250-1 | 3.9465e+02 | 1.3609e+01 29
mcp250-2 | 4.3192e+02 | 1.6612e+01 26 mcp250-2 | 3.5354e+02 | 1.3598e+01 26
mcp250-3 | 4.3426e+02 | 1.6702e+01 26 mcp250-3 | 3.5257e+02 | 1.3560e+01 26
mcp250-4 | 3.1890e+02 | 1.6784e+01 19 mcp250-4 | 2.5817e+02 | 1.3588e+01 19
qapb 7.6753e+01 | 4.4340e-02 1731 qapb 1.1324e+02 | 4.2911e-02 2639
qapb 1.5034e+03 | 3.0068e-01 5000 qapb 1.4522e+03 | 2.9043e-01 5000
thetal 3.2442e+00 | 1.2977e-01 25 thetal 3.5842e+00 | 1.1562e-01 31
trussl 1.2001e-02 3.4289¢-04 35 trussl 8.0010e-03 2.2860e-04 35
truss2 2.5518e+01 2.7438e-01 93 truss2 1.3921e+00 1.4809e-02 94
truss3 1.6401e-01 5.2906e-03 31 truss3 5.2003e-02 1.6775e-03 31
truss4 4.0002e-02 1.1765e-03 34 truss4 1.2000e-02 3.5294e-04 34

Tabela 5.6: comparacao entre uma estratégia que usa explicitamente o fato de Uy ser um
multiplo da identidade e outra que trata essa matriz como uma matriz simétrica qualquer
ao resolver o primeiro subproblema do algoritmo de lagrangianos aumentados.
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Figura 5.1: Tempo total por instancia para resolver o primeiro subproblema do Algo-
ritmo (APB).
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Figura 5.2: Quantidade de iteragoes do GENCAN por instancia para resolver o primeiro
subproblema do Algoritmo (APB).
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equagao (4.6) torna-se

Li(z,V) = f(z) +tr (gpp (fyI(Ao + A(x))*y[)) (
5.9)

= 1) + 1o (2 (o + 4(2) ) ).

isto é, nds aplicamos a fungao penalidade ¢, sobre a restrigao do problema primal multipli-
cada por +2, implicando que seus autovalores sao multiplicados por 72. Logo, pela definicio
da funcao penalidade ¢ feita no capitulo 4, a escolha de v > 1 na primeira iteragao do Algo-
ritmo (APB) impoe uma penalidade mais severa para pontos inviaveis do problema primal.
Vale ressaltar que, como discutimos na Subsecao 4.2.2, o papel do multiplicador como um
parametro da funcao penalidade nao é comum nos métodos usuais de lagrangianos aumen-
tados.

Por outro lado, ao estudarmos o problema dual, a regularizacao do método de ponto
proximal é

D, (U, V1) = tr ©p (7_1IU7_11) = tr, (7_2U)

=Y G (N0)) = Y v (A
=1 1=1

(5.10)

=p Z ©* ('7_2)\1'((])) , [Proposigao 4.2.1]
i—1

onde o minimo ¢ atingido em ~21I.
Testamos trés escolhas do parametro :

e v = 1: essa é a escolha usual, resultando em Uy = I. A partir das expressoes (5.9)
e (5.10), vemos que v = 1 implica em uma baixa penalidade a violagao da restri¢ao
do problema primal e uma barreira ¢* cujo minimo é 1. Denotamos por exato-1 a
implementacao que adota essa escolha de ~.

e v = 80: a partir desta escolha, temos Uy = 6.4 x 1031, implicando que impomos uma
multa consideravel a violagao da restricao matricial do problema primal. Denotamos
essa implementacao por exato-6400.

e v = 103: para essa escolha, obtemos Uy = 10%I, implicando que impomos uma multa
muito alta & violacdo da restricio do problema primal e fixamos no ponto 10° o minimo
da barreira ¢*. Tal escolha de v, embora elevada, nao acarretou em problemas de
instabilidade numérica. Denotamos por exato-10"6 a implementacao que adota esse
valor de .

Apresentamos no Grafico 5.3 os resultados de testes feitos com essas trés escolhas do
parametro . Como podemos observar a partir desse gréfico, a estratégia exato-10"6 é
mais robusta que as demais, resolvendo aproximadamente 86.4% dos problemas (38), em-
bora seja uma das mais rdpidas em menos de 30% deles. J4 a estratégia exato-6400 é
uma das mais eficientes em um conjunto maior de problemas, em torno de 40% deles. Fi-
nalmente, a estratégia exato-1 apresenta um desempenho muito inferior as demais, tanto
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em robustez, resolvendo menos de 40% dos problemas, quanto em eficiéncia, sendo uma
das estratégias mais rdapidas somente em 20% deles aproximadamente. Para evidenciar as
diferencas de desempenho entre as implementacoes exato-10"6 e exato-6400, compara-
mos as duas no Grafico 5.4, no qual podemos confirmar que exato-6400 é mais rapida
que exato-10"6, embora seja menos robusta que a segunda. Contudo, tal diferenca de
eficiéncia entre as duas estratégias nao é muito grande pois, com menos de duas vezes o
tempo da implementacao mais rdpida para resolver cada problema, a estratégia exato-10"6
ja é mais robusta que exato-6400.

Pelo que abordamos na Subsecao 4.2.2, conforme aumentamos ~, o centro da distancia D
¢ afastado da borda do cone S' e, ao mesmo tempo, tal regularizacao tem um atuacao
mais suave no método de ponto proximal, possibilitando que ele procure por pontos mais
distantes de seu ponto inicial, o centro de D. Essa situacao pode aumentar as chances
do método encontrar uma solucao do problema dual, mas também pode resultar em mais
iteracoes, o que condiz com os resultados dos Graficos 5.3 e 5.4, que indicam um maior
robustez de exato-10"6 combinada & pequena perda de eficiéncia.

Devido & maior robustez apresentada, adotamos exato-10"6 como padrao para definir
o multiplicador inicial Uy do Algoritmo (APB) nos préximos testes deste capitulo, o qual
denotamos apenas por exato para simplificar a notacao.

1.0 T T T
oo
::..._:_ I _____
.
H
0.6} --F':: ]
]
i
-
F
0.4 |—.-: T
3 I
N J_I_I_r' |
—_— eXato-1
- = exato-6400
------ exato-10"6
O'q.O 2.0 4.0 8.0

Figura 5.3: Comparacao entre trés escolhas do multiplicador inicial Uy do Algoritmo (APB).

5.4.2 Comparacao entre o uso da hessiana real e de sua aproximacao por
quocientes incrementais no produto matriz-vetor

Conforme mencionamos no inicio deste capitulo, a versao padrao do GENCAN emprega o
método de Newton truncado baseado em gradientes conjugados para encontrar uma possivel
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Figura 5.4: Comparacao entre as duas escolhas do multiplicador inicial Uy Algoritmo (APB)
com melhor desempenho.

direcdo de descida em cada iteragao. A partir desse fato, decidimos estudar se o uso da
hessiana do lagrangiano aumentado do Algoritmo (APB) tem um desempenho superior a
utilizacao de uma aproximacao do produto hessiana-vetor por quocientes incrementais em
cada passo do método de gradientes conjugados. A justificativa desse estudo decorre da
andlise de complexidade que fizemos na Secao 5.2. A partir da equagao (5.5), sabemos
que o consumo de tempo da avaliacdo da hessiana do lagrangiano aumentado é O(nm3 +
n2m2). Logo, para valores razoaveis de n e m, pode ser extremamente custoso calcular essa
matriz. Por outro lado, ao compararmos as equacoes (5.3) e (5.5), vemos que a avaliagao
da hessiana do lagrangiano aumentado consome da ordem de n vezes mais tempo que a
avaliagao do gradiente. Dessa forma, ja que estamos interessados no produto hessiana-vetor
e nao propriamente na hessiana no método de gradientes conjugados, pode ser interessante
avaliar esse produto por meio de quocientes incrementais. Assim, para todo y € R™,
podemos computar
Vel (z +ty, V) — Vel (2, V)
t )

em que t é um real estritamente positivo de médulo pequeno. Vale destacar que, ao usarmos
quocientes incrementais, é feita uma avaliagdo do gradiente do lagrangiano aumentado em
cada passo do método de gradientes conjugados além de mais uma avaliacdo no inicio
de cada iteracdo do GENCAN. Por outro lado, ao utilizarmos a hessiana do lagrangiano
aumentado, é feita uma unica avaliacao da hessiana em cada iteragdo do GENCAN e um
produto matriz-vetor em cada passo do método de gradientes conjugados.

Denotamos por gincr a estratégia que usa quocientes incrementais para computar o pro-
duto hessiana-vetor e comparamos seu desempenho com a estratégia exato no Gréfico 5.5.

2



94 5 TESTES NUMERICOS

A partir da anélise do grafico, podemos concluir que o uso da hessiana real para o calculo do
produto hessiana-vetor é muito mais eficiente e robusto para resolver os problemas de testes
do que a utilizagao da aproximacgao por quocientes incrementais. De fato, a estratégia qincr
é uma das mais réapidas em menos de 20% dos problemas e resolve aproximadamente 40%
deles, enquanto a estratégia exato-10"6 ¢ uma das mais répidas em mais de 80% e resolve
mais de 80%. Por essa justificativa, vamos adotar a primeira estratégia em todos os testes
seguintes deste capitulo.

10 T T T T U
M|
0.8}
0.6
o4F A
- -~
=
J
0.2} =1
|————— === r
1= — exato
! — - qincr
O'q.O 2.0 4.0 8.0 16.0 32.0

Figura 5.5: Comparacao entre o uso da hessiana real e de sua aproximacao por quocientes
incrementais durante a execuc¢ao do GENCAN.

5.4.3 Resolucao aproximada dos subproblemas do algoritmo de lagrangi-
anos aumentados

Durante os testes numéricos, em cada iteracao k do Algoritmo (APB), consideramos que a
minimizacao do lagrangiano aumentado foi ezata se

HVxLJIr,k(:E*,Vk)H < epsopt. (5.11)

Entretanto, pedir tal precisao em todas as iteragoes do algoritmo pode ser extremamente
custoso, aumentando consideravelmente o tempo gasto para resolver um problema. Logo,
a obtencao de solucoes “aproximadas” do subproblemas do algoritmo de lagrangiano au-
mentado quando se estd longe de um par de solucoes dos problemas primal e dual pode
ser uma opcao interessante. Tal abordagem pode gerar uma reducao no tempo gasto para
a resolugao dos subproblemas do algoritmo de lagrangianos aumentados, em particular no
numero de iteragoes do GENCAN, o que implica em uma reducao na quantidade de avaliagoes
do produto hessiana-vetor.
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Todavia, precisamos que a solugao aproximada fornecida na minimizagao irrestrita nao
seja muito grosseira em relagdo a solucao exata, pois tal situacao pode aumentar muito
o nimero de iteragoes externas do Algoritmo (APB) e, além disso, talvez nao gere uma
seqiiéncia que convirja para um par de solucoes dos problemas primal e dual. A idéia
de aumentar gradativamente a precisao pedida para as solugoes da subproblemas de um
algoritmo do lagrangiano aumentado ja é conhecida ha bastante tempo. As principais
referéncias estudadas sobre esse assunto foram dois livros de Bertsekas [Ber82, Ber99].

Fizemos testes com duas variacoes para a obtencao de uma solucao aproximada dos
subproblemas e as comparamos com a minimizacao exata. Na primeira alternativa, visto
que a escolha do ponto inicial do problema dual foi arbitraria, pois nao possuimos nenhum
conhecimento prévio sobre suas solucoes, torna-se razodvel pensar em obter uma solugao
aproximada para o subproblema da primeira iteracao do algoritmo de lagrangianos aumen-
tados. A partir da segunda iteracao do Algoritmo (APB), ja utilizamos a precisao epsopt,
segundo a qual consideramos uma solucao como “exata”’. Em nossos testes, utilizamos
5 X epsopt como a precisao pedida para resolver o primeiro subproblema e denotamos essa
implementacao por aprox5. Os perfis de desempenhos de aprox5 e de exato sdo exibi-
dos no Grafico 5.6, pelo qual podemos ver que empregar uma precisao menor na primeira
execugao do GENCAN aumenta a velocidade do Algoritmo (APB) e reduz muito pouco sua
robustez, pois aprox5b resolve um problema a menos que exato.

1.0 U U U T

04 1
0.2} 1
—_— exato
— = aprox5
0‘%.0 2.0 4.0 8.0 16.0

Figura 5.6: Comparacgao entre a implementacao exata e a que adota uma precisdo menor
para resolver o primeiro subproblema irrestrito.

Contudo, nossa escolha da precisao pedida para resolver o primeiro subproblema irres-
trito foi empirica e nao obedece um critério baseado na inviabilidade do ponto atual, como
os descritos em [Ber82, Ber99]. De fato, se escolhermos um par de pontos iniciais (20, Up)
muito préximos de um par de solucoes dos problemas primal e dual, devemos pedir a pre-



96 5 TESTES NUMERICOS

cisdo epsopt na primeira execucio do GENCAN. Por outro lado, se o par (2, Up) estiver
muito longe de um par de solugoes primal e dual, tal precisao pode ser mais relaxada
ainda que a empregada em aprox5. Tais observacoes nos motivaram a estudar a proxima
estratégia.

Na segunda alternativa, baseada em [Ber99, pag. 415], escolhemos duas seqiiéncias
monotonas nao-crescentes {e;} e {0} que convergem a 0 e definimos p: R™ — R, por

Amax (Ao + A(x)) — epsfeas‘Jr = max{O, Amax (Ao + A(x)) — epsfeas}

para medir a viabilidade de z € R™ em relagao a restricao matricial do problema primal.
A cada iteracdo k do algoritmo de lagrangianos aumentados, é procurada uma solucao
aproximada z* do subproblema irrestrito que satisfaca

[ Valh, (2", Vi)|| < max{epsopt, min{ex, Bpp(z*)} } (5.12)

Tal critério impoe uma precisao maior para pontos vidaveis do problema primal e relaxa tal
precisao para pontos inviaveis, ja que nao podem ser solugoes primais. Em nossos testes,
escolhemos ¢y = 1072 e

1.0
po(zo)

1.0 se po(z?) = 0.0,
Bo =

max{ , 1.0} caso contrario.

Atualizamos esses parametros a cada iteracao k do Algoritmo (APB) através das férmulas:

Br = Br—1 % 0g,
€ = €g—1 * O,

em que 0g = 6. = 0.5. Denotamos essa implementacao por aprox-berts e comparamos seu
desempenho com o da versao exata no Grafico 5.7. A partir desses perfis de desempenho,
observamos que a estratégia aprox-berts é uma das mais eficientes em quase 90% dos
problemas de teste e também é mais robusta que a implementacao exata, resolvendo mais
de 93% dos problemas de teste (41 dos 44 problemas).

Visto que a implementacao aprox5 também é mais eficiente que a versao exato, embora
possua quase a mesma robustez, decidimos compara-la com aprox-berts para verificarmos
qual delas é mais eficiente. Pelo Grafico 5.8, observamos que as duas implementacoes
possuem eficiéncias similares, o que nao nos permite concluir claramente qual das duas é a
mais rapida.

Portanto, a obtencao de solugoes aproximadas para os subproblemas irrestritos do al-
goritmo de lagrangianos aumentados resulta em melhorias na velocidade do método. Par-
ticularmente, a adogao do critério de Bertsekas melhora consideravelmente a eficiéncia e a
robustez do algoritmo.

5.5 Conclusoes sobre os experimentos

Neste capitulo, abordamos algumas implementacoes do algoritmo de lagrangianos aumen-
tados estudado no Capitulo 4. Tais implementagoes foram feitas a partir da adaptacao
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Figura 5.7: Comparacao entre a implementacao exata e a que adota o critério de Bertsekas
para resolver os subproblemas do algoritmo de lagrangianos aumentados.
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Figura 5.8: Comparacao entre as implementacoes que resolvem de maneira aproximada os
subproblemas do Algoritmo (APB).
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das estruturas dos programas ALGENCAN e GENCAN e tiveram como objetivo comparar
diferentes escolhas dos parametros, as possiveis vantagens pelo uso da estrutura de blocos
diagonais das matrizes e os critérios para a resolucao dos subproblemas irrestritos. A partir
da anélise dos resultados dos experimentos, escolhemos a estratégia aprox-berts, devido
ao seu melhor desempenho, tanto em robustez quanto em eficiéncia. Tal implementagao
tem como caracteristicas: a escolha de um multiplo elevado da matriz identidade como
ponto inicial do problema dual, o aproveitamento da estrutura em blocos diagonais das
matrizes do problema, a utilizacao da hessiana real do lagrangiano aumentado pelo método
de gradiente conjugados do GENCAN e um critério baseado em [Ber82, Ber99] para resolver
os subproblemas irrestritos a cada iteracao do algoritmo.
Apresentamos na Tabela 5.5 algumas informacoes da estratégia escolhida, tais como:

e tempo: tempo gasto, em segundos, para resolver cada problema. Vale ressaltar que
a medida de tempo apresentada na tabela nao considera o tempo necessario para ler
os dados do problema a partir de arquivos.

e inform: codigo de retorno do algoritmo. O cédigo 0 indica que o problema foi
resolvido, -1 indica que o problema nao foi resolvido dentro do limite de duas horas
de uso do processador e 4 representa que o programa foi encerrado devido a falta de
progresso (reduc@o de inviabilidade ou complementaridade);

e n, m: dimensoes do problema;
e outiter: numero de iteragoes do algoritmo de lagrangianos aumentados;

e totiter: numero total de iteracbes do GENCAN para resolver os subproblemas irres-
tritos;

e totfcnt: numero de avaliagoes do lagrangiano aumentado;
e totgent: numero de avaliagoes do gradiente do lagrangiano aumentado;

e totcgent: numero de total de iteragoes do método de gradientes conjugados do
GENCAN;

e f: valor da funcao objetivo na dltima iteracao do algoritmo de lagrangianos aumen-
tados.

Além disso, observamos que usar explicitamente o padrao de esparsidade das matrizes
do problema pode trazer ganhos substanciais para o desempenho do algoritmo. Particu-
larmente, pela discussao feita na Secao 5.2, se a seqiiéncia de matrizes {U} gerada pelo
algoritmo possuisse a mesma estrutura em blocos diagonais que as matrizes Ao, ..., A, do
problema, entao seria reduzido o custo de avaliar a hessiana do lagrangiano aumentado, a
qual é uma das operagoes mais custosas do método. Todavia, tal propriedade nao é ga-
rantida pelo Algoritmo (APB) quando é definida a matriz Uy, pelas equagoes (4.8) e (4.9),
para k > 1. Por tal motivo, consideramos interessante estudar algoritmos que consigam
aproveitar tais padroes de esparsidade. Um programa que possui essas caracteristicas e
que tem apresentado bons resultados préticos é o PENNON [KS01, KS03], desenvolvido
por Kocévara e Stingl e baseado no algoritmo de lagrangianos aumentados de Ben-Tal e
Zibulevsky [BTZ97], da mesma maneira que o Algoritmo (APB).
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problema tempo(s) inform n m outiter totiter totfcnt totgent totcgent f
controll 0.28 0 21 15 41 208 324 295 4568 1.77846850e+01
control2 5.31 0 66 30 39 311 476 393 25638 8.30001889e+00
control3 65.27 0 136 45 53 501 832 612 84475 1.36332807e+-01
control4 495.89 0 231 60 41 800 1422 885 240858 1.97943929e+-01
gppl00 1309.93 0 101 100 49 1508 19400 1609 59519 -4.49435508e+01

gppl24-1 740.46 0 125 124 47 351 8223 448 22917 -7.34307634e+00
gppl24-2 5040.49 0 125 124 49 2209 65687 2316 32415 -4.68622957e+01
gppl24-3 240.01 0 125 124 50 135 1503 237 4866 -1.53014127e+02
gppl24-4 3396.48 0 125 124 51 1270 57976 1374 12695 -4.18987626e+02
gpp250-1 0.00 -1 251 250 19 156 2660 197 18061 -1.55710190e+01
gpp250-2 3078.69 0 251 250 53 130 642 239 6257 -8.18689588e-+01
gpp250-3 2541.43 0 251 250 54 108 410 218 5275 -3.03539324e+02
gpp250-4 0.00 -1 251 250 52 127 290 233 7482 -7.47328311e+02
hinfl 37.49 0 13 14 41 10140 353555 10228 46445 2.03258885e+-00
hinf2 0.60 0 13 16 40 778 1945 862 18330 1.09670605e+-01
hinf3 0.49 0 13 16 32 340 2252 405 6597 5.69425780e+01
hinf4 0.25 0 13 16 39 235 882 326 4103 2.74763848e+02
hinf5 0.65 0 13 16 37 723 2334 803 16060 3.62357016e+02
hinf6 1.70 0 13 16 47 1881 7147 1980 42792 4.48930209e+02
hinf7 5.81 0 13 16 41 5559 29702 5648 119969 3.90813295e+02
hinf8 1.50 0 13 16 36 1674 5947 1755 37285 1.16147554e+4-02
hinf9 2.35 0 13 16 34 3165 8655 3241 66048 2.36249515e+02
hinf10 1.02 0 21 18 43 608 3238 775 9266 1.08712426e+-02
hinfl1 0.88 0 31 22 44 393 516 485 10859 6.59178766e+01
hinf12 2.67 0 43 24 46 546 806 646 28439 2.19402690e-02
hinf13 81.02 0 57 30 46 4534 71287 4667 165540 4.43669241e+01
hinfl4 83.69 0 73 34 42 5166 5280 5256 743440 1.29907378e+-01
hinfl5 2689.60 4 91 37 18 66141 71513 66182 11280996 7.22835664e+00
mcpl00 71.17 0 100 100 49 91 204 193 2374 2.26157351e+02
mcpl24-1 161.82 0 124 124 49 103 202 202 3623 1.41990477e+4-02
mcpl24-2 153.79 0 124 124 50 97 198 198 3043 2.69880170e+02
mcpl24-3 166.24 0 124 124 50 105 210 207 4294 4.67750114e+02
mcpl24-4 148.43 0 124 124 51 93 205 198 2528 8.64411864e+02
mcp250-1 2688.88 0 250 250 52 118 231 224 6885 3.17264340e+02
mcp250-2 2220.14 0 250 250 53 98 205 205 4398 5.31930084e+02
mcp250-3 2291.36 0 250 250 54 101 210 210 4570 9.81172572e+02
mcp250-4 2206.22 0 250 250 54 96 217 207 4780 1.68196011e4-03
qapb 318.34 0 136 26 45 5054 5326 5150 1359403 -4.35999997e+02
qap6 1737.52 0 229 37 41 5202 5773 5303 2180597 -3.81422697e+02
thetal 13.58 0 104 50 41 79 175 165 3607 2.30000000e+01
trussl 0.04 0 6 13 41 76 170 160 360 -8.99999632e-+00
truss2 40.24 0 58 133 51 218 331 322 9489 -1.23380358e+02
truss3 0.62 0 27 31 40 119 204 200 3056 -9.10999657e+00
truss4 0.12 0 12 19 41 94 181 178 930 -9.00999629e-+00

Tabela 5.7: Informagoes da implementagao com melhor desempenho nos testes niimericos.

Além disso, outro ponto que contribuiu significativamente para a melhoria da robustez
e da eficiéncia do algoritmo implementado foi a resolugdo aproximada dos subproblemas
irrestritos a cada iteracao. Logo, também é importante analisarmos outros critérios para
aceitar uma solucao aproximada dos subproblemas. Um critério de nosso interesse é o
apresentado por Eckstein [Eck03], o qual possui boas propriedades de convergéncia da
seqiiéncia gerada de solugoes aproximadas para um par de solugoes do problemas primal e
dual.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, estudamos métodos de multiplicadores para a resolucao de problemas de
Programagao Semidefinida Convexa (PSD). A abordagem dos trabalhos analisados baseou-
se na extensao de algoritmos conhecidos de lagrangianos aumentados para a resolugao dessa
classe de problemas.

Inicialmente, estudamos as caracteristicas da subclasse de problemas de Programacao
Semidefinida de nosso interesse, denotada (PSDA), com énfase na andlise do problema dual
e nas condicoes para a existéncia de solugoes para os problemas primal e dual.

Com base nesses conceitos, nds analisamos um método de multiplicadores exponenci-
ais proposto por Doljansky e Teboulle [DT99] para resolver (PSDA) e o método de ponto
proximal interior associado a ele para resolver o problema dual. Tal método de ponto pro-
ximal usa uma regularizacao baseada na entropia de Kullback-Leibler e estende resultados
conhecidos para programacao nao-linear no R".

Em seguida, estudamos o algoritmo de lagrangianos aumentados suaves introduzido
por Mosheyev e Zibulevsky em [MZ00] e que aplica as idéias de algoritmos de penaliddade
e barreira de Ben-Tal e Zibulevsky [BTZ97]| para resolver problemas da classe (PSDA).
Tal abordagem possibilita o uso de diferentes lagrangianos aumentados a partir da escolha
de uma funcao penalidade que atenda certas condicbes. A analise de convergéncia feita
segue idéias similares aquelas abordadas por Doljansky e Teboulle. Contudo, o papel dife-
rente exercido pelo multiplicador em relacao aos métodos de multiplicadores usuais ajudou
a explicar o fato dos autores nao terem obtido melhores resultados de convergéncia das
seqiiéncias geradas pelo método.

Por fim, fizemos testes numéricos para avaliar o desempenho do algoritmo proposto
por Mosheyev e Zibulevsky. Analisamos o efeito da escolha de alguns parametros, do
aproveitamento da esparsidade das matrizes do problema e da resolucao aproximada dos
subproblemas irrestritos em cada iteracdo do algoritmo de lagrangianos aumentados. A
partir da andlise dos testes, escolhemos a implementacao que adota um ponto inicial dual
distante da borda do cone de matrizes semidefinidas positivas, aproveita a estrutura de
blocos diagonais das matrizes dos problemas e emprega um critério proposto por Bertse-
kas [Ber82, Ber99] para aceitar uma solu¢ao aproximada dos subproblemas.

A partir deste trabalho, surgiram novas questoes para pesquisas futuras, principalmente:

e Estudo de outros métodos de multiplicadores para resolver problemas de programacao
convexa semidefinida e que aproveitem os padroes de esparsidade das matrizes dos
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problemas, como o algoritmo PENNON [KS01, KS03], introduzido por Kocvara e
Stingl.

e Analise de outros critérios para a aceitagao dos subproblemas irrestritos dos métodos
de multiplicadores. Particularmente, um de nossos principais interesses estd naquele
apresentado por Eckstein [Eck03].



Apéndice A

o A °

Sequéncias

Neste apéndice, apresentamos alguns resultados sobre a convergéncia de seqiiéncias de ve-
tores do R™ que serao importantes para analisar os algoritmos abordados no Capitulo 3.

Consideremos a seqiiéncia obtida pela avaliacao da fungao entropia de Kullback-Leibler
no par de elementos de duas seqiiéncias limitadas. O préximo resultado mostra que se essa
seqiiéncia converge a zero, entao a diferenca das duas seqiiéncias limitadas converge a zero
também.

Lema A.1 ([DT99, Lema A.1]). Sejam {ar}, {bx} € Ry seqiéncias limitadas e dyp: Ry %
Ry a funcgdo entropia relativa de Kullback-Leibler definida por dyy(s,t) Y log s—slogt+
t —s. Se dgi(ag,br) — 0 quando k — oo, entdo (ay — bg) — 0 também.

Demonstragio. Seja {c,} uma seqiiéncia definida por ¢ <= ay — by,. Jé que {ag} e {by} sdo
limitadas, entao {c;} também é limitada. Provemos que ¢ — 0.

Suponhamos que a seqiiéncia {c;} possua um ponto limite ¢ # 0. Sem perda de ge-
neralidade, consideremos que ¢y — €. Seja {ay, } uma subseqiiéncia de {ay} que convirja
paraa > 0 e {b"%} uma seqiiéncia de {bkj} convergindo para b > 0. Seja r £ kj,. Assim,
a, —b, - a—bec — ¢quando r — oo. J4 que ¢, = a, — by, temos ¢ = @ — b. Analisemos
todas as possibilidades para os valores de @ e b:

(i) @=b=0. Obtemos 0 # ¢ =@ — b = 0, uma contradicio;

(i) @ > 0eb > 0. J& que dyy, é continua em R, x R, |, segue que dyy (a,,b,) — diy, (E, 5).
Por hipétese, nés sabemos que diy (ar,by) — 0, resultando que dy (@,b) = 0. J4 que
dkr(s,t) = 0 se e somente se s = t, obtemos ¢ = @ — b = 0, uma contradigao.

(iii) @=0 e b > 0. Usando o mesmo argumento do item (ii), obtemos uma contradicio.

(iv) @ > 0 e b = 0. Pela definicio de dy,, e pelo fato de {a,} ser limitada, podemos ver
que dgg(ar, b,) — oo, 0 que contradiz a hipétese de dgy(a,,b,) — 0.

Portanto, ¢ = 0. Devido ao fato de {c;} ser uma seqiiéncia limitada, segue que ¢, — 0, o
que encerra a demonstracao.
O
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O préximo teorema mostra que a seqiiéncia ergédica associada a uma seqiiéncia conver-
gente também converge sob algumas condigoes.

Teorema A.2. Sejam {a:k} C R™ wma seqiiéncia convergente tal que limy_oc 2" = T e

oA . ~ . . o0 ~
{or.} € R4 uma seqiiéncia de escalares nao—negativos tais que Y .~ oy = oo. Entdo, a
sequéncia ergodica dada por

% r= %
i=1 Zj:l Qaj Dic1 O

converge para T também, ou seja, limy_,oo ¥ = 7.

k k ;
ik Z Qg i D img i’

Demonstracao. Para todo € > 0, sabemos que existe um inteiro estritamente positivo k. tal
que

ka — 7| <€, paratodo k > k. (A1)

Consideremos a seqiiéncia {#*}. Para todo € > 0 e k > k,, temos

SF =1 Q4T Zf:l O‘Z‘f‘

it 7| = ;7 H

_ k ;
_ Skt (2 — 7) N > ik, iz —T)
B Zf:l @ Zf:l @
IR ReE
k Ry k
D1 doicn it Dy
Yin aile —F]| |~ a7
< . +D
D i1 G i=ke Zi:ke Q;
ke—1 i — k
gt -7 -
< Lt % H H + Z e [desigualdade (A.1)]

_Xitaifet g,

Logo,

k J—

Ak_EH < Z =1 O;Z Hx xH + €, (A.Q)
D i

paratodoe >0e k > k.. J& que Zle Q; — 00, segue que

D il it

k—o00 Z 104

0<
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para todo € > 0. Entao, para todo ¢ > 0, ao tomarmos o limite para £ — 0o na ex-
pressao (A.2), obtemos

0< lim [|#" — 7| <, (A.3)
k—o0
resultando que limg_, oo Hﬁck — EH =0, o que equivale a limj_,o, &* = 7.
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Apéndice B
Teorema generalizado de Gordan

O préximo teorema, um caso particular de separacao de dois conjuntos convexos, pode ser
visto como uma extensao do Teorema generalizado de Gordan [Man69, Teorema 4.2.3] para
fungoes =-convexas. Esse resultado é usado no Capitulo 2 na demonstracao de um teorema
que apresenta condigbes que garantem que a folga de dualidade é zero e que o problema
dual tem solucao.

Teorema B.1 (Baseado em [Roc70, Teorema 21.1] e [Man69, Teorema 4.2.3]). Sejam
C CR"™ um conjunto converxo, f;: R" — (—oo0,00], i = 1,...,r, fung¢des converas proprias
eGj:R" — 8™, j=1,...,s, fungoes =-converas. Suponha quedom f; D1iC,i=1,... 7.
Entao, exatamente uma das sequintes afirmacgoes € valida:

(a) Eziste & € C tal que

fi(z) <0, i=1,...,r

B.1
Gj((i?)%(), 7=1,...,s. ( )

(b) Existem Ai,..., A\ € Ry e Uy, Us, ... ,Us € ST tais que, para todo x € C,
Afi(x) + -+ A fr(2) +(Gr(x), Ur) + - + (Gs(),Us) >0 (B.2)

e, além disso, \j > 0 para algum i € {1,...,s} ou U; # 0 para algum j € {1,...,s}.

Demonstragao. Consideremos que a afirmagao (a) seja valida. Seja & um ponto que sa-
tisfaca (B.1). Logo, para quaisquer Ai,..., A, € Ry e Uy,...,Us; € ST, sabemos pelo
Corolario 1.3.7 que

MFLUE) - NS () + (Gr(2), Uy) + - + (Gy(2),Us) <0.

Além disso, se A\; > 0 para algum ¢ € {1,...,7} ou U; # 0 para algum j € {1,...,s},
entao, pela Proposicao 1.3.8, a desigualdade é estrita na inequacao acima. Portanto, a
afirmagao (b) nao vale.
Suponhamos agora que (a) seja falsa. Se C' é vazio, entao a afirmagao (b) trivialmente
é véalida. Consideremos entao que C' seja nao—vazio. Logo, ri C' é ndo—vazio também.
Denotemos por C; o conjunto das tuplas (u1, ..., gy, H1,..., Hs) tais que pq, ..., p, €
R, Hy,...,H; € S™ e existe z € C com fi(z) < p; e Gj(x)<Hj, parai = 1,...,r e
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j =1,...,s. Tal conjunto é nao—vazio. De fato, seja z° € riC. Por hipotese, sabemos
que fi(z°) < oo, parai = 1,...,r. Entao, para qualquer real positivo €, o ponto (fl(:no) +
€ ..., [r(2°) +€Gi(z°) +el,...,Gs(x°) + €l) pertence a Ci.

Mostremos que C; é convexo. Sejam « € [0,1], v & (01, y00,Y1,....Ys) e w £

(01,...,0p,Z1,...,Zs) elementos de Cy. Sabemos que existem y, z € C tais que f;(y) < o,
Gi(y)=Yj, fi(z) <deGj(z)<Zjparai=1,...,rej=1,...,s. Pela hipétese de C ser

convexo, obtemos ay + (1 —a)z € C. E devido a f; ser convexa para i = 1,...,r, podemos
ver que
f,-(ay +(1—- a)z) <afily) +1—a)f(z), i=1,...,r B.3)
<aoi+(1—a)y, i=1,...,r '
Pela hipétese de G; ser =-convexa para j = 1,...,s, temos
Gilay+ (1 —a)z) 2aGi(y) + (1 —a)Gj(z), j=1,...,s, (B.4)

<aY;+(1—-a)Z;, j=1,...,s.

E por (B.3) e (B.4), concluimos que av + (1 — a)w € C;. Portanto, C; é convexo.

Seja Cy o conjunto composto por pontos (i1, ..., ty, H1,. .., Hy) tais que pq, ..., puy <0
e Hy,...,H;=<0. J& que (a) é falsa, é facil ver que Cs é disjunto de C7. Além disso, o
conjunto C5 é convexo e nao—vazio, pois é o produto cartesiano de conjuntos convexos e
contém o ponto (0,...,0,0,...,0), respectivamente. Logo, por uma extensao dos resultados
apresentados em [Roc70, Teorema 11.3] e [Ber03, Proposi¢ao 2.4.6], os conjuntos C; e Cy
podem ser separados por um hiperplano, o que equivale a existir A = (Aq,...,\,) € R",
Uy,...,Us € S, n € R tais que

77§ZAiVi+(U1,W>+---+(US,VS>, V(v Vi, ., Vs) € O, (B.5a)
=1

1> Nwi+ (UL, W)+ 4+ (U, W), Y(wr,.. . wp, Wi, W,) € Co. (B.5b)
i=1

e, além disso, A\; # 0, para algum i € {1,...,7}, ou U; # 0, para algum j € {1,...,s}.
Suponhamos que A\, < 0 para algum k € {1,...,r} ou que U; 0 para algum [ €
{1,...,s}. A partir do Teorema de Fejer (Proposigao 1.3.6) e pela escolha do conjunto Cs,

podemos ver que a desigualdade (B.5b) é violada por um ponto (@1, ...,w,, Wi,...,Ws) €
Cs tal que:
(i) @y é suficientemente negativo, @; = 0 para todo i # k e Wj =0 paraj=1,...,s ou

(i) @; =0, parai=1,...,r, |[W;||r é suficientemente grande e W; = 0 para todo j # I.

Portanto, A > 0 e U; =0 para j = 1,...,s. Além disso, a partir da inequacao (B.5b) e do
fato de que (0,...,0,0,...,0) € Cy, é facil ver que n > 0. Entao, por (B.5a), para todo
elemento (v1,...,v, V1,...,Vs) € C1, temos que

0<> Awi + (UL Vi) + - + (Us, V). (B.6)
i=1
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Chamamos de D o conjunto C' N dom f; N --- N dom f.. Para todo z € D e todo
e > 0, sabemos que (fl(:n) +e .., fr@)+e,Gi(x)+el,... Gs(x) + EI) € (1. Assim, pela
expressao (B.6), para todo z € D e todo € > 0, temos

0<A(fi()+e)+-+N(fr(@)+€) + (U,Gi(z) +el) + -+ + (Us, Gs(2) + €l),
resultando que
0 < )\1f1(l‘) + -+ )\rfr($) + <U1, G1($)> + -+ <US, Gs(l‘)>, Vo € D. (B7)

Por hipotese, dom f; D riC parai = 1,...,r. Logo, D D riC e, conseqliientemente, a
inequagao (B.7) é valida para todo = € ri C'. Assim, pelo Teorema 7.3.3 de [Roc70], sabemos
que a inequagao (B.7) é vélida para todo x € cl(riC) = ¢l C O C, o que encerra a prova.

O
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