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Resumo

PEREIRA, R. F. Paralelização de inferência em redes credais utilizando computação dis-

tribuída para fatoração de matrizes esparsas. 2016. 109 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto

de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2016.

Este estudo tem como objetivo melhorar o desempenho computacional dos algoritmos de inferência

em redes credais, aplicando técnicas de computação paralela e sistemas distribuídos em algoritmos

de fatoração de matrizes esparsas. Grosso modo, técnicas de computação paralela são técnicas para

transformar um sistema em um sistema com algoritmos que possam ser executados concorrente-

mente. E a fatoração de matrizes são técnicas da matemática para decompor uma matriz em um

produto de duas ou mais matrizes. As matrizes esparsas são matrizes que possuem a maioria de

seus valores iguais a zero. E as redes credais são semelhantes as redes bayesianas, que são grafos

acíclicos que representam uma probabilidade conjunta através de probabilidades condicionais e suas

relações de independência. As redes credais podem ser consideradas como uma extensão das redes

bayesianas para lidar com incertezas ou a má qualidade dos dados. Para aplicar a técnica de pa-

ralelização de fatoração de matrizes esparsas na inferência de redes credais, a inferência utiliza-se

da técnica de eliminação de variáveis onde o grafo acíclico da rede credal é associado a uma matriz

esparsa e cada variável eliminada é análoga a eliminação de uma coluna.

Palavras-chave: rede credal, inferência em redes credais, eliminação de variáveis, fatoração de

matrizes esparsas.
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Abstract

PEREIRA, R. F. Parallelization of credal network inference using distributed computing

for sparse matrix factorization. 2016. 109 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática

e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2016.

This study's objective is the computational performance improvement of credal network inference

algorithms by applying computational parallel and distributed system techniques of sparse matrix

factorization algorithms. Roughly, computational parallel techniques are used to transform systems

in systems with algorithms that can be executed concurrently. And the matrix factorization is a

group of mathematical techniques to decompose a matrix in a product of two or more matrixes. The

sparse matrixes are matrixes which have most of their values equal to zero. And credal networks

are similar to Bayesian networks, which are acyclic graphs representing a joint probability through

conditional probabilities and their independence relations. Credal networks can be considered as a

Bayesian network extension because of their manner of leading to uncertainty and the poor data

quality. To apply parallel techniques of sparse matrix factorization in credal network inference the

variable elimination method was used, where the credal network acyclic graph is associated to a

sparse matrix and every eliminated variable is analogous to an eliminated column.

Keywords: credal network, credal network inference, variables elimination, sparse matrix factori-

zation.
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Capítulo 1

Introdução

Redes Credais são um tipo dos diversos tipos existentes de redes probabilísticas grá�cas que fa-
cilitam a representação, especi�cação e a manipulação de probabilidades conjuntas com uma grande
quantidade de variáveis aleatórias. A inferência nestas redes probabilísticas são um mecanismo de
aprendizagem e atualização das probabilidades conjuntas através desta aprendizagem.

Conforme Koller e Friedman (2009) e Pourret e Naim (2008), as redes probabilísticas grá�cas
são aplicadas em diversas áreas como : inteligência arti�cial, medicina, �nanças e bioinformática.
E a inferência em redes credais é um problema de complexidade NP-difícil como pode ser visto
em Antonucci et al. (2014). NP-difíceis são problemas pelo menos tão difíceis quanto resolver SAT,
Cormen et al. (2009). Dado este contexto na análise e síntese de algoritmos, abrem-se os campos de
estudo para que estes algoritmos sejam paralelizados de maneira a ganhar aumento de desempenho.

Este trabalho possui um capítulo introdutório dedicado aos conceitos de probabilidade e esta-
tística necessários para o entendimento de uma rede credal e como a inferência estatística trabalha
nela. O capítulo seguinte demonstra como a analogia de fatoração de matrizes esparsas pode auxiliar
na paralelização do algoritmo de inferência em redes credais. E logo após vem o capítulo que explica
a biblioteca implementada durante este trabalho, além de mostrar o resultado do experimento de
comparação de inferência em redes credais sem a paralelização contra a inferência paralelizada.

No trabalho da Maranhão (2013), a rede credal é transformada em um conjunto de redes baye-
sianas. Neste trabalho, a diferença está justamente ao tratar da rede credal como uma rede credal
durante toda o processo de inferência. Demonstrando assim, que a fatoração simbólica pode ser
aplicada diretamente em uma rede credal. A inferência deste trabalho é aproximada e o algoritmo
utilizado é o algoritmo A/R+, da Rocha et al. (2003) e Tessem (1992).
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Capítulo 2

Redes Credais e Bayesianas

2.1 Grafos

Um grafo G é um par de conjuntos G=(V,E), onde o primeiro conjunto (V) é o conjunto de
vértices. E o segundo conjunto (E) é um conjunto de pares ordenados de vértices (V x V) indicando
quais vértices do conjunto (V) possui conexões entre si, conforme visto em Diestel (2000). Esta co-
nexão é chamada de aresta. Um grafo pode ser representado gra�camente como o exemplo abaixo:

Tabela 2.1: Grafo Gr

Grafo Gr

D

A

B

C

Gr = (V,E)
V = {A,B,C,D}
E = {(A,D)(A,B), (B,C)}

2.2 Matriz de Adjacência

Um grafo G = (V,E) pode ser representado através de uma matriz booleana. Sendo uma matriz
booleana B, onde dada uma linha i e uma coluna j, temos Bj

i = 1 quando existe a aresta conectando
os vértices i e j. Caso não exista uma aresta entre os vértices i e j então Bj

i = 0. Cada linha da
matriz booleana B representa um vértice. E cada coluna também.

Conforme o exemplo anterior onde o grafo Gr foi desenhado, agora vamos representá-lo através
de uma matriz booleana BR: 

A B C D
0 1 2 3

A 0 0 1 0 1
B 1 1 0 1 0
C 2 0 1 0 0
D 3 1 0 0 0



Essa matriz também é chamada de matriz de adjacência do grafo Gr.
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4 REDES CREDAIS E BAYESIANAS 2.4

E é importante observar que toda matriz de adjacência é simétrica Chartrand e Zhang (2012).

2.3 Grafos Direcionados

Um grafo direcionado possui dois conjuntos como o grafo. O primeiro conjunto do grafo di-
recionado é exatamente o mesmo do grafo, que é o conjunto de vértices. O segundo conjunto do
grafo direcionado é um conjunto de pares ordenados de vértices indicando quais vértices possuem
arcos de ligação, qual o vértice de origem e o vértice de destino. A principal diferença entre o grafo
e o grafo direcionado está na mudança do conjunto de arestas para o conjunto de arcos direcionados.

Dado um arco direcionado (u, v), u é dito adjacente para v e v adjacente de u.

Um grafo direcionado também pode ser chamado de dígrafo. E se, para cada par u, v de vér-
tices distintos, no máximo existir um arco direcionado (u, v)ou (v, u), então o dígrafo é um grafo
orientado Diestel (2000).

Modi�cando o exemplo de grafo anterior Gr para transformá-lo em um grafo direcionado, temos:

Tabela 2.2: Grafo DirecionadoGr

Grafo Direcionado Gr

D

A

B

C

Gr = (V,E)
V = {A,B,C,D}
E = {(A,D)(A,B), (C,B)}

Este exemplo de dígrafo Gr também é um grafo orientado.

2.4 Grafos Direcionados Acíclicos

Dado um grafo direcionado G e um conjunto de vértices pertencentes a este grafo {u1, u2, u3, ..., uk},
onde ui é adjacente para ui+1 tal que {1 <= i <= k− 1}. Essa sequência de vértices é chamado de
passeio ou em inglês de �walk�.

w = {u1, ..., uk}, w = {u1 = u, ..., uk = v}

Este passeio também é chamado de passeio u−v no grafo G. A quantidade de arcos direcionados
presentes no passeio determinam o tamanho do passeio. Que no caso do passeio w, o tamanho é
k. Um passeio onde nenhum dos seus arcos direcionados são repetidos é chamado de trajeto ou
trajeto direcionado no caso de dígrafos. Um passeio u− v é classi�cado como aberto quando u 6= v
e fechado quando u = v.

Um passeio fechado com tamanho mínimo de dois, sem vértices repetidos exceto pelos vértices
inicial e �nal é de�nido como um ciclo ou ciclo direcionado no caso de dígrafos.
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Um dígrafo sem ciclos é um grafo direcionado acíclico Chartrand e Zhang (2012). O exemplo
Gr anterior é um grafo direcionado acíclico.

2.5 Clique

Um subgrafo S de um grafo G é de�nido como tendo o conjunto de seus vértices, V (S), sendo
um subconjunto do conjunto de vértices de G, V (G). Ou seja, V (S) ⊆ V (G) , e também o conjunto
de arestas de S, E(S), sendo um subconjunto de conjunto de arestas de G. Ou seja, para S ser um
subgrafo de G, basta que V (S) ⊆ V (G) e E(S) ⊆ E(G).

Um grafo G é completo quando para todos os seus vértices têm-se dois vértices distintos v e
u, onde v e u são adjacentes. Um subgrafo S é completo sob as mesmas condições por ser um
grafo também. Um clique em um grafo G é um subgrafo completo em G, Bondy e Murty (1982) e
Chartrand e Zhang (2012).

2.6 Ordem Topológica

Dado um grafo direcionado temos a ordem topológica dos vértices como sendo uma ordem
{x1, x2, x3, ..., xn} em um grafo com n vértices onde existem arcos direcionados x1 → x2, x2 → x3, ...
e xn−1 → xn.

Logo, se em um grafo direcionado tivermos xi → xj então teremos a seguinte ordem topológica:
Xi,Xj onde i < j, Koller e Friedman (2009).

2.7 Ancestral

Dado um grafo G = (V,E) com os vértices X e Y,X é denominado ancestral de Y se existir um
passeio no grafo {u1, u2, ..., uk} tal que u1 = x e uk = y. E da mesma de�nição, por X ser ancestral
de Y , então Y é descendente de X, Koller e Friedman (2009).

E X é pai de Y se o vértice X é ancestral e adjacente para Y : X → Y .

2.8 Probabilidade e Estatística

Em nosso dia a dia temos que lidar com a incerteza de alguns eventos ou até mesmo a incerteza
que temos sobre algum assunto. A probabilidade é uma ferramenta matemática que nos ajuda a lidar
com esta incerteza. Um dos primeiros conceitos na probabilidade é o conceito de eventos DeGroot
(1989) e Degroot e Schervish (2012).

Supondo que um dado foi lançado. Sabe-se que um dado tem seis lados, logo, os eventos possíveis
são que um dos lados saia com a face voltada para cima indicando um dos seis possíveis números
{1, 2, 3, 4, 5, 6}. Um evento possível é de o dado ter saído com a face de número um {1} voltado
para cima.

Neste mesmo exemplo, todos os possíveis resultados de lançar-se um dado é que saia uma das
faces {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}}.

Um evento é um conjunto dos possíveis resultados de um experimento, como o exemplo de
lançar-se um dado. Ao invés de modelar-se seis eventos sendo um para cada face do dado, pode-se
modelar dois eventos. Onde um evento representa que a face do dado observada possui um número
ímpar, e o outro evento representa os números pares.
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Assume-se neste exemplo do experimento de um lançamento de um dado que só sairá um número
por vez. Logo, um número da face é um resultado possível, individual e exclusivo deste experimento.
O conjunto de todos os resultados possíveis e indivisíveis forma o espaço amostral do experimento
Ω em questão. Para o caso do dado, o espaço amostral Ω é {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

O evento é um conjunto formado pelos elementos do espaço amostral. Logo, todo evento α é
um subconjunto do espaço amostral.

E para todos os eventos aleatórios oriundos de experimentos aleatórios, a teoria da probabilidade
impõe regras. Vamos de�nir Λ como sendo a classe de todos eventos. A teoria da probabilidade exige
que:

Considerando que ∅ é um evento aleatório, então ∅ ∈ Λ. E todo espaço amostral Ω pertence a
Λ, Ω ∈ Λ.

Se existir um evento α que pertence à Λ e um evento β que também pertence à Λ, então a união
deste eventos α e β também pertencerá à Λ.

A classe dos eventos aleatórios deve ser fechada sob o complemento. Assumindo que o comple-
mento de α é β,onde β = Ω− α e α ∈ Λ, então β também pertencerá à Λ.

Com as de�nições do eventos aleatórios e da sua classe, a probabilidade pode ser de�nida. A
probabilidade pode ser de�nida matematicamente através da construção axiomática de Kolmogorov
(1950):

A probabilidade mapeia os eventos de uma classe Λ de eventos de um dado espaço amostral Ω
para um valor real perante as seguintes condições:

1. Se α é um evento que pertence à Λ, então o valor real é de�nido através da função P (α), onde
0 ≤ P (α) ≤ 1.

2. P (Ω) = 1. A probabilidade do espaço amostral é um.

3. Se α ∈ Λ, β ∈ Λ e α ∩ β = ∅, então P (α ∪ β) = P (α) + P (β).

Mesmo com essa de�nição única, a probabilidade possui duas grandes interpretações: a subjetiva
e a frequentista.

Voltando ao exemplo do experimento do lançamento de um dado, de�ne-se um evento α que
representa a saída do número um {1}.

Do ponto de vista frequentista, a probabilidade do evento α pode ser interpretada como uma
proporção do número de ocorrências do evento em relação ao número de repetições do experimento.
Assumindo uma probabilidade de 17% para o evento α, este número pode ser interpretado como se
ao lançar cem vezes o dado então têm-se uma frequência de dezessete eventos α.

Do ponto de vista subjetivo, o mesmo evento α pode ser interpretado como a opinião de alguém
sobre a ocorrência deste evento. Como o dado é considerado normal e não viciado, qualquer pessoa
pensaria que todos os lados têm a mesma probabilidade de sair. Entretanto, se este dado tiver
algum aspecto diferente que afete o resultado do experimento, então a probabilidade irá demonstrar
a percepção da pessoa sobre esta alteração, Roussas (1997) e Roussas (2003), Costa (1933).

2.9 Variáveis Aleatórias

Para certos experimentos é necessário que os eventos sejam representados através de medidas
em números reais, R. Para representar os eventos em números reais usam-se variáveis aleatórias.

Considerando β um subconjunto dos números reais R, um evento aleatório α e a classe dos
eventos Λ, têm-se que uma variável aleatória X é uma função real de�nida no espaço amostral
Ω, {X : Ω → β|β ⊆ R}, tal que todo evento {X−1(x);x ∈ β} é um evento aleatório {X−1(x) ∈
Λ}, {X−1(x) ∈ Λ;∀x ∈ β}. Ou dado que {β ⊆ R}, temos que {X−1(x) ∈ Λ;∀x ∈ β} e {X : Ω→ β}.
Ou {X : Ω → β|β ⊆ R} temos que X é uma variável aleatória se {X−1(x) ∈ Λ;∀x ∈ β},James
(2013), Roussas (1997) e Roussas (2003).
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As variáveis aleatórias podem ser categorizadas em discretas e contínuas. Pode-se pensar nas va-
riáveis aleatórias discretas como se elas assumissem categorias enumeráveis. E as variáveis aleatórias
contínuas assumem valores reais onde podem ter valores in�nitos não enumeráveis.

Para referir-se à uma variável aleatória neste texto será usada uma letra maiúscula, como X por
exemplo. E para as variáveis discretas, a letra minúscula será utilizada para indicar o valor atribuído
a variável aleatória. Como no caso do lançamento de um dado, sendo {x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 =
4, x5 = 5, x6 = 6}, teremos que P (X = x1) = 0, 17 onde α = {X = x1;x1 = 1}.

2.10 Função de Distribuição

Para uma variável aleatória discreta X, onde β ⊆ R e {x1, x2, ..., xk} ⊂ β temos que {X(α) ∈
{x1, x2, ..., xk}; ∀α ∈ Λ} onde Λ ⊆ Ω. Então temos a função de probabilidade p(xi) = P (X =
xi), i = 1, 2, ..., k. Logo,

∑k
i=1 P (X = xi) = 1.

Assumindo uma variável aleatória contínua X com β = [0, 1] e x ∈ [0, 1] onde queremos que a
probabilidade seja uniformemente distribuída. Existirá o problema que se x1 é um ponto em [0, 1]
então a probabilidade P (X = x1) = 0, pelo fato do intervalo β = [0, 1] ter um número in�nito de
valores, Roussas (1997), Roussas (2003) e James (2013). Nestes casos, a função de densidade de
probabilidade f(x) deve ser usada:

f(x) ≥ 0,∀x ∈ R e
∫ +∞
−∞ f(x)dx = 1,∀x ∈ R

E para ambos os tipos de variáveis aleatórias temos a função de distribuição de X de�nida por:
Fx(x) = P (X ≤ x), x ∈ R.
Esta função de distribuição Fx deve satisfazer as seguintes propriedades:

1. 0 ≤ Fx(x) ≤ 1, x ∈ R;

2. Fx é não decrescente, x ≤ y ⇒ Fx(x) ≤ Fx(y);

3. Fx é contínua à direita;

4. Fx(x)→ 0 como x→ −∞ e Fx(x)→ 1 como x→∞. Ou Fx(−∞) = 0 e Fx(∞) = 1.

Agora com a de�nição da função de distribuição de variáveis aleatórias pode-se analisar cada
caso desta função para as variáveis discretas e contínuas.

Uma função de distribuição para uma variável aleatória discreta X pode ser de�nida como:
Fx(xt) =

∑t
i=1 p(xi) = P (X ≤ xt)

E uma função de distribuição para uma variável aleatória contínua é de�nida:
Fx(xt) =

∫ xt
−∞ f(x)dx = P (X ≤ xt) Ou ∂Fx

dx = fx.

2.11 Probabilidade Conjunta e Marginal

Em alguns experimentos aleatórios, o foco dos estudos pode ter mais de uma variável aleatória.
Para tratar de um conjunto de variáveis aleatórias é necessário usar o conceito de probabilidade
conjunta.

Em uma classe de aula usam-se duas variáveis aleatórias para caracterizarem-se os estudantes:
X para a inteligência, que possui o espaço amostral Ω : {inteligência alta, inteligência baixa}; Y
para representar as notas de cada aluno com o espaço amostral Ω : {A,B,C,D}.

Para este exemplo, a probabilidade conjunta pode ser representada pela tabela abaixo:
E a probabilidade de um evento α = {A,Alta} onde um estudante tenha tirado uma nota A e

tenha uma inteligência alta equivale a:
P (α) = P ({A,Alta}) = 0, 09
E no caso das variáveis aleatórias discretas a função de probabilidade pode ser:
P (X = x1, Y = y1) = P (X = {Alta}, Y = {A}) = 0, 09
Da probabilidade conjunta podemos chegar à probabilidade de cada variável aleatória:
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Tabela 2.3: Exemplo da sala de aula

y\x Alta Baixa
∑
X

A 0,09 0,01 0,10
B 0,16 0,04 0,20
C 0,15 0,15 0,30
D 0,10 0,30 0,40∑
Y 0,50 0,50

∑
X,Y = 1, 00

P (X) =
∑

y P (X,Y ) =
∑n

i=1 P (X,Y = yi) =
∫
y f(x, y)dy =

∑
y p(X,Y )

Esta distribuição de probabilidade de uma variável aleatória gerada a partir da distribuição da
probabilidade conjunta é chamada de distribuição marginal, James (2013), Roussas (1997), Roussas
(2003) e Koller e Friedman (2009). Este nome vem justamente por esta probabilidade ser calculada
na margem da tabela de probabilidade conjunta conforme a tabela abaixo:

Tabela 2.4: Exemplo da sala de aula com probabilidades marginais

y\x Alta Baixa P (Y ) =
∑

x P (X,Y )

A 0,09 0,01 0,10
B 0,16 0,04 0,20
C 0,15 0,15 0,30
D 0,10 0,30 0,40
P (X) =

∑
y P (X,Y ) 0,50 0,50

∑
P (X,Y ) = 1, 00

2.12 Probabilidade Condicional

No exemplo anterior, os estudantes foram caracterizados pela inteligência e pelas notas obtidas.
Estes dois eventos estão relacionados, tanto da inteligência quanto da nota, de maneira que pode-se
aprender sobre um evento quando conhece-se o outro. A probabilidade condicional é um mecanismo
para atualizar a probabilidade de um evento relacionado a outro, quando este segundo evento
ocorreu.

Sendo α um evento que identi�ca a inteligência de um estudante, a probabilidade deste evento
α será alterada pelo fato da nota obtida ser {A}. A nota obtida é representada como o evento β.
Pode-se representar esta situação através da probabilidade condicional:

P (α|β) = P (α∩β)
P (β)

P (α|β = {A}) = P (α∩β={A})
P (β={A})

Considerando a tabela anterior calcula-se a probabilidade do estudante de ser inteligente dado
que ele tirou nota A:

P (α = {Alta}|β = {A}) = P (α={Alta}∩β={A})
P (β={A}) = P (α={Alta},β={A})

P (β={A}) = 0,09
0,10 = 0, 009

Uma outra visão da probabilidade condicional e o seu mecanismo de atualização da probabili-
dade através da ocorrência de eventos é utilizando o diagrama de Venn. Neste diagrama, dentro do
plano que representa o espaço amostral Ω colocam-se os dois eventos:

P (α|β) = P (α∩β)
P (β)
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α β

Ω

E na ocorrência do evento β:
P (α|β) = P (α∩β)

P (β)

α β

Ω

α

β

A probabilidade condicional representa esta nova probabilidade após o evento β ocorrer:
P (α|β) = P (α,β)

P (β)

E os diagramas mostram a área do círculo α como sendo a probabilidade do evento α. Esta
área α mostra a probabilidade condicional de α dado que β aconteceu através da transição dos
diagramas, Roussas (1997), Roussas (2003) e James (2013).

2.13 Independência

Para alguns experimentos aleatórios, os eventos escolhidos podem ser independentes. Eventos
independentes signi�ca que um evento não altera a probabilidade da ocorrência do outro evento,
Roussas (1997) e Roussas (2003).

Esta independência é de�nida como:
P (α|β) = P (α)

Dados os eventos independentes α, β, têm-se que a probabilidade do evento α não é modi�cada
na ocorrência do evento β. E a independência também pode ser expressa por:
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P (α ∩ β) = P (α, β) = P (α).P (β)

Um exemplo seria o cálculo da probabilidade de um lançamento de dois dados em instantes
diferentes e lugares diferentes. O evento em questão seria que os números sejam um {1} em ambas
as faces dos dados.

Como estes eventos são independentes então teríamos:
P ({Face do dado ser 1}) = 1

6

P ({Faces dos dados serem 1 em ambos}) = P ({Face do dado ser 1}).P ({Face do dado ser
1}) = 1

6 .
1
6 = 1

36 .

2.14 Teorema de Bayes

Pela de�nição de probabilidade condicional temos:

P (α|β) = P (α∩β)
P (β) ⇔ P (α ∩ β) = P (α|β).P (β)

E dado que temos eventos mutuamente exclusivos e exaustivos A1, A2, . . . . Ou seja, Ai∩Aj = ∅
para todo i 6= j e ∪Ai = Ω. Então os eventos Ai formam uma partição do espaço amostral como a
�gura abaixo mostra:

Ω

A6

A2

A5

A1

A 4

A 3

A7 A
8

Dentro deste mesmo espaço amostral, vamos supor a existência de um evento β:
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Ω

A6

A2

A5

A1

A 4

A 3

A7 A
8

β

Pelo teorema da probabilidade total pode-se escrever a probabilidade do evento β através das
probabilidades condicionais de β em relação a partição Ai :

P (β) =
∑

i P (Ai).P (β|Ai), ∀β ∈ Λ.

E com a fórmula de Bayes temos as probabilidades condicionais dos eventos da partição dado o
evento β:

P (Ai|β) = P (Ai∩β)
P (β) = P (Ai).P (β|Ai)∑

j P (Aj).P (β|Aj)
.

A fórmula de Bayes é importante por nos formalizar uma maneira de aprender sobre a proba-
bilidade condicional P (α|β) através do inverso P (β|α) e sem a necessidade de conhecermos a pro-
babilidade do evento β, P (β), Koller e Friedman (2009), Roussas (1997), Roussas (2003) e James
(2013).

2.15 Independência Condicional

Independência condicional é a independência de duas ou mais variáveis aleatórias condicionadas
à uma outra terceira variável aleatória, Koller e Friedman (2009).

Considere duas variáveis aleatórias B, Y que fazem parte da probabilidade condicional de uma
variável A : P (A|B, Y ). A variável A é independente condicionalmente de Y dado que a informação
da variável B já é su�ciente para determinar a probabilidade condicional de A. Ou seja, A é inde-
pendente de Y (A⊥Y ). Então, usa-se o símbolo ⊥ para representar a independência, considerando
que temos informações da variável B : P (A⊥Y |B). Logo, isso implica que se P (A⊥Y |B) então:

P (A|Y,B) = P (A|B) ou que P (Y,B) = 0.

Desta de�nição da probabilidade condicional pode-se obter também que, dado P (A⊥Y |B):

P (A, Y |B) = P (A|B).P (A|Y ).
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2.16 Inferência Estatística

Inferência estatística pode ser vista como uma função do espaço amostral para um espaço
euclidiano. E mais informalmente, a estatística pode ser de�nida como a função que consegue ser
calculada na observação de um evento aleatório Bickel e Doksum (2001).

A inferência estatística é um método para aprender mais sobre uma determinada variável alea-
tória em uma dada ditribuição de probabilidade.

A função de distribuição de uma variável aleatória de um experimento aleatório pode ser para-
metrizável. A maioria das funções de distribuição mais famosas são patrametrizadas, como no caso
da função de distribuição normal que recebe os parâmetros média (µ) e desvio padrão (σ).

Por sua vez, estes parâmetros também podem ser considerados variáveis aleatórias, que possuem
suas próprias funções de distribuição. A inferência estatística possui ferramentas para auxiliar os
usuários de probabilidade na busca pelos valores destes parâmetros. Desta maneira, a função de
distribuição do experimento aleatório representará as variáveis de maneira mais verdadeira possível
ou o mais próximo da realidade.

A inferência bayesiana é uma inferência estatística. Na inferência bayesiana utiliza-se dados
coletados do experimento para aprender mais sobre os parâmetros da função de distribuição das
variáveis aleatórias. Estes dados coletados são as estatísticas do experimento aleatório.

Como o parâmetro é uma variável aleatória, a função de distribuição do parâmetro antes de
obterem-se as estatísticas é chamada de função de distribuição à priori.

E após a obtenção de estatísticas da amostra do experimento aleatório, utilizam-se os procedi-
mentos formais da inferência bayesiana para atualizar a função de distribuição dos parâmetros. Essa
nova ou mais atualizada função de distribuição dos parâmetros é chamada de função de distribuição
posterior.

Neste contexto da inferência bayesiana, o objetivo é que o valor do parâmetro seja obtido ou que
tenha um melhor valor aproximado possível. Para este valor é que calcula-se o estimador bayesiano.
Sendo o estimador bayesiano a melhor estimativa para o parâmetro, na inferência bayesiana, Roussas
(1997), Roussas (2003) e Degroot e Schervish (2012).

2.17 Redes Bayesianas

Uma rede bayesiana é uma representação de uma distribuição de probabilidade conjunta através
de um grafo acíclico direcionado. Cada vértice do grafo representa uma variável aleatória Pearl
(1988). E cada aresta representa a probabilidade condicional das variáveis envolvidas nos vértices.
Se Xi → Xj ou Xi é adjacente para Xj em uma ordem topológica {Xi, Xj}, então esses dois vértices
representam a probabilidade condicional de Xj dado Xi, P (Xj |Xi).

P (Xj |Xi) :

Tabela 2.5: Rede Bayesiana P (Xj |Xi) :

XjXi

A rede bayesiana é a representação de uma probabilidade conjunta na forma das probabilidades
condicionais exitentes na distribuição, deixando esta representação explícita através de um grafo
direcionado acíclico. Sendo assim, para cada vértice ou variável aleatória Xi representam-se as in-
dependências condicionais do modelo por :
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Xi : (Xi⊥ Não Descendentes de Xi| Pais de Xi em G)

Toda variável aleatória Xi é independente condicionalmente das variáveis não descendentes de
Xi dados os pais desta variável aleatória Xi.

A rede bayesiana pode ser de�nida como um conjunto B de par ordenado B : (G,P ). Onde G
é um grafo, G = (V,E), conforme de�nido anteriormente. E cujos vértices são variáveis aleatórias
e as suas arestas representam os pais de cada variável aleatória. E os vértices e as arestas também
representam as relações de independência condicional. E P representa a probabilidade conjunta das
variáveis aleatórias que formam os vértices do grafo G. Essa probabilidade P pode ser represen-
tada pelas probabilidades condicionais de cada variável aleatória, através do produtório das mesmas:

P (X1, . . . , Xn) =
∏n
i=1 P (Xi| Pais de Xi em G)

Pelo teorema da multiplicação ou teorema da probabilidade, James (2013), composta temos que:

1. P (A ∩B) = P (A,B) = P (A).P (B|A) = P (B).P (A|B)

2. P (A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) = P (A1, A2, . . . , An)
= P (A1).P (A2|A1).P (A3|A1 ∩A2) . . . P (An|A1 ∩ . . . ∩An−1)
= P (A1).P (A2|A1).P (A3|A1, A2) . . . P (An|A1, . . . , An−1)

E considerando o teorema da multiplicação, a probabilidade conjunta P pode ser reescrita :

P (X1, X2, . . . , Xn) =
∏n
i=1 P (Xi|X1, . . . , Xi−1)

E considerando que o grafo G da rede bayesiana representa as independências condicionais da
probabilidade P para qualquer variável aleatória Xi, pertencente a rede bayesiana :

Xi : (Xi⊥ Não Descendentes de Xi| Pais de Xi em G)

E tendo que quando (A⊥Y |B) então P (A|B, Y ) é igual a P (A|B). A probabilidade conjunta P
pode ser reescrita :

P (X1, X2, . . . , Xn) =
∏n
i=1 P (Xi|X1, . . . , Xi−1)

=
∏n
i=1 P (Xi| Pais de Xi em G,Z)

Onde Z é o conjunto de variáveis aleatórias ou vértices não descendentes de Xi tal que :

(Xi⊥Z| Pais de Xi em G)

Então temos que :

P (X1, X2, . . . , Xn) =
∏n
i=1 P (Xi| Pais de Xi em G)

Logo, uma rede bayesiana B = (G,P ) é composta por uma probabilidade conjunta P e um grafo
acíclico direcionado G. E G demonstra as independências condicionais exitentes em P , levando à
correta fatoração :

P (X1, X2, . . . , Xn) =
∏n
i=1 P (Xi| Pais de Xi em G)

Considerando somente as variáveis necessárias para representar a probabilidade conjunta em
um produtório de probabilidades condicionais, Colla (2007) e Koller e Friedman (2009).



14 REDES CREDAIS E BAYESIANAS 2.18

2.17.1 Condição de Markov

A Rede Bayesiana demonstra de maneira clara a relação de dependência e independência das
variáveis aleatórias, pois cada variável é condicionalmente independente de seus não-descendentes
não-pais dados seus pais. Esta é a Condição de Markov. Desta condição surge uma única distribui-
ção conjunta de probabilidades Bondy e Murty (1982):

P (X) =
∏n
i=1 P (Xi| pais (Xi))

Onde pais (Xi) são vértices pais de Xi.

2.18 Redes Credais

Rede Credal é uma rede probabilística grá�ca que representa uma probabilidade conjunta e suas
relações de independência através de um grafo. Sendo assim, semelhante à rede bayesiana com a
diferença de que ao invés de representar probabilidades igual a rede bayesiana faz, a rede credal
representa probabilidades imprecisas Cozman (2000), Antonucci et al. (2014).

Na rede bayesiana, cada variável possui a sua função de distribuição. Já na rede credal, cada va-
riável possui um conjunto fechado convexo de medidas de probabilidades Cozman (2000), Maranhão
(2013). Permitindo que uma variável possa estar associada a uma inequação probabilística.

Conforme Maranhão (2013) enuncia "Um conjunto convexo de medidas de probabilidades K é
tal que se P1 e P2 pertencem a ele, então α.P1 + (1− α).P2 também pertencerá, para α ∈ [0, 1]".

Um exemplo de rede credal seria:

Tabela 2.6: Rede Credal P (Y |X) :

X

Y0, 1 ≤ P (Y |X) ≤ 0, 5 0, 1 ≤ P (Y ′|X) ≤ 0, 3

0, 2 ≤ P (X) ≤ 0, 5

Onde X e Y são variáveis aleatórias e existe a probabilidade condicional P (Y |X). E a probabi-
lidade de X é de�nida através de um conjunto credal, assim como a probabilidade condicional de
Y |X.

Como as variáveis aleatórias podem ter as suas probabilidades representadas por conjuntos
credais, a rede credal pode ser vista como uma generalização de uma rede bayesiana. Ou a rede
bayesiana pode ser vista como um caso especí�co de uma rede credal.

Independência

Dentro das redes credais existem os conceitos chamados extensões que podem ser vistas como
categorias de redes credais. Onde cada categoria possui algumas propriedades que são atendidas
pelos conjuntos fechados convexos de medidas de probabilidades. Neste estudo a extensão de rede
credal utilizada é a extensão forte. A extensão forte signi�ca que a rede credal atende a propriedade
de independência forte.

Dado duas variáveis aleatórias X e Y com seus conjuntos fechados convexos de medidas de
probabilidades K(X,Y ), elas são independentes se os pontos extremos de seus conjuntos credais
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satisfazem a independência estocástica. Ou seja, para cada ponto extremo de x ∈ X e y ∈ Y têm-se
∀p(x|y) ∈ ext[K(X|Y )]|p(x|y) = p(x) e ∀p(y|x) ∈ ext[K(Y |X)]|p(y|x) = p(y), Cozman (2000),
Maranhão (2013) e Antonucci et al. (2014).

Um ponto extremo de um conjunto credal K é um elemento pertencente ao conjunto credal K
que não pode ser representado como uma combinação convexa de outros elementos deste conjunto
credal K Antonucci et al. (2014). A notação utilizada para representar os pontos extremos de um
conjunto credal K será ext[K(X)] semelhante a utilizada em Antonucci et al. (2014).

Marginalização e Probabilidade Condicional

Dada uma probabilidade conjunta P (X,Y ) representada por um conjunto K(X,Y ) credal, o
conjunto credal K ′(X) que representa a conjunto credal da probabilidade marginal de X, pode ser
encontrada através da equação abaixo:

K ′(X) =
∑⊗

Y K(X,Y ) = CH{P (X)|P (x) =
∑

y∈Y P (x, y), ∀x ∈ X,∀(P (x, y)) ∈ ext[K(X,Y )]}
Onde CH representa a operação de fecho convexo Cormen et al. (2009) e Antonucci et al.

(2014), Avis e Fukuda. (1992). Isto quer dizer que para marginalizar o conjunto credal K(X,Y ),
basta marginalizar os pontos extremos deste conjunto credal e fazer a operação de fecho convexo
nos pontos extremos marginalizados.

Este processo é similar para a probabilidade condicional de P (X|Y ) com o conjunto credal
L(X|Y ) conforme equação abaixo, assumindo P (y) > 0|∀(P (y)) ∈ L(Y ) Antonucci et al. (2014):

L(X|Y ) = CH{P (X|Y )|P (x|y) = P (x,y)∑
x∈X P (x,y) , ∀x ∈ X,∀y ∈ Y,∀(P (x, y)) ∈ ext[L(X,Y )]}

Onde para se obter a probabilidade condicional P (X|Y ) e seu conjunto credal condicional
L(X|Y ), basta dividir a probabilidade conjunta P (x, y) pela probabilidade marginal de P (y) de
todos os pontos extremos e depois realizar a operação de fecho convexo conforme explicado em
Antonucci et al. (2014) e Cormen et al. (2009), Avis e Fukuda. (1992).

E com estas de�nições um conjunto credal de probabilidades conjuntas pode ser de�nido através
da equação abaixo:

K ′(X,Y ) = CH{P (X,Y )|P (x, y) = P (x|y)P (y), ∀x ∈ X,∀y ∈ Y, ∀(P (y)) ∈ ext[K(Y )], ∀(P (x|y)) ∈
ext[K(X|Y )]}

Com os pontos extremos das probabilidades marginal e condicional chega-se aos pontos extremos
da probabilidade conjunta. E estes pontos extremos são aplicados ao algoritmo para achar o fecho
convexo, Antonucci et al. (2014). Este fecho convexo é su�ciente para chegar ao conjunto credal da
probabilidade conjunta.

Condição de Markov

Assim como na rede bayesiana, uma rede credal tem suas independências codi�cadas através de
um grafo direcionado acíclico.

Essas independências codi�cadas é justamente a condição de Markov que de�ne para uma va-
riável Xi

(Xi⊥Z| Pais de Xi em G)
Onde G é o grafo direcionado acíclico que representa a rede credal. E Z é o conjunto de variáveis

não descendentes de Xi. Xi é independente de Z dados os pais de Xi Antonucci et al. (2014)
Com essa condição de markov obtida nas redes probabilísticas grá�cas como as redes bayesianas

e credais, a especi�cação dos estados de uma probabilidade conjunta �ca mais simpli�cada e menos
trabalhosa. Assim como os intervalos probabilísticos das redes credais expressam melhor a realidade
da imprecisão da informação.

Logo a probabilidade conjunta de uma rede credal pode ser de�nida pela expressão:
P (X1, X2, ..., Xn) = ⊗ni=1P (Xi| Pais de Xi em G)
K(X1, X2, ..., Xn) = ⊗ni=1K(Xi| Pais de Xi em G)
Onde G é o grafo acíclico direcionado e Xi é o vértice e variável aleatória pertencente ao G e a

probabilidade conjunta. E o operador ⊗ é chamado de composição sendo de�nido como:
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K(X|Y ) ⊗ K(Y ) = CH{P (x|y).P (y),∀x ∈ X,∀y ∈ Y,∀(P (y)) ∈ ext[K(Y )], ∀(P (x|y)) ∈
ext[K(X|Y )]}

Signi�cando que a multiplicação dos pontos extremos das probabilidades marginais e condicio-
nais em questão são utilizados para depois achar o fecho convexo.

Regra de Bayes

Conforme visto anteriormente a de�nição da fórmula de Bayes, onde existe o seguinte cenário:

Ω

A6

A2

A5

A1

A 4

A 3

A7 A
8

β

P (α|β) = P (α∩β)
P (β) ⇒ P (α ∩ β) = P (α|β).P (β)

E como
∑

i P (Ai) = 1, sendo Ai as partições de Ω, temos pelo teorema da probabilidade total
Roussas (1997), James (2013) e Roussas (2003) que

P (β) =
∑

i P (β ∩Ai) =
∑

i P (Ai)P (β|Ai)
E através da fórmula de Bayes, pode-se chegar a probabilidade atualizada das partições:
P (αi|β) = P (Ai∩B)

P (B) = P (Ai).P (B|Ai)∑
j P (Aj).P (B|Aj)

E com o operador composição ⊗ das redes credais, têm-se:
K(A|B) = CH{P (a|b) = P (a∩b)

P (b) ,∀a ∈ A,∀b ∈ B, ∀(P (a ∩ b)) ∈ ext[K(A ∩ B)], ∀(P (b)) ∈
ext[K(B)]}

Então:
K(A,B) = K(A ∩B) = K(A|B)⊗K(B)
E
K0(A) = CH{P (x) ≥ 0,∀x ∈ A,

∑
x∈A P (x) = 1}

De�ne-se a marginalização para um conjunto credal basedo em seus pontos extremos:∑⊗
i K(Ai) = CH{

∑
i P (αi),∀αi ∈ Ai,∀(P (αi)) ∈ ext[K(Ai)]}

E
K(B) =

∑⊗
i K(B ∩Ai)⇒ K(B) =

∑⊗
i K(A)⊗K(B|Ai)

E com a fórmula de Bayes:
K(Ai|B) = CH{P (αi∩β)

P (β) ,∀αi ∈ Ai,∀β ∈ B, ∀(P (αi∩β)) ∈ ext[K(Ai∩B)],∀(P (β)) ∈ ext[K(B)]}

E de�nindo um novo operador
K(A)

K(B)
K(A∩B)

K(B)
= CH{P (α ∩ β),∀α ∈ A,∀β ∈ B, ∀(P (α ∩ β)) ∈ ext[K(A∩B)], ∀(P (β)) ∈ ext[K(B)]}

E conforme Antonucci et al. (2014), têm-se a regra de Bayes para o conjunto credal:

K(Ai|B) =
K(Ai∩B)

K(B)
=

K(Ai)⊗K(B|Ai)∑⊗
j K(Aj)⊗K(B|Aj)
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2.19 Potenciais

De�ne-se potencial φ como sendo uma tabela de números reais para um conjunto �nito de
variáveis. Este conjunto de variáveis é denominado domínio, cuja notação será dom(φ). Como a
tabela de distribuição de probabilidades é um conjunto de números reais associado às variáveis
aleatórias, ela é um caso especial de potencial, Colla (2007).

Os potenciais podem ser marginalizados ou multiplicados entre si. A multiplicação de pontenciais
tem as seguintes propriedades:

• P.1 dom(φ1.φ2) = dom(φ1) ∪ dom(φ2)

• P.2 Propriedade comutativa: φ1.φ2 = φ2.φ1

• P.3 Propriedade associativa: (φ1.φ2).φ3 = φ1.(φ2.φ3)

• P.4 Existência da Unidade:o número 1 é o potencial de um domínio vazio e 1.φ = φ

2.20 Inferência em Redes Bayesianas

Inferência em Redes Bayesianas signi�ca que dada uma rede bayesiana e um evento ocorrido,
e se as probabilidades são afetadas por este evento, então as probabilidades são recalculadas de
maneira que se entenda melhor a variável aleatória que é focada como objeto de estudo.

Método de Eliminação de variáveis

A inferência em uma rede bayesiana consitui-se de primeiro ter uma probabilidade conjunta
representada pela rede bayesiana:

P (X1, X2, ..., Xn) =
∏
i P (Xi| Pais de Xi em G)

Onde as probabilidades condicionais ou os pais dos vértices são representados pelo grafo acíclico
direcionado.

Quando ocorre um evento relacionado a um vértice e variável aleatória, no caso Xe, têm-se
variáveis que estão na distribuição conjunta e são afetadas. Essas variáveis afetadas tem as suas
probabilidades alteradas.

As variáveis de uma rede bayesiana que questionamos para saber se a probabilidade foi afetada
por Xe, pode ser de�nida como Xq.

Xe e Xq podem ser somente uma variável aleatória cada ou podem representar um conjunto de
variáveis aleatórias.

Esta abordagem de questionarmos um conjunto de variáveis Xq dado a ocorrência de eventos
pertinentes à variáveis Xe pertencentes a probabilidade conjunta é uma inferência.

A inferência em uma rede bayesiana de�ne-se, Colla (2007):

P (Xq|Xe) =
P (Xq ,Xe)
P (Xe)

=

∑
X\{Xq,Xe} P (Xn)∑

X\{Xe} P (Xn)

Onde:
P (Xn) =

∏
i P (Xi| Pais de Xi em G)

,X\{Xq, Xe} são todas as variáveis de Xn exceto as variáveis de Xe e Xq.
,X\{Xe} são todas as variáveis de Xn exceto as variáveis de Xe.
Esta abordagem para inferir em uma probabilidade conjunta é chamada de eliminação de va-

riáveis por justamente eliminar as variáveis aleatórias da probabilidade conjunta que não são ne-
cessárias para a inferência. As variáveis restantes são as variáveis requisitadas Xr para inferir em
uma probabilidade conjunta P (Xn), onde se questionam as variáveis Xq que possuem evidências
nas variáveis Xe, Colla (2007).
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Inferência em uma Rede Bayesiana: Método de Eliminação de Variáveis - Um exemplo

Como representação computacional de uma rede bayesiana utilizaremos um padrão chamado
XMLBIF,Cozman (2016), que signi�ca Formato Portátil de Redes Bayesianas baseado em XML.

Considere a Rede Bayesiana representada pela �gura abaixo conforme exemplo criado em Colla
(2007):

Tabela 2.7: Eliminação de variáveis:

A

B

C F H

D G

JE

I



2.21 VARIÁVEIS REQUISITADAS 19

Vamos calcular a distribuição marginal a posteriori da variável I considerando que foram ob-
servados os estados das variáveis A = A1, H = H2 e J = J3. Ou seja, iremos obter P (I|A =
A1, H = H2, J = J3). As variáveis observadas e a consulta da variável em questão também serão
representadas por XMLBIF.

A Rede Bayesiana é a representação da distribuição conjunta das variáveis aleatórias X =
{A,B,C,D,E, F,G,H, I, J}. A topologia do grafo direcionado demonstra a relação de dependência
das variáveis fazendo com que as distribuições condicionais �quem claras, assim como os seus
potenciais:

P (A) = φA(A), P (B|A) = φB(B,A), P (C|B) = φC(C,B), P (D|A,C) = φD(D,A,C), P (E|D) =
φE(E,D), P (F |B) = φF (F,B), P (G|F,H) = φG(G,F,H), P (H) = φH(H), P (I|E) = φI(I, E), P (J |D,G) =
φJ(J,D,G).

Com base na Condição de Markov que demonstra uma distribuição conjunta de uma dada Rede
Bayesiana, este exemplo possui a seguinte distribuição conjunta:

P (X) = P (A).P (B|A).P (C|B).P (D|A,C).P (E|D)
.P (F |B).P (G|F,H).P (H).P (I|E).P (J |D,G)
Utilizando a notação de potencial para a mesma distribuição:
P (X) = φA.φB.φC .φD.φE .φF .φG.φH .φI .φJ
De�ne-se o conjunto de variáveis questionadas como Xq = {I} e o conjunto das variáveis ob-

servadas como XE = {A,H, J}, que são a Evidência. Dada a observação das variáveis temos a
Evidência e que é representada pelos �ndings: eA = {1, 0, 0}, eH = {0, 1, 0}, eJ = {0, 0, 1}.

A = A1, H = H2, J = J3
Considerando a Evidência e, temos a distribuição conjunta de probabilidade:
P (X, e) = φA.eA.φB.φC .φD.φE .φF .φG.φH .eH .φI .φJ .eJ
Para termos a distribuição marginal a posteriori da variável I deve-se marginalizar todas as

variáveis exceto I. Distribuição posteriori signi�ca que é uma distribuição após a observação de
eventos relevantes para a distribuição conjunta, como a Evidência e. E distribuição marginal de R é
a distribuição de uma única variável R obtida através da distribuição conjunta na qual esta variável
R faz parte.

P (I, e) =
∑

(A,B,C,D,E,F,G,H,J) φA.eA.φB.φC .φD.φE .φF .φG.φH .eH .φI .φJ .eJ
A distribuição da variável consultada I poderá ser obtida normalizando a distribuição margina-

lizada anteriormente:
P (I|e) = P (I,e)

(
∑

I P (I,e))

Desta maneira pode-se inferir sobre a variável aleatória I.

2.21 Variáveis Requisitadas

Em uma Rede Bayesiana para se inferir sobre uma variável Xq não necessariamente precisa-se
consultar todas as variáveis da rede. Para selecionar somente as variáveis requisitadas XR para a
inferência, existe o algoritmo Bayes-Ball, Colla (2007).

Faz-se analogia de maneira que cada vértice possui uma parte inferior e superior e de que bolas
irão percorrer o grafo. A marcação dos nós segue a seguinte lógica:

• A parte superior do nó deve ser marcada quando o mesmo enviar a bola para seus pais;

• A parte inferior do nó deve ser marcada quando o mesmo enviar a bola para seus �lhos;

• Um nó observado deve ser assinalado (checked) quando for visitado.

Resumindo e consolidando as regras de movimentações e marcação dos nós conforme �gura a
seguir:

1. Um nó probabilístico não observado:

(a) Visitado a partir de um de seus pais: enviar a bola para todos seus �lhos e marcar a
parte inferior.
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(b) Visitado a partir de um de seus �lhos: enviar a bola para todos seus pais e marcar a
parte superior, enviar a bola para todos seus �lhos e marcar a parte inferior.

2. Um nó probabilístico observado:

(a) Visitado a partir de um de seus pais: assinalar o nó, enviar a bola para todos seus pais
e marcar a parte superior.

(b) Visitado a partir de um de seus �lhos: assinalar o nó e interromper a movimentação da
bola.

(a)

parent

child

(b)

child

parent

(c)

parent

child

(d)

child

parentX

Tabela 2.8: Variáveis Requisitadas.

Considere uma Rede Bayesiana composta por um conjunto de variáveis X = {X1, . . . , Xn}, da
qual se deseja calcular P (Xq|E). O algoritmo descrito explora o grafo da Rede Bayesiana e constrói
XR:

1. Inicialize todos os nós do grafo como não visitados e não marcados na parte superior e inferior.

2. Crie um programa de nós a serem visitados, inicializando com cada nó de Xq como se o mesmo
fosse visitado a partir de um nó �lho virtual.

3. Enquanto tiver nós para serem visitados:

(a) Pegue um nó i programado para ser visitado e retire-o do programa. O nó i pode estar
programado para ser visitado por um pai, ou para ser visitado por um �lho ou por ambos.

(b) Marcar o nó i como visitado.

(c) Se o nó i /∈ E e a visita é de um �lho: Se a parte superior de i não estiver marcada,
marque-a e programe cada um de seus pais para serem visitados; Se a parte inferior de i
não estiver marcada, marque-a e programe cada um de seus �lhos para serem visitados.

(d) Se a visita a i é de um pai: Se i ∈ E e a parte superior de i não estiver marcada, marque-a
e programe cada um de seus pais para serem visitados; Se i /∈ E e a parte inferior de i
não estiver marcada, marque-a e programe cada um de seus �lhos para serem visitados.

4. Os nós irrelevantes são os nós não marcados na parte inferior.

5. Os nós probabilísticos requisitados são os nós marcados na parte superior

6. Os nós observados requisitados são os nós marcados pertencentes a E marcados como visitados

7. O conjunto XR será a união dos conjuntos de nós probabilísticos e observados requisitados.
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2.22 Inferência em Redes Credais

E estendendo a de�nição da eliminação de variáveis de redes bayesianas para inferir em uma
rede credal, o conjunto credal de probabilidades condicionais das variáveis questionadas dada a
ocorrência das variáveis de evidência pode ser calculado conforme abaixo:

K(Xq|Xe) =
K(Xq∩Xe)

K(Xe)

=

∑⊗
X\{Xq,Xe}

K(Xn)∑⊗
X\{Xe}

K(Xn)

E para que somente as variáveis de evidência sejam utilizadas, a marginalização das outras
variáveis dentro da probabilidade conjunta se faz necessária através da fórmula abaixo:∑⊗

X\{Xe}K(Xn)
O mesmo acontece para as variáveis questionadas:∑⊗

X\{Xq ,Xe}K(Xn)
Esta técnica de inferência chamada eliminação de variáveis é a aplicação da regra de bayes à

rede credal, considerando somente as variáveis requisitadas.
E conforme a fórmula acima, o conjunto credal da probabilidade conjunta de toda a rede credal

representada por K(Xn) se faz necessário. E para chegar neste conjunto credal da probabilidade
conjunta de toda a rede credal é que a técnica de eliminação de variáveis entra em ação. Conforme
foi de�nido pela condição de markov, o conjunto credal da probabilidade conjunta é de�nido como
sendo:

K(Xn) = ⊗iK(Xi| Pais de Xi em G)
Onde o operador composição ⊗ vai adicionando variáveis ao conjunto credal da probabilidade

conjunta que serão marginalizadas ou eliminadas por não fazerem parte das variáveis requisitadas
Antonucci et al. (2014).

2.23 Grafo Moral

O Grafo Moral M(G) de um grafo direcionado acíclico G é um grafo não direcionado com o
mesmo conjunto de nós de G, arcos não direcionais unindo os nós que estavam unidos em G e
adicionalmente contendo arcos não direcionais unindo os nós i e j se eles forem parentes imediatos
em G.

O conjunto dos parentes imediatos de um nó i no grafo G inclui seus pais, pa(i), seus �lhos,
ch(i), e seus esposos, sp(i). A este conjunto de parentes imediatos denomina-se Markov Blanket de
i, mb(i). Se j pertence a mb(i) então j será um nó adjacente a i no Grafo Moral. A �gura abaixo
apresenta o grafo direcionado (a) como exemplo, seu Grafo Moral (b) e o Markov Blanket para o
nó V4, (c). Os arcos não direcionados adicionais incorporados ao Grafo Moral são usualmente deno-
minados de arcos morais (moral links) pois conectam dois nós com um ou mais �lhos em comum,
Colla (2007), Koller e Friedman (2009).
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(a)

V1

V2

V3V4

V5V6

(b)

V1

V2

V3V4

V5V6

(c)

V2

V3V4

V6

Tabela 2.9: Grafo Moral.

2.24 Grafo Preenchido

A ordenação de um conjunto de vértices V = {v1, v2, ..., vn} de um grafo pode ser descrita
utilizando um vetor de índices q. O vetor de índices q = [1, 2, ..., N ] representa a ordem natural dos
nós. A partir de uma permutação σ da ordem natural [1, 2, ..., N ] pode-se obter uma nova ordenação,
a qual será indicada pelo vetor q = [σ(1), σ(2), ..., σ(N)] ou, quando não houver ambiguidade,
simplesmente por q = [(1), (2), ..., (N)], Colla (2007).

De�ne-se o processo de eliminação em um grafo não direcionado G = (V,E), para uma dada
uma ordem, q = [(1), (2), ..., (N)], como uma sequência de grafos de eliminação Gk = (Vk, Ek) na
qual, para k = 1, 2, ..., n, tem-se:

Vk = Vq(k), Vq(k+1), . . . , Vq(n)

E1 = E

para k > 1, {i, j} ∈ Ek ou {q(k − 1), i}, {q(k − 1), j} ∈ E(k−1)
A ordem q = [(1), (2), ..., (N)] será denominada de ordem de eliminação na qual q(k) = i signi�ca

que o vértice i foi o k-ésimo vértice de G a ser eliminado.
Ao eliminar o vértice q(k), os arcos não direcionados adicionados para unir seus vizinhos são

denominados de arcos de preenchimento. A inclusão de todos os arcos de preenchimento unindo
os vizinhos de q(k) transforma-os em um clique. Uma ordem de eliminação, q, será perfeita se e
somente se a eliminação de nenhum dos vértices na ordem q acarreta a incorporação ao grafo de
um arco de preenchimento.

A partir do processo de eliminação é possível construir o Grafo Preenchido P = (V, F ), onde
F = ∪n(k=1)Ek . Considerando que o grafo originalmente possuía E arcos, os arcos de preenchimento
correspondem à diferença F − E.

A �gura abaixo apresenta um grafo original com 6 vértices (a), e uma sequência de grafos de
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eliminação (b) a (e). Em cada etapa está em destaque o nó que será eliminado e na etapa seguinte
os arcos de preenchimento adicionados. A �gura (f) mostra o grafo preenchido, novamente com os
arcos adicionados em destaque. Neste exemplo a ordem de eliminação adotada corresponde ao vetor
q = [1, 3, 6, 2, 4, 5].

(a)

V1

V2 V6

V3

V5 V4
(b)

V2 V6

V3

V5 V4
(c)

V2 V6

V5 V4
(d)

V2

V5 V4

(e)
V5

V4

(f)

V1

V2 V6

V3

V5 V4

Tabela 2.10: Grafo Preenchido.
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Capítulo 3

Inferência em Redes Credais usando
técnicas de Álgebra Linear (Fatoração
Simbólica)

3.1 Fatoração de Matrizes aplicada na inferência de redes bayesia-

nas

O algoritmo paralelo de inferência em redes bayesianas pode ser dividido em duas partes con-
forme explica Colla (2007), o criador do algoritmo:

• Fatoração Simbólica: Nesta fase, em uma rede bayesiana são de�nidos os conjuntos das variá-
veis requisitadas, a ordem de eliminação e a Árvore de Eliminação;

• Fatoração Numérica: Nesta fase ocorrem os cálculos numéricos que incluem as operações
de produto, marginalização de variáveis e normalização envolvendo os potenciais da Rede
Bayesiana.

A Fatoração Simbólica constitui a contribuição mais importante do trabalho de Colla (2007)
pois o mesmo resulta da aplicação para inferência em Redes Bayesianas de técnicas de Álgebra
Linear Computacional para fatoração de matrizes esparsa. A Fatoração Simbólica consiste na de-
terminação da ordem de eliminação e na construção da Árvore de Eliminação dos vértices do grafo
da Rede Bayesiana. O objetivo de gerar estas duas estruturas de dados é possibilitar a paraleliza-
ção e a otimização do processamento numérico necessário para inferência. Convêm ressaltar que os
algoritmos utilizados na Fatoração Simbólica tanto para a determinação da ordem de eliminação
como para a construção da Árvore de Eliminação utilizam basicamente o Grafo Moral gerado a
partir da Rede Bayesiana.

A denominação Fatoração Simbólica foi adotada em analogia ao processo de Fatoração de Cho-
lesky de matrizes esparsas. No caso da Fatoração de Cholesky, este algoritmo é o mesmo procedi-
mento para a determinação da Árvore de Eliminação, uma vez de�nido o grafo não direcional que
representa a matriz, ocorre sem a necessidade de utilizar os valores numéricos da matriz.

3.2 Fatoração de Matrizes aplicada na inferência de redes credais

O algoritmo paralelo utilizado nesta tese para inferir em uma rede credal possui também duas
fases assim como o algoritmo de inferência da rede bayesiana Colla (2007): a fase simbólica e a fase
numérica.

• Fatoração Simbólica: Esta fase faz exatamente como a fatoração simbólica da rede bayesiana,
onde as variáveis requisitadas, a ordem de eliminação e a Árvore de Eliminação são de�nidas.

25
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Pois a única informação necessária para esta fase será o grafo acíclico da rede credal, que é
exatamente a mesma informação que uma rede bayesiana forneceria;

• Fatoração Numérica: Nesta fase ocorrem os cálculos numéricos que diferem da rede bayesiana
e são especí�cos de conjuntos credais como as operações de eliminações das variáveis. E as
operações de�nidas no capítulo anterior que são necessárias para executar a regra de bayes
em conjuntos credais após as eliminações das variáveis.

3.3 Fatoração Simbólica

3.3.1 Fatoração de Cholesky

A Fatoração Simbólica de uma Rede Bayesiana, que utiliza para construção da Árvore de Eli-
minação é exatamente o mesmo algoritmo que a Fatoração de Cholesky em questão, e tem como
base apenas a topologia do Grafo Moral associado a mesma.

Conforme �gura abaixo, um grafo não direcionado G = (V,E) com n vértices está associada
uma matriz de adjacência 0A n×n e, portanto, cada vértice i do grafo está associado a uma coluna
em 0A.

V1

V2 V6

V3

V5 V4

Tabela 3.1: Grafo direcionado - Fatoração Cholesky



1 x x x
x 2 x
x x 3 x

x 4
5 x

x x 6



Tabela 3.2: Matriz adjacência - Fatoração Cholesky

Para uma determinada ordem de eliminação q = [(1), (2), ..., (N)], obtém-se uma sequência de
grafos de eliminação Gk = (Vk, Ek) para k = 1, 2, ..., n, na qual q(k) = i signi�ca que o vértice i foi
o k-ésimo vértice de G a ser eliminado. A cada grafo Gk está associada uma matriz de adjacência
transformada kA resultado da anulação na matriz k−1A dos elementos abaixo da diagonal principal
da coluna associada ao vértice i.

Os grafos de eliminação Gk são grafos cujas matrizes de adjacência são as matrizes transfor-
madas kA do processo de fatoração. Esta associação implica que ao eliminar a j-ésima coluna da
matriz na Fatoração de Cholesky serão preenchidas na matriz (com zeros) exatamente as posições
correspondentes aos arcos de preenchimento adicionados ao grafo preenchido quando da eliminação
do vértice q(j).
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Analogamente à eliminação de vértices em um grafo, dir-se-á que a ordem de eliminação, q, é
perfeita quando não ocorrer o preenchimento de nenhuma posição ao longo do processo de eliminação
das colunas na Fatoração de Cholesky.

A �gura abaixo ilustra a sequência de grafos de eliminação para a permutação representada pela
matriz da �gura a seguir.

(a)

V1

V2 V6

V3

V5 V4
(b)

V2 V6

V3

V5 V4
(c)

V2 V6

V5 V4
(d)

V2

V5 V4

(e)
V5

V4

(f)

V1

V2 V6

V3

V5 V4

Tabela 3.3: Grafo Preenchido.



1 x x x
x 3 x x
x 0 6 0 0 x
x x 0 2 0 0

x 0 0 4 0
x 0 0 5



Tabela 3.4: Fatoração de Cholesky - Matriz do Grafo Preenchido.

3.3.2 Ordem de Eliminação

Esta seção tem como objetivo descrever a aplicação das Heurísticas de Busca em Largura e
da Heurística de Gibbs para se obter uma boa ordenação para eliminação dos vértices. Conforme
procurou-se deixar claro nas seções anteriores, a ordem de eliminação das variáveis é fundamental
para garantir que o processo seja computacionalmente e�ciente. No entanto, até o presente momento
adotou-se a ordem de eliminação dos vértices de um grafo ou, o seu análogo para matrizes, a ordem
de eliminação das colunas como conhecida. Preencher esta lacuna é o objetivo desta próxima seção.

3.3.3 Árvore de Dissecção

Considere um grafo G = (V,E) e um separador S em G que divide V − S em componentes
conexas C1, C2, C3, ..., Ck. Recursivamente para cada uma das componentes podemos considerar um
separador que a divida em novas componentes conexas. Este processo pode ser representado pela
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árvore de dissecção, D, na qual o separador S é a raiz, uma componente separada por S, ou um
separador dentro da mesma, é �lha de S e as componentes não divididas são as folhas da árvore.

Considere o grafo da �gura abaixo. Utilizando inicialmente o separador {4, 5} divide-se o grafo
G nas componentes conexas C1 = {1, 3, 8, 9, 10}, C2 = {11} e C3 = {2, 6, 7, 12, 13}, conforme indi-
cado na �gura a seguir.

1 2

5 6

11 12

48

9

103 13

7

Tabela 3.5: Confecção da Árvore de dissecção - Passo 1

C1

C2

C3

4, 51 2

11 6

12

9

8

3

10

13

7

Tabela 3.6: Confecção da Árvore de dissecção - Passo 2

4, 5

11
9

108

3

1

6

13 2

7

12

Tabela 3.7: Confecção da Árvore de dissecção - Passo 3
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Dada uma árvore H de raiz r, uma pós-ordem, �q, dos vértices de H é uma ordem que enumera
os vértices de cada uma as árvores H − r, recursivamente em pós-ordem e ao �nal a raíz r. Sendo
�q uma pós-ordem da árvore de dissecção D gerada a partir de um grafo G, a ordem de dissecção,
q, é obtida substituindo em �q cada nó, d, da árvore de disseção pelos vértices correspondentes do
grafo original G que compõe d. Uma possível ordem de dissecção para a árvore de dissecção, D,
representada pela �gura acima seria q = [3, 8, 1, 10, 9, 12, 13, 2, 7, 6, 11, 4, 5].

Considere uma árvore de dissecção, D, de nós d, gerada a partir de um grafo G = (V,E) com
v ∈ V e uma na ordem de dissecção q. Pode-se demonstrar Stern (1994) que a eliminação de um
dado vértice v ∈ d, pode gerar apenas o inclusão de arcos de preenchimento entre os vértices de G
pertencentes ao nó d, ou entre vértices de d e vértices em nós ancestrais de d em D ou ainda entre
vértices em ascendentes de d.

Para se obter, para um grafo qualquer, bons separadores que posteriormente determinem uma
ordem de eliminação que minimize o surgimento de arcos de preenchimento, ou o preenchimento de
posições na matriz, bem como gerem Árvores de Eliminação que possibilitem a paralelização das
operações, podem ser utilizadas a Heurística de Busca em Largura (BEL) e a Heurística de Gibbs
Pissanetzky (2005) e Stern (2006).

3.3.4 Heurística de Busca em Largura e a Heurística de Gibbs

Para a determinação da ordem de eliminação adotou-se a Heurística de Busca em Largura (BEL)
e a Heurística de Gibbs. Cabe mencionar que existem formas alternativas para se determinar a
ordem de eliminação, no entanto, as heurísticas adotadas são particularmente interessantes pois
estão estreitamente relacionadas com a etapa seguinte da Fatoração Simbólica na qual será gerada
a Árvore de Eliminação. O que torna as heurísticas adotadas interessantes para o algoritmo que
será proposto é o fato das mesmas buscarem simultaneamente dois objetivos principais:

• Gerar uma ordem e�ciente de eliminação, o que basicamente signi�ca minimizar a inserção
de arcos de preenchimento à medida que os vértices do grafo são eliminados;

• Gerar uma ordem que maximize as possibilidades de paralelização do processamento numérico.

O algoritmo descrito abaixo é apenas uma sistematização teórica das heurísticas aplicada ao
Grafo Moral de uma Rede Bayesiana.

Heurística da Busca em Largura
Dado um grafo G = (V,E), adotando um vértice v ∈ V como raiz particione os vértices de G

em níveis L0, L1, ....Lk, de�nidos por:

• L0 = {v}, L(i+1) = adj(Li)− L(i−1)

• A profundidade do nível Li é i, e a largura do nível Li, de�nida como o número de elementos
do nível Li, é #Li. A máxima profundidade e a máxima largura da BEL são respectivamente
a sua profundidade e a sua largura.

• O nível Li separa em G os vértices em níveis mais profundos dos vértices em níveis menos
profundos que i Colla (2007). A heurística de BEL procura um separador balanceado S ⊆ Li
tomando i ≈ k/2, ou então tomando:

• i|
∑i−1

j=0 #Lj ≤ n
2 ∧

∑k
(j=i+1) #Lj ≤ n

2

Para reduzir a largura da BEL, com o objetivo de se obter separadores pequenos, a heurística
procura para raiz um vértice v ∈ V que gere uma BEL de máxima profundidade.

No grafo G a distância de um vértice v a um vértice w, representa-se por dist(v, w), é número de
arcos do caminho mais curto entre ambos os vértices. A excentricidade de um vértice v é exc(v) =
max(w∈v)dist(v, w). Um vértice de máxima excentricidade se diz periférico, e sua excentricidade é
o diâmetro de G.
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Uma BEL cuja raiz seja v terá a profundidade igual a excentricidade de v. Desta forma, com
o intuito de gerar a BEL de máxima profundidade é desejável que a raiz da BEL seja um vértice
periférico. No entanto, encontrar um vértice periférico é um problema computacionalmente difícil.

Para contornar o problema de selecionar um vértice periférico adotou-se a Heurística de Gibbs
para encontrar um vértice quase-periférico, conforme pode ser visto em Colla (2007).

Heurística de Gibbs
Dado um grafo G = (V,E):

1. Escolher como raiz um vértice de grau mínimo 1

2. Forme os níveis da BEL com raiz v, L0, L1, ..., Lk, particione o nível mais profundo em suas l
componentes conexas, lk = ∪l(j=1), e tome um vértice de grau mínimo, vj , em cada compo-
nente.

3. Para j = 1 : l Tome vj como nova raiz e encontre os níveis de BEL L0, L1, ....L
′
k Até que k

′ > k
ou j = l

4. Se o passo 3 terminou com k′ > k, volte ao passo 2. Caso contrário a atual raiz é um vértice
quase-periférico.

Retomando o grafo e a árvore de dissecção estudados:

1 2

5 6

11 12

48

9

103 13

7

Tabela 3.8: Grafo e Árvore de dissecção
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A heurística de Gibbs encontra 3 como vértice quase-periférico. Tomando 3 como raiz gera-se a
árvore H por BEL:

H = 3 8 9 1 5 12 6 2 7

L = 0 1 2 3 4 5 6 7 8

10 4 11 13S2

S1

S3

Tabela 3.9: Árvore BEL-Gibbs

Utilizando inicialmente o separador S1 = {4, 5} obtêm-se as componentes conexas C1 =
{1, 3, 8, 9, 10}, C2 = {11} e C3 = {2, 6, 7, 12, 13}. Em seguida, para a componente C1 escolhe-
se o separador S2 = {9} e para a componente C3 o separador S3 = {6}. Obtêm-se portanto a
árvore de dissecção da �gura abaixo.

4, 5

11
9

108

3

1

6

13 2

7

12

Tabela 3.10: Árvore de dissecção
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Listando-se os nós da árvore de dissecção assim obtida em pós-ordem obtêm-se a ordem de
dissecção q = [3, 8, 1, 10, 9, 12, 13, 2, 7, 6, 11, 4, 5].

Algoritmo para Determinação da Ordem de Eliminação
Dado um Grafo Moral G = (V,E) associado a uma Rede Bayesiana:

1. Inicialize todos os vértices do grafo como não testados.

2. Escolha um vértice de grau mínimo v do grafo e marque-o como testado.

3. Construa a BEL adotando como raiz o vértice v e a de�na como a BELcorrente.

4. Construa uma lista de nós a serem testados com os nós do nível mais profundo da BELcorrente.

5. Enquanto a lista de nós a serem testados não for vazia:

(a) Para cada nó v da lista de nós a serem testados faça: Marque o nó v como testado.
Construa a BEL adotando como raiz o vértice v e a de�na como BELnova. Se, segundo os
critérios de comparação, a BELnova for superior a BELcorrente então adote a BELnova
como a nova BELcorrente.

(b) Se houve a substituição da BELcorrente construa uma nova lista de nós a serem testados
com os nós não marcados como testados do nível mais profundo da BELcorrente.

6. Para a BELcorrente construa a Árvore de Dissecção.

7. A partir da raiz percorra a Árvore de Dissecção recursivamente montando a ordenação do
vértices em pós-ordem.

8. Monte a ordem de eliminação percorrendo a lista dos vértices da Árvore de Dissecção listados
em pós-ordem substituindo cada vértice da Árvore de Dissecção pelos vértices correspondentes
do grafo original.

3.3.5 Árvore de Eliminação

De�nida a ordem de eliminação, a etapa seguinte da Fatoração Simbólica da qual resultam a
Árvore de Eliminação e o Grafo Preenchido foi implementada utilizando o algoritmo de eliminação
simpli�cada Colla (2007). O algoritmo de eliminação simpli�cada é computacionalmente mais e�-
ciente pois ao longo do processo de eliminação dos vértices adiciona-se ao grafo apenas os arcos de
preenchimento que incidem sobre o vértice vizinho mais próximo de ser eliminado. Os arcos exis-
tentes unindo os vértices do grafo inicial, bem como os arcos de preenchimento inseridos ao longo
da sequência de grafos de eliminação associada ao processo de eliminação dos vértices, expressam a
relação de dependências entre as operações de marginalização de variáveis na Rede Bayesiana. Da
mesma forma que na Fatoração de Cholesky os arcos mencionados expressam a relação de depen-
dência na eliminação das colunas da matriz. A identi�cação destas relações de dependência é a base
para a construção da Árvore de Eliminação e para a paralelização do processamento numérico. A
partir das relações identi�cadas é possível estabelecer quais operações são independentes entre si e
portanto poderão ser executadas paralelamente.

Algoritmo de Fatoração Simbólica para Construção da Árvore de Eliminação
Dado um Grafo Moral G = (V,E) associado a uma Rede Bayesiana e uma ordem de eliminação

q:

1. Inicializar com os nós de G a estrutura para armazenar a Árvore de Eliminação H, mas sem
estabelecer ainda os arcos de H.
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2. Inicializar com os nós e os arcos de G a estrutura para armazenar o Grafo Preenchido F ,
ligando em F apenas os nós que estejam ligados em G.

3. j = 0;

4. Enquanto j <(Número de Vértices de G− 1) faça

(a) De�nir vj como o j-ésimo nó de q;

(b) i = j + 1;

(c) Enquanto i <(Número de Vértices G) faça

i. De�nir vi como o i-ésimo nó de q;

ii. Se o existe em F o arco vj , vi então Acrescentar em H um arco direcional {vi, vj};
De�nir vi como o vizinho de vj mais próximo de ser eliminado; Interromper o loop
e as iterações de i;

iii. Incrementar i = i+ 1;

5. k = i+ 1;

6. Enquanto k <(Número de Vértices G) faça

(a) De�nir vk como o k-ésimo nó de q;

(b) Se existir em F um arco {vj , vk} e não existir em F o arco {vi, vk} então Acrescentar
em F o arco {vi, vk}.

(c) Incrementar k = k + 1;

7. Incrementar j = j + 1;

Descrito o processo de Fatoração Simbólica observe que realmente não foi utilizado em nenhum
momento nenhuma informação numérica relativa às distribuições de probabilidade ou estados das
variáveis da Rede Bayesiana. Isto signi�ca que, mantidos constantes os elementos dos conjuntos
como Xq, XE e a estrutura da rede, é possível fazer inúmeros exercício de inferência alterando os
estados de XE ou mesmo as distribuições de probabilidades das variáveis sem que para isto seja
necessário refazer a Fatoração Simbólica, ou seja, não é necessário refazer o processo para obter a
ordem de eliminação e a Árvore de Eliminação.

3.3.6 Inferências em Rede Credal - Exemplo

Com a árvore de eliminação de�nida, foi de�nido quais variáveis podem ser eliminadas em para-
lelo e quais as dependências entre as variáveis faz com que seja necessário esperar. Para exempli�car
a inferência em uma rede credal, vai ser utilizada um exemplo de rede credal de�nida no apêndice
A. Onde esta rede credal representa o conjunto credal de probabilidades conjuntas K(S,D,C,B)
das variáveis aleatórias S,D,C e B. Abaixo segue o grafo acíclico que faz parte desta rede credal:
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Tabela 3.11: Exemplo de Rede Credal do apêndice A

S

D

C

B

Dado o grafo acíclico apresentado pela rede credal e a condição de Markov, pode-se representar
o conjunto credal de probabilidades conjuntas através dos conjuntos credais das probabilidades
condicionais de�nidas nas redes:

K(S,D,C,B) = K(C|D)⊗K(D|S)⊗K(B|S)⊗K(S)
Com esta representação os intervalos probabilísticos podem ser de�nidos de maneira mais sim-

pli�cada:

• K(C|D)

� {x1 = 0.15 < P (C1|D1) < x2 = 0.4}
� {x3 = 0.05 < P (C1|D2) < x4 = 0.1}
� {x5 = 0.5 < P (C2|D1) < x6 = 0.8}
� {x7 = 0.0 < P (C2|D2) < x8 = 0.0}

• K(D|S)

� {x9 = 0.2 < P (D1|S1) < x10 = 0.3}
� {x11 = 0.3 < P (D1|S2) < x12 = 0.55}
� {x13 = 0.15 < P (D2|S1) < x14 = 0.5}
� {x15 = 0.0 < P (D2|S2) < x16 = 0.0}

• K(B|S)

� {x17 = 0.2 < P (B1|S1) < x18 = 0.3}
� {x19 = 0.3 < P (B1|S2) < x20 = 0.55}
� {x21 = 0.15 < P (B2|S1) < x22 = 0.5}
� {x23 = 0.0 < P (B2|S2) < x24 = 0.0}

• K(S)

� {x25 = 0.25 < P (S1) < x26 = 0.5}
� {x27 = 0.5 < P (S2) < x28 = 0.75}

Neste exemplo, as constantes que representam os limites dos conjuntos credais são na quanti-
dade de vinte e oito ao se utilizar as probabilidades condicionais para representar a probabilidade
conjunta. Enquanto que se fosse necessário especi�car todos os limites do conjunto credal da pro-
babilidade conjunta são necessários trinta e dois limites para representar os conjuntos credais. Essa
diferença economiza quatro limites em um total de trinta e dois especi�cados. Isso quer dizer que
para representar o conjunto credal da probabilidade conjunta para estas quatro variáveis aleatórias
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economizou-se a especi�cação de doze por cento dos limites dos conjuntos com a especi�cção pela
rede credal. Esta economia de parâmetros é permitida pela condição de Markov representada pelo
grafo acíclico. E além da economia de parâmetros, as probabilidades condicionais faz com que as es-
peci�cações dos parâmetros sejam feitas a um número mais restrito de variáveis. Por esta restrição
na quantidade de variáveis é que o processo de descoberta dos parâmetros torna-se mais natu-
ral Koller e Friedman (2009). Segue abaixo a representação do conjunto credal da probabilidade
conjunta com todos os seus limites:

• K(S,D,C,B)

� {x1 < P (S1, D1, C1, B1) < x2}
� {x3 < P (S1, D1, C1, B2) < x4}
� {x5 < P (S1, D1, C2, B1) < x6}
� {x7 < P (S1, D1, C2, B2) < x8}
� {x9 < P (S1, D2, C1, B1) < x10}
� {x11 < P (S1, D2, C1, B2) < x12}
� {x13 < P (S1, D2, C2, B1) < x14}
� {x15 < P (S1, D2, C2, B2) < x16}
� {x17 < P (S2, D1, C1, B1) < x18}
� {x19 < P (S2, D1, C1, B2) < x20}
� {x21 < P (S2, D1, C2, B1) < x22}
� {x23 < P (S2, D1, C2, B2) < x24}
� {x25 < P (S2, D2, C1, B1) < x26}
� {x27 < P (S2, D2, C1, B2) < x28}
� {x29 < P (S2, D2, C2, B1) < x30}
� {x31 < P (S2, D2, C2, B2) < x32}
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Para este exemplo, a evidência encontrada foi o estado S1 da variável aleatória S. E a variável
questionada após a evidência ocorrer é a variável C. Nesta situação, a inferência toma a forma
abaixo Antonucci et al. (2014):

K(Xq|Xe) =
K(Xq∩Xe)

K(Xe)
=

∑⊗
X\{Xq,Xe}

K(Xn)∑⊗
X\{Xe}

K(Xn)

K(C|S) =
K(C∩S)
K(S)

=

∑⊗
{S,D,C,B}\{C,S}K(S,D,C,B)∑⊗
{S,D,C,B}\{S}K(S,D,C,B)

O primeiro passo na inferência é descobrir as variáveis requisitadas Xr dadas as evidências Xe =
{S} e as variáveis consultadas Xq = {C} através do algoritmo bayes ball. Este passo é necessário
para que seja evitado desperdício computacional em variáveis irrelevantes para a inferência em
questão.

Conforme Colla (2007) aplicou o algoritmo de Bayes Ball para encontrar somente as variáveis
requistidas, este algoritmo também será aplicado nesta rede credal em especí�co:

Xr = {S,C,D}

Grafo Moral
E o grafo moral das variáveis requisitadas da rede credal segue conforme a �gura abaixo:

Tabela 3.12: Grafo Moral da Rede Credal do apêndice A

S

D

C
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Ordem de Elminação
Através da heurística de Gibbs e Busca em Largura a árvore de dissecção gerou a seguinte ordem

de eliminação
[0, 2, 3] = [S,C,D]

Grafo Preenchidos
E com a ordem de eliminação acima e o grafo moral, o seguinte grafo preenchido foi gerado

através do algoritmo de fatoração simbólica:

Tabela 3.13: Grafo Preenchido da Rede Credal do apêndice A

S

D

C

Árvore de Elminação
A árvore de elminação gerada para esta rede credal é:

Tabela 3.14: Árvore de eliminação do exemplo do apêndice A

S

C

D
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Esta árvore mostra quais operações numéricas podem ser executadas em paralelo durante a
eliminação de variáveis. Neste exemplo em especí�co, as variáveis aleatórias S,C podem ter seus
cálculos feitos em paralelo. Estes cálculos númericos são as operações de marginalização e composião
em conjuntos credais, conforme a �gura abaixo mostra:

• Um primeiro processo faz K(D,S) = K(D|S)⊗K(S)

• Um segundo processo fariaK(D,C) = K(C|D)⊗K(D) se existisse a especi�cação do conjunto
credal K(D). Porém como este conjunto não foi especi�cado, este processo não necessita fazer
nenhum cálculo númerico e mantém o conjunto credal K(C|D)

• E o último processo espera pelos dois primeiros processos para depois fazer o seguinte cálculo:
K(C, S) =

∑⊗
{D,C,S}\{C,S}K(C|D)⊗K(D,S)

Estes passos são necessários para �nalmente fazer a inferência:

K(Xq|Xe) =
K(Xq∩Xe)

K(Xe)
= K(C|S) =

K(C∩S)
K(S)

=
K(Xq ,Xe)=

∑⊗
{S,D,C,B}\{C,S}K(S,D,C,B)

K(Xe)=
∑⊗
{S,D,C,B}\{S}K(S,D,C,B)

Portanto a árvore de eliminação também é criada e executada para as variáveis de evidência
Xe = S, para que o cálculo da inferência seja executado.

3.4 Fatoração Numérica

Com a fatoração simbólica, foi de�nido exclusivamente como a computação vai ser paralelizada.
Porém precisa-se de�nir como vão ser feitos os cálculos para eliminar as variáveis ou conjunto
credais. Neste nível de abstração, pode-se implementar tanto uma inferência exata quanto uma
inferência aproximada, Augustin et al. (2014). Para este trabalho será implementada uma inferência
aproximada utilizando o algoritmo A/R+, da Rocha et al. (2003).

Em uma rede credal, o algoritmo do cálculo numérico necessário para marginalizar um con-
junto credal e executar a operação composição em conjuntos credais, que é análoga a operação de
multiplicação de probabilidades, precisa saber resolver os seguintes problemas abaixos que serão
enunciados nas seguintes seções:

1. Enumerar vértices de um conjunto credal;

2. Enumerar faces de vértices de um conjunto credal;

3. Acha o fecho convexo de vértices de um conjunto credal;

4. Programação linear;

5. Multiplicar, somar e dividir os vértices de um conjunto credal

As operações de multiplicação, soma e divisão dos vértices são operações algébricas com números
reais e serão ilustrados na seção de inferência do exemplo de rede credal.

3.4.1 Envoltória Convexa ou Fecho Convexo

Dados dois pontos quaisquer x1 e x2 então o conjunto convexo C ⊂ Rn é de�nido Monticeli
(2010) como:

x1 ∈ C, x2 ∈ C|{Λ.x1 + (1− Λ).x2} ∈ C, para todo Λ ∈ [0, 1]
E dado um conjunto D ⊂ Rn, o fecho convexo CH é de�nido como o menor conjunto convexo em

Rn que contenha D. Ou o fecho convexo pode ser de�nido como a intersecção de todos os conjuntos
convexos em Rn que contenham D, Monticeli (2010),Cormen et al. (2009).

Para esta tese, como o algoritmo para achar o fecho convexo é auxiliar e necessário para a
eliminação de variáveis em redes credais foi utilizada o algoritmo de Avis e Fukuda. (1992). Este
algoritmo de envoltória convexa foi implementado por eles e disponibilizados com o código fonte no
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site Avis (2016). E no caso da aplicação da regra de bayes foi utilizado o algoritmo de envoltória
convexa proposto por Fukuda e AlainProdon (1996) que possui a implementação disponível no site
Fukuda (2016) com o seu código fonte.

3.4.2 Enumeração de vértices e da faces

Um semi-espaço é uma coleção de pontos x tais que {x.aT ≤ b, onde aT é um vetor não nulo
pertencente a Rn e b é um número escalar. E um poliedro P é uma intersecção de um numero �nito
de semi-espaços Ci ⊂ Rn, ou seja, P =

⋂p
i=1Ci.

O teorema de Minkowski-Weyl, Monticeli (2010), de�ne um poliedro P ⊂ Rn com as seguintes
a�rmações equivalentes:

1. O poliedro P pode ser de�nido como um sistema de inequações lineares, onde uma matriz
real �nita A e algum vetor real �nito b tal que P = {x : Ax ≤ b}. A representação do poliedro
desta maneira também pode ser de�nido como representação-H;

2. O poliedro P pode ser de�nido como o fecho convexo de vetores reais (x1, x2, ..., xr) ⊂ Rn adi-
cionando os raios (r1, r2, ..., rs) ⊂ Rn, P = CH(x1, x2, ..., xr) + (r1, r2, ..., rs). A representação
do poliedro desta maneira também pode ser de�nido como representação-V.

A enumeração de vértices é o problema de trazer um poliedro da representação-H para a
representação-V. E o contrário que é o problema de trazer um poliedro da representação-V para a
representação-H é chamado de enumeração das faces.

Para esta tese, como o algoritmo para enumerar os vértices e as faces são auxiliares e necessários
também para a eliminação de variáveis em redes credais, foi utilizada o algoritmo de Avis e Fukuda.
(1992). Estes algoritmos foram implementados por eles e disponibilizados com o código fonte no
site Avis (2016). E no caso da aplicação da regra de bayes foi utilizado os algoritmos propostos por
Fukuda e AlainProdon (1996) que possui a implementação disponível no site Fukuda (2016) com o
seu código fonte.

3.4.3 Programação Linear

Em um poliedro P , e dada uma equação linear a.xT = b pertencente a este poliedro P , onde
a é um vetor real e b um escalar real, a programação linear acha os valores que maximizam ou
minimizam a equação linear, Monticeli (2010).

Para esta tese, como o algoritmo de programação linear é auxiliar e necessário também para a
eliminação de variáveis em redes credais, foi utilizada a implementação disponibilizada com o código
fonte por Avis e Fukuda no site Avis (2016). E no caso da aplicação da regra de bayes foi utilizado
a implementação feita por Fukuda disponível no site Fukuda (2016) com o seu código fonte.

3.4.4 Inferências em Rede Credal - Continuação do exemplo

Esta seção retoma o exemplo de rede credal utilizado na seção de fatoração simbólica, que
representa o conjunto credal de probabilidades conjuntas K(S,D,C,B). E de acordo com a árvore
de eliminação, existem três processos de cálculos credais:

Um primeiro processo faz o cálculo credal do conjunto credal K(D,S)
K(D,S) = K(D|S)⊗K(S)

1. Enumerar vértices de K(S)

2. Enumerar vértices de K(D|S)

3. Multiplicar vértices K(D,S) = K(D|S)⊗K(S)

4. Achar o fecho convexo e então enumerar faces de K(D,S)
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5. Programação Linear K(D,S) para achar os novos limites do conjunto credal

Enumerar vértices de K(S) resulta em:

• {x25 = 0.25 < P (S1) < x26 = 0.5}

• {x27 = 0.5 < P (S2) < x28 = 0.75}

Vértices do conjunto credal de K(S) =

[
1
4

3
4

1
2

1
2

]
Enumerar vértices de K(D|S) resulta em:

• {x9 = 0.2 < P (D1|S1) < x10 = 0.3}

• {x11 = 0.3 < P (D1|S2) < x12 = 0.55}

• {x13 = 0.15 < P (D2|S1) < x14 = 0.5}

• {x15 = 0.0 < P (D2|S2) < x16 = 0.0}

Vértices do conjunto credal de K(D|S) =


1
5

3
10

1
2

0
1

1
5

11
20

1
4

0
1

3
10

11
20

3
20

0
1

3
10

3
10

2
5

0
1


Vértices multiplicados do conjunto credal de K(D,S) :

1
20

9
40

1
8

0
1

1
10

3
20

1
4

0
1

1
20

33
80

1
16

0
1

1
10

11
40

1
8

0
1

3
40

33
80

3
80

0
1

3
20

11
40

3
40

0
1

3
40

9
40

1
10

0
1

3
20

3
20

1
5

0
1


Os vértices acima são o insumo para a operação de fecho convexo e enumeração de faces. E essas

operações aplicadas nos vértices do conjunto K(D,S) resultaram nas inequações:

−1
1 +1

1 .K(D1, S1) +1
1 .K(D1, S2) +1

1 .K(D2, S1) +1
1 .K(D2, S2) ≤ 0

−33
1 +20

1 .K(D1, S1) +60
1 .K(D1, S2) +180

1 .K(D2, S1) +0
1 .K(D2, S2) ≤ 0

33
1 +−801 .K(D1, S1) +−601 .K(D1, S2) +−601 .K(D2, S1) +0

1 .K(D2, S2) ≤ 0
−9
1 +−101 .K(D1, S1) +30

1 .K(D1, S2) +30
1 .K(D2, S1) +0

1 .K(D2, S2) ≤ 0
−21
1 +30

1 .K(D1, S1) +70
1 .K(D1, S2) +30

1 .K(D2, S1) +0
1 .K(D2, S2) ≤ 0

3
1 +60

1 .K(D1, S1) +−101 .K(D1, S2) +−301 .K(D2, S1) +0
1 .K(D2, S2) ≤ 0

51
1 +−1051 .K(D1, S1) +−951 .K(D1, S2) +−1051 .K(D2, S1) +0

1 .K(D2, S2) ≤ 0
−3
1 +12

1 .K(D1, S1) +4
1 .K(D1, S2) +12

1 .K(D2, S1) +0
1 .K(D2, S2) ≤ 0
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Com as inequações acima, o próximo passo é a programação linear para achar os novos limites
do conjunto credal K(D,S): 

1
20 ≤ (D1, S1) ≤ 3

20
3
20 ≤ (D1, S2) ≤ 33

80
3
80 ≤ (D2, S1) ≤ 1

4
19
40 ≤ (D2, S2) ≤ 3

5


Um segundo processo em paralelo mantém o conjunto credal K(C|D)

• {x1 = 0.15 < P (C1|D1) < x2 = 0.4}

• {x3 = 0.05 < P (C1|D2) < x4 = 0.1}

• {x5 = 0.5 < P (C2|D1) < x6 = 0.8}

• {x7 = 0.0 < P (C2|D2) < x8 = 0.0}

E o último processo espera pelos dois primeiros processos para depois fazer o seguinte
cálculo do conjunto credal K(C, S)

K(C, S) =
∑⊗
{D,C,S}\{C,S}K(C|D)⊗K(D,S)

1. Enumerar vértices de K(C|D)

2. Enumerar vértices de K(D,S)

3. Multiplicar vértices K(D,C, S) = K(C|D)⊗K(D,S)

4. Achar o fecho convexo e então enumerar faces de K(D,C, S)

5. Programação Linear K(D,C, S) para achar os novos limites do conjunto credal

6. Enumerar vértices de K(D,C, S)

7. Somar vértices K(C, S) =
∑
{D,C,S}\{C,S}K(D,C, S)

8. Achar o fecho convexo e então enumerar faces de K(C, S)

9. Programação Linear K(C, S) para achar os novos limites do conjunto credal

Vértices do conjunto credal de K(C|D) =


3
20

1
20

4
5

0
1

3
20

1
10

3
4

0
1

2
5

1
10

1
2

0
1

2
5

1
20

11
20

0
1



Vértices do conjunto credal de K(D,S) =



1
20

3
20

1
5

3
5

3
20

3
20

1
10

3
5

3
20

17
80

3
80

3
5

1
20

5
16

3
80

3
5

1
20

33
80

3
80

1
2

1
20

3
20

1
4

11
20

1
8

3
20

1
4

19
40

3
20

3
20

9
40

19
40

3
20

27
80

3
80

19
40

1
20

9
40

1
4

19
40

1
20

33
80

1
16

19
40

3
40

33
80

3
80

19
40
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Após os vértices serem multiplicados, o fecho convexo foi aplicado e produziram os vértices
abaixo: 

3
400

1
25

9
400

3
25

1
100

0
1

3
100

0
1

3
400

3
80

9
400

9
80

1
50

0
1

3
50

0
1

1
50

1
40

3
50

3
40

1
50

0
1

3
50

0
1

1
50

11
400

3
50

33
400

1
100

0
1

3
100

0
1

9
400

3
25

9
400

3
25

1
200

0
1

3
100

0
1

9
400

9
80

9
400

9
80

1
100

0
1

3
50

0
1

3
50

3
40

3
50

3
40

1
100

0
1

3
50

0
1

3
50

33
400

3
50

33
400

1
200

0
1

3
100

0
1

9
400

3
25

51
1600

17
100

3
1600

0
1

3
100

0
1

9
400

9
80

51
1600

51
320

3
800

0
1

3
50

0
1

3
50

3
40

17
200

17
160

3
800

0
1

3
50

0
1

3
50

33
400

17
200

187
1600

3
1600

0
1

3
100

0
1

3
400

1
25

3
64

1
4

3
1600

0
1

3
100

0
1

3
400

3
80

3
64

15
64

3
800

0
1

3
50

0
1

1
50

1
40

1
8

5
32

3
800

0
1

3
50

0
1

1
50

11
400

1
8

11
64

3
1600

0
1

3
100

0
1

3
400

1
25

99
1600

33
100

3
1600

0
1

1
40

0
1

3
400

3
80

99
1600

99
320

3
800

0
1

1
20

0
1

1
50

1
40

33
200

33
160

3
800

0
1

1
20

0
1

1
50

11
400

33
200

363
1600

3
1600

0
1

1
40

0
1

3
400

1
25

9
400

3
25

1
80

0
1

11
400

0
1

3
400

3
80

9
400

9
80

1
40

0
1

11
200

0
1

1
50

1
40

3
50

3
40

1
40

0
1

11
200

0
1

1
50

11
400

3
50

33
400

1
80

0
1

11
400

0
1
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3
160

1
10

9
400

3
25

1
80

0
1

19
800

0
1

3
160

3
32

9
400

9
80

1
40

0
1

19
400

0
1

1
20

1
16

3
50

3
40

1
40

0
1

19
400

0
1

1
20

11
160

3
50

33
400

1
80

0
1

19
800

0
1

9
400

3
25

9
400

3
25

9
800

0
1

19
800

0
1

9
400

9
80

9
400

9
80

9
400

0
1

19
400

0
1

3
50

3
40

3
50

3
40

9
400

0
1

19
400

0
1

3
50

33
400

3
50

33
400

9
800

0
1

19
800

0
1

9
400

3
25

81
1600

27
100

3
1600

0
1

19
800

0
1

9
400

9
80

81
1600

81
320

3
800

0
1

19
400

0
1

3
50

3
40

27
200

27
160

3
800

0
1

19
400

0
1

3
50

33
400

27
200

297
1600

3
1600

0
1

19
800

0
1

3
400

1
25

27
800

9
50

1
80

0
1

19
800

0
1

3
400

3
80

27
800

27
160

1
40

0
1

19
400

0
1

1
50

1
40

9
100

9
80

1
40

0
1

19
400

0
1

1
50

11
400

9
100

99
800

1
80

0
1

19
800

0
1

3
400

1
25

99
1600

33
100

1
320

0
1

19
800

0
1

3
400

3
80

99
1600

99
320

1
160

0
1

19
400

0
1

1
50

1
40

33
200

33
160

1
160

0
1

19
400

0
1

1
50

11
400

33
200

363
1600

1
320

0
1

19
800

0
1

9
800

3
50

99
1600

33
100

3
1600

0
1

19
800

0
1

9
800

9
160

99
1600

99
320

3
800

0
1

19
400

0
1

3
100

3
80

33
200

33
160

3
800

0
1

19
400

0
1

3
100

33
800

33
200

363
1600

3
1600

0
1

19
800

0
1


As inequações geradas do conjunto credal K(D,C, S) podem ser expressos como b + Ax ≤ 0,

onde b é um vetor e A é uma matriz de números reais. E x é o vetor dos estados da probabilidade
conjunta: 

K(D1, C1, S1)

K(D1, C1, S2)

K(D1, C2, S1)

K(D1, C2, S2)

K(D2, C1, S1)

K(D2, C1, S2)

K(D2, C2, S1)

K(D2, C2, S2)
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O vetor b das inequações geradas do conjunto credal K(D,C, S) é :

−1
1

78351
1

89817
1
−551
1
−33
1

187929
1

182343
1

121429
1

43659
1

−4263
1

−16443
1

−10079
1

5883
1

−7049
1

−5149
1

92763
1

4797
1

1221
1
0
1
39
1

1425
1

−2736
1
−39
1

45309
1

−2109
1

2109
1
−927
1
−13
1
−23
1
−1
1
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−168
1

741
1

−4767
1

−6711
1

−2553
1
−153
1

−1441
1

−3999
1
−117
1
−108
1
−57
1
−6
1
−33
1

−9111
1
−209
1

−1251
1

−1353
1

−8613
1
−399
1

7239
1
−567
1

405327
1

22347
1

140049
1

13311
1

5229
1

10143
1

−18221
1

156
1
−84
1
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567
1

−8451
1

−2871
1
−189
1
−81
1

−26241
1

20727
1

4263
1

835527
1

−16037
1

110481
1

193341
1

2817
1
3
1

−2874
1
−3
1
−93
1

−7311
1
0
1
−3
1
−42
1
−6
1
87
1

579
1

50859
1

213
1

1947
1

14637
1

109893
1

12789
1

279
1



a
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−18
1
−29
1
−447
1

14859
1

2619
1
81
1

4797
1

141
1
−21
1
21
1

369
1

3249
1

205257
1

44061
1

−2141
1
−9
1

46569
1

−6061
1
−1
1

−3113
1

−5961
1

−1086
1
−138
1
−873
1
−219
1
−39
1

399
1

399
1

117
1

1647
1
−11
1
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−3
1
0
1
57
1
9
1

1419
1

369
1
0
1

23199
1
−43
1
−1
1
0
1

1739089
1
−21
1
−19
1

1058889
1

46431
1

1827441
1

663
1

55731
1

1623531
1

339289
1

167583
1

17259
1
−333
1
75
1

10199181
1

413193
1

490314
1

786201
1

−1987
1

−3113
1

171
1
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−1331
1
−83
1
−11
1

−1029
1
−77
1

−2899
1

−1257
1

627
1

30723
1

9801
1

50127
1

9147
1

1617
1

4560
1

47880
1

64239
1

46011
1
39
1

20349
1

20821
1

356763
1

21831
1

209
1

261
1
−657
1
−12
1
−9
1

−9033
1

−1551
1

−14811
1
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−519
1
−588
1
−804
1
−597
1

−6369
1
−9
1

−7733
1

−1581
1

−34533
1

−2451
1

−1563
1

−1281
1

−32847
1

−4881
1

−2523
1
51
1
−117
1
−969
1

798
1

1113
1

24021
1
51
1
33
1

7137
1

13923
1

2409
1

8463
1

2907
1

153
1
9
1
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33
1
33
1
99
1
42
1

171
1

285
1

5643
1
0
1

78351
1

3381
1

128673
1

3867
1

77019
1

1581
1

−84249
1

−10469
1

−9112
1

−17139
1
−87
1
−453
1
3
1
33
1
87
1

129909
1

5583
1
87
1

7221
1

3219
1

48723
1

111
1
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204
1
12
1
87
1
−3
1
−51
1

141
1

213
1
33
1

831
1
−9
1

−2346
1

−1059
1

26676
1

15903
1

22401
1

4959
1

177493
1

561
1

7797
1

14787
1

4959
1

47589
1
−489
1
−3
1

4071
1

−1653
1

−2001
1
−451
1
−36
1

8987
1
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12597
1
−33
1
21
1

5007
1

921
1

7821
1

5829
1
0
1

47101
1

158175
1

2211
1

16443
1

7092
1

2414843
1
19
1

2907
1

34599
1

417525
1

212553
1

168891
1

194689
1

9424665
1
−417
1

−3091
1

−7207
1

−61061
1
−209
1

−7381
1
−93
1

201
1
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−100097
1

−1069
1
−291
1

−4179
1
−352
1

−1273
1

−16321
1

−35221
1
−261
1
−196
1
−972
1

−4917
1

−5289
1
−36
1

−1311
1
−19
1
−817
1

2109
1
0
1

5463
1

231
1

249
1
21
1

216
1
39
1
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E a matriz A das inequações geradas do conjunto credal K(D,C, S) é:

1
1 + 1

1 + 1
1 + 1

1 + 1
1 + 1

1 + 1
1 + 1

1
261680

1 + −239920
1 + −237520

1 + −146320
1 + −152880

1 + 0
1 + −152880

1 + 0
1

301520
1 + −279280

1 + −270480
1 + −164880

1 + −190320
1 + 0

1 + −190320
1 + 0

1
22030

1 + −15020
1 + −20870

1 + 16180
1 + 11020

1 + 0
1 + 11020

1 + 0
1

990
1 + −660

1 + −1210
1 + 940

1 + 660
1 + 0

1 + 660
1 + 0

1
2318304

1 + −1811536
1 + −1337296

1 + 164464
1 + −1380464

1 + 0
1 + 133776

1 + 0
1

1921888
1 + −1724592

1 + −1247312
1 + 175408

1 + −935408
1 + 0

1 + −46128
1 + 0

1
1888480

1 + −1371920
1 + −997520

1 + 188080
1 + 16720

1 + 0
1 + 16720

1 + 0
1

577280
1 + −465520

1 + −335120
1 + 61680

1 + −18480
1 + 0

1 + −18480
1 + 0

1
241760

1 + −31365
1 + −25040

1 + 18660
1 + 223440

1 + 0
1 + −6860

1 + 0
1

1202720
1 + −177280

1 + −131280
1 + 89520

1 + 1038480
1 + 0

1 + −77520
1 + 0

1
448720

1 + −75680
1 + −94080

1 + 80720
1 + 135280

1 + 0
1 + 27280

1 + 0
1

774672
1 + −168048

1 + −113328
1 + 9552

1 + 2376368
1 + 0

1 + −187152
1 + 0

1
409120

1 + −54005
1 + −43280

1 + 30820
1 + 363280

1 + 0
1 + −7220

1 + 0
1

251120
1 + −45280

1 + −55680
1 + 43120

1 + 28880
1 + 0

1 + 28880
1 + 0

1
−650320

1 + 176880
1 + −114320

1 + −251920
1 + −176880

1 + 0
1 + −176880

1 + 0
1

−27440
1 + 4240

1 + −6640
1 + −12400

1 + −9360
1 + 0

1 + −9360
1 + 0

1
−35640

1 + 23760
1 + 1360

1 + −5840
1 + 284240

1 + 0
1 + −23760

1 + 0
1

−9
1 + 6

1 + −9
1 + 6

1 + 154
1 + 0

1 + −6
1 + 0

1
−80
1 + −80

1 + −80
1 + −80

1 + 8080
1 + 0

1 + −720
1 + 0

1
−12122

1 + 3648
1 + −1672

1 + −3952
1 + −26448

1 + 0
1 + 432

1 + 0
1

−332895
1 + 247080

1 + 43580
1 + −26720

1 + 54720
1 + 0

1 + 54720
1 + 0

1
−1030

1 + 820
1 + −1030

1 + 820
1 + 780

1 + 0
1 + 780

1 + 0
1

−2544960
1 + 1850640

1 + 193040
1 + −339760

1 + −2640
1 + 0

1 + −2640
1 + 0

1
−343330

1 + 252320
1 + 43320

1 + −28880
1 + 28880

1 + 0
1 + 56880

1 + 0
1

−357390
1 + 238260

1 + 29260
1 + −42940

1 + −238260
1 + 0

1 + 174540
1 + 0

1
−245670

1 + 198180
1 + 31580

1 + −22220
1 + 8220

1 + 0
1 + 8220

1 + 0
1

−4105
1 + 3320

1 + 520
1 + −380

1 + −20
1 + 0

1 + 180
1 + 0

1
−5030

1 + 4120
1 + 720

1 + −480
1 + −520

1 + 0
1 + 480

1 + 0
1

−186
1 + 144

1 + 24
1 + −16

1 + 16
1 + 0

1 + 16
1 + 0

1
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−53305
1 + 43220

1 + 6820
1 + −4880

1 + 2880
1 + 0

1 + 880
1 + 0

1
−1520

1 + −1520
1 + −1520

1 + −1520
1 + −13680

1 + 0
1 + −480

1 + 0
1

−234585
1 + 96465

1 + 204415
1 + −23385

1 + −456015
1 + 0

1 + 239085
1 + 0

1
−262560

1 + 204240
1 + 141440

1 + −24960
1 + −29040

1 + 0
1 + 24960

1 + 0
1

−254590
1 + 65610

1 + 252410
1 + −35790

1 + −369810
1 + 0

1 + 184590
1 + 0

1
−76330

1 + 17070
1 + 76670

1 + −13530
1 + −34470

1 + 0
1 + 13530

1 + 0
1

−58912
1 + 18848

1 + 59888
1 + −4912

1 + −192688
1 + 0

1 + 101072
1 + 0

1
−203490

1 + 62910
1 + 203510

1 + −18490
1 + −499410

1 + 0
1 + 250590

1 + 0
1

−5370
1 + 1830

1 + 5630
1 + −370

1 + −12330
1 + 0

1 + 5670
1 + 0

1
15
1 + 15

1 + 715
1 + 715

1 + 135
1 + 0

1 + 135
1 + 0

1
0
1 + 0

1 + 380
1 + 380

1 + 0
1 + 0

1 + 120
1 + 0

1
−5195

1 + 1005
1 + 5205

1 + −945
1 + −1005

1 + 0
1 + 495

1 + 0
1

−140560
1 + 26640

1 + 141040
1 + −26160

1 + −11040
1 + 0

1 + 4560
1 + 0

1
−321120

1 + 214080
1 + 190280

1 + −25620
1 + −214080

1 + 0
1 + 160920

1 + 0
1

−6152
1 + 2056

1 + 6520
1 + −320

1 + −26600
1 + 0

1 + 14440
1 + 0

1
−360
1 + 240

1 + 8640
1 + 8140

1 + −240
1 + 0

1 + 2760
1 + 0

1
120
1 + 120

1 + 8920
1 + 8920

1 + 1080
1 + 0

1 + 2280
1 + 0

1
−285960

1 + 215640
1 + 145240

1 + −21960
1 + −65640

1 + 0
1 + 84360

1 + 0
1

30
1 + 30

1 + 2630
1 + 2630

1 + 570
1 + 0

1 + 570
1 + 0

1
102980

1 + −104120
1 + −106020

1 + 47880
1 + −108680

1 + 0
1 + 33720

1 + 0
1

32860
1 + −23240

1 + −30940
1 + 23160

1 + 15240
1 + 0

1 + 15240
1 + 0

1
2900160

1 + −3597840
1 + −2533840

1 + 354160
1 + −1934960

1 + 0
1 + −107760

1 + 0
1

150560
1 + −191440

1 + −135440
1 + 16560

1 + 1589840
1 + 0

1 + −141360
1 + 0

1
1166080

1 + −1364720
1 + −950320

1 + 174480
1 + −59280

1 + 0
1 + −59280

1 + 0
1

172040
1 + −176560

1 + −146960
1 + 55440

1 + 2722160
1 + 0

1 + −194640
1 + 0

1
255680

1 + −211120
1 + −188720

1 + 112080
1 + 1227120

1 + 0
1 + −32880

1 + 0
1

97688
1 + −91792

1 + −66512
1 + 8208

1 + 770672
1 + 0

1 + −68208
1 + 0

1
2901280

1 + −2137520
1 + −2075120

1 + 1481680
1 + 17481520

1 + 0
1 + −302480

1 + 0
1

1731
1 + −1404

1 + −1044
1 + 96

1 + 20464
1 + 0

1 + −1596
1 + 0

1
3995
1 + −2830

1 + −3855
1 + 2970

1 + 1830
1 + 0

1 + 1830
1 + 0

1
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167920
1 + −34080

1 + −21080
1 + 3720

1 + −3720
1 + 0

1 + −6970
1 + 0

1
678640

1 + −119760
1 + −115360

1 + 86640
1 + 119760

1 + 0
1 + −28240

1 + 0
1

240312
1 + −35688

1 + −26488
1 + 17672

1 + 149928
1 + 0

1 + −17592
1 + 0

1
26010

1 + −3990
1 + −2990

1 + 1810
1 + 9090

1 + 0
1 + −2910

1 + 0
1

24140
1 + −4260

1 + −2860
1 + 1140

1 + 4260
1 + 0

1 + −1490
1 + 0

1
2810440

1 + −453960
1 + −343560

1 + 224440
1 + 1167960

1 + 0
1 + −252040

1 + 0
1

237120
1 + −198480

1 + −136880
1 + 21520

1 + −43920
1 + 0

1 + −43920
1 + 0

1
50780

1 + −42220
1 + −29220

1 + 4980
1 + −7980

1 + 0
1 + −7980

1 + 0
1

9894720
1 + −8243280

1 + −5695280
1 + 965520

1 + −1301520
1 + 0

1 + −1637520
1 + 0

1
1735200

1 + −1236400
1 + −1199600

1 + 898000
1 + 10769200

1 + 0
1 + −308400

1 + 0
1

745280
1 + −993520

1 + −660720
1 + 112080

1 + −188880
1 + 0

1 + −188880
1 + 0

1
1289280

1 + −1731120
1 + −1148720

1 + 193680
1 + −270480

1 + 0
1 + −347280

1 + 0
1

−18440
1 + −18440

1 + −240
1 + −240

1 + −2160
1 + 0

1 + −4560
1 + 0

1
−20
1 + −20

1 + 0
1 + 0

1 + 0
1 + 0

1 + −5
1 + 0

1
42570

1 + −630
1 + 1070

1 + 15470
1 + 117630

1 + 0
1 + −15895

1 + 0
1

15
1 + 15

1 + 15
1 + 15

1 + 135
1 + 0

1 + −40
1 + 0

1
4590
1 + −810

1 + −910
1 + 890

1 + 810
1 + 0

1 + −115
1 + 0

1
61020

1 + −180
1 + 3020

1 + 46220
1 + 351180

1 + 0
1 + −47020

1 + 0
1

17
1 + −3

1 + 17
1 + −3

1 + 3
1 + 0

1 + −2
1 + 0

1
135
1 + −90

1 + −115
1 + 110

1 + 90
1 + 0

1 + −10
1 + 0

1
90
1 + 90

1 + 190
1 + 190

1 + 1710
1 + 0

1 + −215
1 + 0

1
4495
1 + −3830

1 + −4755
1 + 3570

1 + 1230
1 + 0

1 + 1230
1 + 0

1
4010
1 + −3640

1 + −3240
1 + 2160

1 + 32240
1 + 0

1 + −2160
1 + 0

1
32320

1 + −28880
1 + −25680

1 + 17520
1 + 203280

1 + 0
1 + −12720

1 + 0
1

344000
1 + −459600

1 + −306000
1 + 54000

1 + −54000
1 + 0

1 + −92400
1 + 0

1
1472
1 + −1968

1 + −1328
1 + 272

1 + 48
1 + 0

1 + −432
1 + 0

1
22720

1 + −25680
1 + −19280

1 + 7920
1 + 68880

1 + 0
1 + −7920

1 + 0
1

991840
1 + −864560

1 + −777360
1 + 533040

1 + 6196560
1 + 0

1 + −355440
1 + 0

1
1312480

1 + −1093520
1 + −757520

1 + 133680
1 + −133680

1 + 0
1 + −217680

1 + 0
1

746720
1 + −660880

1 + −587280
1 + 406320

1 + 4739280
1 + 0

1 + −317520
1 + 0

1
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6400
1 + −5840

1 + −5200
1 + 3440

1 + 18000
1 + 0

1 + −3600
1 + 0

1
2885
1 + −2290

1 + −2865
1 + 2310

1 + 2490
1 + 0

1 + 90
1 + 0

1
−610
1 + 540

1 + −610
1 + 540

1 + 1060
1 + 0

1 + 260
1 + 0

1
13550

1 + −8300
1 + −11750

1 + 10100
1 + 17100

1 + 0
1 + 3500

1 + 0
1

−93280
1 + −100080

1 + −4080
1 + 720

1 + −720
1 + 0

1 + −24720
1 + 0

1
−12480

1 + −19280
1 + −3280

1 + 1520
1 + 6480

1 + 0
1 + −5520

1 + 0
1

480
1 + −1220

1 + −720
1 + 480

1 + 5520
1 + 0

1 + −480
1 + 0

1
29760

1 + −41520
1 + −27440

1 + 4240
1 + −9360

1 + 0
1 + −9360

1 + 0
1

1040
1 + −1360

1 + −960
1 + 240

1 + −240
1 + 0

1 + −240
1 + 0

1
45
1 + −30

1 + 95
1 + 170

1 + 30
1 + 0

1 + 30
1 + 0

1
−95
1 + −170

1 + −45
1 + 30

1 + −30
1 + 0

1 + −30
1 + 0

1
−2280

1 + −2280
1 + −80

1 + −80
1 + −720

1 + 0
1 + −720

1 + 0
1

74005
1 + −68970

1 + −82745
1 + 45030

1 + −105830
1 + 0

1 + 42570
1 + 0

1
166060

1 + −1133540
1 + −920740

1 + −343140
1 + −8252460

1 + 0
1 + 3442740

1 + 0
1

104120
1 + −306280

1 + −313880
1 + −2280

1 + −2140920
1 + 0

1 + 916680
1 + 0

1
187180

1 + −129920
1 + −178020

1 + 135680
1 + −33680

1 + 0
1 + 68320

1 + 0
1

777
1 + −558

1 + −733
1 + 602

1 + 78
1 + 0

1 + 78
1 + 0

1
82840

1 + −327560
1 + −335160

1 + 6840
1 + −2332440

1 + 0
1 + 1003560

1 + 0
1

138680
1 + −66520

1 + −79120
1 + 91880

1 + −648280
1 + 0

1 + 377720
1 + 0

1
5
1 + 5

1 + 5
1 + 5

1 + −95
1 + 0

1 + 45
1 + 0

1
65320

1 + −31880
1 + −33680

1 + 47320
1 + −314120

1 + 0
1 + 171880

1 + 0
1

2040
1 + −360

1 + 38040
1 + 40040

1 + 360
1 + 0

1 + 12360
1 + 0

1
30165

1 + −15735
1 + −16585

1 + 21665
1 + −82515

1 + 0
1 + 41985

1 + 0
1

795
1 + −405

1 + 295
1 + 1295

1 + −1845
1 + 0

1 + 1155
1 + 0

1
27970

1 + −15230
1 + −16030

1 + 19970
1 + −72270

1 + 0
1 + 35730

1 + 0
1

10035
1 + −6690

1 + −8215
1 + 7910

1 + −11310
1 + 0

1 + 6690
1 + 0

1
4485
1 + −3390

1 + −4265
1 + 3610

1 + −1410
1 + 0

1 + 990
1 + 0

1
−1805

1 + −1805
1 + −855

1 + −855
1 + −16245

1 + 0
1 + 6855

1 + 0
1

−2630
1 + −2630

1 + −30
1 + −30

1 + −570
1 + 0

1 + −570
1 + 0

1
−1390

1 + −540
1 + 460

1 + −140
1 + 1140

1 + 0
1 + −360

1 + 0
1
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−11490
1 + −10640

1 + 360
1 + −240

1 + 240
1 + 0

1 + −2760
1 + 0

1
−620
1 + 480

1 + −620
1 + 480

1 + −80
1 + 0

1 + 320
1 + 0

1
45
1 + −30

1 + −205
1 + 170

1 + 30
1 + 0

1 + 30
1 + 0

1
5
1 + −4

1 + −5
1 + 4

1 + 0
1 + 0

1 + 0
1 + 0

1
2185
1 + −2090

1 + −2565
1 + 1710

1 + −1710
1 + 0

1 + 690
1 + 0

1
−10
1 + −10

1 + −10
1 + −10

1 + −90
1 + 0

1 + −90
1 + 0

1
−3960

1 + 2640
1 + −2960

1 + −3760
1 + −2640

1 + 0
1 + −2640

1 + 0
1

−80
1 + −80

1 + −880
1 + −880

1 + −720
1 + 0

1 + −720
1 + 0

1
−57
1 + 38

1 + −57
1 + 38

1 + −38
1 + 0

1 + 42
1 + 0

1
−677160

1 + 451440
1 + 25840

1 + −110960
1 + −451440

1 + 0
1 + 10560

1 + 0
1

−130
1 + 1520

1 + 120
1 + −80

1 + 80
1 + 0

1 + 80
1 + 0

1
−235
1 + 190

1 + 15
1 + −10

1 + 10
1 + 0

1 + 10
1 + 0

1
−165
1 + 132

1 + 20
1 + −16

1 + 0
1 + 0

1 + 0
1 + 0

1
7392880

1 + −5648720
1 + −5586320

1 + −3215120
1 + −2992880

1 + 0
1 + −2992880

1 + 0
1

121536
1 + −22674

1 + −14624
1 + 2856

1 + 1824
1 + 0

1 + −516
1 + 0

1
20
1 + 20

1 + 20
1 + 20

1 + 380
1 + 0

1 + 380
1 + 0

1
−5874800

1 + 478800
1 + −1527600

1 + −2682800
1 + −9963600

1 + 0
1 + −968400

1 + 0
1

−583440
1 + 102960

1 + 80560
1 + −146640

1 + −102960
1 + 0

1 + −102960
1 + 0

1
−10750960

1 + 1797840
1 + −2480560

1 + −4762160
1 + −3487440

1 + 0
1 + −3487440

1 + 0
1

−720
1 + −720

1 + −1520
1 + −1520

1 + 164720
1 + 0

1 + −13680
1 + 0

1
−309200

1 + 25200
1 + −80400

1 + −141200
1 + 5472400

1 + 0
1 + −524400

1 + 0
1

−10540880
1 + 1831920

1 + −2075280
1 + −4324880

1 + −2311920
1 + 0

1 + −2311920
1 + 0

1
−1488400

1 + −150800
1 + −573200

1 + −816400
1 + 82525200

1 + 0
1 + −6878000

1 + 0
1

−714960
1 + −81360

1 + −286960
1 + −402160

1 + 41422960
1 + 0

1 + −3446640
1 + 0

1
−86400

1 + 3600
1 + −28400

1 + −42800
1 + 4382000

1 + 0
1 + −363600

1 + 0
1

−54210
1 + 39840

1 + 6840
1 + −4560

1 + 60560
1 + 0

1 + 4560
1 + 0

1
−638
1 + 192

1 + −88
1 + −208

1 + 16528
1 + 0

1 + −1392
1 + 0

1
−45356800

1 + −4058400
1 + −17100000

1 + −24608800
1 + −201004800

1 + 0
1 + 4650000

1 + 0
1

−1705440
1 + −200640

1 + −717440
1 + −991040

1 + −8326560
1 + 0

1 + 213840
1 + 0

1
−2172555

1 + −197505
1 + −823555

1 + −1182655
1 + −9677745

1 + 0
1 + 225555

1 + 0
1
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−3494480
1 + −317680

1 + −1320880
1 + −1898480

1 + −15566320
1 + 0

1 + 403680
1 + 0

1
36680

1 + 40280
1 + 680

1 + −120
1 + 120

1 + 0
1 + 4120

1 + 0
1

−231680
1 + 205720

1 + 65320
1 + −31880

1 + −314120
1 + 0

1 + 171880
1 + 0

1
−8940

1 + 7260
1 + 2060

1 + −1540
1 + −8460

1 + 0
1 + 540

1 + 0
1

22090
1 + 28390

1 + 1090
1 + −310

1 + −690
1 + 0

1 + 2810
1 + 0

1
−6380

1 + 5770
1 + 1870

1 + −830
1 + −6670

1 + 0
1 + 3330

1 + 0
1

40
1 + 40

1 + 40
1 + 40

1 + −1400
1 + 0

1 + 760
1 + 0

1
−180690

1 + 149760
1 + 26560

1 + −16040
1 + 26040

1 + 0
1 + −210

1 + 0
1

−16970
1 + 13880

1 + 2280
1 + −1520

1 + 1520
1 + 0

1 + 270
1 + 0

1
−407180

1 + 301720
1 + 53720

1 + −33480
1 + 47480

1 + 0
1 + 61480

1 + 0
1

−167490
1 + 123960

1 + 22960
1 + −13640

1 + 23640
1 + 0

1 + 23640
1 + 0

1
−38760

1 + 6840
1 + 37240

1 + −8360
1 + −6840

1 + 0
1 + −5640

1 + 0
1

−511632
1 + 90288

1 + 111568
1 + −107312

1 + −90288
1 + 0

1 + −71808
1 + 0

1
−167640

1 + 30360
1 + 37360

1 + −34640
1 + −23760

1 + 0
1 + −23760

1 + 0
1

−856680
1 + 153120

1 + 191320
1 + −177080

1 + −120120
1 + 0

1 + −120120
1 + 0

1
−211310

1 + 39240
1 + 57240

1 + −38160
1 + 38160

1 + 0
1 + −6090

1 + 0
1

−26928
1 + 4752

1 + 5872
1 + −5648

1 + 7568
1 + 0

1 + −4752
1 + 0

1
−43681

1 + −3971
1 + −1881

1 + −16321
1 + −194579

1 + 0
1 + 85761

1 + 0
1

−595023
1 + −54093

1 + 214377
1 + −224143

1 + −2650557
1 + 0

1 + 1167663
1 + 0

1
−611344

1 + 64296
1 + 27056

1 + −182704
1 + −805296

1 + 0
1 + −45936

1 + 0
1

−873680
1 + 159720

1 + 196720
1 + −170480

1 + −65520
1 + 0

1 + −65520
1 + 0

1
−6770

1 + 4080
1 + 1080

1 + −720
1 + 720

1 + 0
1 + 720

1 + 0
1

−457570
1 + 85830

1 + 114430
1 + −83170

1 + 570
1 + 0

1 + 570
1 + 0

1
−458160

1 + 85240
1 + 113840

1 + −83760
1 + 36560

1 + 0
1 + −10640

1 + 0
1

−1422720
1 + −191520

1 + −586720
1 + −860320

1 + −7332480
1 + 0

1 + 197520
1 + 0

1
−100320

1 + −9120
1 + −24320

1 + −54720
1 + −446880

1 + 0
1 + 10320

1 + 0
1

−760
1 + −760

1 + −760
1 + −760

1 + −14440
1 + 0

1 + 7160
1 + 0

1
−17790

1 + 3210
1 + 17210

1 + −3790
1 + −2610

1 + 0
1 + −2610

1 + 0
1

−40920
1 + 37830

1 + 9830
1 + −2770

1 + 25470
1 + 0

1 + −6030
1 + 0

1
−15
1 + 285

1 + 85
1 + −15

1 + 15
1 + 0

1 + 15
1 + 0

1
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−330
1 + 270

1 + 170
1 + −30

1 + 30
1 + 0

1 + 5
1 + 0

1
−346530

1 + 283620
1 + 172220

1 + −31980
1 + 31980

1 + 0
1 + 4980

1 + 0
1

−60300
1 + 48900

1 + 30700
1 + −5700

1 + 3300
1 + 0

1 + 900
1 + 0

1
−620310

1 + 514740
1 + 280940

1 + −56460
1 + 92460

1 + 0
1 + −2040

1 + 0
1

−23340
1 + 18660

1 + 11660
1 + −2340

1 + −60
1 + 0

1 + −60
1 + 0

1
−22335

1 + 18015
1 + 11365

1 + −2085
1 + 735

1 + 0
1 + 735

1 + 0
1

−32190
1 + 26385

1 + 15685
1 + −3165

1 + −3585
1 + 0

1 + 3165
1 + 0

1
−23220

1 + 18780
1 + 11780

1 + −2220
1 + −180

1 + 0
1 + 1020

1 + 0
1

−252615
1 + 201585

1 + 129635
1 + −24465

1 + −2535
1 + 0

1 + 10965
1 + 0

1
−330
1 + 270

1 + 170
1 + −30

1 + −30
1 + 0

1 + 30
1 + 0

1
−512960

1 + 410440
1 + 140440

1 + −64760
1 + −614840

1 + 0
1 + 411160

1 + 0
1

−197670
1 + 148980

1 + 32780
1 + −18620

1 + −45780
1 + 0

1 + 57420
1 + 0

1
−1437360

1 + 1083240
1 + 626840

1 + −138360
1 + −333240

1 + 0
1 + 416760

1 + 0
1

−85170
1 + 63030

1 + 42230
1 + −7170

1 + 11970
1 + 0

1 + 11970
1 + 0

1
−30690

1 + 26310
1 + 18310

1 + −690
1 + 43890

1 + 0
1 + −910

1 + 0
1

−68690
1 + 46160

1 + 29560
1 + −5840

1 + 89040
1 + 0

1 + −4760
1 + 0

1
−1209670

1 + 1025680
1 + 399080

1 + −76720
1 + 1212720

1 + 0
1 + −30280

1 + 0
1

−173570
1 + 142280

1 + 57280
1 + −10520

1 + 176520
1 + 0

1 + 3520
1 + 0

1
−64718

1 + 55712
1 + 26632

1 + −2288
1 + 95088

1 + 0
1 + −2492

1 + 0
1

−17090
1 + 6960

1 + 9160
1 + −2240

1 + 25440
1 + 0

1 + −3060
1 + 0

1
−4770

1 + 4080
1 + 1480

1 + −320
1 + 4320

1 + 0
1 + −180

1 + 0
1

−64980
1 + 43320

1 + 28120
1 + −7980

1 + −43320
1 + 0

1 + 31680
1 + 0

1
−43263

1 + 16017
1 + 20387

1 + −9633
1 + −92967

1 + 0
1 + 46053

1 + 0
1

−72555
1 + 12945

1 + 69445
1 + −15455

1 + −10545
1 + 0

1 + −10545
1 + 0

1
−1228720

1 + 199280
1 + 801280

1 + −206720
1 + 2538720

1 + 0
1 + −348480

1 + 0
1

−2910
1 + 490

1 + 2090
1 + −510

1 + 4110
1 + 0

1 + −690
1 + 0

1
−2125

1 + 375
1 + 1875

1 + −425
1 + 825

1 + 0
1 + −375

1 + 0
1

−270250
1 + 46800

1 + 151600
1 + −47000

1 + 371400
1 + 0

1 + −61950
1 + 0

1
−528070

1 + 89030
1 + 300430

1 + −91970
1 + 741870

1 + 0
1 + −124380

1 + 0
1

−52360
1 + 9240

1 + 18640
1 + −10160

1 + 23760
1 + 0

1 + −9240
1 + 0

1
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−115920
1 + 2880

1 + 27080
1 + −25720

1 + −20280
1 + 0

1 + −20280
1 + 0

1
−98710

1 + 13490
1 + 56290

1 + −17510
1 + 137610

1 + 0
1 + −23940

1 + 0
1

−7030
1 + 1130

1 + 4570
1 + −1190

1 + 12330
1 + 0

1 + −2070
1 + 0

1
−1020

1 + 180
1 + 5380

1 + −1020
1 + −180

1 + 0
1 + −180

1 + 0
1

5830
1 + −1170

1 + 5830
1 + −1170

1 + −1230
1 + 0

1 + −30
1 + 0

1
−44950

1 + 8850
1 + 45250

1 + −8550
1 + −1050

1 + 0
1 + −1050

1 + 0
1

−33110
1 + 6690

1 + 32890
1 + −6510

1 + −5490
1 + 0

1 + 510
1 + 0

1
−2969

1 + 531
1 + 2871

1 + −629
1 + −411

1 + 0
1 + −411

1 + 0
1

−61370
1 + 10830

1 + 60230
1 + −11970

1 + −10830
1 + 0

1 + 4770
1 + 0

1
−15428

1 + 2052
1 + 13072

1 + −3648
1 + −19152

1 + 0
1 + 8568

1 + 0
1

−98002
1 + −1482

1 + 53998
1 + −31882

1 + −317718
1 + 0

1 + 139962
1 + 0

1
−16
1 + 3

1 + 16
1 + −3

1 + 0
1 + 0

1 + 0
1 + 0

1
−1111120

1 + 17480
1 + 261680

1 + −239920
1 + −152880

1 + 0
1 + −152880

1 + 0
1

−32176
1 + 3384

1 + 1424
1 + −9616

1 + 463856
1 + 0

1 + −42384
1 + 0

1
−8194560

1 + 1393440
1 + 5435440

1 + −1332560
1 + 20102160

1 + 0
1 + −2288640

1 + 0
1

−254350
1 + 44250

1 + 190650
1 + −44750

1 + 329550
1 + 0

1 + −55050
1 + 0

1
−4131824

1 + 702816
1 + 2680976

1 + −689584
1 + 8690544

1 + 0
1 + −1150416

1 + 0
1

−93634
1 + 16206

1 + 67566
1 + −16394

1 + 129354
1 + 0

1 + −21606
1 + 0

1
−2995980

1 + 2831520
1 + 759520

1 + −172880
1 + 3971280

1 + 0
1 + −157320

1 + 0
1

−298005
1 + 260120

1 + 76820
1 + −12480

1 + 477280
1 + 0

1 + 30780
1 + 0

1
−1061465

1 + 792360
1 + 143860

1 + −84240
1 + 224240

1 + 0
1 + 154240

1 + 0
1

−540220
1 + 517280

1 + 141280
1 + −27920

1 + 823120
1 + 0

1 + −22880
1 + 0

1
240
1 + 240

1 + 240
1 + 240

1 + 4560
1 + 0

1 + −140
1 + 0

1
560
1 + 10560

1 + 1360
1 + −240

1 + 8240
1 + 0

1 + 240
1 + 0

1
6060
1 + −1140

1 + −340
1 + 60

1 + −60
1 + 0

1 + −60
1 + 0

1
−1870

1 + 330
1 + 2130

1 + −470
1 + −330

1 + 0
1 + −330

1 + 0
1

−240
1 + −240

1 + −240
1 + −240

1 + 70640
1 + 0

1 + −4560
1 + 0

1
148080

1 + −353520
1 + −351120

1 + −259920
1 + 32723920

1 + 0
1 + −2704080

1 + 0
1

9336
1 + −17424

1 + −16464
1 + −10224

1 + 1423984
1 + 0

1 + −116976
1 + 0

1
27330

1 + −21120
1 + −20520

1 + 13680
1 + 304720

1 + 0
1 + −13680

1 + 0
1
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128490
1 + −123360

1 + −110760
1 + 50640

1 + 2830960
1 + 0

1 + −189840
1 + 0

1
58848

1 + −50832
1 + −45552

1 + 18768
1 + 1316912

1 + 0
1 + −88368

1 + 0
1

137040
1 + −147960

1 + −141360
1 + −95760

1 + 12672560
1 + 0

1 + −1044240
1 + 0

1
210960

1 + −39840
1 + −25840

1 + 4560
1 + 57840

1 + 0
1 + −4560

1 + 0
1

−17955
1 + 2945

1 + 17245
1 + −3655

1 + −1545
1 + 0

1 + −1545
1 + 0

1
−11215

1 + 2085
1 + 11185

1 + −2115
1 + 915

1 + 0
1 + −285

1 + 0
1

15230
1 + −2970

1 + 15230
1 + −2970

1 + 570
1 + 0

1 + −1830
1 + 0

1
−1470

1 + 330
1 + 1530

1 + −270
1 + 270

1 + 0
1 + −130

1 + 0
1

−3640
1 + 960

1 + 3860
1 + −540

1 + 2940
1 + 0

1 + −385
1 + 0

1
−45230

1 + 9370
1 + 45770

1 + −8830
1 + 2430

1 + 0
1 + −3970

1 + 0
1

−15890
1 + 2510

1 + 12910
1 + −2890

1 + 13290
1 + 0

1 + −2310
1 + 0

1
−28746

1 + 5334
1 + 28214

1 + −5346
1 + 5346

1 + 0
1 + −894

1 + 0
1

−234150
1 + 47650

1 + 210850
1 + −41350

1 + 183750
1 + 0

1 + −29050
1 + 0

1
−3170

1 + 630
1 + 3230

1 + −570
1 + 570

1 + 0
1 + −80

1 + 0
1

−20070
1 + 23130

1 + 18430
1 + 4030

1 + 93870
1 + 0

1 + −8855
1 + 0

1
−4620

1 + 5580
1 + 9880

1 + 2680
1 + 52920

1 + 0
1 + −6755

1 + 0
1

−214795
1 + −52345

1 + −17195
1 + −89395

1 + −1120905
1 + 0

1 + 486195
1 + 0

1
−192185

1 + −21185
1 + 69065

1 + −73435
1 + −874665

1 + 0
1 + 384435

1 + 0
1

−252700
1 + −36100

1 + 81700
1 + −98800

1 + −1191300
1 + 0

1 + 521700
1 + 0

1
−85430

1 + 3490
1 + 22730

1 + −16790
1 + −2850

1 + 0
1 + −2850

1 + 0
1

−2994960
1 + 117240

1 + 790640
1 + −592560

1 + 199760
1 + 0

1 + −193040
1 + 0

1
−13602

1 + 1198
1 + 6238

1 + −2522
1 + 12342

1 + 0
1 + −2388

1 + 0
1

−140030
1 + 6720

1 + 40770
1 + −27180

1 + 27180
1 + 0

1 + −9645
1 + 0

1
−790640

1 + 113760
1 + 508560

1 + −129840
1 + 1958640

1 + 0
1 + −210960

1 + 0
1

−1036400
1 + 178080

1 + 708240
1 + −149040

1 + 4026480
1 + 0

1 + −259920
1 + 0

1
−8046080

1 + 1541920
1 + 5583920

1 + −1184080
1 + 27284880

1 + 0
1 + −2193520

1 + 0
1

9280
1 + 9280

1 + 80
1 + 80

1 + 1520
1 + 0

1 + 720
1 + 0

1
60
1 + 60

1 + 0
1 + 0

1 + 80
1 + 0

1 + 0
1 + 0

1
16440

1 + −13560
1 + −12560

1 + −7760
1 + 1083760

1 + 0
1 + −89040

1 + 0
1

306480
1 + −53520

1 + −41520
1 + 16080

1 + 1247920
1 + 0

1 + −85680
1 + 0

1
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125520
1 + −16980

1 + −13680
1 + 9120

1 + 199280
1 + 0

1 + −9120
1 + 0

1
8840
1 + 8840

1 + 40
1 + 40

1 + 360
1 + 0

1 + 760
1 + 0

1
705
1 + 705

1 + 5
1 + 5

1 + 45
1 + 0

1 + 45
1 + 0

1
−880
1 + −880

1 + −21680
1 + −21680

1 + −16720
1 + 0

1 + −16720
1 + 0

1
−13680

1 + −13680
1 + −28880

1 + −28880
1 + −259920

1 + 0
1 + 7680

1 + 0
1

417915
1 + −78135

1 + −52810
1 + 11040

1 + −16890
1 + 0

1 + 3585
1 + 0

1
133920

1 + −25080
1 + −16480

1 + 3120
1 + −3120

1 + 0
1 + 480

1 + 0
1

6057360
1 + −1170240

1 + −817840
1 + 177360

1 + −551760
1 + 0

1 + 103440
1 + 0

1
810210

1 + −158790
1 + −114790

1 + 26210
1 + −110010

1 + 0
1 + 24390

1 + 0
1

23260560
1 + −4555440

1 + −3413440
1 + 916560

1 + −3105360
1 + 0

1 + 725040
1 + 0

1
4091940

1 + −805860
1 + −576560

1 + 127840
1 + −515040

1 + 0
1 + 93960

1 + 0
1

17
1 + −3

1 + 17
1 + −3

1 + −9
1 + 0

1 + 3
1 + 0

1
9248440

1 + −1946360
1 + −1296560

1 + 162640
1 + −1287440

1 + 0
1 + 105760

1 + 0
1

22877976
1 + −5079384

1 + −3414224
1 + 404016

1 + −3778416
1 + 0

1 + 313344
1 + 0

1
590260

1 + −120740
1 + −75240

1 + 12360
1 + −27960

1 + 0
1 + −20160

1 + 0
1

4321080
1 + −886920

1 + −548920
1 + 92280

1 + −170280
1 + 0

1 + −170280
1 + 0

1
1890295

1 + −385955
1 + −238080

1 + 39720
1 + −59220

1 + 0
1 + −78720

1 + 0
1

2929040
1 + −6601360

1 + −6555760
1 + −4822960

1 + −49182640
1 + 0

1 + 1588160
1 + 0

1
5035
1 + −3990

1 + −5415
1 + 3610

1 + −3610
1 + 0

1 + 3190
1 + 0

1
71079

1 + −60686
1 + −72371

1 + 38114
1 + −98914

1 + 0
1 + 39726

1 + 0
1

111188
1 + −206492

1 + −170012
1 + −54492

1 + −1381908
1 + 0

1 + 572172
1 + 0

1
1637496

1 + −3041064
1 + −3127704

1 + 29336
1 + −20351736

1 + 0
1 + 8689224

1 + 0
1

241680
1 + −579120

1 + −594320
1 + −411920

1 + −4436880
1 + 0

1 + 165120
1 + 0

1
287280

1 + −533520
1 + −548720

1 + −275120
1 + −3570480

1 + 0
1 + 174720

1 + 0
1

246160
1 + −541040

1 + −533840
1 + −385040

1 + −3982160
1 + 0

1 + 132640
1 + 0

1
15315216

1 + −28442544
1 + −27259984

1 + −17696144
1 + −190346256

1 + 0
1 + 6683904

1 + 0
1

8880
1 + 7980

1 + −120
1 + 80

1 + −80
1 + 0

1 + 920
1 + 0

1
80240

1 + 55040
1 + −3760

1 + 1840
1 + −5840

1 + 0
1 + 8160

1 + 0
1

493160
1 + −88540

1 + −108240
1 + 72160

1 + −72160
1 + 0

1 + 62840
1 + 0

1
5711680

1 + −1029920
1 + −1175520

1 + 693680
1 + −1233680

1 + 0
1 + 656320

1 + 0
1
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31864
1 + −5072

1 + −6152
1 + 2056

1 + −26600
1 + 0

1 + 14440
1 + 0

1
424280

1 + −77320
1 + −94920

1 + 72280
1 + −18280

1 + 0
1 + 35720

1 + 0
1

4590
1 + −810

1 + −910
1 + 890

1 + −1410
1 + 0

1 + 810
1 + 0

1
31860

1 + −5940
1 + −6640

1 + 1760
1 + −17760

1 + 0
1 + 3240

1 + 0
1

10574080
1 + −1953920

1 + −2185920
1 + 1244080

1 + −2523280
1 + 0

1 + 1206720
1 + 0

1
194660

1 + −32140
1 + −36340

1 + 14060
1 + −110060

1 + 0
1 + 50940

1 + 0
1

83130
1 + −14670

1 + −13870
1 + 4730

1 + −32370
1 + 0

1 + 14670
1 + 0

1
495720

1 + −87480
1 + −98280

1 + 50120
1 + −179880

1 + 0
1 + 87480

1 + 0
1

62435
1 + −10465

1 + −11815
1 + 4385

1 + −40345
1 + 0

1 + 19865
1 + 0

1
90440

1 + −17860
1 + −21660

1 + 14440
1 + −14440

1 + 0
1 + 12560

1 + 0
1

1943168
1 + −396112

1 + −439432
1 + 249888

1 + −508288
1 + 0

1 + 242192
1 + 0

1
2039480

1 + −388120
1 + −474720

1 + 361480
1 + −91480

1 + 0
1 + 178520

1 + 0
1

17990
1 + −3610

1 + −4010
1 + 3190

1 + −90
1 + 0

1 + −90
1 + 0

1
11255

1 + −2095
1 + −2445

1 + 2005
1 + 245

1 + 0
1 + 245

1 + 0
1

47955
1 + −10095

1 + −11170
1 + 10955

1 + −17655
1 + 0

1 + 10095
1 + 0

1
382305

1 + −73995
1 + −82445

1 + 58555
1 + −37005

1 + 0
1 + 18495

1 + 0
1

316860
1 + −61140

1 + −68140
1 + 57860

1 + −27660
1 + 0

1 + 16740
1 + 0

1
255
1 + −45

1 + 155
1 + 255

1 + 45
1 + 0

1 + 45
1 + 0

1
532950

1 + −133950
1 + −146300

1 + 76000
1 + −205200

1 + 0
1 + 78900

1 + 0
1

380
1 + 380

1 + 0
1 + 0

1 + 0
1 + 0

1 + 40
1 + 0

1
15680

1 + 15680
1 + 80

1 + 80
1 + 1520

1 + 0
1 + 1520

1 + 0
1

4008240
1 + −756960

1 + −490960
1 + 86640

1 + −86640
1 + 0

1 + 6960
1 + 0

1
528
1 + −99

1 + −64
1 + 12

1 + 0
1 + 0

1 + 0
1 + 0

1
834000

1 + −169200
1 + −113200

1 + 8400
1 + −18000

1 + 0
1 + −18000

1 + 0
1

929160
1 + −174360

1 + −112760
1 + 21000

1 + −11640
1 + 0

1 + −2280
1 + 0

1
988920

1 + −185880
1 + −119480

1 + 22920
1 + −7320

1 + 0
1 + −7320

1 + 0
1

11040
1 + −2160

1 + −1360
1 + 240

1 + −240
1 + 0

1 + −240
1 + 0

1
45135

1 + −9315
1 + −5740

1 + 860
1 + −2160

1 + 0
1 + −2160

1 + 0
1

1790
1 + −410

1 + 1790
1 + −410

1 + −390
1 + 0

1 + −390
1 + 0

1


Com as inequações acima, o próximo passo é a programação linear para achar os novos limites

do conjunto credal K(D,C, S): 

3
400 ≤ D1, C1, S1 ≤ 3

50
9

400 ≤ D1, C1, S2 ≤ 33
200

1
40 ≤ D1, C2, S1 ≤ 3

25
3
40 ≤ D1, C2, S2 ≤ 33

100
3

1600 ≤ D2, C1, S1 ≤ 1
40

19
800 ≤ D2, C1, S2 ≤ 3

50
51
100 ≤ D2, C2, S1 ≤ 77

100
0
1 ≤ D2, C2, S2 ≤ 0

1





66 INFERÊNCIA EM REDES CREDAIS USANDO TÉCNICAS DE ÁLGEBRA LINEAR (FATORAÇÃO
SIMBÓLICA) 3.4

Somar vértices K(C, S) =
∑
{D,C,S}\{C,S}K(D,C, S) que resulta na matrix de vértices abaixo:

13
400

159
200

33
400

9
100

469
50000

159
200

33
400

707
6250

19
400

159
200

33
400

3
40

1547
25000

39031
50000

33
400

3
40

1547
25000

159
200

1703
25000

3
40

469
50000

14453
25000

33
400

33
100

469
50000

159
200

6031
50000

3
40

469
50000

34531
50000

9
40

3
40

1547
25000

15953
25000

9
40

3
40

469
50000

34531
50000

9
40

3
40

1547
25000

15953
25000

9
40

3
40

469
50000

5207
6250

33
400

3
40

469
50000

5207
6250

33
400

3
40

1547
25000

39031
50000

33
400

3
40

19
400

159
200

33
400

3
40

17
200

303
400

33
400

3
40

13
400

111
200

33
400

33
100

21
400

107
200

33
400

33
100

17
200

107
200

33
400

119
400

21
400

107
200

33
400

33
100

1547
25000

107
200

33
400

16031
50000

1547
25000

107
200

457
6250

33
100

17
200

107
200

1
20

33
100

13
400

107
200

41
400

33
100

13
400

107
200

9
40

83
400

17
200

107
200

9
40

31
200

13
400

63
100

9
40

9
80

7
100

63
100

9
40

3
40

17
200

123
200

9
40

3
40

7
100

63
100

9
40

3
40
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17
200

63
100

21
100

3
40

469
50000

107
200

6281
50000

33
100

469
50000

107
200

9
40

11531
50000

1547
25000

107
200

9
40

4453
25000

469
50000

63
100

9
40

6781
50000

1547
25000

63
100

9
40

1039
12500

13
400

111
200

33
400

33
100

13
400

63
100

33
400

51
200

17
200

63
100

33
400

81
400

17
200

63
100

21
100

3
40

469
50000

14453
25000

33
400

33
100

469
50000

63
100

33
400

6953
25000

1547
25000

63
100

33
400

11281
50000

13
400

159
200

39
400

3
40

13
400

267
400

9
40

3
40

17
200

123
200

9
40

3
40

13
400

267
400

9
40

3
40

13
400

159
200

37
800

101
800

469
50000

159
200

37
800

14937
100000

1547
25000

159
200

37
800

9687
100000

1547
25000

159
200

1703
25000

3
40

469
50000

61437
100000

37
800

33
100

1547
25000

56187
100000

37
800

33
100

469
50000

159
200

6031
50000

3
40

469
50000

72687
100000

151
800

3
40

1547
25000

67437
100000

151
800

3
40

469
50000

72687
100000

151
800

3
40

1547
25000

67437
100000

151
800

3
40

469
50000

86937
100000

37
800

3
40

1547
25000

81687
100000

37
800

3
40
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469
50000

86937
100000

37
800

3
40

1547
25000

81687
100000

37
800

3
40

67
800

159
200

37
800

3
40

67
800

159
200

37
800

3
40

17
200

127
160

37
800

3
40

13
400

473
800

37
800

33
100

17
200

431
800

37
800

33
100

17
200

107
200

1
20

33
100

1547
25000

107
200

457
6250

33
100

13
400

107
200

41
400

33
100

13
400

107
200

151
800

39
160

17
200

107
200

151
800

153
800

13
400

63
100

151
800

119
800

17
200

63
100

151
800

77
800

469
50000

107
200

6281
50000

33
100

469
50000

107
200

151
800

26687
100000

1547
25000

107
200

151
800

21437
100000

469
50000

63
100

151
800

17187
100000

1547
25000

63
100

151
800

11937
100000

13
400

473
800

37
800

33
100

13
400

63
100

37
800

233
800

17
200

63
100

37
800

191
800

469
50000

61437
100000

37
800

33
100

469
50000

63
100

37
800

31437
100000

1547
25000

63
100

37
800

26187
100000

1547
25000

56187
100000

37
800

33
100




17
200

431
800

37
800

33
100

13
400

159
200

39
400

3
40

13
400

563
800

151
800

3
40

17
200

521
800

151
800

3
40

13
400

563
800

151
800

3
40

17
200

521
800

151
800

3
40

13
400

677
800

37
800

3
40

13
400

677
800

37
800

3
40

17
200

127
160

37
800

3
40

13
400

81
100

33
400

3
40

13
400

81
100

33
400

3
40

17
200

303
400

33
400

3
40





3.4 FATORAÇÃO NUMÉRICA 69

Com a matriz de vértices somada, achar o fecho convexo é o próximo passo para então enumerar
faces de K(C, S):

−1
1 +1

1 .K(C1, S1) +1
1 .K(C2, S1) +1

1 .K(C1, S2) +1
1 .K(C2, S2) ≤ 0

17
1 +−2001 .K(C1, S1) +0

1 .K(C2, S1) +0
1 .K(C1, S2) +0

1 .K(C2, S2) ≤ 0
37
1 +−401 .K(C1, S1) +−401 .K(C2, S1) +−401 .K(C1, S2) +0

1 .K(C2, S2) ≤ 0
9
1 +0

1 .K(C1, S1) +0
1 .K(C2, S1) +−401 .K(C1, S2) +0

1 .K(C2, S2) ≤ 0
−469
1 +50000

1 .K(C1, S1) +0
1 .K(C2, S1) +0

1 .K(C1, S2) +0
1 .K(C2, S2) ≤ 0

−67
1 +100

1 .K(C1, S1) +100
1 .K(C2, S1) +100

1 .K(C1, S2) +0
1 .K(C2, S2) ≤ 0

−107
1 +0

1 .K(C1, S1) +200
1 .K(C2, S1) +0

1 .K(C1, S2) +0
1 .K(C2, S2) ≤ 0

−37
1 +0

1 .K(C1, S1) +0
1 .K(C2, S1) +800

1 .K(C1, S2) +0
1 .K(C2, S2) ≤ 0


Com as inequações acima, o próximo passo é a programação linear para achar os novos limites

do conjunto credal K(C, S): 
469

50000 ≤ C1, S1 ≤ 17
200

37
800 ≤ C1, S2 ≤ 9

40
107
200 ≤ C2, S1 ≤ 86937

100000
3
40 ≤ C2, S2 ≤ 33

100


Regra de Bayes

Após as eliminações serem executadas, é necessário aplicar a regra de bayes:

K(C|S) =
K(C∩S)
K(S)

=

∑⊗
{S,D,C,B}\{C,S}K(S,D,C,B)∑⊗
{S,D,C,B}\{S}K(S,D,C,B)

=
K(C,S)

K(S)

1. Enumerar vértices de K(C, S)

2. Enumerar vértices de K(S)

3. Dividir os vértices K(C, S) pelos vértices de K(S), onde K(C|S) =
K(C,S)

K(S)

4. Achar o fecho convexo e então enumerar faces de K(C|S)

5. Programação Linear K(C|S) para achar os novos limites do conjunto credal

Dado os vértices de K(C, S) representados pela matriz a seguir:

469
50000

107
200

6281
50000

33
100

17
200

107
200

1
20

33
100

469
50000

61437
100000

37
800

33
100

17
200

431
800

37
800

33
100

469
50000

107
200

9
40

11531
50000

17
200

107
200

9
40

31
200

469
50000

34531
50000

9
40

3
40

469
50000

86937
100000

37
800

3
40

17
200

127
160

37
800

3
40

17
200

123
200

9
40

3
40


E considerando também os vértices de K(S) representados pela matriz a seguir:[

1
4

3
4

1
2

1
2

]
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A divisão dos vérticesK(C, S) pelos vértices deK(S), ondeK(C|S) =
K(C,S)

K(S)
gerou um conjunto

de vértices conforme a matriz abaixo mostra:

469
12500

107
50

16749
100000

11
25

469
25000

107
100

6281
25000

33
50

17
50

107
50

6667
100000

11
25

17
100

107
100

1
10

33
50

469
12500

61437
25000

6167
100000

11
25

469
25000

61437
50000

37
400

33
50

17
50

431
200

6167
100000

11
25

17
100

431
400

37
400

33
50

469
12500

107
50

3
10

30749
100000

469
25000

107
100

9
20

11531
25000

17
50

107
50

3
10

20667
100000

17
100

107
100

9
20

31
100

469
12500

34531
12500

3
10

1
10

469
25000

34531
25000

9
20

3
20

469
12500

86937
25000

6167
100000

1
10

469
25000

86937
50000

37
400

3
20

17
50

127
40

6167
100000

1
10

17
100

127
80

37
400

3
20

17
50

123
50

3
10

1
10

17
100

123
100

9
20

3
20


Este conjunto de vértices gerados para K(C|S) teve o fecho convexo calculado e as faces enume-

radas. As faces geradas do conjunto credal K(C|S) podem ser expressos como b+Ax ≤ 0, onde b é
um vetor e A é uma matriz de números reais. E x é o vetor dos estados da probabilidade conjunta:

K(C1|S1)
K(C2|S1)
K(C1|S2)
K(C2|S2)
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E a matriz A é representada por:

(1) (1) (1) (1)

(−1) (−1) (−9) (−1)

(1) (1) (1) (25)

(−8.156516841) (1.030934087) (3.092802261) (3.092771939)

(−8.156435924) (1.030936304) (3.092712265) (3.092712265)

(−2.999906253) (−1) (−8.466691666) (−2.999906253)

(−1) (−1) (−4.183692435) (−2.999906253)

(−1.470588235) (0) (−1.666666667) (0)

(−5.470615808) (1) (1) (2.999906253)

(−4.803941176) (1) (1) (1)

(−12.84051362) (−1) (−12.84051362) (−12.84051362)

(−1.198812048) (−1) (−3.596673956) (−3.596673956)

(−1) (−1) (−3.000198373) (−3.000198373)

(−1) (−1.000050059) (−4.183553752) (−3.000198373)

(−1) (−1.000050059) (−3.000260895) (−3.000198373)

(−1) (−1) (−3.000141143) (−3.000099183)

(1) (1) (1) (1)

(8.460873294) (−1) (−3.000110713) (−3)

(8.459093347) (−1) (−3.000189) (−3.000189)

(273.3267358) (−3.09281539) (−3.09281539) (−3.09281539)

(13.32514548) (0) (8.108327252) (0)

(28.67324094) (−1) (−1) (−3)

(8.463219616) (−1) (−3) (−3)

(8.462351077) (−1) (−3) (−3)

(46.97407816) (−1) (−3) (−1)

(13.32622601) (0) (0) (5)

(−1) (−1) (−3.000198373) (−3.806803314)

(−1) (−1) (−3) (−3.806954545)

(−3) (−1) (−3) (−6.727318182)
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(−1.470588235) (0) (0) (−1.136363636)

(−4.500058824) (1) (3) (1)

(−1) (−1) (−1) (−5.530318182)

(1) (1) (33.32792734) (1)

(−8.156551832) (1.030932963) (3.092842147) (3.09279889)

(−1) (−1) (−3) (−3)

(1) (1) (52.14077198) (3)

(−1) (−1) (−3) (−2.999906253)

(−2.941176471) (0) (0) (0)

(1) (1) (3) (33.30017413)

(1) (0) (0) (0)

(0) (1) (0) (0)

(0) (0) (1) (0)

(0) (0) (0) (1)


E o vetor real b é: 

(−1)

(5.6)

(−5.6)

(−1)

(−1)

(6.319966251)

(4.355098356)

(1)

(−1.199981251)

(−1.01333)

(13.01167767)

(4.369922889)

(4.000117196)

(4.355224249)

(4.000236392)

(4.000143592)

(−2)
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(3.645066068)

(3.645199633)

(1)

(−1)

(2.76333)

(3.64495)

(3.644985175)

(2)

(−1)

(4.35502337)

(4.35507)

(6.32003)

(1)

(−1.24999)

(4.99001)

(−4.990333279)

(−1)

(4)

(−7.030521408)

(4)

(1)

(−7.03003)

(0)

(0)

(0)

(0)


E com programação linear os novos limites do conjunto credal K(C|S) encontrados foram:

469
25000 ≤ C1|S1 ≤ 469

25000
6167

100000 ≤ C1|S2 ≤ 6167
100000

107
100 ≤ C2|S1 ≤ 107

100
0
1 ≤ C2|S2 ≤ 0

1
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Capítulo 4

Paralelização da inferência em Redes
Credais através de computação
distribuída com OpenMPI

Com a divisão da inferência de redes credais em fatoração simbólica e fatoração numérica, �ca
claro que a árvore de eliminação é o artefato produzido mais importante para a paralelização. Na
árvore de eliminação é estabelcido o balanceamento da carga de trabalho computacional. Enquanto
que a fatoração numérica estabelece a funcionalidade de cada unidade computacional disponível
para processamento, especi�cando quais cálculos numéricos devem ser executados.

Este capítulo possui uma pequena introdução no conceito de paralelismo, que será necessário
para que o entendimento da implementação da inferência seja pleno. E após esta introdução, o código
fonte da biblioteca criada para inferir em redes credais será explicado. Logo depois, os experimentos
utilizando a biblioteca de paralelização serão detalhados assim como seus resultados.

4.1 Computação Paralela

Com a análise de algoritmos, Cormen et al. (2009), um problema computacional é estudado
para ter a sua solução com o algoritmo mais e�ciente tanto em questão de recursos de processa-
mento quanto em questão de recursos de armazenamento. Porém, este estudo ao chegar no limite da
e�ciência de processamento existem outras técnicas para melhorar a capacidade de processamento
do algoritmo, chamadas de paralelismo. Sendo este algoritmo implementado por um programa de
computador, este programa poderá utilizar essas técnicas de paralelização para diminuir o tempo
de processamento e consequentemente o tempo de espera do usuário. O paralelismo é a capaci-
dade de o programa de computador ser executado por mais de uma unidade de processamento,
Nagarajan et al. (2013), Grama et al. (2003), Pacheco (1997) e Quinn (2003). Para uma melhor
compreensão do paralelismo pode-se utilizar a classi�cação de como os hardwares dão suporte ao
paralelismo chamada taxonomia de Flynn, Flynn (1972), que será introduzida logo a seguir.

4.1.1 Taxonomia de Flynn

A Taxonomia de Flynn, Flynn (1972), é uma classi�cação de como o processamento paralelo
trabalhará do ponto de vista de dados e processamento, Nagarajan et al. (2013),Grama et al. (2003)
,Quinn (2003) e Pacheco (1997):

75
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Instruções \ Dados Fluxo único de dados Fluxo múltiplo de dados
Fluxo único de instruções SISD SIMD

Fluxo múltiplo de instruções MISD MIMD

Tabela 4.1: Taxonomia de Flynn

Cada entrada na tabela acima 4.1 tem o sign�cado conforme abaixo:

• SISD - Single Instruction Single Data: Este termo em inglês signi�ca um programa onde existe
somente um �uxo de instruções em um �uxo único de dados.

• SIMD - Single Instruction Multiple Data: Este termo em inglês signi�ca um programa onde
existe somente um �uxo de instruções em um �uxo de múltiplos dados. Isto signi�ca que uma
única instrução será executada de maneira paralela em diferentes fontes de dados.

• MISD - Multiple Instruction Single Data: Este termo em inglês signi�ca um programa onde
existe um �uxo de múltipla instruções em um �uxo único de dados. Isto signi�ca que várias
e diferentes instruções serão executadas de maneira paralela em uma única e compartilhada
fonte de dados.

• MIMD - Multiple Instruction Multiple Data: Este termo em inglês signi�ca um programa
onde existe um �uxo de múltipla instruções em um �uxo de múltiplos dados. Isto signi�ca
que várias e diferentes instruções serão executadas de maneira paralela em múltiplas fonte de
dados. Estas fontes de dados não são necessariamente compartilhadas.

4.1.2 Computação distribuída - MPI

Do ponto de vista de dados, o paralelismo pode possuir uma camada de dados compartilhadas
ou distribuída. Na camada de dados compartilhada, a memória é vista de maneira igual por todas
as unidades de processamento que estão sendo executadas em paralelo, necessitando de mecanismos
de controle especí�cos de paralelismo para leitura e escrita na memória compartilhada. E para a
camada de dados distribuída, cada unidade de processamento possui um espaço próprio na memória.
E o paralelismo com a camada de dados distribuída possui diversos paradigmas, Tanenbaum e Steen
(2002), Grama et al. (2003).

A troca de mensagens é o paradigma de paralelismo de memória distribuída utilizada neste
trabalho. MPI - Message Passing Interface é um padrão proposto para uma biblioteca que traba-
lhe em uma rede de computadores, oferecendo uma interface para passagem de mensagens entre
processos independente em qual computador este processo esteja, Pacheco (1997), Quinn (2003)
e Grama et al. (2003). OpenMPI é uma biblioteca de código aberto que implementa a MPI para
diversos tipos de hardwares, Pacheco (1997).

4.2 Biblioteca para Inferência em Redes Credais - Organização do

código-fonte

A biblioteca é implementada na linguagem de programação C, Schildt (2001). E o código da
biblioteca está organizado em diversas camadas conforme segue abaixo:

• Rede Credal - são as funções para manipulação de arquivos XML no formato BIF, Cozman
(2016), que representam redes bayesianas e redes credais, Maranhão (2013). E manipulam
também estruturas de dados internas da biblioteca que representam as redes credais.

• Fatoração Simbólica - são as funções que possuem estruturas de dados internas e operações
internas da biblioteca para executarem a fatoração simbólica, Colla (2007).
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• Computação distribuída - são as funções que possuem estruturas e operações internas para
troca de mensagens especí�cas de redes credais entre processos de máquinas diferentes utili-
zando como suporte a biblioteca OpenMPI.

• Envoltória Convexa e Enumeração de vértices de um poliedro - são as funções que executam os
cálculos especi�cados pela fatoração numérica, Avis e Fukuda. (1992), Fukuda e AlainProdon
(1996), Fukuda (2016) e Avis (2016).

4.3 Comparação da inferência linear com a paralela escalável

4.3.1 Tempo de execução

Foram criadas duas redes credais de exemplos conforme anexos que se encontram no �m deste
texto. Como a biblioteca de inferência foi desenvolvida para rodar em ambiente linux, a biblioteca
utilizada para medição de tempo foi a biblioteca times.h, Bach (1986),Colla (2007).

Foram criadas duas redes credais de exemplos conforme anexos que se encontram no �m deste
texto. Como a biblioteca de inferência foi desenvolvida para rodar em ambiente linux, a biblioteca
utilizada para medição de tempo foi a biblioteca times.h, Bach (1986),Colla (2007).

O equipamento B utilizado para rodar o experimento da rede credal B do anexo foram duas
máquinas virtuais com a con�guração :

• Processador: Intel(R) Core(TM) i5-2450M CPU @ 2.50GHz 64 bits

• Memória: 1650Mb

• Rede: 82540EM Gigabit Ethernet Controller - Intel Corporation

• HD: 82801HM/HEM (ICH8M/ICH8M-E) SATA Controller [AHCI mode] - Intel Corporation

• E com o sistema operacional con�gurado:

� Ubuntu 14.04.1 LTS

� Partição para armazenamento do HD: 7679Mb

� Partição para swap: 510Mb

� Compilador gcc 4.8.4

� Biblioteca OpenMPI libopenmpi1.6.5-8

� Biblioteca C Gnu libc - 2.19

O equipamento A utilizado para rodar o experimento da rede credal A do anexo foi uma máquina
virtual com a con�guração:

• Processador: Intel(R) Core(TM) i5-2450M CPU @ 2.50GHz 64 bits

• Memória: 2448Mb

• Rede: 82540EM Gigabit Ethernet Controller - Intel Corporation

• HD: 82801HM/HEM (ICH8M/ICH8M-E) SATA Controller [AHCI mode] - Intel Corporation

• E com o sistema operacional con�gurado:

� Ubuntu 14.10

� Partição para armazenamento do HD: 47Gb

� Sem partição para swap

� Compilador gcc 4.9.1
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� Biblioteca OpenMPI libopenmpi1.6.5-8

� Biblioteca C Gnu libc - 2.19

Com estes equipamentos, os tempos das execuções de ambas redes foram medidos confome a
tabela do experimento 4.2:

Rede Credal Equipamento Variáveis Requisitadas Tempo linear Tempo distribuído
Anexo A A 3 variáveis 552 clock ticks 654 clock ticks
Anexo B B 9 variáveis 12470 clock ticks 398 clock ticks

Tabela 4.2: Experimento de Inferência em Redes Credais

A medida de tempo clock ticks, Bach (1986), é uma medida de ciclo de processamento especí�ca
do sistema unix. Existe uma variável de tempo que desde o boot do sistema operacional é atualizada
a cada interrupção do relógio, formando a medida de tempo clock ticks.



Capítulo 5

Conclusão e trabalhos futuros

5.1 Conclusão

Dado os experimentos, pode-se concluir que o algoritmo de fatoração simbólica ajudou a diminuir
o tempo de processamento de inferência em redes credais através do método de eliminação de
variáveis. E abriu a oportunidade para que o este método de inferência tire melhor proveito da
computação paralela. Em especial dentro da computação paralela, a computação distribuída foi a
escolhida para este experimento e traz consigo as propriedades que a inferência irá se bene�ciar
como :

• Melhora de desempenho: a capacidade de aumentar o poder computacional de maneira que o
tempo de processamento da inferência diminua;

• Escalabilidade: que é a capacidade de aumentar a oferta de processamento a medida que a
demanda computacional para a inferência cresça;

• Resiliência habilidade de evoluir a solução para construir unidades de processamento que
caso não respondam de maneira esperada, sejam substituídas em tempo de processamento
sem afetar o processamento da inferência.

E sobre as limitações, a fatoração simbólica utilizada neste trabalho paralelizou somente o
método de eliminação de variáveis para inferência aproximadas com o algoritmo A/R+ em redes
credais, da Rocha et al. (2003), logo qualquer outro método de inferência fora a eliminação de
variáveis não tem apoio para ser paralelizado.

5.2 Trabalhos futuros

O trabalho de associação de fatoração simbólica, Stern (2006) e Stern (1994), a inferência esta-
tística , Colla (2007) e Maranhão (2013), pode ser continuado de diversas formas:

• Outros métodos de inferências aproximadas ou exatas, Antonucci et al. (2014), em redes cre-
dais podem ter a fatoração simbólica aplicadas de maneira a paralelizá-los;

• Pode-se estender algumas outras técnicas dentro da fatoração simbólica, Maranhão (2013),Stern
(2006) e Stern (1994), para o método de eliminação de variáveis nas redes credais;

• E também a aplicação de fatoração simbólica pode ser aplicado na inferência em outros tipos
de redes probabilísticas grá�cas, Cozman (2000), Antonucci et al. (2014) e Koller e Friedman
(2009).
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Apêndice A

Rede Credal do exemplo de inferência

A.1 Rede Credal do exemplo A de inferência

A.1.1 Rede Credal com limites inferiores

<!--

Bayesian network in XMLBIF v0.3 (BayesNet Interchange Format)
Produced by JavaBayes (http://www.cs.cmu.edu/~javabayes/
Output created Sun Jul 29 20:18:49 BRT 2007

-->
<!-- DTD for the XMLBIF 0.3 format -->
<BIF VERSION="0.3">
<NETWORK>
<NAME>InternalNetwork</NAME>
<!-- Variables -->
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>S</NAME>
<OUTCOME>S1</OUTCOME>
<OUTCOME>S2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (828, 193)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>B</NAME>
<OUTCOME>B1</OUTCOME>
<OUTCOME>B2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (957, 142)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>C</NAME>
<OUTCOME>C1</OUTCOME>
<OUTCOME>C2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>D</NAME>
<OUTCOME>D1</OUTCOME>
<OUTCOME>D2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
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<!-- Probability distributions -->
<DEFINITION>
<FOR>S</FOR>
<TABLE>0.25 0.5</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>C</FOR>
<GIVEN>D</GIVEN>
<TABLE>0.15 0.05 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>D</FOR>
<GIVEN>S</GIVEN>
<TABLE>0.2 0.3 0.15 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>B</FOR>
<GIVEN>S</GIVEN>
<TABLE>0.2 0.3 0.15 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
</NETWORK>
</BIF>
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A.1.2 Rede Credal com limites superiores

<!--

Bayesian network in XMLBIF v0.3 (BayesNet Interchange Format)
Produced by JavaBayes (http://www.cs.cmu.edu/~javabayes/
Output created Sun Jul 29 20:18:49 BRT 2007

-->
<!-- DTD for the XMLBIF 0.3 format -->
<BIF VERSION="0.3">
<NETWORK>
<NAME>InternalNetwork</NAME>
<!-- Variables -->
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>S</NAME>
<OUTCOME>S1</OUTCOME>
<OUTCOME>S2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (828, 193)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>B</NAME>
<OUTCOME>B1</OUTCOME>
<OUTCOME>B2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (957, 142)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>C</NAME>
<OUTCOME>C1</OUTCOME>
<OUTCOME>C2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>D</NAME>
<OUTCOME>D1</OUTCOME>
<OUTCOME>D2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<!-- Probability distributions -->
<DEFINITION>
<FOR>S</FOR>
<TABLE>0.5 0.75</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>C</FOR>
<GIVEN>D</GIVEN>
<TABLE>0.4 0.1 0.8 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>D</FOR>
<GIVEN>S</GIVEN>
<TABLE>0.3 0.55 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
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<FOR>B</FOR>
<GIVEN>S</GIVEN>
<TABLE>0.3 0.55 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
</NETWORK>
</BIF>
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A.1.3 Rede Credal Evidência

<evidences>
<variable>
<name>S</name>
<value>S1</value>
</variable>
</evidences>
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A.1.4 Rede Credal Consulta

<query>
<variable>C</variable>
</query>

A.2 Rede Credal do exemplo B de inferência

A.2.1 Rede Credal com limites inferiores

<!--

Bayesian network in XMLBIF v0.3 (BayesNet Interchange Format)
Produced by JavaBayes (http://www.cs.cmu.edu/~javabayes/
Output created Sun Jul 29 20:18:49 BRT 2007

-->
<!-- DTD for the XMLBIF 0.3 format -->
<BIF VERSION="0.3">
<NETWORK>
<NAME>InternalNetwork</NAME>
<!-- Variables -->
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>B</NAME>
<OUTCOME>B1</OUTCOME>
<OUTCOME>B2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (828, 193)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>F</NAME>
<OUTCOME>F1</OUTCOME>
<OUTCOME>F2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (957, 142)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>C</NAME>
<OUTCOME>C1</OUTCOME>
<OUTCOME>C2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>D</NAME>
<OUTCOME>D1</OUTCOME>
<OUTCOME>D2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>A</NAME>
<OUTCOME>A1</OUTCOME>
<OUTCOME>A2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>E</NAME>
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<OUTCOME>E1</OUTCOME>
<OUTCOME>E2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>G</NAME>
<OUTCOME>G1</OUTCOME>
<OUTCOME>G2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>H</NAME>
<OUTCOME>H1</OUTCOME>
<OUTCOME>H2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>I</NAME>
<OUTCOME>I1</OUTCOME>
<OUTCOME>I2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>J</NAME>
<OUTCOME>J1</OUTCOME>
<OUTCOME>J2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<!-- Probability distributions -->
<DEFINITION>
<FOR>A</FOR>
<TABLE>0.25 0.5</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>B</FOR>
<TABLE>0.25 0.5</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>B</FOR>
<GIVEN>A</GIVEN>
<TABLE>0.2 0.3 0.15 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>C</FOR>
<GIVEN>B</GIVEN>
<TABLE>0.2 0.3 0.15 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>D</FOR>
<GIVEN>C</GIVEN>
<TABLE>0.15 0.05 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
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<DEFINITION>
<FOR>D</FOR>
<GIVEN>A</GIVEN>
<TABLE>0.2 0.3 0.15 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>E</FOR>
<GIVEN>D</GIVEN>
<TABLE>0.2 0.3 0.15 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>F</FOR>
<GIVEN>B</GIVEN>
<TABLE>0.2 0.3 0.15 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>G</FOR>
<GIVEN>F</GIVEN>
<TABLE>0.15 0.05 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>G</FOR>
<GIVEN>H</GIVEN>
<TABLE>0.15 0.05 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>I</FOR>
<GIVEN>E</GIVEN>
<TABLE>0.2 0.3 0.15 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>H</FOR>
<TABLE>0.25 0.5</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>J</FOR>
<GIVEN>D</GIVEN>
<TABLE>0.15 0.05 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>J</FOR>
<GIVEN>G</GIVEN>
<TABLE>0.15 0.05 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
</NETWORK>
</BIF>
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A.2.2 Rede Credal com limites superiores

<!--

Bayesian network in XMLBIF v0.3 (BayesNet Interchange Format)
Produced by JavaBayes (http://www.cs.cmu.edu/~javabayes/
Output created Sun Jul 29 20:18:49 BRT 2007

-->
<!-- DTD for the XMLBIF 0.3 format -->
<BIF VERSION="0.3">
<NETWORK>
<NAME>InternalNetwork</NAME>
<!-- Variables -->
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>B</NAME>
<OUTCOME>B1</OUTCOME>
<OUTCOME>B2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (828, 193)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>F</NAME>
<OUTCOME>F1</OUTCOME>
<OUTCOME>F2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (957, 142)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>C</NAME>
<OUTCOME>C1</OUTCOME>
<OUTCOME>C2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>D</NAME>
<OUTCOME>D1</OUTCOME>
<OUTCOME>D2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>A</NAME>
<OUTCOME>A1</OUTCOME>
<OUTCOME>A2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>E</NAME>
<OUTCOME>E1</OUTCOME>
<OUTCOME>E2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>G</NAME>
<OUTCOME>G1</OUTCOME>
<OUTCOME>G2</OUTCOME>
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<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>H</NAME>
<OUTCOME>H1</OUTCOME>
<OUTCOME>H2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>I</NAME>
<OUTCOME>I1</OUTCOME>
<OUTCOME>I2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<VARIABLE TYPE="nature">
<NAME>J</NAME>
<OUTCOME>J1</OUTCOME>
<OUTCOME>J2</OUTCOME>
<PROPERTY>position = (899, 219)</PROPERTY>
</VARIABLE>
<!-- Probability distributions -->
<DEFINITION>
<FOR>A</FOR>
<TABLE>0.5 0.75</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>B</FOR>
<TABLE>0.5 0.75</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>B</FOR>
<GIVEN>A</GIVEN>
<TABLE>0.3 0.55 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>C</FOR>
<GIVEN>B</GIVEN>
<TABLE>0.3 0.55 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>D</FOR>
<GIVEN>C</GIVEN>
<TABLE>0.4 0.1 0.8 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>D</FOR>
<GIVEN>A</GIVEN>
<TABLE>0.3 0.55 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>E</FOR>
<GIVEN>D</GIVEN>
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<TABLE>0.3 0.55 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>F</FOR>
<GIVEN>B</GIVEN>
<TABLE>0.3 0.55 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>G</FOR>
<GIVEN>F</GIVEN>
<TABLE>0.4 0.1 0.8 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>G</FOR>
<GIVEN>H</GIVEN>
<TABLE>0.4 0.1 0.8 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>I</FOR>
<GIVEN>E</GIVEN>
<TABLE>0.3 0.55 0.5 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>H</FOR>
<TABLE>0.5 0.75</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>J</FOR>
<GIVEN>D</GIVEN>
<TABLE>0.4 0.1 0.8 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
<DEFINITION>
<FOR>J</FOR>
<GIVEN>G</GIVEN>
<TABLE>0.4 0.1 0.8 0.0</TABLE>
</DEFINITION>
</NETWORK>
</BIF>
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A.2.3 Rede Credal Evidência

<evidences>
<variable>
<name>G</name>
<value>G2</value>
</variable>
</evidences>
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A.2.4 Rede Credal Consulta

<query>
<variable>I</variable>
</query>
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