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Resumo

Moura, P. F. S. Recoloragao convexa de grafos: algoritmos e poliedros. 2013. 75 f.
Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2013.

Neste trabalho, estudamos o problema da recoloragao convexa de grafos, denotado por RC.
Dizemos que uma coloracao dos vértices de um grafo G é convexa se, para cada cor atri-
buida d, os vértices de G com a cor d induzem um subgrafo conexo. No problema RC, é
dado um grafo G' e uma coloragao de seus vértices, e o objetivo é recolorir o menor nimero
possivel de vértices de G tal que a coloragao resultante seja convexa. A motivacio para o es-
tudo deste problema surgiu em contexto de arvores filogenéticas. Sabe-se que este problema
é NP-dificil mesmo quando G é um caminho. Mostramos que o problema RC parametrizado
pelo nimero de mudangas de cor é W[2]-dificil mesmo se a coloragao inicial usa apenas duas
cores. Além disso, provamos alguns resultados sobre a inaproximabilidade deste problema.
Apresentamos uma formulagao inteira para a versao com pesos do problema RC em grafos
arbitrarios, e entao a especializamos para o caso de arvores. Estudamos a estrutura facial do
politopo definido como a envoltéria convexa dos pontos inteiros que satisfazem as restrigoes
da formulacao proposta, apresentamos varias classes de desigualdades que definem facetas
e descrevemos os correspondentes algoritmos de separagao. Implementamos um algoritmo
branch-and-cut para o problema RC em arvores e mostramos os resultados computacionais
obtidos com uma grande quantidade de instancias que representam arvores filogenéticas re-
ais. Os experimentos mostram que essa abordagem pode ser usada para resolver instancias
da ordem de 1500 vértices em 40 minutos, um desempenho muito superior ao alcancado por

outros algoritmos propostos na literatura.

Palavras-chave: coloracao convexa, faceta, formulacido linear inteira, estudo poliédrico,

branch-and-cut, arvore filogenética, inaproximabilidade.
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Abstract

Moura, P. F. S. Convex recoloring of graphs: algorithms and polyhedra. 2013. 75 f.
Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2013.

In this work we study the convex recoloring problem of graphs, denoted by CR.. We say
that a vertex coloring of a graph G is convex if, for each assigned color d, the vertices of G
with color d induce a connected subgraph. In the CR problem, given a graph G and a colo-
ring of its vertices, we want to find a recoloring that is convex and minimizes the number of
recolored vertices. The motivation for investigating this problem has its roots in the study of
phylogenetic trees. It is known that this problem is NP-hard even when G is a path. We show
that the problem CR parameterized by the number of color changes is W[2]-hard even if the
initial coloring uses only two colors. Moreover, we prove some inapproximation results for this
problem. We also show an integer programming formulation for the weighted version of this
problem on arbitrary graphs, and then specialize it for trees. We study the facial structure of
the polytope defined as the convex hull of the integer points satisfying the restrictions of the
proposed ILP formulation, present several classes of facet-defining inequalities and the cor-
responding separation algorithms. We also present a branch-and-cut algorithm that we have
implemented for the special case of trees, and show the computational results obtained with
a large number of instances. We considered instances which are real phylogenetic trees. The
experiments show that this approach can be used to solve instances up to 1500 vertices in 40

minutes, comparing favorably to other approaches that have been proposed in the literature.

Keywords: convex coloring, facet, integer linear programming, polyhedral study, branch-

and-cut, phylogenetic tree, inapproximability.
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Capitulo 1

Introducao

Uma colorag¢io de um grafo G = (V, E) é uma fun¢ao C' que atribui a cada vértice uma
cor, i.e. C': V — C, onde € é o conjunto de cores. Observamos que nao nos referimos aqui a
coloragao propria, no sentido cldssico da teoria dos grafos, onde é exigido que C'(u) # C(v)
Yuv € E. Tratamos aqui de uma coloragao arbitraria, sem nenhuma restrigao. Para cada
cor ¢ € G, a classe de cor ¢ é o conjunto dos vértices de GG que possuem essa cor, i.e.
C ) :={veV(G)|C) =c}.

Um grafo colorido é um par (G, C') que consiste de um grafo G e de uma coloragao C' desse
(veja figura 1.1(a)). Uma coloracao C' de G ¢é dita conveza se, para cada cor ¢ € C, a classe
de cor ¢ induz um subgrafo conexo de G, i.e. G[C~!(c)] é conexo (veja figura 1.1(b)). Uma
coloragio parcial de um grafo G é uma fungdo C' : V — CU {0}, onde () denota a auséncia
de cor. Dessa maneira, se C'(v) = () entdao v é considerado incolor. Como anteriormente, um
par (G,C) de um grafo G e uma coloragao parcial C' é chamado grafo parcialmente colorido.
Neste trabalho, estender uma coloracao parcial significa atribuir cor a cada vértice sem cor
e manter as cores dos vértices ja coloridos. Uma coloracao parcial é dita conveza se ela
pode ser estendida para uma coloracao (total) convexa (veja a figura 1.2(b)). A figura 1.2(a)
apresenta um exemplo de grafo parcialmente colorido tal que a coloracao parcial nao é
convexa. Note que nao é possivel estender essa coloragao de forma que cada classe de cor
induza um subgrafo conexo. Uma coloracao boa C' de G é uma coloracao parcial convexa
tal que, para cada ¢ € €, o conjunto de vértices que possuem a cor ¢ induzem um subgrafo

conexo de G. Note que toda coloragao boa pode ser estendida para uma coloracdo convexa
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a b a b
@ @
b C a C

(a) Coloracdo nao-convexa. (b) Coloragao convexa.

Figura 1.1: Exemplos de coloracées convera e nao-conveza.
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@ @
b ] a ]

(a) Coloracao parcial ndo-convexa. (b) Coloragdo parcial convexa (que
nao é boa).
0 b
a b
a 0

(c) Coloragéo (parcial convexa) boa.

Figura 1.2: Exemplos de coloragdes parciais.

em tempo O(|V| + |E|). E suficiente fazer uma busca em profundidade a partir de cada
vértice incolor até encontrar o primeiro vértice colorido e usar a cor desse para colorir os
vértices percorridos na busca.

Dado um grafo parcialmente colorido (G, C'), qualquer coloragao C’ de G é chamada de
recoloracao. O conjunto dos vértices recoloridos por uma recoloracao C’ de C' é denotado por
Ro(C") :={v eV | C(v) # 0 e C(v) # C'(v)}. Por simplicidade, denotamos tal conjunto

por R(C"), quando a coloragao C estiver clara no contexto.

1.1 O problema de recoloragao convexa (RC)

Quando uma coloragao de um dado grafo nao é convexa, é desejavel saber o quao distante

de uma coloragao convexa ela estd. Essa nocao de proximidade entre duas coloracoes é
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capturada pelo conceito de distancia de recoloragdo. Tal distancia é definida como o menor
numero de mudancas de cor necessarias para transformar uma dada coloragao em uma que
seja convexa. Mais formalmente, dado um grafo colorido (G,C'), a versao mais simples do
problema de recolorag¢io convexa consiste em encontrar uma recoloracao convexa C’ de G
que minimize |Ro(C")|. Quando pesos sao atribuidos aos vértices, uma versao ponderada da
distancia de recoloracao é definida de forma similar. Formalmente, definimos esse problema

da seguinte forma:

Problema 1. RECOLORAGCAO CONVEXA (RC)
Dados um grafo parcialmente colorido (G,C) e uma fungio de pesos w : V — Qx, buscamos

uma recoloragao parcial convexa C' que minimize a distancia de recolorac¢ao ponderada pela

fungdo w, ie. > w(v).

vERC(CY)

Algumas observagoes devem ser feitas sobre o problema RC. Uma vez que G é conexo,
podemos assumir que a recoloragdo C” é definida sobre € U {0}, isto é, o mesmo conjunto
de cores inicial. Além disso, podemos (e vamos) assumir que o peso de todo vértice incolor
é 0. Note que, para cada coloracdo parcial convexa que nao é boa, existe uma coloracao boa
de mesmo valor. Logo, no restante do texto, consideraremos que no problema RC estamos
interessados apenas em encontrar coloragoes boas. Se a func¢ao w atribui apenas pesos 1 ou
0 aos vértices de (G, entao temos um caso particular do problema RC denominado RC-BIN.
Mais formalmente, o problema RC-BIN é o problema RC restrito as instancias (G, C,w) tais
que, para cada v € V, w(v) = 1, se C(v) # ), e w(v) = 0, caso contrario. Por simplicidade,

denotamos por (G, C') uma instancia do RC-BIN.

1.2 Resultados conhecidos

O problema de recoloragdo convexa foi introduzido por Moran e Snir [MS05] em 2005
no contexto de arvores filogenéticas. Uma drvore filogenética é uma arvore que representa
o curso de evolucao de um certo conjunto de espécies. As folhas dessa arvore representam
espécies existentes. Os vértices internos correspondem a espécies hipoteticamente extintas.
Uma caracteristica ¢ um atributo compartilhado por todas as espécies do conjunto em ques-

tao. Cada espécie pode apresentar um estado diferente para uma determinada caracteristica.



4 INTRODUCAO 1.2

Mais formalmente, se V' é o conjunto de espécies, entdo uma caracteristica é uma funcao
C:V — C, onde € é o conjunto de todos os possiveis estados dessa caracteristica.

Moran e Snir [MS08] provaram que o problema de recoloragao convexa e algumas de suas
variantes sao NP-dificeis mesmo para caminhos. Esses autores mostraram uma reducao do
problema de 3-satisfatibilidade para a versao de decisao do problema de recoloragao convexa
em caminhos. Em 2009, Kanj e Kratsch [KK09] mostraram que a versao de decisao do
problema de recoloragao convexa em caminhos é NP-completa mesmo se cada cor aparece
no maximo duas vezes. A redugao exibida por esses autores, a partir do problema do conjunto
estavel maximo, ¢ muito mais simples do que a prova apresentada por Moran e Snir [MS08].
Recentemente, Campélo et al. [CHSW13] mostraram que o problema RC é NP-dificil em
grafos grade mesmo se a coloracao inicial usa apenas duas cores. Eles também mostraram que
o problema RC em grafos bipartidos com n vértices e duas cores nao pode ser aproximado
por um fator o(logn).

Uma 2-aproximagao para o problema de recoloragao convexa em caminhos foi mostrada
em 2007 por Moran e Snir [MS07]. Em 2011, Lima e Wakabayashi [LW11] mostraram uma
%—aproximagéo para o problema de recoloragao convexa restrito a caminhos tais que cada
cor aparece no maximo duas vezes. Em 2008, Bar-Yeuda et al. [BYFRO08| mostraram uma
(2 + e)-aproximagao para a recoloragdo convexa de arvores. Ainda em 2008, Kammer e
Tholey apresentaram uma (2 + ¢€)-aproximacao para o problema em grafos com largura
arborea limitada.

Dado um grafo parcialmente colorido (G, ('), dizemos que uma cor ¢ € € é ruim, se a
classe de cor ¢ induz um subgrafo desconexo de G, mais formalmente, o subgrafo G[C~!(c)]
possui mais de uma componente. Um algoritmo FPT para a recoloragao convexa de arvores
com complexidade O(nk*A¥ %) onde k* é a quantidade de cores ruins, foi proposto por
Moran e Snir [MSO08]. Por simplicidade, na notacdo de complexidade, escrevemos O*(f(p))
em vez de O(f(p)n*), onde f : N — N é uma funcdo que independe de n, p é o pardmetro do
problema considerado e ¢ é uma constante que independe de n e p. Em 2007, Razgon [Raz07]
exibiu um algoritmo FPT para o problema RC-BIN em arvores e parametrizado pelo nimero
de trocas de cores cuja complexidade é O*(256%), onde p é o pardmetro do problema. Outros

resultados sobre a complexidade parametrizada do problema de recoloragao convexa podem
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sem encontrados em Bodlaender et al. [BFLT11].

Chor et al. [CFR*07] generalizaram o conceito de coloragao convexa visto anteriormente,
permitindo que cada classe de cor induza no maximo r componentes conexos, onde r é um in-
teiro positivo. Chamamos de r-EXTCOL o problema de decidir se é possivel estender a colora-
¢ao inicial para uma coloracao total tal que cada classe de cor induza um subgrafo que possui
no maximo r componentes. Esses autores mostraram que 1-EXTCoOL é NP-completo mesmo
quando a coloracao inicial usa apenas duas cores. Para esse problema parametrizado em p
(nimero de vértices sem cor), foi apresentado um algoritmo FPT com complexidade O*(8P).
Ponta, Hiiffner e Niedermeier [PHNO§] reduziram o tempo de execugao desse algoritmo para
O*(47). Para r > 2, o problema r-EXTCOL parametrizado pela largura arbérea do grafo é
WI1]-dificil [CFRT07]. Algumas aplicagbes para esse tipo de coloragdo incluem problemas

em redes de interagiao de proteinas, em redes filogenéticas e de roteamento [CFRT07, KT08].

1.3 Contribuicoes e organizacao do trabalho

No capitulo seguinte, apresentamos a notacao e conceitos basicos sobre teoria poliédrica,
teoria dos grafos e algoritmos de aproximacgao que foram usados neste trabalho. No Capi-
tulo 3, mostramos uma reducao polinomial do problema 3-SAT para uma versao de decisao
do problema RC descrita em [CFRT07]. A partir de uma redugao similar a essa, prova-
mos que o problema RC-BIN parametrizado pelo nimero de trocas de cores é W[2]-dificil
mesmo se a coloracao inicial usa apenas duas cores. Além disso, apresentamos alguns re-
sultados sobre a inaproximabilidade do problema RC. Ainda nesse capitulo, mostramos a
4-aproximagao para esse problema em &arvores proposta por Moran e Snir [MS07]. No Ca-
pitulo 4, apresentamos uma formulacao com variaveis binarias para o problema RC e sua
especializacao para o caso onde o grafo é uma arvore. Definimos os poliedros associados a
essas formulagoes e apresentamos varias classes de desigualdades nao-triviais que definem
facetas. No Capitulo 5, mostramos algoritmos de separacao para cada uma das classes de
desigualdades nao-triviais que definem facetas do poliedro associado ao problema RC em
arvores. As provas de corretude e uma discussao geral sobre a complexidade de cada um

desses algoritmos também estao nesse capitulo. Um algoritmo do tipo Branch-and-Cut e os
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resultados computacionais para o problema RC em arvores sao mostrados no Capitulo 6.

As consideragoes finais sdo apresentadas no Capitulo 7.



Capitulo 2

Preliminares

Neste texto, utilizamos notacao e definicbes consistentes com as que sao geralmente
usadas em teoria dos grafos, teoria poliédrica e algoritmos de aproximacao. Apesar disso,
para que o texto fique auto-contido, apresentamos a seguir alguns conceitos e a notagao que
adotamos. O leitor familiarizado com a notacao e conceitos dessas areas pode ignorar este
capitulo sem qualquer prejuizo.

A terminologia adotada para grafos, a menos de pequenas variagoes, é a mesma utilizada
por Diestel [Diel0] e Bondy e Murty [BMO08]. Mais detalhes sobre teoria poliédrica podem
ser encontrados em Ferreira ¢ Wakabayashi [FWO96], e em Nemhauser e Wolsey [NW99].
Em Carvalho et al. [ICCD"01] e Vazirani [Vaz01] podem ser encontradas mais informagoes

sobre algoritmos de aproximacao.

2.1 Teoria dos grafos

Dado um grafo GG, denotamos por V(G) e E(G) seus conjuntos de vértices e arestas,
respectivamente. A notagao simplificada V' e E é preferida quando o grafo G é claro no
contexto. O complemento de G é denotado por G = (V, E).

Dizemos que dois vértices u e v em G sao adjacentes ou vizinhos, se existe uma aresta em
G incidente a ambos; denotamos tal aresta por uv. O conjunto dos vizinhos de um vértice
v € V(G) é denotado por N(v). De modo mais geral, para W C V(G), denotamos por N (W)
o conjunto dos vizinhos em V(G) \ W dos vértices em W, i.e. N(W) := Uyew N(v) \ W. O
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complemento de N (W)U W é chamado de anti-vizinhanga de W e é denotado por N(W).
Para W C V(G), (W) denota o conjunto de arestas em G que tém exatamente uma das
extremidades em W, i.e. (W) :={uv € E(G) |[ue W ev & W}.

Se G e G’ sado dois grafos tais que V(G') C V(G) e E(G') C E(G), entao G’ é dito um
subgrafo de G e escrevemos G’ C G. Se G C G e G' contém todas as arestas uv € E(G)
com u,v € V(G'), entdo G' é um subgrafo induzido de G; dizemos que V(G') induz G’ em
G e escrevemos G’ := G[V(G')]. Assim, se U C V(G), entdo G[U] denota o subgrafo de G
cujo conjunto de vértices é U e cujas arestas sao precisamente as arestas de G com ambas
as extremidades em U. Se W C V(G), entdo G — W denota o subgrafo obtido a partir de
G removendo-se W, i.e. G — W = G[V(G) \ W]. Por simplicidade, se v é um vértice de G,
entdo escrevemos GG — v para denotar o subgrafo G — {v}.

Um caminho é um grafo nao-vazio P tal que V(P) = {vo,v1,...,0p-1} ¢ E(P) =
{vov1, V109, ..., Uy oV, 1}, onde v; sdo todos distintos. Dizemos que os vértices vy e v, 1
sao ligados por P, e os chamamos de extremidades de P. Os vértices vy, vs,...,V,_9 S0
os vértices internos de P. O nimero de arestas de um caminho é o seu tamanho ou com-
primento. Frequentemente, nos referimos a um caminho pela sequéncia natural de seus vér-
tices, i.e. P = vguy...v,_1, € dizemos que P é um caminho de vy a v,_;. Para inteiros
0 <1< j <n—1, denotamos por Pv; o subcaminho de P que vai de vy a v;, isto é,
Pv; == vy ...v;. Analogamente, escrevemos v; P 1= v;...v,—1 € v;Pv; := v;...v;. Usamos
uma notacao intuitiva similar para a concatenacao de caminhos, por exemplo, se a uniao
PuUuQuUuR de trés caminhos é também um caminho, entao denotamos este por PuQuR.
Dado um grafo G e dois caminhos P = vy...v, € G e P' = z...z C G, denotamos por
PP’ o caminho em G que é a concatenagao de P e P, se V(P)NV(P)=0e vz € E. O
grafo (V(P), E(P) U {vov,_1}), onde P = vg...v,_1 é um caminho, é chamado de circuito.

Um grafo G é dito conezxo se existe um caminho entre quaisquer dois vértices em V(G).

Uma drvore é um grafo conexo e sem circuitos.
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2.2 Teoria poliédrica

A menos de menc¢ao em contrario, os vetores aqui considerados sao vetores-coluna. Assim,
se x ¢ um vetor, entdo 7 denota seu transposto. O produto interno de dois vetores =,y € R
é o escalar Ty := 3" | z;9;,. Um vetor que possui todas as componentes iguais a 1 ¢ denotado
por 1. Um vetor de zeros ¢ denotado por 0. Um vetor x € R"™ é referido como wunitario se
existe 1 < < n, tal que z; = 1 e z; = 0 Vj # 4. Utilizamos a notagao e’ para designar o
vetor unitario cuja componente 1 esta na posic¢ao .

Dado um subconjunto S C R", um vetor x € R™ é uma combinacao linear dos vetores
wl 2? . xtem S se x = YI_ Nt para algum (A, Ng, ..., \;) € RY. Uma tal combinagao
linear é chamada afim, se \{ + ...+ Ay = 1; conica, se Ay,...,\s > 0; convexa, se for afim
e conica. Para um conjunto nado-vazio S C R™, denotamos por lin(S) o fecho linear dos
elementos de S, i.e. o conjunto de todos os vetores que sdo combinagao linear de um niimero
finito de vetores em S. Analogamente, definimos os fechos afim, conico e convero, denotados
por afim(S), cone(S) e conv(S), respectivamente. O conv(S) é também conhecido como a
envoltoria convexa de S.

L ..., 2% € R™ é linearmente independente se a tinica solucdo

Um conjunto de vetores x
de Zle Xzt =0 é X =0. Um conjunto de vetores z',...,zF € R é afim independente se a
tinica solucdo de % \iz' =0, >F A =0¢é X =0.

Dado S C R™, o posto de S, denotado por posto(S), é a cardinalidade de um maior sub-
conjunto de S que é linearmente independente. Analogamente, o posto-afim de S, denotado
por posto-afim(.5), é a cardinalidade de um maior subconjunto de S afim independente. E
conhecido que para todo S C R", se 0 € afim(.S), entao posto-afim(S) = posto(S) + 1; caso
contrario posto-afim(S) = posto(S). A dimensio dim(S) de S é definida como dim(S) :=
posto-afim(S) — 1. Dizemos que S tem dimensdo plena, se dim(S) = n.

O posto de uma matriz A € R™*" denotado por posto(A), é o posto do conjunto de
vetores-coluna de A, que prova-se ser igual ao posto do conjunto de vetores-linha de A.
Dizemos que A tem posto-linha completo, se posto(A) = m; e tem posto-coluna completo se
posto(A) = n.

Um poliedro P € R™ é um conjunto de vetores que satisfazem um ndmero finito de
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desigualdades lineares, i.e. P = {z € R" | Az < b}, onde (A, b) é uma matrix m x (n+1). Ao
longo deste texto, consideramos somente os poliedros tais que a matriz (A, b) que define cada
um deles possui apenas valores racionais. Uma desigualdade Az < X [ou (A, Ag)] é chamada
desigualdade vdlida para P se ela é satisfeita por todos os vetores em P, i.e. A\x < \g Vo € P.
Se (A, Ag) é uma desigualdade valida para P e F' = {z € P | Az = Ao}, entdo F é chamado
de face de P. Uma face F' de P é chamada de faceta de P, se dim(F) = dim(P) — 1.

2.3 Algoritmos de aproximacao

Um problema de otimizacao tem trés ingredientes principais: um conjunto de instancias,
um conjunto sol(I) de solugées vidveis para cada instancia I, e uma fun¢ao que atribui um
nimero val(S) a cada solugao viavel S. O nimero val(.S) é o valor de S. Quando o conjunto
sol() das solugoes vidveis associado a uma instancia I é vazio, dizemos que a instancia é
invidvel; caso contrario, a instancia é vidvel.

Um problema de minimizacdo esté interessado nas solugoes viaveis de valor minimo, en-
quanto um problema de maximizacao esta interessado nas solugoes viaveis de valor maximo.
Quando uma dessas alternativas — minimo ou maximo — esta subentendida, dizemos sim-
plesmente valor 6timo e problema de otimizacao. Uma solugao viavel cujo valor ¢ 6timo ¢é
chamada solugdo otima. O valor de qualquer das solugoes 6timas de uma instancia [ serd
denotado por opt(7). Portanto,

opt([) := val(S*),
onde S* é uma solucdo 6tima de I. E claro que esse nimero s6 estd definido se a instancia
I é viavel.
Considere um problema de otimizagao em que val(S) > 0 para toda solugao viavel S de

qualquer instancia do problema. Seja A um algoritmo que, para toda instancia viavel I do

problema, devolve uma solugao viavel A(I) de I. Se o problema é de minimizagao e
val(A(1)) < aopt(]) (2.1)

para toda instancia I, dizemos que A é uma «a-aproximacdo para o problema. O fator o pode
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ser uma fungao cujo valor depende de I. Dizemos que o« = «(I) é a razdo de aprozimacao
do algoritmo. E claro que o > 1, uma vez que o problema é de minimizacdo. No caso de

problemas de maximizacao, basta refazer a definicio com

val(A(I)) > aopt(])

no lugar da desigualdade 2.1. E claro que nesse caso 0 < a < 1. Um algoritmo de aprozimagao
é uma a-aproximacao para algum «. Uma l-aproximacao para um problema de otimizagao
é um algoritmo exato para o problema.

Observe que um algoritmo A é uma a-aproximagao para um problema de minimizacao
(maximizagdo) se « é uma delimitagdo superior (inferior) para a razao entre val(A(l)) e
opt(I) para uma instancia arbitraria I do problema. Como o valor de opt(/) é em geral
tao dificil de calcular quanto uma solug¢ao 6tima do problema, para demonstrar que uma
algoritmo é uma a-aproximacao ¢é essencial ter boas delimitagoes para o valor de opt(/). No
contexto de algoritmos de aproximacgao, sempre supomos que estamos lidando com instan-
cias [ tais que opt(I) > 0.

A cada instancia I de uma dado problema estd associado um ntimero natural (I) que
chamamos tamanho da instancia. Podemos imaginar que as instancias, bem como as solugoes
vidveis, sdo cadeias de caracteres; nesse caso, (/) é o comprimento da cadeia de caracteres [.
Um algoritmo A para o problema é polinomial se existe um polindmio p tal que o consumo
de tempo do algoritmo ¢é limitado por p({I)) para cada instancia I. O conceito de algoritmo
polinomial deve ser entendido como uma formalizacao da ideia de algoritmo eficiente. Se um
problema é NP-dificil, entao é improvavel que exista um algoritmo polinomial exato para o

problema.
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Capitulo 3

Complexidade e algoritmos de

aproximacao

Neste capitulo, demonstramos resultados sobre a complexidade computacional e a in-
tratabilidade parametrizada do problema RC. Na Secao 3.1, apresentaremos o problema de
extensao de coloragao parcial e a prova de NP-completude obtida por Chor et al. [CFRT07].
A partir de uma reducao FPT de um problema de satisfatibilidade de formulas FNC, pro-
vamos que o problema RC-BIN parametrizado pelo niimero de trocas de cores é W|[2]-dificil
usando uma redugdo similar a que serd apresentada no Teorema 1. A Se¢do 3.2 contém
dois resultados interessantes sobre a inaproximabilidade do problema RC. Por fim, na Se-
¢ao 3.3, apresentaremos a 4-aproximagao para arvores obtida por Moran & Snir [MS07],
embora sejam conhecidos algoritmos de aproximacgao para o problema RC em arvores com
razao (24 ¢) [BYFRO8] e 3 [MS07]. Optamos por apresentar a 4-aproximagao devido a sua

simplicidade e clareza na prova da sua razao de aproximagao.

3.1 Complexidade parametrizada

Problema 2. r-EXTENSAO DE COLORAGAO (r-EXTCOL).
A entrada consiste de um grafo G = (V, E) e uma coloragio parcial C : V — CU{D} de G.
E posstvel estender a coloracio C' para uma coloracio total C' = V — C tal que cada classe

de cor induz no mdzximo r componentes? Mais formalmente, existe recolora¢io C' tal que

13
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para cada v € V, se C(v) # 0, entio C'(v) = C(v); e para cada d € €, o grafo G[C~(d)]

tem no mdximo r componentes?

Teorema 1 ([CFRT07]). O problema 1-EXTCOL é NP-completo mesmo quando a coloragdo

inicial usa apenas duas cores.

Prova. Para provar esse resultado, mostraremos uma reducao do problema de 3-SAT
para o problema 1-EXTCOL. Sejam @ = {Q1,Qs,...,Q¢} o conjunto de clausulas e X =
{x1,%9,...,2¢} 0 conjunto de varidveis de uma instancia qualquer do 3-SAT. A partir dessa
instancia, construimos um grafo G = (V| E) parcialmente colorido pela funcdo C' : V —
{T, F,(0} da seguinte forma. Para cada varidvel z;, associamos um gadget como o da Fi-

gura 3.1(a). Para cada cldusula @);, associamos um vértice v; em G tal que C(v;) = T.

+

Fazemos v; adjacente a a; se, e somente se, o literal z; pertence a @);; e v; adjacente a o
se, e somente se, o literal —x; pertence a @);, onde i € {1,2,...t}. O grafo G possui ainda
dois vértices 77 e v tais que C(WT) =T, C(F) = F, e 4T 4" sao adjacentes aos vértices

_l’_

a; , a; para todo ¢ € {1,2,...,t}. Na Figura 3.1(b) exibimos o grafo obtido a partir da
clausula (z1 V =y V x3).

Seja (@, X) uma instancia “sim” do problema 3-SAT e considere uma atribuigdo de
valores verdadeiro e falso as varidveis em X tal que cada clausula em () seja verdadeira.
Definimos uma colora¢ao C' : V- — {T, F'} que estende C' da seguinte maneira. Para cada
varidvel z; € X, fazemos C'(o;) :=T, C'(«; ) := F, se x; tem valor verdadeiro, e C'(a;") :=

F, C'(a;) =T, se x; é falsa. Note que cada clausula (); contém um literal (positivo ou

negativo) de alguma varidvel x; cujo valor faz com que essa cldusula seja verdadeira. Se o

_l’_

literal z; € Q;, entao o vértice v; de G é adjacente a a;” e nao-adjacente a «; . Se o literal
—z; € Qj, entdo v; é adjacente a «; e ndo-adjacente a ;. Uma vez que a atribuigao de
valores satisfaz cada clausula, temos que na coloragdo C”’ todos os vértice em {vq, vy, ..., v}
estdo na componente conexa que contém o vértice 4v7 no subgrafo induzido pela classe
de cor T. Além disso, é facil ver que para cada i € {1,2,...,t}, o vértice 3! estd na
mesma componente conexa que contém o vértice v no subgrafo induzido pela classe de

cor T, e que tal subgrafo tem uma tnica componente conexa. Por fim, note que, para cada

i€ {1,2,...,t}, temos que B a;, 7' formam um caminho monocroméatico de cor F', onde
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Bl B

4 —
a, «, (.I'l V —xg V .’173)

(a) Subgrafo de G (b) Grafo correspondente & instancia (z1 V —z2 V x3).
associado a varidvel

xZ;.

Figura 3.1: Grafo G do Teorema 1. A cor T corresponde ao verde e a cor F' ao vermelho.

: ., se x; tem valor falso, e @ = «; , se x; tem valor verdadeiro. Portanto, a coloracao

total C’ é convexa e (G, C) é uma instancia “sim” de 1-EXTCOL.

Suponha que C' é uma coloragao parcial convexa e considere uma coloragao total con-
vexa C' que estende C. Note que C’ atribui cores diferentes aos vértices aj e a; para cada
i € {1,2,...,t}, caso contrario ou B! ou B! definiria uma componente trivial do grafo
induzido pela sua classe de cor. Para cada i € {1,2,...,t}, atribuimos a x; o valor verda-
deiro, se C'(a;) = T, e o valor falso, caso contrario. Uma vez que C’ é convexa, temos que,

para cada j € {1,2,...,(}, o vértice v; é adjacente a um vértice o colorido com a cor T,

+

onde ou of = o ou o = ¢; . Logo, a atribuicao de valor as varidveis em X acima definida

satisfaz toda clausula em Q). Portanto, (@), X') é uma instancia “sim” do problema 3-SAT. O

Observamos que, na prova acima, o grafo G' construido é bipartido. Assim, podemos afir-
mar que o problema 1-EXTCOL é NP-completo mesmo para grafos bipartidos cuja coloragao
inicial usa apenas duas cores.

O problema RC-BIN é o problema RC restrito as instancias (G, C, w) tais que, para cada
veV,ww)=1,se C(v)#0,ew() =0, caso contrario. A seguir, definimos uma versao
do RC-BIN parametrizada pelo niimero de vértices recoloridos. No Teorema 2, apresentamos
uma reducao FPT de uma versao parametrizada do problema de satisfatibilidade de formulas

na forma normal conjuntiva (FNC).
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Problema 3. RECOLORAGAO CONVEXA COM PARAMETRO p (RC-PARAM).
Dados uma instancia (G,C) do problema RC-BIN e um pardmetro p € Z, existe uma

recolorag¢io conveza de (G,C') que troca a cor de no mdximo p vértices?

Problema 4. SATISFATIBILIDADE FNC LIMITADO COM PARAMETRO p (BOUNDED-CNF-
SAT).
Dados uma formula F em FNC' e um parametro p € Z-, é possivel satisfazer a formula F

atribuindo-se a no mdximo p varidveis o valor verdadeiro?

Teorema 2. O problema RC-PARAM ¢ W|2]-dificil mesmo se a coloragdo inicial usa apenas

duas cores.

Prova. A seguir, mostraremos uma reducao FPT do problema BOUNDED-CNF-SAT,
que é W]2]-completo [DMS11], para o problema RC-PARAM. Essa redugdo é uma simples
adaptagao da reducao mostrada na prova do Teorema 1.

Seja (F,p) uma instancia do problema BOUNDED-CNF-SAT, onde p € Z- é um paré-
metro. Embora as clausulas em F nao tenham um tamanho fixo, podemos gerar um grafo
parcialmente colorido (G = (V, E), C') da mesma maneira que na prova do Teorema 1 apenas
acrescentando arestas extras. Para cada v € V' tal que C(v) # (), adicionamos um conjunto
S(v) de p novos vértices ao grafo G e fazemos cada vértice em S(v) adjacente a v. Além

disso, para cada vértice o;f, onde i € {1,2,...t} e t é o niimero de varidveis da férmula F,

+

adicionamos um novo vértice u; e uma aresta w;o; ao grafo G. Seja G’ o grafo obtido apds
esse procedimento e N o seu nimero de vértices. Note que N < n + np, onde n é o nimero
de vértices de G. Definimos a coloragao C’" : V(G') — {T, F,} como uma extensao da colo-
ragio C' tal que C'(v) := C(z) para todo z € V e v € S(2), onde V := {2z € V | O(z) # 0},
e C'(u;) := F para todo i € {1,2,...t}. Claramente, a instancia ((G',C"),p) de RC-PARAM
pode ser computada em tempo FPT no tamanho de F.

Suponha que a férmula F pode ser satisfeita atribuindo-se o valor verdadeiro a no ma-
ximo p variaveis e considere uma tal atribuicao de valores as varidveis de F. Considere o
mapeamento dos valores verdadeiro e falso as variaveis de F para atribuir as cores T e F

aos vértices {af,ay,...,a;,a; } de G’ como descrito na prova do Teorema 1. Dessa forma,

podemos obter uma recoloragao convexa C” de (G’,C") que troca exatamente as cores dos
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vértices u; tais que z; tem valor verdadeiro, onde ¢ € {1,2,...,t}. Claramente, C” é uma
recoloragao convexa de (G',C") que muda a cor de no maximo p vértices.

Seja C” uma recoloragao convexa de (G',C"). Se C” troca a cor de um vértice v € V.
entdo a cor de todo vértice em S(v) também é trocada. Além disso, observe que se a cor de
algum vértice z € S(v), onde v € V, é modificada, entdo C” também troca a cor de algum
vértice em V, pois C' utiliza apenas duas cores e cada uma delas aparece em pelo menos um
vértice do conjunto V. Em ambos os casos, a recoloragao C” muda a cor de mais de p vértices.
Portanto, se C” troca a cor de no maximo p vértices em G’, entao ela recolore no maximo
p vértices do conjunto {uy, us,...,u;}. Note que C”(a;) =T se, e somente se, C"(u;) = T.
Dessa forma, considere o mapeamento da coloracao C” de G’ para uma atribuicao de valores
verdadeiro e falso as variaveis de F como descrito na prova do Teorema 1. Uma vez que
no maximo p vértices no conjunto {ai,af,...,a; } possuem a cor V na coloracio C”, te-

mos que a formula F é satisfeita atribuindo-se o valor verdadeiro a no maximo p variaveis. [J

3.2 Inaproximabilidade do RC

Teorema 3. Sejam I' = (G',C',w) uma instincia do problema RC com duas cores, onde
G’ é um grafo com N wvértices, e f : N = R uma funcio da forma f(x) = 2P onde
poly(x) é um polinémio em x. Nao existe f(N)-aproximagdo para o problema RC, a menos

que P = NP.

Prova. Seja I = (G,C) uma instancia do problema 1-EXTCOL formada por um grafo com
n vértices G = (V, E) e uma coloragao parcial C' : V. — {T, F,0} de G. Suponha que o
numero de vértices sem cor seja estritamente menor do que n e que as cores 1" e F' aparecam
em pelo menos um vértice do grafo. Seja G’ um grafo com N vértices obtido a partir de
G da forma descrita a seguir. Para cada v € V tal que C(v) = (}, adicionamos dois novos
vértices vr, vp, e duas arestas vvr, vvp ao grafo GG. Seja ainda C’ uma coloracao de G’ tal
que, para cada v € V, C'(v) = 0, C'(vr) =T e C'(vp) = F, se C(v) =0, e C'(v) = C(v),
caso contrario. A partir de I, construimos uma instancia I’ = (G', C’,w) do problema RC

tal que, para cada v € V, w(v) = 0 e w(vy) = w(vp) =1, se C(v) =0, e w(v) = Nf(N),
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caso contrario. Claramente, temos que opt(I’) > 0.

Suponha que exista uma f (N )-aproximagao polinomial 4 para o problema RC, onde
I é uma instancia com duas cores desse ¢ N o niimero de vértices no grafo de I. Consi-
dere a instdncia I’ de RC acima construida. Seja A(I’) a solugao obtida pelo algoritmo A
para essa instancia I’ e seja val(A(I")) o seu valor. Note que a representagao bindria dos
pesos dados pela fun¢do w tem tamanho O(N log(N f(IV))), donde segue que a instancia
I’ tem tamanho polinomial em n. Logo, a solu¢ao A(I’) pode ser calculada em tempo po-
linomial em n. Se val(A(I')) < Nf(N), entdo a solugdo devolvida por A ndo muda a cor
de nenhum vértice colorido no grafo G (i.e. v € V tal que C'(v) # 0). Portanto, I é uma
instdncia “sim” do problema 1-EXTCOL. Se val(A(I")) > Nf(N), entdo opt(I’) > N, pois
Nf(N) <val(A(I')) < f(N)opt(I'). Logo, qualquer solugao étima da instdncia I’ tem que
recolorir algum vértice de G cuja cor inicial é T ou F'. Portanto, I ¢ uma instancia “nao”
do problema 1-EXTCOL. Assim, temos que a resposta para a instancia I é “sim” se, e so-
mente se, val(A(I')) < N f(N). Logo, o algoritmo A resolve o problema 1-EXTCOL (que é

NP-completo) em tempo polinomial, o que é um absurdo, a menos que P = NP. 0

Seja I = (G, C) uma instancia do problema RC-BIN, onde G é um grafo com n vértices.
Kammer e Tholey [KT12] provaram que se a coloragdo C' atribui uma mesma cor a no
maximo dois vértices, entdo nao existe (1 — o(1)) InInn-aproximagdo para I, a menos que
NP C DIIME(nCUeslosn)) No teorema a seguir, mostramos um resultado similar a esse

para o caso em que C' é uma coloragao que utiliza apenas duas cores.

Teorema 4. Seja I' = (G',C") uma instincia do problema RC-BIN com duas cores, onde
G' ¢ um grafo com N wvértices. Para qualquer nimero real €, 0 < € < 1, ndo existe uma

N'=¢_aprozimacio para RC-BIN, a menos que P = NP,

Prova. Dado e € R, 0 < € < 1, tome ¢ € 7Z tal que HL? > 1 — ¢, e considere a funcao
f(z) = 2*. Tome I = (G, C) uma instancia do problema 1-EXTCOL, onde G = (V, E) é um
grafo com n vértices e C : V. — {T, F,(} é uma coloragdo com duas cores. Suponha que
G tenha algum vértice colorido, ou seja, o nimero de vértices sem cor ¢ menor do que n.

A partir da instancia I definimos uma instancia I’ = (G’,C’) do problema RC-BIN da
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maneira descrita a seguir. Seja V := {z € V | C(z) # 0}. Para cada v € V, adicionamos
um conjunto S(v) de nf(n) — 1 novos vértices ao grafo G e fazemos cada vértice em S(v)
adjacente a v. Além disso, para cada v € V tal que C(v) = (), adicionamos dois novos vértices
vr, vp, e duas arestas vuvr, vup ao grafo G. Seja G’ o grafo obtido apds esse procedimento
e N o seu nimero de vértices. Claramente, temos que opt(I’) > 0. Note que N < n +
n(nf(n) — 1) = n?f(n) = n**2. Portanto, o grafo G’ tem tamanho polinomial em n. Além
disso, observe que N2 < n' = f(n). Logo, N'=¢ < N7 < f(n). Definimos a coloragao
C": V(G — {T,F,0} como uma extensio da coloracio C tal que C’(v) := C(u) Yu € V,
Vo € S(u), e C'(vp) =T, C'(vp) == F Yo e V\V.

Suponha que exista uma N'~¢-aproximacio polinomial A para o problema RC-BIN, onde
N é o ntmero de vértices do grafo de uma instancia com duas cores. Uma vez que G’ tem
tamanho polinomial em n, a recoloragao convexa A(I") é calculada em tempo também po-
linomial em n. Note que se a cor de um vértice v € V é trocada na recoloragdo convexa
A(I'), entdo a cor de todo vértice em S(v) também é trocada. Além disso, observe que
se a cor de algum vértice z € S(v), onde v € V, ¢ modificada, entdao a recoloragao con-
vexa A(I") também troca a cor de algum vértice em V, pois C' utiliza apenas duas cores
e cada uma delas aparece em pelo menos um vértice do conjunto V. Em qualquer desses
casos, temos que a solugdo A(I") é tal que val(A(I')) > nf(n). Vamos analisar dois ca-
sos. Se val(A(I")) < nf(n), entdo a solucao A(I’) nao troca a cor de qualquer vértice em
VUUDGV S(v). Portanto, a coloragao C' de G pode ser estendida para uma colora¢ao convexa
total, ou seja, I é uma instdncia “sim” do problema 1-EXTCOL. Se val(A(I")) > nf(n), en-
tao temos que nf(n) < val(A(I')) < N'¢opt(I’). Uma vez que N'=¢ < f(n), temos que
opt(I’) > n. Portanto, em toda solugdao 6tima de I’, algum vértice v € V tem a sua cor
trocada. Dessa forma, I é uma instancia “nao” do problema 1-EXTCOL. Assim, temos que a
resposta para a instancia [ é “sim” se, e somente se, val(A(I’)) < nf(n). Logo, o algoritmo

A resolve o problema 1-EXTCOL em tempo polinomial, o que é um absurdo, a menos que

P =NPD. g
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3.3 Uma 4-aproximacao para o problema RC em arvo-
res

Primeiramente, apresentaremos uma 3-aproximagao polinomial para o problema RC res-
trito a caminhos. A 4-aproximacgao para o problema RC em arvores proposta por Moran &
Snir [MS07] é uma simples generalizagao do algoritmo para caminhos.

Seja (T, C, w) uma instancia do problema RC, onde T' = (V, E') é uma arvore, C': V — C
uma coloracao de T e w : V' — Q> uma fungao de pesos. Definimos o conjunto suporte(w) :=
{v € V| w(w) >0} Un conjunto X de vértices de T é uma cobertura convexra (ou sim-
plesmente cobertura) para a arvore colorida (7', C), se a coloragdo parcial Cx é convexa,
onde Cx(v) :== 0, se v € X, e Cx(v) := C(v), caso contrario. Ou seja, um subconjunto
X C V é dito uma cobertura para (T,C'), se C' pode ser transformada em uma coloracao
convexa recolorindo apenas vértices em X. Portanto, se C’ é uma recoloracao convexa de
(T, C), entdao Rc(C"), o conjunto de vértices recoloridos por C’; é uma cobertura para (7', C)
com custo w(Ro(C")) := Xyerq ey w(v). Além disso, decidir se um subconjunto X C V/(T')
é uma cobertura para (T,C) e, caso seja uma cobertura, construir uma recoloracao total
convexa C” de C' tal que Ro(C") C X, pode ser feito em O(nk), onde n = |V(T)| e k = |C|.
Para decidirmos se C'x é coloragdo convexa de 7', fixamos uma cor ¢ € € e um vértice v que
possua essa cor em C'x, e fazemos uma busca a partir de v a fim de obter uma subarvore
maximal 7" tal que cada um de seus vértices ou possui a cor ¢ ou é incolor. Se T" contém
todos os vértices de T' que possuem a cor ¢, entao colorimos com ¢ os vértices incolores de
T’ e repetimos o processo para a proxima cor em €. Caso contrario, a coloracao Cx néo é
convexa e, portanto, X nao é uma cobertura para (7', C'). Logo, o problema RC em arvores
é polinomialmente equivalente a encontrar uma cobertura X tal que w(X) é minimizado.

Os algoritmos apresentados nesta se¢ao utilizam a técnica chamada propor¢do local, que
¢ também utilizada em algoritmos de aproximagao para problemas de cobertura de vértices,
e.g. [BBF99]. A seguir, descreveremos brevemente essa técnica.

A entrada do problema ¢ uma tripla (V, £ C 2¥,w : V — Q) e o objetivo é encontrar um
subconjunto X € ¥ tal que w(X) é minimizado, i.e. w(X) = opt(V, X, w) = minyey w(Y).

No nosso contexto, V' é o conjunto de vértices da arvore T e > é o conjunto de cobertu-
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ras de (7, C). O principio da técnica de proporgao local é baseado na seguinte observacao

apresentada por Bar-Yehuda [BY00]:

Observagao 1. Para quaisquer fungoes wy : V. — Q> e wy : V — Q>, temos que

Opt(v7 27 wl) + Opt(V7 27 wQ) S Opt(‘/v Ea wy + w?)'

Dada a funcao de pesos inicial w, definimos duas outras fungoes wy, wq tais que wi +ws, =
w e |suporte(w;)| < |suporte(w)|. De maneira geral, uma r-aproximacao que faz uso da
técnica de proporgao local consiste em executar o algoritmo recursivamente para (V, 3, wy)
afim de encontrar uma solugao X tal que possamos garantir que wsy(X) < ropt(V, X, wy).
Dessa forma, a Observagao 1 permite concluir que X é uma r-aproximagao para (V, 3, wy +
wy = w). A propriedade original, apresentada pela primeira vez em [BYES5], que foi usada
para garantir que wy(X) < ropt(V, X, ws) é a r-efetividade. Uma fungao wy é dita r-efetiva
se wo(Y) < ropt(V, X, wy) para todo Y € . Note que se V' € ¥, entdo para mostrar que a

propriedade anterior é valida basta provar que wq(V') < ropt(V, X, wy).

Teorema 5 ([BYES5]). Seja X € X tal que wi(X) < ropt(V, X, wy). Se wy € r-efetiva,
entio w(X) = wy(X) + we(X) < ropt(V, X, w).

Os algoritmos apresentados a seguir sao aplicagoes do Teorema 5. Mostraremos que o
Algoritmo 1 é uma 3-aproximagcao para recoloragdo convexa de caminhos e o Algoritmo 2 é
uma 4-aproximacao para recoloracdo convexa de arvores.

Note que uma coloragao parcial de um caminho nao ¢ convexa se, e somente se, existem
os vértices como descritos na Linha 5 do Algoritmo 1. E facil ver que qualquer cobertura
para (P, Cv\suporte(ws)) tem que conter pelo menos um dos vértices de qualquer tripla descrita
na Linha 5. Logo, temos que opt(P, Cy\suporte(ws), W2) > €. Portanto, podemos concluir que
wy & 3-efetiva, pois wy (V) = 3¢ < 30pt(P, Cv\suporte(ws), W2)-

O Algoritmo 1 nao serve para gerar uma solucao para o problema RC em arvores, pois em
uma arvore podem nao existir os vértices como descritos na Linha 5 mesmo se V' \ suporte(w)
nao é uma cobertura. A Figura 3.2 apresenta uma arvore na qual o Algoritmo 1 falha. No
Algoritmo 2, a Linha 5 generaliza a ideia da Linha 5 do Algoritmo 1 de forma que os pares

de vértices descritos existem em toda coloracao parcial nao-convexa de uma arvore.
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Algoritmo 1 3-APROXCAMINHOS

Entrada: Um caminho P = (V, E), uma coloragao C': V' — C e pesos w : V — Q>.
Saida: Cobertura X.
1: se V \ suporte(w) é uma cobertura entao
2: X < V \ suporte(w)
devolva X
senao
Encontre 3 vértices distintos z,y, z € suporte(w) tais que C(z) = C(z) # C(y) e
y € V(P:.)

6: e < min{w(x),w(y), w(z)}
7: para todo v €V faca

8: se v € {z,y, 2z} entao
9: we(v) ¢

10: senao

11: ws(v) <0
12: fim se
13: fim para
14: W < W — W
15: devolva 3- APROXCAMINHOS(P, Cy\suporte(w: ), W1)
16: fim se

Algoritmo 2 4- APROXARVORES

Entrada: Uma arvore T' = (V, E'), uma coloragdo C' : V' — C e pesos w: V — Qs.
Saida: Cobertura X.
1: se V \ suporte(w) é uma cobertura entao
2: X < V \ suporte(w)
devolva X
senao

Encontre 2 pares de vértices (néo necessariamente distintos) T1,To,Y1,Y2 €
suporte(w) tais que C(z1) = C(z2) # C(v1) = C(y2) € V(Pryzy) NV (Pyy,) # 0

6: e« min{w(xy), w(xs),w(y1), w(ya) }

7: para todo v € V faca

8: se v € {x1,T2,Y1,Y2} entao

9: wa(v) < &

10: senao
11: wy(v) =0
12: fim se
13: fim para
14: Wy < W — Wy )
15: devolva 4-APROXARVORES(T', Cy\suporte(w; )s W1)

16: fim se
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b
®

b® @a

a

Figura 3.2: Arvore parcialmente colorida com as cores a e b.

O Algoritmo 2 é correto, pois se nao existem dois pares como descritos na Linha 5, entao
o conjunto V' \ suporte(w) é uma cobertura de (T',C'). A partir de uma andlise andloga a
do Algoritmo 1, podemos concluir que a fungao w, é 4-efetiva. Logo, esse algoritmo devolve

uma cobertura com peso no maximo 4 opt(7, C, w).



24

COMPLEXIDADE E ALGORITMOS DE APROXIMACAO

3.3



Capitulo 4

Poliedros de recoloracao convexa

Neste capitulo, apresentamos uma formulagao linear inteira para o problema RC em
grafos arbitrarios e sua especializacdo para arvores. Além disso, mostramos varias classes
de desigualdades que induzem facetas dos poliedros associados. Os resultados relativos ao

poliedro geral sao apresentados na Secao 4.1 e os resultados para arvores na Segao 4.2.

4.1 Poliedro do problema RC

Seja (G, C,w) uma tripla, onde G = (V, F) é um grafo conexo, C' : V — CU {0} uma
coloragao parcial de G e w : V — Q> uma funcdo que associa pesos aos vértices. Suponha
n:=|V| >3 ek :=|C| > 2. Para vértices distintos, nao-adjacentes u e v, denote por I'(u, v)
a cole¢do de conjuntos minimais de vértices que separam w e v, i.e. 0s conjuntos minimais
de vértices S tais que u e v pertencem a componentes diferentes de G — S. Um tal conjunto
S é chamado de corte que separa u e v.

A seguir, descrevemos uma formulagao linear para o problema RC com a instancia
(G,C,w) como entrada. Nessa formulagdo, que denominamos R, para cada v € V e ¢ € C,

temos uma variavel bindria x, . com o seguinte significado:

1, se o vértice v possui a cor c,

xv,c =

0, caso contrario.

Para expressar a funcao objetivo, considere constantes w, . para todov € V e todo c € C

25
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definidas a seguir:

w(v), seC(v) =g,

Wy, =
0, caso contrario.
(R) max » Y Wyelye
veV cel
sa. Y Ty <1 Yv eV, (4.1)
ceC
Tye+ Tye — Z e <1 Vuv ¢ E, Z € T'(u,v), c € C, (4.2)
ze€Z
Ty € {0,1} Yv € V,Ve € C. (4.3)

Dada C" : V — CU{(0} uma recoloracio boa de (G, C'), definimos o vetor x(C’) € {0, 1}"*

da seguinte forma:

) 1, seC'(v)=c,
X(O )v,c =
0, caso contrario.

Seja x[4] := {x(C") € {0,1}" | C" € A}, onde A é um conjunto de coloragdes parciais

de G. Definimos Q(G) o poliedro associado ao problema de recoloragdo convexa como:

Q(G) := conv{x(C’) € {0,1}"* | C’ é uma coloracao boa de G}.

Proposigdo 1. Q(G) = conv{z € R™ | x satisfaz as restrigoes 4.1,4.2 ¢ 4.3 de R}.

Prova. Considere uma coloragao boa C’ de G e seja ' := x(C"). As restrigoes 4.1 e 4.3 sdo
claramente satisfeitas por a’. Tome u,v € V tal que uv ¢ E, Z € T'(u,v) e ¢ € €. Podemos
assumir z;, ., = x, . = 1, caso contrdrio a desigualdade 4.2 ¢ trivialmente satisfeita por z’.
Uma vez que C” é uma coloracao boa, existe um caminho monocromatico (de cor ¢) entre u
e v com ao menos 3 vertices (pois uv ¢ E). Além disso, dado que Z é um corte de vértices
que separa u e v, pelo menos um dos vértices internos desse caminho monocromatico tem
que estar em Z. Logo, > .c, 2. . > 1, e, portanto, x’ satisfaz 4.2.

z,c =

Seja 2’ € R™ um vetor que satisfaz 4.1, 4.2 e 4.3 da formulacdo R. A partir de 4.1 e
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4.3, podemos concluir que z’ é o vetor de incidéncia de uma coloracao parcial, digamos C".
Suponha que C’ ndo é uma coloragao boa de G. Entao, existem dois vértices ndo-adjacentes
u e v aos quais C’ atribui a cor ¢ e tal que, em cada caminho entre esses vértices, existe um
vértice que nao recebe a cor ¢ da coloracao C’. Seja S o conjunto de vértices do subgrafo
maximal monocromatico de (G, C") que contém v. Note que Z = N(.S) é um corte de vértices
que separa u e v, e todos os vértices em Z nao possuem a cor c. Portanto, o vetor ' viola a

desigualdade 4.2 com respeito a u, v, ¢ e Z, uma contradicao. O

Observacgao 2. Seja x* uma solucao otima de R e denote por C* a coloragdo correspondente.
Claramente, C* € uma solugdo otima para o problema RC, e a distancia de recoloracao de
(G, C,w) € Xpey w(v) — Xpev Xeee Wocly,.. Note que se a fungdo w atribui peso 1 aos
vértices com cor e peso 0 aos vértices sem cor, entdo minimizar o numero de trocas de cor

¢ equivalente a mazimizar o numero de vértices que mantém a sua cor inicial.

4.1.1 Desigualdades validas

Dados X, Y C V, tais que XNY =0, e ¢,d € € definimos a coloraciao C’f/(’;f V= eu{n}

de G = (V, E) como sendo:

c, se z€ X

X,c
CY,d(Z): d, sez€eY
(), caso contrario.

Seja ainda a coloragio C*¢: V — CU {0} definida da seguinte forma:

c, se z e X
C'X’C(z) =

(), caso contrério.

Por simplicidade, usamos a notagao C* em vez de C*< se X = {v}. Ademais, escreve-

mos C"¢ como uma notacao simplificada de CV()¢_ onde G’ é um grafo.
Proposicao 2. O politopo Q(G) possui dimensao plena, i.e. dim(Q(G)) = nk.

Prova. Considere o conjunto de coloragoes A = {C"° | v € V e ¢ € C}. Claramente,
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cada coloragao parcial em A é convexa e boa. Logo, o conjunto de vetores y[A] estd contido
em Q(G). Note que os vetores em x|[A] sdo exatamente as colunas da matriz identidade de

ordem nk, portanto, existem nk vetores linearmente independentes que pertencem a Q(G).

Note que 0 € Q(G), e portanto dim(Q(G)) = posto-afim(Q(G)) —1 = posto(Q(G)) = nk. O

Proposicao 3. Para cadav €V ec€ C, z,. > 0 define faceta de Q(G).

Prova. Tome um vértice v € V' e uma cor ¢ € C. Para mostrar que z,, . > 0 define faceta é su-
ficiente exibir nk — 1 vetores linearmente independentes em £ = {z € Q(G) | 2, = 0}. Con-
sidere a cole¢do de coloragdes parciais A = {C*? | z € V\{v}ed € CYU{C" | d € C\{c}}.
Claramente, cada coloragao parcial em A atribui cor a exatamente um vértice e nao atribui
cor ¢ ao vértice v, portanto, x[A] C F. Observe que x[A] é um subconjunto dos vetores-
coluna da matriz identidade de ordem nk e que |x[A]| = nk — 1. Portanto, ' contém nk — 1

vetores linearmente independentes. [l

Em cada um dos teoremas e proposicdes a seguir, para provar que uma face F' = {z €
Q(G) | ATz = Ao} é faceta de Q(G), mostramos que se uma face F = {z € Q(G) | ATz = Ao}

de Q(G) contém [ entdo existe a € Rs tal que A = ak e A\g = ak.

Proposigao 4. Para cadav €V, Y x,. <1 define faceta de Q(G).
ceC

Prova. Considere um vértice v € V e uma face F' = {z € Q(G) | A\x = Ao} de Q(G)
tal que F' = {z € Q(G) | Tz = Ao} C F, onde a desigualdade A"z < Xy corresponde a
Y cee Tye < 1. Primeiramente, tomamos ¢, ¢ € €, onde ¢ # ¢, e definimos os conjuntos de
coloragoes Ay = { ;’2 | u € V\{v},d € C\{c}JU{C"} e Ay = {Cy5 | u € V\{v}}U{C"%}.
Observe que todas as coloragoes em A; U Ay sdo coloracgoes boas de G e dessa forma y[A; U
As] € Q(G). Note ainda que o vértice v recebe exatamente uma cor em cada coloragao de
A; U Ay, assim, x[A; U As] C E. Logo, essas coloragoes mostram que A\, . =0 Vu € V' \ {v}
Ve € C.

Por fim, considere o conjunto A3 = {C"° | ¢ € C}. Claramente, x[A3] C F. Logo,

Ave = Ao Ve € C. Note que \g > 0, caso contrério ATz < Ay < 0 Vz € Q(G), absurdo, pois
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0 € Q(G). Portanto, A = aX onde a := )\, dessa forma, F é faceta de Q(G). O

Figura 4.1: Sinais dos coeficientes da desigualdade (4.4) quando G é uma drvore.

Teorema 6. Sejam S C V um conjunto nao-vazio tal que G|[S] € conexo e, além disso, a
particao {V1,Va,...,V,} de V'\ S induzida pelas componentes conexas G[V;] de G — S € tal
que V; \ N(S) # 0 para todo i € {1,2,...,p}. Para cada c € C, v e S eu; € V;\ N(S) onde

ie{l,2,...,p}, a desigualdade

p
qui,c - Z Ty,c + Ty,c S 1 (44)
i=1 weN(S)

define faceta de Q(G), se para cada i € {1,...,p} e cada w € V; N N(S) existe um caminho

entre u; e w tal que seus vértices internos pertencem a V; \ N(S).

Prova. Sejam S, {Vi,Va,...,V,},ve S,ceCe(uy,...,uy) € (VI\N(S))x...x(V,\N(S5))
tais como no enunciado do teorema, e suponha que as outras hipoteses sobre G sao também
satisfeitas. E facil ver que a desigualdade do Teorema 6 é vélida para Q(G), pois cada
caminho monocromatico entre u; e qualquer outro vértice que nao esta em V; tem que
conter pelo menos um vértice do conjunto V; N N(S) (veja Figura 4.1).

Considere uma face F' = {z € Q(G) | Az = Ao} de Q(G) tal que F' = {z € Q(G) | ATz =
5\0} C F, onde a desigualdade N < 5\0 corresponde a Y0 @y, . — > o2eN(S) Lae T Toe < L.

Seja A} = {Cg5 | z € Vied € €\ {c}} U{C"} um conjunto de coloracoes, onde
i € {1,2,...,p}. Note que cada coloragdo em A} atribui a cor ¢ somente ao vértice v, a
cor d, diferente de ¢, a no maximo um vértice de V; e nao atribui qualquer cor aos demais.
Dessa maneira, ¢ facil ver que y[U!_; A}] C F. Logo, a partir dos vetores das coloracoes em

P, Al obtemos que \,q =0Vie {1,...,p},Vz€V,eVd € C\ {c}.
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Considere agora o conjunto de coloragoes Ay = {C7j“ |z € Sede €\ {c}}U{C"}.
Cada coloragao de A, atribui a cor ¢ ao vértice uy, a cor d, diferente de ¢, a no maximo
um vértice de S e nenhuma cor a todos os outros vértices. Logo, temos x[Ay] € F. A partir
desses vetores, obtemos que A\, =0Vz € S e Vd € C\ {c}. Una vez que G[S] é conexo,
existe um caminho em S entre v e qualquer vértice z € S\ {v}. Denote um tal caminho por
P,.. E facil ver que as coloragoes parciais CF=¢ ¢ CF==%¢ g30 boas, pois P,, e P,, — z sdo
subgrafos conexos de G. Dessa maneira, temos que y(C™=¢), x(CP==2¢) € F. Portanto,
Aee=0Vze S\ {v}

Para cada ¢ € {1,...,p}, se V; \ (N(S) U{u;}) # 0, entdo considere um vértice z nesse
conjunto. Se existe algum caminho entre u; e z que passe apenas em vértices de V; \ N(.5)
entdo defina P, , como sendo este caminho e considere as coloragoes CTui=¢ e CTw==#¢. Caso
contréario, deduzimos da hipétese que, para algum w € N(S)NV;, existem caminhos P,,,, de
u; até w e Py, de z até w tais que os vértices internos de ambos os caminhos pertencem a V; '\
N(S). Entao, basta tomar w como sendo o vértice em V;N N (S) mais préximo de z em algum
caminho de u; até z na componente G[V;]. Nessa situagao, seja P,,, = P,,, P € considere
as coloracoes CtvwPuizc o CPrwlPuiz=2¢ onde P, é um caminho de v até w tal que todos os
vértices internos pertencem a S. No primeiro caso é facil ver que as coloragoes consideradas
atribuem cor ¢ a um caminho cujos vértices internos pertencem a V; \ N(S) e tal que uma
das extremidades é u;, logo, x(CTu=<), x(CPuz=2¢) € F'. No segundo caso, colorimos com
a cor ¢ os vértices de um caminho de v até w, onde os vértices internos pertencem a S, e
também os vértices de um caminho de u; até z que passa por w e por nenhum outro vértice
de V;NN(S). Dessa forma, temos que y (CFvwPuz) y(CPrwbuz=2c) ¢ F. A partir dos vetores
dessas coloragoes, obtemos A, . =0Vi € {1,2,...,p} V2 € V; \ (N(S) U {w;}).

Seja Az = {C"°

i€ {l,...,p}}. Claramente, cada coloragao parcial em Az é boa, logo,
x[As] C F. A partir desses vetores obtemos que A, . = Ao Vi € {1,...,p}. E facil ver que
a coloracio C”¢ é boa e, portanto, x(C"¢) € F. Logo, Ay, = Ao. Para cada i € {1,...,p},
seja P,,, um caminho entre u; e z tal que todos os vértices internos pertencem a V; \ N(5)
e z € V;NN(S). Dado que G[S] é conexo, existe um caminho entre v e w tal que todos seus
vértices estdo em S e wz € 9(S). Seja P, tal caminho. Observe que P,,,P,,, induz um sub-

Py,

grafo conexo de G, logo, CFvwFuiz¢ ¢ uma coloracio parcial convexa boa e x(CTrwlui=¢) € [,
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Dessa forma, temos A\, . + A, + Ay, c = Ao 0 que implica A\, . = —)\g. Portanto, A, . = —X\g
Vi € {1,...,p} Vz € V; N N(S). Por fim, observe que \g > 0, caso contrdrio Nz < 0

Vz € Q(G), o que é um absurdo, pois 0 € Q(G). Portanto, AT = aA”, onde a := ). O

Quando p = 1, a desigualdade anterior é equivalente a desigualdade 4.2 de R e, portanto,

pode ser separada em tempo polinomial encontrando-se um corte minimo de vértices.

4.2 Poliedro do problema RC em arvores

Nesta secao, consideramos o problema de recoloragao convexa restrito a arvores, o qual
denotamos por RCA. Uma instancia desse problema ¢ uma tripla (7', C,w), onde T'= (V, E)
é uma arvore, C' : V — CU {0} é uma coloragdo, n := |V| e k := |C|. Os outros pardmetros
e convengoes sao analogos aos que foram definidos para o problema RC. Adicionalmente,
para vértices distintos u, v em T', denotamos por P,, o caminho entre u e v na arvore 7.

Uma formulagdo linear inteira T pode ser obtida a partir de R substituindo a desigual-

dade (2) por
Tye+ Toe— Twe <1, foru,veV, weV(P,)\{uv}, ceC.

Assim, podemos definir a formulacao T para o problema RCA da seguinte forma:

(T)  max Y > wycle

veV celC

sa. Y Tpe <1 YveV (4.5)

ceC

Tye— Tpet Twe <1  Vu,we V,Vve V(P)\ {u,w},Veel, (4.6)

Ty € {0,1} Vv € V,Vc € C. (4.7)
Definimos P(T’) o poliedro associado ao problema de recolora¢ao convexa como:

P(T) := conv{x(C") | C"é uma coloragao boa de T}.
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Uma vez que T é um caso particular de R, os Corolarios 1 e 2 seguem diretamente das

Proposicoes 1 e 2.
Corolario 1. P(T) = conv{x € R" | z satisfaz as restrigoes 4.5,4.6 ¢ 4.7 de T}.

Corolario 2. O politopo P(T) tem dimensdo plena, i.e. dim(P(T')) = nk.

4.2.1 Desigualdades validas

A partir das Proposicoes 3 e 4 apresentadas na se¢ao 4.1, podemos obter facilmente os

Corolarios 3 e 4, respectivamente.
Corolario 3. Para cadav €V ec € C, x,. > 0 define faceta de P(T).

Corolario 4. Para cada v € V, Z Ty < 1 define faceta de P(T).

cel

O Teorema 7 é exatamente o Teorema, 6 especializado para o caso em que GG é uma arvore.

Teorema 7. DESIGUALDADES DE CONVEXIDADE-ESTRELA. Seja S C V' um conjunto ndo-
vazio tal que TS| € conexo e, além disso, a particao {Vi, Vs, ..., V,} de V'\ S induzida pelas
sub-drvores T[V;] de T — S € tal que |V;| > 2 para todo i € {1,2,...,p}. Para cada ¢ € C,

veSeu €Vi\N(S)ondeie{l,2,...,p}, a desigualdade

p
qui,c - Z Tw,c + Ty,c S 1 (48)
i=1 weN(S)

define faceta do politopo P(T).

Nos teoremas a seguir, apresentamos uma classe nao-trivial de facetas que consiste em
uma generalizagdo da desigualdade 4.6. Embora o Teorema 9 seja uma generalizacao do
Teorema 8, decidimos manter a prova desse por ser de mais facil compreensao e porque a
Proposicao 5 apresenta a demonstragao da validade das desigualdades desse teorema por
meio do processo de combinacao e arredondamento a partir das desigualdades 4.6.

Dados vértices distintos u, w € V, definimos uma ordem total < dos elementos em V' (P,,)

de acordo com a ordem em que cada vértice aparece no caminho P,,, a partir do vértice u.
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Proposicao 5. Para cada ¢ € C, u,w € V e {uy, vy, us, v, ..., us, v, U1} S V(Puy), tal

quet € Zu, U =11, W=1Upp1 €U <V} < ... =< U <V < U1, & desigualdade

t t
qui,c - vai,c + Tw,c S 1
i=1

i=1
¢ valida para o politopo P(T).

Prova. Tome quaisquer ¢ € C, u,w € V e {u = uy, vy, U, Vo, ..., U, Uy, Upry1 = W} C V(Pyy),
talquet € Z- eu; < vy < ... < u < v < ugr1. A demonstragao sera por indugao sobre ¢. Se
t = 1, entao a proposicao ¢ verdadeira trivialmente, pois basta observar que as desigualdades
desse caso sao exatamente as desigualdades 4.6 que definem o politopo P(T).

Se t > 1, entao suponha que para todo inteiro 1 < t' < t a seguinte afirmacao é ver-
dadeira: Para cada d € C, p,r € Ve {p = p1.q1,02, G2, - - -, Dv, Qs Drs1 = 1} C V(P,,), tal
que py < q1 < ... < py < qu < pyi1, a desigualdade Y1 2, 0 — S0 Ty + 2pe < 16
valida para P(T). Por hipétese indutiva, as desigualdades Y021 2y, o — S202] T e + Ty e < 1
(@), X @y e — St o Ty e+ Tupe <1 (D) € Ty — Ty o + Tupe < 1 (c) sdo vélidas para P(T).
Ademais, a desigualdade —z,, . < 0 (d) é claramente valida. Portanto, a partir da soma das
desigualdades (a), (b), () e (d) obtemos Y-!_; @y, c— Y i_) Ty et Twe < 3. Uma vez que o lado

esquerdo da ultima desigualdade ¢ inteiro, a desigualdade °¢_, Toyye — St Ty e+ Tye <1

é vélida para P(T). O
ul V1 Ut V¢ Ut41
[ S aVaVa [ SaVaVall TaVaVas )
+ — + — +

Figura 4.2: Sinais dos coeficientes da desigualdade (4.9) obtida a partir de Py, onde u = uj e
W = Ut41-

Teorema 8. DESIGUALDADES DE CONVEXIDADE-CAMINHO. Para cada ¢ € C, u,w € V e
{uy,v1,u2,v9, ... U, v, U1} S V(Puy) tal quet € Zs, u=up, w =uqq € up <03 < ... <

Uy < Uy < Uy, 6 desigualdade

t t
Z xui,c - Z xvi,c + xw,c S 1 (49)
i=1

i=1
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define faceta do politopo P(T).

Prova. Tome uma cor ¢ € C, vértices u,w € V, S = {u = uy, vy, Uz, Vo, ..., U, Uy, Upyq =
w} CV(Puw), talquet € Zs e ug < v < ... <uy < v < Uy, € uma face F' = {x € P(T) |
Az = A} de P(T) tal que F' = {x € P(T) | ATz = Ay} C F, onde a desigualdade ATz < X
corresponde a Z',f:l Tyye — 521 Ty;e + T < 1. Os coeficientes da desigualdade associada
a Py, sao mostrados na Figura 4.2. Para cada z € V'\ S, definimos S, como o conjunto de
vértices da componente de T — z tal que |S, N S| é impar. Seja A; = {C’fji’c, C%c|zeV\S
e d € C} um conjunto de coloragoes de T'. Observe que, para cada z € V' \ S, T[S,] e
T[S, U{z}] sdo grafos conexos, |S, N S| é impar e os vértices em S, NS s@o consecutivos na
ordem <, portanto, X(C’j‘fjc), x(C%¢) € E. Logo, a partir das coloragoes em A; temos que
Aa=0VzeV\SeVdel.

Considere os conjuntos de coloracoes Ay = {C7y | z € S\{w}ed € C\{c}}U{C"} e
Az ={Cpq | d € C\{c}}U{C"}. Note que cada coloragio em A, atribui a cor ¢ apenas ao
vértice w e que cada uma em Ajg atribui a cor ¢ somente ao vértice u. Logo, x[As U As] C F.
Os vetores das coloracoes em Ay mostram que A\, 4 = 0Vz € S\ {w} Vd € C\ {c} e a partir
das coloragoes em Aj obtemos A\, 4 = 0 Vd € C\ {c}. Portanto, A\, 4 = 0Vz € SVd € C\ {c}.

Sejam Ay, = {C%c | i € {1,2,...,t +1}} e Ay = {CTwmivrc | 4 € {1,2,...,t}}.
Observe que cada coloracao em A, atribui a cor ¢ a exatamente um vértice u;, para al-
gum i € {1,2,...,t + 1} e, portanto, x[As] C F. Assim, é ficil ver que A\,. = Ao

Vi € {1,2,...,t + 1}. Para cada i € {1,2,...,t}, P, ¢ o caminho entre os vértices

iUi41

u; € u;41 em T. Note que V(P ) NS = {us,vs, w1 }, logo, x(CTrmi+1¢) € F'. Portanto,

Ui Ui41

obtemos Ay, ¢ + Ay e + iy = Ao 0 que implica Ay, . = —Xg Vi € {1,2,...,t}. Note que

a:= X >0, pois 0 € P(T) e Nz < )¢ é uma desigualdade valida para P(T). Portanto, F

é faceta de P(T), pois A = a) e a > 0. O

Antes de demonstrar o resultado principal dessa secao, apresentaremos algumas definigoes
utilizadas na sua prova. Seja 7" C T uma arvore enraizada em r e f : V(T') — Z> uma
funcao que associa a cada vértice a quantidade de filhos em 7”. A partir de 7", denotamos
por W C V(T") o conjunto formado pelos vértices que possuem mais de um filho em 7", pelas

folhas e pela raiz. Mais formalmente, W := {v € V(T") | f(v) > 1 ou f(v) =0 ouwv = r}.
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Chamamos os vértices em W de fizos . A partir desse conjunto, definimos a funcaop: W —
W de tal forma que p(r) = r e p(v) é o ancestral de v com maior profundidade na arvore 7" e
que estd em W, se v € V\ {r}. Para cada v € W, seja D, C W o conjunto dos vértices de W
com profundidade maior que a de v e alcangaveis a partir de v por caminhos cujos vértices
internos pertencem a V(7") \ W, mais formalmente, D, := {u € W | p(u) = v}. E facil ver
que |D,| = f(v) Yo € W. Para cada v € W\ {r}, tomamos um conjunto W, C V(P,,)\{u, v}
tal que |W,| é par e u := p(v). Suponha que os vértices em W, sejam ordenados na sequéncia
em que aparecem no caminho P,, a partir de v, assim um vértice w € W, é dito positivo
(negativo) se existe um nimero impar (par) de vértices em W, que o precedem nesse ordem.
Dessa forma, podemos particionar o conjunto W, em W,  := {w € W, | w é positivo} e
W, :={w e W, | w é negativo}.

Agora, estamos prontos para definir as desigualdades da forma R(r) < 1, denominadas
Desigualdades de convexidade-drvore (associada a arvore T' com raiz r). Para cada v € W,
atribuimos coeficiente 1 — f(v) a variavel x,, ., se v nao ¢é folha de T"; e coeficiente 1 & varidvel
corresponde, caso contrario. Além disso, atribuimos coeficiente 1 e —1 as variaveis associadas

respectivamente. Na Figura 4.3

v

aos vértices pertencentes a Uyewn fr) Wi e Uven gy We
apresentamos uma arvore 7" com raiz r que define a desigualdade R(r) = —2x,, — %y, +
Tuge — Tuge T Toge T Tuge + Tuy e — Tw_ e — 2Tug e + Tug e T Tugge + Toyy e T Tuge < 1. Observe
na Figura 4.3(a) que W = {vy,vq,...,011}, p(va) = p(vs) = plvg) = 1 e p(vg) = v, A
Figura 4.3(b) apresenta os coeficientes da desigualdade R(r) < 1.

No proximo teorema, usamos uma definicao recursiva dessa classe de desigualdades.

Teorema 9. DESIGUALDADES DE CONVEXIDADE-ARVORE. Sejam T" C T wma drvore
enraizada em r, W o conjunto dos vértices fixros e ¢ € € uma cor. Para cada colegdo
{Watvewngry tal que W, C V(Pywyo) e |Wy| € par para todo v € W\ {r}, temos que a
desigualdade

R(r) <1 (4.10)

define faceta de P(T), se T" tem mais de uma folha, onde R é uma fungio recursiva sobre



36 POLIEDROS DE RECOLORACAO CONVEXA 4.2

(T +1+1
L L
Vg V10 V11 +1+1+1
(a) Sub-arvore T” com raiz v;. (b) Coeficientes das varidveis

da desigualdade R(r) < 1.

Figura 4.3: Ezemplo de desigualdade do Teorema 9.

o conjunto W definida da segquinte maneira:

Ty.cs sev € folha de T,
R(v) =

S RwW+ Y. wwe— D Twe| = (fv) = Dy, caso contrdrio.

uED, weW,” weW,,

Prova. Por indugdao na profundidade dos vértices em W, mostraremos que R(v) < 1 para
todo v € W e toda coloracdo boa de T. Se v é uma folha de T”, entdo o resultado segue
trivialmente. Se v nao é folha de T’ entdo suponha que R(u) < 1 para todo u € W com
profundidade maior que a de v e para toda coloragdo boa de T'. Por hipdtese indutiva,
temos que R(u) < 1 para cada u € D,. Logo, para qualquer colora¢ao boa de T" podemos
concluir que R(u) + X e+ Twe = Zyew- Twe < 1, Pois os vértices positivos e negativos
de W, se alternam no caminho P,, e |W,| = |W, | Yu € D,. Em qualquer coloragao boa
de T, se a0 menos dois vértices em componentes distintas de 7} — v tém a cor ¢, entdo v
também possui a cor ¢, onde 7}, é a subarvore de 7" com raiz em v. Portanto, a desigualdade
R(v) = Yuep, (R(u) + Xpews Twe = Zpew: Twe) — (f(v) = Dzy < 1 ¢ satisfeita para
qualquer coloracao boa de T. Ademais, note que para qualquer v € W temos R(v) = 1
quando a coloracio boa de T é CToc,

Considere uma face F = {z € P(T) | Az = Ao} de P(T) tal que F' = {z € P(T) | \Tz =

Ao} C F, onde a desigualdade ATz < A corresponde a R(r) < 1. Para cada z € V/(T)\V(T"),
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T
seja v o vértice mais préximo de z em T” e considere as coloracgoes CP NG ° onde

—v—2z,d’

d é uma cor qualquer em €. Claramente, essas sao coloracoes boas de T e em cada uma delas

temos R(r) = 1. Portanto, os vetores X(C’g;i%d) x(Ccre

v

 o_.a) € F. Logo, podemos concluir
que A\, g =0Vz € V(T)\ V(1) e Vd € C. Considere duas folhas distintas v,v" de T". Sejam

L= (O [ 2 € V) \ o} e d e €\ [l U{C™} e Ay = {CLF | d € €\ {ehh U {Cv}
conjuntos de coloragoes de T'. Observe que cada coloracdo em A;(em As) é boa e atribui a
cor ¢ exclusivamente ao vértice v (ao vértice v’). Uma vez que v e v’ sdo folhas de T”, temos
R(r) = 1 para qualquer coloragao de A; U Ay e, portanto, x[A; U As] C F. Logo, podemos
concluir que A\, 4 =0Vz € V(1") e Vd € C\ {c}. Considere agora dois vértices v € W\ {r}

e 2 € V(Pywyw) \ Wy. Se |V (P.,) N W,]| é par, entao C’P e C’P”’ sao coloragoes boas de

—ze
T. Note que em ambas coloragoes temos R(v) = 1, pois todos os vértices da subarvore 7T
recebem a cor c¢. Além disso, o caminho P,, contém a mesma quantidade de vértices positivos
e negativos o que implica R(r) = R(v) = 1 em ambas coloracdes. Logo, os vetores x(Cp" Tore )
e x(CF P . o) pertencem a face F. Se [V(P.,) N W,| é impar, entdo seja v’ o vértice positivo
tal que V(P,,) N W, = {v'}. Uma vez que |W,| é par, o vértice v’ existe. E facil ver que as
coloragdes CTv=¢ e CTv="%¢ 530 boas e que em ambas temos R(r) = R(p(v)) = 1. Logo, os
vetores x(CTv=¢) e x(CP==¢) pertencem a face F. A partir dos vetores das coloracoes de
ambos os casos podemos concluir que A, . =0 Vz € V(T') \ (W UU,en gy Wo)-

Dado um vértice v € W, observe que CT+° ¢ uma coloracdo boa tal que R(r) = R(v) = 1.
Portanto, o vetor dessa coloragdo pertence a F' o que implica 3-.c7r A, . = Ao. Para mostrar os
coeficientes nao-nulos da desigualdade (A, \o), observe que As := {C*° | z € Uyen (3 W'}
¢ um conjunto de coloragoes boas de T' tais que R(r) = 1. Logo, temos x[As] C F o que
implica ;. = Ao V2 € Upenr 3 W,

Seja v um vértice em W. Se v é uma folha, entdo o vetor da coloracao C"“ mostra que
Ave = Ao. Se v nao ¢ folha, entao considere os vértices u € D, e w € W, . Se existem vértices
w',w” € W tais que o caminho Py, contém w e nenhum outro vértice de W, entao
CPww¢ & uma coloragao boa de T tal que R(r) = 1. Caso contrério, existe um caminho
P, em T' que contém w e nenhum outro vértice de W, onde w’ € W, . Dessa forma, a
coloragao CT““’” é boa e R(r) = 1, pois a coloracdo de T, com ¢ garante R(u) = 1 e Py

contém exatamente dois vértices em W,, um positivo e outro negativo. No primeiro caso,
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temos Ay e + Awe + Awr e = Ao, 10 segundo, obtemos que 3 .cqr As e + Awe + Awe = Ao
Uma vez que > .cqv Aee = Ao € Ayre = Ayre = Ao, Obtemos A, . = —Ag em ambos os
casos. Portanto, podemos concluir que A,. = —Xo Vz € Uyew\(y W, - Logo, temos que
Yeery Ave = Ave + Duen, (Ciery Ase T Xocwt Are = Xoew Aze) = Ave T Luep, Ao, onde a
ultima igualdade segue porque |W, | = |W,|. Dessa forma, obtemos A, . = —(f(v) — 1)\o.
Note que a := A\g > 0, pois 0 € P(T) e Mz < \g é uma desigualdade vdlida para P(T).

Portanto, F é faceta de P(T), pois A = aX e a > 0. O

No Capitulo 5, mostraremos algoritmos de separagao com tempo de execugao O(kn) para

cada uma das classes de desigualdades nao-triviais apresentadas nesta secao.



Capitulo 5

Algoritmos de separacao

Neste capitulo, apresentamos algoritmos de separagao polinomiais para as classes de
desigualdades 4.8, 4.9 e 4.10. Seja x um vetor pertencente a uma relaxagao de P(T"). Na
Secao 5.1, mostramos um algoritmo que computa um corte de arestas de peso maximo em
uma arvore obtida a partir de 7' cujas arestas sao ponderadas usando os valores no vetor x.
Na Secao 5.2, apresentamos um algoritmo para separacao das desigualdades de convexidade-
caminho e um para as desigualdades de convexidade-arvore.

Sejam T = (V, E) uma arvore, C': V' — CU {0} uma coloragao parcial de T', n :=|V] e
k := |C|. Neste capitulo, suponha uma ordem total qualquer sobre o conjunto de vértices V.
Para quaisquer vértice u,v € V', denotamos por T a arvore 7' enraizada no vértice u e T}
a sub-arvore de T" enraizada no vértice v. Frequentemente, usamos a notagao 7" para nos

referir a arvore 1" enraizada em um vértice qualquer.

5.1 Desigualdades de convexidade-estrela

Teorema 10. As desigualdades de converidade-estrela 4.8 podem ser separadas em O(kn).

Prova. Para cada ¢ € C e cada v € V, buscamos um conjunto S que contenha v e tal que
T[S] é conexo, e vértices u; € V; \ N(S) que maximizem o lado esquerdo da desigualdade

P
Y Tyet+ Tye— Y Twe < 1, onde z é um vetor de uma relaxagdo de P(T"). Note que
=1 weN(S)

1=

para a desigualdade 4.8 sempre temos |N(S)| = p.

Fixos um vértice r e uma cor ¢, denotamos por 7" a arvore 1" com raiz em r. Atribuimos

39



40 ALGORITMOS DE SEPARACAO 5.1

custos as arestas de 7" da seguinte maneira. Para cada z € V(71”), e cada w em N(z) tal que
w é filho de z, e ndo é uma folha, denotamos por w* um vértice na subarvore T, C T" com
raiz em w tal que z,» . = max{x,. | y € V(T)) \ {w}}. Note que se z é escolhido para estar
em S, e w € S, entdo w* faz o papel de algum vértice u,;. Sejam T” a super-arvore obtida
a partir de T” pela adi¢ao de um novo vértice ¢’ para cada folha ¢ de T” e uma aresta ¢'/,
ec : E(T") — Q uma fungao de pesos das suas arestas definida a seguir. Para cada aresta
"0 € E(T") \ E, definimos ¢/(¢'¢) = 0. Atribua a cada aresta zw € E, onde z é pai de w e
w nao ¢é folha de 7", 0 peso ¢ (zw) := Ty — Ty S¢ w ¢ uma folha de 7”7, entdo definimos
d(zw) = —o0. Queremos encontrar em 7", com a fungao de pesos nas arestas ¢, um corte
de arestas com valor maximo, digamos [S, ], tal que v € S e T"[S] é conexo. Observe que o
conjunto de arestas E(T")\ E(T") define um corte trivial [S’, S’] de T” com valor zero, onde
S =V(T").

O algoritmo de separacgao percorre os vértices de 7" em ordem nao-crescente de profun-
didade a partir dos vértices de maior profundidade. Em cada passo, esse algoritmo considera
um vértice v € V(T") para decidir se a aresta uv, onde u é pai de v em 7", deve (ou nao)
ser adicionada ao conjunto de arestas E’, o corte de arestas corrente. Logo, uv é adicio-
nada ao corte corrente se, e somente se, ¢'(uv) > ¢(E' N E(T))), onde ¢(E' N E(T))) =
Yeernpy) € (e). Nesse caso, o corte de arestas ao fim desse passo ¢ (E'\ E(T})) U {uv}.

Claramente, todo o procedimento descrito para a arvore 7" pode ser feito em tempo O(n).
Afirmacao 10.1. O algoritmo de separagdo € correto.

Prova. Para provar que o nosso algoritmo de separacgao ¢ correto, mostraremos que o corte
de arestas E' calculado por ele tem valor maximo. Considere um corte de arestas maximo
E* de T" com a menor quantidade possivel de arestas e tal que nenhum par de arestas nesse
corte pertence a um mesmo caminho entre a raiz e alguma folha de 7.

Para cada aresta e € E(T"), dizemos que e é uma aresta usada se essa aresta faz parte
do corte de arestas corrente em algum passo do algoritmo. Note que se E* C E’, entdo duas
arestas de E’ estao em um mesmo caminho entre a raiz e alguma folha. Uma contradigao a
forma como o corte E’ é construido. Logo, considere uma aresta uy € E*\ E’ e suponha que

a profundidade de u seja maior que a de y. Se uy nao é usada pelo algoritmo de separacao,
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entao no passo em que o vértice u é examinado, o algoritmo decide nao adicionar uy ao corte
corrente. Logo, ¢(uy) < ¢(E"NE(T))), onde E” é o corte gerado pelo nosso algoritmo logo
antes de o vértice u ser visitado. Dessa forma, o conjunto [S’, 5] := (E*\ {uy})U(E"NE(T"))
é um corte tal que v € S’ e T"[S] é conexo. Uma contradicio, pois ¢/([S’, S']) > ¢(E*). Por-
tanto, toda aresta em E*\ E’ é usada pelo algoritmo de separagdao. Dessa forma, temos que
para cada uy € E*\ E', onde u tem profundidade maior que y, existe uma aresta zw € F’
tal que F(P,,) N E' = {zw}. Suponha que z tem profundidade maior que w e observe que
zw ¢ E*. Logo, cada aresta em E* N E(T7) foi usada em algum passo pelo algoritmo de
separagao e substituida por zw no corte final. Portanto, ¢'(zw) > ¢(E* N E(T)). Uma
vez que E* é um corte 6timo, obtemos a igualdade na ultima desigualdade, caso contrario
poderiamos proceder de maneira analoga a anterior para construir uma solugao com valor
maior do que ¢/(E*). Pela minimalidade de E*, temos que E* N E(T)) = {uy}. Portanto,

podemos concluir que ¢/(E') = ¢ (E*). O

Para armazenar o corte de valor maximo na arvore 7' enraizada em cada um de seus
vértices, podemos utilizar uma estrutura de dados que consiste em um vetor D de tamanho n
indexado pelo conjunto de vértices V' e tal que, para cada v € V., D[v] é um ponteiro para
um vetor DV com d(v) posicoes e indexado pelos vizinhos de v em T'. Considere dois vértices
veV eue N(v). Se a aresta uv estd no corte maximo na arvore 7%, entdo D"[u] é o peso
dessa aresta, i.e. ¢(uv). Caso contrério, a posi¢do D[u] contém um marcador indicando que
a aresta uv nao esta no corte maximo e, portanto, o corte de valor maximo em 7" contém o
corte maximo na sub-arvore 7). Assim, acessamos o vetor D" apontado por D[u] e aplicamos
o mesmo procedimento para cada elemento de D", a menos de D"[v], a fim de enumerar as
aresta do corte maximo em 7.

Seja T" a arvore T enraizada em um vértice r. Podemos descrever o valor méaximo do
corte encontrado em 7" pelo nosso algoritmo por meio de uma funcao recursiva M : V — Q

da seguinte forma:

0, se u ¢ folha de T7,
M(u) =
> max{d(uv); M(v)}, caso contrario,
veF (u)
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onde F(u) é o conjunto dos vértices filhos de u em 7”. Note que M (u) é o valor do maior
corte na sub-arvore T tal que quaisquer duas arestas distintas do corte ndo pertencem a um
mesmo caminho entre u e uma folha de 7). Ademais, observe que a computagao da fungao
M pode ser feita em tempo O(n).

Definimos duas fungoes f1, fo : V. — V U {0} tais que:

inf (arg maXyev(T/)\{u} Lv,c), S€ ’F(U)’ > 1,
fi(u) = ( )

0, caso contrario,

inf (arg MAX, o\ ( (U (T xw) ,se [F(u)| > 2,
folu) = eV(T)\({upuv(T7,))

0, caso contrario,

onde u' é o filho de w em T” tal que fi(u) € V(T!,). Paracadav € V| f1(v) e fa(v) podem ser
determinados no momento em que calculamos o valor M (v). Seja g; : V' — V uma funcao tal
que g;(v) = inf (arg mMaXey\ {v} xm). Seja ainda go : V' — V U {0} uma fun¢io da seguinte

forma:

inf (argmaxz N szyc) , se |N(v)| > 2,
) V(11 (r3)

0, caso contrario,

onde v' é o filho de v em T tal que g1 (v) € V(T%). Observe que g1(r) = fi1(r) e g2(r) = fa(r).

Considere um filho u de r em 7" e denote por T" a arvore T enraizada em u. Seja
M :V — Q a funciio dos cortes maximos na arvore T%. E fécil ver que M(v) = M(v) para
todo v € V' \ {r,u}. Assim, temos que M(r) = M(r) — max{c'(ru); M(u)}. Além disso,
temos que M (u) = M (u) +max{z,- . —x..; M(r)}, onde r* é um vértice em V(T)\ {r} tal
que z,+ . = max{x,. | v € V(T*)\ {r}}. Note que r* = ¢1(r), se g1(r) ¢ V(T,), e r* = go(r),
caso contrario. Além disso, g1(u) e go(u) sdo distintos e podem ser determinados em tempo
constante a partir do conjunto {f1(w), fo(u), g1(r), g2(r), r}. Portanto, a funcdo M pode ser
computada em tempo constante a partir de M.

A partir de r, podemos efetuar um percurso em largura na arvore 7" e aplicar o pro-
cedimento anterior para cada vértice em V. Logo, dada uma cor ¢ € C fixa, o cdlculo do
valor maximo do lado esquerdo da desigualdade 4.8 ¢é realizado em tempo O(n). Portanto,

podemos usar a estrutura de dados descrita anteriormente para armazenar os cortes 6timos
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e separar as desigualdades de convexidade-estrela em tempo O(kn). U

5.2 Desigualdades de convexidade-arvore

Primeiramente, apresentamos uma adaptacao direta do algoritmo de separacao descrito
por Lima [Lim11]. Em seguida, mostramos outro algoritmo de separagao para as desigualda-
des de convexidade-caminho mais eficiente que esse. Finalmente, apresentamos um algoritmo
de separagao das desigualdades de convexidade-arvore cujo tempo de execucgao é O(kn?) e

que utiliza o algoritmo de separacao para caminhos como sub-rotina.

Teorema 11 ([Lim11]). As desigualdades de convexidade-caminho 4.9 podem ser separadas

em O(kn?).

Prova. Considere uma cor ¢ € C e um vértice w € V. Mostraremos como encontrar um
conjunto {uy, vy, U, Vo, ..., Uy, Vg, U1 = w}h C V(Py) que maximiza o lado esquerdo da
desigualdade 4.9, onde u € V, t € Z~ e Py, = z122...2,. Para cada j € {1,2,...,p}, a

fungao recursiva M : V(P,,) — Q é definida como:

Tzpcs se ] =D,
M(ZJ): —0Q, Se]:p_]-a
T+ max (M(z)— min  x.,.¢, caso contrario.

1=j42,....p l=j41,....i—1

Para cada z € V(P,,), é facil ver que M(z) = Zf/zl Tiye — Zf/:l Ty e+ Ty e, onde {2 =
Uy, U1, Ug, Vg, .oy Ugr, Oy Uy = W} C V(Pyy) e t' € Zs. Por indugdo no comprimento dos
sub-caminhos de P, que contém w, podemos mostrar que, para cada z € V(P,,), M(z) é
o valor maximo alcancado no lado esquerdo da desigualdade 4.9 por qualquer desigualdade
de convexidade-caminho gerada a partir da cor ¢ e dos vértices z, w fixos.

Note que o cdlculo da fungdo M pode ser feito em tempo O(p?), onde p é o compri-
mento do caminho P,,. Dado um vértice v’ ¢ V(P,y,), se V(Pyw) NV (Puw) # 0, entao
podemos reusar os valores de M computados para os vértices em P,, e estender a funcao

M para os vértices no caminho P, computando o valor da funcao apenas para vértices em
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V(Pu) \V(Pyy). Portanto, a fungdo M pode ser computada em tempo O(n?) para uma cor

e um vértice fixos. Dessa forma, podemos separar as desigualdades 4.9 em tempo O(kn?). [

Teorema 12. As desigualdades de convezidade-caminho 4.9 podem ser separadas em O(kn).

Prova. Considere uma arvore T’ enraizada em um vértice r € V e uma cor ¢ € C. Para
cada v € V| seja F(v) o conjunto dos vértices que sao filhos de v em T". Sejam M* :V — Q

e M~ :V — Q duas fungoes recursivas definidas da seguinte maneira:

Tcs se u é folha de T,
M*(u) = (5.1)
max{ max M™(v); zy.+ max M~ (U)} : caso contrario,
veF (u) vEF (u)
0, se u ¢ folha de T”,
M~ (u) = (5.2)
max { max M~ (v); —x,,.+ max M+(v)} ) caso contrario.
vEF(u) veF (u)

Intuitivamente, M (u) é o maior valor atingido pelo lado esquerdo da desigualdade 4.9
obtida a partir de um caminho entre uma folha de 7, e o vértice u. O significado do valor
M~ (u) é similar ao anterior exceto pelo fato de que a soma tem um nimero par de termos
e o vértice de menor profundidade nesse caminho (cujo coeficiente é nao-nulo) é associado a

um coeficiente negativo. Sejam fi, f5" : V — VU{D} funcdes definidas da seguinte maneira:

inf (arg maxye () (max{M*(v); zue+ M~ (v)})), se|F(u)] >1,

0, caso contrario,

fry =) ™ (Argmax p oy (Max{MF(0); e+ M=(0)})), se |F(u)] 2 2,
) =

0, caso contrario.

De maneira anédloga, definimos as fungoes f; e f; .
Por inducao na profundidade dos vértices em T”, é facil mostrar que as fungoes M e

M~ correspondem aos valores maximos para cada vértice em V na arvore 7”. Dessa forma,
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o maior valor atingido pelo lado esquerdo da desigualdade 4.9 obtido na arvore 17" é

max{M*(r)—l— max M~ (v); M~ (r)+  max M+(v)},
veF(M\{f; (r)} veF(r)\{fy ()}

Esse ¢ o maior valor atingido pelo lado esquerdo da desigualdade 4.9 que pode ser obtido
a partir de qualquer caminho em T que contém r. Percorrendo a arvore 17" a partir dos
vértices de maior profundidade e em direcao a raiz, é possivel computar as funcoes M e
M~ em tempo O(n). Note que as funcdes fi', fof, fi e f» podem ser determinadas em
tempo constante a partir da computacao de M™ e M~.

Para cada v € V, M} e M, correspondem, respectivamente, as fungoes 5.1 e 5.2 refe-

rentes a arvore T°. Definimos gi : V — V e g5 : V — V U {0} da seguinte maneira:
91 (U) inf (arg max,enN(v) (maX{Mv (Z>7 Ly,c + Mv (Z>})) )

inf (arg MAX,.c N () {gF (v)} (max{M}(z); zy.+ M;(z)})) , se|Nw)| >2,

0, caso contrario.

As funcdes g; e g, sdo definidas de forma andloga. Note que gi (r) = fi7(r) e g5 (r) =
f37(r). Considere um filho u de r em T", M} e M, as funcdes associadas & drvore T,
onde T% é a arvore T enraizada no vértice u. Claramente, temos que M, (v) = M™*(v)
e M, (v) = M~ (v) para todo v € V \ {u,r}. Se gi(r) # u, entdo M (r) = M*(r).
Caso contrdrio, M (r) é o maior valor que pode ser obtido entre os filhos de r em T, ou
seja, M, (r) = max{max,e N\ fu} MT(v); Tpc + maxpenequp M~ (v)}. Note que esse valor
pode ser facilmente determinado a partir do valor g5 (r). Uma andlise similar pode ser feita
com relagdo ao calculo do valor M, (r). Logo, temos que M, (u) = max{M™(u); M} (r);

Tye+ M, (r)} e M, (u) = max{M~(u); M, (r); —xuc+ M, (r)}. Dessa forma, as funcoes

u

M e M, podem ser computadas em tempo constante usando as fungoes M+ e M~. Além
disso, os valores g; (u) e g3 (u) sao distintos e pertencem ao conjunto { f;* (u), f5 (u),7}. Logo,
g1 (u) e g5 (u) sdo determinados em tempo constante a partir dos elementos desse conjunto.

Uma analise similar pode ser feita com relacao a g; (u) e gy (u).
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A partir de r, podemos efetuar um percurso em largura na arvore 17" e aplicar o proce-
dimento anterior para cada vértice em V. Logo, dada uma cor ¢ € € fixa, podemos calcular
o valor maximo do lado esquerdo da desigualdade 4.9 em O(n). Portanto, as desigualdades

de convexidade-caminho podem ser separadas em tempo O(kn). O

Teorema 13. As desigualdades de convezidade-drvore 4.10 podem ser separadas em O(kn).

Prova. Considere uma arvore 7" enraizada em um vértice r € V e uma cor ¢ € C. Para
cada u € V, seja F(u), de forma anédloga & defini¢io no teorema anterior, o conjunto dos
vértices que sao filhos de w em T”. Seja W C V o conjunto formado pela unido dos vértices
que possuem mais de um filho em 77, das folhas e da raiz de T". Seja ainda W' a unido do
conjunto W e dos vértices em 7" cujo pai pertence a W, i.e. W/ := W U U ew F(u).

A seguir, definiremos formalmente uma funcao recursiva M sobre o conjunto W’. Intui-
tivamente, M (u) é o valor maximo que o lado esquerdo da desigualdade 4.10 pode atingir
em qualquer sub-arvore de T!. Para cada v € W'\ W, M(P,3) é o valor méximo do lado
esquerdo da desigualdade 4.9 obtido no caminho P,;, onde w é o vértice em W de menor
profundidade na sub-arvore T, e w é o vértice obtido pela contragao da subarvore T em 7"
(veja Figura 5.1). Apds a contragao, considere zy, . := M (w) para o célculo de M (Puy). Para
cada u € W, seja F~(u) = {v € F(u) | M(v) > zy.}. Formalmente, a funcdo M : W' — Q

é definida como:

M(P.s), seu e W \W,
M(u) =
(1 —|Fs(u)|)zye + e};( )M(U), caso contrario.
v >(u

Afirmagao 13.1. Para cada u € W', M(u) é mdximo.

Prova. Por inducgao na profundidade dos vértices em T’ mostraremos que o valor M (u)
¢ maximo para cada u € W’'. Se u é folha de T, entao M(u) = x,,. e o resultado segue
trivialmente. Seja u € W’ tal que u nao é folha de 7" e suponha que o valor M (v) é méximo
para todo vértice v € V' com profundidade maior de que a de u em T". Se uw € W'\ W entéo,

por hipdtese indutiva, M (w) é o valor maximo que o lado esquerdo da desigualdade 4.10 pode
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u U
) )
° [
5 w ouw
(a) T! é formada pelos vér- (b) O vértice w possui va-
tices pretos e por Ty,. lor M (w).

Figura 5.1: Contragio da sub-drvore T., no vértice .

atingir em qualquer subarvore de 7}, onde w é o vértice em W de menor profundidade na
sub-arvore T . Fazendo M (w) ser o peso do vértice contraido w, pelo Teorema 12, podemos
concluir que o valor M(P,;) é maximo. Logo, M (u) também é méximo.

Antes de analisar o ultimo caso, considere a seguinte definicdo. Para cada v € W, seja
coef, : V(T!) — Z uma fungdo que corresponde aos coeficientes da desigualdade 4.10 associ-
ados aos vértices da sub-drvore T de tal forma que M (v) = 3. cy (1) coef,(2)z. . Seu € W,
entdo denote por M*(u) o maior valor que pode ser alcan¢ado pelo lado esquerdo da desi-
gualdade 4.10 e por coef’ : V(T!) — Z uma atribuigao de coeficientes da desigualdade 4.10
que corresponde a M*(u), i.e. M*(u) = 3,y (1) coef, (v)z, . Além disso, tome coef, uma
funcao maximal com respeito ao nimero de coeficientes nulos e suponha, por absurdo, que
M*(u) > M(u). Se coef’(u) > coef,(u), entdo existe v € F.(u) tal que coef;(z) = 0
Vz € V(T!). Dessa forma, seja coef!, : V(T!) — Z uma fungdo dos coeficientes definida da

seguinte maneira:

coef’ (2) — 1, se z = u,
coef,,(2) = { coef,(z), se z € V(TV),
coef’ (2), caso contrario.

Uma vez que M(v) > Ty., temos que 3.cy (1) coefl, (2)x,. > M*(u), uma contradigao.
Se coef (u) < coef,(u), entdo existe v € F(u) \ Fs(u) tal que coef](z) # 0 para algum

z € V(T!), caso contrario poderfamos redefinir coef] (u) := coef, (u) e obter M*(u) < M (u).
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Note que coef,(z) = 0 Vz € V(T). Assim, definimos coef], da seguinte forma:

coef’ (2) + 1, se z = u,
coef,,(z) = { 0, se z € V(T),
coef’ (2), caso contrario.

Por hipétese indutiva, temos que 3-.cy (7 coef; (2)x. . < M(v). Além disso, sabemos que
M (v) < xy.. Logo, podemos assumir que 3. cy (7y) coef, (2)7. . = @y, caso contrdrio chega-
rifamos a uma contradigao de maneira similar ao caso anterior. Portanto, >>.cy (1) coefl, (2)x, .
M*(u) e coef! possui mais coeficientes nulos que coef? , contrariando a maximalidade desse.
Por hipétese indutiva, temos que M (v) é maximo para todo v € F'(u). Logo, se coef (u) =

coef, (u), entao M*(u) < M(u), uma contradigao. Portanto, o valor M (u) é maximo. O

Para uma cor fixa, observe que a computacao da funcao M associada a arvore T” pode ser
feita em tempo O(n) usando o algoritmo para caminhos descrito no Teorema 12 como sub-
rotina. Considere um filho v de r em 7", a partir da funcao M podemos computar a funcao
M, associada a arvore T, onde T é a arvore 1" enraizada no vértice u. Claramente, temos
que M,(v) = M(v) para todo v € V' \ {u,r}. Se M(u) < ., entdo M,(r) = M(r). Sendo,
fazemos M, (r) = M(r) — M(u) + x,.. Dado o valor M,(r), definimos M, (u) da seguinte
maneira. Se M, (r) > x,., entdo M, (u) = M(u) + M,(r) — z,.. Caso contrario, fazemos
M,(u) = M(u). Dessa maneira, a fungdo M, pode ser computada em tempo constante a
partir de M.

A partir de r, podemos efetuar um percurso em largura na arvore 7" e aplicar o pro-
cedimento anterior para cada vértice em V. Para uma cor ¢ € € fixa, podemos calcular o
valor méximo do lado esquerdo da desigualdade 4.10 em O(n). Portanto, as desigualdades

de convexidade-arvore podem ser separadas em tempo O(kn). 0



Capitulo 6

Experimentos computacionais

Neste capitulo, descrevemos um algoritmo de branch-and-cut que implementamos para o
problema RCA e apresentamos os seus resultados computacionais. Na Secao 6.1, mostramos
como foram obtidas as instancias utilizadas nos experimentos. Na Se¢ao 6.2, apresentamos
os detalhes da implementacao do algoritmo. Por fim, os resultados computacionais sao mos-

trados na Secao 6.3.

6.1 Instancias obtidas de arvores filogenéticas reais

Uma drvore filogenética é uma arvore que representa o curso de evolugao de um certo
conjunto de espécies. As folhas dessa arvore representam espécies existentes. Os vértices in-
ternos correspondem a espécies hipoteticamente extintas. Uma caracteristica é um atributo
compartilhado por todas as espécies do conjunto em questao. Cada espécie pode apresentar
um estado diferente para uma determinada caracteristica. Mais formalmente, se V' é o con-
junto de espécies, entdo uma caracteristica é uma funcao C' : V' — €, onde € é o conjunto
de todos os possiveis estados dessa caracteristica. Uma suposi¢do natural em biologia é que
os estados de uma caracteristica evoluem sem transigoes reversas ou convergentes. Em uma
transicao reversa, uma espécie apresenta o mesmo estado de algum ancestral antigo ainda
que o seu pai nao apresente esse estado. Uma transicado convergente ocorre quando duas es-
pécies apresentam o mesmo estado de uma dada caracteristica e o seu ancestral comum com

maior profundidade apresenta um estado diferente deles. Note que, sem esses dois tipos de

49
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transicoes, os estados de uma caracteristica definem uma coloracao total convexa da arvore
considerada. Em aplicagoes bioldgicas reais, as instancias provavelmente contém informagoes
erradas ou auséncia de informagoes sobre o estado em uma espécie; portanto, a computacao
da distancia de recoloragao pode conduzir a um procedimento de detecgdo e correcao de
erros. Essa aplicagao deu origem do problema de recoloracao convexa de arvores, proposto
por Moran e Snir [MS05].

As arvores filogenéticas utilizadas nos nossos experimentos foram obtidas no repositério
http://treebase.org/treebase-web/. Para interpretar os dados bioldgicos e gerar uma colo-
racao que corresponda a uma caracteristica real, sdo necessarios conhecimentos especificos
nessa area. Portanto, optamos por gerar uma coloracao inicial de forma aleatéria em vez de
usar coloragdo baseada em uma caracteristica real. A seguir, apresentamos um procedimento

para geracao de uma coloragao inicial de uma arvore.

1. Definimos dois parametros p. e p, tais que 0 < p.,p, < 1;
2. Atribuimos a cor 1 a raiz;

3. Seja v um vértice ja colorido. Para cada filho v de v, atribuimos ao vértice u a mesma
cor de v com probabilidade 1 — p. ou atribuimos a proxima cor que ainda nao foi usada

(com probabilidade p,);
4. Para cada filho u de v, aplicamos o Passo 3 recursivamente para colorir os filhos de u;

5. Apods o Passo 4, temos uma coloracao total convexa da arvore. Embora nao tenhamos
nenhum controle sobre o tamanho exato de C, intuitivamente, |C| cresce a medida que
aumentamos o valor de p.. Neste passo, introduzimos uma “perturbacao” na coloracao
da seguinte maneira: para cada vértice v, decidimos com probabilidade 1 — p,, se v
mantém ou nao a sua cor. Se decidimos mudar a cor de v, entdao escolhemos com

probabilidade uniforme uma cor do conjunto € e associamos essa cor ao vértice v.

6. Seja C': V — C a coloragao obtida apds o Passo 5. Para cada v € V e cada ¢ € C,

definimos w, . = 1, se C(v) = ¢, e w, . = 0, caso contrario.


http://treebase.org/treebase-web/

6.2 DETALHES DA IMPLEMENTACAO o1
6.2 Detalhes da implementacao

Utilizamos Java 1.6 como linguagem de programacao e CPLEX 12.5 como pacote para
otimizacao. Todos os recursos de presolve e geragao automatica de cortes foram desativados.
Os outros parametros do CPLEX foram configurados com os seus respectivos valores padrao.
Na préatica, observamos que o desempenho do nosso método é bem melhor quando iniciamos
o procedimento com uma relaxacdo da formulacao inicial. Nesse sentido, usamos a seguinte

relaxagao para iniciar o nosso algoritmo de branch-and-cut:

(:RSL) max Z Z Wy,ely,c

vEV ceC
s.a. wa <1 Yv eV,
ceC
Zye >0 Yv e V,Vc e C.

As restrigoes de convexidade sao tratadas de maneira dindmica com a adi¢ao de cortes
gerados pelas desigualdades de convexidade-estrela e convexidade-arvore que rejeitam as so-
lugdes fraciondrias e as solugoes inteiras que satisfazem as restrigoes do modelo REL, mas que
nao representam coloracgoes convexas. Tentamos adicionar apenas os cortes das desigualdades
de convexidade-estrela, mas a qualidade da solugao dada pela relaxagao e o tempo de execu-
¢ao foram consideravelmente piores do que quando adicionamos esses cortes juntamente com
os cortes gerados pelas desigualdades de convexidade-arvore. O mesmo comportamento foi
verificado quando adicionamos somente os cortes das desigualdades de convexidade-arvore.
Dessa forma, o melhor desempenho foi alcancado quando adicionamos os cortes de am-
bas as classes de desigualdades. Além disso, observamos um ganho de desempenho quando
adicionamos ao modelo os cortes mais violados das desigualdades de convexidade-estrela e
convexidade-arvore para cada cor ao invés de adicionar apenas o corte mais violado den-
tre todas as cores. Por fim, notamos que o CPLEX comeca a fazer ramificacdes de forma
prematura quando ele possui o controle do procedimento de branch-and-cut desde o inicio.
Portanto, aplicamos o método de plano-de-cortes para obter uma melhor relaxacao antes de
passar para o CPLEX o controle do procedimento de branch-and-cut.

Uma outra questao importante, que pode afetar dramaticamente o desempenho, é o crité-
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rio de parada para a geracao de cortes. Nesse sentido, desejamos evitar que o algoritmo itere
muitas vezes sem obter uma mudanca significativa no valor da funcao objetivo. Apds varios
experimentos, optamos por parar o procedimento de plano-de-cortes quando o decréscimo
do valor da solugao é no maximo de 0.01 por 10 iteragoes consecutivas.

Note que as arvores filogenéticas possuem uma raiz especificada na entrada. No caso geral,
podemos escolher arbitrariamente um vértice da arvore para ser a raiz. Assim, definimos
p: V — V uma funcao tal que p(v) é v, se v é raiz; e p(v) é o pai do vértice v na arvore,
caso contrario. Implementamos uma heuristica que gera uma solugao inteira a partir do
procedimento de arredondamento de uma solugao fracionaria x da forma descrita a seguir.
Denote por C¥(v) a cor atribuida pela heurfstica ao pai de um vértice v € V. Inicialmente,
sejam V' := {r} e €' := €, onde r é a raiz da arvore. Removemos de V' o vértice r e
computamos a cor ¢ tal que ¢ € argmaxgecer T, 4. Fixamos o valor de z,,. em 1, adicionamos
todos os filhos de r ao conjunto V' e fazemos €' := €\ {c}. Enquanto |V’| > 0, removemos
de V' o vértice v tal que (v, c) € argmax,cvs gee/u{cH (p(2))} T=,d- M seguida, fixamos o valor
de z, . em 1 e adicionamos todos os filhos de v em V. Se ¢ # C*(p(v)), entdo removemos a

cor ¢ de €. Aplicamos essa heuristica em cada né da arvore de branch-and-bound.

6.3 Resultados computacionais

Os experimentos computacionais cujos resultados sao relatados nesta se¢ao foram feitos
em uma maquina com 65GB de memoria RAM, executando em uma unica thread de um
processador com 1.6G H z. Estipulamos um tempo limite de 10 minutos para o algoritmo de
plano-de-cortes resolver a relaxacao REL e um tempo adicional de 30 minutos para o CPLEX
aplicar o branch-and-cut e resolver o problema com as variaveis inteiras. Para comparacao,
implementamos o algoritmo de programacao dindmica proposto por Moran e Snir em [MS08]
para o problema RCA. Dado que esse algoritmo teve um péssimo desempenho mesmo para
as menores instancias, nés nao relatamos os seus resultados computacionais.

Nas Tabelas 6.1 e 6.2, apresentamos os resultados dos experimentos computacionais obti-
dos com o nosso algoritmo de branch-and-cut no conjunto de instancias descrito na Secao 6.1.

Na coluna “TB-ID”, mostramos o identificador da instancia que pode ser usado para en-
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contrar a arvore filogenética correspondente em http://treebase.org/treebase-web/. O grau
médio das arvores nas nossas instancias é entre 3 e 4 e o grau maximo delas esta entre 3
e 140. Observamos que a maior parte das arvores tem grau maximo entre 3 e 25. Sejam
LP* o valor de uma solugao 6tima da relaxacao obtida logo apds a aplicagao do algoritmo
de plano-de-cortes, I P* o valor de uma solugao 6tima para o modelo T e HR o valor da
solugao inteira encontrada pela heuristica de arredondamento descrita na Secao 6.2 a partir
da solucgao fraciondria correspondente ao valor LP*. Na coluna “Gap/LP”, mostramos o gap
entre os valores LP* e I P*. Esse valor é dado por % x 100. Na coluna “Gap/HR”,

apresentamos o gap entre HR e [ P* dado por % x 100. Na coluna “Gap/FN”, mos-
tramos o gap final, ou seja, o gap entre o melhor limitante inferior e o melhor limitante
superior obtido ao final do algoritmo. Os tempos (em segundos) gastos para computar os
valores LP* e I P* sdo mostrados nas colunas “Tempo/LP” e “Tempo/IP”, respectivamente.
A sigla TLE ¢é acronimo de Tempo Limite Excedido. As colunas “Cortes no LP” e “Cortes
no IP” contém o numero total de cortes de convexidade-arvore e convexidade-estrela que
foram adicionados para calcular os valores LP* e I P*, respectivamente. Dado que em todas
as instancias a nossa heuristica executou em menos de um segundo e o niimero de nés na
arvore de branch-and-bound criada pelo CPLEX foi muito pequeno, nés nao relatamos esses
valores.

As Tabelas 6.1 e 6.2 mostram que o nosso algoritmo de branch-and-cut resolveu otima-
mente uma grande parte das instancias. Em quase todas as instancias o gap final foi bem
pequeno. Observamos que, em geral, quanto maior forem |C| e p,, mais dificil é a instancia.
O numero total de cortes de convexidade-arvore e convexidade-estrela adicionados foram
praticamente o mesmo. Isso indica que ambas as desigualdades sao igualmente tuteis para
eliminar solugbes fracionarias. Além disso, os pequenos gaps entre o valor da solugdo da
relaxacao apds o plano-de-cortes e o valor da solugao 6tima mostram que as nossas facetas

definem bons cortes.
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Tabela 6.1: Resultados computacionais do branch-and-cut — Parte 1.

Tempo Gap Cortes no LP  Cortes no IP
TB-ID \4 Pn pe |C€ LP P HR LP FN  Arv. Est. Arv.  Est.
Tr60729 213 25%  0.5% 3 0 0 0% 0.12% 0% 77 71 0 0
Tr60729 213 25%  5.0% 14 0 0 0% 0% 0% 30 30 0 0
Tr60729 213  25% 50.0% 103 2 4 0% 0% 0% 102 102 0 0
Tr60729 213 50%  0.5% 4 0 0 0% 0% 0% 72 72 0 0
Tr60729 213 50%  5.0% 14 1 0 0% 0% 0% 114 118 0 0
Tr60729 213  50% 50.0% 98 2 4 0% 0% 0% 192 198 0 0
Tr60729 213 75%  0.5% 3 1 0 0% 0% 0% 90 90 0 0
Tr60729 213 75%  5.0% 12 5 0 0% 0.33% 0% 509 466 0 0
Tr60729 213 75% 50.0% 110 17 48  2.86% 0.51% 0% 952 945 12 15
Tr60079 301 25%  0.5% 6 0 0 0% 0% 0% 43 43 0 0
Tr60079 301 25%  5.0% 20 1 0 0% 0% 0% 58 58 0 0
Tr60079 301 25% 50.0% 148 3 22 0% 0% 0% 106 106 0 0
Tr60079 301 50%  0.5% 3 0 0 0% 0% 0% 52 52 0 0
Tr60079 301 50%  5.0% 20 2 0 0% 0% 0% 185 181 0 0
Tr60079 301 50% 50.0% 153 17 13 0% 0.04% 0% 484 497 0 0
Tr60079 301 75%  0.5% 720 0 0% 0% 0% 469 457 0 0
Tr60079 301 75%  5.0% 21 36 0 0% 0.42% 0% 1011 878 0 0
Tr60079 301 75% 50.0% 165 19 154  0.62% 0.18% 0% 576 608 14 18
Tr6287 404 25%  0.5% 6 1 0 0% 0.15% 0% 36 36 0 0
Tr6287 404 25%  5.0% 29 1 1 0% 0% 0% 54 54 0 0
Tr6287 404 25% 50.0% 197 13 47 0% 0% 0% 224 225 0 0
Tr6287 404 50%  0.5% 4 2 0 0% 0% 0% 115 114 0 0
Tr6287 404 50%  5.0% 22 6 1 0% 0% 0% 284 263 0 0
Tr6287 404 50% 50.0% 206 29 32 0% 0.14% 0% 619 631 0 0
Tr6287 404 75%  0.5% 5 59 0 0% 0% 0% 578 565 0 0
Tr6287 404 75%  5.0% 22 84 5  248% 0.04% 0% 1241 1044 7 3
Tr6287 404 75% 50.0% 207 60 TLE - - 3% 1574 1621 107 96
Tr4755 567 25%  0.5% 4 1 0 0% 0% 0% 43 41 0 0
Tr4755 567 25%  5.0% 29 7 5 0% 0% 0% 78 77 1 1
Trd755 567 25% 50.0% 277 70 TLE - - 045% 169 169 11 11
Trd755 567 50%  0.5% 5 1 0 0% 0% 0% 54 54 0 0
Trd755 567 50%  5.0% 28 11 3 0% 0.09% 0% 204 195 0 0
Trd755 567 50% 50.0% 273 124 TLE - - 0.75% 456 446 13 13
Trd755 567 75%  0.5% 5 16 0 0% 0% 0% 310 299 0 0
Trd755 567 75%  5.0% 34 153 42 11.83% 0.21% 0% 1886 1556 39 35
Trd755 567 75% 50.0% 278 193 TLE - - 0.88% 757 754 21 21
Tr2400 636 25%  0.5% 6 1 0 0% 0% 0% 87 86 0 0
Tr2400 636 25%  5.0% 35 2 4 0% 0% 0% 123 124 0 0
Tr2400 636 25% 50.0% 333 19 323 0% 0% 0% 217 221 0 0
Tr2400 636 50%  0.5% 7 3 0 0% 0% 0% 140 136 0 0
Tr2400 636 50%  5.0% 28 17 56 0.3% 0.11% 0% 720 703 22 22
Tr2400 636 50% 50.0% 317 105 411  0.53% 0.02% 0% 1190 1163 0 0
Tr2400 636 75%  0.5% 5 149 0 0% 0% 0% 665 659 0 0
Tr2400 636 75%  5.0% 28 92 2 0% 0.09% 0% 1620 1539 0 0
Tr2400 636 75% 50.0% 309 431 1088  0.33% 0.33% 0% 3818 3951 22 22
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Tabela 6.2: Resultados computacionais do branch-and-cut — Parte 2.

Tempo Gap Cortes no LP  Cortes no IP
TB-ID \4 Pn pe  |C| LP P HR LP FN  Arv. BEst. Arv.  Est.
Trd756 710 25%  0.5% 10 5 0 0% 0.09% 0% 295 294 0 0
Trd756 710 25%  5.0% 35 4 7 0% 0% 0% 98 98 0 0
Tr4756 710 25% 50.0% 361 17 518 0% 0% 0% 199 198 0 0
Trd756 710 50%  0.5% 4 1 0 0% 0% 0% 88 88 0 0
Trd756 710 50%  5.0% 41 15 11 0% 0% 0% 579 568 0 0
Tr4756 710 50% 50.0% 338 338 1663 0.93% 0.01% 0% 844 852 7 7
Trd756 710 5%  0.5% 6 167 20 0.35%  0.03% 0% 856 827 42 35
Tr4756 710 7%  5.0% 36 210 284 1.44% 0.54% 0% 1625 1529 76 79
Tr4756 710 75% 50.0% 361 338 TLE - - 217% 2746 2769 26 23
Tr6038 813 25%  0.5% 9 0 0%  0.03% 0% 173 173 0 0
Tr6038 813 25%  5.0% = 42 10 0% 0% 0% 114 114 0 0
Tr6038 813  25% 50.0% 430 38 2661 0.16% 0% 0% 239 238 0 0
Tr6038 813 50%  0.5% 7 7 0 0% 0% 0% 219 215 0 0
Tr6038 813 50%  5.0% 49 21 20 0% 0% 0% 456 454 0 0
Tr6038 813 50% 50.0% 393 243 TLE - - 0.29% 1294 1284 0 0
Tr6038 813 7%  0.5% 9 573 8 0.38% 0.19% 0% 1288 1246 4 4
Tr6038 813 7%  5.0% 45 TLE 1461 0% 0.78% 0% 2442 2293 383 303
Tr6038 813 75% 50.0% 425 TLE TLE - - 4.46% 4000 4088 62 60
Tr53777 981 25%  0.5% 13 4 2 0% 0% 0% 170 170 1 1
Tr53777 981 25%  5.0% 65 8 50 0% 0% 0% 133 133 0 0
Tr53777 981 25%  50.0% 469 43 TLE - - 0% 289 289 0 0
Tv53777 981 50%  0.5% 9 36 1 0% 0.14% 0% 436 434 0 0
Tr53777 981 50%  5.0% 45 32 17 0% 0% 0% 651 661 0 0
Tr53777 981 50% 50.0% 476 229 TLE - - 057% 1153 1160 0 0
Tr53777 981  75%  0.5% 6 TLE 38  0.5% 0.06% 0% 849 844 19 18
Tr53777 981 75%  50% 50 589 TLE - - 0.89% 2459 2336 324 257
Tr53777 981 75% 50.0% 492 TLE TLE - - 5.09% 3341 3376 0 0
Tr25470 1441  25%  0.5% 7 15 1 0% 0.08% 0% 240 240 0 0
Tr25470 1441 25%  5.0% 75 14 89 0% 0% 0% 239 239 0 0
Tr25470 1441  25% 50.0% 699 130 TLE - - 0% 501 504 0 0
Tr25470 1441 50%  0.5% 10 65 72 0% 0.15% 0% 606 596 105 101
Tr25470 1441 50%  5.0% 80 180 263 0.14% 0.01% 0% 1978 1977 5 5
Tr25470 1441 50% 50.0% 681 TLE TLE - - 1.64% 2473 2482 0 0
Tr25470 1441  75%  0.5% 9 TLE TLE - - 1.09% 1085 1084 753 746
Tr25470 1441 75%  50% 65 TLE TLE - - 26.46% 3191 3167 853 820
Tr25470 1441 75% 50.0% 750 TLE TLE - - 5.92% 2655 2668 0 0
Tr9414 1577 25%  0.5% 13 8 3 0%  0.03% 0% 239 238 0 0
Tr9414 1577  25%  5.0% 74 24 109 0% 0% 0% 244 244 1 1
Tr9414 1577 25% 50.0% 822 228 TLE - - 05% 587 584 0 0
Tr9414 1577 50%  0.5% 13 135 3 0% 0.07% 0% 831 819 0 0
Tr9414 1577 50%  5.0% 89 146 101 0% 0% 0% 1312 1309 0 0
Tr9414 1577 50% 50.0% 822 TLE TLE - - 245% 2349 2381 0 0
Tr9414 1577 7%  0.5% 11 TLE TLE - - 112% 1030 1027 594 588
Tr9414 1577 7% 50% 70 TLE TLE - - 52.15% 2445 2428 690 668
Tr9414 1577 75% 50.0% 792 TLE TLE - - 47% 2912 2934 0 0
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Capitulo 7

Conclusao

Desde o seu surgimento no contexto de arvores filogenéticas [MS05], o problema de recolo-
ragao convexa tem sido bastante estudado, principalmente no caso restrito a arvores. Resul-
tados acerca da complexidade computacional desse problema em algumas classes de grafos
e varios algoritmos de aproximacao foram obtidos nos ltimos anos [BYFR08, CFR*07,
KTO08, KK09, LW11, MS05, MS07]. Em [Lim11], foi proposta a primeira abordagem po-
liédrica para o problema de recoloracao convexa. Nesse trabalho, foram mostradas classes
de desigualdades que induzem facetas de um poliedro associado ao problema RC restrito a
caminhos.

Neste trabalho, provamos resultados sobre a complexidade do problema de recoloracao
convexa. Provamos que uma versao parametrizada desse problema é W]2]-dificil a partir
de uma reducao do problema 3-SAT parametrizado pelo nimero de variaveis verdadeiras.
Além disso, provamos que nao existe algoritmo de aproximacao para o problema RC-BIN
com fator de aproximagdao menor que n, a menos de P = NP. Esse resultado mostra que é
improvavel que exista algum algoritmo para o problema RC-BIN com fator de aproximagao
menor do que o fator de um algoritmo que simplesmente atribui uma mesma cor a todos os
vértices.

Na parte poliédrica, apresentamos formulagoes lineares 0/1 para o problema de recolo-
racao convexa tanto no caso geral quanto no caso restrito a arvores. Além disso, exibimos
varias classes de desigualdades que induzem facetas do politopo associado. Mostramos ainda

que é possivel separar todas essas classes de desigualdades nao-triviais em tempo O(nk).
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Por fim, usamos as facetas obtidas no estudo do poliedro associado ao problema RC em
arvores para desenvolver um algoritmo de branch-and-cut. Esse algoritmo obteve excelentes
resultados executando instancias baseadas em arvores filogenéticas reais.

Parte dos resultados apresentados nesta dissertacao foram publicados em [CLMW13]. Um
artigo completo contendo os resultados apresentados nos Capitulos 4, 5 e 6 foi submetido

para publicagdo em um periédico [CFL*13].
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