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Resumo

Esta dissertagdo de mestrado aborda formulagdes computacionais e algoritmos para
a busca e extracdo de padrdes em cadeias biolégicas. Em particular, o presente texto
concentra-se nos dois problemas a seguir, considerando-os sob as distdncias de Ham-
ming e Levenshtein:

a) como determinar os locais nos quais um dado padrdo ocorre de modo aproxi-

mado em uma cadeia fornecida;

b) como extrair padrdes que ocorram de modo aproximado em um niimero signifi-

cativo de cadeias de um conjunto fornecido.

O primeiro problema, para o qual ja existem diversos algoritmos polinomiais, tem
recebido muita atencdo desde a década de 60, e ganhou novos ares com o advento
da biologia computacional, nos idos dos anos 80, e com a popularizagdo da Internet e
seus mecanismos de busca: ambos os fendmenos trouxeram novos obstaculos a serem
superados, em razdo do grande volume de dados e das bastante justas restri¢des de
tempo inerentes a essas aplicagdes.

O segundo problema, de surgimento um pouco mais recente, é intrinsicamente de-
safiador, em razdo de sua complexidade computacional, do tamanho das entradas tra-
tadas nas aplicagdes mais comuns e de sua dificuldade de aproximagdo. Também é de
chamar a atencdo o seu grande potencial de aplicagdo.

Neste trabalho sdo apresentadas formulagdes adequadas dos problemas abordados,
assim como algoritmos e estruturas de dados essenciais ao seu estudo. Em especial,
estudamos a extremamente versatil &rvore dos sufixos, assim como uma de suas gene-

ralizacOes e sua estrutura irma: o vetor dos sufixos.

Grande parte do texto é dedicada aos filtros baseados em ¢-gramas para a busca
aproximada de padrdes e algumas de suas mais recentes variag¢des.

Estdo cobertos os algoritmos bit-paralelos de Myers e Baeza-Yates-Gonnet para a
busca de padrdes; os algoritmos de Sagot para a extragdo de padrdes; os algoritmos de
filtragem de Ukkonen, Jokinen-Ukkonen, Burkhardt-Kérkkdinen, entre outros.
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Abstract

This thesis deals with computational formulations and algorithms for the extraction
and search of patterns from biological strings. In particular, the present text focuses on
the following problems, both considered under Hamming and Levenshtein distances:

1. How to find the positions where a given pattern approximatelly occurs in a given
string;

2. How to extract patterns which approximatelly occurs in a certain number of
strings from a given set.

The first problem, for which there are many polinomial time algorithms, has been
receiving a lot of attention since the 60’s and entered a new era of discoveries with the
advent of computational biology, in the 80’s, and the widespread of the Internet and its
search engines: both events brought new challenges to be faced by virtue of the large
volume of data usually held by such applications and its time constraints.

The second problem, much younger, is very challenging due to its computational
complexity, approximation hardness and the size of the input data usually held by the
most common applications. This problem is also very interesting due to its potential of
application.

In this work we show computational formulations, algorithms and data structures
for those problems. We cover the bit-parallel algorithms of Myers, Baeza-Yates-Gonnet
and the Sagot’s algorithms for patterns extraction. We also cover here the oustanding
versatile suffix tree, its generalised version, and a similar data structure: the suffix
array.

A significant part of the present work focuses on ¢-gram based filters designed to
solve the approximate pattern search problem. More precisely, we cover the filter algo-
rithms of Ukkonen, Jokinen-Ukkonen and Burkhardt-Kdrkkédinen, among others.
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Prefacio

0.1 A Evoluc¢dao de Darwin

Imaginemos, por um minuto, que uma nave alienigena houvesse chegado a Terra e
pretendéssemos desvendar, para os seus curiosos ocupantes, o pouco que sabemos
sobre n6s mesmos, 0 mundo no qual vivemos e os demais seres que o compartilham
conosco. Poderiamos nos afundar nas reflexdes de Freud, debater as teorias de Newton
ou, talvez, reverenciar a beleza de Shakeaspeare, Mozart e Michelangelo. Mas, seria
apenas a forca dos argumentos de Darwin, suplantdvel apenas pela simplicidade com
a qual sdo apresentados, que verfamos nossos verdinhos visitantes exprimirem um
“Ahh!”, de sdbita compreenséao.

A ciéncia nos permite guardar reservas quanto ao surgimento do universo, ou a
origem da vida na Terra, mas sempre teremos o conforto de saber — talvez sem todos
0s pormenores — como e por que, partindo de uma pequena e desprezivel forma pri-
mitiva de vida, nos tornamos, se ndo os mais capazes, sem davida os mais arrogantes
representantes de uma classe que Dawkins [Daw85] batizou de objetos complexos: ar-
ranjos de matéria cuja constitui¢do, complexa e organizada, ndo pode ser atribuida ao
acaso, e cuja origem s6 pode ser compreendida a luz da evolugao®.

Todo objeto complexo possui a capacidade de reproduzir-se; isto é, pode propagar,
para os seus descendentes, o conjunto de instrugdes existentes no material genético,
DNA ou RNA, contido em cada uma de suas células, juntamente com os possiveis
erros inerentes ao processo. Ademais, todos os seus descendentes também fardo parte

dessa mesma classe, portanto estardo irremediavelmente sujeitos a incleméncia da Evo-

10s objetos complexos equivalem, portanto, a unido dos conjuntos dos seres vivos e dos virus.
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lugdo.? Porém, a reproducdo ndo é um direito universal inalienével, mas um beneficio
conquistado. A sele¢do darwiniana concede o direito de transmitir o seu cédigo gené-
tico, a geracdo seguinte, apenas aos individuos cujas caracteristicas, ditadas por esse
mesmo codigo genético, tornam-os capazes de resistir a pressdo exercida pelo meio-
ambiente e atingir a idade adulta. Logo, instrugdes cujas caracteristicas sejam benéficas
aos individuos que as possuem tendem a ser conservadas com o passar das geragdes,
talvez com algumas mutag¢des, enquanto instru¢des danosas tendem ao descarte.’?

A forma geral desse intrincado conjunto de fendmenos é clara e bem conhecida,
porém intimeros detalhes permanecem obscuros ou apenas recentemente foram elu-
cidados, em virtude dos recentes avancos nos métodos de seqiienciamento genético e
das descobertas obtidas pela gendmica funcional; drea de estudos que ganhou noto-
riedade nos ultimos anos, firmando-se como um campo de pesquisa prospero e que
propde uma infinidade de problemas interessantes e desafiadores, nas mais diversas
areas de conhecimento. Dentre tais problemas, ocupa uma posicdo de destaque, em
razdo de seu inestimével valor e complexidade, o estudo de técnicas computacionais
para a localizagdo, determinagdo e representacdo de padrdes contidos em cadeias de
DNA, RNA, proteinas ou de seus constituintes aminodcidos.

0.2 Padrdes em Cadeias Bioldgicas

Lembrando que trechos do material genético que exibam algum tipo de funcado pri-
mordial ao sucesso evolutivo de um determinado organismo tendem a ser conserva-
dos pela evolugao, mesmo que ndo de modo exato [SNH04, SBM03], é facil aceitarmos
que tais trechos, chamados de regides funcionais, podem ser representados por pa-
drdes recorrentes em um conjunto de genomas relacionados. Reciprocamente, padroes

2Se nos permitirmos abusar um pouco da terminologia, isto equivale a dizer que a classe dos objetos

complexos é fechada por reproducao.
3Se analisada com superficialidade, a argumentagdo pode ser tomada por controversa: instrugdes

cuja expressdo fenotipica ndo implica em nenhum beneficio direto para o organismo em questdo, por
vezes podem ser preservadas pela evolucio. E o principio do gene egoista, perfeitamente ilustrado pelo
macho do Louva-Deus: seus genes o impelirdo a cépula, mesmo que isso signifique a sua morte ao ser
devorado pela fémea. Néao hé contradigdo. Note que apesar de danosos ao espécime macho devorado,
os genes acabam por favorecer seu proprio sucesso evolutivo: a fecundacéo foi realizada com sucesso,
0s genes serdo propagados para a geragdo seguinte.
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que ocorram em todos ou em grande parte dos genomas, de um mesmo conjunto,
com grande chance representam regides funcionais [CS01, SW03]. O que nos induz,
diretamente, a dois dos problemas apresentados neste trabalho: (i) dado um padréo,
encontrar os locais em que ele ocorre, possivelmente com erros, em uma dada cadeia;
(ii) extrair, a partir de um conjunto de cadeias biolégicas, padrdes que ocorram, possi-
velmente com erros, como segmentos de todas ou de grande parte das cadeias forneci-
das. Ambos os problemas podem ser formulados de diversas formas, dependendo da
defini¢do de “padrdo” adotada. Aqui, seguindo a tendéncia da drea, vamos adotar a
definicdao baseada em fungdes de distancia entre cadeias.

Por vezes, regides funcionais ndo se apresentam como um tnico segmento de nu-
cleotideos, mas como um conjunto de segmentos ndo-contiguos distribuidos pelo DNA
de forma ndo necessariamente uniforme. Esse detalhe torna sua determinacéo e locali-

zacgdo tarefas sobremaneira mais complexas, como iremos ver no presente texto.

A manipulacdo de cadeias bioldgicas €, intrinsecamente, uma atividade desafia-
dora. O genoma da maior parte dos organismos, dentre os seqiienciados até o mo-
mento, ultrapassa um bilhdo de pares de bases de comprimento®. Tal volume de dados
exige a adogao de algoritmos eficientes para o seu processamento. E importante ressal-
tarmos que o consumo de tempo de algoritmos polinomialmente eficientes é, muitas
vezes, proibitivo, sendo necessaria a adogdo de algoritmos cujas necessidades, de es-
pago e tempo, crescam apenas linearmente, ou mesmo sublinearmente, em relacdo ao
tamanho da entrada. Infelizmente, para a a maioria dos problemas que aqui veremos,
algoritmos com essa eficiéncia no pior caso sdo inexistentes ou, até o momento, desco-
nhecidos pela ciéncia. Uma solugdo natural para esse impasse é a busca por algoritmos
heuristicos, de aproximacgdo, ou com consumo de tempo de caso médio satisfatério;
é nessa ultima alternativa que depositamos nossos esfor¢os ao abordar algoritmos de
filtragem.

*No momento da redagdo dessa dissertagdo o projeto Animal Genome Size [Gre05] contava com 4056
genomas em sua base de dados. Destes, 96% apresentavam comprimento superior a 10° pares de bases,
10% superior a 10'° pares de bases e 1,9% superior a 10! pares de bases.
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0.3 Trabalhos Anteriores

A busca de padrdes em cadeias é um dos problemas fundamentais da Ciéncia da Com-

putacgdo. Logo, foi ampla e profundamente estudado e é, evidentemente, longevo: se-
gundo Knuth [Knu98]°, o primeiro método algoritmico para um problema de busca
em cadeias foi proposto em 1946, por John Mauchly [Mau46]. O caso particular da
busca aproximada de padrdes também ndo é novo: trabalhos dedicados ao tema ja
existiam no final da década de 60 [Nav98], porém seu nascimento pode ter se dado
antes disso. Sankoff e Kruskal [SK83] fornecem um pequeno apanhado histérico da
drea, enquanto uma visdo abrangente e detalhada da busca aproximada de padrdes
pode ser encontrada na excelente tese de doutorado de Navarro [Nav98] e em outro
trabalho do mesmo autor [Nav01]. E evidente que o amplamente estudado problema
da busca exata de padrdes, para o qual existem diversos algoritmos eficientes, em re-
lagdo ao consumo de tempo e espago [KMP77, Knu98, CLRS01], nédo é, sendo, um caso
particular da busca aproximada de padrdes, notadamente aquele em que a entrada ndo
permite a existéncia de erros. Exceto em um ou outro ponto de nosso trabalho, e sem-
pre com o intuito de introduzir algum problema mais complexo, ndo vamos abordar a
busca exata de padrdes.

A extragdo de padrdes é tratada por Crochemore e Sagot [CS01], que apresentam
uma resenha de grande parte dos problemas e algoritmos que aqui veremos; uma dis-
cussdo semelhante, porém mais atual, é fornecida por Sagot e Wakabayashi [SW03].

Fatia consideravel do contetido da primeira parte desse texto, em especial as estru-

A bem da verdade, Knuth situa a origem do problema em um patamar bem anterior: em seu livro,
a referéncia mais antiga ao problema data de 300 A.C. e remete ao Império Babil6nico. Entre suas int-
meras e interessantes citagdes, uma em especial vale comentar, por seu cardter hildrio. Segue o excerto,
traduzido do original em inglés:

O primeiro diciondrio de inglés, Table Alphabetical, de Robert Cawdrey (Londres, 1604),
contém as seguintes instrugbes: “Se a palavra que se deseja encontrar inicie com (a),
procure-a no inicio dessa tabela, porém caso inicie com (v) procure-a préximo ao final.
Agora, se a palavra iniciar com (ca), procure-a no inicio da letra (c). Se for (cu), entdo
procure-a no final da letra e assim por diante”. E interessante notar que Cawdrey estava
ensinando o alfabeto a si préprio enquanto preparava seu diciondrio. Intimeras palavras
aparecem incorretamente posicionadas nas primeiras paginas do livro, enquanto as ulti-
mas encontram-se quase que em perfeita ordem alfabética!
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turas de dados tratadas no capitulo 2, e pequenos tépicos da segunda parte, podem
ser encontrados no livro de Gusfield [Gus97], porém de modo bastante disperso. Cro-
chemore [CR94] trata de parte da tematica de Gusfield, porém insere tépicos que este
omite, como os autdmatos dos sufixos, e aprofunda-se em outros nos quais Gustfield
apenas resvala, como os algoritmos paralelos. Um excelente e rigoroso debate sobre
arvores dos sufixos e algumas de suas aplicagdes é fornecido por Lago e Simon [dLS03].

Além desses trabalhos, na tltima década diversas teses de doutorado e dissertacoes

de mestrado exploraram o tema:

e Carvalho [Car(04] estuda métodos para a extracdo de motifs estruturados e pro-
poe um algoritmo baseado no uso de ligac¢des de blocos;

e Fonseca [Fon03] discute estruturas de indices para parte dos problema discuti-
dos por Sagot [CS01];

e Burkhardt [Bur02] aborda o uso de filtros para a localizagdo de motifs simples,
introduzindo uma ferramenta baseada no algoritmo JOKINEN-UKKONEN, cha-
mada QUASAR, e um algoritmo de filtragem baseado no processamento de Q-
gramas [BK01, BK03a], que discutiremos, em detalhes, no Capitulo 5;

e Pisanti [Pis02] propde conjuntos de motifs fundamentais para a extracdo de mo-
tifs curingas, assim como modifica¢des no algoritmo de Marsan e Sagot [MS00a,
MSO00b] para a extragdo de motifs estruturados sob a distdncia de Hamming;

e Karpischeck [Kar93] trata do automato dos sufixos e, em menor profundidade,
da arvore dos sufixos e do vetor dos sufixos; estruturas de dados fundamentais
em nosso trabalho;

e Peterlongo [Pet06] discute algoritmos de filtragem para a extragdo de repeticdes

aproximadas.

0.4 Contetddo do Presente Trabalho

A primeira vista, padrdes em cadeias parece um assunto muito explorado pela ciéncia,
talvez até excessivamente. De fato, a oferta de textos que abordam os problemas aqui
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discutidos é vasta, porém poucos desses trabalhos englobam o uso de algoritmos de
filtragem, e um ntimero ainda menor é rigoroso o suficiente para permitir uma andlise
detalhada da 4rea. Pretendemos preencher essas e outras lacunas com o presente tra-
balho, oferecendo uma discussao rigorosa e, em boa medida, abrangente sobre a busca
e extragdo de padrdes em cadeias. Vamos enfatizar a adogdo de algoritmos de filtragem
e a aplicacdo das técnicas aqui discutidas para o processamento de cadeias bioldgicas,

cobrindo os avangos mais recentes na area, que ndo foram poucos.

O texto estd logicamente dividido em duas partes. A primeira, que compreende os
capitulos 1 a 4, apresenta boa parte das defini¢des e terminologia adotadas, formaliza
os problemas centrais e discute algoritmos exatos e sem filtragem para os mesmos, as-
sim como as estruturas de dados nos quais esses algoritmos se baseiam. A segunda
parte, que compreende o capitulo 5, trata de algoritmos de filtragem para alguns dos
problemas expostos na primeira parte. Cada capitulo se inicia com uma secao introdu-
toria e, excegdo feita ao capitulo 1, é concluido com uma se¢do de comentarios biblio-
gréaficos. Em detalhes, o texto estd organizado como segue:

e o capitulo 1 apresenta a notacdo e algumas das defini¢des basicas que serdo adota-
das no decorrer do texto. Ao apresenta-las, procuramos ser tdo econdmicos e pre-
cisos quanto foi possivel. Acreditamos que uma leitura superficial do capitulo é
essencial, porém o leitor pode, sem prejuizo de compreensao, evitar aprofundar-

se nos detalhes, bastando retornar ao capitulo sempre que julgar necessario;

e 0 capitulo 2 expde as principais estruturas de dados utilizadas pelos algoritmos
aqui discutidos e suas propriedades, assim como enuncia e demonstra alguns dos
teoremas que fundamentam tais estruturas. Uma breve discussdo sobre os algo-
ritmos disponiveis para a discussdo de tais estruturas também se faz presente;

e 0 capitulo 3 discute a busca aproximada de padrdes. Apds a apresentacdo de

alguns conceitos iniciais, o algoritmo de Myers [Mye99] é discutido em profun-
didade;

e 0 capitulo 4 aborda a extracdo de padrdes a partir de conjuntos de cadeias. O
capitulo esta estruturado de modo semelhante ao anterior: inicialmente os con-
ceitos basicos sdo apresentados, juntamente com a formaliza¢do do problema e o
capitulo é concluido com a discussdo do algoritmo de Sagot [Sag98]. Para tornar
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o texto mais interessante, assim como facilitar a compreensao do tépico, também
apresentaremos a extracdo de padrdes repetidos em uma tinica cadeia;

e o capitulo 5 trata de filtros para a busca aproximada de padrdes em cadeias. Con-
ceitos bésicos sdo apresentados e algumas solugdes, propostas e analisadas.

Como ndo pretendemos esgotar o assunto, diversos topicos interessantes foram omiti-
dos. Em maiores detalhes:

e trataremos exclusivamente dos filtros sem perda. Logo, alguns dos algoritmos
heuristicos presentes nas ferramentas mais utilizadas ndo constam neste texto.
Para maiores detalhes sugerimos Gusfield [Gus97], Myers et al. [AGMT90] e Pe-
arson et al. [PL88]. E vélido lembrar que parte significativa das técnicas adota-
das por esses algoritmos encontra-se coberta pelo contetido da segunda parte de
nosso trabalho: algoritmos de filtragem;

e ndo abordaremos, diretamente, solu¢des para a busca exata de padrdes [KMP77,
Knu98, CLRS01]. Porém, como algoritmos para esse problema servem de base
para a solugdo de outros mais complexos, entre os quais ha muitos de nosso in-
teresse, além de possuirem um enorme valor paradigmatico e histérico, algumas
técnicas originalmente aplicadas a busca exata serdo aqui apresentadas;

e algoritmos de aproximagdo, demonstragdes da complexidade computacional dos
problemas abordados e algoritmos probabilisticos também ndo constam deste
texto, apesar de constituirem areas fascinantes de estudo. Recomendamos [LMW99],
[LMWO02] e [FGNO6];

e ndo levaremos em conta formula¢des dos problemas sob outras distancias en-
tre cadeias que ndo Hamming e Levenshtein. Para maiores informagdes, vide
Ukkonen [Ukk92], Damerau [Dam64], Fredrikkson et al. [FMNO06] e Makinen et
al. [MNUO5].

Sempre que possivel, as devidas referéncias aos tépicos omitidos serdo incluidas no
texto, para que um leitor interessado possa aprofundar-se em algum desses temas, se
assim o desejar.
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0.5 Relevancia Pratica e Teorica

A principal motivacdo para a realizacdo desse trabalho se deu em razdo do grande
interesse surgido, nos ultimos anos, em torno do uso de algoritmos de filtragem para
aplicacdes destinadas a recuperagdo de informagdes, em especial no que tange o pro-
cessamento de cadeias bioldgicas e a busca de paginas na web. Ambas as aplica¢des
possuem, entre outras, uma caracteristica em comum de vital importancia: o volume
de dados que devera ser processado é monstruoso. Esse detalhe torna essas duas apli-
cagOes cendrios ideais para o uso das técnicas aqui descritas que, por sua vez, também
servem a diversas outras aplicagdes. Em maiores detalhes, podemos justificar a rele-
vancia de nosso trabalho trazendo ao leitor alguns problemas interessantes:

e Recuperacdo de Informagdes na Internet [BYRN99]: poucas dreas tém experi-
mentado o aparecimento de novas técnicas em um ritmo tdo intenso quanto a
recuperacdo de informagdes armazenadas em péginas da Internet. No inicio, os
mecanismos de busca proporcionavam uma experiéncia de usudrio extenuante e
frustrante: os resultados de buscas eram pouco relevantes e a atividade impro-
dutiva. Novas técnicas de processamento distribuido, aprendizado de méquina,
dentre outras, contribuiram para essa recente onda de avangos, mas s6 o uso in-
tensivo de boas estruturas de dados para a indexacdo de cadeias, como as que
estudamos nesse trabalho, e a descoberta de novos algoritmos de busca, torna-
ram tal avango possivel. Alguns mecanismos de busca, como o Google, disponi-
bilizaram recentemente servigos de correcdo automaética e sugestdo de palavras
chaves. Tais servigos fazem proveito do uso de estruturas de indexacdo de g¢-
gramas e, na grande maioria dos casos, adota a distancia de Levenshtein para
compor o espa¢o métrico adotado. Além disso, recentemente o Google passou a
incorporar a busca aproximada de padrdes em seu mecanismo de busca que, até

entdo, buscava apenas ocorréncias exatas das palavras chaves inseridas.

e Seguranca de Dados [PCGS03a, RKI0O6, CMS05]: Em 1992, Udi Manber, em co-
autoria com Sun Wu, [MW94] propds uma solugdo para o seguinte problema:
determinar se uma dada palavra assemelha-se a alguma palavra de um conjunto
fornecido. A aplicacdo que os autores tinham como foco consistia em identificar
a ocorréncia de ataques por forca bruta para a descoberta de senhas de usuario.
Assim como essa aplicagdo, diversas outras relacionadas a seguranca de dados
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podem ser modeladas através dos problemas aqui abordados e o volume de tra-
balhos publicados nesse segmento é enorme.

e Computagdo Musical [CIR98, IKMV00, CCIT02]: uma pega musical pode ser re-
presentada por meio de cadeias de caracteres. Tomando um exemplo bastante
rudimentar, é representagdo valida de uma dada peca uma cadeia sob um alfa-
beto que relaciona o conjunto de notas na escala diatdnica. Visto isso, diversos
problemas da computacdo musical como: classificacdo e reconhecimento de me-
lodias, identificagdo de acordes e rastreamento de evolugdes, apenas para citar
alguns, podem ser modelados como problemas de processamento de cadeias, o
que abre um grande leque de op¢des de algoritmos e estruturas de dados aplica-
veis a tais problemas [CIR98].

e Compressdo de Dados [AP03]: O uso das estruturas de dados exploradas nesse
trabalho se estende por diversas dreas, mas é nesses dois topicos fundamentais,
recuperacdo de informagdes e compressdo de dados, que toda a sua funcionali-
dade se faz mostrar. Tanto a drvore dos sufixos quanto o vetor dos sufixos se
prestam a essa fungdo: de algoritmos da familia Ziv-Lempel [ZL77] aos mais re-
centes e promissores algoritmos Borrows-Wheller [BW94], diversos exploraram
essa funcionalidade.






Capitulo 1

Notacao e Defini¢cOes Basicas

1.1 Cadeias de Caracteres

Definicao 1 (Alfabeto). Um alfabeto > é um conjunto finito de caracteres.

Definic¢ao 2 (Cadeia de Caracteres). Toda seqiiéncia formada sobre elementos de um
alfabeto ¥ é uma cadeia sobre X, ou simplesmente cadeia quando o alfabeto for 6bvio

ou irrelevante.

Al guns Exenpl os:

1. As palavras ndo acentuadas da lingua portuguesa sdo cadeias sobre o
alfabeto de 26 letras;

2. 1234 ¢ 01001 sao cadeias sobre o alfabeto {0,1,...,9}.

Com freqtiéncia, adotaremos como alfabeto o conjunto de nucleotideos {a,c,t,g}, no
caso das cadeias de DNA, ou o alfabeto de 20 letras que representam o conjunto dos
aminodcidos, para cadeias de proteina. Denotamos o comprimento de uma cadeia
X =21...2, por | X| = m. Uma cadeia de comprimento zero é dita vazia e denotada
por €. O conjunto de todas as cadeias formadas sobre um alfabeto 3 é denotado por
¥*. De modo andlogo, o conjunto de todas as cadeias sobre ¥, e de comprimento £, é

11
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denotado por X*. ¥F é o conjunto X*\{¢}. Para o que segue, considere X = z; ...z, e
Y =y ...y, duas cadeias sobre um alfabeto 3.

Definicdo 3. A concatenacdo de X e Y é a cadeia z1 ... 2, ...y, denotada por X.Y
ou simplesmente XY. Claramente, | X.Y| = | X| + |Y|. Note, ainda, que a operagao de

concatenacao é ndo-simétrica, associativa e tem € como o elemento neutro.

Para dados I C Z e j € Z, vamos definir os operadores deslocamento a esquerda
(©) e deslocamento a direita (D):

[6j = {i—j:iel}
[&j = {i+j:iel}.

Definicdo 4. Suponha uma parte / do conjunto {1, ..., m} de indices de caracteres de
X, eseja (i1,...,in) a seqliéncia em ordem estritamente crescente dos elementos de
I. A cadeia 7;1;,...7; , € uma subseqiiéncia de X, no caso, a subseqiiéncia de X
induzida por /, denotada por X[I].

Informalmente, subseqiiéncia de X é toda cadeia obtida a partir da remocdo de
zero, ou mais, caracteres de X.

Definicao 5. Fator ou segmento de X é toda cadeia Y que pode ser escrita na forma
T;Ti41...7j, para algum pari,j € Ztalque 1 < i < j+ 1 < m + 1; nesse caso dizemos
que Y ocorre em X na posi¢do ¢. Também, podemos escrever X, ;, para representar
Y. Se i > j, entdo por convengdo Y é vazia. Um k-fator de X é todo fator de X de
comprimento k.

O ntamero de ocorréncias de Y como fator de X é dado por «(Y, X); ou seja,

1 Y = Xz idtn—
RV, X) = >
0, seY # X jyn_1-

1<i<m—n+1

O conjunto de fatores de X é denotado por Ft(.X), enquanto o conjunto de suas sub-
seqiiéncias é denotado por Ss(X).

Definicao 6. Prefixo de X é toda cadeia X;_j, para algum 0 < j7 < m. De modo seme-
lhante, sufixo de X é toda cadeia X; ,,, paraalgum1 <7 <m+ 1.
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Notemos que as cadeias vazias X,, 1., € Xi_o sdo, respectivamente, sufixo e prefixo
de X. O conjunto de prefixos de X é denotado por Pf(.X), enquanto o conjunto de seus
sufixos é denotado por Sf(X).

Exenpl 0: acadeia é abc. Suas subseqiiéncias sdo: ¢, a, b, ¢, ab, bc, ac
e abc; seus fatores sao: ¢, a, b, ¢, ab, bc e abc; seus sufixos sdo: ¢, abc, bc e
¢; seus prefixos sdo: ¢, a, ab e abc.

Vamos denotar o sufixo de X obtido a partir da remogdo do prefixo Y da cadeia por
Y~1X, isto é,
Z=Y'X &< X=YZ

Analogamente,
Z=XY!' <= X =2V

1.2 Operadores de Edicao

Para o que segue, considere 3 um alfabeto.
Defini¢ao 7. Um operador de edi¢do é uma fun¢do que assume uma das formas abaixo

YWxYxl — X
ou

Y'XZ — X

No presente texto, vamos considerar apenas os operadores inser¢ao, remo¢ao ou
substituicao.

Definicdo 8. O operador de substituicdo é a funcdo sub : ¥* x ¥ x Z — ¥* tal que, para
toda cadeia X = z; ...x,,, caractere y e inteiro i,

sub(X,y,1) — X1_i—1yXit1.m-

Defini¢dao 9. O operador de insercdo é uma funcdo ins : £* x ¥ x Z — ¥* tal que, para
toda cadeia X = z; ...x,,, caractere y e inteiro i,

ins(X,y,1) — X1 iyXit1. m-
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Definic¢dao 10. O operador de remocdo é a fungdo del : ¥* x Z — ¥* tal que, para toda

cadeia X = x;...x,, einteiro i,

del(X,i) — X1 i1 Xit1..m-

Exenpl o: acadeia X é abca:
e sub(X,d,3) — abda;

e ins(X,d,3) — abdca;

e del(X,3) — aba.

1.3 Distancia entre Cadeias

Para o que segue, seja ¥ um alfabeto.

Defini¢dao 11. Uma fun¢ao distancia, ou métrica, em X* é uma fungdo d: ¥* x ¥* — R
para a qual valem as propriedades a seguir, para quaisquer X, Y, Z € ¥*:

d(X,Y) = d(Y, X); (1.1a)
d(X, X) = 0; (1.1b)
X£Y & dX,Y) > 0; (1.1c)
AX,Y)+d(Y,Z) > d(X, Z). (1.1d)

Logo, (X*, d) é um espago métrico. E evidente, em virtude da propriedade 1.1, que
d(e, ) = 0. Apresentamos, a seguir, as func¢des de distancia que consideramos de maior
importancia para o presente trabalho. Vamos considerar

=b
ala,b) = 0 se a ,Va,b € X.
1 se a#b

Distancia de Hamming E denotada por dj; e definida pela recorréncia abaixo:

0 sen=0em=20
dH(Xl..m Yl..m) = dH(Xl..nfla Yl..mfl) + Oé(ﬂfm Z/m) sen=men,m >0
00 sen # m.

Informalmente, dy (X, Y') corresponde ao niimero minimo de operagdes de substituicdo
que transformam X em Y.
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Distancia de Levenshtein Também chamada de distancia de edi¢do, é denotada por
d;, e definida pela recorréncia abaixo:

max{n, m} sen=0oum=0
d (X Y ) — dL(Xl__n717}/1“m71) +O{(.Tn7’ym>
L(ALn, F1.m min ¢ dr(Xin, Yim-1) +1 sen,m > 0.

drp(Xin-1,Y1.m) +1

Informalmente, d;(X,Y’) corresponde ao ntimero minimo de operagdes de insercao,
remog¢do ou substituicdo que transformam X em Y. A distancia entre duas cadeias
pode ser calculada, para as fun¢des apresentadas, através de programacdo dindmica,
com consumo de tempo O(n?/ g n) [MP80].

1.3.1 (d,r)-vizinhanca de Uma Cadeia

Defini¢dao 12. Dados duas cadeias X e Y, uma métrica d e um inteiro r, dizemos que
X e Y sdo cadeias (d, r)-vizinhas se d(X,Y) < r.

Definig¢do 13. Dados uma cadeia X, uma métrica d e um inteiro r, a (d, r)-vizinhanga
de X é o conjunto {Y € ¥*: d(X,Y) < r}.

Vamos denotar a (dy, r)-vizinhanga de X por NH,(X) e sua (d, r)-vizinhanga por
NL.(X).






Capitulo 2

Estruturas de Dados

2.1 Introducao

Apresentaremos, nesse capitulo, algumas das estruturas de dados adotadas pelos al-
goritmos estudados no presente trabalho. Dada uma cadeia X, estamos particular-
mente interessados em estruturas que nos permitam representar, de modo eficiente,
o conjunto de fatores de X. Por eficiente, entenda-se uma representagdo com ambos,
consumo de espago e tempo de construgdo, lineares no comprimento da cadeia, ou
algo préximo disso. Ademais, é desejavel que possamos verificar a pertinéncia de uma
cadeia Y no conjunto de fatores de X em tempo linear no comprimento de Y.

Observe, que o tamanho de Ft(X) é, no pior caso, dado por
1+ Z E = O(n?).
k=1

Ademais, novamente no pior caso, o niimero de caracteres necessdrios para representar

a concatenagdo de todos os fatores de X é dado por
Y kn—k+1) = 6@
k=1

Em virtude do exposto, é surpreendente podermos construir representacdes eficientes
do conjunto de fatores de uma cadeia. De fato, em 1970, Knuth [KMP77, Apo85, dLS03]
conjecturou que o maior fator repetido de uma cadeia ndo poderia ser obtido em tempo

17
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O(n); um problema de facil solugdo quando se tem em maos uma estrutura de dados
com as propriedades acima descritas. Felizmente, em 1973, Weiner [Wei73] mostrou
que ele estava errado, com a publica¢do do primeiro algoritmo linear para a construcdo
de uma arvore dos sufixos, entdo eleito por Knuth o algoritmo do ano [Apo85, dLS03].
A arvore dos sufixos é uma estrutura de dados extremamente poderosa, que nos per-
mite representar e obter de modo eficiente todas as cadeias que sdo prefixo de algum
sufixo de uma dada cadeia. Logo, permite a obtengdo de todos os fatores da cadeia.
E recorrente na literatura afirmar que a 4rvore dos sufixos resolve uma miriade de
problemas sobre cadeias, em virtude dessa estrutura de dados possuir aplica¢des das
mais diversas, com certo destaque para recuperagdo de informagdes e compressao de

dados [AKO04, AOKO02, Apo85, GK97].

2.2 A Arvore dos Sufixos

Definigdo 14 (Arvore dos Sufixos). Seja T' = (N, A, \) uma arvore orientada com raiz
r em N, tal que para todo n6 u existe um tinico caminho orientado de r a u. Ademais,
seja A: A — (X U {$})" uma rotulagdo nos arcos de 7', onde $ ¢ ¥. O rétulo de um né
u € N é denotado por ¢(u) e definido como o resultado da concatenagdo dos rétulos
dos arcos no caminho de r a u. Dada uma cadeia X, dizemos que 7' é uma arvore dos
sufixos de X quando:

(pl) todo né interno (ndo folha) em 7" possui dois ou mais filhos;

(p2) para todo par de arcos e, f € A, com origem em um mesmo no, os rétulos de e e

f iniciam-se com caracteres distintos entre si;
(p3) se um noé u é folha de T, entdo o rétulo de u é sufixo da cadeia X$;

(p4) para toda cadeia Y, sufixo de X'§, existe uma folha u € 7' com rétulo Y.

Para um dado né u, seja ¢'(u) a cadeia obtida apds a remogdo do dltimo caractere
de ¢(u). Note que se u é folha de T', entdo o tltimo caractere de ¢(u) serd sempre $. Da
propriedade (p3), segue imediatamente que para toda folha u de 7', ¢'(u) é sufixo de
X.
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Figura 2.1 Arvore dos sufixos da cadeia abr acadabr a

[ }
&
o< cadabra$ < a cadabra$ .o
., /N
WS
00“&@

Os teoremas que apresentamos a seguir asseguram a versatilidade da estrutura.

Teorema 15. Para todo par de nds u,v € N, u é ancestral de v se, e somente se, p(u) é prefixo

de ¢(v).

Demonstragio. Provaremos inicialmente a necessidade. Seja u,v € N um par de nos tal
que u é ancestral de v. Vamos definir o rétulo de um caminho em 7' como o resultado
da concatenacdo dos arcos no caminho; isto é, o rétulo do caminho P = (py,...,p,) €
AP) = Xpip2) - A(p2p3) - - - A(Pm—1Pm). Por definicdo, o rétulo de um né é o rétulo do
caminho da raiz até o n6. Também por defini¢do, o caminho de r até v contém u . Logo,

d(v) = A1~ u).Au~v) = o(u).ANu~ v).

Concluimos que ¢(u) é prefixo de ¢(v).

Para provar a suficiéncia, tomemos novamente dois nés v,v € N e suponhamos
que ¢(u) seja prefixo de ¢(v). A prova é por inducdo em |p(u)|. Se |¢p(u)| = 0, entdo u é
raiz da drvore e, portanto, ancestral de v. Agora, vamos supor |[A(u)| > 1 e a validade
da hipétese de indugdo. Seja w o pai de u em 7'. Pela prova da necessidade, ¢(w) é
prefixo de ¢(u) e, por conseguinte, prefixo de ¢(v). Como |p(w)| < |p(u)|, pela hipbtese
de indugdo w é ancestral de v. Seja a a primeira letra de \(wu). Como ¢(w) é prefixo
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de ambos, ¢(u) e p(v), e p(u) é prefixo de ¢(v), temos que A(wu) é prefixo de A(w ~ v).
Portanto, a também é primeira letra do primeiro arco no caminho w ~» v, digamos
wz. Porém, como wz e wu partem de um mesmo no, nessa caso w, a propriedade (p2)
assegura-nos que wzr = wu, o0 que implica que x = u. Logo, o tinico caminho de r ~» v
contém u, seguindo imediatamente que u é ancestral de v. O

Desse teorema, seguem os seguintes coroldrios.

Corolario 16. Para todo par de nds u e v, u = v se, e somente se, (u) = ¢(v);

z

Corolario 17. para todo par de nds distintos u e v, u é ancestral de v se, e somente se, ¢(u) é
prefixo préprio de ¢(v).

Definic¢ao 18. Definimos um lugar em uma arvore dos sufixos 7' como um par orde-
nado (u,Y), tal que u é n6 de T' e Y é prefixo préprio do rétulo de um arco que sai de

u.

Vamos estender um pouco a defini¢do da fungao ¢ para definir o rétulo de um lugar,
como segue:

o(u,Y) = ¢(u)-Y.

Dizemos que (u,Y) é lugar da cadeia X em T se u é o n6é mais profundo em 7" cujo
rétulo é prefixo de X e ¢(u,Y) = X.

Nesse trabalho, adotamos a representagdo compacta da drvore dos sufixos, seguindo
uma certa tendéncia da literatura [dLS03, Gus97, CR94], em vez da representa¢do nao-
compacta. Na representacdo ndo-compacta, o rétulo de cada arco possui comprimento
unitério e, portanto, as defini¢des de lugar e lugar da cadeia tornam-se perfeitamente
dispensaveis. A escolha deu-se em razdo da representagdo compacta adequar-se me-
lhor a implementacdes eficiente da estrutura, facilitando a discussdo dos detalhes de
mais baixo nivel. Por um outro lado, a representagdo compacta requer que apresen-
temos, além das citadas, as defini¢cdes de transicdo e adjacéncia entre lugares, como
segue.

Defini¢do 19. Dados dois lugares g = (u,Y) e h = (v, Z), dizemos que existe transi¢do
t de g para h, denotada t = g — h, se existe caractere a € (XU{$}) tal que ¢(g).a = ¢(h).
Nesse caso, o rotulo de t é A(t) = a.
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Definic¢do 20. Dois lugares g = (u,Y) e h = (v, Z) sdo adjacentes se existe transicdo

g— houh —g.

Definicdo 21. Dado um lugar ~ na arvore dos sufixos, vamos definir Pai(h) como
sendo o lugar g tal que existe transi¢do g — h.

Teorema 22. Seja T drvore dos sufixos de uma cadeia X e u um nd interno de T'. Para todo
lugar (u,Y) em T, e toda folha v descendente de (u,Y'), é verdade que | X | — |¢'(v)|+ 1 é posigdo
de uma ocorréncia de ¢(u,Y) em X.

Demonstragio. Pela propriedade (p3), ¢(v) é sufixo de X$, seguindo imediatamente que
¢'(v) é sufixo de X. Logo, ¢'(v) ocorre em X na posicdo |X| — |¢'(v)| + 1. Como u é
ancestral de v, temos, pelo teorema 15, que ¢(u) é prefixo proprio de ¢(v), do que segue
imediatamente que ¢(u) e prefixo de ¢'(v). Como Y é prefixo préprio de um arco que
sai de u, e v é descendente de (u,Y"), logo esse mesmo arco pertence ao caminho u ~ v,
vale afirmar que Y # $ e ¢(u,Y) é prefixo de ¢/(v). Portanto, ¢(u,Y’) também ocorre
em X na posigdo | X| — |¢'(u)| + 1. O

A construcdo de uma arvore dos sufixos ndo é tarefa trivial, tdo pouco o é a andlise
dos diversos algoritmos existentes para a tarefa, que pode ser realizada em tempo e
espago O(n), onde n é o nimero de simbolos em X. Desde a inven¢do do algoritmo
pioneiro de Weiner [Wei73], diversos algoritmos foram propostos para sua construgao,
destacando-se os algoritmos propostos por Ukkonen [Ukk95] e McCreight [McC76].
Nao entraremos em maiores detalhes sobre algoritmos de construcdo da &rvore dos
sufixos. Para o leitor interessado, recomendamos as referéncias apresentadas na segao

“Comentdrios Bibliograficos” do presente capitulo.

2.2.1 Arvore dos Sufixos e a Busca Exata de Padrdes

Dado T" = (N, A, \), arvore dos sufixos de uma cadeia X = x;...x,, verificar se
P =p;...pny éfator de X é tarefa facil: basta localizar o lugar em 7" cujo rétulo é o maior
prefixo comum entre P e um sufixo de X; se tal prefixo tiver comprimento maximo,
isto é, for igual a P, entdo P é fator de X. Em outras palavras, estamos verificando a
pertinéncia do lugar de P na arvore e, caso tal lugar exista, determinando a sua loca-
lizagdo na estrutura. Chamamos esse procedimento de soletrar P em 7. Em detalhes,
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partindo-se da raiz de T" e varrendo-se P da esquerda para a direita, deve-se percorrer
na arvore o caminho determinado por P, como segue: o préximo noé a ser visitado, a
partir do né atual v, é v, adjacente a u e tal que o rétulo do arco (u, v) é prefixo do res-
tante de P que ainda ndo foi lido até o momento. Se ndo existir tal arco, entdo o lugar
a ser devolvido é (u,Y’), onde Y é o maior prefixo do rétulo de um arco que sai de u e
que seja prefixo do restante de P, podendo ser a cadeia vazia. Se existe transi¢do com
origem em (u,Y") e rétulo 3, entdo P, além de fator, é sufixo de X (veja algoritmo 2.1)
De modo bastante natural, o algoritmo SOLETRA pode ser adotado como sub-rotina de

Algoritmo 2.1 Algoritmo SOLETRA, que recebe uma cadeia P e uma arvore dos sufixos
T, de uma cadeia X, e devolve o lugar (u, Y') em 7" cujo rétulo é o maior prefixo comum
a P e um sufixo de X. SOLETRA também devolve o né v, ponta do arco associada a
(u,Y).

SOLETRA (Py., T)

1 w<«raizdeT
P —P
enquanto |P'| > 0e Je = (u,v) € A|\(e) € Pf(P’) faca
P — XNu,v)"tP’
U— v
se |P'| > 0e Jde = (u,v) € Alp| € Pf(e)
entdo Y «— maior prefixo comum a A(e) e P’
senao
Y —¢€
v —u

devolva ((u,Y),v)

O 0 NI O U = W N

—_
_ O

um algoritmo que localiza as posi¢des iniciais de ocorréncias exatas de P em X. Basta,
partindo do lugar (u,Y), realizar uma busca, em largura ou profundidade, na arvore
e, para cada folha descendente desse lugar, calcular, com base no teorema 22, a posicao
da ocorréncia do padrdo determinada por essa folha, como podemos ver no algoritmo
2.2. Analisando esse mesmo algoritmo em maiores detalhes, podemos ver que o con-
junto V' é utilizado apenas para marcar os nés ja visitados durante a busca na arvore,
e pode ser implementado através de um simples vetor, consumindo espago e tempo
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de inicializagdo O(n) e tempo de atualizagdo O(1) (linhas 8 e 15). Logo, o consumo
de tempo do algoritmo é ditado pelo consumo de tempo da linha 1 e da chamada a
fungdo SOLETRA. A linha 1 consome tempo O(n), visto que a drvore dos sufixos pode
ser construida em tempo linear no comprimento da cadeia. Analisando SOLETRA com
atencdo, podemos ver que o consumo de tempo do algoritmo é dependente do tempo
necessario para decidir a satisfazibilidade das condi¢des das linhas 3 e 6. Se conseguir-
mos, dado um né u, encontrar, em tempo constante, qual arco sai de u e tem rétulo
iniciado com um determinado caractere a, entdo a linha 3 pode ser decidida em tempo
linear no comprimento do rétulo do arco e e a linha 6 em tempo constante, nesse caso a
chamada a SOLETRA, realizada por BUSCA-EXATA-AS, consome tempo O(m), e o con-
sumo de tempo total, por parte de BUSCA-EXATA-AS, resulta O(m + n). Para que tudo
isso seja possivel, basta armazenar, para cada né interno da arvore, um vetor de arcos
indexado pelos elementos em 3J; o elemento indexado pelo caractere a, no vetor defi-
nido para um determinado né u, ird apontar para algum no caso exista arco saindo de
u e com rétulo iniciado por a. Caso tal arco nao exista, esse elemento do vetor é nulo.
Além do ponteiro para o préoximo né, é conveniente que esse mesmo elemento do vetor
também contenha os indices da cadeia X que representam o rétulo do arco (u, v). Essa
estratégia faz com que toda a estrutura ocupe espaco €2(n|X|). Uma outra alternativa
consiste na substitui¢do do vetor de arcos, anteriormente empregado, por uma arvore
bindria de busca balanceada, que iria consumir espago O(k) para cada né u, onde k é
o numero de filhos de u. Cada operagao de busca ou inserc¢do de filhos de u consome
espago O(lgk). Note que O(lgk) = O(lg|X]|). Essa alternativa faz sentido quando &, e
conseqiientemente ¥, sdo grandes o suficiente para justificar a manutencdo da arvore
de busca. H4 outras alternativas, mas de modo geral, apesar de assintéticamente linear,
o consumo de espago das implementacdes existentes de arvores dos sufixos é elevado,
nao s6 em razdo do espago necessario para representar os arcos que saem de cada no,
mas também do espaco necessdrio para representar os rétulos dos arcos e dos nés da
arvore. A implementagdo de Kurtz [Kur99], a mais econdmica conhecida até o mo-
mento, ocupa 20n bytes de memoria total', porém sua aplicagdo estd restrita a cadeias
com comprimento inferior a 135 milhdes de caracteres, e sua adaptacdo para cadeias
que ultrapassem esse limite resultaria em um algoritmo com consumo de tempo signi-
ficativamente superior. Na verdade, as necessidades de espago da arvore dos sufixos
tornam a sua adogdo impraticdvel em determinadas aplica¢Oes, especialmente naque-

1Supomos aqui uma méaquina com palavras de 32 bits.
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las onde o tamanho do alfabeto é grande. Além disso, a construgdo de uma arvore
dos sufixos em tempo linear se dé a partir de liga¢des de sufixos, elementos estrutu-
rais que permitem que o algoritmo se movimente rapidamente entre pontos da arvore
distantes entre si, o0 que complica bastante o trabalho de paginacdo de memoria que
devera ser realizado pelo Sistema Operacional caso a drvore ndo possa ser mantida
inteiramente em memoria. Para contornar essas deficiéncias apresentadas pela arvore
dos sufixos, Manber e Myers [MM93] propuseram o vetor dos sufixos, uma estrutura
de dados mais espago-econdmica e que fornece, quando adotada isoladamente, parte
das funcionalidades da 4rvore dos sufixos, podendo substitui-la por completo se ado-
tado em conjunto com uma tabela auxiliar [AKOO04]. Ainda ndo se sabe se um vetor
de sufixos pode substituir completamente uma 4rvore dos sufixos sem a necessidade
de alguma estrutura auxiliar e sem acréscimo no consumo de tempo das operacdes

realizadas sobre a estrutura [AKOO04], apesar de improvével que isso seja possivel.

2.3 O Vetor dos Sufixos

Um modo bastante intuitivo de representarmos Sf(X'), para uma cadeia X, consiste
na construcdo de uma estrutura de acesso aleatério contendo todos os sufixos de X.
E claro que uma construgdo ingénua dessa estrutura, na forma de um matriz n x
n, consome espago 2(n?), entretanto, apds certa reflexdo, fica evidente que podemos
implementa-la na forma de um vetor, consumindo apenas espago O(n), como segue.

Definigao 23. O vetor dos sufixos de uma cadeia X = x;...x, é um vetor de inteiros
V[1.n+1], tal que Xyj)..n X Xv[j111.m paral < j < n, onde < determina precedéncia

lexicogréfica ou igualdade entre cadeias de caracteres.

O vetor dos sufixos de X codifica todos os sufixos da cadeia: V[i] representa o
sufixo Xy, de X, paral < i < n + 1. Logo, os sufixos encontram-se lexicografi-
camente ordenados no vetor, o que permite-nos verificar se uma cadeia Y é fator de
X em tempo O(]Y|log|X|): basta realizarmos uma busca bindria no vetor. Em maio-
res detalhes, seja Pf,(X) o prefixo de X de comprimento ¢ ou a prépria cadeia X caso
|X| < ¢; sejam <, e =, operadores que determinam relacdo de ordem lexicografica
entre os prefixos de comprimento ¢ dos operandos, isto é, X <, Y se e somente se
Pf,(X) < Pf,(Y), e de modo andlogo estdo definidos os operadores <, e =,. Supo-
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Algoritmo 2.2 Recebe duas cadeias, P e X, e imprime as posi¢des de ocorréncias exatas

de P em X através do processamento da drvore dos sufixos de X .

BUSCA-EXATA-AS (P, X1.0)

1

O 0 NI O U1 = W N

T g S U Gy
©® N oUW N R, O

T — ARVORE-DOS-SUFIXOS(X)
((w,Y),v) < SOLETRA (P, T)
se p(u,Y) # P
entdo
imprima “P ndo ocorre em X.”
senao
S «— {v}
V —{v}
enquanto S # () faga
escolha um né s de S
se s é folhade T
entdo imprima “P ocorre em X na posicdo | X| — [¢'(s)| + 1”7
se d(s,w) € Atalquew ¢ V
entdo
V —Vu{w}
S — SuU{w}
senao
S — S\{s}
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nha que desejemos encontrar as ocorréncias da cadeia P = p; ...pp,em X = x1...%,
e seja V[1..n + 1] o vetor dos sufixos de X. P ocorre em X se P é prefixo de algum
sufixo de X; isto é, se P = Pf,,(z;...z,) paraalgum 1 < i < n —m + 1. A ordem
lexicografica do vetor nos garante que se P <, Zy[; . .. ¥, entdo P ndo é prefixo de ne-
nhum dos sufixos em V[i+1..n|, sé podendo ocorrer como prefixo de algum sufixo em
V[1..d], visto que P < xyy) ... %, <= P < Tyy - .. T,; informacdo andloga é inferida
se P =, xyy) ... o,. Alémdisso, se P =, Xyyj., € P =, Xy|j].m, parai < j, entdo toda
posicdo Vi..j] de X é ocorréncia de P, e se i e j sdo, respectivamente, menor e maior
valor para os quais tais igualdades valem, entdo toda e qualquer ocorréncias de P em
X estd em Vi..j]. Logo, o problema se resume a encontrar, através de busca bindria,
os valores [p e rp tais que [p = min{i : P =, Xyp.n} er, = max{j : P =, Xv[j.m}
O algoritmo 2.3, apresentado na pédgina 27, devolve o valor de [/, de acordo com os
parametros fornecidos; processo semelhante devolve o valor de r,. O algoritmo final
(algoritmo 2.4) é apresentado na pagina 30. O consumo de tempo do algoritmo é deter-
minado pelo tempo de construcdo do vetor dos sufixos e o consumo das chamadas aos
métodos LIMITE-ESQUERDO e LIMITE-DIREITO, e resulta O(n + mlgn). Como cada
elemento do vetor armazena apenas a posicdo de inicio do sufixo, é possivel imple-
mentar a estrutura ocupando, por instancia, apenas 4n bytes de memoria para cadeias
de até 4G B caracteres de comprimento®>. Em comparac¢do com a arvore dos sufixos,
o vetor dos sufixos apresenta-se como uma solu¢do muito mais econdmica, princi-
palmente em se tratando de espago, mas também quando levamos em consideracdo
o tempo de construgdo: apesar de assintoticamente equivalentes, na pratica o tempo
de construgdo do vetor dos sufixos é significativamente inferior ao tempo de constru-
¢do da arvore dos sufixos [BK03b]. Porém, ainda ndo se sabe como extrair do vetor
dos sufixos, com 0 mesmo consumo de tempo, a funcionalidade fornecida pela arvore
dos sufixos, sem que para isso seja necessario a adoc¢do de alguma estrutura de dados
auxiliar; conjectura-se fortemente que isso ndo seja possivel [AKO04]. Abouelhoda e
colegas [AKO(O4] demonstraram que qualquer problema solucionavel através de uma
arvore dos sufixos também é soluciondvel, com o mesmo consumo de tempo, através
de um vetor dos sufixos quando adotado em conjunto com duas tabelas auxiliares, as
tabelas do maior prefixo comum e de ancestrais, que juntas ocupam 3n bytes de espaco
adicional.

ZNovamente, assumimos uma maquina de 32 bits.
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Algoritmo 2.3 Recebe duas cadeias, P e X, e V, vetor dos sufixos de X. O algoritmo
realiza busca binadria em V' e devolve [p = min{i : P =, Xy[j.»}, que é adotado pelo
algoritmo 2.4 para encontrar as ocorréncias do padrao no texto através do vetor dos
sufixos.

LIMITE-ESQUERDO (P, X, V)
1 seP >, Xyp.n
entdo devolvan + 1
l—1

r<—mn

2

3

4

5 enquanto !/ < r faca
6 q—[U+7)/2]
7 se P =, Xvig.n
8 entao r — q

9 senao [ «— g+ 1
10 1, —r

11 devolval,
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2.3.1 Algoritmos para a Construcao do Vetor dos Sufixos

A obtengdo de um vetor dos sufixos, a partir de uma arvore de sufixos e em tempo
linear no comprimento da cadeia, é tarefa trivial [Gus97]. Infelizmente, essa estraté-
gia requer memoria disponivel para abrigar toda a arvore, reduzindo as vantagens da
adocdo do vetor dos sufixos em substitui¢do a arvore dos sufixos. Porém, diversos al-
goritmos sdo capazes de construir, diretamente, um vetor dos sufixos para uma dada
cadeia. Puglisi [PST07] classifica tais algoritmo em trés categorias principais, sobre as
quais faremos algumas breves consideracdes a seguir:

e Algoritmos de Duplicacao de Prefixos: algoritmos que se enquadram nessa cate-
goria baseiam-se fortemente em uma idéia apresentada em 1972 por Karp, Miller
e Rosenberg [KMR?72], e ordenam os sufixos da cadeia a partir de uma seqiiéncia
de etapas de refinamentos. Cada etapa consome tempo linear no ntimero de su-
fixos e consiste em, a partir dos sufixos ordenados lexicograficamente em relagao
aos seus primeiros k caracteres, ordena-los em relacdo aos primeiros 2k caracteres.
No total, ha O(lgn) etapas de refinamento, logo o consumo de tempo dos algorit-
mos de duplicacdo de prefixos é O(nlgn). O algoritmo Manber-Myers, proposto
no artigo original, em 1993, pertence a esse grupo e a cada etapa de refinamento
ordena os sufixos através de um algoritmo de ordenacdo misto dos algoritmos
radix-sort e bucket-sort. Outro algoritmo nessa categoria é o algoritmo Larsson-
Sadakane [LS99], de 1999, que utiliza a varia¢do do algoritmo quicksort apresen-
tada por Bentley e Mcllroy [BM93]. Apesar do consumo assintético de tempo
elevado, o algoritmo Larsson-Sadakane é, na prética, mais eficiente do que os al-
goritmos lineares de Kiarkkédinen e Sanders, Ko e Aluru, e Kim e colegas [PST05] e,
geralmente, dez vezes mais eficiente do que o algoritmo Manber-Myers. Devido
a sua robustez, Seward [Sew(0], assim como Puglisi e colegas [PST05], afirmam
que ferramentas de propésito geral devem adotar o algoritmo Larsson-Sadakane
como algoritmo auxiliar sempre que algum caso patolégico do algoritmo princi-
pal ocorrer, como o faz o poderoso pacote de compactagao bzip2 [Sew07].

e Algoritmos Recursivos: algoritmos recursivos para a construgdo do vetor dos
sufixos sdo assim chamados por dividirem os sufixos da cadeia em dois grupos,
ordenar recursivamente um desses grupos e utilizar a ordenacdo obtida para or-
denar os sufixos da parte restante, intercalando ambas em seguida. Essa classe
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de algoritmos nasceu no ano de 2003, e toma como base o interessante trabalho
de Farach [Far97], onde foi proposto um algoritmo para a construgdo de arvo-
res dos sufixos para alfabetos grandes. Todos os algoritmos com consumo de
tempo linear, conhecidos até o momento, enquadram-se nessa categoria; den-
tre estes, os trés primeiros foram propostos simultanea e independentemente no
ano de 2003, por Karkkdinen e Sanders [KS03], Ko e Aluru [KA03] e Kim e co-
legas [KSPP03]. Infelizmente, 0 menor consumo assintético de tempo dos algo-
ritmos lineares para a construcdo do vetor dos sufixos ainda ndo se refletiu em
um melhor desempenho em testes experimentais; na pratica o desempenho de
tais algoritmos deixa bastante a desejar quando comparados com alguns outros
algoritmos de maior consumo assintético [PST05, PST07].

e Algoritmos de Cépia Induzida: Essa categoria foi inaugurada com a criagdo, em
2004, do algoritmo de Seward [Sew00] e, assim como os algoritmos recursivos, os
algoritmos dessa classe se baseiam na premissa de que uma ordenagdo completa
de um subconjunto dos sufixos pode ser adotada para acelerar a ordenagdo dos
sufixos restantes. A diferenca, bastante sutil por sinal, estd no fato desses algorit-
mos executarem de modo iterativo em vez de recursivamente, além de apresenta-
rem desempenho bastante superior, fato ilustrado pelo algoritmo de Maniscalco
e Puglisi [MP07], tido como o método mais eficiente para a construcdo do vetor
dos sufixos dentre os conhecidos até o momento. Grande parte dos algoritmos
de cépia induzida operam de modo heuristico e essa é uma das razdes pela qual
seu desempenho na prética ndo reflete 0 consumo assintético de tempo decla-
rado pelos seus autores. De modo geral, em testes experimentais com entradas
de interesse prético, os algoritmos de coépia induzida se saem melhor do que os
demais algoritmo [PSTO7].

Em um trabalho publicado enquanto essa dissertagdo encontrava-se nos estagios finais
de redagao, Puglisi e colegas [PST(07] realizaram um estudo comparativo dentre di-
versos algoritmos disponiveis para a construgdo do vetor dos sufixos, cujos resultados
principais encontram-se, parcialmente, expostos no quadro a seguir:



30 Capitulo 2. Estruturas de Dados

Algoritmo 2.4 Recebe duas cadeias P e X e imprime as ocorréncias exatas de P em
X, através da construgdo e processamento do vetor dos sufixos de X. O algoritmo
consome tempo O(n + mlgn)

BUSCA-EXATA-VS(P, X)

1 V < VETOR-DOS-SUFIXOS(X)

2 [, < LIMITE-ESQUERDO(P, X, V)
3 r, < LIMITE-DIREITO(P, X, V)

4 parai <[, atér, faca
5

imprima “P ocorre em X na posicao V[i]”.

Algoritmo ‘ Tempo (Assintético) ‘ Tempo de Execucdo | Espaco
Duplicagao de Prefixo
Manber e Myers O(nlgn) 30 8n
Larsson e Sadakane O(nlgn) 3 8n
Recursivos
Ko e Aluru O(n) 2,5 10n
Kim e colegas O(n) - -
Kérkkéinen e Sanders O(n) 4,7 13n
Copia Induzida
Maniscalco e Puglisi O(n?lgn) 1 6n
Burkhardt e Kdarkkdinen O(nlgn) 3,5 6n
Seward O(n?lgn) 3,5 5n
Manzini e Ferragina O(n?1gn) 1,7 5n

O tempo de execugdo é apresentado como um fator multiplicativo sobre o tempo de
execugdo do algoritmo de Maniscalco e Puglisi [MP07], o mais rapido algoritmo dentre
todos os algoritmos testados. E importante notar que Maniscalco e Puglisi ndo demons-

traram a validade do limite assintético apresentado: o mesmo é apenas conjecturado.
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2.4 Comentarios Bibliograficos

A primeira referéncia a drvore dos sufixos na forma como a vemos atualmente, assim
como a autoria do primeiro algoritmo linear para a sua construgéo, é atribuido a Wei-
ner [Wei73], porém as raizes histéricas da arvore dos sufixos remontam a duas estru-
turas de dados propostas anos antes: o Trie, proposta por Edward Fredkin [Fre60], em
1960, e a Patricia Trie, proposta por Donald Morrison [Mor68] em 1968. Uma Patricia
Trie, quando aplicada ao conjunto dos sufixos de uma cadeia X, é o que aqui cha-
mamos de arvore dos sufixos de X em sua forma compacta, enquanto a Trie, quando
aplicada ao mesmo conjunto, é a rvore dos sufixos de X, porém apresentada na forma
ndo compacta. Trés anos depois do artigo de Weiner, McCreight [McC76] propds uma
solugdo com menor consumo de espaco, e em 1993 Ukkonen [Ukk93, Ukk95] publicou
um algoritmo on-line com o mesmo consumo de espago do algoritmo de McCreight,
discretamente menos eficiente em termos praticos, porém de demonstracdo e analise
mais simples. Uma comparac¢do, em termos préticos e tedricos, dos trés algoritmos
citados pode ser encontrada em Giegerich e Kurtz,[GK97], enquanto Kurtz [Kur99]
discute diferentes estratégias espago-econdmicas para a implementacdo de drvores dos
sufixos. A propésito, Burkhardt e Kdrkkdinen afirmam que a implementacdo de Kurtz
ocupa entre 8n e 14n bytes de memoria, em uma maquina de 32 bits [BKO3b]. Essa
afirmacdo, até onde nossa compreensdo nos permite afirmar, estd em desacordo com o
exposto por Kurtz.

O ano de 2003 foi o divisor de dguas na pesquisa envolvendo vetores dos sufixos:
foi nesse ano que surgiram os primeiros algoritmos lineares para a construcdo dessa
estrutura de dados e, desde entdo, viu-se uma verdadeira explosdo de artigos relacio-
nados ao tema. De quando foi proposto, em 1993, por Manber e Myers [MM93], até
2003, todos os algoritmos que construiam um vetor dos sufixos, sem a construgdo pré-
via de uma arvore de sufixos, o faziam com consumo de tempo O(nlogn). Porém, em
2003, Karkkdinen e Sanders [KS03], Ko e Aluru [KA03] e Kim e colegas [KSPP03], in-
dependentemente, propuseram um algoritmo que constréi, diretamente, um vetor de
sufixos com consumo de tempo e espago adicional proporcional a O(n). No mesmo
ano, Burkhardt e Karkkdinen [BK03b] apresentaram um modo de construir um vetor
dos sufixos consumindo tempo O(nlogn), porém exigindo memoria adicional apenas
sublinear. Em 2007, Maniscalco e Puglisi [MP07] publicaram o que é hoje tido como o
melhor algoritmo, em termos praticos para a constru¢do dessa estrutura de dados. A
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literatura sobre o vetor dos sufixos confunde-se com a literatura que aborda algoritmos
de compressdo de dados através da transformada de Burrows-Wheeler (BWT) [BW94].
Isso ocorre em virtude da ordenacdo dos sufixos do texto a ser comprimido ser a etapa
mais custosa dessa transformada, portanto qualquer reducdo no tempo de construgao
do vetor dos sufixos representa uma redugdo no tempo de execugao de tais algoritmos.
Como demonstra a intensidade com que novos resultados tém aparecido, a pesquisa
dessa estrutura de dados encontra-se em franca atividade e é muito provavel que sig-
nificativos avancos sejam alcangados nos préximos anos.



Capitulo 3

Busca Aproximada

3.1 Introducao

Nesse capitulo, vamos nos ater ao problema da busca aproximada de padrdes em ca-
deias. Sob uma visdo geral, e informal, o objetivo é apontar ocorréncias de uma pala-
vra em um texto que, de algum modo, tenha sido corrompido. E claro que o problema
pode ser formulado de diversas formas. Na que estamos interessados no momento, o
objetivo é encontrar as partes do texto cuja distancia do padrao, sob uma métrica forne-
cida, esteja abaixo de um certo limiar, também fornecido. A dificuldade do problema
estd intimamente relacionada a métrica adotada e varia de problemas soluciondveis em
tempo linear a problemas NP-DIFICEIS. Claramente, ha tendéncia na literatura em se
discutir o problema sobre as distdncias de Hamming e Levenshtein; isto se d4 em razdo
dessas distancias modelarem satisfatoriamente uma grande gama de problemas e apli-
cagdes, sem que isso incorra em uma dificuldade computacional intolerdvel [NavO01].

Definic¢ao 24 (Ocorréncia aproximada de um padrao). Dadas duas cadeias P = p; ... p,
(o padrdo) e X = z; ...z, (o texto), uma métrica d e um inteiro r, dizemos que X; ; é
(d,r)-ocorréncia de P em X se d(P, X, ;) < r. Também, dizemos que P (d, r)-ocorre
em X e i e j sdo, respectivamente, posicdo inicial e final de uma (d, r)-ocorréncia de P
em X.

Exenpl 0: As cadeias sdo P = acat e X = acgt acacat g, a métrica
é Levenshtein e » = 2. Nesse caso, as posi¢des 1, 5 e 7 sdo inicio de (dr, r)-

33
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ocorréncias de P em X, e as posicdes 4, 8 e 10, final.

Agora, estamos prontos para enunciar o problema abaixo:

Problema 25 (Busca Aproximada de Padroes em Cadeias). Dadas as cadeias X (o texto)
e P (o padrio), uma métrica d e um inteiro r, encontrar todas as posigées finais de (d,r)-
ocorréncias de P em X.

Vamos considerar duas variagdes para a busca aproximada de padrdes. Basica-
mente, elas diferem entre si apenas nos critérios adotados para a andlise de uma even-
tual solugdo para o problema.

Busca on-line: Também conhecida como busca aproximada de padrdes em textos di-
namicos, essa variante do problema contabiliza, como parte do tempo gasto para
a realizacdo da busca, o tempo consumido por todo e qualquer processamento do
texto. Todo programa-aplicativo de dimensdes suficientemente grandes é uma
aplicacdo em potencial da busca em textos dindmicos. Bons exemplos sdo os
editores de textos, ambientes integrados de desenvolvimento, navegadores de
péginas na Internet e reprodutores de formatos de arquivos de dudio.

Busca off-line: Essa variante, também conhecida como busca aproximada de padroes
em textos estaticos, permite o pré-processamento do texto fornecido; isto é, o
tempo consumido para extrair previamente informagdes do texto, e construir es-
truturas de dados que armazenem tais informacgdes (ditas estruturas de indices),
ndo é computado como parte do tempo gasto para a realizagdo da busca. A busca
em textos estdticos é de importancia fundamental em se tratando de aplica¢Ges
da biologia computacional e busca de paginas na Internet. Intuitivamente, po-
demos imaginar o texto como uma cadeia armazenada em uma base de dados,
sobre a qual diversas operagdes de busca, de padrdes possivelmente dois-a-dois
distintos, serdo realizadas. Mesmo que, eventualmente, o tempo gasto durante
o pré-processamento esteja longe de ser desprezivel, ele sera amortizado pelo
numero total de operagdes de busca.

Esse capitulo aborda a busca em textos dindmicos e discute, em detalhes, o algoritmo
de Myers [Mye99], enquanto a busca em textos estaticos serd discutida no capitulo 5,
quando entdo adotaremos algoritmos para a busca em textos dindmicos como sub-
rotinas para os algoritmos que veremos.
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Figura 3.1 Alguns dos mais populares algoritmos para a busca aproximada de pa-
drdes. O consumo de tempo do algoritmo de Ukkonen refere-se ao consumo de tempo
de pior caso e de caso médio. Ademais, leia-se: PD: Programacdo Dinamica; BP:
Bit Paralelismo; H: Heuristica; 4R: Método dos Quatro Russos; NFA: Autdmato nao-
deterministico; SA: Autdomato dos Sufixos; ST: Arvore dos Sufixos; w: Comprimento
da palavra de maquina.

Trabalho Abordagem | Consumo de Tempo | Consumo de Espaco
Sellers, 1980 PD O(nm) O(nm)
Masek e Paterson, 1980 | PD + 4R O(nm/ logn) O(nm)
Ukkonen, 1985 PD+H O(nm) — O(rn) O(nm)
Wu e Manber, 1992 NFA + BP O(rnm/w) O(mr)
Ukkonen e Wood, 1993 | PD + SA O(m?) — O(rn) O(m)
Chang e Lawler, 1994 PD + ST O(rn) O(m)
Myers, 1999 PD + BP O(nm/w) O(m)

3.2 O Bit-Paralelismo

Em 1999, Eugene W. Myers [Mye99] desenvolveu um algoritmo para a busca apro-
ximada de padrdes com base no preenchimento bit-paralelo de uma tabela de pro-
gramacdo dinamica. O bit-paralelismo' é uma técnica de programacio cuja autoria é
atribuida a Baeza-Yates em sua tese de doutorado [BY89] defendida em 1989, apesar
de Van Emde Boas ter empregado a técnica quase vinte e cinco anos antes [VEBKZ76].
Basicamente, o bit-paralelismo consiste na exploragdo da capacidade dos computado-
res modernos de executar, em tempo constante, operagdes basicas em cadeias bindrias
de comprimento igual ou inferior ao de uma palavra da maquina, que aqui denotare-
mos por w. Com certa dose de engenhosidade, essa técnica permite reduzir o consumo
de tempo de certos algoritmos por um fator w, que geralmente é igual a 32 ou 64, po-
dendo chegar a 128 em alguns processadores modernos e para um conjunto restrito
de operagdes, e ainda tende a aumentar com o avango tecnolégico. A paraleliza¢do
de tais operagdes pode ser aplicada para promover a aceleragdo da execugdo de uma

'Também ¢é possivel encontrar na literatura os termos paralelismo em nivel de palavra ( word level
parallelism ), paralelismo em nivel de bits ( bit-level parallelism ) e paralelismo interno a palavra ( within-
word parallelism ).
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grande gama de algoritmos, inclusive algoritmos de busca e ordenagdo, mas é apli-
cada com maior freqiiéncia em algoritmos que simulam autdmatos, deterministicos
ou ndo, ou que adotam programacdo dinamica. Apesar de, algumas vezes, a adogao
de bit-paralelismo ndo representar uma melhora no consumo assintético de tempo do
algoritmo, quando em comparagdo com a versdo sequencial (ndo bit-paralelizada), al-
goritmos bit-paralelos costumam estar entre os algoritmos mais eficientes na pratica
em se tratando de problemas relacionados a busca de padrdes [Nav01].

3.3 O Modelo Computacional

Modelo computacional é a definicdo formal de um computador abstrato. Um modelo
computacional deve especificar quais instru¢des o computador é capaz de executar e
o custo computacional, em tempo e espaco, inerente a cada uma dessas operagdes.
E desejavel que um modelo computacional seja abstrato o suficiente para simplificar
o processo de contagem do nimero de operagdes executadas pelos algoritmos escritos
para o modelo. Porém, por vezes, é preciso que o modelo reflita com certo grau de fide-
lidade a um computador real. Logo, a escolha de um modelo representa um equilibrio
entre realidade e tratabilidade matematica. Até o momento, os algoritmos apresenta-
dos neste trabalho assumiam o modelo RAM (Maquina de Acesso Aleatério). As ins-
trucdes possiveis de serem executadas em uma maquina RAM, consumindo tempo e
espago constante, sdo: matematicas (adi¢do, subtragdo, multiplicagdo, divisdo e resto de
divisdo inteira), movimentagdo de dados (atribuicdo e cépia) e de controle (compara-
¢do, repeticdo, chamada de sub-rotina e devolugdo de valor). Algoritmos bit-paralelos
assumem um modelo um pouco mais préximo dos computadores reais modernos, o
modelo w-RAM [Hag98, vEBKZ76]. No modelo w-RAM cada palavra da memoria
do computador é composta por w bits, portanto capaz de manter um inteiro no inter-
valo [—2¥~1...2%"1 — 1]. As mesmas instru¢des do modelo RAM também podem ser
executadas em uma mdaquina w-RAM, porém elas consomem tempo constante mesmo
quando executadas sobre cadeias bindrias de comprimento w. Até onde o nosso co-
nhecimento nos permite afirmar, todos os computadores modernos adotados em escala
razodvel sdo compativeis com o modelo w-RAM para algum comprimento de palavra
ndo unitdrio. Tem havido uma onda crescente de interesse no desenvolvimento de al-

goritmos para esse modelo e que exploram em profundidade o conjunto de operacdes
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Figura 3.2 Autdmato-N&ao-Deterministico (AND) que verifica ocorréncias (exatas) do
padrdo agt acag na cadeia varrida pelo autdmato. Para maior clareza, foram omitidas
arestas de retorno ao estado inicial.

i
OO O O O Ol Oind O

e o comprimento de palavra; esses algoritmos sdo ditos bit-paralelos. E interessante
observar que o interesse por algoritmos bit-paralelos se estende a problemas classicos
da computagdo, como os problemas da busca e ordenagdo: uma resenha publicada em
1998 [Hag98] cita 20 artigos publicados no periodo de trés anos compreendido entre
1995 e 1998 e que abordam esses dois problemas sob o modelo w-RAM. No que tange o
problema que estamos vendo, Grabowski e Fredriksson [GFO08] afirmam que a técnica
se tornou uma das mais populares.

3.4 O Algoritmo Baeza-Yates — Gonnet

Antes de introduzir o algoritmo de Myers, na préxima se¢do, vamos fazer algumas
consideracdes sobre bit-paralelismo e ilustrar a técnica com o algoritmo Shift-Or, de
Baeza-Yates e Gonnet [BYG89], que determina as ocorréncias exatas de uma cadeia
P = py...pn (0 padrdo), em outra cadeia X = z; ...z, (o texto), ambas sob um alfa-
beto ¥. Conforme Navarro [Nav01] observou, o algoritmo pode ser visto como uma
simulagdo bit-paralela de um autdmato ndo-deterministico construido para o padrao
em questdo e que recebe o texto como entrada (Figura 3.2), porém essa analogia nao
estd explicitada no artigo original. O algoritmo constréi uma tabela B contendo ||
cadeias bindrias, todas de comprimento m, tal que o bit b; da cadeia B[z] = b,,...b; é 0
se e somente se o caractere x ocorre na posi¢ao i do padrdo®. No decorrer da execugdo
do algoritmo, o estado atual da simulagdo (estado ativo do autdmato) é mantido em
um vetor D = d,, ...d;, tal que d; é igual a 0 se o estado i no autdmato é ativo; isto é,

ZNote que por uma questdo de praticidade, visto que estamos mais acostumados com maquinas que
adotam a orientagdo dos bits da direita para a esquerda ( big endian ), seguiremos a mesma abordagem,
isto é, o bit mais significativo encontra-se a esquerda da palavra.
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Algoritmo 3.1 Algoritmo Shift-Or que determina as ocorréncias de uma cadeia em ou-
tra através do bit-paralelismo. O algoritmo recebe como entrada duas cadeias P e X e
imprime as posi¢des finais de ocorréncias exatas de P em X.

SHIFT-OR (P, X1.0)
1 parai« 1até|Y| faca
para j < 1 até m faca
Bli[j] < 1

para j — 1 até m faca
Blp;]lj] < 0

para k « 1 até m faca
Dlk] — 1

para j < 1 até n faca
D — D << 1V Blzj]
sed,, =0

O 0 NI O U1 = W N

—_
_ O

entdo imprima “P ocorre em X na posigdo j”.

se a cadeia P, ; ocorre ao final do prefixo do texto que foi lido até o momento. Logo,
temos uma ocorréncia sempre que d,, € igual a zero. Vamos denotar os operadores de
deslocamento binario a esquerda e direita respectivamente por << e >>, e os operado-
res l6gicos bindrios por A (e) e V (ou). Inicialmente, todas as posigdes de D sdo iguais a
um (estado inicial) e, para cada caractere z; na entrada, D é atualizado como segue:

D — (D << 1)V Bzj] 3.1)

d, torna-se zero se e somente se d;_; era zero (ativo) para o caractere de entrada anterior
e o caractere atual ocorre na posicdo ¢ do padrdo, como demonstraremos a seguir. Em
outras palavras, a cadeia P, ; ocorre ao final da cadeia X, ; somente se P, ;_; ocorre ao
final de X; ;_; e p; = ;. Em suma, a cada iteracdo do lago da linha 8, vale o invariante
a seguir:

(I1) Paratodo 1 <i <m,d;,_; = 0seesomentese P, ;_1 = X;_;41.j_1.

[Prova de (I1)] No inicio da primeira iteragdo, temos que d; = 1, paratodo 1 < i < m,
j =0e X, ;41 -1 = €. Logo, o invariante vale trivialmente. Tomemos uma iteragdo
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qualquer do algoritmo e vamos supor que o invariante vale para essa iteracdo. Seja
d;—1 = 0 e, portanto, P, ;_1 = X;_;11. ;1. Se p; = xj, entdo b, = 0. Logo,

di = di-1 Vb
= 0VO0
=0
e P i_1pi = Xj_i+1.j-17j. Agora, vamos supor d;_; = 1, queimplica Py ;1 # Xj_i41.j-1.
Temos que
di = di1 Vb
= 1V
= 1

e, evidentemente, P, ,_1p; # X,_i41.;—1p;. Do invariante, segue imediatamente a cor-
recdo do algoritmo.

Se o comprimento do padrdo é menor ou igual ao de uma palavra da maquina, o
vetor D pode ser atualizado em tempo constante. Nesse caso, a simula¢do do automato
consome tempo O(n). Como a construgdo da tabela B consome tempo O(|¥|m), toda
a execucdo do algoritmo, nesse caso, consome tempo O(n). Agora, caso o padrio seja
maior do que uma palavra da mdquina, a cada atualizacdo de D é preciso efetuar um
nimero constante de operacdes bindrias sobre m/w blocos de comprimento w. Logo,
todo o algoritmo consome tempo O(mn/w).

Muitos algoritmos de processamento de cadeias sdo apenas implementac¢oes de
autOomatos finitos, geralmente em sua forma deterministica. O bit-paralelismo apresenta-
se como uma op¢do em diversos casos; é possivel simular alguns autdmatos néo-
deterministicos sem precisar converté-los para a sua forma deterministica. Infeliz-
mente, algoritmos bit-paralelos sdo particularmente eficientes quando o comprimento
do padrdo ndo supera o de uma palavra de maquina, caso contrdrio muitas vezes a
adaptagao produz um algoritmo cuja eficiéncia deixa a desejar [Nav98].

3.5 O Algoritmo de Myers

A idéia central do algoritmo de Myers é acelerar o processamento de uma matriz de
programagdo dindmica através do calculo simultaneo de blocos de células da matriz
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usando o bit-paralelismo. Essa idéia foi testada, pela primeira vez, por Wright [Wri94],
em 1994, porém seu algoritmo era competitivo apenas para alfabetos muito peque-
nos [Nav98]. Apesar de muitos dos conceitos nos quais o algoritmo de Wright se fun-
damenta também servirem de base para o algoritmo de Myers, este, por sua vez, é
bastante eficiente [Nav98, SM98].

A abordagem clédssica de programagdo dindmica para a busca aproximada de pa-
drdes é a dada pela recorréncia a seguir, proposta por Sellers [Sel74] e baseada no
algoritmo para o calculo da distancia de edi¢do. Considere a(a,b) = 0, se a = b, ou
ala,b) =1,sea # b.

1 set=0o0uj =0
’ min{ Cfi —1,5] +1 sei>0ej>0. '
Cli,j—1]+1

A matriz de programacado dindmica que essa recorréncia da conta pode ser preenchida
de diversas formas. A trivial é iniciar o preenchimento na posi¢dao C[0,0] e avangar,
em colunas, até a ultima posigéo, C [m, n] Ao término do processamento, teremos, em
cada posicao C|i, j| da matriz, a menor distancia de edi¢do entre P, ; e um sufixo de
Xi. ;. Logo, todo j tal que C[m, j] < r é posic¢do final de uma (d, r)-ocorréncia de P em
X.

Assim como ocorre com o cdlculo da distancia de edi¢do entre duas cadeias, é pos-
sivel preencher a matriz de programacdo dindmica consumindo apenas espago linear
no comprimento do padrdo, visto que para calcular C[i, j] é preciso olhar apenas para
valores em |J;" ,{C[i, j]}; isto é, para determinar todos os valores de uma determi-
nada coluna C; = (CI1, j] ... C[m, j]), depende-se apenas de valores da coluna anterior
C;_1. Uma intui¢do muito interessante pode ser extraida dessa simples observagao: o
processamento da matriz pode ser abstraido como a simula¢do de um autdmato nao-
deterministico, onde cada coluna da matriz representa um estado do automato e, ao
ler o caractere de entrada z;, estamos transitando do estado C;_; para o estado C;. A
simulagdo inicia-se no estado Cy e qualquer estado C}, tal que existe C[m, j] < r, é final.
Essa analogia foi adotada por Myers no artigo original.
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3.5.1 As Matrizes Ave Ah

Masek e Paterson [MP80] demonstraram, em 1980, que, a diferenca entre duas posi-
¢Oes, vertical ou horizontalmente adjacentes, da matriz dada pela recorréncia de Sellers
é —1,0 ou +1; isto é, elas diferem por, no maximo, 1.* Dada uma matriz C[1..m,1..n]
definida pela recorréncia e um par ordenado (i,j) € {1,m} x {1,n}, vamos definir as
matrizes delta horizontal, Ah[i, j], e delta vertical, Av[i, j], como segue:

Avli,j] = Cli,j]—Cli—1,]] (3.4)

Note que para determinar um estado C; é suficiente saber a coluna de diferencas
Av; = (Ay[L,7]...A,[m, j]), uma vez que todos os valores da linha inicial sdo sempre
zero. Como veremos em maiores detalhes mais a frente, é possivel resolver o problema
calculando-se apenas a matriz Av, composta por todas as colunas de diferencas de C'.

Agora, vamos ver como calcular os valores de uma coluna Av; com base nos valores
da coluna Av;_;. Para tanto, considere o trecho da matriz de programacdo dinamica
composto pelas posigdes (i,7), (1 — 1,7 — 1), (i — 1,j) e (i,7 — 1). Ha quatro deltas
associados a esse conjunto de posic¢des: dois deltas verticais, Av[i, j] e Av[i, j—1], e dois
deltas horizontais Ah[i, j] e Ah[i — 1, j]. Vamos definir a fun¢do oo como de costume,
isto é a(a,b) = 0,se a = b, e a(a,b) = 1, se a # b. Também, vamos definir a fungdo o’
como o/(a,b) = 0,se a =0b, e d(a,b) =1,sea # b;isto é, a(a,b) = 1 — d'(a,b). Pelas
defini¢des de delta horizontal e delta vertical e pela recorréncia de Sellers ( 3.2), temos

3Masek e Paterson provaram a afirmagao para a recorréncia do célculo da distancia de edigdo e ado-
taram essa propriedade na aplicagdo do método dos 4-russos ao problema. Ambas as recorréncias sdo
muito semelhantes, e a mesma propriedade vale para a recorréncia fornecida por Sellers.
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que
Avli,j] = C[m] Cli—1,7]
(( Cli—1,5 — 1]+ alp, z;),
= minq Cli—1,5]+1, —Cli—1,7]
| Cli,j —1]+ 1L
(Cli—1,j— 1]+ (1= /(pi, 1)),
= min{ C[i—1,5]+1, —(Cli—1,j — 1]+ Ah[i — 1,])
| Cli,j — 1]+ 1.
((Cli—1,7—1] = (ps, z;) + 1,
= min¢ Cli—1,j— 1]+ Avfi,j —1]+1, p —(Cli—1,j—1]+ Ah[i —1,7])
| Cli—1,j — 1]+ Ah[i —1,5] + 1.
(—o/(pi, 7)) + 1,
= min{ Av[i,j—1+1, p+C[i—1,j—1—C[i—1,j—1]— Ahli—1,j]
| AR —1,j]+ 1.
( O/(pﬂxj)7
= min¢ Avfi,j—1], p+1—Ahfli—1,j].
| Ah[i —1,4].
(3.5)
Desenvolvendo a equagdo 3.3 de modo muito similar, também temos que:
_O/(pivxj)v
Ahli,j] = minq Avfi,j —1], ¢ +1—Av[i,j—1]. (3.6)
Ahli — 1, j].

Como as recorréncias acima deixam claro, é possivel preencher as matrizes Av e Ah
sem recorrer a valores da matriz C'. Mas, para resolver o problema tendo em maos
apenas essas duas matrizes, um pequeno detalhe deve ser levado em conta: é preciso
saber se uma dada coluna Aw; é final; isto é, saber se >\ | Avli, j] = C[m, j] < r. Isso
pode ser feito ao final da constru¢do da matriz, em tempo O(m), ou incrementalmente,
de modo que ao término do preenchimento da matriz a desigualdade possa ser avali-
ada em tempo constante. Para isso, basta manter um vetor S[1..n], atualizado a cada
iteracdo do algoritmo, juntamente com a matriz, e tal que S[j] = C[m, j], tendo como
valores iniciais S[0] = m e S[j] = S[j — 1] + Ah[m, j]. Em qualquer uma das abordagens
o consumo de tempo do algoritmo tradicional permanece 0 mesmo. Porém, em se tra-
tando do nosso algoritmo bit-paralelo, é fundamental que adotemos a segunda opgao,
baseada no processamento do vetor. Essa escolha ficara clara a seguir.
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3.5.2 Representando Av e Ah Através de Vetores Binarios

A idéia central do algoritmo de Myers é adotar o bit-paralelismo para calcular simul-
taneamente blocos de células das matrizes Av e Ah. Notadamente, uma coluna por
vez. Para isso, é preciso codificd-las em vetores bindrios, que podem ser manipulados
através das operacdes bésicas permitidas pelo modelo w-RAM. Tomemos uma célula
da matriz, digamos a célula C[i, j]. Essa célula tem seu valor determinado através
das células C[i — 1,5 — 1], C[i — 1,j] e Cli,j — 1], e também da validade da compara-
¢do p; = z;. Por sua vez, C[i, j] ajudard a compor o valor das células C[i + 1,5 + 1],
Cli +1,7] e Cli,j + 1]. Codificando valores da matriz C' através das matrizes Av e
Ah, Myers, intuitivamente, considerou cada célula da matriz como um processador,
que recebe dados de entrada e devolve dados de saida: C[i, j] recebe como entradas
os valores Av[i,j — 1], Ah[i — 1, j] e &/ (p;, x;), e devolve como saida os valores Av|i, j]
e Ahli, j|. Para deixar essa abordagem ainda mais explicita e tornar a discussdo mais
facil, vamos tomar C|i, j] isoladamente das demais células, eliminando os indices por
alguns instantes e definindo os valores Awv;,,, Ay, e o' como a sua entrada e A, ,, e

Vout

Ay, como sua saida, isto é

of = o(p;y),
Avy, = Avfi,j — 1],
Ay, = Ahli—1,7],
Ay, = Avli,j],
App = AR[i, j].

e A
das matrizes A, e A, em tempo O(1), vamos representar a entrada e saida de cada cé-

Para calcular A bit-paralelamente e, desse modo, processar diversas células

Vout Vout

lula através de dois conjuntos de varidveis binarias P, e M,, onden € {vin, Yout, Rin, Pout }

1 se A, =+1
Py, = s
0 caso contrario,

M :{ 1 seA,=-1

e tais que

n P
0 caso contrario.

E evidente que P, e M, ndo podem ser ambos simultaneamente iguais a um. Note
também que A, = 0 sempre que P, = 0 e M, = 0. Logo, todos os possiveis valores A,
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Figura 3.3 Uma célula [;, j] da matriz de programacao dinadmica C, recebe valores de
células adjacentes e ajuda a compor valores de outras células (a). Essa mesma célula,
pode ser vista como um processador, que recebe como entrada os valores A,[i, 5 — 1],
Apli — 1, 5] e &/(pi, z;) e devolve como saida os valores A, [i, j] e Ay, j]. Para facilitar
a visualizagdo é conveniente remover os indices, explicitando ainda mais essa analo-
gia(c). Os valores de entrada e saida sdo codificados através de vetores bindrios, permi-
tindo assim o processamento bit-paralelo da matriz (d). A mesma representacdo apoés
o retorno dos indices (e).

[i_lvj_l] [11]_1]
|
v
|
!
[4,7+1] [i4+1,74+1]
A, [57] - 1] (@) Avm
o (x4, 95) l o l
Apli—1,5] —— | Cli,j] | — Aul4,4] Ap,,, —> C — Ap.
Anli, ] AU
(b) (o)
Pvm Mvm le—l [Z] Mvj—l [Z]
Bv l l ﬁv(zaj) l l
p,,, —» — P, Pyli—1] ——> —> Dy, li]
C Cli, 5]

My, —>»

—> My,

Mh]. [Z — 1] —>

ﬁh,(imj)

—> My, ][i]

Py, [i] Mo, [1]

(e)
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estdo perfeitamente codificados em P, e M,,. Sejam (3, e (3}, varidveis bindrias definidas

como segue:

ﬁv = O/(pia xj) Vv Mvm (37)
e
B = o (ps, xj) V My, . (3.8)

Logo, (3, codifica ambos A,, e o' enquanto ), codifica A, e . A tabela a seguir

apresenta os valores de A, ,, em funcdo de 3, e Ay, .

Vout

Ay, Bv
0|1
—1|+1]+1 (3.9)
Ap, | 0 |+1] 0
+1] 0 |—1

De modo analogo, a mesma tabela vale para A, ,, em fungdo de 3, e A,,,. Agora, com
base nessa tabela e na tabela verdade 3.1 é possivel verificar que as igualdades a seguir
sdo validas:

Pops = Mp,, V=(ByV Pr,) (3.10)
e
Mype = Puy A B (3.11)
E, de modo anélogo,
Proe = My, V(BuV Py,) (3.12)

My, = Pu, \DBp. (3.13)
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Tabela 3.1 Tabela verdade referente aos valores A e suas representa¢des bindrias P e

M.

Ap, | Doy | =0 T =An, ) [ (0= 20in) [ Avous | Dhows | Pray | Miy, | Mo, | Bo | Pogur | Moy,
0 0 0 1 1 +1 +1 0 0 o |o 1 0
0 0o | —1 1 1 0 0 0 0 0 1 0
0 +1 | 0 1 0 +1 0 0 0 o |o 1 0
0 +1 | -1 1 0 0 —1 0 0 0 1 0 0

+1 0 0 0 1 0 +1 1 0 o |o 0 0
+1 0o | -1 0 1 -1 0 1 0 0 1 0 1
0 -1 | o0 1 2 0 +1 0 0 1 1 0 0
0 -1 | -1 1 2 0 +1 0 0 1 1 0 0
—1 0 0 2 1 +1 0 0 1 o |o 1 0
-1 0o | -1 2 1 +1 0 0 1 0 1 1 0
+1 | +1 ] o 0 0 0 0 1 0 o |o 0 0
+1 | 41 [ 1 0 0 -1 —1 1 0 0 1 0 1
-1 | -1 ] o 2 2 +1 +1 0 1 1 1 1 0
-1 | -1 | =1 2 2 +1 +1 0 1 1 1 1 0
-1 | +1 ] o 2 0 +1 —1 0 1 o |o 1 0
-1 | 1 | -1 2 0 +1 —1 0 1 0 1 1 0
+1 | -1 [ o 0 2 -1 +1 1 0 1 0 0 1
+1 | -1 | 41 0 2 —1 +1 1 0 1 1 0 1

3.5.3 O Algoritmo

Agora que ja apresentamos a representacdo bindria de A, e Aj, podemos voltar a olhar
para as demais células da matriz e nos livrar, de uma vez por todas, das varidveis A,, ,
Ap,., A
defini¢do das varidveis P, e M, para definir os conjuntos de vetores a seguir:

Ap,.., adentrando nos detalhes do algoritmo. Para isso, vamos estender a

in’/ Vout/

1 se Ayfi,j]=+1
0 caso contrario

1 seAfi,j]=—1

0 caso contrario.

O ponto principal do algoritmo estd em, para cada caractere =, lido, atualizar o vetor
S[j] e os vetores binarios P, e M,, a partir dos vetores S[j — 1], P,,_, e M,,_; esse é o
processamento realizado a cada iteragdo do algoritmo, enquanto a inicializacdo se da



3.5. O ALGORITMO DE MYERS 47

como segue:

Pylil = 1,
My[i] =0,
S[o] = m.

A atualizacdo é realizada em dois estdgios. No primeiro, todos os valores da coluna
Ap,, codificada nos vetores P,, e M,,, sdo atualizados simultaneamente com base em
valores de A, |, codificada nos vetores P, _, e M, ,, como segue:

J J J

Phj [Z] = Mvj71 [Z] v _‘</th [Z] \% ij71 M) (314)

th [Z] = ijfl [Z] A th [Z] (315)

No segundo estdgio, os valores da coluna A,,, sdo atualizados com base nos valores
obtidos no primeiro estdgio, como segue:

P[0] = M,[0] =0,
Puil = My[i =11V (8, [i] V Pp,[i — 1])
M, Ji] = Puli—1]AB

Também é necessario atualizar o vetor S[1..n], como segue
Sl =Sl = 1+ [Po,[m] = 1] = [M},[m] =1]. (3.16)

Tal atualizacdo pode ser feita entre o primeiro e o segundo estdgio, uma vez que atua-
lizar S requer apenas valores obtidos apds o primeiro estagio.

A execugdo do algoritmo propriamente dito é antecedida por uma etapa de pro-
cessamento que devolve um conjunto de |X| vetores W = W, , W, ..., Wy tal que
Weli] = 1, se a = p;, ou W]a,i] = 0, caso contrario. Tal tabela pode ser facilmente
construida em tempo e espago O(|X| + m). O papel dessa tabela ficara claro a seguir.
As equagdes fornecidas ndo deixam claro como é realizada, bit-paralelamente, a atua-
lizagdo dos valores 3, e 3;. Da defini¢do 3.7, desenvolvemos o que segue:

By;li] = Wy,lil v My, [d] (3.17)
Bn,li] = Wy,li] v My, [i — 1] (3.18)
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Aqui o leitor ird notar um pequeno impasse: calcular 3, requer valores de M,
que, por sua vez, requer valores de 3;,. A saida para o impasse ¢ fornecida pelo lema
a seguir, que nos diz como calcular 3, sem depender de Mj,.

Lema26. B, [i] = 3k < i, Wi[k] A (V7 € [k,i — 1], P, [7])

Demonstragido. Em virtude de 3.15, temos que:
th [Z] - PUj—l [l] A ﬁhj [Z]

de onde, aplicando 3.18, temos

th M = ijﬂ[i] A (Wyj M \% th [Z - 1])

= (P'Uj—l [Z] A Wyj [Z]) \ (P'Uj—l [Z] A th [Z - 1])7

que, por sua vez, se aplicada repetidas vezes sobre 3.18, resulta

Br,li] = Wylil v My, [i—1]

= Wyj M N (ijﬂ [Z o 1] A Wyj [Z o 1])
Vo (P, [t — 1] A My, [i —2])

- Wyj[z] N (ij_1[i_1]/\W[i_1vj])
\ (ij—1 [l - 1] A (PUj—l [Z 2] N Wy [Z 2])
V (P, li— 1AM, [i —3])

= Wyj M \% (ijﬂ [Z - 1] A Wyj [Z 1])
\ (ij—1 [l - 1] N (PUj—l[Z. - 2] A Wyj [Z - 2])
Vo
Vo (P i =1 AP, _[[i =2]A...AP,_ [1] AW, [1])
Vo (P [t =1 AP, _[i =2]A...ANPy,_ [1] A My,[0]).

Dai, lembrando que M, [0] = 0, deriva imediatamente a validade da afirmagdo. [J

Ainda nos resta esclarecer como calcular 3, em tempo constante. Basicamente, o

lema anterior afirma que o i-ésimo bit de (3, estara ligado sempre que existir algum
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k-ésimo bit ligado em W, e uma seqiiéncia P,,_,[k..i — i| de bits ligados. Observe o
exemplo a seguir:

P,,_, 00011111111000
W[j] 00100100100010
Br;  00111111100010

Aqui, é conveniente fazer uma pequena observacdo: hd analogia entre a operagdo
realizada entre os vetores P, eW,, do qual resulta Br; ea adicdo binaria de inteiros.
Um bit ligado em W{j], implica no mesmo bit ligado em (3, e é propagado (carry)
por 3, enquanto houver bits correspondentes ligados em P,,_,. A adicdo de inteiros
conserva um comportamento andlogo, porém preservando certas diferengas. Observe
o exemplo a seguir, no qual realizamos a adigdo dos mesmos vetores P,,_, e W, :

P,,_, 00011111111000 +
W,,  00100100100010
C 01000100011010

Vamos considerar inicialmente apenas as posi¢des de ,, que emparelham bits li-
gados em P,,_,. Cada bit ligado em W, inicia a propagacdo de uma seqiiéncia de bits
desligados no vetor resultante C, com excegdo das posi¢des que correspondem a bits
ligados em W, : estas posigOes estardo ligadas em C. Os bits desligados de W, que
ndo pertencem a uma seqiiéncia de propagacdo como a descrita resultam ligados em
C. Agora, seja i tal Pv;_4[i] = 0. Nesse caso, valem as regras a seguir:

1. se W, [i] = 1:

se W, [i] é parte de uma seqiiéncia de bits ligados em W, que pre-
cede imediatamente uma seqiiéncia de propagacao por bits ligados de
P,,_,, entdo Cli] = 0, caso contrdrio C[i] = 1;

2. se W, =0:

se W, [i] precede imediatamente uma seqiiéncia de bits ligados em
W,, que, por sua vez, precede imediatamente uma seqiiéncia de propa-
gagdo por bits ligados de P,,_,, entdo Cli] = 1, caso contrario C[i] = 0.
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Para realizar a operagdo que desejamos, e obter 3,, tomando como base a adigdo de
inteiros, precisamos inicialmente zerar os bits de IV,, que ndo emparelham bits ligados
de P,,_,: isso serd feito calculando W, A P,

Vj—1°

,_, € somando o resultado a P,,_,. Feito
isso, € necessério capturar todos os bits de W, cobertos por alguma seqiiéncia de pro-
pagacdo; faremos isso através da operagdo ou-exclusivo entre o resultado que temos até
o momento e P,,_,. Ainda precisamos capturar os bits de I,, que ndo emparelham
bits ligados de P,,_, e tampouco iniciam uma seqiiéncia de propagacéo; para isso re-
alizaremos a operacdo V entre o resultado e Wy, Sumarizando, a intui¢do nos leva a

conjecturar que o vetor [3,; pode ser calculado de acordo com a equagao abaixo:

By, = (Wy APy )+ Py )& Py VIV, (3.19)

Porém, ainda é preciso amparar formalmente essa observacdo, o que é conseguido
com o lema a seguir.

Lema 27. Se 3, = (W, AP,,_\)+P,,_,) ®P,,_, VW, entdo (B, [i] = Ik < i, W,;[k] A\Vz €
[k,i—1]P, _ [z]

Demonstragido. Considere o transdutor deterministico da figura 3.4. Esse transdutor
recebe como entrada dois inteiros bindrios, digamos A e B, e devolve sua soma. O
rétulo (a, b)/c de cada transi¢do representa um par (a,b) de digitos dos operandos de
entrada, e a saida c¢ fornecida pelo transdutor. O transdutor devolve 1 quando no
estado sem carry caso os operandos sejam iguais e 0 caso contrdrio. No estado com
carry o comportamento do transdutor é o inverso: devolve 0 caso os operandos sejam
iguais e 1 caso contrdrio. Para que o transdutor encontre-se no estado com carry quando
estiver lendo digitos na posi¢do i dos operandos é necessario que exista k < i tal que
A[k] = B[k] =1 e que para todo j, k < j < i, A[j] = 0 ou B[j] = 0. Logo,
(A+ B)[t] = ((3k < i, A[k) A Bk} A (Vx € [k,i — 1], A[z] V Blz])) = (Ali] = Bli]))

Considerando B = Py,

(A+P, )i = ((3k < i, A[KIAP,,_,[i]AVa, k < 2 < i—1, (A[z]VP,,_,[i])) = (Ali] = P, _,[i]))

Agora, seja A = W, A P,

j—1°

Em virtude da associatividade dos operadores 16gicos
envolvidos e do principio da absorg¢do, temos:

(Wy, APy ) + Py )i = (3k < i, Wy, A (Ve € [k,0 = 1], Py i) = (W, v =By [i]))
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Figura 3.4 Transdutor que define o resultado da soma de dois inteiros codificados em
bindrio. O rétulo (a,b)/c de cada transi¢do representa um par (a, b) de digitos dos ope-
randos de entrada, e a saida c fornecida pelo transdutor. O transdutor possui apenas
dois estados: o estado "com carry”, que indica que uma seqiiéncia de propagacao estéd
em andamento, e o estado inicial "sem carry”, que indica o oposto.

(1,1)/0
(0,0)/0 (1,1)/1
o o
(1,0)/1 (1,0)/0
(0,0)/1

Seja C = (W,, A\ P,

; )+ P,,_,) ® P,,_,. Da equagdo acima, temos que:

Cli] = (3Fk < i,W,, A (Vo € [k,i— 1], P,,_,[i])) = (W,, V=P, _[i]) ® P,,_,[i]
De onde segue facilmente a equagéo:
Cli] = ((Fk < i,Wy, N(Vx € [k,i — 1], P,,_,[i])) = ~(W,, A P,,_,[i]))

O que conclui a nossa demonstragao. O

Do que foi discutido até o momento, obtemos o algoritmo 3.2. Como comentado an-
teriormente, a execucdo do algoritmo propriamente dito 4 antecedida por uma etapa
de pré-processamento na qual é construida a matriz W (linha 1). Note que para atu-
alizar os vetores bindrios em uma dada iteragdo do algoritmo do algoritmo é preciso
apenas dos valores da iteragdo imediatamente anterior. Logo, sobrescrevendo os valo-
res da iteragdo anteriores com os da iteragdo atual é possivel executar o algoritmo com
apenas sete vetores bindrios que serdo atualizados inteiramente; ndo sera necessario
trabalharmos com indices. Em virtude disso, o consumo de espaco do algoritmo é do-
minado pelo consumo da matriz W: O(|X|m). Ap6s o pré-processamento, os vetores
bindrios P, e M, sdo inicializados de acordo. Durante a varredura do texto, da posicdo
j = 1 até a posigao final, os vetores 3, e 3, sdo atualizados de acordo com a férmula ,
para que contenham, respectivamente, os valores (3, e 3,,. I, e M}, sdo entdo calcula-
dos, abrigando os delta horizontal e vertical referentes a j-ésima coluna. Em seguida,
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S é atualizado, assim como P, e M,, que passam a codificar os deltas horizontal e ver-
tical da j-ésima coluna. Ao final de cada iteragdo, o valor de S é conferido (linhas 19 e
20 do algoritmo) para determinar se uma (d, r)-ocorréncia foi encontrada. O consumo
de tempo do algoritmo -e dominado pelo consumo do lago para da linha 5: O(m + n),
caso m < w, ou O(mn/w) no caso geral. Lembrando que no caso geral (m > w) cada
uma das operagdes de atualizagdo dos vetores bindrios manipulados é, na verdade, um
conjunto de [m/w]| operagdes sobre vetores bindrios de comprimento ndo superior a w.
Maiores detalhes sobre a divisdo dos vetores em blocos de comprimento w, e a mani-
pulagdo dos mesmos, podem ser encontrados no trabalho original, juntamente com o
esboco de uma biblioteca adequada a tarefa.

3.6 Comentarios Bibliograficos

Segundo Navarro [Nav(01], a busca aproximada de padrdes passou a receber conside-
ravel atencdo ap0s o final da década de 60, quando ja se discutia a sua aplicabilidade
em problemas de biologia computacional, processamento de sinais e edigdo de textos,
tendo essa dltima, provavelmente, sido a primeira motiva¢do para o problema. Po-
rém, foi com os avangos das técnicas de seqiiénciamento genético, nos idos dos anos
90, e o surgimento da World Wide Web, aproximadamente no mesmo periodo, que
o problema ganhou notoriedade e passou a ser exaustivamente pesquisado. Depois
do surgimento do algoritmo de Sellers [Sel74] — primeira solu¢do a adotar programa-
¢do dinamica — diversas abordagens foram propostas, sob diferentes paradigmas. Em
1994, Chang e Marr [CM94] provaram a cota inferior, para o caso médio, e forneceram
um algoritmo, adotando filtragem, que atinge esse limiar 6timo, porém de importancia
apenas tedrica: seu desempenho em termos praticos deixa muito a desejar. Em sua ex-
celente tese de doutorado, Navarro [Nav98] explorou a fundo o problema, com énfase
na adogdo de algoritmos bit-paralelos para sua solugdo*. Posteriormente, 0 mesmo
autor apresentou um resumo das técnicas até entdo existentes, porém restringindo o
debate a busca on-line[Nav01] e, em 2004 [HFNO04], dessa vez com colegas, apresentou
uma versdo do algoritmo bit-paralelo de Myers [Mye99] que, segundo os autores, é ex-

40 bit-paralelismo nasceu a partir da tese de doutorado de Baeza-Yates [BY89] e consiste na explo-
ragdo da capacidade do processador de realizar, em tempo constante, operagdes em cadeias bindrias de
comprimento menor ou igual ao comprimento de uma palavra da maquina.
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Algoritmo 3.2 Algoritmo de Myers para a Busca Aproximada de Padrdes. O algoritmo
recebe duas cadeias, P e X, e imprime as posi¢des finais de (d, r)-ocorréncias de P em
X.

MYERS (P n, X1.)

1 Wioi 09,0031 .. m] < PRE-PROCESSA (P)
2 P,—1...1
3 M,+—0
4 S—m
5 paraj < 1 atén faca
6 o — W,
7 By «— o'V M,
8 B — (¢ NP))+P,)®P,) Vd
9 Py M,V~(5,VP)
10 My, — P, \ By,
11 se P, A100...00
12 entio S — S +1
13 sendo se M, A 100...00
14 entio S — S —1
15 P, — P, <<1
16 M, — M, <<'1
17 P, — M,V —(3,V Py)
18 M, — P, A\ B3,
19 seS <r
20 entdo imprima “P ocorre em X na posigao j”
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perimentalmente a solu¢do mais eficiente para a versao on-line do problema conhecida
até o momento. Em 2004, Navarro e Fredriksson [FN04] propuseram modifica¢des no
algoritmo de Chang e Marr, e afirmaram que o novo algoritmo era atraente ndo apenas
sob o ponto de vista tedrico, visto que preserva a otimalidade do algoritmo de Chang
e Marr, mas também na pratica, uma vez que se equipara com diversos algoritmo co-
nhecidos e tidos como eficientes. A busca aproximada de padrdes também é abordada
por diversos outros trabalhos [Gus97, CR94, BYRN99, Hyy03, KM97].



Capitulo 4

Extracao de Padroes

4.1 Introducao

Neste capitulo, vamos estudar modelos e técnicas computacionais para a extragdo de
padrdes a partir de conjuntos de cadeias. E comum na literatura pertinente o uso do
termo motif para denotar uma abstracdo de um padrado recorrente em um conjunto
finito. Termo esse que, recentemente, passou a ser adotado no estudo dos mais diver-
sos problemas e sob uma enorme gama de modelos mateméticos. Em sintonia com o
restante do texto, e apesar da extensdo do assunto, restringiremos nossa atencao aos
motifs em cadeias.

O problema no qual estamos interessados consiste em encontrar todos os padrdes
que ocorrem, possivelmente com erros, em um ntimero significativo de cadeias de um
conjunto fornecido; isto é, encontrar os motifs recorrentes no conjunto. Chamamos esse

problema de extra¢do de motifs comuns e o formalizamos como segue:

Problema 28 (Extracdo de motifs comuns). Dados um conjunto de cadeias S, uma métrica
d e inteiros v, q e |, encontrar todas as cadeias de comprimento | e que (d,r)-ocorrem em pelo
menos q cadeias de S.

A extragdo de motifs é um problema duplamente atraente, visto que, além de en-
contrar aplicagdo em diversos problemas computacionais (e.g. construcdo de arvores
filogenéticas, deteccdo de plagio em textos, determinacdo de padrdes de comporta-
mento e preferéncias de usudrio, entre outros), é computacionalmente desafiador em

55
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Figura 4.1 A figura mostra as cadeias abr aca e dabr az: ambas sdo motifs comuns no
conjunto de cadeias apresentado, para dados ! =6,¢ =3 er = 3.

qualquer formulacdo razoavelmente interessante, dentre as que foram propostas até o
momento, que sdo intimeras. Em um trabalho divulgado em 2002 e publicado em 2006,
Fellows e colegas [FGN06] demonstraram que a modelagem do problema que vamos
estudar neste trabalho é NP-Dificil e também demonstraram que diversos de seus casos
particulares também se encontram nessa mesma classe de complexidade, como o caso
no qual apenas a distancia de Hamming é considerada, ou o caso em que o alfabeto é
bindrio. Além disso, o problema é de dificil aproximag¢do [LMW99, LLM 99, FGNO6,
LMWO02] e até o momento tem resistido a busca por heuristicas eficazes. Nesse capi-
tulo veremos o algoritmo exato e ndo-polinomial proposto por Sagot [Sag98], em 1998,
para a extracdo de motifs comuns sob a distancia de Hamming. No mesmo trabalho,
Sagot propds também um algoritmo para resolver o problema da extragdo de motifs
em uma cadeia, também sob a distdncia de Hamming. Vamos apresentar, inicialmente,
esse ultimo problema e o respectivo algoritmo, para entdo introduzir o algoritmo de
Sagot para a extra¢do de motifs comuns.
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Algoritmo 4.1 Pré-processamento de drvore dos sufixos generalizada cuja execucdo
antecede o algoritmo de Sagot para a extragdo de motifs repetidos.

PRE-PROCESSA-T (v)

1 se v éuma folha da arvore

2  entdo

3 Flv] —1

4  senao

5 Flv] <0

6 para cada (v,u) € A faca

7 Flv] < F[v] + PRE-PROCESSA-T (u)
8 devolva Fv];

4.2 Algoritmo de Sagot para a Extracao de Motifs Repeti-

dos

O problema da extra¢do de motifs repetidos é formalizado como segue:

Problema 29 (Extracdo de motifs de uma cadeia). Dado uma cadeia X = x;...x,, uma
métrica d e inteiros r, q e l, encontrar todas as cadeias de comprimento [ e que (d, r)-ocorrem
em pelo q posigoes distintas X.

O algoritmo de Sagot dedica-se ao problema apenas sob a distdncia de Hamming,
portanto para o restante da secdo vamos considerar d = dy. O algoritmo baseia-se no
processamento da drvore dos sufixos de X, previamente modificada para que possa-
mos dispor, para cada n6 v da arvore, do niimero de folhas descendentes de v; infor-
magcao que serd armazenado no vetor F, indexado pelo conjunto N dos nés da arvore.
Esse pré-processamento da arvore é trivial: basta percorré-la em profundidade, como
o faz recursivamente o algoritmo 4.1. O algoritmo deve ser executado recebendo como
parametro a raiz de 7" e, por simplicidade, F' é manipulada como de escopo global.
Assim como definimos anteriormente o lugar de uma cadeia M em uma arvore dos
sufixos T', vamos definir abaixo o lugar aproximado, ou (d, r)—lugar, de M em T'.

Definicao 30. Seja 7' a &rvore dos sufixos de uma cadeia X. Dados uma cadeia 1/,
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uma métrica d e um inteiro r, dizemos que um lugar (v,Y") é (d, r)-lugar de M em T se
d(¢(v,Y), M) <.

Note que ao contrdrio do que ocorre com o lugar de uma cadeia na arvore, nado
existe uma bijecdo entre (d, r)—lugares e cadeias: uma mesma cadeia pode ter diversos
(d,r)—lugares e um lugar (u,Y’) pode ser (d,r)—lugar de diversas cadeias.

Seja M uma cadeia de comprimento [ e seja (u,Y) um (d, r)-lugar de M em 7. Do
teorema 22, segue imediatamente que cada folha descendente de (u,Y) implica em
uma ocorréncia de ¢(u,Y) em X, portanto implica, também, em uma (d, r)-ocorréncia
de M em X.

Logo, para resolver o problema basta determinar as cadeias de comprimento [ e
cujo total de folhas descendentes de seus (d, )-lugares seja igual ou superior a g¢; tais
cadeias sdo motifs repetidos na cadeia dada. O seguinte teorema d4 base para o desen-
volvimento do algoritmo.

Lema 31. h = (u,Y) é (d,r)-lugar de Ma na drvore dos sufixos T', para a € ¥, se e somente
se uma das duas afirmacoes a seguir é verdadeira:

1. Pai(h) é (d,r)-lugar de M e \(Pai(h) — h) = a;

2. Pai(h)é (d,r — 1)-lugar de M e \(Pai(h) — h) # a.

A abordagem do algoritmo é recursiva. Para tanto, vamos utilizar um algoritmo
adaptativo (wrapper) para receber os dados de entrada do problema e executar o algo-
ritmo recursivo como sub-rotina. O algoritmo recursivo recebe uma cadeia M tal que
M é um motif repetido em X, respeitando-se o quérum minimo ¢, e de comprimento
menor ou igual a /, e recebe também um conjunto L de pares ordenados (g, j) tais que
g € (d, j)-lugar de M na arvore.

O algoritmo estende M a taxa de um caractere por chamada recursiva, usando to-
dos os caracteres do alfabeto e gerando, desse modo, todas as ¥ possiveis cadeias sob
¥ e de comprimento [. Para cada cadeia gerada, digamos Ma, um conjunto L’ é cri-
ado para indicar os seus (d, r)-lugares. Com o auxilio do vetor F, obtido na etapa de
pré-processamento da drvore, o algoritmo ird calcular o total de folhas descendentes
dos (d, r)-lugares obtidos e caso o total indique Ma como um motif vélido, uma nova
chamada recursiva é efetuada passando-se Ma e L' como parametros. Na primeira
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Algoritmo 4.2 Algoritmo para a extragdo de motifs repetidos na cadeia X. O algoritmo
adota como sub-rotina o algoritmo recursivo EXTRAI-MOTIFS-REPETIDOS-REC

EXTRAI-MOTIFS-REPETIDOS (X, 7, ¢, ()
T — ARVORE-DOS-SUFIXOS (X))
u<«—raizde T
PRE-PROCESSA-T (u)

M=c¢

L={((u,€),0)}

EXTRAI-MOTIFS-REPETIDOS-REC (M, L, T, 1, q, )

N O = W N -

execucdo (primeiro nivel da recursdo) temos M = € e L possui apenas a raiz da arvore
sem nenhum erro relacionado. E importante observar que F' codifica o nimero de fo-
lhas descendente de cada um dos nés da drvore dos sufixos, e ndo de seus lugares, logo
obter o nimero de folhas descendentes de um determinado lugar (u,Y’), através de F,
requer um pequeno processamento adicional que consome apenas tempo constante:
basta obter o numero de folhas descendentes de u, caso Y = ¢, ou o nimero de folhas
descendentes do né ponta do arco no qual (u, V') se encontra, isto é, o n6 descendente
imediato de (u,Y"). Para preservar a simplicidade do algoritmo, vamos apenas abstrair
esse processamento e assumir que F'[h]|, onde h é um lugar na arvore, fornece o na-
mero de folhas descendentes de h. Para extrair os motifs de comprimento [, é preciso
descer na arvore dos sufixos a uma profundidade de, no méximo, [ transi¢des. Seja p o
nimero de lugares com profundidade {. O ndmero de cadeias na (d, r)-vizinhanga do
rétulo de cada um desses p lugares é dado por:

.
> ( l. ) (151 - 1) = OIS,
i—0 \
Observe que esse ntimero é um delimitante superior do nimero de vezes que cada
um dos p lugares é visitado durante a execugdo do algoritmo. Como cada uma dessas
visitas consome tempo constante (linhas 10-17 do algoritmo), e como p < n, visto que
o numero de lugares em uma determinada profundidade da drvore é menor que o
numero total de folhas da mesma, temos que o consumo de tempo total do algoritmo
é O(nl"|X|").
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Algoritmo 4.3 Algoritmo recursivo para a extracdo de motifs repetidos a partir
da arvore dos sufixos 7. O algoritmo é adotado como sub-rotina pelo algoritmo
EXTRAI-MOTIFS-REPETIDOS

EXTRAI-MOTIFS-REPETIDOS-REC (M., L, T, 1, q, 1)

1 sel=m

2  entdo

3 imprima “M é um motif do conjunto”

4  sendo

5 para todo a € ¥ faca

6 total «— 0

7 L'~

8 para todo ((u,y), k) € L faca

9 para cada transic¢do ¢ = (u,y) — (v, z) faca
10 se a = \(?)
11 entdo
12 L' —LU{((v,2),k)}
13 total «— total + F((v, z))
14 sendose k <r
15 entdo
16 L' —LU{((v,2),k+1)}
17 total «— total + F((v, z))
18 se total > q
19 entdo

20 EXTRAI-MOTIFS-REPETIDOS-REC (M .a, L', T, 1, q,7)
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Figura 4.2 Arvore dos sufixos generalizada do conjunto de cadeias {abr aca, adabr a}

4.3 Algoritmo de Sagot para a Extracao de Motifs Comuns

O algoritmo de Sagot para a extracdo de motifs comuns assemelha-se bastante ao al-
goritmo que acabamos de ver, porém tem como base o processamento de uma arvore
dos sufixos generalizada, em vez da &rvore dos sufixos tradicional. A arvore dos sufi-
xos generalizada é uma estrutura de dados que abriga todos os sufixos das cadeias de
um determinado conjunto e é construida em tempo e espaco linear na soma dos com-
primentos das cadeias dos conjuntos, bastando para isso pequenas modifica¢gdes nos
algoritmos tradicionais de construgdo de uma arvore dos sufixos. O algoritmo de Sa-
got baseia-se na construcdo da drvore dos sufixos generalizada do conjunto de cadeias
fornecido para, em seguida, extrair da estrutura de dados as cadeias motifs.

Tanto a defini¢do formal da estrutura como os algoritmos para sua construcdo asseme-
ham-se bastante aos da drvore dos sufixos.

Definigao 32 (Arvore dos Sufixos Generalizada). Seja S = {S;,S,, ..., S,} um conjunto
de cadeias sobre ¥ e GT' = (N, A, \) uma arvore orientada tal que para todoné u € N
existe um tnico caminho orientado da raiz de GT' a u. Ademais, seja \: A — (¥ U
{$1,%2,...,%,})" uma rotulagdo nos arcos de GT, para $; ¢ 3. O rétulo de um néd
u € N é denotado por ¢(u) e definido como o resultado da concatenagdo dos rétulos
dos arcos no caminho de r a u. Dizemos que GT' é drvore dos sufixos generalizada do
conjunto S quando:

(pl) todo né interno (ndo folha) em G7 possui dois ou mais filhos;
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(p2) para todo par de arcos e, f € A, com origem em um mesmo no, os rétulos de e e

f iniciam-se com caracteres distintos;
(p3) toda folha de 7' tem como rétulo um sufixo de uma cadeia S5;$;;

(p4) para toda cadeia Y, sufixo de alguma cadeia S5;3;, existe uma folha em 7" com
rétulo Y.

A construgdo da drvore dos sufixos generalizadas pode ser feita de modo similar
a construcdo da arvore dos sufixos tradicional pelo algoritmo de McCreight, bastando
para isso concatenar ao final de cada cadeia S; de S um simbolo §; tal que $; ¢ ¥ e tal
que para qualquer par de cadeias S; e S; tenhamos $; # $;. Feito isso, basta, iniciando-
se com a arvore dos sufixos da cadeia S;$;, construirmos a arvore dos sufixos da cadeia

S:$; sobre a drvore dos sufixos generalizada construida sobre as cadeias anteriores.

Seja M uma cadeia e seja (u,Y) um (d, r)-lugar de M em GT. Do teorema 22, segue
imediatamente que cada folha descendente de (u,Y’) implica em uma ocorréncia de
¢(u,Y) em alguma cadeia de S, portanto implica, também, em uma (d, r)-ocorréncia
de M nessa mesma cadeia. Seja Sy C S o conjunto de cadeias S; tais que 3; € final do
rétulo de uma folha descendente de um (d, r)-lugar de M. Se |Sy/| > ¢, entdo M é um
motif comum em S. Logo, para resolver o problema basta determinar toda cadeia M,
de comprimento [, tal que |Sy/| > gq.

Ap6s a construgdo da arvore generalizada e antes da extragdo dos motifs, propria-
mente dita, é conveniente pré-processar a estrutura de dados de modo que, para cada
lugar h = (u,Y"), tenhamos um vetor bindrio C}[1..n| tal que

, 1 se ¢(h) é fator de S;,
Ch [Z] = L.
0 caso contrario.

Note que Cj,[i] = 1 equivale a afirmar que ao menos uma folha descendente de h tem
como rétulo algum sufixo da cadeia S;$;. O pré-processamento é realizado com uma
busca em profundidade na drvore e, para cada lugar h da arvore, o vetor C}, é atuali-
zado de modo bit-paralelo em tempo O(n/w), onde, novamente, w é o comprimento de
uma palavra da maquina'. Esse conjunto de vetores binarios é gerado com o propésito
de permitir, para cada lugar h da arvore, o calculo rdpido do nimero de cadeias de .S

10 leitor notara que aqui assumimos, mais uma vez, o modelo w-RAM
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das quais o rétulo de h é fator. Em outras palavras, queremos calcular rapidamente
Zl‘i‘o Chli]. O algoritmo estende M a taxa de um caractere por chamada recursiva,
usando todos os caracteres do alfabeto e gerando, desse modo, todas as PO possiveis
cadeias sob X e de comprimento [. Para cada cadeia gerada, digamos Ma, um con-
junto L’ é criado para indicar os seus (d, r)-lugares. Com o auxilio do vetor bindrio C,
obtido na etapa de pré-processamento da arvore, o algoritmo ird calcular o total de ca-
deias das quais Ma é fator e caso o total indique Ma como um motif valido, uma nova
chamada recursiva é efetuada passando-se Ma e L' como parametros. Na primeira
execugdo (primeiro nivel da recursdo) temos M = € e L possui apenas a raiz da arvore
sem nenhum erro relacionado.

A andlise do consumo de tempo e espago do algoritmo é similar a anélise do al-
goritmo 4.2, exceto pelos custos inerentes a construcdo e manutengdo dos vetores C},.
Como dito anteriormente, a drvore dos sufixos generalizada é construida em tempo
e espaco linear na soma dos comprimentos das cadeias, portanto, onde N é o maior
comprimento de uma cadeia em S, temos O(n/N) como o tempo gasto para a constru-
¢do da estrutura e o mesmo vale para o espago ocupado por esta. Os vetores C}, por se
tratarem de vetores bindrios atualizados bit-paralelamente, consomem espago O(N/w)
por lugar da arvore, onde w é, novamente, o comprimento da palavra da maquina. O
numero de lugares na arvore é O(nNN), logo o consumo de espago total € O(nN?/w).

Para extrair os motifs de comprimento [ é preciso descer na drvore dos sufixos gene-
ralizada a uma profundidade de, no méximo, [ transi¢des. Seja p o ntimero de lugares
com profundidade [. O ntiimero de cadeias na (d, r)-vizinhanca do rétulo de cada um
desses p lugares é dado por:

(1% =1 = O("|o]").

Observe que esse ntimero é um delimitante superior do nimero de vezes que cada
um dos p lugares é visitado durante a execugdo do algoritmo. Como cada uma dessas
visitas consome tempo O(N/w), e como p < nN, visto que o nimero de lugares em
uma determinada profundidade da arvore é menor que o ntiimero total de folhas da
mesma, temos que o consumo de tempo total do algoritmo é O(nN?I"|Z|" /w).
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Algoritmo 4.4 Pré-processamento de drvore dos sufixos generalizada cuja execucdo
antecede o algoritmo de Sagot para a extragdo de motifs comuns.

PRE-PROCESSA-GT (h = (u,Y))
Cp —(0,..,0)
seY =§,
entao
Cpli] — 1
senao
para cada transigdo (u,Y) — (v, Z) faga
PRE-PROCESSA-GT (g = (v, Z))
Ch — C,V (0,

N3 O U = W IN -

Algoritmo 4.5 Algoritmo para a extracdo de motifs comuns na cadeia X. O algoritmo
adota como sub-rotina o algoritmo recursivo EXTRAI-MOTIFS-COMUNS-REC

EXTRAI-MOTIFS-COMUNS (S, r, q,1)
GT — ARVORE-DOS-SUFIXOS-GENERALIZADA (S)

u «— raiz de GT
PRE-PROCESSA-GT (u)
M =e€

L ={((u,€),0)}

EXTRAI-MOTIFS-COMUN-REC (M, L, GT,1,q,r)

N U1 = W N -
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Algoritmo 4.6 Algoritmo recursivo para a extragdo de motifs comuns a partir da arvore
dos sufixos generalizada GT'. O algoritmo é adotado como sub-rotina pelo algoritmo
EXTRAI-MOTIFS-COMUNS

EXTRAI-MOTIFS-COMUNS-REC (M, L, GT, 1, q,r)

1 sel=m
2  entdo
3 imprima “M é um motif do conjunto”
4  sendo
5 para todo a € ¥ faca
6 L'—10
7 ' —(0..0)
8 para todo ((u,Y), k) € L faga
9 para cada transicao t = (u,Y) — (v, Z) faca
10 se a = \(?)
11 entao
12 L' —L'U{((v,2),k)}
13 C'—C'VvC(v,2)
14 sendose k <r
15 entao
16 L' —L'U{((v,2),k+1)}
17 C'—C'VvC(v,2)
18 se> {ieC'}>q
19 entao

20 EXTRAI-MOTIFS-COMUNS-REC (M ,,.a, L', GT, 1, q,r)
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4.4 Extracao de Motifs Estruturados

O problema que apresentaremos a seguir tem importancia fundamental na identifi-
cacdo de partes do genoma diretamente envolvidas na sintese protéica, visto que, por
vezes, regides funcionais ndo se apresentam como um tnico segmento de nucleotideos
comuns a diversas cadeias bioldgicas distintas, mas como um conjunto de segmentos
nado-contiguos comuns a diversas cadeias e cuja distribuicdo em cada uma das cadeias
segue uma mesma estrutura. Esse detalhe torna sua determinacéo e localizagao tarefas
sobremaneira mais complexas. Chamaremos uma abstragdo de padrdes desse tipo de
motif estruturado. Como ocorre com os motifs comuns, vistos anteriormente, esse pro-
blema também permite diversas defini¢des. Neste trabalho, vamos adotar a defini¢do
que segue.

Defini¢ido 33 (Motif estruturado). Um motif estruturado é uma tripla (M, e,in, €maz),
onde:

e )M é uma p-tupla de motifs simples (M, .., M,);
® Cnin € Emee SA0 inteiros ndo negativos.

Definicao 34 ((d, r)-ocorréncia de um motif estruturado). Dada uma cadeia X = z; ...z,
uma métrica d e um inteiro r, dizemos que um motif estruturado (M, €min; €maz) (d,7)-
ocorre em X se existem Oy, ..., 0, (d,r)-ocorréncias (disjuntas) de M;,..., M, em X,
tais que

Oj =X, ;e OjJrl =X v = emin < E—-1—-1 < emax,Vj € [1,]9 — 1]

Problema 35 (Extracdo de motifs estruturados comuns). Dado um conjunto de cadeias
S, uma métrica d e inteiros r, q, | e p, encontrar todos os motifs estruturados (M, €min, €maz)
tais que toda cadeia em M possui comprimento | e (M, €y, €maz) (d, r)-ocorre em pelo menos
q cadeias de S.

A extracdo de motifs comuns é um caso particular da extracdo de motifs estrutura-
dos comuns: mais especificamente o caso em que p = 1. Logo, assim como o anterior,
esse problema também é NP-Dificil. O algoritmo exato — evidentemente, de com-
plexidade exponencial — que veremos a seguir, foi proposto, em 2000, por Marsan e
Sagot [MS00a, MS00b] e apresentando na forma duas variagdes distintas. Cobriremos
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Figura 4.3 A figura mostra um motif estruturado composto por dois blocos e comum
ao conjunto de cadeias dado, considerando-se os valores g = 4, €,,;, = 3 € €40 = 6.

- Emin S € S €max

apenas uma
OK
muito distante
OK
muito préximo
OK

OK

sem ocorréncia

ambas as variagdes neste texto. Assim como o algoritmo para a extragdo de motifs co-
muns, o algoritmo de Marsan e Sagot baseia-se no processamento de uma drvore dos
sufixos generalizada, construida sobre as cadeias do conjunto .S, porém a diferenca en-
tre ambos estd no fato de uma das varia¢des do algoritmo Marsan-Sagot explorar as
ligacdes de sufixo da drvore para movimentar-se através da mesma, em vez de apenas
através dos arcos da estrutura. Logo, essa variacdo do algoritmo exige que as liga¢des
de sufixos sejam preservadas ap0ds a construgdo da arvore dos sufixos generalizada.

Definicio 36. E caminho de uma cadeia X em uma arvore dos sufixos 7' um caminho
dirigido com extremos (u,Y) e (v, Z) tal que A(u,Y) '\ (v, Z) = X. Analogamente,
é (d,r)-caminho de X em 7" o caminho dirigido com extremos (u,Y’) e (v, Z) tal que
dANu, Y) LA\ (v, Z), X) < r.

Note que todo (d,r)-lugar de X é final de um (d,r)-caminho da mesma cadeia.
Intuitivamente, a (d, r)-ocorréncia de um motif estruturado ((Mj,.., M,), €min, €mzz)
em uma cadeia X é uma (d, r)-ocorréncia de M;, seguida de um segmento cujo com-
primento estd entre e,,;, € €4, caracteres, seguido de uma (d,r)-ocorréncia de M5,
seguindo-se novamente um segmento de comprimento entre e,,;, € €,,,, caracteres, e
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assim por diante. Ja na drvore dos sufixos de X esse mesmo motif estruturado aparece
como um caminho da raiz até um (d, r)-lugar aproximado de };, seguido de um cami-
nho cujo comprimento esta entre e,,;,, € €,,q, lugares, seguido de um (d, r)-caminho de
M, e assim por diante, incluindo (d, r)—caminhos de todas as cadeias em A/, intercala-
dos por caminhos de comprimento entre e,,;, € e,,,, lugares, e terminando no dltimo
lugar de um (d, r)-caminho de A/,. Vamos chamar o lugar final desse caminho que
acabamos de tragar (i.e. lugar final do (d, r)-caminho de M,) de (d, r)-lugar do motif
estruturado ((M, .., M), €min, €mas) €m GT'. Assim como foi feito nos algoritmos es-
tudados anteriormente, o objetivo do algoritmo Marsan-Sagot é encontrar todo motif
estruturado que obedega as restri¢des definidas pelos parametros [, €,,in, €mas € D, € CUjO
conjunto Sy, C S, de cadeias S; tais que $; é folha descendente de algum (d, r)-lugar de
((Ma, .., M,), emin, €mar) em T, possua cardinalidade igual ou superior a g. O algoritmo
se baseia no seguinte lema.

Lema 37. Se g = (u,Y) é (d,r)-lugar de um motif estruturado ((M, .., M,), €min; €maz)
entdo existe um lugar h = (v, Z), ascendente de g tal que I + €,,;, < |d(h)| — |¢(9)| < I+ €maa
ehé(d,r)-lugarde ((My, .., My_1), €mins €maz)

Também é fundamental, para a compreensdo do algoritmo, observar que se

(M, emin, €maz) € um motif estruturado comum em S, com quérum igual ou superior a
¢, entdo cada uma das cadeias em M é um motif comum em S. Essa observacdo per-
mite que o algoritmo 4.5 seja adotado como sub-rotina do algoritmo que veremos em
instantes. O algoritmo, cujo modo de trabalho é bastante intuitivo, extrai cada motif
estruturado de S de modo incremental, buscando, a cada iteracdo, um motif comum
valido de acordo com os parametros de entrada e que possa compor, juntamente com
o motif estruturado obtido até o momento, um motif estruturado e de maior com-
primento. O processo é repetido até que seja obtido um motif estruturado composto
por p cadeias. Os autores propuseram duas versdes do algoritmo para o problema.
A primeira move-se na arvore apenas através dos arcos da estrutura, enquanto a se-
gunda percorre os arcos e também as ligacdes de sufixos, além de modificar a arvore
e restaurd-la antes da iteracdo seguinte. Para maior clareza, vamos omitir a alteracdo
da 4rvore recebida; trata-se de um processo bastante simples. Em vez disso, o algo-
ritmo ird gerar uma nova estrutura. Note que o processo de modificacdo e restauragao
é necessdrio para que o consumo de espaco da segunda versdo do algoritmo nao seja
proibitivo. No texto que segue vamos discutir cada um dos algoritmos.
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Primeiro Algoritmo: percorrendo os arcos da estrutura Vamos supor que, em um
dado instante da execugdo do algoritmo, temos em mdos um motif estruturado com-
posto por i — 1 blocos, digamos ((Mj .. M;_1), €min, €maz)- S€ja L o conjunto de (d, r)-
lugares desse motif estruturado na arvore G71'. Seja L’ o conjunto de pares ordenados
(h,0) tais que h é lugar de GT' descendente de algum lugar g de L e cuja profundi-
dade supera g no minimo e,,;,, lugares e no maximo e, lugares, isto é, L’ é o conjunto
de lugares que descendem de lugares em L e de profundidade entre (i — 1)l + i€, €
(¢ = 1)l + iepqq- O algoritmo precisa determinar uma cadeia M; de comprimento [ e
tal que existam ao menos ¢ (d, r)-caminhos de M; com origem em lugares de L'. Isso é
feito com a chamada a uma versdo modificada do algoritmo para a extracdo de motifs
comuns, que aqui chamamos de EXTRAI-MOTIFS-COMUNS’, que em vez de apenas im-
primir os motifs encontrados retorna um conjunto L” de pares ordenados ()M;, L;) tais
que M, é um motif valido no conjunto de cadeias, de acordo com os parametros forne-
cidos ao algoritmo, e L; é o conjunto de pares ordenados contendo o conjunto de (d, r)-
lugares de M; juntamente com o respectivo erro associado. Para cada um dos motifs
comuns encontrados o algoritmo ird compor um novo motif estruturado, passando-o
para uma nova chamada recursiva, caso o comprimento desse motif estruturado ainda

seja insuficiente, ou imprimindo-o, caso 0 mesmo componha p blocos.

O lugar mais profundo que o algoritmo pode visitar em G'I" tem profundidade Ip +
emaz(p — 1). A andlise consiste na delimitagdo do ntimero de vezes que algum lugar
entre a raiz e lugares de profundidade [p+ e, (p — 1) pode ser visitado pelo algoritmo.
O (d, r)-caminho de um motif estruturado composto por p blocos termina em um lugar
de profundidade entre pl+(p—1)emin € pl+(p—1)€ma.. O nimero de motifs estruturados
que tal lugar pode ser (d, r)-lugar é

( i ( l ) (%I - 1y ) = 0ol

O numero de lugares na arvore cuja profundidade estd entre pl + (p — 1)e,nin € Pl +
(p — 1)emar €, NO MAXIMO, (€mar — Emin + 1)nN = O(nN). Cada visita a um lugar da
arvore consome tempo O(N). Logo, o consumo de tempo do algoritmo é O(nNIP"|o|P").

Segundo Algoritmo: percorrendo as ligacdes de sufixos Assim como fizemos anteri-
ormente, vamos supor que, em um dado instante da execugdo do algoritmo, temos em
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Algoritmo 4.7 Algoritmo para a extragdo de motifs estruturados no conjunto de ca-
deias S. O algoritmo adota como sub-rotina uma das duas versdes do algoritmo-
EXTRAI-MOTIFS-ESTRUTURADOS-REC

EXTRAI-MOTIFS-ESTRUTURADOS (S, 7, ¢, L, €min, €maz)
GT — ARVORE-DOS-SUFIXOS-GENERALIZADA (S)

u «— raiz de GT
PRE-PROCESSA-GT (u)
M =€

L ={((u,€),0)}

EXTRAI-MOTIFS-ESTRUTURADOS-REC (M, L, GT, 7, 4,1, €min, €maz)

N Ol = W N -

Algoritmo 4.8 Primeira versdo do algoritmo recursivo para a extragdo de motifs es-
truturados a partir da drvore dos sufixos generalizada. O algoritmo é adotado como
sub-rotina pelo algoritmo EXTRAI-MOTIFS-ESTRUTURADOS

EXTRAI-MOTIFS-ESTRUTURADOS-REC-V1 (({M, ..., M; 1), €min, €maz), L, GT, D)
1 sei>1
2 entao
3 para todo g € L faca
4 L' — L'"U{(h,0) :h é descendente de g
e (t— 1)+ (i — 1)emin <prof(h) < (i — 1)l + (i — 1)eman

5 senao

6 L' — {((raiz|GT1],€),0)}

7 L" «— EXTRAI-MOTIFS-COMUNS’ (¢, L', GT)

8 paratodo (M;, L;) € L" faca

9 sei <p
10 entao
11 EXTRAI-MOTIFS-ESTRUTURADOS-REC-V1(({(Mj, ..., M;), €min, €maz), Li, GT, D)
12 senao

13 imprima “((Mj, ..., M;)) é um motif do conjunto S”
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maos um motif estruturado composto por i—1 blocos, digamos ((M; .. M;_1), €min, €maz)-
Seja L o conjunto de (d, r)-lugares desse motif estruturado na arvore GT'. Seja L’ o con-
junto de pares ordenados (h,0) tais que h é lugar de GT' descendente de algum lugar
g de L e cuja profundidade supera a profundidade deste em no minimo e,,,;,, € no mé-
Ximo eq, lugares, isto é, L’ é o conjunto de lugares que descendem de lugares em L e
de profundidade entre il + (i — 1)e,in, € il + (i — 1)€,,0,. A partir desse ponto, o algoritmo
ird, para cada lugar de L', caminhar apenas pelas ligacdes de sufixos da drvore até en-
contrar um lugar de profundidade /; cada um dos lugares encontrados é inserido no
conjunto E. Em seguida, uma nova arvore G1" é gerada; notadamente a drvore obtida
a partir da unido de todos os caminhos existentes em G'1" da raiz até um lugar do con-
junto E. Também é preciso calcular os vetores C' para cada lugar da arvore G71” recém
gerada; isso é feito a partir dos valores gerados para os lugares em E, que serdo folhas
na nova arvore. A partir desse ponto o algoritmo é semelhante ao algoritmo anterior,
exceto que a drvore G'I” é processado em vez de GT'.

4.5 Comentdarios Bibliograficos

Fellows e colegas [FGN06] demonstraram que o problema 28 é NP-Dificil, mesmo para
o caso em que d = dy. Em 1998, Sagot [Sag98] propods os algoritmos, de complexidade
nao polinomial, para a extragdo de motifs repetidos e para a extragdo de motifs comuns,
ambos sob a distancia de Hamming, que discutimos aqui. Segundo a autora, ambos os
algoritmos podem, facilmente, ser estendidos para versdes mais gerais dos problemas,
entre elas as versdes nas quais a distancia de Levenshtein é considerada. De fato, qua-
tro anos depois, Adebiyi e Kaufmann [AKO02] abordaram a extragdo de motifs comuns,
sob a distancia de Levenshtein. Em 2005, Iliopoulos e colegas [IMP*05], Sagot entre
eles, propuseram trés algoritmos para diferentes formulagdes da extracdo de motifs es-
truturados, todas polinomialmente trataveis, entre as quais alguns casos particulares
das formulac¢ées apresentadas por Marsan e Sagot [MS00a, MS00b].

Com o intuito de reduzir o espago de busca, e, talvez, tornar o problema mais tra-
tavel, diversas versdes restritas dos problemas acima surgiram nos tltimos anos. Pro-
vavelmente, a mais discutida seja a versdo proposta por Pevzner [PS00], chamada de
extracao de motifs plantados, e que enunciamos a seguir. Um capitulo inteiro de seu
livro [Pev00] é dedicado ao problema.
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Algoritmo 4.9 Segunda versdo do algoritmo recursivo para a extragdo de motifs es-
truturados a partir da drvore dos sufixos generalizada. O algoritmo é adotado como
sub-rotina pelo algoritmo EXTRAI-MOTIFS-ESTRUTURADOS

EXTRAI-MOTIFS-ESTRUTURADOS-REC-V2 (((Mj, ..., M;_1), €min, €maz), L, GT, p)
1 sei>1
2  entdo
3 para todo g € L faca
4 L' — L'"U{(h,0) :h é descendente de g
e il + (i — 1)emim <prof(h) < il + (i — 1)emnas}
5 para todo h € L faca

6 h' < lugar de profundidade [ alcangavel a partir de
h via caminho de ligagdes de sufixo
7 se ' ndo estd marcado como visitado
8 entdo
9 marque i’ como visitado
10 Ch —(0...0)
11 E—FEU{nh}
12 Cyp — Cp V Cyy
13 GT' « &rvore dos sufixos de profundidade maxima [

obtida a partir da unido dos caminhos da raiz de G'T" até lugares em F
14  sendo
15 GT' — GT
16 L'« {((raiz[GT"],¢),0)}
17 L" «— EXTRAI-MOTIFS-COMUNS’ (¢, L', GT")
18 paratodo (M;, L;) € L" faga
19 sei<p
20  entao
21 EXTRAI-MOTIFS-ESTRUTURADOS-REC-V2(({Mj, ..., M;), €mins €maz ), Li, GT', D)
22  sendo
23 imprima “((Mj, . .., M;)) é um motif do conjunto S”
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Problema 38 (Extracdo de motifs plantados). Dado um conjunto de cadeias S e inteiros r,
q e l, encontrar todos as cadeias de comprimento | que ocorrem, com distincia de Hamming
exatamente r, em todas as cadeias de S.

Durante nossa pesquisa ndo obtivemos conhecimento da existéncia de um algo-
ritmo polinomial para a extragdo de motifs plantados. Rajasekaran e colegas [RBHO5]
propuseram um algoritmo exponencial, enquanto heuristicas sdo tratadas por Pevz-
ner [PS00, KP02] e Buhler [BT02].

Uma abordagem muito interessante desses problemas, porém de interesse funda-
mentalmente tedrico, consiste na determinacdo e extracdo de um conjunto de motifs
fundamentais; um subconjunto do conjunto de todos os motifs comuns de acordo com
os parametros de entrada, tal que todo motif ndo pertencente ao subconjunto possa
ser gerado, em tempo constante, a partir de algum motif do subconjunto. Motifs fun-
damentais sdo discutidos em diversos trabalhos de Pisanti e colegas [Pis02, PCGS03a,
PCGS03b].

Ao contrario do que ocorre com a busca aproximada de padrdes, ndo é possivel
apontar um modelo para a extragdo de padrdes aproximados como hegémonico; pelo
contrdrio: hd uma profusdo de formas de modelar computacionalmente o problema
e ainda ndo é possivel vislumbrar qual dentre estas prevalecera na literatura sobre as
demais. Pierre Peterlongo [PPBS05], em co-autoria com Pisanti e Sagot, apresentou
a formulagdo a seguir, batisada de extracdo de repeti¢des aproximadas, e propds um
algoritmo para resolvé-la, baseado em filtragem e que adota uma generalizagdo do
vetor dos sufixos batizada pelos autores de vetor de k-fatores.

Definicao 39 (Repeti¢des Aproximadas). Dados um conjunto de cadeias S = {51, ..., S, }
e inteiros r, [ e g, chamamos de uma (r, ¢, [)-repeti¢do em S* a um conjunto de inteiros
{61, ...,9,} tal que, para todo par de inteiros 7, j € [1, ], vale que

du(Sis, s41-1, Sj(sj...(sjﬂfl) ST

Problema 40 (Extracdo de repeti¢cdes aproximadas). Dado um conjunto de cadeias S e
inteiros r, q e [, encontrar todos as (r, q, l)-repetigoes em S*.






Capitulo 5

Algoritmos de Filtragem

Um filtro é um algoritmo que descarta partes de uma entrada arbitraria para um pro-

blema especifico; a rigor, apenas as partes que ndo satisfazem uma condigdo previ-
amente estabelecida, chamada critério de filtragem. Desse modo, o tempo necessa-
rio para o processamento da entrada fornecida pode ser significativamente reduzido.
Nessa segunda parte do texto, vamos discutir alguns filtros para o pré-processamento
de instancias da busca aproximada de padrdes.

O critério de filtragem é uma condi¢do necessdria para que uma determinada parte
da entrada seja preservada pelo filtro, porém ndo é condigdo suficiente para que a
mesma seja relevante na busca por uma solu¢do. Logo, um filtro ndo é capaz de re-
solver uma dada instancia de um problema; é preciso usd-lo em conjunto com um al-
goritmo secunddrio, capaz de receber as partes da entrada original, preservadas pelo
filtro, e devolver uma solugdo correspondente.

Um algoritmo de filtragem é sem perda se, para toda instancia do problema, ape-
nas partes irrelevantes da entrada sdo removidas; isto é, apenas aquelas que ndo sdo
imprescindiveis na busca por uma solugdo. Do contrério, dizemos que o filtro é com
perda (e.g. no caso da busca aproximada de padrdes, um filtro é sem perda se qual-
quer algoritmo exato para o problema for capaz de encontrar todas as ocorréncias do
padrdo no texto original, recebendo como entrada apenas a saida do filtro). A exem-
plo do BLAST [AGM*90], filtros com perda tém sido amplamente adotados hoje em
dia, em razdo da velocidade com que sdo processados e do fato dos possiveis erros
provenientes de seu uso ndo comprometerem a viabilidade da solugdo, para a grande

75
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maioria das aplicagdes praticas. Porém, nosso trabalho sera fortemente focado em al-
goritmos sem perda e essa escolha é facilmente justificavel: o uso de tais algoritmos
aumentou sensivelmente nos dltimos anos, principalmente em virtude do tempo de
processamento médio ter sido reduzido por vérias ordens de magnitude, além das téc-
nicas envolvidas em seu estudo se estenderem por diversos ramos da computagdo e
sua aplicabilidade ser bastante diversa, como vimos na introducdo deste trabalho.

Um filtro é composto por duas etapas bem definidas. Na primeira (etapa de filtra-
gem), o texto é inspecionado e, com base no critério de filtragem, as partes irrelevan-
tes sdo descartadas. Na segunda etapa (etapa de verificagdo), as partes preservadas
na etapa anterior sdo encaminhadas ao algoritmo secunddrio, possivelmente uma por
uma, e uma solucgdo para a instancia original é construida a partir dos resultados for-
necidos pelo algoritmo secunddrio.

A eficiéncia de um algoritmo de filtragem sem-perda é avaliada, tedrica e experi-
mentalmente, com base em suas necessidades de espaco e tempo e em sua eficiéncia
de filtragem; isto €, a competéncia em reduzir o tamanho da entrada. A eficiéncia de
filtragem é, em grande parte, ditada pelo critério de filtragem adotado. Um critério de
filtragem muito “agressivo” pode levar a remocdo de partes relevantes do texto, por
outro lado um critério de filtragem muito “conservador” pode tender a preservacao
da maior parte do texto, sobrecarregando, assim, a etapa de verificacdo. Seja X uma
cadeia e A uma funcdo de X* no conjunto dos reais, que quantifica uma determinada
propriedade da cadeia dada; o modo como tal fungdo opera é irrelevante no momento.
Vamos supor que A(X) > [ seja o critério de filtragem adotado por um determinado
algoritmo de filtragem, > um operador de comparagdo qualquer e [ um valor de re-
feréncia previamente determinado; se a condi¢do A(X) > [ é satisfeita, entdo a cadeia
X deve ser preservada pela etapa de filtragem, caso contrario X deve ser descartada.
Ambos, eficiéncia de filtragem e tempo de execuc¢do do algoritmo, sdo intimamente
dependentes de /. Se alterarmos levemente o valor de [, é possivel fazer uma “sinto-
nia fina” na condi¢do dada, aumentando ou reduzindo a eficiéncia de filtragem, assim
como a velocidade de execu¢do. Chamamos de limiar é6timo de filtragem ao valor de [
para o qual o algoritmo e critério de filtragem adotados promovem a remog¢do da maior
fragdo possivel do texto, sem comprometer o carater sem perda do algoritmo.

E importante notar que um filtro ndo promove, no pior caso, uma redugdo no tempo
necessario para processar a entrada, mas apenas no caso médio; sempre ha a possibi-
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lidade do filtro fornecer ao algoritmo secundario exatamente aquilo que recebeu, sem
que nenhuma parte da entrada tenha sido removida. Logo, é de se esperar que uma
andlise representativa da eficiéncia de algoritmos de filtragem tome como base o caso
médio, precisando, para isso, assumir certas propriedades quanto a distribuicdo dos
dados da entrada, o que nem sempre é conveniente. Com isso, torna-se muito impor-
tante a andlise experimental de tais algoritmos. Evidentemente, é desejavel que o filtro
reduza tanto quanto o possivel o tamanho da entrada, porém é fundamental que a
etapa de filtragem seja concluida rapidamente, caso contrario a adogdo do filtro pode
ser pouco benéfica ou, em casos extremos, prejudicial. Logo, o projeto de um algoritmo
que adote filtragem representa, em grande parte, a busca por um ponto de equilibrio
entre tempo de execucdo e eficiéncia de filtragem.

Algoritmos de filtragem para a busca aproximada de padrdes procuram determi-
nar e, de algum modo, quantificar um conjunto de caracteristicas estruturais comuns
a segmentos do texto e o padrdo. Os segmentos que apresentem caracteristicas do pa-
drdo, em quantidade suficiente, serdo preservados, caso contrario serdo descartados.
Em outras palavras, o filtro procura identificar as partes do texto que se assemelhem
ao padrdo e, portanto, podem conter alguma ocorréncia do mesmo.

De modo geral, filtros para a busca aproximada de padrdes constroem alguma es-
trutura de indices a partir do texto, do padrdo ou de ambos. Naturalmente, essa par-
ticularidade torna o uso de filtros especialmente interessante para aplicagdes da busca
aproximada de padrdes em textos estdticos: o tempo consumido pela construcdo da
estrutura de indices é desconsiderado durante a andlise. Por outro lado, o tempo gasto
pelos filtros conhecidos para a busca em textos dindmicos é diretamente proporcio-
nal ao erro permitido, tornando-os pouco interessantes para a busca com muitos er-
ros [Nav01]. Logo, o foco de nosso interesse neste capitulo serd a busca em textos esta-
ticos, porém a busca em textos dindmicos ndo serd completamente deixado de lado.

A eficiéncia de filtragem para a busca aproximada de padrdes é determinada pelo
grau de ocorréncias de falsos positivos e falsos negativos. Falsos positivos sdo partes
da entrada preservadas pelo filtro e que ndo abrigam, de fato, alguma ocorréncia do
padrdo. Falsos negativos sdo partes da entrada descartadas pelo filtro e que contém
alguma ocorréncia do padrdo. Como filtros sem perda ndo geram falsos negativos,
estamos interessados apenas na ocorréncia de falsos positivos, portanto podemos ousar
afirmar que quanto menor a ocorréncia de falsos positivos mais eficiente é o filtro. Em
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um filtro ideal, toda posigdo preservada faz parte de alguma ocorréncia do padrao, isto
é, ndo h4 falsos positivos.

5.1 Filtros baseados em q-gramas

Como ja foi dito, filtros para a busca aproximada de padrdes procuram identificar os
segmentos do texto que se assemelhem ao padrdo, e portanto devem ser preservados
pela etapa de filtragem. Um modo, adotado com freqiiéncia, de quantificar essa seme-
lhanca consiste na contagem do ntimero de cadeias que sdo fatores do texto e também
do padrdo. Entretanto, em vez de considerarmos todos os segmentos, o que seria pouco
informativo, é interessante nos restringirmos a cadeias de um comprimento especifico,
definido de antemao. E tendo isso em mente que vamos introduzir, nessa se¢do, o
conceito de g-grama. O conceito é simples ao ponto de dispensar um formalismo e de-
notagdo especifica. Porém, para facilitar a introdugdo as suas extensdes, que veremos

nas proxima se¢des, vamos seguir a tendéncia da literatura e adoté-lo formalmente.

Definicdo 41. ¢g-grama de uma cadeia X é todo fator de X de comprimento q.

Exenpl o: a cadeia é abcabcd. Para ¢ = 2, suas ¢-gramas sdo: ab,
bc,ca, ab, bc ecd.

A quantificacdo da semelhanca entre duas cadeias, com base em suas ¢-gramas, se da
através da definicdo e adocdo de uma funcado de distancia entre cadeias, baseada no

nimero de g-gramas “comuns” as cadeias. Observe a defini¢do a seguir:

Definicao 42. A distincia de ¢g-gramas entre duas cadeias X = z;...x,eY =y ...y,

e
d,(X,Y) =Y |6(Z,X) - K(Z,Y).

AN

Lembrando que x(Z, X) é o ntimero de ocorréncias de Z como fator de X.

Exenpl o: as cadeias sdo abcabcd e abcd. Para ¢ = 2 a distancia de
g-gramas entre ambas é d, = 3.
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Neste momento, vamos nos permitir um pequeno abuso de notagdo: a func¢do apresen-
tada ndo ¢, de fato, uma métrica. A propriedade 1.1c da defini¢cdo 11 ndo é satisfeita,
uma vez que podemos ter d,(X,Y) = 0e X # Y. Por exemplo, a propriedade nao é sa-
tisfeita para ¢ = 2, X = aabdaeY = abdaa. Como d, satisfaz as demais propriedades
da definicdo 11, ela é uma pseudo-métrica.

Teorema 43. A distincia de q-gramas é uma pseudo-métrica.

Demonstragido. Claramente, as propriedades 1.1a e 1.1b, da definigdo 11, valem. Agora,
para provar a desigualdade triangular, vamos considerar trés cadeias X, Y e Z. Note
que é suficiente provar que, para qualquer cadeia o € 39, temos

|k(a, X) — k(e,Y)| < |k(a, X) — k(a, Z)| + |k(a,Y) — K(a, Z)|.

Mas, isso é evidente. Basta considerar todas as 6 possiveis rela¢des de ordem entre
k(o, X), k(oY) e k(a, Z), e verificar que a desigualdade vale para cada uma delas. [

5.1.1 O Teorema das ¢g-gramas

Agora, estamos prontos para enunciar o seguinte teorema, que sustenta os filtros que

veremos nesta secao.

Teorema 44. Considere duas cadeiass X = x1...xp, e Y = yi...y, uma métrica d €
{dg.d.} e inteiros j e r, tais que j seja a posi¢do final de uma (d,r)-ocorréncia de X em
Y. Pode-se afirmar que d,(X,Y;_m+1..;) < 2qr, para todo inteiro positivo q.

Demonstragio. E suficiente provar que o teorema vale para d = d;. Seja X’ uma (d, r)-
ocorréncia de X em Y que termine em y; e chamemos a cadeia Y,_,,;;._; de Y'. Note
que X' pode ser obtida a partir de X apds, no méximo, r operagdes de edi¢do, o que
nos permite construir uma seqtiéncia de cadeias C = (C) = X, (5, Cs,..,Cryq = X')
tal que ' < re d(C;,Ciy1) = 1. Seja P = (p1,po,..,pw) a sequiéncia de operagdes de
edigdo tal que p; transforma C; em C; ;. Vamos escolher um inteiro positivo qualquer
¢ e tomar uma operacdo p; de P. Se p; é de substituicdo, digamos, do caractere na
posicdo k de C;, entdo, no méximo, ¢ das g-gramas de C; ndo sdo g-gramas de C;
(notadamente, aquelas que contém o caractere na posicdo k de C;) e ¢ das ¢g-gramas
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de Cj;1 ndo sdo g-gramas de C; (aquelas que contém o caractere na posigdo k de Cj1).
Logo, d,(C;,Ci+1) < q+ q = 2q. Por outro lado, se p; é de inser¢do, digamos, de um
caractere o entre posi¢des k; e ky de C;, entdo, no maximo, ¢ — 1 das ¢-gramas de C;
ndo sdo ¢-gramas de C;;, (aquelas que contém ambos os caracteres nas posi¢des k; e
k) e g das g-gramas de C;;; ndo sdo g-gramas de C; (aquelas que contém «). Logo,
dy(Ci, Cit1) < ¢+ q— 1 =2q — 1. Observe que a desigualdade também vale quando p;
é uma operacao de remogao.

Seja ] o ntimero de operagdes de inser¢do, ou remocdo, em P, e 1, o nimero de

operagdes de substitui¢do. Pela desigualdade triangular,

(X, X') < Y dy(Ci, Cip)

1<i<r/

r1(2q — 1) +75(2q)
= 2qry =7+ 2q7y

= 2q(r} +ry) — 1

= 2qr' — ).

Agora, observe que X' é um sufixo de Y’ ou Y’ é um sufixo de X’. Note, também,
que |X'| < |Y'| + r}. Dai, segue que d,(X’,Y’) < r{. Sumarizando, e novamente pela
desigualdade triangular, temos que

(XYY < dy(X,X) + dy(X,Y)
< 2qr' =1+
= 2qr'.

5.1.2 Calculo da Distancia de ¢g-gramas

Com certa dose de criatividade, podemos adotar a distdncia de g-gramas para o desen-
volvimento de um filtro para a busca aproximada de padrdes. De modo geral, basta
determinar, para cada fator do texto, de comprimento m, a distdncia de g-gramas até o
padrdo. Os fatores cuja distancia for superior a 2¢r terdo sua tltima posi¢do conside-
rada para descarte, caso contrdrio a posigdo sera preservada. Nesse primeiro algoritmo
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que veremos, a condigdo d,(X,Y) < é o critério de filtragem adotado. Aqui, [ é o li-
miar de filtragem, isto é, o referencial adotado para decidir quais posi¢des do texto
serdo preservadas. A seguir fornecemos um exemplo que, com base no teorema an-
terior, mostra que | = 2¢r é o limiar 6timo (minimo) para o critério de filtragem em
questdo, a saber, o limiar de filtragem que garante que a execugdo do algoritmo seja
sem perda e com eficiéncia de filtragem méxima entre todas as execugdes possiveis:
neste caso, 0 menor valor que pode ser adotado como limiar de filtragem.

Exenpl 0: As cadeias sdo X =acagcttaeY =acacctta e as dis-
tancias de Hamming e Levenshtein entre ambas é 1. Para¢ = 3 er =1
temos d,(X,Y) = 2gr = 6. Portanto, 2¢r — 1 ndo é um delimitante superior
para a distancia de ¢-gramas entre cadeias (d;, r)-vizinhas. Como 2¢r é um

delimitante superior, concluimos que é minimo.

A seguir, veremos dois métodos para calcular a distancia de g-gramas entre duas dadas
cadeias X e Y de modo eficiente.

Primeiro Método Extremamente simples, consiste na contagem do ntimero de ocor-
réncias de cadeias de comprimento ¢, em ambas as cadeias X e Y, através de uma
tabela hash. Um modo, muito natural, de concebermos uma fung¢do hash para essa
tarefa é, para cada Z € Ft,(X), codificar Z como um inteiro na base |3|. Sejamos mais
especificos: seja |X| = p, ¥ = {00, ..,0p_1} € Z = 21, .., 2, O codigo inteiro de Z é

Z = .’i‘lpqil + fgpqu +..+ féqpo, onde T; = j sezr; = 0j.

Agora, como é de costume, seja X = z; ...z, e, ainda, seja Z; = z; .. x;4,—1. Temos que

Zi = (Zioa — Zicap" )+ Tivgor.

Com isso, ficou evidente que podemos calcular a codificacdo inteira, na base p, para
todas as ¢g-gramas de X em tempo linear. Mais ainda: para cada uma dessas g-gramas,
podemos calcular o niimero de posi¢des nas quais a mesma ocorre em X. E o que faz o

algoritmo a seguir, que devolve o vetor Vx[0..p? — 1], tal que Vx[Z] contém o ntiimero
de ocorréncias de Z em X.
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VETOR-DE-Q-OCORRENCIAS (X, q)

1 Vx[0..p?—1] < (0,..,0)

2 Zy— Bpl 4 FopT 2 4+ Zp°

3 Vxl[Z] —1

4 parai«— 2atém —q+1faca

5 Zi — (Zioa — Ziap®™ )P+ Figga
6  Vx[Z]— Vx[Z]+1
7 devolva Vy

O consumo de tempo total do algoritmo é dominado pelo consumo das linhas 1 e 4.
Logo, o consumo de tempo do algoritmo é proporcional a (p?) + (m —¢+1—-2+1) =
O(p? + m). Aqui, cabe uma pequena observagdo: no artigo original Ukkonen des-
considera o tempo necessdrio para a inicializagdo do vetor Vx (linha 1). Curiosamente,
o tempo gasto nessa operacdo estd longe de ser desprezivel, chegando a dominar o
consumo de tempo total do algoritmo. Por um outro lado, em termos praticos e se tra-
tando de filtros para aplica¢des de biologia computacional, é razodvel considerarmos
p? = O(m); em geral os alfabetos sdo pequenos, as cadeias possuem comprimento
enorme e os testes experimentais desencorajam o uso de valores de ¢ superiores a
20 [BCFT99]. Ap6s executar o algoritmo, para ambas as cadeias, o somatério abaixo
nos dard a distdncia de ¢g-gramas entre X e Y.

d(X, V)= Y |kl = Wil
1e(Ft(X)UFt(Y))

Segue o algoritmo completo para o célculo da distancia:

DISTANCIA-DE-Q-GRAMAS-VERSAO-1(X, Y, q)
Vx < VETOR-DE-Q-OCORRENCIAS (X, q)
Vy < VETOR-DE-Q-OCORRENCIAS (Y, q)
d+—0
para todo Z € (Ft(X)UFt(Y)) faca

d —d+|Vx[Z] - W[Z]]
devolva d

N U1 = WO N -

O consumo de tempo do algoritmo é dado pelo consumo das linhas 1, 2 e 4. Logo, o
algoritmo consome tempo proporcional a O(p?+m)+O(p?+n)+O(m+n) = O(p?+m+
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n). Por sua vez, o consumo de espaco é dado pelo espago usado para abrigar o conjunto
Ft(X)UFt(Y') e cada um dos vetores Vx e Vy, ou seja O(p?+m+n). Sumarizando, todo
o processo consome tempo O(p? +m + n) e espago O(p? + m + n). Logo, é verdadeira
a seguinte afirmacdo.

Teorema 45. A distdncia d,(X,Y’) entre duas cadeias X = x1 ...z, €Y = y; ...y, pode ser
calculada em tempo O(p? + m + n) e espago O(p? + m + n), onde p = |X|.

Note que ambos os vetores Vx e V3 sdo pouco aproveitados e esparsos: no maximo,
apenas m+n —2q+2 = O(m+ n) elementos de cada vetor sdo efetivamente utilizados
e, no maximo, m — ¢ + 1 elementos de Vx, e n — ¢ + 1 de V4, sdo diferentes de zero. Em
virtude disso, a adogdo de uma funcdo hash diferente da apresentada, como exposto
por Karp e Rabin [KR87], pode reduzir o consumo de espago do algoritmo proposto
para O(m + n).

Apesar de mais onerosa do que a tabela de busca de palavras, uma estrutura de
dados mais flexivel foi sugerida por Burkhardt [BCF™99] e se baseia no uso misto de
um vetor dos sufixos e da TBP para armazenar as ocorréncias das g-gramas no texto.

Entraremos em maiores detalhes na préxima segao.

Segundo Método No artigo original, Ukkonen adotou o uso de um autéomato dos
sufixos levemente modificado e lembrou que arvores dos sufixos também poderiam
ser adotadas, porém sem dar maiores detalhes de como isso poderia ser feito. Aqui,
optamos por desenvolver, inteiramente, uma solugdo baseada no uso de drvores dos
sufixos. Assim como o algoritmo para a extragdo de motifs estruturados, que vimos
anteriormente, esse método faz uso das liga¢des de sufixos da rvore, que devem, por-
tanto, ser preservadas apds a construgdo da estrutura de dados. A rigor, vamos precisar
de informagdes da arvore até uma profundidade méxima g, logo, para economizar es-
paco e simplificar a implementacdo do algoritmo, iremos construir a &rvore podando-a
de acordo, isto é, todo lugar de profundidade ¢ na 4rvore original serd um folha na
arvore obtida ap6s a poda'.

Seja G,(X) o conjunto de g-gramas de X. Da defini¢ao da distdncia de g-gramas,

!Essa estrutura é conhecida como drvore de fatores k-profundos, e maiores detalhes podem ser obti-
dos em [AS04]. Note que, em nosso caso, mesmo com a poda o consumo de espago da drvore permanece
assintéticamente linear no comprimento da cadeia.
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vale a equacdo a seguir:

d(X.Y)= Y, |WZX)=s(ZY)[+ >, &WY).
ZeGq(X) We(B9\Gq(X))

Logo, para calcular a distdncia entre X e Y precisamos apenas considerar o nimero
de ocorréncias, em ambas as cadeias X e Y, das cadeias que sdo ¢g-gramas de X e o

nimero de ocorréncias em Y de g-gramas de Y que ndo ocorrem em X.

O algoritmo é logicamente dividido em duas etapas: na primeira é construida 7, a
arvore dos sufixos de X como descrita anteriormente, e a cadeia X é soletrada em T;
na segunda etapa, Y é soletrada em 7.

E também na primeira etapa que o algoritmo ird determinar:

o (Gy,..,Gg), seqliéncia dos elementos do conjunto G,(X), ordenados pela posi¢ao
da primeira ocorréncia em X;

e o valor /; tal que, para cada lugar [ em 7', dentre os que possuem profundidade
q, 1 =ise () =G;;

e ovetor Px[l..(Q)] tal que, para cada lugar [ em T, dentre os que possuem profun-
didade ¢, Px[I;] contém o ntimero de ocorréncias de A({) em X.

A primeira etapa, ap6s a construgdo da arvore, consiste em soletrar X de modo seme-
lhante ao tradicional, com apenas uma pequena modificacdo: sempre que nao existir
uma transi¢do na drvore que corresponda ao ultimo caractere lido, isto é, sempre que
o lugar corrente possuir profundidade ¢, o algoritmo atualiza /; e Py, movendo-se em
seguida através da ligacdo de sufixo, sem que um novo caractere seja lido, e o atual,
descartado.

Na segunda etapa, o algoritmo ird determinar o vetor Py[1..(Q)] tal que, para cada
lugar [ em T, dentre os que possuem profundidade ¢, Py [/;] contém o ntiimero de ocor-
réncias de A(/) em Y. Assim como na primeira etapa, P, é atualizado a cada vez em
que um lugar de profundidade ¢ é alcangado. Porém, note que, ao soletrar Y, apenas
verificar a ndo-existéncia de transigdo que corresponda ao caractere corrente ndo é su-
ficiente para determinar se a profundidade atual é igual a ¢: é preciso verificar se o
lugar atual é, efetivamente, uma folha de 7, ou anotar a profundidade corrente a cada
iteragdo. Por simplicidade, esses detalhes foram omitidos do algoritmo apresentado.
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Ao término da segunda etapa, a distancia de ¢g-gramas entre X e Y é dada por:

Q

Q
> IPxli] —Py[z‘]\+<n—q+1)—ZPym. (5.1)

i=1

Teorema 46. A distincia d,(X,Y') entre duas cadeias X = xy...x,, e Y = yi ...y, pode ser
calculada em tempo O(m|X| + n) e espago O(m|X]).

5.2 O Algoritmo de Ukkonen

Como visto anteriormente, o teorema das g-gramas nos fornece uma delimita¢do su-
perior para a distancia de ¢-gramas entre duas cadeias (d, r)-vizinhas. Com base nesse
teorema, diversos autores propuseram filtros para a busca aproximada de padrdes,
com destaque para Ukkonen que, em dois trabalhos seminais, prop6s um algoritmo de
filtragem para a busca aproximada de padroes em textos estdticos [Ukk92] e um para
a busca em textos dindmicos, esse tltimo tendo Jokinen como autor principal [JU91].
Nesta se¢do, trataremos do algoritmo de Ukkonen para textos dinamicos. O algoritmo
inicia com uma etapa de pré-processamento, durante a qual sdo calculadas as distan-
cias de X até todos os fatores de Y de comprimento m com base no método para o
célculo da distancia de ¢g-gramas através da arvore dos sufixos. Essa etapa de pré-
processamento consome tempo O(m|%| + n), porém ndo entraremos em maiores de-
talhes, os quais podem ser conseguidos no artigo original [JU91]. O resultado dessa
etapa é armazenado no vetor V[1..m] de modo que V[j] é a distancia de g-gramas
entre X e Y[j —m+ 1..j]. Ap6s o pré-processamento, o algoritmo percorre o vetor
V' procurando posi¢oes em Y candidatas a posi¢des finais de uma (d, r)-ocorréncia de
X, isto é, posicoes j tais que V[j] < 2¢r. Para cada posi¢dao candidata j encontrada, a
cadeia z[j — (m+7) + 1..j] é considerada e, portanto, fornecida ao algoritmo auxiliar:
isso garante com que todas as possiveis ocorréncias do padrado sejam levadas em conta,
sem perda. Um certo cuidado na manipula¢do dos indices se faz necessario para ga-
rantir que as partes enviadas ao algoritmo sejam disjuntas. A validade da abordagem
é diretamente inferida a partir do teorema das ¢g-gramas e do que foi discutido até o
momento, contudo apresentamos uma demonstracdo detalhada do funcionamento do
algoritmo, a partir de suas relagdes invariantes, nos apéndices finais desse trabalho. E
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Algoritmo 5.1 Algoritmo SOLETRA, que recebe uma cadeia P e uma 4rvore dos sufixos
T, construida sobre uma cadeia X, e devolve o lugar (u, Y') em 7" e cujo rétulo é o maior
prefixo comum a P e um sufixo de X. SOLETRA também devolve o né v, ponta do arco
associado a (u,Y).

DISTANCIA-DE-Q-GRAMAS-VERSAO-2(X, Y, q)

1 T « arvore dos sufixos de X, podada a profundidade ¢
2 I, < 0, para todo lugar [ de profundidade ¢
3 g« raizdeT
4 para: < 1 até m faca
5 se existe transicdot = g — h: x; = A(t)
6 entdo g — h
7 sendo
8 se [, =0
9 entdo

10 I, —1

11 Px[l,] =1

12 sendo Px[l,] «— Px[I,] +1

13 g < ligacdo-de-sufixo(g)

14 1e—1—1

15 g+« raizdeT

—_
(o)

Py[1..Q] < (0..0)

17 parai < 1 até n faca

18 se existe transicdo t = g — h: y; = A(¢)
19 entdo g — h

20 senao

21 se [A(g)l = ¢

22 entdo Py[l)] «— Py[l,] +1

23 g « ligagdo-de-sufixo(g)

24 1—1—1

N
a1

devolva Y% | Px[i] — Py[i]| + (n — g+ 1) = X%, Py[j]
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FILTRO-DE-UKKONEN (X, Y, 7, q)

1 VIl..n] < CALCULA-DISTANCIAS(X,Y,q)
S0
11
k—0
para j < m até n faca
se V[j] < 2¢r
entdo k «— j

senao

O 0 N1 O U1 == W DN

sej—t+1l=m+r

—_
(@]

entdo
seY, pF#¢€
entao
S" <« ALGORITMO-SECUNDARIO(X,Y; ,7)
S—SU((S ®i)
i— k+2

sendao? «— 1+ 1

T S Y
N O UG = WO DN -

devolva S
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evidente que, em adicdo ao tempo gasto no pré-processamento, o consumo de tempo
do algoritmo é proporcional ao ntimero de posi¢des do texto que sdo fornecidas ao al-
goritmo secunddrio e ao consumo de tempo do mesmo; vamos chamar esse valor de
w. No pior caso nenhuma posigdo do texto é descartada, logo, se supormos como algo-
ritmo secundério o algoritmo de programacado dinamica tradicional, cujo consumo de

tempo é O(mn), temos um consumo de tempo O(nw + mw).

5.3 O Algoritmo de Jokinen e Ukkonen

No problema da busca aproximada de padrdes em textos estaticos, o tempo gasto
para pré-processar o texto ndo é considerado durante a andlise. A motivagdo se da a
partir de aplicagdes onde diversas buscas, de padrdes distintos, serdo realizadas em
um texto imutdvel; um cendrio recorrente na resolugdo de problemas da biologia mo-
lecular. Como o custo do pré-processamento do texto serd amortizado por diversas
operacdes de busca, sua relevancia ndo é fundamental para a eficiéncia da solugéo fi-

nal.

O algoritmo que veremos nesta se¢do foi proposto por Jokinen e Ukkonen [JU91]
e inspirou o surgimento de toda uma classe de filtros baseados em ¢-gramas, como
veremos. Apos a etapa de pré-processamento, o teorema 44 é tomado como base para
a determinacdo das partes do texto que serdo descartadas.

5.3.1 O Pré-Processamento

Para pré-processar o texto, vamos adotar uma estrutura de dados chamada de tabela
de busca de palavras, abreviadamente TBP. Apesar do nome sofisticado, a estrutura
ndo passa de um simples vetor de listas ligadas de inteiros, indexado através de uma
funcdo hash. Podemos adotar a mesma representacdo de cadeias, em inteiros na base

ZNo artigo original, Ukkonen exemplifica o algoritmo secunddrio com a adogdo do algoritmo
Ukkonen-Wood, cujo consumo de tempo é O(rn). O seu uso, em conjunto com o algoritmo aqui apresen-
tado, requer uma certa dose de engenhosidade e foge do escopo de nosso trabalho; é suficiente dizer que,
nesse caso, a etapa de processamento passa a consumir tempo O(m|Z| + m?) e a filtragem O(n + wr?).
No pior caso, o consumo permanece o que seria gasto pelo algoritmo secundario quando aplicado inte-
gralmente ao texto: O(rn).
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||, que aplicamos para calcular a distancia de ¢-gramas, ou ainda o proposto por Karp
e Rabin [KR87]. Por simplicidade, optamos pela primeira alternativa.

O texto Y é pré-processado como segue: para cada cadeia Z de £9, vamos construir
uma lista W, contendo todas as posi¢des onde Z ocorre em Y. Modificando levemente
o algoritmo VETOR-DE-Q-OCORRENCIAS, podemos construir o conjunto {W, : Z €
29} em tempo O(|Z|? + n). E o que faz o algoritmo a seguir, que devolve a tabela de
busca de palavras para as g-gramas de uma cadeia Y:

TABELA-DE-Q-PALAVRAS(Y, q)

Wy [0,.., |27 = 1] < (B,..,0)

Zy = p o+ Gop™ 4 G

WylZ] — {1}

parai < 2 até m — ¢+ 1 faca
Zi (Ziy = §iap™ )p + Girg
Wy Zi] — Wy [Z;] U {i}

devolva Wy

N O U= W N -

Claramente, o consumo de tempo do algoritmo é O(m + |X|?). O consumo de espago
é dado pelo consumo das listas, m — ¢ + 1 = O(m), e do vetor, O(|X|?), resultando em
um consumo de espaco total O(m + |X]9).

5.3.2 A Etapa de Filtragem

Agora, vamos supor que ja temos em maos a tabela de busca de palavras, construida

para as ¢g-gramas de Y, e pretendemos encontrar todas as (dy,, r)-ocorréncias de X em
Y.

A estratégia é a que segue: para acelerar a filtragem, vamos considerar o texto divi-
dido em blocos de tamanho 2(m — 1) e, através da TBP, contar o ntimero de ocorréncias
de g-gramas de X em cada um dos blocos. Com base no teorema 44, os blocos cujo
numero de ocorréncias for satisfatorio serdo preservados para a etapa de verificacdo.
O tamanho definido para cada bloco implica em uma sobreposi¢do de tamanho m — 1
entre cada par de blocos consecutivos. Essa sobreposi¢do é necessdria para garantir
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Algoritmo 5.2 Etapa de filtragem do algoritmo Jokinen-Ukkonen.

1 B[0,..,["5]+1] < (0,..,0)
2 7y Eqpt 4 Eopt? 4+ T
3 11
4 V10
5 enquantoi <m — ¢+ 1 faca
6 se Z; ¢V
entado

7 para todo j € Wy [Z;] faca
8 BL% HBL% +1

Blmm = Bz +1
10 V—Vu{Z)}

11 1+—1+1
12 Zi — (Zicy — #iap® )P+ Fiyg

que o filtro ndo tenha perda, pois, desse modo, todo m-fator de Y estard inteiramente
“coberto” por algum dos blocos. Logo, caso alguma posicdo de Y seja final de uma
(d,r)-ocorréncia de X em Y entdo, pelo teorema 44, o bloco que a cobre inteiramente
conterd, pelo menos, m + 1 — (r + 1)q ocorréncias de ¢g-gramas de X, atingindo o limiar
de filtragem. Nao é dificil ver que essa abordagem pode implicar em um grande nu-
mero de falsos-positivos: o nimero de ocorréncias de g-gramas de X na regido coberta
por algum bloco pode atingir o limiar de filtragem, no entanto sem que alguma das
posicoes da regido o faca. Desse modo a etapa de filtragem é concluida mais rapida-
mente do que se as posi¢des do texto fossem consideradas em separado. Trata-se de
uma simples troca: maior velocidade de processamento em detrimento da eficiéncia de
filtragem. No algoritmo 5.2 apresentamos a etapa de filtragem do algoritmo. O con-
sumo de tempo é dominado pelo consumo das linhas 7-9. Logo, o consumo de tempo
da etapa de filtragem do algoritmo é O(m + n).
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Algoritmo 5.3 Etapa de verificagdo do algoritmo Jokinen-Ukkonen.

1 ...

2 S0

3 5«1

4 parai« Oaté ["=] 4 1faca

5 se Bli] >m+1—(r+1)q

entao

6 k—(@+1)(m-—1)

7 senao

8 seY; ,# ¢

entao

9 S’ «— ALGORITMO-SECUNDARIO(X, Y] j,7)
10 S—SU((Sdj)
11 je—im—1)—m—k+2

12 devolva S

5.3.3 A Etapa de Verificacao

Cada um dos [-"5| + 2 blocos é verificado quanto ao niimero de ocorréncias de g¢-
gramas do padrdo, devidamente contabilizadas na etapa anterior (filtragem). Se o li-
miar de filtragem é atingido por algum dos blocos, digamos B;, entdo, pelo teorema 44,
a posicdo final de algum m-fator de Y “coberto” por B; pode ser final de uma (d, r)-
ocorréncia do padrao X. Logo, uma (d, r)-ocorréncia de X pode existir na cadeia Y; 4,
ondej=i(m—1)—m—r+2ek=(i+1)(m — 1). Essa parte do texto sera verificada
pelo algoritmo secundério.

5.3.4 Resultados Experimentais

No artigo original, Jokinen e Ukkonen [JU91] ndo oferecem nenhuma consideracdo
quanto a eficiéncia de filtragem de seu algoritmo, andlise do consumo de tempo es-
perado ou dados experimentais sobre o desempenho do mesmo na prética. Feliz-
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Algoritmo 5.4 Algoritmo Jokinen-Ukkonen. O algoritmo recebe duas cadeias X e Y,
assim como um inteiro g e Wy, a tabela de busca de palavras de Y. Adotando uma
sub-rotina, o algoritmo ird encontrar todas as (d, r)—ocorréncias de X em Y.

JOKINEN-UKKONEN (X, Y, Wy, q)
1 B[0,..,[-2]+41] < (0,..,0)

m—1
2 7y — T1ptt 4 Topt2 + ..+ Zyp”
3 11
4 V90
5 enquanto: < m — ¢ faca
6 seZ; ¢V
entao
para todo j € Wy[Z,] faca
BL% — BL% +1
Bl = B +1
10 Ve VUu{Z)
11 1—1+1
12 Z; (Zzel — TPt )+ Tigq
13 S0
14 j—1
15 parai«— Oaté [—“<] + 1 faca
16 se Bli] >m+1—(r+1)q

@

entao
17 k—(i+1)(m—1)
18 senao
19 seY r#¢€

entdo

20 S" «— ALGORITMO-SECUNDARIO(X, Y] j,7)
21 S—SU(S"dj)
22 je—im—-1)—m—-k+1

23 devolva S
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mente, em 1999, Burkhardt ef al. [BCFT99] apresentaram uma ferramenta chamada
QUASAR(Q-gram Alignment based on Suffix ARrays) fortemente baseada no algoritmo
JOKINEN-UKKONEN e que foi extensivamente adotada no agrupamento de seqiiéncias
genéticas durante seqiiénciamento do genoma do camundongo. Apesar de 0o QUASAR
apresentar algumas modificacdes em relagdo ao algoritmo original, a idéia central é a
mesma e os resultados experimentais apresentados permitem-nos analisar a eficiéncia
da abordagem.

Em vez da TBP tradicional, os autores adotaram, para facilitar a realiza¢do dos ex-
perimentos com diversos valores de ¢, 0 uso misto de um vetor dos sufixos do texto e
da tabela de busca de palavras. O vetor dos sufixos tinha o papel de permitir a constru-
¢do rdpida da tabela de busca de palavras a partir de uma tabela de busca de palavras
pré-existente, construida para algum valor distinto de ¢, e servir como indice para as

posi¢des da TBP.

Também foram realizados testes com blocos de tamanho igual ou superior a 2(m —
1), porém sempre mantendo a sobreposi¢do de metade do comprimento de um bloco
entre cada par de blocos consecutivos, para manter o carater sem-perda do algoritmo.
Como algoritmo secundario foi adotado o NCBI BLAST verséo 2.0.3 ° e os resultados
obtidos foram comparados com os resultantes de execucdes independentes da mesma
versdo do BLAST. Os testes foram realizados sobre as bases de dados do genoma hu-
mano (723675 seqiiéncias e um total de 279,5 milhdes de pares de bases) e genoma do
camundongo (198323 seqiiéncias e um total de 75,2 milhdes de pares de bases) dispo-
niveis no ano de 1999, data da realizacdo dos experimentos.

O tempo gasto com a construcdo do vetor dos sufixos e do pré-processamento (cons-
trucdo da TBP) ndo foi computado como parte da execu¢do do QUASAR (em média,
114 segundos para o genoma humano e 30 segundos para o genoma do camundongo),
porém o tempo de pré-processamento do BLAST foi computado como parte da exe-
cucdo do mesmo. Segundo os autores, ndo foi possivel deixar de fazé-lo por razdes
técnicas, porém os mesmos estimam que o tempo de pré-processamento do BLAST te-
nha sido significativamente inferior a 1% do tempo total. Os testes foram conduzidos

30 BLAST é um algoritmo heuristico que implementa uma etapa de filtragem, o que, em tese, poderia
afetar os resultados dos testes. Nao esta claro o motivo da escolha do BLAST como algoritmo secundario,
mas acreditamos que ela tenha se dado em funcédo da aplicagdo. Talvez os autores estivessem apenas
interessados em demonstrar a aplicabilidade do QUASAR quando adotado em conjunto com o BLAST
ou outros algoritmos semelhantes.
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Tabela 5.1 Comparacdo dos tempos de execugdo do QUASAR, adotando BLAST como
algoritmo secunddrio, e do BLAST quando executado diretamente. Os valores repre-
sentam a média de de 1000 execugdes dos algoritmo.

Base de Dados | Tamanho do | Tamanho do | 7; Tempo de CPU
(genoma) Texto (Mpb) | Padrao (pb) QUASAR | BLAST

Camundongo 73,5 368 0,24 0,123 3,37
Humano 279,5 393 0,17 0,38 13,27

em uma maquina Sun Entreprise 10000 com um tnico processador SUN Ultra SPARCII
de 333 Mhz e 4 GB de memoéria RAM. Como pode ser observado na tabela 5.1, os testes
indicam um desempenho 34 vezes superior a apresentada pelo BLAST durante o pro-
cessamento do genoma humano, e a 27 vezes a apresentada durante o processamento
do genoma do camundongo.

54 O Algoritmo Burkhardt-Karkkdinen

54.1 Q-gramas

Em 2001, Stefan Burkhardt e Juha Karkkdinen [BKO1] estenderam a definicdo de ¢-
gramas que apresentamos na se¢do anterior e propuseram novas técnicas de filtragem
em um trabalho que obteve enorme repercussdo, culminando no despertar de uma
linha de estudos que esteve inerte por anos, e que apds esse artigo vislumbrou um
periodo de atividade persistente até a data da escrita dessa dissertacdo de mestrado.
Basicamente, em vez de levar em conta todos os fatores comuns de comprimento g,
o trabalho de Burkhardt e Kédrkkdinen considera as subseqiiéncias de comprimento ¢
comuns ao padrdo e ao texto e que apresentam um determinado formato previamente
definido. Inicialmente, os autores restringiram o algoritmo a distancia de Hamming,
modificando-o levemente em um trabalho posterior para tratar da distancia de Le-
venshtein. A seguir, apresentaremos em detalhes o algoritmo Burkhardt-Karkkainen
para a busca aproximada de padrdes sobre a distancia de Hamming e, ao final da se-
¢do, faremos algumas breve consideragdes sobre a versdo modificada para a distancia
de Levenshtein, assim como sobre o trabalho de Kucherov, Noé e Roytberg [KNRO04],
que estende a idéia de Burkhardt-Karkkdinen ao considerar a utilizagdo de subseqtién-
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cias que apresentam um dentre diversos formatos pré-definidos em vez de um tnico

formato.

Defini¢ao 47. Um formato () é um conjunto de inteiros que contém o elemento zero.
A cobertura de @) é cob(Q) = max@ + 1.

E através da defini¢ao prévia de um formato que é restringido o conjunto de sub-
seqiiéncias que o algoritmo ird adotar durante a etapa de filtragem. Burkhardt e Karkkai-
nen concentraram o foco de seu trabalho em como, dado um formato, determinar o
limiar 6timo de filtragem para processar instancias do problema com um determinado
comprimento do padrdo e uma dada distancia maxima permitida. Apesar de fazer di-
versas consideragdes a respeito, o trabalho ndo esclarece como deve-se determinar o
formato que promoverd a maior redugdo possivel na entrada. E apenas apresentado
um algoritmo que, a cada itera¢gdo, modifica um conjunto de formatos existente, ge-
rando um conjunto de formatos cuja eficiéncia de filtragem é superior a do conjunto
anterior. Nenhuma demonstracdo ou consideracdo é fornecida sobre a correcdo ou exa-
tidao do algoritmo.

A busca por formatos eficientes acabou por originar uma nova linha de pesquisa,
voltada unicamente para o problema de se determinar o formato que ird promover a
maior remogdo possivel: diversas formula¢des do problema podem ser encontradas
na literatura. Algumas dessas formula¢des provaram ser NP-dificeis [NR05, NRO7].
Curiosamente, nos tltimos anos a literatura vislumbrou poucos avangos no sentido de
se encontrar algoritmos eficientes para a determina¢do dos melhores formatos para a
filtragem de instancias da busca aproximada de padrdes, ou sequer de formatos cuja
eficiéncia possa ser garantida ou atestada de algum modo que néo seja a simples reali-
zagao de testes empiricos *.

Defini¢io 48. Sejam X = z; ..z, uma cadeia e () um formato, tais que cob(Q) < m, e
convencionemos (); = () @ i. Dado um inteiro positivo i, a ()-grama de X na posicdo ¢
é a cadeia X[Q;].

E claro que X [Q;] é uma subseqiiéncia de X, de comprimento |Q|. Observe o exem-
plo a seguir:

*Note que aqui ndo usamos o termo eficiente para denotar um algoritmo cujo consumo de tempo é
polinomial, mas apenas para denotar um algoritmo cujo consumo de tempo é tolerdvel dentro de uma
aplicagdo ou problema especifico.
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Exenpl o: a cadeia é abcabcd. Para @) = {0,2}, suas -gramas sdo:
ac,ba,ch,ac ebd.

Um formato também pode ser representado, de modo menos formal, porém de visu-
alizacdo mais facil, como uma cadeia sobre o alfabeto bindrio {#, —}: o caractere na
posicdo i da cadeia que representa um formato () é #, se 7 — 1 é um elemento de ), e
—, caso contrario.

Exenpl o: O formato {0,1,2,4,6,9,10,11} é representado pela cadeia
#HH — # — # — —HHH#.

Dadas duas cadeias X = z;...2,, € Y = y; ...y, considere o conjunto M (X,Y') defi-
nido como segue:

MX,)Y)={i:x; =y}
M(X,Y) é o conjunto das posi¢des nas quais os caracteres das cadeias sdo iguais. Para
o restante da se¢do, tomemos um formato () e seja ¢ = cob(Q)). Vamos definir a fun¢ao
similaridade abaixo:

Definicao 49. A similaridade de ()-gramas, entre duas cadeias X = z;...2,, e Y =

Y1 Ym, €
sQ(X,Y) = [{i: X[Q] = Y[Qi]}.

5.4.2 O Teorema das ()-gramas

Teorema 50 (Teorema das ()-gramas). Dados um formato (), duas cadeias X = x; ...z, e
Y =y, ...y, einteiros j e r, tais que j seja a posigdo final de uma (dg, r)-ocorréncia de X em
Y, temos que

SQ(X,Yiopery) = min |{i: Qs C M},

MC{1,..,m},|M|=m—r

Demonstragido. A demonstragdo é trivial. Como X e Y;_,,11 ; sdo (dy,r)-vizinhas, te-
mos

SQ(X,Y},erL.j) > min{sQ(X, Z) Z € NHT(X)}
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Trabalhando a inequagdo, temos que

QXY miny) = min{i: X[Q] = Z[QJ e Z € NH,(X)}]
= minl{i: Q; C M(X,Z)eZ € NH,(X)}|
min [{i: Q; C M}|.

MCA{1,...m},|M|=m—r

5.4.3 Determinacao do Limiar de Filtragem

O teorema anterior nos fornece uma delimitacdo inferior para a similaridade de -
gramas entre duas cadeias (dy,r)-vizinhas. Note que o limitante independe das ca-
deias em si, mas somente de seu comprimento e do valor de 7. Novamente, temos um
teorema que nos d4 base para o desenvolvimento de um filtro para a busca aproximada
de padrdes, através da determinagdo de uma condi¢do que deve ser satisfeita por ca-
deias (dy, r)-vizinhas entre si. Logo, posi¢des do texto que ndo fazem parte de segmen-
tos que satisfagam essa condi¢do podem ser descartadas com seguranca. Infelizmente,
diferente do que vimos antes, neste caso ndo temos uma condigdo baseada em um fér-
mula em forma fechada, mas sim recorrente. Porém, com certa dose de engenhosidade
podemos determinar a satisfazibilidade da condi¢do de modo relativamente eficiente;
apenas relativamente eficiente, pois apesar de em termos praticos o tempo de execugdo
do algoritmo ser tolerdvel, ao menos em se tratando da busca em textos estéticos, seu
consumo de tempo ndo é polinomialmente delimitdvel no tamanho da entrada, como
veremos. E importante notar que a etapa de pré-processamento ndo é concluida com
o célculo do limiar de filtragem. Lembrando que o foco dessa classe de algoritmos é
a busca em textos estédticos, ainda nos resta construir a estrutura de indices que serd
adotada para processar rapidamente os padrdes recebidos.

O Cilculo do Limiar Otimo de Filtragem

Vamos chamar a delimitagdo inferior na desigualdade do teorema anterior de lg(m, ).
Isto é,
SQ(X,Y},erl._j) > lQ(m,'r’) = min ‘{Z Qz - M}|

Mg{lv"7m}7|M‘:m_T‘
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A recorréncia a seguir vai nos permitir calcular lp(m, r) através de programacado dina-

mica:

Defini¢io 51. Seja () um formato, m e k inteirose M C {1,...,cob(Q))—1} um conjunto
de inteiros tal que |M| > cob(Q)) — 1 — k. Vamos definir a recorréncia a seguir:

lo(m,r, M) = min Hie{l,....om—c+1}:Q; C M'}.
M'C{1,...m},|M'|=m—r

(M'em—c+1)N{1...,c=1}=M

A relagdo entre lg(m, ) e lg(m,r, M), é explicitada no que segue:
Lema 52. Para todo para de inteiros mer,

lo(m,r) = min{lg(m,r, M): M C{1,...,cob(Q) — 1} e |M| > cob(Q) —1 —1}.

Vamos olhar com mais atengdo para o problema de se calcular [g(m,r, M). Seja
I, = (mg, 74, M,) uma instancia do problema e seja I, = (m, — 1,7, M;) uma outra
instancia. Considere 7, = {1,...,m, — ¢ + 1} e T}, definido de modo andlogo. Seja
M! o conjunto que minimiza |[{i € T, : Q); € M!}| e seja M| o conjunto que minimiza
Hi €Ty : Qi € My}

Se ¢ < m,, entdo Q; ¢ T,,Vi € T, e, portanto, lg(mg, e, M,) = 0. Agora, vamos
supor ¢ > m. Devemos levar em conta duas possibilidades

e ¢ —1 € M: Aqui, teremos m € M'. Observe, que lg(mg, ., M,) pode ser obtido
a partir de lgo(m, — 1,7, — 1, M,), onde M, N {2,...,c — 1} equivale ao conjunto
M,\{c — 1} quando deslocado uma posigdo a direita. Note, também, que nado po-
demos determinar, de antemdo, se 1 € M, ou ndo; precisamos considerar ambas
as possibilidades e optar pela 6tima. Logo,

My { (M, U{0R\fe—1}) @ 1
(M\e =1} @1

e c—1 ¢ M: Neste caso, lg(m,, 74, M,) pode ser obtido a partir de lg(m,—1,r,, M),
onde M,N{2,...,c—1} equivale ao conjunto ), deslocado uma posicao a direita.
Novamente, ndo podemos determinar, de anteméo, se 1 € M, e duas possibilida-
des devem ser consideradas:

M. — (M, U{0})d1
T M1
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Ainda, resta-nos fazer uma pequena observacdo: em ambas as possibilidades, se 1 €
Mb e Q - (Ma U {0}) entao Qma—C-I—l - MUIL e ZQ(ma,Tm Ma) = ZQ(ma — 1, Tb, Mb) + 1.
Entdo, obtemos a recorréncia que segue:

0 sei < ¢,
el =1 (MU0 & 1)+ [Q € (MU {o})
lQ(i,j, M) = lQ(Z 1,5, M & 1)
loi—1,7 -1, (MU{0f\{c-1}) @ 1) +[Q € (M U{0})]
loi—1,j—1,(M\{c—1})®1)

sec—1¢ M,

min sec—1¢€ M.

O algoritmo a seguir determina [ (m, ) com base na recorréncia fornecida.

CALCULA-LIMIAR(Q,m, )
1 parai«— 1atéc—1faca O(n)
2 Di0..r] <0

para ¢ < c até m faca

paratodo M C {1,..,c—1}: |M| < jfaca

3
4 para j < 0O até r faca
5
6 sec—1eM

7 entdo D;[j][M] < min gl iﬂM N I;(])} el O(n)
Iy ) Dialj =M U{0} @ 1],
8 sendo D;[j][M] < min Dolj— 1Mo 1)},

Teorema 53. [y(m, ) pode ser calculado em tempo O(mf(r,c)), onde
d c—1
flr,c) = r—k-+1).
(r;c) kzzo ( " ) ( )

Demonstragido. O consumo de tempo do algoritmo é dominado pelo consumo das li-
nhas 5 a 8, que, por sua vez, é delimitado superiormente por

m—c+1 ZZ<6_1> - (m—c+1)zr:<cgl>(m—k+1)

j=0 k=0 k=0

< mz<0_1> (m—Fk+1)

= O(mf(r,c)).
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O

Note que O(mf(r,c)) = O(m(r + 1)2°). Logo, o problema é polinomialmente tratdvel
para parametros fixos. Os autores apresentam uma delimita¢do mais justa para alguns
casos particulares. Essa observagdo é muito importante, pois para as aplica¢des prati-
cas que tratamos nesta dissertacdo de mestrado é razodvel supor valores de ¢ limitados
superiormente por uma constante. De modo semelhante, o consumo de espago do
algoritmo é O(f(r,c)), onde

f(r,c):2<’3;1)(r—k+1).

k=0

Aqui, é importante fazer uma pequena observagdo: o calculo do limiar 6timo de
filtragem é feito levando-se em conta um determinado formato. Logo, espera-se que
o limiar ndo seja 0 mesmo para formatos distintos. Mas ainda, o limiar leva em conta
um determinado comprimento de padrdo. Portanto, para cada formato e para cada

comprimento de padrdo faz-se necessdrio determinar um novo limiar de filtragem.

5.4.4 Determina¢ao do Formato Ideal

Além do algoritmo para a determinagdo do limiar de filtragem ideal para um dado
formato, os autores esbocaram uma heuristica para a determinagdo de um formato
“bom”, isto é, o algoritmo fornece um formato porém ndo oferece nenhuma garantia

quanto a eficiéncia de filtragem do mesmo. O algoritmo baseia-se no seguinte lema:

Lema 54. Para todo par de formatos Q' e Q e inteiros m e 1, se Q" C Q entdo l(m, k) >
lo(m,r).

Com base nesse lema, o algoritmo constréi, a partir de um conjunto de formatos
relevantes de comprimento ¢ — 1 e cobertura ¢, um conjunto de formatos relevantes
de comprimento ¢ e cobertura c. Sdo relevantes os formatos que possuem limiar de
filtragem positivo. A estratégia é simples: seja Q* um conjunto de formatos relevan-
tes de comprimento ¢ — 1 e cobertura c. Vamos particionar Q* de forma que todo par
de formatos que pertencam a uma mesma parte venham a diferir, entre si, apenas no

pendltimo elemento; isto €, para cada dois formatos )’ = i1 ...i;-1 € Q" = j1...J;1
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pertencentes a uma mesma parte, teremos i, = ji, Vk # ¢ — 2. Encontrar tais pares é tri-
vial; basta ordenar Q* lexicograficamente. Agora, a partir dessa parti¢do vamos obter,
para cada par de formatos, um novo formato Q) = Q' U Q" = {iy,ia, .., %42, Jg—2, ig—1}-
E 6bvio que Q terd comprimento g, e, em virtude do lema, possuird limiar de filtragem
positivo. Nao é dito, no artigo original, como deve ser gerado o conjunto de formatos
inicial.

5.4.5 Construcio das Estruturas de Indices

A estrutura de dados adotada pelo algoritmo BURKHARDT-KARKKAINEN é extrema-
mente semelhante a adotada pelo algoritmo JOKINEN-UKKONEN e pouco podemos
acrescentar ao que ja foi dito, exceto por uma pequena observacdo: no caso das Q-
gramas, ndo é possivel calcular a fun¢do hash apresentada de modo incremental; isto
é, obter a codificagdo inteira, na base |X|?, da cadeia X|[Q;] a partir da codificagdo da
cadeia X[Q;_1], como foi feito para as ¢g-gramas. Em virtude desse fato, o tempo de
construgdo da tabela de busca de palavras sobe para O(ng+ |X|?) e o tempo consumido
pela etapa de filtragem para O(mgq). O consumo de espago permanece O(n + |X|9),
e pode ser reduzido, como j& comentado, adotando as técnicas propostas por Karp e
Rabin [KR87].

5.5 Extensoes do Algoritmo de Burkhardt e Karkkdinen

Em 2005, Kucherov, Noé e Roytberg [KNR04] estenderam a idéia apresentada no algo-
ritmo de Burkhardt e Kédrkkdinen e publicaram um algoritmo de filtragem baseado no
uso conjunto de dois ou mais formatos. Segundo os autores, essa abordagem ja havia
sido considerada anteriormente, porém com o foco em algoritmos de filtragem com
perda. Assim como ocorre com os demais algoritmos que vimos, a sele¢do dos forma-
tos e a determinacdo do critério de filtragem adotados representam etapas cruciais da
execug¢do do algoritmo, porém, assim como no trabalho de Burkhardt e Karkkdinen e
na literatura de modo geral, os avangos promovidos no sentido de determinar a melhor

familia, ou mesmo o melhor formato, sdo modestos.

Kucherov, Noé e Roytberg apresentam algumas idéias nesse sentido, entre as quais
a constru¢do de uma familia de formatos a partir de um formato inicial, e tal que a
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distribuigdo dos caracteres curingas, em cada um dos formatos gerados, possui regula-
ridade. Porém, os autores ndo adotam essa abordagem nos testes experimentais cujos
resultados sdo apresentados ao final do artigo; em vez disso, a familia de formatos
adotada nos testes é gerada através de uma abordagem mista, baseada em algoritmos
genéticos e programacdo dindmica. A escolha pode ter se dado em razdo de uma pos-
sivel ineficiéncia de filtragem dos formatos gerados: segundo Burkhardt e Karkkdinen
formatos regulares estdo entre os piores formatos possiveis no que tange sua eficiéncia

de filtragem.

E evidente que esse algoritmo requer uma etapa de processamento bastante custosa,
visto que o limiar de filtragem é calculado ndo apenas para um tnico formato, mas
para um conjunto deles, o que restringe ainda mais a sua viabilidade apenas a busca

em textos estaticos.

Dadas duas cadeias X = z;...x,eY =y ...y, chamamos de semelhanc¢a entre X
e Y a cadeia W = w; ... w, sobre o alfabeto binario {0, 1} tal que w; = 1 se, e somente

Se, Ty = VY.

Exenpl 0: As cadeias sdo “cact cgt ” e “cacactt”. A semelhanca
entre ambas é a cadeia “1110101".

Dado um formato (), dizemos que () detecta uma semelhanca W, entre duas cadeias X
e Y, se existe algum posicdo i de IV tal que a cadeia W[Q;] contenha apenas o caractere
1.

Exenpl o: O formato ## — # detecta a semelhanca “1110101” na
posigao 2.

Considere uma instancia para a busca aproximada de padrdes sob a distancia de Ham-
ming onde deseja-se encontrar as ocorréncia de uma cadeia X = z;...x, em uma

cadeia Y =y, ...y, com distAncia no maximo 7.

Seja F' = (Q1,Q2,...,Qr). Vamos chamar I’ de familia de formatos, ou simples-
mente familia. Dizemos que um formato () resolve uma dada instancia da busca apro-
ximada de padrdes se cada possivel similaridade de comprimento m e com r zeros é
detectada por (). De modo analogo, dizemos que uma familia F' resolve uma dada ins-
tancia da busca aproximada de padrdes se cada possivel similaridade de comprimento
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m e com r zeros é detectada por ao menos um formato ) em F'. O limiar 6timo de uma
familia F’ para essa mesma instancia do problema é o maior namero [y (m, k) tal que ha
pelo menos [(m, k) ocorréncias de formatos de ' em toda e qualquer similaridade de
comprimento m e com r zeros. A recorréncia para a determinagdo desse limiar 6timo
é uma extensdo da ocorréncia apresentada na secdo anterior para a determinacdo do
limiar 6timo para o algoritmo de Burkhardt e Karkkdinen e que apresentamos a seguir:

lrp(c,j,W[l..n]) sei < ¢,

Ip(i—1,j— 1, 1L.W[..n—1]) se Wn] =0
Ip(i, . WL..n)) =3 1p(i,, 1.W[..n—1]) + S sufixo(Qr, W), sen=c

min{lz (3,5, W[1..n],1p(i,§, W[1..n]} se|{i:Wli] =0} < j

Ip(i, j, LW[L..n)) se|{i:Wli] =0} =j

Um ano ap0s apresentarem a comunidade o filtro baseado no uso de formatos com
intervalos para a busca aproximada sob a distancia de Hamming, Stefan Burkhardt e
Juha Kérkkdinen publicaram uma variante desse algoritmo para atacar o problema sob
a distancia de Levenshtein. Nessa variante, os formatos adotados possuem apenas um
intervalo de comprimento unitério: isto é, todo formato () pode ser particionado em
duas partes )’ e " tais que Q' = {i : minQ’ < i < max@'} e Q" = {i: minQ" <i <
max@"} e max@ = min@” — 1. Quando essa restricdo é apiicada, a recorréncia em-
pregada para calcular o limiar de filtragem 6timo no caso mais geral também pode ser
empregada para calcular o limiar 6timo desse tipo de formato quando aplicado ao pro-
blema sob a distancia de Levenshtein. Apesar da modificacdo em relacdo aos formato
convencional (continuo) ser pequena, o formato com intervalo unitdrio representa um
incremento significativo na capacidade de filtragem desse tipo de formato.






Capitulo 6

Conclusao

Nesta dissertacdo de mestrado estudamos algoritmos para a busca e extracdo de pa-
drdes em cadeias. Os algoritmos e estruturas de dados abordados sdo genéricos o su-
ficiente para serem aplicados em uma grande gama de situagdes, porém procuramos
dar uma maior énfase a sua aplicagdo em problemas da biologia computacional. Em
outros termos, em virtude do tamanho das entradas tratadas por esse tipo de aplicagao
— imenso, se considerarmos o poder computacional disponivel nos dias de hoje —,
procuramos abordar algoritmos e estruturas de dados cujo consumo de tempo e es-
paco cresca de forma timida em relacdo ao comprimento das cadeias fornecidas, e ndo
descartamos de nosso estudo algoritmos e estruturas cujo consumo de recursos au-
menta consideravelmente conforme o crescimento do alfabeto, visto que no referente
a biologia computacional o tamanho do alfabeto é constante e também pequeno. E
também, seguindo uma tendéncia da area bastante natural, em razdo do que ja foi dito
sobre o tamanho das entradas, é parte dessa dissertagdo de mestrado um estudo sobre
algoritmos de filtragem.

Ainda ha muito por ser estudado e diversos caminhos prometem novas descober-
tas. Além dos aqui cobertos, muitos dos tépicos que foram deixados de lado, nos quais
podemos incluir os citados na introdugdo desse trabalho, sdo bastante promissores e
tém sido alvo de frutifera investigacdo. No que d4 conta o capitulo 2, o cacto dos
sufixos é uma estrutura versétil, que absorve parte de funcionalidade da &rvore dos
sufixos e do vetor dos sufixos; certamente é merecedora de um estudo aprofundado.
Uma anélise detalhada dos diversos algoritmos para a construcdo do vetor dos sufixos
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é um topico que consideramos muito interessante e talvez um dos que mais lamenta-
mos ter de excluir desse texto. Apesar do tema ter sido recentemente explorado por
Puglisi [PST07], ainda h4 material para novos estudos.

Referente ao capitulo 3, a pesquisa centrada em algoritmos bit-paralelos para o pro-
cessamento de cadeias e outros problemas encontra-se no momento em um estégio bas-
tante ativo, como demonstra o surgimento de trabalhos recentes sobre o tema [BGMRO06,
BHMRO07, GF08, HENO06]. A técnica tem sido adotada para resolver uma grande gama
de problemas e no momento seria oportuno um estudo inteiramente dedicado ao as-
sunto. Também seria bastante atraente uma analise probabilistica detalhada do pro-
blema da busca aproximada de padrdes; até o momento essa abordagem nao tem for-
necido bons resultados e muitas perguntas encontram-se em aberto [Nav01, KM97].
Um estudo original poderia vir a ser de grande valia para uma andlise do consumo
de tempo e eficiéncia de algoritmos de filtragem que reflita satisfatoriamente o desem-
penho de tais algoritmos na pratica, o que dependeria da escolha de uma distribuigdo
conveniente.

Como foi destacado no decorrer do texto, a determinacdo de formatos eficientes
para a filtragem da busca aproximada de padrdes cresceu e tornou-se um tépico de
pesquisa independente e extremamente ativo: em uma breve busca na Internet fomos
capazes de encontrar mais de 35 trabalhos sobre o tema publicados nos dltimos 5 anos,
dos quais 15 surgiram nos ultimos 24 meses. Ha bastante material para servir como
base a uma eventual resenha sobre o tema'. Também h4 espago para um estudo com
forte inclinagdo prética sobre a aplicacdo das estruturas de dados e algoritmos citados
em problemas relacionados a sistemas de busca na Internet.

Na ocasido da escrita desse texto, Laurent Noé [Noé08] mantinha uma pégina na Internet listando
os artigos publicados sobre o tema, na qual constavam 75 trabalhos publicados desde 2001.



Apéndice A
Demonstracao do Filtro de Ukkonen

A seguir apresentamos uma demonstracdo detalhada da corregdo do algoritmo de fil-
tragem de Ukkonen, baseada nos invariantes do algoritmo.

Demonstragido. Para demonstrar a corre¢do do algoritmo, diremos que uma posigédo i de
Y é boa se V[i] < 2¢r, ndao-boa se V|[i] > 2¢r e ruim se forndoboaej—i+1>m+r,
onde j e a menor posicdo boa tal que i < j < n.

Os seguintes invariantes valem no inicio de cada itera¢do do lago para da linha 4.

(I1) [V, <m+r
(I2) Toda posigdo da cadeia Y, ,_; é ndo-boa

(I3) Y’ é a subseqiiéncia de Y;_,;_; obtida apds a remocao de toda posi¢do ruim da
cadeia.

[Prova de (I1)] No inicio da primeira iteragdo do lago temos |Yi—; j—n| = m <
m + r. Agora, vamos supor que estamos em uma iteracdo do lago, diferente da tdltima,
para a qual o invariante é verdadeiro. Vamos demonstrar que ele permanecera valido
na iteracdo seguinte. Seja i’ e j/, respectivamente, os valores de i e j para a proxima
iteracdo. Se V[j] < 2¢r, teremos |Yi_j/| = |Yj11. j+1| = 1; as linhas 6 e 7 nos garantem

isso. Por outro lado, se V[j] > 2¢r ha duas possibilidades:

1. 1Y, ;| <m+r. Nessecaso, Yy j =Y, j11.Logo, |Yy | =Y ;| +1<m+r;
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2. Y. j| = m+r. Aqui, em virtude da linha 9, temos Y, ; = Y11 ;j+1. Logo,
|Y;"...j’| =m + T.

O que conclui a nossa demonstragdo da validade do invariante.

[Prova de (I2)] O invariante vale no inicio da primeira iteracdo do lago; basta ob-
servar que V[j] = o0 para todo 1 < 7 < m — 1. Vamos considerar uma iteragdo, que
ndo seja a ultima. Podemos supor que o invariante vale para a iteragdo atual. Agora,
mostraremos que o mesmo permanece verdadeiro para a iteracdo seguinte. Seja i’ e
j', respectivamente, os valores de i e j na proxima iteragdo. Se V[j] < 2¢r, temos
Y y—1 = € as linhas 6 e 7 nos garantem isso. Agora, se V[j] > 2¢r entdo, indepen-
dente da execugdo, ou ndo, da linha 9, teremos Y;:_;,_; C Y ;. Como toda posi¢do de

Y, ,; é ndo-boa, segue imediatamente a veracidade do invariante.

[Prova de (I3)] O invariante vale, trivialmente, no inicio da primeira iteracdo do
laco. Vamos supor, por um instante, uma iteracdo qualquer do algoritmo e assumir
que o invariante vale nesse momento. Seja i’ e j', respectivamente, os valores de i e j
na proxima iteracdo. Se V[j] < 2¢r entdo, em virtude de (I1) ndo hd posi¢dao ruim em
Y, ;, e as linhas 6 e 7 garantem a validade do invariante na iteragdo seguinte. Agora,
se V'[j] > 2¢qr entdo ha duas possibilidades:

1. |Y; ;| < m +r. Nesse caso, i/ = i e Y/ permanece inalterada. Logo, o invariante
J
continua valido.

2. |Yi. ;| = m + r. Nesse caso, como toda posicdo em Y; _; e ndo boa (I12), podemos
assumir que ¢ é ruim. Portanto, é seguro afirmar que Y’ é a subseqiiéncia de
Yi.i-1.y; = Yi_; obtida apds a remocdo de toda posi¢do ruim da cadeia. Logo,
mesmo apoés a execugdo da linha 9, o invariante continuard valendo para a proé-

xima iteragao.

A demonstracdo do algoritmo nao estd completa: ainda precisamos olhar para a
altima iteragdo, onde j = n + 1. Facamos isso: vamos supor que na pentltima iteragdo
as linhas 6 e 7 tenham sido executadas. Nesse caso, é evidente que Y7 ; 1, = Y.
Agora, caso as linhas ndo tenham sido executadas, basta ver que toda posi¢do em Y;
é ndo-boa. Logo, ndo podem ser posicdes finais de uma (d, r)-ocorréncia do padrao.
Portanto, em ambas as possibilidades, todas as (d, r)-ocorréncias do padrdo estardo
contidas na cadeia Y; ;1. Observe, ainda, que posi¢des ruins ndo podem fazer parte
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de uma ocorréncia. Em razado de (I3), sabemos que Y’ é a subseqiiéncia de Y; ;_; obtida
ap0s a remocgdo das posi¢des ruins da cadeia. Em vista do exposto, ndo é dificil nos
convencermos que o algoritmo de filtragem de Ukkonen é um filtro sem perda para a
busca aproximada de padrdes. O
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