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Resumo

CHOQUE-MANSILLA, LUCY A. Transformada Imagem-Floresta com Func¢oes de Cone-
xidade Nao Suaves: Pesos Adaptativos, Polaridade de Borda, e Restricoes de Forma.
2014. 123 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2014.

Segmentar uma imagem consiste em particiona-la em regides relevantes para uma dada aplica-
¢do, como para isolar um objeto de interesse no dominio de uma imagem. A segmentagao é um dos
problemas mais fundamentais e desafiadores em processamento de imagem e visao computacional.
Ela tem desempenhado um papel importante, por exemplo, na pesquisa em neurologia, envolvendo
imagens de Ressonancia Magnética (RM), para fins de diagnostico e tratamento de doengas relaci-
onadas com alteracdes na anatomia do cérebro humano.

Métodos de segmentacao baseados na transformada imagem-floresta (IFT, Image Foresting
Transform), com funcoes de conexidade suaves, possuem resultados 6timos, segundo o critério da
otimalidade dos caminhos descrito no artigo original da IFT, e tém sido usados com sucesso em
varias aplicagbes, como por exemplo na segmentacao de imagens RM de 1.5 Tesla. No entanto,
esses métodos carecem de restricoes de regularizagao de borda, podendo gerar segmentagoes com
fronteiras muito irregulares e indesejadas. Eles também nao distinguem bem entre bordas similares
com orientacoes opostas, e possuem alta sensibilidade & estimativa dos pesos das arestas do grafo,
gerando problemas em imagens com efeitos de inomogeneidade.

Nesse trabalho sao propostas extensoes da IFT, do ponto de vista tedrico e experimental, através
do uso de fungbes de conexidade ndo suaves, para a segmentacao interativa de imagens por regido.
A otimalidade dos novos métodos é suportada pela maximizacao de energias de corte em grafo, ou
como o fruto de uma sequéncia de iteracoes de otimizagao de caminhos em grafos residuais.

Como resultados principais temos: O projeto de func¢oes de conexidade mais adaptativas e fle-
xiveis, com o uso de pesos dindmicos, que permitem um melhor tratamento de imagens com forte
inomogeneidade. O uso de grafos direcionados, de modo a explorar a polaridade de borda dos obje-
tos na segmentagdo por regido, e o uso de restrigdes de forma que ajudam a regularizar a fronteira
delineada, favorecendo a segmentacao de objetos com formas mais regulares. Esses avangos s6 foram
possiveis devido ao uso de funcbes nao suaves. Portanto, a principal contribuicao desse trabalho
consiste no suporte teérico para o uso de funcées nao suaves, até entdo evitadas na literatura,

abrindo novas perspectivas na pesquisa de processamento de imagens usando grafos.

Palavras-chave: transformada imagem-floresta, fun¢des de conexidade nao suaves, segmentacao
interativa de imagens, segmentacao por corte em grafo, caminhos mais curtos, convexidade geodésica

em estrela, watersheds, conexidade fuzzy.
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Abstract

CHOQUE-MANSILLA, LUCY A. Image Foresting Transform with Non-smooth Connec-
tivity Functions: Adaptive Weights, Boundary Polarity, and Shape Constraints. 2014.

123 f. Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2014.

Segmenting an image consist in to partition it into relevant regions for a given application, as to
isolate an object of interest in the domain of an image. Segmentation is one of the most fundamental
and challenging problems in image processing and computer vision. It has played an important role,
for example, in neurology research, involving images of Magnetic Resonance (MR), for the purposes
of diagnosis and treatment of diseases related to changes in the anatomy of the human brain.

Segmentation methods based on the Image Foresting Transform (IFT), with smooth connec-
tivity functions, have optimum results, according to the criterion of path optimality described in
the original IFT paper, and have been successfully used in many applications as, for example, the
segmentation of MR images of 1.5 Tesla. However, these methods present a lack of boundary regula-
rization constraints and may produce segmentations with quite irregular and undesired boundaries.
They also do not distinguish well between similar boundaries with opposite orientations, and have
high sensitivity to the arc-weight estimation of the graph, producing poor results in images with
strong inhomogeneity effects.

In this work, we propose extensions of the IFT framework, from the theoretical and experimental
points of view, through the use of non-smooth connectivity functions for region-based interactive
image segmentation. The optimality of the new methods is supported by the maximization of graph
cut energies, or as the result of a sequence of paths optimizations in residual graphs.

We have as main results: The design of more adaptive and flexible connectivity functions, with
the use of dynamic weights, that allow better handling of images with strong inhomogeneity. The
use of directed graphs to exploit the boundary polarity of the objects in region-based segmentation,
and the use of shape constraints that help to regularize the segmentation boundary, by favoring
the segmentation of objects with more regular shapes. These advances were only made possible by
the use of non-smooth functions. Therefore, the main contribution of this work is the theoretical
support for the usage of non-smooth functions, which were until now avoided in literature, opening

new perspectives in the research of image processing using graphs.

Keywords: image foresting transform, non-smooth connectivity functions, interactive image seg-
mentation, graph-cut segmentation, shortest paths, geodesic star convexity, watersheds, fuzzy con-

nectedness.
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Capitulo 1

Introducao

Segmentar uma imagem consiste em particiona-la em regioes relevantes para uma dada apli-
cacao. Comumente, objetos de interesse devem ser isolados dentro do dominio da imagem, a fim
de permitir a obtencao de informagoes significativas para uma determinada aplicagao. Como con-
sequéncia, a segmentacgao da imagem tem muitas aplicagoes préticas, incluindo: percepcao autéonoma
de méaquina, reconhecimento de caracteres, inspecao industrial automatica e sistemas de controle de
trafego [Gonzalez e Woods (1992)]. Em publicidade, a segmentagio de imagens naturais é usada na
edicao de fotos e video, tal como para extrair objetos de primeiro plano de uma imagem e compd-los
em um novo fundo [Bai e Sapiro (2007)].

Em imagens médicas, a grande variedade de tecnologias de imagem (por exemplo, tomografia
computadorizada, tomografia por emissao de poésitrons, angiografia por ressonancia magnética, res-
sonancia magnética, ressonancia magnética funcional, SPECT, ultra-som) promoveu a pratica da
segmentagao de imagem na medicina [Bueno et al. (2001); Falcao et al. (1998); Li et al. (2006);
Suetens (2009); Toennies (2012)]. A anélise quantitativa de estruturas cerebrais, isoladas por téc-
nicas de segmentacdo, a partir de imagens de Ressonéncia Magnética (RM) tem desempenhado
um papel importante para a pesquisa em neurologia. Medidas de volume, textura e assimetria
de forma/textura podem ser utilizadas para relacionar alteragoes morfologicas com diversas do-
encas, sendo util nos seus diagnosticos e tratamentos [Bonilha (2004); Castellano et al. (2004);
Natsume e et al. (2003); Sandock et al. (2000); Suetens (2009); Toennies (2012)].

A segmentacao de imagem é um dos problemas mais fundamentais e desafiadores em proces-
samento de imagem e visdo computacional. Segmentagdo manual de imagens [Bonilha (2004);
Bonilha et al. (2003)] é uma tarefa extremamente demorada e tediosa, sensivel a subjetividade do
operador e sujeita a falhas em funcdo do cansago/fadiga. Por outro lado, técnicas de segmenta-
¢do automética geralmente tendem a apresentar algum tipo de erro, podendo até mesmo falhar
em circunstancias criticas. O conhecimento de alto nivel do usuério, sobre o dominio especifico da
aplicagao, é muitas vezes necessario em andlise de imagens médicas devido & presenca de estruturas
com bordas mal definidas, e na segmentagdo de imagens naturais, devido & sua natureza hetero-
génea. Como consequéncia, resultados cuidadosos e precisos de segmentacdo comumente requerem
consideravel assisténcia do usuério [Beucher e Meyer (1993); Bueno et al. (2001); Falcao e Bergo
(2004); Falcao et al. (2000); Kass et al. (1987); Protiere e Sapiro (2007)].

Matemaética Discreta fornece uma estrutura elegante para o processamento de imagens, sendo
rica em algoritmos eficientes, com provas de corretude. Como consequéncia, muitos métodos

de segmentagdo de imagem foram modelados como problemas de busca e otimizagdo em gra-
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fos [Couprie et al. (2010); Falcao et al. (1998, 2000); Grady (2006); Lézoray e Grady (2012);
Peng et al. (2011); W.Yang et al. (2010)]. Em tais abordagens, um grafo derivado da imagem ¢é
calculado e o usuario indica restri¢oes fortes, selecionando alguns dos seus vértices como sementes
(ou pontos de ancoragem de contorno) para o reconhecimento, enquanto que o delineamento sub-
sequente é realizado pelo computador em tempo interativo. O delineamento é calculado e exibido
através de uma particdo 6tima do grafo satisfazendo o conjunto fornecido de restrigdes. Correcoes
podem entdao ser realizadas pela adi¢do de novas sementes e/ou a remocao de sementes. Estes mé-
todos de segmentacao em grafos podem ser classificados como sendo baseados em borda ou regiao,
de acordo com a estratégia de representacao usada para segmentar os objetos.

Métodos por regiao sdao, em geral, preferiveis aos métodos por borda devido a sua facili-
dade de extensao para imagens multidimensionais. Vérios métodos de segmentacao por regido
podem ser derivados a partir de diferentes arcaboucgos principais, tais como bacia hidrogra-
fica (watershed) [Cousty et al. (2010); Roerdink e Meijster (2000); Vincent e Soille (1991)],
passeios aleatérios (random walks) [Grady (2006)], conexidade “fuzzy” (fuzzy connected-
ness) |Ciesielski et al. (2007); Udupa et al. (2002)], transformada imagem-floresta (IFT, image
foresting transform) [Falcio e Bergo (2004); Falcao et al. (2004)], e corte em grafo (graph
cuts) [Boykov e Funka-Lea (2006); Boykov e Jolly (2001)]. Estes arcabougos foram projetados de
acordo com diferentes critérios e fungoes objetivo para particdo do grafo.

As relagoes teodricas entre essas diferentes abordagens, em vista do grafo base comum, fo-
ram alvo de estudo em varios trabalhos recentes [Alléne et al. (2010); Audigier e Lotufo (2007);
Ciesielski e Udupa (2011); Ciesielski et al. (2011, 2012a); Couprie et al. (2010); Cousty et al.
(2010); Miranda e Falcao (2009, 2011)]. A Figura 1.1 mostra um diagrama dessas relagoes con-
forme proposto por Miranda e Falcao [Miranda e Falcao (2011)], onde cada método é representado
por um conjunto, e intersegoes/sobreposi¢oes indicam que, para qualquer imagem, os métodos po-
dem produzir sempre o mesmo resultado de segmentacao para alguma selecao apropriada dos seus

parametros.

KCC

sﬁrinking
problem

\ N
M .
THR Voronoi 12 norm Voronoi 11 norm

Figura 1.1: Representacdo esquemdtica das relagdes entre os métodos (RW - random walks, MF - min-
cut/maz-flow, DC - distance cut, IFT - image foresting transform, THR - thresholding, IRFC - iterative
relative-fuzzy connectedness, RFC - relative-fuzzy connectedness, AFC - absolute-fuzzy connectedness, PW -
power watersheds). Diagrama extraido de [Miranda e Falcao (2011)].
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No entanto, esses métodos na maioria dos trabalhos se restringem a grafos nao direcionados
(algumas excegbes sdo apresentadas nos artigos [Boykov e Funka-Lea (2006)] e [Singaraju et al.
(2008)]), também a qualidade dos seus resultados de segmentagdo, com minima intervenc¢ao do
usuario, depende fortemente de uma estimativa adequada dos pesos atribuidos as arestas do
grafo [Miranda et al. (2010)], e os métodos computacionalmente mais eficientes carecem de restri-
¢oes de regularizagao de borda [Ciesielski et al. (2007); Cousty et al. (2010); Falcao et al. (2004)].

Nesse trabalho apresentamos solucoes para esses problemas no arcabouco da transformada
imagem-floresta (IFT) [Falcao et al. (2004)] através de fungdes de conexidade nao suaves (FCNS).
As funcoes nao suaves compoem uma classe de funcoes de conexidade menos restrita, possibili-
tando configuracoes mais adaptativas para lidar com os problemas de inomogeneidade, polaridade
de borda, e restricoes de forma, conforme indicam os nossos estudos.

Historicamente, fun¢des de conexidade nao suaves foram evitadas, dado que os caminhos ge-
rados pela IFT com FCNS podem nao ter otimalidade garantida de acordo com a definigdo apre-
sentada em [Falcao et al. (2004)]. Estudos anteriores consideraram apenas o uso de FCNS, como
feue (Equacao 3.5 com adjacéncia 8-conexo), para calcular uma aproximacao da distancia Euclide-
ana [Falcao et al. (2002); Torres et al. (2004)], embora alguns outros estudos por Herman et al.
tém sugerido algumas outras vantagens praticas das FCNS no contexto da segmentacao de ima-
gens [Herman e Carvalho (2001); Miranda et al. (2008a)]. Observamos também que as fungoes de
conexidade usadas para reconstrucao superior local [Falcao (2009)] ndo sao suaves. Mais recente-
mente Strand et al. propuseram o método por Minimum Barrier Distance (MBD) [Strand et al.
(2013)], o qual, em cenarios digitais, leva a uma FCNS; que tem mostrado bons resultados em com-
paragoes empiricas. Também, em outros trabalhos recentes, foi provado que algumas FCNS levam
a resultados 6timos de acordo com outros critérios de otimalidade, como uma funcdo de energia
para perseguicao otima de bordas [Miranda ef al. (2011, 2012)]. Isso reacendeu as discussoes sobre
a pesquisa envolvendo FCNS.

A seguir, introduzimos os trés problemas principais que serdo abordados nesta dissertacao: O
uso de pesos adaptativos, a incorporagao da polaridade de borda via digrafos, e a eliminacao de

falsos delineamentos por restricoes de forma.

1.1 Pesos adaptativos

Nos métodos tradicionais de segmentacao [Beucher e Meyer (1993); Couprie et al. (2010);
Kass et al. (1987); Shi e Malik (2000); Wang e Siskind (2001)], a estimativa de peso dos arcos
é geralmente tratada como um simples processo incorporado, desconsiderando, em muitos casos, as
intervengoes do usuério. Ja em outros trabalhos [Saha e Udupa (2003); Saha et al. (2000)] uma
estimativa mais sofisticada é empregada de forma integrada, porém elevando consideravelmente a
complexidade dos métodos, com impactos no desempenho e/ou dificultando o seu entendimento.
Mais recentemente, atencao especial passou a ser dada ao processo de estimativa de pesos, com
artigos especialmente dedicados a esse topico [Ciesielski e Udupa (2009); Miranda et al. (2010)],
além de métodos com pesos mais bem elaborados [Boykov e Jolly (2001); Protiere e Sapiro (2007);
Rother et al. (2004); Spina et al. (2009)].

Alguns trabalhos consideram a estimativa dos pesos como uma etapa de realce, enquanto que

a partigao otima do grafo é dada em uma etapa de extra¢ao [Miranda et al. (2010); Spina et al.



4 INTRODUCAO 1.1

(2009)]. Informacoes de objeto extraidas dos marcadores (por exemplo, padrao de intensidade, cor)
sdo cruciais para a melhoria da qualidade da estimativa dos pesos das arestas [Boykov e Jolly
(2001); Miranda et al. (2010); Protiere e Sapiro (2007); Spina et al. (2009)]. Para tanto, é neces-
séria a selecao das caracteristicas dissimilares entre objeto e fundo que os distinguem, de modo a

real¢ar o maximo possivel suas bordas (Figura 1.2).

Figura 1.2: (a) Marcadores de realce selecionados pelo usudrio. (b) Mapa de pertinéncia do objeto obtido
por meio da classificacdo supervisionada “fuzzy”. (c) Imagem dos pesos das arestas, mostrando o realce obtido
na borda do objeto. Note que as transicées internas entre as listras foram enfraquecidas. (d) A extragao final
de uma unica zebra é obtida pela IFT diferencial, a partir de um novo conjunto de marcadores, explorando
a conexidade dtima no espago da imagem.

A informagao de distribuicdo de intensidade e cor dos objetos tem sido explorada de dife-
rentes formas: como pesos ligando os pixels a vértices terminais em um modelo de grafo esten-
dido [Boykov e Funka-Lea (2006); Boykov e Jolly (2001)], ou na propria defini¢do dos pesos in-
terligando pixels vizinhos [Miranda et al. (2010); Protiere e Sapiro (2007); Spina et al. (2009)].
Existem também variacoes com relacdo a politica adotada no tratamento de novas sementes sele-
cionadas pelo usuario para corrigir erros da segmentacao. Estas podem ser utilizadas ou nao para
recalcular os pesos das arestas do grafo. Alguns trabalhos recalculam os pesos [Boykov e Jolly
(2001)]; outros consideram o realce em uma etapa separada [Miranda et al. (2010); Spina et al.
(2009)], onde o usuario seleciona marcadores de treinamento (Figura 1.2); enquanto que outros usam
técnicas mais sofisticadas para automatizar a selecao de sementes relevantes para fins de treinamento
e realce, a partir do conjunto de marcadores fornecido pelo usuério [Spina et al. (2012)].

Todas opcoes apresentam seus proprios problemas: marcadores selecionados para corregoes lo-
cais, quando usados para recalcular pesos, podem gerar efeitos globais afetando outras regides que
ja estavam corretas, por outro lado, o uso de uma etapa de treinamento pode nao ser intuitivo para
muitos usuarios, enquanto que a tultima opcao simplifica a interface com o usuario, porém, ao preco
da maior complexidade do método (além de estar sujeita a falhas na selegdo automética).

Porém o maior problema dessas abordagens é que elas se baseiam geralmente em um mo-



1.1 PESOS ADAPTATIVOS )

delo tnico global da distribuicao de brilho, cor, ou textura de objeto e fundo, tal como histo-
gramas [Boykov e Jolly (2001)], mistura de gaussianas [Rother et al. (2004)], ou parti¢do do es-
paco de caracteristicas por meio de um classificador “fuzzy” [Miranda et al. (2010); Spina et al.
(2009)]. No contexto de imagens naturais, inomogeneidades sdo comuns, tal como resultado das
variagoes de luminosidade e sombras existentes. Logo, dificilmente objeto e fundo apresentam pa-
droes de cor e brilho caracteristicos globalmente separaveis, em fun¢do das sombras, entre outros
fatores (por exemplo, camuflagem de animais em cenas naturais, e heterogeneidade do fundo) (Fi-
gura 1.3). Consequentemente, essas abordagens podem muitas vezes requerer muita interacao do
usudrio [Peng et al. (2011)].

Figura 1.3: Imagens em que o objeto e o fundo tém cores muito semelhantes.

Problemas de inomogeneidade de campo também sido frequentes em imagens de ressonancia
magnética (RM) do cérebro humano (Figura 1.4). A inomogeneidade aumenta a sobreposigao entre
os padroes de intensidade de objeto e fundo, no espago de caracteristicas, dificultando a segmen-
tacdo de tecidos e demais estruturas cerebrais. Nesse contexto, técnicas especificas de correcao
de inomogeneidade podem ajudar a amenizar o problema [Axel et al. (1987); Brinkmann et al.
(1998); Sled et al. (1998)]; porém estudos com imagens de 3 Tesla mostram que méscaras iniciais
e cuidadosas de cérebro sdo necesséarias para melhorar os resultados da corre¢do de inomogenei-
dade [Boyes et al. (2008)]. No entanto, experimentos com imagens de 3 Tesla demonstram que
as méscaras obtidas por técnicas de skull stripping sao por sua vez também afetadas pela inomo-
geneidade de campo (Figura 1.5) [Cappabianco et al. (2012)], sendo dificil quebrar esse ciclo de
dependéncias. Ademais, essas correcoes nunca sao perfeitas' e muitas vezes a avaliacdo é conduzida
usando apenas benchmarking com imagens sintéticas [Banerjee e Maji (2013)].

No contexto de segmentacao interativa, uma possivel solugdo para o problema da heterogenei-
dade, a fim de superar as limitagdes impostas pelo uso de um unico modelo global de cores, seria
adotar multiplos modelos locais de cor/intensidade, sendo cada um especializado em uma determi-
nada regiao da imagem. Porém, teriamos o problema de como particionar a imagem em regioes,
além das preocupacoes relativas a consisténcia da segmentacao nas transi¢des entre regioes, de modo
a evitar variacOes abruptas nos resultados. Qutro problema seria o aumento da complexidade do
sistema.

Um recente método [Peng et al. (2011)] adota uma solucao alternativa semelhante. Nesse tra-
balho os modelos de cor do objeto e fundo sdo atualizados iterativamente com base em regides

vizinhas, evitando a interferéncia de regides distantes. Porém, muito do formalismo de otimalidade

! Experimentos mostram que métodos como, homogeneous unsharp masking (HUM) e nonparametric nonuni-
form intensity normalization (N3), causam alteragbes indevidas em imagens sem problemas de inomogeneidade,
enquanto que o comportamento esperado nesse caso para um método ideal de correcao seria conservar a imagem
inalterada [Banerjee e Maji (2013)].
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(d)

Figura 1.4: Ezemplo de inomogeneidade de campo. (a) As marcas amarelas +/& indicam regioes corres-
pondentes em diferentes tecidos dos hemisférios. A esquerda, as substdncias cinzenta e branca apresentam
valores de intensidade de 57 e 145, respectivamente, para os pontos marcados. Jd na regiao direita da imagem,
temos valores consideravelmente maiores, 109 e 221. (a-c) Variando as configuragées de brilho e contraste
é possivel melhor observar o problema. (d-f) Variagoes de brilho e contraste em uma fatia axial, revelando
a inomogeneidade.

Figura 1.5: Problemas resultantes da inomogeneidade em imagens de ressondncia magnética de 3 Tesla
que geram erros em técnicas automdticas padroes (Brain Extraction Tool (BET) [Smith (2002)] e
Clouds [Miranda et al. (2008b, 2009)] respectivamente).

inicial é enfraquecido nesse método, devido & combinacao heuristica e complexa de muitos fatores
na solucao adotada.

Nesse trabalho, visamos o desenvolvimento de métodos mais naturalmente adaptativos, e que
evitam muitas das complica¢des mencionadas anteriormente. Mais especificamente, visamos o estudo
de funcoes de conexidade nao suaves no arcabougo da transformada imagem-floresta (IFT, image
foresting transform) [Falcao e Bergo (2004); Falcao et al. (2004)].
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1.2 Polaridade de borda

Um problema em segmentacdo de imagens é a presenca de bordas similares pertencentes a
objetos muito préximos em uma imagem, que podem gerar resultados de segmentagao nao desejados.
Alguns métodos baseados em borda fazem uso da informacao da orientagao da borda do objeto
no arcabougo da IFT [Falcao et al. (2000)] para lidar com esse tipo de problema, favorecendo a
segmentacao em uma tunica dire¢do. Nesse trabalho, propomos métodos de segmentacao por regiao
que fazem uso da informacao da polaridade de borda do objeto por meio de funcoes de conexidade
nao suaves. Para isso, foi preciso estender a andlise teorica da IF'T por competi¢io de sementes (IFT-
SC) [Miranda e Falcao (2009)] para digrafos derivados da imagem, demonstrando a otimalidade

dos cortes orientados obtidos.

1.3 Restricoes de forma

Métodos baseados na transformada imagem-floresta [Miranda e Falcao (2009)] e simila-
res [Protiere e Sapiro (2007)] estdo entre os métodos em grafos computacionalmente mais eficientes,
porém, uma vez que esses métodos carecem de restrigcoes de regularizacao de borda, seus resulta-
dos muitas vezes apresentam aspectos irregulares indesejados. Outros métodos procuram contornar
essa limitacao incorporando em suas formulacoes alguma componente de regularizacao, como por
exemplo, a minimizagido de uma energia de tensdo na fronteira do objeto [Boykov e Jolly (2001);
Grady (2006)], porém ao prego de elevar a complexidade computacional, ou do prego de introduzir
um viés de encolhimento dos objetos.

Uma outra forma de tratar o problema é através da incorporacao de restrigoes de forma, como a
convezidade geodésica em estrela [Gulshan et al. (2010)]. Nesse trabalho, mostramos como é possi-
vel incorporar essas restrigdes na IFT, sem comprometer a complexidade do algoritmo, favorecendo

a segmentacao de objetos com forma mais regular.

1.4 Organizagao do Trabalho

No Capitulo 2 apresentamos conceitos bésicos e notagoes referentes a imagens digitais e teoria
de grafos, os quais serdo usados nos capitulos seguintes. A metodologia adotada usa a IFT, a qual
é apresentada no Capitulo 3. Nos demais capitulos sdo apresentadas as contribuigdes do presente
projeto. No Capitulo 4, apresentamos as fun¢oes de conexidade ndo suaves e propomos um diagrama
de classificagdo das mesmas [Mansilla et al. (2013a)]. No Capitulo 5 provamos algumas proprie-
dades tedricas para algumas regioes do diagrama, que contém algumas fungdes nao suaves que
demonstraram bons resultados no tratamento dos problemas de inomogeneidade para segmentacao
interativa [Mansilla et al. (2013a)]. No Capitulo 6 apresentamos algumas func¢oes nao suaves que
permitem a incorporacao da polaridade de borda na segmentacao pela IFT, resultando na técnica
de Segmentagao pela transformada imagem-floresta orientada(OIFT) [Mansilla e Miranda (2013a);
Miranda e Mansilla (2014)]. No Capitulo 7 apresentamos uma variacido do algoritmo da IFT que
permite a incorporacao de restri¢coes de forma de modo a favorecer a segmentacao de objetos com
forma mais regular, resultando na técnica de Segmentacao pela transformada imagem-floresta com
restrigoes de converidade geodésica em estrela (GSC-IFT) [Mansilla et al. (2013b)]. No Capitulo 8

mostramos que a restricao de convexidade geodésica em estrela, apresentada no capitulo anterior,
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pode também ser obtida mediante o emprego de funcoes de conexidade ndo suaves no arcabougo da
transformada imagem-floresta, além de permitir o tratamento simultaneo da polaridade de borda
(Capitulo 6), resultando na técnica da OIFT com restrigoes de converidade geodésica em estrela
(GSC-OIFT) [Mansilla e Miranda (2013b)]. Finalmente, no Capitulo 9 discutimos algumas conclu-
soes obtidas neste trabalho.



Capitulo 2

Conceltos

Nesta secdo sdo apresentados os conceitos bésicos e notagoes que serao usados ao longo do

documento. No entanto, leitores mais familiarizados podem ir diretamente para o Capitulo 3.

2.1 Imagem digital

Uma imagem digital ¢ um par (Z, f), onde Z é um conjunto de pontos do Z™ (dominio da
imagem ), denominados spels (space elements), e I é um mapeamento vetorial que associa a cada spel
t € Z um conjunto de m valores escalares I;(t), i = 1,2, ...,m, associados com alguma propriedade
fisica. O valor de n refere-se a dimensao da imagem e o valor de m ao nimero de bandas.

Por exemplo, uma foto colorida gera uma imagem com n = 2 e m = 3, onde I;(¢) com ¢ = 1,2, 3
representa os valores de luz refletida em ¢ € Z nos comprimentos de onda do vermelho, verde, e

azul, respectivamente.

2.1.1 Imagem em tons de cinza

Uma imagem [ = (Z,I) em tons de cinza (por exemplo, foto preto e branco, imagem de ultrasom,
fatia tomografica) e bidimensional (Z C Z?2) possui apenas uma banda I (m = 1), onde os spels
sao chamados pixels (picture elements). Essas imagens podem ser representadas na forma de uma
matriz de tamanho N x M pixels (N linhas e M colunas).

Os valores I(t) de cada pixel ¢ sao obtidos por amostragem e quantizagao de uma fun¢ao continua
I.(x,y) que descreve a propriedade fisica correspondente em uma dada regido do espago. No caso
de uma foto temos o brilho, e no caso de uma tomografia de Raios-X temos a densidade do tecido.

Valores altos sao apresentados na tela como pixels claros e valores baixos como pixels escuros.

Amostragem e resolucgao espacial

Cada pixel é amostrado a intervalos (A;, Ay) (por exemplo, A, = A, = 1mm). Quanto menor
for o intervalo de amostragem para uma mesma regiao do espago, maior serd a resolugdo espacial
da imagem. Observe que neste caso, o tamanho N x M da imagem também é maior, mas se uma

imagem tem mais pixels que outra, ndo implica que tenha maior resolugao.
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Quantizacao e resolugao radiométrica

Os valores de I.(z,y) amostrados sio quantizados em 2° niveis de cinza, onde b é chamado
profundidade da imagem em bits (por exemplo, b = 8, profundidade de 8 bits, significa 2% = 256
niveis de cinza). Quanto menor o intervalo da propriedade fisica A, correspondente a varia¢ao de

uma unidade da escala de cinza, maior é a resolucao radiométrica da imagem.

2.1.2 Imagem multidimensional

Uma imagem [ = (Z,I) em tons de cinza e multidimensional define dominio de amostragem
I C Z™ para n > 2. Por exemplo, uma sequéncia espacial de fatias tomograficas é uma imagem
tridimensional (n = 3), e uma sequéncia espacial e temporal de fatias tomograficas é uma imagem
tetradimensional (n = 4). No primeiro caso, os spels sao chamados de vozels (volume element). O
intervalo de amostragem ao longo do eixo temporal define a resolugao temporal da imagem. Quanto

menor o intervalo, maior é a resolucao.

2.1.3 Imagem multibanda

Uma imagem I = (Z,I) ¢ multibanda quando necessariamente I associa a cada spel ¢ mais de
um valor escalar, isto é, I;(t) onde i = 1,2,...,m com m > 1. Por exemplo, imagens de satélite com o
sensor Thematic Mapper, tém n = 2 e m = 7, as quais possuem bandas que correspondem a imagens
cinza obtidas nos comprimentos de onda do azul, vermelho, verde, infravermelho, infravermelho
proximo, termal, e ultravioleta. O intervalo de amostragem define a resolucao espectral. No caso de
um video colorido temos uma imagem multidimensional e multibanda, pois mistura espaco e tempo

para formar 3 dimensoes (n = 3) e cada quadro possui 3 bandas de cor (m=3).

2.1.4 Imagem de rétulos

A segmentacdo de uma imagem I = (Z, D ) baseada em regido pode ser vista como um ma-
peamento que associa para todo pixel ¢ € Z um inteiro L(t), denominado r6tulo, cujo valor é um
identificador unico de cada objeto (incluindo o fundo). Neste caso, a segmentacao ¢ dita hard porque
cada pixel t s6 pertence a um tnico objeto. Algumas abordagens estendem este conceito para fuzzy,
onde cada pixel t pertence a todos os objetos com diferentes graus de pertinéncia. A segmentacao
hard pode ser representada como uma imagem em tons de cinza L= (Z, L) chamada imagem de

rotulos.

2.2 Nocoes de grafos

2.2.1 Grafo

Um grafo G é um par (V,€), onde V é um conjunto finito nao vazio de wvértices (ou nds) e &
¢ um conjunto composto por pares de elementos distintos de V, denominados arestas. Usamos |¢|

para denotar o namero de arestas do grafo, e [V| é o nimero de vértices.
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2.2.2 Grafo direcionado

Um grafo G é direcionado (digrafo) ou orientado, quando o conjunto de arestas £ esta composto
de pares ordenados de elementos de V (isto &, as arestas (u,v) e (v,u) sdo consideradas distintas).
Caso contrario dizemos que o grafo é nao direcionado. Assim, uma aresta e = (u,v) é dita divergente
de u e convergente a v em digrafos, enquanto que, em grafos nao direcionados, a aresta e é dita

incidente a u e v.

2.2.3 Grafo ponderado

Um grafo G é ponderado, se possui valores (pesos) associados as arestas. Seja w(u, v) 0 peso asso-
ciado a cada aresta (u,v) € &, se w(u,v) = w(v,u) nos temos um grafo ponderado nao direcionado,

caso contrario o grafo é ponderado direcionado.

2.2.4 Subgrafo

Um subgrafo Go = (V2,&2) de um grafo G; = (V1,£1) é um grafo tal que Vo CVy e {& C &;. Se

Vo = V1 entdo Ga é chamado de subgrafo gerador ou subgrafo de espalhamento.

2.2.5 Relacao de adjacéncia

Uma relagao de adjacéncia A é uma relagdo binaria entre vértices no grafo GG. Assim, um vértice
v é adjacente a (ou vizinho de) um vértice u se existe uma aresta e € £ denotada por e = (u,v).
No entanto, a relagao de adjacéncia entre vértices pode ser nao simétrica (v pode ser ajacente a u
sem que u seja ajacente a v, ou seja (v,u) ¢ £). No caso de grafos ndo direcionados, a relagdo de
adjacéncia é simétrica.

Cada veértice u € V tem associado um conjunto de todos os vértices v adjacentes (vizinhos)
a ele, o qual define uma vizinhanca que pode ser representada como uma [lista de adjacéncias
A(u) ={v eV | (u,v) € £}, assim v € A(u) indica que o vértice v é adjacente a u em G. O ntimero
de vértices adjacentes a u define o grau dele, que serd denotado por grau(u), no caso de digrafos é

denominado grau de saida.

2.2.6 Caminho

Uma sequéncia de vértices (vg,v1,ve,...,vx) tal que (v;—1,v;) € € para i = 1,2,...,k, é de-
nominado caminho de vy a vy em um grafo G = (V,§). Diz-se entdao que vy alcanga ou atinge
vg. O valor de k£ é o comprimento do caminho, o qual estd formado por k + 1 vértices e k ares-
tas (vo,v1), (v1,v2), ..., (Vk—1,vk). Se todos os vértices do caminho sdo distintos, noés temos um

caminho simples ou elementar.

2.2.7 Ciclo

Um caminho (vg,v1,v9,...,v;) forma um ciclo, se v9 = v, e k > 3 no caso de grafos nao
direcionados. Se nenhum vértice do caminho ¢é repetido, com excecao do primeiro e do ultimo que
coincidem, também diz-se que o ciclo é simples ou elementar. Se o grafo ndo possui ciclos simples,

entdao o grafo é denominado aciclico.
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2.2.8 Grafo conexo

Um grafo G nao direcionado é conezo, se existe um caminho simples entre cada par de vértices
de G. Caso contrario o grafo G é dito desconezro. Os subgrafos maximais conexos de um grafo G

nao direcionado sao chamados de componentes conezos.

2.2.9 Arvore

Uma arvore é um grafo T' = (V,&) nao direcionado, conexo, e aciclico. Se uma arvore é um
subgrafo gerador de outro grafo, ela é denominada de drvore geradora ou de espalhamento. Uma
arvore é chamada de enraizada quando algum vértice v € V é escolhido como especial, o qual é

denominado raiz da arvore.

2.2.10 Floresta

Uma floresta é um conjunto de arvores. Também podemos dizer que todo grafo nao direcionado

aciclico, sendo ou nao conexo, é uma floresta.

2.2.11 Corte

Um corte (V',V —V’) de um grafo G = (V,£) nao direcionado é uma parti¢ao de V. Diz-se que,
uma aresta (u,v) € & cruza o corte (V',V — V'), se um de seus vértices pertence a V' e o outro

vértice pertence a V — V.

2.3 Grafos a partir de imagens

Uma imagem I = (Z,I) pode ser vista como um grafo G = (V,€), onde os vértices em V
correspondem aos spels em T e as arestas em £ sdo definidas por uma relagao de adjacéncia A; que,
em geral, depende das posicoes relativas dos spels (A é invariante a translacao), e opcionalmente
de outras propriedades locais da imagem (por exemplo, cor e gradiente), mas neste ultimo caso A
seria variante & translacao.

Por exemplo, considere a distdncia FEuclideana entre dois pixels p e ¢ denotada por d(p, q). Po-
demos considerar £ como sendo composto por todos os pares de pixels (p,q) € Z x Z tais que p # ¢
e d(p,q) < p, onde p é uma constante dada. Essas adjacéncias sdo chamadas de adjacéncias Eucli-
deanas, e correspondem a uma relagao simétrica e invariante a translacao. As Figuras 2.1(a), 2.1(b)
e 2.1(c) mostram alguns exemplos em 2D, para p = 1 temos uma vizinhanca 4 e para p = v/2 temos
uma vizinhanga 8. Na Figura 2.1(d) podemos observar um exemplo para o caso 3D com p =1, 0
qual corresponde a uma vizinhanca 6.

Do exemplo anterior temos que A pode ser armazenada em uma tinica estrutura que guarda os
deslocamentos relativos dz e dy, ou seja, ¢ —p € {(dz[i],dyli])}, parai = 0,1, ...,|A(p)| — 1. No caso
3D também temos dz. Por exemplo, na Figura 2.1(a) um pixel ¢(x1,y1) é adjacente a um outro

pixel p(z2,y2) se e somente se ¢ —p = (z1 — 2,y1 — y2) € {(~1,0),(0,-1),(1,0),(0,1)}.
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Figura 2.1: Adjacéncias Buclideanas: caso 2D com raio (a)p =1, (b) p=+/2, (¢) p=+/5, e caso 3D com
raio (d) p=1.

2.4 Objeto

Um objeto na imagem I= (Z, I ) € um subconjunto de Z formado por um ou mais componentes
conexos. Uma borda de objeto é um conjunto de pixels do seu interior que possui ao menos um
pixel adjacente no exterior. Assim, um objeto pode ser representado por suas bordas ou pelos pixels

que compodem seu interior.

2.5 Avaliacao do desempenho entre métodos de segmentacao

2.5.1 Acuracia

O desempenho de um método pode ser definido de véarias formas, como por exemplo: acurécia,
tempo de execucdo, entre outros. A acurdcia é o grau de proximidade entre o resultado obtido e o
valor verdadeiro. Na literatura existem diferentes medidas de acuracia, pois ainda nao existe uma
medida universal que seja melhor para todos os casos de avaliagao [Stehman (1997)]. Geralmente, as
medidas de acuracia possuem valores em um intervalo de [—1,1] ou [0, 1], onde 0 ou —1 representam
a pior acurécia, sendo isso o caso de imagens incompativeis, e 1 mostra a melhor acuracia, para o
caso de imagens absolutamente similares.

Neste trabalho fazemos uso do Coeficiente de Dice [Dice (1945)] para avaliar a acu-
racia dos métodos de segmentacdo de imagens, também conhecido como F-score ou F-
measure [Labatut e Cherifi (2012); Rauber et al. (2013); van Rijsbergen (1979)], Coeficiente de
similaridade de Sgrensen [Sorensen (1948)] e Indice de acurdcia média de Hellden [Hellden (1980)].

O Coeficiente de Dice esta representado pela seguinte relacao:

21 XY

D
[ X]+ 1Y

(2.1)

ou

. axny
D= Iy Uy (22

onde X representa o conjunto de pixels rotulados como objeto na segmentagao pelo método ana-
lisado e Y representa os pixels rotulados como objeto na imagem esperada, isto é, a segmentagao

ideal para uma imagem, conhecida como gabarito da imagem, a qual é uma imagem binaria (branco
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no objeto e preto no fundo) geralmente obtida mediante uma segmentagao manual.

Por exemplo, consideremos uma imagem (Figura 2.2(a)) com gabarito conhecido (Figura 2.2(b)),
cujo resultado da segmentacao por um método especifico M; é a imagem da Figura 2.2(c). Calcu-
lando o valor do coeficiente de Dice (Equacao 2.1) para o resultado da segmentacao pelo método

M e o gabarito da imagem avaliada temos:

oo 2034
42 4+ 40
D = 083 (2.3)

o qual representa o valor da medida da acuracia para o método M.

() ()

Figura 2.2: Exemplo de segmentagdo pelo método My para uma imagem de avalia¢io (a), com gabarito
conhecido (b), cujo resultado da segmentacao (c) apresenta diferentes conjuntos que representam pizels do
objeto corretamente rotulados (VP — verdadeiros positivos), pizels do fundo corretamente rotulados (VN —
verdadeiros negativos), pizels do fundo incorretamente rotulados (FP-falsos positivos), e pizels do objeto
incorretamente rotulados (FN-falsos negativos).

Também, na Figura 2.2(d), podemos observar que o resultado da segmentagao apresenta conjun-
tos de pixels rotulados incorretamente (erro da segmentagao), os quais sdo conhecidos como falsos
positivos (FP) e falsos negativos (FN), de modo que os pixels corretamente rotulados como objeto
e fundo sao chamados de verdadeiros positivos (VP) e verdadeiros negativos (VN) respectivamente.
Esses conjuntos podem ser visualizados em uma matriz de confusao (Figura 2.3), onde se o pixel no
gabarito da imagem é positivo (pertence ao objeto) e é rotulado como positivo na imagem obtida
pela segmentacdo por um método especifico, entdo temos um verdadeiro positivo; se 0 mesmo é
rotulado como negativo (pertence ao fundo), temos um falso negativo. Se o pixel no gabarito da
imagem é negativo e é rotulado como negativo, entdo temos um verdadeiro negativo; e caso seja
rotulado como positivo temos um falso positivo.

Considerando a matriz de confusdo, o coeficiente de Dice também pode ser expressado pela
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Imagem obtida da segmentacao
Objeto Fundo

(positivo) (negativo)
(1]
T Objeto vP FN
3 | (positivo) verdadeiro positivo falso negativo
%g corretamente segmentado como objeto incorretamente ndo segmentado como objeto
85
£®
52| Fundo FP VN
& (negativo) falso positivo verdadeiro negativo
g incorretamente segmentado como objeto corretamente ndo segmentado como objeto

Figura 2.3: Matriz de confusdo.

Equagao 2.4 (F-measure).

2|V P|

D
2|VP|+ |FN|+ |FP|

(2.4)

Para avaliar a acuracia de diferentes métodos de segmentacao, calculamos o coeficiente de Dice
para cada um deles e comparamos seus resultados para ver qual deles apresenta a maior acuracia.
Na segmentagdo interativa de imagens precisamos de marcadores para realizar as segmentacoes.
A fim de obter uma avaliacio o mais imparcial possivel, e passivel de reprodutibilidade, consi-
deramos procedimentos autométicos de selecao de marcadores. As duas abordagens comumente
adotadas na literatura sao marcadores obtidos pela erosdo do objeto e fundo no gabarito da ima-

gem [Sinop e Grady (2007)], e marcadores obtidos via um usudario robd [Gulshan et al. (2010)].

2.5.2 Marcadores escolhidos por erosao do gabarito

Como temos visto até agora, para obter o valor da acuricia de um método especifico para uma
dada imagem, precisamos do gabarito dessa imagem e da imagem binaria resultante da segmentacao.
Dado que nosso interesse é a segmentacao interativa, precisamos de marcadores. Uma forma de
obter os marcadores é realizando a erosao do objeto presente no gabarito da imagem e a erosdo do
complemento da imagem do gabarito (fundo) com o objetivo de obter os marcadores do objeto e
fundo respectivamente [Sinop e Grady (2007)]. Isto ¢, os marcadores do objeto serao representados
pela borda do objeto erodido no gabarito da imagem e os marcadores do fundo serdo representados
pela borda do fundo erodido (Figura 2.4). A magnitude do raio de erosdo nao precisa ser a mesma
para o objeto e fundo, sendo possivel usar raios de erosao assimétricos, a fim de ndo gerar sementes
equidistantes da borda, pois este tipo de cenario pode favorecer alguns métodos, viesando a analise.

Para comparar o desempenho de véirios métodos, podemos fazer uso de uma curva de acurdcia,
obtida variando o pardmetro de raio. Por exemplo, o grafico ilustrativo da Figura 2.5 mostra as
curvas de acuracia, para raios de erosao simétricos, de dois métodos de segmentacao hipotéticos
(M e Ms). Do mesmo grafico podemos observar que o método My apresenta melhor acuracia do
que o método M7, uma vez que sua curva se encontra mais acima no grafico. Outro ponto a ser
observado é que, em geral, a medida que o raio de erosdao aumenta a acuricia diminui, em fungao

do aumento da regidao a ser rotulada.
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(b)

borda do fundo erodido | marcadores para o fundo |

| borda do objeto erodido | | marcadores para o objeto
(c) (d)

Figura 2.4: Exzemplo de marcadores escolhidos por erosao do gabarito: (a) Imagem a segmentar. (b) Gabarito
da imagem. (c¢) Bordas do objeto e fundo erodidos com raio = 15 pizels. (d) Marcadores resultantes.

—— Método M,

0.9 AN ---' Método M,

0.8

0.7

Coeficiente de Dice

0.6

0.5

Raio de erosao (pixels)

Figura 2.5: Fxemplo de curvas da acurdcia para os métodos hipotéticos My e Mo fazendo uso de marcadores
obtidos pela erosao do gabarito com diferentes valores de raio de erosao.

A vantagem desse tipo de abordagem é que ela garante que todos os métodos sao avaliados com

base nas mesmas sementes.
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2.5.3 Marcadores escolhidos por um usuario robd

Uma outra forma de obter os marcadores para segmentar as imagens com um método determi-
nado é fazendo uso de um usuério rob6 [Gulshan et al. (2010)], o qual simula o comportamento
de um usudrio humano para a segmentacgdo interativa de imagens. Para o caso de uma imagem
2D, inicialmente o usuério robd coloca marcadores circulares no objeto e fundo em pontos mais
distantes da borda do objeto e do fundo respectivamente, com base no gabarito da imagem. Feito
isso, a segmentagao é calculada e as regides incorretamente segmentadas sao identificadas (falsos
positivos e falsos negativos). A maior componente conexa de erro é selecionada para colocar um
marcador do objeto adicional caso a componente seja um falso negativo ou um marcador do fundo
caso se trate de um falso positivo, de modo que o novo marcador é colocado no ponto mais distante
da borda do componente para atualizar a segmentacao. O procedimento se repete nas iteragoes
sucessivas gerando uma curva de acuricia.

Apesar de essa abordagem simular melhor um ambiente interativo, ndo temos a garantia que as
sementes usadas s@o as mesmas, quando comparamos diferentes métodos de segmentagao.

Um exemplo do comportamento do usuério rob6 é mostrado na Figura 2.6.
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Figura 2.6: Ezemplo de marcadores escolhidos por um usudrio robd para a mesma imagem da Figura 2.4(a):
Em (a) o usudrio robé identifica os pontos mais distantes da borda do objeto e fundo considerando o ga-
barito da imagem. Em (b) sdao mostrados os marcadores colocados pelo usudrio robé na imagem. Em (c) a
borda verde representa o resultado da segmentacio na primeira iteragio. Em (d) e (g) o robd identifica as
regioes incorretamente segmentadas, isto €, as regioes em azul representando os falsos positivos (FP) e as
regioes em vermelho representando os falsos negativos (FN). Em (e) o robé coloca um novo marcador na
maior componente conexa. Isto é, um marcador do fundo na regido azul. Em (f) é mostrado o resultado da
segmentag¢do com o marcador adicional (sequnda itera¢ao). Em (h) o robé coloca um marcador do objeto
na regigo em vermelho (maior componente conexa). Em (i) temos o resultado da segmentacdo na terceira
iteragao.



Capitulo 3
Transformada imagem-floresta

A metodologia proposta estd baseada na transformada imagem-floresta (IFT, Image Foresting
Transform), a qual é uma ferramenta geral para modelar, implementar e avaliar operadores de
processamento de imagens 2D /3D baseados em conexidade.

A TFT unifica e estende varias técnicas de andlise de imagens que, muito embora baseadas
em conceitos similares, sdo normalmente apresentadas como métodos nao relacionados. Ela reduz
o problema de processamento de imagem (por exemplo, filtragem [Falcao et al. (2001)], segmen-
tacao |Falcao e Bergo (2004); Miranda et al. (2011); Spina et al. (2012)], representagao de for-
mas [Falcao e da Cunha (2001)]) ao célculo de uma floresta de caminhos 6timos (custo minimo ou
forga de conexidade maxima) no grafo derivado da imagem, seguido de um processamento adequado
de seus atributos.

Neste capitulo, nés apresentaremos a IFT de modo mais especifico para o problema de segmen-

tacao baseada em regioes.

3.1 Definicao

Na IFT uma imagem 2D /3D pode ser vista como um grafo G = (Z,&) onde os nos/vértices sao
os pixels/voxels da imagem no seu dominio Z C Z" e as arestas sdo os pares de pixels (s,t) € &
definidos por uma relacao de adjacéncia A (por exemplo, vizinhanca 4 em 2D, ou 6 em 3D). Cada
aresta (s,t) € £ pode ter um peso w(s,t) > 0 associado, que pode ser dado por uma medida de
dissimilaridade entre os pixels s e ¢t (por exemplo, w(s,t) = |I(t) — I(s)| para uma imagem com
um s6 canal, com valores dados por I(¢)). Um caminho simples 7; nesse grafo é uma sequéncia de
pixels distintos e adjacentes com término no pixel £. Todos os caminhos considerados nesse trabalho
sdo caminhos simples, isto é, caminhos que passam por cada vértice ndo mais que uma vez. Assim,
usamos a notagao m; = (t) para indicar um caminho composto por um tnico vértice, denominado
caminho trivial, e Ty = 75 - (s,t) para indicar a extensao de um caminho 7, com término em s, por
uma aresta (s,t) € ¢ (Figura 3.1(a)). Cada caminho m; possui um valor de conexidade (ou custo)
f(m) associado, definido por uma fung¢ao de custo de caminho f, que normalmente depende de
propriedades locais da imagem, tais como cor, gradiente, e posi¢ao do né ao longo do caminho.

No framework da IF'T consideramos um mapa de predecessores que é uma fungdo P que associa
a cada pixel t € Z algum outro pixel adjacente em Z, ou um marcador distinto nil ¢ Z. Nesse ultimo
caso t € dito ser uma raiz do mapa (Figura 3.1(b)). De modo que uma floresta de espalhamento é um

mapa P de predecessores o qual nao contém ciclos, ou seja, aquele que leva todo pixel para nil em

19
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um numero finito de iteragoes (Figura 3.1(c)). Assim, para qualquer pixel ¢t € Z, a floresta P define

um caminho induzido 7{ recursivamente como (t), se P(t) = nil, e 7" - (s,t) se P(t) = s # nil.

2

@ - (b) - ©

Figura 3.1: (a) Extensio de um caminho 75 pela aresta (s,t). (b) Grafo de vizinhanga-4 mostra um caminho
7t (linha pontilhada) representado no sentido inverso onde P(t) é o nd predecessor de t e R(mt) € o pizel
raiz/origem do caminho m; (¢) Floresta de espalhamento P com dois nds raizes, 1 e 7o.

3.1.1 Funcao de conexidade

Uma funcdo de conexidade f associa a qualquer caminho 7y no grafo G = (Z,£) um valor de
custo f(m), em algum conjunto totalmente ordenado F' de valores de custo, sendo que o seu inverso
indica a forca de conexidade entre o pixel ¢ e 0 no raiz do caminho R(m;). Usualmente f é baseada
nos pesos das arestas que compdem o caminho.

Os exemplos mais comuns de fun¢oes de conexidade sao as fungoes fsym € fmax, @S quais sao
definidas pelas Equagoes 3.1 e 3.2 respectivamente, onde (s, t) € &, 75 € qualquer caminho terminado
em s, H(t) é um custo inicial (handicap) fixo para qualquer caminho iniciando em ¢, e §(s, t) é algum

peso nao negativo associado a aresta (s,t).

feum((t)) = H(t)
fsum(ﬂ-s'<5at>) = fsum(ﬂ's) + 5(Sat)a € (31)

fmax((t)) = H(t)

fmax(ms - (s,t)) = max{ fiax(ms),w(s,t)} (3.2)

Usualmente o valor do custo inicial H(t) é dado pela Equacao 3.3, onde S C Z é o conjunto de

pizels sementes.

400 , caso contrario

H) = {0 ,seteS (3.3)

De modo geral, as fungoes fsym € fmax pertencem a uma classe de fun¢ées denominadas mono-

tonicamente incrementais (MI), as quais satisfazem as seguintes expressoes:

fmi((t)) = H(t)
fmi(ﬂ's'<svt>) = fmi(ﬂ-s) © ($7t)7 (3'4)
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onde H(t) é arbitrario e ® : F' x £ — F' é uma operagao binaria que satisfaz as condigoes:
(M1) 2’ >z = 2" © (s,t) > 2O (s,1),
(M2) z© (s, t) >z

para z,2’ € F e quaisquer arestas (s,t) € £&. Uma caracteristica essencial deste modelo de fungéo é
que ® depende apenas do valor de custo do caminho 74, e ndo de qualquer outra propriedade deste
caminho.

As fungoes fsum € fmax s30 exemplos de fungdes MI que podem ser usadas em operagoes de
filtragem e segmentacgao de imagem, representacao e descri¢ao de objetos, e classificacao de padroes
usando caminhos dtimos no grafo G.

Alguns operadores requerem fungoes mais gerais que as fungoes MI. Este é o caso da funcao
feue usada em problemas que envolvem a transformada de distancia Euclideana, a qual é definida

comao:

feue((t)) = { 0 ,seted

400 , caso contrario

feuc(ﬂ-s : <5’t>) = ||t - R(ﬂ-s)”? (35)

onde (s,t) € £, ms é qualquer caminho terminado em s, R(ms) é o pixel inicial do caminho 7, e

S C 7 é um conjunto de sementes.

3.1.2 Caminho 6timo

Seja II(Z,&,t) o conjunto de todos os caminhos possiveis no grafo G = (Z,£) com destino em
t. Um caminho m; é 6timo se f(m) < f(m}) para qualquer outro caminho 7} € II(Z,&,t), ou seja,
qualquer outro caminho com o mesmo destino de 7, independentemente da sua origem.

O valor V (t) de um caminho 6timo para cada pixel ¢t € Z é definido unicamente como:

V(it) = min )} 3.6
(t) men(z,&t){f( 1)} (3.6)

A transformada imagem-floresta para um grafo G = (Z,§), e para uma funcao de custo apropri-
ada f, associa um caminho 6timo m; para cada pixel ¢ € 7 tal que uma floresta P de caminhos 6timos
¢ obtida (uma floresta P de espalhamento onde todos os caminhos induzidos 7} sio 6timos). No
entanto, f deve ser suave, caso contréario os caminhos gerados podem nao ser 6timos [Falcao et al.

(2004)].

3.1.3 Funcao de conexidade suave

O artigo original da IFT [Falcao et al. (2004)] estende o algoritmo de Dijkstra para uma classe
de fung¢bes mais gerais de custo, conhecidas como fung¢des suaves, que satisfazem as seguintes con-

digoes.
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Uma fungao de custo f é suave se para todo n6 (pixel) ¢ € Z, existe um caminho 6timo m; que

¢ ou trivial, ou tem a forma 7 - (s,) onde:

(C1) f(ms) < f(m),
(C2) 7, é 6timo,
(C3) 74 é 6timo, e para qualquer caminho 6timo 7, f(7) - (s,t)) = f(m) L.

Qualquer caminho 7} induzido por uma floresta de caminhos 6timos P & um caminho dtimo

completo conforme & seguinte definicao.

3.1.4 Caminho 6timo completo

Um caminho 7, = (1,12, ..., t,) € 6timo completo se todos os caminhos 7y, = (¢1,t2, ..., ;), para

i=1,2,...,n, sdo caminhos 6timos.

3.2 Segmentacao por competicao de sementes

Na segmentacao via transformada imagem-floresta por competicao de sementes (IFT-SC, IFT
Segmentation by Seed Competition), consideramos dois conjuntos de sementes, um conjunto S, de
sementes internas composto por pixels selecionados dentro do objeto (o, object) e um conjunto
Sy de sementes externas composto por pixels selecionados dentro do fundo (b, background), onde
S, NSy = (0. Neste paradigma, as sementes internas (S,) e externas (Sp) competem por seus pixels
mais fortemente conexos, de modo que a imagem é particionada em duas florestas de caminhos
6timos, uma enraizada nas sementes internas, definindo o objeto, e outra enraizada nas sementes
externas, representando o fundo [Miranda e Falcao (2009)].

O resultado da segmentacao é dada pela imagem rotulada L, a qual é definida por:

L) - { 1 se R(nl) € Sy, (37)

0 caso contrario.

onde 7 é um caminho 6timo com término no pixel ¢ obtido de P.
Por questoes de eficiéncia, o algoritmo da IFT (Algoritmo 1) ja propaga os rétulos das raizes

(sementes) para todos nos do grafo G, durante a sua execugao.

3.2.1 Algoritmo geral da IFT

O algoritmo da IFT é essencialmente o procedimento de Dijkstra para o célculo de caminhos
de custo minimo [Ahuja et al. (1993); Dijkstra (1959)], ligeiramente modificado para permitir
fontes miltiplas e funcao mais geral de custo, isto é, obtém uma floresta de caminhos 6timos P

minimizando uma funcao de custo suave f.

! A condigdo C3 apresentada corresponde 4 interse¢io das condigdes originais C2 e C3 de Falcio et al. (2004),
com o fim de manter mais facil o diagrama de classificagdo proposto no Capitulo 4. Note que o fato de estarmos
repetindo a condigdo “‘ms é 6timo” em C3 nao afeta a definicdo de suavidade.



3.2 SEGMENTACAO POR COMPETICAO DE SEMENTES 23

Algoritmo 1 - ALGORITMO GERAL IFT

ENTRADA: Imagem I= (Z, D ), adjacéncia A, conjuntos S, e S, de sementes, e funcdo de custo suave
f.
SATDA: Floresta P de caminhos 6timos, mapa V de custos minimos e mapa. L de rétulos.

AUXILIARES: Fila @ de prioridade, variavel tmp, e um array estado do né.

1. Paracadatec S,, faca L(t) «+ 1

2. Paracadatc Sy, faca L(t) < 0

3. ParacadatcZ, faca

4. P(t) «nil e V(t) « f((t)).

5. estado(t) < 0.

6. L Se V(t) # +o0, entdo insira t em Q.

7. Enquanto Q # 0, faca

8. Remova s de Q cujo valor V(s) é minimo.

9. estado(s) < 1.

10. Para cada t € A(s), tal que estado(t) =0, faca
11. Calcule tmp < f(rl - (s,t)).

12. Se tmp < V(t), entdo

13. L Se V (t) # 400, entdo remova t de Q.
14. L Fuaga P(t) < s, V(t) < tmp, L(t) < L(s) e insira t em Q.

O Algoritmo 1 define os rotulos como L(t) = 1 para todo t € S, e L(t) = 0 para todo t € S
(Linhas 1 e 2). Nas Linhas 3 a 5, para todos os caminhos triviais inicializa os mapas de predecessores
(P) e de custos (V), e o estado do n6. Na Linha 6, todos os candidatos a raizes (sementes) sao
inseridos na fila Q).

O lago principal (Linhas 7 a 14) calcula os caminhos 6timos, de modo que em cada itera¢do um
caminho 7 de valor minimo é obtido em P quando removemos seu tltimo né s de @ (Linha 8).
O resto de linhas (Linhas 9 a 14) calculam e propagam caminhos melhores para os nos adjacentes,
seguindo uma ordem nao decrescente de valores de custo e aplicando a seguinte regra de expansao:
Se f(xl - (s,t)) < f(xF) (Linha 12), entdo n} é trocado por w! - (s,t) (Linha 14), ou seja, o

algoritmo avalia se o caminho 77" - (s, ) que alcanga t por meio de s é mais barato do que o caminho
atual 77 em P e atualiza P(t), V(t), L(t) e Q adequadamente.

3.2.2 Exemplo de segmentacao

Um exemplo de segmentacao baseada em regiao usando a IFT é apresentado na Figura 3.2. Os
marcadores S, e Sy sao colocados na imagem para indicar pixels do objeto e fundo respectivamente.
A funcdo fiax € escolhida com H(t) = 0, para t € S,|JSy, H(t) = +oo caso contrario. O peso
w(s,t) das arestas é calculado de forma a ser o maior possivel na borda do objeto desejado em
relacdo aos pesos que estao dentro e fora do objeto. Os marcadores S, e S, competem entre si e a
imagem é dividida em duas florestas de caminhos 6timos, onde o objeto é definido pela floresta de
caminhos 6timos com raizes nos marcadores internos.

Na Figura 3.3 podemos observar o processo ordenado de crescimento de regides a partir de

sementes em S para um objeto simples usando a mesma funcao fua.x € regras de inicializagao.
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Figura 3.2: Ezemplo de segmentacdo com dois marcadores, o marcador S, interno representa o objeto e
o marcador Sy o fundo. Em (a) sao mostrados caminhos 6timos para pizels internos, como o caminho de
S, até a, e pixels externos, como o caminho de Sy, até b. As linhas pontilhadas representam caminhos nao
étimos. Em (b) € mostrada a borda entre as florestas dtimas interna e externa.

3.2.3 Zonas de empate

Na IFT, uma floresta P de caminhos 6timos pode nao ser tnica, o que representa um problema
de ambiguidade das florestas 6timas [Falcao et al. (2004)]. Por exemplo, se duas ou mais raizes
(sementes) alcangam um pixel ¢ por meio de caminhos 6timos com mesmo custo, entdo mais de
uma floresta poderia ser 6tima. Empates entre caminhos m; e 7} a partir de sementes s; = R(m) e
s9 = R(m};) com mesmo rotulo ({s1, s2} C S, ou {s1, s2} C Sp) ndo representam um problema, pois
eles levam ao mesmo resultado de segmentacgao, sendo qualquer solucao satisfatéria. No entanto,
empates entre caminhos a partir de sementes com diferentes rotulos representam zonas de empate
reais. Considerando esse tltimo caso, podemos dizer que um pixel ¢ é um pizel de empate se existem
dois caminhos 6timos completos m; e 7 tal que R(m) € Sp e R(m;) € S,. Assim, uma zona de
empate é um conjunto maximal 7 de pixels de empate, o qual forma uma subédrvore em alguma
floresta de caminhos 6timos [Miranda e Falcao (2009)].

A Figura 3.4(d) mostra um exemplo de zonas de empate, onde os pizels de empate sdo aqueles
dentro das regioes pontilhadas. Na Figura 3.4(b), os pixels que apresentam bordas pontilhadas sao
raizes de subarvores de caminhos 6timos compostas por pizels de empate. Uma forma de realizar
a partigao dessas regides ambiguas é usando uma politica de desempate [Falcao et al. (2004)], ou

associando um rotulo fixo (1 ou 0) para todas as zonas de empate (Figuras 3.4(b) e 3.4(c)).

3.2.4 Politicas de desempate

O algoritmo da IFT (Algoritmo 1), na Linha 12, resolve parcialmente o problema de ambigui-
dade das florestas 6timas, decidindo sempre pelo primeiro caminho com menor custo que alcanca
um dado pixel, impedindo de atribui-lo a qualquer outro caminho de mesmo custo que o alcance
posteriormente. Assim, a inica ambiguidade restante (pixels distintos alcangados por caminhos 6ti-
mos de mesmo custo) dependera da politica de desempate adotada na implementagao da fila @ de
prioridade.

A fila @ de prioridade segue uma politica First-In-First-Out (FIFO), se escolhemos o primeiro
pixel que entrou nela (Figuras 3.5(a) e 3.5(c)). Se escolhemos o ultimo pixel que entrou em @,
nos temos uma politica Last-In-First-Out (LIFO); neste caso o algoritmo também devera selecio-
nar sempre o ultimo caminho 6timo encontrado, para preservar consisténcia no caso de empates,

alterando o sinal de estritamente menor na Linha 12 para < (Figuras 3.5(b) e 3.5(d)).
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Figura 3.3: Ezxemplo de segmentagio pela IFT com a fung¢ao suave fumax: (a) Um grafo com adjacéncia
4-conexo e sementes S = {s1,s2}. Os nimeros exibidos dentro dos nds representam os valores do mapa V
de custos. (b)-(f) Floresta nas 5 primeiras iteragoes. (g) 8, (h) 9, (i) 12, (j) 13, (k) 18, (1) 25 iteracoes.

Note que na politica FIFO, a zona de empate serd particionada entre as arvores das raizes
que a atingem, enquanto que, no caso da politica LIFO, os pixels da zona de empate serao todos

associados a uma mesma. arvore.
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Figura 3.4: Em (a) é considerado um grafo de vizinhanga-4 com uma semente que representa o objeto (s1)
e uma semente representando o fundo (s2). Em (b) e (¢) sao mostradas duas possiveis florestas de caminhos
dtimos usando a funcdao de custo fmax (Equagdo 3.2). Os nimeros dentro dos nds indicam os valores dos
caminhos étimos (Equagdo 3.6) Em (d) duas zonas de empate com valores de 4 e 7 sio mostradas com linhas
pontilhadas. O pizel p com valor 5 nao € um pizel da zona de empate, pois este € rodeado sem ambiguidade
por uma mesma zona de influéncia (preta).
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Figura 3.5: Ezemplos de politicas de desempate para uma mesma funcdao de custo, restrito a dois pixels
sementes representados pelos nds maiores. (a) Politica FIFO e adjacéncia 4-conezxo. (b) Politica LIFO e
adjacéncia 4-conexo. (¢) Politica FIFO e adjacéncia 8-conexo. (d) Politica LIFO e adjacéncia 8-conezo.
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Capitulo 4

Funcoes de conexidade nao suaves e sua

classificacao

Como mencionado no Capitulo 3, o artigo original da IFT s6 garante resultados 6timos para o
caso de fungoes de conexidade suaves [Falcao et al. (2004)]. No entanto, alguns outros trabalhos
mostraram posteriormente que as fungoes de conexidade nao suaves (FCNS) podem ter resultados
6timos segundo outros critérios de otimalidade [Miranda e Mansilla (2014); Miranda et al. (2012)],
motivo pelo qual um estudo teérico sobre elas é importante. Nesse capitulo iniciamos a analise das

funcoes nao suaves do ponto de vista tedrico e apresentamos uma classificagao formal delas.

4.1 Definicao

Como definido no capitulo anterior, uma funcdo de conexidade é suave se cumpre as condicoes
de suavidade C1, C2, e C3 (Subsecao 3.1.3); se a0 menos uma delas néo é satisfeita, a fun¢ao é nao
suave.

A fim de examinar mais detalhadamente as diferentes classes de FCNS, também avaliamos as

funcoes em relacao a condi¢ao C4, a qual definimos a seguir:

Defini¢ao 1 (Condigdao C4) Uma fun¢ao de custo f satisfaz a condi¢ao C4. Se, para qualquer
no s € L, a sequinte condi¢ao € verificada Yt € A(s):

/

1), entao nds temos

1. Para quaisquer caminhos s e w, com destino em s, se f(ms) = f(m

f(ﬂ's ’ <37t>) - f(ﬂ-é ’ <$7t>)'

4.2 Classificacao

Baseados nas condigoes de suavidade (Subsecgao 3.1.3) e considerando também a nova condigao
C4, nos avaliamos diferentes FCNS, apresentando uma classificacao delas em relacdo as fungoes
suaves, de acordo com o diagrama da Figura 4.1 (proposto em [Mansilla ef al. (2013a)]). No Apén-
dice A definimos as fun¢oes fs~max; /15 fmax|a1), S50 |a1p, f1, € lzezmax; incluindo uma prova formal
da classificagao aqui apresentada no diagrama. As fungoes f&kag(, for IS, fiws € fou foram estudadas
em [Mansilla e Miranda (2013a); Miranda e Mansilla (2014); Miranda et al. (2012)].
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FS max

¢ fmax|AI|

“fxian

Figura 4.1: Representacao esquemdtica das relagoes entre fungoes de conezidade suaves e nao suaves: Cy,
Cy, C3, e C4 sao conjuntos de funcoes de conezidade que satisfazem suas respectivas condicoes. O conjunto
MTI representa as funcgoes monotonicamente incrementais.

Note que algumas fungoes pertencentes ao subconjunto C1\ (Cy|JC4) possuem variacoes cor-
respondentes na regiao (C [ C4)\C2 do diagrama, o que é possivel através do uso de uma segunda

componente de custo, com comparagoes em ordem lexicografica. Por exemplo, a funcao lexicogra-

lex

fica fZ  ax
maiores detalhes no capitulo seguinte. Por outro lado, as regides que nao apresentam fungoes no

¢ uma variacdo da funcio ndo suave fs~ .- A regido (C1() Cy)\C2 seré explorada em

diagrama, ainda nao foram exploradas.

4.3 Um primeiro exemplo de FCNS: Resolvendo empates da f,.

Como sabemos, para resolver o problema de ambiguidade de florestas 6timas podemos fazer uso
das politicas de desempate apresentadas em [Falcao et al. (2004)]. No entanto, uma outra solugao
é incorporar uma regra de desempate dentro da propria definicao da funcao de conexidade. Por
exemplo, para resolver os empates da fun¢ao fmax em favor do fundo, podemos considerar a fungao

de conexidade fiid apresentada em [Miranda e Mansilla (2014)], a qual ¢ definida como:

(1)) = .
+00 caso contrario

{ -1 seteS,US,

bhg [ B max{ ford (7,),2 x w(s,t) + 1} se R(m,) € S,
Fmai(ms - {s.00) - = { max{ %59 (7.),2 x w(s, )} se R(m.) € Sy (4.1

. T . bkg ,
Note que para caminhos nao triviais (quando os pesos sao inteiros), o custo de fmax ¢ um nimero
impar para caminhos vindos de S,, e um nimero par para caminhos provenientes de S, evitando

assim as ambiguidades entre os diferentes rotulos, sendo a preferéncia dada para as sementes do
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fundo (Sp). Essa formulagao, dada pela funcao ff;’;%(, corresponde a uma nova codificagao alternativa
para o método lterative Relative Fuzzy Connectedness (IRFC) [Ciesielski et al. (2011)]. Note que
a funcao f&ka%( ¢ uma fungao nao suave (Figura 4.2). Isso demonstra a importancia das fung¢oes nao

Suaves.

Figura 4.2: (a) Representagdo esquemdtica de um grafo onde soé alguns valores representativos de aresta
w(s,t) sio descritos para cada regigo e segmento de borda. (b) O resultado da segmenta¢io por IFT com
fb%9 . Os wvalores de custo 6timo (Equagdo 3.6) para f°X9 (Equagio 4.1) dados por V(a) =20, V(b) =3 e

max "’ max
V(c) =4 sao também indicados. Note que, para o pizel a, a semente Sy oferece um valor de custo V(a) = 20

que € melhor do que o custo oferecido pela semente S,, porém o caminho vindo de Sy ndao € um caminho
6timo completo, logo ele nio serd capaz de atingir o pivel a. Sendo assim, f°*9 ¢ wma funcdo nio suave
(viola a condicao C2 de suavidade).

4.4 Funcao de energia (corte 6timo)

Para o caso de grafos nao direcionados com peso de aresta fixo, a IFT-SC com funcao
fmax (na auséncia de zonas de empate ') fornece resultados 6timos de segmentacdo segundo
dois pontos de vista: Como uma floresta de caminhos 6timos [Falcao et al. (2004)], e como um
corte 6timo em grafo [Ciesielski e Udupa (2011); Ciesielski et al. (2012b); Couprie et al. (2010);
Miranda e Falcao (2009)].

Baseados nesse segundo enfoque temos que as fungdes nao suaves ff;’“a%{ (Equagao 4.1) e f,
(Equagao 4.2), também fornecem segmentacoes 6timas de acordo com uma fungdo de energia da
borda de corte [Ciesielski ef al. (2012b); Couprie et al. (2010)]. As funcdes ford e f,, maximizam
a medida de corte em grafo F, definida pela Equacao 4.3, entre todas as possiveis segmentacoes

satisfazendo as restrigoes fortes (Figura 4.3).

fw(<t>) =

fulms - (s,t)) = w(s,t) (4.2)

! De um modo mais geral, podemos também considerar as condigdes estabelecidas em [Miranda e Falcio (2009)]

+00 , caso contrario

{ 1 seteS,US,
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E(l) = i t 4.3
() (s,weale(r}s#L(t)w(S ) (43)

(a) (b)

Figura 4.3: (a) Representacio esquemdtica de trés possiveis bordas de corte, alguns valores de aresta repre-
sentativos w(s,t) sao representados para cada regido de segmento de borda. (b) Resultado da segmentagdo
usando a fun¢ao fmax para as sementes mostradas. O segmento de borda com peso de aresta w(s,t) igual a 214
tem preferéncia sobre os segmentos com pesos 124 e 93, devido a mazimiza¢io da energia E (Equagao 4.3)
dada pelo minimo peso na borda de corte.

Na verdade, a otimizacdo da energia se aplica recursivamente em cada uma das partes da
borda [Miranda e Falcao (2009)], de modo que qualquer segmento de uma borda de corte é seleci-

onado como aquele que maximiza o seu minimo peso (Figura 4.4).

Figura 4.4: (a) Representacdo esquemdtica de um grafo onde sé alguns valores de aresta representativos
w(s,t) sao representados para cada regidgo e segmento de borda. Os valores dtimos de conexidade para fimax
(Equagdo 3.6) dados por V(a) =1, V(b) =4, e V(c) =2 sdo também indicados. O segmento de borda com
pesos de aresta w(s,t) iguais a 5 tem preferéncia sobre o segmento com peso 4, devido & propriedade de
otimizagao por partes. Note que ambas solugoes levam ao mesmo corte mdximo com valor minimo E = 3.



Capitulo 5

Funcoes de conexidade nao suaves com

pesos adaptativos

Em andlise de imagens médicas, a presenca de estruturas com bordas mal definidas, a falta
de padronizacao de intensidade entre imagens do mesmo tipo, inomogeneidade de campo, ruido,
artefatos, efeitos de volume parcial e suas interagoes; tornam necessaria a intervencao do usuario,
para garantir a precisao e acuracia dos resultados. Na segmentacao interativa de imagens, diferentes
métodos tentam reduzir a intervengao do usuério a simples escolhas de poucos pizels na imagem.

Atualmente, métodos baseados na IFT tém sido usados com sucesso na segmentacao de imagens
de ressonadncia magnética de 1.5 Tesla. Porém, para campos magnéticos elevados, os efeitos de
inomogeneidade sao mais fortes (por exemplo, imagens RM de 3 Tesla) [Cappabianco et al. (2012)],
motivo pelo qual é necessaria a busca de solugbes mais adaptativas para lidar com essas imagens
com problemas de inomogeneidade.

Embora o arcabougo da IFT exija uma fun¢do de conexidade suave para garantir caminhos
6timos [Falcao et al. (2004)], neste capitulo veremos que os resultados obtidos para uma subclasse
de fungoes de conexidade nao suaves (FCNS) podem ser vistos como o resultado de uma sequéncia
de otimizagoOes, onde cada etapa atua sobre um conjunto maximal de elementos. Os experimentos
demonstram a importancia dessa classe que possui funcoes mais adaptativas elevando a acuricia

na segmentagao interativa de imagens médicas com inomogeneidade.

5.1 Segmentacao com fungoes de conexidade nao suaves

O diagrama de classificacdo das fungoes de conexidade (Figura 4.1), revela um subconjunto
promissor de fungoes de conexidade nao suaves (f € (C1[)C4)\C2). Esse subconjunto apresenta
algumas propriedades tedricas que podem ser reveladas pelas seguintes proposigoes, cujas provas

formais sdo apresentadas no Apéndice B.

Proposicao 1 Considere uma fungio f € (C1[)Cy)\Cs. Para um grafo G = (Z,€) da imagem,
e conjunto S de sementes, dados, seja O o conjunto de todos os pizels t € I, tal que existe um
caminho dtimo completo my para f. Em qualquer floresta de espalhamento P calculada em G pelo

algoritmo da IFT para f, todos os caminhos 7f com t € O sio caminhos 6timos.

A aplicagao sucessiva da Proposi¢ao 1 d4 uma caracterizacao do algoritmo da IFT (Algoritmo 1)
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para f € (C1()Cy)\Ca, como o resultado de uma sequéncia de otimizagoes, onde cada passo de
otimizagdo envolve um conjunto maximal de elementos, de uma forma bem estruturada.

Consideremos as seguintes defini¢oes:

Seja £5¢'(X) o conjunto de todas as arestas interconectando nés no conjunto X, ou seja,
EUX)={(s,t) €& |s€X e te X}

Seja &Pt () o conjunto de todas as arestas no caminho 7, isto &, £ () = {(t;,t;41) para
1 S ) S k—1 | ™ = <t1,t2, ---,ti,tiJrl, ...,tk>}.

Seja £“(X,Y) o conjunto de todas as arestas que representam um corte no grafo, definido
como £ X Y)={(s,t) e |se X NteY}

Seja £Pr¢4(X) o conjunto de todas as arestas de caminhos induzidos na floresta P, com término
no conjunto X, definido como &P4(X) = (Jy,e x &P ().

No primeiro passo da otimizagdo, caminhos 7/ 6timos sdo calculados para todo t € O (Propo-
si¢ao 1). Nesse primeiro passo denotamos O como oL

No seguinte passo da otimizacao, consideramos 0 subgrafo
G? = (I, &UT\OY U ot TNOY | €red(O)). A segunda otimizacio de cami-
nhos é realizada, calculando uma segunda IFT, mas agora no grafo residual G? '. Uma vez que as
arestas interconectando nés em O, sdo reduzidas as arestas na floresta P anterior (£P7¢¢(O')) em

G?, no6s temos que os caminhos 6timos 7/, calculados no passo anterior, permanecem 6timos no

novo grafo G2. Assim, os caminhos 6timos 7/ com ¢t € O comecario uma nova competicio, em
busca de suas melhores extensdes para os outros pizels em I\ O'.

Aplicando a Proposicao 1 nesse novo problema de otimizacdo uma vez mais, temos que essa
segunda IFT conquistara um novo conjunto maximal de pizels (O |J O?) que podem ser alcancados
por caminhos 6timos em G?. Entdo, nés podemos repetir esse processo uma vez mais. A condicdo
C1 ? garante que ao menos um novo elemento sera conquistado a cada passo, de modo que esse
processo seréd repetido até que (Jy, O =T.

Notemos que os resultados da segmentagdo obtidos fazendo uso das fungdes pertencentes
ao subconjunto (Cp()Cy)\C2, correspondem a uma sequéncia de otimizagdes em grafos resi-
duais, o qual é similar & defini¢do original do método Iterative Relative Fuzzy Connectedness
(IRFC) [Ciesielski et al. (2007)], que foi definido como o resultado de uma sequéncia de otimi-
zagoes pelo método Relative Fuzzy Connectedness (RFC) [Saha e Udupa (2001)].

Considerando o grafo do exemplo da Figura 3.3, na Figura 5.1 é apresentado um exemplo do

processo ordenado da otimizagdo para a fungio nao suave f&% € (C1 () Cy)\Coa.

Proposicao 2 Considere uma fun¢ao de conexidade f, classificada como f € (Cq[)C4)\C2 para
um grafo geral. Se para um grafo particular G = (Z,€) da imagem e conjunto S de sementes, dados,
ezxiste uma floresta de caminhos dtimos para f, entdao qualquer floresta de espalhamento P calculada

em G pelo algoritmo da IFT (Algoritmo 1) para f é uma floresta de caminhos étimos.

! Pelo algoritmo da IFT (Algoritmo 1), os pizels s € O tém estado(s) = 1, e seus caminhos nio podem ser
trocados. Portanto, nés consideramos um novo grafo G2, onde as arestas interconectando nés em @' e que nao estio
na floresta P sdo desconsideradas.

2Por hipétese, sabemos que f satisfaz a condicio C1.
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Figura 5.1: (a) Um grafo G da imagem T com adjacéncia 4-conezo e sementes S = {s1,s2}, no qual
0s nimeros nas arestas representam os pesos. (b) Floresta calculada pela IFT com a func¢io nao suave
Lz € (C1NCy)\C2. Os nimeros dentro dos nds indicam os valores do mapa V de custos com duas
componentes em ordem lexicogrifica. Nessa figura as setas indicam o mapa de predecessores. (¢) Note que o
caminho w, com destino no pizel a a partir da semente s; € um caminho otimo completo, mas o caminho
com destino no né b a partir da mesma semente ndo € étimo, dado que existe outro caminho m, (sequindo a
linha tracejada) até ele a partir da semente sa que oferece um melhor custo, (isto é, %% (m) = (11;3) <

Lz (mp) = (12;5)). Isso mostra que a funcdo fi, € nio suave. (d) Aplicando a Proposicdo 1 temos uma
floresta calculada para o conjunto O, composta por caminhos étimos no grafo G (primeira otimizagio). (e)
Temos o grafo residual G?, o qual serd usado em uma sequnda otimizacdio. (f) Floresta 6tima calculada a

partir do grafo G, terminando o processo com O |J 0% = T.

Como mencionado anteriormente, o algoritmo da IFT calcula uma floresta que pode ser nao
6tima para FCNS, isso pode levar a pensar que existia uma tal floresta 6tima, mas o algoritmo nao
foi capaz de encontré-la. No entanto, como consequéncia da Proposicao 2, temos que para qualquer
funcao de conexidade f € (C1 () C4)\C2, o algoritmo da IFT (Algoritmo 1) somente ndo consegue

encontrar uma floresta de caminhos 6timos, se tal floresta nao existe. Portanto, ndo é uma falha
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do proprio algoritmo, mas sim uma falha da especificacdo do problema que nao tem uma solugao

valida na forma de uma floresta de caminhos 6timos.

5.2 Resultados experimentais para a segmentacao de imagens com

forte inomogeneidade

Nos experimentos fizemos uso de dez imagens 3D de ressonancia magnética de 3 Tesla, pertencen-
tes a adultos normais, para segmentar o cérebro. Os resultados dos experimentos realizados indicam
que melhoras substanciais podem ser obtidas por FCNS na segmentacao 3D de imagens RM de 3
Tesla, em comparacao com as funcoes de conexidade suaves. As curvas de acuracia sao apresentadas
na Figura 5.2, onde as sementes foram obtidas por um usudario robo, segundo o procedimento intro-
duzido por Gulshan et al. [Gulshan et al. (2010)]. Em particular a funcdo fl& . 3 € (C1 (N C4)\ Oy

2o |AT
demonstrou resultados muito bons para a segmentacao 3D de imagens RM de 3 Tesla.

0.98
o 0.96 [ M’(’)
S 094 W* Jad
o 0927 AL e N a-a
o 09 = R e —
CIC) 0.88 ﬁ“w/k
2 7
@ 0.86 s
3 0.84 |
0.82 |
0.8
0 5 10 15 20 25
Nro de iteracdes do robd
IRFC —— n:TI;xf'zele,I ——
PWCFZ IFT_fmaxlAll
IFT-f, —a— IFT-1"

Figura 5.2: Resultados usando um usudrio robé para a segmentac¢io do conjunto de dados do cérebro em
3D.

Um exemplo de segmentacao 3D para marcadores selecionados pelo usudrio é mostrado na
Figura 5.3, cujos resultados obtidos permitem observar a importancia das fun¢ées nao suaves.

Embora os resultados obtidos pela fungdo suave fiax (por exemplo, IRFC) possam ser me-
lhorados através do uso de técnicas de realce das bordas do objeto [Miranda et al. (2010)], isso
exigiria um passo de treinamento indesejavel. Na Figura 5.4 podemos observar que a IFT com
flf:z‘ Al nao sb evita qualquer fase de treinamento, como também pode lidar melhor com os efeitos

da inomogeneidade.

3 A funcio fg’f a1 fornece pares de valores que devem ser comparados de acordo com uma ordem lexicografica, o
primeiro valor é¢ dado pela func¢io nao suave fs~|a; (Equagido A.6), e o segundo & o nivel de prioridade da semente
para esse caminho, sendo que quanto menor o valor maior é a sua prioridade. Na segmentacgao interativa, damos
prioridade mais baixa para novas sementes inseridas de modo a manter seus efeitos mais localmente, pois elas sao
usadas somente para corrigir erros de segmentacao.



RESULTADOS EXPERIMENTAIS PARA A SEGMENTACAO DE IMAGENS COM FORTE
5.2 INOMOGENEIDADE 37

(e) (f)

Figura 5.3: Resultado da segmentacio 8D do cérebro para os mesmos marcadores selecionados pelo usudrio
para as fungées: (a)-(d) fmax, € (e)—(h)flzeﬂ”m[‘.

Figura 5.4: Segmentacao 3D da substdncia branca para os mesmos marcadores selecionados pelo usudrio.
lex

Resultados obtidos pelas fungoes (a)-(d)fmaz sobre um gradiente real¢ado, e (e)_(h)fZIAI\'

Na Figura 5.5 é mostrado um exemplo de realce do gradiente de uma imagem com problemas
de inomogeneidade, onde o objeto a realgar é a substéncia branca. Nessa figura podemos observar
que para marcadores localizados em regides claras do objeto (Figura 5.5(a)) o mapa de pertinéncia

via classificagdo supervisionada “fuzzy” resultante apresenta perdas de informagao (Figura 5.5(c)),
¢ p y p g
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Figura 5.5: Exemplo de realce de bordas em uma imagem com problemas de inomogeneidade. Os marcado-
res amarelos, representando o objeto, indicam a substdncia branca e os marcadores brancos representam o
fundo. Usando as técnicas de realce das bordas do objeto apresentadas em [Miranda et al. (2010)], obtemos
0s mapas de pertinéncia (c) e (d), para marcadores localizados no hemisfério (a) esquerdo e (b) direito,
respectivamente.

e para marcadores em regides mais escuras (Figura 5.5(b)) a classificacao resultante considera como
parte do objeto outras regides correspondentes a diferentes tecidos (Figura 5.5(d)). Sendo assim,
técnicas tradicionais de realce, comumente usadas em artigos (Sec¢ao 1.1), ndo proporcionam uma

solucao adequada na segmentagdo de imagens com problemas de inomogeneidade.



Capitulo 6

Funcoes de conexidade nao suaves para

segmentacao com polaridade de borda

Estruturas fracamente definidas tanto em imagens médicas, bem como em imagens naturais,
tém sido objeto de estudo em processamento de imagens e visdo computacional. Assim, diferentes
métodos de segmentagdo semi-automatica foram desenvolvidos com o fim de reduzir as interven-
¢oes do usuério [Boykov e Funka-Lea (2006); Falcao et al. (1998); Mortensen e Barrett (1998);
Saha e Udupa (2001)]. Alguns métodos baseados em borda (por exemplo, live wire |Falcao et al.
(1998); Mortensen e Barrett (1998)]) exploram a orientacdo da borda esperada, para resolver am-
biguidades entre segmentos de borda semelhantes muito proximos (Figura 6.1), favorecendo a seg-
mentagdo em uma unica dire¢do (horéaria ou anti-horaria).

Neste capitulo, nés apresentamos uma extensao da transformada imagem-floresta por competi-
¢ao de sementes (IFT-SC, IFT segmentation by Seed Competition) [Miranda e Falcao (2009)] que
explora a informagao sobre a orientagdo da borda dos objetos, em grafos direcionados, mediante
o uso de novas funcoes de conexidade nao suaves. Os resultados sdo suportados teoricamente com

base em um critério de otimalidade de corte em grafo.

(2)

Figura 6.1: Exzemplo de segmentagao baseada em borda, onde a propriedade de orientagio de borda do live
wire o ajuda a distinguir entre dois segmentos de borda similares [Falcao et al. (2000)].

6.1 Transformada imagem-floresta orientada (OIFT)

Na Secao 4.4, vimos que as fungoes de conexidade fiax, frlfnkagx e f, permitem uma solucao 6tima
global de acordo com uma fungao de energia em grafos nao direcionados (Equagao 4.3), a qual

obtém um corte 6timo na segmentacao pelo algoritmo da IFT (Algoritmo 1). Para o caso de grafos
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BORDA 6.2
direcionados consideramos dois tipos de corte na borda do objeto a segmentar, um corte interno e
um corte externo. Os cortes internos (inner cut) sdo compostos por arestas que apontam em dire¢ao
aos pixels do objeto (Figura 6.2(a)), e os cortes externos (outer cut) por arestas direcionadas do
objeto para os pixels do fundo (Figura 6.2(b)).

E. E

1 o

(2) (b)

Figura 6.2: Em (a) considera-se uma energia interna E; para os cortes internos na borda do objeto. Em
(b) uma energia externa E, é considerada para os cortes externos na mesma borda.

Cada tipo de corte possui sua propria definicdo de energia, de modo que consideraremos uma
funcao de energia interna F; (Equacao 6.1) dada pelo minimo dos cortes internos na borda, e uma

funcao de energia externa F, (Equacao 6.2) para os cortes externos.

E;(L) = min w(s,t 6.1
( ) (s,t)e€ | L(s)=0, L(¢)=1 ( ) ( )
E,(L) = min w(s, ) (6.2)

(s,;t)e€ | L(s)=1, L(t)=0

Para os valores dos pesos das arestas w(p, q) do digrafo consideramos uma configuracao definida
por uma combinagao de uma medida regular de dissimilaridade 1 (p, ¢) multiplicada por um fator de
orientacao (14« ou 1—«). Essa configuracao é definida na Equacao 6.3. Ela favorece a segmentagao
de imagens cujo objeto apresente na sua borda transi¢oes de pixels de escuro para claro considerando

cortes internos (Figura 6.3(a)) ou de claro para escuro considerando cortes externos (Figura 6.3(b)).

Y(p,q) x (1+a) sel(p)>I(qg)
wp.q) = ¢ Y@@ x(1—a) sel(p) <I(q) (6.3)
»(p, q) caso contrario.

Em geral consideramos ¢ (p,q) igual ao valor absoluto da diferenca de intensidades dos pixels p

e ¢ na imagem (isto é, ¥(p,q) = |I(p) — I(q)|). Note que temos um grafo ponderado direcionado
(w(p,q) # w(q,p)) quando a > 0.
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Figura 6.3: Em (a) temos uma transi¢io de pizels de escuro para claro na borda do objeto com cortes
internos (p,q) € . Em (b) temos uma borda com transicoes de pixels de claro pra escuro considerando
cortes externos (p,q) € €.

6.2 Segmentacao pela OIFT com as funcoes de conexidade nao su-
bkg bkg
e

aves 7,max 0,max

Para garantir a otimalidade dos resultados do ponto de vista de energias nas bordas de corte,
precisamos modificar as func¢oes de custo. No6s modificamos a funcao fgka% obtendo as funcoes ff ’ffax
e Sﬁgax, definidas por:

Fim(B) =

+00 caso contrario

{ -1 seteS,US,

fbkg ( (5.1)) max{fflffax(ﬂs), 2xw(t,s)+1} se R(ms) €S, (6.4)
) T - (8, = ) }
#max max{ f{ 1o (75),2 X w(s, )} se R(my) € S
-1 seteS,US
bkg t _ o b
fo’maX(< ) { +00 caso contrario
beg max{fo¥.(75),2 x w(s,t) + 1} se R(ms) € S,
o,max(ﬂ-s ' <5at>) = bkg (65)
max{ fomax(7s),2 X w(t, s)} se R(ms) € Sp

~ bk bk .. . . . , -
As funcoes fi Hfax e Oyrgax otimizam energias de cortes internos e externos, isto é, cortes 6étimos
b
que maximizam as Equacoes 6.1 e 6.2 respectivamente. Na Figura 6.4 é exibido um exemplo que
bkg . ~ ~
mostra que fomax € uma funcdo nao suave.
Como temos mencionado anteriormente, no caso de FCNS, a IFT retornard uma floresta de

espalhamento, mas os caminhos podem néo ser 6timos [Falcao et al. (2004)]. Contudo, isso nao

bkg
7,max

A A

afetara o resultado 6timo do ponto de vista das energias F;(L) e E,(L), para as funcoes e

fgffﬁax, respectivamente, como provado no Apéndice C pelos Teoremas 1 e 2.
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Figura 6.4: A funcgdo fg,’fgax faz uso de arestas invertidas para caminhos a partir de S,. Suponhamos que Sy
conquista a regido branca da esquerda com custo 0, dado que seus pizels sao interconectados por arestas com
peso 0. Os pizels dentro da regido cinza tem também arestas com peso 0, assim S, fornece custos melhores a
eles (2x0+1 =1 contra2x1 = 2 oferecido por Sy). O melhor custo oferecido por S, ao né b é2x8+1 =17,
enquanto que Sy poderia ter fornecido um melhor custo ab (2x1 =2), mas b é atribuido ao objeto. Portanto,

a funcdo nao é suave.

O Teorema 1, fornece uma condigao suficiente para solugoes 6timas dos cortes EZ(I:) e Eo(f/),

respectivamente.

Teorema 1 (Otimalidade dos cortes internos/externos) Para um grafo G = (Z,§) da ima-
gem, e dois conjuntos S, e Sy de sementes, se ezxiste uma floresta de caminhos dtimos para a fungdo
fgffﬁax, entdo seu corte é um corte dtimo que mazimiza E,(L) entre todos os possiveis resultados

da segmentagio satisfazendo as restri¢oes fortes. Se existe uma floresta de caminhos dtimos para

bkg
2, max’

a fungao entdo seu corte é um corte dtimo que mazrimiza E;(L) entre todos os possiveis

resultados da segmentacdo satisfazendo as restrigoes fortes.

A seguir, o Teorema 2 estende esses resultados para o caso geral sem a necessidade da suposicao

da otimalidade dos caminhos.

Teorema 2 (Otimalidade dos cortes internos/externos — caso geral) Para dois conjuntos
S, e Sy de sementes dados, qualquer floresta de espalhamento calculada pelo algoritmo da IFT (Al-
goritmo 1) para a fun¢ao f(i’figax define um corte étimo que mazimiza Eo(f/) entre todos os resultados

possiveis da segmentacao satisfazendo as restrigoes fortes. Qualquer floresta de espalhamento calcu-
bkg

i max define um corte dtimo que mazrimiza

lada pelo algoritmo da IFT (Algoritmo 1) para a fungdao

El(f)) entre todos os resultados possiveis da segmentacao satisfazendo as restrigoes fortes.

6.2.1 Resultados experimentais

Nos experimentos, nos consideramos os pesos das arestas w(p,q) segundo a configuracao da

Equacao 6.3. N6s usamos o = 0.5 em todos os experimentos 2D envolvendo fgfﬁﬂax e fifax,

~ . . bk
a = 0.0 no caso do enfoque ndo direcionado frix.

e

bkg

i max favorece a segmentacao de objetos

Para a nossa configuraciao dos pesos do grafo, a funcao

- . ~ bk . FRTN
com transigoes de pixels escuros para claros nas bordas, enquanto a fungao fomax dé preferéncia as
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transicoes de claro para escuro. Isto é, quando a borda do objeto a ser segmentado apresenta uma
transicao de pixels de escuro para claro, a IFT com fl-blffax melhora os resultados em relacao a f&ka%,

bk . . . ~
enquanto que a IFT com fymax piora os resultados, por considerar a orientagdo de borda errada; o
oposto acontecerd no caso inverso.

Nas Figuras 6.5 e 6.6 mostramos os resultados da segmentacao dos ossos do pé talus e calcaneo

bkg

i.max- V& Figura 6.7 podemos observar o resultado da segmentacao

respectivamente, com a funcao
. ~ bk .~ .
da coluna vertebral considerando a fungio fomax por apresentar uma transigdo de pixels de claro

para escuro.

Figura 6.5: (a) Gabarito da segmentacao do osso tdlus em uma fatia de imagem RM do pé. (b) Exemplo
de conjuntos de sementes obtidos pela erosao do gabarito de segmentagdo. (c¢) Resultado da segmentagio por

fka . (d) Um resultado melhor de segmentacdo é obtido mediante o uso da informacdo da orientacdo de

max "’
borda do objeto por meio de f-bkg

i,max "’

O experimento para o conjunto de dados em 2D, constou de 80 imagens médicas obtidas por
ressonancia magnética (RM) e 80 imagens por tomografia computadorizada (TC), das quais 40
imagens RM foram usadas para segmentar o osso télus, cuja curva de acuricia é apresentada na
Figura 6.8(a), 40 imagens RM para segmentar o osso calcaneo, com curva de acurcia mostrada na
Figura 6.8(b), 40 imagens TC pertencentes a 10 individuos para segmentar a espinha vertebral, com
curva de acurdcia dada na Figura 6.8(c), e 40 imagens TC de estudos torédcicos de 10 individuos
para segmentar o figado, com curva de acuricia na Figura 6.8(d). Essas bases com gabaritos foram
fornecidas por um especialista do departamento de radiologia da Universidade da Pensilvania. Os
marcadores automaticos para gerar as curvas de acurécia foram obtidos pelo procedimento de erosao
do gabarito (Subsecao 2.5.2).

No experimento em 3D, foi utilizado um conjunto de imagens RM-T1 do cérebro humano de 20
individuos normais, para segmentar o cerebelo, cuja curva de acurécia é apresentada na Figura 6.9.

Note que os resultados da avaliacao experimental mostram um ganho consideravel em termos
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Figura 6.6: (a) Gabarito da segmentagio do osso calcdneo em uma imagem RM do pé. (b) Exemplo de
conjuntos semente obtidos pela erosio do gabarito. (c) Resultado da segmentacio por f°%9 . (d) Um resultado
melhor de segmentagdo é obtido explorando a orientag¢dao de borda usando ffkg .

Figura 6.7: (a) Gabarito da segmentagio da coluna vertebral em uma imagem TC. (b) Exemplo de conjun-

tos semente obtidos erodindo o gabarito da segmentacio. (c) Resultado da segmentacio por fo*9. (d) Um
resultado melhor da segmentacdo € obtido explorando o orientacio de borda usando f°*9

o,max"’

de acuracia, quando exploramos a orientacao de borda correta para o objeto em questao.
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6.3 Segmentacgao pela OIFT com as fungoes de conexidade nao su-

aves fi, € fou

Também modificamos a funcao f,,, obtendo as funcoes de conexidade nao suaves f; ., e fow,

definidas por:
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-1 seteS,US

+00 caso contrario

' s B w(t,s) se R(ms) €S,
Jiwlms - (s,8) = { w(s,t) se R(ms) € Sp (6.6)
B -1 seteS,US,
Joull)) = { +00  caso contrario
B w(s,t) se R(ms) € S,
fow(ms - (s,1)) = { wlt.s) se R(m) € S (6.7)

As fungoes f; ., e fo. permitem cortes 6timos que maximizam as Equacoes 6.1 e 6.2, respecti-

vamente (Teorema 3), lidando melhor com os casos de empate entre bordas com mesma orientagao.

Teorema 3 (Otimalidade de cortes internos/externos) Dado dois conjuntos S, e Sy de se-
mentes, qualquer floresta de espalhamento calculada pelo algoritmo da IFT (Algoritmo 1) para a
fungao f, ., define um corte 6timo que mazimiza Eo(f/) entre todos os resultados possiveis de segmen-
tacao satisfazendo as restrigoes fortes. Qualquer floresta de espalhamento calculada pelo Algoritmo 1

para a fun¢do f; ., define um corte timo que mazimiza E;(L) entre todos os resultados possiveis de

segmentacgao satisfazendo as restrigoes fortes.

A prova do Teorema 3 foi apresentada em [Mansilla e Miranda (2013a)], a qual é similar a
prova do Teorema 2, por isso nao apresentaremos sua prova neste trabalho.

A diferenga em relacao as fungoes apresentadas anteriormente (Segao 6.2) é que fg,]fﬁax ( f;ffax)
apresenta uma tinica solucao 6tima de segmentacao [Miranda e Mansilla (2014)], ao passo que fo
(fiw) pode oferecer multiplas solucdes 6timas para o mesmo problema de maximizacao de energia,
dependendo da politica de desempate usada na fila de prioridade.

A Figura 6.10 mostra como f,,, lida melhor com empates entre multiplas bordas de mesma
energia em comparagao com fg,]fﬁax, permitindo uma divisdo mais equilibrada nestas regidoes ambi-

guas.

6.3.1 Resultados experimentais

Nos experimentos realizados consideramos f, ., e f;. com uma politica de desempate FIFO, a

fbkg . Os resultados foram avaliados

. . .. ~ bk
qual permite uma maior acurcia em comparagao com fomax € f;rons
b

em 20 imagens volumétricas de RM reais do pé para segmentar os ossos talus e calcaneo em 3D. As
curvas de acurécia foram calculadas para os métodos definidos na Tabela 6.1, usando o procedimento
de sementes automaéticos por erosao do gabarito descrito na Subsegao 2.5.2.

Os pesos das arestas foram calculados como uma combinagdo de uma medida regular de
dissimilaridade nao direcionada (por exemplo, as curvas de acurdcia na Figura 6.11 consideram
Y(p,q) = G(p) + G(q), onde G(p) & a magnitude do gradiente de Sobel no pixel p, e na Figura 6.12
é usado o valor absoluto da diferenga de intensidades, ou seja ¥ (p,q) = |I(p) — I(g)|) multiplicada

por um fator de orientacao (Equacao 6.3).
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(a) (b) ()

Figura 6.10: (a) Imagem de entrada com transi¢oes igualmente ponderadas, tendo a mesma orientagdo.
(b) Resultado da OIFT usando fE%9.  como proposto em [Miranda e Mansilla (2014)], atribuindo regices

ambiguas para o fundo. (c) OIFT usando f, . com uma politica de desempate FIFO fornece parti¢oes mais
igualmente balanceadas.

Método Descrigao Tipo de Grafo
IRFC Iterative Relative Fuzzy Connectedness [Ciesielski et al. (2007)] grafo nao dirigido
(IFT com f3%)
IFTE %o | IFT tradicional com fmax € politica de desempate FIFO como descrito | grafo nao dirigido
em [Falcao et al. (2004)]

PWy=2 Algoritmo power watershed [Couprie et al. (2010)] grafo nao dirigido
OIFTY,. | OIFT usando 3’fr‘17ax como proposto em [Miranda e Mansilla (2014)] grafo direcionado
OIFTRE:,. | OIFT usando fJ%9,, como proposto em [Miranda e Mansilla (2014)] grafo direcionado
OIFT;) her | OIFT usando f;. com uma politica de desempate FIFO grafo direcionado
OIFTg, e | OIFT usando fo,, com uma politica de desempate FIFO grafo direcionado

Tabela 6.1: Descricao dos métodos usados nos experimentos da segmentacio pela OIFT com f; ., € fo .

Os experimentos da Figura 6.12 retratam uma configuragao dos pesos do grafo em que os empates
sao mais frequentes. A partir das Figuras 6.11 e 6.12 podemos observar o ganho de acuracia de f;,

bk . ~
sobre f“fax, e a sua maior robustez em relacdo aos pesos adotados para as arestas do grafo.
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Figura 6.11: Curvas médias de acurdcia (Dice) usando o gradiente Sobel para a segmenta¢ao 3D dos o0ssos:
(a) tdlus, e (b) calcineo.

Também apresentamos uma aplicagdo da OIFT para a segmentagao interativa de imagens colo-
ridas, onde a funcao f,,., pode ser usada para melhorar a segmentacao, utilizando a orientacao de

um mapa de pertinéncia calculado pela técnica proposta em [Miranda et al. (2010)]. Para o expe-



48

FUNCOES DE CONEXIDADE NAO SUAVES PARA SEGMENTACAO COM POLARIDADE DE

BORDA 6.3
1 1
0.98 0.98
8 096 8 096}
2 094 S 094
° 092 ° 092
Q Q
E 0.9 *g 0.9
5 0.88 3 0.88
% 086 % 086 ¢
8 o84 8 o0s84¢
0.82 r 0.82
0.8 0.8
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Raio de eroséo (em voxels) Raio de erosédo (em voxels)
IRFC —%— OIFTaX —v— OIF T oy —*— IRFC —%— OIFTja%, —v— OIF T er —%*—
IFTER, OIFTIE, IFTER OIFTZ,
PWCFZ — OIFT:?'l,ner PW'FZ —— OIFTmner

(a)

(b)

Figura 6.12: Curvas médias de acurdcia (Dice) usando o valor absoluto da diferenca de intensidades para
a segmentacao 3D dos ossos: (a) tdlus, e (b) calcdneo.

rimento fizemos o uso de 50 imagens naturais com gabaritos conhecidos obtidas de [Rother et al. |.

As curvas de acuricia sao mostradas na Figura 6.13, onde f, ., apresenta um melhor resultado. No

- bk ~ o
entanto, cabe mencionar que foiaax (ndo mostrado) apresentou um resultado muito similar a f,,

nessa aplicacao.

Coeficiente de Dice

0.98
0.96
0.94
0.92

0.9

IRFC
max e’ I
| IFTERo
W
OII:Tinner

W
OIF ooy —*— —

5 10 15 20 25 30
Raio de eroséo (pixels)

0

Figura 6.13: Curvas médias de acurdcia para diferentes métodos usando imagens coloridas.



Capitulo 7

Transformada imagem-floresta com

convexidade geodésica em estrela

Estruturas anatomicas e tecidos sao, geralmente, dificeis de segmentar em imagens médicas
devido ao baixo contraste das suas bordas podendo gerar resultados nao desejados (falsas bordas),
com formas nao regulares (Figura 7.1), motivo pelo qual o uso de restri¢oes de forma pode ajudar

a reduzir esse tipo de problema para objetos que tem uma forma mais regular.

(c)

Figura 7.1: Em (a) consideramos uma imagem RM do cérebro (objeto de forma regular). Em (b) é mostrado
o gradiente da imagem. Em (c) temos o resultado da segmentacdo do cérebro pela IFT-SC com fmax que
apresenta uma forma nao regular.

Recentemente, Gulshan et al. [Gulshan et al. (2010)] incorporaram uma restricio de conve-
xidade geodésica em estrela (GSC, Geodesic Star Convezity) para segmentacao interativa sob um
enfoque de corte em grafo por min-cut/maz-flow. Neste capitulo nés apresentamos uma extensao

do algoritmo da IFT-SC [Miranda e Falcao (2009)] considerando esse mesmo tipo de restrigao.

7.1 Convexidade em estrela

Um objeto atende a convexidade em estrela em relacao a um ponto central ¢, se para todo ponto

p do objeto, todos os pontos do segmento de reta ligando ¢ a p também fazem parte do objeto.

1

Sendo assim, qualquer forma convexa -, contendo o ponto ¢, é também uma forma que atende a

! Uma forma é convexa se para quaisquer pares de pontos no objeto, o segmento de reta interligando eles esta
também contido no objeto.

49
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restricao de convexidade em forma de estrela, porém nem toda forma em estrela é convexa, de modo

que a restri¢cdo de convexidade em estrela é mais flexivel (Figura 7.2).

(a) (c)

Figura 7.2: Converidade em estrela: Em (a) é apresentado um objeto convexo em estrela, o qual ndo é
convexo como mostrado em (b). Um objeto que viola a restri¢cio de convezidade em estrela é mostrado em
(c), onde p é um ponto do objeto dado, e c é o centro de estrela considerado.

A convexidade em estrela pode ser interpretada como uma restri¢ao de visibilidade, isto é, um
objeto é convexo em estrela em relacao ao ponto central ¢, se para todo ponto p no objeto, p é visivel
a ¢ via o segmento de reta interligando eles, o qual também deve fazer parte do objeto (o fundo é
considerado como um obstéculo que obstrui a “luz” emitida por p até o observador ¢). Uma possivel
extensao para varios centros de estrela (Figura 7.3(a)), considera que os pontos do objeto devem
ser visiveis em relacao a pelo menos um dos centros. Porém esta definicdo é computacionalmente
intratavel, estando relacionada a um problema NP-completo |Gulshan et al. (2010)]. Assim, uma
alternativa de solucao computacionalmente factivel é considerar o argumento da distdncia mais
curta (Figura 7.3(b)). Essa alternativa pode ser definida em uma versao discreta no dominio da
imagem I (Figura 7.3(c)), onde os segmentos de reta correspondem a caminhos no grafo derivado

da imagem.

Figura 7.3: Considere um objeto O (drea sombreada), com o conjunto de centros de estrela C = {a,b}. Em
(a) temos o argumento de visibilidade: Qualquer ponto p € O deve ser visivel ao menos por um dos centros
de estrela (por exemplo, p € visivel através de @p, embora este nio seja visivel através de bp). Em (b) temos
o argumento da distancia mais curta: Cada ponto € analisado exclusivamente em relag¢iao a seu centro mais
prozimo (por exemplo, q estd mais prozimo de a, e p mais prézimo deb). Em (c) temos uma versao discreta
pelo caminho mais curto no grafo de imagem.
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7.2 Segmentacao com restricoes de convexidade geodésica em es-

trela

No6s consideramos os centros de estrela como as sementes internas selecionadas pelo usuério, e
os segmentos de reta como os caminhos ligando cada ponto do objeto ao centro de estrela mais
proximo formando uma floresta de caminhos de custo geodésico minimo da IFT.

Assim, noés definimos os pesos das arestas d(s,t) na regra de extensao de caminho para fgum

(Equacao 3.1) como:
8(s,t) = [wi(s,t)+1)P =1+ ||t —s]| (7.1)

onde ||t — s|| é a distancia Euclideana entre os pixels s e ¢, e 8 controla a topologia da floresta.
Para valores muito pequenos de 3 (8 & 0.0), 0(s,t) aproxima-se de ||t — s||, e a topologia da floresta
torna-se similar a floresta de caminhos 6timos Euclideanos (Figura 7.4(a)). Para valores maiores,
[w(s, t)+1]5 domina a expressao, e quanto maior for a dissimilaridade baseada em intensidade, maior
sera a sua influéncia sobre os resultados (Figuras 7.4(b), 7.4(c) e 7.4(d)). Ou seja, dependendo de
como sao configurados os pesos das arestas tem-se caminhos que seguem raios euclidianos ou que

se adaptam as formas presentes na imagem fazendo curvas, de acordo com o pardmetro de controle

8.

S
SN

Figura 7.4: Efeito do pardmetro de poténcia B sobre a topologia da floresta: A floresta de caminhos dtimos

de fsum para (a) 8 =0.0, (b) 3=0.3, (¢) =04, e (d) 5=0.5.

A Figura 7.5 mostra como o parametro (3 afeta a floresta para fsum, € sua correspondente
segmentacao com restri¢coes de forma (Algoritmo 2). Claramente, valores mais baixos de § impoem

mais regularizacao para a borda do objeto, enquanto valores mais elevados permitem um melhor
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ajuste para protuberancias e saliéncias na borda.

© | G

Figura 7.5: Efeitos do pardmetro de poténcia B sobre a topologia da floresta: Em (a) é mostrada a floresta
de caminhos dtimos de fsym para B =0. Em (b) é mostrada a segmentacgdo resultante pelo algoritmo GSC-
IFT (Algoritmo 2). Resultados similares sio mostrados em (c) e (d) para B = 0.3, e em (e) e (f) para
8 =0.5.

7.3 Algoritmo GSC-IFT

O Algoritmo 2 obtém a segmentagao que maximiza a medida de corte em grafo E (Equagao 4.3)

entre todos os possiveis resultados satisfazendo as restri¢oes de forma pela convexidade geodésica
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em estrela (GSC), cuja prova de otimalidade ¢ apresentada no Apéndice D.

Algoritmo 2 - ALGORITMO GSC-IFT

ENTRADA: Grafo G = (Z,£), e conjunto S, e S de sementes.
SATDA: Mapa V de custos minimos, e mapa L de rétulos.

AUXILIARES: Floresta Py, de caminhos 6timos, fila Q) de prioridade, variavel tmp, e um array estado.

1. Calcule Py — IFT-SC(G, S0, 0, fsum)-

2. ParacadatcS,, faca L(t) < 1.

3. ParacadatcS,, faca L(t) < 0.

4. Para cadat €, faca

5. V(t) + fu((t)), e estado(t) + 0.

6. L Se V(t) # +o0, entdo insira t em Q.

7. Enquanto Q # 0, faca

8. Remova s de Q cujo valor V(s) é minimo.

9. Se L(s) =1, entdo

10. L Conquistar_Caminho(s,G, Psym,V,Q, L, estado).
11. Sendo Se L(s) =0, entdo

12. L L Podar_ Arvore(s, G, Pyym, V, Q, L, estado).

Algoritmo 3 - ALGORITMO CONQUISTAR__ CAMINHO

ENTRADA: Pixel s da imagem (s € 7), grafo G = (Z, &) da imagem, floresta Py, de caminhos 6timos,
mapa V de custos minimos, fila @ de prioridade, mapa L de rétulos, e um array estado.
AUXILIARES: Variaveis tmp, x e y.

T S.
Faca
Se © € ), entdo remova x de Q
estado(x) < 1, e L(xz) + 1 .
Para cada y € A(x), tal que estado(y) # 1, faca

Calcule tmp + w(z,y).

Se tmp < V(y) ey # Psum(x), entdo

L Se y € Q, entdo remova y de Q.
Faga V(y) < tmp, L(y) + 1, e insira y em Q.

© ©® N o W=

,_.
e

x + Psum(x).
L Enquanto (x # nil e estado(x) # 1)

—_
—_

Algoritmo 4 — ALGORITMO PODAR__ARVORE

ENTRADA: Os mesmos parametros como no Algoritmo 3.
AUXILIARES: Fila FIFO Qp;ro, variaveis tmp, x, e y.

T 4+ s.
Se z € @, entdo remova x de Q)
Faga estado(z) < 1, L(z) + 0, e insira © em Qprro.
Enquanto Qriro # ()
Remova x de Qrrro -
Para cada y € A(x), tal que estado(y) # 1, Faca
‘ Se Psum(y) = =, entdo

NS Uk W
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Insira y em Qprrro
9. Se y € Q, entdo remova y de Q
10. L Faga estado(y) <1, e L(y) < 0
11. Senao
12. Calcule tmp + w(x,y).
13. Se tmp < V(y), entdo
14. L Se y € Q, entdo remova y de Q.
15. L L L Faga V (y) < tmp, L(y) < 0, e insira y em Q.

Na Linha 1, a floresta 6tima Py, para a funcao fsum, (Equagao 3.1) é calculada invocando o
algoritmo regular da IFT-SC (Algoritmo 1), usando somente o conjunto S, (conjunto de centros
de estrela). As Linhas 2 a 8 sdo similares as linhas originais da IFT-SC com a fun¢ao nao suave f,
(Equagao 4.2). As diferengas surgem a partir desse ponto (Linhas 9 a 12).

Quando um pixel s sai da fila @ de prioridade com rétulo L(s) = 1, temos que nenhum de seus
predecessores x na floresta Py, podera ter rotulo L(z) = 0, pois isso implicaria em uma violagao da
visibilidade de s em relacao a sua semente mais proxima (Figura 7.6(b)). Portanto, devemos executar
o procedimento “Congquistar_ Caminho” (Algoritmo 3). Esse procedimento é similar a executar as
Linhas 9 a 14 do algoritmo da IFT-SC (Algoritmo 1) ndo somente em relagdo ao pixel s, mas
também para todos seus predecessores em Psyy,, € atribuindo seus rotulos para 1 (Figura 7.6(c)).

No caso no qual o pixel s sai da fila de prioridade com rétulo L(s) = 0, temos que nenhum de seus
descendentes na floresta Py, (subéarvore de Ps,, enraizada em s) podera ter rotulo 1, pois isso re-
sultaria em uma violacao da visibilidade desses descendentes em relacao a sua semente mais proxima
em Py, (Figura 7.6(d)). Portanto, nés devemos executar o procedimento “Podar Arvore” (Algo-
ritmo 4). Esse procedimento também é similar a executar as Linhas 9 a 14 do algoritmo da IFT-SC
(Algoritmo 1) para todos os descendentes de s, e atribuindo seus rotulos para 0 (Figura 7.6(e)).

A Figura 7.6 ilustra um exemplo de segmentagao fazendo uso do algoritmo GSC-IFT (Algo-

ritmo 2).

7.4 Resultados experimentais

Nos experimentos comparamos diferentes algoritmos para segmentar um conjunto de imagens
médicas, os quais sao: IRFC [Ciesielski et al. (2012b)|, power watershed (PWy—2) [Couprie et al.
(2010)], e o algoritmo proposto da IFT com Convexidade Geodésica em Estrela (GSC-IFT). Estes
métodos foram considerados pelo fato de serem abordagens competitivas baseadas na mesma ener-
gia, permitindo uma clara visao da vantagem do uso da restricdo GSC na otimizagdo desta energia.
Nos experimentos, fez-se uso de 40 fatias de imagens de RM reais do pé para todos os métodos men-
cionados para segmentar os ossos calcaneo e talus, 40 fatias de imagens de TC de estudos toracicos
de 10 individuos para segmentar o figado, e 40 fatias de imagens de RM de mama. As curvas de acu-
racia sao (obtidas pelo procedimento descrito na Subse¢ao 2.5.2) mostradas na Figura 7.7, as quais
apresentam um ganho significativo para o algoritmo proposto (GSC-IFT), exceto para o conjunto
de dados do talus onde os ganhos foram apenas ligeiramente melhores. Além disso, para 0 mesmo
conjunto de imagens apresentamos uma distribui¢do do ranqueamento dos métodos de acordo com

a frequéncia de classificacdo por comparagao das médias do coeficiente de Dice (Figura 7.8).
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(f)

Figura 7.6: (a) Imagem sintética com trés possiveis bordas de corte, onde s, e s, sio sementes do objeto
e fundo respectivamente, e a floresta Psy., permite a visibilidade das restrigoes de forma. (b) Apds o pizel
a sair da fila Q com rétulo 1, temos a violagao da visibilidade do pizel a em relagdo a sua semente mais
prozima s,. (¢) O procedimento Conquistar _Caminho atribui rétulo 1 a todos seus predecessores, permitindo
a expansdo dos caminhos do objeto na regido cinza claro. (d) O pizel b sai da fila Q com rétulo de fundo,
bloqueando a visibilidade dos seus descendentes em Py, em relagio a s, (e) O procedimento Podar_Arvore
atribui rotulo 0 a seus descendentes, permitindo a expansao dos caminhos de fundo na regido cinza escuro.
(f) Resultado da segmentagdo (linha amarela pontilhada) com o algoritmo GSC-IFT.
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Figura 7.7: (a) Curvas de acurdcia dos métodos GSC-IFT, IRFC ¢ PW(q = 2) para a
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Figura 7.8: Para cada imagem individual, os métodos podem ser ranqueados de acordo a seus valores médios
do coeficiente de Dice, como primeiro (o melhor), sequndo, ou terceiro (o pior). Calculando a frequéncia
para cada posicao de classificacdo, temos uma distribui¢io de classificacdo para segmentar: (a) calcdneo, (b)
talus, (c) figado, e (d) mama.
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Um exemplo de segmentagdo do osso talus pode ser observado na Figura 7.9, demonstrando
as vantagens do algoritmo GSC-IFT sobre o IRFC. Outros exemplos de segmentacao como skull

stripping e segmentacdo em imagens coloridas sao apresentados nas Figuras 7.10 e 7.11, respecti-

vamente.

(b)

Figura 7.9: Segmentacio do osso tdlus: Em (a) temos o resultado do IRFC para os marcadores selecionados.
Em (b) temos que um melhor resultado pode ser obtido por GSC-IFT para os mesmos marcadores.

Figura 7.10: Ezemplo de segmentacio do cérebro (skull stripping) em 3D usando marcadores selecionados
pelo usudrio. Em (a) e (b) temos o resultado da segmentag¢io por IFT-SC. Em (c) e (d) temos que um
resultado melhor € obtido pela GSC-IFT com 3 =0.1.
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(h) (i)

Figura 7.11: Em (a),(d) e (g) temos imagens de entrada com marcadores selecionados pelo usudrio. Em (b),
(e) e (h) temos o resultado da segmentacio pela IFT-SC. Em (c), (f) e (i) temos o resultado da segmentagio
pelo GSC-IFT (B =0.1).



Capitulo 8

Transformada imagem-floresta com
tratamento simultaneo de polaridade de

borda e restricoes de forma

Como vimos no Capitulo 6, o enfoque da OIFT para segmentacao interativa fazendo uso das
bkg bkg

funcoes de conexidade nao suaves fimaX e fo,max favorecem a segmentacao de objetos que apresentam
transicoes de pixels de escuro para claro e de claro para escuro respectivamente na sua borda. Além
disso, no Capitulo 7 observamos que as restri¢des de forma pela convexidade geodésica em estrela
(GSC) eliminam formas complexas nao desejadas, melhorando a segmentagao dos objetos com
forma mais regular. Portanto, um tratamento simultdneo do uso da informacao da polaridade de
borda e das restri¢coes de forma nos possibilitaria um maior grau de especificidade na segmentagao
(Figura 8.1).

Neste capitulo, nés propomos o método GSC-OIFT, o qual pode lidar simultaneamente com a
orientacao de borda (usando um parametro « que controla o peso dado a orientagao no grafo ponde-
rado direcionado) e com as restrigdes de forma (usando um parametro 8 que controla a topologia da
floresta geodésica), o que permite eliminar formas complexas nao desejadas, melhorando a segmen-
tacao de objetos com forma mais regular. GSC-OIFT s6 requer duas vezes o tempo computacional

da IFT convencional.

8.1 Segmentagao via OIFT com restrigcoes de conexidade geodésica

rd ~ bk
em estrela através das funcgoes f;, 7 e fok

1,max 0,;max

Considere um grafo direcionado ponderado denotado como G = (Z, &, w), onde os pesos w tem a
configuracao de acordo com a Equacao 6.3. Para qualquer imagem rotulada binéria L (Figura 8.2)
temos dois tipos de conjuntos de arestas de corte na borda do objeto, um conjunto de arestas de

corte interno C; (Equacao 8.1) e um conjunto de arestas de corte externo C, (Equacao 8.2).

(s,t) €€ | L(s) =0, L(t) = 1} (8.1)
(s;,t) €& | L(s) =1

=

29
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Sye Sye

(c) () (e)

Figura 8.1: (a) Uma imagem original com marcadores S, e Sy. (b) Resultado da segmentagio com IFT.
(¢) Resultado da segmentagdo com OIFT. (d) Resultado da segmentac¢io com GSC-IFT. (e) Resultado da
segmentagdo considerando simultaneamente a polaridade de borda e as restrigoes de forma (GSC-OIFT).

Além disso, considere uma floresta Py, calculada pelo algoritmo da IFT com a fungido de soma
fsum, usando somente o conjunto de sementes internas S, para o grafo direcionado ponderado G, e

dois conjuntos de arestas em Py, f};sum e {p  definidos pelas Equagoes 8.3 e 8.4 respectivamente.

P = 1(5:1) €€ | 5= Paum(t)} (8.3)
P = {(5,1) €& | £ = Poum(s)} (8.4)

Assim, se uma aresta (s,t) € £ estd na interse¢ao dos conjuntos C;(L) e f};sum teremos uma
violagao da restri¢ao de convexidade em forma de estrela (Figura 8.2(a)), dado que o pixel ¢ pertence
ao objeto e ndo seria visivel ao centro de estrela S,. Uma situacao similar acontece para uma aresta
(s,t) € € que esta em Co(L) N &P (Figura 8.2(b)).

Baseados na identificagao desse tipo de arestas, que violam a restri¢cao de convexidade geodésica
em estrela, propomos o Lema 1 e o Teorema 4, cujas provas estao apresentadas no Apéndice E.

Nesse capitulo, adotamos as seguintes defini¢oes para as fungoes de energia interna (F;) e externa

(E,) dadas pelas Equacoes 8.5 e 8.6 respectivamente.

Ei(L,G=(Z,{w)) = min ~ w(s,?) (8.5)
(Svt)eci(L)
Eo(L,G=(T,{w)) = min  w(s,t) (8.6)

(s,t)€Co(L)

Nosso objetivo é restringir a busca de resultados 6timos, que maximizam as medidas de corte
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C,(L)NE,,, #0 <& violagiodarestrigdo

(2)
C, (L) g}, % ~a— violagdodarestri¢do

~

(b)

Figura 8.2: Imagem rotulada L com rdtulo L(s) = 1 se o pizel s pertence ao objeto e rdtulo L(s) = 0 se
pertence ao fundo. Em (a) é mostrada a violagdao da restricio de convezxidade geodésica em estrela quando
existe uma aresta (s,t) € (Ci(L)NEp, ). Em (b) é mostrada a violagdo da restri¢io de convexidade geodésica
em estrela quando existe uma aresta (s,t) € (Co(L) NES

em grafo E; e F,, somente para segmentacoes que satisfazem restricoes de convexidade geodésica

em estrela.

Lema 1 Para uma dada segmentagao L, nds temos Co(L) N EPor F (0, se e somente se eriste
uma viola¢ao da restri¢ao de convexidade geodésica em estrela. Nos temos C;(L) N f}sum £0, see

somente se existe uma violagdo da restrigdo geodésica em estrela.

Teorema 4 (Otimalidade da borda de corte interno/externo) Para um dado grafo ponde-
rado G = (Z,&,w), considere um grafo ponderado modificado G' = (Z,&,w'), com pesos W'(s,t) =
—00 para todo (s,t) € £p e w'(s,t) = w(s,t) caso contrdrio. Para dois conjuntos S, e Sy de se-
mentes dados, a segmentagio calculada sobre G' pelo algoritmo da IFT (Algoritmo 1) para a fungdo

3,’§§ax define um corte étimo no grafo original G, que mazimiza E,(L,G) entre todos os resultados
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(c) (d)

Figura 8.3: (a) Imagem sintética com trés possiveis bordas de corte, com mesma orienta¢do (claro para
escum) floresta Py, e semente interna s, (centm de estrela). As arestas com valor —oo representam arestas
(s,t) € £p_ . que violam as restricdes de forma pela GSC. As setas azuis representam cortes externos nas
bordas e as vermelhas (setas pontilhadas) cortes internos. (b) Pizels sio conquistados pela semente interna

So- (¢) Pizels sao conquistados pela semente externa sy. (d) Resultado da segmentacao (linha amarela) pela
GSC-OIFT com fb*g

o,max*

possiveis de segmentacao satisfazendo as restrigoes de forma pela convexidade geodésica em estrela,
e as restri¢coes de sementes.

Similarmente, a segmenta¢do calculada pelo algoritmo da IFT (Algoritmo 1) para a fungdo
fﬁlffax, sobre o grafo modificado G' = (Z,£,w"); com pesos w'(s,t) = —oo para todo (s,t) € f}sum, e
W'(s,t) = w(s,t) caso contrdrio; define um corte étimo no grafo original G, que mazimiza E;(L, Q)
entre todos os resultados possiveis de segmentagio satisfazendo as restrigoes de forma pela convezi-

dade geodésica em estrela, e as restrigoes de sementes.

Na Figura 8.3 é mostrado um exemplo do método GSC-OIFT com a funcio nao suave fgﬁgax.

8.1.1 Resultados experimentais

Nos experimentos foram usadas um total de 40 fatias de imagens de 10 estudos toracicos em TC,
para segmentar o figado, obtidas de um especialista do departamento de radiologia da Universidade

da Pensilvania. Os resultados mostraram uma melhora de acurécia significativa. As curvas médias
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de acuracia para os algoritmos avaliados (isto é, IRFC representado pela IFT com fq., power
watershed [Couprie et al. (2010)], OIFT, GSC-IFT e GSC-OIFT) sao apresentadas na Figura 8.4,

assumindo diferentes conjuntos de sementes obtidos pela erosao do gabarito.

1 e 1 e
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Figura 8.4: (a) Curvas médias de acurdcia para a segmenta¢io do figado para diferentes valores de 3: (a)

B=00, (b)3=02, (c) B=0.5, e (d) B=0.7.

Um exemplo de segmentagao com os métodos IRFC, OIFT ( Sﬁgm), GSC-IFT e GSC-OIFT &
apresentado na Figura 8.5. Na Figura 8.6 é mostrado um exemplo de aplicagao para o problema de

skull stripping em imagens 3D de RM, onde podemos observar os resultados da segmentacao dos
métodos IRFC, GSC-IFT e GSC-OIFT.
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Figura 8.5: Resultados para marcadores selecionados pelo usudrio: (a) IRFC (IFT com fmax), (b) OIFT
(fe%9  com o =0.5), (¢) GSC-IFT (3 =0.7, a =0.0), e (d) GSC-OIFT (8 =0.7, « = 0.5).

o,max

Figura 8.6: Ezemplo de skull stripping 8D em RM: (a) IRFC (IFT com fmax), (b) GSC-IFT (8 = 0.3,
a=0.0), e (¢) GSC-OIFT (8 =0.3, a =0.5), para 0os mesmos marcadores selecionados pelo usudrio.



Capitulo 9

Conclusoes

9.1 Consideracoes Finais

Nosso objetivo principal foi realizar um estudo sobre o uso das funcoes de conexidade nao suaves
no arcabouco da IFT. Esse estudo culminou com a proposta de uma classificacado das funcoes de
conexidade nao suaves, evidenciando um subconjunto com propriedades tedricas interessantes, de
modo que algumas funcOes pertencentes a essa regiao mostraram bons resultados na segmentagao
interativa de imagens com forte inomogeneidade de campo. Também, neste estudo, trés novos mé-
todos de segmentagao interativa de imagens foram introduzidos: (i) Transformada imagem-floresta
orientada (OIFT), que favorece a segmentagao de imagens que apresentam objetos com transi¢oes
de pixels na borda de claro para escuro ou de escuro para claro. (ii) IF'T com convezidade geodésica
em estrela (GSC-IFT), que permite segmentar imagens que apresentam objetos com forma regular,
nao permitindo resultados de formas complexas. (iii) OIFT com convezidade geodésica em estrela
(GSC-OIFT), que combina as vantagens da OIFT e da GSC-IFT favorecendo a segmentagao de
imagens que tém objetos de forma regular e que apresentam orientagdo bem definida nas suas
bordas (de claro para escuro ou vice-versa).

A GSC-OIFT engloba de certo modo os métodos anteriores OIFT e GSC-IFT (bem como
a IFT convencional com fn.x) de acordo com a configuragao dos seus parametros a e (. Ela
poderia também ser implementada com base nas fungoes f; ., e f, ., de modo a permitir um melhor
tratamento no caso de empates.

Note porém que as func¢oes adaptativas apresentadas no Capitulo 5 ndo podem ser reduzidas ao
calculo de uma GSC-OIFT. Dado que o desempenho desses métodos depende do tipo de imagem,
temos que todos sdo igualmente relevantes. A tabela 9.1 apresenta uma classificacdo do uso dos

métodos propostos neste texto, de acordo com as caracteristicas especificas da imagem.

9.2 Contribuicoes

Além das contribuigdes teoricas em métodos de segmentacido baseados em grafos, o projeto
também contribuiu com o desenvolvimento de um aplicativo de apoio para a pesquisa no campo da
medicina.

Vérios trabalhos desenvolvidos pelo orientador e seus colaboradores no contexto do programa

FAPESP-CInApCe' (em colaboracio com os professores do Departamento de Neurologia da Fa-

!Projeto que visava a criacdo de uma rede de pesquisa multidisciplinar para adquirir tecnologia de ponta e estudar
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Caracteristica na imagem

Meétodo proposto

Presencga de efeitos de inomogeneidade.

IFT com fl;‘zz‘, ou fé‘“.

Transi¢ao de pixels na borda do objeto de escuro para claro
sem restri¢ao de forma.

OTFT com f*  (a >=0.5),

,max

OIFT com f;. (o >=0.5), ou

GSC-OIFT com fi, (8 >=1.0e a >=0.5).
OIFT com fJ%9., (a >=0.5),

OIFT com fo (o >=0.5), ou

GSC-OIFT com fo,, (8 >=1.0 e a >=0.5).
GSC-OIFT com f;79. (B=0ea>=0.5).

max

Transi¢ao de pixels na borda do objeto de claro para escuro
sem restri¢ao de forma.

Objeto de forma estritamente regular (convexo em estrela)
e transicao de pixels na borda de escuro para claro.
Objeto de forma estritamente regular (convexo em estrela)
e transicdo de pixels na borda de claro para escuro.

GSC-OIFT com f2%4. (6=0e a>=0.5).

GSC-OIFT com f %9

,max

Objeto de forma regular (convexo em estrela)
permitindo um certo grau de variabilidade na sua forma,
e transicao de pixels na borda de escuro para claro.
Objeto de forma regular (convexo em estrela)
permitindo um certo grau de variabilidade na sua forma,
e transicdo de pixels na borda de claro para escuro.

(B>0ea>=0.5).

GSC-OIFT com f2%4.. (8>0e a>=0.5).

Tabela 9.1: Relacao dos métodos propostos e o tipo de imagem a ser segmentada.

culdade de Ciéncias Médicas da UNICAMP), tém sido agregados a uma ferramenta computacional
chamada Brain Image Analyzer (BIA), que foi usada pelos médicos; por exemplo, em estudos envol-
vendo volumetria de hemisfério cerebrais e cerebelo em individuos com epilepsia do lobo temporal
mesial e antecedente familiar para epilepsia (FAPESP 12/2008-11/2010). Nesse contexto, os re-
sultados do presente projeto foram incorporados na ferramenta BIA, como modulos de extensao,
favorecendo a segmentacao interativa de imagens volumétricas de ressonancia magnética adquiridas
com um scanner de 3T. O projeto também contribuiu em um projeto FINEP(1266/13) em engenha-
ria biomédica, no projeto universal CNPq (486083/2013-6), e no projeto FAPESP(2012/06911-2).

9.3 Sugestoes para pesquisas futuras

As técnicas desenvolvidas podem também favorecer métodos automaticos [Miranda et al. (2008b,
2009)] na segmentagao de imagens. Esses métodos fornecem conjuntos automaticos de sementes que
podem ser combinados com as técnicas propostas neste documento. Também poderia combinar-se
as funcoes de conexidade nao suaves com modelos estatisticos para segmentacao automética 3D.

Uma outra sugestao seria explorar outras func¢des de conexidade ndo suaves de regides nao
exploradas do diagrama.

Por outro lado, a IFT pode ser estendida do dominio da imagem para o dominio do espago de
caracteristicas [Papa et al. (2009)], sendo possivel estender o estudo das fungoes de conexidade nao

suaves na classificacao de padroes.

a dinamica cerebral associada a epilepsias e outras doencgas degenerativas [Falcao et al. (2008)].



Apéndice A
Funcoes de conexidade nao suaves

Neste apéndice apresentamos as definigoes das fungoes de conexidade ndo suaves fs~nax, f1
Jmax|a1), [ |a1ps f1 @ flze:”max; incluindo uma prova formal da sua posicao no diagrama apresentado

na Figura 4.1.

A.1 Funcgao soma das arestas maximas (fyax)

Seja a funcdo fx;max definida por:

0, set €S,
femax(me = (1)) = { »
+00, caso contrario.

fEmax(T"t = Ts " <37t>) = fEmax(ﬂ's) + fmax(ﬂ't% (Al)

onde S é o conjunto de sementes.

A fun¢do fymax ¢ uma fungdo ndo suave que pertence ao subconjunto C;\(Cy|JCy) no
diagrama de classificagdo de fungoes de conexidade (Figura 4.1), de modo que somente satisfaz a
condigao C1 de suavidade (Subsegao 3.1.3).

Prova:

C1. Existe um caminho 6timo 7 = 7y - (s,t), tal que fymax(Ts) < fxmax(mt).

Para w(s,t) > 0 nos temos que

fmax(ﬂ't) = maX{fmax(Ws),w(S,t)}ZO,

entao

meax(ﬂ-s) < fEmax(Ws)+fmax(7Tt)-

Assim, da Equagao A.1 nds obtemos

meax(Trs) < meaX(ﬂ't)-
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Portanto, fsmax satisfaz esta condicao.

C2. Existe um caminho 6timo 7 = 7y - (s,t), onde 74 é 6timo.

A prova que fs;max viola a condi¢do C2 pode ser demonstrada pelo seguinte contra exemplo.
Na Figura A.1 para um caminho 6timo my = 7, - (s,t), nés temos que 7, ndo é um caminho
6timo para s. Pois, existe outro caminho 6timo 7, que oferece um melhor custo a s do que

T, isto &,

meax(Tr;) =9 < meaX(T"s) = 10.

Como 7} ndo é 6timo, entdo a condigdo C2 nao pode ser verificada para fsmax-

Figura A.1: Contra exemplo da sequnda e terceira condi¢oes (C2 e C3) para a fun¢io fsmax, onde m =
7s - (8,t) € um caminho Jtimo e w, = 7. - (s,t) € um caminho nao dtimo, a partir das sementes S; e So
respectivamente.

C3. Para qualquer caminho 6timo 7, com destino em s, fsmax(7, - ($,%)) = fxmax(Tt).

Na Figura A.2 nés podemos observar que

fEmax(Tr; : <Sat>) =16 75 meaX(ﬂ't) = 15.
Entao, a condigao C'3 é violada.

C4. Para quaisquer caminhos 75 e 7w, com destino em s, se fymax(Ts) = fSmax(7s), entao nos
temos meaX(ﬂ-s : <S,t>) = fEmax(Tr; : <5,t>)-

Na Figura A.2, para os caminhos 6timos 75 e 7, nés temos

fomax(ms - (8,8)) =15 #  fomax(m, - (s,1)) = 16.
Assim, claramente nos temos que fxymax nao satisfaz a condicao C4.

Portanto, como a fungao fxmax somente satisfaz a condi¢ao C'1 de suavidade (Subsecao 3.1.3),
podemos concluir que fspmax € uma funcdo ndo suave e fymax € C1\(C2JCy) no diagrama (Fi-

gura 4.1).
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Figura A.2: Contra exemplo da condi¢io C4 para a fun¢do fsmax, onde m = ms - (s,t), 75, € 7, sdo
caminhos dtimos, m, = 7., - (s,t) é um caminho ndo dtimo, e Sy, Sy sdo sementes.

A.2 TFuncao distancia minima de barreira (f;)

Seja a fungao f; definida por:

0, set €S,

400, caso contrario.

f¢(7Tt =(t) = {
fi(ﬂ-t = Tgs - <Sat>) = f[maa:(ﬂ't) - flmin(ﬂ-t), (AQ)

onde § é um conjunto de sementes, € frmar € frmin 530 fungdes que tomam os valores maximo e

minimo da intensidade ao longo do caminho, respectivamente:

flmax(ﬂ't = <t>) = I(t)
frmaz(me =7 - (8,1)) = max{frmaz(7s), I(t)}, (A.3)

frmin(me = (1)) = I(t)
frmin(me = 75 - (s,t)) = min{frmin(ms), L(t)}, (A.4)

onde, I(t) representa a intensidade do pixel t.

A fungao f4 ¢ uma fungdo nao suave que pertence ao subconjunto C1\(Cy JC4) no diagrama
de classificagao de fungoes de conexidade (Figura 4.1), de modo que somente satisfaz a condigao
C'1 de suavidade (Subsecao 3.1.3).

Prova:

Cl1. fi(ﬂ's) < fi(ﬂ't =Ts- <Sat>)'

Como

IN

flmax(ﬂ's) flmax(ﬂ't) €

flmin(ﬂ't) < flmin(ﬂ's)a
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entao,

flmax(ﬂs)‘}'flmin(ﬂt) < flmaz(ﬂ-t)‘}'flmin(ﬂs)a €

flmaz(ﬂ-s) - flmin(ﬂ-s) < flmaz(ﬂ-t) - flmin(ﬂ't)-

Assim, da Equagao A.2 nos obtemos fi(ms) < f4(m).

Portanto, f; satisfaz a condi¢ao C1.

C2. w4 é 6timo.

Na Figura A.3, para o caminho 6timo 7, = 7, - (s,t), nos temos que 75 é ndao 6timo, dado que

existe outro caminho 7, 0 qual oferece um melhor custo do que 75 a s, isto é,

f@) =6 < fi(m) =T

Uma vez que 7, nao é 6timo, temos que a condigao Cy é violada por It

Figura A.3: Contra exzemplo para a segunda e terceira condigoes (C2 e C3) para a fungdio fy, onde mp =

7s - (8,t) € um caminho dtimo, e m, = 7, - (s,t) € um caminho dJtimo, a partir das sementes S; e Sa,

respectivamente.

C3. Para qualquer caminho 6timo 7 com destino em s, fi(mg - (s,t)) = f4(m).

Na Figura A.4 nés temos
frlmi- (s, ) =T # film=ms-(s,1)) =5.

Assim, nos temos que f4 ¢ Cs.

C4. Para quaisquer caminhos s e 7¢ com destino em s, se fy(7s) = fy(m), entdo fy(ms - (s,t)) =
fr(ms - (s, 1))

Na Figura A.4, para os caminhos 6timos 75 e 7, nés temos:

filme(s,8) = 5 # fplnl-(s,8) = T.

Consequentemente, f; nao satisfaz esta condigio (fy & Cy).
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Figura A.4: Contra evemplo da condicio C4 para a fungio fy, onde my = 7, - (s,t), s, e w, sdo caminhos
otimos; m, = wl - (s,t) é um caminho nao dtimo, e Sy, Sa sdo sementes.

Portanto, como a funcdo f; somente satisfaz a condigao C'1 de suavidade (Subsecao 3.1.3),

podemos concluir que f; é uma fungio nio suave e f; € C1\(C2|JCy) no diagrama (Figura 4.1).
A.3 Funcao amplitude maxima das intensidades relativas (fuax|ar1)

Seja a fungao fy,q. a1 definida por:

0, set e S,
fmaa:|AI\(7Tt = <t>) = { L
+00, caso contrario.

fmaa:|AI\(7Tt =T - <37t>) = max {fmax\AH(ﬂ's)a ’I(t) - I(R(WS))‘L (A5)

onde R(ms) € o pixel raiz (origem) do caminho 7.

A fungdo fiax|arl ¢ uma fungdo nio suave que pertence ao subconjunto C1\(C2JC4) no
diagrama de classificagdo de fungoes de conexidade (Figura 4.1), de modo que somente satisfaz a
condigao C1 de suavidade (Subsegao 3.1.3).

Prova:

ClL. fmaz|AI\(7rs) < fmaz|AI\(7rt =Ts <5’t>)'

Suponhamos que essa condi¢do é verdadeira, entdo da Equagao A.5 nés temos:

fmaa:|AI\(7TS) < max{fmax\Aﬂ(WS)a ’I(t)_I(R(TrS))‘}7

que ¢é claramente correto, devido a fungdo méxima no segundo termo. Portanto, f,4q1A [|(7T5)

satisfaz a condigdo C1 (fraza1 € C1)-

C2. 7, & 6timo.

Na Figura A.5, para o caminho m; = 7, - (s, t), nés temos que 75 ndo é 6timo, dado que existe
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outro caminho 7, o qual oferece um melhor custo do que 7, para s, isto &,
fmaa:|AI\(7rfs) =7 < fi(WS) =38.

Como 7 nao é 6timo, entao f,qz Az viola a condigdo C2 (fpaziar ¢ C2)-

: it |
0 4 12
0 4 8
@ @ 13 27 = f ()
14 = fmax\m\(nz)
"'¢" 7 16 = fmax|Al\(ﬂ:'t)
@ (- S 28 - s ()
0 4 7
0 4 11
I |
J_['

Figura A.5: Contra evemplo da sequnda e terceira condigoes (C2 e C3) para as fungoes frazing) € fxial)-
(s,t) € um caminho Jtimo, e w, = 7. - (s,t) nao é um caminho détimo, a partir das

O caminho m = 75 -
sementes S1 e Ss, respectivamente.

C3. Para qualquer caminho 6timo 7%, frax|ar (75 - (5,1)) = fmax|ar) (7).

No6s podemos ver um contra exemplo na Figura A.6, onde essa condicdo é violada, pois

fmax\Aﬂ(ﬂ-; ’ <Sat>) =16 75 fmax\Aﬂ(Trt) = 14.

C4. Para quaisquer caminhos 75 e 7, com destino em s, se fmaX|AI‘(7['S) = fmaz|A1|(xt), €ntao
fmax\Aﬂ(ﬂ-s ) <Sat>) = fmax\Aﬂ(ﬂ-; ’ <5’t>)'

Na Figura A.6, nés podemos observar que:

fmax\AI|(7Ts'<5’t>):14 7£ fmax\Aﬂ(ﬂ-;'(S’t»:lG'

Assim, frax|az) ndo satisfaz esta condicido (fmax|ar & Ca)-

Portanto, como a fungao fiax| a7 somente satisfaz a condigao C'1 de suavidade (Subsecao 3.1.3),

podemos concluir que fiax|az| € uma funcio nao suave e foaxar € C1\(C2 U C4) no diagrama

(Figura 4.1).
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Figura A.6: Contra exemplo da condigio C4 para as fungoes fuax|ar1| € fxjar)- Os caminhos mp = w4+ (s, 1),
Ts, € Ty $G0 Ot Py =T - (S 3 ; a0 Ot 1 2 SG .
, e T sdo dtimos; T ' (s,t) é um caminho ndo détimo, e S1 e Sy sio sementes

A.4 Funcao soma do valor absoluto das intensidades relativas
(fsian)

Seja a fungdo fy~ g definida por:

0, sete s,
= (T =
feian(m = (1) { +00, caso contrario.

fsian(me=7s-(s,1)) = fsan(ms) +[1(t) — I(R(7s))],
(A6)

onde R(ms) € o pixel raiz (origem) do caminho 7.

A funcdo fy|ap € uma fungao ndo suave que pertence ao subconjunto CiI\(C2JCy) no
diagrama de classificagdo de fungoes de conexidade (Figura 4.1), de modo que somente satisfaz a
condi¢ao C'1 de suavidade (Subsegao 3.1.3).

Prova:

Cl. feian(ms) < fejan(me = ms - (s,1)).

Suponhamos que a condicao é verdadeira, entdo da Equacdo A.6 nds temos:

fsjan(ms) < fyjan(ms) + [1(E) = I(R(7s))]-

Como [I(t) — I(R(ms))| > 0 essa relagdo ¢ correta, assim a condicdo C1 & satisfeita (fxar €
Ch).

C2. 7, & 6timo.

Na Figura A.5, para um caminho 6timo m; = 7, - (s,t), nés temos que 7, ndo é 6timo, dado
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que existe um outro caminho 7}, que tem um melhor custo do que 7, isto &,

feian(my) =12 < fi(ms) = 13.
Assim, essa condigao ndo é satisfeita (fy)ar & Co).

C3. Para qualquer caminho 6timo 75, fyar (7% - (s,1)) = fojan(m)-

O contra exemplo na Figura A.6 mostra que essa condicdo é violada, pois
foian(ms - (s,t) =29 #  fyaqn(me) = 27.

C4. Para quaisquer caminhos 75 e 7 com destino em s, se fyaz(7s) = fojar(75), entdo fsjar(ms:
(8:1)) = fojan(ms - (s,1)).

Na Figura A.6, para caminhos 6timos 74 e 7, nés temos:
feian(ms - (s,) =27 #  fyjan(mg - (s,1) = 29.

Assim, fsaq ndo satisfaz a condicdo C4 (fxjar & Ca).

Portanto, como a fun¢ao fs|az somente satistaz a condigao C'1 de suavidade (Subsecao 3.1.3),
podemos concluir que fxa7 ¢ uma funcio ndo suave e fx a7 € C1\(C2JCy) no diagrama (Fi-
gura 4.1).

A.5 Fungao de intensidade (f;)

Seja a funcao fr definida por:

0, sete s,
Jilme =(t) = { +00, caso contrério.
fr(my =ms - (s,t)) = I(t), (A.7)

onde S é o conjunto de sementes.

A funcdo f; é uma funcdo nao suave que pertence ao subconjunto (Co () Cy)\C no diagrama
de classificacao de fungoes de conexidade (Figura 4.1), de modo que somente viola a condigao C1
de suavidade (Subsecao 3.1.3).

Prova:

C1. f[(ﬂ's) < f[(ﬂ't = Ts " <37t>)'

Na Figura A.7 nds temos

fr(ms) =30 £ fi(m) = 20.

Assim, esta condicao é violada.
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Figura A.7: Contra exemplo da primeira condicao (C1) para a fungao fr, onde mp = 75+ (s,t) é um caminho
otimo a partir da semente Sy.

C2. 7, & 6timo.

Suponhamos que dado um caminho 6timo m; = 7, - (s,t), o caminho 7, ndo é 6timo, entao

nos teriamos que existe um caminho 7, tal que

fi(my) =1(s) < fr(ms) = I(s), (A.8)
o que é falso, dado que I(s) £ I(s). Portanto, a condicao C2 é satisfeita por fr.

C3. Para qualquer caminho 6timo 7, com destino em s, fr(m - (s,t)) = fr(m).

Esta condigao é satisfeita, uma vez que fr(n, - (s,t)) = I(t) e fr(m) = I(t).

C4. Para quaisquer caminhos 75 e 7, com destino em s, se fr(ms) = fr(7}), entdo fr(mws - (s,t)) =
f1(7s - (s,1)).

Esta condicao é satisfeita, uma vez que
films - (s,0)) = I(t) e fi(m,-(s,1)) = I(t).

Portanto, como a fungao f; somente viola a condi¢ao C'1 de suavidade (Subsegao 3.1.3), podemos

concluir que fr ¢ uma funcao nao suave e fr € (Ca()Cy)\C1 no diagrama (Figura 4.1).

A.6 TFuncgao lexicografica da soma das arestas maximas (fX% )

Y max

Seja a funcao flzerl;lax definida por:
0,0), set €S,
e aelme = (8) = { (-0 -
(+00,400), caso contrario.
éeraf‘lax(ﬂ-t =T <5’t>) = (meax(Trt)a fmax(ﬂ-t))- (Ag)

onde § é um conjunto de sementes.

A funcéo flzeffnax forma pares de valores que devem ser comparados de acordo com a ordem

lexicografica. A primeira componente é a funcao nao suave fymax, € a segunda é a fungdo suave

fmax-

Do diagrama de classificagdo de fungoes de conexidade (Figura 4.1), temos que a funcao flzefnax

¢ uma funcdo nao suave dado que fi* € (Cy () Cy)\Co; para avaliar isso vamos provar que

3 max

condicoes satisfaz.
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Prova:

C1.

C2.

Figura A.8: Contra exemplo da sequnda e terceira condigies (C2 e C3) para a fungio f:

ez (ms) < flee (=7 - (s,1)).

Suponhamos que esta condicdo é verdadeira. Entao, da Equacao A.9 nés temos:

(fZ max(ﬂ's)y fmax(ﬂ's)) < (fZ max(ﬂ't)a fmax(ﬂ't))- (AlO)

Comparando os pares ordenados nds obtemos:

meax(ﬂ-s) < fEmax(ﬂ-t) (Al].)

ou
fmax(ﬂ's) = fmax(ﬂ't) € fmax(ﬂ-s) < fmax(ﬂ't) (A12)

Dado que ambos fymax € fmax satisfazem a condicdo C1 para w(s,t) > 0 (Secdo A.1), nos
podemos concluir que flzeffnax € C1 para w(s,t) > 0.

Ts € O6timo.

Na Figura A.8, para o caminho 6timo m; = 75 - (s, ), nés temos que 74 é ndo 6timo, dado que

existe um outro caminho 7, que oferece um melhor custo do que 7, isto é,

Fmax(m) = (9,7) < fiffa(ms) = (10,5).

Portanto, esta condicao nao é satisfeita por lzefnax-
J-‘:S
I |
(0, 0) (5,5) (10, 5) (15,5) = [, (7,)

O— — (==

lex

S axs Onde T =

s - (8,t) € um caminho dtimo, e w, = 7 - (s,t) € um outro caminho nao dtimo, a partir das sementes Sy e
Sy respectivamente.

C3.

Para qualquer caminho 6timo 7}, %2 (7! - (s,t)) = f&¥= ()

Na Figura A.8 nds temos

éerfnax(ﬂ-; : <Svt>) - (167 7) ie féerxnax( ) - (1575)'

Portanto, esta condicao é violada por flzeffnax
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C4. Para quaisquer caminhos 75 e 7, com destino em s, se f&* (m) = fle@  (7l), entdo
Einax (s« (8,8)) = ff (Tl - (5,1)).
Dado que f¥2 (ms) = fle*  (x%), da Equagdo A.9 nés obtemos
(fEmax(ﬂ's)afmax(ﬂ's)) = (meaX(ﬂ';)yfmax(ﬂ{q))a
o qual implica que:
meax(T"s) = meax(ﬂ';)7 € (A13)
fmax(7s) = fmax(7). (A.14)
Portanto, pela definicdo de fiax € da Equacio A.14
fmax(ﬂ-s : <Sa t>) = maxX {fmax(ﬂ-;), LU(S, t)}a
fmax(ms - (5,8)) = fmax(m5 - (5,1)) (A.15)
e das Equagdes A.1, A.13 e A.15 nos temos
fomax(Ts - (5,1) = fomax(5) + fmax(75 - (,1)),
fomax(ms - (5,1)) = fomax(7s - (s,1)) (A.16)
Assim, das Equagoes A.15 e A.16 nos temos
é)ergfnax(ﬂ's : <87t>) - (fEmaX(ﬂ'; : <37t>)7 fmax(ﬂ'; : <37t>))7
éeraf,lax(ﬂvs : <87t>) - éerxnax(ﬂ-; ' <37t>) (A17)
lex

Portanto, a condigao C4 é satisfeita por fsr .

Por conseguinte, nos temos que a funcdo fi* & uma funcdo nio suave que viola somente as

Y max

condigdes C2 e C3 (fl= € (C1(C4)\Cs). Note que f&2  nio viola a condicio C4, ao contrario

3 max 3 max
de fZ max-:
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Apéndice B

Prova das proposicoes para qualquer

fungao f € (€11 C4)\C2

Neste apéndice apresentamos as provas das proposicoes propostas na Secdo 5.1, dadas para
funcoes de conexidade que satisfazem as condi¢oes C'1 (Subsecgao 3.1.3) e C'4 (Secao 4.1), mas nao
a condi¢do C2 (Subse¢ao 3.1.3), ou seja fungoes pertencentes ao subconjunto (C7[)C4s)\C2 no

diagrama de classificagdo de fungoes de conexidade (Figura 4.1).
Proposicao 1

Considere uma funcao f € (C1[)C4s)\Co. Para um grafo G = (Z,£) da imagem, e conjunto S
de sementes, dados, seja O o conjunto de todos os pixels t € Z, tal que existe um caminho 6timo
completo m; para f. Em qualquer floresta de espalhamento P calculada em G pelo algoritmo da

IFT para f, todos os caminhos 7 com ¢ € O sdo caminhos 6timos.

Prova:
Seja m = (t1, to,..., ti..., t, = t) um caminho 6timo completo dado para f, e 77 =
(S1, $2y..ey Siy...y Sm = t) 0 caminho calculado na floresta de espalhamento P. Nos temos a seguinte

prova por inducdo matematica:

1. Base da inducgao: Mostrar que o enunciado vale para n = 1.
Nesse caso, nos temos t = t1, e portanto m; = (¢1). Como f((¢1)) é um valor finito, ¢; & inserido
na fila  de prioridade (Linha 6 do Algoritmo 1). Dado que f({t;)) é 6timo, nos podemos
afirmar com seguranca que ¢; nao saira de ) (Linha 8 do Algoritmo 1) com um custo V'(¢1)

pior do que f((t1)), portanto, o caminho induzido 7 & 6timo.

2. Passo da inducgao: Suponhamos que o enunciado é verdadeiro para o caminho 6timo com-
pleto m,, com ¢ > 1. N6s devemos provar que isso também vale para o caminho 6timo completo
Ty = T, - (Listigr)-

Pela hipotese nés temos que o caminho th em P é 6timo. Dado que a condicao C4 é satisfeita
(f € (C1 N Cs)\Ch), nos podemos concluir que f (7 (ti, tir1)) = f(me, - (i tiv1)) = f(me,,),
assim, podemos concluir que Tf; (ti, tit1) € Otimo.
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Pela construcao do algoritmo, se ;41 ainda nao foi conquistado, nés temos que esse caminho
estendido 7/ - (t;, ;1) sera avaliado pelo algoritmo da IFT (Linhas 10 a 14 do Algoritmo 1),
e uma vez que ele é 6timo, ele ndo seréd substituido posteriormente por qualquer outro cami-
nho (como garantido pela desigualdade estrita na Linha 12 do Algoritmo 1). Se t;11 ja foi
conquistado por um caminho diferente em P, o seu custo nao pode ser pior do que f(m,, ),

uma vez que f € C;. Portanto, no final, th+ | serd um caminho 6timo.

Proposi¢ao 2

Considere uma fungio de conexidade f, classificada como f € (Cp[)C4)\C2 para um grafo
geral. Se para um grafo particular G = (Z,§) da imagem e conjunto S de sementes, dados, existe
uma floresta de caminhos 6timos para f, entao qualquer floresta de espalhamento P calculada em

G pelo algoritmo da IFT (Algoritmo 1) para f é uma floresta de caminhos 6timos.
Prova:
Essa proposicao é uma consequéncia imediata da Proposicao 1, pois qualquer caminho induzido

por uma floresta de caminhos 6timos é um caminho 6timo completo (Subsecao 3.1.4), portanto se

existe uma floresta de caminhos 6timos para f, entao O = Z na Proposicao 1.



Apéndice C

Prova dos teoremas de otimalidade dos

cortes internos/externos na OIFT

Neste apéndice apresentamos as provas dos Teoremas 1 e 2 da Secao 6.2.
Teorema 1 (Otimalidade dos cortes internos/externos)

Para um grafo G = (Z,§) da imagem, e dois conjuntos S, e S, de sementes, se existe uma
: o ~ bk ~ . Ly ..
floresta. de caminhos 6timos para a funcao fo,n‘{ax, entao seu corte € um corte 6timo que maximiza

Eo(f/) entre todos os possiveis resultados da segmentacao satisfazendo as restrigdes fortes. Se

bkg

existe uma, floresta de caminhos 6timos para a funcao i max

entao seu corte é um corte 6timo que

maximiza F;(L) entre todos os possiveis resultados da segmentagao satisfazendo as restrigoes fortes.

Prova:

bkg

) < bk ~ . ~
Nos provaremos o Teorema 1 para o caso da fungdo fomax (Equacdo 6.5), pois a fungio i max

(Equacdo 6.4) tem essencialmente uma prova idéntica.
Em uma floresta de caminhos 6timos para a funcao fgﬁﬁ’ax, para qualquer aresta (a,b) tal que a

pertence ao objeto (L(a) = 1) e b ao fundo (L(b) = 0), a seguinte desigualdade é verdadeira:

cl)),ligax(ﬂ-b'<b’a>) > fsﬁhqax(ﬂa) (Cl)

Essa desigualdade é uma consequéncia da otimalidade do caminho (Equagao 3.6) para a fungao

bk ~ .
omnax- Por exemplo, se a extensdo do caminho 7, pela aresta (b, a) tem um custo menor do que o

. . bk bk ~ . ~ .o
caminho 7., ou seja fomax(mp - (b,a)) < fomax(7a), entdo esse caminho 7, ndo é 6timo. O caso no

bk bk ~ . . . ) .
qual formax(mp - (b,a)) = formax(ma) ndo ¢ possivel, pois custos de caminhos com rotulos diferentes
sdo nameros pares ou impares. Portanto, a Equacao C.1 é a dnica configuracao valida possivel.

Na verdade, podemos concluir também as seguintes equagoes:

2 xw(a,b)+1> fé’ﬁgax(ﬂa) (C.2)
2 x w(a,b) > fffigax(wb) (C.3)
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A primeira desigualdade (Equagao C.2) pode ser provada por contradi¢do como segue:

e Se2xw(a,b)+1< fg,]fﬁax(ﬂa), entao

fg%]ax(wd ' <a7 b>) - max{fg,]fgax(ﬂa)? 2x w(a7 b) + 1}7

bk bk
fo,rgax(ﬂ.(l ’ <a7 b>) = fo,rgax(ﬂ-a)'
Existem duas possibilidades, a extensao do caminho 7, pela aresta (a,b) tem valor

gﬁhqax(ﬂ-a) < fcl)),krgax(ﬂb)’ (04)

ou
fgﬁhqax(ﬂ(l) > fcl)),krgax(ﬂb)' (05)

Se o primeiro caso (Equacao C.4) é verdadeiro, entdo m, nao é 6timo levando a uma contra-
dicao.

No segundo caso (Equagao C.5), temos que

Folax(my - (b, a)) = max{ fongax(m), 2 X w(a,b)} < fordax(ma),

uma vez que 2 X w(a,b) +1 < fgﬁgax(wa) e fg,]fﬁax(wa) > fgﬁgax(wb), mas isso é invalido de

acordo com a Equacdo C.1. Portanto, 2 X w(a,b) +1 > fgﬁgax(wa) (Equagao C.2) é a tnica

configuragao valida.
A segunda desigualdade (Equacao C.3) também pode ser provada por contradigao.

e Se 2 xw(a,b) < fgffﬁax(wb), entao
ontax(my - (b,a)) = max{ fordax (1), 2 X w(a,b)} = fortax(m),

mas dado que a pertence ao objeto, segundo Equacao C.1 temos que

cl)),krgax(ﬂa) < fg,]ihqax (7Tb) .

Mas isso implica por sua vez que
gﬁhqax(ﬂa : <aa b>) = max{fg,krgax(ﬂa)a 2 X w(aa b) + 1} < fgﬁhqax(ﬂb)'

O caso fgﬁﬁ’ax(wa {a,b)) = fgﬁfl’ax(wb) nao ¢é possivel por construgao (custos a partir de di-
ferentes rotulos sdo numeros pares ou impares). Assim, fg,]fﬁax(ﬂa < {a,b)) < fgﬁgax(wb) éa
tinica configuracao possivel. Mas isso leva a uma contradi¢do, pois nesse caso b poderia nao

pertencer ao fundo, provando a desigualdade dada na Equagao C.3.
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Entao, agora vamos considerar dois segmentos candidatos arbitrarios de borda orientada, como
dois conjuntos A e A de arestas apontando para o exterior do objeto candidato que esses segmentos
representam. Sejam as arestas (u1,v1) € Xj e (ug,v2) € Xy arestas com peso minimo dentro desses
conjuntos. Esses conjuntos incluem ambos cenarios representados na Figura C.1 (a borda inteira,
ou apenas parte dela).

De acordo com o critério de otimizacao da energia (Secao 4.4) qualquer parte de uma borda de
corte é escolhida como aquela que maximiza seu peso minimo (por exemplo, Figura 4.3), assim nos
temos que um conjunto X; com maior peso minimo apontando para o exterior deve ser selecionado.
Existem dois casos, w(ug, v1) > w(ug, v2) ou w(ug,vi) < w(uz,v2).

No primeiro caso, temos que w(ui,v;) > w(ug,vs) e de acordo com o Teorema 1, X} deve ser
escolhido. Vamos provar por contradi¢do e assumir que Xs é o resultado da floresta de caminhos
6timos para fg,]fﬁax. Da Equacao C.2 sabemos que o caminho 6timo para o pixel us a partir das
sementes internas satisfaz 2 x w(ug,v2) +1 > fg%ax(qu) e da hipotese w(uy,v1) > w(ug,va),
podemos concluir que 2 X w(uy,v1) +1 > fé’figax(%). Mas m,, deve passar através de X} o que
implica em uma contradi¢do, pois fg%ax(qu) > 2 x w(ug,v1) + 1 pela Equacao 6.5.

Similarmente, no segundo caso temos que w(ug,v1) < w(uz,v2) e, de acordo com o Teorema 1,
X deve ser escolhido. Assumindo sua negacdo logica, obtemos uma contradicio como antes por

argumentos similares. Assim, o Teorema 1 cumpre-se como queriamos provar.

Figura C.1: Sdo mostrados dois cendrios de bordas de corte: (a) Duas bordas candidatas sao mostradas
com pesos minimos apontando para o exterior, dados por w(ui,v1) e w(ug,va) respectivamente. (b) Duas
possiveis bordas de corte étimas sao mostradas, ambas com valor détimo na Equa¢do 6.2 dado por w(a,b).
As linhas pontilhadas representam as partes da borda em questio, X1 e Xo, com pesos minimos apontando
para o exterior, dados por w(ui,v1) e w(ug,ve) respectivamente.

Teorema 2 (Otimalidade dos cortes internos/externos — caso geral)

Para dois conjuntos S, e &, de sementes dados, qualquer floresta de espalhamento calculada

pelo algoritmo da IFT (Algoritmo 1) para a fungao fg,]fﬁax define um corte 6timo que maximiza

E,(L) entre todos os resultados possiveis da segmentacao satisfazendo as restri¢oes fortes. Qualquer
bkg
T

floresta de espalhamento calculada pelo algoritmo da IFT (Algoritmo 1) para a funcao f; 7

A

define um corte 6timo que maximiza E;(L) entre todos os resultados possiveis da segmentacao

satisfazendo as restricoes fortes.
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Prova:

Este teorema pode ser verificado, seguindo uma simulagao direta do algoritmo da IFT (Algo-

bkg

imax © essencial-

ritmo 1). N6s demonstraremos ele apenas para fﬁfiﬂax, mas a demonstracao para
mente idéntica.

No inicio, os pixels sementes, 0s quais sao o8 minimos do mapa inicial V', sdo removidos primeiro
da fila de prioridade com custo —1 (Equagao 6.5), e todos os pixels adjacentes a eles sao inseridos na
fila. Apos isso, nds temos um processo ordenado de crescimento de regiao das sementes, definindo

duas regides de crescimento

Ro = {teT|estado(t)=1eL(t)=1} e
Ry = {te€Z]estado(t)=1e L(t)=0}.

A regido de crescimento R, a partir de S, define uma borda potencial de corte externo, definida

por:
Xo = {(a,b)€€|a€eR, e b¢E Ry}

Similarmente, nés temos
Xy, = {(a,b) €§|a¢Rpebe Ry}

que é uma borda de corte externo para Z\Ryp.

Inicialmente, temos R, = S, e Ry = Sp, e os valores do mapa V para os pixels na fila (pixels
adjacentes as sementes) serdo proporcionais aos pesos das arestas dessas bordas de corte, X, e X'

Na primeira iteragao do lago principal (Linha 7), depois de remover todas as sementes, teremos a
remocao de um pixel s cujo valor V (s) é minimo (Linha 8). Se L(s) = 1 entéo esse pixel é atribuido
a R, e aaresta (P(s),s) é removida de &, caso contrario s é atribuido a Ry e (s, P(s)) é removido
de Xp. Note que V(s) é proporcional a w(P(s),s) no primeiro caso, e que V(s) é proporcional a
w(s, P(s)) caso contrario. Assim, s é sempre atribuido a regiao (R, ou Rjp) com a pior medida de
corte externo (X, ou X}), segundo a Equagao 6.2.

Vamos supor sem perda de generalidade que L(s) = 1, de modo que X, foi o pior corte externo
com energia F' = w(P(s), s). Nesse caso, a remocao de (P(s),s) de X, é a tnica operagao simples
que pode, possivelmente, melhorar esse corte, ja que w(P(s),s) = min, 4)cx, w(p,q). Como temos
uma melhor solucao dada por A, e X, certamente nao é a solucao 6tima, que maximiza a medida

de corte externo (Equacio 6.2), podemos executar com seguranca essa operacio em X,2.

! Neste ponto de execucio, para todo pixel ¢ na fila, temos que

V(t) = mi 2 X w(s,t 1

(t) (s,t)len)(o{ (s,t)+1} ou
V(i) = mi 2 X w(t, .

(t) (t,s)len)(b{ (t,s)}

De acordo com a Equagao 6.2, as arestas de corte com valores mais baixos definem a energia final. Das formulas
anteriores, temos que essas arestas com valores mais baixos sdo consideradas na fila de prioridade. Como o “mais
um” serve apenas para propositos de desambiguagao, a fim de dar preferéncia para caminhos a partir de sementes
do fundo, no6s essencialmente temos valores V (t) proporcionais as arestas correspondentes do corte.

? Como a remogio de (P(s),s) é a tnica forma de levar X, a uma melhor solugio, nio precisamos nos preocupar
em voltar atras dessa decisdo. Se ela leva a uma solugdo ainda pior, ndo importa, porque temos uma melhor solugao
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Depois desse ponto, o processo repete-se nas seguintes iteracoes, mas pixels ¢ que podem ser
alcancados por meio de arestas com pesos mais baixos do que E’ sdo também atribuidos a R, dado
que eles levam a cortes de borda ainda piores (isto ¢, w(P(t),t) < w(P(s),s)).

Portanto, como temos um niimero finito de iteracoes, e cada iteracdo garantidamente preserva
uma solucdo futura (ndo precisamos retroceder de qualquer operacao feita), no final, o processo

convergird a um corte que maximiza a Equagao 6.2.

de backup armazenada em Xj.
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Apéndice D

Prova de otimalidade do algoritmo
GSC-IFT

A prova da otimalidade do método GSC-IFT em termos da maximizacao de E (Equacao 4.3),
entre todos os resultados possiveis da segmentagao, satisfazendo as restri¢des de forma pela convexi-

dade geodésica em estrela (GSC), pode ser verificada seguindo o algoritmo GSC-IFT (Algoritmo 2).
Prova:

No inicio, os pixels sementes, os quais sdo os minimos do mapa inicial V', sao removidos primeiro
da fila @ de prioridades com custo —1 (Linha 8). De fato, isso deve ser feito, dado que sdo restri¢oes
fortes.

Quando um pixel s € S, é removido de @, a subrotina “Conquistar _Caminho” (Algoritmo 3)
serd chamada. Como Psy,(s) = nil, a subrotina somente definird estado(s) = 1, e inserira todos
seus pixels adjacentes na fila () de prioridade.

Quando um pixel s € S sai da fila @, ele impede a visibilidade de todos seus descendentes em
Psum- Consequentemente, ele e todos seus descendentes tornam-se parte do fundo, e seus arrays de
estado sdo atribuidos para 1 invocando a subrotina “Podar__Arvore” (Algoritmo 4).

Assim, nds temos um processo ordenado de crescimento de regido, definindo duas regioes cres-

centes

Ro = {te€T|estado(t)=1elL(t)=1}, e
Ry = {te€Z|estado(t)=1e L(t)=0}.

A regiao de crescimento R, a partir de S, define uma borda de corte potencial
X, = {(a,b)e€|aeR,ebd Ry}
Similarmente, n6s temos
Xy, = {(a,b)€€|acRpebd Ry}

que é uma borda de corte para Ry.
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Os Algoritmos 3 e 4 inserem todos os pixels adjacentes de R, e R} na fila @ de prioridade, e os
valores do mapa V para esses pixels serao proporcionais aos pesos das arestas nas bordas de corte
X, e L.

Na primeira iteracao do lago principal (Linha 7), apos da remoc¢ao de todas as sementes, nos
teremos a remocao de um pixel s cujo valor V'(s) é minimo (Linha 8). O valor V (s) corresponde a

pior aresta (r,s) entre os cortes em X, e A}, isto é, uma aresta com o menor peso dos cortes

w(r,s) = min  {w(t,s)}.
(t,8)EX,UX,

Assim s é sempre atribuido & regiao (R, ou R;) com o pior corte (X, ou Xj) pela medida E
(Equacao 4.3).

Suponhamos sem perda de generalidade que L(s) = 1, tal que X, é o pior corte com energia
E’' = w(r,s). Nesse caso, a remogao de (r,s) a partir de X, é a tinica operagao simples que pode,
possivelmente, melhorar esse corte, dado que w(r,s) = ming g)ex, w(t,s). Em outras palavras,
enquanto retivermos (r, s) em X,, sua energia nao sera maior do que E' = w(r, s). Como temos uma
melhor solucao dada por A}, e X, certamente nao é uma solucao 6tima que maximiza a medida de
corte E (Equacio 4.3), nés podemos realizar com seguranca essa operacio em X, 2. Mas, temos
L(s) =1, o que implica que todos os predecessores de s em Py, devem ser conquistados também
como objeto, caso contrario s nao serd visivel a seu centro de estrela mais préximo.

Similarmente, no outro caso nos temos L(s) = 0, e todos os descendentes de s em Ps,,,, devem
também tornar-se parte do fundo (R;) devido as restri¢oes de visibilidade.

Essas operacoes sao realizadas por “Conquistar Caminho” e “Podar _Arvore”, respectivamente.

Apos esse ponto, o processo repete-se nas seguintes iteracoes de maneira similar. Portanto, como
no6s temos um numero finito de iteragoes, e cada iteragao garantidamente preserva uma solucao fu-
tura (n&o ha necessidade de retroceder de qualquer operagao feita) no final, esse processo convergira

para um corte que maximiza a Equagao 4.3.

! Para todo pixel ¢ na fila, nés temos

V(t) = min {w(s,t ou V(t)= min {w(s,t)}.
()= min, {w(s0) ()= min_ {w(s0)}
De acordo com a Equagao 4.3, as arestas de corte com valores mais baixos de w(s,t) definem a energia final. Das
formulas anteriores, nés temos que essas arestas com valores mais baixos sao considerados na fila de prioridades.

2 Como a remocao de (r,s) é a tnica forma para levar X, a uma melhor solugdo de backup armazenada em X,.
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Prova de otimalidade do método
GSC-OIFT

Lema 1

Para uma dada segmentacdo L, nés temos Co(L) N &R~ # 0, se e somente se existe uma
violagdo da restricdo de convexidade geodésica em estrela. Nos temos C;(L) N S}SW # 0, se e

somente se existe uma violacao da restricdo geodésica em estrela.
Prova:

Nos demonstraremos isso para Co(L) N Ep — # 0. A demonstragio para C;(L) N §}sum # 0
é essencialmente idéntica. Por defini¢ao, uma violacao de restricao de convexidade geodésica em
estrela para um conjunto de centros C' = S,, sera dada caso exista um pontop € O = {t | L(t) = 1}
que nao é visivel a C via O (isto é, existe um pixel r no caminho mais curto ligando p a C' em Py,
er¢O).

Pelas definicoes de €5 e Co(L), nos temos Co(L) NER = {(s,t) € {|L(s) = 1, L(t) =
0 et = Psum(s)}. Para qualquer aresta (s,t) € C, N &P~ 1os temos t = Peym(s), o que significa
que existe um caminho mais curto ms = 7 - (¢, s) em Py, enraizado nas sementes internas S, (isto
é, o segmento de reta entre s e S,). Mas (s,t) € C,(L) implica que L(t) = 0 (t ¢ O), e por isso
s ndo ¢ visivel a S, por meio de 75 = 7 - (t,5) em Pyyp. Assim, C, N &R # () implica em uma
violacao da restricdo de convexidade geodésica em estrela.

Por outro lado, se nés temos uma violagao da restricao de convexidade geodésica em estrela,
isso significa que s € O, ou seja L(s) = 1, o qual ndo é visivel a S, via 0 caminho mais curto 7, em
Psym, de modo que existe um pixel p; ¢ O em w5 = (P1,...,Piy..,Pn = S), cOM Psym(pit1) = pi ©
pit1 € O. Por isso, (pit1,pi) € CoNEP, ;o que implica que C, NER  # 0.

Portanto, noés temos C, N &P~ # (), se e somente se existe uma violagdo da restricdo de

convexidade geodésica em estrela.
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Teorema 4 (Otimalidade da borda de corte interno/externo)

Para um dado grafo ponderado G = (Z,{,w), considere um grafo ponderado modificado
G' = (Z,§,w'), com pesos w'(s,t) = —oo para todo (s,t) € {p_ e w'(s,t) = w(s,t) caso contrério.
Para dois conjuntos S, e S, de sementes dados, a segmentagao calculada sobre G’ pelo algoritmo da
IFT (Algoritmo 1) para a funcao fgﬁgax define um corte 6timo no grafo original G, que maximiza
E,(L, Q) entre todos os resultados possiveis de segmentagao satisfazendo as restri¢coes de forma pela
convexidade geodésica em estrela, e as restricoes de sementes.

Similarmente, a segmentagao calculada pelo algoritmo da IFT (Algoritmo 1) para a fungao
fﬁlffax, sobre o grafo modificado G' = (Z,£,w’); com pesos w'(s,t) = —oo para todo (s,t) € S}SW,
e W' (s,t) =w(s,t) caso contrario; define um corte 6timo no grafo original G, que maximiza
Ei(L,G) entre todos os resultados possiveis de segmentagio satisfazendo as restrigoes de forma

pela convexidade geodésica em estrela, e as restricoes de sementes.
Prova:
. ~ bk .
Nos provaremos o teorema no caso da fungao fomax. O outro caso tem essencialmente uma prova

idéntica.

2 . . . z 0 ! 3
Como nos atribuimos o pior peso possivel para todas as arestas (s,t) € §p,.,., em G', ou seja

w'(s,t) = —oo, qualquer segmentagao L' com Co(L') N &P — # () receberd o pior valor de energia
(Eo(L',G") = —o0) !. Do Teorema 2, apresentado na Secio 6.2, nés sabemos que a IFT com fg,]fﬁax

sobre G’ maximiza a energia E,(L,G’) no grafo G’. Consequentemente, isso naturalmente evitara
na borda de corte externo qualquer aresta de £ . Uma vez que existe sempre uma solugdo que
nao viola a restricdo GSC (por exemplo, nos poderiamos tomar O = S,), e do Lema 1, nos temos
que a solucao calculada néo viola a restricao GSC.

Como w(s,t) >0, V(s,t) € &, e do Lema 1, nés temos que qualquer segmentacao candidata L”
satisfazendo a restricio GSC deve ter E,(L”,G’) > 0. Além disso, como seus pesos em C,(L") nao
foram alterados em G’, também temos que E,(L",G’) = E,(L",G). Assim, todos os resultados que
satisfazem a restricao GSC foram considerados na otimizacao, e portanto o Teorema 4 cumpre-se,

como queriamos provar.

1 As restricoes GSC sio incorporadas diretamente no grafo G’.
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