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Resumo

Funcdes submodulares aparecem naturalmente em diversas dreas, tais como probabi-
lidade, geometria e otimizagdo combinatéria. Pode-se dizer que o papel desempenhado
por essas fungdes em otimizagdo discreta é similar ao desempenhado por convexidade
em otimizagdo continua. Com efeito, muitos problemas em otimiza¢do combinatéria po-
dem ser formulados como um problema de minimizar uma fungdo submodular sobre um
conjunto apropriado. Além disso, submodularidade estd presente em vérios teoremas ou
problemas combinatérios e freqiientemente desempenha um papel essencial em uma de-
monstragdo ou na eficiéncia de um algoritmo.

Nesta dissertagdo, estudamos aspectos estruturais e algoritmicos de fun¢des submo-
dulares, com énfase nos recentes avangos em algoritmos combinatérios para minimizagao
dessas fungdes. Descrevemos com detalhes os primeiros algoritmos combinatérios e forte-
mente polinomiais para esse propésito, devidos a Schrijver e Iwata, Fleischer e Fujishige,
além de algumas outras extensdes. Aplicagdes de submodularidade em otimizac¢do com-
binatdria também estdo presentes neste trabalho.

Palavras-chave: fun¢des submodulares, algoritmos combinatdrios, otimizagdo combina-
toria.
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Abstract

Submodular functions arise naturally in various fields, including probability, geometry
and combinatorial optimization. The role assumed by these functions in discrete optimi-
zation is similar to that played by convexity in continuous optimization. Indeed, we can
state many problems in combinatorial optimization as a problem of minimizing a submo-
dular function over an appropriate set. Moreover, submodularity appears in many com-
binatorial theorems or problems and frequently plays an essencial role in a proof or an
algorithm.

In this dissertation, we study structural and algorithmic aspects of submodular func-
tions. In particular, we focus on the recent advances in combinatorial algorithms for
submodular function minimization. We describe in detail the first combinatorial stron-
gly polynomial-time algorithms for this purpose, due to Schrijver and Iwata, Fleischer,
and Fujishige, as well as some extensions. Some applications of submodularity in combi-
natorial optimization are also included in this work.

Keywords: submodular functions, combinatorial algorithms, combinatorial optimization.
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Introducao

Em 1935, Whitney [Whi35] definiu o conceito de matréide com o intuito de capturar
propriedades fundamentais de dependéncia linear. Como as fungdes posto de matréides
distintos sdo distintas, entdo pode-se obter informacdes sobre a estrutura de um matréide
através da investigacdo de sua fungdo posto. A func¢do posto de um matréide é submodu-
lar e talvez seja a mais notéria dentre as muitas fun¢ées submodulares.

Pesquisadores perceberam que, dentre as propriedades da fungdo posto de um ma-
tréide, submodularidade era a mais importante e passaram a investigd-la. De fato, como
mais tarde ficou evidente, o interesse em submodularidade vai além da teoria dos ma-
tréides. Fung¢des submodulares aparecem naturalmente em uma variedade de areas, in-
cluindo otimizacdo combinatéria, probabilidade e geometria.

Edmonds [Edm70] iniciou um estudo sistematico de func¢des submodulares e de cer-
tos poliedros associados a estas; os polimatréides. Edmonds mostrou que otimizar uma
fungdo linear sobre um polimatréide estendido é uma tarefa facil e pode ser feita através
de uma extensdo natural do método guloso. Posteriormente, outros modelos poliédricos
associados a fung¢des submodulares foram definidos. Dentre eles, citamos os fluxos sub-
modulares, de Edmonds e Giles [EG77], e os kernel systems e generalized polymatroids, ambos
de Frank [Fra79b, Fra84a, Fra84b].

Talvez o primeiro trabalho onde se tenha visto um arcabouco geral para grafos utili-
zando submodularidade tenha sido o de Lovasz [Lov70], onde uma conjectura de Paul
Erd6s é demonstrada. Frank [Fra93b], usando técnicas basicas em fun¢bes submodulares,
demonstrou teoremas classicos de Menger, Mader, Tutte e Nash-Williams. Essas técnicas
se mostraram ainda ingredientes chaves na solugdo de problemas de caminhos disjuntos
e de aumento de conexidade em grafos [Fra90, Fra94].

Em otimizagdo continua, fungdes convexas desempenham um papel central. Fungdes
submodulares desempenham, de certa forma, um papel similar em otimizagdo discreta,
como mostrou Lovész [Lov83]. Com efeito, muitos problemas em otimiza¢do combina-
téria podem ser formulados como um problema de minimizar uma funcdo submodular
sobre um conjunto apropriado. Ilustra¢des desse fendmeno incluem o problema do T-
corte impar minimo e o problema da interseccdo de dois matréides. A minimizacado de
fung¢des submodulares é também um ingrediente fundamental na resolucdo de problemas
em fluxos submodulares [FI0OOb], que modelam uma série de problemas em aumento de
conexidade em grafos. Assim, ndo é surpresa que um problema central em teoria algorit-
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mica de fun¢des submodulares seja o de minimiza-las.

Grotschel, Lovasz e Schrijver [GLS81, GLS88] apresentaram um algoritmo fortemente
polinomial para minimizar fun¢des submodulares. Entretanto, esse algoritmo néo é ple-
namente satisfatério, ja que envolve o método dos elipséides e, portanto, usa todo o ar-
cabougo pesado de divisdo, arredondamento e aproximacdo; além de ser sabidamente
lento do ponto de vista prético. Assim, encontrar um algoritmo polinomial puramente
combinatoério foi considerado por muitos como o problema em aberto mais desafiador na
area [GLS81, Lov83, Fra84b].

Um dos recentes avangos mais excitantes em submodularidade foi o surgimento de
dois algoritmos combinatérios fortemente polinomiais para minimizar fun¢des submodu-
lares, desenvolvidos independentemente em 1999 por Iwata, Fleischer e Fujishige [IFF01]
e Schrijver [Sch00]. Em 2003, os artigos desses pesquisadores receberam da Mathemati-
cal Programming Society e American Mathematical Society o Fulkerson Prize. Seus algoritmos
foram considerados como um passo importante na histéria dos algoritmos fortemente po-
linomiais para problemas em otimizacdo discreta e, sob esse ponto de vista, foram com-
parados ao algoritmo de Edmonds e Karp [EK72] para o problema do fluxo maximo e ao
algoritmo de Tardos [Tar85] para o problema do fluxo maximo de custo minimo. Ao desen-
volvimento algoritmico alcancado por Iwata, Fleischer, Fujishige e Schrijver em submo-
dularidade, seguiram-se outros avangos [IMS00, FIM02, Iwa02, Iwa03, FI03, IMS05, Orl07,
Orl09, 1009].

Este mestrado tem como objetivo o estudo de aspectos estruturais e algoritmicos de
fungdes submodulares, com énfase nos recentes algoritmos combinatérios e fortemente
polinomiais para minimizac¢do dessas fungdes.

Estrutura do texto

A dissertacdo foi desenvolvida como uma espécie de histérico sobre minimizacgdo de
fung¢des submodulares, com foco nas idéias que levaram ao desenvolvimento dos primei-
ros algoritmos combinatdrios e fortemente polinomiais.

Nos capitulos 1 e 2, apresentamos os pré-requisitos teéricos para os algoritmos. No
capitulo 1, além de definicdo e exemplos, algumas operagdes e construgdes envolvendo
fung¢des submodulares sdo apresentadas. No capitulo 2, exploramos os primeiros modelos
em combinatéria poliédrica associados a fungdes submodulares: os polimatréides e os
polimatréides estendidos. Apresentamos o método guloso para otimizagdo de fungdes
lineares sobre tais poliedros, bem como uma caracterizagdo de seus pontos extremos. Os
resultados presentes nesses capitulos sdo recorrentes ao longo do texto.

No capitulo 3, introduzimos o problema de minimiza¢do de fun¢des submodulares
além das idéias que levaram Grotschel, Lovdasz e Schrijver ao estabelecimento de sua poli-
nomialidade. Algumas consideragdes sobre complexidade de algoritmos, bem como sobre
a representacdo das fungdes submodulares para efeitos algoritmicos, também sdo apresen-
tadas.

No capitulo 4, tratamos das primeiras idéias combinatdrias associadas a minimizagdo



de fun¢des submodulares, desenvolvidas principalmente por Cunningham no contexto
do problema da pertinéncia no politopo dos conjuntos independentes de um matréide.
Nosso objetivo foi apresentar as idéias de Cunningham como um método bésico para mi-
nimizar fun¢des submodulares, o qual foi gradualmente incrementado até que se chegasse
em algoritmos fortemente polinomiais.

Nos capitulos 5 e 6, apresentamos respectivamente os algoritmos combinatérios e for-
temente polinomiais devidos a Schrijver e Iwata, Fleischer e Fujishige. Ambos os algo-
ritmos sdo descritos como extensdes do método de Cunningham, de maneira a auxiliar
o leitor na compreensdo de como se chegou ao seu desenvolvimento. Avancos obtidos a
partir desses primeiros algoritmos também sdo apresentados nesses capitulos.

Por fim, no capitulo 7, apresentamos algumas aplica¢des de submodularidade em oti-
mizagdo combinatdéria. Comecamos com uma visdo geral dos modelos poliédricos com
restrigdes submodulares. Encerramos com a prova de alguns resultados em grafos que
se utilizam da submodularidade de certas fun¢des como ferramenta. O capitulo é uma
espécie de apéndice, com algumas motivagdes para o estudo de submodularidade.

Notacao e consideracoes gerais

Fungdes submodulares, supermodulares e modulares sdo fungdes reais definidas sobre
as partes de um certo conjunto base finito. No decorrer do texto, sempre que ndo especi-
ficado, esse conjunto base serd denotado por S. Sendo assim, freqiientemente escrevemos
trechos da forma: “seja f uma fun¢do submodular”, como abreviatura de: “seja f uma
fun¢do submodular das partes de S em R”. O conjunto das partes de S serd denotado
por P(S).

Além disso, ndo fazemos distingdo entre fungdes reais definidas sobre determinado
conjunto e vetores reais indexados pelos elementos desse mesmo conjunto. Se w é um
vetor indexado por S, denotamos w(U) := Y,y w(u), para cada parte U de S.

Para qualquer parte U de S, o vetor caracteristico ou vetor de incidéncia de U é o
vetor xY, definido por x!Y(u) := 1, se u estd em U, e x"(u) := 0, se u ndo estd em U. Para
qualquer elemento s de S, denotamos ainda x° := x5}, O restante da notacdo utilizada é
baseada principalmente no livro de Schrijver [Sch03].

A maioria dos conceitos necessdrios sdo definidos ao longo do texto. Entretanto, su-
pomos que o leitor tenha alguma familiaridade com conceitos basicos de élgebra linear,
teoria e algoritmos em grafos, programacao linear, analise de algoritmos e complexidade
computacional. Uma revisdo desses conceitos pode ser feita também através do livro de
Schrijver [Sch03].
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Capitulo 1

Func¢des submodulares

Neste capitulo, apresentamos fun¢des submodulares, uma caracterizagdo alternativa e
exemplos dessas fungdes. Além disso, descrevemos algumas operagdes tteis que preser-
vam a submodularidade e serdo exploradas ao longo do texto. Fungdes supermodulares e
modulares também sdo apresentadas.

1.1 Fungdes submodulares, supermodulares e modulares

Seja S um conjunto finito e seja f uma fungdo das partes de S em R. A fungdo f é
submodular se
fM)+fU) 2 A(TOU)+ A(TUU) (1.1)

para quaisquer partes T e U de S. De forma anéloga, f é uma fungdo supermodular se
satisfaz (1.1) com < no lugar de >. Por fim, f é modular se satisfaz (1.1) com igualdade.
Segue que se f é uma fun¢do submodular, entdo —f é uma func¢do supermodular. Além
disso, temos que uma fungdo é modular se, e somente se, é a0 mesmo tempo submodu-
lar e supermodular. De forma simplificada, dizemos que f é uma fun¢do submodular
(supermodular ou modular) sobre S, para representar que f é uma fungdo submodular
(supermodular ou modular) definida sobre as partes de S.

Uma fungdo f sobre as partes de S é ndo-decrescente se f(T) < f(U), sempre que
T C U, e é ndo-crescente se f(T) > f(U), sempre que T C U. Ademais, se f é ndo-
decrescente ou ndo-crescente, entdo dizemos que f é uma fun¢do monétona.

Fung¢des modulares sdo muito simples. Qualquer fungdo modular fica completamente
determinada se forem especificados um parametro y e um valor associado a cada elemento
de S. Mais especificamente, uma fungao f sobre as partes de S é modular se, e somente se,
existem um vetor real w indexado por S e um nimero real y tais que

fU) =w(U)+u, paratodoU C S.

Dessa descri¢do, segue que fung¢des modulares sdo estruturalmente idénticas a vetores
indexados por S.
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Por outro lado, fungdes submodulares e supermodulares ndo possuem descrigdes tdo
simples. A proposi¢do seguinte é uma caracterizacdo alternativa para fungdes submodu-
lares. Muitas vezes, ela é uma ferramenta para verificar se determinada fungdo é submo-
dular.

Seja f uma funcdo definida sobre as partes de S. Para cada s em S, defina a funcao f;
como

fs(U) == f(UU{s}) — f(U), paracadal C S\ {s}.

Proposicao 1.1: Uma fungdo f sobre as partes de S é submodular se, e somente se,
fs é uma fungao ndo-crescente, para todo s em S.

Demonstragio: Seja f uma fun¢do submodular. Fixe s em S e partes T e U de S\ {s}
tais que T C U. Pela submodularidade de f, vale que

f(TU{s}) + f(U) = f(T) + f(UU {s}),

de onde concluimos f;(T) = f(TU{s}) — f(T) > f(UU{s}) — f(U) = fs(U). Segue que
fs € uma fungdo nao-crescente, para todo s em S.

Suponha agora que f; seja uma func¢do nao-crescente, para todo s em S. Sejam T e U
partes quaisquer de S. Queremos verificar que f satisfaz (1.1) para T e U. Faremos isso
por inducdo em |T A U|, em que T A U representa a diferenga simétrica (T \ U) U (U\ T)
entre T e U.

SeT C Uoul C T, oresultado vale trivialmente. Podemos supor, portanto, que existe
temT\Ueuem U\T. Se |T AU| = 2, entdo, como em particular f; é ndo-crescente,
vale que

f(T) = ((TnU) = fF((TAU) U{t}) = A(TAU)
= fl(TNU)

> fi((TNU)U{u})
= F((TAU) U{Lu}) — F((TNU) U {u})
= f(Tul) = f(U),

de onde segue o resultado.

Suponha entdo que |T A U| > 3. Por simetria, podemos supor que |T \ U| > 2. Seja
tem T\ U. Como [T\ {t} AU| < |[TAUle|TA(TUU)\{t}| < |T A U, entdo, pela
hipétese de indugéo, temos

fU) = A(Tou) = F(TU)\{t}) = F(T\{t}),

como também que

fUTUWNA{L}) = F(T\{t}) = F(TUU) = f(T).
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Das duas desigualdades acima, segue a validade de (1.1) para T e U. |

A proposicdo 1.1 nos permite concluir que fungdes submodulares modelam retornos
marginais decrescentes, desempenhando um papel andlogo ao desempenhado pelas fun-
¢Oes concavas em modelos econdmicos, conforme observou Orlin [Orl07]. Por outro lado,
Lovész [Lov83] mostrou que fun¢des submodulares tém um comportamento algoritmico
mais préximo ao das fung¢des convexas, algo que serd explicitado no capitulo 3.

1.2 Exemplos de funcdes submodulares

Uma grande variedade de fung¢des recorrentes em problemas envolvendo matematica
discreta e otimizagdo combinatéria sdo submodulares. Além disso, muitos problemas co-
nhecidos podem ser formulados como um problema de minimizar uma funcdo submodu-
lar. Alguns exemplos sdo apresentados a seguir.

Posto de submatrizes. Seja S o conjunto das colunas de uma matriz A. Para cada
parte U de S, defina r(U) como o posto da matriz formada pelas colunas em U. A fungdo r
é submodular, o que pode ser verificado com a utiliza¢do da proposigdo 1.1 ou através de
técnicas bésicas de dlgebra linear.

Componentes e subflorestas maximais. Seja (V, E) um grafo. Para cada parte F de E,
seja ¢(F) o namero de componentes conexos do subgrafo (V, F). Temos que ¢ é uma fun-
¢do supermodular, e que, portanto, —c é uma fungdo submodular. Tal afirmagdo também
pode ser verificada, por exemplo, através da proposigdo 1.1. Conseqiientemente, a fun-
¢do ¢/, definida por ¢’(F) := |V| — ¢(F), para todo F C E, também é submodular. Para
cada parte F de E, o valor |V| — ¢(F) é o ntimero de arestas em qualquer floresta maximal
do subgrafo (V, F).

Matréides. O posto de submatrizes e o nimero de arcos em florestas maximais de
subgrafos geradores sdo casos particulares de um tipo mais geral de funcdo: a funcéo
posto de um matréide. O conceito de matréides foi introduzido por Whitney [Whi35], com
o objetivo de descrever de forma abstrata e combinatéria propriedades de dependéncia
linear. Seja S um conjunto finito e seja Z uma familia de subconjuntos de S. Um par (S, 7)
é dito um matréide se satisfaz:

(i) eZ;

(iiyse] CJese] € Z,entdo I € Z;

(iii) se I, ] € T e sdo tais que |I| > |J|, entdo existei € I\ J tal que JU {i} € 7.

A propriedade (iii) acima é equivalente ao fato de que todos os conjuntos maximais
em 7 tém o mesmo tamanho. Os conjuntos em 7 sdo ditos conjuntos independentes do
matréide. A fun¢do posto r de um matréide (S,Z) é definida como

r(U) :=max{|I|: I CU,I €I}, paracadal C S.
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Toda fungédo posto r de um matréide é uma fungdo inteira, ndo-negativa, ndo-decrescente,
submodular e tal que r(U) < |U|, para toda parte U de S. Mais especificamente, qualquer
fungdo r que satisfaca essas propriedades é a fungdo posto do matréide sobre S cujo con-
junto de independentes é dado por Z := {I C S: r(I) = |I|}. O livro de Schrijver [Sch03]
detalha aspectos tedricos e algoritmicos sobre matréides, além de apresentar uma coleta-
nea de referéncias no assunto.

Edmonds [Edm70] mostrou que o fecho convexo dos vetores de incidéncia dos conjun-
tos independentes de um matréide é o politopo em RS descrito por:

P:={x€R®: x>0, x(U) < r(U), paratodo U C S},

em que r é a func¢do posto do matréide. O problema de verificar se um determinado vetor x
em RR® estd em P é equivalente a minimizar a fungdo submodular f(U) := r(U) — x(U).
Conforme veremos no capitulo 4, Cunningham [Cun84] apresentou um algoritmo combi-
natdrio para esse prop6sito, o qual serviu como base para muitos dos demais avangos em
algoritmos combinatérios para o problema de minimizacdo de fungdes submodulares.

Capacidade de cortes. Seja (V, E) um grafo e seja U uma parte de V. Denote por 6(U)
o conjunto das arestas com uma ponta em U e a outra em V \ U. O conjunto §(U) é dito
um corte. Defina d(U) := |6(U)|. A fungdo d é submodular. Um simples argumento de
contagem é suficiente para verificar esse fato. Podemos também considerar uma funcéo
‘capacidade’ ¢ que associa um numero real ndo-negativo c(e) a cada aresta e do grafo.
Nesse caso, temos que a fungéo f, definida por f(U) := c(6(U)) = Yeesu)c(e), para
cada U C V, também é submodular.

De forma andloga, se (V,A) é um grafo orientado, denotamos respectivamente por
o™(U) e 6*(U) o conjunto dos arcos que entram e saem de U, para cada U C V. Temos
o (U)| e d(U) =
¢ é uma fungdo capacidade sobre os arcos em A, entdo ¢(6™(U)) e ¢(d*(U)) também sdo
submodulares.

Dados dois vértices distintos s e t em V, podemos definir também a fungdo f(U) :=
c(6(U U {s})), para todo U C V \ {s,t}. A fungdo f representa a capacidade dos st-
cortes no grafo orientado e é também uma fungdo submodular. Ford e Fulkerson [FF56]
mostraram que a intensidade de um st-fluxo maximo que respeite as capacidades c é dada

também que d"(U) :=

6°(U)| sdo submodulares. Além disso, se

justamente pela capacidade minima de um st-corte, representada por
min {f(U): U C V\ {s, t}}.

Portanto, os algoritmos para o problema do st-fluxo maximo [EK72, Din70, GT88] também
resolvem o problema de minimizagdo de fun¢des submodulares para um caso particular.
As idéias para problemas em fluxos méximos também estdo bastante presentes nos algo-
ritmos combinatérios para minimizagdo de fun¢des submodulares.

A submodularidade das fungdes associadas aos cortes em grafos tem sido crucial em
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estudos relacionados a aumento de conexidade e caminhos disjuntos em grafos [Fra90,
Fra94]. Esse fato esta ilustrado no capitulo 7.

Vizinhanca em grafos bipartidos. Seja G um grafo bipartido, com biparti¢do {V, W}.
Seja U uma parte de V. Denotamos por N(U) o conjunto dos vizinhos de U em G e
definimos b(U) := |N(U)|. A fun¢do b é submodular. De fato, note que, para quaisquer
partes T e U de V, temos

b(T)+b(U) = |N(T)UNU)|+ IN(T)NNU)|.

Também é claro que N(T) UN(U) = N(TUU) e que N(T)NN(U) 2 N(TnU). Ou
seja, IN(T)UNU)|+ IN(T)NN(U)| > b(TNU)+ b(TUU), de onde segue que b é
submodular. Conseqiientemente, a fungao

fU) :=|v\U|+b(U), paracadalU C V,

também é submodular. O valor minimo de f é o tamanho de uma cobertura minima de G
e, pelo teorema de Kénig [Kon31], é também o tamanho de um emparelhamento méaximo
em G.

Diametro de subarvores. Seja (V,E) uma floresta. Para cada subgrafo K de (V,E),

defina didmetro(K) como o comprimento de um caminho maximo em K. Para cada parte F
de E, defina

f(F) := ; diametro(K),

onde K varia sobre os componentes de (V, F). Temos também que a fungao f é submodu-
lar [Sch03].

Probabilidade. Sejam Aj,..., A, eventos num espago de probabilidades e seja S :=
{A4,...,A,}. Para cada parte U de S, defina f(U) como a probabilidade de todos os
eventos em U ocorrerem simultaneamente. Entdo f é supermodular [Lov83].

1.3 Operagodes sobre func¢des submodulares

Muitas operag¢des naturais preservam a submodularidade. Existem também constru-
¢des que, quando aplicadas sobre fungdes submodulares, produzem novas fungdes sub-
modulares, com algumas caracteristicas desejadas. Tais fatos sdo convenientes quando se
deseja estender um teorema, por exemplo. A seguir, listamos algumas dessas operagdes.

Operagdes elementares. Se f é uma fung¢do submodular, entdo f'(U) := f(S\U) e
f"(U) := f(U) + u, para qualquer namero real y, também sdo submodulares. Se f e g sdo
submodulares, entdo f + g é submodular.
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Soma direta. Seja f; uma fungdo sobre as partes de S;, paracadai = 1,...,k, onde os
Si’s sdo conjuntos mutuamente disjuntos. A soma direta de fi, ..., f; é a fungdo f sobre as
partes de S := S; U - - - U S, definida por

fl):= (S NnU)+ -+ fr(SyNU), paracadal C S.

A soma direta de fung¢des submodulares é uma fungdo submodular.

Monotonicidade. Em algumas situa¢des é conveniente trabalhar com fung¢des submo-
dulares monétonas. Se f é uma fungdo definida sobre as partes de S, entdo

fmon(U) := min {f(T) uc T}, paracada U C S, (1.2)

é uma fung¢do ndo-decrescente. Ademais, se f é submodular, entdo fmon é submodular.
De forma anéloga, pode-se obter uma funcdo submodular nido-crescente a partir de uma
fungdo submodular f. Basta definir

fron-a(U) :==min {f(T): T C U}, paracadal C S.

Minimo e maximo entre fung¢des. Nem sempre o minimo ou o méximo entre duas
fung¢des submodulares é uma fungdo submodular. Entretanto, vale o seguinte fato.

Proposicdo 1.2: Sejam f e g fun¢des submodulares tais que f — g é monétona. En-
tdo min(f, g) é também uma fungdo submodular. 1

Transformacdo de Dilworth. Seja f uma fungdo definida sobre as partes de um con-
junto S. A transformacao de Dilworth de f (Dilworth truncation of f) é afungdo f*, também
definida sobre as partes de S, dada por:

0 sel =Q©;

() = { min {2?:1 f(U;): {U,..., Uy} particdo de U}, se U # Q. (49

Tal construgao é devida a Dilworth [Dil44].
Se f é submodular e f(@) > 0, entdo f* é idéntica a f em todas as partes ndo-vazias
de S. Em geral, podemos estabelecer a seguinte relacdo entre f* e f.

Teorema 1.3: Seja f uma fun¢do submodular. Seja G o conjunto das func¢oes g de-
tinidas sobre as partes de S com as seguintes propriedades:

(a) g é submodular,

(b) g(2) =0,

(c) g(U) < f(U), para toda parte ndo-vazia U de S.
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Entio f* € Ge f* > g, paratodo g € G. 1

Podemos definir também a transformacao de Dilworth superior de f (upper Dilworth
truncation of f), trocando “min” na defini¢do (1.3) por “max”. Nesse caso, temos que tal
operacdo preserva a supermodularidade.

Convolugdo. Sejam f e g fungdes definidas sobre as partes de um conjunto S. A con-
volugdo de f e g é a funcdo h definida por

h(U) :==min {f(T)+g(U\T): T C U}, paracadal C S. (1.4)

Pelo teorema da intersec¢do de matrdides [Edm70], temos que se f e g sdo fungdes
postos de matréides, entdo & é a fungdo posto de sua interseccdo. Como a intersecgdo de
dois matréides nem sempre é um matréide, entdo a convolugdo nem sempre preserva a
submodularidade. Entretanto, vale a seguinte relagéo.

Teorema 1.4: A convoluc¢do de uma funcdo submodular e uma funcdo modular é
uma fung¢ao submodular. |

Vale também o seguinte resultado.

Teorema 1.5: Sejam f uma fun¢do submodular e g uma fun¢do modular. Suponha
f(@) = g(@) = 0. Seja H o conjunto das fungdes h' definidas sobre as partes de S
tais que:

(a) W' é submodular,

(b) (D) =0,

©h <feh' <g.

Entdo a convolugdo de f e g é a fungdo h tal queh € H eh > I, para todoh’ € H1
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Capitulo 2

Polimatrdides e método guloso

Apresentamos aqui os polimatréides e os polimatréides estendidos, que estdo entre os
primeiros modelos poliédricos associados a fun¢des submodulares. A descri¢do do mé-
todo guloso para otimizagdo sobre polimatréides, bem como algumas de suas conseqiién-
cias, também estdo presentes neste capitulo.

Edmonds [Edm70] observou que uma fungdo objetivo linear pode ser otimizada so-
bre um polimatréide (estendido) através do método guloso. Edmonds utilizou ainda
o método guloso para caracterizar tais poliedros. Os pontos extremos de um polima-
tréide também podem ser caracterizados polinomialmente com o auxilio do método gu-
loso [BCT85, Top82]. Tais resultados foram fortemente explorados no desenvolvimento
dos algoritmos combinatérios para minimiza¢do de fung¢des submodulares apresentados
nos capitulos seguintes.

2.1 Poliedros

Fixe um natural n > 0. Um poliedro é um subconjunto de R" que pode ser descrito

por
{x e R": aix < b, i € M},

em que M é um conjunto finito de indices, cada a; é um vetor em R" e cada b; é um es-
calar. Uma inequagdo do tipo a;x < b; é dita uma restri¢do do poliedro. Duas restri¢des
sdo linearmente independentes se os vetores 4; e a; que as definem sdo linearmente inde-
pendentes. Se um vetor x satisfaz uma restricdo a;x < b; com igualdade, dizemos que tal
restrigdo € ativa em x. Um subconjunto F de um poliedro P é uma face de P se existe uma
restrigdo a;x < b; de Ptal que F = PN {x eR":aq;x = bi}.

Sejam xi, ..., x; vetores em R" e sejam Ay, ..., Ay nimeros reais ndo-negativos tais que
Zﬁ-;l A; = 1. O vetor 2?21 Aix; é dito uma combinag¢do convexa dos vetores xi, ..., X.
O fecho convexo dos vetores xi,...,x, é o conjunto de todas as combinagdes convexas
desses vetores.

Seja P um poliedro. Um vetor x em P é um ponto extremo de P se ndo existem vetores y

13



14 Capitulo 2. Polimatréides e método guloso

e zem P, ambos diferentes de x, e um escalar A, com0 < A < 1, taisque x = Ay + (1 — A)z.
Pode-se provar que um vetor x em P é um ponto extremo se, e somente se, existem n
restri¢des linearmente independentes ativas em x, dentre as restri¢des que descrevem P.

Dois pontos extremos x e y de um poliedro P sdo adjacentes se existem, dentre as
inequagdes que descrevem P, n — 1 restrigdes linearmente independentes que sdo simul-
taneamente ativas em x e em y.

Um politopo é o fecho convexo de um niimero finito de vetores. Pode-se mostrar
que um poliedro é um politopo se, e somente se, é limitado. Isto é, um poliedro P é um
politopo se, e somente se, existe um escalar ndo-negativo u tal que |x;| < u,1 <i < n,
para todo x = (xy,...,x,) em P. Vale também que um politopo é o fecho convexo de seus
pontos extremos.

Dizemos que os vetores x1,...,x; em R" sdo afim independentes se ndo existem es-
calares Ay, ..., Ay tais que Ayxq + -+ - + Agxp = 0, A + - - - + Ay = 0 e nem todos os A; sdo
iguais a zero. O teorema de Carathéodory [Carl1] estabelece o seguinte resultado.

Teorema 2.1 (Teorema de Carathéodory): Seja X um conjunto de vetores em R".
Se x estd no fecho convexo dos vetores em X, entdo existem vetores afim indepen-
dentes x1, ..., x, em X tais que x estd no fecho convexo de x1, . .., Xj.

Segue da definicao de politopo, bem como do teorema de Carathéodory, que qualquer
vetor em um politopo em R" pode ser representado como combinagdo convexa de no
maximo 7 + 1 de seus pontos extremos.

2.2 Polimatréides e polimatréides estendidos

Seja f uma fungdo submodular. Considere os seguintes poliedros, associados a fun-
¢do f:

P(f) := {x eRS: x>0, x(U) < f(U), para todo U C S};
EP(f) := {x € R°: x(U) < f(U), paratodo U C S}.

Observe que P(f) é ndo-vazio se, e somente se, f > 0, e que EP(f) é ndo-vazio se,
e somente se, f(®) > 0. O poliedro P(f) é chamado polimatréide de f, e o poliedro
EP(f) é o polimatréide estendido de f. Mais geralmente, um poliedro é um polimatréide
se é o polimatréide de alguma fungdo submodular. Analogamente, um poliedro é um
polimatréide estendido se é o polimatréide estendido de alguma fun¢do submodular.

O polimatréide de qualquer funcdo submodular f é limitado, ja que 0 < x(s) < f({s}),
para todo s em S. Portanto, todo polimatréide é um politopo.

O politopo dos conjuntos independentes de um matréide é o fecho convexo dos veto-
res de incidéncia de seus conjuntos independentes. Conforme mencionamos na segdo 1.2,
se o matrdide estiver definido sobre S, Edmonds [Edm70] mostrou que tal politopo pode
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ser descrito por
{x e R%: x >0, x(U) < r(U), paratodo U C S},

onde r é a fungdo posto do matrédide. Polimatréides sdo, portanto, uma generalizacdo
desse conceito.
Seja f uma funcdo submodular e seja x um vetor em EP(f). Defina

T(f,x)={UCs:x(U) =f(U)}, (2.1)

como a familia dos conjuntos x-justos em relagdo a f. Se U é uma parte de S que estd em
7 (f,x), dizemos simplesmente que U é x-justo.
O seguinte fato é recorrente em demonstragdes que utilizam submodularidade.

Teorema 2.2 (Unido e intersec¢do de conjuntos justos): Seja f uma fung¢do submo-
dular e seja x um vetor em EP(f). A familia dos conjuntos x-justos em relagdo a f
é fechada por unido e intersecgdo.

Demonstragio: Sejam T e U elementos de 7 (f, x). Temos

F(T) + £(U) > F(TAU)+ f(TUL) 22)
> x(TNU)+x(TUU) (2.3)
= x(T) + x(U)
= F(T) + f(UD), 24)

onde (2.2) é devido a submodularidade de f, (2.3) se verifica pois x estd em EP(f) e (2.4)
vale pois T e U estdo em 7 (f, x). Segue que todas as relagdes acima valem com igualdade.

Portanto, TN U e T U U também estdo em 7 (x, f). 1

Seja f uma funcdo submodular e seja w um vetor indexado por S. Defina a funcéo f|w
como a convolugdo de f e w, conforme (1.4). Isto é,

(flw)(U) ;== min {f(T) + w(U\T): T C U}, paracadal C S.
Pelo teorema 1.4, (f|w) é uma fungdo submodular. Também é fécil verificar que
EP(flw) = {x € EP(f): x <w} e P(flw) = {x € P(f): x < w}.
Segue que se P é um polimatréide (ou polimatréide estendido), entdo
Pﬂ{xG]RS:xgw},

também é um polimatréide (estendido), para qualquer vetor w indexado por S.
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Por fim, fazemos algumas consideragdes sobre o poliedro:
P':={x e R%: x(U) < f(U), paratodo U C S, U # @}.

Conforme ja discutido, temos que se f é uma fun¢do submodular tal que f(?) < 0,
entdo seu polimatréide estendido é vazio. Ignorando a condicdo x(®) < f(@) do conjunto
de restri¢des que definem EP(f), obtemos exatamente o poliedro P’.

E interessante observar que P’ é ainda um polimatréide estendido, mas associado a
outra func¢do submodular — a transformacdo de Dilworth f* de f, definida em (1.3). Tal
afirmagdo pode ser facilmente verificada a partir das defini¢oes de P’ e EP(f*).

2.3 Método guloso

Edmonds [Edm70] observou que uma funcdo objetivo linear pode ser otimizada em
tempo polinomial sobre um polimatréide estendido através de um algoritmo guloso. O
método guloso para otimizacdo sobre polimatréides é essencialmente o método definido
para otimizagdo sobre o politopo dos conjuntos independentes de um matréide.

Quando o método guloso é aplicado sobre o politopo dos conjuntos independentes de
um matroéide, a otimalidade da solugdo gulosa obtida segue do lema da dualidade de pro-
gramacao linear. Edmonds percebeu que a caracteristica da fun¢do posto que garante sua
viabilidade é a submodularidade. Tal observagdo permitiu a extensdo natural do método
para otimizagdo sobre polimatréides.

Estamos supondo que uma funcdo submodular f é dada por um ordculo tal que, dada
uma parte U de S, devolve f(U). Mais consideragdes sobre a representagdo de fungdes
submodulares para efeitos algoritmicos sdo apresentadas no capitulo 3.

Descricao

Se x e y sdo vetores indexados por um conjunto finito S, denotamos por xy o produto
interno } ;.5 x(s)y(s) entre x e .
Seja f uma func¢do submodular e seja w um vetor indexado por S. Queremos resolver
o problema:
max {wx: x € EP(f)}. (2.5)

Se f(©) < 0, entdo EP(f) é vazio e nada temos a fazer. Em particular, podemos su-
por que f(@) = 0. De fato, se f(@) > 0, redefinindo f(©®) := 0 estamos tomando a
transformacdo de Dilworth f* no lugar de f, conforme (1.3), que também é uma funcéo
submodular. Além disso, a alteragdo pode ser feita ja que EP(f) = EP(f*) nesse caso.

Podemos supor também que w > 0, uma vez que se algum componente de w fosse
negativo, entdo o problema (2.5) seria ilimitado.

Segue que o problema a ser resolvido é um problema de programacéao linear que possui
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uma solugdo 6tima limitada e cujo problema dual é:

min {yf: y e R, Zsy(U))(u = w}. (2.6)
uc

Intuitivamente, podemos adotar a seguinte estratégia “gulosa” para resolucao do pro-
blema (2.5). Comegamos caminhando no poliedro EP(f) o maximo possivel na diregdo
cujo componente de w é o maior. Essa seria a direcdo a nos trazer maiores ganhos na
fungao objetivo. Fixado o valor da coordenada nessa direcdo, repetimos o procedimento,
caminhando agora o maximo possivel na segunda dire¢do que nos traria melhores resulta-
dos — direcdo cujo componente de w é o segundo maior —, sem sair do poliedro. Seguimos
repetindo sucessivamente o procedimento para as demais dire¢des, ordenadas pelos res-
pectivos valores dos componentes de w.

Mais formalmente, essa estratégia gulosa pode ser descrita da seguinte maneira: reno-
meie os elementos de S como sy, . .., s,, de maneira que w(sy) > --- > w(s,). Defina:

*(s1) :=max{x(s1): x € EP(f)}

X
?c*(sz) :=max {x(s2): x € EP(f), x(s1) = x*(s1) } 2.7)

.x*(sn) :=max {x(sy): x € EP(f),x(s1) = x*(s1),...,x(su—1) = x*(s4-1) }.

Note que x* = (x*(s1),...,x*(sy)) é um vetor em EP(f), caso exista. Edmonds mos-
trou que x* é de fato uma solugdo 6tima do problema (2.5) quando o poliedro EP(f) é
um polimatréide estendido. Mais ainda, mostrou que é possivel calcular as coordena-
das 6timas como em (2.7) através de simples equagdes, conforme mostramos a seguir. A
descri¢do do método guloso para polimatréides estendidos estd abaixo.

Método GULOSO(S, f, w): Dados um conjunto finito S, uma fun¢do submodular f
sobre S tal que (@) = 0 e um vetor w ndo-negativo indexado por S, devolve um
vetor x em EP(f) que é solucgdo de (2.5).

O método GULOSO(S, f, w) consiste no seguinte: renomeie os elementos de S como
S1,...,5n, de maneira que w(s;) > - -- > w(s,). Considere as partes de S abaixo:

U; :={s1,...,si}, paracadai=0,...,n.
Devolva o seguinte vetor x:
x(s;) == f(U;) — f(Uj—1), paracadai=1,...,n. (2.8)

Correcao

Mostramos agora que o vetor x devolvido pelo método guloso é de fato uma solugao
6tima para o problema (2.5).
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Teorema 2.3 (Método guloso): Seja f uma funcdo submodular tal que f(@) = 0.
Seja w um vetor ndo-negativo indexado por S. O vetor x devolvido por GULOSO(S,
f, w) é solugdo 6tima do problema (2.5).

Demonstragio: Comegamos verificando a viabilidade de x em EP(f). Para tanto, vamos
mostrar, por inducdo em |U|, que x(U) < f(U), para toda parte U de S.

Se |U| = 0, entdo U = @ e o resultado vale, ja que f(@) = 0. Suponha, entdo, |U| > 0
e seja k o maior indice tal que s estd em U. Temos

x(U) = x(U\ {sk}) + x({s¢})
< fUNA{se}) +x({s¢}) (2.9)
= fFUN\{se}) + (f(Ue) — f(Ui-1)) (2.10)
< f(u, (2.11)

onde (2.9) segue da hipétese de indugao, (2.10) é devido a definigdo de x e (2.11) vale pela
submodularidade de f. Portanto, x é vidvel em EP(f).

Para mostrar a otimalidade de x, definimos o seguinte vetor y, indexado pelas partes

de S, que, como veremos, é solugdo 6tima do problema dual (2.6).

y(U;) := w(s;) —w(sit1), paracadai=1,...,n—1;
y(S) == w(sy); (2.12)
y(U):=0, paralU # U;, i=1,...,n,

em que U; := {s1,...,s;}, paracadai=1,...,n.

E facil ver que y é vidvel no problema dual (2.6). De fato, o vetor y é claramente nao-
negativo por defini¢do. Ademais, para cada i, vale que

Y oy =)y =

U:s;el ]Zl

de onde segue a viabilidade de y no problema (2.6).

Para concluir, basta observarmos que wx = yf. Seguird, entdo, pelo lema da dualidade
de programagéo linear, que x e y sdo 6timos. O vetor y sera um certificado da otimalidade
de x. Temos

wx =Y w(s)x(s) = iw(si)(f(ui) — f(Ui-1))

seS i=1

n—1
= ; F(U;) (w(si) —w(sivr)) + £(S Z y(u =yf,

ucs

onde a terceira igualdade segue de uma simples reordenagdo dos termos da soma e tam-
bém do fato de que f (@) =
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Portanto, x e y sdo respectivamente solu¢des 6timas dos problemas (2.5) e (2.6). |

E evidente que o método pode ser facilmente adaptado para fornecer simultaneamente
um par de vetores x e y que sdo solugdes dos problemas duais (2.5) e (2.6), respectivamente.
No entanto, para os nossos propdsitos, serd conveniente que o método devolva apenas um
vetor em EP(f).

Observe que se f é uma fungdo nao-decrescente, entdo o vetor x devolvido pelo mé-
todo guloso é ndo-negativo. Assim, nesse caso temos que x devolvido por GULOSO(S, f, w)
é também solugdo 6tima do problema

max {wx: x € P(f)}, (2.13)

de maneira que podemos estabelecer o seguinte corolario.

Coroldario 2.4: Seja f uma fungdo submodular ndo-decrescente tal que (@) = 0.
Seja w um vetor ndo-negativo indexado por S. O método GULOSO(S, f, w) devolve
uma solugdo 6tima de (2.13). 1

2.4 Algumas caracterizacOes

Dizemos que um poliedro P é inteiro se, para todo vetor racional w, existe uma so-
lugdo inteira x para o problema max{wx: x € P}, supondo que o 6timo exista. Muitos
problemas de programacgéo linear inteira obtidos a partir de problemas em otimizagdo
combinatoéria sdo formulados sobre poliedros inteiros. Para varios desses problemas, te-
mos a validade de uma versdo inteira do teorema da dualidade de programacéo linear
e, portanto, uma relacdio min-max. Edmonds e Giles [EG77] definiram o poderoso con-
ceito de total dual integralidade, visando a generalizar relagdes min-max em otimizacdo
combinatoria.

Um sistema racional Ax < b é dito totalmente dual integral (TDI) se 0 minimo na
equacado de dualidade em programacdo linear

max{wx: Ax < b} =min{yb: yA =w, y > 0}

pode ser alcangado por um vetor inteiro, para todo vetor inteiro w para o qual o 6timo
exista.

Edmonds e Giles também caracterizaram poliedros inteiros utilizando o conceito de
total dual integralidade.

Teorema 2.5: Se Ax < b é um sistema TDI e b é um vetor inteiro, entdo Ax < b
determina um poliedro inteiro. 1

A correcdo do método guloso traz conseqiiéncias importantes no que diz respeito a
integralidade de polimatréides (estendidos). Note que se f é uma fungéo inteira, entdo o
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vetor x devolvido pelo método guloso, definido em (2.8), é inteiro. Além disso, se w é um
vetor inteiro, entdo (2.12) é uma solugdo inteira para o problema dual (2.6). Disso segue o
seguinte teorema.

Teorema 2.6: Se f é uma fungdo submodular inteira, entdo EP(f) é um poliedro
inteiro. Ademais, o sistema que define EP(f) é totalmente dual integral. |

Um poliedro P em R"” é monétono se, para cada vetor y em P, todos os vetores x
em R" com x < y estdo em P. Mencionamos que a correcdo do método guloso caracteriza
o0s polimatréides estendidos. O seguinte resultado é devido a Edmonds [Edm70].

Teorema 2.7: Seja P # @ um poliedro monétono em R". Para todo vetor nao-
negativo w em Q", é possivel maximizar wx sobre P através do método guloso se,
e somente se, P é um polimatréide estendido. |

No mesmo trabalho de Edmonds, um resultado equivalente utiliza o método guloso para
caracterizar polimatréides dentre os poliedros em R’} .

O método guloso também nos permite concluir que existe uma correspondéncia biuni-
voca entre polimatréides estendidos e fungdes submodulares f que satisfazem f(®) = 0.
Dada uma fun¢do submodular f com f(@) = 0, segue da forma como as solu¢des 6timas
sdo definidas em (2.8) e (2.12) que

f(U) = max {x(U): x € EP(f)}, paratodo U C S.

Para verificar isso, basta tomar w como o vetor caracteristico de U e aplicar o método gu-
loso. Note que essa correspondéncia relaciona polimatréides estendidos inteiros a fun¢des
submodulares inteiras.

Existe uma correspondéncia similar entre polimatréides e fungdes submodulares ndo-
decrescentes f, com f(@) = 0. Isto é, se f é uma fun¢do submodular ndo-decrescente tal
que f(@) = 0, entdo

f(U) = max {x(U): x € P(f)}, paratodoU C S. (2.14)

Ademais, se f é uma funcdo submodular ndo-negativa qualquer, é facil verificar que
P(f) = P(f), em que f é dada por:

_ 0, sel =Q;
f(U) ::{ min {f(T): UC T}, seU+#®, UCS.

Observe que f é claramente ndo-decrescente. Ademais, como f é ndo-negativa, temos
que f é a transformacio de Dilworth da fun¢do fmon, como definido em (1.2) e em (1.3).
Disso segue que f é submodular.

Por (2.14) e como P(f) = P(f), entdo, para qualquer fun¢do submodular ndo-negativa f
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definida sobre as partes de S, temos

f(U) =max {x(U): x € P(f)}, paratodoU C S.

2.5 Interseccao de polimatrdides

Alguns resultados obtidos para polimatréides também se estendem para a intersec-
¢do de dois polimatréides, o que aumenta o interesse nesses poliedros como ferramen-
tas em otimiza¢do combinatéria. Um fendmeno semelhante ocorre entre matréides e sua
interseccao.

Com auxilio do método guloso, Edmonds [Edm70] obteve o seguinte teorema, que
enunciamos aqui utilizando o conceito de total dual integralidade, apresentado por Ed-
monds e Giles [EG77], definido na se¢do anterior.

Teorema 2.8: Sejam f e g fungdes submodulares. Suponha f(@) = g(@) = 0. O
sistema

x(U) <min{f(U),g(U)}, paratodoU C S,

que descreve EP(f) N EP(g), é totalmente dual integral. Ademais, se f e g sdo
fungdes inteiras, entdo EP(f) N EP(g) é um poliedro inteiro. 1

Uma conseqiiéncia da demonstragdo de Edmonds para o teorema acima é a seguinte
relacdo min-max, que generaliza o teorema da intersec¢do de matréides.

Teorema 2.9: Sejam f e g fun¢des submodulares tais que f(©) = g(©) = 0. Entdo
max {x(U1): x € EP(f) N EP(g)} = min {£(T) + g(U\T)},  (215)

para cada parte U de S. 1

O problema de encontrar um vetor de peso maximo sobre a intersec¢do de dois polima-
tréides (estendidos) também pode ser resolvido em tempo fortemente polinomial. Entre-
tanto, ha até pouco tempo, os algoritmos para esse propésito eram baseados na existéncia
de subrotinas capazes de minimizar fun¢des submodulares [Fra84b, Sch03].

Mais recentemente, as idéias presentes nos algoritmos polinomiais combinatérios para
minimizacdo de fun¢des submodulares permitiram o desenvolvimento de algoritmos po-
linomiais independentes para problemas em fluxos submodulares, dos quais a otimiza¢ao
sobre a intersecgdo de polimatréides é um caso particular [FI00a, FIM02, IMS05]. O capi-
tulo 7 traz uma breve introducéo sobre fluxos submodulares.
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2.6 Ordens e pontos extremos

Ordens parciais e lineares

Uma ordem parcial < sobre um conjunto S é uma relagdo binaria definida sobre S que
satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Reflexiva: s < s, para todo s em S;

(ii) Anti-simétrica: s < t e t < s implicam s = f, para quaisquer s, t em S;

(iii) Transitiva: s < t e t < u implicam s < u, para quaisquer s, t,u em S.

Dizemos que uma ordem parcial < sobre S é uma ordem linear se a relagdo < estiver
definida para todo par s e t de elementos em S. Ou seja, a ordem parcial < é uma ordem
linear se, e somente se, s < t ou t < s para todo par s e t de elementos em S.

Se < é uma ordem parcial de S e s é um elemento de S, denotamos por [s]~ o0 conjunto
de todos os elementos s’ tais que s’ < s. Isto €,

[s]<:={s' € S:¢ <s}. (2.16)

Para cada s em S, o conjunto [s] é dito um ideal de <.

Caracterizacdo de pontos extremos de polimatréides

Seja f uma fung¢do submodular e seja < uma ordem linear de S. Suponha ainda que
S ={s1,...,54}, de maneira que s; < ... < sy.

Considere um vetor w ndo-negativo, indexado por S e tal que w(s;) > ... > w(sy).
Ao invocarmos GULOSO(S, f, w), obtemos um vetor x que estd no polimatréide esten-
dido EP(f). Note que esse mesmo vetor x pode ser obtido através de GULOSO(S, f, w'),
para todo vetor w’ ndo-negativo tal que w'(s1) > ... > w/(s,). Assim, vemos que o papel
de w no método guloso é essencialmente fornecer uma ordem linear < dos elementos de S
a partir da qual o vetor x serd definido.

Podemos entdo apresentar a seguinte descrigao alternativa do método guloso, que re-
cebe uma ordem linear < de S ao invés de um vetor w.

Método GULOSO(S, f, <): Dados um conjunto finito S, uma fung¢do submodu-

lar f sobre S tal que f(©) = 0 e uma ordem linear < de S, devolve um vetor x~
em EP(f).

A definicao do vetor x~, que é a saida do método guloso, continua exatamente como
em (2.8). Entretanto, come¢amos o método redefinindo os elementos do conjunto base S
como sy, ...,5; de maneira que s; < ... < s,. Em particular, utilizando a notagdo de
ordens lineares, temos que o vetor x~ é definido pelo método guloso da seguinte maneira:

x*(si) == f([si]<) — f([si-1]<), paracadai=1,...,n. (2.17)

Dizemos que o vetor x~ devolvido por GULOSO(S, f, <) é gerado pela ordem < atra-
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vés do método guloso. Dizemos ainda simplesmente que x~ é gerado pelo método
guloso. Observe também que quando escrevemos x~ estamos nos referindo ao vetor
de EP(f) devolvido por GULOSO(S, f, <).

O seguinte teorema, relacionado ao método guloso e que trata de pontos extremos
de polimatréides estendidos, é bastante referenciado nas descri¢des e demonstra¢des dos
algoritmos para minimizag¢do de fun¢des submodulares.

Teorema 2.10: Seja f uma fungdo submodular e seja < uma ordem linear de S.
Seja x™ o vetor gerado por < através do método guloso. Entdo,

(i) Para cada elemento s de S, o ideal [s] < de < é x~-justo. Isto €,
x*([s]<) = f([s]<), paracadaseS;

(ii) O vetor x= é um ponto extremo de EP(f).

Demonstragio: A parte (i) do teorema segue diretamente da maneira como o vetor x~
é definido em (2.17) pelo método guloso. Para a parte (ii), basta observarmos que

x*([s]<) < f([s]<), paracadase S,

formam um conjunto de |S| restri¢gdes de EP(f) linearmente independentes que sdo ativas
em x~=. Como x~ estd em EP(f) e como EP(f) é um poliedro em R, segue que x= é um
ponto extremo de EPy. 1

Concluimos pelo teorema 2.10 que todos os vetores gerados pelo método guloso sdo
pontos extremos de polimatréides estendidos. Na verdade, temos que qualquer ponto
extremo de determinado polimatréide estendido pode ser gerado pelo método guloso.
Apresentamos a seguir alguns resultados de Bixby, Cunningham e Topkis [BCT85] que
descrevem quais sdo as ordens lineares de S que geram certo ponto extremo de EP(f).

Seja x um ponto extremo de EP(f). Para cada s em S, defina

T*(s):=({Te€T(f,x):seT},

como o subconjunto x-justo minimal de S que contém s. Bixby, Cunningham e Top-
kis [BCT85] estabeleceram o seguinte resultado.

Teorema 2.11 (Ordem parcial associada ao ponto extremo): Se x é um ponto ex-
tremo de EP(f), entdo a relagcdo bindria <, sobre S, definida por

s <yt <= s € THt), (2.18)

para todo s, t em S, é uma ordem parcial. Dizemos que <, é a ordem parcial de x
emrelagdoa f.
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Demonstragio: Como x é um ponto extremo de EP(f), x é solucgdo tinica de um sistema
de n := |S| equagdes linearmente independentes, da forma

x(U;) = f(U;), paracadai=1,...,n. (2.19)

Segue que cada elemento s de S estd em algum U;. De fato, caso contrario, poderia-
mos alterar a componente x(s) de forma a obtermos outra soluc¢do para o sistema (2.19).
Portanto, cada s estd em algum conjunto x-justo, de maneira que T*(s) é ndo-vazio, para
todo s em S. Disso segue a validade da propriedade reflexiva para <.

De forma andloga, para cada par s, t de elementos em S, com s # t, deve existir um U,
em (2.19) que contém um deles e ndo contém o outro. Caso contrario, poderiamos alterar
as componentes x(s) e x(t) de forma a obtermos uma outra solugéo para o sistema (2.19),
0 que seria uma nova contradi¢do. Assim, s € T*(t) et € T*(s) se, e somente se, s = t, de
onde segue a validade da propriedade anti-simétrica para <.

Por fim, se s estd em T*(t), entdo s estd em todo conjunto x-justo que contém ¢. Logo,
se t estd em T*(u), que é um conjunto x-justo, entdo s também estd nesse conjunto, de
maneira que vale também a propriedade transitiva para <.

Segue que a relacdo bindria <, definida por (2.18), é uma ordem parcial sobre S. |

Uma ordem parcial <, sobre S e uma ordem linear <; desse mesmo conjunto sao ditas
compativeis se, dados s, t distintos em S, se s <, t, entdo s <; t. O préximo resultado esta-
belece quais sdo as ordens lineares de S que geram determinado ponto extremo de EP(f).

Teorema 2.12: Seja x um ponto extremo de EP(f), < sua ordem parcial e < uma
ordem linear de S. O vetor x é gerado por < através do método guloso se, e somente
se, <y e < sdo compativeis.

Demonstragio: Suponha que a ordem linear < de S gere x. Pelo teorema 2.10, o ideal
[s]< é x-justo, para cada elemento s em S. Logo, T*(s) estd contido em [s]<, para cada s
em S. Segue que se f ndo estd em [s]<, e, portanto, se t A s, entdo t Ay s. Logo, <y e < sdo
compativeis.

Suponha agora que a ordem linear < de S seja compativel com a ordem parcial <.
Seja s um elemento de S e considere o ideal [s]<. Para todo t em [s]~, devemos ter T*(t)
como uma parte de [s]<. De fato, como as ordens sdo compativeis, qualquer elemento
em T*(t) deve preceder t na ordem linear <. Concluimos, assim, que [s]~ é a unido de
conjunto x-justos e, portanto, que [s]< é também um conjunto x-justo. Segue que x é
solugdo do sistema

x([s]<) = f([s]<), paracadas € S.

Como o vetor gerado pelo método guloso através de < também é solugdo do sistema acima
e tal sistema admite solucao tnica, segue que x é gerado por < através do método guloso.
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Bixby, Cunningham e Topkis descreveram no mesmo trabalho [BCT85] um algoritmo
que devolve uma representacdo da ordem parcial associada a um ponto extremo x de
um polimatrdide estendido EP(f) em tempo polinomial no tamanho do conjunto base S.
A partir desse algoritmo, é possivel descrever todas as ordens lineares de S que geram
determinado ponto extremo de EP(f).

Por fim, definimos o poliedro

B(f) == {x € R®: x(S) = f(S), x(U) < f(U), paratodo U C S},

que é uma face de EP(f). O poliedro B(f) é o polimatréide das bases de f.

Concluimos com o teorema 2.12 que todo ponto extremo de EP(f) pode ser gerado
pelo método guloso. Assim, segue do teorema 2.10 que todo ponto extremo x de f sa-
tisfaz x(S) = f(S), de maneira que B(f) é a face de EP(f) que contém todos os seus
pontos extremos. Note também que o polimatréide das bases é um politopo, uma vez que
F({s}) = x(s) = x(S) = x(S\ {s}) = f(S) — (S \ {s}), para todo's em S.

O politopo B(f) é bastante explorado como ferramenta nos algoritmos combinatérios
para minimizac¢do de fun¢des submodulares.

2.7 Adjacéncia

Seja < uma ordem linear de S = {s1,...,5,} esejam s := s e t := s, elementos de S,
de maneira que sy < ... < sp =5 < Sg41 =t < ... < 5,. Seja <" a ordem linear que se
obtém trocando s e t de posigdo em <. Considere ainda uma fungdo submodular f sobre S.
Vale o seguinte resultado.

Teorema 2.13: O ponto extremo x~ de EP(f), gerado por </, satisfaz:
T =xFtalx - X, (2.20)

em quea = F([f]\ {s}) — 2 ([1)\ {s}).

~ . I .. L
Demonstragio: Pela maneira como x~ e x~ sdo definidos em (2.17) pelo método guloso,
segue que os dois pontos extremos devem diferir somente nos componentes associados a ¢

X

e a s. Além disso, concluimos
¥ (s) —x¥ (s) = x (1) —x (1)
= (F(lseea)\ {6}) = F(lsica]<) ) = (F (sl <) = F([54d<))
f([se]< \ {se}) — <f([5k—l]<) + <f([5k+l]<) —f([sk]<)))
= f([skral<\ {sk}) — (x<([5k71]<) + X<(Sk+1)>
= f( —x
(]

[sks1]< \ {Sk}) “([sk41)< \ {sx})
A\ {s)) =27 ([H<\ {s}),
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de onde segue o resultado. |

Quando @ > 0 no teorema 2.13, temos que x~ e x~ sdo pontos extremos adjacentes
em B(f). Topkis [Top82] caracterizou adjacéncia em polimatréides e mostrou que todos
os pontos extremos adjacentes a x~ no polimatréide das bases B(f) sdo obtidos como no
teorema 2.13, para algum par de elementos s e t de S. Operagdes envolvendo pontos extre-
mos adjacentes no polimatréide das bases sdo recorrentes nos algoritmos combinatérios
para minimizacdo de fun¢des submodulares.



Capitulo 3

Minimizacado de funcgoes
submodulares

Muitos problemas em otimiza¢do combinatéria podem ser formulados como um pro-
blema de minimizar uma fun¢do submodular sobre um conjunto apropriado. Alguns
exemplos desse tipo foram apresentados na se¢do 1.2. Além disso, os algoritmos conheci-
dos para otimizagado sobre a intersec¢do de polimatréides, bem como sobre outros modelos
poliédricos com restri¢des submodulares, sdo fortemente baseados em idéias associadas a
minimizagdo de fun¢des submodulares [Fra84b, FI00b, FI00a, FIM02, IMS05]. Assim, um
problema chave em teoria algoritmica de fun¢des submodulares é o de minimizar tais fun-
coes.

Neste capitulo, definimos o problema de minimizagdo de fun¢des submodulares, que
é também a questdo central discutida neste trabalho. Ademais, apresentamos uma rela-
¢do entre submodularidade e convexidade que foi utilizada por Grotschel, Lovész e Sch-
rijver [GLS81, GLS88] para estabelecer a polinomialidade do problema. Os algoritmos
combinatérios para minimizar fun¢des submodulares sdo discutidos a partir do préximo
capitulo.

3.1 Definicao do problema e representacao das fun¢des

O problema de minimizag¢do de fungdes submodulares é definido como:

Problema MIN-FUNCOES-SUBMODULARES(S, f): Dada uma fun¢do submodular f
sobre S tal que f(©®) = 0, encontrar uma parte W de S tal que f(W) < f(U), para
todoU C S.

O conjunto W é dito um minimizador da fungdo submodular f. Em geral, supde-se
também que a funcdo a ser minimizada satisfaz f(@) = 0. Note que se f(®) # 0, a
funcdo f’ definida por f'(U) := f(U) — f(D) é também uma fun¢do submodular. Além
disso, os problemas de minimizar as fungdes f e f’ sdo equivalentes. Todos os algoritmos
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que descrevemos ao longo do texto, bem como o método guloso apresentado no capitulo
anterior, fazem a suposicao de que a fun¢do submodular f satisfaz f (@) = 0. Desse modo,
assumiremos, a partir deste ponto e sem perda de generalidade, que qualquer funcdo
submodular f satisfaz f(@) = 0.

Para tratar o problema algoritmico de minimizacdo de fun¢des submodulares, supo-
mos que uma fung¢do submodular f é dada por um oraculo tal que, dada uma parte U
de S, devolve f(U). Um ordculo pode ser imaginado como uma espécie de rotina “caixa-
preta” que calcula o valor da fungao para determinada parte do conjunto base S.

Supomos também que o ordculo devolve f(U) em tempo O(7y), em que vy é alguma
fun¢do de n := |S|. Em particular, para muitas das fungdes submodulares conhecidas,
podemos imaginar implementagdes dos ordculos que consumam tempo polinomial no ta-
manho das estruturas envolvidas no problema. Por exemplo, para as fung¢des capacidades
de cortes (segdo 1.2), é possivel construir um ordculo que devolva o valor da fun¢do em
certa parte de S em tempo proporcional a soma do ntimero de vértices com o ntimero
de arestas (ou arcos) do grafo considerado. Observe que se f fosse dada explicitamente
através de uma tabela contendo todas as partes de S, encontrar um minimizador de f em
tempo polinomial no tamanho da entrada seria um problema trivial.

Assim, dizemos que um algoritmo para minimizar uma fungdo submodular é forte-
mente polinomial se for capaz de realizar a tarefa com consumo de tempo limitado por
uma fungdo polinomial em #n e em . Em outras palavras, exigimos que o ndmero de
chamadas ao orédculo, bem como o nimero de outras operagdes efetuadas pelo algoritmo
seja polinomial no tamanho do conjunto base da fun¢do submodular a ser minimizada.
Um algoritmo serd dito pseudo-polinomial quando seu consumo de tempo depende tam-
bém polinomialmente do valor M := max{|f(U)|: U C S}, além de n e de y. Ademais,
se o consumo de tempo do algoritmo puder ser limitado por uma fun¢do polinomial
em n, y e log M, entdo tal algoritmo serd dito fracamente polinomial. De forma anéloga,
referimos-nos aos tempos consumidos pelos algoritmos como fortemente, fracamente e
pseudo-polinomial.

Retomando agora o método guloso detalhado no capitulo 2, podemos estabelecer os
seguintes resultados, no que se refere ao seu consumo de tempo.

Teorema 3.1: Dados uma fun¢do submodular f e um vetor racional w indexado
por S, um vetor x em EP(f) que maximiza wx pode ser encontrado em tempo for-
temente polinomial. Ademais, se f é também uma func¢do nao-decrescente, entao
wx pode ser maximizado sobre P(f) em tempo fortemente polinomial. 1

Teorema 3.2: O método GULOSO(S, f, <) devolve um vetor em B(f) em tempo
fortemente polinomial O(nvy). 1

Para encerrar a segdo, fazemos uma observagdo sobre o problema de maximizar uma
funcdo submodular. Apesar de parecer em principio bastante andlogo ao problema de
minimizacao, tal problema se revela muito mais dificil. Note que ele contém como caso
particular um problema NP-completo, que é o problema de encontrar um corte de capa-
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cidade maxima em um grafo [Kar72]. Uma revisdo sobre conceitos de complexidade de
algoritmos pode ser feita através do capitulo 4 do livro de Schrijver [Sch03].

3.2 Submodularidade e convexidade

Seja S um conjunto finito. Qualquer vetor ndo-negativo e ndo-nulo w indexado pelos
elementos de S pode ser escrito de forma tinica como:

w=AMx" 4+ Axt, (3.1)

emque A; >0, paratodoi,e®@ # U; C --- C Uy CS.

Seja f uma fungao sobre as partes de S. Seja w = A xth + -+ + Ay um vetor nao-
negativo e ndo-nulo indexado por S, em que w, Aq,...,Ax e Uy, ..., Uy satisfazem (3.1).
Defina

flw) = Af(th) + -+ M f (U), (3.2)

bem como £(0) = 0.
E facil ver que f(x!) = f(U), para toda parte ndo-vazia U de S. Desse modo, a
funcdo f pode ser considerada uma extensdo de f, originalmente definida apenas sobre

vetores de incidéncia de partes de S, para todos os vetores ndo-negativos indexados por S.
Além disso, temos que se f é submodular, entdo

~

f(w) = max {wx: x € EP(f)}, (3.3)

para todo vetor ndo-negativo w indexado por S.
Para verificar a relagdo acima, comegamos escrevendo o problema dual de

max {wx: x € EP(f)},

como feito anteriormente em (2.6):

min {yf: y e RS, Y y(U)xY = w}. (3.4)
ucs
Utilizando o método guloso, podemos obter uma solugdo 6tima y* (como em (2.12))
para o problema (3.4) em que as partes U de S tais que y*(U) > 0 formam uma familia
{Uy, ..., Uy} satisfazendo @ # Uy C ... C Uy C S.
Mas entdo, pela viabilidade de y* no problema (3.4), temos

y*(ul)xul + .- +y*(uk);(”k =w. (3.5)

PN

Ademais, pela definicdo (3.2) de f, pela relagdo (3.5) e pela maneira como a solugao
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6tima y* do problema (3.4) foi definida, vale que

A

flw) =y (U)f(Un) + - +y"(U) f(U) = y"f = max {wx: x € EP(f)},

de onde concluimos a relagao (3.3).
Uma funcéo real f é convexa se satisfaz, para quaisquer reaisa e b,

f(Aa+ (1 —A)b) <Af(a)+(1—A)f(b), paratodo0 < A < 1. (3.6)

Ademais, uma fungdo real é concava se satisfaz (3.6) com > no lugar de <. O préximo
teorema, devido a Lovész [Lov83], é uma conexdo importante entre convexidade e submo-
dularidade.

Teorema 3.3: Se f é uma funcdo definida sobre as partes de um conjunto finito S e
f € a extensdo de f aos vetores ndo-negativos indexados por S, entdo f é convexa
(concava) se, e somente se, f é submodular (supermodular).

Demonstragdo: Por (3.3), se f é uma funcao submodular, entéo f pode ser definida atra-
vés de um programa linear. Disso segue que f é uma fungio convexa.

Por outro lado, se f é uma funcdo convexa, entdo

FOM+x") < FXM) +f(xT) = f@W) + £(1).

Além disso, pela definicdo (3.2) da fungéo f, dadas partes U e T quaisquer de S, vale que

FOM+x") = F" ) +F (M) = fFUNT)+ F(UUT).
Portanto, f € uma fun¢do submodular. |

Uma outra relagdo entre submodularidade e convexidade estd no préximo teorema,
devido a Frank [Fra82].

Teorema 3.4 (Frank’s discrete sandwich theorem): Sejam f uma fung¢do submodular
e § uma fungdo supermodular tais que ¢ < f. Entdo existe uma fun¢do modular h
tal que g < h < f. Ademais, se f e g sdo fungodes inteiras, a fungdo h pode ser
escolhida inteira. 1

O teorema 3.4 é analogo ao ‘continuous sandwich theorem’, que estabelece a existéncia de
uma fungao linear entre uma fungdo convexa e outra concava. Sua demonstracdo pode ser
feita utilizando-se a extensdo convexa de uma fung¢do submodular, como definido acima,
ou através de resultados sobre intersec¢do de polimatréides [Sch03].
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3.3 Polinomialidade do problema

Em seu conhecido trabalho, Grotschel, Lovész e Schrijver [GLS81, GLS88] estabelece-
ram a equivaléncia entre separacdo e otimizagdo sobre poliedros a partir do uso do método
dos elipsodides.

Seja f uma fungdo submodular tal que f(®) = 0. O problema da separagdo que con-
siste em decidir se 0 estd no polimatréide estendido EP(f*), em que f* é a fungdo submo-
dular obtida quando subtraimos de f uma constante u < 0, é equivalente a determinar
se o minimo da fungdo submodular f é pelo menos y. Como o problema de otimizagao
sobre polimatréides pode ser resolvido em tempo polinomial através do método guloso, a
equivaléncia entre separagdo e otimizagdo garante que o problema descrito acima também
pode ser resolvido em tempo polinomial. Além disso, o valor maximo p* tal que 0 esta
em EP(f"") é justamente o minimo da fungao f. Assim, se f assume valores racionais, um
minimizador para f pode ser encontrado utilizando essa estratégia combinada com uma
busca binaria.

Essas idéias estabelecem a polinomialidade do problema de minimizagdo de fung¢des
submodulares e originam um algoritmo fracamente polinomial, cujo consumo de tempo
depende polinomialmente ndo s6 de n e de 7y, como também de log M, em que M :=
max{|f(U)|: U C S}.

Ainda baseados no poderoso arcabougo que desenvolveram, Grotschel, Lovasz e Sch-
rijver [GLS88] mostraram que o problema de minimizagdo de fun¢des submodulares pode
ser resolvido em tempo fortemente polinomial. Para tanto, utilizaram-se da extensao con-
vexa f de f, conforme definido em (3.2), bem como da seguinte relagio:

min {f(x): x € [0,1]°} = min {f(U): U C S}. (3.7)

Observe que uma das desigualdades em (3.7) é direta. Com efeito, como f(U) =
f(xY), para toda parte U de S, entdo

min {f(x): x € [0,1]°} <min {f(U): U C S}.

Por outro lado, suponha que x* minimize f em [0,1]%, com x* = Ayt + - - 4+ A Y,
como em (3.1). Tomando y := min {f(U): U C S}, temos

FO) =Mf(U) 4+ Af(Ue) > (A + -+ A > e

Observe que u < 0, uma vez que f(@) = 0 por hipétese, e que 0 < Ay +---+ A < 1,4
que x* pertence ao cubo [0, 1]°. Disso segue a igualdade (3.7).

Note também que se x* = Ajx 4 - - - + A xY% minimiza f em [0,1]°, entdo cada U;
minimiza f. Assim, minimizar f sobre as partes de S e encontrar uma parte U de S que
atinja o valor minimo de f ¢, de certa forma, equivalente a minimizar f sobre [0,1]°.

Se f é uma fungdo submodular, a relagdo (3.3), juntamente com o fato de podermos
otimizar sobre polimatréides estendidos em tempo polinomial, garante que o valor da
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funcdo f pode ser obtido em tempo polinomial, para todo vetor racional ndo-negativo
pertencente ao cubo [0,1]5. Além disso, o teorema 3.3 nos diz que f é uma funcdo convexa
nesse caso. Esses resultados permitiram a Grotschel, Lovéasz e Schrijver [GLS88] utilizar
seu arcabouco baseado no método dos elipséides para desenvolver o primeiro algoritmo
fortemente polinomial para minimizar fungdes submodulares. Segue, portanto, o seguinte
teorema.

Teorema 3.5 (GLS): O problema MIN-FUNCOES-SUBMODULARES(S, f) pode ser
resolvido em tempo fortemente polinomial. |

O algoritmo de Grotschel, Lovédsz e Schrijver foi bastante importante pois permitiu
classificar o problema de minimizagdo de fun¢des submodulares com relagdo a sua com-
plexidade. Entretanto, tal algoritmo ndo é plenamente satisfatério: além de ser pouco
prético, uma vez que se utiliza de todo o arcabouco pesado de divisdo, arredondamento e
aproximacao proveniente do método dos elipséides, revela muito pouco sobre a estrutura
combinatéria do problema. Em func¢do disso, encontrar um algoritmo polinomial pura-
mente combinatorio foi considerado por muitos como o problema em aberto mais desafi-
ador na area [GLS81, Lov83, Fra84b] e que s6 pode ser resolvido cerca de 20 anos apds o
estabelecimento da polinomialidade da questdo. As idéias combinatérias associadas a mi-
nimizagdo de fun¢des submodulares, bem como os principais algoritmos combinatdrios,
estdo descritos nos proximos capitulos.



Capitulo 4

Método de Cunningham

Grotschel, Lovasz e Schrijver estabeleceram a polinomialidade do problema de mi-
nimiza¢do de fung¢des submodulares, utilizando seu arcabougo baseado no método dos
elipsdides, conforme apresentamos no capitulo 3. Entretanto, tal algoritmo néo é satisfa-
tério do ponto de vista prético. Faltava também explorar as propriedades combinatérias
do problema.

Pode-se dizer que as primeiras idéias combinatérias associadas a minimizagdo de fun-
¢Oes submodulares estdo presentes no trabalho de Cunningham [Cun84]. Nesse trabalho,
Cunningham apresenta um algoritmo fortemente polinomial para o problema da perti-
néncia no politopo dos conjuntos independentes de um matréide. Esse algoritmo, por sua
vez, parece uma combinagao interessante de técnicas em

e fluxos em redes (Ford e Fulkerson [FF56], Dinic [Din70], Edmonds e Karp [EK72]);

e particdo de grafos/matréides (Tutte [Tut61], Nash-Williams [NW61, NW64], Ed-
monds [Edm65]);

e intersec¢do de polimatréides (Schonsleben [Sch80], Lawler e Martel [LM82]).

Bixby, Cunningham e Topkis [BCT85] estenderam para fun¢des submodulares as idéias
desenvolvidas por Cunningham para o problema sobre matréides e, com isso, apresenta-
ram o primeiro algoritmo combinatério para minimizagdo de fungdes submodulares.

Nos referimos a essas primeiras idéias combinatérias associadas a minimizagao de fun-
¢des submodulares como método de Cunningham. O método de Cunningham, descrito
neste capitulo, é a base para os algoritmos combinatérios e fortemente polinomiais que
descrevemos nos capitulos seguintes.

4.1 Pertinéncia no politopo dos matrdides

Nesta se¢do, descrevemos em linhas gerais como Cunningham resolveu o problema
da pertinéncia no politopo dos conjuntos independentes de um matréide. No restante do

33
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capitulo, mostramos com mais detalhes como as idéias para o problema sobre matréides
foram estendidas para fun¢des submodulares.

Conforme mencionamos no capitulo 2, o politopo dos conjuntos independentes de um
matréide M é o fecho convexo dos vetores de incidéncia de seus conjuntos independentes.
Edmonds [Edm70] mostrou que tal politopo pode ser descrito por

Py:={x€R°:x >0, x(U) < r(U), paratodo U C S},

em que S é o conjunto sobre o qual o matréide estd definido e r é a sua fun¢do posto. O
problema da pertinéncia no politopo dos conjuntos independentes de um matréide, ou,
simplesmente, problema da pertinéncia em matréides, é definido da seguinte maneira:

Problema PERTINENCIA-MATROIDES(S, M, y): Dados um matréide M sobre S e
um vetor y indexado por S, decidir se y estd em Pyy.

Cunningham [Cun84] resolveu o problema da pertinéncia em matréides e forneceu
uma prova algoritmica fortemente polinomial para a seguinte importante relacdo min-
max, devida também a Edmonds [Edm70]:

max {x(S): x <y, x € Py} =min {r(U) +y(S\U): UC S}, (4.1)

em que 7 é a fungdo posto do matréide M sobre S e y é um vetor qualquer indexado por S.

O algoritmo de Cunningham recebe um matréide M sobre S, dado por um ordculo (de
independéncia, por exemplo), e um vetor y indexado por S. Se y estd no politopo Py, de-
volve uma descri¢do de y como combinagdo convexa de vetores de incidéncia de conjuntos
independentes de M. Caso contrario, devolve uma parte W de S tal que y(W) > r(W),
certificando que y ndo estd em Py;.

Cunningham adota em seu algoritmo uma abordagem de caminhos de aumento seme-
lhante ao que se conhece para problemas de fluxo méximo [FF56, Din70, EK72], utilizando
a relagdo min-max (4.1) como anéloga ao teorema do fluxo méximo e corte minimo [FF56].
Durante toda a sua execugao, o algoritmo mantém um vetor x < y vidvel para o problema
de maximizagdo em (4.1) como combinagado convexa de vetores de incidéncia de conjuntos
independentes do matréide. A cada iteragdo, busca melhorar a solu¢gdo mantida através
de um caminho de aumento em determinado grafo auxiliar.

De forma andloga ao que acontece no algoritmo de Edmonds para o problema da parti-
¢do de matréides [Edm65], os caminhos do grafo auxiliar representam, de alguma forma,
as possiveis “trocas vantajosas” entre conjuntos independentes que compdem a combi-
nagao convexa que descreve x. A partir dessas trocas, pode-se obter a cada iteracdo um
vetor x’ ainda em Py tal que x'(S) > x(S). Além disso, quando ndo existem mais cami-
nhos de aumento, o grafo auxiliar fornece um certificado da maximalidade da solugado x
mantida: uma parte W de S para a qual r(W) + y(S \ W) = x(S).

Quando um vetor x mdximo para o problema (4.1) é encontrado, se x = y, o vetor y esta
no politopo Py. Caso contrério, utilizando propriedades do grafo auxiliar, é facil verificar
que a parte W obtida, que atinge o minimo no problema, satisfaz também a desigualdade
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y(W) > r(W), que separa y do politopo Py.
Como a fungao posto de qualquer matréide é submodular, a fungao

gU):=r(U)+y(S\U), paracadal C S,

minimizada pelo algoritmo, é também uma fun¢do submodular. Cabe observar, portanto,
que o algoritmo de Cunningham resolve o problema de minimizac¢do de fung¢des submo-
dulares para um caso bem particular.

Para garantir que o algoritmo termina apdés um ntmero fortemente polinomial de
aumentos, Cunningham baseia-se em técnicas devidas a Lawler e Martel [LM82] e Schons-
leben [Sch80], presentes em trabalhos sobre interseccdo de polimatréides. Tais técnicas
consistem, dentre outras coisas, em realizar aumentos através de caminhos resultantes
de busca em largura no grafo auxiliar e lexicograficamente menores segundo ordenagao
linear pré-estabelecida dos vértices desse grafo. A técnica é chamada por Cunningham
de consistent breadth-first search. Schrijver [Sch00] utiliza uma adaptagdo dessa idéia para
garantir que seu algoritmo para minimizar fun¢des submodulares seja fortemente polino-
mial, conforme veremos no capitulo 5.

4.2 Rela¢des min-max sobre polimatrdides

Percebeu-se que a relagdo min-max (4.1) também vale quando a fungdo posto r é subs-
tituida por uma fun¢éo submodular f qualquer, com f(@) = 0. Em particular, tomando o
vetor y := 0, podemos estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 4.1: Seja f uma fungdo submodular sobre S tal que (@) = 0. Entdo

max {x(S): x <0, x € EP(f)} =min {f(U): U C S}. (4.2)

Demonstragio: Dado x em EP(f) tal que x < 0, temos x(S) < x(U) < f(U), para
toda parte U de S, de maneira que max < min vale trivialmente. Para a relagdo inversa,
considere um vetor z que atinge o maximo em (4.2). Se z(S) = 0, entdo z(S) = f(D) e
estamos feitos. Caso contrario, para todo s em S tal que z(s) < 0, deve existir um conjunto
z-justo Us que contenha s. De fato, se existe s tal que z(s) < 0 e que ndo esteja em nenhum
conjunto z-justo, podemos aumentar a componente z(s) de forma a aumentar o maximo
em (4.2), o que seria uma contradi¢do. Definimos, entéo,

u = U uS,
{s:z(s)<0}

que também é um conjunto z-justo, pelo teorema 2.2. Assim,

2(8) = z(U) +z(S\U) = f(U) +2(S\U) = f(U),
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uma vez que U é z-justo e que S \ U s6 contém elementos s de S tais que z(s) = 0. Segue a
validade da relacdo min-max. |

Conseqiientemente, uma estratégia natural para o desenvolvimento de um algoritmo
combinatério para minimizar fun¢des submodulares consistiu em estender para polima-
tréides estendidos a abordagem de Cunningham para o politopo dos conjuntos indepen-
dentes de um matréide. Conforme veremos ao longo do capitulo, o primeiro algoritmo
combinatério para minimizar fun¢des submodulares, devido a Bixby, Cunningham e Top-
kis [BCT85], baseia-se justamente nessa estratégia.

Neste texto, entretanto, seguimos a maioria dos trabalhos na area [Fle00, Sch00, IFF01,
Iwa02, Fuj03, Fuj05] e descrevemos os algoritmos combinatérios para minimizac¢do de fun-
¢des submodulares baseados em uma variagdo da relacdo min-max (4.2). Esta outra rela-
¢do min-max, apresentada no teorema abaixo, ndo exige a restricdo x < 0 e é baseada no
polimatréide das bases

B(f):={xe R®: x(S) = £(S), x(U) < f(U), paratodo U C S},

que é a face do polimatréide estendido EP(f) que contém todos os seus pontos extremos,
conforme definido na segdo 2.6.
Dado x em R®, defina x~ (s) := min {x(s),0}.

Teorema 4.2: Seja f uma fungdo submodular sobre S tal que f (@) = 0. Entdo

max {x~(S): x € B(f)} = min {f(U): U C S}. (4.3)

Demonstragio: Seja x um vetor em B( f). Para qualquer parte U de S, temos que x (S) <
x(U) < f(U), uma vez que, no pior caso, U contém todos os elementos s de S tais que
x(s) < 0 e nenhum elemento s de S tal que x(s) > 0. Portanto, vale a relagio max < min.
Provamos agora que vale a igualdade. Seja z um vetor que é solugdo 6tima do problema de
maximizagdo em (4.3). Se z(s) > 0 paratodosem S, entdoz~(S) = 0 = (D). Além disso,
se z(s) < 0 para todo s em S, entdo z~ (S) = z(S) = f(S), uma vez que z estd em B(f).
Temos, portanto, que vale a relacdo max = min nesses dois primeiros casos. Quando ndo
estamos nesses casos, dados quaisquer s e t em S tais que z(s) > 0 e z(t) < 0, temos
que existe um conjunto z-justo Us; que contém ¢ e ndo contém s. De fato, caso contrério,
poderiamos aumentar o valor de z(t) e diminuir o valor de z(s) de forma a manter a via-
bilidade de z em B(f) e aumentar o valor da solugdo 6tima, o que seria uma contradicao.
Consideremos, entdo, o conjunto

u= N U

{t: z(+)<0} {s: z(s)>0}

Note que U é também um conjunto z-justo (teorema 2.2). Além disso, todos os elemen-
tos de S que definem os componentes negativos de z estdo em U e todos os elementos de S
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que definem os componentes positivos de z estdo fora de U, de maneira que

de onde segue a validade da relagdo min-max. 1

4.3 Elementos do método

Os algoritmos para minimizagdo de fungdes submodulares baseados no método de
Cunningham, assim como o algoritmo de Cunningham para o problema da pertinéncia
no politopo dos conjuntos independentes de um matréide, imitam a abordagem de cami-
nhos de aumento aplicada aos problemas duais do fluxo méximo e do corte minimo. Para
tanto, utilizam a relagdo min-max (4.3) como andloga ao teorema do fluxo méximo e corte
minimo.

Nos algoritmos para o problema do fluxo méximo, um fluxo vidvel é mantido e tem seu
valor aumentado em cada iteragdo através de caminhos em determinado grafo auxiliar.
Quando ndo existem mais caminhos de aumento, um corte de mesma capacidade do fluxo
mantido pode ser facilmente encontrado.

De forma analoga, os algoritmos para o problema de minimizagdo de fungdes sub-
modulares mantém um vetor x no polimatréide das bases B(f) que é um vetor vidvel
para o problema de maximizagdo em (4.3). A cada iteragdo, buscam aumentar o valor
de x~(S) também através de caminhos em um grafo auxiliar. Quando nio existem mais
caminhos de aumento, propriedades do grafo permitem identificar uma parte W de S tal
que x~ (S) = f(W), de maneira que W minimiza f.

Representacido de vetores em B(f)

Encontramos aqui um primeiro obstéculo. Garantir a viabilidade de um vetor x em B(f)
ndo é uma tarefa trivial, dada a classica descri¢do exponencial desse poliedro. Com o in-
tuito de solucionar tal problema, Cunningham sugeriu representar o vetor x como combi-
nacdo convexa de pontos extremos de B(f). Isto é, os algoritmos mantém

x=Y Aix™, (4.4)
i€l
em que x~ é um ponto extremo de B(f), paracadaiem I, A; >0e Y ;A = 1.

Pelo teorema de Carathéodory (teorema 2.1), cada vetor em B(f) pode ser represen-
tado como combinagdo convexa de no méximo |S| + 1 de seus pontos extremos. Além
disso, os pontos extremos de B(f) sdo caracterizados polinomialmente através do método
guloso, conforme descrito na se¢do 2.6. Para cada x~ na combinagdo convexa que des-
creve x, os algoritmos mantém uma ordem linear <; de S que o gera através do método
guloso e, portanto, certifica que esse vetor é um ponto extremo de B(f). Assim, a idéia de
Cunningham fornece uma caracterizagdo polinomial para os vetores em B(f).
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De forma mais especifica, os algoritmos que descrevemos ao longo deste texto mani-
pulam representag¢des de vetores x em B( f), compostas por

e um conjunto de indices Iy;
e para cada i em [, um ntmero real positivo A;;
e para cadaiem I, uma ordem linear <; de S

tais que
X = ZiEIx /\jx<i e ZiEIx /\1' =1. (45)

Sempre que nos referirmos a representagdes de vetores x em B(f), estamos nos refe-
rindo a representacdes desse tipo. Vale ressaltar também que, em geral, procura-se fazer
com que os algoritmos mantenham representagdes de x tais que || < |S| 4 1, de maneira
que se consiga demonstrar que tenham consumo de tempo polinomial em |S|.

Pivotacdes e st-potenciais

A cada iteragdo, os algoritmos baseados no método de Cunningham buscam aumentar
o valor de x~(S), transformando o vetor x em um vetor x’ tal que x'~(S) > x~(S), mas
sempre de forma a manter sua viabilidade em B(f). Para tanto, se utilizam de um passo
bésico, o qual chamamos pivotacao.

Em uma pivotagdo, aumenta-se o valor de um componente de x e diminui-se o valor
de outro componente em uma mesma quantidade, de forma a se obter o vetor x’. Mais
especificamente, temos

=x+a(x —x°), (4.6)

para algum par de elementos distintos s e t em S e algum a > 0. Numa operacgdo desse
tipo, dizemos que estamos pivotando s e t em x.

Como precisamos garantir que o vetor x’ resultante continue em B( f) e como qualquer
vetor x em B(f) satisfaz x(S) = f(S), a idéia de aumentar um componente e diminuir
outro em uma mesma quantidade surge naturalmente. Além disso, como queremos obter
x'7(S) > x7(S), escolhem-se elementos s e t tais que x(s) é positivo e x(t) é negativo para
aplicar a pivotagdo. Dessa forma, com algum controle sobre a constante «, é possivel fazer
com que x’ permaneca vidvel, bem como com que, idealmente, o valor de x'~ (S) cresca
apos a operacao.

Dado um vetor x e um par de elementos s e t de S, chamamos de st-potencial com
relagio a x (ou simplesmente st-potencial), o maior valor de « tal que x’ := x + a(x' —
X°) € ainda um vetor em B(f). Denotamos o st-potencial com relagdo a x por &(x, s, t).
Formalmente,

&(x,s, t) := max {ac: x+a(x' —x°) € B(f)}. 4.7)

Segue de sua propria defini¢do que &(x, s, t) > 0.



4.3. Elementos do método 39

Calcular st-potenciais e, portanto, saber quando é possivel pivotar s e t, também néo é
uma tarefa facil. Para que x’ obtido em (4.6) seja ainda um vetor em B( f), devemos ter

f(U) —x(U) >0, paratodo U C S. (4.8)

Como f(U) — x(U) > 0 vale para toda parte U de S, uma vez que x estd em B(f), para
garantir que a propriedade (4.8) valha para x’, deve existir certo controle sobre o valor
que x" assume nas partes U de S tais que x'(U) > x(U). Pela forma como x’ é obtido a
partir de x, tais partes sdo exatamente aquelas que contém f e ndo contém s. Sendo assim,
o valor do st-potencial com relagdo a x é determinado pelo subconjunto U que minimiza
ovalor f(U) —x(U), comtem Uesem S\ U. Esse é o valor maximo com que podemos
aumentar o componente x(#) de modo a produzir x” que néo viole a propriedade (4.8).

Segue que o st-potencial &(x, s, t) é também dado por

&(x,s,t) = min{f(LI)—x(U):tE uc S\{s}}. (4.9)

Calcular st-potenciais resume-se, portanto, a uma nova instancia do problema de mi-
nimizagdo de fun¢des submodulares. Tal fato apresenta-se como outro obstdculo aos algo-
ritmos combinatdrios para minimizagdo de fun¢des submodulares.

st-potenciais de facil calculo

Bixby, Cunningham e Topkis [BCT85] mostraram que se x~ é um ponto extremo de B( f),
o st-potencial para alguns pares de elementos distintos s e t em S pode ser calculado de
forma eficiente, com o auxilio do método guloso. Se < é uma ordem linear de S que
gera x~, tais pares sdo aqueles em que s precede imediatamente t na ordem <. Isto é, os
elementos s e t sdo tais que s < t e ndo existe u tal que s < u < t, u # s e u # t. Nesses
casos, o st-potencial com relagdo a x~ é exatamente o valor « dado pelo teorema 2.13. Ou
seja,

a(x%,5,0) = £(1H1<\ {s}) — (1< \ {s}). (4.10)

Denote a := f([t]< \ {s}) —x=([t]< \ {s}). Para observar a validade de (4.10), note
que, pela defini¢do (4.7) de st-potencial, &(x~,s,t) > a, uma vez que, pelo teorema 2.13,
x~ +a(x! — x°) é um ponto extremo de B(f). Por outro lado, como t estd em [t]< \ {s},
segue da defini¢do alternativa de st-potencial, dada por (4.9), que &(x~,s, t) < a. Portanto,
a(x=,s,t) = a.

Quando fazemos uma pivotagdo desse tipo, com s precedendo imediatamente f numa
ordem que gera x~, e quando &(x~,s,t) > 0, estamos trocando um ponto extremo x~
por um de seus pontos extremos adjacentes em B(f). Além disso, temos que o vetor
X = x4+ &(x%,s,t)(x" — x°), obtido a partir da pivotacdo entre s e t, é gerado pela
ordem <’ obtida a partir de < ao trocarmos s e t de posigéo.
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Grafo de Cunningham

Em seu primeiro algoritmo para minimizar fun¢des submodulares, Bixby, Cunningham
e Topkis restringiram as pivotagdes aos casos em que o st-potencial pode ser facilmente
calculado. Em cada iteragdo, seu algoritmo mantém uma representagdo de um vetor x
em B(f), conforme (4.5). Com o objetivo de guiar as pivota¢des a serem realizadas, defi-
nem o grafo de Cunningham para f e x, que denotamos por D(f, x).

O grafo de Cunningham D(f, x) é orientado e tem como conjunto de vértices o con-
junto base S da funcao f. Para definirmos seu conjunto de arcos, comegamos atribuindo,
para cada par s e t de elementos distintos de S, o seguinte conjunto:

F(s,t) := {i € IL;: s precede imediatamente f na ordem <; }. (4.11)

Feito isso, colocamos um arco de s a t em D(f, x) se, e somente se, F(s,t) # @.

Note que o grafo de Cunningham possui um arco de s a t se, e somente se, existe i
em I, tal que a pivotacdo entre s e t em x~ da origem a um ponto extremo adjacente a x~i
em B(f), dado que &(x~,s,t) > 0. Além disso, para tais pares s e t sabemos calcular o
st-potencial com relagdo a x~ de forma simples, conforme (4.10).

Bixby, Cunningham e Topkis utilizam determinados caminhos sobre o grafo D(f, x)
para realizar pivotagdes sobre pontos extremos que compdem a representagdo mantida
de x. Em cada iteragdo, trocam pontos extremos x~ por outros x~/, de maneira que

=T a(xTs ) (X - x0), (4.12)

para algum par s e t em S. Feito isso, 0s novos pontos extremos x ™ sdo utilizados para a
obtencdo do novo vetor x’ em B(f), de maneira que x'~(S) > x~(S).

No caso do problema da pertinéncia no politopo dos conjuntos independentes de um
matrdide, considerar apenas pivotagdes de forma a realizar trocas entre pontos extremos
adjacentes ndo foi um empecilho para que se obtivesse um algoritmo polinomial.

Ja no caso do problema de minimizagdo de fun¢des submodulares, o grafo auxiliar
tornou-se “pequeno” e “instdvel” e nenhuma complexidade razodvel pdde ser demons-
trada. Por exemplo, ndo se conseguiu garantir propriedades sobre o comprimento de um
caminho minimo ou sobre um caminho de capacidade méxima nesse grafo ao longo das
iteragdes, conforme expde Fleischer [Fle00]. Discutiremos um pouco sobre essa questdo
no capitulo 5. Os algoritmos de Schrijver [Sch00] e Iwata, Fleischer e Fujishige [IFF01],
apresentados nos proximos capitulos, resolvem esse problema adaptando e ampliando de
alguma forma os arcos propostos para o primeiro grafo auxiliar — o grafo de Cunningham.

44 Descri¢ao do método

O método de Cunningham para minimizagao de fun¢des submodulares, cujos princi-
pais elementos estdo descritos na se¢do anterior, pode ser resumido nos seguintes princi-
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pais topicos:

e (relacdo min-max) abordagem de caminhos de aumento baseada na relagdo min-
max (4.3):
max {x"(S): x € B(f)} =min {f(U): U C S};

e (representacdo de x) manutencdo de uma representacdo de um vetor x em B(f)
como combinacdo convexa de pontos extremos de B(f), conforme (4.5);

e (caminhos de aumento) realizagio de sucessivos aumentos em x~ (S) através de st-
pivotagdes nos pontos extremos que compdem a representacdo de x, com auxilio do
grafo de Cunningham D(f, x).

Com base nessas idéias, apresentamos abaixo um esquema de algoritmo combinatério
para minimizar fun¢des submodulares. Mostramos também como Bixby, Cunningham e
Topkis [BCT85] sugeriram realizar os aumentos em x~ (S) com auxilio do grafo de Cun-
ningham, na primeira versdo do algoritmo. Nos préximos capitulos, ressaltamos como
essa versdo original foi modificada de modo a resultar em algoritmos fortemente polino-
miais.

Método CUNNINGHAM(S, f): Recebe uma funcdo submodular f sobre S tal que

f(@) = 0 e devolve uma parte W de S que minimiza f.

O método de Cunningham é iterativo. Cada iteracdo comega com uma representagao
de um vetor x em B(f), conforme (4.5), ou seja,

e um conjunto de indices I, com |I;| < |S| +1;
e para cada i em [, um ntmero real positivo A;;
e para cada i em I, uma ordem linear <; de S;

tais que x = ) ;c; Aix™ e Y ;c; Aj = 1. Na primeira iteragdo, temos I, := {1}, Ay :=1e <y
sendo uma ordem linear qualquer de S, de maneira que x = x~1.
Cada iteragdo consiste no seguinte. Sejam

P:={seS:x(s) >0}, N:={s€S:x(s) <0} eD:=D(f,x).

Caso 1: Nao existe caminho de Pa N em D.
Seja W o conjunto de vértices que acessam N em D.
Devolva W.

Caso 2: Existe um caminho de Pa N em D.
Q < ESCOLHE-CAMINHO(D, P, N).
x"” « AUMENTA(S, f, x, Q).
x" «— COMPACTA(S, f,x").
Comece nova iteragdo com x’ no papel de x.
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Na descri¢do do algoritmo, ESCOLHE-CAMINHO, AUMENTA e COMPACTA sdo rotinas
auxiliares.

A rotina ESCOLHE-CAMINHO ¢é responsével pela escolha de um caminho Qde Pa N
em D(f, x) a partir do qual serd realizado o aumento em x. Sua especificagdo estd a seguir.

Rotina ESCOLHE-CAMINHO(D, P, N): Recebe um grafo D e dois subconjuntos de
vértices P e N de D e devolve um caminho Q de P a N nesse grafo.

Quando descreveram seu primeiro algoritmo para minimizar fun¢des submodulares,
Bixby, Cunningham e Topkis [BCT85] ndo fixaram nenhuma maneira de selecionar o ca-
minho para realizar o aumento. Conforme veremos nos préximos capitulos, os demais
algoritmos combinatdrios selecionam o caminho de alguma forma especifica nessa etapa.

A rotina AUMENTA representa o passo aumentador que origina um vetor x’ em B(f)
tal que X'~ (S) > x~ (S). Sua especificagdo estd a seguir.

Rotina AUMENTA(S, f,x,Q): Recebe a representa¢do de um vetor x em B(f) e um
caminho Q em D(f, x) e devolve a representacdo de um vetor x' em B(f), obtida
com o auxilio dos arcos de Q, tal que

(i) x' = x+ 8(x' — x°), para elementos s e t distintos em Q e algum § > 0;

(ii) x'~(S) > x~(S).

O passo aumentador descrito pela rotina AUMENTA é implementado de maneiras dis-
tintas pelos algoritmos combinatérios para minimizar fun¢des submodulares que descre-
vemos ao longo deste texto. A prova do teorema 4.4, na préxima segdo, apresenta a imple-
mentagdo sugerida por Bixby, Cunningham e Topkis em seu primeiro algoritmo [BCT85].

A rotina COMPACTA é responsdavel por garantir que a representacdo mantida do vetor x
em B(f) seja sempre composta por um numero reduzido de pontos extremos, através
de técnicas de algebra linear. O teorema 2.1 de Carathéodory garante que isso é de fato
possivel. A especificagdo dessa rotina estd a seguir.

Rotina COMPACTA(S, f,x): Recebe a representagdo de um vetor x em B(f) e de-
volve uma representagdo desse mesmo vetor composta por no maximo |S| + 1 dos
pontos extremos que compunham originalmente a representagdo de x.

Como menciona Cunningham [Cun85], tal procedimento é comumente utilizado para
transformar solugdes vidveis em solugdes vidveis basicas em algoritmos de programacao
linear. Além disso, com a utilizagdo da eliminagdo Gaussiana, a rotina COMPACTA pode
ser realizada em tempo proporcional a |S|?, sempre que a representagdo do vetor recebida
como entrada seja composta por O(|S|) pontos extremos. Todos os algoritmos combinaté-
rios para minimizar fun¢des submodulares que apresentamos ao longo do texto realizam
esse passo ao final de cada iteragdo visando a garantir um consumo de tempo razoavel.
Estabelecemos o resultado abaixo para referéncias futuras.

Proposigdo 4.3: A rotina COMPACTA(S, f, x) pode ser implementada de modo a
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consumir tempo O(|S|?), sempre que a representagdo do vetor x recebida como
entrada seja composta por O(|S|) pontos extremos. 1

4.5 Corre¢ao do método

No trabalho em que apresentam a primeira versao de algoritmo combinatério para mi-
nimizagdo de fungdes submodulares, Bixby, Cunningham e Topkis justificam a abordagem
de caminhos de aumento através dos resultados abaixo. Conforme mencionado, a prova
do préximo teorema 4.4 também apresenta a implementa¢do que sugeriram para a rotina
AUMENTA(S, f, x, Q).

Para cada arco (s, t) em D(f, x), defina sua capacidade u(s, t) como

u(s, t) ==Y &(x,s,t), (4.13)
i€F(s,t)

em que F(s, t) é definido como em (4.11). Defina também a capacidade de um caminho Q
em D(f,x) como min{u(s,t): (s,t) € Q}.

Teorema 4.4: Sejam P, N, x e D(f, x) considerados no inicio de uma iteragdo qual-
quer do método CUNNINGHAM(S, f). Se existe um caminho de P a N em D(f, x)
com capacidade ndo-nula, entdo existe x' em B(f) tal que x'~(S) > x~(S).

Demonstragio: Suponha que exista um caminho Q de P a N em D(f, x), com capaci-
dade nao-nula e seqiiéncia de vértices s = sy,5,,...,5,; = t. Vamos utilizar o caminho Q
para obter X’ = x + 6(x' — x°), para algum 6 > 0, de maneira que x’ esteja em B(f) e
satisfaga x'~(S) > x~(S).

Considere a representagdo de x como Y ;c; Aix™, com A; > 0, para todo i em I, e

Y1, Ai = 1, mantida pelo algoritmo.

Para cada j, com 1 < j < m, escolhemos um indice i(j) em F(sj,s;;1), conforme defi-
nido em (4.11), para “representar” o arco (s;,sjy1). O indice i(j) justifica a existéncia do
arco (s;,sj41) no grafo D(f, x).

Para cada i em I, defina n(i) := [{1 <j <m:i=i(j)}
o indice i foi escolhido para representar um arco no caminho Q.

, COmo O numero de vezes que

Defina
5 = min i-n(i)>o i€l s (4.14)
: ok , Y )
o = min{&(xT0,sj,511): 1< j<m}; (4.15)
a := min{a,x(s)}. (4.16)

Observe que a > 0e 8’ > 0.
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Para cada 1 < j < m, consideramos ainda o vetor

Z = x4 w ()5 — x%). (4.17)

Por fim, tomamos A} := A; — ¢'n(i), para cada i em I, e definimos

=Y Axi+ Y 87

iel 1<j<m
=Y AT+ 8a(x' - x°) (4.18)
i€l

=x+8a(x' —x°).

Tome 6 := §'a. Observe que, por defini¢do, temos 0 < o < x(s) e 0 < ¢’ < 1, de
maneira que 0 < ¢ < x(s). Segue que ¥’ (S) > x~(S). Ademais, como Q é um caminho
de capacidade ndo-nula, entdo, para cada 1 < j < m, podemos escolher um indice i(;)
para representar o arco (sj,s;+1) de maneira que o (s, sj41)-potencial com relagao a x ()
seja ndo-nulo. Nesse caso, segue que « (e conseqiientemente J) serd estritamente positivo,
de maneira a podermos garantir que x'~(S) > x~(S).

Temos também que x” estd em B( f) pois é combinagdo convexa de elementos de B(f),
conforme (4.18). Mais especificamente, mostramos abaixo que é possivel obter uma repre-
sentagdo de x’ como combinagdo convexa de pontos extremos de B(f).

Para cada 1 < j < m, considere o ponto extremo

xj = x-<i(j) + D‘(x_<i(j)/S]'/S]'-i-l)(XSjJrl _ij)/

obtido através da pivotacdo entre s; e sjy1 em x 0. Se &(x~0),sj,5,1) = 0, entdo 7z =
x/, com z/ definido conforme (4.17). Por outro lado, se &(x*i@,sj, siy1) # 0, entdo 2/ é
combinagdo convexa de x/ e x~i(), como segue:

; 14 : 14

] — ] _ =i(j

zZ = X411 x i),
(a«x >> ( i ))

Concluimos, assim, que x’, definido em (4.18), pode ser escrito como combinagdo convexa
de x~i,iem Iy, e x/,1 < j < m, todos pontos extremos de B(f). 1

O préximo resultado, juntamente com a relacdo min-max (4.3), garante que, se 0 mé-
todo de Cunningham pdra, entdo ele de fato devolve um minimizador de f.

Teorema 4.5: Suponha que o caso 1 ocorra em determinada iteragdo do método
CUNNINGHAM(S, f). Seja W o conjunto de vértices que acessam N em D(f,x),
conforme definido nessa iteragdo. Entdo x~ (S) = f(W), de maneira que W mini-
miza f.
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Demonstragio: Seja W conforme definido pelo caso 1 do método CUNNINGHAM(S, f).
Considere também a representagdo do vetor x mantida pelo algoritmo, conforme (4.5).
Se W =@, entdao N = @, de modo que x~ (S) = 0 = (@) e segue o resultado. Suponha,
entdo, que W # Q. Para cada elemento t de W, temos que [t]~, estd em W, para todo i
em I,. De fato, pela defini¢do do grafo D(f, x), para todo s que precede t em <;, existe
um caminho de s a t em D(f, x). Como ndo existem arcos entrando em W, segue que todo
elemento que precede t em <; estd em W.

Agora, como pelo teorema 2.10 temos que [t] <, é x~i-justo, concluimos que W é a unido
de conjuntos x~i-justos, de onde segue que W é também um conjunto x ~i-justo, para cada i
em I,. Isso nos permite concluir também que W é um conjunto x-justo, como segue:

x(W) =) Ax™i(W) = ) Aif(W) = f(W),
i€l, icly
jaque } e A =1
Pela defini¢do de W, temos também que PN W = @ e N C W, de maneira que

de onde segue o resultado. 1

Em seu primeiro trabalho, Bixby, Cunningham e Topkis mostraram que é possivel ga-
rantir que o método CUNNINGHAM(S, f) para, mas ndo obtiveram sucesso em demons-
trar nenhuma complexidade razoavel para o algoritmo. Um pouco mais tarde, Cun-
ningham [Cun85] demonstrou um consumo de tempo pseudo-polinomial para a imple-
mentacdo sugerida por Bixby, Cunningham e Topkis para o algoritmo, sob a hipétese de
que a func¢do submodular f é inteira. Nos préximos capitulos, mostramos como outras
idéias foram adicionadas ao método de Cunningham de forma a originar algoritmos for-
temente polinomiais para minimizar fun¢des submodulares.
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Capitulo 5

Algoritmo de Schrijver

No capitulo 4, apresentamos algumas idéias combinatérias propostas por Cunningham
para o problema de minimizacdo de fun¢des submodulares. Dentre tais idéias, Cun-
ningham sugere uma abordagem de caminhos de aumento que se assemelha muito aquela
proposta por Ford e Fulkerson [FF56] para o problema do fluxo méaximo. No caso do
problema do fluxo méximo, para que se obtivesse algoritmos polinomiais baseados em
caminhos de aumento, Edmonds e Karp [EK72] sugeriram duas abordagens: caminhos
minimos (shortest paths) e caminhos de maior aumento (fattest paths).

Conforme apresentamos neste capitulo, nenhuma dessas duas abordagens aplicadas
diretamente sobre o método de Cunningham resulta na obtencdo de um algoritmo polino-
mial. Entretanto, através da introdugdo de idéias adicionais, Schrijver [Sch00] desenvolveu
um algoritmo fortemente polinomial para minimizar fun¢des submodulares que traz uma
abordagem de caminhos minimos em sua esséncia. Este capitulo é dedicado principal-
mente a apresentacdo desse algoritmo. No capitulo 6, veremos como Iwata, Fleischer e
Fujishige [IFF01] conseguiram também derivar um algoritmo fortemente polinomial par-
tindo do método de Cunningham e de idéias envolvidas numa abordagem de caminhos
de maior aumento.

Baseados no algoritmo de Schrijver e em idéias apresentadas por Goldberg e Tar-
jan [GT88] para o problema do fluxo maximo, Fleischer e Iwata [FI03] desenvolveram um
algoritmo push-relabel para o problema de minimizacdo de fungdes submodulares. Esse
algoritmo também esta descrito neste capitulo.

5.1 Caminhos minimos e caminhos de maior aumento

Nesta se¢do, apresentamos alguma intui¢do sobre porque a aplicagdo das abordagens
de caminhos minimos ou caminhos de maior aumento diretamente sobre o método de
Cunningham pode ndo ser suficiente para a obtengdo de algoritmos polinomiais. Schrij-
ver [Sch00] e Iwata, Fleischer e Fujishige [IFFO1] solucionaram os problemas que apresen-
tamos aqui ao desenvolver seus algoritmos fortemente polinomiais.

Na abordagem de caminhos minimos para o problema do fluxo maximo, seleciona-se
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o caminho com o menor nimero de arcos para realizar um aumento. A polinomialidade
do algoritmo resultante baseia-se no fato de que o comprimento de um caminho minimo
nunca diminui, mas possivelmente aumenta, ap6s um ntimero polinomial de iteragdes.

No método de Cunningham (capitulo 4), os aumentos na solu¢do mantida sdo reali-
zados com o auxilio do grafo de Cunningham, conforme detalhado nas se¢des 4.3 e 4.4.
Dada uma fung¢do submodular f sobre S, uma representacdo de um vetor x no polima-
tréide das bases B(f) e elementos s e t distintos de S, existe um arco de s a t no grafo de
Cunningham D(f, x) se, e somente se, s precede imediatamente ¢ em alguma ordem <;
que compdem a representacgdo de x.

Note que se apo6s a realizagdo de um aumento mantivermos na representacdo de x
um ponto extremo x~ e acrescentarmos outro ponto extremo obtido a partir da pivotagdo
entre s e t em x~i, estamos adicionando ao grafo D(f, x) um “atalho” que pode diminuir
o comprimento de um caminho minimo.

Para observar esse fato, suponha que u preceda imediatamente s em <; e que pivota-
mos s e t em x~i, de forma a produzir o ponto extremo x~/. Suponha ainda que optamos
por manter x~ e x™/ na representagdo de x mantida pelo algoritmo. Nesse caso, note que
o arco (u,t) passa a fazer parte do grafo D(f, x) apds a pivotacdo. Além disso, tal arco re-
presenta um atalho entre u e t com relagdo ao caminho que passa pelos arcos (u,s) e (s, ),
que ja pertenciam ao grafo D(f, x). Atalhos desse tipo podem reduzir o comprimento de
um caminho minimo no grafo D(f, x) de uma iteragdo para outra.

Schrijver procurou resolver essa “instabilidade” no comprimento dos caminhos mi-
nimos no grafo de Cunningham adicionando arcos de s a t a esse grafo sempre que s
precede t (ndo necessariamente imediatamente) em alguma ordem de S que compde a
representacdo de x. A existéncia desses arcos impede o surgimento de atalhos como o
exemplificado acima.

Na abordagem de caminhos de maior aumento, seleciona-se o caminho que propicia
maior acréscimo na solu¢do mantida para realizar o aumento a cada iteracdo. Tal caminho
corresponde ao caminho de maior capacidade no grafo auxiliar. No caso do problema
do fluxo méximo, consegue-se demonstrar que, através de caminhos desse tipo, pode-se
realizar aumentos polinomiais a cada iteracdo. Mais especificamente, demonstra-se que a
diferencga entre a solugdo 6tima e a solu¢do mantida é reduzida polinomialmente quando
os aumentos sdo realizados através de caminhos desse tipo. Isso garante que o algoritmo
termina ap6s um ntimero polinomial de aumentos.

Cunningham [Cun85] apresentou um exemplo para o qual um caminho de maior au-
mento no grafo D(f, x) nem sempre permite que aumentos polinomiais sejam realizados.
Além disso, ainda que existam caminhos com capacidade polinomial, cabe lembrar que,
quando realizamos uma pivotac¢do entre s e f em algum ponto extremo x~ que compde
a representacdo de x mantida pelo algoritmo, o acréscimo em x~ (S) que obtemos ao adi-
cionarmos x~/ := x~ + §(x' — x°) a representacdo de x ndo é diretamente proporcional
a J. Ao invés disso, o aumento é proporcional a /\jé, em que /\j é o coeficiente de x~i
na combinac¢do convexa que compde a nova representagdo de x. Conforme observou
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Fleischer [Fle00], isso pode ser um problema, uma vez que o coeficiente A; pode ser ex-
ponencialmente pequeno, por exemplo, dependendo inversamente de um polindmio em
maxycs | f(U)], que é um limitante para o quanto x~ (S) precisa crescer até que se atinja o
otimo.

Iwata, Fleischer e Fujishige [IFF01] aumentam a capacidade de cada arco do grafo auxi-
liar através de uma relaxacdo que propdem ao problema, de maneira a garantir a realizacao
de aumentos polinomiais a cada iteracdo. Essas idéias estdo expostas com mais detalhes
no capitulo 6.

5.2 Rotina PIVOTA: limitantes para st-potenciais

Conforme mencionamos na se¢do anterior, com o objetivo de buscar uma abordagem
de caminhos minimos, Schrijver aumenta o grafo auxiliar sobre o qual seu algoritmo traba-
lha. Além dos arcos pertencentes ao grafo de Cunningham D( f, x) (definido na secéo 4.3),
Schrijver adiciona ao seu grafo auxiliar um arco de s a f sempre que s precede t em alguma
ordem que compde a representagdo mantida do vetor x em B(f). Ao fazer isso, Schrijver
ja ndo se limita a trabalhar com pares s e t para os quais o st-potencial pode ser calculado
facilmente, conforme definido em (4.10), na se¢éo 4.3.

Para resolver o problema do célculo dos potenciais para os pares que ndo sdo adja-
centes no grafo de Cunningham, Schrijver propdem a rotina que detalhamos nesta segéo.
Tal rotina descreve como calcular limitantes inferiores para o st-potencial relativo a alguns
pares s e t que sdo suficientes para garantir uma complexidade razodvel ao seu algoritmo.
O algoritmo de Schrijver esta descrito na préxima segdo.

Seja < uma ordem linear de S. Dados elementos s e t distintos de S, defina

(s,t]<:={u#s:s<u=<t} (5.1)

Dados elementos distintos s e u de S, com s < u, denote por <*" a ordem linear de S
obtida quando redefinimos v < u como u < v para todo v tal que s < v < u. Equivalen-
temente, a ordem <*" é obtida quando fazemos com que u preceda imediatamente s na
ordem <. Note que, se u estd em (s, ] <, entdo (s, t]<su = (s, ] <\ {u}.

A rotina proposta por Schrijver tem a seguinte especificacao.

Rotina PIVOTA(S, f, <,s,t): Recebe uma fungdo submodular f sobre S tal que
f(@) = 0, uma ordem linear < de S e dois elementos distintos s e t em S, com
s < t,edevolved > 0 e um vetor u > 0, indexado por (s, t] <, tais que

(i) x*+8(x' - )c? = Lue(s- #()x™" (5.2)

(i) Lue(sn- H(u) =1

Observe que a rotina PIVOTA devolve uma representacdo do vetor x~ + 5(x' — x°),
dada através do vetor y e das ordens <*", com u em (s, t] <. As idéias para sua implemen-
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tagdo estdo no restante da secao.

Considere uma fun¢do submodular f sobre S, uma ordem linear < de S e elementos
distintos s e t em S, com s < t, que compdem a entrada da rotina PIVOTA. Comegamos
com observagoes importantes: para todouem S, com s < u, temos

x(v), ses<v=<u v#u
x*(v), sev=u, (5.3)
x<

(v), caso contrério,

para todo v em S. A prova das observagdes segue diretamente da forma como os vetores
x= e x=" sdo gerados respectivamente através das ordens < e <** pelo método guloso,
conforme (2.17), na secdo 2.6.

Observamos também que as condi¢oes definidas em (5.2) valem para o escalar § > O e
para o vetor i > 0, indexado por (s, t| <, se, e somente se, vale também que

(X' =x) =Y pu)(x*" —x7), (5.4)

ue(s,t)<

com Zue(s,t]_< V(u) =1

Denote (s, t]< por {uy,...,u =t}, com u; < u;q, paral < i < k. Considere a ma-
triz M com k linhas, em que a linha i representa 1= = paral <i < k. Utilizando (5.3),
podemos construir a seguinte representacdo das entradas de M. Nessa representacdo, um
sinal “4” denota um valor > 0 e um sinal “—” denota um valor < 0.

Mis
u-<s S | Uy U =1t t<u
xSsu—x= |0 ... ol—-|+ 0 -+ v - 0 0 o .- 0
- = +
0 0
: o -+ 0 : :
xS —x= 0 ... 0| — | — — ... .. ... = + o .- 0

Para obter (5.4), precisamos escrever 6(x! — x*) como combinagdo convexa das linhas
de M. Chamemos de m; a linha da matriz M que representa o vetor x~** — x~, para cada
1 <i < k. Oelemento da linha m; que estd na coluna referente a cada u em S serd denotado
por m;(u).

Como x~s#(S) = x~(S) = f(S), para todo s < u < t,ja que todos os vetores conside-
rados estdo no polimatréide das bases B(f), temos que a soma das entradas de cada linha
de M é zero. Sabemos também, por (5.3), que o tinico elemento que pode ser positivo de
cada linha m; é m;(u;) = (x™% — x™) (u;).
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Consideramos, entdo, dois casos: (i) m;(u;) = 0 para algum i e (ii) m;(u;) > 0 para
todo 1.
Se m;(u;) = 0 para algum i, 1 < i < k, entdo toda a linha m; é composta por ze-

“su; — x=_ A rotina

ros. Nesse caso, tomamos J := 0, de maneira que ¢ ()(t -X’) = «x
PIVOTA(S, f, <,s,t) pode, entdo, devolver 6 = 0 e o vetor u definido por p(u;) := 1e
u(u) :=0,seu # u;.

Suponha agora que m;(1;) > 0 para todo i. Primeiramente, vamos escrever x' — x°
como combinagdo ndo-negativa das linhas de M. Chamando de M, a submatriz de M

formada pelas colunas em (s, t| < = {uy, ..., ux}, temos que o subsistema
yM(s,t] = (O, e ,0, 1) (55)

tem solugdo tnica f := (B(u1),...,B(ux)) > 0.
De fato, como M, € uma matriz triangular inferior, a solugdo do sistema acima ¢é da
forma:

Bluy) := W e Blup) = Ei<j§k(.3(“j)|mj(”i)|), 1<i<k (5.6)

mi(u;)
Note que B(ux) > 0e B(u;) > 0, paratodo 1 < i < k, uma vez que estamos considerando
0 caso em que todos os elementos da diagonal de M, sdo positivos e que os demais
elementos ndo nulos da submatriz sdo ndo-positivos.

Mostramos agora que x! — x° pode ser escrito como combinagado das linhas de M com
coeficientes . Ou seja, denotando 7 := BM, vamos mostrar que 7 = x' — x°. Mais
especificamente, queremos mostrar que #(t) = 1, #(s) = —1 e que n(u) = 0, para todo u
emStalqueu #seu #t.

Como o vetor B é solugdo de (5.5), temos que 77(u;) = 0, paracadal <i < ke n(uy =

=0,

t) = 1. Além disso, para u tal que u < sout < u, com u # seu # t, temos m;(u)
para todo 1 < i < k, de maneira que 17 (1) = Y1 <;<x B(u;)m;(u) = 0, como querfamos.
Resta mostrarmos que 17(s) = Y1<;<x B(u;)m;(s) = —1. Como cada linha da matriz M
soma zero, temos m;(s) = — Y1<j<; mi(u;), para todo i. Logo,
>, Blu =- ) Blu ( Zmi(uj))
1<i<k 1<i<k 1<5<i
—— L (T pwmin))
1<i<k N1<j<i
(5.7)
—— (X )
1<j<k \j<i<k
=— 2 n(u)
1<j<k

= —n(u) = —(t) = -1,

também como queriamos. Note que, na terceira igualdade acima, deixamos de fazer a
soma por linhas da matriz M e passamos a fazé-la por colunas.
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Segue que x' — x° pode ser escrito como combinacdo ndo-negativa das linhas de M
com coeficientes . Em particular, como B(uy) > 0e (u;) > 0,1 < i < k, podemos definir
6 := (Li<ick B(ui)) !, Assim, temos que > 0eque é(x' — x°) é combinagdo convexa de
x~su — x=, para u € (s,t]<, com coeficientes y dados por p(u) := 6B(u). O escalar J e o
vetor u podem, entdo, ser devolvidos pela rotina PIVOTA(S, f, <, s, ).

Quando s e t recebidos pela rotina PIVOTA sdo consecutivos na ordem <, também re-
cebida como entrada, estamos no caso em que sabemos calcular o st-potencial com relagao
a x~ de maneira simples, conforme (4.10), na se¢do 4.3. Cabe observar que, nesse caso,
o valor § devolvido pela rotina PIVOTA é exatamente o st-potencial &(x~,s,t). De fato,
quando s precede imediatamente t na ordem <, temos (s, t]< = {t} de forma que, pelas
descri¢des acima, PIVOTA(S, f, <, s, t) devolve

S=x¥"(t) —x3(t) e u(t)=1,

de maneira que x= + 6(x' — x°) = x=". Disso concluimos, pelo teorema 2.13 e pela defi-
nigdo de st-potencial dada em (4.10), que

5= F([1<\ {s}) —x=([1<\ {s}) = a(x",5,1).

Esse fato é interessante pois mostra que ndo estamos “perdendo” quando aplicamos a
rotina PIVOTA sobre pares s e t adjacentes no grafo de Cunningham.

Por fim, tecemos algumas considera¢ées sobre o consumo de tempo da rotina PIVOTA.
Um primeiro passo para sua implementacdo consiste na obtengdo dos vetores x= e x4,
paral < i < k. Cada um desses vetores pode ser obtido em tempo O(|S|y) através do mé-
todo guloso (teorema 3.2), de maneira que o processo completo consome tempo O(|S|?y).
O segundo passo principal consiste em verificar se m;(u;) > 0 para todo i e, em caso afir-
mativo, obter o vetor f como em (5.6). Esse processo pode ser realizado em tempo O(|S|?).
Feito isso, o escalar ¢ e o vetor u podem ser obtidos em tempo proporcional a |S|, com a
utilizacdo do vetor B. Podemos, entdo, estabelecer o seguinte resultado.

Proposig¢do 5.1: A rotina PIVOTA(S, f, <,s,t) pode ser implementada de modo a
consumir tempo O(|S|?7y). 1

5.3 Descricao do algoritmo

O algoritmo de Schrijver para minimizagdo de fun¢des submodulares pode ser facil-
mente interpretado como uma extensdo do método de Cunningham, descrito na segao 4.4.

Para conseguir aplicar uma abordagem de caminhos minimos ao método e demonstrar
que seu algoritmo péra apés um ntmero polinomial de aumentos, Schrijver considera
mais arcos, além daqueles ja presentes no grafo de Cunningham, em seu grafo auxiliar.
Dados uma fung¢do submodular f sobre S e uma representagdo de um vetor x em B(f),
o grafo de Schrijver para f e x, denotado por Dg(f, x), é também um grafo orientado e
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definido sobre o conjunto base S da fung¢do f. Seu conjunto de arcos é dado por
Ag = {(s,t): Jiely, s =it s# t}. (5.8)

Ou seja, o grafo de Schrijver Ds(f, x) possui um arco de s a t se, e somente se, s precede ¢
em alguma ordem que compde a representacdo mantida de x.

Retomando a defini¢do de st-potencial dada em (4.9), temos que se t precede s em
alguma ordem <; que compdem a representacdo de x, entdo o st-potencial com relacdo
a x~ ndo pode ser positivo, uma vez que, nesse caso, [t|<, é um conjunto x~i-justo que
contém t e ndo contém s. Portanto, Schrijver apenas ndo pde em seu grafo arcos ligando
s e t quando j4 se sabe a priori que ndo se poderia obter ganhos pivotando s e t. Note
também que os arcos do grafo de Cunningham estdo contidos no grafo de Schrijver.

Além disso, sempre que s e t estdo ligados por um arco no grafo de Schrijver, através
da rotina PIVOTA, descrita na se¢do anterior, podemos calcular limitantes inferiores para
o st-potencial com relagdo a algum x~ que compde a representacdo de x.

Implementacao das rotinas ESCOLHE-CAMINHO e AUMENTA

Explicamos aqui, em linhas gerais, como Schrijver implementou as rotinas ESCOLHE-
CAMINHO e AUMENTA, especificadas na se¢do 4.4, durante a descri¢do do método de
Cunningham. Mais abaixo apresentamos pseudo-c6digos com essas implementacdes. Nas
préximas segdes, detalhamos como as implementagdes sugeridas por Schrijver garantem
uma complexidade fortemente polinomial ao algoritmo.

Cada iteragao do algoritmo de Schrijver também comeca definindo os conjuntos P :=
{s €S:x(s) >0} eN:={s€S:x(s) <0}

Para realizar o passo aumentador e obter x’ tal que x'~(S) > x~(S), Schrijver esco-
lhe sempre caminhos minimos de P a N no grafo auxiliar Ds(f, x). Para cada vértice u
do grafo Dg(f, x), denote por d(u) o comprimento de um caminho minimo de P a u em
Dg(f,x). Se ndo existe um caminho de P a u, definimos d(u) := oo. Dizemos que d(u) é a
distancia de P a u em Ds(f, x). Se t é a ponta final de um caminho Q de P a N, dizemos
que Q é um caminho minimo de P a N se seu comprimento é exatamente igual a d(f).

Assim como fez Cunningham [Cun84] em seu algoritmo para o problema da perti-
néncia no politopo dos matréides (cujas principais idéias estdo descritas na sec¢do 4.1),
Schrijver utiliza uma regra lexicografica para selecionar um caminho minimo em determi-
nada iteracdo. Antes mesmo do trabalho de Cunningham sobre matréides, tal técnica ja
aparecia em trabalhos de Lawler e Martel [LM82] e Schonsleben [Sch80] sobre intersec¢do
de matroéides.

Para escolher os caminhos de forma “consistente” em cada iteragcdo, de modo a garantir
progressos, Schrijver renomeia os elementos do conjunto base S como {1,. .., |S|} logo no
inicio do algoritmo, de maneira arbitraria. Feito isso, a cada iteragdo, escolhe o caminho
minimo Q de P a N que é lexicograficamente maior com relagao a tripla (d(tg),tg,5Q)
dentre todos os demais caminhos minimos de P a N, em que (sq, ) representa o tltimo
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arco do caminho Q.

Escolhido um caminho no grafo Ds(f, x), Schrijver utiliza apenas seu tltimo arco para
realizar o passo aumentador. Tal passo é realizado com o auxilio da rotina PIVOTA, que
encontra um limitante inferior para o st-potencial com relagdo a algum x~ na representa-
¢do de x, sendo (s, t) o tltimo arco do caminho escolhido para a realizagdo do aumento. A
representagdo de x~ + §(x' — x°) devolvida pela rotina PIVOTA(S, f, <;,s,t) é utilizada,
entdo, para a obtengdo de uma representagdo para y = x + A;5(x" — x°).

Observe que, dependendo do valor de A5, y(s) pode decrescer muito com relagdo
a x(s), o que poderia resultar em um decréscimo em y~ (S) quando comparado a x~(S).
Isso ndo estaria de acordo com o desejado, uma vez que buscamos nos aproximar do valor
méximo de x~ (S) a cada iteragdo, lembrando que o algoritmo trabalha sobre a relagdo
min-max (4.3).

Para evitar esse problema, Schrijver realiza ainda uma tdltima operagdo apds o au-
mento: ao invés de substituir a representagdo de x pela representacdo de y e iniciar nova
iteragdo, substitui x pela representacdo de um vetor x’ que é uma combinagdo convexa
apropriada de x e y, conforme especificado nos pseudo-cédigos que descrevem o algo-
ritmo de Schrijver abaixo.

Algoritmo

Algoritmo SCHRIJVER(S, f): Recebe uma fun¢do submodular f sobre S tal que
f(®) = 0 e devolve uma parte W de S que minimiza f.

Cada iteragdo do algoritmo comega com uma representacdo de um vetor x em B(f),
conforme (4.5), composta por

e um conjunto de indices I, com |I;| < |S| +1;
e para cada i em [, um ntmero real positivo A;;
e para cadaiem [, uma ordem linear <; de S;

tais que x = Y ;e AixTe Yo A = 1.

Assim como no método CUNNINGHAM, na primeira iteracdo, temos I, := {1}, A1 =
1 e <1 sendo uma ordem linear qualquer de S, de maneira que x = x~1. Além disso,
com o objetivo de realizar a escolha consistente dos caminhos de aumento e garantir um
consumo de tempo razodvel, Schrijver ordena os elementos de S de maneira arbitréria,
porém fixa, e os renomeia como {1, ...,|S|}, logo no inicio do algoritmo.

Segue a descricdo de uma iteracdo qualquer do algoritmo SCHRIJVER. Sejam

P:={seS:x(s) >0}, N:={s€S:x(s) <0} eDg:=Ds(f,x).

Caso 1: Nao existe caminho de P a N em Dg.
Seja W o conjunto de vértices que acessam N em Ds.
Devolva W.
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Caso 2: Existe um caminho de P a N em Ds.
Q < ESCOLHE-CAMINHO-SCHRIJVER(Dg, P, N).
x"” < AUMENTA-SCHRIJVER(S, f, x, Q).
x" — COMPACTA(S, f,x").
Comece nova iteragdo com x’ no papel de x.

No pseudo-cédigo acima, chamamos de ESCOLHE-CAMINHO-SCHRIJVER e AUMENTA-
SCHRIJVER respectivamente as implementacdes sugeridas por Schrijver para as rotinas
ESCOLHE-CAMINHO e AUMENTA. As descri¢des e implementacdes dessas rotinas estdo a
seguir. A rotina COMPACTA é a mesma utilizada pelo método CUNNINGHAM, especificada
na segdo 4.4.

Rotina ESCOLHE-CAMINHO-SCHRIJVER(Dg, P, N): Recebe um grafo Ds e dois
subconjuntos de vértices P e N de Dg e devolve um caminho minimo Q de P a N
nesse grafo.

Seja d(u) a distancia de P a u em Dg, para cada vértice u.

Seja Q a familia de todos os caminhos minimos de P a N em Ds.
Para cada caminho Q em Q, seja (s, tg) seu dltimo arco.
Dentre todos os caminhos em Q, escolha Q tal que

(d(tq). ta,s) = (d(t) ta,s)

para todo caminho Q" em Q.
Devolva Q.

Rotina AUMENTA-SCHRIJVER(S, f,x,Q): Recebe a representacdo de um vetor x
em B(f) e um caminho Q em Dg(f,x) e devolve a representacdo de um vetor x’
em B(f), obtida a partir do ultimo arco (s, t) de Q, tal que

(i) x' = x4+ 6(x' — x°), para algum § > 0;

(if) ¥~ (5) = x~ ().

Seja (s, t) o altimo arco do caminho Q.

Seja a :=max {|(s, t]<,|: i € I }.

Seja j um indice em I, tal que |(s, t] <;| = a.

(8, ) « PIVOTA(S, f, <j,5,t).

Utilizando a representagdo de x, bem como J e y, obtenha uma representagao
para

y=x+A5(x' = x°)

como combinacdo convexa de x~i,i # j,iem Iy, e X u e (s, ] <
Seja x” 0 ponto mais préximo de y no segmento de reta Xy tal que x'(¢) < 0.
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Utilizando as representagdes de x e y, obtenha uma representagdo para x’ como
s,u

. ~ oo <°
combinagdo convexade x~, iem Iy, e x / ,u € (s, 1] <
Devolva x’.

5.4 Correcao do algoritmo

Pela descrigdo do algoritmo SCHRIJVER na secdo anterior, quando ndo existem mais
caminhos de P a N no grafo de Schrijver Ds(f, x), o algoritmo péara devolvendo o conjunto
de vértices que acessam N em Dg(f, x).

Sabemos que o grafo de Schrijver Dg(f,x) contém todos os arcos do grafo de Cun-
ningham D(f, x), definido na sec¢do 4.3. Portanto, todo caminho no grafo D(f,x) é tam-
bém um caminho no grafo de Schrijver Dg(f, x). Por outro lado, se existe um arco (s, t) no
grafo de Schrijver, pela maneira como os grafos sdo construidos, é facil ver que existe um
caminho de s a t no grafo de Cunningham. Concluimos, assim, que existe um caminho
entre dois vértices quaisquer em Dg ( f, x) se, e somente se, existe um caminho entre esses
mesmos vértices no grafo D(f,x). Logo, se o caso 1 ocorre no algoritmo SCHRIJVER, 0
conjunto W devolvido pelo algoritmo é exatamente o conjunto de vértices que acessam N
no grafo de Cunningham D(f, x).

Assim, o teorema 4.5, que garante a corregdo do método CUNNINGHAM, juntamente
com a relagdo min-max (4.3), nos garantem que, se o algoritmo SCHRIJVER pdra, entdo
ele de fato devolve um minimizador de f. Podemos, portanto, estabelecer o seguinte
resultado.

Teorema 5.2: Suponha que o caso 1 ocorra em determinada iteragdo do algoritmo
SCHRIJVER(S, f). Seja W o conjunto de vértices que acessam N em Ds(f, x), con-
forme definido nessa iteracdo. Entdo x~(S) = f(W), de maneira que W mini-
miza f. 1

Na préxima segdo limitamos o ntiimero de iteragdes do algoritmo, de forma a demons-
trar que o caso 1 ocorre em algum momento.

5.5 Consumo de tempo

No trabalho em que descreve seu algoritmo, Schrijver mostra que um minimizador
para a fungao submodular é encontrado apés O(|S|®) iteragdes. Pouco tempo depois, Vy-
gen [Vyg03] refinou a andlise de complexidade do algoritmo e mostrou que o ntimero
de iteragdes poderia ser limitado como O(|S]°). A demonstracdo de consumo de tempo
que apresentamos a seguir baseia-se principalmente no trabalho de Vygen. Como sempre,
denotamos n := |S].

Dada uma iteragdo qualquer do algoritmo, considere a representagdo do vetor x em B( f)
mantida, além dos objetos Dg, P, N, d, s, t, , j e x’ definidos durante a iteracdo. Os objetos
Ds, P e N sao definidos logo no inicio da iteracdo; d, s e t sdo determinados pela rotina
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ESCOLHE-CAMINHO-SCHRIJVER e &, j e x" sdo definidos por AUMENTA-SCHRIJVER. De-
fina também

ﬁ::’{ielx:K&ﬂ<J::a}

como o nimero de ordens que podem ser escolhidas para a aplicagdo da subrotina PIVOTA
durante a iteragdo, na rotina AUMENTA-SCHRIJVER. O objeto 8 é definido implicitamente
em cada iteragdo.

7

Note que B < n + 1 ao longo de todo o algoritmo, uma vez que o niimero de termos na
combinacdo convexa que descreve x é sempre reduzido a n + 1 ao final de cada iteragéo,
com o auxilio da rotina COMPACTA.

Vamos chamar respectivamente de Dg, P/, N’, d’, a’ e B’ os objetos Ds, P, N, d, w e 8
definidos no inicio da iteragdo seguinte.

Apresentamos a seguir uma série de resultados que nos ajudardo a limitar o ntimero de
iteragdes executadas pelo algoritmo até que um minimizador para a fun¢do submodular f
seja encontrado.

Lema 5.3: Se um arco (v, w) ndo estd no grafo Ds no inicio de determinada itera-
¢do, mas estd no grafo D no inicio da iteragdo seguinte, entio

s-<]-w<]~v-<]-t.

Demonstragdo: Como (v, w) nao é um arco de Ds no inicio da iteragao, entdo w <; v.
Por outro lado, como (v, w) estd em Dg, entdo deve existir u em (s, t]<; tal que <]S.’” estd
na representacdo obtida do vetor x’ e tal que v <" 7
sdo as unicas que podem estar na representacdo de x’ e ndo na de x. Por fim, da defini¢do
de <;’”, concluimos que devemos ter u = v, além de s <; w <; v <; t. |

w. Lembre que ordens da forma <

Lema 5.4: A distancia de P a qualquer vértice v em S nunca diminui ao longo das
iteragoes. Isto €,
d'(v) > d(v), para todov € S. (5.9)

Demonstragio: Pela descrigdo do algoritmo SCHRIJVER, temos que P’ C P. De fato,
observe que t é o tnico elemento em S tal que x'(t) > x(t). Mas, como vale também que
x'(t) < 0, pela propria definigdo de x’ durante a iteracdo, t ndo faz parte de P’ no inicio
da iteragdo seguinte. Logo, se (5.9) ndo vale, ou seja, se alguma distancia diminuiu, deve
existir um arco (v, w) em Dj que ndo estd em Ds e tal que d(w) > d(v) + 2. Agora, pelo
lema anterior, devemos ter s <; w <; v <; t. Além disso, temos também que d (s)+1=
d(t), uma vez que (s, t) é escolhido como o ultimo arco de um caminho minimo de P a ¢
no inicio da rotina AUMENTA-SCHRIJVER. Disso concluimos

d(w) < d(s)+1=d(t) <d(v)+1,

o que é uma contradicdo. Segue a validade de (5.9). 1
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A partir dos lemas anteriores podemos concluir que, intuitivamente, todo arco que
é adicionado ao grafo de Schrijver de uma iteragdo para a seguinte estd “voltando” e,
portanto, ndo pode reduzir o comprimento de um caminho minimo nesse grafo.

Chamemos de bloco uma seqiiéncia de iteragdes consecutivas em que o mesmo par s
e t é selecionado para a aplicagdo da rotina PIVOTA(S, f, <j,s,t). Limitamos a seguir o
nimero de iteragdes de um bloco, bem como o ndmero total de blocos executados pelo
algoritmo.

Lema 5.5: O ntimero de iteragdes em um bloco é O(n?).

Demonstragio: Considere duas iteragdes consecutivas do bloco. Vamos mostrar que
(a/,B") < («,B), no sentido lexicogréfico, em que a e B sdo os objetos definidos pelo al-
goritmo na primeira iteragdo considerada e ' e p’ sdo os mesmos objetos definidos na
iteragdo seguinte. Como « e B sdo limitados respectivamente por n e n + 1, disso conclui-
remos o resultado.

Primeiramente, observe que se uma ordem linear de S compde a representagdo de x’
mas ndo compde a representacdo mantida de x, entdo ela é da forma —<;’”, para algum
u em (s, t]<. Como (s, < € sempre um subconjunto préprio de (s, t]<; pela propria

definigdo, segue que &’ < a.

Vamos supor, entdo, que &’ = x. Como o0 mesmo par s e f é selecionado na iteracdo
seguinte do bloco, entdo x'(t) < 0, j4 que t é a ponta final de um caminho de P’ a N’
em Dj. Nesse caso, na iteragdo em que x’ foi obtido, vale que x’ = y. Lembre-se que x" é o
ponto mais proximo de y com x’(t) < 0 no segmento Xy. Segue que o ponto extremo x~i
jd ndo estd na representacdo mantida de x’. Além disso, conforme observamos acima,
qualquer ordem —<;’” que esteja na representacdo de x’ e ndo esteja na representacio de x
é tal que |(s, ] <] < Segue que

B ={icl:|(st]<|=a}| <|{i€L:|(stlx]=a}|=8
de onde segue o resultado. |

Lema 5.6: Sed'(v) = d(v), para todo v em S, entdo o nimero
d* :=max {d(v): v € N}

ndo aumenta de uma iteragdo para a seguinte. Além disso, enquanto d* é cons-
tante, nenhum elemento é adicionado ao conjunto de elementos que atingem d(v)
maximo.

Demonstragio: O tnico elemento que pode estar em N’ \ N é s. De fato, note que s é o
unico elemento tal que x’(s) < x(s). Logo, o tnico elemento que poderia passar a fazer
parte do conjunto de elementos que atingem d(v) maximo é s. Agora, como d(s) < d(t)
pela escolha do par s e t pelo algoritmo, se as distancias ndo mudam de uma iteragdo
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para a seguinte, entdo 0 maximo 4* também ndo aumenta. Além disso, se 4* se manteve
constante, nenhum elemento novo passa a atingir o mdximo na préxima iteragao. 1

Lema 5.7: Para todo t* em S, existem O(n?) iteragdes tais que t = t* e x'(t*) = 0.

Demonstragio: Se x'(+*) = 0, entdo t* saiu de N ao final da iteragdo. Pelo lema 5.4,
temos que a distancia d(t*) de P a t* ndo cai ao longo das iteragdes. Além disso, quando
t* é escolhido como ¢t em determinada iteragdo, temos d(t*) = max{d(v): v € N}. Logo,
pelo lema anterior, antes que t* seja escolhido novamente como f em alguma iteragao,
devem ocorrer duas iteragdes consecutivas tais que d’(v) > d(v), para algum v em S. Ou
seja, entre duas iteragdes tais que t = t* e x/(t) = 0, pelo menos um vértice deve ter sua
distdncia com rela¢do a P aumentada. Como d(v) < n, para todo v em S, chegamos ao
limitante desejado. 1

Dados v e t em S, chamamos v de t-boring se (v,t) ndo é um arco do grafo de Schrij-
ver Dg(f,x) oused(t) < d(v).

Lema 5.8: Sejam s* e t* elementos de S e considere o periodo entre uma iteracdo
tal ques = s* et = t* e 0 préximo aumento em d(t*). Entdo

(i) qualquer elemento v > s* de S é t*-boring durante todo o periodo;
(ii) se s* se torna t*-boring em algum momento do periodo, entdo per-
manece t*-boring até o final do periodo.

Demonstragdo: A prova serd por indu¢do no niimero de iterag¢des do periodo.

Na primeira iteragdo, todo v > s* é t*-boring em funcdo da escolha s = s* pelo algo-
ritmo. De fato, como v > s* e v ndo foi escolhido no lugar de s*, entdo ou (v, t*) ndo é um
arcode Ds oud(v) > d(t*).

Como d(t*) se mantém constante durante todo o periodo e como d(v) nunca diminui,
para todo v, precisamos analisar apenas o caso em que o arco (v, t*) é inserido no grafo Dg,
com v > s*, ou 0 caso em que O arco (s*,1*) deixa de existir em Dg e depois é inserido
novamente. Ou seja, supondo que v > s* seja t*-boring no inicio da iteracdo e que o
arco (v,t*) seja inserido no grafo, queremos mostrar que v continua ¢*-boring ao final da
iteracdo. Em particular, queremos provar que d’'(+*) < d’(v) vale no inicio da iteragdo
seguinte.

Suponha que o arco (v, t*) seja inserido no grafo em uma iteracdo que escolheu o par s
e t para realizar a pivotacdo. Pelo lema 5.3, temos

s <j t <j U = t (5.10)

e, portanto,
A(t) < d(s)+1=d(t) <d(v) + 1. (5.11)

Se s > v, entdo s é t*-boring no inicio da iteragdo pela hipétese de indugao. Isso implica
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que
d(s) > d(t), (5.12)

ja que, por (5.10), ou t* = s ou (s,t*) é um arco de Ds. De (5.11) e (5.12) segue que
d(t*) < d(v). Logo, como d'(t*) = d(t*) e d'(v) > d(v), temos d'(t*) < d'(v), exatamente
como querfamos.

Por outro lado, se s < v, entdo, pela escolha de s, temos que ou t = v ou d(v) > d(t),
ja que o arco (v, t) estd em Dg (novamente por (5.10)). Segue que d(v) > d(t) e, também
pela equacdo (5.11), que d(+*) < d(v). Disso concluimos, assim como no caso anterior, que
d'(+*) < d'(v) e segue o resultado. 1

Lema 5.9: O algoritmo SCHRIJVER executa O(n®) blocos.

Demonstragio: Quando estamos na tltima iteragdo de um bloco, isto é, quando o par
(s,t) selecionado para realizar a pivotagdo é diferente do par (s',t') a ser selecionado na
iteragdo seguinte, ocorre uma das seguintes situagdes:

(1) t é removido de N ao final da iteragao.
Pela descrigdo do algoritmo, temos que x'(t) < 0. Logo, para que t seja removido
de N devemos ter x'(t) = 0 ao final da iteragdo. Assim, pelo lema 5.7, existem O(n?)
iteragdes em que determinado vértice t pode ser escolhido como ¢ e sair de N nessa
mesma iteragdo. Portanto, como o nimero de vértices candidatos a t é limitado por n,
no méaximo O(n%) blocos podem terminar dessa forma.

(2) Oarco (s, t) foi removido do grafo Dg(f, x).

Se o arco (s,t) é removido do grafo Ds(f, x), entdo s se torna t-boring. Ademais,
enquanto s é t-boring, o par s e t ndo serd novamente escolhido para a realizacdo de
uma pivotagdo. Agora, pelo lema 5.8, s continuard t-boring enquanto d(t) se man-
tiver constante. Portanto, para que o par s e t seja novamente escolhido, d(t) deve
aumentar. Como d(f) é limitado por n, temos O(n) blocos terminando com determi-
nado arco (s, t) fixo sendo removido do grafo Ds. Variando s e t, temos O(n?) blocos
terminando dessa forma.

(3) A distancia d(v) foi alterada para algum v em S.
Como as distancias nunca diminuem e como d(v) é limitado por n para cada v, O(n?)
blocos podem terminar dessa maneira.

Segue que o algoritmo SCHRIJVER executa O(n®) blocos. |

Pelos lemas 5.5 e 5.9, temos que o algoritmo SCHRIJVER executa O (1) blocos, cada um
com O(n?) iteragdes. Podemos, portanto, estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 5.10 (do nimero de iteragdes de SCHRIJVER):
O algoritmo SCHRIJVER(S, f) encontra um minimizador para a fun¢do submodu-
lar f em O(n°) iteragdes. 1
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Por fim, estabelecemos um limitante para o consumo de tempo total do algoritmo.

Teorema 5.11 (do consumo de tempo de SCHRIJVER):
O algoritmo SCHRIJVER(S, f) é fortemente polinomial e pode ser implementado de
modo a consumir tempo O(n® + n”7).

Demonstragido: Em cada iteracdo, o grafo de Schrijver pode ser construido em tempo
proporcional a n2. Além disso, o caminho a partir do qual o algoritmo realizard o aumento
também pode ser encontrado em tempo O(n?) através de uma adaptacdo de uma busca em
largura nesse grafo. Conforme proposicdes 5.1 e 4.3, temos que as rotinas PIVOTA e COM-
PACTA podem ser implementadas respectivamente de modo a consumir tempo O(n?7y) e
O(n?). Para a garantia do consumo de tempo da rotina COMPACTA, observe que o ntimero
de pontos extremos na combinag¢do convexa que descreve x aumenta em no maximo n du-
rante uma iteracdo, de maneira que permanece O(n) ao longo de todo o algoritmo. Segue
que uma iteracdo do algoritmo SCHRIJVER pode ser implementada de modo a consumir
tempo O(n3 + nzfy). O resultado segue, entdo, do teorema 5.10 acima. |

5.6 Arcabouco push-relabel

Goldberg e Tarjan [GT88] propuseram uma abordagem alternativa aos caminhos de
aumento para o problema do fluxo maximo, conhecida como push-relabel. Através dessa
abordagem, desenvolveram algoritmos mais eficientes e também mais flexiveis, no sentido
de que puderam ser estendidos para outros problemas relacionados, como, por exemplo,
problemas sobre interseccdo de polimatréides (Fujishige e Zhang [FZ92]) e problemas de
fluxo méximo paramétrico (Gallo, Grigoriadis e Tarjan [GGT89]).

Baseando-se nas idéias do algoritmo de Schrijver e na abordagem de Goldberg e Tar-
jan, Fleischer e Iwata [FI03] desenvolveram um arcabougo push-relabel para o problema
de minimizag¢do de fun¢des submodulares. O algoritmo proposto tem consumo de tempo
equivalente ao do algoritmo de Schrijver (quando consideramos a anélise de Vygen, ex-
posta na secdo anterior). Entretanto, Fleischer [FleO0] afirma que, em func¢do de sua maior
modularidade, a versdo push-relabel do algoritmo pode ser mais facilmente estendida
para a resolugdo de outros problemas mais gerais, como aconteceu com o algoritmo de
Goldberg e Tarjan para fluxo méximo. De fato, utilizando o arcabouco que propdem,
Fleischer e Iwata [FI00a] apresentam o primeiro algoritmo polinomial para o problema de
fluxos submodulares méximos que ndo depende de uma rotina para minimizar fung¢des
submodulares. A se¢do 7.2 traz uma breve introducao sobre fluxos submodulares.

Na abordagem push-relabel para o problema do fluxo méximo, os algoritmos mantém
vértices com excesso de fluxo. Isto é, vértices que possivelmente possuem mais fluxo
entrando do que saindo. Iterativamente, os excessos vao sendo “escoados” para os demais
vértices, com o auxilio de operagdes push e relabel, de maneira que se obtenha um fluxo
viavel quando o algoritmo péra.
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De maneira semelhante e baseado também na relagdo min-max (4.3):
max{x_ :x € B(f } mm{f UQS},

o algoritmo push-relabel para fungdes submodulares procura “escoar” o excesso nos vér-
tices s com x(s) > 0 para vértices t com x(t) < 0. Para tanto, se utiliza de operagdes PUSH,
RELABEL e da rotina PIVOTA, descrita na segdo 5.2.

Chamaremos de PUSH-RELABEL o algoritmo push-relabel de Fleischer e Iwata para
minimizacdo de fun¢des submodulares. As idéias que permeiam o algoritmo estdo descri-
tas com mais detalhes no restante da secao.

Rétulos distancia

a f uma fungdo submodular tal que f(@) = 0. Novamente definimos n := |S|.
Assim como o algoritmo de Schrijver, o algoritmo PUSH-RELABEL mantém uma repre-
sentacdo de um vetor x em B(f) e trabalha sobre o grafo de Schrijver Dg(f,x), defi-
nido na se¢do 5.3. O algoritmo considera também as partes P := {s € S: x(s) >0} e

= {s € S:x(s) <0} de S. Além disso, de maneira semelhante aos algoritmos push-
relabel para o problema do fluxo maximo, trabalha com fung¢des-distancia validas sobre o
conjunto de vértices do grafo Dg(f, x).

Uma fungao-distincia é uma fungdo que atribui um ntmero inteiro a cada vértice
do grafo Ds(f, x). Se d é uma funcdo-distancia e # é um elemento de S e, portanto, um
vértice de Dg(f, x), dizemos que d(u) é o seu rétulo. De forma mais geral, dizemos que d
representa os rétulos dos vértices do grafo Ds(f, x).

Uma fungado-distancia d: S — Z ¢é vdlida se d(t) = 0 para todo vértice t em N e
d(u) < d(v) + 1 para todo arco (u,v) no grafo Ds(f,x). Se d é uma fungdo-distancia
vélida, dizemos também que d representa rétulos vdlidos para os vértices de Dg(f, x).
Observe que a funcdo d tem aqui um significado diferente do apresentado na secao 5.3,
em que d(u) representava a distancia entre P e um vértice qualquer u no grafo Dg(f, x).

Rétulos validos representam um limitante inferior para o comprimento de um caminho
minimo de u a N, para qualquer vértice # em Dg(f, x), conforme estabelece o préximo
resultado.

Proposig¢do 5.12: Seja d uma fung¢do-distancia sobre os vértices do grafo Ds(f, x).
Sed é vilida, entdo d(u) é um limitante inferior para a distdncia deu a N em Dg(f, x).

Demonstragio: Seja Q um caminho de u a N em Dg(f, x) com seqiiéncia de vértices
U = uj, Uy, ..., Uy = t, em que t é um elemento de N. Como os rétulos d sdo validos,
temos d(u;) —d(u;11) <1, paratodo1 < i < m,além de d(t) = 0, de maneira que

IQ=m—-12> Z d(uip1) =d(u) —d(t) =d(u).



5.6. Arcabougo push-relabel 63

Ou seja, d(u) limita inferiormente o comprimento de qualquer caminho Q de u a N
em Dg(f,x). 1

Pushes e relabels

O algoritmo PUSH-RELABEL € iterativo e mantém uma fung¢do-distancia védlida 4, além
da representacdo de um vetor x em B(f). Suas operacdes basicas sdo definidas pelas
rotinas PUSH e RELABEL. Ambas as operac¢des sdo aplicadas somente sobre vértices s
de Ds(f, x) que estdo em em P e tais que d(s) < n.

O algoritmo também é baseado na relagdo min-max (4.3). Desse modo, busca-se nova-
mente aumentar o valor de x~ (S), reduzindo os valores de componentes s de x tais que
x(s) > 0 e aumentando os valores de componentes f de x tais que x(t) < 0.

Defina R := {s: s € P, d(s) < n}.

Um PUSH(S, f, x, s, t) é aplicado sobre um par de vértices s e t tais que d(s) = d(t) + 1,
com s em R, quando existe um arco (s, t) em Ds(f,x). O objetivo de uma operagdo PUSH
é obter um vetor x’ tal que x’(s) = 0 ou tal que (s, t) ja ndo seja um arco em Dg(f, x').

Fazendo uma analogia com o problema do fluxo maximo, podemos imaginar que,
intuitivamente, um PUSH procura “empurrar” o excesso no vértice s com x(s) > 0 para
algum vértice t que esteja mais proximo de um vértice ¢’ tal que x(#') < 0no grafo auxiliar.

A especificacdo da rotina PUSH(S, f, x, s, ) estd a seguir.

Rotina PUSH(S, f, x,s,t): Recebe uma fun¢do submodular f sobre S tal que f (@) =
0, uma representacdo de um vetor x em B(f) e dois elementos distintoss e t em S.
Devolve a representacdo de um vetor x' em B(f) tal que x'(s) = 0 out <; s para
todoiem I,.

A rotina PUSH é iterativa e mantém a representagdo de um vetor x em B(f). A cada
iteracao, seleciona-se j em I tal que o tamanho do intervalo (s, t]<; seja maximo. Aplica-
se, entdo, a subrotina PIVOTA(S, f, =, s, t), definida na sec¢do 5.2, de maneira a se ob-
ter 6 > 0 e uma representagdo de x~ + 6(x' — x°) como combinagdo convexa de x<;/u,
para u em (s, t]<,. Feito isso, define-se x’ := x +e(x' — x°), com € := min{x(s), A;d}. A
definigdo de € se justifica pois ndo queremos que x’(s) se torne negativo. Ao final da itera-
¢do, o numero de elementos na combinagdo convexa que compde a representagdo de x’ é
reduzido a no maximo n + 1, através da rotina COMPACTA, especificada na segdo 4.4.

Essa seqiiéncia de passos é repetida até que se obtenha x’(s) = 0 ou até que (s, t) deixe
de pertencer ao grafo Ds(f, x), o que ocorre quando se tem ¢ <; s para toda ordem <; que
compde a representacao de x'.

Ao final da execugdo da rotina, se o arco (s, t) ndo estd no grafo Ds(f, x’), dizemos que
o PUSH foi saturador. Caso contrério, dizemos que ocorreu um PUSH nao-saturador.

O pseudo-cédigo abaixo descreve a rotina PUSH(S, f, x, s, t).

Caso 1: x(s) =0out <; s para todo i em I,.
Devolva x.
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Caso 2: x(s) > 0es <; t paraalgum i em I,.
Seja a :=max {|(s, t]<|: i € L }.
Seja j um indice em I, tal que |(s, t]<;| = a.
(0,u) < PIVOTA(S, f, <j,5,t).
€ «— min{x(s),A;é}.
Utilizando a representacdo de x, bem como ¢ e i, obtenha uma representagdo para

x// — x+€(Xt _Xs)’

. - . <5
como combinagdo convexa de x~,iem Iy, e x '/ , uem (s,1] <
x" «— COMPACTA(S, f,x").
Comece nova iteragdo com x’ no papel de x.

No cédigo acima, se € = x(s) em determinada iteragdo, entdo o caso 1 ocorre na ite-
ragdo seguinte e a rotina PUSH termina. Caso contrdrio, temos que, apds cada chamada
da rotina PIVOTA, max;e, |(s, t]<,| diminui ou o nimero de indices em I, que atingem
esse maximo diminui. Lembre-se que ap6s uma aplicagdo de PIVOTA(S, f, =S, t) troca-
mos a ordem <; por ordens 4?”, para u em (s, | <, na representacdo mantida de x. Além
disso, sabemos que |(s, ¢] <7_,u] < |(s, t]<;|, para todo u em (s, t];. Disso podemos concluir
o seguinte resultado.

Proposicdo 5.13: A rotina PUSH invoca O(n?) vezes a rotina PIVOTA. 1

Quando vale d(s) < d(t) para todo arco (s,t) em Dg(f,x), nenhum PUSH pode ser
aplicado sobre o vértice s. Nesse caso, é aplicada a rotina RELABEL(Ds, d, s), que é respon-
savel por atualizar o rétulo de s para que novas chamadas a PUSH possam ser realizadas
em iteragdes posteriores. Sua especificagdo estd a seguir.

Rotina RELABEL(Ds,d,s): Recebe um grafo Dg, uma fun¢do-distancia d sobre os
vértices de Dg e um vértice s de Dg. Se d(s) < d(t), para todo arco (s,t) em Dg,
devolve uma fungdo-distancia d’ tal que d'(s) = d(s) + 1 ed'(u) = d(u), para todo
vértice u # s. Caso contrdrio, devolve a propria fun¢do-distancia d.

Descri¢ao do algoritmo

Segue a descri¢do do algoritmo PUSH-RELABEL por completo.

Algoritmo PUSH-RELABEL(S, f): Recebe uma fun¢do submodular f sobre S tal
que f(@) = 0 e devolve uma parte W de S que minimiza f.

Cada iteragao do algoritmo comeca com:

e uma representacao de um vetor x em B(f), conforme (4.5), composta por

- um conjunto de indices I, com |Iy| < n+1;
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- para cada i em I, um nimero real positivo A;;

— para cada i em I, uma ordem linear <; de S;
taisque x = Y e AixTie Y o) A =1;
e rétulos validos d(s), paras em S;

e ponteiros 77(s), para cada s em S, representando o proximo vértice candidato a t para
a execugao de um PUSH(S, f, x, s, t).

Assim como no algoritmo SCHRIJVER, logo no inicio do algoritmo PUSH-RELABEL, é
fixada uma ordenacgdo para os elementos de S, que sdo renomeados como {1,...,|S|}.
Essa ordenagédo fixada dos elementos de S, bem como a manutencdo dos ponteiros 7,
sdo necessdrias para que se garanta um consumo de tempo razodvel, como veremos mais
abaixo.

No inicio da primeira iteracdo, temos

e I, := {1}, Ay := 1 e <1 sendo uma ordem linear qualquer de S, de maneira que
x = x71;

e d(s) =0, paratodosemS;

e 71(s) =1, paratodosem S;

Uma iteracdo qualquer do algoritmo PUSH-RELABEL estd descrita a seguir. Sejam
P:={seS:x(s) >0}; N:={se€S:x(s) <0};Ds:=Dg(f,x)eR:={s e P:d(s) <n};

Casol: R=Q®ouN = Q.
Seja W o conjunto de vértices que acessam N em Ds.
Devolva W.

Caso2: R#QPeN #Q.
Seja s 0 elemento em R com d(s) maximo.

Caso 2A: 7t(s) > n.

d’" — RELABEL(Ds,d,s).

m'(s) « 1; ' (u) « m(u), para todo u # s.

Comece nova iteragdo com d’ no papel de d e 77’ no papel de 7.
Caso 2B: 71(s) < n.

t— 7(s).

Se d(s) =d(t) + 1 entdo

x" «— PUSH(S, f, x,s,t).
Sendo x’ « x.
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Caso 2B1: PUSH foi ndo-saturador.
Comece nova iteragdo com x’ no papel de x.
Caso 2B2: PUSH foi saturador ou ndo ocorreu um PUSH.
m'(s) — t+1; '(u) — rt(u), para todo u # s.
Comece nova iteragdo com x’ no papel de x e 77’ no papel de 7.

Correcdo e consumo de tempo

Dada uma iteragdo qualquer do algoritmo, considere a representagdo do vetor x em B( f)
mantida, além da fungdo-distancia d e dos ponteiros /7. Considere também os objetos Ds,
P,N,R,s,t,jex' definidos durante a iteragao.

Apresentamos a seguir alguns resultados que garantem que o algoritmo PUSH-RELABEL
devolve um minimizador para a fungdo submodular f em um ntmero fortemente polino-
mial de iteragdes.

Lema 5.14: O algoritmo PUSH-RELABEL mantém uma fungao-distancia d valida.

Demonstragdo: Pela maneira como é definida, a fungao-distancia d é valida no inicio do
algoritmo. Por sua propria especificacdo, a rotina RELABEL(Dg,d, S) s6 altera a funcao-
distancia d se d(s) < d(t), para todo arco (s,t) em Dg, de maneira que d continua valida
quando ocorre o caso 2A.

Como o caso 2B ndo altera a fungdo-distancia d, resta verificarmos se d permanece va-
lida quando um arco (u, v) é adicionado ao grafo apds a execugdo da rotina PIVOTA(S, f, <;
,s,t), dentro de uma operagdo PUSH. Se o arco (u,v) foi adicionado ao grafo, entdo, pelo
lema 5.3, temos s <jv <ju =<t logo no inicio do caso 2B. Como os rétulos sdo validos
no inicio da iteragdo e como o arco (s, t) foi escolhido para a aplicagdo do PUSH, segue que
d(u) <d(t)+1=4d(s) <d(v)+1, de maneira que os rétulos continuam validos quando
consideramos o par u e v. Assim, segue que o0s rétulos continuam vélidos ap6s a iteragéo.

O préximo teorema estabelece a corre¢do do algoritmo PUSH-RELABEL, dado que o
algoritmo péra. Ele é essencialmente um corolario do teorema 5.2, que garante a correcdo
do algoritmo SCHRIJVER.

Teorema 5.15: Quando ocorre o caso 1 do algoritmo PUSH-RELABEL, o conjunto
de vértices W que acessam N em Ds(f, x) é um minimizador de f.

Demonstracido: Quando ocorreocasol,ou N =@ ouR =®. Se N = @, entdo W = @.
Além disso, nesse caso, temos x~ (S) = 0 = (@) = f(W), de maneira que W minimiza f
pela relagdo min-max (4.3).

Se R = ), entdo ndo existem elementos s em P tais que d (s) < n. Como o algoritmo
mantém uma fungdo-distancia valida, entdo, pela proposi¢do 5.12, d(s) é um limitante
inferior para a distdncia de s a N em Ds(f, x). Disso concluimos que, nesse caso, ndo
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existem vértices em P que acessam N em Dg(f, x). Ou seja, quando R = @, ndo existem
caminhos de P a N em Ds(f, x) e estamos exatamente na condigéo do caso 1 do algoritmo
SCHRIJVER. Assim, o teorema 5.2, que garante a corre¢do do algoritmo SCHRIJVER, ga-
rante também que, se o caso 1 ocorre no algoritmo PUSH-RELABEL, entdo ele devolve um
conjunto W que minimiza f. 1

Seguimos com resultados para limitar o ndmero de itera¢des do algoritmo.

Lema 5.16: Antes da execu¢do de um RELABEL(Dg,d,s) em uma iteragdo em que
ocorre o caso 2A no algoritmo PUSH-RELABEL, vale que d(s) < d(t), para todo arco
(s,t) em Ds.

Demonstragio: Vamos mostrar que, no inicio de qualquer iteragdo do algoritmo,
se (1,v) é um arco de Dg, com v < 71(u), entdo d(u) < d(v). (5.13)

Como quando ocorre o caso 2A temos 7t(s) > n, seguird que d(s) < d(t) para todo arco
(s, t), antes da execugdo de rotina RELABEL(Ds, d, s).

Provaremos por indugdo no nimero de iteragdes. Observe que (5.13) vale trivialmente
no inicio da primeira iteracdo. Suponha agora que a afirmacdo valha no inicio de uma
iteragdo qualquer do algoritmo. Vamos mostrar que continua vélida no inicio da iteracdo
seguinte.

Se (5.13) vale no inicio de determinada iteracdo em que ocorre o caso 2A, entdo con-
tinua valendo ao seu final. Note que o caso 2A altera apenas o rétulo de s e redefine o
ponteiro 77(s) como 1.

Consideremos agora uma iteragdo em que ocorre o caso 2B. Analisemos primeiro o caso
em que um arco (u,v) é inserido no grafo Ds(f,x’), com v < 7(u), logo ap6s a chamada
da rotina PIVOTA(S, f, < jrSs t) durante um PUSH. Precisamos mostrar que, nesse caso,
d(u) < d(v) logo ao final da iteragdo. Utilizando novamente o resultado do lema 5.3,
como o arco (u,v) foi inserido no grafo Ds, temos s <; v <; u <; t, de onde concluimos
que os arcos (s,v) e (u,t) estavam no grafo Ds(f, x) no inicio da iteragdo. Assim, como
pelo lema 5.14 a fungdo-distancia 4 mantida é valida e como a rotina PUSH foi aplicada
sobreoparset,valequed(u) <d(t)+1=d(s) <d(v)+1.

Se t < 7t(u), entdo, pela hip6tese de indugéo, a primeira desigualdade acima pode ser
redefinida como d(u) < d(t), de onde segue d(u) < d(v), como queriamos. Por outro
lado, se v < 7t(u) < t, como o arco (s,v) ja existia no grafo Dg e como ¢t é definido como
71(s) no inicio do caso 2B, podemos aplicar novamente a hipé6tese de indugéo e concluir
que d(s) < d(v), de onde segue também que d(u) < d(v).

Quando ocorre o caso 2B, 71(s) é eventualmente incrementado. Como t é definido
como 71(s) no inicio da iteragdo, resta verificar se os rétulos continuam vélidos para o par
s e t quando o arco (s,t) permanece no grafo Ds apés o incremento. Agora, se 7t(s) é
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incrementado ao final da iteragdo e o arco (s, t) permanece no grafo Dg, entdo d(s) < d(t)
no inicio da iteragdo, pois o PUSH ndo foi executado. Como os rétulos d ndo sao alterados
pelo caso 2B, segue que continuam validos para s e t ao final da iteracao. 1

Partindo do lema acima, bem como da especificagdo da rotina RELABEL, chegamos ao
seguinte corolario, que nos permite também limitar o nimero de ocorréncias do caso 24,
como vemos abaixo.

Corolario 5.17: Sempre que ocorre o caso 2A no algoritmo PUSH-RELABEL, a ro-
tina RELABEL(Ds, d, s) incrementa o rétulo d(s). 1

Proposicdo 5.18: O caso 2A ocorre no maximo n?

do algoritmo PUSH-RELABEL.

vezes durante toda a execugao

Demonstragio: Conforme concluimos, sempre que ocorre o caso 2A em determinada
iteragdo do algoritmo, a rotina RELABEL(Ds, d, s) incrementa o rétulo d(s). Além disso, o
algoritmo s6 aplica RELABEL sobre um vértice s se s estd em R e, portanto, se d(s) < n.
Como d(s) = 0, para todo s em S, no inicio do algoritmo, segue que RELABEL(Dg, d, s)
pode ser executada no méximo n vezes, para s fixo. Disso segue o resultado. |

O coroléario 5.17 também nos permite limitar o ntimero de iteracdes do caso 2B em que
ocorre um PUSH saturador ou ndo ocorre um PUSH.

Corolério 5.19: O algoritmo PUSH-RELABEL executa no maximo n® iteracdes do
caso 2B2.

Demonstragido: Quando ocorre um PUSH saturador ou ndo ocorre um PUSH, durante
uma iteragdo do caso 2B em que s é escolhido como um vértice s* fixado, temos que 77(s*)
é incrementado em 1. Logo, ocorrem no maximo 7 itera¢des desse tipo em que s = s* antes
que s* sofra um RELABEL. Como pelo coroldrio 5.17 todo RELABEL(Ds, d, s*) incrementa
o rétulo d(s*) e como 0 < d(s*) < n durante todo o algoritmo, segue que ocorrem no
maximo n? iteracdes do caso 2B desse tipo, para cada vértice s* fixado. Variando s* sobre
todos os possiveis vértices, chegamos ao resultado. 1

Os proximos resultados limitam o ntimero de iteracdes do caso 2B em que ocorre um
PUSH nédo-saturador.

Lema 5.20: Considere uma iteracdo em que ocorre o caso 2B1 na qual s é escolhido
como um vértice s* fixado. Antes que s* seja escolhido novamente como s no inicio
de alguma iteracdo, o algoritmo PUSH-RELABEL executa um RELABEL(Dg,d, u),
para algumu em S.

Demonstragio: Quando ocorre um PUSH ndo-saturador numa iteragdo que definiu s =
s*, temos x’(s*) = 0, de maneira que s* ndo estd mais em R no inicio da iteragdo seguinte.
Portanto, para que s* volte a R e possa ser selecionado novamente como s no inicio de al-
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guma iteragdo, o valor de x(s*) deve crescer através de alguma operagdao PUSH(S, f, x, u, s*)
para algum u em S. Ademais, para que essa operagdo PUSH ocorra, devemos ter d(u) =
d(s*) + 1. Como s é sempre escolhido como o elemento de maior rétulo e como s* tinha
o maior rétulo na iteragdo em que sofreu o PUSH ndo-saturador, deve ocorrer pelo menos
uma operagdo RELABEL antes que PUSH(S, f, x, u, s*) seja invocado. 1

Corolario 5.21: O algoritmo PUSH-RELABEL executa no maximo n® iteracées do
caso 2Bl1.

Demonstragido: Como o algoritmo executa no maximo n2 operacoes RELABEL, entdo,
pelo lema anterior, o niimero de operagdes PUSH ndo-saturadoras sobre cada vértice fixado
é limitado em n2. Logo, o ntiimero total de execugdes do caso 2B1 é limitado por n3. |

Utilizando a proposicao 5.18, bem como os coroldrios 5.19 e 5.21, chegamos ao seguinte
resultado.

Teorema 5.22 (do nimero de iteragdes de PUSH-RELABEL):
O algoritmo PUSH-RELABEL(S, f) encontra um minimizador para a fun¢do submo-
dular f em O(n®) iteragdes. |

Por fim, podemos estabelecer um limitante para o consumo de tempo total do algo-
ritmo PUSH-RELABEL.

Teorema 5.23 (do consumo de tempo de PUSH-RELABEL):
O algoritmo PUSH-RELABEL(S, f) é fortemente polinomial e pode ser implemen-
tado de modo a consumir tempo O(n® + n”).

Demonstragio: Pela proposicao 5.13, cada PUSH executa O(n?) chamadas a rotina PI-
VOTA e executa ainda uma chamada a rotina COMPACTA. Utilizando entdo as proposi¢des
5.1 e 4.3, que estabelecem os consumos de tempo dessas rotinas, concluimos que cada
PUSH pode ser implementado de forma a consumir tempo O(n° + n*7). Observe que an-
tes da execugdo da rotina COMPACTA durante um PUSH, o ntimero de pontos extremos
na representacdo de x cresce em no maximo #, de forma que podemos utilizar a proposi-
¢do 4.3. Além disso, cada operagdo RELABEL pode ser implementada de forma a consumir
tempo constante. Assim, como acabamos de mostrar que o algoritmo PUSH-RELABEL exe-
cuta O(n?) iteragdes e como em cada iteragdo ocorre um PUSH ou um RELABEL, segue o
resultado. 1
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Capitulo 6

Algoritmo IFF

Conforme discutimos no capitulo 5, uma das dificuldades encontradas na busca da po-
linomialidade do método de Cunningham, descrito no capitulo 4, concentra-se no fato de
que nem sempre existem caminhos de aumento com capacidades suficientemente grandes.
Buscando solucionar essa questdo, Iwata, Fleischer e Fujishige [[FF01], inspirados também
em idéias presentes em algoritmos para fluxos submodulares [Iwa97, IMS99, FIM02], pro-
puseram relaxar o problema de minimizar uma fun¢do submodular e aplicar a técnica de
scaling. Na relaxagdo proposta, as capacidades dos arcos do grafo auxiliar sdio aumentadas
em fung¢do de um parametro fixado, de maneira que se consiga obter caminhos de aumento
com capacidades grandes o suficiente para a garantia da polinomialidade do algoritmo.

Em seu trabalho, Iwata, Fleischer e Fujishige comecam apresentando um algoritmo
fracamente polinomial para minimizar fun¢des submodulares, cujo consumo de tempo
depende ndo apenas do tamanho do conjunto base sobre o qual a fungédo est4 definida, mas
também do maior valor assumido pela fun¢do. Utilizando chamadas a um conjunto de
iteragdes desse primeiro algoritmo, propdem também uma versdo fortemente polinomial.
Os dois algoritmos estdo descritos neste capitulo.

6.1 Fluxos /-vidveis e poliedro dos excessos

Definimos nesta se¢do os fluxos é-vidveis e o poliedro dos excessos, objetos que fo-
ram explorados por Iwata, Fleischer e Fujishige [IFF01] para a relaxa¢do do problema e o
desenvolvimento de seus algoritmos, conforme veremos nas préximas segdes.

Seja H um grafo orientado completo sobre S, sem lagos. Isto é, H possui um arco (,v)
ligando quaisquer dois elementos distintos u e v em S. Fixe um pardmetro 6 > 0.

Um fluxo ¢ em H é uma fun¢do que atribui um valor ¢(u,v) para cada par de elemen-
tos distintos u e v em S. O fluxo ¢ é dito J-viavel se satisfaz, para todo par de elementos
distintosuevem S,

0<o¢(uv)<é e ¢uv)>0= ¢(v,u)=0. (6.1)
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Seja ¢ um fluxo em H. Dado v em S, defina o excesso d¢(v) do fluxo ¢ em v como
a diferenga entre a quantidade de fluxo que sai e a quantidade de fluxo que entra em v.
Mais especificamente,

I¢(0) = (6 (0)) — 9(6"(0)).

Note que, para cada fluxo ¢, 09 é um vetor indexado por S. Chamamos d¢ de vetor dos
excessos de ¢.
Fixado J, podemos considerar o seguinte conjunto, que é um poliedro, como veremos:

0P; = {aq): ¢ fluxo 5-Viéve1}. (6.2)

O poliedro 9®; é o poliedro dos excessos dos fluxos J-vidveis.
Atribuindo capacidade J a cada arco de H, temos que a fungao

ks(U) = |U||S\ U|, paratodoU C S, (6.3)

é a fungdo submodular que representa a capacidade de cada corte em H. A fungédo capaci-
dade de cortes é um dos exemplos de fungdes submodulares apresentados na segao 1.2.

Utilizando o teorema de Gale [Gal57], sobre a existéncia de fluxos que satisfazem de-
terminadas restri¢des de capacidades e demandas em uma rede, pode-se provar que 0®;
é exatamente o polimatrdide das bases, conforme definido na segdo 2.6, associado a fun-
¢do x;. Isto €,

0®; = B(xs) = {x € R®: x(S) = x5(S) =0, x(U) < x;(U), paratodo U C S}. (6.4)

6.2 Uma relaxacao do problema

Iwata, Fleischer e Fujishige [IFF01] adotaram a estratégia de caminhos de maior au-
mento com o objetivo de transformar o método de Cunningham em um algoritmo poli-
nomial para minimizar fun¢des submodulares. Entretanto, como nem sempre existem ca-
minhos de aumento com capacidades suficientemente grandes no grafo de Cunningham
(segdo 4.3), propdem que seu algoritmo aplique a técnica de scaling sobre uma relaxagao
do problema.

Na verdade, Iwata, Fleischer e Fujishige apresentam dois algoritmos em seu trabalho.
O primeiro algoritmo é fracamente polinomial, isto é, cujo consumo de tempo depende
ndo s6 do tamanho do conjunto base sobre o qual a fun¢do submodular estd definida,
como também do maior valor assumido pela funcdo. Esse algoritmo, o qual chamaremos
algoritmo IFF, trabalha diretamente sobre a relaxagdo proposta do problema. O segundo
algoritmo apresentado é fortemente polinomial e estd descrito na segdo 6.7. Essa segunda
versdo de algoritmo se utiliza de chamadas a um conjunto de itera¢des do algoritmo IFF.
As idéias que apresentamos nesta e na préxima se¢do sdo utilizadas diretamente pelo al-
goritmo IFF.
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Na abordagem sugerida por Iwata, Fleischer e Fujishige, o problema de minimizar
uma func¢do submodular é relaxado em fungdo de um paradmetro § > 0 fixado, que vai
sendo reduzido ao longo do algoritmo. Quanto menor o parametro §, mais préximo o
problema relaxado estd do problema original. Isso é o que chamamos de scaling aplicado
ao parametro J. A técnica de scaling é bastante utilizada na tentativa de transformar algo-
ritmos pseudo-polinomiais em polinomiais e foi introduzida por Edmonds e Karp [EK72]
quando propuseram o primeiro algoritmo polinomial para o problema do fluxo de custo
minimo.

O algoritmo IFF é iterativo e executa uma seqiiéncia de é-fases. Uma J-fase é uma
seqiiéncia de itera¢des em que o parametro ¢ estd fixado. Cada é-fase do algoritmo traba-
lha sobre uma instancia do problema relaxado associada ao parametro é.

Seja f uma fungdo submodular sobre S tal que f(@) = 0 e considere novamente a
fungdo x5, como definida em (6.3). Como sempre, definimos n := |S|. O algoritmo IFF
encontra um minimizador para a fungdo f, buscando, em cada J-fase, resolver de forma
aproximada o seguinte par relaxado de problemas duais:

max {z7(S): z € B(f +xs)} = min{f(U) +xs(U): U C S}. (6.5)

Observe que x5 é também uma fungdo submodular e que a soma de fun¢des submodu-
lares também resulta em uma fungdo submodular. Portanto, a validade da relagdo de du-
alidade acima segue da relagdo min-max (4.3), na qual sdo baseados os demais algoritmos
para minimizagdo de fun¢des submodulares que descrevemos nos capitulos anteriores.

Lembrando agora que B(x;) é justamente o poliedro dos excessos dos fluxos J-vidveis,
conforme (6.4), podemos representar qualquer vetor z em B(f + k5) como a soma de um
vetor x em B(f) e um vetor d¢ dos excessos de um fluxo ¢ J-vidvel.

Desse modo, os problemas duais em (6.5) podem ser reescritos como

max {(x+8(p)_(5): x € B(f), ¢ fluxo 5-Viével}
- (6.6)
min {f(u) +rs(U): U C s}.

Para trabalhar sobre o par de problemas duais acima, o algoritmo IFF mantém um
vetor x em B(f) e um fluxo J-vidvel ¢, de forma que z := x 4 d¢ seja um vetor em B(f +
k5). Assim como sugerido por Cunningham, o vetor x é mais uma vez mantido através
de uma representagdo (segdo 4.3), como combinac¢do convexa de pontos extremos de B( f).
Busca-se, entdo, maximizar z~ (S) através de caminhos de aumento em um grafo auxiliar,
obtido com o auxilio do fluxo ¢ e dos arcos do grafo de Cunningham D(f, x).

Quanto menor o parametro J, mais préoximo z estd de um vetor em B(f). Além disso, é
interessante observar que um limitante inferior para z~ (S) fornece também um limitante
inferior para x~ (S) em fung¢do da seguinte relagao:

x7(S) >z (S) — on?/4. (6.7)
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Note que, para alguma parte U de S, temos
x~(S) = x(U) = 2(U) — dp(U) > z~(S) — dp(LL).
Além disso, vale que
Ip(U) < p(0™(U)) = 8|U||S\ U| < on*/4,

para toda parte U de S. Disso segue a relacdo (6.7).

6.3 Uma /-fase de scaling

Conforme mencionamos na se¢ao anterior, uma J-fase do algoritmo IFF é uma seqiién-
cia de iteragdes em que o parametro § se mantém constante. Em cada J-fase, o algoritmo
mantém um vetor x em B(f) e um fluxo J-vidvel ¢, de forma que z := x + Jd¢ esteja
em B(f + «5), e busca aumentar o valor de z™ (S) com auxilio do fluxo ¢ e do grafo de
Cunningham D(f, x).

Como nem sempre aumentos suficientemente grandes podem ser realizados através
dos arcos do grafo D(f, x), conforme discutimos na se¢do 5.1, os aumentos em z~ (S) sdo,
em principio, realizados exclusivamente através do fluxo ¢. Quando isso ndo é mais possi-
vel, procura-se realizar um aumento através de pivota¢des nos pontos extremos que com-
poem a representacdo do vetor x em B(f), com o auxilio dos arcos de D(f, x). Quando
aumentos de “tamanho suficiente” ndo podem ser realizados seja através de ¢ ou através
de D(f, x), a fase de scaling termina.

Rotina DELTA-AUMENTO: aumentos através de 5-caminhos

Dado um fluxo d-viavel ¢, defina H(¢) como o grafo completo sobre S com conjunto
de arcos

Ayp) == {(u,v): u,veS, u#v, ¢(v,u)= 0}. (6.8)

Intuitivamente, o grafo H(¢) contém um arco de u a v se podemos devolver § unidades
de fluxo de v a u sem que o fluxo ¢ deixe de ser é-vidvel.
Defina também

Ps(x, ) :={v e S: x(v) +9¢(v) > 6}
e (6.9)
Ns(x, ) == {v e S: x(v) + dp(v) < —6}.

Chamamos de é-caminho um caminho de Ps(x, ¢) a Ns(x, ¢) em H(¢). Em cada itera-
¢do dentro de determinada d-fase, o algoritmo IFF procura aumentar z~ (S) em ¢, “devol-
vendo” ¢ unidades de fluxo através de um é-caminho. Mais especificamente, a devolugao
de fluxo é realizada de modo a produzir um aumento em d¢~ (S).
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Se Q é um é-caminho, um J-aumento através de ¢ e Q é definido como

p(v,u) :=6—¢(u,v),
o) =0, (6.10)

para cada arco (u,v) em Q. Os demais arcos de H(¢) ndo tém seu fluxo ¢ alterado apds
um J-aumento.
Observe que, se Q é um J-caminho de s a t, apds um -aumento temos que:

9¢(s) diminui em J;
d¢(t) aumenta em J; (6.11)
d¢(v) ndo se altera, para todovem Q, v # s, t.

Logo, como s é um elemento de Ps(x, ¢) e t é um elemento de Ny(x, ¢), z~ (S) aumenta
em 6. Observe também que o fluxo ¢ continua é-vidvel apds um é-aumento.

O algoritmo IFF realiza uma série de §-aumentos através de chamadas a rotina DELTA-
AUMENTO, cuja especificagdo esta a seguir.

Rotina DELTA-AUMENTO(S,d, ¢, Q): Recebe um pardmetro 6 > 0, um fluxo J-
vidvel ¢ e um é-caminho Q. Devolve um fluxo §-vidvel ¢’ que é resultante de um
d-aumento através de ¢ e Q.

Rotina PIVOTACAO-DUPLA: utilizando os arcos de D(f, x)

Em cada iteragdo de uma J-fase do algoritmo IFF, se existe um J-caminho, um J-
aumento é realizado. Caso contrério, intuitivamente, o algoritmo procura repassar um
pouco do fluxo ¢ para arcos do grafo de Cunningham D( f, x) visando produzir um novo -
caminho e continuar efetuando d-aumentos, sempre de maneira a ndo reduzir z~ (S).

Suponha que ndo exista um J-caminho e denote por W o conjunto dos vértices que
acessam Nj(x, ¢) no grafo H(¢). Seja x o vetor em B(f) mantido pelo algoritmo na itera-
¢do. Considere a representagdo mantida do vetor x. Valem os seguintes resultados.

Lema 6.1: Se W é x-justo e se (s, t) é um arco de D(f, x) que entra em W, entdo o
st-potencial com relagdo a qualquer x™ na representacao de x é nulo.

Demonstragdo: Suponha que W seja x-justo. Como x = Y ;; A;x~, com cada x~ sendo
um ponto extremo em B(f), entdo W é x~i-justo, para cada <; na representagdo de x.
Segue que se s estd em S \ W e se t estd em W, entdo o st-potencial &(x*i ,S, t) ¢é zero, para
toda ordem <;, pela defini¢do de st-potencial dada em (4.9), na se¢do 4.3, por

&(x~i,s,t) := min {f(ll) —xTi(U):telUC S\{s}}

Lema 6.2: Se W ndo é x-justo, entdo existe pelo menos um arco de D(f, x) entrando
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emW.

Demonstragdo: Suponha que W nao seja x-justo. Como x = ) ;c; A;x™i, com cada x~
sendo um ponto extremo em B(f), entdo W ndo é x~i-justo, para alguma <; na represen-
tacdo de x. Conseqilientemente, W ndo é um segmento inicial da ordem =, isto é, W nédo
é da forma [s]<,, para nenhum s em S (teorema 2.10). Segue que existem elementos s e ¢
emS,comsem S\ W, tem W e tais que s precede imediatamente t em <;, de maneira que
(s,t) é um arco de D(f, x) que entra em W. 1

Se W é x-justo, ndo sera possivel utilizar o grafo D(f,x) na tentativa de produzir
um J-caminho. Conforme veremos abaixo, para que isso seja possivel, é necessdrio que
haja pelo menos um arco de D(f, x) entrando em W com capacidade ndo nula, o que
ndo ocorre, pelo lema 6.1. Lembre que a capacidade de cada arco (s, t) no grafo de Cun-
ningham D(f, x) é definida como a soma dos st-potenciais referentes a cada x~ que esta
na representacdo mantida de x e tal que s precede imediatamente t na ordem <;, con-
forme (4.13). Isso marca o final da é-fase de scaling.

Analisemos entdo o caso em que W ndo é x-justo. Nesse caso, pelo tltimo lema 6.2
acima, existe um arco (s,t) de D(f, x) entrando em W. Pela defini¢do do grafo D(f, x)
(secdo 4.3), segue que existe um indice i na representacdo mantida do vetor x tal que s
precede imediatamente t na ordem <;. Um trio (i,s,t), com i sendo um indice na repre-
sentagdo de x, sem S\ W, t em W e tal que s precede imediatamente ¢ na ordem <; é
chamado ativo.

Nesse momento, o algoritmo aplica a rotina PIVOTACAO-DUPLA sobre um trio ativo
(i,s,t), com um dos seguintes objetivos:

e aumentar W, buscando “criar” um d-caminho (para que possamos efetuar mais J-
aumentos);

e ou tornar W mais préximo de ser x-justo (para que possamos finalizar a J-fase de
scaling).

A descricdo de PIVOTACAO-DUPLA esté a seguir.

Rotina PIVOTACAO-DUPLA(S, f, 4, x, ¢, (i,s,t)): Recebe uma fun¢do submodular f
sobre S tal que f(@) = 0, um pardmetro 6 > 0, a representacdo de um vetor x
em B(f), um fluxo §-vidvel ¢ e um trio ativo (i, s, t). Devolve um vetor x' em B(f),
obtido com o auxilio de uma st-pivotagdo em x~i, e um fluxo é-vidvel ¢, de ma-
neira que
(i) (¥ +0¢")(S) = (x+9¢) (S); 6.12)
(i) ¢'(t,5) < plt,5). |

A rotina comeca realizando uma pivotagdo entre s e t em x~, de maneira a obter o
ponto extremo x7, isto é,

X<j = x<i + Ec(x<",s, t)(Xt - XS)’
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em que &(x~i,s,t) = f([t]<, \ {s}) — x([t]<, \ {s}), conforme (4.10), na secdo 4.3. A or-
dem <; é obtida simplesmente trocando-se s e t de posi¢dao em <;, conforme teorema 2.13.
Feito isso, toma-se € := min {(5, A (x=i,s, t)} e obtém-se uma representagdo para

X i=x+e(x' —x%), (6.13)

com o auxilio da representacdo de x e de x™/, como segue. Comece definindo a repre-
sentacdo de x’ como a representagdo de x. Se € = A;a(x~,s,t), troque x= por x~ na
representagao. O coeficiente A; de x™/ na combinagido convexa que descreve x serd exa-
tamente A; nesse caso. Se € = § < A;a(x7i,s,t), mantenha x~ na representa¢do, mas
redefina A; como A; — (6/&(x™,s,t)). Além disso, adicione x™ a representacdo de x, com
coeficiente A; := 5/a(x=i,s,t).

Por fim, obtém-se o fluxo ¢’ da seguinte maneira:

¢'(s,t) = max{0,e—g¢(ts)},
¢'(t;s) = max{0,¢(ts)—e}, (6.14)
¢'(u,v) = ¢(u,0), parau #souv # t.

Quando € = A;&(x™,s,t), e, portanto, quando o ponto extremo x~i deixa de pertencer
a representagdo de x’, dizemos que PIVOTACAO-DUPLA foi saturadora. Caso contrério,
PIVOTACAO-DUPLA foi ndo-saturadora.

A rotina PIVOTACAO-DUPLA realiza uma st-pivotacdo sobre x~i. Podemos imaginar
a obtencdo do fluxo ¢’ como uma pivotacdo entre t e s sobre d¢. Disso vem o nome da
rotina.

Observe também que, apds uma chamada a rotina PIVOTACAO-DUPLA, como redu-
zimos o fluxo ¢ em um arco que sai de W, um é-caminho pode ser criado. Lembre-se
que, por (6.8), H ((p) tem um arco entrando em W se, e somente se, existe um arco com
fluxo nulo saindo de W. Além disso, com a redugdo do coeficiente A; na representagdo
do vetor x mantido, estamos caminhando para a eliminagdo do arco (s, t) que entra em W
no grafo D(f,x). Isso faz com que W se torne mais préoximo de ser x-justo. Note que o
indice i é um dos que justificam a presenca do arco (s,t) em D(f,x). Note também que
o novo indice j ndo justifica a presenga desse arco uma vez que, pela defini¢do de x7/, s
nao precede f em <; (teorema 2.13). Ademais, se ndo existem arcos de D(f, x) entrando
em W, entdo W é x-justo, pelo lema 6.2. Ou seja, ap6s uma chamada a PIVOTACAO-DUPLA
também estamos caminhando para o final da J-fase.

Cabe notar também que se o arco (s, t) possui capacidade nula em D(f,x), isto é, se
a(x~i,s,t) = 0, entdo a rotina PIVOTACAO-DUPLA néo realiza progressos no sentido de
produzir um é-caminho. Logo, como pelo lema 6.1 todos os arcos que entram em um
conjunto x-justo tém capacidade nula em D(f, x), se W é x-justo, a d-fase pode terminar.

Por fim, ressaltamos que o vetor x’ e o fluxo ¢’ devolvidos pela rotina PIVOTACAO-
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DUPLA satisfazem:

Além disso, x'(v) = x(v) e d¢'(v) = d¢(v), para todo v # s,t, de maneira que (x’ +
9¢')~(S) = (x +99)~(S).

Esses argumentos nos trazem alguma intuigdo sobre o fato de que a rotina atende os
objetivos a que se propde.

Rotina DELTA-FASE: execu¢dao de uma J-fase

Para facilitar a descri¢do do algoritmo IFF, segue abaixo o pseudo-cédigo da rotina
DELTA-FASE que representa a execucdo de uma J-fase, cujas idéias descrevemos ao longo
da secéo.

Rotina DELTA-FASE(S, f, 6, x, ¢): Recebe uma funcdo submodular f sobre S, um
pardmetro § > 0, a representacdo de um vetor x em B(f) e um fluxo é-vidvel ¢.
Devolve a representagdo de um vetor x' em B(f) e um fluxo -vidvel ¢', de ma-
neira que ndo exista um d-caminho em H(¢'). Além disso, o vetor x' é tal que o
conjunto W dos vértices que acessam

Ns(x',¢") :=={v e S: x'(v) +9¢'(v) < =6}
em H(¢') é x'-justo.

Cada iteragdo de uma J-fase comega com um vetor x em B(f) e um fluxo d-vidvel ¢.
Na primeira iteracdo, x e ¢ sdo os parametros recebidos pela rotina.
Uma iteracdo qualquer da rotina DELTA-FASE esté descrita a seguir. Sejam

Ps(x,¢9) :={v e S: x(v) +9¢(v) > 6} e Ns(x,9) := {v e S: x(v) +dg(v) < —6}.

Caso 1: Existe um é-caminho Q em H(¢).
¢’ « DELTA-AUMENTO(S, 4, ¢, Q).
x" «— COMPACTA(S, f, x).
Comece nova iteragdo com ¢’ e x’ respectivamente nos papéis de ¢ e x.

Caso 2: Nao existe d-caminho em H(¢).
Seja W o conjunto de vértices que acessam Njs(x, ¢) em H(g).

Caso 2A: W é x-justo.
x" «— COMPACTA(S, f, x).
Devolva g e x'.

Caso 2B: W nao é x-justo.
Escolha um trio ativo (i,s, t).



6.4. Descricdo do algoritmo 79

(x/,¢") < PIVOTACAO-DUPLA(S, f,d,x, ¢, (i,s,t)).
Comece nova iteragdo com x’ e ¢’ respectivamente nos papéis de x e ¢.

No cédigo acima, a rotina COMPACTA é a mesma definida na se¢do 4.4, durante a des-
crigdo do método de Cunningham. Quando um §-aumento ndo pode ser realizado, a rotina
PIVOTACAO-DUPLA é executada. Cada chamada de PIVOTACAO-DUPLA pode acrescentar
um ponto extremo a representagdo mantida de x. Por esse motivo, para que a represen-
tagdo de x continue com poucos pontos extremos, de forma que se consiga garantir um
consumo de tempo menor ao algoritmo IFF, algumas chamadas a rotina COMPACTA se
fazem necessérias.

A andlise de consumo de tempo do algoritmo IFF, na secdo 6.6, nos mostrara que
as iteracOes de DELTA-FASE em que COMPACTA é invocada sdo momentos adequados,
visando a manter sempre O(|S|) pontos extremos na combinagdo convexa que descreve Xx.

6.4 Descricao do algoritmo

Ap6s discussdo das idéias que permeiam o funcionamento do algoritmo IFF, apresen-
tamos sua descrigdo completa. A descri¢do apresentada é também bastante sucinta, uma
vez que se baseia principalmente na rotina DELTA-FASE, introduzida na se¢do anterior.

Algoritmo IFF(S, f): Recebe uma func¢do submodular f inteira sobre S tal que
f(@) = 0 e devolve uma parte W de S que minimiza f.

Uma fungdo submodular f é inteira se f(U) é um ntimero inteiro para cada parte U
de S. A restricdo de que a fungdo f recebida seja inteira é necessdria para a demonstragao
da corregdo do algoritmo IFF. Entretanto, conforme veremos na sec¢do 6.7, a versdo for-
temente polinomial do algoritmo, que utiliza chamadas as /-fases do algoritmo IFF, ndo
exige nenhuma restrigdo sobre a fungdo a ser minimizada.

Cada iteragdo do algoritmo IFF comega com:

e um parametro 6 > 0;
e uma representacdo de um vetor x em B(f), conforme (4.5), composta por

- um conjunto de indices I;
— para cada i em I, um nimero real positivo A;;

— para cada i em I, uma ordem linear <; de S;
: — =< — 1.
taisquex =} icp AixTie Y Ai=1;
e um fluxo J-viavel ¢.

No inicio da primeira iteragdo, assim como nos algoritmos descritos anteriormente,
temos I, := {1}, A1 := 1 e <; sendo uma ordem linear qualquer de S, de maneira que
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x = x~1. Além disso, o fluxo ¢ é inicializado como o fluxo identicamente nulo, isto §,
¢(u,v) = 0, para todo par de elementos distintos u e v em S. O fluxo identicamente nulo
é claramente $-vidvel, para qualquer 6 > 0.

Dado x em R®, defina x*(s) := max {0, x(s) }. O parametro 6 tem uma inicializacéo es-
pecifica para a garantia do consumo de tempo fracamente polinomial do algoritmo, como
segue:

6 :=min {|x~(S)|,x"(S)}/n’. (6.15)

Os critérios de parada garantem a corregdo do algoritmo. O caso 0 cobre uma situagdo
particular. Esses detalhes serdo apresentados na préxima secdo.
Uma iteragdo qualquer do algoritmo esta descrita a seguir.

Caso 0: 0 =0.
Se é = x~(S), devolva @.
Se § = x™(S), devolva S.

Caso1: 6 > 0.
(x/,¢") < DELTA-FASE(S, f, 0, x, ).
Seja Ns(x', ¢') := {v € S: x'(v) + ¢’ (v) < —6}.
Seja W o conjunto de vértices que acessam Ns(x', ¢') em H(¢').

Caso 1A: 6 < 1/#?.
Devolva W.

Caso 1B: 6 > 1/n°.
0 — /2.
¢ —¢'/2.
Comece nova iteragdo com &', x’ e ¢’ respectivamente nos papéis de J, x e ¢.

6.5 Correcao do algoritmo

Apresentamos agora os resultados que garantem que se o algoritmo IFF(S, f) para
e se a fungdo submodular f recebida como parametro é inteira, entdo ele devolve um
minimizador de f. Na préxima se¢do limitamos o nimero de iteragdes da rotina DELTA-
FASE e, conseqiientemente, estabelecemos o consumo de tempo do algoritmo IFF.

O algoritmo inicializa § := min {|x~(S)|,x™(S)} /n?. Quando ocorre o caso 0, se § =
x7(S) =0, entdo x~ (S) = f(@) = 0. Por outro lado, se § = x7(S) = 0, entdo x~ (S) =
x(S) = f(S). Segue pela relagdo min-max (4.3) que o algoritmo devolve um minimizador
de f em ambos os casos.

Vamos mostrar a partir dos préximos resultados que o algoritmo também devolve a
resposta correta quando termina em uma iteragdo do caso 1A.

Teorema 6.3 (da dualidade forte aproximada): Considere uma iteracdo qualquer
do algoritmo IFF em que ocorre o caso 1. Seja W o conjunto dos vértices que aces-
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sam Ns(x', ¢') := {v € §: X'(v) +9¢'(v) < —6} em H(¢') logo ap6s a execugdo de
DELTA- FASE(S f,0,x,9). Nesse momento, vale que

(x' +0¢")(S) > f(W) —né. (6.16)

Além disso,

'=(S) > fF(W) —n?s. (6.17)

Demonstragio: Comegamos provando (6.16). Tome z = x' + d¢’ e seja Ps(x', ¢') :=
{veS:x(v)+0¢'(v) > 6}. Ap6saexecucdo de DELTA-FASE(S, £, 6, x, ¢), temos que ndo
existe um d-caminho em H(¢') e, portanto, que Ns(x/,¢') C W C S\ Ps(x’,¢’). Como
J > 0, segue que z(w) < 6, para todo w em W e que z(w) > —J, para todow em S\ W, de
modo que

2 (S) =2~ (W) +27(S\ W)
> (z(W) arwu —5ls\ W]
=2z(W)—né
= x'(W) +9¢' (W) — né
> f(W) — nd. (6.18)

Note que x' (W) = f(W), pois W é x’-justo ap6s a execucdo de DELTA-FASE. Além disso,
como por defini¢do ndo existem arcos de H(¢') entrando em W, entdo todo arco (u,v)
que sai de W é tal que ¢'(u,v) > 0, caso exista algum. Logo, como ¢’ é um fluxo J-
vidvel, segue também que todo arco que entra em W tem fluxo nulo, de maneira que
99 (W) = ¢'(5*(W)) — ¢'(6™(W)) > 0. Disso segue a desigualdade em (6.18).

Por fim, mostramos (6.17). Para alguma parte U de S, temos que

x'7(S) =" (U) = z(U) —9¢'(U) >z (S) —n(n—1)é.

A ultima desigualdade acima segue do fato de que d¢’'(v) < (n —1)4, para todo v em S.
Agora, como mostramos (6.16), entdo

X'7(8) > z7(S) —n?6+nd > f(W) —n?s,
de onde segue o resultado. 1

Como coroldrio do teorema 6.3, quando o algoritmo IFF chega ao final de sua tltima
fase de scaling, na qual § < 1/n%, temos x~(S) > f(W) — 1. Além disso, temos que
x7(S) < x(W) < f(W), como também que x~ (S) = f(U), para alguma parte U de S, pela
relagdo min-max (4.3). Logo, se f € inteira, entdo x~(S) = f(W), de maneira que W é um
minimizador de f. Disso segue a correc¢do do algoritmo.

Teorema 6.4: Suponha que f seja uma fun¢do submodular inteira. Quando ocorre
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o caso 1A no algoritmo IFE(S, f), o conjunto W dos vértices que acessam N;(x/, ¢')
em H(¢'), conforme definido nessa iteragdo, é um minimizador de f. 1

6.6 Consumo de tempo

Para estabelecer o consumo de tempo do algoritmo IFF, comegamos analisando o con-
sumo de tempo da rotina DELTA-FASE. Vamos limitar primeiramente o namero de itera-
¢Oes da rotina DELTA-FASE em que ocorrem J-aumentos.

Lema 6.5 (da dualidade fraca aproximada): Fixeé > 0 e seja f uma fun¢do submo-
dular sobre S. Para todo vetor x em B(f) e para todo fluxo é-vidvel ¢, temos
25

(x+09)~(S) < f(U)+ HT, para todoU C S.

Demonstragio: Para toda parte U de S, como |U| < n, vale que
(x+9¢)" (S) < (x+99)(U) = x(U) + dg(U)

<
< F(U) +o|UlIS\ Ul < F(U) +n%5/4.

Lema 6.6: O ntimero de 6-aumentos por 5-fase do algoritmo IFF é O(n?). Isto é,
durante uma chamada a rotina DELTA-FASE(S, f, d, x, ) pelo algoritmo IFF, ocor-
rem O(n?) iteracdes do caso 1 dessa rotina.

Demonstragio: Considere uma itera¢do do algoritmo IFF em que ocorre uma chamada
a rotina DELTA-FASE, com excecdo da primeira. Sejam ¢’, x’ e ¢’ respectivamente o para-
metro J, o vetor x e o fluxo ¢ mantidos pelo algoritmo IFF no final de sua iteragdo anterior.
Considere também z’ := x’ 4+ d¢’. Pelo teorema 6.3, temos

Z7(8) =Z(U) =x(U)+a¢' (U) > f(W) —nd, (6.19)

para certas partes U’ e W de S.

Tomemos z := x + d@, em que x e ¢ sdo respectivamente o vetor em B(f) e o fluxo
d-viavel que serdo passados como parametro para a rotina DELTA-FASE nessa iteragdo.
Considere entdo a chamada a rotina DELTA-FASE.

Na primeira itera¢do dessa chamada a rotina, temos que x = x’, 09 = 9¢' /2,6 = '/2
ez (S) = z(U), para alguma parte U de S.
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Assim,

z7(5) = z(U) = x(U) 4 9¢(U)

= (¥'(U) +d¢' (U)) — 3¢/ (U) /2

(x"(U") +0¢"(U")) —0¢'(U)/2 (6.20)
FW) —né' —a¢'(U)/2 (6.21)
f(W) —=2né —dg(U)

f(W) —2n8 —n%*6/4.

AVANLY,

v

Para a relagdo (6.20), observe que x'(U) + d¢'(U) = 2/(U) > 2/~ (S) =/ (U') = x'(U') +
d¢'(U’). Ja a relagao (6.21) segue diretamente de (6.19).

Por outro lado, durante toda a execugdo da rotina DELTA-FASE, pelo lema 6.5 acima,
temos

z7(S) < f(W) +n%6/4.

Segue que z~ (S) pode sofrer um aumento de no méximo (21 + n?/2)é durante toda
a S-fase. Como z~(S) aumenta em § a cada é-aumento, ocorrem no méximo O(n?) é-
aumentos durante a J-fase.

Analisemos agora o nimero de é-aumentos durante a primeira invocagdo de DELTA-
FASE pelo algoritmo IFF. No inicio da rotina, temos z = %, para algum vetor £ em B(f).
Além disso, pela relagdo de dualidade (6.6), durante toda a primeira é-fase, temos

2 (8) S (f+r)(@) = f(@) =0 e 2z (5) <(f+x5)(5) = f(S) = %(5).

Utilizando os limitantes acima, concluimos que o acréscimo sofrido por z~(S) durante
a primeira J-fase estd limitado por

&= min {2 ()], £(S) ~ 2 ($)} = min {|£~(S)], 2" (5)}.

Como o parametro § é inicializado com ¢/n?, o ntimero de §-aumentos nessa primeira
J-fase também estd limitado por n2. 1

Os proximos resultados limitam o ntimero de itera¢cdes em que ocorre o caso 2 na rotina
DELTA-FASE.

Lema 6.7: Entre dois 6-aumentos ou um §-aumento e o final de uma execugdo da
rotina DELTA-FASE, ocorrem no maximo n — 1 itera¢cbes em que a rotina PIVOTACAO-
DUPLA é ndo-saturadora.

Demonstragido: Quando DELTA-FASE executa uma PIVOTACAO-DUPLA ndo-saturadora
sobre o trio ativo (i,s, t), temos € = ¢, de maneira que o arco (t,s) tém seu fluxo zerado e,
portanto, o arco (s, t) passa a fazer parte do grafo H(¢). Segue que s passa a pertencer ao
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conjunto de vértices que acessam N;(x, ¢) na proxima iteragdo. Portanto, apds no maximo
n — 1 execu¢des de PIVOTACAO-DUPLA em que a rotina é ndo-saturadora, temos W = S,
de forma que um é-caminho é gerado ou a fase de scaling termina. 1

Corolario 6.8: Entre dois §-aumentos ou um é-aumento e o final de uma execugao
da rotina DELTA-FASE, o nimero de pontos extremos na representacdo mantida do
vetor x cresce em no maximon — 1.

Demonstragio: O ntiimero de pontos extremos na representacdo mantida do vetor x s6
é incrementado quando a execugdo de PIVOTACAO-DUPLA é ndo-saturadora. Portanto, o
resultado segue diretamente do lema anterior. |

Lema 6.9: Entre dois 6-aumentos ou um d-aumento e o final de uma execucdo da
rotina DELTA-FASE, ocorrem O(n®) invocagdes da rotina PIVOTACAO-DUPLA.

Demonstragido: Quando ocorre uma execuc¢ao de PIVOTACAO-DUPLA sobre um trio
ativo (i, s, t), o elemento t troca de posi¢do com s na ordem <;, sendo movido “para frente”
e originando uma ordem <; que ird compor a nova representagao do vetor x mantido. Se
fixarmos uma ordem =; logo ap6s o tltimo d-aumento, podem ocorrer no méximo O(n?)
trocas desse tipo: entre pares de elementos em ordens que se originaram a partir de ;.
Ou seja, cada ordem fixada d4 origem a no méaximo O(n?) trios ativos.

Como pelo coroldrio 6.8 anterior o niimero de pontos extremos, e conseqiientemente
ordens, na representacdo de x cresce em no maximo 7 — 1 entre dois J-aumentos e como
aplicamos a rotina COMPACTA ap6s cada d-aumento, garantimos que o niimero de ordens
na representagdo de x nunca é maior do que 2.

Segue que podem existir no maximo O(n?%) trios ativos diferentes, de onde segue o
resultado. I

Podemos agora limitar o ntimero total de itera¢des de uma execugdo da rotina DELTA-
FASE, bem como seu consumo de tempo.

Teorema 6.10 (do nimero de iteragdes de DELTA-FASE):
Uma chamada a rotina DELTA-FASE pelo algoritmo IFF executa O(n°) iteragdes.

Demonstragdo: Pelos lemas anteriores, sabemos que uma chamada a rotina DELTA-
FASE executa O(n?) iteragdes em que ocorre o caso 1, que sio as iteracdes nas quais ocorre
um J-aumento. Além disso, entre duas iteragdes quaisquer do caso 1, ocorrem O(n3) ite-
ragdes em que ocorre o caso 2, que sdo as iteragdes em que a rotina PIVOTACAO-DUPLA é
executada. Disso segue o resultado. |

Teorema 6.11 (do consumo de tempo de DELTA-FASE):
A rotina DELTA-FASE pode ser implementada de modo a consumir tempo O(1n°)
quando invocada pelo algoritmo IFF.
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Demonstragio: No inicio de uma é-fase, podemos obter os conjuntos Ps(x, ¢) e Ns(x, @)
em tempo O(n). Além disso, através de uma busca no grafo H(¢), podemos obter o
conjunto W dos vértices que acessam N;(x, ¢) em tempo O(n?).

Nas iteragdes de uma J/-fase em que ocorre um d-aumento, cada é-caminho pode ser
obtido em tempo O(n?). Ademais, a rotina COMPACTA consome tempo O(1%), conforme
teorema 4.3, uma vez que ja mostramos que o niimero de pontos extremos na representa-
¢do mantida de x é sempre limitado por O(n). Ap6s um J-aumento, os conjuntos Ps(x, ¢)
e Ns(x, ¢) também podem ser atualizados em tempo O(1). Apenas as pontas inicial e fi-
nal do d-caminho podem entrar ou sair de Ps(x, ¢) ou Ns(x, ¢). Segue que uma iteragdo
em que ocorre um S-aumento pode ser implementada de modo a consumir tempo O(n?).
Como ocorrem O(n?) S-aumentos por é-fase, o tempo total consumido pelas iteragdes em
que ocorre um S-aumento pode ser limitado por O(n°) por é-fase.

Entre dois 6-aumentos quaisquer, pode-se realizar todas as atualiza¢gdes no conjunto W
em tempo O(n%). De fato, a cada uma das O(n) iteracdes em que ap6s PIVOTACAO-DUPLA
um novo elemento s passa a pertencer a W, através de uma busca simples no grafo H(¢),
pode-se adicionar a W todos os elementos que acessam s em H(¢) em tempo O(n?).

Para encontrar um trio ativo de maneira eficiente, o algoritmo pode manter, para cada
ordem na representacdo de x, uma lista dos elementos em S \ W que podem compor um
trio ativo: isto é, os elementos de S \ W que precedem algum elemento de W. O algoritmo
pode guardar também, para cada ordem, o tltimo elemento s de S\ W que ja ocupa
sua posicdo “correta” na ordem, isto é, que ndo precede nenhum outro elemento de W.
No inicio da J-fase, essa estrutura pode ser construida em tempo O(n?), uma vez que
o nimero de ordens ¢ limitado sempre por O(n). Quando a execugdo de PIVOTACAO-
DUPLA néo altera o conjunto W, a estrutura pode ser atualizada em tempo O(1), bastando
para isso verificar se o elemento s em S \ W que participou do trio ativo (i, s, t) deve sair
da lista mantida para a ordem i ou ndo. (Se s preceder s} na ordem ap6s PIVOTACAO-
DUPLA, pode sair da lista mantida e ocupar o novo lugar de s7.) Quando o conjunto W é
atualizado, toda essa estrutura precisa ser refeita, o que consome tempo O(n%). Como o
conjunto W s6 é atualizado em O(n) iteragdes entre dois J-aumentos, segue que o consumo
total de tempo para obtengado dos trios ativos entre dois 6-aumentos é O(n3).

Cada chamada a PIVOTACAO-DUPLA executa ainda O(1) chamadas ao ordculo que
define a funcdo submodular f, de maneira que se consome tempo O(n37y) com chamadas
ao oréculo entre dois J-aumentos.

Disso tudo concluimos que cada J-fase pode ser implementada de maneira a consu-
mir tempo O(n37y) com as iteracdes em que ocorre uma PIVOTACAO-DUPLA entre dois
S-aumentos. Como ocorrem O(n?) S-aumentos, cada J-fase consome tempo O(n°7) com
as iteragdes em que ocorre PIVOTACAO-DUPLA. Segue também que cada J-fase pode ser
implementada de modo a consumir tempo O(n°7). |
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Tendo limitado o ntiimero de iteragdes bem como o consumo de tempo da rotina DELTA-
FASE, podemos agora estabelecer o ntimero de iteragdes, além do consumo de tempo, do
algoritmo IFF por completo. Consideraremos as iteracdes das d-fases como iteragdes do
proprio algoritmo IFF.

Teorema 6.12 (do numero de itera¢des de IFF):
O algoritmo IFF(S, f) encontra um minimizador para a fun¢do submodular in-
teira f em O(n°log M) iteracdes, em que M := max { |f(U)|: U C S}.

Demonstragdo: No inicio do algoritmo, o pardmetro § é inicializado com ¢/n?, em que
¢ :=min {|2(S)[,£7(S)}, sendo % o vetor em B(f) com que se inicializa x. Para U :=
{ves§: 2(v) >0}, temos & < 21(S) = 2(U) < f(U) < M, de modo que o parametro J
satisfaz 6 < M/n? no inicio do algoritmo.

Como o parametro ¢ é dividido por dois ap6s a execugdo de cada DELTA-FASE e como o
algoritmo termina quando § < 1/n2, segue que o algoritmo IFF executa O(log M) é-fases.
Ademais, como acabamos de mostrar, no teorema 6.10, que cada é-fase executa O(n)
iteragdes, segue o resultado. |

Teorema 6.13 (do consumo de tempo de IFF):
O algoritmo IFF(S, f) pode ser implementado de modo a consumir tempo fraca-
mente polinomial O(n°ylog M), em que M := max {|f(U)|: U C S}.

Demonstragio: O resultado segue diretamente do fato de que o algoritmo IFF exe-
cuta O(log M) J-fases, como mostramos na prova do teorema acima, bem como do teo-
rema 6.11, que estabelece o consumo de tempo de cada é-fase. |

6.7 Algoritmo fortemente polinomial

Partindo das idéias presentes no algoritmo IFF, Iwata, Fleischer e Fujishige [IFF01]
propuseram, no mesmo trabalho, um algoritmo fortemente polinomial para minimizar
fun¢des submodulares, o qual chamaremos IFF-FOP. Esta se¢do é dedicada a sua descri-
¢do.

O algoritmo IFF-FOP é iterativo e recebe também uma funcdo submodular f sobre S
tal que f(©®) = 0, mas ndo exige que a funcdo recebida seja inteira. Seu desenvolvimento
baseia-se principalmente no fato de que, com alguma engenhosidade, é possivel encontrar,
ap6s O(log n) d-fases de scaling do algoritmo IFF, um dentre os seguintes trés objetos:

1. um novo elemento presente em todo minimizador de f;
2. um novo elemento que ndo esteja em nenhum minimizador de f;

3. um novo par (v,w) de elementos tais que w estd em todo minimizador de f que
contém v.
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Como o ntimero de objetos distintos de um dos trés tipos acima é da ordem de n?, o
algoritmo IFF-FOP encontra um minimizador para a funcio f apés O(n?logn) é-fases do
algoritmo IFF. O préximo resultado motiva essas idéias.

Lema 6.14: Seja x o vetor em B(f) mantido pelo algoritmo IFF(S, f). No final de
uma é-fase do algoritmo, vale que:

(a) Se x(v) < —n?6, entdo v pertence a qualquer minimizador de f;
P qualq

(b) Se x(v) > n?é, entdo v ndo pertence a nenhum minimizador de f.

Demonstragio: Pelo teorema 6.3, no final de uma J-fase do algoritmo IFF, existe uma
parte X de S tal que x~(S) > f(X) — n26. Além disso, para qualquer minimizador W de f,
temos f(X) > f(W) > x(W) > x~ (W). Conseqiientemente, vale que

x7(S) > f(X) —n?5 > x~ (W) — n?s. (6.22)
Temos também que

x (W) > x(S) > f(X) —n?6 > x(W) — n?6. (6.23)

Seja W um minimizador de f. Suponha, entdo, que, no final de determinada J-fase,
valha que x(v) < —n26, para algum v em S. Suponha ainda por contradigdo que v ndo
esteja em W. Entdo v estd em S \ W, de maneira que

x(S) —x (W) =x(S\W) < x(v) < —n?s,

0 que é uma contradi¢do com (6.22).

Suponha agora que x(v) > 1?4, para algum v em S, no final de determinada J-fase de
scaling. Suponha ainda que v esteja em W. Como x(v) > 0, entdo

x" (W) < x(W) — x(v) < x(W) —n?5,

0 que é uma contradigdo com (6.23). Dessas duas contradi¢des segue o resultado. 1

Rotina ROTULA: identificacdo de objetos

A cada iteragdo do algoritmo IFF-FOP, um dentre os trés objetos descritos no inicio da
se¢do é encontrado com o auxilio da rotina ROTULA, cuja especifica¢do esta a seguir.

Rotina ROTULA(S, f,y,7): Recebe uma fun¢do submodular f sobre S, um ponto
extremo y de B(f) e um pardmetron > 0 tais que f(S) > n/3 ou f(U) < —1/3,
para alguma parte U de S. Devolve um elemento v de S tal que v estd em qualquer
minimizador de f ou v ndo estd em minimizador algum de f.
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Para encontrar o elemento v como descrito acima, a rotina ROTULA faz uma seqiiéncia
de invocacOes a rotina DELTA-FASE, descrita na secdo 6.3.

A rotina ROTULA é iterativa e mantém um parametro § > 0, uma representacdo de um
vetor x em B(f) e um fluxo J-vidvel ¢. No inicio da primeira iteragdo, o pardmetro ¢ é
inicializado com 7, o vetor x com o ponto extremo y e ¢ é o fluxo identicamente nulo. As
J-fases sdo executadas até que se tenha & < 77/(3n), onde n := |S|.

Uma iteracdo da rotina ROTULA estd descrita a seguir.

Caso 1: & < 17/ (3n?).
Se f(S) > 1/3, seja v tal que x(v) > n?s. [v em nenhum minimizador de f]
Sendo, seja v tal que x(v) < —n?4. [v em qualquer minimizador de f]
Devolva v.

Caso 2: 6 > 1/ (3n%).
(x', ¢') < DELTA-FASE(S, f,6,x, ¢).
0 —48/2.
¢ — /2.
Comece nova iteragdo com &', x’ e ¢’ respectivamente nos papéis de J, x e ¢.

Note que, como ¢ é inicializado com 7, entdo a rotina ROTULA executa O(log 1) J-fases.
Podemos, portanto, estabelecer o seguinte resultado para referéncias futuras.

Lema 6.15: A rotina ROTULA(S, f,vy, 1) executa O(log n) d-fases. 1

Utilizando o resultado do lema 6.14, mostramos que, apds a execucdo da ultima J-
fase de scaling pela rotina ROTULA, um elemento v nas condicdes especificadas pode ser
encontrado. O lema abaixo garante a corre¢do da rotina.

Lema 6.16: Seja x o vetor em B(f) mantido por ROTULA(S, f,y, 1) na iteracdo em
que a rotina termina, isto é, quando § < 17/ (3n%). Nesse momento, vale que:

(a) Se f(S) > 1/3, entdo existe um elemento v em S que satistaz x(v) > n?s.
Conseqtientemente, v ndo pertence a nenhum minimizador de f.

(b) Se f(U) < —n /3, para alguma parte U de S, entdo existe um elemento v em S
que satisfaz x(v) < —n?6. Conseqiientemente, v é um elemento de qualquer mini-
mizador de f.

Demonstragio: Sabemos que x~(S) < x(U) < f(U), para qualquer parte U de S. Além
disso, como x é um vetor em B(f), entdo x(S) = f(S), de modo que, se f(S) > 5/3
quando a rotina ROTULA termina, entdo

x(S) = £(S) > n/3 > n%,

ja que 6 < 17/(3n%) nesse momento. Segue que existe pelo menos um v em S que satisfaz
x(v) > n?5. Além disso, pelo lema 6.14, v ndo estd em nenhum minimizador de f.
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Por outro lado, quando a rotina ROTULA termina, se f(U) < —#/3, para algum U,
entao
x~(S) < f(U) < —15/3 < —n,

ja que & < 17/(3n%) nesse momento. Analogamente, segue que existe pelo menos um v
em S que satisfaz x(v) < —n?6, de maneira que, pelo lema 6.14, v estd em qualquer mini-
mizador de f. 1

Uma iteracao do algoritmo

Descrevemos aqui as idéias envolvidas em uma iteragdo do algoritmo IFF-FOP. Mais
abaixo apresentamos um pseudo-cédigo completo.
Cada iteragdo do algoritmo IFF-FOP mantém:

e Uma parte W de S contida em qualquer minimizador de f;

e Uma parte V de S\ W e uma colecdo de conjuntos disjuntos I' := {T'(v): v € V},
com v em I'(v) e I'(v) contido em S \ W, para cada v em V. Para cada parte V' de V,
denotamos I'(V') := Uy T'(v);

e Uma fungio submodular f sobre V tal que se V' minimiza f, entdao W U T (V') mini-
miza f.

e Um grafo orientado D sobre V tal que existe um arco (v, w) em D se, e somente se,
w esté em todo minimizador de f que contém v. Se V’ é uma parte de V, denotamos
por D(V’) o subgrafo de D induzido por V.

Durante a demonstragado da corre¢do do algoritmo, mostraremos que os objetos manti-
dos satisfazem de fato as propriedades descritas acima e que, portanto, essas relagdes sdo
invariantes do algoritmo.

Seguimos com mais algumas defini¢des. Para cada v em V, defina R(v) como o con-
junto de vértices acessiveis a partir de v em D. Defina também f, como a contragdo de f
por R(v) da seguinte maneira:

fo(U) := f(UUR(v)) — f(R(v)), paratodoU C V \ R(v). (6.24)

Observe que a funcio f, é também uma funcio submodular. Além disso, um minimi-
zador de f, é uma parte de U de V \ R(v) tal que f(U U R(v)) é minimo.

Uma ordem linear < de V' é consistente com o grafo D se w < v sempre que 0 arco
(v,w) estd em D. Um ponto extremo de B(f) gerado por uma ordem linear consistente
de V é chamado consistente. O préximo lema é importante para a corregdo do algoritmo.

Lema 6.17: Seja y um ponto extremo consistente de B(f). Entdo, para cadav em V,
vale que

y(©) < f(R(v)) = f(R(0) \ {0}). (6.25)



90 Capitulo 6. Algoritmo IFF

Demonstragio: Seja < a ordem consistente de V' que gera y. Pela defini¢do de ordem
consistente, temos que R(v) C [v]«, para cada v em V. Ademais, pela forma como o
vetor y é definido pelo método guloso em (2.17), na segao 2.6, vale que y(v) = f([v]<) —
f([©]<\ {v}). Logo, pela submodularidade de £, temos

y(0) = f([ol<) = f([l< \ {o}) < F(R(2)) = f(R(2) \ {v}).

Cada iteragao do algoritmo IFF-FOP comeca definindo

7 = max {f(R(v)) — f(R()\ {o}): v € v}, (6.26)

que sera utilizado para a chamada da rotina ROTULA. Essa escolha de 7 é determinada
de forma que o niimero de d-aumentos na primeira J-fase da rotina ndo seja tdo grande,
conforme veremos na analise de consumo de tempo do algoritmo.

Se V =@ oun <0, o algoritmo para devolvendo W UT (V). Conforme veremos mais
abaixo durante a prova da corre¢do do algoritmo, as propriedades invariantes aos objetos
mantidos garantem que esse conjunto é de fato um minimizador da fungdo f nesses casos.

Se 7 > 0, considere um elemento v em V que atinja 0 méximo em (6.26). Como

f(R(v)) = f(R ()\{v})
( V) + (= SR\ + (FRE) - V),

entdo devemos ter

max {/(V),~f(R@)\ {o}), f (R(2)) = (V) } = /3. (627)

O algoritmo segue, entdo, com o primeiro caso que for aplicavel.

Se f(V) > /3 > 0, o algoritmo aplica ROTULA(V, f,y,7), em que y é um ponto
extremo de B( f ) consistente com D, e encontra um elemento w de V que ndo estd em
nenhum minimizador de f (lema 6.16). Lembre que f é uma funcdo submodular defi-
nida sobre V. Nesse caso, se w estd em R(u), algum u, entdo u também ndo estd em
nenhum minimizador de f, pela defini¢io de R(u). E suficiente, portanto, minimizar f
sobre V \ {u: w € R(u)}. Excluimos, entdo, {u: w € R(u)} de V, obtendo V', e restrin-
gimos os demais objetos definidos sobre V a V', antes de partir para a proxima iteragéo.
Restringir I a V' significa manter na colegdo apenas os conjuntos I'(v), com v em V'. No
caso de f, a fungdo passa a estar definida apenas sobre as partes de V’. Por fim, tomamos
o grafo D(V'), induzido por V’, no lugar de D.

Se f(R(v) \ {v}) < —#/3, o algoritmo aplica ROTULA(V, f,y, 1), novamente com y
sendo um ponto extremo de B( f ) consistente com D, e encontra um novo elemento w
que estd em todo minimizador de f. Nesse caso, todo minimizador de f contém R(w)
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e, pela maneira como os objetos sdo definidos, todo minimizador da funcao original f
contém T'(R(w)). Assim, incluimos I'(R(w)) em W e redefinimos f como f;, antes de
partir para a proxima iteracdo. Excluimos também R(w) de V e restringimos I' e D ao
novo V.

Por fim, se f(V) — f(R(v)) = fo(V\ R(v)) < —1/3, o algoritmo aplica a rotina
ROTULA(V \ R(v), fo, Yo, 17), em que y, é um ponto extremo de B(f,) consistente com o
grafo D(V '\ R(v)), que é o subgrafo de D induzido pelo conjunto sobre o qual a fungéo f,
estd definida. Nesse caso, a rotina ROTULA encontra um elemento w que estd em todo
minimizador de f;, também pelo lema 6.16. Conseqiientemente, w estd em todo minimi-
zador de f que contém v. O algoritmo, portanto, adiciona o arco (v, w) ao grafo D. Se com
a adigdo desse arco criamos um circuito em D, entdo ou todos os elementos que estdo em
caminhos de w a v em D estdo contidos em um minimizador de f ou nenhum deles esta.
Assim, antes de seguir para a préxima iteragdo, o algoritmo transforma todo esse conjunto
de elementos em um tGnico vértice do grafo D e modifica V e f de maneira a refletir essa
nova situacao.

Descric¢do do algoritmo

Segue descricdo do algoritmo IFF-FOP.

Algoritmo IFF-FOP(S, f): Recebe uma fungdo submodular f sobre S tal que f(®) =
0 e devolve uma parte W de S que minimiza f.

No inicio da primeira iteragdo, temos:

e W:=0Q;

o V:=85, I'(v) := {v}, paracadavem V;

° f = f;

e D como o grafo sobre V sem nenhum arco.

Uma iteracdo qualquer do algoritmo estd a seguir. Cabe lembrar que mais de um den-
tre os casos 2A, 2B e 2C descritos abaixo podem ocorrer simultaneamente. O algoritmo
deve seguir com o primeiro caso que for aplicavel. Seja

= max { f(R(v)) = f(R()\ {e}): v € V|

Casol: V=0ouny <0.
Devolva WUT(V).

Caso2: 77 > 0.
Seja v um elemento tal que f(R(v)) — f(R(v) \ {v}) = 7.
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Caso 2A: f(V)>1n/3.
Seja y um ponto extremo de B( f ) consistente com D.
w «— ROTULA(V, f, y,1).  [wem nenhum minimizador de f ]
V' — V\{u:weR(u)}.
T’,f/, D’ « restricdo de F,f, DaV'.
Comece nova iteragao com V/, T’, f’ e D’ respectivamente nos papéis de V, T, f
eD.

Caso 2B: f(R(v)\ {v}) < —1/3.
Seja y um ponto extremo de B( f) consistente com D.
w « ROTULA(V, f,y,5).  [w em todo minimizador de f]
W' — WUT(R(w)).
V' — V\ R(w).
f' = fo
I',D' + restriciodeI',Da V'’
Comece nova iteracio com W', V', T, f "e D’ respectivamente nos papéis de W,
V,T,feD.
Caso 2C: /,(V\ R(0)) = f(V) — f(R(0)) < —3/3.
Seja D, o subgrafo de D induzido por V' \ R(v).
Seja v, um ponto extremo de B(f,) consistente com D,
w « ROTULA(V \ R(v), fo, Yo, 7). [w em todo minimizador de f que contém v]

Caso 2C1: v estd em R(w). [0 em todo minimizador de f que contém w]
Seja K := {u: u € R(w), v € R(u)}.
Seja D’ o grafo obtido quando se contrai K a um tnico vértice v em D.
V' — (V\K)U{v}.
Seja f " a fungdo submodular sobre V' tal que, para cada U em V’,

I'(v) < I'(v) UK.
I’ « restriciodeT'a V',
Comece nova iteracdo com V', T”, f’ e D' respectivamente nos papéis de V,
T,feD.
Caso 2C2: v ndo estd em R(w).
Seja D' o grafo obtido ao adicionarmos o arco (v, w) a D.
Comece nova iteragdo com D’ no papel de D.

Correcao e consumo de tempo

Comecamos mostrando mais formalmente que de fato sdo invariantes as propriedades
enunciadas sobre os objetos mantidos pelo algoritmo.



6.7. Algoritmo fortemente polinomial 93

Lema 6.18: Sejam W, V, T, f e D os objetos mantidos pelo algoritmo IFE-FOP(S, f).
No inicio de cada iteragdo desse algoritmo, vale que:

(i) W estd contido em qualquer minimizador de f.

(ii) Se V! C V minimiza a fungdo f, entdo WUT (V') minimiza f.

(iii) Existe um arco (v, w) no grafo D se, e somente se, w estd em todo
minimizador de f que contém v.

Demonstragio: Pela maneira como os objetos W, V, T, f e D s&do definidos no comego
do algoritmo, é facil perceber que as propriedades (i), (ii) e (iii) sdo vélidas no inicio da
primeira iteragdo. Vamos supor, entdo, que elas valham no inicio de uma iteragao qualquer
do algoritmo e mostrar que continuam vélidas ao seu final.

Quando ocorre o caso 2A, pelo lema 6.16, temos que o elemento w devolvido pela
rotina ROTULA(V, f,y,7) nédo estd em nenhum minimizador de f. Além disso, pela vali-
dade de (iii) no inicio da itera¢do, se w estd em R(u), entdo w estd em todo minimizador
de f que contém u. Conseqiientemente, se w estd em R(u), entdo u também nédo estd em
nenhum minimizador de f. Segue que a atualizacio em V realizada durante a iteracao
mantém a validade das trés propriedades.

Quando ocorre o caso 2B, também pelo lema 6.16, o elemento w devolvido por RO-
TULA(V, f ,Y,1) estd em todo minimizador de f . Assim, novamente pela validade da pro-
priedade (iii) no inicio da iteracdo, temos que R(w) também estd em todo minimizador
de f. Disso segue que, se U é um minimizador de fy, entdo U U R(w) é um minimi-
zador de f. Conseqiientemente, pela validade de (ii) no inicio da iteragdo, temos que
W UT(R(w)) estd em todo minimizador de f, bem como que se U minimiza f;,, entio
WUT(R(w)UU) = WUT(R(w)) UT(U) minimiza f. Segue que as atualizagdes reali-
zadas nos objetos durante a iteragdo mantém a validade das propriedades no inicio da
iteracdo seguinte.

Quando ocorre o caso 2C, o lema 6.16 nos garante que o elemento w devolvido por
ROTULA(V \ R(v), fo, Y0, ) estd em todo minimizador de f,. Conseqiientemente, w est4
em todo minimizador de f que contém R(v) e, portanto, em todo minimizador de f que
contém v. Logo, a adigdo do arco (v, w) ao grafo D realizada no caso 2C2 mantém a va-
lidade das trés propriedades. Ja& quando ocorre o caso 2C1, temos que K representa um
conjunto de elementos tais que se um deles estd em algum minimizador de f, entdo todos
0s outros também estdo. Assim, quando fazemos com que todo o conjunto K seja tratado
como um tnico elemento, seja no grafo D ou no conjunto V, estamos mantendo a validade
das propriedades na préxima iteragao. |

Utilizando especialmente a relagdo invariante (ii) no lema acima, mostramos agora
que, se o algoritmo IFF-FOP paéra, entdo ele devolve um minimizador da funcéao f.

Teorema 6.19: Suponha que o caso 1 ocorra em determinada iteragao do algoritmo
IFF-FOP(S, f). O conjunto WUT(V), devolvido pelo algoritmo nessa iteracdo, é
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um minimizador da fungdo f.

Demonstragio: Se V. = @, entdo o resultado segue diretamente da propriedade (ii) no
lema 6.18 acima. Note que, nesse caso, f estd definida sobre @ e que T'(V) = @.

Por outro lado, se 77 < 0, entdo, pelo lema 6.17, qualquer ponto extremo y em B( f) con-
sistente com D satisfaz y(v) < 0, para todo v em V. Conseqiientemente, y~ (V) = y(V) =
f(V),jé que y estd em B(f) e que a funcéo f ¢ definida sobre V. Disso concluimos, pela re-
lagao min-max (4.3), que V é um minimizador de f, de maneira que, pela propriedade (i7)
no lema 6.18, W UT (V) é um minimizador da fungdo f original. 1

Por fim, limitamos o nimero de iteragdes, bem como o consumo de tempo do algo-
ritmo IFF-FOP.

Teorema 6.20 (do nimero de iteragdes de IFF-FOP):
O algoritmo IFF-FOP(S, f) encontra um minimizador para a fun¢do submodular f
em O(n?) iteracoes.

Demonstragio: Em cada iteragdo do algoritmo IFF-FOP em que ocorrem os casos 2A, 2B
ou 2C1 temos que o elemento w é excluido do conjunto V mantido. Além disso, quando
ocorre o caso 2C2, um novo arco (v, w) é adicionado ao grafo D. Note que, nesse caso,
como w é um elemento de V' \ R(v), o arco (v, w) de fato ainda ndo existia em D. Segue
que o algoritmo executa no maximo O(n?) iteragoes. |

Teorema 6.21 (do consumo de tempo de IFF-FOP):
O algoritmo IFF-FOP(S, f) é fortemente polinomial e pode ser implementado de
modo a consumir tempo O(n”ylogn).

Demonstragio: Pelo lema 6.15, em cada iteragdo do algoritmo IFF-FOP, cada chamada
a rotina ROTULA executa O(log n) d-fases, representadas pelas chamadas a rotina DELTA-
FASE, de maneira que o algoritmo como um todo executa O(n?logn) é-fases.

Se mostrarmos que a primeira DELTA-FASE de cada chamada a rotina ROTULA pelo al-
goritmo IFF-FOP também executa O(n?) §-aumentos, de forma semelhante ao que aconte-
cia no algoritmo IFF, concluiremos que o lema 6.6, que estabelece o ntimero de J-aumentos
por é-fase, bem como todos os demais resultados sobre a rotina DELTA-FASE no algoritmo
IFF, seguem validos para as é-fases do algoritmo IFF-FOP. Em particular, poderemos uti-
lizar o teorema 6.11 e concluir que cada J-fase do algoritmo IFF-FOP pode ser imple-
mentada de modo a consumir tempo O(n°7), de maneira que chegaremos ao limitante
O(n’+logn) para o consumo de tempo do algoritmo IFF-FOP.

A tnica diferenca entre uma seqiiéncia de chamadas a DELTA-FASE em uma execugdo
de ROTULA ou no algoritmo IFF estd na forma como o parametro § é inicializado. Em
uma execugdo de DELTA-FASE pela rotina ROTULA, o parametro ¢ € inicializado com 7 :=
max {f(R(v)) — f(R(v) \ {v}): v € V}. Nesse caso, pelo lema 6.17, temos y(u) < 7, para
todo u em V e qualquer ponto extremo y em B( f ) consistente com D. Assim, quando o
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algoritmo IFE-FOP executa ROTULA(V, f,y,7), temos y* (V) < ny. Retomando agora a
prova do lema 6.6, temos que o nimero de /-aumentos na primeira J-fase de uma chamada
a ROTULA(V, f,y,7) é limitado por y* (V) /8 = y*(V)/5 < n. Lembre-se que o vetor x é
inicializado com y e o parametro § com # pela rotina ROTULA(V, f, v, 7).

Analogamente, utilizando a submodularidade de f, concluimos que y, (1) < f,(R(1)) —
Ffo(R(u)\ {u}) < f(R(u)) — f(R(u)\ {u}) < 5, para cada u em V \ R(v) e qualquer
ponto extremo v, em B(f,) consistente com D(V \ R(v)). Conseqiientemente, o ntimero
de 5-aumentos na primeira d-fase de uma chamada a ROTULA(V \ R(9), fo, Yo, 77) também
estd limitado por y* (V \ R(v))/n < n.

Concluimos, assim, que todas as é-fases no algoritmo IFF-FOP também executam
O(n?) 5-aumentos, de onde segue o resultado. 1

6.8 Outros avancgos

Quando apresentou seu algoritmo, Schrijver [Sch00] acreditava que seria possivel o
desenvolvimento de um algoritmo para minimizar fun¢des submodulares que fosse total-
mente combinatério, no sentido de utilizar somente adigdes, subtra¢des, comparagdes e
chamadas ao oraculo que define a fun¢do submodular. Note que os algoritmos que apre-
sentamos até aqui realizam também multiplicagdes e divisdes, apesar dessas operacdes
ndo estarem envolvidas na definicdo do problema que resolvem. O algoritmo de Cun-
ningham para o problema da pertinéncia no politopo dos conjuntos independentes de um
matréide, discutido na secdo 4.1, é totalmente combinatério nesse sentido. Conforme ex-
poe Iwata [Iwa02], uma algoritmo totalmente combinatério para minimizar fun¢des sub-
modulares apresenta ainda como vantagem o fato de poder ser mais facilmente estendido
para resolver o problema sobre qualquer grupo totalmente ordenado.

Um algoritmo totalmente combinatério para minimizar uma funcdo submodular cer-
tamente ndo pode se utilizar da rotina COMPACTA. Iwata, Fleischer e Fujishige [IFF01]
mostraram que a utilizagdo dessa rotina ndo é estritamente necesséria para que se garanta
a polinomialidade dos algoritmos IFF e IFF-FOP, como discutimos a seguir. Esse fato ja
ndo é verdade quando consideramos o algoritmo de Schrijver, descrito no capitulo 5. Se a
rotina COMPACTA ndo for utilizada, o ntimero de pontos extremos na representagdo que
o algoritmo SCHRIJVER mantém do vetor x pode se tornar exponencial em 7, bem como o
seu nimero de iteragdes e consumo de tempo.

Seja I o conjunto de indices que compde a representacdo do vetor x mantido pela
rotina DELTA-FASE, quando esta é invocada pelo algoritmo IFF. O corolario 6.8 nos ga-
rante que |I,| cresce em no méximo n — 1 entre dois é-aumentos. Além disso, conforme
podemos observar através da prova do corolério 6.6, o nimero de J-aumentos por 5-fase
ndo depende de |I;|. Ou seja, o ntimero de J-aumentos por chamada & DELTA-FASE con-
tinua limitado por O(n?) independentemente da aplicacdo da rotina COMPACTA. Uma
vez que o algoritmo IFF invoca O(log M) vezes a rotina DELTA-FASE, segue que ocor-
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rem O(n?log M) J-aumentos durante uma execucdo desse algoritmo, como também que
o ntimero de pontos extremos na representagio de x pode ser limitado por O(n®log M)
durante todo o algoritmo IFF, quando a rotina COMPACTA nédo é utilizada.

Apesar de ndo alterar o nimero de J-aumentos por J-fase, o tamanho do conjunto I,
afeta o numero de chamadas a rotina PIVOTACAO-DUPLA dentro de cada d-fase. Na
prova do lema 6.9, explicamos que, entre dois J-aumentos, o ndmero de invocagdes da
rotina PIVOTACAO-DUPLA é limitado por O(n?) vezes o ntimero de pontos extremos que
compdem a representacdo de x. Como concluimos que |Iy| é limitado por O(n3log M),
segue que cada chamada a rotina DELTA-FASE pelo algoritmo IFF invoca O(n° log M) ve-
zes a rotina PIVOTACAO-DUPLA, entre dois d-aumentos, se COMPACTA nio for utilizada.
Como ocorrem O(n?) -aumentos por é-fase, concluimos que a rotina DELTA-FASE pode
ser implementada de modo a consumir tempo O(n”7log M) e, conseqiientemente, que
essa versdo “mais combinatéria” do algoritmo IFF, sem a utilizacdo de COMPACTA, pode
ser implementada de modo a consumir tempo O (1”7 log2 M).

De forma semelhante, o algoritmo IFF-FOP ndo depende da aplicagdo da rotina COM-
PACTA para a garantia de seu consumo de tempo fortemente polinomial. Pelo lema 6.15
e pela prova do teorema 6.21, cada chamada a rotina ROTULA executa O(log n) d-fases e,
portanto, O(n?log n) 6-aumentos. Como cada chamada a rotina ROTULA comega com um
unico ponto extremo na representacao de x e como entre dois J-aumentos | I | cresce em no
méximo 1 — 1, segue que | I;| estd limitado por O(n®log n) durante toda a rotina ROTULA.

Disso concluimos que o ntimero de invocag¢des a rotina PIVOTACAO-DUPLA dentro de
cada é-fase de ROTULA e entre dois §-aumentos é limitado por O(n° log 1), de onde segue
que a rotina DELTA-FASE pode ser implementada de modo a consumir tempo O(n”-y log n)
quando invocada por IFF-FOP, se COMPACTA ndo é utilizada. Como também pela prova
do teorema 6.21 sabemos que o algoritmo IFF-FOP executa O(n?logn) é-fases, segue que
seu consumo de tempo pode ser limitado por O(n9’ylog2 n), sem a utilizagdo de COM-
PACTA.

Utilizando essas versoes dos algoritmos IFF e IFF-FOP que ndo se utilizam de COM-
PACTA, Iwata [Iwa02] resolveu a questdo proposta por Schrijver e apresentou uma imple-
mentacdo fortemente polinomial e totalmente combinatéria para o algoritmo IFF-FOP.

Além de nédo utilizar COMPACTA, uma implementagdo de IFF-FOP totalmente com-
binatéria precisa tomar algum cuidado com os coeficientes que compdem a combinagdo
convexa que descreve o vetor x em B(f). Conforme expde Iwata em seu trabalho [Iwa02],
em um algoritmo totalmente combinatério e fortemente polinomial, além de realizar adi-
¢des, subtragdes e comparagdes, podemos também simular multiplicagdes se os fatores sdao
inteiros e limitados por um polindmio na dimensédo n do problema. Podemos ainda arre-
dondar uma fracdo de dois ntimeros, desde que a resposta seja também limitada por um
polindmio de dimensdo n. No algoritmo que propde, Iwata faz uma adaptacdo na rotina
PIVOTACAO-DUPLA, de maneira a garantir que os coeficientes na representagdo de x se-
jam sempre ntimeros racionais com um denominador comum limitado por um polindmio
em 1.
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Assim como Fleischer e Iwata fizeram com o algoritmo de Schrijver, conforme des-
crevemos na secdo 5.6, Iwata [Iwa03] refinou ainda o algoritmo IFF, embutindo-o num
arcabouco push-relabel. Iwata também utilizou idéias presentes no algoritmo de Schrij-
ver, como a realizacdo de uma série de pivotagdes simultaneas. A partir disso, obteve um
novo algoritmo combinatério que minimiza uma func¢do submodular inteira f em tempo
fracamente polinomial O((n*y + n°) log M). Seu algoritmo também é baseado em é-fases.
Substituindo as J-fases no algoritmo IFF-FOP pelas J-fases desse dltimo algoritmo de-
senvolvido, Iwata obteve, no mesmo trabalho, um algoritmo fortemente polinomial que
minimiza uma fungéo submodular qualquer em tempo O((n®y + n”) logn).

Utilizando as mesmas idéias que transformaram o algoritmo IFF-FOP em totalmente
combinatério, Iwata mostra, ainda no mesmo trabalho, que a nova versdo fortemente po-
linomial mais rdpida do algoritmo pode também ser implementada de forma totalmente
combinatéria, com consumo de tempo limitado por O(n8y log? n).
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Capitulo 7

Submodularidade em combinatoria

Em vérios teoremas e problemas combinatérios submodularidade estd envolvida de
uma forma ou outra e freqiientemente desempenha um papel essencial em uma demons-
tragdo ou na eficiéncia de um algoritmo. Este capitulo exemplifica esse fendmeno com
mais detalhes e procura motivar o estudo dos aspectos tedricos e algoritmicos associados
a fung¢des submodulares apresentados nos capitulos anteriores.

Comecamos com uma breve visdo geral sobre modelos poliédricos envolvendo fun-
¢Oes submodulares. Tais modelos se traduzem em arcabougos bastante poderosos que
generalizam e unificam diversos resultados importantes em otimiza¢do combinatéria. Na
verdade, seria possivel dedicar um trabalho inteiro a esse assunto, de maneira que nos
limitamos a apresentar idéias gerais.

Feito isso, apresentamos demonstragdes de alguns resultados em otimiza¢do combi-
natéria e em teoria dos grafos que se utilizam de submodularidade. A submodularidade
de certas fungdes tem se mostrado importante ferramenta para o desenvolvimento de de-
monstra¢des combinatdrias curtas e elegantes para diversos problemas.

Uma resenha de Frank [Fra93a] aponta que técnicas em submodularidade como as uti-
lizadas nas demonstragdes que apresentamos neste capitulo tém sido freqiientes e cruciais
na resolugdo de problemas relacionados a orienta¢des, empacotamentos e coberturas de
arvores e arborescéncias, aumento de conexidade e caminhos disjuntos em grafos.

7.1 Cortes, familias laminares e familias livres de cruzamentos

Apresentamos aqui algumas defini¢des e conceitos que serdo utilizados em vérias de-
monstra¢des do capitulo. Conceitos utilizados apenas em se¢des especificas serdo defini-
dos nas proprias secdes.

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Para cada parte U de V, denotamos por o} (U)
o conjunto de arcos que entram em U e por 6%3'(U) o conjunto de arcos que saem de U.
Ademais, denotamos d}y(U) = |dp(U)| e d3(U) = [63(U)]. Quando o grafo D estd
implicito pelo contexto, denotamos apenas 6™ (U), 6**(U), d™(U) e d**(U).

99
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Conforme ja mencionamos no capitulo 1, as fungdes d7}, e dfy* sdao submodulares. Na
verdade, para quaisquer subconjuntos T e U de vértices de D, vale que

d™(T) +d™(U) =d™(TnU)+4d™(TUU)+4d(T,U), (7.1)

em que d(T,U) indica o namero de arcos entre T\ U e U \ T. A relagdo (7.1) pode ser
verificada através de um simples argumento de contagem.

Seja G = (V, E) um grafo. Para cada parte U de V, denotamos por d;(U) o conjunto de
arestas entre U e V \ U em G. Ademais, denotamos dg(U) := |dc(U)|. Quando o grafo G
estd implicito pelo contexto, denotamos simplesmente 6(U) e d(U). A funcdo dg também
é submodular. A submodularidade das funcdes d7}, d%}' e d; é um ingrediente chave em
véarias das demostra¢des apresentadas neste capitulo.

Seja V um conjunto finito. Duas partes T e U de V sdo intersectantes se nenhum dos
conjuntos TNU, T\ U e U\ T é vazio. Se além disso V' \ (T U U) é ndo-vazio, entdo
dizemos que T e U se cruzam. Seja 7 uma familia de subconjuntos de V. A familia F é
livre de cruzamentos se ndo possui dois membros que se cruzam. Ademais, F é laminar
se ndo possui dois membros intersectantes.

Uma subparticao F de V é uma colecdo de subconjuntos de V dois-a-dois disjuntos.
Uma parti¢do P de V é uma subpartigdo de V tal que Upep P = V.

Se G = (V,E) é um grafo e se ¢, f sdo arestas de G, entdo G — e + f é o grafo G’ :=
(V,(E\{e})U{f}). Analogamente, se D = (V, A) é um grafo orientado e se a, b sdo arcos
de D, entdo D — a + b é o grafo orientado D' := (V, (A \ {a}) U {b}).

7.2 Restri¢des submodulares

Seguindo a linha dos polimatréides de Edmonds e de suas intersec¢des, muitos mode-
los em combinatéria poliédrica com restrigdes super ou submodulares foram propostos.
Tipicamente, esses modelos sdo centrados em sistemas totalmente duais integrais e im-
plicam em vérias relagdes min-max combinatdrias como casos particulares. Dentre tais
relagdes, citamos o teorema de Kénig sobre emparelhamentos [K6n31], o do fluxo méximo
e corte minimo [FF56], o da arborescéncia 6tima de Fulkerson [Ful74] e o de Lucchesi-
Younger [LY78].

Seja S um conjunto finito e seja C uma familia de subconjuntos de S. Podemos estender
o conceito de fun¢do submodular para fungdes f definidas sobre C que satisfacam

f(T)+fU) = F(TOU) + fF(TUL),

sempreque T, U, TNUeTUU estdoem C.
Seja (V, A) um grafo orientado, seja C uma familia de subconjuntos de V e seja f uma
fun¢do submodular definida sobre C. Os modelos de que estamos tratando generalizam
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ou sao baseados em restri¢des da forma:

x(6™(U)) —x(6™(U)) < f(U), paratodo U € C,

x(6™(U)) < f(U), paratodoU € C.

Sao exemplos desses modelos os fluxos submodulares de Edmonds e Giles [EG77], os
kernel systems de Frank [Fra79b] e os generalized polymatroids, também de Frank [Fra84a].

A técnica de uncrossing, que Lovasz atribui a Neil Robertson [EG77], consiste em trans-
formar familias de conjuntos em familias livres de cruzamentos. A demonstragdo da total
dual integralidade dos sistemas acima pode ser feita através de um conhecido método
que combina submodularidade e uncrossing. Tal método retine idéias de Edmonds, Giles,
Hoffman, Johnson, Lovasz e Robertson [Edm70, EG77, Hof74, Lov76].

Em linhas gerais, dado um programa linear com um conjunto de restricdes como
acima, o método consiste em mostrar que é possivel escolher uma solugdo 6tima dual
tal que a familia de conjuntos associada as suas varidveis ndo-nulas é “boa” (por exemplo,
livre de cruzamentos). A submodularidade é um ingrediente essencial para tanto. Feito
isso, mostra-se que familias “boas” estdo associadas a submatrizes totalmente unimodula-
res da matriz de restrigdes. A total dual integralidade é obtida como conseqiiéncia desses
fatos.

Também é possivel demonstrar a existéncia de alguns objetos combinatérios mostran-
do-se que certos poliedros inteiros, baseados em sistemas totalmente duais integrais que
envolvem restri¢des submodulares, sdo ndo-vazios. Uma demonstragdo desse tipo para o
teorema da orientagdo de Nash-Williams foi dada por Frank [Fra84b].

Uma resenha sobre a inter-relagdo dentre varios modelos baseados em restri¢des su-
per ou submodulares foi escrita por Schrijver [Sch84]. Nesse mesmo trabalho, Schrijver
forneceu um arcabougo que inclui os demais modelos apresentados.

Algoritmos polinomiais estdo disponiveis para otimizagdo sobre modelos poliédri-
cos associados a fun¢des submodulares. Uma resenha sobre algoritmos para fluxos sub-
modulares foi escrita por Fujishige e Iwata [FI0Ob]. Especialmente apds o desenvolvi-
mento dos algoritmos combinatérios e fortemente polinomiais para minimizag¢do de fun-
¢oes submodulares, muitos avangos em algoritmos para fluxos submodulares foram alcan-
¢ados [FI00a, FIM02, IMSO5]. Antes disso, tais algoritmos eram baseados em subrotinas
capazes de minimizar fun¢des submodulares em tempo polinomial.

7.3 Emparelhamentos e caminhos disjuntos

Os teoremas de Hall e Menger sdo exemplos de resultados classicos e fundamentais
em teoria dos grafos que podem ser demonstrados com o auxilio de submodularidade.

O primeiro caracteriza a existéncia de emparelhamentos que saturam uma das partes
de um grafo bipartido. O segundo estabelece uma rela¢do min-max que caracteriza o
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nimero maximo de caminhos disjuntos nos arcos entre dois vértices distintos de um grafo
orientado.

Teorema de Hall

Uma biparti¢do de um conjunto U é um par {V, W} de partes de U tais que VUW = U
e VNW = @. Uma biparti¢do de um grafo G é uma biparticdo {V, W} do conjunto de
vértices de G tal que toda aresta de G tem uma ponta em V e a outra em W. Um grafo G é
bipartido se possui uma biparticao {V, W}.

Denotamos por G = (V, W; E) um grafo bipartido G com biparti¢do {V, W} e conjunto
de arestas E. Nesse caso, os conjuntos V e W sdo ditos partes de G.

Seja G um grafo bipartido, com biparti¢do {V, W}. Para cada U C V, denotamos por
Ng(U) o conjunto dos vizinhos de U em G e e definimos bg(U) := |Ng(U)|. Quando
o grafo G estd implicito pelo contexto, denotamos simplesmente N := Ng e b := bg.
Conforme apresentamos no capitulo 1, a fung¢do b é submodular.

Um emparelhamento em um grafo é um conjunto de arestas que ndo possuem pontas
em comum. Um emparelhamento M satura um vértice v se alguma aresta de M incide
em v. Analogamente, um emparelhamento M satura um subconjunto U de vértices, se M
satura cada vértice de U. Dizemos que dois vértices u e v estio emparelhados em um
emparelhamento M se a aresta uv estd em M. Note que se as arestas de um grafo sdo um
emparelhamento, entdo b({v}) = 1, para todo vértice v desse grafo.

O teorema de Hall [Hal35] estabelece uma condigdo necesséria e suficiente para que
um grafo bipartido possua um emparelhamento que satura uma de suas partes. A prova a
seguir, que utiliza a submodularidade da fungao b, pode ser encontrada no artigo [Fra93b],
de Frank.

Teorema 7.1 (Teorema de Hall): Seja G = (V, W; E) um grafo bipartido. Entdo G
possui um emparelhamento que satura V se, e somente se,

b(U) = [U], (7.2)
para toda parte U de V.

Demonstragio: Se um emparelhamento M em G satura V, entdo cada vértice de V deve
estar emparelhado em M a um vértice distinto de W, de maneira que a necessidade da
condicdo (7.2) é imediata.

Verificamos agora sua suficiéncia. Suponha que a condicdo (7.2) seja satisfeita. Uma
parte U de V é dita um conjunto justo se b(U) = |U|. Comecamos com o seguinte resul-
tado auxiliar.

Lema 7.2: SeT e U sdo justos, entdo T U U e T N U também sdo justos.

Demonstragdo do lema: Sejam T e U conjuntos justos. Utilizando a submodularidade da
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fungdo b e aplicando (7.2)aTNU e T U U, temos

IT|+ U] =b(T) +b(U) >b(TNU)+b(TUU)
>|TnU|+|Tull|=|T|+|U|,

de maneira que todas as relagdes acima valem com igualdade. Em particular, temos que
TUU e TN U s&o justos. |

Denote por G’ = (V, W; E') um subgrafo gerador minimal de G que satisfaga (7.2). Isto
é, G’ deve ser tal que, para cada aresta vw em E’, G' — vw ndo satisfaz (7.2) para alguma
parte U de V. Note que, para cada aresta vw de G', comvem V,

existe um conjunto justo U que contém v e tal que v é 0 tinico vizinho de w em U.

Para cada aresta vw de G’, denote por U, uma parte justa de V com a propriedade
acima. Vamos mostrar que as arestas de G’ sdo um emparelhamento em G que cobre V.

Suponha que ndo. Nesse caso, como vale (7.2), existe um vértice s em V tal que
be({s}) > 2. Sejam u e v dois vizinhos de s em W. Seja U := Uy, N Usy. Pelo lema 7.2,
U é um conjunto justo. Ademais, por defini¢do, temos que s é o tinico vizinho de u em
U, e, portanto, em U. Analogamente, temos também que s é o tinico vizinho de v em U.
Considere agora a parte U \ {s} de V. Como G’ satisfaz (7.2), devemos ter

be (U \ {s}) = [U\ {s}]. (7.3)

Por outro lado, temos que Ng/ (U \ {s}) € N (U) \ {u, v}, uma vez que s é o tinico vizinho
de u e de v em U. Assim, utilizando também o fato de que U é um conjunto justo em G/,
temos

be(U\ {s}) < ber(U) =2 = [U] =2 < [U\ {s}]. (7.4)

Mas entdo (7.3) e (7.4) se contradizem, de onde concluimos que as arestas de G’ sdo um
emparelhamento em G que cobre V. 1

Seja G = (V, W, E) um grafo bipartido que satisfaga (7.2). A prova acima nos permite
descrever o seguinte algoritmo para determinar um emparelhamento em G que cobre V.

- Para cada aresta vw de G, verifique se

min (|Ne—ou(U)| — [U]) > 0. (7.5

Em caso afirmativo, remova a aresta vw de G.
- As arestas do grafo resultante constituem um emparelhamento em G que cobre V.

Encontrar um emparelhamento que cubra uma das partes de um grafo bipartido ou,
equivalentemente, encontrar um emparelhamento maximo em um grafo bipartido, é um
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problema muito bem resolvido. Isto é, existem algoritmos polinomiais e satisfatérios na
prética que resolvem tal tarefa (cf. [Sch03]). Entretanto, é interessante notar que, assim
como em muitos outros problemas de teoria dos grafos e otimiza¢do combinatéria, a mi-
nimizagdo de uma fun¢do submodular também é um ingrediente envolvido na resolugdo
desse problema.

Teorema de Menger

Seja D um grafo orientado e sejam s, t dois vértices distintos de D. Um st-caminho
em D é um caminho em D com origem s e destino t. Um st-separador em D é um subcon-
junto de vértices que contém s e ndo contém .

Definimos agora uma operagdo que aparece em muitos problemas relativos a conexi-
dade em grafos e que também ¢ utilizada na prova que apresentamos para o teorema de
Menger. Seja D um grafo orientado. A operacao splitting off sobre um par de arcos uv e
vw de D é a construgdo de um grafo orientado D’ a partir da remogao dos arcos uv e vw e
da adi¢do de um novo arco uw a D. Isto é D' := (D — uv — vw) + uw.

Passemos agora ao teorema de Menger [Men27]. Sua versdo mais conhecida, no que se
refere a grafos orientados e caminhos disjuntos nos arcos, é a seguinte.

Teorema 7.3 (Teorema de Menger): Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam s
e t dois vértices distintos de D. Em D, o niimero mdximo de st-caminhos disjuntos
nos arcos é igual ao niimero minimo de arcos que precisam ser removidos para que
todos os st-caminhos sejam destruidos.

Entretanto, a prova que apresentamos, devida a Frank [Fra93b], esta associada a se-
guinte versdo equivalente.

Teorema 7.4: Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam s e t dois vértices distin-
tos de D. Existem k st-caminhos disjuntos nos arcos em D se, e somente se,

dot(U) >k, (7.6)
para todo st-separador U de D.

Demonstragio: Sendo a necessidade da condicdo (7.6) imediata, vamos verificar sua
suficiéncia. Para tanto, faremos indugdo no nimero de arcos do grafo D.

Um st-separador U de D é justo se d**(U) = k.

Lema 7.5: Se T e U sao st-separadores justos, entdo T U U e T N U também sao
st-separadores justos.

Demonstragio do lema: Sejam T e U st-separadores justos de D. E claro que TN U e
T U U também sdo st-separadores. Podemos, entdo, utilizar a submodularidade da fungdo
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d°*, assim como a validade de (7.6), e observar que
k+k=d"(T)+d"(U) >d*(TNnU)+d*(TUU) > k+k.

Concluimos, assim, que todas as relagdes acima valem com igualdade e que, em particular,
TNUeTUU sao st-separadores justos. 1

Suponha que D satisfaga (7.6). Podemos supor que todo arco a4 de D sai de um st-
separador justo. Do contrério, o arco a pode ser descartado sem que a condigdo (7.6) seja
violada.

Se todos os arcos de D com ponta inicial em s tém a ponta final em ¢, entdo (7.6) implica
que d°*(s) > k e, portanto, que existem k st-caminhos disjuntos nos arcos em D. Essa é a
base de nossa indugéo.

Suponha agora que exista pelo menos um arco 4’ = su, com u # t. Seja T a unido
de todos os st-separadores justos dos quais o arco a’ sai. Isto é, T é a unido de todos os
st-separadores justos que ndo contém u. Pelo lema 7.5, T é um st-separador justo.

Notemos, entdo, que deve existir um arco b’ = uv, comv ¢ T, v # u. De fato, considere
o st-separador T' := T U {u}. Se ndo existe nenhum arco com ponta inicial em u e ponta
final em V' \ T’, entdo todos os arcos que saem de T’ também saem de T. Além disso,
sabemos que o arco a' = su saide T endo sai de T’. Portanto, como T é justo, temos

d(T') < d*(T) — 1=k — 1.

Mas isso ndo pode ocorrer pois vale (7.6).

Considere, entdo, o grafo D’ resultante do splitting off dos arcos a’ e b'. Isto é D’ :=
(D — su — uv) + sv. Afirmamos que a condigdo (7.6) é vélida para D’. De fato, notemos que
se (7.6) ndo ¢ satisfeita por D’, entdo D deveria possuir um st-separador justo contendo v
e ndo contendo u. Entretanto, T é a unido de todos os st-separadores justos de D que ndo
contém u e T ndo contém v. Portanto, D’ satisfaz (7.6).

Assim, podemos aplicar a hip6tese de indugao sobre D’ e concluir que tal grafo possui
k st-caminhos disjuntos nos arcos. Note que, se algum desses st-caminhos contém o arco
sv, entdo tal arco pode ser substituido pelo caminho composto pelos arcos su e uv em D.
Conseqiientemente, D também possui k st-caminhos disjuntos nos arcos, o que conclui a
prova. 1

7.4 Ramifica¢oes e arborescéncias

Seja D = (V,A) um grafo orientado. Uma ramificagdo é um subconjunto B de A tal
que B nao contém circuitos (orientados ou nao) e tal que, para todo vértice v em V, existe
no maximo um arco em B entrando em v. Uma raiz de B é um vértice que ndo é ponta
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final de nenhum arco de B. Segue da defini¢do que cada componente de (V, B) contém
uma Unica raiz. Dizemos que B é uma R-ramifica¢ao se B é uma ramificacdo com conjunto
de raizes R C V.

Uma ramificagdo B é uma arborescéncia se o grafo orientado (V, B) é fracamente co-
nexo ou, equivalentemente, se (V, B) é uma drvore enraizada. Logo, cada arborescéncia
B tem uma tnica raiz . Dizemos, nesse caso, que B é uma r-arborescéncia. Uma -
arborescéncia pode ser caracterizada também como uma &rvore geradora orientada tal
que todo vértice v em V é acessivel a partir de r em B.

Se D é um grafo orientado e r é um vértice de D, um r-corte em D é um conjunto de
arcos da forma 6™ (U), em que U é um subconjunto nao-vazio de V' \ {r}.

Em 1973, Edmonds [Edm73] apresentou um teorema muito poderoso que caracte-
riza a existéncia de ramifica¢des disjuntas em grafos orientados. Pouco tempo depois,
Lovéasz [Lov76] propds uma prova alternativa para o resultado, baseada em técnicas de
submodularidade. Essa é a prova que apresentamos a seguir.

Teorema 7.6 (Empacotamento de ramificagdes): Seja D = (V, A) um grafo orien-
tadoesejam Ry, ..., Ry subconjuntos de V. Existem ramifica¢oes disjuntas By, . . ., By
em D tais que R; é o conjunto das raizes de B;, para todoi = 1,...,k, se, e somente
se,

a~(u) > Hi: RinU = @}

/ (7.7)
para toda parte ndo-vazia U de V.

Demonstragio: Suponha que as ramificagdes By, ..., By nas condi¢des desejadas exis-
tam. Se U é uma parte de V disjunta de R;, entdo a ramificacdo B; deve ter pelo menos
um arco entrando em U. Como os B; sdo todos disjuntos, segue a necessidade da condi-
gao (7.7).

Passemos a prova de sua suficiéncia. Defina
y(U):={i: RNU =0} e g(U):=|yU)]|.

paratodoU C V,com U # @.

Comecamos provando os seguintes resultados auxiliares.

Lema 7.7: A fungdo g é supermodular. Isto é dados U, W C V, vale que
g(U) +g(W) < g(UNW) +g(LUUW). (7.8)
Além disso, vale a igualdade em (7.8) se, e somente se,
rU) Uy (W) = r(UNW).

Demonstragio do lema: Sejam U, W C V. Pelas defini¢des de 7 e g, bem como por pro-
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priedades basicas da soma de cardinalidades de conjuntos, temos

(u) \HW )|
(U !+17 u) Uy (w)|
(u !+!7 ) Uy (W)

g(U) +g(W) = |y
= |y
= |y
g(U W) + [y (U) Uy (W)].

(7.9)

Também é claro que y(U) C (U N W), assim como que v(W) C (U N W), de ma-
neira que y(U) U y(W) C o(U N W). Mas, entdo, temos

[P (U) Uy (W)] < [r(UNW)| = gUNW) (7.10)

e segue de (7.9) que g é supermodular.

Como concluimos que g(U) + g(W) = g(UUW) + |y(U) Uy(W)| e que y(U) U
(W) C 4(UNW), segue direto que vale a igualdade em (7.8) se, e somente se, v(U) U
W) = 7 (U W). '

Um conjunto U C V é dito perigoso se d"(U) = g(U). Note que V é sempre um
conjunto perigoso.

Lema 7.8: Se U,W C V sdo conjuntos perigosos intersectantes, entdo U N W tam-
bém é perigoso. Nesse caso, sei ¢ v(U) ei ¢ v(W), para algum1 < i < k, entdo
i¢gy(UNW).

Demonstragio do lema: Primeiramente, podemos utilizar a submodularidade da fungdo
d}, para obtermos a seguinte relacgao:

dp(UnNW) <dp(U) +dp(W) —dp(UUW).

Como U e W sdo conjuntos perigosos, e como vale (7.7) para U N W, entdo, utilizando
a relacdo acima, temos

dp(UNW) < g(U) +g(W) — g(UUW).
Por fim, pela supermodularidade de g, segue que
dp(UnNw) < g(UnNW).
Entretanto, como UNW # @, entdo d(UN W) > g(U N W) por hipétese, de onde

concluimos
dp(UNW) =g(UNW).
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Ou seja, U N W é perigoso.

Mais ainda, temos também que todas as relagdes acima valem com igualdade. Em
particular,
gUNW) +g(UNW) = g(U) +g(W)

e segue do lema 7.7 que
YU Uy(W) =(UNW). (7.11)

Sendo assim, ndo pode existir um um indice i tal que i ¢ y(U) ei & y(W)ei €
7(U NW). De fato, se isso ocorresse, o indice i estaria em y(UNW) \ (v(U) Ny(W)) e
ndo valeria (7.11). Logo, sei & y(U) ei ¢ y(W), entdoi ¢ y(UNW). 1

Voltemos a prova da suficiéncia de (7.7). Faremos indugdo em Y"5_, |V \ Ry].

Se R; = V, para todo i, entdo By = ... = By = @ sdo ramificagdes nas condi¢des
desejadas e o resultado vale.

Vamos supor, entdo, sem perda de generalidade, que Ry # V. Seja U’ C V um conjunto
perigoso minimal tal que U' N Ry # @ e U’ \ Ry # @. Isto é, U’ deve ser tal que ndo exista
U C U’ perigoso e nas condi¢gdes acima. Como V é perigoso, um tal conjunto U’ sempre
existe.

Por (7.7) e observando que 1 € (U’ \ Ry), mas que 1 ¢ y(U’), temos
d"(U'\Ry) > g(U'\Ry) > g(U')+1>gU') =a™(U'), (7.12)

de modo que (U’ \ Ry) \ 6™(U’) é ndo-vazio. Concluimos, assim, que existe um arco
a=uvcomu € RyNU ev e U\ Ry. Considere um arco a = uv desse tipo.

Tome A’ := A\ {a}, R} = RyU{v} e R} = R;, para todo i # 1. Afirmamos que a
condicdo (7.7) continua valida para o grafo D' := (V, A") e os subconjuntos R}, ..., R} de
V.

Suponha o contrério. Defina, paracada U C V,

YU) = {i: RNU=0} e ¢U):=|y(U)| (7.13)

Como estamos supondo que (7.7) ndo vale para D’ e os conjuntos de raizes R}, ..., R},
entdo existe W C V tal que g'(W) > dp,(W). Como R} = R;, paratodoi # 1,e Ry C R},
entdo g(W) > ¢/(W) > ¢(W) — 1. Como D’ foi obtido a partir da remogdo de um tnico
arco de D, entdo djy(W) > dp, (W) > dj(W) — 1. Temos também que g(W) < dp(W).
Concluimos, assim, que §'(W) = g(W) = d5(W) e que d, (W) = df(W) — 1. Ou seja, o
conjunto W é um conjunto perigoso e a = uv € 6j(W).

Além disso, como g'(W) = g(W), entdo Ry N W # @. De fato, note que W e R} ndo sdo
disjuntos, pois v € Rj NW. Logo, se Ri N W = @, entdo deveriamos ter ¢'(W) = g(W) —1,
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0 que nao ocorre.

z

Agora, como W e U’ sdo perigosos e v € W N U, entdo, pelo lema 7.8, WN U’ é
perigoso. Ademais, temos que R1 N (WNU') # @. Note que como Ry NW # @ e R; N
U # @, entdaol ¢ y(W)el ¢ y(U'), de modo que, também pelo lema 7.8, temos 1 ¢
y(WNU"). Também é claro que (WNU') \ Ry é ndo-vazio, poisv € WNU'ev ¢ Ry, e
que (WNU') c U, umavezqueu ¢ WNU' eu € U'.

Mas entdo a existéncia do conjunto perigoso W N U’ contradiz a minimalidade do con-
junto U’ inicialmente escolhido. Segue que a condigéo (7.7) é vélida para D’ e R}, ..., R;.

Sendo assim, pela hipé6tese de indugdo, existem ramificagdes disjuntas By, ..., B, em
D' tais que R} é o conjunto das raizes de Bj, para todo i.

Pela construgdo de D, é claro que By := Bj U {a} é um ramificagdo cujo conjunto de
raizes é Ry. Assim, tomando B; := B} U {a} e B; := B/, para todo i # 1, temos que
{By, ..., By} é uma cole¢do de ramifica¢des disjuntas tais que R; é o conjunto das raizes de
B;, para todo i. Isso conclui a prova. |

Como coroldrio do teorema anterior, segue a seguinte caracterizagdo da existéncia de
arborescéncias disjuntas com raizes fixadas:

Teorema 7.9: Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam 1, ..., 1y vérticesem V.
Existem k arborescéncias disjuntas By, . . ., By em D tais que B; tem raiz r;, para todo
i=1,...,k, se, e somente se,

dm(U) > [{i: r; ¢ U}|.
para toda parte ndo-vazia U de V.

Demonstragio: Basta tomar R; := {r;}, paracada 1 <i <k, e aplicar o teorema 7.6. 1}

Um outro corolério importante do teorema 7.6 é a seguinte relacdo min-max, apresen-
tada também por Edmonds [Edm70], que estabelece o tamanho maximo de um empaco-
tamento de r-arborescéncias em um grafo orientado.

Teorema 7.10 (Empacotamento de r-arborescéncias): Seja D = (V, A) um grafo
orientado e seja r um vértice em V. O ntimero mdximo de r-arborescéncias disjun-
tas em D é igual ao tamanho minimo de um r-corte em D

Demonstragio: Tome k := min{d~(U): @ C U C V\{r}}, R; := {r}, paratodo 1 <
i <k, e aplique o teorema 7.6. |

A relagdo min-max de Edmonds sobre r-arborescéncias foi posteriormente estendida
por Frank [Fra81], que obteve o seguinte resultado, que caracteriza o tamanho méximo de
um empacotamento de arborescéncias sem raizes fixadas.

Teorema 7.11 (Empacotamento de arborescéncias): Seja D = (V,A) um grafo
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orientado. Existem k arborescéncias disjuntas em D se, e somente se,
t
Y dn(Uy) > k(t - 1), (7.14)
i=1

para toda subparticio F = {Uy,...,U;} de V.

Demonstragido: Vamos comegar verificando a necessidade da condigdo (7.14). Suponha
que By, ..., By sejam k arborescéncias disjuntas em D. Para cada i, temos que existem arcos
de B; entrando em pelo menos t — 1 membros de F. Note que no maximo um membro de
F contém a raiz de B;. Como as k arborescéncias sdo disjuntas, segue (7.14).

Suponha agora que a condicdo (7.14) valha. Vamos mostrar que D possui k arbores-
céncias disjuntas.

Adicione um novo vértice r a D, além de k arcos paralelos de r a v, para todo vértice v
em V. Tais arcos serdo ditos artificiais. Claramente,

existem k caminhos disjuntos nos arcos de r a cada vérticev € V. (7.15)

Feito isso, remova o maior ntiimero possivel de arcos artificiais, de forma que a propri-
edade (7.15) continue valendo. Denote por D’ o grafo resultante dessas operagdes.

Pelo teorema 7.4 de Menger, a validade de (7.15) para D’ é equivalente a

“(UU{r}) >k, paratodo® C U C V. (7.16)

Mas (7.16) é justamente 0 mesmo que

D(U) >k, paratodo@ Cc U C V. (7.17)

Diremos que um subconjunto U de V é critico se satisfaz (7.17) com igualdade. Consi-
dere os seguintes resultados auxiliares.

Lema 7.12: Se T e U sdo conjuntos criticos intersectantes, entdo T U U e T N U tam-
bém sao conjuntos criticos.

Demonstragdo do lema: Sejam T e U conjuntos criticos. Utilizando a submodularidade
de d},, temos

k+k=dn(T) +ds, (U) > ds, (TAU) +d5(TUU) >k +k.

Para a dltima desigualdade, observe que, como T e U sdo intersectantes, entdo TN U e
T U U sao ndo-vazios e, portanto, devem satisfazer a equacao (7.17).
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Mas entdo todas as relagdes acima valem com igualdade e, conseqiientemente, TN U e
T U U séo criticos. |

Lema 7.13: d¥, (V) =k, isto €,V é critico.

Demonstragdo do lema: Suponha por contradi¢do que pelo menos k + 1 arcos artificiais
ai,..., a1, entrem em V. Como D’ é minimal, no sentido de que a remogdo de qual-
quer um de seus arcos destréi a propriedade (7.17), temos que cada arco 4; entra em um
conjunto criticoem V.

Seja F = {Uy,...,U;} a familia de todos os conjuntos criticos maximais de V, isto §é,
que ndo estejam propriamente contidos em nenhum outro conjunto critico. Como sabe-
mos, pelo lema 7.12, que a unido de conjuntos criticos é também um conjunto critico, entdo
todos os elementos de F sdo disjuntos. Ou seja, F é uma subparticdo de V composta por

conjuntos criticos. Assim,
t

Y dp (U;) = kt.

i=1
Notemos, entdo, que cada arco artificial a; entra em um elemento de F. Logo,

t t

kt =Y dp(U;) > (k+1)+ ) _dp(U;).

i=1 i=1

Mas, entao,
t
Y dp(U;) <k(t—1) -1,
i=1

0 que é uma contradi¢do com a condigdo (7.14). Segue que d¥, (V) = k. 1

Pela validade de (7.17), temos que todo r-corte em D’ possui pelo menos k arcos. Logo,
podemos utilizar o teorema 7.10 de Edmonds e concluir que D’ possui k r-arborescéncias
disjuntas. Ademais, como d}, (V) = k, entdo cada uma dessas arborescéncias contém
exatamente um arco artificial. Ou seja, a restrigdo das k r-arborescéncias disjuntas de D’
aos arcos de D fornece k arborescéncias disjuntas em D. Mas isso é justamente o que
queriamos. |

Se A é o conjunto dos arcos de um grafo orientado D, vamos denotar por A(U) o
conjunto dos arcos de D com as duas pontas em U.

A partir do teorema 7.10 de Edmonds sobre o niimero méximo de r-arborescéncias
disjuntas, Frank [Fra79a] obteve o seguinte resultado.

Teorema 7.14: O conjunto de arcos de um grafo orientado D = (V, A) pode ser
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coberto por k ramificagées se, e somente se,

d"(v) <k, paratodov € V e (7.18a)
|A(U)| < k(|U| —1), paratodo@ Cc U C V. (7.18b)

Demonstragio: A necessidade da condigdo (7.18) segue facilmente da defini¢do de ra-
mificagdo. Para a suficiéncia, considere o grafo orientado D’, construido a partir de D da
seguinte maneira: adicione um vértice novo r a D, além de k — d™(v) arcos paralelos de r a
v, para cada vértice v € V. Por construcio, temos que d?, (v) = k, para todo vértice v € V
e que D’ possui exatamente k| V| arcos.

Observe agora que entram pelo menos k arcos em cada subconjunto ndo-vazio U de V
em D’. De fato, temos que exatamente k|U| arcos tém sua ponta final em U e que, por
(7.18b), no maximo k(|U| — 1) arcos tém as duas pontas em U. Ou seja, entram pelo menos
k arcos em U. Disso concluimos que todo r-corte em D’ tem cardinalidade pelo menos k.
Assim, pelo teorema 7.10 de Edmonds, D’ possui k r-arborescéncias disjuntas.

Como cada arborescéncia tem exatamente |V (D’)| —1 = |V| arcos e D’ possui exa-
tamente k| V| arcos, entdo as k r-arborescéncias fornecidas pelo teorema de Edmonds sdo
uma parti¢do do conjunto de arcos de D’. Além disso, temos que a restrigdo das k -
arborescéncias disjuntas aos arcos de D é uma colegdo de k ramifica¢des disjuntas em D.
Concluimos, assim, que existe uma parti¢do dos arcos de D em k ramifica¢des, como que-
riamos. 1

7.5 Arvores geradoras

Tratemos agora do problema do empacotamento de drvores geradoras em grafos ndo-
orientados. O primeiro resultado da drea é devido a Nash-Williams [NW61] e Tutte [Tut61],
que estabeleceram condi¢des necessdrias e suficientes para a existéncia de k arvores gera-
doras disjuntas em grafos ndo-orientados.

A submodularidade também possibilita o desenvolvimento de uma prova alternativa
para esse famoso resultado. A prova que apresentamos a seguir é devida a Frank [Fra93b].

Teorema 7.15 (Empacotamento de arvores geradoras): Seja G = (V, E) um grafo.
Existem k drvores geradoras disjuntas em G se, e somente se,

Vi)

> k(t—1), (7.19)

N
Kﬁ
I
1~
R
o
N[—

para toda particago F = {V1,...,V;} de V.

Demonstragio: Seja F = {Vi,...,V;} uma particio de V. E claro que cada 4rvore gera-
dora de G deve possuir pelo menos ¢t — 1 arestas ligando as t partes de V em F. Logo, se
G possui k arvores geradoras disjuntas, entdo o nimero de arestas com pontas em partes
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diferentes de F deve ser pelo menos k(f —1). Disso concluimos a necessidade da condi-
¢do (7.19).

Para verificar sua suficiéncia, comegamos mostrando o teorema abaixo.

Teorema 7.16 (Frank [Fra81]): Seja G = (V, E) um grafo e seja s um vértice de G.
Existe uma orientagdo D de G para a qual

dp(X) >k, (7.20)
para todo® C X C V' \ {s}, se, e somente se, a condi¢do (7.19) é verificada por G.

Demonstragio do teorema 7.16: Seja F = {Vi,...,V;} uma parti¢do de V. Se D é uma
orientacdo de G para a qual dy(X) > k, para todo @ C X C V' \ {s}, entdo, em particular,
dp (Vi) > k, para toda parte V; que ndo contém s. Portanto,

;di,g(vi):x 2' > k(t—1).

Suponha agora que a condigdo (7.19) seja verificada por G. Suponha também, por
contradigdo, que G ndo possua a orientacdo desejada.

Adicione o menor nimero possivel de arestas da forma sv a G, com v € V, de forma
que a orientagdo D desejada possa ser obtida. Como usual, as arestas adicionadas serado
chamadas artificiais. Como a reorientacdo dos arcos com ponta final em s nédo afeta a
condicdo (7.20), entdo podemos supor d}(s) = 0.

Diremos que um conjunto ndo-vazio X C V' \ {s} é critico se d¥(X) = k.

Seja a = st um arco de D que € a orientacdo de uma aresta artificial. Seja T o conjunto
dos vértices acessiveis a partir de t em D.

Lema 7.17: Se Z é um conjunto criticoe ZNT # @, entdo Z C T.

Demonstragio do lema: Suponha por contradicdo que Z ¢ T. Tome Y := V \ T. Pela
definigdo de T, temos d7}(Y) = 0. Ademais, como Z é critico, entdo d}y(Z) = k. Logo,
utilizando a igualdade (7.1), que versa sobre a funcao dy), temos

k=dn(Z)+dn(Y) =dy(ZUY) +d5(ZNY) +d(Y,Z) > k. (7.21)

Para a ultima desigualdade, observe que, como a orientacdo D satisfaz (7.20)es ¢ ZNY,
entdo d"(ZNY) > k. Ademais, temos d"(ZUY) > 0e d(Y,Z) > 0. Assim, de (7.21),
concluimos que d"(ZUY) =d(Y,Z) = 0.

Agora, se d"(ZUY) = 0, entdo ndo entram arcos em Z a partir de T. Mas, como
ZNT # @, entdo devemos ter t € Z, pela defini¢do de T. Por outro lado, se d(Y,Z) = 0,
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entdo ndo existem arcos entre Y\ Ze Z\ Y = ZN T. Entretanto, sabemos que s € Y \ Z.
Note que s € Z por defini¢do e que s € Y, uma vez que d"(s) = 0. Além disso, sabemos
que existe o arco a = st. Mas entdoa é um arcode Y\ Za ZN T, o que é uma contradigdo.
Tal contradigdo nos permite concluir que Z C T, como queriamos. |

Dada a afirmacdo do lema acima, existem dois casos a serem considerados.

Caso 1: Existe um vértice u em T que ndo estd em nenhum conjunto critico. Considere,
entdo, um caminho P de t a u em D. Reoriente os arcos de P no sentido de u a t e denote
por D’ a nova orientagdo de G. Afirmamos que, feito isso, o arco st pode ser descartado,
sem que a condigdo (7.20) deixe de ser vélida para D’. Mas isso é uma contradigdo com
a minimalidade do ntimero de arestas artificiais adicionadas a G para que a orientagdo D
pudesse existir.

Caso 2: Todos os vértices em T estdo em conjuntos criticos. Pelo lema 7.17, todos os
conjuntos criticos que contém elementos de T estdo totalmente contidos em T. Assim,
se considerarmos a familia 7' = {V,...,V,_1} de todos os conjuntos criticos maximais
contidos em T, teremos que F’ é uma partigdo de T. Tal observacdo estd baseada também
no lema 7.12, que garante que a unido de conjuntos criticos intersectantes também é um
conjunto critico. Podemos tomar, entdo, V; = V' \ T e definir a parti¢io F := F' U {V;} de
V.

Temos assim que dy(V;) = k, paral < i < t—1, pois tais conjuntos sdo criticos.
Ademais, temos que d}y(V;) = d™(V \ T) = 0, pela defini¢do de T. Logo,

t .
an (Vi) = k(t —1) > 11,
V() =kt = 1) 2 15

-

uma vez que existe pelo menos a aresta artificial que deu origem ao arco a = st. Ou seja,

dc(V2)
2

<k(t—1),

M-

0 que também ndo pode ocorrer.

Portanto, nenhuma aresta artificial precisa ser adicionada para que G possua a orien-
tacdo desejada. 1

Podemos agora concluir a prova do teorema 7.15 de Tutte e Nash-Williams da seguinte
maneira. Primeiro tomamos a orientacdo D do grafo G fornecida pelo teorema 7.16. Feito
isso, o teorema 7.10 de Edmonds nos garante a existéncia de k arborescéncias geradoras
disjuntas com raiz s em D. Como existe uma bijecdo entre o conjunto de arestas de G e o
conjunto de arcos de D, segue a existéncia de k drvores geradoras disjuntas em G. |
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7.6 Aumento de conexidade

Um grafo orientado D = (V, A) é k-arco-conexo se d"(U) > k, para todo subconjunto
proprio U de V. Pelo teorema 7.4 de Menger, isso é equivalente a dizer que existem k
caminhos disjuntos nos arcos entre quaisquer dois vértices de D.

O aumento de conexidade em grafos é um problema para o qual técnicas envolvendo
submodularidade tém se mostrado bastante eficazes. Em uma de suas versdes, deseja-
se tornar um grafo orientado k-arco-conexo através da adicdo do menor nimero possivel
de arcos. No final desta se¢do, apresentamos um resultado, devido a Frank [Fra92], que
estabelece esse nimero minimo de arcos para a realizacdo de tal tarefa. Apresentamos
também uma caracteriza¢do de grafos k-arco-conexos, de Mader [Mad74, Mad82]

Comecamos com alguns resultados auxiliares relacionados a conexidade.

Teorema 7.18 (Mader [Mad82]): Seja D = (V' + s, A) um grafo orientado. Supo-
nha que d"(s) = d*(s) e que

existem k caminhos disjuntos nos arcos entre quaisquer

Lo , (7.22)
vérticesx ey, comx,y € V' ex #y.

Entao, para todo arco st, existe um arco vs tal que a operagdo splitting off (secdo 7.3)
pode ser realizada sobre vs e st sem que a propriedade (7.22) seja destruida.

Demonstragio: Defina V := V' +5s. Vamos denotar por d(X,Y) o namero de arcos
entre X\ Ye Y\ Xem D epord(X,Y) ontimero de arcos entre XN Y eV \ (XUY), para
quaisquer X,Y C V. Nos dois casos acima, consideramos os arcos nos dois sentidos na
contagem.

Comegamos observando que, para qualquer grafo orientado (V, A), se X e Y sdo sub-
conjuntos de vértices tais que d"(XNY) = d**(X NY), entdo
d(X) +d™(Y) =d™(X\Y) +d™(Y\ X)+d(X,Y). (7.23)

Um argumento simples de contagem é suficiente para verificar esse fato.

Notamos também que, pelo teorema 7.4 de Menger, a propriedade (7.22) é equivalente

a"(X) >k e d™(X) >k (7.24)
para todo subconjunto préprio @ # X C V.
Para provar o teorema 7.18, vamos enunciar alguns lemas sobre D que utilizam as

relagdes (7.23) e (7.24).

Lema 7.19: Se X e Y sdo subconjuntos intersectantes de V tais que XNY = {s} e
do(X) = d(Y) = k, entdo d*(X \ Y) = d(Y \ X) = ked(X,Y) = 0.
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Demonstragio: [Prova do lema.] Como X NY = {s} e d"(s) = d™(s), podemos utili-
zar (7.23) e concluir que

k + k — dout(X) + dout(Y)
=d™(X\Y)+d"(Y\X)+d(X,Y) (7.25)

>k+k+d(X,Y).
Para a tltima passagem acima, observamos que X \ Y # @ # Y \ X, uma vez que X e Y sdo

intersectantes, e que s € X\ Y, Y\ X, de maneira que (7.24) se aplica a esses conjuntos.
Mas, entdo, d*(X \ Y) = d**(Y \ X) = ked(X,Y) = 0, como queriamos. |

Lema 7.20: Sejam A, B C V tais que

d"(A) =d"(B) = k < min{d"(ANB),d"(AUB)}.
Entdod"(ANB) =d"(AUB) =ked(A,B) =0.
Demonstragdo: [Prova do lema.] Utilizando a relagdo (7.1), temos

k+k=d"(A)+d"(B)
=d"(AUB)+d"(ANB)+d(A,B) (7.26)
>k+k+d(A, B),

de onde segue o resultado. 1

Um subconjunto @ C X C V' é dito e-critico se d"(X) = k. Analogamente, X é dito
s-critico se d*(X) = k. Ademais, X é critico se for e-critico ou s-critico.

Lema 7.21: Sejam A e B conjuntos criticos intersectantes. Entdo (i) A U B é critico
ou (ii) B\ A é critico e d(A, B) = 0.

Demonstragio: [Prova do lema.] Se A e B sdo e-criticos e AU B # V’/, entdo vale (i)
pelo lema 7.20. Note que, nesse caso, como A e B sdo intersectantes, entdo (7.24) vale para
AN Bepara AU B, de modo que as hipé6teses do lema 7.20 sdo claramente satisfeitas.

Por outro lado, se AUB = V/, defina X := (V' +s)\A = (B\A)+seY = (V' +
s)\ B = (A\ B) +s. Como d"(A) = k, entdo d**(X) = d((V' +5s)\ A) = k. Como
d"(B) = k, entdao d**(Y) = d**((V' +s) \ B) = k. Além disso, é claro que XNY = {s}
eque X \Y # @ # Y\ X, pois A e B sdo intersectantes. Logo, o lema 7.19 se aplica e,
portanto, vale (ii).

O caso em que A e B sdo ambos s-criticos é completamente andlogo.

Suponha agora que um dos conjuntos seja e-critico e o outro s-critico. Podemos supor,
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sem perda de generalidade, que A é e-critico e B s-critico. Tome X := AeY := (V' +5s) \ B.
Temos d™(X) = d™(A) = ke d™(Y) = d**(B) = k. Além disso, temos que @ # A\
B, B\ A # V/, pois A e B sdo intersectantes, e que s ¢ A\ B, pois A,B C V'. Logo, a
relacdo (7.24) é valida para A\ B e B\ A, de maneira que d"(XNY) = d"(A\B) > ke
d~(XUY) = d*(B\ A) > k. Assim, estamos novamente nas condi¢gdes do lema 7.20 e
podemos utiliza-lo para concluir a validade de (ii). 1

Retomemos, agora, a prova do teorema 7.18.

Como d™(s) = d™(s), se existe um arco st em D’, entdo também existe um arco vs.
Temos também que o par {vs,st} s6 ndo pode sofrer splitting off sem violar a proprie-
dade (7.22) se existir um conjunto critico contendo v e t.

Considere, entdo, um arco da forma st. Se A e B sdo conjuntos criticos intersectantes
que contém t, entdo, pelo lema 7.21, A U B é critico. Note que s ndo pertence a nenhum
conjunto critico por definigdo e que existe o arco st. Logo, d(A,B) > 0 e o item (ii) do
lema 7.21 ndo se aplica. Conseqiientemente, a unido M de todos os conjuntos criticos que
contém t é um conjunto critico.

Afirmamos que existe um arco vs, com v € V' \ M. Suponha que ndo. Se M é e-critico e
se ndo existem arcos de V' \ M para {s}, entdo todos os arcos que saem de V' \ M também
saem de (V' \ M) +s. Além disso, existe o arco st que sai de (V' \ M) + s e ndo sai de
V' \ M. Logo,

(V' \ M) <d™(V'\ M) +s) =d"(M) =k, (7.27)

uma vez que M é e-critico. Mas isso é uma contradi¢do com a validade de (7.24).

Suponha entdo que M seja s-critico. E claro que {{s}, M, V/\ M} é uma partigdo de V..
Como d"(s) = d**(s) e ndo existem arcos de V' \ M para {s}, entdo o nimero de arcos que
saem de M para {s} deve ser igual ao namero de arcos que saem de {s} para V'. Ou seja,
se kj arcos saem de {s} para M e k; arcos saem de {s} para V' \ M, entdo ki + k; arcos
saem de M para {s}, de modo que

d‘“(V’ \ M) = (dout(M> — (k1 + kz)) +ky = dom(M) — kl. (7.28)
Agora, como existe o arco st, entdo k; > 1, de modo que
d~(V'\ M) = d*(M) —k; < d* (M) —1=k—1. (7.29)

Mas isso é uma contradi¢do com (7.24).

Pela escolha de M, concluimos que nenhum conjunto critico contém v e ¢. Logo, vs e st
podem sofre splitting off sem que a propriedade (7.22) seja violada. Isso conclui a prova. il

Um grafo orientado D é k-arco-conexo minimal se é k-arco conexo, mas D —a ndo o €,
para qualquer arco a de D.
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Teorema 7.22 (Mader [Mad74]): Todo grafo orientado D = (V, A) k-arco-conexo
minimal com |V| > 2 possui pelo menos dois vértices com grau de entrada e grau
de saida k.

Demonstracido: Como D é k-arco-conexo, entdo
a"(X) >k, (7.30)

paratodo® C X C V.
Um subconjunto préprio X de V é dito critico se d"(X) = k.

Lema 7.23: Se X e Y sdo conjuntos criticos que se cruzam, entdio XNY e X UY
também sdo criticos. Ademais, d(X,Y) = 0.

Demonstragio: [Prova do lema.] Por (7.1), temos
k+k=d"(X)+d"(Y)=d™"(XNY)+d"(XUY)+d(X,Y) > k+k, (7.31)

onde a tultima desigualdade segue do fato de que, como X e Y se cruzam, entdo @ #*
XNY, XUY # V,demodo que (7.30) vale para X NY e para X UY. Disso segue o lema. I

Seja 'R uma familia de conjuntos criticos de D que cobre A. Dizemos que um arco é
coberto pela familia R se ele entra em pelo menos um elemento de R e que a familia R
cobre A se todos os arcos em A sdo cobertos por R. Escolha a familia R de forma que
ela seja minimal no sentido de que nenhum de seus elementos possa ser descartado sem
que algum arco em A deixe de ser coberto. Como D é k-aresta-conexo minimal, entao tal
familia sempre existe.

Podemos supor também que R é livre de cruzamentos. (Isto é, que ndo existem dois
membros que se cruzam em R.) De fato, se R possui elementos X e Y que se cruzam,
troque-os por X NY e XUY. Pelo lema 7.23, XNY e XU Y s&o criticos e d(X,Y) = 0.
Logo, R continua contendo apenas conjuntos criticos e cobrindo todo o conjunto de arcos
A, uma vez que ndo existem arcos entre X \ Y e Y \ X. Tal processo pode ser repetido até
que uma familia livre de cruzamentos seja obtida. Além disso, o processo é finito pois
X2+ |YP < |XNY]?+ |XUY[~

Vamos mostrar que, para todo s € V, existe um vértice t # s tal que d"(t) = d**(t) = k.

Como |V| > 2, disso concluiremos o resultado.

Fixes € V. Sejam F := {X € R:s¢ X} e H := {V\X:s € X € R}, de modo que
d"(X) =k, para todo X € F e d*(X) = k, para todo X € H. Defina também L := H U F.
Suponha ainda que Y} {|X|: X € L} seja minimo.
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Como R é livre de cruzamentos, entdo £ é laminar. Além disso, a familia £ é tal que

todo arco de D entra em membro de F ou sai de membro de H. (7.32)

Suponha primeiro que todo membro de £ é um conjunto unitario.

Tome X:={xeV-s:{x}eFleY:={yeV—s:{y} € H}.Se XNY # @, entdo
qualquer elemento t € X NY satisfaz d"(t) = d**(¢) = k e estamos feitos. De fato, como
t € X, entdo {t} € R é critico. Ou seja, d"(t) = k. Como t € Y, entdo V —y € R é critico.
Ou seja, d**(t) = k. Vamos mostrar entdo que, nesse caso, temos de fato XNY # @.
Suponha o contrério.

Pela propriedade (7.32) e como estamos supondo que todo membro de £ é um conjunto
unitério, entdo todo arco de D tem ponta final em X ou ponta inicial em Y. Assim, j4 que
XNY = @, se um arco tem ponta inicial em X, entdo deve ter ponta final também em
X. Ou seja, temos que d*(X) = 0. Mas, entdo, como vale (7.30), devemos ter X = @
ou X = V. O caso em que X = @ ndo pode ocorrer, uma vez que, como d°*(s) > k,
entdo existem arestas da forma su e, pela construgdo das familias de conjuntos, devemos
ter u € X. Por outro lado, X = V também nao pode ocorrer, uma vez que s ¢ X. Tal
contradi¢do nos garante que X NY # @, como queriamos.

Suponha agora que existe X € L tal que |X| > 2. Tome X minimal, no sentido de que
ndoexiste Y C X,comY € Le Y| > 2.

Por simetria, vamos supor X € F.
Lema 7.24: O subgrafo induzido D[X] é fortemente conexo.

Demonstragio: [Prova do lema.] Suponha que exista um subconjunto préprio Y de X
tal que ndo exista arco de X \ Y a Y. Por (7.30), temos que d"(Y) > k. Ademais, pela
construcdo da familia F, temos d™(X) = k. Como ndo entram arcos em Y a partir de X \ Y,
entdo todo arco que entra em X também entra em Y. Logo, d"(Y) = k. Mas entdo Y pode
substituir X em F, uma contradi¢do com a minimalidade da soma das cardinalidades dos
conjuntos na familia L. 1

Tome A :={x e X: {x} e F}eB:={y e X: {y} € H}. Se AN B # @, conforme ja
argumentado acima, estamos feitos. Sendo, afirmamos que (i) A = @ e que (ii) B = X.

Para verificar (i), comecamos notando que A # X. De fato, do contrdrio, o conjunto
X poderia ser removido da familia inicial R, o que seria uma contradigdo com sua mini-
malidade. Por outro lado, se A # @, entdo, pelo lema 7.24, existe um arco uv com u € A
ev € X — A. Pela propriedade (7.32) da familia £ e como £ é laminar, u deve estar em
algum subconjunto de X que também é membro de H ou v deve estar em algum subcon-
junto de X que também é membro de F. Pela forma como foi escolhido, X ndo contém
como subconjunto nenhum membro de £ que nédo seja unitdrio. Logo, todos os membros
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de H que sdo subconjuntos de X sdo os subconjuntos unitdrios de B e todos os membros
de F que sdo subconjuntos de X sdo os subconjuntos unitdrios de A. Agora, como estamos
supondo ANB = @eu € A, entdo uv ndo sai de nenhum elemento de H. Além disso,
como v € X — A, entdo uv também nido entra em nenhum elemento de F. Sendo assim, a
existéncia do arco uv contradiz a propriedade (7.32) da familia £. Segue que o arco ©v nédo
pode existir e, portanto, que A = @.

A prova de (ii) é semelhante. Temos que todo arco induzido por X deve possuir sua
ponta final em B e que, portanto, B é ndo-vazio. Por outro lado, se B # X, pelo lema 7.24,
deve existir um arco uv, com u € X — B e v € B. Entretanto, por argumento anédlogo ao
apresentado acima, a existéncia de tal arco também contradiz a construgdo da familia £,
de onde concluimos que B = X.

Concluimos, assim, que d"(X) = k e que d°*(x) = k, para todo x € X. Note que X € F
e que, como B = X, entdo todo x € X é tal que {x} € H. Mas, entdo,

kIX| =} d(x) = d*(X) + [A(X)] > k+]A(X)]

xeX

, , . (7.33)

=k+ < ) dm(x)) —d"(X) =) d"(x) > k|X|.
xeX xeX

Ou seja, todas as relagdes acima valem com igualdade, de onde concluimos que d*(x) = k,

para todo x € X. Temos, entdo, que s ¢ X e que d"(x) = d**(x) = k, para todo x € X.

Mas isso era justamente o que queriamos. |

Podemos, agora, combinar os teoremas 7.18 e 7.22 e obter a seguinte caracteriza¢do dos
grafos k-arco-conexos, devida a Mader [Mad74, Mad82].

Teorema 7.25: Um grafo orientado D é k-arco-conexo se, e somente se, pode ser
obtido a partir de um tnico vértice através da aplicacdo em qualquer ordem de
uma das seguintes operagoes:

Operagao A: Adigao de um novo arco ligando vértices jd existentes.

Operagao B: Escolha de k arcos quaisquer, subdivisdo de cada um deles com um
novo vértice e contracdo dos k novos vértices em um tnico.

Por fim, apresentamos um resultado de Frank [Fra92] que estabelece o niimero mi-
nimo de arcos que precisa ser adicionado a um grafo orientado de modo a torna-lo k-arco-
conexo. Tal resultado é também uma aplicagdo de técnicas envolvendo fungdes submodu-
lares.

Teorema 7.26: Pode-se transformar um grafo orientado D = (V,A) em k-arco-
conexo através da adicdo de no maximo -y arcos se, e somente se,

Zt; (k—d™(X;)) < v (7.34a)

i=1
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1

t (k—d™(X;)) <7, (7.34b)
=1

para toda subparticdo {X1,Xp,..., X} de V.

Demonstragido: Comegamos pela necessidade da condicdo (7.34). Suponha que 7y novos
arcos tenham sido adicionados a D de forma a torné-lo k-arco-conexo. Seja F o conjunto
dos novos arcos e seja D’ = (V,EUF) o grafo k-arco-conexo resultante da adi¢do dos
arcos em F a D. Para todo subconjunto préprio X de V, temos d¥%,(X) > k e, portanto,
|[FNOR(X)| > k—dp(X). Assim, se {Xj, ..., X;} é um subparticdo de V, entdo v = |F| >
i [FNés(X)| > Yy (k—d™(X;)). Disso segue a necessidade de (7.34a). A prova da
necessidade de (7.34b) é completamente andloga.

Para verificar a suficiéncia de (7.34), comegamos provando o seguinte lema.

Lema 7.27: Um grafo orientado D = (V,E) pode ser estendido a um grafo orien-
tado D' = (V +s,E’) através da adi¢do de um novo vértice s, de v novos arcos
entrando em s e de vy novos arcos saindo de s, de maneira que

n (X) >k (7.35a)

W (X) >k, (7.35b)

para todo subconjunto préprio X de V.

Demonstragio: [Prova do lema.] Vamos provar que é possivel estender D a D’ através
da adigdo do vértice s e de <y arcos saindo de s de maneira que (7.35a) seja satisfeita. A
prova de que com a adicdo de 7 arcos entrando em s podemos obter D’ tal que (7.35b)
também seja satisfeita é completamente analoga.

Comece adicionando o vértice s a D e uma quantidade suficiente de arcos saindo de s,
de maneira que (7.35a) seja satisfeita. Observe que a adi¢do de k arcos de s a v, para cada
vértice v € V, é sempre suficiente para tanto. Feito isso, remova cada arco da forma a = sv,
com v € V, se D — a continua satisfazendo (7.35a). Denote por D' = (V +5,E’) o grafo
obtido ao final desse processo. Vamos provar que d‘l’;}(s) < 7. Disso concluiremos que a
adigdo de no maximo 7y arcos saindo de s é suficiente para satisfazer (7.35a).

Chamemos um subconjunto @ C X C V de critico se d}, (X) = k.

Seja S := {v € V:sv € E'}. Um arco a = sv s6 ndo pode ser removido de D’ sem que
a condigdo (7.35a) deixe de ser satisfeita se a entra em algum conjunto critico. Logo, pela
construgdo de D’, temos que existe uma familia 7 = {Xy, X, ..., X;} de conjuntos criticos
tal que S C |U!_; X;. Podemos, entdo, escolher uma familia F como acima de forma que ¢
seja minimo. Temos, agora, dois casos a considerar.
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Caso 1: Os conjuntos criticos que compdem a familia F sdo mutuamente disjuntos.
Neste caso, temos

de, i) =dpi(s) + xdg(xi). (7.36)

t
Bi(s) =kt =} dp(Xi) =) (k—d"(X;)) <, (7.37)

justamente como queriamos.

Caso 2: Suponha agora que existam dois conjuntos criticos intersectantes A e B em
F. Se AUB # V, entdo, pelo lema 7.20, temos que A U B é também critico. Nesse caso,
poderiamos substituir A e B por AU B em F e obter uma familia 7', de cardinalidade
menor do que F, o que seria uma contradi¢do a escolha de F. Concluimos, assim, que
AUB=1V.

Defina, entdo, Y7 := V'\ Ae Y, := V \ B, de maneira que d%5'(Y1) = dj(A) e dy'(Y2) =
dp (B). Utilizando, entao, (7.34b), concluimos

v = k—dp(Y1) +k—dp'(Y2) = k—dp(A) +k—dp(B) (7.38)

Pela minimalidade da cardinalidade da familia F, temos também que F = {A, B}.
Disso concluimos que todos os arcos que saem de s em D’ entram em A ou em B. Lem-
brando também que AN B # &, temos

5, (A) + 3 (B) > dB(A) + d(B) +di(s) (739)

Portanto,
vy >k—dp(A)+k—dp(B) > k—dp(A) +k—dp(B) +dyyi(s). (7.40)
Como A e B séo criticos segue que também neste caso temos d$y; (s) < 7. |

Para concluir a prova do teorema 7.26, primeiro estendemos o grafo D ao grafo D’
através da adigdo de 27y arcos, como no lema 7.27, de forma que as condi¢des em (7.35)
sejam satisfeitas. Feito isso, aplicamos 7y vezes o teorema 7.18 sobre os arcos incidentes
no vértice s em D’ e obtemos o grafo D", tal que d%,(s) = dyi(s) = 0. A existéncia do
grafo D" garante a suficiéncia da condigéo (7.34). |



ConsideragOes finais

Como idéia inicial, pensamos em desenvolver uma dissertacdo de mestrado que fosse
uma grande resenha de diversos aspectos de submodularidade em otimiza¢do combina-
téria. Mais especificamente, seria interessante cobrir os seguintes tépicos:

e aspectos tedricos de fun¢des submodulares [Fuj05, Lov83];

e modelos em combinatéria poliédrica que envolvem submodularidade, tais como
polimatréides, fluxos submodulares e generalized polymatroids, bem como suas apli-
cagdes e conseqiiéncias em otimiza¢do combinatéria [Edm70, EG77, Fra84b, FT8S,
Fuj97, Sch84];

e aplicagdes de técnicas envolvendo fun¢des submodulares a problemas combinaté-
rios [Fra90, Fra93b, Fra94, Lov70];

e aspectos algoritmicos de submodularidade; em particular, os algoritmos combina-
torios fortemente polinomiais para minimizagdo de fun¢des submodulares [Cun&4,
BCT85, Cun85, IFF01, Sch00, Vyg03, FI03, Iwa02, Iwa03];

Entretanto, nossas investiga¢des do assunto nos mostraram que um projeto desse tipo
seria por demais ambicioso, dada a vastiddo de cada tépico. Também néo seria interes-
sante cobrir os assuntos todos de forma muito superficial.

Em fungdo disso, optamos por dedicar a dissertacdo a apresentacdo dos algoritmos
combinatérios e fortemente polinomiais desenvolvidos recentemente para a minimizagao
de fungdes submodulares. Conforme mencionamos ao longo do texto, esse foi um pro-
blema bastante desafiador e que permaneceu em aberto na area por cerca de 20 anos.
Além disso, os algoritmos propostos combinam idéias cldssicas e bastante interessantes.

A dissertacgao foi desenvolvida como um histérico sobre minimizagao de fungdes sub-
modulares, com foco nas idéias que levaram ao desenvolvimento dos primeiros algorit-
mos combinatérios e fortemente polinomiais. Nosso objetivo foi ressaltar de onde vieram
as idéias presentes nesses algoritmos e, principalmente, apresentéd-los como extensdes dos
métodos de Cunningham, desenvolvidos no contexto do problema para matréides e apre-
sentados no capitulo 4. A leitura direta dos trabalhos em que os algoritmos sdo descritos
pode se apresentar um pouco drdua, ndo trazendo tanta intui¢cdo sobre como se chegou
ao seu desenvolvimento. A dissertagdo traz também como contribuigdo a apresentagdo de
um conjunto de algoritmos em uma mesma linguagem.
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Acreditamos ter apresentado um texto auto-contido, que pode servir como um guia
para o estudo de aspectos tedricos e algoritmicos associados a fungdes submodulares.
Além da descrigdo dos algoritmos para minimizacdo, mencionamos muitas referéncias
que podem ser tteis para a investigagdo de outros aspectos que ndo foram abordados com
tanta profundidade. Procuramos também motivar a importancia de submodularidade em
otimiza¢do combinatéria, principalmente com algumas aplica¢des no capitulo 7.

Iwata [Iwa08] apresentou em 2008 um trabalho na linha do que estdvamos desenvol-
vendo, mas um pouco mais resumido. O artigo também é um bom guia para o estudo
do assunto, assim como uma outra resenha de McCormick [McC06]. Também mais re-
centemente, entre 2007 e 2008, alguns outros avangos em algoritmos para minimizagdo de
fung¢des submodulares foram alcangados. Orlin [Orl07, Orl09] apresentou um algoritmo
fortemente polinomial cujo consumo de tempo supera em mais de um fator de n o melhor
consumo de tempo dentre os algoritmos para minimizagdo desenvolvidos até entdo. Orlin
trouxe uma abordagem um pouco diferente ao problema. Seu algoritmo trabalha direta-
mente sobre os vetores no polimatréide das bases B(f), sem a necessidade de definir um
grafo auxiliar ou utilizar técnicas de caminhos de aumento ou fluxos. Apesar disso, ainda
se baseia na relacdo min-max

max {x(S): x € B(f)} =min {f(U): U C S},

assim como mantém os vetores em B( f) através de representacdes como combinagdo con-
vexa de pontos extremos de B(f), conforme sugerido por Cunningham. Um outro algo-
ritmo baseado no trabalho de Orlin foi desenvolvido por Iwata e Orlin [IO09]. Apesar
deste tltimo algoritmo nao trazer um ganho de complexidade sobre o anterior, os autores
ressaltam que este é o primeiro algoritmo que pode ser implementado de forma totalmente
combinatéria que ndo seja baseado na técnica de scaling.

O esquema abaixo traz um resumo dos algoritmos para minimizac¢do de func¢des sub-
modulares. A disserta¢do apenas nado detalha os algoritmos de Iwata [Iwa03], Orlin [Orl07,
Orl09] e Iwata e Orlin [I009]. Os algoritmos de Orlin [Orl07, Orl09] e Iwata e Orlin [IO09]
sdo os que comentamos acima. O algoritmo de Iwata [Iwa03], mencionado na segédo 6.8,
foi desenvolvido tendo como base idéias presentes nos algoritmos de Schrijver [Sch00]
e de Iwata, Fleischer e Fujishige [IFF01], trazendo um ganho de complexidade sobre os
mesmos.
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(Capitulo 3)

(Método dos Elipséides)

Grotschel, Lovdsz e Schrijver (1981,1988)

(Capitulo 4)

Método CUNNINGHAM
Cunningham (1985)

O(n°ylog M)

O(n?’]r log n) (Capitulo 6) /\ (Capitulo 5) O(nF’r + n‘?’)

Algoritmos IFF e IFF-FOP
Iwata, Fleischer e Fujishige (2000)

Algoritmo SCHRIJVER
Schrijver (2000)

¢ (Capitulo 5)

Amo 6)

Twata (2002) [wata (2003) |

Algoritmo PUSH-RELABEL
Fleischer e Iwata (2000)

Implementacdo O((n*y +n)log M)
totalmente combinatéria O((n®y +n”)logn)

v

Orlin (2007) O(n®y + n®)

Iwata e Orlin (2009)

Totalmente combinatério
nao scaling
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fluxos submodulares, 101
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