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A prova

Matemadtica rimaria perfeitamente com fantdstica
se assim me ajudasse a sorveé-la,
mas a propria palavra fantdstica

que por ser tao performdtica e ja ter tantas derivadas,
se somada a matemdtica

me exauriria para resolve-las.

Porém ao integrda-las me excitaria:

somaria suas dreas com particoes cada vez mais ralas.
Comecaria na reta de maneira clara até o dpice do deslumbre,
adicionando mais uma dimensao

atingiria o volume.

Usaria os oculos da fisica que

por ser mais empirista

me daria grande emocao quando da inércia me arrebataria,
como por definicao e com total abstragao

depois de sair da lama do chao

tenderia ao infinito

onde tudo € mais bonito.

Neste espago perfeito, que nao pertence so aos eleitos,

tem verdade, tem magia,

sangue, suor e alegria.

Topologicamente falando o universo cabe no Cartesiano.
Refutando todo engano provarei por absurdo

que este universo cabe no mundo e todos eles no plano.
Seja a Matematica algo sobre-humano

ha uma funcdo fantdstica convergindo para zero:



toda rima e sua inversa também é obra prima.
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e acreditar que em mim

também cabe esta consciéncia.
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Resumo

No presente trabalho, estudamos alguns sistemas de particulas interagentes
que podem ser vistos como modelos simples de fluxo de trafego, a saber: O
Processo de Hammersley-Aldous-Diaconis e o Processo de Exclusao. Exploramos
suas representacoes como modelos de crescimento no plano. Enfase é dada &
casos em que ha mais de um tipo de particula, aos processos multiclasses e as
suas relacoes com modelos de filas. Analogia entre os modelos é usada para
provar os resultados. Por fim, damos uma nova prova para o calculo da variancia
assintotica rescalonada do fluxo de particulas de segunda classe no processo de

Hammersley multiclasse em equilibrio.

Palavras-chave: Fluxo de trafego, Processo de Hammersley-Aldous-Diaconis,
Processo de exclusao totalmente assimétrico, Processos multiclasses, Filas em

série, Mercado de acoes.
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Abstract

In the present work we study the following interacting particle systems which
can be seen as simple models of traffic flow: The Hammersley-Aldous-Diaconis
Process and the Exclusion Process. We explore the related growth models in the
plane. Focus is given to cases where there are more than one kind of particles,
to the multitype processes and to their relations with queue models. Analogy
between the models is used to prove the results. At last, we give a new proof for
the calculation of the asimptotic flux of second class particles in the Multiclass

Hammersley process in equilibrium.

Keywords: Traffic flow, Hammersley-Aldous-Diaconis process, Totally asymme-

tric exclusion process, Multitype processes, Queues in tandem, Stock market.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Nas ultimas décadas houve um enorme aumento no volume de trafego de
carros em todo o mundo. Nas grandes cidades a densidade de carros em certos
horarios chega a ser tao grande que a velocidade média dos carros é inferior a

velocidade média dos pedestres.

Além da ineficiéncia e perda de tempo, o aumento do nimero de carros em
circulagao agrava outros problemas como a emissao de poluentes na atmosfera e
o numero de acidentes de transito. Estima-se que a quantidade de dinheiro gasto
com o excesso de transito ja supere duzentos bilhoes de ddlares por ano sé na

Alemanha.

Por estes motivos, a partir dos anos 90 uma grande quantidade de pesquisa-
dores de diversas areas tém se dedicado ao estudo de modelos de trafego, com
o objetivo de compreender melhor as dinamicas do problema e buscar solucoes

para 0 mesmao.

Ademais, a criacao de modelos matematicos possibilitou a utilizacao de alguns
deles em outros problemas das mais diversas areas desde a economia as ciéncias

médicas.
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1.2 Modelos e resultados

No estudo de modelos de fluxo de trafego uma grande variedade de dinamicas
e espacos pode ser vista. Por exemplo, podemos imaginar que ha apenas uma
pista ou ha multiplas pistas. Determinar que o niimero de carros ¢ fixo ao longo
do tempo, ou seja, ha uma conservacao da energia total do sistema, ou que é
permitida a entrada de carros em certos locais e a saida de carros em outros. De-
pendendo da caracteristica especifica que se quer estudar, a velocidade dos carros
pode ser dita constante ou variavel. No segundo caso, a distribuicao poderia ser
igual para todos os veiculos ou ter taxas diferentes para cada um, mais ainda,
poderiamos variar a taxa de acordo com condicoes espaciais e temporais. Pode-
mos imaginar que hé diferentes classes de veiculos (motos e carros, por exemplo)
e que os veiculos interagem de maneira distinta de acordo com a classe do outro

veiculo, entre muitas outras possibilidades.

Neste trabalho estudamos alguns sistemas de particulas interagentes que ser-
vem de modelos simples para o fluxo de trafego em uma tnica via. Damos a
seguir defini¢oes informais dos processos, os quais serao devidamente definidos

nos respectivos capitulos.

No capitulo 2 apresentamos o processo de Hammersley em espaco continuo.
Imagine uma rua com uma tnica pista em que nao é possivel fazer ultrapassagens
(chamamos esta propriedade de exclusao). E natural pensarmos que nas cidades,
um motorista acelere quando esta distante do carro a sua frente e mantenha uma
menor velocidade se estd muito préximo do outro carro. Desta forma, pomos que
cada carro avanca com velocidade aleatoria com taxa proporcional a distancia
entre ele e o carro a sua frente. A esta dinamica damos o nome de processo de
Hammersley ou processo HAD (abreviatura para Hammersley-Aldous-Diaconis).
A partir de agora chamamos os carros de particulas e, por convencao, dizemos
que as particulas saltam da direita para a esquerda. Em geral, estamos interes-
sados no comportamento de longo prazo do sistema, por isso adotamos espacos
infinitos. Para o caso continuo a reta real R e para o caso discreto os inteiros Z.

Podemos considerar diversas condicoes iniciais, mas uma de especial interesse no
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caso continuo é o processo de Poisson, pois representa o processo em equilibrio.
As distribuicoes analogas no caso discreto sao as medidas produtos, onde coloca-

mos com probabilidade p uma particula em cada sitio de Z de forma independente.

Uma questao relevante nesse tipo de sistema é o quao sensivel a perturbacoes
na condicao inicial ele é. Se modificdssemos o sistema em apenas um ponto (cha-
mado discrepancia), quais seriam as diferengas de comportamento destes sistemas
ao longo do tempo? Para responder a essa pergunta, introduzimos a nogao de

acoplamento, ferramenta fundamental para o estudo desses processos.

TRAJETORIAS MICROSCOPICAS

TRAJETORIAS MICROSCOPICAS

Basicamente, acoplar dois ou mais processos significa construilos num mesmo
espago de probabilidade. No caso do acoplamento dos processos de Hammersley,
temos que cada vez que uma particula em um dos processos salta para um ponto
x, a particula mais préoxima a direita de x no outro processo salta para o sitio x.
Através desse acoplamento (chamado de acoplamento bdsico), podemos ver que
uma discrepancia viaja pelo sistema, saltando para o local onde se encontrava a
particula que acabou de saltar sobre a discrepancia. Assim, podemos dizer que a
discrepancia se comporta como um tipo diferente de particula, a qual denomina-

mos particula de segunda classe.
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Outra condigao inicial de interesse é quando a direita da origem a distribuicao
inicial é Poisson de taxa A e a esquerda da origem a distribuicao é Poisson de taxa
p, com p < A. Dizemos nesse caso que o sistema possui um choque na origem. O
choque possui uma interessante interpretacao no processo de exclusao que vere-
mos mais adiante. Ferrari e Garcia provaram que se colocarmos uma particula de
segunda classe na origem do sistema com essas condicoes iniciais, entao podemos
dizer que a posicao da particula de segunda classe pode ser interpretada como

um choque microscopico.

Mostraremos uma lei dos grandes ntimeros para a posi¢ao da particula iso-
lada de segunda classe no equilibrio e em seguida, damos uma nova prova para o

calculo da sua esperanca para todo tempo t.

No capitulo 3, definimos o classico processo de exclusao e algumas possiveis
variagoes. O caso totalmente assimétrico unidimensional (TASEP) é parecido
com o HAD discreto, mas nesse caso as particulas s6 podem saltar para o sitio

mais proximo e com velocidade com taxa constante.

No processo de exclusao existe uma simetria entre o comportamento de bura-
cos e particulas. Toda vez que uma particula salta para a esquerda, um buraco
salta para a direita. Assim, os buracos formam um TASEP da esquerda para
a direita. Devido a essa simetria é possivel representar a dinamica de saltos
como um processo de crescimento no plano (ver Rost(1981) e Ferrari e Pimen-
tel(2005)). Usamos essa representacao para provar um teorema de Burke para
as particulas de primeira classe e em seguida mostraremos uma relacao entre o
fluxo de particulas de primeira classe e a posi¢cao da particula de segunda classe

no equilibrio.

Apesar do TASEP parecer uma simplificacao do HAD discreto, sua dinamica
gera grande complexidade ao seu estudo no que diz respeito ao comportamento da
particula de segunda classe. No HAD discreto a particula de segunda classe sal-

tava somente em um sentido. Jd no TASEP ela pode ir tanto para a direita como
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para a esquerda, ora se comportando como uma particula de primeira classe, ora

se comportando como um buraco.

Outra conseqiiéncia interessante da dinamica do TASEP é que para condigoes
de choque podemos interpretar que a posi¢ao da particula de segunda classe cor-
responde a posicao de um motorista que viajava em uma certa velocidade e de

repente encontra um trafego mais pesado a sua frente.

Outro regime de interesse é o chamado leque de rarefagao. Ele é obtido quando
a configuragao inicial é semelhante do choque mas com p > A. A diferenca entre
os dois regimes fica evidente quando comparamos o comportamento da particula
de segunda classe. No choque vale uma lei dos grandes ntimeros para a posi¢ao
rescalada da particula de segunda classe. J4 no leque de rarefacao, a posicao
assintética é aleatéria com distribuicao uniforme em um intervalo que depende

dos parametros (Ferrari e Pimentel, 2005).

No capitulo 4, generalizamos o conceito de particula para um nimero qual-
quer de classes. Mostraremos que, para o caso em que o nimero de classes é um
natural n, é possivel construir medidas invariantes para os processos multiclasses
como a lei das saidas de um sistema de filas em série com n classes de clientes.
Como aplicagao deste resultado para o TASEP, construimos um modelo para o

mercado acionario.

Por fim, baseado em um resultado contido em Colletti, Ferrari e Pimen-
tel(2008), calculamos a variancia assintética rescalonada do Fluxo de particulas

de segunda classe no HAD multiclasse em equilibrio.
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O Processo de Hammersley

O Processo de Hammersley continuo, ou processo HAD, é um sistema
de particulas em R em que as cada particula salta para uma posi¢cao uniforme-
mente escolhida entre a sua posicao e a posicao da particula mais proxima a sua
esquerda. A taxa de salto é uma variavel exponencial de parametro proporcional
ao espaco que a particula dispoe para saltar. Podemos difini-lo de modo mais
preciso através de sua construcao grafica. Seja 7y a configuracao inicial, aleatoria
ou nao, do processo e seja P um processo de Poisson homogéneo em R?. Fazemos
uma realizacao do processo, deslocando o eixo inicial pela coordenada do tempo
e cada vez que uma marca de Poisson ¢é intersectada a particula mais préoxima a
direita salta para esta marca. Nesta construcao, cada realizacao pode ser vista
como um conjunto de trajetérias no espaco-tempo R? que nao se cruzam.
Historicamente o processo de Hammersley estd ligado a determinacao da distri-
buicao do tamanho da maior subsequéncia crescente de uma permutacao aleatéria
dos ntimeros de 1 a n. De fato, a versao original do processo de Hammersley é a
tempo discreto e se restrige ao segmento [0, 1]. A versao descrita acima é devida
a Aldous e Diaconis e por este motivo por vezes chamamos o processo de HAD

(Hammersley-Aldous-Diaconis).

Defimos agora o HAD numa regiao finita do espaco e sujeita a condigoes de
fronteira as quais denominamos entradas e saidas. Este versao serd mais util nas
demonstragoes. O processo de entradas é a configuracao inicial de particulas e
o processo de saidas sao os momentos nos quais as particulas deixam a regiao

observada. Fixamos o processo no retangulo finito [0, z] x [0,¢] do primeiro qua-
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drante R%. Denotamos os processos das fronteiras pelas coordenadas direcionais
(em inglés) N, S, E e W. Colocamos uma barra em cima para denotar o nimero
de pontos do processo, por exemplo S é o nimero de pontos do processo S. De
posse desses processos e das taxas salto P, construimos as trajetorias como uma
fungao deterministica H (.S, W, P), onde S é o processo de entradas e W o processo

de saidas. Descrevemos a evolugao a seguir.

As particulas inicialmente estao distribuidas com a lei de S no intervalo (0,x).
A medida que o tempo avancga, deslocamos a configuragao em dire¢ao ao tempo
t. Cada vez que uma marca de P intersecta o intervalo em deslocamento, entao
a particula mais proxima a direita da marca salta sobre a marca. Se nao ha
nenhuma particula a direita, entao uma nova particula entra no retrato por E e
salta para a marca. Do mesmo modo, quando o intervalo intersecta um ponto s
de W, ou a particula mais proxima a direita sai do retrato por s ou um novo ponto
surge em E e sai por s. Mais precisamente, ponha H(S, W, P) := (H,, s € [0,1])
e defina R(y, H) :=inf{y’ € HU{z} :y >y} para H C (0, ), entdo

_ { Hyse s e WU{¢,(y,s) € P para algum ¢’ € [0, 2|}
T {He — {R(y, B}y U{y) se (y,5) € PU{(0.), 8" € W)

Agora, seja L o fluxo de particulas pelo retrato [0,z] x [0,¢]. Isto é, L é
o numero de trajetérias que cortam o retrato. Por uma figura, podemos ver que
L =N+W =8+ E. O interesse nessa variavel estd na sua interpretacao no
problema original de investigar o tamanho da maxima subsequéncia crescente de
uma permutacao aleatéria do conjunto {1,...n}. Para ver essa rela¢ao, observe
que se queremos determinar o nimero maximo possivel de pontos (de S, W, N,
E ou P) num caminho crescente da origem (0,0) até o ponto (z,t), z,t > 0 entao
percebemos que esse nimero ¢ justamente o fluxo L. Isto porque, como o cami-
nho é crescente, s6 podemos ir para a direita ou para cima e quando fazemos isso

podemos coletar no maximo um ponto por trajetoria.

De fato, a utilidade do fluxo vai além deste problema. Isto porque podemos

relacioné-lo com a posi¢ao X (t) de uma particula de segunda classe. A particula
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1)

|

(0.0)

HAD COM ENTRADAS (S) E SAIDAS (W)

de segunda classe é uma particula que possui uma movimentacao distinta das ou-
tras particulas, as quais chamaremos daqui em diante de particulas de primeira
classe. Ao invés de saltar sobre as marcas de salto P, a particula de segunda classe
salta para frente, para a posicao onde se encontrava uma particula de primeira
classe que acabou de ultrapassa-la. A importancia das particulas de segunda
classe é que elas sao o analogo microscopico das caracteristicas das equacgoes dife-
renciais de Burgers. Groenenboom provou que se S e W sao varidveis aleatérias
com Lei Poisson de taxas A\ e % respectivamente, entao o processo se encontra
em equilibrio, no sentido que para qualquer tempo t escolhido ao acaso, a distri-
buigao das particulas no intervalo [0, z] (ie, a distribuicdo de N) é a mesma de
S. Para o processo em equilibrio, mostraremos que se colocarmos uma particula
de segunda classe na origem e tomarmos o limite para x,t — 0o, entao a posi¢ao
rescalonada da particula de segunda classe converge para a solucao caracteristica
de uma equacao de Burgers. Para provarmos este e outros resultados, definimos
a seguir uma das principais ferramentas utilizadas em processos estocasticos, o

Acoplamento.

Acoplar duas ou mais medidas de probabilidade significa construi-las simul-

taneamente no mesmo espaco de probabilidade. Existem intimeras possibilidades
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de acoplamento. Nas demonstragoes deste texto, utilizamos alguns diferentes ti-
pos de acoplamento. Para o processo de Hammersley um dos mais utilizados ¢é o
acoplamento basico.

Sejam (1;,t > 0) e (oy,t > 0) dois processos de Hammersley a tempo continuo

com entradas e saidas. O acoplamento basico de 1 e o é o processo

® = (n,0), onde
n=H(S,,W,,P), e
o=H(S,, W, P)

isto é, os processos marginais utilizam as mesmas marcas de salto. Uma das im-
portantes propriedades que esse acoplamento possui é que ele é atrativo. Infor-
malmente isto quer dizer que a medida em que o tempo passar os dois processos
7 e o tendem a ficar com as configuracoes cada vez mais parecidas. De fato,
quando uma marca de P intersecta o segmento (0,x), digamos em y, as particulas
a direita de y mais proximas dos dois processos saltam para y. Se elas estavam
juntas, permanecem juntas. Se estavam separadas, agora estao juntas. Assim, a
densidade de particulas com mesma posi¢ao para os processos marginais € nao

decrescente.

Com base nisso, podemos usar o acoplamento bésico para estudar as particulas
de segunda classe. Para tanto, considere o acoplamento de (n,7’), onde n) é uma
cépia de 1y exceto pela origem, onde colocamos uma particula. Com probabili-
dade 1, para todo tempo t, 7; e 1, diferem um do outro em apenas um ponto. Ob-
serve que esta discrepancia entre os processos move-se para a posicao da particula
de n a sua direita no momento em que esta salta sobre a discrepancia. Conclui-

mos que a discrepancia se move como uma particula de segunda classe.

Vamos acoplar agora os processos em equilibrio 7 e o s6 que com taxas + e A,

P
com % < A. Para tanto, sejam S e I dois processos de Poisson definidos na reta
R x {0} com taxas % e\ — % respectivamente. Sejam We J dois processos de

Poisson definidos na reta {0} x R com taxas % ep— % respectivamente. Como
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X ()

sae kel

(x, 1)

(0,0)

TRAJETORIA DA PARTICULA DE 22 CLASSE

antes, colocamos

n=H(S,, W,, P)e
o ="H(S,, W,, P)

onde S, = SNI0,z], So =5, +IN[0,z] W, =Wn[0,t], W, =W, + JNI0,]
e P tem lei Poisson de taxa 1, no plano. Tomamos todos eles mutuamente inde-
pendentes. Vemos que as marginais tem as taxas desejadas. Neste acoplamento
nao temos apenas uma, mas sim uma infinidade de particulas de segunda classe.
Observe que, apesar de atrativo, nenhuma particula de segunda classe deixa de
existir para qualquer t. Analogamente ao fluxo de particulas de primeira classe,

definimos o fluxo de particulas de segunda classe £ por
E(z,t) = Ne(z,t) + We(w,t) = Se(x,t) + Ee(,t)

onde N¢g := N, — N,), S¢ .= S, =S, We :=W, =W, e E¢ := E, — E,. Enumera-
mos as particulas de { da seguinte forma. Para t = 0, a primeira particula em S¢
recebe o nimero 1. Da esquerda para a direita, vamos enumerando na ordem de
aparicao todas as particulas com os nimeros naturais. Ja as particulas de W sao

enumeradas de baixo para cima a partir da origem, com os inteiros nao positivos.

10
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De posse dessas defini¢oes, mostraremos a seguir uma primeira aplicacao do
acoplamento no estudo do processo de HAD: a Lei dos grandes ntimeros para a

posicao da particula de segunda classe isolada no processo em equilibrio.

Lema 1 Seja Z(t) a posi¢cao no tempo t da particula de sequnda classe incial-
mente posta na origem do acoplamento bdsico de dois processos de Hammersley

estaciondrios com taras \ e % acima definido. Entao,

L) p

Prova do Lema

A idéia é perceber que o fluxo £ de particulas de segunda classe pela posicao
de Z(t) é zero pra todo tempo t e, entao, obter a Lei dos Grandes Ntmeros para

Z(t) a partir da Lei dos Grandes Numeros para o fluxo.

Para ver que vale uma Lei forte para £, lembramos que, da defini¢ao, &(x,t) =
(N (2, 1) = Ny(z, 1)) + (W, (t) — W, (t)). Agora, lembrando que N é um processo

de Poisson, para todo € > 0, temos:

S P(IN,(nn) — % > ne) < o0

n=1

Pelo lema de Borel-Cantelli
nT ) )
P(|N,(nz,n) — —| > ne, infinitas vezes) = 0
P

o que implica que

ligg Nalnz,n) @ e
n—oo n p
Analogamente, -
NO' b
iy Ne(nz,n) e
n—0o0 n

11
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Mais diretamente, pela Lei Forte, obtemos

. W,en) 1
| = — .C.
nljglo n \ q.C
lim Wy(n) =p ,q.c.
n—o0 n
Logo,
§(nz,n) 1
1 = (A —(p—~
Jim === = (A= )z — (p— ) .
Assim,
. &(Z(n),n) 1y . Z(n) 1
0=1 =A—-)1 —p—x -C.
n1—>Hc>lo n ( p) n1—>Hc>lo n (/) )\) 4-C
- Z
lim ﬂ Sy ,q.C.
n—oo N )\

Como Z(t) é monétona em t, vale

Como queriamos demonstrar.

O

Teorema 1 (Cator, Groeneboom)
Seja X(t) a posicao no tempo t da particula de sequnda classe isolada incialmente

posta na origem de um processo de Hammersley estaciondrio 6, com taxa ~y.
Entao,

lim — = — ,q.c. (0.2)

Prova do Teorema

12
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Vamos mostrar que quando tomamos o limite da posicao de Z para % e A cada

t
. , . - . o X(t
vez mais proximos de 7, entao conseguimos obter o limite de %

acoplaremos o processo (X(t),0;) de Hammersley em equilibrio com densidade ~

. Para tanto,

e uma particula isolada de segunda classe na origem, com o processo acoplado
do lema acima (Z(t),o04,m;). Fazemos isso colocando A\ = v e oy = 6;. Do
acoplamento obtemos que X (¢) < Z(t) para todo t. Isto porque como W, =
W, C W, entdo X (t) leva um tempo maior ou igual que Z(t) para dar o primeiro
salto. Além disso, como S, = S, D 5,, X(t) nao consegue ultrapassar Z(t) depois

que ambas passam a origem. Assim,

X(t Z(t
lim sup L < lim ﬁ
t—o00 t—oo 1
- g 7Q'C

Como isto vale para todo % < A =1, temos que

) X(t) 1
lim sup — < ? ,q.c.

t—o0

Repetimos o procedimento, agora colocando % =y en = 0; e denotando a
particula de segunda classe do novo processo acoplado por Z'(t) . Analogamente,
obtemos que X (t) > Z'(t) para todo t, e

X(t Z'(t
lim inf L > lim L
t—o0 t—o0 t
3 ,q.C.
E isto vale para todo \ > % = 7. Logo,
X(t 1
lim inf ®) > — ,q.c
t—00 t 72
Da onde concluimos que
X(t 1
lim ﬁ = — ,q.C
t—o0 t ’}/2
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CAPITULO 2. O PROCESSO DE HAMMERSLEY

No estudo da Teoria das Filas, muitas vezes conhecemos o processo de che-
gada dos clientes na fila, mas estamos interessados em determinar o processo de
saida, isto é, com que distribuicao os clientes deixam o sistema. Esta varidvel é de
particular interesse quando temos um sistema de filas em série, em que um cliente
sai de um servidor e entra na fila de outro servidor. Neste caso, o processo de
chegadas dos clientes nesse segundo servidor ¢é justamente o processo de saidas.
Para uma fila M/M/1, em que o processo de chegadas é Poisson e os tempos de
servigo do tnico servidor do sistema tém lei exponencial de média menor que os
tempos de chegada dos clientes, Burke demonstrou que o processo de saidas ¢é
Poisson e com mesma taxa do processo de chegadas. Cator e Groeneboom, e Fer-
rari e Martin provaram um resultado analogo para o processo HAD no equilibrio,
a saber:

Seja P o processo dos pontos do R? onde se encontravam as particulas antes do
momento de um salto. Estes pontos, chamados de pontos duais de P, sao os
pontos que governam os saltos do processo reverso no tempo. Mas o processo
reverso ¢ um processo de HAD em equilibrio com saltos no sentido inverso, o que
implica que os pontos duais P é um processo de Poisson de taxa 1 no plano. Da
reversibilidade, segue também que o Norte e o Leste sao processos independentes.
Utilizamos este fato para calcular a esperanca da posicao da particula isolada de

segunda classe.

Proposicao 1 Seja X(t) a posi¢ao no tempo t de uma particula de sequnda classe
1solada incialmente posta na origem de um processo de Hammersley estaciondrio
de taxa A. Para todot € R,

Prova da Proposicao

Vamos fazer um contagem dupla na variancia do fluxo de particulas de pri-
meira classe, Var(L), a partir da identidade L = N + W = S + E. Comecamos
calculando Var(N + W), para t > 0.

14



CAPITULO 2. O PROCESSO DE HAMMERSLEY

Var(N +W) = Cov(N+W,N+W)

Queremos encontrar uma relacao entre a covariancia acima e a esperanca de
X(t). Para tanto, vamos variar o processo S para uma taxa A + ¢ com ¢ > 0.

Mantemos W com a mesma intensidade. Denotamos por E. as esperancas com

relacdo a essa nova taxa para S e a, = E. (N 1S = n) Observe que como a
distribuicdo dos pontos de S é uniforme dado S, segue que a,, ndo depende de €.
Assim,
— (A +a)t) t(\e)
Oe|.—oE. (N) = ¢.—o Z% o an
L ()"
B X( n! " ) B tz n! "
n=0 n=0
1 _ _
= XE(NS) —tE(N)
Logo,
Cov(N,S) = Ne|.—oE-(N) (0.3)

Agora, denotando por N¢ o norte do processo com a taxa da fonte variada,
percebemos que para ¢ pequeno N° — N = 1 se, e somente, se X, () < x, onde
X, (t) denota a posi¢ao no tempo t de uma particula de segunda classe inicialmente

posta no ponto z. Assim, como ¢ é um processo de Poisson, temos

E(Ne — N) = 8/ E(].Xz(t)<$)d2 + 0(82)
0

Como o processo visto da particula de segunda classe isolada é um processo
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CAPITULO 2. O PROCESSO DE HAMMERSLEY

de Poisson invariante por traslagoes, segue que X, tem a mesma distribuicao para

todo z. Temos entao que

Cov(N, §) = Ae|._oE. (V)
) /0 CE(Lygen)dz
_ )\/OxIP(X(t) <o 2)de
= /OxIP’(X(t) < z)dz

Assim,

Var(N + W) = % — )\:E+2)\/ P(X(t) < z)dz
0

Usando o Teorema de Burke e procedendo de modo analogo, temos:

Var(S+ E) = Var(S) — Var(E) + 2Cov(W, E)
= Az — % + 2Cov (W, E)

t 2
= )\:L’—X+X/O P(X(u) > z)du
Portanto,
t v to2 [
——)\x+2)\/ P(X(2) <z)dz:)\x——+—/ P(X(u) > z)du
A 0 A A
=
T 1 t
)\/ P(X(t) > z)dz = X/ P(X(u) < z)du
0 0

16



CAPITULO 2. O PROCESSO DE HAMMERSLEY

Assim, vemos que Vt > 0

xT

E(X(t)) = lim [ P(X(t) > 2)dz

Tr—00 0

.1
= mhigoﬁ/o ]P’(X(u) < :c)du

t
Y

Para t < 0 o resultado segue da reversibilidade do HAD.
O
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Capitulo 3

Processo de exclusao e Percolacao de ultima

passagem

O Processo de exclusao simples 7; é um processo de Markov que descreve
o movimento de particulas em Z. As particulas interagem entre si com a regra de
exclusao, isto é, em cada sitio s6 pode haver uma particula, o que implica que se
uma particula tenta saltar para um sitio ocupado o salto nao ocorre. Neste pro-
cesso as particulas saltam um passo a direita com taxa p e um passo a esquerda

com taxa 1 — p. Em geral, coloca-se p € [0,1]. Os saltos sdao independentes,
1
29
rente. Caso contréario, com probabilidade 1 as particulas viajam para um mesmo

exceto pela regra de exclusao. Se p = 3, entao o processo é simétrico e recor-

sentido e apés um tempo finito nao retornam mais ao local onde estavam. Aos
casos particulares em que p = 0 ou p = 1 denominamos o processo pela sigla
(em inglés) TASEP, que quer dizer processo de exclusdo simples totalmente as-

simétrico. Mostraremos agora como construir o processo de maneira precisa.

Colocamos © = {0,1}%* como espaco de estados para o processo, onde para
cada sitio de Z denotamos por 0 os sitios vazios e 1 os sitios que estiverem
ocupados. Seja w = {w;}iez um elemento de Q. Queremos construir o processo

com as taxas de salto dadas, para todo i € Z, por

(WiawiJrl) — (Wz' — 1w + 1) com taxa pw;(l — witq)

(wl-,wl-ﬂ) I (wl- + 1,wi+1 — 1) com taxa (1 — p)(l — wl-)wiﬂ
Para tanto, utilizamos a construcao grafica de Harris. Realizaremos o processo
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no espago (Z,R), onde a segunda coordenada denota tempo. Para cada sitio ¢ de
7Z construimos dois processos de Poisson no eixo (i, R) independentes P* e P’
com taxas p e 1 — p respectivamente. Quando hd uma marca de P’ no tempo t,
entao se had uma particula no sitio i ela tenta saltar para o sitio ¢ + 1. Quando

ha uma marca do processo P!, a particula tenta saltar para o sitio : — 1 (faca

)

o desenho!). Nao é dificil ver que o processo assim definido satisfaz as taxas de

salto acima.

Como no processo de Hammersley, dizemos que o processo esta em equilibrio
quando para qualquer tempo t que olharmos para a configuracao de particulas 7,
a lei da configuracao é a mesma. Para o processo de exclusao simples assimétrico
o conjunto de medidas invariantes ¢ um conjunto convexo e compacto e, portanto,
pode ser descrito como combinacoes convexas dos seus pontos extremos. Neste
caso, os pontos extremos sao as medidas ergddicas com configuragao produto ou
as medidas chamadas bloqueadoras. As medidas produtos sao as medidas que
atribuem de forma independente a cada sitio de Z uma probabilidade p de haver
uma particula. Ja as medidas bloqueadoras sao medidas que possuem a propri-
edade que assintoticamente (se p > %) a densidade a esquerda da origem ¢ 0 e a
direita é 1. Para o caso simétrico, as unicas medidas invariantes sao as medidas

produtos com densidade p.

Algumas generalizagoes possiveis do processo de exclusao simples ja foram es-
tudadas. Uma das mais naturais é permitirmos que as particulas saltem distancias
maiores do que um em cada salto. Neste caso, particulas que se encontram em
regioes menos congestionadas se movimentam com maior velocidade. Se o tama-
nho méaximo de cada salto for um certo natural k£, entao chamamos o processo
de k-processo de exclusao. Este processo esta bem definido para qualquer confi-
guragao w. Se colocamos k = oo e p = 1, entao temos o chamado processo HAD
discreto. Nao ¢é dificil ver que o HAD nao estd bem definido para configuracoes
esparsas demais, isto é, configuracoes onde a densidade de particulas vai a zero
muito rapido quando vamos para 4oco. Isto porque, neste caso, as particulas
teriam taxas de salto crescentes de forma que eventualmente atingissem veloci-

dade infinita. Seppalainen provou que se o espago de estados ) estiver restrito a
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ULTIMA PASSAGEM

configuragoes satisfazendo

3

0 _

n

w : lim E
n—oo

i=1

entao nao ha escape de massa do sistema e o processo esta bem definido.

3

Outra generalizacao interessante do processo de exclusao é aleatorizar as taxas
de salto. Podemos fazer isto, por exemplo, colocando P como sendo um processo
de Poisson nao homogéeneo. Mais simples é escolher aleatoriamente a taxa no
tempo zero e entao manteé-la constante durante o processo. Benjamini, Ferrari e

Landim provaram que ocorre uma transi¢ao de fase neste caso.

Mais conhecido e com amplas aplicagoes é o chamado TASEP, um dos casos
mais simples do processo de exclusao onde p = 1. Nele as particulas s6 saltam
para um lado e por este motivo uma 1til relacao aparece com um outro processo

chamado Percolagao de tultima passagem. Vamos defini-lo agora.

Seja W = (w;j, (4,7) € Z?) uma familia de varidveis aledtorias independentes

com distribuicao exponencial de parametro 1. Dizemos que o caminho orientado

T=1{..— (P-1,q-1) = (po,90) — .. = (P, @) — ...}
é crescente se cada para todos py;, ¢ temos

(1,0) ie, ir para a direita

(0,1) ie, ir para cima

(L1 1) — (0, @) = {

Dados z = (i,j), 2/ = (i,5), com i < i e j < j' definimos II(z,2’) como o

conjunto dos caminhos crescentes de z a z’. O tempo de iltima passagem entre

G, = max { wzu}
well(z,2") Z

2"ell

z e 2 é a varidvel

Imagine que uma certa configuracao de pontos G; estd infectada no tempo t.
Os tempos de ultima passagem representam o tempo necessario para que uma

infecc@o inicialmente em z alcance o ponto z'. Assim definimos G, ou G;; como
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sendo o tempo necessario para que um ponto z = (i, j) fique infectado. Temos

da defini¢ao que os tempos Gj; satisfazem a seguinte relagao

Gij = max{G; 1, G 1} + wij

'
O~Exp(1)
4J& @) O O @) v ~Exp(1-1\)
A ~Exp(N)

m=0

CONFIGURACAO INICIAL PARA MEDIDA DE PALM
PARA O PROCESSO EM EQUILIBRIO

Estamos interessados neste modelo de crescimento no quadrante positvo Z2
pois dai poderemos derivar uma relacao com o processo de exclusao TASEP.
Mantemos para cada ponto (7, j) do interior do quadrante, ie, 7, j > 0, as varidveis
w;; com Lei exponencial de taxa 1. Como no HAD, adicionamos condigoes de
fronteira. Isto é, aos pontos da forma (i,0) ou (0,7), associamos uma certa
variavel (aleatdria ou nao) wj;y ou wy;. Comegamos o processo com todo o plano
infectado exceto pelo primeiro quadrante e realizamos o processo de Percolagao
de ultima passagem. A cada linha j do quadrante positivo associamos a j-ésima
particula P; do TASEP a esquerda da origem, enumeradas a partir do zero. A
cada coluna i, associamos o i-ésimo buraco H; a direta da origem (inclusive)
enumeradas também a partir do zero. Nesta interpretacao, o evento [(i,7) é
infectado no tempo t| corresponde no TASEP ao evento [P; salta sobre H; em t].
Para ver isto, observe que a relacdo G;; = max{G,_1 ;, G;;_1} + w;; corresponde
a dizer que a particula P; leva um tempo exponencial de parametro 1 (w;;) para
saltar sobre H; a partir do momento em que ela fica na frente de H;. Por sua

vez, uma fica a frente da outra apds o ultimo dos eventos [P;_; salta sobre H;]
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ou [P; salta sobre H;_;] ocorrer. Desta forma, podemos construir o TASEP no
mesmo espaco de probabilidade que modelo de percolacao de ltima passagem.
Para o TASEP em equilibrio e densidade de particulas p, as condic¢oes de fronteira

equivalentes no modelo de percolacao sao, para todos i,j > 0
GOj ~ El‘p(l — p) GiO ~ Exp(p) GOO = 0

A medida acima corresponde ao processo em equilibrio com uma particula de
segunda classe na origem. Ferrari e Pimentel (2005), mostraram que a trajetéria
da particula de segunda classe possui uma variavel correspondente no modelo de
Percolagao chamada interface de competicao. Imagine que o quadrante sul,
dos pontos (7,0) com i > 0, possui uma certa infeccao A e o quadrante oeste,
dos pontos (0, j) com j > 0, possui outra infecgao B. No ponto (0,0) colocamos
um médico. Agora, se (0,1) é infectado antes de (1,0) entao o médico corre
para atender (0, 1), sem poder voltar para tras para atender o ponto (1,0). A
dinamica se repete recursivamente. Para qualquer ponto (7, j) em que o médico
esteja, ele muda para um ponto acima ou a direita, escolhendo sempre o que
se infecta primeiro. A trajetéria (pn)do médico damos o nome de interface de
competicao, em alusao ao fato de que os pontos infectados por A e B competem

pelo socorro do médico. Formalmente, ¢ : N — Z2 com ¢ = (0,0) e Vn > 0

il = { on + (1,0)  se G(p, +(1,0)) < G(p, + (0,1))
nt on +(0,1) se G(p, + (1,0)) > G(pn + (0,1))

eja I;; o tempo que leva para a particula P; saltar de novo apés ela saltar o
Seja I;; ot 1 ticula P; saltar d la salt

buraco H; e J;; o tempo que leva para o buraco H; saltar de novo apos ele saltar a
particula P;. Defina X;; := I;11; A J; j+1. Provaremos agora, um lema necessario

para uma generalizacao do teorema de Burke dada mais adiante.

Lema 2 Fize i,j > 1. Se I, j_1 e Ji_1; sao independentes com distribui¢oes
exponenciais de taxas 1 — X e X\ respectivamente, entao I;;, J; e X;_1,;-1 sao
independentes com distribuicoes exponenciais de taras 1 — X\, X e 1, respectiva-

mente.
Prova do Lema
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Ps P Ho Ps Hy P, Ho Hs Py Py Hs

S5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-~ 4

N o
w o
N

EQUIVALENCIA ENTRE O MODELO DE CRESCIMENTO E O PROCESSO DE EXCLUSAO

Pela deﬁnigéo, [l'j = Gij - Gifl,j' Assim,

Lij=Gij —Giay
=(Gi1;VGij1) twij— G
= (Gic1jVGij1) = Girja +wij — (Giciy — Gicijo1)
= (Gic1;VGijo1) —Gimijo1 +wij — Jicayj
= (lij-1V Jicn) +wig — Jicy
= (L

ij-1— Jic1)+ +wij
Da mesma forma obtemos
Jij = (Jicry — Lij-1)+ +wij

Assim, usando o enunciado e as expressoes acima, temos que a funcao geradora

de momento satisfaz:

Miy Xy (5 1 0) = B0t =

_ E(68((1i,j—1*Jifl,j)++w¢j)+t((Ji71,j*Ii,j71)++w2'j)+U(1¢,j71/\Jz'—l,j))

- F (68((Ii,j—1*Jifl,j)+)+t((Ji71,j*Im'fl)+)+U(1i,j—1AJi71,j))E (e(sH)Mj )
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Como assumimos que [; ;1 e J;_; j sao independentes, temos que

]E(63((17«'7]'71*Jifl,j)-ﬁ-)th((Ji*l,j* i,j71)+)+U(1¢,j71AJifl,j)|_fm_1 = ;p) =

_ E(es((x—Ji_l,j)+)+t((Ji_1,j—x)+)+U(wAJi—1,j))
Portanto,

Mfij,JmXi—Lj_l (57 t, U) =
- E(68((Ii’j_1_Ji_l’j)”—’—t((‘]i_l’f_Ii7ﬂ'—1)+)+u(fi,j—1/\Ji—l,j))E(G(S—i-t)wij)

o) [E (es((u,]—_l—Ji_l,j)+)+t((Ji_1,j—Ii,j_1)+)+u(1i,j_1AJZ-_I,J-) |Ii j_1)] E(e(sﬂ)wij)

= E(e(”t)w“)/ (1 —)\)e_w[/ es(x_yH“y)\e_yder/ et(y_$)+“x)\e_ydy]dx
0 0 T

- A1 = \)

R (D P G S Y )

= ML"(S)MJU@)MXFLJ'A(U)

e temos o resultado. [

Seja X o subconjunto dos caminhos crescentes contidos no primeiro quadrante

de Z2. Ou seja, se o € 3 entdo

o={..— (p-1,9-1) = (Po,0) = (P1,¢1) = .. = (21, @) — ...}
com p;,q > 0 e

(1,0) ie, ir para a direita

(Pig1, 1) — (0, @) = {

(0,—1) ie, ir para baixo
O interior do conjunto coberto por ¢ é definido como

B(o)={(i,7): 0<i<p,0<j < q,para algum(p;, q) € o}
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Os incrementos de tempo de tltima passagem sobre o sao as variaveis

Ipl+1m+1 Se(pl—i—la CH—H) - (pl, ql) = (1, 0)

l( ) | Pl+1,qi+1 pz,qz| { quqz Se(pH_l’ Ql+1) _ (pl’ QI) — (()’ _1)

Vil € Z. Observe que se o é a unido dos eixos i e j, entao B (o) é vazio. Temos:

Teorema 2 (Cator, Balazs, Sepallainen)

Para todo 0 € ¥, a cole¢ao de conjuntos

Alo) = {{Xij : (i,5) € B(0)},{Z(0) : L € Z}}

possui elementos independentes, I's ~ Exp(1—X), J’s ~ Exp(\) e X 's ~ Exp(1).

Prova do Teorema

Consideremos primeiro o caso em que |[B(c)| < oco. Provaremos por indugcao.
Para [B(o)| = 0, o resultado segue do teorema de Burke para Py e Hy. Suponha
que o enunciado é vélido para todo ¢’ € ¥ tal que |®B(¢’)| = n. Tome o € 3 com

|B(0)] = n+ 1. Da definigdo de ¥ podemos encontrar um o', tal que
o=0cd U{(i+1,5+1)}
e {(i,j +1),(i+1,4)} € o". Logo,

Bo) =B )U{(i+1,j+1)}

A(U) = A(U/)/{[HLJ" Jm’ﬂ} U {[i+1,j+17 Jit1,+1s Xz‘,j}

Como w;1 41 € independente de A(o”), segue do lema anterior e das defini¢oes
que {1141, Jit1,41, Xi;} sdo mutuamente independentes, possuem as distri-
buicoes do enunciado e s@o independentes de A(c’)/{l;+1;,Jij+1}. Como, por
hipétese, A(o’) satisfaz o enunciado, temos que A(c) satisfaz as condigdes do

enunciado e segue por indugao que isso vale para todo ¢ com interior finito.

No caso em que o tem interior infinito, a independéncia dos elementos de

A(o) segue da independéncia de suas subcolegoes finitas. Fixe o caminho o. Para
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mostrar que suas subcolegoes finitas satisfazem o enunciado, basta perceber que
para qualquer subcolegao finita de A(o), existe um quadrado, grande o suficiente e
com dois lados contidos nos eixos, que contém o subconjunto de o correspondente
a subcolecao escolhida. Assim, podemos encontrar um caminho o’ com |%B(0”)| <
oo que contém o subconjunto de o. Logo, segue do caso finito que qualquer
subconjunto finito de qualquer caminho ¢ € ¥ satisfaz o enunciado e temos o
resultado. [

Corolario 1 Considere o processo de exclusao simples totalmente assimétrico
em Z, com uma particula no sitio 1, um buraco no sitio 0 e medida produto nos
sitios restantes (o que equivale ao processo em equilibrio visto de uma particula
de sequnda classe). Temos que o teorema de burke vale para toda particula P
a partir do momento em que P wultrapassa o buraco Hy e para todo buraco H a

partir do momento em que este ultrapassa Fy.

Prova do Corolario

Considere a representacao do TASEP como um modelo de percolacao de ultima
passagem. Tome j,% > 0. Nesta representacao, o evento P; salta sobre Hj em t
é equivalente a (0, j) é infectado em t. Assim, a partir de t, o tempo necessario
para o proximo salto de P; ¢ Iy ;. Para o salto seguinte é I ; + I j, e de maneira
geral, para o n-ésimo salto é Iy ; + ... + I,_; j. Pelo Teorema anterior, tomando
o = U;5;{00,0)} UlUien{(l,5)}, temos que o tempo entre os saltos sucessivos de
P; a partir de t sao independentes com distribui¢ao exponencial. Logo a posicao
de P; segue um processo de Poisson apartir do momento em que P; atende Hj e

temos o resultado. Para um buraco H;, o resultado é obtido de maneira anéloga,
s6 que tomando o = J;{(4,0)} UU;5,{(1,0)}. O

Lembremos que, como o TASEP em equlibrio é reversivel no tempo entao o
modelo de percolacao de ultima passagem com as condigoes de fronteira descritas
acima também é. A partir disso, observamos que quando corremos o tempo para
tras, a interface de competicdo que parte de um ponto (m,n) com m,n > 0,

escolhe sempre o ponto com maior tempo de ultima passagem até que alcance
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um dos eixos 7 ou j. Em suma, denotando por 7 a geodésica entre a origem e o
ponto (m,n), ie, o caminho que maximiza a soma dos tempos w;; com (,j) C 7,
entao a interface de competicao do processo reverso coincide com 7 do ponto Z
em que ele deixa um dos eixos até (m,n). Colocamos Z = Z, se a geodésica
entra no interior do primeiro quadrante pelo eixo ¢ e Z = Z_ caso ela saia pelo
eixo 7. E denotamos por Uz o tempo coletado pela geodésica ao longo dos eixos.
Por fim, defina
2% = (m—v(n)); — (n —w(m))

onde

v(n) =inf{i: (i,n) = ¢, para algum k& > 0}
w(m) =inf{j : (m, j) = ¢k, para algum k > 0}

GEODESICA

[T] ’—,7

UZ INTERFACE DE COMPETIGAO

Uy, E Up TEM A MESMA DISTRIBUICAO
+ +

Em seguida, calculamos a variancia assintética do tempo de ultima passagem,

modificando a demontracao de um lema de Cator, Balazs, Sepallainen.

Teorema 3

lim

n— oo n T

P a2 C

r 1—p\ 2
Var(Gyp.n) _ { T ser> (Tp)
1

Prova do Teorema
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Procedemos de modo anédlogo ao célculo da variancia do fluxo de particulas no
HAD. Vamos fazer um contagem dupla na variancia do tempo de tltima passagem
Gyun a partir da identidade G,,,,, = N + W =S + E, onde

S =:Gpo — Goo, W =:Gop—Goo, N =:Gmn—Gon, E=:Gmn—Gno
Comecamos calculando Var(N + W).

Var(N + W) = Cov(N+W,N+W)
= Var(W) + Var(N) + 2Cov(N, W)
= Var(W) + Var(N) 4+ 2Cov(N,S+ E — N)
( Var(N) + 2Cov (S, N)
= A T +2Cov (S, N)
onde na pentultima igualdade usamos o teorema de Burke anterior, que implica

que N e E sao independentes.

Queremos encontrar uma relacao entre a covariancia acima e a esperanca de
U(Z,). Para tanto, vamos variar o processo S da seguinte maneira: trocamos
cada um dos tempos w;y de S para wj, = i%ﬁwio, com A = p+eec > 0. Denotamos
por S% o processo S modificado e observe que S® ~ Gama(m,1 — p — &) com
densidade f.. Mantemos W com a mesma intensidade. Defina a,, := E(N |5 =
n) e observe que a,, nao depende de ¢, ie, a, = E(N|S = n)

Assim,
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Ocl. (V) = 0o [ E(V'|S* = (5
—0cloo [ BOVIS = m)fi(s)ds
S A EEICENAS)
— | BIs = n)lshis) -
/ E(N|S = n)sfo(s)ds — —— TE(NIS = ) fo(s)ds

—PJo
=E(NS) ~ 77 E(V)

— E(NS) — E(S)E(N)

- pfo(s)}ds

Logo,
Cov(N, S) = Oe|.—oE(N?) (0.1)

Agora, sejam Z e Z° os pontos de saida das geodésicas da origem até (m,n) no
processo original e no processo modificado, respectivamente, e U, e U os tempos
para que um ponto x pertencente a um dos eixos seja infectado nos processos
anteriores. Assim, por exemplo, Uz é o tempo que leva para a geodésica do
processo original deixar um dos eixos. Vamos calcular 85|5:0E(N5) de outra

maneira, de modo a relaciona-la com E(Uyz, ). Temos:

N.— N = (]\/'6 — N)l[zszz] + (]\/'6 — N)l[zs¢z]
- (U; - Uz)l[zszz] + (Na - N)]-[ZE;AZ]

Observe que se o ponto de saida Z pertence a W, entao U, — U, = 0. Logo,

Uy — Uy =Ug, — Uy
1

:(1—/)—8
€

= —U

l—p—c¢ z

Z

)UZ+

+
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Portanto,

Cov(N, S) = Oe|._oE(N°)

__E(N.-N)
= hmi
e—0 g
i B0z E((Ne = N = Ug + Up)lizes)
e—01 — p—E e—0 g
_ E(Uz,) i E((N. = N — U + Uz)1z:27))
1— P e—0 c

Mostraremos agora que este tltimo limite é zero. Para tanto, veja que N. — N

nao pode exceder S.—S. Deste modo, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

temos
E((N N —-UZ + Uyp) 1[Zs¢z]) E( € 1[ZE#Z])

< E( Sz—: S 1[Zg Z})
< \/ ((Se - 9)? E(l Zf;éZ])
= \JE((S. — S)2)P(2- # 2)
:\/ ( ;_ )2)B(2¢ # Z)
=T—— 6\/151 P(Zc # Z)

Assim,

E((N. — N —Ug + Uy)1 \/ (5?)
.0 (( 7+ Uz) [Z#Z hII(l] ]IDZ&#Z
e— IS £—

lim

e resta mostrar que IP’(Z6 + 7 ) — 0 quando ¢ — 0. Fazemos isto provando que
a probabilidade do evento complementar vai pra 1.
Seja w uma possivel realizacao do processo de percolagao. Perceba que da de-

finicao de w® temos que

{w:ZazZ}Tli_I%{w:ZE:Z}
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Agora, considere o conjunto {w : a geodésica da origem a (m,n) é tnica}. Como
o numero de variaveis que determina a geodésica é finito, para cada elemento w
deste conjunto é possivel encontrar um e pequeno suficiente tal que Z.(w) = Z(w).

Logo,
{w : a geodésica da origem a (m,n) é unica} C lir%{w . =7}
E—
Assim, vale que

lim P(2° = Z) = P(lim{w : 2° = Z})

> P({w : a geodésica da origem a (m,n) ¢ tnica})

Da onde concluimos que

E(U
Cov(N, S) = 1< _Z;)
¢ 2B (U, )
n m Z
Var(N + W) = — — + —
( ) P (l=pP  1-p

Por fim, para todo r > 0

Var(N + W
lim Var(Grnn) = lim ar( + )
n—oo n n—00 n
. 1 r 2 li E(UZ+)
p? (1=p)3 1l—pnoe n
E(Ugz-
— % — " + 2 lim 7( Z+)
p? (L=p)* 1—pnoco n

onde Uz: ¢ a diferenca entre o tempo em B, salta sobre H),,| € o tempo em que
uma particula de segunda classe inicialmente na origem passa por P,. Pela Lei

dos grandes ntimeros para a particula de segunda classe no equilibrio, temos

r 1— 1—p\2
i B w5 ()

n—oo n
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Da onde,
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Capitulo 4

Processos Multiclasses

Neste capitulo apresentamos uma generalizacao para os processos dos capitulos
anteriores. Definimos os processos de exclusao (TASEP) e o processo de Ham-
mersley (continuo ou discreto) com n classes distintas de particulas. De certa
forma, para o caso n = 2 ja vimos alguma coisa antes, em especial, sobre o com-
portamento assintético da posicao de uma particula de segunda classe isolada.
Agora estudaremos os processos com uma desidade positiva de particulas de se-
gunda classe, bem como com densidades positivas de um nimero qualquer de

classes. Vamos as defini¢oes.

Como antes, utilizamos o acoplamento bésico para realizar diferentes con-

figuragoes iniciais do processo no mesmo espaco de probabilidade induzido pelo
processo de Poisson bidimensional P. Agora, acoplamos n configuragoes 71, ..., 0y,
com n > 1, tais que ; C ... C 1,. Dizemos que para todo x (em R no HAD ou
em Z no TASEP) com n,(x) = 1, x possui uma particula de classe k € {1,...n}
se infieqr, m{i : mi(x) = 1} = k. Com esta definicdo, vemos que as particulas
de classe k podem ser ultrapassadas pelas particulas de menor classe e podem
ultrapassar particulas de maior classe.
Daqui em diante, as defini¢oes e resultados mostrados se referem ao HAD mul-
ticlasse em espago continuo, exceto dito o contrario. Para o TASEP ou para o
HAD discreto, as defini¢oes e resultados sao analogos e podem ser encontrados
em Ferrari e Martin (2005).
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Sejam
Xor ={(,-esmn) € Xy () < ... < () para todo z € R}

o espago das configuragoes ordenadas do acoplamento basico de processos HAD
em R e X, o espaco das configuracoes bem definidas do acoplamento de n proces-
sos de Hammersley na reta. Definimos o processo HAD multiclasse de forma

precisa como

Yy = Ry

em que a bijecao R : X,; — &, é definada por

(Bn)k = M/

para todo k € {1,...,n}. Assim, ¢, = (¥}, ..., onde ¢! é a configuragao das

particulas de i-ésima classe no tempo t.

Assim como a noc¢ao de particula de segunda classe no processo em equilibrio
surgiu como um analogo microscépico para o estudo das caracteristicas das equagoes
de Burgers associadas aos processos, a particula marcada de segunda classe no
processo Multiclasse aparece como o andlogo microscopico para os chamados cho-
ques, ou ondas de choque. O choque é um fenomeno comumente encontrado nas
vias de transito, em especial, € bem perceptivel em rodovias. Os veiculos viajam
com uma certa velocidade média préxima, estando em situacao de equilibrio. Em
algum momento especifico, a velocidade média dos veiculos cai e os veiculos que
alcancam este trafego mais pesado sao obrigados a frear, diminuindo de velocidade
repentinamente. Desta forma, localmente distiguimos duas diferentes densidades
na via e ao ponto de separagao destas densidades dé-se o nome de choque. O
termo onda de choque, diz respeito ao fato de que, ao longo do tempo o choque
se mantém existente, viajando pela via com uma certa velocidade. Podemos ver
intuitivamente que as particulas de segunda classe no TASEP multiclasse (n=2)
em equlibrio se encontram numa situagao andloga a descrita. Para tanto, ob-
serve que elas nao diferenciam a classe das particulas que estao a sua frente,
enquanto sé podem ser ultrapassadas por particulas de primeira classe. Assim,

estas particulas de segunda classe enxergam um processo em equilibrio com taxa
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A a sua frente e um processo com taxa p atrds delas, com A\ > p (ver Ferrari e
Martin (2005)).

Ao contrario do que acontece no processo com uma classe de particulas, o
conjunto das medidas invariantes extremas nao é Poisson para cada classe de
particula. As unicas medidas invariantes extremas sao obtidas como a saida de
um sistema de n — 1 filas em série com n classes de clientes. A descricao do
sistema é a seguinte: Clientes de primeira classe chegam a primeira fila como
um processo de Poisson de taxa p;. Para cada fila k com k de 1 a n-1, existe
uma quantidade infinita de clientes de classe k + 1 esperando por atendimento.
Quando um cliente de classe i é atendido na fila k, ele passa para a préxima fila ou
sai do sistema caso k = n—1. O atendimento segue a regra FIFO para clientes de
mesma classe, ou seja, o primeiro a chegar é o primeiro a sair. Clientes de classe i
tém prioridade no atendimento com relagao a clientes de classes maiores. Assim,
por exemplo, quando um cliente de segunda classe chega na segunda fila, ele é
atendido antes dos clientes de terceira classe que la estavam. Por fim, as taxas
de servico do servidor da fila k£ sao exponenciais independentes de parametros py.
Como todas as filas sempre possuem clientes esperando por atendimento, temos
que os processos de saidas sao processos de Poisson com taxas ps,...p,. De ime-
diato, aplicando o teorema de Burke sucessivas vezes, obtemos que a distribuicao
marginal dos clientes de primeira classe é um processo de Poisson de densidade
p1- O mesmo nao ocorre para os clientes das outras classes, ja que as chegadas
deles no sistema nao é um processo de Poisson homogéneo. Podemos ver que os
clientes de classe k (de 2 a n) chegam na fila k+1 nos momentos dos servigos
nao utilizados pelos clientes de classe menor que k. Podemos observar que nesta
medida, clientes de classe maior que 1 nao estao distribuidos uniformemente pelo
espago, o que ocorre com os clientes de primeira classe. Eles possuem uma certa
tendéncia de se atrairem, formando pequenos clusters cujos tamanhos tém dis-

tribuicao geométrica.

Vamos colocar isto em notagao precisa. Por simplicidade, fixamos n=2 (os
outros casos sao andlogos). Para este caso temos uma tunica fila. Construimos
ela a partir de dois processos de Poisson independentes a; e ay com taxas p;

e po, respectivamente. O processo a; corresponde aos momentos das chegadas
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CHEGADAS

Q Q Q Q
\ \ 0 \\ SERVICOS

mﬂ—g -

CONSTRUGCAO DA FILA MIMI1 ATRAVES
DE DOIS PROCESSOS DE POISSON INDEPENDENTES

dos clientes de primeira classe na fila. O processo as corresponde aos momentos
dos servigos do servidor. Denotamos por M (x) o nimero de clientes na fila no
momento x. Aqui, x denota tempo. Lembrando que p; < ps, temos que o pro-
cesso M(z) é uma fila do tipo M/M/1 estacionaria. Pelo teorema de Burke, a
distribicao das saidas dos clientes primeira classe, ie, das particulas de primeira
classe, ¢ um Processo de Poisson p;. J& a distribuicao dos clientes de segunda
classe, ou seja, das particulas de segunda classe, ¢ um processo de Poisson nao

homogéneo com taxa (palias(z)=0))-

Para provar que de fato a medida acima é invariante para o processo ¥, in-
troduzimos agora um novo processo denominado Processo Multilinha. Seja
a; = (a},...,at), onde as margimais sao processos HAD acoplados da seguinte
maneira: «j é governado pelo processo de Poisson bidimensional P de taxa 1,
que é independente da configuracio inicial & = ay. Agora, denotando por P, os
pontos duais do processo !, temos que para todo i € {1,...,n — 1}, a! é gover-
nado pelos pontos P, definidos sucessivamente para i de n até 2. O teorema
de Burke garante que os processos P, siao Poisson bidimensionais de taxa 1 e,
portanto, as marginais o}, ..., sao de fato processos HAD sempre que a confi-

guracao inicial de a for um produto de processos de Poisson homogéneos.
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De fato, o processo multilinha pode ser definido com outras configuragoes iniciais,
mas neste caso as marginais nao serao processos de HAD, pois os pontos duais
nao satisfarao o teorema de Burke.

Ferrari e Martin (2006) mostraram utilizando os geradores do processo e do pro-
cesso reverso que, se tomamos as marginais independentes, entao esta medida
é invariante extrema (por ser ergddica). Além disso, provaram ser essa a tnica
medida invariante extrema e que existe uma transformagao bijetiva que leva o
processo multilinha estacionario a; no processo multiclasse v; com medida u
igual a saida de um sistema de filas como o definido acima. Segue da unicidade
da medida invariante do processo a; que a medida p é a inica medida invariante

extrema para o processo multiclasse com as densidades fixadas.

o, Q Q

"[']1 O @)
"[]2 O O O Q
'T'|3 O O @) O @) O

CONSTRUCAO DA MEDIDA INVARIANTE PARA M
PELA TRANSFORMAGAO DE (¢

Mostraremos adiante que o processo de Hammersley multiclasse admite uma

construcao num retangulo finito com entradas e saidas, analoga a do HAD.

Proposicao 2 Sejam x,t > 0. Ezistem Sy em [0,x] x {0} e Wy, em {0} x [0, 1]
tais que ¢ = H,(Sy, Wy, P) € um processo de Hammersley multiclasse esta-
ciondrio construido no retangulo finito [0,z] x [0,t] de R% como uma fungio

deterministica H,, de Sy,,Wy e P, onde P é um processo de Poisson bidimensio-
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nal de taza 1. Além disso, assim como a lei de Sy, a lei de Wy, pode ser obtida

como a saida de uma fila M/M/1 com n classes de clientes.

Prova da Proposigao 2

Considere o processo multilinha o; = (o, ...,a?). Paratodoi € {1,....,n}, Sy
é a restrigao de af) ao intervalo (0,x) e W, é o subconjunto dos pontos do segmento
vertical {0} x [0, ¢] por onde as trajetérias de a! passam. Como os processos ay’s
sao independentes, temos que os {S,:} sao mutuamente independentes. Como as
marginais sao processos HAD em equilibrio, sabemos que para todo i € {1, ...,n},
W, é um processo de Poisson com taxa i e é independente de S,;:.

Rotacionando os processos marginais em 90° no sentido anti-hordrio vemos
que o processo obtido é um processo multilinha com saltos no sentido inverso e
com os papéis dos S’s e W's invertidos (faga uma figura!). O teorema de Burke
para o HAD com uma classe de particula implica que os lestes dos processos
marginais tém a mesma lei que os W's o que implica na invariancia do processo
rotacionado. Segue da unicidade da medida invariante para o processo multilinha
que os W, sao mutuamente independentes. Assim, podemos construir o processo
multinha num retrato finito [0, 2] x [0,¢] de R como funcdo deterministica dos

processos independentes P, {Syi}ic1, n € {Waitiz1, n-

Agora observe que ao rotacionarmos o processo modificado em 180 graus
(isto é, o processo original em 90 graus no sentido horario) obtemos um processo
multilinha (_, da esquerda para a direita, com os E’s nos lugares dos S’s e com
os N’s nos lugares dos W’s, em que podemos aplicar a a fungao ®, que leva o
processo multilinha a; no processo multiclasse 1, e assim obter um outro processo
multiclasse. Ao aplicarmos a fun¢ao ® nos {S,i }i—1_», obtemos uma configuragao
multiclasse Sy cuja medida invariante é obtida como a saida de uma fila M/M/1
com n classes de clientes, cujas taxas estao relacionadas com as taxas dos S(’X ;S.
Analogamente, aplicando ® nos {Nﬁi}izl’_J% obtemos uma outra configuracao
multiclasse cuja medida invariante é obtida como a saida de uma fila M/M/1
com n classes de clientes, cujas taxas estao relacionadas com as taxas dos N éis.
Mas temos que, para uma dada realizacao do processo original, Ng = W,: para

todo i. Segue o resultado.
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Vamos calcular a variancia assintotica do fluxo de particulas de segunda classe
¢ por um observador que viaja com velocidade constante » > 0, num processo
de Hammersley multiclasse com medida invariante p com densidades A\ — /—1) de

particulas de segunda classe e % de particulas de primeira classe.

Construimos o processo a partir de um processo multilinha oy, com «(t) =
(a1 (f), a2(t)). Restringimos os processos ao retrato [0,z] x [0,¢], com = = rt
e r > 0. Nessa construcao, as trajetorias das marginais sao processos HAD
com entradas e saidas S,,, Wa, € Sa,, We, todas mutuamente independentes e
independentes do processo de marcas P. as é governado por P e «; é governado

pelo processo de pontos duais de P, o qual denotaremos por D(P).

Agora mostraremos algumas relagoes importantes utilizadas na prova. Defina:

My(t) :== ntmero de clientes na fila (do tempo t) no instante 0
M, (t) :== numero de clientes na fila (do tempo t) no instante x
N, := ntmero de clientes atendidos no intervalo (0,x) na fila do tempo t
= Mo(t) + No, — Ma(t)
= Nm — (M. (t) — Mo (1))
N¢ := ntmero de servigos nao utilizados no intervalo (0,x) na fila do tempo t

= N,, — (N, — (M,(t) — My(t)))
= Nu, — Na, + (M(t) — My(2)))

Observagao: Por vezes denotamos os processos My(t) e M, (t) por My(t, ) e

M, (t,«) para enfatizar a dependencia com relacao ao processo .

Vale o seguinte resultado:
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Proposicao 3 Para todo r > 0, temos que

_ (,0 l—()\+%)r serﬁ%
tlgglo 7Var(§t(rt,t) = (,0 — %) + ()\ — %)r ser € (%,pQ) (0.1)
(D= (p+d) serz g

Prova da Proposicao

A idéia é utilizar as relacoes acima como a que estabelece que o nimero de
particulas de primeira classe num intervalo qualquer é um processo de Poisson
independente do nuimero total de particulas a menos de um erro de ordem 1
com momentos finitos. Assim, o erro nao influéncia no calculo do limite desejado

e podemos "ignora-lo”e pensar em termos de processos de Poisson independentes.

Temos que

Var(g(rt, t) lim Cov(Ng + V_Vg, Ng + Wg)

lim —————= =

t—oo t t—o0 t
Var(N, W, Cov (Ng, W,
= lim Var(Ne) 5)+tlim ax £)+2thm Cov(Ne, o)

Calcularemos cada um desses limites.

Primeiro, pela invarancia de

tlim Var)(ng) _ tlim Var(Se) _
. Var(gag - gal + (Mrt - MO))
- tlir& t
Var(S,, — S, Var(M,, — M, Cov (Suy — Say, My — M,
= lim ar( : ) + lim ar( tt 0) +2 lim oV (S : = M)

Observe que tanto M,, como M, tém Lei igual ao do nimero de clientes numa fila
M/M/1 em equiibrio, que é uma variavel geométrica. Neste caso o parametro é

L <1 e portanto M,; e M, possuem todos os momentos finitos e independentes
Ap

40



CAPITULO 4. PROCESSOS MULTICLASSES

de t. Assim,
o Y = Mo) _ NVar(Me) o Var(Mo) ) g Cov (M, Mo)
too t t—00 t t—oo t t—o00
< 4 g Yr )
=0
Agora,

Cov (5a2 — Soqa M, — MO) =
= Cov(Sa,, Myt) + Cov(Sy,, Mo) — Cov(Sa,, My) — Cov(Sa,, M)

Lembrando que S,, é um processo de Poisson com taxa %t, temos pela desigual-

dade de Cauchy-Schwarz

COV (SQQ s Mrt)

. : Sas
i t = COV(T’ ) (0.2)
Sy — E(Sa,
— tlggla[( - ( )) (M, — E(M,))]
Sy — E(Sa,
< o1 g0, B
L \/Var(5a2) Var(M,,)
t—o0 t t
=0
Analogamente, obtemos que COV(S‘;“MO) — O,COV(S?”MO) —0e 7COV(§°;1’M”)
0. Da onde Cov (S 5 M M
lim G —— ) _g (0.3)
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Logo, como S,, e S,, sao processos de Poisson independentes, segue que

lim Var(Ne) _ im Var(Sa, — Say)
t—oo t t—o0 t
Var(S, Var(S,
= lim ar( 2) + lim ar( 1)
t—o00 t t—o0 t
1
=(A+)r
p

Utilizando a proposigao anterior, obtemos relagoes analogas para My(x, 3) e

M, (z, 3). Procedendo como antes, obtemos que

. Var(W) 1
lim ~Ye) o,y 2
it t P

Nos resta calcular o limite de w Vale,

COV(Ng, Wg) = COV(N&, Sg + Eg — Ng)
= Cov(Ng, S¢) + Cov (N, E¢) — Var(N;)
= Cov (Ng, 5}) + Cov (55, Wg) - Var(Ng)

Vamos justificar esta ultima igualdade. Da demonstracao da proposi¢ao ante-
rior, obtemos que o processo multilinha a; = (Sa,, Wa,, Say, Wa,, P, x,t) TO-
tacionado em 90 graus no sentido horario gera um novo processo multilinha
B-z = (Fay, Nag, Fayy Nay, D(D(P)),t,z), onde D(P) denota os duais de P. Dai
temos que ®(F_,) é um processo multiclasse (o/,7') e que valem as seguintes

igualdades em Lei

Logo,
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(Uma maneira mais direta seria escrever Var(Ng + We) = Var(S¢ + E¢) da
onde obtemos Cov (N, E¢) = Cov(Se, We)).

Agora, sejam X,(t) e X, (t) as posicoes de duas particulas de segunda classe
isoladas colocadas na origem de duas cépias independentes dos processos o e 7

respectivamente. Temos,

COV(Ng, Sg) = COV(NU - Nna SO - 577)

= COV(NU, 5(,) + Cov(Nn, Sn) — COV(N(,, n) - Cov( V,, S )

n Po

Vale que,
Tim Cov(]if(,, Sh) - Jim Cov(Nay, Say t— (M, — My))
— lim COV(N;Q,SO“) lim COV(NOQ,iWN — MO)
t—o0 t—o0

pois, N, = H(Sa,, Wa,, P) é independente de S,, e o segundo limite vai a zero

pelo mesmo argumento utilizado em (0.2).

Vamos investigar a Cov (NN, S,). Como feito em outras demonstragoes do
texto, acrescentamos ao processo S, um processo de poisson de taxa 7 indepen-
dente dos outros processos. Mantemos estes outros processos inalterados. Desta
maneira obtemos um novo N, o qual denotaremos por Ng/ , € como antes temos

v
E(N, N,)

Cov(N,, S,) = )\87|7:0E(N77) = liIT(l) "7
y—

Quando 7 ¢é suficientemente pequeno temos que S} — S, = 1 a menos de um
erro de ordem ~2. Considere a fila M/M/1 obtida pelo processo multilinha que
gera o processo (0,7). Se esta nova particula cai num periodo de desocupagao
da fila, entao o processo 1 permanece inalterado e Ny — N, = 0. Porém, se a
nova particula cai em um periodo de ocupacao da fila surgem duas discrepancias

entre S7 e S,. A primeira na posi¢ao da nova particula. Denotamos a posigao
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no tempo t desta particula de segunda classe que inicialmente estd num ponto
z por X,(t). Além disso, todas as particulas de S, a direita de X,(0) e que
estao dentro daquele periodo de ocupacao avancam para a posicao onde estava
a particula imediatamente a sua esquerda. Como resultado, a ultima particula
deste periodo de ocupacao se tranforma numa particula de segunda classe e,
assim, nao pertence a 5. Isto gera a outra discrepancia, cuja posi¢ao no tempo
t denotaremos por X;(t), onde z > z é sua posicao inicial. Acoplando o processo
7; com o processo modificado e observando que z é fungao deterministica de z e

da fila, obtemos

0< N, —N, <~ /0 Lix.(<al L. 0)>0) 42

Logo,
N A EWNY =N,
o SV S0) Ay BONG = Ny
t—o00 t—oo t 7—0 g
rt
1 L% (s d2
< M lim E( () <rt) L%z (1)) )
t—o0 t
g [P(Xo(t) < rt — tz Xo(t) > rt — z)dz

Temos que a tltima integral é dominada por E(rt—X(t)). cujo limite rescalonado
por t é finito para todo r fixado. Como z — z é de ordem 1, pela Lei dos Grandes
Ntimeros para X, e X, obtemos que a probabilidade acima converge a zero para

E(rt—Xo(t)+
t

todo r # p?. Lembrando que para r = p? o limite de ¢ zero, temos

pelo teorema da convergéncia dominada que

rt ¥ _
. Cov(Ny, S;) < ) lim Jo P(Xo(t) < 1t — 2, Xo(t) > rt — 2)dz
t—o00 t t—00 t
=0
Portanto,
o CovlNe Se) E(rt — X,(1)), o E(rt — X,(1)),
t—o0 t t—o00 t p t—oo t
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Resta calcular o limite para covariancia de S¢ e We. Temos:

= Cov(S,, V_VU) + Cov(gn, V_Vn) — Cov(ga, Wn) — Cov(gn, _g)
)

esta ultima igualdade decorre da independéncia dos processos envolvidos. (De
fato, W,, é fungao deterministica da configuracao de a;(0) a esquerda da origem
e dos pontos duais P a esquerda da origem. Mas estes Gltimos, por sua vez, s6
dependem de P e dos pontos de as(0) a esquerda da origem, sendo todos estes
processos independentes de S,,. Lembrando que W,z e S, sio mutuamente
independentes, temos que a configuracao a esquerda e a configuracao a direita de

uma particula de segunda classe sdo independentes no processo com medida p.)

Concluimos que

i NI _y, CorNe 8y Cor(Ea )y, Vor()
E(rt — X, (¢ E(rt — X, (2
=\ lim r ())++1hm r n())+—(>\+l)r
t—o0 t p t—oo t D
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Por fim,
lim Var(&(rt, t)  lim Var(Ne) lim Var(We) 9 %im Cov (Ng, We)
t—o0 t t—o0 t—00 t t—00 t
t— X, (t E(rt — X, (t
= P+§—(A+%)r+2)\thm 4 ())++%thm (r t"( ))+
+H)—-A+Yr ser< L
(p ,\) ( P )
= p—3)+ (A=2)r sere (L, p?
A P A
(D= (pr ) serzp

Terminamos este capitulo mostrando uma modelagem para o mercado acionério
baseada no TASEP multiclasse. Comecamos dando uma descricao simplificada

da dinamica do mercado de agoes.

O mercado de acoes sao os meios pelo qual empresas podem captar recursos
para si através da emissao de agoes, que sao titulos que representam o capital
social da empresa, ie, o valor da empresa. O principal constituinte do mercado
acionario ¢ a Bolsa de Valores. Nela, as acoes das empresas sao negociadas di-
ariamente, de forma que o valor das agoes de uma certa empresa varia ao longo
do tempo. Sao muitas as variaveis que influenciam no preco de uma acgao, de
maneira que o comportamento do preco é quase aleatorio. Um modelo conhecido
que por vezes é utilizado para estudar o comportamento do preco de uma agao ao
longo do tempo € o de passeios aleatérios independentes. Por meio de inferéncias
na série de valores da acao no passado, foi constatado que este modelo consegue
prever de maneira razoavel o comportamento de longo prazo do valor de uma
acao. Entretanto, se quisermos estudar o comportamento de duas ou mais agoes
ele se mostra inadequado, por considerar independente as trajetorias de cada
uma.

E claro e amplamente aceito pelos analistas, o fato de que os pregos das acoes
interagem e que o nivel de dependéncia entre os papéis (ag¢oes) também varia de

acordo com quais empresas estamos analisando. Por exemplo, papéis de empresas
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do mesmo ramo possuem forte correlagao enquanto papéis de empresas de ramos

distintos sao menos dependentes um do outro. Descrevemos o modelo a seguir.

O valor da agao de uma empresa ¢ no tempo t é representado como uma fungao
(que depende de i) da posicao de uma particula P;(t) do TASEP multiclasse .
Tomamos esta fun¢ao de maneira que ela nao dependa da posicao inical P;(0).
Aqui, o tempo t € R, mas poderfamos toma-lo discreto de forma a representar
um dia (ver Ferrari e Martin 2005). De acordo com algum critério, determina-se a
classe de uma empresa, colocando empresas cujos papéis sao altamente correlaci-
onados na mesma classe. Empresas que apresentem historicos de boa valorizacao
recebem classes menores, enquanto empresas que possuem histéricos de desvalo-
rizacao recebem classes maiores. Nenhuma empresa é colocada na primeira classe,
mas colocamos uma densidade positiva de particulas de primeira classe. As den-
sidades de cada classe devem ser estimadas (inferidas) segundo algum critério,
de forma que melhor ajustem o comportamento de longo prazo dos papéis. Aqui
tomamos o numero de particulas infinito, mas isto nao gera problemas na mo-
delagem, desde que escolhamos indices sucessivos (lembre-se que a enumeragao
corresponde a particulas sucessivas) e coloquemos as densidades positivas. Isto
garante que, mesmo que apos um certo tempo duas particulas de classes k e [
(classes distintas) tenham uma depéncia fraca, cada uma delas interage com ou-
tras particulas de classes k e [. Se tomamos a configuragao inicial com medida
invariante, isto fica bem evidente.

Vamos dar algumas justificativas heuristicas do porque este modelo pode superar
o modelo de passeis aleatorios independentes. Fixamos a configuragao inicial com

medida p invariante.

1) Por meios numericos é possivel ajustar as densidades das classes de forma
que o comportamento de longo prazo das particulas do TASEP multiclasse seja

aproximadamente o mesmo que do modelo de passeios independentes.

2) No modelo multiclasse consideramos nao s6 a interacao entre dois papéis,
como o fazemos para a interacao conjunta de todos os papéis. Alem disso, é

possivel simular o comportamento total da bolsa de valores de acordo com as
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variaveis macroeconomicas que afetam todos os papéis. Estas varidveis seriam
as que determinariam o processo P que influéncia as trajetérias de todas as

particulas.

3) O modelo pode ser til para estudar o comportamento dos precos no curto,
ou pelo menos no médio prazo. Isto porque a determinacao dos precos dos papéis
sao fortemente dependentes um dos outros no curto e médio prazo, o que também

ocorre no modelo multiclasse.
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