Simulacao perfeita e aproximacoes

de alcance finito em sistemas de spins
com interagoes de longo alcance

Estéfano Alves de Souza

TESE APRESENTADA

AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA

OBTENCAO DO TITULO
DE

DOUTOR EM CIENCIAS

Programa: Estatistica

Orientador: Prof. Antonio Galves

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxilio financeiro do CNPq

Sao Paulo, maio de 2013



Simulacgao perfeita e aproximacoes

de alcance finito em sistemas de spins
com interagoes de longo alcance

Esta versao da Tese contém as corregdes e alteragoes sugeridas
pela Comissao Julgadora durante a defesa da versao original do trabalho,
realizada em 26,/03/2013. Uma copia da versdo original esta disponivel

no Instituto de Matemaética e Estatistica da Universidade de Sao Paulo.

Comissdo Julgadora:

e Prof. Antonio Galves (orientador) — IME-USP

e Prof. Dr. Eduardo Jordao Neves — IME-USP

e Prof. Dr. Pierre Collet — CNRS - Franca

e Prof. Dr. Roberto Imbuzeiro Moraes Felinto de Oliveira — IMPA
Prof. Dr. Domingos Humberto Urbano Marchetti — IF-USP



Agradecimentos

Em primeiro lugar, quero agradecer ao meu orientador Antonio Galves que desde 2007 (quando
também orientou o meu Mestrado) vem sendo uma pessoa extremamente compreensiva comigo —
mais até do que realmente mereco, para ser sincero — e de quem recebi licbes importantes para a
continuidade de minha carreira académica. Por sua excelente estrutura e ambiente de trabalho, o
Nrucleo de Modelagem Estocéstica e Complexidade (NUMEC-USP), coordenado pelo Prof. Galves,
também merece uma menc¢ao especial.

Também quero agradecer a trés pessoas que colaboraram de forma significativa para que esta
Tese fosse concluida: a Daniel Takahashi pelas discusstes sobre modelos de Ising e andlise estatistica
de dados ligados & Neurociéncia; a Eva Locherbach pelas observages sobre simulagao perfeita e,
principalmente, a Roberto Fernandez pelas sugestoes e comentérios adicionais sobre estados de
Gibbs e transigao de fase durante sua tltima visita ao NUMEC-USP, em janeiro de 2013, quando
esta Tese se encontrava em fase final de redagao.

Nao poderia esquecer também dos amigos de NUMEC, que foram fundamentais nao apenas
nas discussoes que levaram a esta Tese mas também pelos 6timos momentos de descontracao nas
(poucas) horas vagas disponiveis: Rodrigo Lambert, Manuel Gonzalez, Gabriel Peixoto, Douglas
Pinto, Bruno Monte, Alejandra Rada, Karina Yaginuma, Renata Khouri, Lina Thomas, Andressa
Cerqueira e por ai vai — nao conseguiria citar todo mundo em apenas uma ou duas paginas. E,
claro, ndo posso me esquecer da Lourdes, secretdria do NUMEC e uma pessoa incrivel.

Agradeco também a Florencia Leonardi, Miguel Abadi, Eduardo Jordao Neves, Fabio Machado,
Vladimir Belitsky e a todos os professores do NUMEC. Outros professores que passaram pelo Niicleo,
como Fugene Pechersky e Yuri Suhov, também merecem ser mencionados por aqui.

A todos os meus amigos e familiares: meu MUITO OBRIGADO. E, acima de tudo, obrigado
aos meus pais, que apesar de todas as dificuldades nestas quase trés décadas, me ensinaram muita
coisa, sao parte importante da minha vida e é mais do que justo dividir esta etapa concluida de

minha carreira académica com eles.



i



Resumo

SOUZA, E. A. Simulacao perfeita e aproximacoes de alcance finito em sistemas de spins
com interacoes de longo alcance. 2013. 41 p. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2013.

Nosso objeto de estudo sdo os sistemas de spins com interagoes de longo alcance; em particular,
estamos interessados em sistemas cuja probabilidade invariante é o modelo de Ising em A, onde
A = {—1,1} & o espaco de spins e S = Z% & o espaco de sitios. Apresentamos dois resultados
originais que sdo consequéncias da aplicagdo de algoritmos de simulacao perfeita e de acoplamento

no contexto da construcao deste tipo de sistemas e de suas respectivas probabilidades invariantes.

Palavras-chave: Modelo de Ising, Sistemas Markovianos de Particulas, Simulacido Perfeita, Aco-

plamento.
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Abstract

SOUZA, E. A. Perfect simulation and finite-range approximations in spin systems with
long-range interactions. 2013. 41 p. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2013.

Our object of interest are spin systems with long-range interactions. As a special case, we are
interested in systems whose invariant measure is the Ising model on A%, where A = {—1,1} is the
space of spins and S = Z¢ is the space of sites. We present two original results that are byproducts
of the application of Perfect Simulation and Coupling algorithms in the context of the construction

of these spin systems and their respective invariant measures.

Keywords: Ising Model, Interacting Particle Systems, Perfect Simulation, Coupling.
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Capitulo 1

Introducao

A classe dos sistemas Markovianos de particulas interagentes &€ uma famfilia de processos esto-
casticos que, em termos de teoria de Probabilidade, comecou a ser estudada no final da década
de 1960: alguns dos primeiros artigos que estudaram esta familia de processos foram escritos pelo
norte-americano Frank Spitzer (1969, 1970) e o russo R.L. Dobrushin (1971). O objetivo inicial
deste estudo era descrever e analisar modelos estocasticos para evolugoes espago-temporais em es-
pacos finitos ou infinitos enumeraveis e nos quais havia a possibilidade de se incluir interacoes de
longo alcance ou mesmo de alcance infinito, ou seja, entre dois pontos arbitrariamente distantes que
interagem entre si.

Naturalmente, a motivagao original para o estudo destes modelos vinha da Mecéanica Estatistica
e sua andlise também tornou-se importante para uma compreensdao mais ampla do fenémeno de
transicao de fase nos estados de Gibbs. Com o tempo, notou-se que este tipo de estrutura poderia
ser formulada, de uma forma igualmente natural, em outras linhas de pesquisa, como redes neuronais
e modelos de infeccao. Liggett (1985) é uma das principais referéncias sobre a teoria de sistemas

Markovianos de particulas.

1.1 Sistemas com interagoes de longo alcance

Nesta Tese, nosso objeto de estudo sao os chamados sistemas de spins com interacoes de longo
alcance, que nada mais sao do que sistemas Markovianos de particulas com infinitas componentes,
ou seja, processos que assumemn valores em uma configuragao definida em um conjunto infinito
enumeravel S na qual cada componente (ou seja, cada ponto de S) assume um valor definido
em um conjunto (a priori) binario A. Tipicamente, define-se S = Z% para algum inteiro positivo
d>1e A= {-1,1},; portanto, dizemos que cada ponto de S recebe um spin. Tais processos sao
construidos de tal forma que sejam reversiveis — e, portanto, invariantes — com respeito a uma
medida de probabilidade em A® cuja lei é caracterizada por interacdo entre sitios, ou seja, uma
familia de nimeros reais J indexada por subconjuntos finitos de sitios R C S de tal forma que
Jr # 0 indica a existéncia de interagdo entre os sitios de R. A este tipo de medidas d4-se o nome
de medidas de Gibbs (do Inglés, Gibbs measures).

Um caso particular de medida de Gibbs é o modelo de Ising com interagdes de alcance infinito,
ou seja, a interagao J é definida para pares de sitios (i,j) € S x S com ||i — j|| tdo grande quanto

quisermos. Tal modelo tera suporte no conjunto de configuracoes infinitas A%, onde A = {—1,1} e
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S = 7% Dizemos que (4,7) é um par de sitios interagentes se e somente se J(i,5) # 0. O grafo de
sitios interagentes relativo & interacao J é o conjunto de pares (i,7) tais que J(i,j) # 0.

Como um exemplo que visa justificar o interesse por processos com interagoes de longo alcance,
podemos citar a influéncia de varidveis externas na observacao de uma cadeia de Markov de alcance
fixo (Collet e Leonardi, 2012) ou mesmo uma cadeia estocastica com memoria de alcance variavel
(Collet, Galves e Leonardi, 2008): ao introduzirmos, de forma conveniente, uma sequéncia estocés-
tica que funciona como um “ruido” que pode alterar o valor da sequéncia original, observa-se que
as cadelias observadas se comportam como uma cadeia estocastica com memoria de ordem infinita
(e, portanto, de alcance infinito).

Ainda assim, sob algumas condig¢oes de continuidade e de “perda de memoéria” ao longo do tempo,
podemos reescrever a probabilidade de transicao de uma cadeia estocastica de ordem infinita como
uma combinacao linear convexa de probabilidades de transicao de cadeias de Markov de alcances
finitos. Este tipo de decomposicao possibilita a construcao explicita de processos com longo alcance
a partir de processos de alcance finito e simplifica a construgdo de algoritmos de simulagdo perfeita
para a respectiva probabilidade invariante. Comets, Fernandez e Ferrari (2002) é uma das principais
referéncias para este tipo de decomposicdo que, por sua vez, estd diretamente relacionada com o
trabalho de Bramson e Kalikow (1993) — dai vem o nome decomposi¢ao de Kalikow que adotaremos
em nosso contexto.

Em termos de simulagao e de anélise estatistica de dados, nao podemos observar mais do que
a projecdo, em um conjunto finito de sitios, de uma distribuicdo de probabilidade em AZ'. Por
este motivo, torna-se importante estimar, por meio de algum acoplamento, a probabilidade de
discrepancia entre o modelo de Ising com interagoes de alcance infinito e sua versao restrita a um
conjunto finito F' (ou seja, J(i,j) = 0 se pelo menos um dos sitios nao pertence a F'), tanto do ponto
de vista da medida de probabilidade em si quanto do ponto de vista temporal, ou seja, estimando
essa probabilidade de discrepancia ao longo do tempo e em uma condigdo de equilibrio (regime
estacionario). O primeiro ponto de vista ja foi parcialmente abordado por Galves, Locherbach e
Orlandi (2010), que obtiveram uma quota superior para a distancia d entre o modelo de Ising e
sua versdo truncada no alcance L (ou seja, J(i,75) = 0 se ||¢ — j|| > L), restrita a subconjuntos
finitos de Z?. Nosso objetivo principal é apresentar resultados originais que ajudem a incrementar

a percepcao sobre estes dois pontos de vista distintos.

1.2 Contribuigoes

Nesta Tese, apresentaremos dois resultados originais:

e O primeiro deles, o Teorema 4.2.1 (Teorema de Corregao em Volume Finito), consiste em
uma quota superior para a distancia d entre o modelo de Ising de alcance infinito e sua versao

restrita a um subconjunto finito de Z¢.

e Por sua vez, nosso segundo resultado original, o Teorema 5.2.1 (Teorema de Aprozimagao
Empirica), mostra que, sob certas hipoteses, é possivel acoplar duas dinamicas estocéasticas
de Ising em regime estacionario (Xs)ser € (X £L]) scr de tal forma que é possivel controlar a
proporcao de tempo em que ambos os processos se diferenciam em uma janela de tempo finita.

L ~ L . ] .
Os processos (Xg)ser € (X£ ])SGR sdo dois sistemas de spins em tempo continuo, assumindo
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valores em AS e tais que suas probabilidades reversiveis correspondem ao modelo de Ising em
e sua versdo truncada no alcance L, respectivamente.

Ambos os resultados sdo demonstrados sob condi¢es de alta temperatura, de forma que ha
auséncia de transicdo de fase, ou seja, a escolha da interacdo J leva a uma Unica probabilidade

invariante para o sistema de spins.

1.3 Organizacao da Tese

Esta Tese esta organizada da seguinte forma:

e No Capitulo 2, definimos o modelo de Ising e sua respectiva dindmica estocastica.

No Capitulo 3, discutimos alguns resultados conhecidos que garantem a existéncia de um algo-
ritmo de simulagao perfeita para obter uma realizacao do modelo de Ising e as consequéncias

para a construcao do respectivo processo estocéstico ao longo de um intervalo de tempo finito.

O acoplamento entre as dinamicas estocasticas ao longo de um intervalo de tempo finito, além

da demonstracio do Teorema 4.2.1, sfo os tépicos apresentados no Capitulo 4.

O Capitulo 5 é dedicado & demonstracao do Teorema 5.2.1, utilizando o conceito de sequéncias

fortemente misturadoras.

Finalmente, no Capitulo 6 fazemos alguns comentérios finais.
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Capitulo 2

O modelo de Ising e sua dinamica

estocastica

Neste capitulo, definimos o modelo de Ising em Z% e sua versio de alcance finito (ou, simples-
mente, truncada); isso sera feito na Segao 2.1. A seguir, na Secdo 2.2, apresentamos os geradores
infinitesimais de dois processos de Markov em tempo continuo que tém os dois modelos como as
respectivas medidas de probabilidades reversiveis. Finalmente, na Se¢do 2.3, apresentamos uma
decomposicdo das taxas destas dindmicas estocéasticas que serd conveniente para a definicao dos

algoritmos de simulagdo perfeita e do acoplamento das duas dinimicas.

2.1 Definicoes preliminares

Nesta se¢do, vamos introduzir algumas notagoes fundamentais. Sejam A = {—1,1} o espaco de

spins e S = AL espaco de configuracoes. Definimos a norma L' em Z<:

d
lll == lénl
k=1
em que i = (i1,...,1iq) € 7%, Toda configuracio em S sera representada por letras gregas: o, 7, . . .,

por exemplo.

Um ponto i € Z% sera denominado sitio e, para todo sitio i, a notacdo o (i) sera usada para
representar o valor (spin) da configuragdo o no sitio 7. Por extensao, para qualquer subconjunto
V C Z% o(V) € AV representara a restricdo de o para o conjunto de sitios em V. Se V' é finito,
denotamos sua cardinalidade por |V|.

Finalmente, para todo i € Z¢ e todo nimero inteiro L > 1, definimos
Bi(L) ={jez":|lj—ill <L} (2.1)
e para todo i € Z% e todo o € S, definimos a configuracio modificada ¢ € S:

oo ooty seg#i
() = . -
—o(i), sej=i.
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A definigdo formal de interacdo vem a seguir.

Definicdo 2.1.1 Uma interacio ¢ uma colecio J = {J(i,7), (i,7) € Z xZ%} de nimeros reais

indezados por pares (i,7) € 79 x 74 que satisfaz as sequintes condigoes:
1. J(i,i) = 0 para todo i € Z%;
2. J(i,7) = J(4,1) para todo i # j (grafo nao orientado);

3. Condi¢ao de soma uniforme:

€:= sup Z |J(i,7)] < 0. (2.2)
iEZdeZ(i

Finalmente, apresentamos o modelo de Ising com respeito & interacao J e sua versao truncada:

Definicao 2.1.2 Uma medida de probabilidade pu em S € chamada de modelo de Ising com respeito
a interacio J = {J(i,5), (i,7) € Z*xZ%} se para todo i € 7%, para todo a € A e para todo n € S,
uma versao da probabilidade condicional p({o : o(i) = a|o(j) = n(j) para todo j #i}) é dada por

p{o - o(i) = alo(j) =n(j) para todo j # i})
1

Cltep{2a Y JGimG))

jEZA

(2.3)

Analogamente, dizemos que a medida de probabilidade ,u[L] em S é o modelo de Ising com respeito
a interagcdo J truncada no nivel L se para todo i € Z2, para todo a € A, e para todo n € S, uma

versio da probabilidade condicional p¥({o : o(i) = a|o(j) = n(j) para todo j #i}) é dada por

M[L]({U co(i) =a|o(j) =n(j) para todo j # i})
1

- 1+ exp {2a Z J(i,j)n(j)} ‘ 24

JEZA: jeB;(L)

2.2 Dinamicas estocasticas de Ising

Definimos agora uma dindmica estocastica que tem g como medida reversivel (tal dinamica
também é conhecida como dindmica de Glauber): trata-se de um sistema Markoviano de particulas
interagentes (X;(i),i € Z%,t € R) que assume valores em S e é definido pela taxa ¢;(¢) com a qual a

configuracdo (spin) no sitio i € Z% troca de sinal quando a configuracio do sistema é igual a o € S:

(o) =exp (= 8 Y I j)o(Dol)). (2.5)

jezd
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onde 5 > 0 é uma constante. O gerador infinitesimal G do processo (X;); é definido nas funcoes

cilindricas f : S — R da seguinte forma:

Gf(o) = ci(a)lf(a") = f(o)]. (2.6)

i€Zd

Observe que a condigao de soma uniforme (2.2) implica diretamente que as taxas ¢;(o) sdo limitadas

uniformemente em ¢ e o; além disso, temos que

sup Y sup |ei(0) — ¢i(07)] < 00 (2.7)
iEZdjeZd ocesS

Sob as condicoes (2.2) e (2.7), o Teorema 3.9 do Capitulo I de Liggett (1985) implica que G ¢,
de fato, o gerador infinitesimal de um processo de Markov (X;);. Além disso, por construcao, este
processo tem o modelo de Ising u correspondente a interacio J%(i,j) := BJ(i,7) como medida

reversivel: de fato, como

ci(n) _ p({o:0(i) =n()]o(j) =n(j) para todo j # i})
ci(n')  p({o:o(i) = —n(i)|o(j) = n(j) para todo j #i})’

a Proposicdo 2.7 do Capitulo IV de Liggett (1985) garante que (X;); é reversivel com respeito a p.
Para um numero inteiro £ > 1 fixado, definimos uma nova dinamica estocéstica de Ising tendo
plf como medida reversivel: seja (Xt[g])teR um processo de Markov assumindo valores em S com

gerador infinitesimal

Gl (o) Z C[Z] — f(o)], (2.8)

i€Z4

(€]

onde as taxas c¢;” sao dadas por

o) =nlew (=8 3 J6G900e0), >

onde
4 .o
A =exp (=8 3 1IG.)1).
A proxima proposicao garante que plf é uma medida reversivel do processo (Xtm)t.

(€]

Proposicao 2.2.1 O processo (X;"): € reversivel com respeito ao modelo de Ising pld de interagio

JB truncada no alcance /.

Demonstracdo. Por construcao, temos que

) pl({o i) = (i) |of
cga(ni) M[e]({a ro(i) =—n(i)|o(j) =n

j) = n(j) para todo j # i})
(4) para todo j #i})

Portanto, pela Proposi¢ao 2.7 do Capitulo IV de Liggett (1985), temos que (Xtm)t é reversivel com

respeito a um. °
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(4]

7

Observe que o termo extra r;" aparece na definicao das taxas clm em comparacao a definicao das
taxas ¢;. Este termo é importante do ponto de vista da construgao simultanea (ou, simplesmente,
um acoplamento) dos processos X; e th, mas nao muda a evolucao do processo de Markov original
quando este estd em regime estacionario, como foi demonstrado na Proposicao 2.2.1.

Nosso objetivo principal é demonstrar que podemos construir simultaneamente (ou simples-
mente, acoplar) as duas dinamicas estocdasticas de Ising ao longo do tempo e de tal forma que a
probabilidade de discrepéancia entre os valores das dindmicas possa ser controlada de forma conve-

niente.

2.3 Decomposicao de Kalikow

Tal acoplamento ¢ baseado em uma decomposicao das taxas de transigdo c;(o) e cy] (o) como
combinacoes lineares convexas de taxas de transi¢ao de alcances finitos. Chamaremos este tipo de
decomposicao, ao longo desta Tese, de decomposicio de Kalikow.

Como feito em Galves et al. (2010) com o objetivo de apresentar esta decomposi¢ao, introduzi-

remos a seguinte notacio: Definimos, para cada i € Z¢,

M, — 268 S ez ()

e a probabilidade (A\;j(k))x>0 no conjunto {0,1,2,...}

e_QBZjEZd IJ(ZJ)‘ se kx e 0’
Ai(k) = e Pign;) TG _ =263z 1J(05) sek=1,

e P g @D _ =B ep,0-1y) TGNl o k5 1.
Para todo o € S e para todo k > 2, definimos as probabilidades de transicao

M;
e B2 illi—jli=k @D () _ o=B 35 iy =k [/ (7))

g 1 — e P Xjiltijii=r 7@ ]

o (a(ile) = eI Esenisoy H6n

epara k=1,

01 e P TG 06) _ B i 1)
p; (—o(i)|o) = M; | o2t D B g,y )]

Para termos uma medida de probabilidade em A, definimos para todo k > 1,
k . k .
p(e()o) = 1 =pl(=o(i)]o).

Finalmente, para k = 0, definimos

1

P (1) =p (1) = 3.

Observe que esta tltima probabilidade ndo depende do sitio i. Além disso, note que, por constru-
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[k}

(alo(Bi(k))) em vez de pgk] (alo) para k > 1 deste ponto em

¢do, para todo k > 1, as probabilidades p; '(a|o) dependem apenas de o(B;(k)). Por este motivo

[¥]

escreveremos, de forma indiferente, p;

diante.
Agora, apresentamos o teorema da decomposi¢do de Kalikow das taxas.

Teorema 2.3.1 (Galves et al., 2010) Supondo que a condi¢ao de soma uniforme (2.2) vale, temos

que:
1. A sequéncia (N\i(k))r>0 define uma distribuicao de probabilidade no conjunto {0,1,2,...}.

2. Para quaisquer £ > 1 e o € S, temos que
‘ 1< k
(o) = m; [Axmz + > Nilk)p) ]<a<z'>ra<Bi<k>>>] . (2.10)

8. Para todo o € S, temos que

ci(o) = M; [M(O)l +3 Nkl (a(z')ra(Bi(k)))] . (2.11)

2
k=1

Demonstragao. O item 1 segue diretamente da definigao e de (2.2).
Para provar o item 2, defina
1
¢/ (o) = 5 Mixi(0)

()

e observe que, para todo £ > 1, vale que
0
(o) =Y (o) = o)) + o),

onde as diferencas c[k](a) - c[kfl](a) sao positivas. Por definigdo, como

(o) — (o) = M (k) (—o (D)o (Bi(k))) -

obtemos a decomposicao do item 2.

Finalmente, para demonstrar o item 3, observe que a condi¢do de soma uniforme (2.2) implica

que
lim ¢M(0) = ¢;(0), (2.12)

k—oo °

k . : ~ .
uma vez que rz[ l 1 para k — oo. Portanto, levando o item 2 em consideragdo, chegamos a decom-

posicao desejada. °

Com o intuito de apresentar os algoritmos de simulacao perfeita e o acoplamento das dindmicas

estocasticas, torna-se conveniente reescrever o gerador infinitesimal (2.6) da seguinte forma:

G1(0) = 3 3 cilalo)[f(e™) — f(0)]. (2.13)

€7 acA
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onde o € S é a configuracio modificada

o™ (j) = o(j) para todo j #i; (i) =a

e
cilo sea=—o(1),
ci(alo) = @) Q (2.14)
M; —ci(o) sea=o(i).
De forma anéloga, para todo ntimero inteiro £ > 1, definimos as taxas
4 :
¢ (o se a = —o(i),
cy](a]a) = (@) v ( ) (2.15)
MZk oAi(k) —¢; (o) sea=o(i).
e o gerador

G97(0) =33 cMalo)[f (o) - f(0)]. (2.16)

€22 a€A
Esta nova notacao inclui nos geradores as taxas de saltos invisiveis nos quais o spin no sitio ¢
é atualizado com o mesmo valor que tinha imediatamente antes do salto. Claramente, o gerador
apresentado em (2.6) (e em (2.8), respectivamente) define a mesma dinamica estocéstica represen-
tada pelo gerador (2.13) (e por (2.16), respectivamente).

Com isso, temos o seguinte corolario do Teorema 2.3.1.

Corolario 2.3.2 (Galves et al., 2010)

=333 Maxik)pM (alo(Bik))[f (o) — (o)) (2.17)

i€Z4 a€A k>0

e para todo ¢ > 1,

G f(o) ZZZW Halo(B,()[F () = F(o)], (2.18)

1€74 a€eA k=0

onde, por conveniéncia, definimos p[ ](a|a(Bi(k))) = pEO] (a) para k = 0.

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 2.3.1 e da forma como os geradores infinitesimais

sa0 reescritos. °

Deste ponto em diante, fixaremos £ = L. A decomposi¢ao apresentada no Corolario 2.3.2 sugere
a seguinte construcao das dindmicas estocéasticas de Ising que tém G e g[” como geradores infini-
tesimais.

Para cada i € Z¢, defina um processo pontual de Poisson N? cujos intervalos entre ocorrén-
cias tem distribuicdo exponencial de taxa M;. Todos os processos de Poisson associados a sitios
diferentes sdo independentes. Se, no tempo t, o relégio de Poisson associado ao sitio ¢ toca, escolhe-
mos um alcance k com probabilidade \;(k) independentemente de tudo que acontece no sistema.
Entao, atualizamos o valor da configuracio neste sitio escolnendo um simbolo a com probabili-
dade p[k] (alo(B;(k))) que depende apenas das configuragdes dentro do conjunto B;(k). No caso do

]

processo com gerador G (L] apenas alcances menores ou iguais a L podem ser escolhidos.
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Este tipo de construcdo, portanto, sugere que é possivel construir os dois processos de forma
acoplada, utilizando os mesmos processos pontuais de Poisson e uma mesma familia de varidveis
aleatorias i.i.d. uniformes (Uy,(i),n € N,i € Z?) para gerar os spins de acordo com as probabilidades

de transi¢ao pgk](-\a(Bi(k:))). Isso sera feito no Capitulo 4.
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Capitulo 3

Simulacao Perfeita

Este capitulo é dedicado & construcao de algoritmos de simulagao perfeita do modelo de Ising
e de sua versao truncada. Na Secdo 3.1, apresentamos um processo Markoviano de saltos que é a
base da simulacao, enquanto que na Secao 3.2 apresentamos o algoritmo de simulagao perfeita de
uma realizacio da projecio do modelo de Ising em conjuntos finitos de sitios de Z<.

A simulacéo perfeita (Perfect Simulation ou Ezact Sampling, em Inglés) consiste em um conjunto
de algoritmos que tem, como objetivo, simular uma realizacdo de uma medida de probabilidade
desconhecida ou, no caso desta Tese, que é funcao de uma configuracdo definida em um espaco
infinito enumeréavel e, portanto, impossivel de ser simulada de forma direta levando-se em conta o
fato de que é impossivel observarmos uma configuragdo de cardinalidade infinita.

Propp e Wilson (1996) foram os primeiros a apresentarem um algoritmo de simulagao perfeita:
o objetivo era obter uma amostra da probabilidade invariante de uma cadeia de Markov irredutivel
e com espago de estados finito. Todavia, como veremos nesta secao, as mesmas ideias podem ser

aproveitadas para amostrarmos uma realizacdo de j restrita a subconjuntos finitos de Z<.

3.1 Processo Reverso e perda de memoéria

Para cada sitio i € Z? e t > 0 fixados, definiremos o processo (ng’t)) s>0 assumindo valores no

)

conjunto de subconjuntos finitos de Z¢ (que denotaremos por F(Z%)) e de tal forma que ™) sera
o conjunto de sitios no tempo t — s cujos spins afetardo o spin do sitio ¢ no tempo t. Este processo
serd a base para a construgao do processo (X)s.

Para cada i € Z4, sejam ... < T%, < T', < T¢ <0 < T} < T4 < ... os tempos de ocorréncia
do processo pontual de Poisson N? de taxa M;. Naturalmente, definimos o respectivo processo de

contagem

i _ } : .
N ([S,U]) - 1{5§T,’1§u}'
nez
Os processos de Poisson associados a sitios diferentes sao independentes. Para cada ponto T},
associamos uma marca K},

{0,1,2,...} dada por (A;(k))k>o0-

O processo pontual reverso associado ao sitio ¢ e comegando no tempo ¢ é dado pela sequéncia

independente de T? e escolhida com distribui¢do de probabilidade em

de tempos
TT(LM) =t — TNi([O,t])—n+1a n>1. (3.1)

13
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Definimos também o respectivo processo de contagem

u]) = Z 1{S§T,(Li"t)§u} ’ (32)

neL

as marcas associadas a este processo,

KD = Ki,

n

Ni(o)—nt1> M2 1 (3.3)

e, para cada k > 0, o processo de Poisson k-marcado, comegando no tempo t, € dado por

ik,
NEEO([s, Z (o< <uy LR gy (3.4)

neL

Introduziremos uma familia de transformacoes {7("F) i € Z4 k > 0} em F(Z%). Para quaisquer
conjunto unitario {j} C F(Z%) e k > 1, definimos

(g = § DA 35)

{7}, caso contrario

e, para k =0,
0, sej=1

rtO({j}) = (3.6)

{j}, caso contrario.

Finalmente, para todo conjunto F' C F(Z%), definimos de forma anéloga

G0 (F) = | 760 ({7)). (3.7

jeF
O processo reverso (backward sketch process) comegando no sitio ¢ no tempo ¢ seré escrito como
(Cgl’t))szo. O conjunto Cs(l’t) é o conjunto de sitios no tempo ¢t — s cujos spins afetam o spin do

sitio ¢ no tempo t.

Definimos a evolugao deste processo pela seguinte equacao: CO ={i} e

F(CED) = F(Ci0) +ZZ / CM)) — F(CED) NG (du) (3.8)

onde f: F(Z%) — R é qualquer funcao cilindrica limitada. Esta familia de equacbes caracteriza de

forma completa a evolucao (Cgi’t))szo. Para todo conjunto finito ' C Z?, definimos

ot = | J el (3.9)

el

De forma andloga, para o processo truncado (X S[L]) s, definimos seu processo reverso associado
(CﬁL]’(Z’t)) >0 da seguinte forma: C[L] ={i} e

FCIE) = p(CfH) +ZZ / OB () — p(CBCDINTED (@), (3.10)

k=0 jezd
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onde usamos os mesmos processos pontuais de Poisson NU#1) 0 < k < L, como em (3.8). Definimos

também, para F C Z¢ finito,
CIEHED = | ] cH D (3.11)
1€EF
A definicao do processo reverso é inspirada no artigo de Bertein e Galves (1977), que apresen-
tam uma defini¢do construtiva dos chamados sistemas de particulas aditivos (Harris, 1976), cuja
propriedade principal é dada por (3.7), que nada mais é do que uma condicao de aditividade.

As propriedades dos processos definidos acima sdo resumidos pela seguinte

Proposicao 3.1.1 (Galves et al., 2010) Para todo conjunto finito F C Z% e todo t > 0 fizados,
(th) e CgL}v(th)

0s processos Cs , 8 >0, sido processos Markovianos de salto em F(Z) tendo como

geradores infinitesimais,

=Y > MM (R)F(CUBj(k)) = F(O)] + MM (0)[F(C\{5}) — F(CO)], (3.12)
JjeC k>1
com condi¢do inicial no tempo t, C'(Ft) e

L
LHF(C) =% MpN(R)[F(C U B;() = F(C)] + MA;(0)[f(C\{j}) = F(O)], (3.13)

JEC k=1

[L],(F3t) _

com condig¢do inicial no tempo t, C; = F, respectivamente. Aqui, f : F(Z?) — R ¢é qualquer

fungao cilindrica limitada.

Demonstragao. Segue imediatamente das defini¢oes (3.8) e (3.10). o
Agora, seja
Téf;gp —inf{s > 0: C"*) = 0} (3.14)

Fit . . . .
o tempo de relaxamento do processo reverso (C§ )) s- A seguir, introduzimos a sequéncia de ins-

TT(lF,t)

tantes de saltos dos processos NUH) cujos saltos ocorrem em (3.8). Seja TéF’t) = 0 e, para

n > 1, definimos os instantes sucessivos

n—1:s9%

T = int{s > T,") - 3j € Oy 3k : NURI(TED o)) = 1)
n—1

F,t))

A sequéncia (Tr(LF’t))nzl corresponde aos instantes de salto do processo (C’§ s- Agora, seja

Fit) _ ~(F)
C1(’L t) - Cj}(LF’t)

e, além disso, definimos
N§Gop = int{n: CH = 0}

como sendo o namero de saltos do processo reverso.
Com as definigoes acima, apresentamos o primeiro resultado ligado ao processo reverso e que

serd utilizado na préxima secdo: o teorema que serd enunciado a seguir garante que o processo
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reverso, com probabilidade 1, ndo apenas termina em um ntmero finito de passos, ou seja,
(Ft) _
P(Ngrop < +00) =1,

mas também que o tempo de relaxamento € finito.

Esta ultima observacao é importante porque garante que o procedimento de simulagao perfeita
(a ser apresentado na proxima secdo) tenha uma propriedade de “perda de memoria”: sob algu-
mas hipdteses, podemos construir a evolugao (X4(F))s de tal forma que Xy, (F) e Xy, (F) sejam

construidos de forma independente se |t; — t2| for suficientemente grande.

Teorema 3.1.2 Seja

7 :=1—sup Z | Bi(k)|Ai(k)
i€z

e suponha que

sup Z | Bi(k : (3.15)

'LEZd k=1

Entao, para todo F C Z% finito e todo s > 0, vale que

E(IC)) < [Fle. (3.16)
e, por consequéncia,
P(TEY, > ) < |Fle. (3.17)

Demonstracio. Seja N € N fixado. Definimos L% = \Cgi’t)] e
Ty =inf{u>0: L, > N}.

Por (3.8), temos que

s/\TN )
Lipy <14 Z Z / 1>1{jec§if>}N(]’k’t) (du)
k>1 ]EZd
S/\TN ( 0 t)
_ 3,
Zd /0 1 ooy NV (du) (3.18)
JEZ

Observe que, a partir da condigao (3.15) e usando o fato de que inf;cza M; > 1, temos que

M(;)\ B = 1] = %(0)) < ~(inf, M)y < 0.

Com isso, aplicando a esperanca em ambos os lados de (3.18), temos que

E(Liyre) <1+ > Mi( 3 A R)IB;(R)] — 1] = X,(0))

jezd k>1

X E(/OSATN Gectinydu ) <1 —WE(/OSATN Lgdu), (3.19)
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uma vez que
. )
Z 1{jecfjf>} =Ly
jEZ

Fazendo N — oo e aplicando o Lema de Fatou, temos que
B(L) <1-7 | E(Li)du.
0

o que implica que E(L%) < 1 para todo s > 0. Com isso, podemos aplicar o Lema de Gronwall para

chegarmos a

E(Li) < e (3.20)

e usando o fato de que |C’S(F’t)] <D ier |C§i’t)| = ,er L, temos que
E(|CHD)) < |Fle™. (3.21)

A segunda parte do teorema segue imediatamente de (3.16), uma vez que

BT, > ) < PCHD| > 1) < B(CHF)) < |[Fle .

Com isso, a demonstracao estd completa. °

3.2 Algoritmo de simulacao perfeita

A decomposicao apresentada no Corolario 2.3.2 sugere um procedimento de simulagdo para
(Xy(F),F C Z%), com t fixado e F finito, de forma que X;(F) tenha a mesma distribuigio de p
restrita ao conjunto F'. Tal procedimento serd descrito a seguir.

Seja n € S a configuracao inicial do processo. Na primeira etapa, construimos o processo reverso
(backward sketch process) apresentado na se¢ao anterior, com o objetivo de determinar o conjunto de
sitios e a sucessao de escolhas que afetam a configuracao dos sitios em F' no instante ¢. O algoritmo
comeca com C' = F no instante s = 0. Entado, a cada passo, esperamos a primeira ocorréncia do
processo de Poisson reverso de taxa ZjEC’ M; antes do tempo t. Neste momento, escolhemos um

sitio j € C com probabilidade
M;

ZEGC M,

e um alcance k com probabilidade A;(k). Se k = 0, entdo atribuimos um spin para j com lei p[o]

7 0
independentemente dos outros sitios, e o excluimos do conjunto C. Caso contrario, incluimos B; (k)
ao conjunto C' e recomecgamos o procedimento. O algoritmo para quando o tempo acumulado do
processo reverso ultrapassa ¢ ou quando C' = () (ou seja, ndo é mais necessario olhar de volta no
tempo para atribuir spins aos sitios ja visitados). O procedimento esta descrito formalmente pelo
Algoritmo 1.

Entao, em um segundo passo, realizamos um procedimento de atribuicao de spins (forward spin
assingnment procedure) para todos os sitios envolvidos no Algoritmo 1. Este procedimento esté des-
crito formalmente pelo Algoritmo 2. Primeiramente, todos os sitios que nao escolheram um alcance

k = 0 ao final primeira etapa receberdo a configuragdo ) no instante s = 0. E entdo, sucessivamente,
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avanc¢ando no tempo, definimos os spins para os outros sitios de acordo com pg-k}(~|Bj(k)), onde os
spins dos sitios de Bj(k) ja foram atribuidos em algum passo anterior do algoritmo.

Os Algoritmos 1 e 2 utilizam as seguintes variaveis:

e N é uma varidvel auxiliar que assume valores no conjunto {0,1,2,...}
e Ngrop € um contador que assume valores no conjunto {0,1,2,...}

e Tsrop € um namero real positivo

e I ¢ uma varidvel que assume valores em Z¢

e K é uma variavel que assume valores em {0,1,2,...}

e T é¢ um numero real positivo

e D = (Dy,D5), onde

— D; & um vetor (array) de elementos de Z%

— Dy é um vetor de elementos de {0,1,2,...}
e C é uma varidvel que assume valores em F(Z%)
e W & uma varidvel auxiliar que assume valores em A = {—1,1}

e VV é um vetor de elementos de A

¢ é uma funcao de Z% em AUA, onde A é um simbolo adicional que nio pertence ao conjunto

A.

Algoritmo 1 Processo Reverso (Backward Sketch Process)

1: Entrada: F; Saida: NsTop, D
2: N« 0, NSTOP%O,C%F,D%(Z)
3: Enquanto C # () Faca

4: N« N+1
5: Escolha um sitio I € C e K € {0,1,2,...} aleatoriamente com probabilidade
PI=i,K=k) = Mids (k)
ZjeO Mj
6: Se K =0 Entao
7 C+ C\{I}
8: Senao
9: C+Cu B[(K)
10: Fim Se
11: D(N) «+ (I, K)

12: Fim Enquanto
13: Ngrop <+ N
14: Devolva Ngrop, D.

Para que o Algoritmo 1 seja bem sucedido, ele deve, com probabilidade 1, parar apds um niimero

finito de passos. Isso é garantido pelo seguinte
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Algoritmo 2 Procedimento de atribuicdo de spins (Forward Spin Assignment Procedure)
1: Entrada: Nsrop, D; Saida: {(i,£(i)),i € F'}
2: N < Ngrop
3: £(j) « A para todo j € Z¢
4: Enquanto N > 1 Faca

5: (I,K) + D(N)
6: Se K =0 Entao
7 Escolha W aleatoriamente em A de acordo com a distribui¢io

P(W =w) = p[IO] (w).

Senao
9: Escolha W aleatoriamente em A de acordo com a distribuic¢io
K
BV = w) = i (wle(Bi(K)))..
10: Fim Se
11: EI) W
12: V(N) W
13: N+ N-1

14: Fim Enquanto
15: Devolva {(i,&(i)),i € F'}

Teorema 3.2.1 Sob as condicdes do Teorema 3.1.2,

1. Os Algoritmos 1 e 2 sdGo bem-sucedidos.

2. A medida p € a unica probabilidade invariante do processo (Xs)s. Além disso, a lei do conjunto
{(i,£(7)),i € F} obtido ao final dos Algoritmos 1 e 2 é a projecao de pu em AL

Demonstracao. O item 1 é consequéncia direta do Teorema 3.1.2, uma vez que Ngrop, 0 nimero
de passos do Algoritmo 1, é equivalente a N él;g p na definicao do processo reverso. Portanto, resta
demonstrar o item 2.

Seja pp alei da saida {(¢,£(7)),7 € F'} dos Algoritmos 1 e 2; ur ¢ uma medida de probabilidade
em AF. Por construcio, a familia de probabilidades {ur, ' C Z% finito} ¢ uma familia consistente
de distribuigtes de dimensdo finita. Portanto, existe uma tnica medida de probabilidade v em (S, S)
tal que vp é a projecio de v em AP para todo conjunto finito de sitios F' C Z%.

Por constru¢ao, o modelo de Ising p é reversivel com respeito ao processo (Xs)s e, portanto, é
um candidato a ser a probabilidade invariante do processo. Vamos mostrar que v = p. Para isso,
faremos uma modificagdo nos Algoritmos 1 e 2 para construir X! para alguma configuracao inicial

n € S. Substitua os passos 1-3 do Algoritmo 1 por

1. Entrada: F, t; Saida: Nsrop, C, D, Tstop
2. N+ 0, Ngrop <+ 0,C «+ F,Tsrop <+ 0
3. Enquanto Tsrop <te C # ()

3’. Escolha um tempo aleatério T" > 0 de acordo com uma distribuicado exponencial de taxa
> jec Mj. Atualize
Tsrop < Tstop +T'.
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Aqui, D = (D1, D2, D3), onde:
e Dy é um vetor de elementos de Z¢
e Dy é um vetor de elementos de {0,1,2,...}
e D3 é um vetor de niimeros reais positivos.
Finalmente, substitua o passo 14 do Algoritmo 1 por
14. Devolva Ngrop, C, D.

Nesta versao modificada, paramos o algoritmo apds o tempo ¢ se o conjunto C' obtido ao final
do procedimento néo for vazio. A saida C, neste caso, corresponde exatamente ao conjunto C’t(F’t)
de sitios no tempo 0 cujos spins influenciam os spins dos sitios em F no tempo t. Finalmente,
observe que se C = (), entdo Tsrop < t e, neste caso, Tsrop = Téfi;’gp é o tempo de relaxamento
do processo reverso.

Para o Algoritmo 2, substitua o passo 1 por
1. Entrada: Nsrop, C, D; Saida: {(i,£(3)),i € F'}
€ 0 passo 3 por
3. £€(j) «+ n(j) para todo j € C; £(j) < A para todo j € Z¢\ C.

Entao, a lei do conjunto {(7,£(i)),i € F} obtido ao final do Algoritmo 2 modificado ¢ a lei de
X'(F). Observe que a saida do Algoritmo 2 modificado ¢ igual & saida do Algoritmo 2 original se

Tsrop < t. Seja f: AF — R, uma funcio mensuravel e limitada. Entao,

E[f(X?(’L),Z e F)] = E[f(th(Z),Z € F);Tsrop < t] —I-E[f(th(Z),Z IS F);TSTOP > t]
= E[f(£(i),i € F); Tsrop < t] + E[f(X[(i),i € F);Tsrop > t], (3.22)

onde (£(i),7 € F) é a saida dos Algoritmos 1 e 2 originais. Sob as hipoteses do Teorema 3.1.2; temos
que
E[f(X{(i),i € F);Tsrop > t| < ||fllccP(TsTop >t) — 0 quando t — oo,

o que implica que
lim E[f(X{(i),i € F)] = E[(f(§(i),i € F)],

t—o0
uma vez que 1y, <y — 1 quase-certamente.
Isto implica que v é uma probabilidade invariante do processo. Ao substituir a condicao inicial 7
por qualquer condigdo estacionaria inicial, temos a unicidade da probabilidade invariante. Com isso,

demonstramos que p € a tnica probabilidade invariante do processo (Xs)s. °

Observe que o Teorema 3.2.1 ndo apenas mostra que o processo (Xs)s tem o modelo de Ising
[ como sua Tnica probabilidade invariante, mas também indica um procedimento de simulacdo
perfeita da medida p projetada em cilindros finitos F' C Z% como descrito, por exemplo, em Galves
et al. (2010).

Observe que o Teorema 3.1.2 e o Teorema 3.2.1 sdo vilidos também para o processo (XgL])s e

(L]

o modelo de Ising truncado p'™!, sua tnica probabilidade invariante. Para isso, usam-se os mesmos
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argumentos das demonstragoes de ambos, com a diferenca de que utilizamos (3.10) na demonstragao

da Teorema 3.1.2 e o passo 5 do Algoritmo 1 original é substituido pelo passo
5. Escolha um sitio I € C e K € {0,1,..., L} aleatoriamente com probabilidade

My (k)

P(I =i K=Fk)= . .
2 jec im0 MjiAi(0)

Observe que se Da(n) < L para todo 1 < n < Ngrop, nenhum alcance maior que L foi selecio-
nado no Algoritmo 1. Isso implica que a saida ((7,£(7)),? € F') obtida ao final do Algorimo 2 também
é uma amostra de u%], a projecao do modelo de Ising ul% no conjunto F. Esta observacio sugere
uma modificacio do Algoritmo 1 com o objetivo de construir um acoplamento ((X (i), X[),i € F)
tal que X (F) € A¥ tem lei pp e X (i) € A tem lei ,u[;]. Esta modificagao, que sera chamada de

(F31) (CLLL(FJ))

Algoritmo 3, constroi simultaneamente os processos reversos (Cy "), e » utilizando os

mesmos processos pontuais de Poisson dados em (3.8) e (3.10).

Para este novo algoritmo, definimos as seguintes variaveis adicionais:

L . .
. Ngjlop ¢ um contador que assume valores no conjunto {0,1,2,...}
o I ¢ uma varidvel que assume valores em Z¢

o K ¢ uma variavel que assume valores em {0,1,2,...}

o DI = (DEL],D[QL]), onde
— DEL} é um vetor (array) de elementos de Z¢

- Dg” ¢ um vetor de elementos de {0,1,2,...}

e CI ¢ uma variavel que assume valores em F(Z4)

¢l ¢ uma funcdo de Z%4 em AU A, onde A é um simbolo adicional que ndo pertence ao

conjunto A.

Observe que o Algoritmo 3 € equivalente ao Algoritmo 1 quando ignoramos os passos de 12 a
25 e as variaveis com sobrescrito L. Se D = DX entdo usamos o Algoritmo 2 para amostrarmos

X(F) = XWH(F). Caso contrario, usamos o Algoritmo 2 duas vezes, de forma independente uma
da outra, usando a entrada Ngrop, D para amostrar X (F) e usando a entrada NéleOP, DIL] para
amostrar XM (F).

Antes de apresentarmos o resultado ligado a este acoplamento, vamos definir os seguintes tempos

de parada com respeito ao processo reverso (Céi’t))s: para todo sitio j € Z% e u > 0, seja

Tl(j’t)’u = inf{T,(Lj’t) >u}l—u

T,(Lj’t))n a partir do instante u. Finalmente, seja TL(i’t) 0
(i,t)

primeiro instante em que um alcance maior que L é selecionado no processo (Cs " )s, ou seja,

o primeiro salto do processo de Poisson (

T =inf fu>0: 30 30 NG 4 THOM) > 1) (3.23)
jeCff"t) k>L

Com isso, podemos apresentar o resultado.
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Algoritmo 3 Processo Reverso (Backward Sketch Process) para o acoplamento dos modelos de
Ising
1: Entrada: F; Saida: NsTop, NgLT]OP, D, DI

2. N+ 0, Ngyop < 0,C « F,CH « F, D« 0, DILI ¢
3: Enquanto C # () Faga

4: N« N+1
5: Escolha um sitio I € C e K € {0,1,2,...} aleatoriamente com probabilidade
P(I:i’,K:k‘):M.
Eje() Mj

6: Se K =0 Entao

7 C+ C\{I}

8: Senao

9: C + CUBJ(K)

10: Fim Se

11: D(N) «+ (I, K)

12: Se CH = () Entdo

13: NgLT]OPeNnglOP%—l

14: SelecCllle Ke{0,1,...,L} Entdo

15: IH 1 K K

16: Senao

17: Escolha um sitio I1¥) € ClH e K € {0,1,... L} aleatoria-

mente com probabilidade
P = i K = ) = Miilk)
ZjeC’[L] ZZ:O M;A;(€)

18: Se K"l = 0 Entdo

19: Il oIt ity
20: Senao
21: Ol « Y By (KM
22: Fim Se
23: DN « (18], K8
24: Fim Se
25: Fim Se

26: Fim Enquanto
27: Ngrop <+ N
25: Devolva Nsrop, N, D, DI
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Teorema 3.2.2 (Galves et al., 2010) Suponha que as condicées do Teorema 8.1.2 estao satisfeitas.

Entdo, uniformemente em F C Z% finito e t > 0, temos que

1.
P(NED > n) < |F|(1—)", (3.24)

Fit
onde NéT’O)P € 0 numero de passos do processo reverso (C§ ' ))s,

i i F
P(X(F) # XWH(F)) < |F| sup P70 <7l ) < |’y5(L) : (3.25)
onde ‘
§(L) := sup (1 — e P ign;m) ‘J(j’l)l) : (3.26)

jezd
Demonstra¢do. Comegaremos pela demonstragao do item 1. Seja
I = o)

(ist)

a cardinalidade do conjunto C,;’" apos n passos do Algoritmo 1. Pelas hipoteses, L,(f’t) pode ser
comparado com um processo de ramificagio W#‘) cujo nimero médio de descendentes é limitado
por 1 — v em cada passo e de tal forma que Lg’t) < W,(f).

Os detalhes sdao dados em Galves et al. (2010), prova do Teorema 1, e nao serao exibidos aqui.
Portanto,

P(NGD > n) = (LD > 1) <PWD > 1) <BEWD) = (1 —4)"

Em particular, quando comecamos o processo reverso com a condicdo inicial F' em vez do con-
junto unitario {i}, a estimativa continua valida ao multiplicar o limite superior por |F'| devido as
propriedades de independéncia do processo de ramificacao.

Para a demonstracdo do item 2, lembramos que para construir p e plt), usamos os mesmos

processos pontuais de Poisson para todos os alcances k < L. Portanto, temos que

P(X (i) # XH(i)) < P70 < 78 ).

Agora, seja a;(k) 1= 3, Ai(£). Pela estrutura da interagdo, para k > 2, a;(k) = e P 2ien 17D

e, portanto, 1 — a;(L) < §(L). Com isso, temos que

B(T; < Tgrop) < D BEUNURIL, TH0) =1

n
n>1

para j € C i’t)l, k> L}\C Z’t)l, Ngj’f)op >n—1))

n

—a;(L))
- ZE( Z Z @, t)]Mk 1 thz))P>”_1}>

n>1 eC(z ,t) keC,,
< E( S ey T )
nz>:1 %(:”) Zkec(l +) Mk Ngrop>n—1}

= S(L)E(NSDp) -
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No célculo acima, usamos o fato de que, dado o conjunto CS’_t)l, f}(f’t) ¢ um salto de NU*4) com

probabilidade
M;X(k)

i My
Zkecﬁl,{

Somando sobre todas as possibilidades k£ > L, temos o termo

Aplicando o item 1 do teorema, temos que E(Ng%%P) < 1/7; logo,

P(X(7) # X1(0)) < 28(L).

2

Finalmente, uma vez que

B(X(F) # XW(F)) = B({Zi € F: X(i) # XM (0)}) < SR () # X1M(0)) < 'f'é(L) ,
icF

chegamos ao resultado desejado, concluindo a demonstracao. °

3.3 A distancia d

Dadas duas medidas de probabilidades @ e ¥ em um conjunto .S, um acoplamento entre u e v é
uma medida de probabilidade em S xS que tem p e v como suas respectivas distribui¢oes marginais.
Denotaremos por M(u,v) o conjunto de todos os acoplamentos entre p e v.

A distancia d entre duas medidas de probabilidade p1 e pp em S = AZ" ¢ definida da seguinte

forma:

A, ) i= ik (;;Zg QX (7) # Xa(1))) (3.27)

onde Xy, é uma varidvel aleatéria com lei pup para £ =1, 2.
Do ponto de vista de acoplamentos, a distancia d indica o valor minimo que a probabilidade de
discrepancia entre duas realizagoes acopladas de pp e po, restrita a um tnico sitio, pode assumir.
Como uma aplicacdo do algoritmo de simulacio perfeita do acoplamento das medidas p e X,

apresentamos o seguinte
Teorema 3.3.1 (Galves et al., 2010) Sob as hipdteses do Teorema 3.2.2, temos que

- 1 _ i
d(MaM[L]) <= Suzg(l —e szgBi(m 1J( ,])|). (3.28)
1€

Demonstracdo. O resultado é consequéncia imediata do item 2 do Teorema 3.2.2, uma vez que o

limite superior em (3.25) também é um limite superior para (3.27). .



Capitulo 4

Acoplamento e consequéncias da

simulacao perfeita

Na primeira se¢ao deste capitulo, definimos um acoplamento das dindmicas estocésticas (Xs)s e
(XgL]) que serd a base para a demonstragio do Teorema 5.2.1. Além disso, na Secao 4.2, discutiremos
sobre a existéncia de um acoplamento entre a probabilidade de alcance infinito e sua versao cujas
interaces estdo restritas a um conjunto finito de Z%: este é o conteido do Teorema 4.2.1, o primeiro

resultado original desta Tese.

4.1 Acoplamento das dinAmicas estocasticas

No capitulo anterior, apresentamos um algoritmo para simularmos o processo (X;) em um
tempo fixado. Nesta segao, construiremos uma realizacdo estacionaria do processo (Xs)s em um
intervalo de tempo finito, por exemplo, [0,]. Para tanto, seja F' C Z¢ finito. Usaremos uma versao
modificada do Algoritmo 1: comecando o processo reverso no instante s = ¢, um sitio ndo desaparece
do conjunto C' quando K = 0. Isso faz com que C' nunca seja vazio no instante s = 0. Chamaremos
esta nova versdo de Algoritmo 4.

A seguir, com a saida do Algoritmo 4, aplicamos o procedimento de atribuicdo de spins com
configuracdo inicial n € S. Este procedimento serd denominado Algoritmo 5.

Com as saidas D do Algoritmo 4 e V' do Algoritmo 5, construimos a evolucao (X(F),0 < s <)

da seguinte maneira.
1. Defina Xo(F') = n(F).
2. Se V =1, entao Xs(F) = n(F) para todo s € [0,¢].
3. Se V # (), entao definimos os seguintes tempos aleatorios: para todo 1 < n < Ngrop,

Sn = Tsrop — D3(Nsrop —n+1),

e SNgrop+1 = L.

o Definimos X (F) = n(F') para todo s € [0, S1].

e Para 1 <n < Ngrop, para S, < s < Sn+1,

25
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Algoritmo 4 Processo Reverso (Backward Sketch Process) sem mortes
1: Entrada: F, t ; Saida: Nstop, C, D, TsTop
2: N0, Ngrop+ 0,C <« F, Tsrop <+ 0
3: Enquanto Tsrop <t Faca
4: Escolha um tempo aleatério T' > 0 de acordo com uma distribuigdo exponencial de
parametro >~ M;. Atualize

Tstop < Tstop +1T'.

N+ N+1
Escolha um sitio I € C' e K € {0,1,2,...} aleatoriamente com probabilidade
M Ay (K
]P’(I:iQK:k):Zi().
Zjec M;
7 C + CUBj(K)
8: D(N) < (I, K, Tsrop)

9: Fim Enquanto
10: Ngrop <+ N
11: Devolva Nsrop, C, D, Tstop.

— para todo i € F' tal que i # D1(Nsrop —n + 1), Xs(i) = Xg, (7)
— para i = D1(Ngrop —n+ 1), Xs(i) = V(n).

Para que o procedimento seja bem sucedido, o conjunto C' obtido ao final do Algoritmo 4 deve

ser finito com probabilidade 1. Isso é garantido pela seguinte

Proposicao 4.1.1 Se

sup Y _ | Bi(k)|i(k) < oo, (4.1)
i€Z4 k>1

entdo o Algoritmo 4 para, quase certamente, apds um numero finito de passos, ou seja,

]P)(NSTOP < OO) =1.

. A . . D
Demonstracdo. Seja (CS( ))520 0 processo reverso associado ao Algoritmo 4 com condi¢do inicial

dada pelo conjunto unitario {i} e L} = \CN‘S(”)] Defina, para N € N fixado,
Ty =inf{s: L. > N}.
De forma anéloga & demonstragao do Teorema 3.1.2, temos que
. S/\TN .
E(Lgary) <1 +m/ L:du,
0
onde

m = sup »_ MXi(k)|Bi(k)| < oc.
i€Z4 k>0
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Algoritmo 5 Procedimento de atribuicdo de spins (Forward Spin Assignment Procedure)

1: Entrada: Nsrop, C, D; Saida: V

2: N < Ngrop

3: £(5) « n(j) para todo j € C, £(j) < A para todo j € ZN\C, V + 0
4: Enquanto N > 1 Facga

5: (I,K,T)«+ D(N)

6: Se K = 0 Entao

7 Escolha W aleatoriamente em A de acordo com a distribuigao

P(W =w) = p[IO] (w).

Senao
9: Escolha W aleatoriamente em A de acordo com a distribuigao
K
B(W = w) = p;" (wl¢(Br(K))).
10: Fim Se
11: EI) « W
12: V(N) W
13: N+ N-1

14: Fim Enquanto
15: Devolva V

Fazendo N — o0, temos que
S
E(L;) <1 —i—m/ L du,
0

e, pelo Lema de Gronwall, finalmente chegamos a
E(LY) < e™s.

Isso implica que o nimero de sitios que temos que determinar para saber o valor do spin do sitio
i no instante t € finito com probabilidade 1, o que significa que CN’S(F’t) admite um namero finito de
saltos em qualquer intervalo de tempo finito. Portanto, Ngrop < oo com probabilidade 1. Isso com-

pleta a demonstragao. °

Observe que a condigao (4.1) é mais fraca que a condigao (3.15), o que implica que podemos
aplicar a Proposicao 4.1.1 em nosso contexto. Além disso, 0 mesmo argumento pode ser utilizado
para construir o processo (Xs(F))s em qualquer intervalo finito de tempo [s1, s3], onde s; < s9.
Isso é importante porque a construcao de (Xs(F'))s pode ser feita dividindo o intervalo [0,?] em
subintervalos menores quando ¢ é grande. Finalmente, para que a evolucao seja estacionéria, basta
escolher n(C) com probabilidade pc a partir dos Algoritmos 1 e 2, apresentados anteriormente no
Capitulo 3.

Para simularmos a evolucao (X £L](F ),0 < s < t) com configuracdo inicial 7, aplicamos o

Algoritmo 4 substituindo o passo 6 pelo passo
6. Escolha um sitio I € C e K € {0,1,... L} aleatoriamente com probabilidade

My i (k)
> jec o MiAi (k)

P(I=4K=k)=
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Sejam i € Z% e t > 0 fixados. Sejam (X,(4))s>0 € (XLL} (7))s>0 as projecoes no sitio ¢ dos processos

de Markov com geradores infinitesimais

= >3 Mixik)p (alo) [ (0™ — (o) (4.2)

i€Zd a€A k>0

(o) = 3 3 S Mk alo) (o) — £(0)] (4.3)

icZd acA k=0

3k:1) - Construiremos estes

respectivamente, e construidos com os mesmos processos de Poisson N
processos de tal forma que sejam estacionarios e que o par (Xo(i), )N(([]L] (1)) seja construido a partir
do algoritmo de simulagao perfeita apresentado no Capitulo 3. Esta construcao serd feita da seguinte

forma:
1. Primeiramente, construimos o processo reverso para a evolucio (Xs())o<s<t.
2. Se Dy(n) < L para todo 1 <n < Ngrop:

e Aplicamos o Algoritmo 3 com conjunto inicial C, onde C' C Z? & a saida do Algoritmo
4, para obtermos um acoplamento de pc e ,u[ I'e definimos os valores de X s(i) e X 1z (1)

para s = 0 a partir deste acoplamento.

e Utilizamos a saida V do Algoritmo 5 para definir os valores do processo (X 1] (1))o<s<t

nos instantes de salto, que sio os mesmos do processo (X(i))o<s<t.
3. Se Da(n) > L para algum n:

e Aplicamos o Algoritmo 4 para a evolucao (XS[L} (7))o<s<t utilizando os mesmos processos
de Poisson NUAH),

e Seja C) ¢ 7% a saida do Algoritmo 4 para esta evolucio. (Observe que cltl c ¢
pois utilizamos os mesmos processos de Poisson.) Entdo, aplicamos o Algoritmo 3 com
conjunto inicial ! e definimos os valores de X,(i) e xlH (i) para s = 0 a partir deste
acoplamento.

e Aplicamos o Algoritmo 5 utilizando a saida V¥ do Algoritmo 4 para (XgL] (7))o<s<t

independentemente da evolucio (X(7))o<s<t.

4.2 Correcoes em volume finito

Uma das aplicagoes dos procedimentos de simulacao perfeita apresentada no Capitulo 3 foi a
aproximacdo, em termos da distancia d, entre medidas com interacées de alcance infinito e suas
respectivas versoes com interagoes de alcance truncado. Nesta secao, estenderemos a aplicacao para
comparar uma medida de interacdo infinita com sua versao cujas interacoes existem apenas entre
sitios pertencentes a um conjunto finito.

Sejam i € Z% e t > 0 fixados. Considere (C§i7t))520 0 processo reverso associado & construcao

de Xy(7), TéiT’% p seu tempo de relaxamento e N g:,% p 0 namero de saltos do processo. Estamos
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interessados em escolher uma caixa finita de Z¢ de tal forma que, com alta probabilidade, o conjunto
C§Z’t) esteja dentro desta caixa para todo s € [0, ng’%P]. Isso sera feito da seguinte forma: tomemos
uma caixa B;(kL), onde k = k(L) sera escolhido de tal forma que k(L) — oo quando L — oo e

lim P(C%Y N (B;(kL))¢ # 0 para algum s € [O,TST’%P]) =0. (4.4)

L—oo

A seguir, vamos definir um acoplamento entre a dindmica estocéstica de Ising e uma outra
dindmica na qual hé interacoes apenas entre os sitios de B;(kL) de tal forma que (4.4) esteja
satisfeita. Para um inteiro positivo L > 1 fixado, definimos uma dinimica estocastica de Ising

(YS[L]’(i), s > 0) com interacdo JIZ( definida da seguinte forma:

—_— J(j,¢), seje B;(L)ele Bi(L
S0 {00, sed e B (L) s
0, caso contrario.
Seja v1E:() o modelo de Ising associado a interacio JE-(®) . Fixado n(Bi(L)) € ABi(D) | observe

que

V[EL(i)({U c0(j) = a|o(l) = ¢(I) para todo | # 5})
1

Clrem{20 Y AIGON0)

leB;(L)

(4.6)

para todo a € A e para toda configuracio ¢ € A% tal que ¢(B;(L)) = n(B;(L)). Esta escolha de
interacdo faz a dinamica “ignorar” a configuragao fora de B;(L).

Com esta observagdo, podemos enunciar o seguinte

Teorema 4.2.1 (Teorema de Corregao em Volume Finito) Suponha que a condi¢io (5.15) va-
lha. Entao, para todo k > 1, existe um acoplamento das dindmicas (X;(i))s, com interagdao J, e

(Ys[km’(i) (7))s, com interagdo J[E]’(i), tal que, uniformemente em t > 0, temos que

PO () 2 X,(0)) < K8(L) + (1 - ), (47)
onde §(L) estd definido em (3.26).
Demonstra¢do. Observe que

P(Céi,t) N (Bi(kl_/))c # () para algum s € [O,TéiT’%P])

k
< Z P(pelo menos um dos m saltos foi maior que L; Ngr_}f)op = m) + P(Nézr_}f)op > k)

m=1
k . _ 24k G
< Z m sup P(Kiz’ UBS LY+ (1 -k= sup(1 — e P 2ignn)] (w)l) +(1—~)k
m—1 1€Z4 2 egd
< KS(E) + (1 - )", (45)

onde a segunda desigualdade segue diretamente do item 1 do Teorema 3.2.2.
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A construcao do acoplamento é equivalente ao que foi feito na Secdo 4.1, com a diferenca de que
caso o processo reverso associado a X (i) saia de B;(kL) antes de atingir seu tempo de relaxamento,
construimos os dois processos reversos de forma independente, bem como os respectivos processos
de atribuicao de spins. Logo, uma quota superior para a probabilidade de discrepancia entre as duas

configuragoes no instante ¢ & dada por (4.8), o que completa a demonstracao do teorema. °

Este teorema é relevante por se tratar de uma “correcao de volume finito”, uma vez que de-
monstra que, ao observarmos uma realizacdo de uma medida de alcance infinito em um conjunto
de sitios com cardinalidade suficientemente grande, o erro de aproximacio em relacdo a sua versao
de alcance finito é pequeno.

O seguinte corolario resume qual é o raio da caixa que devemos escolher para obtermos uma

boa aproximacao entre as medidas.
Coroléario 4.2.2 Sob a condigio (3.15), ao escolhermos k(L) — oo tal que

lim k(L)?6(L) =0, (4.9)

L—oo
temos que (4.4) estd satisfeita.

Demonstragao. Escolhendo k(L) como em (4.9) e usando o fato de que e 0 < 1—+ < 1, completamos

a demonstracao. °

kL]

Agora, seja v o modelo de Ising relativo & interacao J KL A partir do Teorema 4.2.1,

podemos comparar os medidas p e v em termos da distancia d. Este ¢ o contetdo do proximo

Corolario 4.2.3 Sob a condi¢ao (3.15), temos que
d(p, V) < B2S(L) + (1 — ). (4.10)

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 4.2.1. °



Capitulo 5

Aproximacao das dinamicas estocasticas

via médias empiricas

Neste capitulo, apresentaremos o segundo resultado original desta Tese, o Teorema 5.2.1 (que
serd chamado, invariavelmente, de Teorema de Aprozximacao Empirica): ele garante que é possivel
construir um acoplamento de duas dindmicas estocasticas de Ising estacionarias de tal forma que a
proporcao do tempo em que os spins assumem valores diferentes possa ser controlada.

Para demonstrarmos este teorema, precisaremos de algumas defini¢oes extras relativas a sequén-
cias fortemente misturadoras e de um teorema de grandes desvios (large deviations) relativo a esse
tipo de sequéncias; isso serd feito na Secao 5.1. A secao que vem a seguir serd dedicada ao enunciado

e & demonstracdo do Teorema 5.2.1.

5.1 Sequéncias fortemente misturadoras (strongly mizing)

Vamos apresentar algumas defini¢des que serao importantes ao longo deste capitulo: Para quais-

quer o-algebras A e B, definimos o coeficiente a-mizing

a(A,B)= sup [P(ANDB)—P(A)P(B).
AeA,BeB

Seja Wi, Ws, ... uma sequéncia de varidveis aleatorias dependentes e uniformemente limitadas,
isto é,
sup || Wi |oo < o0,
E>1

onde ||Y||o € 0 supremo da variavel aleatéria Y. Dizemos que a sequéncia (Wy),>1 ¢ fortemente

misturadora (strongly mizing) se existe ¢ > 0 tal que

a(n) := sup a(My, Grin) < exp{—cn} — 0 quando n — oo, (5.1)
k>1

onde My, é a o-algebra gerada por (W;,1 < k) e Gy é a o-algebra gerada por (W, > k).

A seguir, vamos enunciar o Teorema 1 de Merlevede, Peligrad e Rio (2009), que sera fundamental

para a demonstracao do Teorema de Aproximacao Empirica.

31
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Teorema 5.1.1 (Merlevede et al., 2009) Seja (Wi)p>1 uma sequéncia enumerdvel de varidveis
aleatdrias de média zero e fortemente misturadoras no sentido de (5.1). Suponha também que ezista

M > 0 tal que supgsy |[Wil|loo < M. Entédo, para quaisquer inleiro positivo n > 4 e x > 0, temos

que
n—1
Cx?
HONAEDEE S } 5.2
kz—o k| =T) =P nM? + Mz(lnn)(Inlnn) (52)
onde C' > 0 € uma constante que depende apenas de c. °

5.2 O Teorema de Aproximacao Empirica

Antes de enunciarmos o teorema, principal deste capitulo, vamos definir

Com isto, segue o enunciado do Teorema de Aproximacdo Empirica.

Teorema 5.2.1 (Teorema de Aprozimagao Empirica) Suponha que

sup BRI D G 4)]) < oo (5.4)

Jlli—jli=k

Entao, existe 5. > 0 tal que, para todo 5 < B., existe um acoplamento (f(s, XﬁL]) dos processos esta-
25(L)

ciondrios (Xs)s € (XLLL])S de tal forma que, para quaisquer t > max{4y~1,2y716*(L)} ey > 1

temos que

1 t
_ - - > *
Sub P(t /0 Lxiiayx,inds 2 207(0) + y)

Cit(y - %8 } . (5.5)

<expq —
a p{ Co +2<y— %)(ln(l—k’yt))(lnln(l—i-’yt))

onde C1 >0 e Co > 0 sio constantes que nao dependem de t e y.

Demonstracdo. Primeiramente, vamos determinar o valor de 3. tal que para todo 8 < (., a condi¢do
(3.15),

y=1-=sup Y _|Bi(k)[Xi(k) <1,
i€zd k=1

seja satisfeita. Para todo k > 0, defina

St = @5

J¢Bi(k)
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Para cada i € Z%, temos que

oo
> N(k)|Bi(k)| < 2d0i(1) + Z By (k)|(eBSTF — =887
k=1

— 9de— BT (1- e B57° o P L jen; 1) |J(Z}j)\)

+Z|B BS> ( e*ﬁzj;w_jH:k‘J(i:jN)

< 9de—B57" 1- 0BT 6Zj63i<1)|J(i,j)\)

s (LB Y 1)

d T
ELT " =2 Gilli—jll=k

Sob a condigao do teorema, esta tltima expressao é finita. Portanto, a condigao (3.15) pode ser lida

como

2d sup (e P57 (1 — e P57 7P Lsem V@Il

i€Z4
+Bsup(Z!B S WG <1
€24 " j—p Gilli—ll=k

Finalmente, seja 5. a solucao de

2d Sup(e_ﬂsi>1 (1-— P57 P Ljen;) \J(i»j)l)>

€74
s (SIBMI Y W) 1.
€L =g Gilli—jll=k

Isso conclui a primeira parte do teorema e permite a utilizacao dos resultados apresentados anteri-
ormente.

Agora, queremos uma quota inferior para a probabilidade

I .
P(t/o L ity 9 2 20° (1) +) (56)

para algum y > 0 que seré escolhido de forma conveniente.

Seja 0 < A < t. Defina também n = n(t) = [t/A] (para todo ntimero real z, definimos [z] como

sendo o menor nimero inteiro maior ou igual a ) e uma sequéncia de tempos ({,k = 0,1,...,n)
tal que tg = 0 e {41 — tx = A para todo k = 0,1,...,n — 1. Para simplificar a notacdo, definimos
também
yiIELG — 1 N > 0. )
; & @z, ey 520 (57)

Observe que
n—1

t i,
1/ Y120 s < 12/’“” YL g (5.9)
tJo tk:O b
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uma, vez que t, = nA >t . Definimos a sequéncia de varidveis aleatérias

. tht1 )
Vi, = VIO — / vIEOgs k=0,1,...,n—1.

ti

Com isso, podemos escrever

1 t tk+1
Z > o§* < L. gs > *
P(t/o 1 gt @ > 20°(0) +3) <P Z/ ds > (25" (L) + 1))

- P(ka > #(20"(L) —|—y)>. (5.9)
k=0
Para cada k, vamos definir os seguintes eventos:

A = T < TSy B = (XP0) # X5, (0}

Com isso, observe que podemos escrever

i1 . thp
Vi = [ v, 1pe ds + [ i )1AC 1pe ds

tg tg

tht1
+/ YD1, ds

ti

£k+1 £k+1 .
§/~ Y[L}()lAde+/ Y01, ds

tk Ly

<A1y, +1p,), (5.10)

uma vez que, sob o evento Aj N B, temos que YS[L]’(i) = 0 para todo s € [fk,fkﬂ].
Vamos definir uma nova sequéncia de variaveis aleatoérias
Zp =720 =1, 41, k=0,1,...,n— 1.

Observe que, por construcao, esta sequéncia é formada por variaveis identicamente distribuidas.

Com isso, temos que

n—1 n—1 n—1
* t * *
P V= t26 (L) +1) <P(D 2> 1(26°(L) +)) <P(D_ Ze = (n—1)(20°(L) +3)) .
k=0 k=0 k=0
(5.11)
uma vez que , . .
{A—‘:nﬁggn<£+1 (512)
Assumindo que
20%(L) _ 26*(L)
> > Nl
TAt—-17 n-1 (5.13)
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e usando o fato de que E(Zy) < 26*(L) para todo k, temos que

(sz (n — 1)(26*(L) ) IP’(Z (Zy — 26%(L 2(n—1)y—26*(L))

k=0

<p(| nzizk ~E(Z)] = (n - 1)y - 26*(L))
k=0

< IP’(‘ n_IZ ‘ (n— 1)y — 25*(L)) (5.14)
k=0

onde, por simplificacdo, escrevemos
Zy =7, —E(Zy), k=0,1,...,n—1.

Agora, vamos mostrar que a sequéncia (Z); ¢ fortemente misturadora, o que é equivalente
a mostrar que a sequéncia original (Z); é fortemente misturadora, uma vez que esta é igual a
sequéncia (Zy )y transladada de um namero fixado.

) . . . . ~ tm
Tomemos um ntamero inteiro m > 1 e, para simplificar a notacdo, defina 7™ = T éZTOj;l).

Entao, para quaisquer a,b no conjunto {0,1,2}, temos que

P(Zo = a, Zm = b) = P(Zy = a, Zpy, = b, T™ < mA) +P(Zy = a, Zpm = b, T™ > mA)
=P(Zo = A)P(Zy = b, T™ < mA) +P(Zy = a, Zyp, = b, T™ > mA) (5.15)

uma vez que se o evento {T(m) < mA} acontece, entdo Zy e Z,, sao independentes, pela construgao

do processo reverso. Com isso, temos que

a(m;a,b) = |P(Zy = a, Zy, =b) —P(Zy = a)P(Z,, =b)|
= [P(Zo = a)[P(Zm = b, T™ < mA) —=P(Zy, = b)] +P(Zo = a, Zy, = b, T"™ > mA)|
= [P(Zo = a, Zpm = b, T™ > mA) —P(Zy = a)P(Zy, = b, T™ > mA)|
< 2P(T™ > mA) < 2exp{—yAm} . (5.16)

Como

lim sup  a(m;a,b) =0
M= (a,b)€{0,1,2}2

temos que a sequéncia (Z) ¢ fortemente misturadora.

Entretanto, para aplicarmos o Teorema 5.1.1, escolhemos
A>~"1In2

para que
a(m;a,b) < exp{—cm} (5.17)

para todo m > 1, onde ¢ = yA — In2 > 0. Além disso, escolhemos M = 2 e t de tal forma que

t
—>4=1t>4A 5.18
> 24 (5.18)
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e t > 2y716*(L). Finalmente, definimos A =~71 e

25*(L)
n—1"

xT=1y—
Com isso, temos que

n-1 ) Clin— 1y — 28* (L2
(] kzzo Zi| 2 (n =1y —25°(1) <exp{ ~ 2[(n ! Dy 1—)?;5*(2@](({2]71)(111 mn) }

C(n —1)x? }
= ex
P 4"1 + 2z(lnn)(Inlnn)

| /\

| /\

Cynxz?
"~ Cy+2z(Inn)(Inlnn)

Civytx
Oy + 22(In(1 + ~t))(InIn(1 + 1))

25*(L) | 2
- exp{ - Clt(y _ o ) } (5.19)
Cy + 2(y - %@“) (In(1 +~2)) (InIn(1 + 1))

onde a ultima desigualdade é consequéncia direta de (5.12).
Juntando (5.9), (5.11), (5.13), (5.14), (5.18) e (5.19), temos que

1 t
?(; /0 L8, )5 2 207 (D) +)

2
26* (L
Clt (y - "/t£1)>
< exp 25+(L) :
Cy + 2<y - T) (In(1 + 7#))(InIn(1 + 7¢))
Com isso, terminamos a demonstragao o teorema. °

A maior dificuldade na demonstragao do Teorema 5.2.1 esta relacionada com a construgdo da
sequéncia de variaveis fortemente misturadoras. A partir desta construcao, o restante da demons-
tracao segue de forma linear por meio do teorema de Merlevéde et al. (2009).

Observe, além disso, que o Teorema de Aproximacdo Empirica leva em conta o acoplamento
em apenas um sitio fixado de Z?. Contudo, o resultado pode ser estendido para qualquer conjunto

F C Z% finito. E exatamente isso que diz o seguinte

Corolario 5.2.2 Seja F C Z¢ finito. Entdo, sob as hipéteses do Teorema 5.2.1, temos que

1 [t .
IP)(15/0 Lot pyex, 48 2 21F1007(L) +y))

)
< yF|exp{— Clt( =) 1> } (5.20)
Cy + 2(y <L>) (In(1 + 7¢))(InIn(1 + ~t))
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Demonstracao. Observe que

I I
- . : < - . .
i /0 Lz, iy @ S ; i /0 L ez an 9

Com isso, é imediato que

1 t
z i ) - .
P(t/o L300 ), o)y 38 2 2110 (L)+y)>
<sp(t [ ds > 2(6*(L
—,EZF (t/o (%18 )2z, 0y 38 = 2007 )+y))

1 t
< - - - > * .
< ‘F‘ iseuzgp(t /0 1{X£L](i)7éX5(i)}dS > 2(5 (L) + y))

Aplicando o Teorema 5.2.1, chegamos ao resultado desejado. °

Uma aplicacdo do Teorema de Aproximacio Empirica é apresentada a seguir. Sejam F C Z¢
finito e ¢ > 0. Considere uma realizagdo estacionaria do processo (Xs)o<s<¢ construida como foi
feito no Capitulo 4 e sua projecao no conjunto F, a saber, (X (F'))o<s<¢. Para uma configuracao

fixada n(F) € A¥, definimos o seguinte estimador:

1

t
pe(n(F)) == 75/0 Lix,(F)=n(F)}ds - (5.21)

Para o processo truncado estacionario (XS[L])OS@ e suia projecao (XS[L] (F'))o<s<t definimos de forma

equivalente o seguinte estimador:

t
S[L] 1

Agora, seja (X,(F), xH (F'))o<s<t as projecoes em F' de um acoplamento dos processos originais
construido como na Secdo 4.1 e que satisfaz as hipdteses do Teorema de Aproximac¢ao Empirica. O

seguinte coroldrio ¢ uma aplicacao direta deste teorema.

Corolario 5.2.3 Sejam p; e ﬁEL] os estimadores relativos ao acoplamento (XS(F),X'LLL](F))OSSQ.

Sob as hipdteses do Teorema 5.2.1, temos que

sup  P(|pun(F)) — 5 (n(F))| = 2FI(5"(2) +))

n(F)eAr
25(L) \ 2
Clt<y - ’yt(fl))
< |Flexpq§ — ) :
Oy + 2(y - T) (In(1 +~2)) (InIn(1 + 1))
(5.23)

Demonstracao. Observe que

t t
A L[L] 1 1
pla(F) = 7 ()] < /0 I L /0 Lty -
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Com isso, basta aplicar diretamente o Teorema 5.2.1.

5.2



Capitulo 6

Discussao final

Nesta Tese, discutimos alguns resultados relacionados a sistemas de spins de longo alcance, em
especial, aqueles que tem o modelo de Ising como suas respectivas probabilidades invariantes. Na
mesma linha de Galves et al. (2010), utilizando a construgao do processo reverso e os algoritmos de
simulacdo perfeita, apresentamos uma quota superior para a distancia d entre o modelo de Ising de
alcance infinito e sua versao restrita a uma caixa finita de Z¢. Além disso, apresentamos um resul-
tado original sobre o comportamento da proporgao do tempo em que dois processos estacionirios
acoplados (tendo u e M[L] como respectivas probabilidades invariantes), restritos a uma caixa finita,
assumem configuracdes diferentes entre si.

Apesar de usarmos o modelo de Ising como probabilidade invariante, os resultados apresentados
nesta Tese podem ser estendidos sem maiores dificuldades para medidas de Gibbs nas quais a
interagao J nao é restrita somente a pares de sitios. De fato, os resultados de Galves et al. (2010)
sao baseados nas medidas de Gibbs, das quais o modelo de Ising é um caso particular.

Como foi visto ao longo desta Tese, a possibilidade de decompor a taxa de um sistema de
spins em uma combinacao linear convexa de taxas de alcance finito tem um papel fundamental
na constru¢do dos algoritmos de simulacao perfeita das medidas de probabilidades originais e do
acoplamento entre as dindmicas estocasticas.

A condicao (5.4) garante a existéncia de um S, tal que, para todo 5 < f., os procedimentos
de simulacao perfeita e acoplamento enunciados ao longo desta Tese sao bem sucedidos (e, em
particular, garante a unicidade da probabilidade invariante associada & medida de Gibbs). Em outras
palavras, os resultados apresentados sao validos em condicoes de alta temperatura: em termos de
Mecéanica Estatistica, a constante 8 é interpretada como uma quantidade inversamente proporcional
a temperatura T do sistema que esta sendo estudado. Logo, a condicao (5.4) pode ser vista como
um critério para determinar a auséncia de transi¢ao de fase do sistema.

Desta forma, é razoavel comparar nosso critério com algum outro critério conhecido na literatura
em uma situagdo especial. Como um exemplo deste tipo de comparacao, considere o caso d = 1

(caso unidimensional) e defina a interacao aos pares (modelo de Ising)

J(i,§) = J(—j)=Cli—j|™* (6.1)

39
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para alguma constante C' > 0 e a > 1. Entao, a hipotese (5.4) se resume a

su52(2k+ D(|J@@ i — k)| +[J(@,i+k)]) = Z 20(2;;;1—1) < 00. (6.2)
€2 k=1

A soma acima é finita se e somente se o > 2 e, portanto, temos unicidade das probabilidades
invariantes das respectivas dindmicas estocasticas para todo C, onde . é uma funcao de C. Neste
caso, estamos em uma situagdo de auséncia de transicdao de fase.

De acordo com o enunciado do Teorema II1.8.2 de Simon (1993), para todo C, nao ha transicao

de fase no modelo de Ising se

i kJ (k) < o0, (6.3)
k=1

o que é verdade para todo a > 2. Sendo assim, nossa condi¢ao (5.4) é mais restritiva que a condigao
(6.3) neste exemplo.

Para d > 2, a condicdo (5.4) torna-se cada vez mais restritiva & medida que a dimensao do
espaco de sitios aumenta, uma vez que |B;(k)| é proporcional a k? e, portanto, as probabilidades

Ai(k) para k > 1 tendem a ficar cada vez menores para satisfazerem a hipotese

sup Y |Bi(k)|Ai(k) < 1. (6.4)
i€Z4 >1

Como uma sugestao para pesquisas futuras, recomenda-se investigar a possibilidade de se replicar
nossos resultados em condicoes menos restritivas. Em outras palavras, uma pergunta importante
a ser respondida ¢ a seguinte: Existe um 3 > [, tal que para todo 8 < 3, ainda & possivel
obter resultados como aqueles foram apresentados nesta Tese? Esta nao é uma pergunta facil de ser
respondida, uma vez que (5.4) implica (6.4), que é uma hipotese fundamental para que os algoritmos
de simulacao perfeita e de acoplamento sejam bem sucedidos.

Uma segunda sugestao para pesquisa estd relacionada com a quota superior apresentada no
Teorema de Aproximagdo Empirica, cuja demonstracao passou pela construcao de uma sequéncia
a-mizing (ou seja, fortemente misturadora). Comets et al. (2002), ao estudarem cadeias de ordem
infinita, apresentaram um esquema de simulacao perfeita no qual a condi¢do de mistura era do tipo

y-mizing, ou seja, controla-se o termo
IP(B|A) - P(B)|,
o que é mais forte do que controlar o termo
[P(AN B) —P(A)P(B)|,

que aparece na definicao de sequéncias fortemente misturadoras. Uma pergunta natural, portanto, é
a seguinte: K possivel construir uma sequéncia y-mizing que “melhore” o Teorema de Aproximagio
Empirica? Esta é uma das perguntas mais interessantes que podem ser feitas sobre os processos

apresentados ao longo desta Tese.
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