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Resumo

Estudamos um sistema de particulas a tempo discreto cuja dinamica é a
seguinte. Considere que no instante inicial sobre cada inteiro nao negativo
h& uma particula, inicialmente inativa. A particula da origem é ativada
e instantaneamente ativa um conjunto aleatério contiguo de particulas que
estao a sua direita. Como regra, no instante seguinte ao que foi ativada, cada
particula ativa realiza esta mesma dinamica de modo independentemente de
todo o resto. Dizemos que o processo sobrevive se em qualquer momento
sempre ha ao menos uma particula ativa. Chamamos este processo de Fire-
work, associando a dindmica de ativagao de uma particula inativa a uma
infeccao ou explosao. Nosso interesse é estabelecer se o processo tem prob-
abilidade positiva de sobrevivéncia e apresentar limites para esta probabili-
dade. Isto deve ser feito em funcao da distribuicao da varidvel aleatoria que
define o raio de acdo de uma particula. Associando o processo de ativagao
a uma infeccao, podemos pensar este modelo como um modelo epidémico.

Consideramos também algumas variagoes dessa dindmica. Dentre elas,
variantes com particulas distribuidas sobre a semirreta dos reais positivos
(nesta vertente, existem condigdes para as distancias entre particulas con-
secutivas) e também com as particulas distribuidas sobre vértices de drvores.
Estudamos também para esses casos a transicao de fase e probabilidade de
sobrevivéncia. Nesta variante os resultados obtidos sdo fungoes da sequéncia
de distribuigoes dos alcances das explosoes e da estrutura dos lugares onde
se localizam as particulas. Consideramos também varia¢oes do modelo onde
cada particula ao ser ativada, permanece ativa durante um tempo aleatério
e nesse periodo emite explosoes que ocorrem em instantes aleatorios.
Palavras-chave: modelo epidémico, processo de ramificagao, transicao de
fase.
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Abstract

We studied a discrete time particle system whose dynamic is as follows.
Consider that at time zero, on each non-negative integer, there is a parti-
cle, initially inactive. A particle which is placed at origin is activated and
instantly activates a contiguous random set of particles that is on its right.
As a rule, the next moment to what it has been activated, each active par-
ticle carries the same behavior independently of the rest. We say that the
process survives if the amount of particles activated along the process is in-
finite. We call this the Firework process, associating the activation dynamic
of a particle to an infection or explosion process. Our interest is to estab-
lish whether the process has positive probability of survival and to present
limits to this probability. This is done according to the distribution random
variable that defines the radius of infection of each active particle, Associ-
ating the activation process to an infection, we think this model as a model
epidemic.

We also consider some variations of this dynamic. Among them, vari-
ants with particles distributed over the half line (there are conditions for the
distances between consecutive particles) and also with particles distributed
over the vertices of a tree. We studied phase transitions and the correspon-
dent survival probability. In this variant the results depend on the sequence
of probability distributions for the range of the explosions and on the par-
ticles displacement. We also consider a variation where each particle after
activated, remains active during a random time period emitting explosions
that occur in random moments. Keywords: epidemic model, branching
process, phase transition.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

Estudamos um sistema de particulas cuja dindmica é a seguinte. Con-
sideramos um conjunto infinito de particulas, todas inativas. No instante
inicial, uma das particulas é ativada. Uma particula ativa é capaz de emi-
tir uma quantidade finita de explosoes de alcance finito e aleatério. Uma
particula inativa se torna ativa ao ser atingida por uma explosao. Dizemos
que o processo sobrevive, se para cada instante de tempo existe pelo menos
uma particula ativa.

1.2 Motivacao

A difusao de uma infeccao ou informacao tem sido bastante estudada
por diversos probabilistas. N6s consideramos um tipo particular de difusao
onde todos os individuos do sistema sao suscetiveis e existe uma certa proba-
bilidade de que um individuo infectado transmita a infec¢ao para todos os
vizinhos em uma vizinhanca aleatéria dele. Em termos de percolacao, esta-
mos considerando um modelo de percolacao dependente de longo alcance.

Neste trabalho, cada individuo é visto como uma particula. Individuos
suscetiveis sao descritos como particulas inativas. Ser infectado estd asso-
ciado a idéia da particula ser ativada. Dizemos que uma particula ativa
emite explosoes de alcance finito e aleatério. Isto em termos de modelo
epidémico quer dizer que ao ser infectado, o individuo comeca a emitir,
digamos “virus”infectando individuos em uma vizinhanga finita e aleatéria
dele.

Podemos também pensar em um modelo de difusao de informagao. Nesse
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caso, cada particula pode ser vista como um potencial transmissor de in-
formacao. Assim, a idéia da particula ser ativada é associada a idéia do
potencial transmissor receber a informagao. Este pode ser um individuo ou
mesmo uma central capaz de transmitir dados. Nessa linha de pensamento,
o transmissor ao receber a informagao, a repassa para uma vizinhanca finita
e aleatdria dele. Isto pode ser associado a idéia da particula emitir explosoes.

Nosso objetivo é estudar o comportamento desse modelo com relagao
a sobrevivéncia do processo em algumas situagoes distintas. Estudamos a
questao da transicao de fase e encontramos limites para a probabilidade de
sobrevivéncia.

1.3 Organizacao do Trabalho

No capitulo 2, estudamos uma versao do processo a tempo discreto.
Consideramos um conjunto de particulas sobre a reta metade. Estas se en-
contram em posicoes u,, onde n indica que a particula é a n-ésima mais
préxima da origem. Nos referimos a ela como particula n. A particula
que dé inicio ao processo se encontra na posicao ug = 0, isto é, sobre a
origem. Esta, no instante ¢t = 0 é ativada e no instante seguinte emite uma
Unica explosao de alcance aleatorio e finito Ry. Particulas inativas que sejam
atingidas por esta explosao se tornam ativas e realizam esta mesma dinamica
e assim por diante. Cada particula é ativada uma unica vez, isto é, se num
dado instante uma particula n é atingida por alguma explosao, ela emite
uma explosao de alcance R,, e nao volta a repetir isso, mesmo que seja no-
vamente atingida por outra explosao. Os alcances de explosoes dados pelas
varidveis aleatérias { R, }nez, sao independentes. Chamamos esse processo
de Firework Discreto. Apresentamos dois casos: homogéneo e heterogéneo.
No caso homogéneo, as varidveis { R, } ez, sdo varidveis aleatérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas (v.a.i.i.d.) e as particulas se encontram
nas posicoes u, = n. Para esse caso, apresentamos transicao de fase. No caso
heterogéneo, as varidveis {Ry},ez, sao independentes, mas nao sao identi-
camente distribuidas e existem condigoes para a distancia entre particulas
consecutivas. Para esse caso, apresentamos condigoes suficientes para a ex-
isténcia e auséncia de chance positiva de sobrevivéncia do processo. Tanto
para o caso homogéneo como para o heterogéneo apresentamos um limite
inferior para a probabilidade de sobrevivéncia do processo. Na ultima secao
do capitulo apresentamos uma variante para o processo Firework Discreto
a qual chamamos Firework Reverso. Nesta uma particula n sé se torna
ativa se estiver a uma distancia R, de alguma particula ativa. Inicialmente
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apenas a particula 0 é ativada. Para esse modelo apresentamos os casos
homogéneos e heterogéneos com as particulas distribuidas sobre os inteiros
nao-negativos. Fazemos também uma comparacao entre o caso Reverso ho-
mogeéneo e o Firework Discreto Homogéneo. Os dois modelos apresentam
diferencas substanciais em suas condigoes de sobrevivéncia.

No capitulo 3, estudamos uma versao do processo a tempo continuo.
Consideramos particulas distribuidas sobre a semirreta dos reais positivos
nas posigoes u,, onde n indica que a particula é a n-ésima mais préxima da
origem. Nos referimos a ela como particula n. A particula que d4 inicio ao
processo se encontra na posicao ug = 0, isto é, sobre a origem. No instante
t = 0, todas as particulas estao inativas, exceto aquela na origem que ¢ ini-
cialmente ativada e d& inicio ao processo. Uma particula n ao ser ativada,
assim permanece durante um tempo aleatério T,,. Durante este tempo a
particula n emite explosoes independentes com alcances aleatérios e finitos
{R%}jEZj As explosoes ocorrem em instantes pontuais aleatérios de modo
que o tempo entre explosoes consecutivas é exponencial com parametro .
Quando uma particula inativa é atingida por uma explosao ela se torna
ativa. Cada particula somente pode ser ativada uma tnica vez, isto é, se
uma particula ativa tem seu tempo de ativacao encerrado, ela nao pode ser
ativada novamente, mesmo que atingida pela explosao de outra particula.
Chamamos esse processo de Firework Continuo. Consideramos dois casos:
o homogéneo e o heterogéneo. No caso homogéneo os alcances de explosoes
sao v.a..i.d.. Também sao v.a.i.i.d. os tempos de ativacao das particulas
e os tempos entre explosoes. No caso heterogéneo todas estas varidveis sao
independentes, entretanto pelo menos um dos conjuntos de varidveis é nao
identicamente distribuido ou as particulas nao estao necessariamente sobre
Zy. Para o caso heterogéneo, apresentamos condigoes suficientes para a
existéncia e auséncia de chance positiva de sobrevivéncia do modelo. Para
o caso homogéneo apresentamos transicao de fase. Tanto para o caso ho-
mogéneo como para o heterogéneo apresentamos um limite inferior para a
probabilidade de sobrevivéncia do processo.

No capitulo 4, consideramos o processo Firework discreto sobre arvores.
Nesse caso, cada vértice da arvore possui exatamente uma particula. Ini-
cialmente, todas as particulas estao inativas, exceto a particula sobre a raiz.
Esta emite uma explosao de alcance aleatério. Cada particula atingida pela
explosao, emite no préximo instante uma tnica explosao e assim por di-
ante. Verificamos condigoes de sobrevivéncia em &arvores homogéneas e
periédicas. Apresentamos também limitantes para a probabilidade de sobre-
vivéncia nestas arvores. Finalizamos o capitulo apresentando uma condicao
suficiente para sobrevivéncia com probabilidade positiva em arvores esferi-
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camente simétricas.



Capitulo 2

Processo Firework Discreto
Unidimensional

A dinamica do Processo Firework Discreto Unidimensional é a seguinte.
Consideramos um conjunto de particulas sobre a semirreta dos reais posi-
tivos. Estas se encontram em posicoes u,,, onde n indica que a particula é a
n-ésima mais proxima da origem. Nos referimos a ela como particula n. A
particula que inicia o processo se encontra na posicao ug = 0, isto é, sobre
a origem. KEsta, no instante ¢ = 0 é ativada e no instante seguinte emite
uma unica explosao de alcance aleatério e finito Ry. Particulas inativas que
sejam atingidas por esta explosdo realizam esta mesma dinamica e assim
por diante. Cada particula é ativada uma unica vez, isto é, se num dado
instante uma particula n é atingida por alguma explosao, ela emite uma ex-
plosao de alcance R, e nao volta a repetir isso, mesmo que seja novamente
atingida por outra explosao. Os alcances de explosoes dados pelas varidveis
aleatérias { Ry }nez, sao independentes.

2.1 Condicoes Gerais de Sobrevivéncia

Consideremos as seguintes defini¢des:

Definigao 2.1.0.1. Sejam {R,,},cz, varidveis aleatérias independentes as-
sumindo valores nos reais nao negativos, com distribuicao {Pn},ez, respec-
tivamente. Defina

P= ﬁ P,
n=0
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P é a medida de probabilidade para o Processo Firework.
Observagao. P(R, < k) =P, (R, < k)

Definicao 2.1.0.2. Considere o evento V,, : “Particula n é atingida’e o
evento
oo
V.= nan;OVn = ﬂ Va
n=0
A ultima igualdade segue do fato de que V,,+1 C V,,. Note que o Processo
Firework Discreto Unidimensional sobrevive se e somente se V' ocorre.

Proposicao 2.1.0.1. Considere um Processo Firework Discreto Unidimen-
sional onde as posigoes das particulas satisfazem upy1 — un > k e cujas
marginais satisfacam

i) P(R; < k)€ (0,1) para todo i (2.1.1)
n—1
it) lim [[P(R: <k(2n—1i) =1 (2.1.2)
n—oo i—0
2n—1
iii)  lim_ I1 P(R: < k(2n—i)) >0 (2.1.3)

Entao o processo morre quase certamente.

Prova da Proposi¢ao 2.1.0.1

Para a prova faremos uma pequena modificacdo no modelo. Admitiremos
que as particulas se encontram nas posigoes u, = kn. Observe que a nao
sobrevivéncia nesse modelo implica a nao sobrevivéncia no modelo original.

Sejam:
n—1

An = |J{Ri > k(2n - i)}
=0

2n—1
By = |J {Ri > k(2n— 1)}

i=n

Observe que os eventos B, e V,, sao independentes. Além disso,
Von, C V5F1L4RLLBR]
e logo

P(Vay,) (VN [A, U By)) =P([V,NA,|U[V,NB,]) <P(A,U[V,N By,])

<P
<P(Ap) +P(Bn NVy) = P(Ay) + P(B,)P(V;,)
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Isto é,
P(Va,) < P(A,) +P(B,)P(V,) (2.1.4)

Lema 2.1.0.1. Nas hipdteses da Proposicao 2.1.0.1

lim P(A,) =0

n—oo

Prova do Lema 2.1.0.1

n—1 n—1
P(A,) =P (U{Ri > k(2ni)}> =1-[]P(Ri < k(@n—1i) -0

i=0 =0
]

Lema 2.1.0.2. Nas hipdteses da Proposi¢ao 2.1.0.1 existe \ € (0,1) tal que
para todo n
P(B,) < A\

Prova do Lema 2.1.0.2

2n—1 2n—1
P(B,) =P < | {Ri > k(%—i)}) —1-P ( N {R: < k:(2n—i)}>

i=n i=n

2n—1

=1- [] P(Ri < k(2n —1))

i=n

Assim, o Lema 5.1.0.2 (ver apéndice) e a condic¢ao #ii) nos garante que
existe A € (0,1) tal que
P(B,) < A

para todo n. E isto conclui a prova do Lema 2.1.0.2. ]
Voltemos a prova da Proposi¢do. De 2.1.4 e do Lema 2.1.0.2 segue

Tome € > 0. Escolha ¢ e €] tais que

€0
1—-A

€= + €1

Do Lema 2.1.0.1 existe mg tal que para todo m > mg, P(Agm) < €. Por
outro lado, existe my tal que para todo m > mi1, A" < €. Seja M =
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max{mg, m1 }.Observe que para todo m > m:

IP>(‘/2m+1) < € + )\P(ng)
P(Vam+t2) < €0 + Aeg + A2P(Vom)

(1-A™)

P(Vim) < ~—— 22
(Vim) <53

€0 + A" P(Vam)

Logo

O 4 m

P(Vin
WVim) <173

Portanto, se m > M,

P(Vz;m) < 16_70A+€1 = €.

Isto significa que,
lim P(Vym) =0

m—0o0

Para finalizar, basta observar que V,11 C V,, e isto implica pela con-
tinuidade da probabilidade que P(V') = 0 O

Proposicao 2.1.0.2. Considere um Processo Firework Discreto onde as
posi¢oes das particulas satisfazem |un41 — up| < m. As condigioes

Z) P(RZ‘ < m) S (0, 1)

ZZ) Zan < 0o onde ap = H]P)(Rn—] < (] + 1)m)

sdo suficientes para que o processo sobreviva com probabilidade positiva.
Nesse caso,

P(V) =[]0 - [[P@®Ri-; < G+ 1)m]
i=0 =0

Prova da Proposi¢ao 2.1.0.2
Para a prova faremos uma pequena modificagdo no modelo. Admitiremos
que as particulas se encontram nas posigoes u, = mn. Observe que a sobre-
vivéncia nesse modelo implica a sobrevivéncia no modelo original.

Antes de iniciar a prova da proposicao, apresentaremos alguns lemas que
serao uteis para a sua prova.
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Lema 2.1.0.3.

k
i)Wit1 = Vi ﬂ {U(Rk—i > (i+ 1)m)} :
=0
k
i)V e U(Rk,i > (i + 1)m) sdo eventos crescentes.
=0
iii)P(V,) > 0 Vn.

Prova do Lema 2.1.0.3

i) segue direto da defini¢do do processo. Para ii) sejam w; e we dois pontos
do espago amostral. Diremos que w; < w9 se e somente se Ry, (w1) < Ry (w2)
para todo n inteiro nao negativo. Com esta ordenagdo, os eventos em i7)

sao crescentes. iii) segue da primeira hipétese da Proposigao. ]
Lema 2.1.0.4.
k k
P <Vkﬂ {U(Rk;—i > (i + 1)m)}> > P(Vi) P (U(Rk—i > (i + 1)m)>
i=0 i=0

Prova do Lema 2.1.0.4
Segue do Lema 2.1.0.3 e da aplicacao da desigualdade FKG (Lema 5.1.0.1).
O

Lema 2.1.0.5.

|
—

n k+i
P(Vin) 2 P(Vi) | | 1= | | P(Bisiej < (G + Lm)] (2.1.5)
j=0

+

@
Il
o

<
Il

Prova do Lema 2.1.0.5
Pelo Lema 2.1.0.4 e devido a independéncia das varidveis R;, segue que

P(Vig1) = P(Vi) P URk ;= +1m
7=0

k
H Rkj ]+1) )]

k
P(Vig1) = P(Vi).[1 = [[P(Rk—; < (j + D)m)] (2.1.6)
j=0
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Analogamente, obtemos:

k+1
P(Vigo) > P(Vir).[1 = [[ P(Rryr1 < (G + D)m)] (2.1.7)
j=0
De (2.1.6) e (2.1.7) temos:
k E+1
P(Vita) > P(Vi).[1 = [[ P(Re—j < GG+ Dm)][1 = [ [ P(Rig1—; < G+ 1)m)]
§=0 §=0
e por argumento indutivo concluimos a prova. O

Tome k = 0 no Lema 2.1.0.5

n—1 A
P(V,) = P(Vo). [T11 = [[P(Ri—j < (G + 1)m)]
=0  j=0

Por definigao temos P(Vj) = 1. Pela continuidade da probabilidade

P(V) > [0 - [ PR < (G +1)ml.
i=0 §=0

Por outro lado pelo Lema 5.1.0.2 temos que

00 7 0o n
[Mo-T[P@®R; <G+m)] >0 PR < (G +1)m) < 0.
i=0 J=0 n=0 j=0

com o que concluimos a prova O

2.2 O caso Homogéneo
Para o caso homogéneo, temos m = 1, u, =n e R, = R para todo n.
Teorema 2.2.1. Para o Processo Firework Discreto homogéneo onde
P(R<1) € (0,1).
considere a quantidade

L = lim nP(R > n). (2.2.1)

n—oo
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e Se L > 1, entdo o processo homogéneo sobrevive com probabilidade
positiva. Nesse caso

P(V) >

—s

Il
=)

- ﬁIP’(R<j+1)];
=0

? J

e Se L <1, entao o processo homogéneo morre quase certamente;

o Se L =1 e existe um N tal que para todo n > N

P(R > —_
(R2m) < —.

entao o processo morre quase certamente.

Prova do Teorema 2.2.1
Pela Proposicao 2.1.0.2 o Processo Firework Discreto tem probabilidade
positiva de sobreviver se

i) P(R<1)€(0,1)

o0 n
i7) Zan < oo onde a, = H]P’(R<j+1)
n=0 §=0

Sob essas condicoes é possivel via Lema 5.1.0.3 obter que o processo tem
probabilidade positiva de sobreviver se
P(R<1)€(0,1) e lim nP(R>n)> 1.
n—oo

Agora vamos mostrar que as outras condigoes implicam em morte quase
certa do processo.

Considere o seguinte processo auxiliar. Mesmo sem ativagao, cada particu-
la de forma independente causa uma explosao, cujos alcances sao definidos
segundo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com
a mesma distribui¢ao de uma variavel aleatoria R. Chamemos essa dinamica
de processo Firework sem ativagao. Consideremos o evento C: “A partir de
um certo n, todas as particulas sao atingidas pela explosao de alguma outra”.
Considere a realizacao conjunta dos dois processos. Note que se w € V entao
w € C. Assim

P(V) < B(C). (2.2.2)
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Assim, P(C') = 0, no processo sem ativacao implicard na morte do pro-
cesso Firework Discreto. Para o processo sem ativacao defina o evento B,,:
“Particula n nao é atingida pela explosao de nenhuma outra”. Entao

P(Bn) =P <ﬁ[Rn—i < Z]) = ﬁ]P)(Rn—i < Z)

i=1 =1
Como os alcances das explosoes sao v.a.i.i.d.

n

P(B,) = [[P(R < i).

=1

Vamos mostrar que se
> P(B,) = o, (2.2.3)
n=1

entao C' nao ocorre com probabilidade 1.
Primeiro, observe que se i > j

i—j J
B;NB; = ﬂ[Ri—k <klN ﬂ[Rj—k < k]
k=1 k=1

Disto e usando o fato que os alcances das explosoes sao v.a.i.i.d. segue que

P(B; N Bj) =P (H [Ri—x < k] N ﬁ [Rj—k < k]) = ﬁ P(R < k) ﬁ P(R < k)
k=1 k=1 k=1 k=1
= P(Bi—;)P(Bj)
Porém,

P(B; N B;) = P(B;—;)P(B;)

combinado com
o0
Y P(B,) =0
n=1

implica

P(B,, infinitas vezes ) = 1 (Veja Teorema 2, pagina 312 em [15]).
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Mas o evento “B,, infinitas vezes” garante a nao ocorréncia do evento C. Por
fim, resta encontrar condicoes para 2.2.3. Para isto, o teste de Raabe nos
d4a a condicao

lim nP(R>n) <1

n—oo
ou a condicao L =1 e existe um N tal que para todon > N

1
n—1

P(R>n) <

o que conclui a demonstracao. .

Exemplo 2.2.1.1. Considere o processo Firework Discreto Unidimensional
Homogéneo com as varidveis aleatérias R satisfazendo

1

A T )

para k=0,1,---,

Como P(R > n) =

e lim nP(R > n) = 1 segue do Teorema 2.2.1 que
n-+1 n—00

P(V) = 0.

Exemplo 2.2.1.2. Considere o processo Firework Discreto Unidimensional
Homogéneo com as varidveis aleatdrias R satisfazendo

2
PR=k)= —+—— E=0.1,---
B=h =Gy Prmar=0b
2
Como P(R>n) = 3¢ lim nP(R > n) = 2 segue do Teorema 2.2.1 que
P(V) > 1.

Corolario 2.2.1.1. Considere o processo Firework Discreto Unidimensional
Homogéneo com as varidveis aleatorias R sequindo uma lei de poténcia, isto

z

€,

Zo
P(R=k)=——— para k=0,1,--- |
B=R= Gy ?
onde Z, € uma constante de normalizacao e o > 1. Neste caso, o ponto
critico € a = 2. Mais especificamente, o processo sobrevive com probabilidade
positiva se
a <2

e morre quase certamente se
a>2
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Prova do Coroldrio 2.2.1.1
Usando o Teste da Integral:

1 oo 1 S| 1
1= | adrs S = o
(a=1)(n+1) nt2 & Pl nt1 & (a=1)(n+2)
Logo
Za, 1 Zo, 1
<P(R>n)<
(a—1)(n+ 1)1 — (Rzn)< (a—1) (n+2)>1
Donde
(400 se a0 < 2
lim nP(R>n)={ & sea=2
n—00 ™
0sea>2
Dai concluimos a prova aplicando o Teorema 2.2.1. O

Corolario 2.2.1.2. Consideremos agora a segquinte variante do Processo
Firework Discreto. Cada particula ao ser ativada tem probabilidade p de
emitir uma explosao cujo o alcance tem distribuicao de uma varidvel aleatoria
R. Assim, com probabilidade 1-p a particula € ativada mas ndo emite ex-
plosdo. Esse processo modificado apresenta a sequinte transicao de fase:se

. 1

lim nP(R >n) > —,

n—oo p

entao existe probabilidade positiva de sobrevivéncia,; se

1
lim nP(R>n) <

n—oo p’

entao o processo morre quase certamente; se

1
lim nP(R>n) = —

n—oo p
e existe um N tal que para todo n > N

p

P(R > S
( _n><n—1

)

entao o processo morre quase certamente.
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Prova do Coroldrio 2.2.1.2
Observe que o processo verifica
P(R=0)=pP(R=0)+1—pe
P(R=k)=pP(R=k), se k #0.

Em particular, P(R = 0) € (0,1). Entao, para concluir basta aplicar o Teo-
rema 2.2.1 para obter o resultado. O

Exemplo 2.2.1.3. Considere a variante do processo Firework Discreto Uni-
dimensional Homogéneo dada no Corolario 2.2.1.2 com as varidveis aleatdrias
R satisfazendo

2

S )

para k=0,1,---,

2
eng

)
Como P(R > n) = e lim nP(R>n)=2< 5 segue do Corolario 2.2.1.2

n+2 n-ooo

que P(V) = 0.

2.3 O caso Heterogéneo

No caso heterogéneo, as varidveis { R, }nez, sao independentes, mas nao
sao identicamente distribuidas e existem condigoes para a distancia entre
particulas consecutivas.

Teorema 2.3.1. Considere o processo Firework Discreto Unidimensional
com particulas sobre os inteiros nao negativos. Se as marginais do processo
satisfazem:

i) P(R; <1)€(0,1), para todo i
i) P(R; > k) < u(R > k), para alguma p tal que lim nu(R >n) < 1.

FEntao, o Processo Firework Discreto morre quase-certamente. Em outras
palavras, P(V') = 0.

Prova do Teorema 2.3.1
Tome P e p, medidas de probabilidades tais que

P(R; > k) < (R > k),Vk,Vi.
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lim nu(R >n) < 1.

n—oo
Considere {R;};en cépias independentes distribuidas segundo P e {R; }icz,
copias independentes distribuidas segundo p tais que R; < R para todo 4.
Agora observe que se o processo morre para uma realizacdo da seqiiéncia
{R}}iez, , também morre para a realizacao da seqiiéncia {R;}cz, . Disto e
do Teorema 2.2.1 segue o resultado. O

Exemplo 2.3.1.1. Considere um Processo Firework Discreto sobre os in-
teiros nao-negativos cujas marginais satisfazem

—/\n)\k
]P)(Rn:k):e A = parak:zO,l,--‘,

com A\, < A < oo para todo n. Entao, pelo Teorema 2.3.1 P(V) =0

O resultado a seguir mostra ser possivel termos morte quase certa para
um processo heterogéneo cujas varidveis aleatérias R, tém esperanca infinita
para todo n.

Teorema 2.3.2. Considere um Processo Firework Discreto Unidimensional
cujas marginais satisfazem

i) P(R,=0)=1—ay e
ZZ) P(Rn = k’) = Qp+k—1 — Qn+k
para alguma sequéncia nao-crescente (an )nen onde ag < 1 e tal que

lim na, = 0. Entao o processo morre quase certamente.
n—oo

Prova do Teorema 2.3.2
Observe que

Vo =Va_1 N ([Rn—l > 1] U [Rn_Q > 2] U [ - URy > n])

Entao

n—1 n—1
P(V,) < ZP(Rk >n—k)= Z an_1 = Nnan_1 — 0 quando n — oo.
k=0 k=0
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Exemplo 2.3.2.1. Considere um Processo Firework Discreto sobre os in-
teiros nao-negativos cujas marginais satisfazem

1 1

P(Rn = k) = (n+k+1)nn+k+1) (n+k+2)In(n+k+2) para k 70 ¢
1

Pl =0) = 1= S+ 2)

Observe que E(R,,) = oo para todo n, mas P(V) =0

O resultado a seguir exibe uma maneira alternativa de escrever a condicao
para sobrevivéncia com probabilidade positiva do processo Firework Dis-
creto heterogéneo.

Teorema 2.3.3. Suponha um processo Firework Discreto ndo homogéneo
com particulas nas posicoes 0 = ug < ug < ug < ... Lals qUE Upt1 —Up < M.
Se P(R, <m) € (0,1) para todo n e existe t > 1 tal que

[e.e]

D PR, < tm)]' < o,

n=0
entdo o processo sobrevive com probabilidade positiva.

Prova do Teorema 2.3.3

Observe que para n > t temos

n

t—1
ap = H]P’(Rn_j <(j+1)m) < H]P’(Rn_j <tm)
=0

=0
< P(R,_; < tm)]]".
<[ x| PR, < tm)]
Por outro lado
Z[P(Rn <tm)]'!<oo= Y [ max [P(R,—;<tm)]]’ < oc.

—’ p—’ j€{0,...,t—1}

Assim, a série com termos a,, é convergente e podemos aplicar a Proposigao
2.1.0.2 para obter o resultado. O

Exemplo 2.3.3.1. Considere um Processo Firework Discreto sobre os in-
teiros nao-negativos cujas marginais satisfazem

k
P(Rn:k):mparak:(]’l’,n+1
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o0 t
t
T — | < t>2.S P(V) > 0 pelo Tt 2.3.3.
emos ngt (n n 1) oo para t > 2.Segue P(V) pelo Teorema

Exemplo 2.3.3.2. Considere um Processo Firework Discreto sobre os in-
teiros nao-negativos cujas marginais satisfazem

1 1

P(RnIO):meP(anl): m

Observe que E(R,) < 1 para todo n, mas P(V) = §
Teorema 2.3.4. Suponha um Processo Firework Discreto Unidimensional
nao homogéneo com particulas nas posicoes 0 = ug < u1 < ug < ..., tais que

Up+1—Up < m. Se as marginais do processo sao tais que P(R, < m) € (0,1)
para todo n e

P(R>k)—P(R, > k) <b (2.3.1)
para todo k > 0 e todo n > 0, onde

lim n[P(R > n)—b,] >m com lim b, =0

n—oo n—oo

0 processo sobrevive com probabilidade positiva.

Prova do Teorema 2.3.4

Observe que

n

an = [[P(Rn—j < (G + m) < [[[P(R < ( + 1)m) + bjp1ym)-
§=0 =0

H (R < (j + 1)m) + bijs1yml. = rn

Mas
n gy n[P(R = (n+2)m) — bni2)ml
Tn+1 N P(R < (n + 2)m) + b(n+2)m

Logo, das hipdteses segue que

n

lim n(
n—oo Tyl

—1)> 1.

Assim, a série com termos a,, é convergente e podemos aplicar a Proposicao
2.1.0.2 para obter o resultado. O
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2.4 Processo Firework Discreto Unidimensional Re-
verso

Considere a seguinte variante do processo Firework Discreto, que chamare-
mos Firework Reverso. Consideramos um conjunto de particulas sobre os
inteiros nao negativos. No instante 0, todas as particulas estao inativas,
exceto aquela na origem que ¢é inicialmente ativada. Uma particula ao ser
ativada assim permanece para sempre. A cada particula é associada uma
varidvel aleatoria que representa o seu alcance de ativagao. Assim, se para
uma dada particula n o alcance de ativagao é R,,, ela se tornara ativa se al-
guma particula a sua esquerda, cuja distancia a ela é inferior ou igual a R,
se tornar ativada. Os alcances de ativagao {Rn}nez*+ sao variaveis aleatdrias
independentes. Assim como no Processo Firework Discreto apresentamos as
versoes homogeénea e heterogénea e estudamos as condigoes de sobrevivéncia.
Dizemos que o processo sobrevive se infinitas particulas forem ativadas ao
longo do processo. No caso homogéneo apresentamos transicao de fase.

Consideremos as seguintes definigdes:

Definicao 2.4.0.1. Sejam {R;},ez; varidveis aleatérias independentes as-
sumindo valores nos reais nao negativos, com distribuicao {Pn}ner respec-
tivamente. Defina

o0
IP’:HPn
n=1

P é a medida de probabilidade para o Processo Firework Reverso.

Observagao. P(R, = k) =P, (R, = k)

Definigao 2.4.0.2. Considere o evento V: “O processo sobrevive ”. Ob-
serve que

V=] URu;>17

n=0j=1
Apresentaremos alguns resultados tteis na prova dos resultados.

Lema 2.4.0.1.

o0

Pl (O URnss =3 | =[] [ U[Rnss > ]
n=0

n=0j=1 j=1
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Prova do Lema 2.4.0.1
Observe que os eventos

U [Rn+j > ]]
j=1

neEZy

sao eventos crescentes. Usando a desigualdade FKG (Lema 5.1.0.1) e o fato
de que a interseccao de eventos crescentes é um evento crescente temos:

nog o0 no [e%¢]
P URwi = | = TP | URnss =]
n=0j=1 n=0 j=1
para todo ng inteiro positivo. Tomando o limite ng — oo e usando a Con-
tinuidade da Probabilidade temos o resultado. O
Lema 2.4.0.2.

P(V) > [t =[] = P(Bnss = )]
n=0 j=1

Prova do Lema 2.4.0.2

Temos o -
V= ﬂ U[Rnﬂ > j]
n=0j=1
P(V)=P m U[Rn+] >3] = H P [Rn+_] > jl
n=0j=1 n=0 j=1
=] |12 Ry <
n=0 j=1

Onde a desigualdade é obtida pelo Lema 2.4.0.1.0 resultado segue da inde-
pendéncia das variaveis R;. O
2.4.1 O caso Reverso Homogéneo

No caso homogéneo os alcances de ativacao sao varidveis aleatérias in-
dependentes e identicamente distribuidas.
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Teorema 2.4.1. Considere o Processo Firework Reverso Homogéneo e suponha
P(R = 0) € (0,1). Se E(R) = oo, entio P(V) = 1. Por outro lado, se
E(R) < oo, entdo P(V) = 0.

Prova do Teorema 2.4.1
Do Lema 2.4.0.2,

P(V) > [0 -] PR =)
n=0 j=1
Agora, observe que
E(R) = iIP’(R > j) =o00= ﬁ[l—P(R >)]=0=PV)>1=PV)=1.
j=1 Jj=1

Para a outra parte, suponha E(R) < oo. Considere entdo a seguinte
variante do Processo Firework Discreto Homogéneo. Colocamos exatamente
uma particula sobre cada inteiro. Inicialmente todas as particulas sobre os
inteiros nao positivos estao ativadas. Os alcances de explosao sao as variaveis
aleatorias {R;, }nez. Suponha que toda distribuicao R,, dessa familia tenha
a mesma lei de uma varidvel aleatoria R, do Processo Reverso Homogéneo.
Assim, P(R,, = j) = P(R,, = j) para todos j,n inteiros nao negativos e m
inteiro. Aqui cometemos um abuso de notagao ja que as varidveis { Ry fnez.,
e {Rn}nez, nao estdo no mesmo espaco de probabilidade.

Para este Processo Firework Discreto Homogéneo descrito sejam os even-
tos: V, “Particula em n é atingida”e V, o evento “Processo sobrevive”.
Neste modelo, sobreviver significa acordar infinitas particulas sobre os in-
teiros positivos. Observe que

V=URn;=j+1]
n=0 j=0
Proposigao 2.4.1.1. Se P(R =0) € (0,1) e E(R) < o0, entao P(V) =0

Prova da Proposi¢ao 2.4.1.1
Defina os seguintes eventos

n—1

An= | {Ri=2n—1i}

1=—00
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2n—1
By,:= |J{Ri=2n—1i}
Observe que
Vo €V, N [.An U Bn]

P(Van) < P(Vn N [Ap UBy)) = P([V N AR U [V N Bp]) < P(Ap U [V N By)
P(Vay) < P(A,) +P(B, N V) = P(A,) + P(BL)P(Vy) (2.4.1)

Na ultima igualdade usamos o fato dos eventos B,, e V;, serem independentes.

Lema 2.4.1.1. Nas hipdteses da Proposi¢cao 2.4.1.1

lim P(A,) =0

n—oo

Prova do Lema 2.4.1.1

n—1 n—1
P(An) =P ( U {R2n—i > 7/}) < Z P(Ri > 2n — 7’)

1=—00 1=—00
oo o0
= Z P(Rop—i > i) = Z P(R > i) — 0, quando n — oo.
i=n+1 i=n+1

g

Lema 2.4.1.2. Nas hipdteses da Proposicao 2.4.1.1 existe X € (0,1) tal que
para todo n
P(B,) < A\

Prova do Lema 2.4.1.2

2n—1 2n—1
P(Bn):P(U {R; 22n—i}> :1—P<ﬂ {R¢<2n—z’}>

2n—1 n oo
=1- [[PRi<2n—i)=1-J[P(R<i)<1-][P(R <)
i=n i=1 i=1
Assim, o Lema 5.1.0.2 (ver apéndice) e E(R) < oo nos garante que existe
A € (0,1) tal que
P(B,) < A

para todo n, concluindo a demonstragao. O
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Lema 2.4.1.3. Nas hipdoteses da Proposicao 2.4.1.1
P(Ay) > P(A,41) para todo n.
Prova do Lema 2.4.1.3

n—1 n—1
P(A,) =P < U {Ran-i > z’}) =1-P ( () {Ran—i < i})

1=—00 1=—00

=1- ﬁ P(R < i).

j=n+1

Analogamente, P(Ap4+1) =1 — H P(R < i).
j=n+2

Logo,

PA)=1- J] PR<i)=1— J] P(R<i)=P(Ans1).
j=n+1 Jj=n-+2
O

Voltemos a prova da Proposicao 2.4.1.1. Observe que usando o Lema 2.4.1.2
temos

P(Va,) < P(A;,) + AP(V,,) para todo n
Usando o Lema 2.4.1.3, obtemos

P(VQH) < P(-An) + AP(Vn)E
IP>(V4n) (-AQn) + AP(VQn)
P(V&l) (A4n) + /\P(Vzln)

P(An) + AP(Van);

<P
<P P(An) + AP(Vin);

<
<

P(Van) S P(Agmfln) + )\P(VQm—ln) S ]P)(An) + )\P(Vz'rnfln).

Logo,
P(Vamy) < P(Ap) + AP(Ap) + N2P(Ap) + - - XTIP(A,) + XP(V,).
P(Vamp) < (14 A+ X2+ £ XHP(A,) + 2™
P(Vamy,) < (-2 )]P’(An) + A

TSy
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Tome n = 2™. Temos

Py < LA

ﬁP(AQm) + ™

Tomando m — oo segue do Lema 2.4.1.1 que

lim P(V4m) = 0. (2.4.2)
m—oQ
Agora observe que para todo n > 1 existe m(n) > 1 tal que Vym+1 C V,, C

Vym € lim, oo m(n) = oo. Isso combinado com 2.4.2 nos dd pela Con-
tinuidade da Probabilidade que P(V) = 0. O

Agora vamos finalizar a prova do Teorema 2.4.1. Observe que

Pl URezi+10| 2P| () URusjrr 25 +1]
n=0;=0 n=0j=0

Para verificar este fato observe o seguinte. Olhando para o evento da es-
querda, para todo n fixado, é preciso que algum raio & esquerda (desde n até
—o0) alcance a distancia da particula até n 4+ 1. Do mesmo modo, olhando
para o evento da direita, para todo n fixado, é preciso que algum raio a
direita (desde n + 1 até oco) alcance a distancia da particula até n.

Mas,

V= UIRnj1=5+1]
n=035=0

Logo, P(V) = 0. O

Aqui uma questao interessante é respondida. Serd que os processos Fire-
work Discreto Homogéneo e Firework Reverso Homogéneo apresentam re-
sultados distintos quanto a sobrevivéncia? Pelos resultados apresentados, a
resposta é sim. Por exemplo, consideremos estes dois processos com alcances

satisfazendo 6

[w(k+1)]?
Nesse caso, o processo Firework Discreto Homogéneo morre quase certa-

mente. Por outro lado, o Processo Firework Reverso Homogéneo sobrevive
com probabilidade 1.

P(R = k) =
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2.4.2 O caso Reverso Heterogéneo

No caso heterogéneo os alcances de ativagao sao varidveis aleatorias inde-
pendentes nao identicamente distribuidas satisfazendo determinadas condigoes.

Teorema 2.4.2. Considere o Processo Firework Reverso Heterogéneo. Suponha
P(R, =0) € (0,1) para todo n. Temos:

o
i)P(V) =1 se e somente se ZP(Rn+k > k) = oo para todo n.
k=1

iP(V) >0 se > J[PRosr < k) < o0;
n=1 k=1
i11)P(V') = 0 se existe uma medida de probabilidade P, tal que
P(R, > k) <P(R>k),Vk eVn e Ep(R) < c0.

Prova do Teorema 2.4.2
Do Lema 2.4.0.2,

P(V) > [0 =[]0 = P(Ragx > )]

n=1 k=1

Para que o produto a direita seja 1 é preciso que

e}

[0 PRk > k)] =0
k=1

para todo n. Pelo Lema 5.1.0.2 isto ird ocorrer se e somente se
oo
ZIP’(Rn+k > k) = oo para todo n.
k=1
Por outro lado,
o
P(V)<1- H P(R,+r < k) para todo n.

k=1

Desses dois fatos estabelecemos ).
Para provar i) observe que o Lema 5.1.0.2 nos garante que para o processo
ter chance positiva de sobrevivéncia basta

S TIP@Ruk < k) < .

n=1k=1
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Para provar iii) sejam P e P, medidas de probabilidades tais que

P(R, > k) < P(R > k),Vk e Vn,

EP(R) < Q.

Considere { Ry }yez: copias independentes distribuidas segundo P e { R} }nezs
copias independentes distribuidas segundo P tais que R,, < R), para todo
n > 0. Agora observe que se o processo morre para uma realizagdo da
seqiiéncia { Ry }yez: , também morre para a realizacao da seqiiéncia { Ry }nezs -
Isto e o Teorema 2.4.1 nos déa o resultado desejado. (|

Exemplo 2.4.2.1. Considere um Processo Firework Reverso sobre os in-
teiros nao-negativos com R,, ~ Geométrica (1 , para todo n > 0. Pelo
Teorema 2.4.2 P(V) = 1.

1
— 1)

Exemplo 2.4.2.2. Considere um Processo Firework Reverso sobre os in-
teiros nao-negativos cujas marginais satisfazem

(n+1)2
Pelo Teorema 2.4.2 P(V') > 0.

Exemplo 2.4.2.3. Considere um Processo Firework Reverso sobre os in-
teiros nao-negativos com R,, ~ Poisson(\,), A, < A < oo para todo n. Pelo
Teorema 2.4.2 P(V') = 0.



Capitulo 3

Processo Firework Continuo
Unidimensional

A dinamica do processo Firework Continuo é a seguinte. Consideramos
particulas distribuidas sobre a semirreta dos reais positivos nas posicoes u,,,
onde n indica que a particula é a n-ésima mais préxima da origem. Nos
referimos a ela como particula n. A particula que dé inicio ao processo se
encontra na posicao ug = 0, isto é, sobre a origem. No instante t = 0,
todas as particulas estao inativas, exceto aquela na origem que é inicial-
mente ativada e da inicio ao processo. Uma particula n ao ser ativada,
assim permanece durante um tempo aleatério 7T,,. Durante este tempo a
particula n emite explosoes independentes com alcances aleatérios e finitos
{R%}Km As explosoes ocorrem em instantes pontuais aleatérios de modo
que o tempo entre explosoes consecutivas é exponencial com parametro .
Quando uma particula inativa é atingida por uma explosao ela se torna
ativa. Cada particula somente pode ser ativada uma unica vez, isto é, se
uma particula ativa tem seu tempo de ativacao encerrado, ela nao pode ser
ativada novamente, mesmo que atingida pela explosao de outra particula.

Consideramos dois casos: o homogéneo e o heterogéneo. No caso ho-
mogéneo os alcances de explosoes sao v.a.i.i.d.. Também sao v.a.i.i.d. os
tempos de ativagao e os tempos entre explosoes. No caso heterogéneo todos
estas varidveis sao independentes, entretanto pelo menos um dos conjun-
tos de varidveis é nao identicamente distribuido ou as particulas nao estao
necessariamente sobre Z. .

Definicao 3.0.2.1. Seja N uma varidvel aleatdria discreta assumindo val-
ores nos inteiros nao negativos. Defina

on(s) :==E(sY), para s € (—1;1).

27
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pn € a funcao geradora de probabilidade da varidvel aleatéria N.

Definigao 3.0.2.2. Seja T uma variavel aleatdria qualquer. Defina
Mry(s) := E(e*T), para s tal que E(e*T) < 0.

My é a funcao geradora de momentos da variavel aleatoria 7.

3.1 Resultados preliminares

Inicialmente consideramos uma versao mais simples do processo Fire-
work a qual chamaremos Firework com nimero aleatério de tentativas de
ativacao. Nesta versao, uma particula n ao ser ativada emite explosoes uma
quantidade aleatoria de vezes. Essa quantidade é dada por uma variavel
aleatéria Nj,. A i-ésima tentativa de ativar vizinhos realizada pela particula
em j é dada pela varidvel aleatéria R; As tentativas de ativagio sdo sempre
v.a.i.i.d..

Proposicao 3.1.0.1. Suponha um processo Firework com numero aleatorio
de tentativas de ativacdo em sua versao homogénea. Defina

fan(n) :=n{l —pn(P(R < n))}
Entao

Se nan;o fr.n(n) <1 entdo o processo morre quase certamente.

Se lim fpn(n) =1 e existe Ny tal que para todo n > Ny,
n—oo ’

on(P(R<n)) > -~ 2

)
n—1
entao o processo morre quase certamente.

Se lim fp(n) > 1 entdo o processo tem probabilidade positiva de sobreviver e
n—oo ’

PV) =[] |1-en | J[P(R<j+1)
i=0 j=0
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Prova da Proposi¢ao 3.1.0.1

Primeiro, observe que a evolucao do processo nao é alterada se admitirmos
que todas as explosoes realizadas por uma particula sdo instantaneas ao
momento de ativagdo. Associamos cada realizacao desse Processo a uma
realizacao do Processo Firework Discreto Homogéneo de modo que

(R > k) = (max{R',--- ,RN} > k)

Agora observe que

(max{R!,--- RN} > k) = | J(max{R',--- \RN} > k, N =)
i=1

Mas

P(max{R',--- , RN} > k,N = i) =P(N =i)P(R! > kU---UR > k)

Por outro lado

P(R'>kU---URi >k)=1-P(R' <kn---NR <k)=
1- [P <k)=1-[PR< k).
j=1

Dai

P(max{R!,--- ,RN} > k,N = i) = P(N = i)[1 — [P(R < k)]']
Logo

P(R > k) Z]P’max{Rl - RN} >k N =)
ZZ]P’(NZi)[l—[P(R<k)]"]
i=1

:iP(N ZP P(R < k)]
=1

1BV = 0)— (BIP(R < )] - POV — 0)
— 1~ E[(B(R < k)]



30CAPITULO 3. PROCESSO FIREWORK CONTINUO UNIDIMENSIONAL

Logo, considerando um processo Firework Discreto homogéneo com dis-
tribuicao de probabilidade satisfazendo

P(R>n)=1-E[P(R<n)"]=1-9on(P(R < n))
nés obtemos o resultado desejado. O

Proposicao 3.1.0.2. Suponha um processo Firework com um nimero aleatério
de tentativas de ativacdo em sua versdo mnao homogénea.

Se existe m € Zy tal que as posi¢oes das particulas satisfazem upr1—un, < M

e

ST env-i (B(Ruj < (G + 1)m)) < oo,

n=03j=0

entdao o processo sobrevive com probabilidade positiva. Nesse caso,
[e.@] n
P(V) > [T - [T en—s (B(Raj < (G + 1)m))).
n=0 §=0

Por outro lado, se existe k € Z tal que as posi¢des das particulas satisfazem
Upt1 — Uy > k e as marginais do processo satisfazem:

1.
SONi(]P)<Ri < k)) € (07 1);

2.
n—1
nlirrolo H on, (P(R; < k(2n —1))) = 1;
=0
3.
2n—1

Tim T e~ (P(Ri < k(20— i) > 0;

entao o processo morre quase certamente.

Prova da Proposi¢ao 3.1.0.2
Analogamente ao tultimo resultado, associamos cada realizacdo do Processo
a uma realizagao do Processo Firework Discreto Heterogéneo de modo que

(Ri > k) = (max{R},---, RN} > k),
O que nos da
P(R; = n) = 1 — E[(P(R; < )] = 1 — on, (P(R: < m)).
O resultado segue pelas Proposicoes 2.1.0.2 e 2.1.0.1. Il
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3.2 O caso Homogéneo

No caso homogéneo os alcances de explosoes sao v.a.i.i.d.. Também sao
v.a.i.i.d. os tempos de ativacao e os tempos entre explosoes. Basicamente,
temos uma familia de v.a.i.i.d {T,}nez .- Uma particula n ao ser ativada
assim permanece durante um tempo aleatério T;,, com distribuicao continua.
Durante este tempo ela emite explosdes nos instantes dados por um processo
de Poisson. Isto é, dado T,, = t, o numero de explosoes emitidas pela
particula n é Poisson (p,t), onde o parametro p, é o mesmo para toda
particula. O alcance da i-ésima explosao realizada pela particula n é dada
pela varidvel aleatéria R .

Teorema 3.2.1. Suponha o processo Firework Continuo em sua versdo ho-
mogénea. Defina

frmu(n) :=n{l — Mr(—puP(R > n))}
FEntao:

Se nan;O fR,T,u(n) < 1, entdo o processo morre quase certamente.

Se lim fgpp,(n)=1 e existe N tal que para todo n > N,
n—o0 o
_ n—2
Mp(—pP(R > n)) > —=,
n—1
entdao o processo morre quase certamente;

Se lim fRTu(”) > 1, entdo o processo tem probabilidade positiva de sobreviver e
n—oo o

nesse caso,
o0 n B
PV)> [ [1-Mr | -p> P(R>j+1)
n=0 §=0

Prova da Proposi¢ao 3.2.1
Associamos cada realizagdo do Processo a uma realizagdo do Processo Fire-
work com numero aleatério N de tentativas de modo que

P(N = k) = /OOO P(N = k|T = t)f(t)dt
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Como
N|T =t ~ Poisson (ut),

temos

00—t k
P(N = k) :/0 Mkfl‘ut)f(t)dt.

Multiplicando ambos lados da equacgdo acima por [P(R < n)]* e somando
sobre k, obtemos

E[P(R < n)N] = i[P(R <n)FP(N = k) = i[P(R < n)lk /Oo Mf(t)dt
k=0 k=0 0 Kl
oo X e~ t k
_/O Y [P(R< n)]’f“kff“)f(t)dt.
k=0 ’
Mas,
oo X e—Ht k oo X n
/0 S (R < pryar = /0 S EUE WGE 1)

Logo, E[P(R < n)N] = E[e #F(R20T),
Daqui, a Proposicao 3.1.0.1 nos dé o resultado. 0

Corolario 3.2.1.1. Seja o caso onde T ~ exp (\).Entao

_ A
Se lim nP(R > n) > = entdo o processo tem probabilidade positiva de sobreviver.
n—00 12

Nesse caso,

00 A+l
P(V) = THO b= oA+ uP(R>j+1)] |
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_ A _ A
Se lim nP(R >n) = — e existe N tal que Vn > N,P(R>n) < ——
A p CED)

entao o processo morre quase certamente.

Se lim nP(R >n) < = entdo o processo morre quase certamente.
n—oo

Prova do Coroldrio 3.2.1.1
Observe que se T ~ exp (A), entao

A
A—1Ine

O restante segue do Teorema 3.2.1. O

E(cT) =

Exemplo 3.2.1.1. Considere um Processo Firework Continuo sobre os in-
teiros nao-negativos com alcances

]P(R:k): 7k:o71727”'7

(k+1)(k+2)
p=4eT ~ Exp(2). Pelo Coroldrio 3.2.1.1, P(V) > .

Exemplo 3.2.1.2. Considere um Processo Firework Continuo sobre os in-
teiros nao-negativos com alcances

1
(k+1)(k+2)

p=2eT ~ Exp(2). Pelo Coroldrio 3.2.1.1, P(V) = 0.

P(R:k): 7k:O71727"'7

3.3 O caso Heterogéneo

No caso heterogéneo todos as variaveis envolvidas sao independentes, en-
tretanto pelo menos um dos conjuntos de varidveis (alcance das explosoes ou
tempo de ativacao ou tempo entre explosoes) é nao identicamente distribuido
ou as particulas nao estao necessariamente sobre Z,. Basicamente, temos
uma familia de varidveis independentes {7}, },,¢7., , nao necessaramente iden-
ticamente distribuidas. Uma particula n ao ser ativada assim permanece
durante um tempo aleatério 7;, com distribuicao continua. Durante este
tempo ela emite explosoes nos instantes dados por um processo de Poisson.
Isto é, dado T,, = t, o nimero de explosoes emitidas pela particula n é Pois-
son (upt), onde o parametro pu, pode variar dependendo da particula. O
alcance da i-ésima explosao realizada pela particula n é dada pela variavel
aleatéria R .
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Teorema 3.3.1. Suponha o processo Firework Continuo em sua versdo ndo
homogénea. Se as posi¢oes das particulas satisfazem tup41 — Uup <M €

Yo I Mz, (mpngB(Ramj = (G + 1m)) < o0
n=035=0

0 processo sobrevive com probabilidade positiva. Nesse caso,
[e.9] n B
P(V) >[I0 =TT Mr.; (=g yP(Ramj = (5 + 1)m))]
n=0 7=0

Por outro lado, se |up+1 — up| > k e as marginais do processo satisfazem:

1.
My, (—piP(R; > k)) € (0,1);
2.
lim [ Mz, (—pP(Ri > k(2n — i) = 1;
=0
3.
2n—1
lim [ Mz, (—mP(R; > k(2n —i))) > 0;

entao o processo morre quase certamente.

Prova do Teorema 3.3.1

Assim como na prova do Teorema anterior, associamos cada realizacao
do Processo a uma realizagao do Processo Firework com ntmero aleatério
N de tentativas de modo que

o
PN = k)= [P0V = KT = 050,
0
0 que nos leva a relagao
E[P(R; < n)Vi] = Ele-F(iznTi],

O resultado segue da Proposicao 3.1.0.2. Il
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Exemplo 3.3.1.1. Considere um Processo Firework Continuo sobre os in-
teiros nao-negativos com alcances

P(R=0)=1—-peP(R=1)=p

e suponha T, ~ Exp()\,). Pelo Teorema 3.3.1 o processo sobrevive com
probabilidade positiva se

0o

A
DL
n—0 An + Phin

Além disso,
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Capitulo 4

Processo Firework Discreto
em Arvores

Neste capitulo consideramos o processo Firework Discreto em arvores.
Cada vértice da arvore possui exatamente uma particula. Inicialmente, to-
das as particulas est@o inativas, exceto a particula sobre a raiz. Esta emite
uma explosao de alcance aleatério. Todas as particulas atingidas pela ex-
plosao, emitem no proximo instante suas explosoes e assim por diante. Aqui
consideramos as explosoes como variaveis aleatérias independentes e identi-
camente distribuidas discretas, assumindo valores nos inteiros nao-negativos.

Seja T'= (V,€) uma arvore qualquer e O sua raiz. Associamos a cada
v € V um alcance de explosao R,, isto é para o processo Firework Discreto
na arvore, temos uma familia de v.a.i.i.d. {R,},cy assumindo valores nos
inteiros nao-negativos. Desta forma apresentamos todos os resultados em
fungdo de uma variavel aleatéria R de mesma distribui¢ao que cada uma das
varidveis R,. Representamos a medida de probabilidade do processo por P
e o evento “Processo Firework sobrevive’por V.

Para a arvore T', dados dois vértices u e v escrevemos © < v se u é um dos
vértices do caminho entre O e v. Nesse caso, dizemos que v é descendente
de u. Definimos o conjunto de descendentes de u por

T :={veV:uv}
e para todo n > 1 definimos
T :={veT":|v] <|ul+n}
Escrevemos ainda

M, (u) = [0TY| .= {v e T" : |v| = |u| + n}|

37
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Definigao 4.0.1.1. Para uma arvore T’ definimos

1
dim inf 0T := lim min — In M, (v).

n—oo veVY N

Se T = Ty, isto é, se T é a arvore homogénea de grau d+ 1, entdo temos
dim inf 0T = Ind.

Lema 4.0.1.1. O limite dim inf T eziste para toda drvore T.

Prova do Lema 4.0.1.1
Para qualquer v € V e para todo m,n > 1 temos

Mypyin(v) > My (v) (é‘al%“m Mn(u)> > M, (v) <gleig Mn(u)> .

Logo,

My in(v) > (min Mm(m) (min Mn@)) .

veY veY

Assim, In[miny,ey M, (v)] é superaditiva e portanto, pelo Lema de Fekete,
existe o limite

1 1 1
lim —1 in M, = —1 in M, = li in —In M,
Jim, g 36(0)] = sup 1 i 00| =l iy i )

O

O leitor pode encontrar mais informagGes sobre dim inf 9T na segao 13.5

em [10], onde os autores Lyons e Peres apresentam nao sé esta, mas também
outras constantes baseando-se em idéias nao publicadas de Furstenberg.

4.1 Arvore Homogénea

Para o Processo Firework Discreto em Arvores Homogéneas apresenta-
mos condicoes de sobrevivéncia e limitantes para a probabilidade de sobre-
vivéncia.

4.1.1 Condicoes gerais para sobrevivéncia

Teorema 4.1.1. Seja um processo Firework Discreto na drvore homogénea
de grau d+ 1, d > 2, tal que

P(R=0) ¢ {0,1}.
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Se
E(d®) > 1+ P(R =0),

entdo o processo sobrevive com probabilidade positiva. Por outro lado, se

1
E(df)y<2- =
(d™) < 7

entao o processo morre quase certamente.

Prova do Teorema 4.1.1
Suponha
E(d®) > 1+ P(R =0).

Vamos definir um processo de ramificacdo {X,; }nez+ com Xy = 1 e com a
distribuicdo do ntimero de descendentes de um individuo satisfazendo :

P(X =d*)=P(R=k)se R#0
P(X =0)=P(R=0).

Assim X toma valores no conjunto
{0,d,d? a3 d*,---}.

Dado que uma particula ativa teve explosao de alcance k, consideramos
como descendentes no processo de ramificacdo apenas as particulas com
distancia k dela. Note que a sobrevivéncia do processo de ramificagdo im-
plica na sobrevivéncia do processo Firework Discreto. Temos:

E(X) = i EP(X = k) = idkP(X =d") = idkP(R = k).
k=0 k=1 k=1
Por outro lado,
E(d®) = d"P(R=k).
k=0
Dai
E(d?) = E(X) + P(R = 0).

Por fim a condigao
E(d®) >1+P(R=0)

nos da
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donde o processo sobrevive com probabilidade positiva (veja Teorema 5.3.1).
Agora consideremos o caso onde

1
E(d?) <2-=.
(@) <2~
Seja {Vn }nez+ um processo de ramificacao tal que )y = 1 e cuja distribuigao
do numero de descendentes de um individuo satisfaz

k _
P <Y - d(;l_ll)) = P(R = k) para todo k.

Fixada uma particula ativa, é como se todas as particulas ativadas por ela
se movessem para a posi¢ao da particula mais distante que foi ativada. E
somente ai realizassem o processo de ativacao de novas particulas. Note
que aqui todas as particulas ativadas sao descendentes no processo de ram-
ificacdo. Neste caso, a morte do processo de ramificagao implica na morte
do processo Firework Discreto.

Temos:

00 00 o k _ k _
E(y):ZkP(sz)zsz(YZk)ZZd(Z_ll)P (Y:d(j—11)>
k=0 k=1

k=1

d—1 d—1
k=1 k=1

:iMP(R:k) -4 [idkP(Rzk)—iP(Rzk)

Por outro lado

E(d?) = i d"P(R=k) = i d*P(R = k) + P(R = 0).
k=0 k=1

E(Y) = - [B(@") ~ B(R = 0) — (1~ B(R = 0))] = —[E(d") ~1].

Agora basta observar que

E(Y) <1 <= E(@d?) < 2—%.

Assim, temos a prova para a segunda parte (veja Teorema 5.3.1). O
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Corolario 4.1.1.1. Seja um processo Firework Discreto na drvore homogénea
de grau d+1 d > 2, tal que

P(R=k)=(1-pp" k=012,
O processo tem probabilidade positiva de sobreviver se
dp? —2dp+1 < 0.

Por outro lado, o processo morre quase certamente se 2pd < 1.
Assim, fizado d, o processo tem probabilidade positiva de sobreviver se

>1 1 L
p d’

e morre quase certamente se

< 1
P=9q
Por outro lado, fixado p, o processo tem probabilidade positiva de sobreviver
se )
d>—,
p(2—p)
e morre quase certamente se
1
d< —.
2p

Prova do Coroldrio 4.1.1.1
Observe que

> o, se dp > 1;
B =Y -t ={ %, o
k=0 1=dp> '

A condicao para morte quase certa implica 11_—;; <2-— % que é equivalente

ap< %. Por outro lado, a condicao para chance positiva de sobrevivéncia

1—

/ 1
p>1—4/1—4. O

Exemplo 4.1.1.1. Seja um processo Firework Discreto na drvore homogénea
de grau 5 tal que

nos da l;j; > 2 — p donde dp? — 2dp + 1 < 0 que é satisfeita quando

Temos P(V) > 0 se p > 2*2*/3 ~0,1339e P(V)=0sep< % =0, 125.
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Exemplo 4.1.1.2. Seja um processo Firework Discreto na arvore homogénea
de grau 10 tal que

Temos P(V) > 0 se p > 3=2Y2 ~ 0,05719 ¢ P(V) = 0 se p < & ~ 0,05556.

Corolario 4.1.1.2. Seja um processo Firework Discreto na drvore homogénea
de grau d+ 1, d > 2, tal que

fAAk
P(R:k):eT,kzo,l,2,~--

O processo tem probabilidade positiva de sobreviver se
(M —er —1>0,
e 0 processo morre quase certamente se

2d —1

Ald—1) <1
(d=1) <=

Fizado A, o processo tem probabilidade positiva de sobreviver se
1 A
d> X In(1+e?).

Fizado d, o processo morre quase certamente se

[ 1
A<In “¢W/2 - =.
= n d

Prova do Coroldrio 4.1.1.2
Observe que

k=0 ’ k=0

A condicio para morte quase certa implica e*4—1) < 2 — é que é equivalente
aAd—1)<In %{1. Por outro lado, a condicao para chance positiva de
sobrevivéncia nos dé eM?D > 1+4e~* que é equivalente a (e*)4—e* —1 > 0.
O
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Corolario 4.1.1.3. Seja um processo Firework Discreto na drvore homogénea
de grau d+1 d > 2, tal que

]P)(R = k;) = <Z>pk(1 _p)nik7k = O) 1)2)' e, N

O processo tem probabilidade positiva de sobreviver se
(pd+1—=p)" =1 —-p)" >1,
e o processo morre quase certamente se
dipd+1—p)" <2d—1.

Fizados p e n, o processo tem probabilidade positiva de sobreviver se

1
d> [+ 0-pr =1+ 1.

Fizados d e n, o processo morre quase certamente se

1. [2d—1
pé(d_l)[\/ 7 1.

Prova do Coroldario 4.1.1.3
Observe que

n

E(d") =) d* <Z>pk(1 —p) = (Z) (dp)* (1 =p)" " = (dp+1—p)".
k=0

k=0

A condigao para morte quase certa implica (pd +1 —p)" < 2 — é que é
equivalente a d(pd + 1 — p)™ < 2d — 1. Por outro lado, a condigdo para
chance positiva de sobrevivéncia nos da (dp+1—p)” > 1+ (1 —p)" que é
equivalente a (pd+ 1 —p)" — (1 —p)" > 1. O

4.1.2 Limites para a Probabilidade de Sobrevivéncia

Primeiro provaremos o seguinte Lema:

Lema 4.1.1.1. Considere o processo Firework Discreto numa drvore onde
M, (v) = d™ para todo vértice v. Suponha E(df) > 1+P(R =0). Temos

L—p<P(V) <1-1,
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onde p e Y sao solugoes de

Prova do Lema 4.1.1.1

Considere o processo de ramificacdo {X}, }nez+ definido na prova do Teo-
rema 4.1.1.Temos E(d®) = P(R = 0) + E(X).

Observe que o processo Firework Discreto domina este processo de rami-
ficagdo. Vamos entao obter a probabilidade de extingao para esse processo
de ramifica¢ao. Temos que p = @ x(p) onde p é a probabilidade de extingao
e px ¢ a funcdo geradora de probabilidade de X, isto é, px(s) = E(s¥)
(veja Teorema 5.3.1 no apéndice). Logo

ox(s) =E(s¥) =) s"P(X =k)

Se p = ¢x(p), entdo segue E(p?") + (1 — p)P(R = 0) = p. Pela construcdo,
P(VY) < p donde P(V) > 1 — p.

Considere o processo de ramificacao {Vy, }nez+ definido na prova do Teo-
rema 4.1.1. Temos
d

E(Y) = ——[E(d@") —1

(V) = = [B(@ - 1
Observe que o processo Firework Discreto é dominado por este processo
de ramificacdo. Vamos entao obter a probabilidade de extincao para esse
processo de ramificagao. Temos que 1 = py (1) onde 1 é a probabilidade de
extingao e py é a fungao geradora de probabilidade de Y, isto é, ¢y (s) =
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E(sY) (veja Teorema 5.3.1 no apéndice). Logo

k
_ N @D d_ gk
= 57T P(Y_d_l(d 1))
k=0
=Y sT 1@ Up(R = k)

Se ¢ = oy (¢), entdo E (qu%l(dR_l)) = 1. Pela construgdo, P(VY) > ¢
donde P(V) <1 — 1. O

Teorema 4.1.2. Considere o processo Firework Discreto na drvore ho-
mogénea de grau d + 1. Sejam p e ¢ satisfazendo

E (o) +(1-p)P(R=0)=p
E wﬁ(dR‘l)) — .

Entao

1= (1-p ) P(R=0)-E (o ") <P(V) < 1-E (w = (“R—l>> .

Prova do Teorema 4.1.2

Seja A a probabilidade de sobrevivéncia do processo Firework Discreto numa
arvore onde M, (v) = d" para todo vértice v. Entao, pelo Lema 4.1.1.1,
1—p<A<1—19. Escreva

V=V k[j{Ro:k}],
=0

onde Ry é o alcance de explosdao da particula presente na raiz da arvore.
Temos:

P(V) =Y P(V|Ry = k)P(Ro = k).
k=0



46 CAPITULO 4. PROCESSO FIREWORK DISCRETO EM ARVORES

Lema 4.1.2.1.
P(V|Ry=k)>1— (1= )D& 1 9.

Prova do Lema 4.1.2.1

Consideraremos a explosao emitida pela particula na raiz. Se Ry = k, temos
(d+1)d*1! particulas ativadas e que distam k da raiz. Considere (d+1)d*~?
copias de arvores cujas raizes possuem cada uma, uma particula ativada
nesta primeira explosao. Considere um processo Firework Discreto em cada
uma dessas drvores. Nestes termos, defina os eventos: Vj; : “ Processo
Firework Discreto relativo a i-ésima arvore sobrevive”. Observe que cada
uma destas arvores tem a propriedade M, (v) = d" para todo vértice v.
Assim, P(V},;) = A. Logo

(d+1)dfo—1
P(V|Ry = k) > P U VkeilRo=k
=1
(d+1)dF—1
=P| |J VeilRo=k
=1
(d+1)dk—1
=P| | Vi
=1
(d+1)dk—1
=1-P| (] V&S
=1
(d+1)dk—1
=1- [] PwvS
=1
(d+1)dk—1
=1- J] a-»
=1

dkfl

=1—(1—\0D

Lema 4.1.2.2.

(d+1)
P(VIRy = k) <1—(1— N a1 p_o1,...
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Prova do Lema 4.1.2.2
k_
Se Ry = k, temos W particulas ativadas apds a emissao de exp-

~ ; ; . d+1)(d*-1) . . ‘ .
losdo da particula na raiz. Considere % copias de arvores cujas

raizes possuem cada uma, uma particula ativada nesta primeira explosao.
Considere um processo Firework Discreto em cada uma dessas arvores. A
idéia é que quando uma destas arvores esta imersa em outra, consideraremos
duas arvores distintas com dois processos Fireworks Discreto independentes.
Nestes termos, defina os eventos: Vi ; : “ Processo Firework Discreto rela-
tivo a i-ésima arvore sobrevive”. Observe que cada uma destas arvores tem
a propriedade M, (v) = d" para todo vértice v. Assim, P(Vj;) = X. Logo

GEldRo-

P(V|Ry=k) <P U VaulRo=k
=1

a1

=P U VilRo=k
=1

GErldt -

=P J Vi

i=1

a1
=1
GEldt -
=1
a1
=1- J] a-»
i=1

=1-(1-2))

G-
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Voltemos a prova do Teorema. Do Lema 4.1.2.1 segue

PW»=§§MVW«:MMRm:mzCﬁu—u—wW”W“me:m
k=0 k=1
> S0 P B(R = k) = 1~ B(R=0)— 3 [p P B(R = k)
k=1 k=1

(d+1)

—1-P(R=0)—E (p@d’%) +p T P(R = 0)

a+1

—1- (1—,07)1@(}2:0)—1@([)@0”*).

Por outro lado, do Lema 4.1.2.2 segue

P(V) = ip(w}zo = k)P(Ry = k) < 3 [1 —(1-N\) e [d’“—l}} P(R = k)
k=0 k=0

<y {1 _ w%)[d’“”] P(R=k)=1-3
k=0 k=

0
~1-E <w<3+?(d}%‘1)> .

Exemplo 4.1.2.1. Considere o caso onde d = 2 e R ~ Binomial (4, 3).
Entao p e ¥ sao, respectivamente, solugoes de

20+ 408 462t + 422 — 162 4+1=0
230 + 42 + 620 + 422 — 162+ 1 = 0.

[w(?W’“”] P(R = k)

g

Logo p = 0,0635146 e 1» = 0,06350850 e portanto, 0,937435919 < P(V) <
0,937435962.

Exemplo 4.1.2.2. Considere o caso onde d = 4 e R ~ Binomial (4, %)
Entao p e ¥ sao, respectivamente, solucoes de

2256 4 12454 4 54416 + 1082% — 2562 +81 =0
2340 4 12484 4 54220 4+ 1082* — 2562 4+ 81 = 0.

Logo p = 0,3208787235 e ¢ = 0, 3208787200 e portanto, P(V') ~ 0, 682158629.

Corolério 4.1.2.1. Considere o caso onde P(R =0) =1-p e P(R=1) = p.
Entao

B(V) =p (1-0"")
onde Y € solucdo de
p? —p+1—p=0.
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Prova do Coroldrio 4.1.2.1.

Segue do Teorema 4.1.2. O
Exemplo 4.1.2.3. Tome P(R=0)=1—-peP(R=1)=p, d=2ep> 1.
Temos: ( \( ) )
2p—1)(p? —p+1
P(V) = 5 .
p
Em particular, se p = %,P(V) = % esep= %,P(V) = %.
Exemplo 4.1.2.4. Tome P(R=0)=1-peP(R=1)=p, d=3ep> 1.
Temos: )
3p°—2 (2—p) /4
P(V) = - —3.
V) R R Vs
Em particular, se p = %,IP’(V) = 0,2166, se p = %,P(V) = 0,427, se
p=,P(V)=0,7985 e se p = 15, P(V) = 0,8999.

Exemplo 4.1.2.5. Tome P(R = 0) = % eP(R=1) = %gg ed=8.
Temos:
19171

= = 44.
(V) E6TAE 0,3378

4.2 Arvore k-periddica

Seja um conjunto de k nimeros inteiros di,ds, - ,dk, tais que d; > 2
para todo ¢ = 1,2,---k. Chamaremos de arvore k-periddica aquela onde
todo vértice que dista nk 4+ ¢ — 1 da raiz tem grau d; + 1 para todo ¢ =
1,2,---k e n inteiro nao negativo. Se d; < ds < --- < dj, temos uma arvore
k-periédica de graus crescentes. Por outro lado, se di > do > --- > dp,
temos uma arvore k-peridédica de graus decrescentes.

Se desconsideramos na arvore k-periddica um dos ramos que partem da
raiz, isto é, considerarmos a raiz com grau d; e nao com grau dj + 1, teremos
uma arvore quase k-periodica.

Considere uma &arvore k-periédica com graus dy + 1,ds +1,--- ,dp + 1,
d; > 2 para todo i = 1,2,---k. Apresentaremos a seguir algumas quanti-
dades 1teis para a prova dos resultados desta secao.

Definicao 4.2.0.1. Definimos a quantidade

d(;) = o i-ésimo menor dos d;.
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Definigao 4.2.0.2. Definimos as varidveis aleatérias indicadoras

j 1, se R = kn + i para algum n inteiro nao negativo;
! 0, caso contrario.

Definicao 4.2.0.3. Definimos a média geométrica dos valores dy,ds, - - - , dg

Definicao 4.2.0.4. Definimos as quantidades

[loidyy  Il=dy

co:=1lec;:= - = e ,i=1--- k—1.
. )
[T;=1(d;)
O valor ¢; é o quociente entre o produto dos ¢ menores valores no conjunto
{dy,da,- - ,di} pela i-ésima poténcia da média geométrica entre eles.

Definicao 4.2.0.5. Definimos as quantidades
[T dpra—y _ iz desny)
k i N Gt ’
\ Hj:l(dj)

O valor ¢; é o quociente entre o produto dos ¢ maiores valores no conjunto
{dy,da,- - ,di} pela i-ésima poténcia da média geométrica entre eles.

cp:=1e¢:= i=1,---,k—1.

Definicao 4.2.0.6. Definimos as quantidades

k k

Ty 1= H(dj)” H d(j)- Em particular, x, ¢ := H(dj)”.
j=1 j=1 j=1

Considere o Processo Firework Discreto na drvore k-periédica de graus cres-
centes d(1)+1,d(9)+1, -+ ,d)+ 1. Seja v # O um vértice de grau d(q) + 1.
Se a particula deste vértice causa uma explosao de alcance nk + i, x,; é o
numero de particulas atingidas por esta explosao e que distam nk + ¢ de v.

Lema 4.2.0.3. Considere uma drvore k-periddica com graus dy + 1,ds +
1,---,dp +1, d; > 2 para todo i = 1,2,---k. Suponha que uma particula
num vértice v # O € atingida e emite uma explosdo de raio R, = nk + i.
Seja sn; 0 numero de particulas atingidas por esta explosao e que distam
nk 4+ de v. Entao

Snyi = Tnyi
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Prova do Lema 4.2.0.3

Basta observar que com os valores dy, do, - - - , dy, é possivel obter k! diferentes
arvores quase k-periddicas. Se olharmos para a j-ésima geracao de cada uma
delas, a arvore que terd menos descendentes nessa geracao é aquela cujos
graus sao, respectivamente, d(l) + 1, d(Q) +1,--- ,d(k) + 1. ]

Definigao 4.2.0.7. Definimos as quantidades

k

RES H(dj)" H d(k41—j)- Em particular, Z, o := H(dj)".
j=1 j=1 j=1

Considere o Processo Firework Discreto na arvore k-periddica de graus de-
crescentes d) + 1,dg—1) + 1, ,d(1) + 1. Seja v # O um vértice de grau
d() + 1. Se a particula deste vértice causa uma explosao de alcance nk + 1,
Zn; € o numero de particulas atingidas por esta explosao e que distam nk +¢
de v.

Lema 4.2.0.4. Considere uma drvore k-periodica com graus dy + 1,ds +
1,---,dp +1, d; > 2 para todo i = 1,2,---k. Suponha que uma particula
num vértice v # O € atingida e emite uma explosdo de raio R, = nk + 1.
Seja 5, 0 numero de particulas atingidas por esta explosao e que distam
nk +1i de v. Entdo

gn,i < fnﬂl

Prova do Lema 4.2.0.4

Basta observar que com os valores dq, do, - - - , dj. é possivel obter k! diferentes
arvores quase k-periddicas. Se olharmos para a j-ésima geracao de cada uma
delas, a arvore que tera mais descendentes nessa geragao é aquela cujos graus
sao, respectivamente, d) + 1,dg_1) + 1, ,d) + 1. O

Definicao 4.2.0.8. Definimos as quantidades

RN 60t SN 0
Yn,i 1= (d(l))”k+i—1[d(l) — m particular, yo o = 0.

Lema 4.2.0.5. Considere uma drvore k-periodica com graus dy + 1,ds +
1,---,dp+ 1, d; > 2 para todo i = 1,2,---k. Suponha que uma particula
num vértice v # O € atingida e emite uma explosdo de raio R, = nk + 1.
Seja t,; o numero de particulas atingidas por esta explosao. Entdo

tn,i < Lyn,ijn,iJ'
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Prova do Lema 4.2.0.5
Do Lema 4.2.0.4 temos que o numero de particulas atingidas por esta exp-
losao e que distam nk + ¢ de v é no maximo z, ;. Logo

. < \‘_ ' T Tn,i 4. T J _ (d(l))nk-l-z —1 .
n,g > , d(l) (d(1))2 (d(l))nk—l-z—l (d(l))”k“_l[d(l) _ 1] .t

0

4.2.1 Condigoes gerais para sobrevivéncia

Teorema 4.2.1. Seja um processo Firework Discreto na drvore k-periodica
com graus di + 1,do + 1, ,dp + 1, d; > 2, tal que

P(R =0) ¢ {0,1}.

Se
k-1

Y B [GRL] > 1+ P(R=0),

.

entdo o processo sobrevive com probabilidade positiva. Se

k-1 1 1

Sael(i- L y)om] <1

P (d(1y) d
entao o processo morre quase certamente.

Prova do Teorema 4.2.1

Na prova desconsideramos um dos ramos que partem da raiz. Isto €, consi-
deramos a raiz com grau dj e nao com grau d; + 1. Chamaremos essa arvore
de quase k periddica. As condigoes de sobrevivéncia ndo se alteram.

Suponha
k—1

> E[GRL] > 14+ P(R=0).

i=0
Vamos definir um processo de ramificacao {X, }nezt+ com Xy = 1 e com a
distribui¢do do numero de descendentes de um individuo satisfazendo:

P(X =x,;) =P(R=nk+1i)senk+i#0e
P(X =0) =P(R =0).

Assim, X toma valores no conjunto {0, d (1) d(l)d@), d(l)d(g)d(g,) cee ,d(l)d(g) d( k)
d(l)d(g)...d(k)d(l), s (d(l)...d(k))z, (d( 1) d(k))2.d(1), cee } Do Lema 4.2.0.3 segue
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que a sobrevivéncia do processo de ramificagdo assim descrito implica na so-
brevivéncia do processo Firework Discreto.

Temos:
00 k—1 oo
E(X) =) 2noP(X = 2n0) + > > wniP(X = z)
n=1 i=1 n=0
00 k—1 oo
= Z 2noP(R=nk) + > Y znP(R = nk + i)
i=1 n=0

_ZczZH (4/d;)" " P(R = nk +1i) — P(R = 0)

i=0 n=0j=1

k—1
E(GRIo] + ) ¢E[GRL] — P(R = 0)
i=1

N
—

=) GE[GEL]—P(R=0).

I
o

Por fim a condicao
k—1
> ¢E[GPL] > 14+ P(R=0)
i=0

nos da
E(X)>1,

donde o processo sobrevive com probabilidade positiva (veja Teorema 5.3.1).
Agora consideremos o caso onde

k-1 . )
Yk | (1- — GRIi]gl—.
— K (d(1))R> d)

Seja {Vn }nez+ um processo de ramificacao tal que Yy = 1 e cuja distribuigao
do nimero de descendentes de um individuo satisfaz

P(Y = |yn,iTni|) =P(R=nk+1),i=0,1,2,--- [k —1.

Do Lema 4.2.0.5 segue que a nao sobrevivéncia do processo de ramificagao
descrito implica na nao sobrevivéncia do processo Firework Discreto.



54 CAPITULO 4. PROCESSO FIREWORK DISCRETO EM ARVORES

e k—1 oo
X) S Z yn,OEn,OP(X yn Oxn O + Z Z yn zxn 7 Lyn,ii'n,iJ)
n=1 i=1 n=0
%) k—1 oo
= UnoTnoP(R=nk) + > > tniTniP(R = nk + i)
n=1 =1 n=0
day s (dy)™ -1
- TnoP(R = nk
[d1y — 1] ; (d(1y)m* oF( )
day S ()™ -1 .
g, P(R=nk+i
[day — 1] = nz_;) (dyy)mte ( )
day S (day)™ -1 ;
— - (¥/d;)"P(R = nk)+
[d) — 1] nz::l (dqy)m* Jljl ’
I N ki .
o — 1] CZZWH(W) P(R = nk +1)
) i=1 n=0 () j=1

{< ) Bl i)

Por fim, a condlgao

(1) d)

nos da
E(X) <1,

donde o processo morre quase certamente (veja Teorema 5.3.1). O

Exemplo 4.2.1.1. Seja um processo Firework Discreto na arvore periédica
com dy =4 e dy =9 tal que

Temos P(V) > 0 se 36p> — 68p?> —4p + 1 < 0. Para tal, basta tomar

_ (1—p)(9p+1) (1—p)(9p+4) 3
p > 0,0973. Por outro lado, P(V) = 0 se (1—(%)(11:6;)) - (2_;;))(2131)) < 5.
Para tal, basta tomar p < 0,0695.
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4.2.2 Limites para a Probabilidade de Sobrevivéncia

Primeiro provaremos o seguinte Lema:

Lema 4.2.1.1. Considere o processo Firework Discreto numa drvore quase
periddica de graus dy + 1,do+1,--- ,dp + 1, d; > 2 para todo i =1,2,---k.
Suponha

k—1
> E[GRL] > 1+ P(R=0).
1=0

Temos

L—p<P(V) <1-4,

onde p e sdo solugoes de

k-1
SB[ L] 4+ (1 p)P(R = 0) = p
=0

kilﬂ«; [w Fih(R)J[Z-] — 4
=0

dft, —1
com h(R) = I;Lfn—]
dyy lday — 1]

GE.

Prova do Lema 4.2.1.1

Considere o processo de ramificacdo {X), }nez+ definido na prova do Teo-
rema 4.2.1. Observe que o processo Firework Discreto domina este pro-
cesso de ramificagdo. Vamos entdo obter a probabilidade de extingao para
esse processo de ramificagdo. Temos que p = px(p) onde p é a probabili-
dade de extingao e ¢x é a fungdo geradora de probabilidade de X, isto é,
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ox(s) = E(sX) (veja Teorema 5.3.1 no apéndice). Logo

px(s) =E(s¥) = Z SP(X = k) = )+ Z s"OP(X = ap0)+
k—1 oo [e'S)
Z D STP(X =) =P(R=0)+ > s"°P(R = nk)+
1=1 n=0 n=1
ZZ s P(R=nk +i) =P(R=0)+Y_ s P(R = nk)+
1=1 n=0 n=1

ZZ “G (R = nk + i) = B((R = 0) — sP(R = 0)+
=0

k-1

Z f: s B(R=nk i) = (1-s)P(R=0)+ Y _E [swg’*fz} .

1=0 n=0 1=0

Se p = px(p), entao segue Zk 'E [ CZGRIi] + (1 —p)P(R =0) = p. Pela

construgio, P(VY) < p donde P(V) > 1 —p

Por outro lado, considere o processo de ramificacao {J), }nez+ definido na
prova do Teorema 4.2.1. Observe que o processo Firework Discreto é domi-
nado por este processo de ramificagdo. Vamos entao obter a probabilidade
de extingado para esse processo de ramificagao. Temos que ¥ = ¢y (1) onde
1) é a probabilidade de extingao e ¢y é a fungao geradora de probabilidade
de Y, isto é, gy (s) = E(sY) (veja Teorema 5.3.1 no apéndice). Logo

k—1 oo
oy (s) =E(s¥) = Z SPY =k) =) ) sl P (v =y, ,2,.,)
i=0 n=0
k—1 oo
=3 ") sl P(R = nk + i)
i=0 n=0
k—1 oo
=33 sl P (R = nk 4 )
=0 n=0
k—1

E[SLQ (R)]p }

1§
o

%

Se ) = py (1), entdo Z;:ol E [1/1 [cih(R)] IZ}) = 1. Pela construcao, IP’(VC) >
1 donde P(V') <1 — 1. O
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Teorema 4.2.2. Considere o processo Firework Discreto numa drvore periodica
de graus dy + 1,do+1,--- ,dip + 1, d; > 2 para todo i =1,2,---k. Suponha

k-1
> E[GRL] > 1+P(R=0).
1=0

Sejam p e ¢ satisfazendo

k-1

S E[p#C" L] + (1= pP(R=0) = p

i=0

k-1 )

ZE [1/, chh(R)J[l] — ¢

=0

dit —1
com h(R) = R[—l(l) ] GE.
dFMdgy — 1]
FEntao
1 k-1 ¢ <1 + 1> GR
P(V)>1—<1—p dU))IP(R—O)—ZE p dq) L] e

Prova do Teorema 4.2.2

Escreva -
v=v Uuazﬁr
k=0

onde Ry é o alcance de explosao da particula presente na raiz da arvore.
Temos:

P(V)=> P(V|Ry = k)P(Ry = k).
k=0
Lema 4.2.2.1.

Tp,i(d(1)+1)

P(VIRy=nk+i)>1—p ‘@ i=1,2,---
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Prova do Lema 4.2.2.1

Consideraremos a explosao emitida pela particula na raiz. Se Ry = nk + 1,
temos pelo menos W particulas ativadas e que distam k da raiz.
Tn,i(d(1)+1)

d1)

primeira explosao. Considere um processo Firework Discreto em cada uma
dessas drvores. Nestes termos, defina os eventos: Vpy;; : “ Processo
Firework Discreto relativo a j-ésima arvore sobrevive”. Observe que cada
uma destas arvores estd imersa em uma arvore quase peridédica de graus
di+1,do+1, -+ ,di+1,d; >2paratodoi=1,2,---k. Assim, P(V,44;) €

[1 = p,1—1)]. Logo

Considere arvores cuja raiz possui uma particula ativada nesta

TR, (d(1)+1)
d(1)

P(V|Ry = nk +i) > P U VaejlRo=nk+i

j=1

Ty i (d(1)+1)
(1)

=P U Vnk+i,j|RO =nk+1
7=1

zp,i(d()+1)
d(1)

=P U Virsig
Jj=1

zp,i(d(1)+1)
4
C
=1-P N Vakriy)
Jj=1

xnﬂ-(d(l)ﬁ—l)
4(1)
=1- H P ((Vikti)©)
j=1
@p i (d(1)+1)
d(1) i (d(1)+1)

=1- [ r=1-p ®

j=1
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Lema 4.2.2.2.

yn,iin,i(d(k)‘i’l)

L d(k) i=0,1,---

P(V|Ry = nk +1i) <1—1

Prova do Lema 4.2.2.2

. iTni(d 1
Se Ry = nk+1, temos menos que LM

T | particulas ativadas apds a

Yn,iTn,i (d(k)+1)

dk)
cuja raiz possui uma particula ativada nesta primeira explosao. Considere
um processo Firework Discreto em cada uma dessas drvores. Quando uma
destas arvores esta imersa em outra, consideraremos duas arvores distintas
com dois processos Fireworks Discreto independentes. Nestes termos, defina
os eventos: V1 @ “ Processo Firework Discreto relativo a j-ésima 4rvore
sobrevive”. Observe que cada uma destas drvores estd imersa em uma arvore
quase periédica de graus di + 1,do +1,--- ,di + 1, d; > 2 para todo i =
1,2, - k. Assim, P(Vk44,5) € [1 — p, 1 —9]. Logo

emissao de explosao da particula na rafz. Considere | | &rvores

LyRoiRo(d(k)“)J
KO)

P(V|Ry = nk+i) <P U Vio.i|Ro = nk + i
j=1

Lyn,iin,i(d(k)"'l)
d(k)

=P U Vnk+i,j|RO =nk+1
j=1

yn,iin,i(d(k)"'l)
it

=P U Vik+i
=1

Yn,i%n,i(d(k)+1)
(k)

=1-P ﬂ (Vking)©
j=1

Yn,i%n,i(d(k)+1)
(k)

=1- 11 P((Vo4ig))

j=1
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yn,iin,i(d(k)‘i’l)

]

(k)
IR | B
j=1
Lyn,iin,i(d(k)+1)
=1—19 (k)

Voltemos a prova do Teorema. Do Lema 4.2.2.1 segue

00 k—1 oo
P(V)=> P(V|Ro=j)P(Ro=j)=> Y PB(V|Ro=nk+i)P(Ry =nk +1i)
Jj=0 =0 n=0
00 k—1 oo
=Y P(V|Ro = nk)P(Ry = nk)+ Y _ > P(V|Ry = nk + i)P(Rg = nk + 1)
n=1 i=1 n=0
00 wn,o(d(1>+1) k—1 xn,(d(l)ﬂ)
>3 1-p )+ Y L—p O PR =nk+i)
n=1 i=1 n=0
da)+t k—1 oo Lm<d<1)+1)
=1-P(R=0)+p ™ P(R=0)-> > p ‘O P(R=nk+i)
=0 n=0
d(qy+1 k—1 oo . (d(1) +1)Gnk+i
:1_<1_pdm ) IEDID A P(R = nk + 1)
1=0 n=0

d(1)+1
=1- <1p 4 )PR:

Do Lema 4.2.2.2 segue

P(V) =Y P(V|Ro = j)P(Ro = j)

1- QpL k)

=1- f: [wL (k)

k-1
_ Z E
i=0

yn,iin,i<d(k)+1>

yn,iin,i(d(k)*’l)

d
Ci( %1>+1)GR
P (1) I;| .

P(R = nk +1)

P(R = nk + 1)
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g

Exemplo 4.2.2.1. Seja um processo Firework Discreto na arvore 4-periédica
comd; =2,dy=3,d3 =4edy=0>5tal que

s () (2 (2) =02

Temos 0,660963502 < P(V') < 0,683159352.

4.3 Arvore Esfericamente Simétrica

Uma arvore esfericamente simétrica é aquela onde vértices equidistantes
da raiz tém o mesmo grau. Uma arvore deste tipo pode ser obtida a partir
de uma sequiéncia de inteiros positivos ni,ng,--- da seguinte forma. A raiz
O tem nj sucessores, cada um destes nj sucessores tem no sucessores e assim
por diante.

Considere o processo Firework Discreto na arvore esfericamente simétrica.
Em [2], os autores encontram condi¢oes de sobrevivéncia para o caso onde
os alcances tém distribuicao geométrica.

Seja u < v, defina o evento V,, ,: “ Processo partindo de u atinge v”.

Fixado n, defina os conjuntos aleatdrios

Xy :={O}eparaj=12,---
X7 = U {v e dT} : V,, ocorre. }

uGX]’P_l
Agora, para todo j =0,1,2,--- defina as varidveis aleatérias
n .__ n
Z; = |X]- |

ny .z . - .
Logo, para todo n > 1 fixado, (Zj )j>0 € um processo de ramificagao cuja
sobrevivéncia implica na sobrevivéncia do processo Firework Discreto.

Lema 4.3.0.3. Para o processo (Z}L)jzo, o numero médio de descendentes
de um indiwiduo da j-ésima geracdo satisfaz

pj = pi = Mn(v).pn,

onde |v| = jn e pp =P(Vyw), tal que |u| +n = |w| e u < w.
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Prova do Lema 4.53.0.8
Fixados j e n:
8T;{ = {ul,uQ, s 7uMn(v)}-

Temos
My (v)
zZy=Y" Iv, .-
=1
Logo
My (v) M, (v) M (v)
ph =Bz =E > Iy | = Y Ed,.) Z Vo) = M (0).pp.

=1 i=1 i=1

Proposigao 4.3.0.1. Numa drvore esfericamente simétrica, o processo Fire-
work Discreto sobrevive com probabilidade positiva se

lim » S>e- dim inf 8T.
LN P

Prova da Proposicao 4.5.0.1
Suponha dim inf 97" > 0. Logo, para todo a € (0,dim inf 0T ) existe
N = N(«) tal que para todo n > N

1
in — In M. >
min - In M(v) > o

donde
M, (v) > €*" para todov € V en > N.

Por outro lado, um processo de ramificacdo em meios variaveis é uni-
formemente supercritico se

liminf 1; > 1 (veja apéndice).

Jj—oo

Do Lema 4.3.0.3 temos para n > N

Além disso, observe que 57 J 7y <

‘3

abilidade positiva se

lim e® /p, > 1, isto é, se hm Ypn > e (veja Teorema 5.4.1 no apéndice).

n—o0o
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Como isto vale para todo « € (0,dim inf 9T ), a condigao

lim {L/an > e dim inf 0T
n—oo

garante sobrevivéncia com probabilidade positiva.

63

g

Corolario 4.3.0.1. Considere o processo Firework Discreto na drvore es-
fericamente simétrica com as varidveis aleatérias R sequindo uma lei de

poténcia, isto €,

Z
P(R:k‘)ziapamkzo,l,---

(k+ 1)«

onde Z, € uma constante de normalizacdo e o > 1. O processo sobrevive

com probabilidade positiva se
dim inf 0T > 0.

Prova do Coroldrio 4.3.0.1
Observe que

o o

P20 = L G = 2 e 7 e

‘o
k=n j=n+1 J

A desigualdade acima segue do teste da integral.
Agora observe que se dim inf 07T > 0, temos

Zo, 1
1 n/ > 1 n =
nh—{go Pn = nh—ljrolo \/(04 — 1) (n + 1)04—1 L>e

A Proposigao 4.3.0.1 nos garante o resultado desejado.

Za

(a—D(n+ 1ot

dim inf 0T

g

Teorema 4.3.1. O processo Firework Discreto na drvore esfericamente

simétrica sobrevive com probabilidade positiva se

n—1

lim o [JL-J[P(R<j+1)]> e @mnfoT,

i=0 j=0

Prova do Teorema 4.3.1

Considere o processo Firework simples sobre Z. Neste, seja V,, o evento :

“Particula no vértice n é ativada”. Note que

P(V,.) = pn.
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Corolario 4.3.1.1. Seja o processo Firework Discreto na drvore esferica-
mente simétrica. Se P(R > k) = 0, entdo o processo sobrevive com proba-
bilidade positiva se

k
HP(R<j) <1— ¢ @minfoT
j=1

Prova do Coroldrio 4.3.1.1

o ; T T P(R < j+ 1)
n 1— IP’R 1 R v
11 H REAR it VR (1T, B(R < )

k
—1- HP(R < j), quando n — oo.
j=1

O

Exemplo 4.3.1.1. Seja um processo Firework Discreto na arvore esferica-
mente simétrica tal que P(R = 0) =1 —pe P(R = 1) = p. O processo
sobrevive com probabilidade positiva se

i . . — 1
p > e dminfIT i444 ¢ se dim inf T > In —.
p
Em particular, se considerarmos o processo numa arvore k-periédica de graus
di,do, - ,dy, o processo sobrevive com probabilidade positiva se
1
G > —,
p
onde

é a média geométrica dos valores di,do, -+ ,dp.

Exemplo 4.3.1.2. Seja um processo Firework Discreto na arvore esferica-
mente simétrica tal que P(R =0) =p, P(R=1)=qeP(R=2)=7r. O
processo sobrevive com probabilidade positiva se

diminf 0T >In ———
[1—p(p+q)]



Capitulo 5

Apeéendice

5.1 Resultados basicos

Lema 5.1.0.1. Desigualdade de FKG
Sejam X e Y duas varidveis aleatorias crescentes e limitadas em ). Entdao

E(XY) > E(X)E(Y)
Em particular se A e B forem eventos crescentes, entdo
P(AN B) > P(A)P(B).

Prova do Lema 5.1.0.1
Ver [7] pdginas 14 e 15. O

Lema 5.1.0.2. Se {ay} € uma sequéncia de nimeros reais em (0,1) entdo

o0 o0

H(l—ak)>0<:>2ak<oo.

k=1 k=1

Prova do Lema 5.1.0.2
Usando 1 — a; < e % temos

H(l —ag) < exp {—Zak}.
k=1 k=1

Logo

8

(I —ag)=0se Zak:oo.
k=1

i
L

65
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Por outro lado, para qualquer € > 0 fixado, se Z ap < o0 entao Z ap < €

k=1 k=ng
para algum ng € N. Logo:
[e'e) no—1 0o ng— o)
Hl—ak H(l—ak)H 1—ak2H1—ak Zak >
k=1 k=1 k=no k=1 k=ng
no—1
1—e JJ] @—ar) >0
k=1

Lema 5.1.0.3. Teste de Raabe
Dada uma série de termos positivos a,. Seja

L= limn< dn —1).
An+1

n—o0

o0
Se L > 1 entao Zan < 0.

n=1

Se L < 1 entao Zan:oo

n=1

—1> < 1 entao Zan—oo.

n=1

SeL:IeexisteNtalque,n>N:>n( &n
An+1

Prova do Lema 5.1.0.3
Ver [1]. O
5.2 Generalizacao do Lema de Borel-Cantelli

O Lema de Borel-Cantelli é um importante resultado da teoria da proba-
bilidade. Este resultado diz o seguinte: se Aj, Az, -+ é uma sequéncia de
eventos sobre um mesmo espaco de probabilidade e

i P(A,) < o0
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entao
P limsup 4, | = 0;
n—oo
se A1, As,--- é uma sequéncia de eventos independentes sobre um mesmo

espaco de probabilidade e

o0

> P(An) = o0
n=1

entao
P <lim sup An> =1.
n—oo
Aqui
o o
limsup 4,, = ﬂ U Ay
n—oe n=1k=n

é o evento A,, infinitas vezes.

Nos ultimos anos muito esforgo foi devotado para enfraquecer a condigao
de independéncia. Dentre alguns resultados obtidos apresentamos o seguinte:

Teorema 5.2.1. Seja Ay, Ao, -+ uma sequéncia de eventos satisfazendo
oo
> P(An) = o0
n=1

P(A, N Aj) < P(A)P(A;))

para todo k e j suficientemente grande e k # j. Entdo

n—oo

P (lirn sup An> =1

Prova do Teorema 5.2.1
A prova deste resultado pode ser encontrada em [14].

5.3 Processos de Galton-Watson

Um processo de Galton-Watson ( processo de ramificagao ) é uma Cadeia
de Markov {Z,, },>0 sobre os inteiros ndo-negativos. Sua fungao de transicdo
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é especificada por uma lei de probabilidade {px,k = 0,1,---}, pr > 0,
> pr =1 com

Py, sei>1,j>0

5 Y=

onde
p; = E PjiPjs - Py -
Jitget+ii=J

Podemos escrever
Zn
Zn+1 = E in
i=1

onde as variaveis aleatorias X' sao independentes e além disso identicamente
distribuidas como uma variavel aleatéria X. Podemos pensar esse processo
como a quantidade de descendentes de uma populacao ao longo de geragoes.
Assim, se Zy = 1 entdo temos na geracao inicial um tnico individuo. Se
Z1 = k, entao o individuo inicial teve k descendentes e nesse caso, a segunda
geracao tera X7 + Xo + --- 4+ X descendentes e assim por diante. Nessa
vertente é bom ressaltar que a distribuicao de probabilidade do nimero de
descendentes de um individuo é a mesma para todos os individuos.

Dizemos que o processo de Galton-watson se extingue se Z, = 0 para
algum n. Seja

qz[P’(lim ano).
n—co
Teorema 5.3.1. Para um processo de ramifica¢ao {Zy}n>0 temos
1. g=1seE(X) <1,
2. q<1seE(X)>1,
3. qg<lseEX)=1eP(X=1)<1.
Além disso, se px € a funcao geradora de probabilidade de X, isto €,
ox(s) =E (SX)
entao a probabilidade de extingao q é a menor solugao em [0,1] de g = px(q).

Prova do Teorema 5.3.1
A prova deste teorema bem como teoria e outros resultados importantes
sobre processos de Galton-Watson podem ser encontrados em [8] ou [13].
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5.4 Processos de Galton-Watson em Meios Aleatdrios

Um processo de Galton-Watson em meio aleatério é uma generalizagao
do processo de Galton-Watson onde a distribuicao do ntimero de descen-
dentes depende do nimero da geracao. Assim, se Z; ¢ o ntimero de in-
dividuos na j-ésima geracao entao

Z;

Zj+1 = ZX',i7 ] > 07
i=1

onde (Xj;); sdo copias independentes e identicamente distribuidas de Xj.
O indice j indica que a distribuicao de X; depende do ntiimero j que indica
a geracao.

Considere um processo de Galton-Watson em meio aleatério comegando
com um Unico individuo, isto é, Zy = 1. Suponha que o ntmero médio de
descendentes ¢ finito e positivo, ou seja, 0 < E(X;) < oo, para todo j > 0.

Seja pj:=E(X;) e m; = E(Z;). Temos mg=1e

7j—1

mj = [ wi, para j > 1.
i=0

De fato,

k k
E(Zj|Zj-1=k)=E (Z Xj1,lZj—1 = k) =Y E(Xj14) = kpja
i=1 i=1

donde mj = E(ZJ) = ,uj_l]E(Zj_l).

Para obter um resultado para a probabilidade de extincao deste processo
vamos impor uma condicdo sobre o crescimento das médias. Para isto,
dizemos que o processo é uniformemente supercritico se existem constantes
a>0ec>1tais que

jti=1
H HE > acja
k=1
para todo ¢ > 0 e j > 0. Isto vale, por exemplo, sempre que

liminf u; > ¢ > 1.

J]—00
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Por outro lado, é preciso controlar o comportamento caudal das varidveis
aleatérias X;. Nos dizemos que a sequéncia X; ¢ dominada pela varidvel
aleatéria X se para cada j,

P(X; > z) <P(X > z), para todo z.

Por fim, denotamos a probabilidade de extingdo do processo por ¢, ou seja,

qu(leTOlon:O>.

Teorema 5.4.1. Se o processo é uniformemente supercritico e a sequéncia

X; . ) i .

17]' é dominada por uma varidvel X com E(X) < oo entdo ¢ <n <1, com
J

n dependendo somente de a,c, e X.

Prova do Teorema 5.4.1

A prova deste teorema bem como teoria e outros resultados importantes so-
bre processos de Galton-Watson em meios aleatérios podem ser encontrados
em [6].
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