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Instituto de Matemática e Estat́ıstica
da

Universidade de São Paulo
para

obtenção do t́ıtulo
de

Doutor em Ciências

Programa: Estat́ıstica
Orientador: Prof. Dr. Fábio Prates Machado
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Resumo

Estudamos um sistema de part́ıculas a tempo discreto cuja dinâmica é a
seguinte. Considere que no instante inicial sobre cada inteiro não negativo
há uma part́ıcula, inicialmente inativa. A part́ıcula da origem é ativada
e instantaneamente ativa um conjunto aleatório cont́ıguo de part́ıculas que
estão a sua direita. Como regra, no instante seguinte ao que foi ativada, cada
part́ıcula ativa realiza esta mesma dinâmica de modo independentemente de
todo o resto. Dizemos que o processo sobrevive se em qualquer momento
sempre há ao menos uma part́ıcula ativa. Chamamos este processo de Fire-
work, associando a dinâmica de ativação de uma part́ıcula inativa a uma
infecção ou explosão. Nosso interesse é estabelecer se o processo tem prob-
abilidade positiva de sobrevivência e apresentar limites para esta probabili-
dade. Isto deve ser feito em função da distribuição da variável aleatória que
define o raio de ação de uma part́ıcula. Associando o processo de ativação
a uma infecção, podemos pensar este modelo como um modelo epidêmico.

Consideramos também algumas variações dessa dinâmica. Dentre elas,
variantes com part́ıculas distribúıdas sobre a semirreta dos reais positivos
(nesta vertente, existem condições para as distâncias entre part́ıculas con-
secutivas) e também com as part́ıculas distribúıdas sobre vértices de árvores.
Estudamos também para esses casos a transição de fase e probabilidade de
sobrevivência. Nesta variante os resultados obtidos são funções da sequência
de distribuições dos alcances das explosões e da estrutura dos lugares onde
se localizam as part́ıculas. Consideramos também variações do modelo onde
cada part́ıcula ao ser ativada, permanece ativa durante um tempo aleatório
e nesse peŕıodo emite explosões que ocorrem em instantes aleatórios.
Palavras-chave: modelo epidêmico, processo de ramificação, transição de
fase.
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Abstract

We studied a discrete time particle system whose dynamic is as follows.
Consider that at time zero, on each non-negative integer, there is a parti-
cle, initially inactive. A particle which is placed at origin is activated and
instantly activates a contiguous random set of particles that is on its right.
As a rule, the next moment to what it has been activated, each active par-
ticle carries the same behavior independently of the rest. We say that the
process survives if the amount of particles activated along the process is in-
finite. We call this the Firework process, associating the activation dynamic
of a particle to an infection or explosion process. Our interest is to estab-
lish whether the process has positive probability of survival and to present
limits to this probability. This is done according to the distribution random
variable that defines the radius of infection of each active particle, Associ-
ating the activation process to an infection, we think this model as a model
epidemic.

We also consider some variations of this dynamic. Among them, vari-
ants with particles distributed over the half line (there are conditions for the
distances between consecutive particles) and also with particles distributed
over the vertices of a tree. We studied phase transitions and the correspon-
dent survival probability. In this variant the results depend on the sequence
of probability distributions for the range of the explosions and on the par-
ticles displacement. We also consider a variation where each particle after
activated, remains active during a random time period emitting explosions
that occur in random moments. Keywords: epidemic model, branching
process, phase transition.
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Considerações Iniciais

Estudamos um sistema de part́ıculas cuja dinâmica é a seguinte. Con-
sideramos um conjunto infinito de part́ıculas, todas inativas. No instante
inicial, uma das part́ıculas é ativada. Uma part́ıcula ativa é capaz de emi-
tir uma quantidade finita de explosões de alcance finito e aleatório. Uma
part́ıcula inativa se torna ativa ao ser atingida por uma explosão. Dizemos
que o processo sobrevive, se para cada instante de tempo existe pelo menos
uma part́ıcula ativa.

1.2 Motivação

A difusão de uma infecção ou informação tem sido bastante estudada
por diversos probabilistas. Nós consideramos um tipo particular de difusão
onde todos os indiv́ıduos do sistema são suscet́ıveis e existe uma certa proba-
bilidade de que um indiv́ıduo infectado transmita a infecção para todos os
vizinhos em uma vizinhança aleatória dele. Em termos de percolação, esta-
mos considerando um modelo de percolação dependente de longo alcance.

Neste trabalho, cada indiv́ıduo é visto como uma part́ıcula. Indiv́ıduos
suscet́ıveis são descritos como part́ıculas inativas. Ser infectado está asso-
ciado a idéia da part́ıcula ser ativada. Dizemos que uma part́ıcula ativa
emite explosões de alcance finito e aleatório. Isto em termos de modelo
epidêmico quer dizer que ao ser infectado, o indiv́ıduo começa a emitir,
digamos “v́ırus”infectando indiv́ıduos em uma vizinhança finita e aleatória
dele.

Podemos também pensar em um modelo de difusão de informação. Nesse
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

caso, cada part́ıcula pode ser vista como um potencial transmissor de in-
formação. Assim, a idéia da part́ıcula ser ativada é associada a idéia do
potencial transmissor receber a informação. Este pode ser um indiv́ıduo ou
mesmo uma central capaz de transmitir dados. Nessa linha de pensamento,
o transmissor ao receber a informação, a repassa para uma vizinhança finita
e aleatória dele. Isto pode ser associado a idéia da part́ıcula emitir explosões.

Nosso objetivo é estudar o comportamento desse modelo com relação
à sobrevivência do processo em algumas situações distintas. Estudamos a
questão da transição de fase e encontramos limites para a probabilidade de
sobrevivência.

1.3 Organização do Trabalho

No caṕıtulo 2, estudamos uma versão do processo a tempo discreto.
Consideramos um conjunto de part́ıculas sobre a reta metade. Estas se en-
contram em posições un, onde n indica que a part́ıcula é a n-ésima mais
próxima da origem. Nos referimos a ela como part́ıcula n. A part́ıcula
que dá ińıcio ao processo se encontra na posição u0 = 0, isto é, sobre a
origem. Esta, no instante t = 0 é ativada e no instante seguinte emite uma
única explosão de alcance aleatório e finito R0. Part́ıculas inativas que sejam
atingidas por esta explosão se tornam ativas e realizam esta mesma dinâmica
e assim por diante. Cada part́ıcula é ativada uma única vez, isto é, se num
dado instante uma part́ıcula n é atingida por alguma explosão, ela emite
uma explosão de alcance Rn e não volta a repetir isso, mesmo que seja no-
vamente atingida por outra explosão. Os alcances de explosões dados pelas
variáveis aleatórias {Rn}n∈Z+ são independentes. Chamamos esse processo
de Firework Discreto. Apresentamos dois casos: homogêneo e heterogêneo.
No caso homogêneo, as variáveis {Rn}n∈Z+ são variáveis aleatórias indepen-
dentes e identicamente distribúıdas (v.a.i.i.d.) e as part́ıculas se encontram
nas posições un = n. Para esse caso, apresentamos transição de fase. No caso
heterogêneo, as variáveis {Rn}n∈Z+ são independentes, mas não são identi-
camente distribúıdas e existem condições para a distância entre part́ıculas
consecutivas. Para esse caso, apresentamos condições suficientes para a ex-
istência e ausência de chance positiva de sobrevivência do processo. Tanto
para o caso homogêneo como para o heterogêneo apresentamos um limite
inferior para a probabilidade de sobrevivência do processo. Na última seção
do caṕıtulo apresentamos uma variante para o processo Firework Discreto
a qual chamamos Firework Reverso. Nesta uma part́ıcula n só se torna
ativa se estiver a uma distância Rn de alguma part́ıcula ativa. Inicialmente
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apenas a part́ıcula 0 é ativada. Para esse modelo apresentamos os casos
homogêneos e heterogêneos com as part́ıculas distribúıdas sobre os inteiros
não-negativos. Fazemos também uma comparação entre o caso Reverso ho-
mogêneo e o Firework Discreto Homogêneo. Os dois modelos apresentam
diferenças substanciais em suas condições de sobrevivência.

No caṕıtulo 3, estudamos uma versão do processo a tempo cont́ınuo.
Consideramos part́ıculas distribúıdas sobre a semirreta dos reais positivos
nas posições un, onde n indica que a part́ıcula é a n-ésima mais próxima da
origem. Nos referimos a ela como part́ıcula n. A part́ıcula que dá ińıcio ao
processo se encontra na posição u0 = 0, isto é, sobre a origem. No instante
t = 0, todas as part́ıculas estão inativas, exceto aquela na origem que é ini-
cialmente ativada e dá ińıcio ao processo. Uma part́ıcula n ao ser ativada,
assim permanece durante um tempo aleatório Tn. Durante este tempo a
part́ıcula n emite explosões independentes com alcances aleatórios e finitos
{R̄j

n}j∈Z∗+ As explosões ocorrem em instantes pontuais aleatórios de modo
que o tempo entre explosões consecutivas é exponencial com parâmetro µn.
Quando uma part́ıcula inativa é atingida por uma explosão ela se torna
ativa. Cada part́ıcula somente pode ser ativada uma única vez, isto é, se
uma part́ıcula ativa tem seu tempo de ativação encerrado, ela não pode ser
ativada novamente, mesmo que atingida pela explosão de outra part́ıcula.
Chamamos esse processo de Firework Cont́ınuo. Consideramos dois casos:
o homogêneo e o heterogêneo. No caso homogêneo os alcances de explosões
são v.a.i.i.d.. Também são v.a.i.i.d. os tempos de ativação das part́ıculas
e os tempos entre explosões. No caso heterogêneo todas estas variáveis são
independentes, entretanto pelo menos um dos conjuntos de variáveis é não
identicamente distribúıdo ou as part́ıculas não estão necessariamente sobre
Z+. Para o caso heterogêneo, apresentamos condições suficientes para a
existência e ausência de chance positiva de sobrevivência do modelo. Para
o caso homogêneo apresentamos transição de fase. Tanto para o caso ho-
mogêneo como para o heterogêneo apresentamos um limite inferior para a
probabilidade de sobrevivência do processo.

No caṕıtulo 4, consideramos o processo Firework discreto sobre árvores.
Nesse caso, cada vértice da árvore possui exatamente uma part́ıcula. Ini-
cialmente, todas as part́ıculas estão inativas, exceto a part́ıcula sobre a raiz.
Esta emite uma explosão de alcance aleatório. Cada part́ıcula atingida pela
explosão, emite no próximo instante uma única explosão e assim por di-
ante. Verificamos condições de sobrevivência em árvores homogêneas e
periódicas. Apresentamos também limitantes para a probabilidade de sobre-
vivência nestas árvores. Finalizamos o caṕıtulo apresentando uma condição
suficiente para sobrevivência com probabilidade positiva em árvores esferi-
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camente simétricas.



Caṕıtulo 2

Processo Firework Discreto
Unidimensional

A dinâmica do Processo Firework Discreto Unidimensional é a seguinte.
Consideramos um conjunto de part́ıculas sobre a semirreta dos reais posi-
tivos. Estas se encontram em posições un, onde n indica que a part́ıcula é a
n-ésima mais próxima da origem. Nos referimos a ela como part́ıcula n. A
part́ıcula que inicia o processo se encontra na posição u0 = 0, isto é, sobre
a origem. Esta, no instante t = 0 é ativada e no instante seguinte emite
uma única explosão de alcance aleatório e finito R0. Part́ıculas inativas que
sejam atingidas por esta explosão realizam esta mesma dinâmica e assim
por diante. Cada part́ıcula é ativada uma única vez, isto é, se num dado
instante uma part́ıcula n é atingida por alguma explosão, ela emite uma ex-
plosão de alcance Rn e não volta a repetir isso, mesmo que seja novamente
atingida por outra explosão. Os alcances de explosões dados pelas variáveis
aleatórias {Rn}n∈Z+ são independentes.

2.1 Condições Gerais de Sobrevivência

Consideremos as seguintes definições:

Definição 2.1.0.1. Sejam {Rn}n∈Z+ variáveis aleatórias independentes as-
sumindo valores nos reais não negativos, com distribuição {Pn}n∈Z+ respec-
tivamente. Defina

P =
∞∏

n=0

Pn

5



6CAPÍTULO 2. PROCESSO FIREWORK DISCRETO UNIDIMENSIONAL

P é a medida de probabilidade para o Processo Firework.

Observação. P(Rn ≤ k) = Pn(Rn ≤ k)

Definição 2.1.0.2. Considere o evento Vn : “Part́ıcula n é atingida”e o
evento

V := lim
n→∞Vn =

∞⋂

n=0

Vn

A última igualdade segue do fato de que Vn+1 ⊆ Vn. Note que o Processo
Firework Discreto Unidimensional sobrevive se e somente se V ocorre.

Proposição 2.1.0.1. Considere um Processo Firework Discreto Unidimen-
sional onde as posições das part́ıculas satisfazem un+1 − un ≥ k e cujas
marginais satisfaçam

i) P(Ri < k) ∈ (0, 1) para todo i (2.1.1)

ii) lim
n→∞

n−1∏

i=0

P(Ri < k(2n− i)) = 1 (2.1.2)

iii) lim
n→∞

2n−1∏

i=n

P(Ri < k(2n− i)) > 0 (2.1.3)

Então o processo morre quase certamente.

Prova da Proposição 2.1.0.1
Para a prova faremos uma pequena modificação no modelo. Admitiremos
que as part́ıculas se encontram nas posições un = kn. Observe que a não
sobrevivência nesse modelo implica a não sobrevivência no modelo original.
Sejam:

An :=
n−1⋃

i=0

{Ri ≥ k(2n− i)}

e

Bn :=
2n−1⋃

i=n

{Ri ≥ k(2n− i)}

Observe que os eventos Bn e Vn são independentes. Além disso,

V2n ⊆ Vn ∩ [An ∪Bn]

e logo

P(V2n) ≤ P(Vn ∩ [An ∪Bn]) = P([Vn ∩An] ∪ [Vn ∩Bn]) ≤ P(An ∪ [Vn ∩Bn])
≤ P(An) + P(Bn ∩ Vn) = P(An) + P(Bn)P(Vn)
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Isto é,
P(V2n) ≤ P(An) + P(Bn)P(Vn) (2.1.4)

Lema 2.1.0.1. Nas hipóteses da Proposição 2.1.0.1

lim
n→∞P(An) = 0

Prova do Lema 2.1.0.1

P(An) = P

(
n−1⋃

i=0

{Ri ≥ k(2n− i)}
)

= 1−
n−1∏

i=0

P(Ri < k(2n− i)) → 0

¤

Lema 2.1.0.2. Nas hipóteses da Proposição 2.1.0.1 existe λ ∈ (0,1) tal que
para todo n

P(Bn) ≤ λ.

Prova do Lema 2.1.0.2

P(Bn) = P

(
2n−1⋃

i=n

{Ri ≥ k(2n− i)}
)

= 1− P
(

2n−1⋂

i=n

{Ri < k(2n− i)}
)

= 1−
2n−1∏

i=n

P(Ri < k(2n− i))

Assim, o Lema 5.1.0.2 (ver apêndice) e a condição iii) nos garante que
existe λ ∈ (0,1) tal que

P(Bn) ≤ λ

para todo n. E isto conclui a prova do Lema 2.1.0.2. ¤

Voltemos a prova da Proposição. De 2.1.4 e do Lema 2.1.0.2 segue

P(V2m+1) ≤ P(A2m) + λP(V2m)

Tome ε > 0. Escolha ε0 e ε1 tais que

ε =
ε0

1− λ
+ ε1

Do Lema 2.1.0.1 existe m0 tal que para todo m > m0, P(A2m) < ε0. Por
outro lado, existe m1 tal que para todo m > m1, λ

m < ε1. Seja M =
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max{m0,m1}.Observe que para todo m > m1:

P(V2m+1) < ε0 + λP(V2m)

P(V2m+2) < ε0 + λε0 + λ2P(V2m)
...

P(V4m) <
(1− λm)

1− λ
ε0 + λmP(V2m)

Logo
P(V4m) <

ε0
1− λ

+ λm

Portanto, se m > M ,

P(V4m) <
ε0

1− λ
+ ε1 = ε.

Isto significa que,
lim

m→∞P(V4m) = 0

Para finalizar, basta observar que Vn+1 ⊂ Vn e isto implica pela con-
tinuidade da probabilidade que P(V ) = 0 ¤

Proposição 2.1.0.2. Considere um Processo Firework Discreto onde as
posições das part́ıculas satisfazem |un+1 − un| ≤ m. As condições

i) P(Ri < m) ∈ (0, 1)

ii)
∞∑

n=0

an < ∞ onde an =
n∏

j=0

P(Rn−j < (j + 1)m)

são suficientes para que o processo sobreviva com probabilidade positiva.
Nesse caso,

P(V ) ≥
∞∏

i=0

[1−
i∏

j=0

P(Ri−j < (j + 1))m]

Prova da Proposição 2.1.0.2
Para a prova faremos uma pequena modificação no modelo. Admitiremos
que as part́ıculas se encontram nas posições un = mn. Observe que a sobre-
vivência nesse modelo implica a sobrevivência no modelo original.

Antes de iniciar a prova da proposição, apresentaremos alguns lemas que
serão úteis para a sua prova.
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Lema 2.1.0.3.

i)Vk+1 = Vk

⋂{
k⋃

i=0

(Rk−i ≥ (i + 1)m)

}
.

ii)Vk e
k⋃

i=0

(Rk−i ≥ (i + 1)m) são eventos crescentes.

iii)P(Vn) > 0 ∀n.

Prova do Lema 2.1.0.3
i) segue direto da definição do processo. Para ii) sejam ω1 e ω2 dois pontos
do espaço amostral. Diremos que ω1 ≤ ω2 se e somente se Rn(ω1) ≤ Rn(ω2)
para todo n inteiro não negativo. Com esta ordenação, os eventos em ii)
são crescentes. iii) segue da primeira hipótese da Proposição. ¤

Lema 2.1.0.4.

P

(
Vk

⋂{
k⋃

i=0

(Rk−i ≥ (i + 1)m)

})
≥ P(Vk).P

(
k⋃

i=0

(Rk−i ≥ (i + 1)m)

)

Prova do Lema 2.1.0.4
Segue do Lema 2.1.0.3 e da aplicação da desigualdade FKG (Lema 5.1.0.1).
¤

Lema 2.1.0.5.

P(Vk+n) ≥ P(Vk).
n−1∏

i=0

[1−
k+i∏

j=0

P(Rk+i−j < (j + 1)m)] (2.1.5)

Prova do Lema 2.1.0.5
Pelo Lema 2.1.0.4 e devido a independência das variáveis Rj , segue que

P(Vk+1) ≥ P(Vk).P




k⋃

j=0

Rk−j ≥ (j + 1)m




= P(Vk).[1−
k∏

j=0

P(Rk−j < (j + 1)m)]

P(Vk+1) ≥ P(Vk).[1−
k∏

j=0

P(Rk−j < (j + 1)m)] (2.1.6)
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Analogamente, obtemos:

P(Vk+2) ≥ P(Vk+1).[1−
k+1∏

j=0

P(Rk+1−j < (j + 1)m)] (2.1.7)

De (2.1.6) e (2.1.7) temos:

P(Vk+2) ≥ P(Vk).[1−
k∏

j=0

P(Rk−j < (j +1)m)][1−
k+1∏

j=0

P(Rk+1−j < (j +1)m)]

e por argumento indutivo conclúımos a prova. ¤
Tome k = 0 no Lema 2.1.0.5

P(Vn) ≥ P(V0).
n−1∏

i=0

[1−
i∏

j=0

P(Ri−j < (j + 1)m)]

Por definição temos P(V0) = 1. Pela continuidade da probabilidade

P(V ) ≥
∞∏

i=0

[1−
i∏

j=0

P(Ri−j < (j + 1))m].

Por outro lado pelo Lema 5.1.0.2 temos que

∞∏

i=0

[1−
i∏

j=0

P(Ri−j < (j + 1)m)] > 0 ⇔
∞∑

n=0

n∏

j=0

P(Rn−j < (j + 1)m) < ∞.

com o que conclúımos a prova ¤

2.2 O caso Homogêneo

Para o caso homogêneo, temos m = 1, un = n e Rn =d R para todo n.

Teorema 2.2.1. Para o Processo Firework Discreto homogêneo onde

P(R < 1) ∈ (0, 1).

considere a quantidade

L = lim
n→∞nP(R ≥ n). (2.2.1)
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• Se L > 1, então o processo homogêneo sobrevive com probabilidade
positiva. Nesse caso

P(V ) ≥
∞∏

i=0

[1−
i∏

j=0

P(R < j + 1)];

• Se L < 1, então o processo homogêneo morre quase certamente;

• Se L = 1 e existe um N tal que para todo n ≥ N

P(R ≥ n) <
1

n− 1
,

então o processo morre quase certamente.

Prova do Teorema 2.2.1
Pela Proposição 2.1.0.2 o Processo Firework Discreto tem probabilidade

positiva de sobreviver se

i) P(R < 1) ∈ (0, 1)

ii)
∞∑

n=0

an < ∞ onde an =
n∏

j=0

P(R < j + 1)

Sob essas condições é posśıvel via Lema 5.1.0.3 obter que o processo tem
probabilidade positiva de sobreviver se

P(R < 1) ∈ (0, 1) e lim
n→∞nP(R ≥ n) > 1.

Agora vamos mostrar que as outras condições implicam em morte quase
certa do processo.

Considere o seguinte processo auxiliar. Mesmo sem ativação, cada part́ıcu-
la de forma independente causa uma explosão, cujos alcances são definidos
segundo variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas com
a mesma distribuição de uma variável aleatória R. Chamemos essa dinâmica
de processo Firework sem ativação. Consideremos o evento C: “A partir de
um certo n, todas as part́ıculas são atingidas pela explosão de alguma outra”.
Considere a realização conjunta dos dois processos. Note que se ω ∈ V então
ω ∈ C. Assim

P(V ) ≤ P(C). (2.2.2)
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Assim, P(C) = 0, no processo sem ativação implicará na morte do pro-
cesso Firework Discreto. Para o processo sem ativação defina o evento Bn:
“Part́ıcula n não é atingida pela explosão de nenhuma outra”. Então

P(Bn) = P

(
n⋂

i=1

[Rn−i < i]

)
=

n∏

i=1

P(Rn−i < i)

Como os alcances das explosões são v.a.i.i.d.

P(Bn) =
n∏

i=1

P(R < i).

Vamos mostrar que se

∞∑

n=1

P(Bn) = ∞, (2.2.3)

então C não ocorre com probabilidade 1.
Primeiro, observe que se i > j

Bi ∩Bj =
i−j⋂

k=1

[Ri−k < k] ∩
j⋂

k=1

[Rj−k < k]

Disto e usando o fato que os alcances das explosões são v.a.i.i.d. segue que

P(Bi ∩Bj) = P

(
i−j⋂

k=1

[Ri−k < k] ∩
j⋂

k=1

[Rj−k < k]

)
=

i−j∏

k=1

P(R < k)
i∏

k=1

P(R < k)

= P(Bi−j)P(Bj)

Porém,

P(Bi ∩Bj) = P(Bi−j)P(Bj)

combinado com
∞∑

n=1

P(Bn) = ∞

implica

P(Bn infinitas vezes ) = 1 (Veja Teorema 2, página 312 em [15]).
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Mas o evento “Bn infinitas vezes”garante a não ocorrência do evento C. Por
fim, resta encontrar condições para 2.2.3. Para isto, o teste de Raabe nos
dá a condição

lim
n→∞nP(R ≥ n) < 1

ou a condição L = 1 e existe um N tal que para todo n ≥ N

P(R ≥ n) <
1

n− 1

o que conclui a demonstração. ¤.

Exemplo 2.2.1.1. Considere o processo Firework Discreto Unidimensional
Homogêneo com as variáveis aleatórias R satisfazendo

P(R = k) =
1

(k + 1)(k + 2)
para k = 0, 1, · · · ,

Como P(R ≥ n) =
1

n + 1
e lim

n→∞nP(R ≥ n) = 1 segue do Teorema 2.2.1 que

P(V ) = 0.

Exemplo 2.2.1.2. Considere o processo Firework Discreto Unidimensional
Homogêneo com as variáveis aleatórias R satisfazendo

P(R = k) =
2

(k + 2)(k + 3)
para k = 0, 1, · · · ,

Como P(R ≥ n) =
2

n + 2
e lim

n→∞nP(R ≥ n) = 2 segue do Teorema 2.2.1 que

P(V ) ≥ 1
3 .

Corolário 2.2.1.1. Considere o processo Firework Discreto Unidimensional
Homogêneo com as variáveis aleatórias R seguindo uma lei de potência, isto
é,

P(R = k) =
Zα

(k + 1)α
para k = 0, 1, · · · ,

onde Zα é uma constante de normalização e α > 1. Neste caso, o ponto
cŕıtico é α = 2. Mais especificamente, o processo sobrevive com probabilidade
positiva se

α < 2

e morre quase certamente se
α ≥ 2
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Prova do Corolário 2.2.1.1
Usando o Teste da Integral:

1
(α− 1)(n + 1)α−1

=
∫ ∞

n+2

1
xα

dx ≤
∞∑

j=n+1

1
jα
≤

∫ ∞

n+1

1
xα

dx =
1

(α− 1)(n + 2)α−1

Logo
Zα

(α− 1)
1

(n + 1)α−1
≤ P(R ≥ n) ≤ Zα

(α− 1)
1

(n + 2)α−1

Donde

lim
n→∞nP(R ≥ n) =





+∞ se α < 2

6
π2 se α = 2

0 se α > 2

Dáı conclúımos a prova aplicando o Teorema 2.2.1. ¤

Corolário 2.2.1.2. Consideremos agora a seguinte variante do Processo
Firework Discreto. Cada part́ıcula ao ser ativada tem probabilidade p de
emitir uma explosão cujo o alcance tem distribuição de uma variável aleatória
R. Assim, com probabilidade 1-p a part́ıcula é ativada mas não emite ex-
plosão. Esse processo modificado apresenta a seguinte transição de fase:se

lim
n→∞nP(R ≥ n) >

1
p
,

então existe probabilidade positiva de sobrevivência; se

lim
n→∞nP(R ≥ n) <

1
p
,

então o processo morre quase certamente; se

lim
n→∞nP(R ≥ n) =

1
p

e existe um N tal que para todo n ≥ N

P(R ≥ n) <
p

n− 1
,

então o processo morre quase certamente.



2.3. O CASO HETEROGÊNEO 15

Prova do Corolário 2.2.1.2
Observe que o processo verifica

P(R = 0) = pP(R = 0) + 1− p e
P(R = k) = pP(R = k), se k 6= 0.

Em particular, P(R = 0) ∈ (0,1). Então, para concluir basta aplicar o Teo-
rema 2.2.1 para obter o resultado. ¤

Exemplo 2.2.1.3. Considere a variante do processo Firework Discreto Uni-
dimensional Homogêneo dada no Corolário 2.2.1.2 com as variáveis aleatórias
R satisfazendo

P(R = k) =
2

(k + 2)(k + 3)
para k = 0, 1, · · · ,

e p = 2
5 .

Como P(R ≥ n) =
2

n + 2
e lim

n→∞nP(R ≥ n) = 2 <
5
2

segue do Corolário 2.2.1.2

que P(V ) = 0.

2.3 O caso Heterogêneo

No caso heterogêneo, as variáveis {Rn}n∈Z+ são independentes, mas não
são identicamente distribúıdas e existem condições para a distância entre
part́ıculas consecutivas.

Teorema 2.3.1. Considere o processo Firework Discreto Unidimensional
com part́ıculas sobre os inteiros não negativos. Se as marginais do processo
satisfazem:

i) P(Ri < 1) ∈ (0, 1), para todo i
ii) P(Ri ≥ k) ≤ µ(R ≥ k), para alguma µ tal que lim

n→∞nµ(R ≥ n) < 1.

Então, o Processo Firework Discreto morre quase-certamente. Em outras
palavras, P(V ) = 0.

Prova do Teorema 2.3.1
Tome P e µ, medidas de probabilidades tais que

P(Ri ≥ k) ≤ µ(R ≥ k), ∀k, ∀i.
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e

lim
n→∞nµ(R ≥ n) < 1.

Considere {Ri}i∈N cópias independentes distribúıdas segundo P e {R∗
i }i∈Z+

cópias independentes distribúıdas segundo µ tais que Ri ≤ R∗
i para todo i.

Agora observe que se o processo morre para uma realização da seqüência
{R∗

i }i∈Z+ , também morre para a realização da seqüência {Ri}i∈Z+ . Disto e
do Teorema 2.2.1 segue o resultado. ¤

Exemplo 2.3.1.1. Considere um Processo Firework Discreto sobre os in-
teiros não-negativos cujas marginais satisfazem

P(Rn = k) =
e−λnλk

n

k!
para k = 0, 1, · · · ,

com λn ≤ λ < ∞ para todo n. Então, pelo Teorema 2.3.1 P(V ) = 0

O resultado a seguir mostra ser posśıvel termos morte quase certa para
um processo heterogêneo cujas variáveis aleatórias Rn têm esperança infinita
para todo n.

Teorema 2.3.2. Considere um Processo Firework Discreto Unidimensional
cujas marginais satisfazem

i) P(Rn = 0) = 1− an e
ii) P(Rn = k) = an+k−1 − an+k

para alguma sequência não-crescente (an)n∈N onde a0 < 1 e tal que

lim
n→∞nan = 0. Então o processo morre quase certamente.

Prova do Teorema 2.3.2
Observe que

Vn = Vn−1 ∩ ([Rn−1 ≥ 1] ∪ [Rn−2 ≥ 2] ∪ [· · · ∪R0 ≥ n])

Então

P(Vn) ≤
n−1∑

k=0

P(Rk ≥ n− k) =
n−1∑

k=0

an−1 = nan−1 → 0 quando n →∞.
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Exemplo 2.3.2.1. Considere um Processo Firework Discreto sobre os in-
teiros não-negativos cujas marginais satisfazem

P(Rn = k) =
1

(n + k + 1) ln(n + k + 1)
− 1

(n + k + 2) ln(n + k + 2)
para k 6= 0 e

P(Rn = 0) = 1− 1
(n + 2) ln(n + 2)

Observe que E(Rn) = ∞ para todo n, mas P(V ) = 0

O resultado a seguir exibe uma maneira alternativa de escrever a condição
para sobrevivência com probabilidade positiva do processo Firework Dis-
creto heterogêneo.

Teorema 2.3.3. Suponha um processo Firework Discreto não homogêneo
com part́ıculas nas posições 0 = u0 < u1 < u2 < . . . tais que un+1−un ≤ m.
Se P(Rn < m) ∈ (0, 1) para todo n e existe t ≥ 1 tal que

∞∑

n=0

[P(Rn < tm)]t < ∞,

então o processo sobrevive com probabilidade positiva.

Prova do Teorema 2.3.3

Observe que para n > t temos

an :=
n∏

j=0

P(Rn−j < (j + 1)m) ≤
t−1∏

j=0

P(Rn−j < tm)

≤ [ max
j∈{0,...,t−1}

[P(Rn−j < tm)]]t.

Por outro lado
∞∑

n=t

[P(Rn < tm)]t < ∞⇒
∞∑

n=t

[ max
j∈{0,...,t−1}

[P(Rn−j < tm)]]t < ∞.

Assim, a série com termos an é convergente e podemos aplicar a Proposição
2.1.0.2 para obter o resultado. ¤

Exemplo 2.3.3.1. Considere um Processo Firework Discreto sobre os in-
teiros não-negativos cujas marginais satisfazem

P(Rn = k) =
k

n + 2
para k = 0, 1, · · · , n + 1
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Temos
∞∑

n=t

(
t

n + 1

)t

< ∞ para t ≥ 2.Segue P(V ) > 0 pelo Teorema 2.3.3.

Exemplo 2.3.3.2. Considere um Processo Firework Discreto sobre os in-
teiros não-negativos cujas marginais satisfazem

P(Rn = 0) =
1

(n + 2)2
e P(Rn = 1) = 1− 1

(n + 2)2

Observe que E(Rn) < 1 para todo n, mas P(V ) = 1
2

Teorema 2.3.4. Suponha um Processo Firework Discreto Unidimensional
não homogêneo com part́ıculas nas posições 0 = u0 < u1 < u2 < . . . , tais que
un+1−un ≤ m. Se as marginais do processo são tais que P(Rn < m) ∈ (0, 1)
para todo n e

P(R ≥ k)− P(Rn ≥ k) ≤ bk (2.3.1)

para todo k ≥ 0 e todo n ≥ 0, onde

lim
n→∞n[P(R ≥ n)− bn] > m com lim

n→∞ bn = 0

o processo sobrevive com probabilidade positiva.

Prova do Teorema 2.3.4

Observe que

an :=
n∏

j=0

P(Rn−j < (j + 1)m) ≤
n∏

j=0

[P(R < (j + 1)m) + b(j+1)m].

an ≤
n∏

j=0

[P(R < (j + 1)m) + b(j+1)m]. := rn

Mas

n(
rn

rn+1
− 1) =

n[P(R ≥ (n + 2)m)− b(n+2)m]
P(R < (n + 2)m) + b(n+2)m

.

Logo, das hipóteses segue que

lim
n→∞n(

rn

rn+1
− 1) > 1.

Assim, a série com termos an é convergente e podemos aplicar a Proposição
2.1.0.2 para obter o resultado. ¤
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2.4 Processo Firework Discreto Unidimensional Re-
verso

Considere a seguinte variante do processo Firework Discreto, que chamare-
mos Firework Reverso. Consideramos um conjunto de part́ıculas sobre os
inteiros não negativos. No instante 0, todas as part́ıculas estão inativas,
exceto aquela na origem que é inicialmente ativada. Uma part́ıcula ao ser
ativada assim permanece para sempre. A cada part́ıcula é associada uma
variável aleatória que representa o seu alcance de ativação. Assim, se para
uma dada part́ıcula n o alcance de ativação é Rn, ela se tornará ativa se al-
guma part́ıcula a sua esquerda, cuja distância a ela é inferior ou igual a Rn

se tornar ativada. Os alcances de ativação {Rn}n∈Z∗+ são variáveis aleatórias
independentes. Assim como no Processo Firework Discreto apresentamos as
versões homogênea e heterogênea e estudamos as condições de sobrevivência.
Dizemos que o processo sobrevive se infinitas part́ıculas forem ativadas ao
longo do processo. No caso homogêneo apresentamos transição de fase.

Consideremos as seguintes definições:

Definição 2.4.0.1. Sejam {Rn}n∈Z∗+ variáveis aleatórias independentes as-
sumindo valores nos reais não negativos, com distribuição {Pn}n∈Z∗+ respec-
tivamente. Defina

P =
∞∏

n=1

Pn

P é a medida de probabilidade para o Processo Firework Reverso.

Observação. P(Rn = k) = Pn(Rn = k)

Definição 2.4.0.2. Considere o evento V : “O processo sobrevive ”. Ob-
serve que

V =
∞⋂

n=0

∞⋃

j=1

[Rn+j ≥ j]

Apresentaremos alguns resultados úteis na prova dos resultados.

Lema 2.4.0.1.

P




∞⋂

n=0

∞⋃

j=1

[Rn+j ≥ j]


 ≥

∞∏

n=0

P




∞⋃

j=1

[Rn+j ≥ j]
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Prova do Lema 2.4.0.1
Observe que os eventos





∞⋃

j=1

[Rn+j ≥ j]





n∈Z+

são eventos crescentes. Usando a desigualdade FKG (Lema 5.1.0.1) e o fato
de que a intersecção de eventos crescentes é um evento crescente temos:

P




n0⋂

n=0

∞⋃

j=1

[Rn+j ≥ j]


 ≥

n0∏

n=0

P




∞⋃

j=1

[Rn+j ≥ j]




para todo n0 inteiro positivo. Tomando o limite n0 → ∞ e usando a Con-
tinuidade da Probabilidade temos o resultado. ¤

Lema 2.4.0.2.

P(V ) ≥
∞∏

n=0

[1−
∞∏

j=1

[1− P(Rn+j ≥ j)]]

Prova do Lema 2.4.0.2
Temos

V =
∞⋂

n=0

∞⋃

j=1

[Rn+j ≥ j]

P(V ) = P




∞⋂

n=0

∞⋃

j=1

[Rn+j ≥ j]


 ≥

∞∏

n=0

P




∞⋃

j=1

[Rn+j ≥ j]




=
∞∏

n=0


1− P




∞⋂

j=1

[Rn+j < j]







Onde a desigualdade é obtida pelo Lema 2.4.0.1.O resultado segue da inde-
pendência das variáveis Ri. ¤

2.4.1 O caso Reverso Homogêneo

No caso homogêneo os alcances de ativação são variáveis aleatórias in-
dependentes e identicamente distribúıdas.
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Teorema 2.4.1. Considere o Processo Firework Reverso Homogêneo e suponha
P(R = 0) ∈ (0, 1). Se E(R) = ∞, então P(V ) = 1. Por outro lado, se
E(R) < ∞, então P(V ) = 0.

Prova do Teorema 2.4.1
Do Lema 2.4.0.2,

P(V ) ≥
∞∏

n=0

[1−
∞∏

j=1

[1− P(R ≥ j)]].

Agora, observe que

E(R) =
∞∑

j=1

P(R ≥ j) = ∞⇒
∞∏

j=1

[1−P(R ≥ j)] = 0 ⇒ P(V ) ≥ 1 ⇒ P(V ) = 1.

Para a outra parte, suponha E(R) < ∞. Considere então a seguinte
variante do Processo Firework Discreto Homogêneo. Colocamos exatamente
uma part́ıcula sobre cada inteiro. Inicialmente todas as part́ıculas sobre os
inteiros não positivos estão ativadas. Os alcances de explosão são as variáveis
aleatórias {Rn}n∈Z. Suponha que toda distribuição Rn dessa famı́lia tenha
a mesma lei de uma variável aleatória Rn do Processo Reverso Homogêneo.
Assim, P(Rn = j) = P(Rm = j) para todos j, n inteiros não negativos e m
inteiro. Aqui cometemos um abuso de notação já que as variáveis {Rn}n∈Z+

e {Rn}n∈Z+ não estão no mesmo espaço de probabilidade.

Para este Processo Firework Discreto Homogêneo descrito sejam os even-
tos: Vn “Part́ıcula em n é atingida”e V, o evento “Processo sobrevive”.
Neste modelo, sobreviver significa acordar infinitas part́ıculas sobre os in-
teiros positivos. Observe que

V =
∞⋂

n=0

∞⋃

j=0

[Rn−j ≥ j + 1]

Proposição 2.4.1.1. Se P(R = 0) ∈ (0, 1) e E(R) < ∞, então P(V) = 0

Prova da Proposição 2.4.1.1
Defina os seguintes eventos

An :=
n−1⋃

i=−∞
{Ri ≥ 2n− i}
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e

Bn :=
2n−1⋃

i=n

{Ri ≥ 2n− i}

Observe que
V2n ⊆ Vn ∩ [An ∪ Bn]

P(V2n) ≤ P(Vn ∩ [An ∪ Bn]) = P([Vn ∩An] ∪ [Vn ∩ Bn]) ≤ P(An ∪ [Vn ∩ Bn])

P(V2n) ≤ P(An) + P(Bn ∩ Vn) = P(An) + P(Bn)P(Vn) (2.4.1)

Na última igualdade usamos o fato dos eventos Bn e Vn serem independentes.

Lema 2.4.1.1. Nas hipóteses da Proposição 2.4.1.1

lim
n→∞P(An) = 0

Prova do Lema 2.4.1.1

P(An) = P

(
n−1⋃

i=−∞
{R2n−i ≥ i}

)
≤

n−1∑

i=−∞
P(Ri ≥ 2n− i)

=
∞∑

i=n+1

P(R2n−i ≥ i) =
∞∑

i=n+1

P(R ≥ i) → 0, quando n →∞.

¤

Lema 2.4.1.2. Nas hipóteses da Proposição 2.4.1.1 existe λ ∈ (0,1) tal que
para todo n

P(Bn) ≤ λ.

Prova do Lema 2.4.1.2

P(Bn) = P

(
2n−1⋃

i=n

{Ri ≥ 2n− i}
)

= 1− P
(

2n−1⋂

i=n

{Ri < 2n− i}
)

= 1−
2n−1∏

i=n

P(Ri < 2n− i) = 1−
n∏

i=1

P(R < i) ≤ 1−
∞∏

i=1

P(R < i).

Assim, o Lema 5.1.0.2 (ver apêndice) e E(R) < ∞ nos garante que existe
λ ∈ (0,1) tal que

P(Bn) ≤ λ

para todo n, concluindo a demonstração. ¤
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Lema 2.4.1.3. Nas hipóteses da Proposição 2.4.1.1

P(An) ≥ P(An+1) para todo n.

Prova do Lema 2.4.1.3

P(An) = P

(
n−1⋃

i=−∞
{R2n−i ≥ i}

)
= 1− P

(
n−1⋂

i=−∞
{R2n−i < i}

)

= 1−
∞∏

j=n+1

P(R < i).

Analogamente, P(An+1) = 1−
∞∏

j=n+2

P(R < i).

Logo,

P(An) = 1−
∞∏

j=n+1

P(R < i) ≥ 1−
∞∏

j=n+2

P(R < i) = P(An+1).

¤
Voltemos a prova da Proposição 2.4.1.1. Observe que usando o Lema 2.4.1.2
temos

P(V2n) ≤ P(An) + λP(Vn) para todo n

Usando o Lema 2.4.1.3, obtemos

P(V2n) ≤ P(An) + λP(Vn);
P(V4n) ≤ P(A2n) + λP(V2n) ≤ P(An) + λP(V2n);
P(V8n) ≤ P(A4n) + λP(V4n) ≤ P(An) + λP(V4n);
...
P(V2mn) ≤ P(A2m−1n) + λP(V2m−1n) ≤ P(An) + λP(V2m−1n).

Logo,

P(V2mn) ≤ P(An) + λP(An) + λ2P(An) + · · ·λm−1P(An) + λmP(Vn).

P(V2mn) ≤ (1 + λ + λ2 + · · ·+ λm−1)P(An) + λm.

P(V2mn) ≤ (1− λm)
(1− λ)

P(An) + λm.
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Tome n = 2m. Temos

P(V4m) ≤ (1− λm)
(1− λ)

P(A2m) + λm.

Tomando m →∞ segue do Lema 2.4.1.1 que

lim
m→∞P(V4m) = 0. (2.4.2)

Agora observe que para todo n ≥ 1 existe m(n) ≥ 1 tal que V4m+1 ⊂ Vn ⊂
V4m e limn→∞m(n) = ∞. Isso combinado com 2.4.2 nos dá pela Con-
tinuidade da Probabilidade que P(V) = 0. ¤

Agora vamos finalizar a prova do Teorema 2.4.1. Observe que

P




∞⋂

n=0

∞⋃

j=0

[Rn−j ≥ j + 1]


 ≥ P




∞⋂

n=0

∞⋃

j=0

[Rn+j+1 ≥ j + 1]


 .

Para verificar este fato observe o seguinte. Olhando para o evento da es-
querda, para todo n fixado, é preciso que algum raio à esquerda (desde n até
−∞) alcance a distância da part́ıcula até n + 1. Do mesmo modo, olhando
para o evento da direita, para todo n fixado, é preciso que algum raio à
direita (desde n + 1 até ∞) alcance a distância da part́ıcula até n.

Mas,

V =
∞⋂

n=0

∞⋃

j=0

[Rn+j+1 ≥ j + 1].

Logo, P(V ) = 0. ¤

Aqui uma questão interessante é respondida. Será que os processos Fire-
work Discreto Homogêneo e Firework Reverso Homogêneo apresentam re-
sultados distintos quanto a sobrevivência? Pelos resultados apresentados, a
resposta é sim. Por exemplo, consideremos estes dois processos com alcances
satisfazendo

P(R = k) =
6

[π(k + 1)]2
.

Nesse caso, o processo Firework Discreto Homogêneo morre quase certa-
mente. Por outro lado, o Processo Firework Reverso Homogêneo sobrevive
com probabilidade 1.
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2.4.2 O caso Reverso Heterogêneo

No caso heterogêneo os alcances de ativação são variáveis aleatórias inde-
pendentes não identicamente distribúıdas satisfazendo determinadas condições.

Teorema 2.4.2. Considere o Processo Firework Reverso Heterogêneo. Suponha
P(Rn = 0) ∈ (0, 1) para todo n. Temos:

i)P(V ) = 1 se e somente se
∞∑

k=1

P(Rn+k ≥ k) = ∞ para todo n.

ii)P(V ) > 0 se
∞∑

n=1

∞∏

k=1

P(Rn+k < k) < ∞;

iii)P(V ) = 0 se existe uma medida de probabilidade P, tal que
P(Rn ≥ k) ≤ P(R ≥ k), ∀k e ∀n e EP(R) < ∞.

Prova do Teorema 2.4.2
Do Lema 2.4.0.2,

P(V ) ≥
∞∏

n=1

[1−
∞∏

k=1

[1− P(Rn+k ≥ k)]].

Para que o produto à direita seja 1 é preciso que
∞∏

k=1

[1− P(Rn+k ≥ k)] = 0

para todo n. Pelo Lema 5.1.0.2 isto irá ocorrer se e somente se
∞∑

k=1

P(Rn+k ≥ k) = ∞ para todo n.

Por outro lado,

P(V ) ≤ 1−
∞∏

k=1

P(Rn+k < k) para todo n.

Desses dois fatos estabelecemos i).
Para provar ii) observe que o Lema 5.1.0.2 nos garante que para o processo
ter chance positiva de sobrevivência basta

∞∑

n=1

∞∏

k=1

P(Rn+k < k) < ∞.
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Para provar iii) sejam P e P, medidas de probabilidades tais que

P(Rn ≥ k) ≤ P(R ≥ k), ∀k e ∀n,

e

EP(R) < ∞.

Considere {Rn}n∈Z∗+ cópias independentes distribúıdas segundo P e {R∗
n}n∈Z∗+

cópias independentes distribúıdas segundo P tais que Rn ≤ R∗
n para todo

n > 0. Agora observe que se o processo morre para uma realização da
seqüência {R∗

n}n∈Z∗+ , também morre para a realização da seqüência {Rn}n∈Z∗+ .
Isto e o Teorema 2.4.1 nos dá o resultado desejado. ¤

Exemplo 2.4.2.1. Considere um Processo Firework Reverso sobre os in-
teiros não-negativos com Rn ∼ Geométrica (1− 1

n+1), para todo n > 0. Pelo
Teorema 2.4.2 P(V ) = 1.

Exemplo 2.4.2.2. Considere um Processo Firework Reverso sobre os in-
teiros não-negativos cujas marginais satisfazem

P(Rn = 0) =
1

(n + 1)2
e P(Rn = 1) = 1− 1

(n + 1)2

Pelo Teorema 2.4.2 P(V ) > 0.

Exemplo 2.4.2.3. Considere um Processo Firework Reverso sobre os in-
teiros não-negativos com Rn ∼ Poisson(λn), λn ≤ λ < ∞ para todo n. Pelo
Teorema 2.4.2 P(V ) = 0.



Caṕıtulo 3

Processo Firework Cont́ınuo
Unidimensional

A dinâmica do processo Firework Cont́ınuo é a seguinte. Consideramos
part́ıculas distribúıdas sobre a semirreta dos reais positivos nas posições un,
onde n indica que a part́ıcula é a n-ésima mais próxima da origem. Nos
referimos a ela como part́ıcula n. A part́ıcula que dá ińıcio ao processo se
encontra na posição u0 = 0, isto é, sobre a origem. No instante t = 0,
todas as part́ıculas estão inativas, exceto aquela na origem que é inicial-
mente ativada e dá ińıcio ao processo. Uma part́ıcula n ao ser ativada,
assim permanece durante um tempo aleatório Tn. Durante este tempo a
part́ıcula n emite explosões independentes com alcances aleatórios e finitos
{R̄j

n}j∈Z∗+ As explosões ocorrem em instantes pontuais aleatórios de modo
que o tempo entre explosões consecutivas é exponencial com parâmetro µn.
Quando uma part́ıcula inativa é atingida por uma explosão ela se torna
ativa. Cada part́ıcula somente pode ser ativada uma única vez, isto é, se
uma part́ıcula ativa tem seu tempo de ativação encerrado, ela não pode ser
ativada novamente, mesmo que atingida pela explosão de outra part́ıcula.

Consideramos dois casos: o homogêneo e o heterogêneo. No caso ho-
mogêneo os alcances de explosões são v.a.i.i.d.. Também são v.a.i.i.d. os
tempos de ativação e os tempos entre explosões. No caso heterogêneo todos
estas variáveis são independentes, entretanto pelo menos um dos conjun-
tos de variáveis é não identicamente distribúıdo ou as part́ıculas não estão
necessariamente sobre Z+.

Definição 3.0.2.1. Seja N uma variável aleatória discreta assumindo val-
ores nos inteiros não negativos. Defina

ϕN (s) := E(sN ), para s ∈ (−1; 1).

27
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ϕN é a função geradora de probabilidade da variável aleatória N .

Definição 3.0.2.2. Seja T uma variável aleatória qualquer. Defina

MT (s) := E(esT ), para s tal que E(esT ) < ∞.

MT é a função geradora de momentos da variável aleatória T .

3.1 Resultados preliminares

Inicialmente consideramos uma versão mais simples do processo Fire-
work a qual chamaremos Firework com número aleatório de tentativas de
ativação. Nesta versão, uma part́ıcula n ao ser ativada emite explosões uma
quantidade aleatória de vezes. Essa quantidade é dada por uma variável
aleatória Nn. A i-ésima tentativa de ativar vizinhos realizada pela part́ıcula
em j é dada pela variável aleatória R̄i

j . As tentativas de ativação são sempre
v.a.i.i.d..

Proposição 3.1.0.1. Suponha um processo Firework com número aleatório
de tentativas de ativação em sua versão homogênea. Defina

fR̄,N (n) := n{1− ϕN (P(R̄ < n))}

Então

Se lim
n→∞ fR̄,N (n) < 1 então o processo morre quase certamente.

Se lim
n→∞ fR̄,N (n) = 1 e existe N0 tal que para todo n ≥ N0,

ϕN (P(R̄ < n)) >
n− 2
n− 1

,

então o processo morre quase certamente.

Se lim
n→∞ fR̄,N (n) > 1 então o processo tem probabilidade positiva de sobreviver e

P(V ) ≥
∞∏

i=0


1− ϕN




i∏

j=0

P(R̄ < j + 1)
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Prova da Proposição 3.1.0.1
Primeiro, observe que a evolução do processo não é alterada se admitirmos
que todas as explosões realizadas por uma part́ıcula são instantâneas ao
momento de ativação. Associamos cada realização desse Processo a uma
realização do Processo Firework Discreto Homogêneo de modo que

(R ≥ k) = (max{R̄1, · · · , R̄N} ≥ k)

Agora observe que

(max{R̄1, · · · , R̄N} ≥ k) =
∞⋃

i=1

(max{R̄1, · · · , R̄N} ≥ k, N = i)

Mas

P(max{R̄1, · · · , R̄N} ≥ k, N = i) = P(N = i)P(R̄1 ≥ k ∪ · · · ∪ R̄i ≥ k)

Por outro lado

P(R̄1 ≥ k ∪ · · · ∪ R̄i ≥ k) = 1− P(R̄1 < k ∩ · · · ∩ R̄i < k) =

1−
i∏

j=1

P(R̄j < k) = 1− [P(R̄ < k)]i.

Dáı

P(max{R̄1, · · · , R̄N} ≥ k, N = i) = P(N = i)[1− [P(R̄ < k)]i]

Logo

P(R ≥ k) =
∞∑

i=0

P(max{R̄1, · · · , R̄N} ≥ k,N = i)

=
∞∑

i=1

P(N = i)[1− [P(R̄ < k)]i]

=
∞∑

i=1

P(N = i)−
∞∑

i=1

P(N = i)[P(R̄ < k)]i]

= 1− P(N = 0)− {E[(P(R̄ < k))N ]− P(N = 0)}
= 1− E[(P(R̄ < k))N ]
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Logo, considerando um processo Firework Discreto homogêneo com dis-
tribuição de probabilidade satisfazendo

P(R ≥ n) = 1− E[(P(R̄ < n))N ] = 1− ϕN (P(R̄ < n))

nós obtemos o resultado desejado. ¤
Proposição 3.1.0.2. Suponha um processo Firework com um número aleatório
de tentativas de ativação em sua versão não homogênea.
Se existe m ∈ Z+ tal que as posições das part́ıculas satisfazem un+1−un ≤ m
e ∞∑

n=0

n∏

j=0

ϕN−j

(
P(R̄n−j < (j + 1)m)

)
< ∞,

então o processo sobrevive com probabilidade positiva. Nesse caso,

P(V ) ≥
∞∏

n=0

[1−
n∏

j=0

ϕN−j

(
P(R̄n−j < (j + 1)m)

)
].

Por outro lado, se existe k ∈ Z+ tal que as posições das part́ıculas satisfazem
un+1 − un ≥ k e as marginais do processo satisfazem:

1.

ϕNi(P(R̄i < k)) ∈ (0, 1);

2.

lim
n→∞

n−1∏

i=0

ϕNi

(
P(R̄i < k(2n− i))

)
= 1;

3.

lim
n→∞

2n−1∏

i=n

ϕNi

(
P(R̄i < k(2n− i))

)
> 0;

então o processo morre quase certamente.

Prova da Proposição 3.1.0.2
Analogamente ao último resultado, associamos cada realização do Processo
a uma realização do Processo Firework Discreto Heterogêneo de modo que

(Ri ≥ k) = (max{R̄1
i , · · · , R̄N

i } ≥ k).

O que nos dá

P(Ri ≥ n) = 1− E[(P(R̄i < n))Ni ] = 1− ϕNi(P(R̄i < n)).

O resultado segue pelas Proposições 2.1.0.2 e 2.1.0.1. ¤
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3.2 O caso Homogêneo

No caso homogêneo os alcances de explosões são v.a.i.i.d.. Também são
v.a.i.i.d. os tempos de ativação e os tempos entre explosões. Basicamente,
temos uma famı́lia de v.a.i.i.d {Tn}n∈Z+ . Uma part́ıcula n ao ser ativada
assim permanece durante um tempo aleatório Tn com distribuição cont́ınua.
Durante este tempo ela emite explosões nos instantes dados por um processo
de Poisson. Isto é, dado Tn = t, o número de explosões emitidas pela
part́ıcula n é Poisson (µnt), onde o parâmetro µn é o mesmo para toda
part́ıcula. O alcance da i-ésima explosão realizada pela part́ıcula n é dada
pela variável aleatória R̄i

n.

Teorema 3.2.1. Suponha o processo Firework Cont́ınuo em sua versão ho-
mogênea. Defina

fR̄,T,µ(n) := n{1−MT (−µP(R̄ ≥ n))}

Então:

Se lim
n→∞ fR̄,T,µ(n) < 1, então o processo morre quase certamente.

Se lim
n→∞ fR̄,T,µ(n) = 1 e existe N tal que para todo n ≥ N ,

MT (−µP(R̄ ≥ n)) >
n− 2
n− 1

,

então o processo morre quase certamente;

Se lim
n→∞ fR̄,T,µ(n) > 1, então o processo tem probabilidade positiva de sobreviver e

nesse caso,

P(V ) ≥
∞∏

n=0


1−MT


−µ

n∑

j=0

P(R̄ ≥ j + 1)





 .

Prova da Proposição 3.2.1
Associamos cada realização do Processo a uma realização do Processo Fire-
work com número aleatório N de tentativas de modo que

P(N = k) =
∫ ∞

0
P(N = k|T = t)f(t)dt
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Como

N |T = t ∼ Poisson (µt),

temos

P(N = k) =
∫ ∞

0

e−µt(µt)k

k!
f(t)dt.

Multiplicando ambos lados da equação acima por [P (R̄ < n)]k e somando
sobre k, obtemos

E[P(R̄ < n)N ] =
∞∑

k=0

[P(R̄ < n)]kP(N = k) =
∞∑

k=0

[P(R̄ < n)]k
∫ ∞

0

e−µt(µt)k

k!
f(t)dt

=
∫ ∞

0

∞∑

k=0

[P(R̄ < n)]k
e−µt(µt)k

k!
f(t)dt.

Mas,

∫ ∞

0

∞∑

k=0

[P(R̄ < n)]k
e−µt(µt)k

k!
f(t)dt =

∫ ∞

0

∞∑

k=0

[P(R̄ < n)(µt)]k

k!
e−µtf(t)dt

=
∫ ∞

0
eµtP(R̄<n)e−µtf(t)dt

=
∫ ∞

0
eµtP(R̄<n)−µtf(t)dt

=
∫ ∞

0
e−µtP(R̄≥n)f(t)dt.

Logo, E[P(R̄ < n)N ] = E[e−µP(R̄≥n)T ].

Daqui, a Proposição 3.1.0.1 nos dá o resultado. ¤

Corolário 3.2.1.1. Seja o caso onde T ∼ exp (λ).Então

Se lim
n→∞nP(R̄ ≥ n) >

λ

µ
então o processo tem probabilidade positiva de sobreviver.

Nesse caso,

P(V ) ≥
∞∏

n=0

[
1− λn+1

∏n
j=0[λ + µP(R̄ ≥ j + 1)]

]
.
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Se lim
n→∞nP(R̄ ≥ n) =

λ

µ
e existe N tal que ∀n ≥ N,P(R̄ ≥ n) <

λ

µ(n− 2)
então o processo morre quase certamente.

Se lim
n→∞nP(R̄ ≥ n) <

λ

µ
então o processo morre quase certamente.

Prova do Corolário 3.2.1.1
Observe que se T ∼ exp (λ), então

E(cT ) =
λ

λ− ln c

O restante segue do Teorema 3.2.1. ¤

Exemplo 3.2.1.1. Considere um Processo Firework Cont́ınuo sobre os in-
teiros não-negativos com alcances

P(R = k) =
1

(k + 1)(k + 2)
, k = 0, 1, 2, · · · ,

µ = 4 e T ∼ Exp(2). Pelo Corolário 3.2.1.1, P(V ) ≥ 1
10 .

Exemplo 3.2.1.2. Considere um Processo Firework Cont́ınuo sobre os in-
teiros não-negativos com alcances

P(R = k) =
1

(k + 1)(k + 2)
, k = 0, 1, 2, · · · ,

µ = 2 e T ∼ Exp(2). Pelo Corolário 3.2.1.1, P(V ) = 0.

3.3 O caso Heterogêneo

No caso heterogêneo todos as variáveis envolvidas são independentes, en-
tretanto pelo menos um dos conjuntos de variáveis (alcance das explosões ou
tempo de ativação ou tempo entre explosões) é não identicamente distribúıdo
ou as part́ıculas não estão necessariamente sobre Z+. Basicamente, temos
uma famı́lia de variáveis independentes {Tn}n∈Z+ , não necessaramente iden-
ticamente distribúıdas. Uma part́ıcula n ao ser ativada assim permanece
durante um tempo aleatório Tn com distribuição cont́ınua. Durante este
tempo ela emite explosões nos instantes dados por um processo de Poisson.
Isto é, dado Tn = t, o número de explosões emitidas pela part́ıcula n é Pois-
son (µnt), onde o parâmetro µn pode variar dependendo da part́ıcula. O
alcance da i-ésima explosão realizada pela part́ıcula n é dada pela variável
aleatória R̄i

n.
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Teorema 3.3.1. Suponha o processo Firework Cont́ınuo em sua versão não
homogênea. Se as posições das part́ıculas satisfazem un+1 − un ≤ m e

∞∑

n=0

n∏

j=0

MTn−j

(−µn−jP(R̄n−j ≥ (j + 1)m)
)

< ∞

o processo sobrevive com probabilidade positiva. Nesse caso,

P(V ) ≥
∞∏

n=0

[1−
n∏

j=0

MTn−j

(−µn−jP(R̄n−j ≥ (j + 1)m)
)
]

Por outro lado, se |un+1 − un| ≥ k e as marginais do processo satisfazem:

1.

MTi

(−µiP(R̄i ≥ k)
) ∈ (0, 1);

2.

lim
n→∞

n∏

i=0

MTi

(−µiP(R̄i ≥ k(2n− i))
)

= 1;

3.

lim
n→∞

2n−1∏

i=n

MTi

(−µiP(R̄i ≥ k(2n− i))
)

> 0;

então o processo morre quase certamente.

Prova do Teorema 3.3.1

Assim como na prova do Teorema anterior, associamos cada realização
do Processo a uma realização do Processo Firework com número aleatório
N de tentativas de modo que

P(Ni = k) =
∫ ∞

0
P(Ni = k|Ti = t)f(t)dt,

o que nos leva a relação

E[P(R̄i < n)Ni ] = E[e−µiP(R̄i≥n)Ti ].

O resultado segue da Proposição 3.1.0.2. ¤
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Exemplo 3.3.1.1. Considere um Processo Firework Cont́ınuo sobre os in-
teiros não-negativos com alcances

P(R = 0) = 1− p e P(R = 1) = p

e suponha Tn ∼ Exp(λn). Pelo Teorema 3.3.1 o processo sobrevive com
probabilidade positiva se

∞∑

n=0

λn

λn + pµn
< ∞.

Além disso,

P(V ) =
∞∏

n=0

pµn

pµn + λn
.

Por outro lado, P(V ) = 0 se

lim
n→∞

λn

λn + pµn
> 0.
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Caṕıtulo 4

Processo Firework Discreto
em Árvores

Neste caṕıtulo consideramos o processo Firework Discreto em árvores.
Cada vértice da árvore possui exatamente uma part́ıcula. Inicialmente, to-
das as part́ıculas estão inativas, exceto a part́ıcula sobre a raiz. Esta emite
uma explosão de alcance aleatório. Todas as part́ıculas atingidas pela ex-
plosão, emitem no próximo instante suas explosões e assim por diante. Aqui
consideramos as explosões como variáveis aleatórias independentes e identi-
camente distribúıdas discretas, assumindo valores nos inteiros não-negativos.

Seja T = (V, E) uma árvore qualquer e O sua raiz. Associamos a cada
v ∈ V um alcance de explosão Rv, isto é para o processo Firework Discreto
na árvore, temos uma famı́lia de v.a.i.i.d. {Rv}v∈V assumindo valores nos
inteiros não-negativos. Desta forma apresentamos todos os resultados em
função de uma variável aleatória R de mesma distribuição que cada uma das
variáveis Rv. Representamos a medida de probabilidade do processo por P
e o evento “Processo Firework sobrevive”por V .

Para a árvore T , dados dois vértices u e v escrevemos u ≤ v se u é um dos
vértices do caminho entre O e v. Nesse caso, dizemos que v é descendente
de u. Definimos o conjunto de descendentes de u por

T u := {v ∈ V : u ≤ v}
e para todo n ≥ 1 definimos

T u
n := {v ∈ T u : |v| ≤ |u|+ n}

Escrevemos ainda

Mn(u) := |∂T u
n | := |{v ∈ T u : |v| = |u|+ n}|

37
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Definição 4.0.1.1. Para uma árvore T definimos

dim inf ∂T := lim
n→∞min

v∈V
1
n

ln Mn(v).

Se T = Td, isto é, se T é a árvore homogênea de grau d+1, então temos
dim inf ∂T = ln d.

Lema 4.0.1.1. O limite dim inf ∂T existe para toda árvore T .

Prova do Lema 4.0.1.1
Para qualquer v ∈ V e para todo m,n ≥ 1 temos

Mm+n(v) ≥ Mm(v)
(

min
u∈∂T v

m

Mn(u)
)
≥ Mm(v)

(
min
u∈V

Mn(u)
)

.

Logo,

Mm+n(v) ≥
(

min
v∈V

Mm(v)
)(

min
v∈V

Mn(v)
)

.

Assim, ln[minv∈V Mn(v)] é superaditiva e portanto, pelo Lema de Fekete,
existe o limite

lim
n→∞

1
n

ln
[
min
v∈V

Mn(v)
]

= sup
n

1
n

ln
[
min
v∈V

Mn(v)
]

= lim
n→∞min

v∈V
1
n

ln Mn(v)

¤
O leitor pode encontrar mais informações sobre dim inf ∂T na seção 13.5

em [10], onde os autores Lyons e Peres apresentam não só esta, mas também
outras constantes baseando-se em idéias não publicadas de Furstenberg.

4.1 Árvore Homogênea

Para o Processo Firework Discreto em Árvores Homogêneas apresenta-
mos condições de sobrevivência e limitantes para a probabilidade de sobre-
vivência.

4.1.1 Condições gerais para sobrevivência

Teorema 4.1.1. Seja um processo Firework Discreto na árvore homogênea
de grau d + 1, d ≥ 2, tal que

P(R = 0) /∈ {0, 1}.
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Se
E(dR) > 1 + P(R = 0),

então o processo sobrevive com probabilidade positiva. Por outro lado, se

E(dR) ≤ 2− 1
d

então o processo morre quase certamente.

Prova do Teorema 4.1.1
Suponha

E(dR) > 1 + P(R = 0).

Vamos definir um processo de ramificação {Xn}n∈Z+ com X0 = 1 e com a
distribuição do número de descendentes de um indiv́ıduo satisfazendo :

P(X = dk) = P(R = k) se R 6= 0
P(X = 0) = P(R = 0).

Assim X toma valores no conjunto

{0, d, d2, d3, d4, · · · }.

Dado que uma part́ıcula ativa teve explosão de alcance k, consideramos
como descendentes no processo de ramificação apenas as part́ıculas com
distância k dela. Note que a sobrevivência do processo de ramificação im-
plica na sobrevivência do processo Firework Discreto. Temos:

E(X) =
∞∑

k=0

kP(X = k) =
∞∑

k=1

dkP(X = dk) =
∞∑

k=1

dkP(R = k).

Por outro lado,

E(dR) =
∞∑

k=0

dkP(R = k).

Dáı
E(dR) = E(X) + P(R = 0).

Por fim a condição
E(dR) > 1 + P(R = 0)

nos dá
E(X) > 1
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donde o processo sobrevive com probabilidade positiva (veja Teorema 5.3.1).
Agora consideremos o caso onde

E(dR) ≤ 2− 1
d
.

Seja {Yn}n∈Z+ um processo de ramificação tal que Y0 = 1 e cuja distribuição
do número de descendentes de um indiv́ıduo satisfaz

P
(

Y =
d(dk − 1)

d− 1

)
= P(R = k) para todo k.

Fixada uma part́ıcula ativa, é como se todas as part́ıculas ativadas por ela
se movessem para a posição da part́ıcula mais distante que foi ativada. E
somente áı realizassem o processo de ativação de novas part́ıculas. Note
que aqui todas as part́ıculas ativadas são descendentes no processo de ram-
ificação. Neste caso, a morte do processo de ramificação implica na morte
do processo Firework Discreto.
Temos:

E(Y ) =
∞∑

k=0

kP(Y = k) =
∞∑

k=1

kP(Y = k) =
∞∑

k=1

d(dk − 1)
d− 1

P
(

Y =
d(dk − 1)

d− 1

)

=
∞∑

k=1

d(dk − 1)
d− 1

P(R = k) =
d

d− 1

[ ∞∑

k=1

dkP(R = k)−
∞∑

k=1

P(R = k)

]
.

Por outro lado

E(dR) =
∞∑

k=0

dkP(R = k) =
∞∑

k=1

dkP(R = k) + P(R = 0).

Assim,

E(Y ) =
d

d− 1
[E(dR)− P(R = 0)− (1− P(R = 0))] =

d

d− 1
[E(dR)− 1].

Agora basta observar que

E(Y ) ≤ 1 ⇐⇒ E(dR) ≤ 2− 1
d
.

Assim, temos a prova para a segunda parte (veja Teorema 5.3.1). ¤
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Corolário 4.1.1.1. Seja um processo Firework Discreto na árvore homogênea
de grau d + 1 d ≥ 2, tal que

P(R = k) = (1− p)pk, k = 0, 1, 2, · · ·

O processo tem probabilidade positiva de sobreviver se

dp2 − 2dp + 1 < 0.

Por outro lado, o processo morre quase certamente se 2pd ≤ 1.
Assim, fixado d, o processo tem probabilidade positiva de sobreviver se

p > 1−
√

1− 1
d
,

e morre quase certamente se

p ≤ 1
2d

.

Por outro lado, fixado p, o processo tem probabilidade positiva de sobreviver
se

d >
1

p(2− p)
,

e morre quase certamente se

d ≤ 1
2p

.

Prova do Corolário 4.1.1.1
Observe que

E(dR) =
∞∑

k=0

dk(1− p)pk =
{ ∞, se dp ≥ 1;

1−p
1−dp , dp < 1.

A condição para morte quase certa implica 1−p
1−dp ≤ 2− 1

d que é equivalente
a p ≤ 1

2d . Por outro lado, a condição para chance positiva de sobrevivência
nos dá 1−p

1−dp > 2 − p donde dp2 − 2dp + 1 < 0 que é satisfeita quando

p > 1−
√

1− 1
d . ¤

Exemplo 4.1.1.1. Seja um processo Firework Discreto na árvore homogênea
de grau 5 tal que

P(R = k) = (1− p)pk, k = 0, 1, 2, · · ·

Temos P(V ) > 0 se p > 2−√3
2 ≈ 0, 1339 e P(V ) = 0 se p < 1

8 = 0, 125.
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Exemplo 4.1.1.2. Seja um processo Firework Discreto na árvore homogênea
de grau 10 tal que

P(R = k) = (1− p)pk, k = 0, 1, 2, · · ·

Temos P(V ) > 0 se p > 3−2
√

2
3 ≈ 0, 05719 e P(V ) = 0 se p < 1

18 ≈ 0, 05556.

Corolário 4.1.1.2. Seja um processo Firework Discreto na árvore homogênea
de grau d + 1, d ≥ 2, tal que

P(R = k) =
e−λλk

k!
, k = 0, 1, 2, · · ·

O processo tem probabilidade positiva de sobreviver se

(eλ)d − eλ − 1 > 0,

e o processo morre quase certamente se

λ(d− 1) ≤ ln
2d− 1

d
.

Fixado λ, o processo tem probabilidade positiva de sobreviver se

d >
1
λ

ln(1 + eλ).

Fixado d, o processo morre quase certamente se

λ ≤ ln d−1

√
2− 1

d
.

Prova do Corolário 4.1.1.2
Observe que

E(dR) =
∞∑

k=0

dk e−λλk

k!
= e−λ

∞∑

k=0

(dλ)k

k!
= eλ(d−1).

A condição para morte quase certa implica eλ(d−1) ≤ 2− 1
d que é equivalente

a λ(d − 1) ≤ ln 2d−1
d . Por outro lado, a condição para chance positiva de

sobrevivência nos dá eλ(d−1) > 1+e−λ que é equivalente a (eλ)d−eλ−1 > 0.
¤



4.1. ÁRVORE HOMOGÊNEA 43

Corolário 4.1.1.3. Seja um processo Firework Discreto na árvore homogênea
de grau d + 1 d ≥ 2, tal que

P(R = k) =
(

n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, 2, · · · , n.

O processo tem probabilidade positiva de sobreviver se

(pd + 1− p)n − (1− p)n > 1,

e o processo morre quase certamente se

d(pd + 1− p)n ≤ 2d− 1.

Fixados p e n, o processo tem probabilidade positiva de sobreviver se

d >
1
p
[ n
√

1 + (1− p)n − 1] + 1.

Fixados d e n, o processo morre quase certamente se

p ≤ 1
(d− 1)

[ n

√
2d− 1

d
− 1].

Prova do Corolário 4.1.1.3
Observe que

E(dR) =
n∑

k=0

dk

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

n∑

k=0

(
n

k

)
(dp)k(1− p)n−k = (dp+1− p)n.

A condição para morte quase certa implica (pd + 1 − p)n ≤ 2 − 1
d que é

equivalente a d(pd + 1 − p)n ≤ 2d − 1. Por outro lado, a condição para
chance positiva de sobrevivência nos dá (dp + 1− p)n > 1 + (1− p)n que é
equivalente a (pd + 1− p)n − (1− p)n > 1. ¤

4.1.2 Limites para a Probabilidade de Sobrevivência

Primeiro provaremos o seguinte Lema:

Lema 4.1.1.1. Considere o processo Firework Discreto numa árvore onde
Mn(v) = dn para todo vértice v. Suponha E(dR) > 1 + P(R = 0). Temos

1− ρ ≤ P(V ) ≤ 1− ψ,
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onde ρ e ψ são soluções de

{
E(ρdR

) + (1− ρ)P(R = 0) = ρ

E(ψ
d

d−1
(dR−1)) = ψ.

Prova do Lema 4.1.1.1
Considere o processo de ramificação {Xn}n∈Z+ definido na prova do Teo-
rema 4.1.1.Temos E(dR) = P(R = 0) + E(X).
Observe que o processo Firework Discreto domina este processo de rami-
ficação. Vamos então obter a probabilidade de extinção para esse processo
de ramificação. Temos que ρ = ϕX(ρ) onde ρ é a probabilidade de extinção
e ϕX é a função geradora de probabilidade de X, isto é, ϕX(s) = E(sX)
(veja Teorema 5.3.1 no apêndice). Logo

ϕX(s) = E(sX) =
∑

k

skP(X = k)

=
∞∑

k=1

sdk
P(X = dk) + s0P(X = 0)

=
∞∑

k=1

sdk
P(X = dk) + P(X = 0)

=
∞∑

k=0

sdk
P(X = dk) + P(X = 0)− sP(R = 0)

= E(sdR
) + (1− s)P(R = 0).

Se ρ = ϕX(ρ), então segue E(ρdR
) + (1− ρ)P(R = 0) = ρ. Pela construção,

P(V C) ≤ ρ donde P(V ) ≥ 1− ρ.

Considere o processo de ramificação {Yn}n∈Z+ definido na prova do Teo-
rema 4.1.1. Temos

E(Y ) =
d

d− 1
[E(dR)− 1]

Observe que o processo Firework Discreto é dominado por este processo
de ramificação. Vamos então obter a probabilidade de extinção para esse
processo de ramificação. Temos que ψ = ϕY (ψ) onde ψ é a probabilidade de
extinção e ϕY é a função geradora de probabilidade de Y , isto é, ϕY (s) =
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E(sY ) (veja Teorema 5.3.1 no apêndice). Logo

ϕY (s) = E(sY ) =
∑

k

skP(Y = k)

=
∞∑

k=0

s
d

d−1
(dk−1)P

(
Y =

d

d− 1
(dk − 1)

)

=
∞∑

k=0

s
d

d−1
(dk−1)P(R = k)

= E
(
s

d
d−1

(dR−1)
)

.

Se ψ = ϕY (ψ), então E
(
ψ

d
d−1

(dR−1)
)

= ψ. Pela construção, P(V C) ≥ ψ

donde P(V ) ≤ 1− ψ. ¤

Teorema 4.1.2. Considere o processo Firework Discreto na árvore ho-
mogênea de grau d + 1. Sejam ρ e ψ satisfazendo




E

(
ρdR

)
+ (1− ρ)P(R = 0) = ρ

E
(
ψ

d
d−1

(dR−1)
)

= ψ.

Então

1−
(
1− ρ

d+1
d

)
P(R = 0)− E

(
ρ

(d+1)
d

dR
)
≤ P(V ) ≤ 1− E

(
ψ

(d+1)
d−1

(dR−1)

)
.

Prova do Teorema 4.1.2
Seja λ a probabilidade de sobrevivência do processo Firework Discreto numa
árvore onde Mn(v) = dn para todo vértice v. Então, pelo Lema 4.1.1.1,
1− ρ ≤ λ ≤ 1− ψ. Escreva

V = V
⋂ [ ∞⋃

k=0

{R0 = k}
]

,

onde R0 é o alcance de explosão da part́ıcula presente na ráız da árvore.
Temos:

P(V ) =
∞∑

k=0

P(V |R0 = k)P(R0 = k).
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Lema 4.1.2.1.

P(V |R0 = k) ≥ 1− (1− λ)(d+1)dk−1
k = 1, 2, · · ·

Prova do Lema 4.1.2.1
Consideraremos a explosão emitida pela part́ıcula na ráız. Se R0 = k, temos
(d+1)dk−1 part́ıculas ativadas e que distam k da ráız. Considere (d+1)dk−1

cópias de árvores cujas ráızes possuem cada uma, uma part́ıcula ativada
nesta primeira explosão. Considere um processo Firework Discreto em cada
uma dessas árvores. Nestes termos, defina os eventos: Vk,i : “ Processo
Firework Discreto relativo a i-ésima árvore sobrevive”. Observe que cada
uma destas árvores tem a propriedade Mn(v) = dn para todo vértice v.
Assim, P(Vk,i) = λ. Logo

P(V |R0 = k) ≥ P



(d+1)dR0−1⋃

i=1

VR0,i|R0 = k




= P




(d+1)dk−1⋃

i=1

Vk,i|R0 = k




= P




(d+1)dk−1⋃

i=1

Vk,i




= 1− P



(d+1)dk−1⋂

i=1

V C
k,i




= 1−
(d+1)dk−1∏

i=1

P(V C
k,i)

= 1−
(d+1)dk−1∏

i=1

(1− λ)

= 1− (1− λ)(d+1)dk−1
.

¤

Lema 4.1.2.2.

P(V |R0 = k) ≤ 1− (1− λ)
(d+1)
d−1

[dk−1] k = 0, 1, · · ·
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Prova do Lema 4.1.2.2
Se R0 = k, temos (d+1)(dk−1)

d−1 part́ıculas ativadas após a emissão de exp-

losão da part́ıcula na ráız. Considere (d+1)(dk−1)
d−1 cópias de árvores cujas

ráızes possuem cada uma, uma part́ıcula ativada nesta primeira explosão.
Considere um processo Firework Discreto em cada uma dessas árvores. A
idéia é que quando uma destas árvores esta imersa em outra, consideraremos
duas árvores distintas com dois processos Fireworks Discreto independentes.
Nestes termos, defina os eventos: Vk,i : “ Processo Firework Discreto rela-
tivo a i-ésima árvore sobrevive”. Observe que cada uma destas árvores tem
a propriedade Mn(v) = dn para todo vértice v. Assim, P(Vk,i) = λ. Logo

P(V |R0 = k) ≤ P




(d+1)
d−1

[dR0−1]⋃

i=1

VR0,i|R0 = k




= P




(d+1)
d−1

[dk−1]⋃

i=1

Vk,i|R0 = k




= P




(d+1)
d−1

[dk−1]⋃

i=1

Vk,i




= 1− P




(d+1)
d−1

[dk−1]⋂

i=1

V C
k,i




= 1−
(d+1)
d−1

[dk−1]∏

i=1

P(V C
k,i)

= 1−
(d+1)
d−1

[dk−1]∏

i=1

(1− λ)

= 1− (1− λ)
(d+1)
d−1

[dk−1].

¤
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Voltemos a prova do Teorema. Do Lema 4.1.2.1 segue

P(V ) =
∞∑

k=0

P(V |R0 = k)P(R0 = k) ≥
∞∑

k=1

[1− (1− λ)(d+1)dk−1
]P(R = k)

≥
∞∑

k=1

[1− ρ(d+1)dk−1
]P(R = k) = 1− P(R = 0)−

∞∑

k=1

[ρ
(d+1)

d
dk

]P(R = k)

= 1− P(R = 0)− E
(
ρ

(d+1)
d

dR
)

+ ρ
(d+1)

d P(R = 0)

= 1−
(
1− ρ

d+1
d

)
P(R = 0)− E

(
ρ

(d+1)
d

dR
)

.

Por outro lado, do Lema 4.1.2.2 segue

P(V ) =
∞∑

k=0

P(V |R0 = k)P(R0 = k) ≤
∞∑

k=0

[
1− (1− λ)

(d+1)
d−1

[dk−1]

]
P(R = k)

≤
∞∑

k=0

[
1− ψ

(d+1)
d−1

[dk−1]

]
P(R = k) = 1−

∞∑

k=0

[
ψ

(d+1)
d−1

[dk−1]

]
P(R = k)

= 1− E
(

ψ
(d+1)
d−1

(dR−1)

)
.

¤
Exemplo 4.1.2.1. Considere o caso onde d = 2 e R ∼ Binomial (4, 1

2).
Então ρ e ψ são, respectivamente, soluções de

{
x16 + 4x8 + 6x4 + 4x2 − 16x + 1 = 0
x30 + 4x14 + 6x6 + 4x2 − 16x + 1 = 0.

Logo ρ = 0,0635146 e ψ = 0,06350850 e portanto, 0,937435919 ≤ P(V ) ≤
0,937435962.

Exemplo 4.1.2.2. Considere o caso onde d = 4 e R ∼ Binomial (4, 1
4).

Então ρ e ψ são, respectivamente, soluções de
{

x256 + 12x64 + 54x16 + 108x4 − 256x + 81 = 0
x340 + 12x84 + 54x20 + 108x4 − 256x + 81 = 0.

Logo ρ = 0, 3208787235 e ψ = 0, 3208787200 e portanto, P(V ) ≈ 0, 682158629.

Corolário 4.1.2.1. Considere o caso onde P(R = 0) = 1−p e P(R = 1) = p.
Então

P(V ) = p
(
1− ψd+1

)

onde ψ é solução de
pψd − ψ + 1− p = 0.
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Prova do Corolário 4.1.2.1.
Segue do Teorema 4.1.2. ¤

Exemplo 4.1.2.3. Tome P(R = 0) = 1− p e P(R = 1) = p, d = 2 e p > 1
2 .

Temos:

P(V ) =
(2p− 1)(p2 − p + 1)

p2
.

Em particular, se p = 6
10 ,P(V ) = 19

45 e se p = 8
10 ,P(V ) = 63

80 .

Exemplo 4.1.2.4. Tome P(R = 0) = 1− p e P(R = 1) = p, d = 3 e p > 1
3 .

Temos:

P(V ) =
3p2 − 2

2p
+

(2− p)
2

√
4
p
− 3.

Em particular, se p = 4
10 ,P(V ) = 0, 2166, se p = 5

10 ,P(V ) = 0, 427, se
p = 8

10 ,P(V ) = 0, 7985 e se p = 9
10 ,P(V ) = 0, 8999.

Exemplo 4.1.2.5. Tome P(R = 0) = 4118
6305 e P(R = 1) = 2187

6305 e d = 8.
Temos:

P(V ) =
19171
56745

≈ 0, 337844.

4.2 Árvore k-periódica

Seja um conjunto de k números inteiros d1, d2, · · · , dk, tais que di ≥ 2
para todo i = 1, 2, · · · k. Chamaremos de árvore k-periódica aquela onde
todo vértice que dista nk + i − 1 da ráız tem grau di + 1 para todo i =
1, 2, · · · k e n inteiro não negativo. Se d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dk, temos uma árvore
k-periódica de graus crescentes. Por outro lado, se d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dk,
temos uma árvore k-periódica de graus decrescentes.

Se desconsideramos na árvore k-periódica um dos ramos que partem da
raiz, isto é, considerarmos a raiz com grau d1 e não com grau d1 +1, teremos
uma árvore quase k-periódica.

Considere uma árvore k-periódica com graus d1 + 1, d2 + 1, · · · , dk + 1,
di ≥ 2 para todo i = 1, 2, · · · k. Apresentaremos a seguir algumas quanti-
dades úteis para a prova dos resultados desta seção.

Definição 4.2.0.1. Definimos a quantidade

d(i) := o i-ésimo menor dos di.
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Definição 4.2.0.2. Definimos as variáveis aleatórias indicadoras

Ii :=
{

1, se R = kn + i para algum n inteiro não negativo;
0, caso contrário.

Definição 4.2.0.3. Definimos a média geométrica dos valores d1, d2, · · · , dk

G := k

√√√√
k∏

j=1

dj .

Definição 4.2.0.4. Definimos as quantidades

c0 := 1 e ci :=

∏i
j=1 d(j)

k

√∏k
j=1(dj)i

=

∏i
j=1 d(j)

Gi
, i = 1, · · · , k − 1.

O valor ci é o quociente entre o produto dos i menores valores no conjunto
{d1, d2, · · · , dk} pela i-ésima potência da média geométrica entre eles.

Definição 4.2.0.5. Definimos as quantidades

c̄0 := 1 e c̄i :=

∏i
j=1 d(k+1−j)

k

√∏k
j=1(dj)i

=

∏i
j=1 d(k+1−j)

Gi
, i = 1, · · · , k − 1.

O valor c̄i é o quociente entre o produto dos i maiores valores no conjunto
{d1, d2, · · · , dk} pela i-ésima potência da média geométrica entre eles.

Definição 4.2.0.6. Definimos as quantidades

xn,i :=
k∏

j=1

(dj)n
i∏

j=1

d(j). Em particular, xn,0 :=
k∏

j=1

(dj)n.

Considere o Processo Firework Discreto na árvore k-periódica de graus cres-
centes d(1) +1, d(2) +1, · · · , d(k) +1. Seja v 6= O um vértice de grau d(1) +1.
Se a part́ıcula deste vértice causa uma explosão de alcance nk + i, xn,i é o
numero de part́ıculas atingidas por esta explosão e que distam nk + i de v.

Lema 4.2.0.3. Considere uma árvore k-periódica com graus d1 + 1, d2 +
1, · · · , dk + 1, di ≥ 2 para todo i = 1, 2, · · · k. Suponha que uma part́ıcula
num vértice v 6= O é atingida e emite uma explosão de raio Rv = nk + i.
Seja sn,i o numero de part́ıculas atingidas por esta explosão e que distam
nk + i de v. Então

sn,i ≥ xn,i
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Prova do Lema 4.2.0.3
Basta observar que com os valores d1, d2, · · · , dk é posśıvel obter k! diferentes
árvores quase k-periódicas. Se olharmos para a j-ésima geração de cada uma
delas, a árvore que terá menos descendentes nessa geração é aquela cujos
graus são, respectivamente, d(1) + 1, d(2) + 1, · · · , d(k) + 1. ¤

Definição 4.2.0.7. Definimos as quantidades

x̄n,i :=
k∏

j=1

(dj)n
i∏

j=1

d(k+1−j). Em particular, x̄n,0 :=
k∏

j=1

(dj)n.

Considere o Processo Firework Discreto na árvore k-periódica de graus de-
crescentes d(k) + 1, d(k−1) + 1, · · · , d(1) + 1. Seja v 6= O um vértice de grau
d(k) + 1. Se a part́ıcula deste vértice causa uma explosão de alcance nk + i,
x̄n,i é o numero de part́ıculas atingidas por esta explosão e que distam nk+ i
de v.

Lema 4.2.0.4. Considere uma árvore k-periódica com graus d1 + 1, d2 +
1, · · · , dk + 1, di ≥ 2 para todo i = 1, 2, · · · k. Suponha que uma part́ıcula
num vértice v 6= O é atingida e emite uma explosão de raio Rv = nk + i.
Seja s̄n,i o numero de part́ıculas atingidas por esta explosão e que distam
nk + i de v. Então

s̄n,i ≤ x̄n,i

Prova do Lema 4.2.0.4
Basta observar que com os valores d1, d2, · · · , dk é posśıvel obter k! diferentes
árvores quase k-periódicas. Se olharmos para a j-ésima geração de cada uma
delas, a árvore que terá mais descendentes nessa geração é aquela cujos graus
são, respectivamente, d(k) + 1, d(k−1) + 1, · · · , d(1) + 1. ¤

Definição 4.2.0.8. Definimos as quantidades

yn,i :=
(d(1))nk+i − 1

(d(1))nk+i−1[d(1) − 1]
. Em particular, y0,0 := 0.

Lema 4.2.0.5. Considere uma árvore k-periódica com graus d1 + 1, d2 +
1, · · · , dk + 1, di ≥ 2 para todo i = 1, 2, · · · k. Suponha que uma part́ıcula
num vértice v 6= O é atingida e emite uma explosão de raio Rv = nk + i.
Seja tn,i o numero de part́ıculas atingidas por esta explosão. Então

tn,i ≤ byn,ix̄n,ic.
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Prova do Lema 4.2.0.5
Do Lema 4.2.0.4 temos que o numero de part́ıculas atingidas por esta exp-
losão e que distam nk + i de v é no máximo x̄n,i. Logo

tn,i ≤
⌊
x̄n,i +

x̄n,i

d(1)
+

x̄n,i

(d(1))2
+ · · ·+ x̄n,i

(d(1))nk+i−1

⌋
=

⌊
(d(1))nk+i − 1

(d(1))nk+i−1[d(1) − 1]
x̄n,i

⌋
.

¤

4.2.1 Condições gerais para sobrevivência

Teorema 4.2.1. Seja um processo Firework Discreto na árvore k-periódica
com graus d1 + 1, d2 + 1, · · · , dk + 1, di ≥ 2, tal que

P(R = 0) /∈ {0, 1}.
Se

k−1∑

i=0

ciE
[
GRIi

]
> 1 + P(R = 0),

então o processo sobrevive com probabilidade positiva. Se

k−1∑

i=0

c̄iE
[(

1− 1
(d(1))R

)
GRIi

]
≤ 1− 1

d(1)
,

então o processo morre quase certamente.

Prova do Teorema 4.2.1
Na prova desconsideramos um dos ramos que partem da raiz. Isto é, consi-
deramos a raiz com grau d1 e não com grau d1 +1. Chamaremos essa árvore
de quase k periódica. As condições de sobrevivência não se alteram.
Suponha

k−1∑

i=0

ciE
[
GRIi

]
> 1 + P(R = 0).

Vamos definir um processo de ramificação {Xn}n∈Z+ com X0 = 1 e com a
distribuição do número de descendentes de um indiv́ıduo satisfazendo:

P(X = xn,i) = P(R = nk + i) se nk + i 6= 0 e
P(X = 0) = P(R = 0).

Assim, X toma valores no conjunto {0, d(1), d(1)d(2), d(1)d(2)d(3) · · · , d(1)d(2)...d(k),
d(1)d(2)...d(k)d(1), · · · (d(1)...d(k))2, (d(1)...d(k))2.d(1), · · · }. Do Lema 4.2.0.3 segue
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que a sobrevivência do processo de ramificação assim descrito implica na so-
brevivência do processo Firework Discreto.

Temos:

E(X) =
∞∑

n=1

xn,0P(X = xn,0) +
k−1∑

i=1

∞∑

n=0

xn,iP(X = xn,i)

=
∞∑

n=1

xn,0P(R = nk) +
k−1∑

i=1

∞∑

n=0

xn,iP(R = nk + i)

=
k−1∑

i=0

ci

∞∑

n=0

k∏

j=1

( k
√

dj)nk+iP(R = nk + i)− P(R = 0)

= E[GRI0] +
k−1∑

i=1

ciE[GRIi]− P(R = 0)

=
k−1∑

i=0

ciE[GRIi]− P(R = 0).

Por fim a condição

k−1∑

i=0

ciE
[
GRIi

]
> 1 + P(R = 0)

nos dá
E(X) > 1,

donde o processo sobrevive com probabilidade positiva (veja Teorema 5.3.1).
Agora consideremos o caso onde

k−1∑

i=0

ciE
[(

1− 1
(d(1))R

)
GRIi

]
≤ 1− 1

d(1)
.

Seja {Yn}n∈Z+ um processo de ramificação tal que Y0 = 1 e cuja distribuição
do número de descendentes de um indiv́ıduo satisfaz

P(Y = byn,ix̄n,ic) = P(R = nk + i), i = 0, 1, 2, · · · , k − 1.

Do Lema 4.2.0.5 segue que a não sobrevivência do processo de ramificação
descrito implica na não sobrevivência do processo Firework Discreto.
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E(X) ≤
∞∑

n=1

yn,0x̄n,0P(X = byn,0x̄n,0c}) +
k−1∑

i=1

∞∑

n=0

yn,ix̄n,iP(X = byn,ix̄n,ic)

=
∞∑

n=1

yn,0x̄n,0P(R = nk) +
k−1∑

i=1

∞∑

n=0

yn,ix̄n,iP(R = nk + i)

=
d(1)

[d(1) − 1]

∞∑

n=1

(d(1))nk − 1
(d(1))nk

x̄n,0P(R = nk)+

d(1)

[d(1) − 1]

k−1∑

i=1

∞∑

n=0

(d(1))nk+i − 1
(d(1))nk+i

x̄n,iP(R = nk + i)

=
d(1)

[d(1) − 1]

∞∑

n=1

(d(1))nk − 1
(d(1))nk

k∏

j=1

( k
√

dj)nkP(R = nk)+

d(1)

[d(1) − 1]

k−1∑

i=1

c̄i

∞∑

n=0

(d(1))nk+i − 1
(d(1))nk+i

k∏

j=1

( k
√

dj)nk+iP(R = nk + i)

=
d(1)

[d(1) − 1]
E

[(
1− 1

(d(1))R

)
GRI0

]
+

k−1∑

i=1

c̄iE
[(

1− 1
(d(1))R

)
GRIi

]

=
d(1)

[d(1) − 1]

k−1∑

i=0

c̄iE
[(

1− 1
(d(1))R

)
GRIi

]
.

Por fim, a condição

k−1∑

i=0

c̄iE
[(

1− 1
(d(1))R

)
GRIi

]
≤ 1− 1

d(1)

nos dá
E(X) ≤ 1,

donde o processo morre quase certamente (veja Teorema 5.3.1). ¤
Exemplo 4.2.1.1. Seja um processo Firework Discreto na árvore periódica
com d1 = 4 e d2 = 9 tal que

P(R = j) = (1− p)pj , j = 0, 1, 2, · · ·
Temos P(V ) > 0 se 36p3 − 68p2 − 4p + 1 < 0. Para tal, basta tomar
p > 0, 0973. Por outro lado, P(V ) = 0 se (1−p)(9p+1)

(1−6p)(1+6p) −
(1−p)(9p+4)
(2−3p)(2+3p) ≤ 3

4 .
Para tal, basta tomar p ≤ 0, 0695.
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4.2.2 Limites para a Probabilidade de Sobrevivência

Primeiro provaremos o seguinte Lema:

Lema 4.2.1.1. Considere o processo Firework Discreto numa árvore quase
periódica de graus d1 + 1, d2 + 1, · · · , dk + 1, di ≥ 2 para todo i = 1, 2, · · · k.
Suponha

k−1∑

i=0

ciE
[
GRIi

]
> 1 + P(R = 0).

Temos

1− ρ ≤ P(V ) ≤ 1− ψ,

onde ρ e ψ são soluções de

k−1∑

i=0

E
[
ρciG

R
Ii

]
+ (1− ρ)P(R = 0) = ρ

k−1∑

i=0

E
[
ψbc̄ih(R)cIi

]
= ψ

com h(R) =
[dR

(1) − 1]

dR−1
(1) [d(1) − 1]

GR.

Prova do Lema 4.2.1.1
Considere o processo de ramificação {Xn}n∈Z+ definido na prova do Teo-
rema 4.2.1. Observe que o processo Firework Discreto domina este pro-
cesso de ramificação. Vamos então obter a probabilidade de extinção para
esse processo de ramificação. Temos que ρ = ϕX(ρ) onde ρ é a probabili-
dade de extinção e ϕX é a função geradora de probabilidade de X, isto é,
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ϕX(s) = E(sX) (veja Teorema 5.3.1 no apêndice). Logo

ϕX(s) =E(sX) =
∑

k

skP(X = k) = s0P(X = 0) +
∞∑

n=1

sxn,0P(X = xn,0)+

k−1∑

i=1

∞∑

n=0

sxn,iP(X = xn,i) = P(R = 0) +
∞∑

n=1

sxn,0P(R = nk)+

k−1∑

i=1

∞∑

n=0

sxn,iP(R = nk + i) = P(R = 0) +
∞∑

n=1

sGnk
P(R = nk)+

k−1∑

i=1

∞∑

n=0

sciG
nk+i

P(R = nk + i) = P(R = 0)− sP(R = 0)+

k−1∑

i=0

∞∑

n=0

sciG
nk+i

P(R = nk + i) = (1− s)P(R = 0) +
k−1∑

i=0

E
[
scig

R
Ii

]
.

Se ρ = ϕX(ρ), então segue
∑k−1

i=0 E
[
ρciG

R
Ii

]
+ (1 − ρ)P(R = 0) = ρ. Pela

construção, P(V C) ≤ ρ donde P(V ) ≥ 1− ρ.
Por outro lado, considere o processo de ramificação {Yn}n∈Z+ definido na
prova do Teorema 4.2.1. Observe que o processo Firework Discreto é domi-
nado por este processo de ramificação. Vamos então obter a probabilidade
de extinção para esse processo de ramificação. Temos que ψ = ϕY (ψ) onde
ψ é a probabilidade de extinção e ϕY é a função geradora de probabilidade
de Y , isto é, ϕY (s) = E(sY ) (veja Teorema 5.3.1 no apêndice). Logo

ϕY (s) =E(sY ) =
∑

k

skP(Y = k) =
k−1∑

i=0

∞∑

n=0

sbyn,ix̄n,icP (Y = yn,ix̄n,i)

=
k−1∑

i=0

∞∑

n=0

sbyn,ix̄n,icP (R = nk + i)

=
k−1∑

i=0

∞∑

n=0

sbyn,iG
nk+ic̄icP (R = nk + i)

k−1∑

i=0

E
[
sbc̄ih(R)cIi

]
.

Se ψ = ϕY (ψ), então
∑k−1

i=0 E
[
ψbc̄ih(R)cIi

]
) = ψ. Pela construção, P(V C) ≥

ψ donde P(V ) ≤ 1− ψ. ¤
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Teorema 4.2.2. Considere o processo Firework Discreto numa árvore periódica
de graus d1 + 1, d2 + 1, · · · , dk + 1, di ≥ 2 para todo i = 1, 2, · · · k. Suponha

k−1∑

i=0

ciE
[
GRIi

]
> 1 + P(R = 0).

Sejam ρ e ψ satisfazendo

k−1∑

i=0

E
[
ρciG

R
Ii

]
+ (1− ρ)P(R = 0) = ρ

k−1∑

i=0

E
[
ψbc̄ih(R)cIi

]
= ψ

com h(R) =
[dR

(1) − 1]

dR−1
(1) [d(1) − 1]

GR.

Então

P(V ) ≥ 1−
(

1− ρ
1+ 1

d(1)

)
P(R = 0)−

k−1∑

i=0

E


ρ

ci

(
1 +

1
d(1)

)
GR

Ii


 e

P(V ) ≤ 1−
k−1∑

i=0

E


ψ

⌊
c̄i

(
1 +

1
d(k)

)
h(R)

⌋

Ii


 .

Prova do Teorema 4.2.2
Escreva

V = V
⋂ [ ∞⋃

k=0

{R0 = k}
]

,

onde R0 é o alcance de explosão da part́ıcula presente na ráız da árvore.
Temos:

P(V ) =
∞∑

k=0

P(V |R0 = k)P(R0 = k).

Lema 4.2.2.1.

P(V |R0 = nk + i) ≥ 1− ρ

xn,i(d(1)+1)

d(1) i = 1, 2, · · ·
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Prova do Lema 4.2.2.1
Consideraremos a explosão emitida pela part́ıcula na ráız. Se R0 = nk + i,
temos pelo menos xn,i(d(1)+1)

d(1)
part́ıculas ativadas e que distam k da ráız.

Considere xn,i(d(1)+1)

d(1)
árvores cuja ráız possui uma part́ıcula ativada nesta

primeira explosão. Considere um processo Firework Discreto em cada uma
dessas árvores. Nestes termos, defina os eventos: Vnk+i,j : “ Processo
Firework Discreto relativo a j-ésima árvore sobrevive”. Observe que cada
uma destas árvores está imersa em uma árvore quase periódica de graus
d1 +1, d2 +1, · · · , dk +1, di ≥ 2 para todo i = 1, 2, · · · k. Assim, P(Vnk+i,j) ∈
[1− ρ, 1− ψ]. Logo

P(V |R0 = nk + i) ≥ P




xR0
(d(1)+1)

d(1)⋃

j=1

VR0,j |R0 = nk + i




= P




xn,i(d(1)+1)

d(1)⋃

j=1

Vnk+i,j |R0 = nk + i




= P




xn,i(d(1)+1)

d(1)⋃

j=1

Vnk+i,j




= 1− P




xn,i(d(1)+1)

d(1)⋂

j=1

(Vnk+i,j)C




= 1−

xn,i(d(1)+1)

d(1)∏

j=1

P
(
(Vnk+i,j)C

)

= 1−

xn,i(d(1)+1)

d(1)∏

j=1

ρ = 1− ρ

xn,i(d(1)+1)

d(1) .

¤
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Lema 4.2.2.2.

P(V |R0 = nk + i) ≤ 1− ψ
b yn,ix̄n,i(d(k)+1)

d(k)
c

i = 0, 1, · · ·

Prova do Lema 4.2.2.2
Se R0 = nk + i, temos menos que byn,ix̄n,i(d(k)+1)

d(k)
c part́ıculas ativadas após a

emissão de explosão da part́ıcula na ráız. Considere byn,ix̄n,i(d(k)+1)

d(k)
c árvores

cuja ráız possui uma part́ıcula ativada nesta primeira explosão. Considere
um processo Firework Discreto em cada uma dessas árvores. Quando uma
destas árvores esta imersa em outra, consideraremos duas árvores distintas
com dois processos Fireworks Discreto independentes. Nestes termos, defina
os eventos: Vnk+i,j : “ Processo Firework Discreto relativo a j-ésima árvore
sobrevive”. Observe que cada uma destas árvores está imersa em uma árvore
quase periódica de graus d1 + 1, d2 + 1, · · · , dk + 1, di ≥ 2 para todo i =
1, 2, · · · k. Assim, P(Vnk+i,j) ∈ [1− ρ, 1− ψ]. Logo

P(V |R0 = nk + i) ≤ P




b yR0
x̄R0

(d(k)+1)

d(k)
c

⋃

j=1

VR0,j |R0 = nk + i




= P




b yn,ix̄n,i(d(k)+1)

d(k)
c

⋃

j=1

Vnk+i,j |R0 = nk + i




= P




b yn,ix̄n,i(d(k)+1)

d(k)
c

⋃

j=1

Vnk+i,j




= 1− P




b yn,ix̄n,i(d(k)+1)

d(k)
c

⋂

j=1

(Vnk+i,j)C




= 1−
b yn,ix̄n,i(d(k)+1)

d(k)
c

∏

j=1

P((Vnk+i,j)C)
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= 1−
b yn,ix̄n,i(d(k)+1)

d(k)
c

∏

j=1

ψ

= 1− ψ
b yn,ix̄n,i(d(k)+1)

d(k)
c
.

¤
Voltemos a prova do Teorema. Do Lema 4.2.2.1 segue

P(V ) =
∞∑

j=0

P(V |R0 = j)P(R0 = j) =
k−1∑

i=0

∞∑

n=0

P(V |R0 = nk + i)P(R0 = nk + i)

=
∞∑

n=1

P(V |R0 = nk)P(R0 = nk) +
k−1∑

i=1

∞∑

n=0

P(V |R0 = nk + i)P(R0 = nk + i)

≥
∞∑

n=1

[1− ρ

xn,0(d(1)+1)

d(1) ]P(R = nk) +
k−1∑

i=1

∞∑

n=0

[1− ρ

xn,i(d(1)+1)

d(1) ]P(R = nk + i)

=1− P(R = 0) + ρ

d(1)+1

d(1) P(R = 0)−
k−1∑

i=0

∞∑

n=0

ρ

xn,i(d(1)+1)

d(1) P(R = nk + i)

=1−
(

1− ρ

d(1)+1

d(1)

)
P(R = 0)−

k−1∑

i=0

∞∑

n=0

ρ
ci

(d(1)+1)

d(1)
Gnk+i

P(R = nk + i)

=1−
(

1− ρ

d(1)+1

d(1)

)
P(R = 0)−

k−1∑

i=0

E

[
ρ

ci

(d(1)+1)

d(1)
GR

Ii

]
.

Do Lema 4.2.2.2 segue

P(V ) =
∞∑

j=0

P(V |R0 = j)P(R0 = j)

≤
k−1∑

i=0

∞∑

n=0

[
1− ψ

b yn,ix̄n,i(d(k)+1)

d(k)
c
]
P(R = nk + i)

= 1−
k−1∑

i=0

∞∑

n=0

[
ψ
b yn,ix̄n,i(d(k)+1)

d(k)
c
]
P(R = nk + i)

= 1−
k−1∑

i=0

E


ψ

⌊
c̄i

(
1 +

1
d(k)

)
h(R)

⌋

Ii


 .
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¤

Exemplo 4.2.2.1. Seja um processo Firework Discreto na árvore 4-periódica
com d1 = 2, d2 = 3, d3 = 4 e d4 = 5 tal que

P(R = j) =
(

4
j

) (
1
4

)j (
3
4

)4−j

, j = 0, 1, 2, 3, 4.

Temos 0, 660963502 ≤ P(V ) ≤ 0, 683159352.

4.3 Árvore Esfericamente Simétrica

Uma árvore esfericamente simétrica é aquela onde vértices equidistantes
da raiz têm o mesmo grau. Uma árvore deste tipo pode ser obtida a partir
de uma seqüência de inteiros positivos n1, n2, · · · da seguinte forma. A raiz
O tem n1 sucessores, cada um destes n1 sucessores tem n2 sucessores e assim
por diante.

Considere o processo Firework Discreto na árvore esfericamente simétrica.
Em [2], os autores encontram condições de sobrevivência para o caso onde
os alcances têm distribuição geométrica.

Seja u ≤ v, defina o evento Vu,v: “ Processo partindo de u atinge v”.
Fixado n, defina os conjuntos aleatórios

Xn
0 := {O} e para j = 1, 2, · · ·

Xn
j :=

⋃

u∈Xn
j−1

{v ∈ ∂T u
n : Vu,v ocorre. }

Agora, para todo j = 0, 1, 2, · · · defina as variáveis aleatórias

Zn
j := |Xn

j |.

Logo, para todo n ≥ 1 fixado, (Zn
j )j≥0 é um processo de ramificação cuja

sobrevivência implica na sobrevivência do processo Firework Discreto.

Lema 4.3.0.3. Para o processo (Zn
j )j≥0, o número médio de descendentes

de um indiv́ıduo da j-ésima geração satisfaz

µj := µn
j = Mn(v).ρn,

onde |v| = jn e ρn = P(Vu,w), tal que |u|+ n = |w| e u ≤ w.
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Prova do Lema 4.3.0.3
Fixados j e n:

∂T v
n = {u1, u2, · · · , uMn(v)}.

Temos

Zn
j =

Mn(v)∑

i=1

I{Vv,ui}.

Logo

µn
j = E(Zn

j ) = E




Mn(v)∑

i=1

I{Vv,ui}


 =

Mn(v)∑

i=1

E(I{Vv,ui}) =
Mn(v)∑

i=1

P(Vv,ui) = Mn(v).ρn.

¤

Proposição 4.3.0.1. Numa árvore esfericamente simétrica, o processo Fire-
work Discreto sobrevive com probabilidade positiva se

lim
n→∞

n
√

ρn > e - dim inf ∂T .

Prova da Proposição 4.3.0.1
Suponha dim inf ∂T > 0. Logo, para todo α ∈ (0,dim inf ∂T ) existe
N = N(α) tal que para todo n ≥ N

min
v∈V

1
n

ln Mn(v) > α

donde
Mn(v) ≥ eαn para todo v ∈ V e n ≥ N.

Por outro lado, um processo de ramificação em meios variáveis é uni-
formemente supercŕıtico se

lim inf
j→∞

µj > 1 (veja apêndice).

Do Lema 4.3.0.3 temos para n ≥ N

lim inf
j→∞

µj ≥ eαnρn = (eα n
√

ρn)n

Além disso, observe que
Zn

j

E(Zn
j ) ≤ 1

ρn
. Logo, o processo sobrevive com prob-

abilidade positiva se

lim
n→∞ eα n

√
ρn > 1, isto é, se lim

n→∞
n
√

ρn > e−α (veja Teorema 5.4.1 no apêndice).
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Como isto vale para todo α ∈ (0,dim inf ∂T ), a condição

lim
n→∞

n
√

ρn > e - dim inf ∂T

garante sobrevivência com probabilidade positiva. ¤

Corolário 4.3.0.1. Considere o processo Firework Discreto na árvore es-
fericamente simétrica com as variáveis aleatórias R seguindo uma lei de
potência, isto é,

P(R = k) =
Zα

(k + 1)α
para k = 0, 1, · · · ,

onde Zα é uma constante de normalização e α > 1. O processo sobrevive
com probabilidade positiva se

dim inf ∂T > 0.

Prova do Corolário 4.3.0.1
Observe que

ρn ≥ P(R ≥ n) =
∞∑

k=n

Zα

(k + 1)α
=

∞∑

j=n+1

Zα

jα
≥

∫ ∞

n+1

Zα

xα
dx =

Zα

(α− 1)(n + 1)α−1
.

A desigualdade acima segue do teste da integral.
Agora observe que se dim inf ∂T > 0, temos

lim
n→∞

n
√

ρn ≥ lim
n→∞

n

√
Zα

(α− 1)
1

(n + 1)α−1
= 1 > edim inf ∂T

A Proposição 4.3.0.1 nos garante o resultado desejado. ¤

Teorema 4.3.1. O processo Firework Discreto na árvore esfericamente
simétrica sobrevive com probabilidade positiva se

lim
n→∞

n

√√√√
n−1∏

i=0

[1−
i∏

j=0

P(R < j + 1)] > e - dim inf ∂T .

Prova do Teorema 4.3.1
Considere o processo Firework simples sobre Z. Neste, seja Vn o evento :
“Part́ıcula no vértice n é ativada”. Note que

P(Vn) = ρn.

¤
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Corolário 4.3.1.1. Seja o processo Firework Discreto na árvore esferica-
mente simétrica. Se P(R > k) = 0, então o processo sobrevive com proba-
bilidade positiva se

k∏

j=1

P(R < j) < 1− e - dim inf ∂T .

Prova do Corolário 4.3.1.1

n

√√√√
n−1∏

i=0

[1−
i∏

j=0

P(R < j + 1)] = [1−
k∏

j=1

P(R < j)] n

√√√√
∏k−1

i=0 [1−∏i
j=0 P(R < j + 1)]

(1−∏k
j=1 P(R < j))k

→ 1−
k∏

j=1

P(R < j), quando n →∞.

¤

Exemplo 4.3.1.1. Seja um processo Firework Discreto na árvore esferica-
mente simétrica tal que P(R = 0) = 1 − p e P(R = 1) = p. O processo
sobrevive com probabilidade positiva se

p > e - dim inf ∂T isto é, se dim inf ∂T > ln
1
p
.

Em particular, se considerarmos o processo numa árvore k-periódica de graus
d1, d2, · · · , dk, o processo sobrevive com probabilidade positiva se

G >
1
p
,

onde

G = k

√√√√
k∏

i=1

di

é a média geométrica dos valores d1, d2, · · · , dk.

Exemplo 4.3.1.2. Seja um processo Firework Discreto na árvore esferica-
mente simétrica tal que P(R = 0) = p, P(R = 1) = q e P(R = 2) = r. O
processo sobrevive com probabilidade positiva se

dim inf ∂T > ln
1

[1− p(p + q)]
.



Caṕıtulo 5

Apêndice

5.1 Resultados básicos

Lema 5.1.0.1. Desigualdade de FKG
Sejam X e Y duas variáveis aleatórias crescentes e limitadas em Ω. Então

E(XY ) ≥ E(X)E(Y )

Em particular se A e B forem eventos crescentes, então

P(A ∩B) ≥ P(A)P(B).

Prova do Lema 5.1.0.1
Ver [7] páginas 14 e 15. ¤

Lema 5.1.0.2. Se {ak} é uma sequência de números reais em (0, 1) então

∞∏

k=1

(1− ak) > 0 ⇔
∞∑

k=1

ak < ∞.

Prova do Lema 5.1.0.2
Usando 1− ak < e−ak temos

∞∏

k=1

(1− ak) ≤ exp

{
−

∞∑

k=1

ak

}
.

Logo
∞∏

k=1

(1− ak) = 0 se
∞∑

k=1

ak = ∞.

65
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Por outro lado, para qualquer ε > 0 fixado, se
∞∑

k=1

ak < ∞ então
∞∑

k=n0

ak < ε

para algum n0 ∈ N. Logo:

∞∏

k=1

(1− ak) =
n0−1∏

k=1

(1− ak)
∞∏

k=n0

(1− ak) ≥
n0−1∏

k=1

(1− ak)


1−

∞∑

k=n0

ak


 >

(1− ε)
n0−1∏

k=1

(1− ak) > 0.

¤

Lema 5.1.0.3. Teste de Raabe
Dada uma série de termos positivos an. Seja

L = lim
n→∞n

(
an

an+1
− 1

)
.

Se L > 1 então
∞∑

n=1

an < ∞.

Se L < 1 então
∞∑

n=1

an = ∞.

Se L = 1 e existe N tal que, n > N ⇒ n

(
an

an+1
− 1

)
< 1 então

∞∑

n=1

an = ∞.

Prova do Lema 5.1.0.3
Ver [1]. ¤

5.2 Generalização do Lema de Borel-Cantelli

O Lema de Borel-Cantelli é um importante resultado da teoria da proba-
bilidade. Este resultado diz o seguinte: se A1, A2, · · · é uma sequência de
eventos sobre um mesmo espaço de probabilidade e

∞∑

n=1

P(An) < ∞
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então

P
(

lim sup
n→∞

An

)
= 0;

se A1, A2, · · · é uma sequência de eventos independentes sobre um mesmo
espaço de probabilidade e

∞∑

n=1

P(An) = ∞

então

P
(

lim sup
n→∞

An

)
= 1.

Aqui

lim sup
n→∞

An =
∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

Ak

é o evento An infinitas vezes.

Nos últimos anos muito esforço foi devotado para enfraquecer a condição
de independência. Dentre alguns resultados obtidos apresentamos o seguinte:

Teorema 5.2.1. Seja A1, A2, · · · uma sequência de eventos satisfazendo

∞∑

n=1

P(An) = ∞

e
P(Ak ∩Aj) ≤ P(Ak)P(Aj)

para todo k e j suficientemente grande e k 6= j. Então

P
(

lim sup
n→∞

An

)
= 1.

Prova do Teorema 5.2.1
A prova deste resultado pode ser encontrada em [14].

5.3 Processos de Galton-Watson

Um processo de Galton-Watson ( processo de ramificação ) é uma Cadeia
de Markov {Zn}n≥0 sobre os inteiros não-negativos. Sua função de transição
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é especificada por uma lei de probabilidade {pk, k = 0, 1, · · · }, pk ≥ 0,∑
pk = 1 com

Pij = P[Zn+1 = j|Zn = i] =
{

p∗ij , se i ≥ 1, j ≥ 0
δ0j , se i = 0, j ≥ 0

onde

p∗ij =
∑

j1+j2+···+ji=j

pj1pj2 · · · pji .

Podemos escrever

Zn+1 =
Zn∑

i=1

Xn
i

onde as variáveis aleatórias Xn
i são independentes e além disso identicamente

distribúıdas como uma variável aleatória X. Podemos pensar esse processo
como a quantidade de descendentes de uma população ao longo de gerações.
Assim, se Z0 = 1 então temos na geração inicial um único indiv́ıduo. Se
Z1 = k, então o individuo inicial teve k descendentes e nesse caso, a segunda
geração terá X1 + X2 + · · · + Xk descendentes e assim por diante. Nessa
vertente é bom ressaltar que a distribuição de probabilidade do número de
descendentes de um indiv́ıduo é a mesma para todos os indiv́ıduos.

Dizemos que o processo de Galton-watson se extingue se Zn = 0 para
algum n. Seja

q = P
(

lim
n→∞Zn = 0

)
.

Teorema 5.3.1. Para um processo de ramificação {Zn}n≥0 temos

1. q = 1 se E(X) < 1,

2. q < 1 se E(X) > 1,

3. q < 1 se E(X) = 1 e P(X = 1) < 1.

Além disso, se ϕX é a função geradora de probabilidade de X, isto é,

ϕX(s) := E
(
sX

)

então a probabilidade de extinção q é a menor solução em [0,1] de q = ϕX(q).

Prova do Teorema 5.3.1
A prova deste teorema bem como teoria e outros resultados importantes
sobre processos de Galton-Watson podem ser encontrados em [8] ou [13].
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5.4 Processos de Galton-Watson em Meios Aleatórios

Um processo de Galton-Watson em meio aleatório é uma generalização
do processo de Galton-Watson onde a distribuição do número de descen-
dentes depende do número da geração. Assim, se Zj é o número de in-
div́ıduos na j-ésima geração então

Zj+1 =
Zj∑

i=1

Xj,i, j ≥ 0,

onde (Xj,i)i são cópias independentes e identicamente distribúıdas de Xj .
O ı́ndice j indica que a distribuição de Xj depende do número j que indica
a geração.

Considere um processo de Galton-Watson em meio aleatório começando
com um único indiv́ıduo, isto é, Z0 = 1. Suponha que o número médio de
descendentes é finito e positivo, ou seja, 0 < E(Xj) < ∞, para todo j ≥ 0.

Seja µj := E(Xj) e mj = E(Zj). Temos m0 = 1 e

mj =
j−1∏

i=0

µi, para j ≥ 1.

De fato,

E(Zj |Zj−1 = k) = E

(
k∑

i=1

Xj−1,i|Zj−1 = k

)
=

k∑

i=1

E(Xj−1,i) = kµj−1

donde mj = E(Zj) = µj−1E(Zj−1).
Para obter um resultado para a probabilidade de extinção deste processo

vamos impor uma condição sobre o crescimento das médias. Para isto,
dizemos que o processo é uniformemente supercŕıtico se existem constantes
a > 0 e c > 1 tais que

j+i−1∏

k=i

µk ≥ acj ,

para todo i ≥ 0 e j ≥ 0. Isto vale, por exemplo, sempre que

lim inf
j→∞

µj > c > 1.
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Por outro lado, é preciso controlar o comportamento caudal das variáveis
aleatórias Xj . Nós dizemos que a sequência Xj é dominada pela variável
aleatória X se para cada j,

P(Xj > x) ≤ P(X > x), para todo x.

Por fim, denotamos a probabilidade de extinção do processo por q, ou seja,

q = P
(

lim
j→∞

Zj = 0
)

.

Teorema 5.4.1. Se o processo é uniformemente supercŕıtico e a sequência
Xj

µj
é dominada por uma variável X com E(X) < ∞ então q ≤ η < 1, com

η dependendo somente de a, c, e X.

Prova do Teorema 5.4.1
A prova deste teorema bem como teoria e outros resultados importantes so-
bre processos de Galton-Watson em meios aleatórios podem ser encontrados
em [6].
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