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Resumo

Definimos, a partir de uma particao de um intervalo limitado da reta real formada por subin-
tervalos, uma distribuicao a prior: sobre uma classe de densidades em relagao a medida de
Lebesgue construindo uma densidade aleatéria cujas realizagoes sao fungoes simples nao nega-
tivas que assumem um valor constante em cada subintervalo da particao e possuem integral
unitaria. Utilizamos tais densidades aleatorias simples na analise bayesiana de um conjunto de
observaveis absolutamente continuos e provamos que a distribuicao a priori é fechada sob amos-
tragem. Exploramos as distribuicoes a priori e a posterior: via simulagoes estocasticas e obtemos
solugoes bayesianas para o problema de estimacao de densidade. Os resultados das simulacoes
exibem o comportamento assintotico da distribuicao a posteriori quando crescemos o tamanho
das amostras dos dados analisados. Quando a particao nao é conhecida a priori, propomos um
critério de escolha a partir da informagao contida na amostra. Apesar de a esperanca de uma
densidade aleatéria simples ser sempre uma densidade descontinua, obtemos estimativas suaves
resolvendo um problema de decisao em que os estados da natureza sao realizacoes da densidade

aleatoria simples e as agoes sao densidades suaves de uma classe adequada.



Abstract

We define, from a known partition in subintervals of a bounded interval of the real line, a prior
distribution over a class of densities with respect to Lebesgue measure constructing a random
density whose realizations are nonnegative simple functions that integrate to one and have a
constant value on each subinterval of the partition. These simple random densities are used in the
Bayesian analysis of a set of absolutely continuous observables and the prior distribution is proved
to be closed under sampling. We explore the prior and posterior distributions through stochastic
simulations and find Bayesian solutions to the problem of density estimation. Simulations results
show the asymptotic behavior of the posterior distribution as we increase the size of the analyzed
data samples. When the partition is unknown, we propose a choice criterion based on the
information contained in the sample. In spite of the fact that the expectation of a simple
random density is always a discontinuous density, we get smooth estimates solving a decision
problem where the states of nature are realizations of the simple random density and the actions

are smooth densities of a suitable class.
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Introducao

Até o inicio da década de setenta do século passado, a Estatistica bayesiana [8] se concentrava
na analise de modelos estatisticos que compreendem familias de distribui¢oes de probabilidade
de dimensao finita. O trabalho de Ferguson [9], que introduziu o Processo Dirichlet, foi uma
das primeiras extensoes para a situacao nao paramétrica, na qual é construida uma distribuicao
a priori sobre o espaco de dimensao, em geral, infinita formado por todas as distribuicoes de

probabilidade sobre um determinado espaco amostral.

Uma construgao como a do Processo Dirichlet busca o equilibrio entre o tamanho do suporte
da distribuicao a priori e a tratabilidade do processo de inferéncia. Apesar de suas propriedades
analiticas notaveis, tais como o fechamento sob amostragem e a existéncia de uma expressao
simples para a esperanca da medida de probabilidade aleatéria, foi demonstrado por Blackwell
[6] que, com probabilidade um, as realizagoes de um Processo Dirichlet sao distribuicoes de
probabilidade discretas. Para tratar as situagoes em que esta descricao nao é adequada, diversas

modificagOes e extensoes do Processo Dirichlet foram propostas na literatura [10].

O objetivo desta tese é construir uma distribuicao a priori sobre uma classe de densidades
em relacao a medida de Lebesgue e explorar as consequéncias inferenciais desta construcao no

tratamento de casos que envolvem observaveis absolutamente continuos.

Dada uma particao de um intervalo limitado da reta real formada por subintervalos, nossa
distribuicao a priori estd concentrada na classe das densidades simples em relacao a esta particao,
que sao as fungoes nao negativas, constantes em cada subintervalo da particao, que possuem
integral unitaria em relacao a medida de Lebesgue. Cada densidade simples é determinada pelo
vetor formado por seus valores em cada subintervalo da particao. Dizemos que as componentes

deste vetor sao as alturas dos degraus da densidade simples.

A ideia é definir uma densidade aleatoria simples especificando a distribuicao das alturas
aleatorias dos seus degraus através da transformacao e do condicionamento da distribuicao nor-
mal multivariada, de maneira similar ao que foi feito nos processos estocasticos desenvolvidos
por Thorburn e Lenk [15, 12].

A principal diferenca entre nossa proposta e estes trabalhos é que aqui trabalhamos com
um objeto aleatorio de dimensao finita, o que nos leva a uma teoria muito mais simples, que
prescinde de aproximagoes de dimensao finita para representar os objetos computacionalmente,

e que nao torna imperativo o uso de interpolacoes ad hoc das solucoes obtidas via simulacao.



Uma vez que o numero de subintervalos da particao considerada determina a dimensao da
familia de distribuigoes de probabilidade, e que este niimero pode ser tao grande quanto se queira,
nossa construgao é semiparamétrica. A figura abaixo apresenta uma realizacao ¢( - ,wp) de uma

densidade aleatdria simples e a fungao de distribuigao ®( - ,wy) correspondente a esta realizagao.

—
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Vemos que tais realizacoes sao densidades de um observavel absolutamente continuo que

assume, com probabilidade um, valores no intervalo limitado considerado.

A tese esta organizada da seguinte maneira. No capitulo 1, definimos uma densidade ale-
atéria simples e obtemos a expressao de uma densidade condicional, em relacdo a uma medida
dominante adequada, do vetor aleatério formado pelas alturas dos seus degraus. No capitulo 2,
utilizamos uma densidade aleatéria simples para modelar uma sequéncia de observaveis permuta-
veis e provamos que a distribuicao a priori é fechada sob amostragem. No capitulo 3, exploramos
as distribuicoes a priori e a posteriori em alguns exemplos através de simulagoes estocasticas,
obtendo solucoes bayesianas para o problema de estimacao de densidade. Os resultados destas
simulagoes exibem o comportamento assintotico da distribuicao a posteriori quando aumenta-
mos o tamanho das amostras dos dados analisados. Posteriormente, consideramos o caso em que
a propria particao utilizada na definicao da densidade aleatéria simples é desconhecida, e pro-
pomos um critério para a escolha da mesma a partir da informacao contida na amostra. Apesar
de a esperanca de uma densidade aleatoria simples ser sempre uma densidade descontinua, ao
final do capitulo, sem alterar nossa distribuicao a priori, obtemos estimativas suaves resolvendo
um problema de decisao em que os estados da natureza sao realizagoes da densidade aleatéria
simples e as acoes sao densidades suaves de uma classe adequada. Concluimos indicando algumas

possiveis extensoes da teoria proposta.



Dentro de cada capitulo, os exemplos, defini¢oes, proposicoes, lemas e teoremas sao identi-
ficados pelo nimero do capitulo seguido por um numero inteiro cuja sequéncia é compartilhada

por todos os itens. O final das demonstragoes e dos exemplos é indicado pelo simbolo X3



— Capitulo 1

Densidades aleatorias simples

Dada uma particao de um intervalo limitado da reta real formada por subintervalos, o propdsito
deste capitulo é definir e caracterizar uma classe de objetos denominados densidades aleatérias
simples, cujas realizagoes sao fungoes simples nao negativas que assumem um valor constante
em cada subintervalo da particao e possuem integral unitaria. Tais realizagoes sao densidades
de uma variavel aleatéria absolutamente continua. Portanto, uma densidade aleatéria simples
determina uma distribuicao a priori na classe das densidades para as quais o intervalo limitado

especificado é o suporte da medida de probabilidade correspondente.

O capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na se¢ao 1.1, definimos a classe das densi-
dades simples em relagao a uma particao formada por subintervalos de um intervalo limitado da
reta real. Uma densidade simples é caracterizada pelos valores constantes que esta assume em
cada subintervalo da particao; dizemos que estes valores sao as alturas dos degraus da densidade
simples. Por conseguinte, definir um objeto aleatério cujas realizacoes sao densidades simples
consiste em especificar a distribuigao do vetor das alturas aleatorias, e isto é feito através do con-
dicionamento da distribuicao lognormal, definida e caracterizada no restante da se¢ao. No inicio
da secao 1.2, definimos informalmente uma densidade aleatdria simples e observamos que esta
definicao envolve o condicionamento em um evento de probabilidade zero. Para tratar este caso,
utilizamos a defini¢ao geral de distribui¢ao condicional, que nos leva naturalmente ao conceito de
densidade condicional. Mostramos que, em nosso caso, o calculo de uma densidade condicional
difere da situacao usual em que a distribuicao conjunta é dominada por uma medida produto.
Isto nos leva, na secao 1.3, a construcao de uma familia de medidas dominantes adequada a
nossa situagao. De posse destes resultados, encerramos o capitulo na secao 1.4 com a definigao

formal de uma densidade aleatoria simples.

1.1 Densidades simples

Ao longo de toda a tese, denotamos por (£2,.%, P) o espaco de probabilidade subjacente, a partir
do qual induzimos as distribuigoes de todos os objetos aleatérios considerados. Damos uma
interpretacao subjetivista as probabilidades calculadas com a medida P. Tais probabilidades

sao a expressao numérica da incerteza de um sujeito do conhecimento a respeito dos eventos



1.1 Densidades simples )

em .%. Construcoes axiomaticas do calculo de probabilidades de acordo com esta interpretacao

podem ser encontradas em [8] e [14].

Usamos as seguintes notagoes. Para um inteiro £ > 1, denotamos por R’i o conjunto dos
vetores de R* cujas componentes sao todas positivas. Escrevemos Z* para a sigma-dlgebra de
Borel de R*. Denotamos por )\, a medida de Lebesgue sobre (R*, %*). Suprimimos os indices

quando k = 1. As componentes de um vetor v € R¥ sdo denotadas por vy, ..., v.

Daqui em diante, dado um intervalo [a,b] da reta real, defina A = {tg,t1,... ¢}, com
a=1ty <t <---<t,=">b Sejad;=1t; —t,_1, parai = 1,...,k, e defina Sp : R* — R por
Sa(u) = Zle d;u,.

Considere a particao de [a,b] nos subintervalos [a,t1), [t1,t2),. .., [tk—2,tk—1), [tk—1,0]. A
classe das densidades simples em relagao a esta particao é formada pelas fungoes simples nao
negativas que assumem um valor constante em cada subintervalo da particao e que possuem in-
tegral unitaria em relacao a medida de Lebesgue. Representamos cada densidade simples f com
o auxilio de um vetor h € R* tal que h; > 0, parai = 1,...,k, em que as h;’s sdo denominadas

alturas dos degraus de f. De maneira explicita, uma densidade simples f admite a representagao

k
f(I) = Z hl I[tifhti)(l’) s
=1

na qual I4 é a funcao indicadora do conjunto A: I(z) =0,se x ¢ A, e [4(x)=1,sex € A. A

condigao de unitariedade da integral de f em relacao a medida de Lebesgue impde que Sa(h) = 1.

Daqui em diante, nos referimos apenas a classe das densidades simples, deixando subenten-
dida a particao subjacente, que supomos ser conhecida a priori. Na secao 3.4, consideramos

uma extensao do modelo para o caso em que a particao nao é conhecida.

Para definir uma densidade aleatéria cujas realizacoes sao densidades simples, tudo o que
precisamos ¢ especificar a distribuicao de um vetor aleatorio que determine as alturas dos seus
degraus. A ideia é usar para tanto a distribuicao de um vetor aleatério lognormal U condici-
onada no fato de que SA(U) = 1. O restante desta secao estabelece algumas propriedades da
distribuicao lognormal. Todas as defini¢oes e resultados necessarios a respeito da distribuicao

normal podem ser encontrados, por exemplo, em [1].

Defini¢ao 1.1 Seja Z = (Z1,...,Z,) um vetor aleatério com distribui¢ao normal que possui
vetor de médias m e matriz de covaridncias ¥. Dizemos que o vetor aleatério U : Q — RF
definido por U(w) = (eZl(“’), .. .,ezk(“’)) tem distribuicao lognormal, com parametros m e X.
Denotamos a distribuicao de U por puy(A) = P{w : U(w) € A}, para A € #*. Usamos a
notagao U ~ Lg(m,X).
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Antes de caracterizarmos a distribuigao de um vetor lognormal, precisamos recordar alguns

dos conceitos relacionados a definicao de continuidade absoluta.

Sejam p e v duas medidas sobre um espago mensuravel (S,.%). A medida u é absolutamente
continua em relagao a medida v se v(A) = 0 implica em p(A) = 0, para todo A € .. Ou seja,
1 nao tem efeitos nos conjuntos nulos de v. Neste caso, dizemos que v é uma medida dominante

de p, ou que p é dominada por v, e usamos a notagao pu < v.

Pelo Teorema de Radon-Nikodym [14], se u < v e v é sigma-finita, entao existe uma fungao

real estendida mensuravel f tal que

H(A) = / F(s) dins)

para todo A € .¥. Dizemos que f é uma versao da densidade de p em relacao a medida v.
O termo “versao” enfatiza que, pela definicao da integral de Lebesgue, qualquer funcao real
estendida mensurdvel f* tal que f = f* quase certamente [v] também satisfaz a relagao integral
acima. A classe de equivaléncia formada por estas densidades é a derivada de Radon-Nikodym
de u em relagao a v, que denotamos por dyu/dv. Em geral, indicamos um representante da classe
de equivaléncia escrevendo abreviadamente du/dv = f. O Teorema de Radon-Nikodym também

garante que se g é um funcao real estendida mensuravel integravel em relacao a u, entao

[o@auts) = [ a5 avts) = [ g5) sy dvts),

em que cometemos um ligeiro abuso de notagao ao escrever o integrando da terceira integral.

Este resultado é conhecido como a regra de Leibniz para as derivadas de Radon-Nikodym, uma
vez que, formalmente, podemos escrever du = d—’u dv.
v
O seguinte resultado fornece a expressao analitica para uma densidade de um vetor aleatério

com distribuicao lognormal. O simbolo " indica a operacio de transposicao de vetores e matrizes.

Proposicao 1.2 Seja U ~ Li(m,X). Suponha que ¥ é nao-singular. Entdo, uy < A, com
derivada de Radon-Nikodym duy /d\, = fu dada por

fuu) = (2m) ™ |51/ (le) exp (=0 = m) = (g = m) ) g ),

i=1

em que |¥| € o determinante da matriz 3, logu = (loguy,...,logug)" em = (mq,...,my)".
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Demonstragao. Seja f: R¥ — RY a fun¢ao definida por f(z1,...,z2,) = (*,..., €%*). Assim,
f é uma funcao diferencidvel, com inversa diferencidvel g : R¥ — R* definida por g(uy, ..., u) =
(loguy,...,logug). O valor do jacobiano no ponto u € R ¢ J(u) = 15, ut. Por definigdo,

U = f(Z), em que Z possui distribuigdo normal com vetor de médias m e matriz de covariancias

Y. Uma vez que X é nao-singular, sabemos que fz definida por
1
f2(z) = (2m) 227 exp (—5(2 —m)TE7 (2~ m)) Ige(2),

com z = (z1,...,2,) em = (mq,...,my)", é uma densidade da distribuicao de Z em relacao a
Ak, . Assim, fazendo uma mudanca de varidvel, temos que fy(u) = fz(g(u))|J,(u)|, parau € RE.
Uma vez que P{w: U(w) ¢ R*} = 0, definimos fy;(u) = 0, para u ¢ R%. O resultado segue. <>

Existem expressoes analiticas simples para as esperancas e covariancias de um vetor aleatério

com distribuicao lognormal.

Proposicao 1.3 Seja U ~ Li(m,X), com ¥ = (04;). Entao, temos que E[U;] = emitadii ¢
Cov|U;,U;] = E[U;| E[U;)(e7% — 1), para i, j=1,... k.

Demonstracgao. Seja Z um vetor aleatério com distribui¢ao normal multivariada, com vetor
de médias m e matriz de covariancias 3. Por definig¢ao, U;(w) = eZ@ parai=1,...,k Para

a € R¥, temos que

k k
E H UZaz — E[H eaiZi] — E|:6aTZi| _ 6aTm+%aTZa’
i=1 =1
nas quais @ = (ay,...,a)" e utilizamos a expressao da funcdo geradora de momentos de Z
(veja [1]). Parai = 1,...,k, escolha a € R* de modo que sua i-ésima componente seja igual

a um e as demais sejam iguais a zero. Assim, a expressao acima para E[Hi:1 UZ“] fornece que
U .o c oy . .
E[U;] = e™it2%i. Agora, para i,5 = 1,...,k, tome a € R* tal que suas i-ésima e j-ésima
componentes sejam iguais a um e as demais sejam iguais a zero. Usando novamente a expressao
k ; mdlo g gl g -
para E[Hi:1 Ulﬂ, temos que E[U; U;] = emitmitzoutaitsi = E[U;]E[U;]e”. Pela defini¢ao

N . - /

de covariancia, temos que Cov|U;, U;] = E[U; U,| — E[U;] E[U;] = E[U;] E[U;] (e — 1). %*
Os resultados da proposicao anterior mostram como controlar o sinal das covariancias entre

as componentes de um vetor lognormal U, pois Cov|[U;, U;] < 0 se e somente se 0;; < 0. Observe
também que no caso da distribuicao normal conseguimos especificar as esperancas separadamente
das covariancias, mas, examinando a expressao obtida para Cov|[U;, U;], vemos que o mesmo nao

ocorre com a distribuicao lognormal.
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1.2 Distribuicoes condicionais e suas densidades

Vimos no inicio da se¢ao anterior como uma densidade simples é caracterizada pelo vetor formado
pelas alturas dos seus degraus, o que torna o nosso objetivo a construcao de um vetor aleatério
H tal que, com probabilidade um, suas componentes sejam nao negativas e Sa(H) = 1. Infor-
malmente, a ideia é definir a distribuicao de H com o auxilio de um vetor aleatério lognormal
U através do condicionamento: P{H € A} = P{U € A | SA(U) = 1}, para todo A € %*.
Provaremos no Lema 1.11 que a distribuigao de Sa(U) ¢é absolutamente continua em relagao a
medida de Lebesgue, o que faz que o evento {SA(U) = 1} tenha probabilidade zero. Assim,

precisamos trabalhar com uma definicao de distribui¢ao condicional que descreva este caso.

Vamos chegar a defini¢cao geral de distribuigao condicional examinando e estendendo o se-
guinte caso particular: sejam X e Y variaveis aleatérias que assumem valores, respectivamente,
em 2 = {x1,....,2m} e % = {y1,...,yn}. Defina as sigma-dlgebras o/ = 2% e¢ % = 27.
Suponha que P{Y = y;} > 0, para i = 1,...,n. Neste caso, a defini¢cdo usual de probabilidade

condicional diz que

P{Y = y;} ’

emque A€ & ei=1,...,n. Para B € A, segue facilmente desta definicao que

P{X €AY =y} =

P{X€e€AY€eB=) P{X€A|Y =y} P{Y =y}. (%)

yeB
A ideia é usar a propriedade (x) como guia para uma nova definigao de P{X € A | Y = y;}
que seja valida quando P{Y = y;} = 0.
Sejam (2, o) e (¥, %) espacos mensurdveis e considere X : @ - Z eY : Q - &

mensuraveis nas respectivas sigma-algebras. Para cada A € &7, defina a medida v4 sobre (%, %)
por va(B) = P{X € A,Y € B}. Pela monotonicidade de P, temos que

va(B) < P{Y € B} = iy (B),

na qual gy = P oY ™! ¢ a distribuicao de Y. E imediato que vy < py e, pelo Teorema de

Radon-Nikodym, temos que

dI/A
va(B) = / —(y) dpy (y),
A(B) = [ ) du (o)
para cada B € A.
d
Introduzindo as notagoes pxy(A | y) = P{X € A|Y =y} = dﬂ(y) para a derivada
Ky

de Radon-Nikodym, a relagao integral acima pode ser interpretada intuitivamente como uma
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versdo generalizada da propriedade (k). Informalmente, a probabilidade de observarmos que
Y =y é igual a uy(dy) e, dado que isto ocorreu, a probabilidade de observarmos que X € A
é igual a P{X € A |Y = y}. Para calcularmos P{X € AY € B}, somamos (integramos)
P{X € A|Y = y}uy(dy) sobre todos os y em B.

O Teorema de Radon-Nikodym garante que pxy(A | - ) é mensuravel, para cada A € &7.
No entanto, nao podemos dizer que, em geral, jix|y( - | ) é uma medida de probabilidade sobre

(2, 4), para todo y € #. A seguinte definicao agrega todos estes aspectos.

Definicao 1.4 Seja px)y : & x % — R e denote o valor de pxy em (4,y) por puxjy(A | y).

Se pux|y satisfaz

1. pxjy(A|-) é mensuravel, para todo A € &7

2. P{AX €AY e B} = /BMXY(A | v) duy (y), para todo A € o7 e todo B € A,
dizemos que px|y ¢ uma versao da distribuicao condicional de X dado Y. Ademais, se

3. pxjy( - |y) é uma medida de probabilidade sobre (2", &7), para todo y € %/,

entao pyjy € uma versao reqular da distribuicao condicional de X dado Y.

A existéncia de versoes regulares é garantida, sob condigbes bastante gerais, pelo Teorema
B.32 de [14]. Particularmente, é suficiente que 2 seja um espago métrico completo e separavel e
que &7 seja a sua sigma-algebra de Borel. E digno de nota que este teorema nao impoe qualquer

condigao especial sobre o espa¢o mensuréavel (%, %).

E de vital interesse para o desenvolvimento que faremos no proximo capitulo o caso em que
a versao da distribuicdo condicional de X dado Y considerada é tal que existe uma familia de
medidas {&,},ex sobre (27, .%7) que dominam pxy( - | y), para cada y € %/, ou para quase todo

y, modulo alguma medida sobre (%, %). Neste caso, pelo Teorema de Radon-Nikodym, temos

que
dpxyy
(A 19) = [ L @) dgy (o),
A y
d
em que '[;?Y = fx)y( - | y) é denominada uma densidade condicional de X dado Y.
y

Vejamos como estas defini¢oes descrevem um caso familiar de condicionamento.
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Exemplo 1.5 Sejam X e Y varidveis aleatorias com distribuicoes px e py, respectivamente.
Denote por px y a distribuigao conjunta de X e Y. Suponha que X e Y sao ambas absolutamente
continuas em relagao a medida de Lebesgue, com derivadas de Radon-Nikodym dpx /d\ = fx e
dpy /dX\ = fy, respectivamente. Quando p1xy é dominada pela medida produto Ay = A x A, com
derivada de Radon-Nikodym dpuxy/d\s = fxy, é facil encontrar uma versao da distribuicao

condicional de X dado Y. Sejam A, B € #. Por um lado, pela Definicao 1.4, temos que

P{X €AY € B} = / wxiv(A | ) duy (y) = / v (A 9) fy (9) dA(y)

nas quais utilizamos a regra de Leibniz para as derivadas de Radon-Nikodym. Por outro lado,
temos que
prxeaven= [ utiuin) = [ ([ ftenow) oo,
AxB B A
em que utilizamos o Teorema de Tonelli ([14] , Teorema A.69). Defina a densidade condicional

Ixiy(@ | y) = fxy(z,y)/fy(y), quando fy(y) > 0, e defina fx|y(z | y) = 1702, digamos, quando
fr(y) = 0. Examinando as duas expressoes anteriores para P{X € A, Y € B}, temos que

(A y) = / Friv (@ | ) dA(z)

¢ uma versao da distribuigao condicional de X dado Y. Note que a mesma medida A\ domina
pxpy (- | y) para cada y € R, e temos a férmula usual para a densidade condicional como a razao

da densidade conjunta pela respectiva densidade marginal. <

Voltando ao contexto da defini¢cao informal de uma densidade aleatéria simples, que apre-
sentamos no inicio desta se¢ao, dado U ~ Li(m,Y), gostariamos, como no Exemplo 1.5, de
calcular uma densidade condicional de U dado SA(U). Ja sabemos, pela Proposigao 1.2, que a
distribuicao de U é dominada por Ay, e provaremos no Lema 1.11 que a distribui¢ao de SA(U) é
dominada por A. No entanto, aqui, ao contrario do que ocorre no Exemplo 1.5, esbarramos na
dificuldade de que a distribui¢ao conjunta de U e SA(U) nao é dominada pela medida produto
Ak+1 = A X A. Para esclarecer este ponto, precisamos recordar a defini¢ao de singularidade entre
medidas.

Sejam p e v duas medidas nao nulas sobre um espago mensuravel (S, .). Dizemos que p e v
sao mutuamente singulares se existe um A € . tal que u(A) = 0 e v(A°)=0. Usamos a notagao
i L v. Esta definicao antagoniza com a definicao de continuidade absoluta que apresentamos na
secao 1.1, no sentido de que p tem efeito em um conjunto nulo de v, a saber, o conjunto A¢, pois
p(A¢) = pu(S) # 0. Ou seja, se u L v, entdo p nao pode ser dominada por v. Note também que
o termo mutuamente é pertinente, pois p L v se e somente se v L p, uma vez que, se definimos
B = A°, temos que v(B) =0 e u(B¢) =0.
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Proposicao 1.6 Seja U ~ Li(m,X) e denote por py s w) o distribuicao conjunta de U e
SA(U) E’ﬂtdO, KU, SA(U) 1 )\k—l—l-

Demonstragao. Defina o conjunto A = {v e RS dw,; = vk+1} € #*+1. Entao,

po,say(A) = P{w: (U(w),Sa(U(w))) € A} = P {w : ZdiUi(w) = SA(U(w))} =1,

pela definigdo de Sa. Por outro lado, note que Ayy1(A) = 0, pois este é o (k + 1)-volume do

hiperplano k-dimensional definido pelo conjunto A. Uma vez que puy,g,@)(A°) = 0, o resultado

/7
segue. <

Na préxima secao, construimos uma familia de medidas {7, },cr que dominam piys, @) ( - | 7),
para cada r > 0, e a partir desta construgao obtemos uma densidade condicional de U dado

Sa(U), que serd utilizada para definirmos formalmente a classe das densidades aleatérias simples.

1.3 Uma familia de medidas dominantes

Daqui em diante, defina H, = {v € R’i s dyvy + - -+ dyv = 1}, para 7 € R. Note que, pela
definicao dos d;’s dada no inicio da secao 1.2, temos que H, = () se r < 0. Defina também a

projecao nas primeiras k — 1 coordenadas 7 : R¥ — R¥~! por 7(vy, ..., vp_1,0%) = (V1, ..., Vp_1).

Lema 1.7 Seja 7, : #* — R definida por 7,(A) = d;* \e_1(7(ANH,)), para r € R. Entdo,

cada 7, é uma medida sobre (R*, %#*).

Demonstragao. Quando r < 0, o resultado é trivial, pois neste caso H, = ), o que faz de 7,

uma medida nula. Suponha que r > 0 e seja g : R¥ — R¥ a funcao definida por

k—1
1
g(v) = (Ula ey Ug—1, dr (Uk — Zdim)) )
i=1

Defina h, : R*=! — R* por h,(y) = g(y,r). Vamos mostrar que m(ANH,) = h '(A), para todo
A € Z. Suponha que y € T(ANH,). Entao, existe v € ANH, tal que y = 7(v) = (vy, ..., vk_1)

k—1
1
hr(y) = g(y,"") = (Ub ceey Up—1, d_k <T - E dz”z)) .
=1

(S
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Uma vez que v € H,., temos que dik (r — Zf:_ll divi) = vy, 0 que implica que h,.(y) = v. Como
v € A, segue da definicao da imagem inversa de h, que y € h,'(A) e, portanto, concluimos que
7(ANH,) C h '(A). Para provar a outra inclusao, suponha que y € h'(A) e defina v = h,(y).
Assim, v € A e pela definicao de h, temos que

v=yg(y,r) = (yla---ayk L (T—Z‘W)) =

o que implica que v € H,, pois Zle dv; = r. Uma vez que v € ANH, e y = 7(v), segue
que y € 7(ANH,). Portanto, h;'(A) C 7(ANH,). Assim, temos que 7, = d;; '\ o h;! e as

propriedades usuais da imagem inversa de h, e da medida de Lebesgue implicam que cada 7, é

uma medida sobre (R, %2%). <>

A Figura 1.1 d4 uma interpretacao geométrica das medidas 7. do Lema 1.7 no caso particular
em que a particao subjacente é formada por trés subintervalos. Ja podemos enunciar o principal

resultado do capitulo.

Teorema 1.8 Seja U ~ Li(m,X), com X nao singular, e seja {7, }rer a familia de medidas
sobre (R*, %) definida no Lema 1.7. Entdo, uyisyw) : Z* x Ry — R definida por

Ju(w)
A fSA(U)(T)

¢ uma versao reqular da distribui¢ao condicional de U dado SA(U), na qual

Huisa@) (A ] 1) = Iy, (u) d7(u)

Foan(r / fur () T, (us) ()

Ademais, py s,y , | r) =1, para todo r > 0.

A demonstragao do Teorema 1.8 depende de alguns lemas. Em primeiro lugar, construimos

uma medida dominante, e a respectiva derivada de Radon-Nikodym, para a distribuicao conjunta
de U e SA(U).

Lema 1.9 Seja U ~ Li(m,X). Seja &, definida por £(A) = Me{u € RE : (u, Sa(u)) € A}, uma
medida sobre (R, Z**1). Denote por pysywy a distribuicio conjunta de U e SA(U). Entao,

temos que pys,wy < &, com derivada de Radon-Nikodym djy s wy/dé = fusaw) dada por

fusa@)(u,r) = fu(u) In, (u)

na qual u € R¥ e r € R.
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U3

Figura 1.1: Interpretacao geométrica das medidas 7. do Lema 1.7, para r > 0, no caso particular em

que k = 3. O valor de 7,(A) é a 4rea da projecio (A NH,) multiplicada por d3 .

Demonstragao. Defina a funcao 7' : RE. — R¥*! por T'(u) = (u, Sa(u)). Note que & = A\yoT 1.
Defina a funcao v : R*! — R por ¢(u,r) = fy(u) Iy, (u), com u € R e r € R. O diagrama

RI—T— T Rk+1

R

comuta, pois ¢(T'(u)) = ¥(u, Sa(w)) = fu(u) Iug, o (v) = fu(u), para todo u € R*. Para todo
A € " temos que

w5y (A) = Pl : (U(w), SA(U(@))) € A} = P{w: U(w) € T-1(4)}
- / i () d () = / (T (u)) d ()
T-1(4)

T-1(4)

:/Alp(u,r)dg(u,r)Z/AfU(U)[HT(U)df(UaT)a

em que a quinta igualdade é obtida transformando por 7' (veja o Teorema A.81 de [14]), u € RF

er € R. Segue que uy g, 1) < € e a derivada de Radon-Nikodym tem a expressao desejada. X8

O préximo lema estabelece uma representacao util para a medida & do Lema 1.9.
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Lema 1.10 Seja & a medida definida no Lema 1.9 e seja {7, }rer a familia de medidas definida

no Teorema 1.8. Entdo, para toda v : R¥*1 — R mensurdvel ndo negativa, temos que

wla,r) deur) = |

R

([ vnan) o).

RE+1

na qual u € R¥ e r € R.

Demonstragao. Defina f : R* — R* por f(u) = (ul,...,uk_l,Zle d;u;). Assim, f é uma
fungao diferenciavel cuja inversa diferenciavel é a funcao g definida no Lema 1.7. O valor do
jacobiano no ponto v € R*¥ é J (v) = d;'. Sejam A € #* y € R¥"! r € R e defina h,
como no Lema 1.7. Quando r > 0, ja provamos durante a demonstracao do Lema 1.7 que
T(ANH,) = h;*(A), para todo A € Z*. Lembrando que, por defini¢io, H, C R%, segue que
T(ANH,) = hy'(ANRY) e concluimos que Inamm,)(y) = L grmr (g9(y,7)). Suponha agora que
r < 0. Neste caso, uma vez que H, = 0, temos que Ir(anm,)(y) = Ip(y) = 0. Quanto ao valor de

L grm (g(y,r)), considere dois subcasos: uma vez que

k—1
1
g(yvr): (ylv”‘vyk—lud_k (T_ E d2y2>> ;
i=1

se algum dos y; < 0, entao IAmRi (9(y,r)) = 0, caso contrério, temos que i (r — Z;:ll diyi> <0
¢ novamente ocorre que I-gk (9(y,r)) = 0. Portanto, concluimos que, também neste caso,

Lnanmy (y) = L srmr (g(y,r)). Assim, para A € Z* ¢ B € #, temos que

5(AXB):)\1¢{U€R'_1:uEA,SA(u)eB}:/

RkIAmRi(U)IB(SA(U))dAkOU

= [ Tans (00 To(0) Vol el r) = [ 05 T (00 () dk(7)

— /B (d,;l /7r - dAk_l(y)> d\(r) = /B 7-(A) dA(r),

em que y € R¥"! e r € R, a terceira igualdade é obtida transformando por f e a penultima
igualdade é consequéncia do Teorema de Tonelli (veja [14], Teorema A.69). O resultado segue
do Teorema da Medida Produto e do Teorema de Fubini (veja [2], Teoremas 2.6.2 ¢ 2.6.4). %

Os lemas anteriores nos permitem obter a expressao de uma densidade da distribuicao de

Sa(U).
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Lema 1.11 Seja U ~ Lig(m,%). Seja {7, }rer a familia de medidas definida no Teorema 1.8.
Seja psawy o distribuicio de SA(U). Entdo, ps,wy < A com derivada de Radon-Nikodym

diss ) /i) = fswy dada por fsy(r) = [ Folu) i (o) dr, ).

R

Demonstracao. Sejam A € Z, u € R* e r € R. Seja ¢ a medida definida no Lema 1.9. Temos
que

MSA(U)(A> = P{w : SA(U((U)) c A} = P{w : U(w) c Rk, SA(U((U)) c A}
~ trssey (R x A) = [ fulu) T, () deCa )

= [ ([ #0001y i) arir.

nas quais a peniltima igualdade é devida ao Lema 1.9 e a ultima igualdade segue do Lema 1.10.

Assim, g, ) < A e a derivada de Radon-Nikodym tem a expressao desejada. X8

De posse destes lemas, ja podemos demonstrar o Teorema 1.8.

Demonstragao do Teorema 1.8. Seja py,s, vy a distribui¢ao conjunta de U e Sa(U) e seja
fisa) @ distribuicdo de Sa(U). Para A € Z* e B € Z, pela Defini¢ao 1.4, temos que

W&<mm>PWeA&@em=AWQ<me%<>

dp
a/wmmmwmiﬂﬂmwm,
. )

nas quais utilizamos a regra de Leibniz para as derivadas de Radon-Nikodym. Por outro lado,

pelos Lemas 1.9 e 1.10, temos que

,UU,SA(U)(A X B) = B BfU(U) I, (u) d€(u,r)

- [ ([ 5t 5wy i) i,

com u € R¥ e r € R. As duas expressoes para pu,sa)(A x B) sao compativeis se

/fU ) In, (u) dr, (u)
A A I

Hu|sa(U
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para quase todo r [A]. Logo, temos que pys,n( - | r) < 7, para quase todo 7 > 0 [A], com

derivada de Radon-Nikodym dy s, w)/dr = fuisa@)( - | ) dada por

fo(u)
foisaan(u | 1) = ———=In,(u),
e fsaw(r)
como queriamos. O fato de que py|s,@)(H, | 7) = 1 segue imediatamente. X

Na préxima segao, usamos esta versao da distribuicdo condicional de U dado Sa(U) na

definicao da classe das densidades aleatérias simples.

1.4 Definicao formal

Definimos formalmente uma distribuicao a priori na classe das densidades simples através do

seguinte objeto aleatorio.

Definigao 1.12 Seja U ~ Li(m, X)), com X nao singular. Dizemos que ¢ : R x @ — R definida

por
k
QO([L’,(,U) = Z Hl(w) I[tifl,ti)(l’)
i=1
é uma densidade aleatoria simples, na qual H = (Hy,..., Hy) sdo as alturas aleatdrias dos

degraus de p, com distribuigio definida por puy(A) = pyisae)(A | 1), para A € Z*, em que
puisaw) € a versao regular da distribuicao condicional de U dado Sa(U) obtida no Teorema 1.8.

Assim, para todo A € Z*, temos que

_ [ Ju(h) .
MH(A> - A fSA(U)(1> IHl (h'> d 1(h)7

na qual 71 (A) = di *A\e_1(7(ANH,)) e vale que pupy(H;) = 1. Usamos a notagio o ~ A(m, X).

A Definigao 1.12 garante que cada realizacao (-, wp) é uma densidade simples. O fato de
que ¢(b,wp) = 0 nao cria nenhuma restricdo, uma vez que modificar o valor das realizagoes em
um unico ponto nao altera a medida de probabilidade correspondente.

Em retrospecto, note também que poderiamos ter utilizado um intervalo limitado aberto
(a,b) como ponto de partida em nossas defini¢goes. Uma vez que este intervalo cumprird o papel de
espaco amostral de um conjunto de variaveis aleatorias absolutamente continuas, ambas escolhas
levam as mesmas conclusoes inferenciais.

Veremos no capitulo 3 como escolher os parametros m e ¥ que aparecem na Definicao 1.12.
No proximo capitulo, usamos uma densidade aleatéria simples para modelar uma sequéncia

permutavel de observaveis.



— Capitulo 2

Modelo permutavel

Neste capitulo, utilizamos uma densidade aleatéria simples ¢ para modelar um conjunto de
observaveis supondo que, dada a informagao de que ¢ = f, tais observaveis sao condicionalmente
independentes, cada um deles possuindo a mesma densidade f em relacao a medida de Lebesgue.

Nosso objetivo é realizar a analise bayesiana deste modelo.

Na secao 2.1, como motivacao para o que faremos posteriormente, revemos brevemente as
relacoes entre os conceitos de independéncia condicional e permutabilidade. A funcao de veros-
similhanca do modelo condicional é obtida na secao 2.2. Provamos na secao 2.3 que, para este
modelo condicional, a distribuicao a priori de ¢ é fechada sob amostragem, o que significa que,
a posteriori, ¢ ainda é uma densidade aleatéria simples, com novos valores para os parametros
que definem a sua distribuicao. Encerramos o capitulo na se¢ao 2.4, mostrando que a esperanca

a posteriori de ¢ é uma densidade preditiva do modelo condicional em questao.

2.1 Permutabilidade e independéncia condicional

Dadas varidveis aleatérias { X;}! ,, denote por py, a distribuigao de X;. Dizemos que as X;’s sao
independentes se a distribui¢ao conjunta px, . x, for igual a medida produto px, X -+ X px, .
Dada uma nova variavel aleatéria ©, com distribuicao ue, dizemos que as X;’s sao condicional-

mente independentes, dado que © = 6, se

Py, xa0( - | 0) = pxe( - [ 0) x - X pux,o(-]0) quase certamente [ue],

em que usamos as notacgoes da secao 1.2 para as distribuicoes condicionais.

Considere o seguinte caso particular. Suponha que as X;’s representem os resultados de
lancamentos sucessivos de uma moeda, com os valores 1 e 0 correspondendo aos resultados “Cara”
e “Coroa”, respectivamente. Ao analisar, no contexto de uma interpretagao subjetivista do calculo
de probabilidades, o significado do modelo frequencista usual em que as X;’s sao independentes e
identicamente distribuidas, De Finetti [7] observou que a condigao de independéncia implicaria,

por exemplo, que

P{X":xn | Xl :zla"'aXn—l :xn—l}:P{Xn:[L’n},
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e, portanto, os resultados dos primeiros n — 1 lancamentos nao modificariam minha incerteza a
respeito do resultado do n-ésimo lancamento. Por exemplo, se a prior: eu acredito que trata-se
de uma moeda honesta, mesmo apds obter a informacao de que os primeiros 999 langamentos
resultaram em “Cara’, eu continuaria acreditando que, condicionalmente a esta informacao, a
probabilidade de obter “Cara” no milésimo langamento seria igual a 1/2. Efetivamente, a hipdtese
de independéncia dos X;’s implicaria que é impossivel aprender qualquer coisa sobre a moeda a

partir da observacao dos resultados dos seus lancamentos.

O absurdo desta situagao levou De Finetti a procurar uma condigao mais fraca do que a de
independéncia que resolvesse esta contradicao aparente. A chave para a solucao de De Finetti

foi um tipo de simetria distribucional conhecida como permutabilidade.

Definigao 2.1 Um conjunto finito de objetos aleatérios {X;}, é permutavel se temos que
[X . Xn = HX, 0y, X, my» PATA toda permutacio 7 : {1,...,n} = {1,...,n}. Uma sequéncia de

objetos aleatérios { X;}52, é permutdvel se cada um de seus subconjuntos finitos for permutavel.

Supondo apenas que a sequéncia de varidveis aleatérias {X;}52; é permutdvel, De Finetti
provou um teorema notavel que da a razao de ser dos modelos estatisticos que sao utilizados

cotidianamente.

No caso particular em que as X;’s assumem apenas os valores 0 e 1, o Teorema de Represen-
tagao de De Finetti diz que {X;}32, é permutével se e somente se existe uma variavel aleatéria

© : Q — [0, 1], com distribuigao ue, tal que

P{Xl =1I1,...,Xn :xn} = 95(1_‘9)n_sd/~b9(‘9)7
[0,1]

na qual s = )"  x;. Além disso, temos que
1 n
X, =— Z X,—— 06 quase certamente,
L

convergéncia esta que é conhecida como a Lei Forte dos Grandes Numeros de De Finetti.

Este Teorema de Representacao de De Finetti mostra como surgem e qual o significado dos
modelos estatisticos usuais no contexto bayesiano: sob a simples hipétese de permutabilidade
dos observéveis {X;}°,, existe um parametro © tal que, dado o valor de ©, os observaveis
sao condicionalmente independentes e identicamente distribuidos. Além disto, a Lei Forte dos
Grandes Numeros de De Finetti diz que nossa opiniao a priori sobre ©, representada pela

distribuicao pe, é a opiniao sobre o limite de X,,, que ainda nao observamos. O parametro ©
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assume o papel de uma construgao subsididria ttil, através da qual podemos obter, por exemplo,

probabilidades condicionais que envolvam apenas observaveis, a partir de relagoes do tipo
P{Xn: 1 | Xl :[L’l,...,Xn_l :xn_l}:E[@ | Xl :Z'l,...,Xn_l :[L’n_l] .

Uma extensa discussao sobre permutabilidade, que contém a demonstragao completa do caso

geral do Teorema de Representacao de De Finetti, pode ser encontrada em [14].

2.2 Modelo condicional e verossimilhanca

Motivados pela relacao entre permutabilidade e independéncia condicional discutida na segao
anterior, modelamos condicionalmente um conjunto de varidveis aleatorias a partir do valor de

uma densidade aleatéria simples, que cumprird o papel de parametro do modelo condicional.

O seguinte lema estabelece a forma da fungao de verossimilhanga do modelo condicional.

Lema 2.2 Seja ¢ ~ A(m,3) com representa¢io p(r,w) = ZZ VHi(w) Iy, 4y (x). Suponha
que as varidveis aleatorias Xy, ..., X, sejam condicionalmente mdependentes e identicamente
distribuidas, dado H = h, com distribui¢io pix, z(A | h) fA ), em que definimos

fly) = Zi:l hi Iy, +)(y). Defina X = (Xi,...,X,) e seja v = (:Bl,...,xn) € R™. Entao,
pxia( - | h) < Ay, quase certamente [ug|, com deriwada de Radon-Nikodym

dpxim
an, (x| h) = fxu(x|h)= Hh

em que ¢; = 5y Iit,_y1)(%)), parai=1,... k.

Demonstragao. Defina a medida «y, sobre (R",2") por oy(4) = [, (Hle hf) d\,(x), para
cada h € Hy. Seja B = By X --- X B,, com B; € #, para i = 1,...,n. Pela hipdtese de

independéncia condicional e pelo Teorema de Tonelli, temos que

pxia(B | h) = HMX|HB\h H/ijdmj /(fo]> (z)

/ (ﬁZm L) (2 )dkn(:c) = /B (Hh?’) d\(z) = an(B) .

7j=1i=1 i=1
Assim, pixg( - | h) e oy, coincidem no 7-sistema dos conjuntos produto que geram %". Portanto,
pelo Teorema A.26 de [14], as duas medidas coincidem em toda a o-dlgebra Z". Segue que
pxia( - | h) < Ay, quase certamente [pg], e a derivada de Radon-Nikodym tem a expressdo

. /7
desejada. **
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Note que, pelo critério da fatoragao (veja [14], Teorema 2.21), temos que ¢ = (c1,...,¢,)
é uma estatistica suficiente para H. Ou seja, neste modelo, como ja era esperado, toda a
informacao da amostra estd contida nas contagens de quantos pontos amostrais pertencem a

cada subintervalo da particao.

2.3 Fechamento sob amostragem

Nosso proximo passo € calcular, com o auxilio do Teorema de Bayes, a distribuicao a posteriori de
© quando temos o modelo condicional especificado no Lema 2.2. Por uma questao de completude,
vamos provar uma versao do Teorema de Bayes adequada ao nosso contexto. A demonstracao é

uma adaptacdo de [14], Teorema 1.31.

Teorema 2.3 (Bayes) Seja H um vetor aleatério com distribui¢ao a priori puy e denote por
X = (Xy,...,X,) wm vetor aleatorio tal que pxp( - | h) < X\,, para todo h € R*, com
derivada de Radon-Nikodym (dpx m/dM)( - | h) = fxua( - | h). Defina a distribuicao de X por
px = Po X ' Entao, ppx( - | x) < pm, quase certamente (x|, com derivada de Radon-
Nikodym (dpmx/dpm)( - | ©) = fuix(- | ) dada por

fxja(x | h)
[ st | 1) d )

faix(h|x) =

Y

para aqueles x tais que o denominador € finito e nao nulo. O denominador € finito e nao nulo

quase certamente [fx].

Demonstragao. Seja A € #Z". Pela Defini¢ao 1.4 temos que
px(A)=P{X € A} =P{X c A HcR"} = / P{X e€A|H=h}dug(h)
Rk

- / k ( / Fxa | B) dxn@:)) dpusa(h) = / ( [ xnte | h) dw(h)) dAa(x),

em que a ultima igualdade é devida ao Teorema de Tonelli ([14] , Teorema A.69). Assim,
px < A, com derivada de Radon-Nikodym dux /d\, = fx dada por

Feta) = [ fxute |0 dun(h).
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Defina os conjuntos

Do={o: [ smte |0 dunn =0f o Du={as [ foute | mdunn) =0}

Em primeiro lugar, temos que

1ix(Dy) = / </ Frpp(e | B) dpu(h )) dhn(z) = 0.

Em segundo lugar, uma vez que

0 = [ ([ rante | D)) arnto) = [ oo-ana),
temos necessariamente que A, (D) = 0, pois px é uma medida de probabilidade. Segue que
tx(Ds) = 0. Isto prova as afirmacoes a respeito do denominador. Seja B € Z*. Por um lado,

temos que

P{XEA,HEB}:/P{XEA\H:h}duH(h)

:L(AfXH(x|h)dAn(x)) dprr(h) /(/ fxiu (@ | h) dpg (h )) dAn (),

pelo Teorema de Tonelli. Por outro lado, temos que

P{XGA,HEB}:/AP{HEB|X:x}dux(x):/AP{HeB\X:x le\x(x)d)\n(x)

— /AP{H €EB|X=x} (/Rk Ixiu(z | h) duH(h)) d\ (),

em que utilizamos o andlogo da regra de Leibniz para as derivadas de Radon-Nikodym. As duas

expressoes para P{X € A, H € B} sdo compativeis se
[ fute | 1) dun (i

P{H e B| X =u} =pyx(B|z)= :
/ Pz | 1) dyusg(h)

Assim, pgx( - | ) < pg, quase certamente [ux|, e fyx tem a expressdo desejada. **

Dado que modelamos condicionalmente um conjunto de variaveis aleatérias X1, ..., X,, con-
forme o Lema 2.2, vamos calcular a distribuicao a posteriori de ¢. Daqui em diante, usamos
as notagoes do Lema 2.2 e definimos ¢ = (c1,...,¢;) . O seguinte teorema estabelece o fecha-
mento sob amostragem da distribuicao a priori de ¢, o que significa que, a posteriori, ¢ ainda
¢ uma densidade aleatéria simples, com novos valores para os parametros que definem a sua

distribuicao.
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Teorema 2.4 Se ¢ ~ A(m,X), entio ¢ | X =x ~ A(m*, %), com m* =m + Zc.

Demonstracao. Pelo Teorema de Bayes 2.3, para cada A € Z*, temos que

prx (Al ) Co/ Ixja(x | h) dpg(h / (Hh ) dpg(h
k k
_ ¢, / (H h?) ‘%(h) dry(h) = ﬁ / (H h?> fi () T (1) dry ()

i=1 =1

nas quais utilizamos a expressao da funcao de verossimilhanca obtida no Lema 2.2, a regra de
Leibniz para as derivadas de Radon-Nikodym, a expressao de dug/dm da Definigdo 1.12 e a
constante Cy é tal que pugx(H; | ) = 1. O restante da demonstracdo depende de alguma
algebra matricial. Seja I a matriz identidade. Uma vez que, por defini¢ao, ¥ é simétrica, temos
que I =IT = (X HT = (X H)T8" = (71 TE. Portanto, temos que (X71)" = £~1. Escreva
T =m"E71, temos
que (I —m)" Sl —m)=1"S"1 -2m" S +m" S m. Definindo d = ¥ ¢, temos que

<H hgi) e (-5t = m "S- m))

1
= exp <—§ (=2d"S7N+I'ST M -2m T+ mTz—lm))

| = log h. Uma vez que o escalar [T ¥ ~1m é igual ao seu transposto (I X ~1m)

1

= C} exp <— (=24"S M+ IS =2m ST+ m TS m) + 2m TS+ dT2—1d> ,

DO |

com C; = exp (—(1/2) (—=2m'E7'd — d"S7'd)). Defina m* = m + d. Uma vez que o escalar
d'S'm = (d"S7m)"T =m'E71d, temos que (m*) 'Y Im* = m S Im+2m S ld +dTE .

Assim, obtemos que

) -

= () exp (— ('S =2(m") TS+ (m*)TE_lm*))

O = N

= () exp (— (1 —m*)T27 1 - m*)) .

Usando este resultado na expressao de ppy|x juntamente com a expressao de fy obtida na Pro-

posicao 1.2, chegamos a

jx(A | ) = / Fue(h) T, (B) dm (B)
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na qual Cy = (Co C1)/ fsywy(1) e fu- é uma densidade de um vetor aleatério U* ~ Li(m*, ).
Concluimos que, dado que X = z, o vetor H tem a distribuicao das alturas dos degraus de uma

densidade aleatéria simples p* ~ A(m*, ¥), que é o resultado desejado. <

2.4 Densidades preditivas como estimativas de Bayes

No modelo condicional do Lema 2.2 a esperanca a priori de ¢ é uma versao da densidade
preditiva a priori. Este resultado é o ponto de partida para a escolha de m e . De maneira
analoga, a esperanca a posteriori de ¢ determina uma versao da densidade preditiva plena, o

que torna esta estimativa de Bayes o sumario de maior interesse ao bayesiano.

Proposicao 2.5 Suponha que as varidveis aleatorias X, ..., X411 sejam modeladas condicio-
nalmente conforme o Lema 2.2. Denote por ux, a distribuicao de X;, parat=1,...,n+1. Por
conveniéncia, utilize as notacoes X™ = (X1,...,X,) e ™ = (21,...,2,) € R*. Entdo, para

todo A € Z, temos que

(0) () = [ Ble)] d\o), porai = 1.+ 1
A
(b) px,, xom (A z™) = /E[gp(y) | X = 2™ d\(y), quase certamente [pixm).
A

Demonstracgao. Pela Definicao 1.12; temos que

=E [Z H; I[til,ti)(y)] f@)dpn(h),

na qual h € R* e f(y) = Zle hi Iy, . +)(y), para y € R. De maneira andloga, temos que

Blel) | X =] = [ ) dusgren (| ).

Para o item (a), note que

() = PLX € AH € R = [ juia(A] 1) dun(h)

~ [ ([ axe))aunn = [ ([ 10 duntt) ) arx) = [ Bietmians),

nas quais a quarta igualdade é devida ao Teorema de Tonelli. Para o item (b), para cada B € 2",

temos que
P{X, 1 € A, XM e B} = / HXga| X ) (A x(n)) dpixm (x(n)) :
B
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Por outro lado, temos que
P{X, 1 €A X" eB}=P{X,1€A X" eB HecR"
— [ (4] 2B o (o, )
BxRk

/ e (A | ) dpisgon sr(2™ 1)

xRk
(L e A1) den 12 o)

(
/B< » ( / () dA(y )) g (B | 2t >) Gt (&)
/B< (/ F () dpgxen (b | 2t )) Ay )) dpix o (™)
- /B < /A Elp(y) | X™ :x(n)]d)\(y)) djison (2™)

nas quais a terceira igualdade segue da hipotese de independéncia condicional e do Teorema B.61

oo}

s}

de [14], a quarta igualdade é consequéncia do Teorema 2.6.4 de [2] e a sexta igualdade é devida ao
Teorema de Tonelli. Comparando as duas expressoes anteriores para P{X,,; € A, X" € B},

obtemos o resultado desejado. <

No préximo capitulo exploramos através de simulacoes estocasticas as distribuigoes a priori

e a posteriori de uma densidade aleatéria simples ¢ com o auxilio do Teorema 2.4.



— Capitulo 3

Simulacoes estocasticas

De posse da teoria das densidades aleatérias simples e do modelo condicional desenvolvidos
nos dois capitulos anteriores, exploramos neste capitulo as distribuicoes a priori e a posteriori
de uma densidade aleatdria simples através de simulagoes estocdsticas. Como resultado desta

analise, obtemos solucoes bayesianas para o problema de estimagao de densidade.

O capitulo estd organizado da seguinte maneira. Uma vez que as exploragoes das distribui-
¢oes a priori e a posteriori sao feitas através de simulagoes estocasticas baseadas no algoritmo de
Metropolis-Hastings, descrevemos este algoritmo brevemente na se¢ao 3.1 e mostramos como as
realizacoes de uma densidade aleatoria simples geradas via simulagao nos permitem obter uma
estimativa e um conjunto crivel com nivel de credibilidade predeterminado. O problema geral da
especificagdo da matriz de covariancias existente na distribuicao a priori de uma densidade ale-
atoria simples é tratado na secao 3.2. Ainda nesta secao, discutimos algumas questoes de analise
numeérica pertinentes as implementacoes das simulacoes. Apresentamos na secao 3.3 resulta-
dos das simulagoes utilizando dados gerados a partir de diferentes distribuigoes. Ao crescermos
progressivamente o tamanho das amostras dos dados simulados, registramos o comportamento
assintotico, no sentido bayesiano, da distribuicao a posteriori. Na secao 3.4, estendemos o mo-
delo considerando os casos em que a particao nao é conhecida a priori e propomos um critério de
escolha da mesma a partir da informacao contida na amostra dos dados analisados. Finalizamos
o capitulo na secao 3.5 mostrando como obter, com o auxilio da Teoria da Decisao, estimativas

que sao densidades suaves de uma classe adequada.

3.1 Algoritmo de Metropolis-Hastings

Precisamos de métodos que possibilitem a exploragao das distribuicoes a priori e a posteriori
de uma densidade aleatéria simples. Isto sera feito a partir de uma amostra de realizagoes
da densidade aleatdria simples obtida via simulacao. Para este fim, utilizamos o algoritmo
de Metropolis-Hastings, cujo propdsito é definir uma cadeia de Markov de tal sorte que sua
distribuicao de equilibrio possua uma densidade predeterminada em relacao a uma certa medida
dominante. Temos a seguir uma breve descri¢ao do algoritmo ja adaptado as nossas necessidades,

utilizando as notagoes introduzidas na Definicao 1.12.
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y = hi)

I I I
10000 50000 100000

Figura 3.1: Exemplo de monitoramento de uma das coordenadas da cadeia de Markov. A regiao cinza

corresponde ao periodo de aquecimento.

Para uma sequéncia de vetores aleatérios {H (i)}izo em H;, o algoritmo de Metropolis-
Hastings inicia a sequéncia em um ponto z, € H;. Para cada i > 0, dado que H® = z,
geramos um ponto y € H; a partir de uma distribuicao cuja densidade condicional em relagao a

71 é (- | x). Com probabilidade

a(z,y) = min{

fu(y) a(z | y) 1}
fu(@)q(yz)” "]

aceitamos a proposta y, fazendo H*1) = g ou, com probabilidade 1 —a(z, ), rejeitamos o ponto
y proposto e fazemos H*Y = z. Esta expressao incrivelmente simples para a probabilidade de
aceitacao das propostas implica que {H (i)}izo ¢ uma cadeia de Markov cuja distribuicao de
equilibrio possui densidade fy em relacdo a medida dominante 71. Note que a expressao de
a(z,y) depende apenas da razao fy(y)/fu(x), de modo que nao temos que conhecer o valor da
constante de normalizacao de fy presente na Definicao 1.12. Nossa implementagao é baseada
em um caso particular do algoritmo de Metropolis-Hastings, conhecido como o algoritmo de
Metropolis com Passeio Aleatorio, que consiste em considerar propostas obtidas a partir de um
pequeno deslocamento aleatorio do valor atual da cadeia, de maneira que a densidade condicional
possua a simetria g¢(x | y¥) = ¢q(y | ). Uma discussao da teoria necessaria para justificar o
algoritmo de Metropolis-Hastings e suas variantes pode ser encontrada em [13].

O algoritmo de Metropolis-Hastings é implementado gerando-se valores da cadeia de Markov
por um periodo inicial suficientemente longo, denominado periodo de aquecimento, a partir do
qual assumimos que a cadeia esta em equilibrio e passamos a obter realizacoes dependentes
com a distribuicao desejada. Na Figura 3.1 temos um exemplo do monitoramento em uma das
simulagoes dos valores de uma das coordenadas do vetor das alturas aleatérias de uma densidade
aleatoria simples. Note a mudanca qualitativa da evolucao apds o periodo de aquecimento,

indicado pela cor cinza.
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Vejamos como as realizagoes de uma densidade aleatoria simples obtidas através do algo-
ritmo de Metropolis-Hastings nos permitem obter sumarios da sua distribuicao. Em particular,

queremos obter uma estimativa e um conjunto crivel com nivel de credibilidade predeterminado.

Técnicas mais tradicionais de simulagao, tais quais Aceitagao-Rejeicao ou Amostragem por
Importancia [13], produzem realizag¢oes independentes do objeto aleatério considerado. A meto-
dologia de simulacao através de cadeias de Markov difere destas técnicas por haver dependéncia
entre as realizacoes obtidas. Apesar desta dependéncia entre os valores sucessivos da cadeia de
Markov, o Teorema Ergédico [13] d& a chave para calcularmos as esperangas em que estamos

interessados.

Em primeiro lugar, obtemos a esperanca do vetor das alturas dos degraus de uma densidade

aleatoria simples a partir da convergéncia quase certa da média ergddica

N

1 7 7

<> (Hl(),...,ng)> o (E[Hl],...,E[Hk]).
=0

Vale lembrar que ja provamos na Proposicao 2.5 que esta esperanca é um sumaério particu-
larmente importante, pois determina uma densidade preditiva do nosso modelo condicional.

Isso posto, necessitamos de um sumario que indique a concentracao da distribuicao da den-

sidade aleatoria simples em torno desta estimativa.

Dados dois pontos z,y € Hj, defina a distancia d(z,y) = maxj<;<k |z; — y;|. A partir da
estimativa h = (E[H,], ..., E[H,]), defina

B(h,e) = {h e H, : d(h,h) < e} ,

para € > 0.

Definimos nosso conjunto crivel, com nivel de credibilidade v € (0,1), tomando o menor
¢ > 0 tal que P{w: H(w) € B(h,€)} = .

Esta probabilidade é obtida via simulagao valendo-se da convergéncia quase certa da média

ergddica

N

1 Z. .

D i (H?) —— F Lnio(H)] = P{w: Hw) € Bho)} .
i=0

Estes conceitos sao suficientes para nossas implementagoes das simulacoes. Na proxima

secao, discutimos como escolher a matriz de covariancias ¥ que cumpre o papel de um dos

parametros da Definicao 1.12.
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3.2 Estrutura de covariancias

Utilizando a notagao introduzida no inicio da se¢ao 1.1, dado um intervalo [a, b] e sua partigao
nos subintervalos determinados por A = {a = to,t,...,t; = b}, para especificar a distribui¢ao
a priori de uma densidade aleatéria simples precisamos escolher o vetor m e a matriz de cova-

riancias ¥ que ocorrem na Definicao 1.12. Nesta secao, discutimos os aspectos relacionados a
escolha de X.

Em principio, a tdnica restricao existente na escolha de ¥ é que esta matriz precisa ser
simétrica e definida positiva, ou seja, que ¥ = X7 e "X 2 > 0, para todo z € R¥ nao nulo.
A ideia é construir X a partir de uma fungao de covariancia C' : R x R — R que reflita as
caracteristicas desejadas a priori da densidade aleatéria simples, levando em conta a estrutura

da particao determinada por A.

A fungao de covariancia C' precisa ser simétrica em seus argumentos e definida positiva, no
sentido de que, para quaisquer zy,...,z; € R, a matriz ¥ = (C(z;,x;)) seja definida positiva.
Uma condicdo necesséria e suficiente para que C' da forma C(x,y) = W(x — y) seja definida
positiva é dada pelo Teorema de Bochner [3], que afirma que C' é uma funcao real definida
positiva se e somente se ¥ é a funcao caracteristica de uma varidavel aleatéria com densidade

simétrica cujo suporte é a reta real.

Definicao 3.1 Dada uma funcao de covariancia C, definimos a matriz de covariancias ¥ cal-
culando as covariancias entre os pontos médios dos subintervalos que formam a particao deter-
minada por A. Explicitamente, escrevendo ¥ = (0;), definimos

tiq+t b+t
O'U:C< 12 ’ J 12 J) ’

para i,7 = 1,..., k. Dizemos que X é a matriz de covariancias induzida por C.

Nos exemplos desta tese utilizamos matrizes de covariancias induzidas pela familia de funcoes

de covariancia gaussianas definida por C,g(z,y) = pe?@* com p>0ef>0.

O tratamento computacional das matrizes de covariancias induzidas por esta familia de
funcoes de covariancia gaussianas demanda uma breve discussao sobre dois conceitos de andlise

numérica, o que faremos a seguir. Uma discussao mais detalhada pode ser encontrada em [11].

Para um numero real z, escreva fl(x) para a representacdo em ponto flutuante de z. O

épsilon de mdquina é definido como o maior nimero €,, tal que fl(1 +¢,) = 1. Dada uma
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Figura 3.2: Numeros de condigao k(Xy) em funcao de 0 para as duas partigoes utilizadas nos exemplos

da secao 3.3.

matriz 3 nao singular, o nimero de condi¢ao k(3) é uma medida da estabilidade numérica de
operacoes que envolvem X, tal qual o cdlculo da sua inversa ¥ ~!. Operacoes numéricas com
matrizes para as quais o nimero de condi¢do é muito pequeno, da ordem de 1/¢,,, produzem
resultados incorretos. E ideal, do ponto de vista do cdlculo numérico, que k(%) fique préximo
de 1. Em nossa arquitetura, ¢,, ¢ da ordem de 107!6. Diversas bibliotecas de calculo numérico

contém rotinas que permitem estimar k().
Por conveniéncia, até o final deste capitulo utilizamos o ponto como separador decimal.

Nos exemplos da proxima secao consideramos dois espagos amostrais. Inicialmente, nossas
observagoes assumem valores no intervalo [0,1], que dividimos em subintervalos de comprimento
0.01, o que corresponde a A = {0,0.01,...,0.99,1}. Posteriormente, analisamos amostras de da-
dos com valores no intervalo [—0.5, 0.5], que também ¢é dividido em subintervalos de comprimento
0.01, correspondendo a A = {—0.5,—-0.49,...,0.49,0.5}.

Para as duas partigoes, utilizamos as matrizes de covariancias ¥y induzidas a partir da
familia de fungoes de covariancia gaussianas, tomando p = 1, e determinamos numericamente
os valores de k(Xy) para diversos valores de 6. O grafico da Figura 3.2 apresenta os resultados
desta analise, que sao os mesmos para as duas particoes consideradas e nao dependem do valor

particular de p que escolhemos.

Devido a estes resultados, nos exemplos da secao 3.3 consideramos apenas valores de 6

maiores do que o valor critico 6. = 20 000.
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Figura 3.3: Efeito do valor de pg na concentracao da distribuicao a priori. As curvas em preto sao as

esperancas a priori e as regioes em cinza sao conjuntos criveis a priori com nivel de credibilidade 95%.

3.3 Assintética bayesiana

O objetivo desta secao é observar o comportamento assintético, no sentido bayesiano, da distri-
buicao a posteriori de uma densidade aleatéria simples. Ou seja, no caso de dados simulados,
em que conhecemos a densidade a partir da qual estes foram gerados, queremos observar a con-
centracao da distribuicao a posteriori em torno da densidade simples que aproxima a densidade

de origem conforme crescemos o tamanho das amostras.

Note que, em virtude da propriedade de fechamento enunciada no Teorema 2.4, as simulagoes
das distribuicoes a priori e a posteriori feitas nesta secao dependem, essencialmente, de uma
mesma implementacao computacional. A diferenca reside na utilizagdo de m ou m* na expressao

da densidade de H especificada na Definicao 1.12.

Almejando um pouco mais de generalidade na escolha dos parametros que definem a distri-
buicao a priori, o que pode ser 1util em eventuais aplicagoes, consideramos matrizes de covari-
ancia induzidas pela familia de func¢oes de covariancia gaussianas com p fixado em um certo
valor pg, mas com © aleatério. Ao fazermos isto, as estimativas sao obtidas com o auxi-
lio do Teorema da Probabilidade Total (veja [14], Teorema B.70). Por exemplo, temos que
h; = E[H;] = E[E[H, | ©]], para i =1,..., k.

Usamos as seguintes notacgoes. Se Y é uma variavel aleatoria com distribuicao Gama, com

parametros « e 3, escrevemos Y ~ Ga(a, ). Para Y com distribuicao Beta, com parametros

a e f3, escrevemos Y ~ Be(a,3). Se Y tem distribuicio normal com média u e variancia o2,



3.8 Assintdtica bayesiana 31

escrevemos Y ~ N(u,0?). Denotamos misturas por Y ~ > p; Be(ay, 3;), por exemplo, em

que p; >0, parai=1,....,m, ey " p; =1

Antes de apresentarmos os resultados dos exemplos, vejamos qual o efeito da escolha do valor
de pg na distribuicao a priori. Escolhemos o = 2, = 0.001, 6. = 20000 e definimos © =Y +6,,
com Y ~ Ga(a, ). Para o espago amostral [0,1] e A = {0,0.01,0.02,...,0.98,0.99,1}, com
todos os m;’s da Definigao 1.12 iguais a 1, temos na Figura 3.3 os sumarios a priori da distribuigao
de ¢ para py = 0.01 e py = 0.05, supondo que, dado que © = 6, temos que ¢ ~ A(m, ¥y), em

que Xy é induzida pela familia de fungdes de covariancia gaussianas com p = py.

Foram simulados 30 valores de ©. Para cada um destes valores a cadeia foi gerada com um
periodo de aquecimento de 10000 iteragoes, a partir do qual utilizamos os valores das 100 000
iteracoes seguintes. Note que, conforme aumentamos o valor de pg, a distribuicao a prior: fica
menos concentrada em torno da esperanca a priori. Note também a uniformidade da esperanca

a priori.

Exemplo 3.2 (Distribuicao Triangular) Sejam Y; e Y, varidveis aleatdrias independentes abso-
lutamente continuas com distribui¢ao uniforme no intervalo [0, 1]. Dizemos que Z = (Y7 +Y3)/2
tem distribuicdo triangular. Escolha, como antes, A = {0,0.01,0.02,...,0.98,0.99,1}, fazendo
todos os m;’s da Definicao 1.12 iguais a 1. Escolha a = 2, f = 0.001, 6. = 20000 e defina
© =Y +6., comY ~ Ga(a, ). Escolha py = 0.05 e suponha que, dado que © = 6, temos
que ¢ ~ A(m, Xy), em que Xy é induzida pela familia de fungées de covariancia gaussianas com
p = po. Com estas escolhas, os sumérios a priori da distribuicao de ¢ sao aqueles apresentados
no segundo grafico da Figura 3.3. Supondo que os observaveis sao modelados condicionalmente
conforme descrito no Lema 2.2, a Figura 3.4 apresenta os sumarios das distribuigoes a posterior:
de ¢ para diversos tamanhos de amostra, quando os dados analisados sao gerados a partir de
uma distribuicao triangular. Note a concentracao da distribuicao a posteriori em torno da den-
sidade simples que aproxima a densidade de origem dos dados conforme crescemos o tamanho

/
das amostras. %

Exemplo 3.3 (Mistura de Betas) Considere o caso em que os dados sao gerados a partir da
mistura

1 1 1
5 Be(1,10) + 5 - Be(10,10) + 5 - Be(30,5).

e suponha que modelamos © e ¢ a priori como no Exemplo 3.2. Temos na Figura 3.5 os
sumérios das distribuicoes a posteriori de ¢ para diversos tamanhos de amostra. Novamente,
o estreitamento da banda definida pelo conjunto crivel indica a concentracao da distribuicao a

posteriori em torno da densidade simples que aproxima a densidade de origem dos dados. — %*
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n = 100 n = 1000

n = 10000 n = 50000

n = 100 000 n = 1000000

Figura 3.4: Sumarios a posteriori para o Exemplo 3.2. Em cada grafico, a densidade simples em preto
¢ a estimativa ¢, a regiao cinza é um conjunto crivel com nivel de credibilidade de 95% e a curva em

cinza escuro é a densidade a partir da qual os dados das amostras foram simulados.
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n = 100 n = 1000

n = 10000 n = 50000

0 1 0 1
n = 100 000 n = 1000 000

3 A 3 —

2 2 -

1 ¥ 1 -

0+ 0 -+
| | | |
0 1 0 1

Figura 3.5: Sumarios a posteriori para o Exemplo 3.3. Em cada gréfico, a densidade simples em preto
é a estimativa @, a regiao cinza é um conjunto crivel com nivel de credibilidade de 95% e a curva em

cinza escuro é a densidade a partir da qual os dados das amostras foram simulados.
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0 +— ]
I I

-0.5 0 0.5

Figura 3.6: Sumaérios a priori para o Exemplo 3.4. A curva em preto é a esperanca a priori. A regiao

cinza é um conjunto crivel com nivel de credibilidade de 95%.

O préximo exemplo permite avaliar o comportamento do modelo quando o suporte nao é
limitado. A distribuicao a priori é especificada supondo-se um truncamento do suporte das

observagoes.

Exemplo 3.4 (Mistura de Normais) Suponha que o espago amostral é o intervalo [—0.5,0.5] e
que A = {-0.5,—-0.49,...,0.49,0.5}. Escolha a mesma distribui¢do a priori para © utilizada
no Exemplo 3.2. Escolha todos os m;’s iguais a 1 e faga pg = 0.05. Novamente, suponha que,
dado que © = 0, temos que ¢ ~ A(m, ), em que Yy é induzida pela familia de fungoes de
covariancia gaussianas com p = pg. Os sumaérios a priori de ¢ sao apresentados na Figura 3.6.

Gerando amostras de dados a partir da mistura

% CN(=1/7,1/12) + % -N(1/7,1/12),

obtivemos os resultados da Figura 3.7, que indicam novamente o comportamento assintético da

. . .~ . . /7
distribuicao a posteriori. **

Até agora, consideramos apenas situagoes em que a particao utilizada na definicao da distri-
buicao a prior: da densidade aleatoria simples é fixada de antemao. Na proxima secao estende-
mos esta analise para o caso em que A é aleatdrio e propomos um critério que permite escolher
uma particao de uma determinada classe a partir da informacao contida na amostra dos dados

analisados.

3.4 Um critério para a escolha da particao

Nosso proximo passo € estender a definicao da distribuicao das densidades aleatérias simples

para os casos em que a particao nao é conhecida previamente. Tal extensao pode ser motivada
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n = 100 n = 1000

n = 100 000 n = 1000 000
3 3
2 - 2
1 = 1 g
0 — 0 -
| | | | | |
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5

Figura 3.7: Sumarios a posteriori para o Exemplo 3.4. Em cada grafico, a densidade simples em preto
é a estimativa @, a regiao cinza é um conjunto crivel com nivel de credibilidade de 95% e a curva em

cinza escuro é a densidade a partir da qual os dados das amostras foram simulados.
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intuitivamente da seguinte maneira.

Suponha que escolhemos uma “parti¢ao” extremamente grosseira do intervalo [a, b] contendo
apenas um subintervalo (o préprio intervalo [a, ]). E claro que, neste caso, sejam quais forem os
dados observados, as esperancas a priori e a posteriori serao ambas densidades uniformes. No
outro extremo, considere o caso em que escolhemos uma particao ultra refinada, com um nimero
enorme de subintervalos. Como podemos observar analisando os resultados das simulagoes da
secao anterior, neste caso, nossa opiniao a priori sé seria alterada substancialmente se tivéssemos
em maos uma amostra gigantesca de dados. Por estes motivos, gostariamos de construir uma
extensao do modelo que, de certo modo, escolhesse automaticamente a particao que fosse mais

adequada para os dados que queremos analisar.

Vamos considerar o caso em que temos uma familia de partigoes uniformes do intervalo
la,b], ou seja, os subintervalos que formam cada parti¢ao terao todos o mesmo comprimento.
Cada particao desta familia sera descrita pela variavel aleatéria K, que determina o numero
de subintervalos da particao. Uma vez que o parametro p da familia de fungoes de covariancia
utilizada para induzir a matriz de covariancias, necessaria para definirmos a distribuicao da
densidade aleatéria simples, pode ter significados distintos para particoes diferentes, também

trataremos este parametro como uma variavel aleatéria positiva R.

Suponha que temos # fixado. Explicitamente, estamos considerando o seguinte modelo
hierarquico: K e R sao independentes a priori. Dado que K = k e R = p, escolhemos a particao

uniforme do intervalo [a, b] determinada por

A:{a,a—l—b_a,a+2(b_a),...,a+w,b},

k k k

induzimos a matriz de covariancias X, ¢ a partir da familia de funcoes de covariancias gaussianas,
e fazemos ¢ ~ A(m,X,y). Finalmente, os observaveis sao modelados como no Lema 2.2. Esta

hierarquia é descrita graficamente pela seguinte rede bayesiana.

\
/

Aqui nao faremos a analise bayesiana completa deste modelo hierdarquico, o que demandaria

a especificagao das distribuicoes a priori de K e R. Seguiremos uma via empirica (veja [14], se¢ao
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8.4), calculando a fungao de verossimilhanga de K e R e escolhendo valores destes parametros

que a maximizem.

Vamos usar as seguintes notacgoes: seja ux = P o K~ sobre (N, 2Y) a distribuicao de K e
seja ur = P o R™! sobre (R, %) a distribuicdo de R. Denote por ux g a distribuigdo conjunta
de K e R, que pela independéncia de K e R ¢ igual a medida produto px X pg, e seja jix pg a

distribuicao conjunta de K, R e H.

Proposicao 3.5 No modelo hierdrquico descrito acima, temos que pxx,r( - | k, p) < Ay, quase

certamente [pg g], com derivada de Radon-Nikodym

d,UX|K,R
d\,

(@ ko) = Fxala 1kop) = [ Fre | 1) dumpenlh | K.p),

para a fxg definida no Lema 2.2.

Demonstragao. Sejam A € Z" e B € 2V @ #Z. Pela definicao de distribuicao condicional 1.4,

temos que
]D{XTG.A,(K;fa 643}::E/QNXHQR(A.|k,p)duKJ&k,p).
B

Por outro lado, por argumentos similares aos usados na demonstragao do item (b) da Proposicao

2.5, temos que
P{X €A (K,R) € B}y =P{X € A (K,R) € B,H c R}

= / ,UX|K,R,H(A | k,p, h) dMK,R,H(k>,0> h)
BxRk

= / ,UX|H(A | h) dMK,R,H(k>,0> h)
BxRk

— /B (/Rk px i (A | h) dpmr,r(h | k,p)) dux. r(k, p)

:/B</R (AfX|H(x|h)dAn(x)) dMHK,R(Mk,p)) dpe r(k, p)

-/ ( / ( ) fX|H<x|h>duH|K,R<h|k,p>) d%(m)) dprcalh, ).

Comparando as duas expressoes para P{X € A, (K, R) € B}, temos que
pxixr(A |k, p) = /A </k fxim(z | 1) dpw e r(h | kf,ﬂ)) dAn (),
RH

quase certamente [p g]. O resultado segue. X



3.5 FEstimativas suaves 38

Figura 3.8: Sumarios a posteriori para o Exemplo 3.6. A densidade simples em preto é a estimativa
$, a regiao cinza é um conjunto crivel com nivel de credibilidade de 95% e a curva em cinza escuro é a

densidade a partir da qual os dados das amostras foram simulados.

Definindo a verossimilhanca de K e R por L,(k,p) = fx|k.r(x | k, p), obtemos as estima-
tivas (k, p) = arg maxy, , L (k, p) e utilizamos estes valores na definicdo da distribuicao a priori
da densidade aleatoria simples, determinando os sumaéarios a posteriori como fizemos na secao

anterior.

Exemplo 3.6 Com uma amostra de 2 000 dados simulados a partir de uma distribuicao Be(4, 2),
encontramos o maximo da verossimilhanca de K e R no ponto (k, p) = (9,1.43). Na Figura 3.8
temos os sumarios a posteriori obtidos utilizando estes valores para a especificacao da distribui-
¢ao a prior: da densidade aleatdria simples. Além disto, temos no primeiro grafico da Figura
3.9 a funcao de distribuigao F correspondente a densidade estimada a posteriori. A titulo de
comparacao, alguns dos quantis desta funcao de distribuicao estimada F' foram graficados contra

os da distribuicao geradora F{y no segundo gréafico da Figura 3.9. <

3.5 Estimativas suaves

A Definicao 1.12 implica que a distribuicao a priori de uma densidade aleatoria simples estd
concentrada em uma classe de densidades descontinuas. Além disso, a esperanca de uma den-
sidade aleatéria simples é sempre uma densidade descontinua, conforme ilustrado por todas as

estimativas obtidas nos exemplos das secoes 3.3 e 3.4.
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Figura 3.9: Exemplo 3.6. No grafico da esquerda a curva em preto é a fungao de distribuicao estimada
F e a curva em cinza é a funcao de distribuicao Fjy a partir da qual os dados foram gerados. No grafico

da direita temos a comparacao de alguns dos quantis de FeF.

Nesta secao, queremos obter estimativas que sejam densidades diferenciaveis de uma classe
predeterminada, sem alterar a definicao da nossa distribuicao a priori. No entanto, nao deseja-
mos que tais estimativas suaves sejam obtidas por uma mera interpolacao ad hoc da esperanca
da densidade aleatéria simples. Nosso objetivo é obter estimativas suaves a partir de primeiros

principios.

O conflito aparente entre uma distribuicao a priori concentrada em uma classe de densidades
descontinuas e a busca de uma estimativa que seja uma densidade diferenciavel é dissipado se nos
lembrarmos dos dois aspectos proeminentes da Inferéncia bayesiana: a representacao de nossas
incertezas através de probabilidades e a escolha de nossas acoes através dos critérios da Teoria

da Decisao.

Nossa proposta é obter estimativas suaves como solugoes de um problema de decisao em
que os estados da natureza sao realizagoes de uma densidade aleatoria simples e as acoes sao

densidades suaves de uma classe que iremos determinar.

A proposicao seguinte formula o problema de decisao, especificando a funcao de perda e
calculando a estimativa de Bayes. Em virtude do fechamento sob amostragem que demonstramos
no Teorema 2.4, é suficiente resolver o problema de decisao sem dados. Como antes, nosso espaco
amostral é o intervalo [a, b], que particionamos de acordo com algum A. Para uma densidade f

em relagdo & medida de Lebesgue, denotamos sua norma Ly por || f|l2 = ([ f2d)\)1/2.
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Proposicao 3.7 Para N > 1, sejam g1, ...,gn densidades em relagao a medida de Lebesque,
com suporte no intervalo [a,b], tais que ||g;||2 < 0o, e seja P a classe das densidades da forma
Zﬁil a; gi, coma; >0, parai=1,...,N, e Zf\il a; = 1. Seja p ~ A(m,X) e defina .# como a
classe das densidades simples que sao realizacoes de . Defina a fungao de perda L : ¥ x9 — R

por
L(s, f) = s = fll = / (s(x) = f(x))* dA(x).

~ .~ s A N A~ N .. .
Entdo, a decisio de Bayes € ¢ = > ", &; g;, na qual os &; minimizam globalmente a forma
quadrdtica
Q= E a;a; M, E a; Ji
i,j=1

sujeita as restricoes o; >0, parai=1,...,N, e Zi:l a; =1, com as definicoes

b b
M;; = / G(@)g @) dAz) e J=2 / 4:(2)El(2)] dA(z)

Demonstracao. Pelo Teorema de Tonelli, a perda esperada é

— [ P@ax -2 [ @Bk i@ + G

na qual definimos a constante positiva Cy = fabE[gpz(z)] d\(x). Por hipdtese, cada f é da forma
f(x) = Ei\il Q; gi(l’), 0 que nos leva a

N

B2 ) = 3 (ain [ i)y (2) 0 )—2Z(az / BB ) +Co,

t,j=1
em que utilizamos a linearidade da integral. Portanto, minimizar a perda esperada equivale a

resolver o problema de minimizacao restrita da forma quadratica () do enunciado. Para a matriz

M = (M;;), note que, para todo y = (y1,...,yx)' € RY nao nulo, temos que

y My = i yiy; My = Z (yzy] / (2)g;(z) dA(x))

i,7=1 i,7=1

b [ N 2
= / Z i 9i(2) 5 95(x)) dA(x) = / (Zyigxx)) dA(x) > 0,

@ qj=1
nas quais utilizamos a linearidade da integral. Logo, a matriz M é definida positiva. Isso implica
[4] que a forma quadratica @) é convexa e que o problema de minimizagao restrita de () possui
uma solucao global (dy,...,dy). Uma vez que a decisao de Bayes é a f que minimiza a perda

/
esperada, o resultado segue. **
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Figura 3.10: Exemplo 3.8. No gréfico da direita, a densidade simples em preto é a estimativa ¢,
a regiao cinza é um conjunto crivel com nivel de credibilidade de 95% e a curva em cinza escuro é a
densidade a partir da qual os dados das amostras foram simulados. No grafico da esquerda, a densidade

suave em preto é a decisao de Bayes da Proposicao 3.7.

Vamos utilizar o resultado da Proposicao 3.7 escolhendo as g¢;’s dentro de uma classe de
densidades diferenciaveis que sirvam aproximadamente como uma base para representar qualquer

densidade continua com suporte no intervalo considerado.

Para o exemplo que veremos a seguir, suponha que o suporte das densidades é o intervalo

[0,1]. O Teorema de Bernstein [5] diz que o polinomio

Y i\ (N
_ i N—i
m) =35 () () =0
aproxima uniformemente qualquer funcdo continua f definida no intervalo [0, 1], quando N — oc.
Suponha que f é uma densidade. Se definimos

=) ()" i

. - A . . N
para i = 0,..., N, podemos reescrever o polinémio aproximante como By(x) = > ., o gi(x),

na qual g; é a densidade de uma varidvel aleatéria com distribuicao Be(i + 1, N — i+ 1).

Assim, se tomarmos N suficientemente grande, esperamos que qualquer densidade continua
com suporte no intervalo [0, 1] seja aproximada razoavelmente por uma mistura destas g;. No
proximo exemplo, a classe & da Proposicao 3.7 foi construida a partir destas g;’s, com ¢ =
0,1,...,10.
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Exemplo 3.8 Suponha que temos uma amostra de 5000 dados simulados a partir de uma
distribuicao Exponencial, com taxa igual a 2, truncada ao intervalo [0, 1], cuja densidade em
relacao a medida de Lebesgue ¢é

9 6—2(m—1)

fo(z) = -1 Toy(z) -

Repetindo a andlise feita no Exemplo 3.8, encontramos o maximo da verossimilhanca de K e R
no ponto (l%, p) = (9,0.86). O primeiro grafico da Figura 3.10 apresenta os sumarios a posteriori.

Apos isto, resolvemos numericamente o problema de minimizacgao restrita da Proposi¢ao 3.7 e

chegamos ao resultado do segundo grafico da Figura 3.10. <

O exemplo anterior pode ser generalizado para o caso em que o espago amostral é o intervalo
[a, b] construindo a classe Z a partir de translagdes e mudancas de escala da mesma familia de

densidades beta.



Conclusoes

Encerramos com breves comentarios sobre possiveis modificacoes e extensoes dos modelos con-

siderados na tese.

No Exemplo 3.4, em que simulamos os dados da amostra a partir de uma mistura de normais,
tratamos simplificadamente a situacao em que os observaveis tem suporte ilimitado, através de
um truncamento do espago amostral. Uma outra possibilidade para tratar estes casos é utilizar
uma transformacao do espago amostral. Por exemplo, se tivermos observaveis que assumem va-
lores na reta real, podemos escolher alguma transformagao suave com imagem no intervalo [0, 1],
digamos, e proceder a analise neste novo espago amostral utilizando uma densidade aleatéria
simples. Ao final da andlise, utilizamos a transformagao inversa para obter respostas no espaco

amostral original.

O critério de escolha da particao proposto na secao 3.4, em que estimamos os parametros
no nivel mais alto do modelo hierarquico, pode ser sofisticado se considerarmos particoes forma-
das por subintervalos que possuem comprimentos distintos. Intuitivamente, gostariamos que a
particao escolhida se adaptasse ao fato de que porgoes do espago amostral em que observamos

mais dados deveriam ser particionadas de maneira mais refinada.

Ainda em relagao a técnica utilizada na secao 3.4, temos a alternativa de realizar uma analise
bayesiana completa do modelo hierarquico, especificando distribuicoes a priori para K e R. Ao
fazermos isto, criamos uma situacao em que a propria dimensao do espago paramétrico nao é

conhecida. Algoritmos de salto reversivel [13] podem ser tteis nas simulagoes deste caso.

Finalmente, podemos modificar a definicao das densidades aleatdrias simples para que possa-
mos tratar o caso multivariado, em que cada ponto amostral é um vetor de R?. Por exemplo, no
caso bivariado, podemos particionar uma regiao limitada do plano e definir uma densidade ale-
atéria simples cujas realizacoes assumem um valor constante em cada subconjunto da partigao,

de maneira analoga ao que foi feito no caso univariado estudado na tese.
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