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Resumo

O elemento central deste estudo é o problema de predicdo em seqiiéncias de variaveis
aleatérias bindrias (0-1). Modelos sdo estudados para esse tipo de situacao e entao rela-
cionados com a Faldcia do Apostador - um famoso caso de estudo da Psicologia (também
conhecida como Lei da Maturidade). Estudos estatisticos anteriores propoem tal modelagem
sob a perspectiva bayesiana. Neles, tem-se a suposicao de permutabilidade infinita e, como
conseqiiéncia, a maturidade é um comportamento inadmissivel. Neste estudo, um novo mode-
lo é apresentado, no qual a crenca do apostador nao é necessariamente uma falacia. Este ¢é
o modelo preditivista usual de populagao finita e, portanto, somente quantidades com sig-
nificado operacional (parametros operacionais) sao envolvidas. Uma classe de prioris para o
parametro operacional que resulta em modelos nao estendiveis é apresentada. Trata-se de
uma classe de distribuicoes que definimos como mais estreitas que a Binomial. Maturidade
é uma conseqiiéncia da crenca em prioris dessa classe. Apresenta-se ainda uma subclasse
referente as distribuicoes mais estreitas de segunda ordem que a Binomial. Para prioris dessa
subclasse tem-se taxa de falha preditiva crescente, que pode ser interpretado como o re-
sultado mais extremo de maturidade. Os resultados deste estudo podem contribuir para o
julgamento de quao razoavel é a suposicao de permutabilidade infinita em relagao ao tipico
comportamento humano. Outra principal contribuicao estéd associada ao estudo de condicoes

de estendibilidade em processos binarios.

Palavras-chave: Estatistica Bayesiana, Preditivismo, Permutabilidade, Estendibilidade, Pro-

cessos 0-1, Falacia do Apostador, Lei da Maturidade.






Abstract

We study the problem of prediction in sequences of binary random variables. Models
are studied for this kind of situation and then considered vis-a-vis the Gambler’s Fallacy - a
famous case study in Psychology (also known as Law of Maturity). Previous statistical studies
proposed such modeling under the bayesian perspective. In them there is the assumption of
exchangeability and, as a result, maturity is a inadmissible behavior. In this study, a new
model in which the Gambler’s belief need not be a fallacy is presented. This one is the usual
finite population model and, therefore, only operationally meaningful quantities (operational
parameters) are involved. A class of prior distributions for the operational parameter which
yield non-extendable models is presented. It is a class of distributions which we defined as
tighter than the Binomial. Maturity is a consequence of the belief in the prior distributions
of this class. Furthermore, a subclass which refers to the distributions that are second-order
tighter than the Binomial is presented. For prior distributions of this subclass the predictive
failure rate is increasing, which can be interpreted as the most extreme case of maturity. The
results of this study may contribute on the judgment of how reasonable the assumption of
infinite exchangeability is relative to typical human perception. Another major contribution

is related to the study on extendibility conditions in binary processes.

Keywords: Bayesian Statistics, Predictivism, Exchangeability, Extendibility, 0-1 Processes,
Gambler’s Fallacy, Law of Maturity.






Conteudo

Agradecimentos

Resumo

Abstract

Lista de Figuras

1 Introducao

1.1
1.2
1.3
1.4

1.5

Inferéncia Estatistica Bayesiana . . . . . . . . . ... ...
Probabilidade Subjetiva . . . . . . ... oo
Permutabilidade . . . . . . . . ...
Teorema da Representacao de De Finetti . . . . . . . . ... ... ... ....
1.4.1 Estudo do Teorema via Simulagao Computacional . . . . . . ... . ..
Preditivismo . . . . . . . .
1.5.1 Estendibilidade . . . . . . . . . .. ...

2 Falacia do Apostador: Uma Abordagem Bayesiana

2.1
2.2

2.3

A Falacia do Apostador . . . . . . . ...
Estudos Anteriores . . . . . . . ..
2.2.1 O Estudo de O’Neill & Puza . . . . .. ... ... ... ... ......
2.2.2 O Estudo de Rodrigues & Wechsler . . . . . ... ... ... ... ...
2.2.3 Uma Possivel Demonstracao do Resultado de O’Neill & Puza . . . . . .
2.2.4 Consideragoes sobre os Estudos . . . . . . ... ... 0L
Um Novo Modelo . . . . . . . . . . .
2.3.1 Distribuicao Binomial como Priori . . . . . . . .. .. ... ... ...
2.3.2 Mistura de Binomiais como Priori . . . . . . ... ... ... .. .. ..
2.3.3 Distribuicoes Mais Estreitas que a Binomial . . . . . . . ... ... ...

2.3.4 Distribuicao Hipergeométrica como Priori . . . . . ... ... ... ...

iii

vil

<

© 00 O W W N =



X Conteddo

2.3.5 Distribuicoes Mais Estreitas de Segunda Ordem que a Binomial . . . . 26

3 Conclusoes 31
3.1 Revisao dos Principais Pontos de Estudo . . . . . . . ... ... ... ..... 31
3.2 Consideracoes Finais . . . . . . . . ... L 31
3.3 Pontos para Pesquisa Futura . . . ... .. .. ... ... ... ... ... 33

A Calculos Auxiliares 35
A.1 Exemplo de Nao-estendibilidade . . . . . . . . ... ... ... ... .. .... 35
A.2 Demonstracao do resultado de Indiferenca . . . . . . . .. ... ... ... .. 36
A.3 Demonstracao do resultado de Equivaléncia de Modelos . . . . . . .. .. .. 36

A .4 Identidades de Coeficientes Binomiais. . . . . . . . . . .. ... .. .. .... 37
A.5 Posteriori mais estreita que a Binomial . . . . . . ... .00 38
A.6 Distribuicao Hipergeométrica simétrica - Mais estreita que a Binomial . . .. 39
A.7 Hipergeométrica simétrica - Mais estreita de segunda ordem . . . . . . . . .. 39
Referéncias Bibliograficas 41

Referéncias Bibliograficas 41



Lista de Figuras

1.1

1.2

2.1

2.2

2.3

Freqiiéncias Relativas de Processos 0-1 Simulados Computacionalmente: N=10,
n=1000 e Distribuigao Beta(10,10) para © . . . . . . . ... ... ... ...
Histograma das Freqiiéncias Relativas de Processos 0-1 Simulados Computa-

cionalmente: N=10000 e n=400 e Distribuigao Beta(10,10) para © . . . . . .

Casos de Distribuicao a Priori para v (com N=10): 1 - Uniforme, 2 - Binomial
e 3-Degeneradaem N/2. . . . . .. .o
Distribuigoes de Probabilidade: 1 - Binomial, 2 - Binomial Mais Estreita (I) e
3 - Binomial Mais Estreita(II) . . . . .. ... ... .. . 0.,
Distribuicoes de Probabilidade: 1 - Binomial, 2 - Binomial Mais Estreita de

Segunda Ordem (I) e 3 - Binomial Mais Estreita de Segunda Ordem (II)

20

21

27






Capitulo 1

Introducao

1.1 Inferéncia Estatistica Bayesiana

Dé-se o nome de inferéncia cientifica ao processo de aprendizado sobre alguma caracteristica
desconhecida de interesse com base na observac¢ao de dados (amostra) vinculados a tal ca-
racteristica. Quando a conexao entre os dados e a caracteristica é expressa em termos proba-
bilisticos entao o processo ¢ chamado de inferéncia estatistica (Johnson & Kotz [1]).

A abordagem dita bayesiana de inferéncia estatistica é aquela na qual o mecanismo central
do processo de inferéncia é dado pela utilizagao do Teorema de Bayes, que se descreve da
forma a seguir:

P(D|H;)P(H;)

P(H||D) = S PUDI,) PUT) (i=1,2,..)

em que, H; representa uma hipdtese especifica a respeito de um estado desconhecido.
P(D|H;) ¢ a probabilidade de se observar o conjunto de dados D caso H; seja verdadeira.
P(H;) é a probabilidade a priori de H; ser verdadeira (determinada anteriormente a ob-
servagao dos dados D). E por fim, P(H;|D), objeto resultante do procedimento, é chamada
probabilidade a posteriori de H; dado D.

O procedimento apresentado é apenas uma idéia geral do mecanismo de aprendizado obtido
via Teorema de Bayes (em sua forma discreta). Em muitos casos, hd uma estrutura relativa-
mente mais complexa. Em geral, os dados sao representados por observagoes de uma amostra
(x1,T9,...,x,) e as hipiteses por valores que a caracteristica desconhecida (parametro )

pode assumir.



2 Introducao

1.2 Probabilidade Subjetiva

Como visto na segao anterior, dentro do procedimento de inferéncia estatistica um com-
ponente que exerce um papel de fundamental importancia é a probabilidade. Dessa forma,
qualquer abordagem de inferéncia estatistica esta fortemente vinculada a esse conceito. Trés
das principais interpretacoes de probabilidade sao: cldssica, frequentista e subjetiva.

O interpretacao cldssica de probabilidade de um evento baseia-se na suposicao de que
todas os casos sao igualmente possiveis de ocorrer (Laplace [2]). Outra interpretagao, a
frequientista, sustenta que a probabilidade de um evento ocorrer é medida pela frequéncia
relativa de ocorréncias desse evento apds um grande nimero de ensaios independentes e nas
mesmas condigdes (Venn [3]). Um ponto controverso de tal defini¢ao reside no fato de o
conceito de probabilidade ser necessario para definir-se independéncia, resultando assim, em
um problema de circularidade na definicao.

A visao subjetivista é aquela que interpreta probabilidade como o grau de credibilidade
que um individuo tem a respeito de uma proposi¢ao, como a ocorréncia de um evento, por
exemplo (De Finetti [4]). Dessa forma, duas pessoas podem ter probabilidades diferentes em
relagdo a um determinado acontecimento. Em uma situagao de langamento de moeda, por
exemplo, alguém poderia atribuir probabilidade 1/2 para cara e 1/2 para coroa enquanto
que outra pessoa, em posse da informacao de que aquela moeda é viciada, poderia designar
probabilidade 1 para coroa.

Além de apresentar tal flexibilidade, a interpretacao subjetivista é compativel com um
conjunto vasto de situagoes de simetria de probabilidades sobre as quais pode existir con-
senso, como no caso em que ha indiferenca com respeito as faces de um dado e atribui-se

probabilidade 1/6 para cada face em seu langamento.

Bonassi, Fernando V. IME-USP



1.3 Permutabilidade 3

1.3 Permutabilidade

Dada uma situagao em que se tem uma seqiiencia de variaveis aleatorias Xi,..., X, um
individuo pode julgar que os rétulos que identificam as varidveis nao sao informativos; isto é,
o grau de credibilidade que é atribuido para a distribuigao conjunta P(xy,. .., z,) permanece
0 mesmo ao se permutar os valores de x1,...,x,. A seguir, apresenta-se a descricao formal

desse conceito (Paulino et al. [6]):

Definigao 1.3.1 (Permutabilidade Finita) A medida de probabilidade P para um seqiiéncia
de variaveis aleatorias Xy, ..., X, € julgada permutdvel quando a distribuicao conjunta de

probabilidade indicada satisfaz:
P(:L‘l, e ,[Bn) = P(Sﬂﬂ-(l), Ce ,:L"ﬂ.(n)>
para todas permutagoes de m definidas no conjunto {1,...,n}.

Um exemplo de medida de probabilidade permutével para duas variaveis aleatérias binarias
ocorre quando P(X; = 1,X, = 0) = P(X; = 0,X, = 1). Nota-se que independéncia
implica em permutabilidade, porém a volta nao é necessariamente valida. Disto, tem-se que
a suposicao de permutabilidade é mais fraca que a de independéncia.

Rigorosamente, o conceito de permutabilidade é vinculado a medida de probabilidade
da seqiiéncia de varidveis aleatérias. No entanto, é comum entre os autores da literatura
estatistica utilizarem a afirmacao de que a seqiiéncia de variaveis que é permutavel.

Tal conceito pode ser estendido para seqiiéncias infinitas. Uma seqiiéncia infinita de
variaveis aleatérias é infinitamente permutdvel se toda subseqiiéncia finita dela for per-

mutavel.

1.4 Teorema da Representagao de De Finetti

Consideramos como nosso objeto de interesse uma seqiiéncia infinita de variadveis aleatdrias
bindrias (X7, Xs,..., com X; = 0 ou X; = 1, para todo i = 1,2,...). Ao se supor que
essa seqiiencia é infinitamente permutdavel, tem-se como conseqiiéncia o Teorema da Re-
presentacao de De Finetti [7]. Trata-se de um resultado que, dada a suposi¢ao mencionada,

fornece uma representacao matematica para distribuigao conjunta de probabilidade p(x1, ..., ;).

Bonassi, Fernando V. IME-USP



4 Introducao

Teorema 1.4.1 (Teorema da Representagao para variaveis 0-1) Consideremos um pro-

cesso de varidaveis aleatorias bindrias Xq, Xo, ... com medida de probabilidade P. Entao,

(I) A medida do processo é permutdvel se, e somente se, existe uma funcao distribui¢iao Q
tal que, para todo n > 1, a distribuicao conjunta de probabilidade p(x1,...,x,) tem a

forma:

P& ) :/0 [[o(1- 0y aQe).

(II)
L " Xi
Além disso, quando n — oo,

converge quase certamente.

(I11)
E finalmente, chamando lim, .« " de O, tem-se que Q(0) é a funcao distribuicao

de O.

"X
n

Seguindo a idéia da demonstracao dada em Heath & Sudderth [8], podemos fazer a prova da
parte (I) do teorema por meio dos seguintes passos:

Devido a suposicao de infinita permutabilidade, a probabilidade de ocorréncia de qualquer
seqliéncia de tamanho n é fungdo do nimero de 1’s que a mesma contém (chamamos esse
nimero de k). Denomina-se tal probabilidade por py .

Sendo m o tamanho de uma seqiiéncia que contém a seqiiéncia estudada (n < m), verifica-
se que dado o nimero de 1’s na seqiiéncia maior, entao o nimero de 1’s na seqiiencia estudada
tem distribuicao Hipergeométrica.

Dessa forma, para todo m > n, é possivel escrever que a probabilidade de ocorrer k 1’s na

seqiiéncia estudada (py,) é:

pk’n:ZM'P<ZXjZT)> 0<k<n<m

r=0 (T:> j=1

Por intermédio de uma reparametrizacao conveniente, a probabilidade de ocorrer k£ 1’s na

seqiiéncia estudada (py,) pode ser reescrita como:

= () [0

*em que (x), = Hf;é(x —7)

Bonassi, Fernando V. IME-USP



1.4 Teorema da Representagao de De Finetti 5

Como m — oo,

(6m)[(1 — O)m]

n—k ki1 pyn—k
). — 0"(1—0)

uniformemente em ¢. Além disso, tem-se pelo Teorema de Helly (Brunk et al. [9]) que existe
uma subseqiiéncia de naturais tal que @, converge para (), que é uma funcao distribuicao;

concluindo assim a prova. ll

Um dos pontos de grande importancia no Teorema da Representacao reside em sua inter-
pretacao. Por intermédio dele, é possivel tracar equivaléncia entre a suposicao de processo 0-1

infinitamente permutavel com uma situagao que fosse constituida pelos seguintes aspectos
(Bernardo & Smith [10]):

1. Xy, X, ... fossem varidveis aleatérias Bernoulli, condicionalmente independentes dada

uma variavel aleatéria ©);
2. fosse atribuida uma distribuicao Q(€) para a variavel aleatéria ©;

3. pela lei forte dos grandes nimeros, © fosse o limite (quando n — 00) da freqiiéncia
relativa de sucessos, de forma que () pudesse ser interpretada como a credidibilidade

sobre tal limite.

Em outras palavras, no processo 0-1 infinitamente permutavel existe uma equivaléncia com
0 caso em que as variaveis resultam de uma amostra aleatoria de uma distribuicao Bernoulli
com parametro ©, em que é atribuida a distribuicao Q(#) a priori para o parametro. Nesse
caso, o sentido operacional para a distribuicao a priori é representado pelo que se acredita
esperar da freqiiéncia relativa para um numero grande de observagoes.

Ao realizarmos uma interpretacao mais detalhada de cada parte do teorema, temos da
parte (I), que 6 executa apenas o papel de variavel de integragao (que usualmente é chamado
de “parametro”). O Teorema da representagao estd, portanto, nos mostrando como surge o
parametro, nao arbitrariamente, mas sim como conseqiiéncia matematica da suposicao de
permutabilidade (que estd vinculada apenas a quantidades observaveis).

O resultado (II) é a lei dos grandes niimeros para v.a. bindrias em sua formulagao geral, no
sentido de valer para toda a funcao distribuicao Q(6). Ela garante a estabilidade da seqiiéncia
de freqiiéncias relativas (com probabilidade 1) sem, no entanto, indicar o limite - que é fixo
quando Q(#) é degenerada, i.e., X1, Xs,... sdo v.a.’s i.i.d..

E por fim, da parte (III) tem-se que a incerteza a respeito do limite O, é dada justa-
mente pela funcao distribuigdo Q(#). Como foi visto, tal limite é interpretado como limite

da freqiiéncia relativa de sucessos.

Bonassi, Fernando V. IME-USP



6 Introducao

1.4.1 Estudo do Teorema via Simulagao Computacional

Para uma melhor ilustracao dos aspectos que envolvem o Teorema da Representagao, es-
tudamos um caso simulado computacionalmente. Geramos seqiiéncias de variaveis aleatérias

bindrias (0-1) utilizando o seguinte método (seqiiencial):

1. Estabelece-se uma distribuicao para a variavel aleatoria ©;

2. Gera-se uma observagao segundo uma distribui¢ao Bernoulli(E(©)), em que E(©) é a
esperanca da v.a. ©;

3. Dado o valor da nova observacao, atualiza-se a distribuicao a posteriori de ©;

4. Para gerar a proxima observacao da seqiiéncia, volta-se ao passo 2.

Sendo n o tamanho da seqiiéncia e N o numero de seqiiéncias geradas, obtiveram-se os

seguintes resultados quando utilizada uma distribuigao a priori Beta (10,10) para O:

Frequéncia Relativa de Sucessos

! ! ! ! ! !
0 200 400 600 800 1000

Namero de Ensaios

Figura 1.1: Resultados de simulagoes para N=10, n=1000 e distribuicao Beta(10,10) para ©

Bonassi, Fernando V. IME-USP



1.4 Teorema da Representagao de De Finetti 7

Observa-se nesse caso que a freqiiéncia de sucessos converge para um limite conforme se
aumenta o nimero de ensaios (n); entretanto, observa-se também que esse limite é aleatério
- fato que confirma o que foi apontado na parte (II) do teorema. Para estudar a distribuigao
desse limite, fixou-se um valor de n razoavel para a convergéncia da freqiiéncia relativa de
sucessos e gerou-se um numero elevado de seqiiéncias (N=10000), obtendo a distribuigao

que pode ser observada na figura 1.2.

1500
]

1000
1
|

500

02 04 06 08

Figura 1.2: Distribui¢ao das freqiiéncias relativas (N=10000 e n=400)

Nota-se entao que a distribuicao das freqiiéncias relativas de sucessos, obtida pela
simulagao, assemelha-se de forma significativa a da distribui¢do Beta(10,10). Fato que era
esperado em funcao de ter sido a Beta(10,10) atribuida a priori para O, e também pelo que

enuncia o préprio Teorema da Representagao (parte IIT).

Bonassi, Fernando V. IME-USP



8 Introducao

1.5 Preditivismo

Considerando problemas de interesse estatistico que se definem em termos de uma seqiiéncia
de observagoes x1, s, . .., T,, uma abordagem possivel de inferéncia estatistica é aquela cujo
tnico objeto de manipulagao é a distribuicao conjunta p(x1,xs, ..., x,).

Um exemplo de problema de interesse refere-se a obtencao da probabilidade preditiva de
uma proxima observacao dado um conjunto de dados observados. Tem-se entao um processo

de aprendizado sobre o que foi observado:

p(xn-l-l’xl? v an) = p(flfl, o 71’n+1)/p<131, s 7xn)

Dessa forma, supoe-se nesse tipo de abordagem que a especificacao de graus de credi-
bilidade se faz apenas sobre a forma da distribuigdo conjunta para todo subconjunto de
x1,Za,. ... A essa especificagao dé-se o nome de modelo de probabilidade preditiva (Bernardo
& Smith [10]).

E neste contexto de inferéncia estatistica que se apresenta a grande importancia do Teo-
rema da Representacao de De Finetti. Como foi visto, a tinica suposicao presente nele refere-
se a de permutabilidade infinita do processo 0-1, e como conseqiiencia matematica tem-se
equivaléncia com o modelo paramétrico de distribui¢oes Bernoulli(©) condicionalmente in-

dependentes. Nesse caso, o problema de predicao se apresentar-se-ia assim:

1
p<$n+l‘x17"'>xn) _/ 9f(9|l'1,,$n>d0
0

A forga do Teorema da Representacao apresenta-se, portanto, no fato de que parte-se de
uma suposicao de simetria que restringe-se apenas aos valores observaveis. A construcao
paramétrica surge por uma equivaléncia matematica, e nao por razoes obscuras. Além disso,
a utilizacao do modelo paramétrico pode dar-se apenas por uma questao de facilidade
operacional e ndo necessariamente crenga em entidades chamadas parametros (Wechsler [11]).

Essa interpretagao do Teorema da Representacao de De Finetti é a esséncia de abordagem
de inferéncia estatistica conhecida como preditivismo ou abordagem bayesiana operacional
(De Finetti [4], Mendel [12]). Nesse tipo de abordagem, as suposigoes restrigem-se somente
as quantidades observaveis. Em geral, trata-se de suposicoes de simetria diretamente sobre
as observacoes ou também sobre medidas resumo sobre elas - os chamados parametros ope-

TACIONALS.

Bonassi, Fernando V. IME-USP



1.5 Preditivismo 9

1.5.1 Estendibilidade

Um ponto importante de estudo relacionado a visao preditivista de inferéncia refere-se a
propriedade de estendibilidade. Em muitos casos, o problema caracteriza-se por nao haver a
possibilidade de observar infinitas realizacoes. Dessa forma, a suposicao de processo infini-
tamente permutavel nao é imediatamente razoavel, e com isso pode nao se ter a validade de
importantes resultados inferenciais como o Teorema da Representacao.

Uma alternativa para lidar com esse tipo de situagao é supor que a seqiiéncia finita de
quantidades observaveis advém de um processo infinito, ou seja, pode ser estendida para
uma populacao infinita. De forma menos direta, é possivel também especificar modelos de
populagao finita que, sob certas condigoes, sao equivalentes a especificagoes em populacao
infinita (Iglesias et al. [13]). Por intermédio desse artificio é possivel facilitar o problema
inferencial.

Entretanto, nem sempre é possivel estabelecer condi¢oes de estendibilidade. No caso em
que a seqiiéncia é formada por duas varidveis aleatérias bindrias (X, X3), poderiam ser

atribuidas, por exemplo, as seguintes probabilidades:

PX;=0,X,=0)=0 PX;=1,X,=1)=0
P(Xl:1,X2:O>:P(X1:O7X2:1>:1/2

Neste caso verifica-se que nao existe nenhuma priori Q(f) no modelo de Bernoullis(©)
c.i.i.d. para a qual tem-se equivaléncia com as probabilidades preditivas descritas acima.
Sendo assim, esse caso é uma exemplificagdo de um modelo nao estendivel (as contas para

chegar a essa conclusao sao apresentadas no Apéndice A.1).

Um outro exemplo possivel refere-se ao caso com seguinte modelo de probabilidade

preditiva:

P(X;1=0,X,=0)=1/4 PX;=1,Xo=1)=1/4
PX,=1,X,=0=P(X;=0,X,=1)=1/4

Neste caso verifica-se equivaléncia dessas probabilidades com aquelas resultantes do
modelo de distribuigbes independentes Bernoulli(1/2). Logo, podemos declarar tal modelo
como estendivel (para um processo infinitamente permutavel em que a distribuigao para ©

¢ degenerada em 1/2).
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Capitulo 2

Falacia do Apostador: Uma Abordagem

Bayesiana

2.1 A Falacia do Apostador

H& uma série de estudos de psicologia experimental [14] que apontam vieses sistemdticos
no comportamento humano diante de situacoes que envolvem incertezas. Nesse contexto
apresenta-se um tipo de crenca que € vastamente conhecido como a faldcia do apostador -
ao se lancar uma moeda e observar uma seqiiéncia longa de caras, acredita-se que é mais
provavel observar coroa no proximo langamento ao invés de outra cara. Trata-se de uma
espécie de lei da compensacao e que, em ambito mais geral, apresenta-se quando as pessoas
predizem que uma tendéncia recente terd de se reverter para o equilibrio geral prevalecer.
Pode também ser chamada como ler da maturidade.

Nessa linha, um aspecto relevante é abordado por O’Neill & Puza [15] seguindo as idéias
apresentadas por Cowan [16] - para caracterizar-se a faldcia é necessario encontrar um con-
junto de condicoes que implicam em uma conclusao logica contraria a afirmacao potencial-
mente falaciosa. Diante disso, ha entao a necessidade de analisar de forma légica quais sao as
premissas que levam a conclusao de que a crenca na lei da maturidade ¢ um comportamento
inadmissivel.

Nessa perspectiva, a abordagem estatistica bayesiana apresenta-se como ferramenta
adeqiiada para tratar o problema, determinando as conseqiiéncias logicas que se tém para
cada conjunto de premissas (suposigoes). Dois estudos da literatura estatistica que seguem
essa proposta sao: O'Neill & Puza [15] e Rodrigues e Wechsler [17]. Nas segbes seguintes
apresentam-se suposicoes, defini¢oes, resultados e a forma como cada um desses estudos se

relaciona com a faldcia do apostador.
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2.2 Estudos Anteriores

2.2.1 O Estudo de O’Neill & Puza

O’Neill & Puza [15] tém como proposta principal estudar os aspectos que fornecem um
suporte logico a faldcia do apostador. Para tanto, propoe-se modelar uma situagao em que
se observa uma subseqiiéncia de varidveis aleatérias discretas (x, = (z1,%2,...,%,)) que
assumem valores em 1,2,... k (faces de um dado, por exemplo). Além disso, supoe-se que a
seqiiéncia x = (1, Z2, .. .) é infinitamente permutavel.

Nessas condigoes, os autores definem a gambler’s belief como entender que a probabilidade
preditiva p(z,41]x,) de cada caracteristica deve ser ordenada segundo relagao inversa do
numero de ocorréncias observadas das mesmas; ou seja, a caracteristica que mais ocorreu até
entao teria a menor probabilidade preditiva, a segunda mais freqiiente seria a com segunda
menor probabilidade preditiva, e assim sucessivamente.

Dessa forma, um individuo que segue essa crenca (gambler’s belief) acredita que eventos
que ja ocorreram muitas vezes no passado tendem a ocorrer menos no futuro, e no caso de
eventos que ocorreram poucas vezes, ele acredita que ocorrerao com maior probabilidade no
futuro.

Entretanto, o principal resultado de O’Neill & Puza [15] apresenta-se no sentido contrario
da gambler’s belief. Para introduzir tal resultado é preciso, no entanto, elucidar alguns as-
pectos do modelo.

Uma vez que a principal suposicao do modelo é a de que o processo seja infinitamente
permutavel, tem-se como conseqiiéncia do Teorema de De Finetti, um vetor de v.a.’s ©
= (01,...,0y) referente ao limite da freqiiéncia relativa de ocorréncias de cada uma das k
possiveis caracteristicas.

Além disso, supoe-se nesse modelo que a distribuicao a priori de ® é permutavel. Trata-se
de uma suposicao adicional de simetria, que demonstra que a priori existe indiferenca na
comparacao entre as faces do dado.

Sendo assim, o modelo desse estudo é constituido por duas suposicoes de permutabilidade
- a primeira sobre o processo x = (1,Z2,...) e a segunda sobre o vetor @. O principal
resultado de O’Neill & Puza [15] declara que, sob essas condigoes, a probabilidade preditiva
P(Tpni1|xn) é ordenada segundo o nimero de ocorréncias de cada caracteristica ja observada,
ou seja, quanto mais freqliente nas observacoes mais se acredita que certa caracteristica possa
surgir numa proxima observacao. A esse resultado é atribuido o titulo de reverse gambler’s

belief. A seguir, apresenta-se a descricao formal de tal resultado:
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Resultado 2.2.1 (Reverse Gambler’s Belief) Sejam n, e ny as freqiéncias observadas
das faces a e b, respectivamente; Dadas as suposi¢oes anteriormente descritas (z infinita-
mente permutdvel e priori permutdvel para © ), para quaisquer a, b em {1,...,k}, tem-se

que:
1. seng > my entdo plalz,) > p(blz,); e
2. seng > ny e © ndao-degenerado entio p(a|z,) > p(blz,).

E possivel ver entao que, sob as condig¢oes descritas, a conclusao légica é contraria a gam-

bler’s belief, visto portanto, como uma faldcia (supostas as condigdes de permutabilidade).
2.2.2 O Estudo de Rodrigues & Wechsler

O modelo apresentado em Rodrigues & Wechsler [17] descreve a situagao em que se observa
uma subseqiiéncia de variaveis aleatérias discretas (x,, = (1, 2, ..., x,)) que assumem valo-
res 0 ou 1 (fracasso ou sucesso), e nele também se supoe que a seqiiéncia x = (1, x9, ...)
¢ infinitamente permutavel. Entende-se que a lei da maturidade apresenta-se nesse modelo
quando se acredita que, com a observacao de uma seqiiéncia crescente de fracassos conse-
cutivos, a probabilidade preditiva de sucesso em uma préoxima observacao torna-se cada vez
maior (o sucesso vai “amadurecendo”).

O principal objeto de manipulagao deste estudo refere-se a taxa de falha preditiva, que é

definida da seguinte forma:

Definicao 2.2.1 Seja M a varidvel aleatoria referente ao ensaio em que se observa o primeiro

sucesso, entao a Taxa de Falha Preditiva € dada por:
r(m)=Pr(M =m) / Pr(M >m), para m=1,2,...
O resultado que ¢é obtido apresenta-se formalmente da seguinte maneira:

Resultado 2.2.2 (Taxa de Falha Decrescente) Para qualquer escolha de priori ndo de-

generada para ©, tem-se que r(m) é decrescente em m.
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Prova:

Primeiramente, nota-se que:

o= | 01— 0 p0) /|| (- 6)"p0) b

Sendo assim, é preciso demonstrar que E[© - (1 — ©)™ '/E[(1 — ©)™!] decresce em

m = 1,2,... para qualquer v.a. © satisfazendo Pr[0 < © < 1] = 1.
Define-se entao Z =1 — O. E para todo m = 1,2, ..., buscamos provar que:
El(1-2)-z™|/E(Z™ = E[(1 = Z) - 2"/ E[Z2™*]

Mas, definindo 7' = Z™?2 e V = Z"™/2+1 podemos aplicar a desigualdade de Cauchy-

Schwarz para obter (para todo m > 1):
[E(Zm Y < E[Z™] - B[Z™+2],

que é equivalente a desigualdade anterior, concluindo assim a prova. O

Uma outra relacao interessante, que é simples de se verificar, é a seguinte:
r(m)=E@ | (m—1) fracassos) = p(xy, = 1|lz1 =0,..., 2,1 =0)

Disto, tem-se que r(m) é equivalente a probabilidade preditiva de sucesso apds observar-se
(m-1) fracassos consecutivos.

Dessa forma, uma vez que o principal resultado do estudo declara que r(m) é decrescente
para qualquer escolha de priori para ©, sua interpretacao é que conforme se aumenta o
niumero de fracassos consecutivamente observados, entao se diminui a probabilidade predi-
tiva de sucesso numa proxima observacao, comportamento esse que é completamente oposto

a lei da maturidade, e que pode ser definido como a cren¢a na maturidade reversa.
2.2.3 Uma Possivel Demonstragao do Resultado de O’Neill & Puza

Apesar da existéncia de algumas diferencas entre os dois estudos mencionados anteriormente,
mostraremos que € possivel utilizar o resultado de Rodrigues & Wechsler para obter uma
demonstracao simples e intuitiva do resultado de O’Neill & Puza. Para tanto, precisamos

fazer uso da seguinte propriedade:
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Propriedade 2.2.1 Nas condi¢coes descritas no modelo de O’Neill e Puza, se em n ensaios,

for obtido n, = ny, entdio ©, e Oy sao permutdveis a posteriori.

Essa propriedade pode ser tirada do fato de que a posteriori é proporcional ao produto da
verossimilhanca e priori, e uma vez que a troca entre 6, e 6, nao altera nem a verossimilhanca

e nem a priori, entao sao permutaveis a posteriori.

Tendo conhecimento de tal propriedade e do resultado de Rodrigues & Wechsler, ja é
possivel partir para a demonstracao de interesse, de que se tivermos permutabilidade do
processo (infinito) x e permutabilidade em ©, entao teremos reverse gambler’s belief (O’Neill
& Puza).

A idéia da prova de tal resultado é utilizar o fato de que 1, xs,..., x,, sao permutaveis,
e sendo assim o processo de atualizacao da priori de ® permanece a mesmo para o vetor
(21, Ta,. .., x,) rearranjado de forma conveniente. Rearranja-se entao tal vetor de forma que
ng — Ny observagoes de caracteristica a fiquem em seu final.

Particionamos entao o novo vetor em dois subvetores: o segundo com as n, — n, ob-
servagoes mencionadas acima, e o primeiro com as observagoes restantes. Tem-se entao que a
atualizagao da priori é equivalente ao processo seqiiencial de atualiza-la utilizando o primeiro
vetor e entao reatualiza-la utilizando o segundo vetor.

Considerando tal processo, temos que ao final da primeira etapa a priori atualizada se en-
caixa nas condicoes da Propriedade 2.2.1 e sendo assim, ao final dessa etapa as
probabilidades preditivas p(a) e p(b) serdo iguais.

Como na segunda etapa tém-se n,—n; observacoes consecutivas de a, utilizando o resultado
da crenca na maturidade reversa é possivel concluir que a reatualizacao da priori resulta num
decrescimento de p(b) e crescimento de p(a), implicando que p(a) > p(b).

O procedimento sugerido acima ¢ vélido para quaisquer a e b tais que n, > n,. Quando
ng, = ny implica que p(a) = p(b) (pela propriedade enunciada), e por fim, quando © degen-
erado (e permutavel), entdo p(a) = p(b) = 1/k (para quaisquer n, e n). Assim mostramos
que o resultado da reverse gambler’s belief pode ser demonstrado com utilizacao imediata

da crenga na maturidade reversa (Rodrigues & Wechsler).
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2.2.4 Consideracgoes sobre os Estudos

A seguir apresenta-se uma tabela que contém os aspectos gerais dos dois estudos apresen-

tados nas secoes anteriores.

Tabela 2.2.1. Aspectos Gerais dos Estudos

O’Neill € Puza Rodrigues & Wechsler
Tipo de Variavel 1,2 ...,k Ooul
Suposicao - Observagoes Estendibilidade Estendibilidade
Suposicao - Priori para © Permutével Qualquer
Resultado reverse gambler’s belief  crenca na maturidade reversa

Os dois trabalhos anteriormente mencionados sao semelhantes em alguns aspectos de suas
suposicoes e distintos em outros. Entretanto, ambos tém dois pontos importantes em comum.
Primeiro, os dois estudam modelos em que a principal suposicao ¢ a de que o processo ¢é
infinitamente permutavel. Sendo assim, sao compativeis com a visao preditivista de inferéncia
estatistica.

O segundo ponto refere-se ao fato de que ambos indicam que dadas suas respectivas su-
posicoes e seguindo a abordagem bayesiana, entao o comportamento coerente seria contrario
ao encontrado na faldcia do apostador. Mesmo assim, nao ¢é possivel afirmar de modo geral
que o apostador tem um comportamento equivocado. Na verdade, isso depende do fato de

ele ver ou nao razoabilidade nas suposi¢oes dos modelos em questao.

2.3 Um Novo Modelo

Como a maturidade ¢ um comportamento comprovadamente integrante da natureza humana,
entendemos que ha indicacoes de que as suposicoes utilizadas nos estudos anteriores podem
nem sempre serem condizentes com a percep¢ao humana.

A principal suposicao que esté presente nos dois estudos é a de permutabilidade infinita do
processo do qual se obtém as observacgoes. Trata-se de uma suposigao forte e freqiientemente
feita em estudos bayesianos. Porém, no sentido da percepcao humana é uma premissa muitas
vezes questionavel.

Com o intuito de variar a suposicao de permutabilidade infinita, propomos entao um
novo modelo para a situacao estudada de predi¢ao em uma seqiiéncia de variaveis aleatérias

binédrias. A idéia central desse modelo é supor que o que se observa (0 ou 1 - fracasso ou
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sucesso) advém de uma populagao finita permutédvel ndo necessariamente estendivel. Trata-
se entao do modelo usual de populacao finita estudado sob o ponto de vista preditivista
(Iglesias et al. [13]).

A seguir apresentamos uma descricao formal dos primeiros aspectos do modelo:

DEFINICOES INICIAIS: Seja Xy = (X1, X, ..., Xn) um vetor de valores desconheci-
dos e permutaveis do tipo 0 ou 1 (“populagdo”). Definimos a funcao da populagao v (X)
como a contagem de sucessos em Xy, isto é, uma quantidade com significado essencialmente
operacional (parametro operacional). Uma amostra de tamanho n refere-se a um subvetor da
populacao que se torna disponivel. Por simplicidade, uma vez que se tem permutabilidade
em Xy, podemos considerar a amostra como o subvetor x,, = (z1, %2, ..., %,). Considere ny

e ng as contagens de sucesso e fracasso em x,,, respectivamente.

A suposicao base do modelo é que a populagao é permutavel. Dessa forma, a propriedade
de permutabilidade que se apresenta nos estudos anteriores é mantida. No entanto, no atual
modelo permutabilidade pode nao ser estendivel para um processo infinito. Portanto, as
suposicoes desse modelo sao mais fracas do que as dos anteriores.

E possivel notar que nao ha suposicao a respeito de processo amostral algum. Entretanto,
para clarificar o modelo, pode-se interpreta-lo como a situagao tipica de extracao de bolas
de uma urna. A idéia é que existe uma urna com N bolas, vy pretas (“1”s) e N — g
brancas (“0”s), e n bolas sao retiradas da urna sem reposigao. Mesmo que pensemos neste
exemplo de bolas em urnas, > X;|y = 7 serd Hipergeométrica (N, vp,n) em virtude
da permutabilidade de X,, nao havendo necessariamente sorteio ou plano amostral algum
envolvido.

A partir desta equivaléncia, a distribuigao de probabilidade de > | X;|y = 7o é:

n ('YO) (N:'YO)
P(ZXi =sly =) = %
=1 n

Como as retiradas sao feitas sem reposicao, nés sabemos que qualquer par de ensaios tem
associacao negativa. Esse fato parece apresentar-se no sentido favoravel ao da lei da ma-
turidade. No entanto, a abordagem bayesiana incorpora o aprendizado sobre 7, e as vezes
direciona a predicao no sentido inverso ao da maturidade como apontado nos estudos ante-
riormente mencionados.

Dessa forma, tém-se a principio, diferentes possibilidades de resultados esperados no novo
modelo. Pode-se tornar complexo entao estabelecer resultados bem comportados que pos-

sam ser interpretados como favoraveis ou nao a maturidade (um resultado “bem com-
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portado” seria, por exemplo, taxa de falha preditiva decrescente como em Rodrigues &
Wechsler [17]). Inclusive, exemplos de resultados nao comportados que podem surgir no
novo modelo referem-se a situagoes em que a taxa de falha preditiva ndo é mondétona (se
alterna entre momentos de crescimento e decrescimento).

Sendo assim, o caminho seguido neste trabalho é de estudar classes de distribuicoes a
priori para v que impliquem em resultados interpretaveis no sentido favoravel ou reverso da
maturidade.

Outro ponto a ser estudado refere-se a estendibilidade nos modelos considerados, isto é, a
possibilidade de a medida de probabilidade do processo envolvido ser equivalente a de uma
seqiiéncia finita advinda de um processo infinitamente permutavel.

A base para a investigacao sobre estendibilidade é o conhecimento adquirido pelos estudos
anteriores, de que maturidade reversa é uma propriedade implicada por todos os processos
infinitamente permutaveis. Dessa forma, se conseguirmos tracar equivaléncia com algum
processo infinitamente permutavel, saberemos que ha maturidade reversa em tal situacao.
Da mesma forma, se mostrarmos que ha maturidade, podemos descartar equivaléncia com
algum processo infinitamente permutavel e, portanto, declarar nao-estendibilidade em tal

situagao.

2.3.1 Distribuicao Binomial como Priori

Um primeiro caso de distribuicao a priori para v com resultado interessante de ser estudado

¢ o da distribuicao Binomial:

Resultado 2.3.1 (Indiferencga) Se a distribuicdo a priori escolhida para -y for Binomial(N,

7), entdo:

p(Tpi1 = 1|z,) = 7, para quaisquer z, € {0,1}" en < N

Prova. Os detalhes dessa prova sao apresentados no Apéndice A.2. A demonstracao desse
resultado é feita marginalizando-se a probabilidade p(z1, xo, . .., Z,|7y) com respeito a v e apos
algumas operacoes algébricas chega-se & expressao p(zy,Ta, ..., T,) = 7% - (1 — )"~ 5% g

mesma expressao do modelo independente com probabilidade 7 de sucesso. O

Um ponto que chama a atencao é a probabilidade preditiva de sucesso nao depender das
observagoes. Tal comportamento chamamos de indiferenca, pois nao segue nem na direcao
da maturidade e nem mesmo em sua direcao reversa.

Em um primeiro momento, esse resultado pode ser tido como inesperado. Entretanto, a

idéia de que a priori binomial resulta na indiferen¢a torna-se mais razoavel de ser entendida
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quando tracamos uma relacao de equivaléncia com uma situacao experimental - atribuir
priori binomial para v é equivalente a dizer que cada bola da urna tem probabilidade 7
de ser preta independentemente das demais, e dessa forma fica razoavel visualizar que a
probabilidade preditiva de a préxima bola a ser observada ser preta é m independentemente

do que foi observado anteriormente.
2.3.2 Mistura de Binomiais como Priori

Uma outra distribuicao interessante ¢ aquela que pode ser representada como mistura de Bi-
nomias. Se essa for utilizada como priori para v, obtemos resultados comparaveis a faldcia do
apostador. Esses resultados sdo obtidos relacionando o novo modelo (com a priori descrita)
aquele de permutabilidade infinita abordado nos estudos anteriores. Trata-se, portanto, de
uma forma de explorar a propriedade de estendibilidade do modelo para obtencao de resul-

tados imediatos de estudos anteriores.

Teorema 2.3.1 (Equivaléncia de Modelos) Seja Q(m) uma funcao distribuicao em [0, 1];

se a distribui¢ao a priori escolhida para v puder ser expressa como

s = [ () w0 datm),

entao:

1
(@, T, T) = / 755 (1 S 4O (n), ¥ on < N
0

Prova. Detalhes dessa demonstracao estao no Apéndice A.3. Para provar este resultado,
ve-se que p(T1,T2,..., %) = Y p(x1,%a,...,2,|7)p(7). Utilizando o Teorema de Fubini
¢é possivel trocar a ordem da somatoria com a integral na equacao e apds alguns passos

algébricos chega-se ao lado direito da igualdade do teorema. O

A probabilidade preditiva p(z,+1 = 1|x,) no novo modelo, que é nosso objeto de interesse, é
obtida diretamente pela probabilidade conjunta das observagoes (Teorema 2.3.1). E possivel
ver que essa probabilidade é a mesma que aquela do modelo de permutabilidade infinita,
como provado pelo Teorema de De Finetti. Dessa forma, essa classe de prioris tem as mesmas
implicagoes dos modelos de estudos anteriores (de permutabilidade infinita).

Este resultado pode ser interpretado observando que o fator de mistura Q(7) pode ser

visto como a priori Q(€) no modelo de permutabilidade infinita. Sendo assim, se Q(7) é néo
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degenerada, teremos crenga na maturidade reversa (Rodrigues & Wechsler [17]). Se Q () for
simétrica em torno de 1/2, entao vale a reverse gambler’s belief (O’Neill & Puza [15]).

Um exemplo de distribuicao deste tipo é dada pelo modelo Beta-Binomial. Trata-se do
modelo obtido quando Q(m) corresponde a distribui¢do da familia Beta. Tal modelo é am-
plamente utilizado e tem propriedades interessantes como solucao analitica simples para a

distribuicao a posteriori.

2.3.3 Distribuicoes Mais Estreitas que a Binomial

Nas secgoes anteriores estudamos distribuicoes a priori para v que levam a maturidade re-
versa ou indiferenca. Trabalhos anteriores também provaram que em outros modelos a faldcia
do apostador é incoerente. Guiado por esses resultados pode-se questionar se todas as dis-
tribuicoes a priori para v tém essa propriedade. Nesta secao, apresentamos uma classe de
prioris para 7y para as quais a crenca na maturidade é coerente.

Para chegar a essa classe, comecamos estudando casos que podem servir de referéncia.
Primeiro, tomamos como base a distribuicao Uniforme, que é caso particular da Beta-
Binomial - logo, ela implica em maturidade reversa. Um segundo caso a ser observado refere-se
a distribui¢ao Binomial(V, 1/2), que resulta em indiferenca. E por fim, tem-se a distribuic¢ao
degenerada em N/2, que é claramente um caso extremo de maturidade. A figura 2.1 ilustra

essa linha de comparacao.

0,12 0.3 12

0.8 4

0.6 4

044

024

Figura 2.1: Casos de distribuicao a priori com N=10: 1 - Uniforme, 2 - Binomial e 3 - Degenerada

Com base nessa analise, é possivel suspeitar sobre a existéncia de uma classe de dis-
tribuicoes “entre” os dois tltimos casos que compartilham a propriedade de maturidade.

Para examinar esse ponto, definimos uma classe de distribui¢des cuja forma em certo sen-
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tido é mais afunilada que a da Binomial. A seguir, apresenta-se a descricao formal das

distribuicoes pertencentes a essa classe:

Definicao 2.3.1 Uma v.a. Y discreta tem distribuicao de probabilidade mais estreita que

a Binomial(N, 1/2) se satisfaz as sequintes condigoes:
1. Seu suporte é o mesmo que o da Binomal(N,1/2);

2. Sua distribuicao também € simétrica em torno de N/2;

9. P(Y=y) | P(Y=y=1)> (N=y+1) [y, y=1...,[N/2]

Como pode ser visto, a esséncia dessa definicao estd na restricao de que cada valor da razao
P(Y=y) / P(Y=y—1) tem que ser maior do que a respectiva razao no caso de distribuigao
Binomial para os valores anteriores a N/2 (e pela simetria, menor para os valores posteriores).
Dessa forma,o grafico de distribuigoes desse tipo tem crescimento mais acentuado do que a
Binomial até N/2, e decrescimento mais acentuado para os valores da segunda metade.

A figura 2.2 apresenta dois casos de distribui¢oes mais estreitas que a Binomial em com-

paracao com a propria Binomial.

03 035 05

Figura 2.2: Distribui¢oes de Probabilidade: 1- Binomial, 2- Mais Estreita (I) e 3- Mais Estreita(II)
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Para realizar o estudo da propriedade de maturidade, faremos uso da funcao taxa de falha
preditiva. Sua definigao foi apresentada na segao 2.2.2 (r(m) := Pr(M=m) / Pr(M > m)
sendo M o primeiro ensaio em que ocorre sucesso). Essa fungao tem como valor a proba-
bilidade preditiva de sucesso condicionada a uma sequéncia apenas de fracassos com (m—1)

observagoes.

Teorema 2.3.2 Se para ~y for escolhida uma distribui¢ao priori p(7y) mais estreita que a
Binomial(N, 1/2), entao:

r(m)=Pr(M =m)/Pr(M >m) > 1/2 (m=2,...,N)

Prova. Alguns dos passos iniciais envolvem operacoes com identidades de coeficientes bi-

nomiais, que sao apresentados no Apéndice A.4.

P(M =m) = in: (]Z:T)p(k:)/(]]g), e chamamos p(k)/(]:) de t(k)
. S (e
r(m) = P(M =m)/[t(0) + > P(M =i)] = s =
i=m t0)+ > Y (k)
S (e S (e

k=1 k=1

min(m—1,N—m+1) [N—m+1
SRCECE S <fz_;“>t<k>] Lone xpons
= min(m—1,N—m+1) = :N’in"jrl
S Ik =)+ | >0 (T (k) +t<k—1>>] Lim< n/241)

A estratégia para continuidade da prova é mostrar que: (I) a primeira somatéria do nu-
merador sobre a primeira do denominador é maior do que 1/2; e (II) a segunda somatéria
do numerador sobre a segunda do denominador é maior do que 1/2. Além disso, nota-se que
se m > N/2 + 1 somente existe a parte (I).

Provamos (I) notando que se k menor que (N+1)/2 entao t(k)/(t(k)+t(k—1)) > 1/2, o
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que é demonstrado imediatamente do fato de p(7) ser mais estreita que a Binomial(V,1/2):

t(k) t(k—1) p(k) (N —k+1)
t(k)+t(k—1)>1/2ﬁw>1/2© "0 <1<:>p(k—1)> i
Para provar (II):
> (k)
N—m+1 = >1/2 )

DIk + (V) (N —k+1)]
= >1/2,

S OIOT (tk) + t(k=1)) + (N9 ((N—k+1) + (N —k))]

Notamos que (}7) = (y % hi)s e (v 5mn) > (NF) sempre que m < N/2 e
k< (N+1)/2.
Além disso, [t(k) + t(N—k+1)]|/[t(k) + t(k—1) + t(N—k+1) + t(N-k)] = 1/2

e t(k)/(t(k)+t(k—1)) > 1/2, e assim valem as desigualdades acima. l
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Com base no teorema acima, identifica-se que ao se escolher uma priori mais estreita que a
Binomial(V,1/2) e observando uma sequéncia de consecutivos fracassos passa-se a acreditar
mais na ocorréncia de sucesso do que de fracasso no préximo ensaio. A seguir mostramos

como esse resultado compara-se com aqueles obtidos por O’Neill & Puza [15].

Corolédrio 2.3.1 (Gambler’s Belief) : Se para v for escolhida uma distribui¢ao priori

mais estreita que a Binomial(N, 1/2), entdo:

se i < no entao pori(1l@,) > pota(0|zn)

Prova. A demonstracao do resultado acima decorre de um artificio de manipulacao na
ordem das observacoes. A idéia é que devido a propriedade de permutabilidade entre as
observagoes, o aprendizado sobre o vetor de observagoes mantém-se o mesmo para qualquer
permutacio de seus valores. Dessa forma, construimos os seguintes subvetores: o final (z(?)) -
com (ng —ny) fracassos; e o inicial (z(!)) - com as observacdes restantes de x,, (com o mesmo
nimero de sucessos e fracassos).

Fazemos entao o processo de atualizacao da priori em duas etapas: na primeira, baseada
no subvetor inicial. Como o niimero de sucessos ¢ igual ao de fracassos temos que P(y|z()) o
P(v) (731) ((Nn_l”). Verifica-se no Apéndice A.5 que a priori atualizada manterd a propriedade
de ser mais estreita que a Binomial; na segunda etapa, baseada no subvetor final, como temos
(ng — ny) fracassos consecutivos, pelo Teorema 2.3.2, temos que a probabilidade preditiva de

sucesso ao final do processo é maior que 1/2, o que conclui a demonstragao. O

A interpretacao deste resultado pode ser feita da seguinte maneira: uma vez que especifica-
se uma distribuicao a priori para 7 mais estreita que a Binomial, e tendo observado mais
fracassos do que sucessos na amostra, acredita-se que o proxima observacao tem maior proba-
bilidade de ser sucesso do que fracasso. O mesmo padrao aplica-se no caso em que se observa
mais sucessos (acredita-se mais em um préximo fracasso). Trata-se entdo de um resultado
exatamente contrario ao obtido no estudo de O’Neill & Puza [15] (reverse gambler’s belief ).

Pelo Teorema 2.3.2., tem-se que para a classe de distribui¢oes mais estreitas que a Binomial
a taxa de falha preditiva r(m) é sempre maior que 1/2 para m = 2,..., N (tem-se sempre
r(1) = 1/2 pela simetria da priori). Sabe-se também que em todos os modelos estendiveis
com distribui¢ao nao-degenerada para o limite da freqiiéncia relativa de sucessos © temos a
crenca na maturidade reversa - ou seja, taxa de falha preditiva decrescente. A partir disso, é
possivel concluir que qualquer especificagao de modelo gerada por uma distribuicao a priori

para 7 na classe de prioris mais estreitas que a Binomial nao é estendivel.
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2.3.4 Distribuicao Hipergeométrica como Priori

Uma outra classe de distribuigoes a priori que compartilha da propriedade de implicacao
em maturidade é a Hipergeométrica. Apesar de se tratar de uma classe menos ampla que a
anterior, nao ha nela a restricao de simetria.

Formalmente, tem-se que, se a distribuigao a priori para v puder ser expressa como:

() (v2)
p(y) = W7 To+Ti =2 N
entdo a taxa de falha preditiva r(m) do modelo especificado é crescente em m.

Em outras palavras, tem-se que a partir de tal resultado conclui-se que quanto maior o
numero de fracassos consecutivamente observados, mais passa-se a acreditar na ocorréncia
de um sucesso no proximo ensaio, o que leva a idéia de que o sucesso esta “amadurecendo”.
A este resultado dd-se o nome de crenca na maturidade.

Para ilustrar tal resultado, realiza-se novamente uma comparacao com a situacao de re-
tirada de bolas de uma urna. A distribuicao considerada pode ser obtida retirando sem
reposicao N bolas de uma urna com 7T bolas brancas e T} pretas e, em seguida, escolher
aleatoriamente uma combinacao de n destas bolas retiradas. Contudo, qualquer uma destas
combinagoes de bolas tem mesma distribui¢do. Em particular, a combinagao (1,...,n) tem
essa distribuicao, que é aquela obtida retirando exatamente n bolas da mesma urna. Por-
tanto, a distribuicao de Xx é uma Hipergeométrica, cuja taxa de falha é conhecidamente
decrescente.

Outra maneira de ilustrar esta situacao ¢ imaginar que em um primeiro momento N bolas
sao retiradas de uma super urna e colocadas em uma urna menor. E no passo seguinte, n
bolas sao retiradas da urna menor. Nota-se que tal processo equivale a retirar diretamente as
n bolas da super urna. Dessa forma, a retirada de consecutivas bolas brancas sempre levara
a um aumento na probabilidade preditiva de retirar uma bola preta na préxima tentativa.

No que diz respeito a estendibilidade, sabe-se que para qualquer seqiiéncia estendivel
a crenca na maturidade é incoerente. Disto, pode se concluir que o modelo resultante da
especificacao Hipergeométrica a priori nao é estendivel.

Um fato interessante de se observar é que, caso Ty = T}, a priori serd mais estreita que a
Binomial(/NV,1/2) (conforme verificado no Apéndice A.6). Dessa forma, tem-se pelo Corolario
2.3.1 que valerd a gambler’s belief. Tal fato nao é surpreendente uma vez que a cren¢a na
maturidade (mostrada nesta se¢ao) é um resultado mais forte que a gambler’s belief. No

entanto, tal fato leva a suspeita de que seja possivel estabelecer uma subclasse dentro das
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distribuicoes mais estreitas que a Binomial de modo que haja a implicagao no resultado mais

forte - a crenca na maturidade.

2.3.5 Distribuicoes Mais Estreitas de Segunda Ordem que a Binomial

Por intermédio do Corolario 2.3.1 foi possivel estabelecer resultados favoraveis a maturidade
e comparaveis aos obtidos por O'Neill & Puza [15] (reverse gambler’s belief). Nessa segao
estudaremos prioris em uma nova classe de distribuicoes e mostraremos que vale a crenca na
maturidade - um resultado comparavel ao obtido por Rodrigues & Wechsler [17].

Este resultado apresenta-se de uma forma mais aguda que o resultado obtido para as
prioris mais estreitas que a Binomial (gambler’s belief ) uma vez que diz respeito ao compor-
tamento monétono da probabilidade preditiva (crescente) com o passar das observagoes de
fracassos. Ainda assim, o sentido de ambos os resultados é o mesmo - favoravel a maturidade.
Espera-se entao que seja possivel definir um subclasse dentro daquela das distribui¢oes mais
estreitas que a Binomial de forma que os referentes modelos especificados tenham a crenca
na maturidade como conseqiiéncia.

Foi observado na secao anterior que a priori Hipergeométrica simétrica resulta em crenca
na maturidade, e além disso, ela verifica-se como caso de distribuicao mais estreita que a Bi-
nomial. Tal fato sugere a existéncia de alguma caracteristica na distribuicao Hipergeométrica
simétrica que pode ser utilizada para determinar uma subclasse dentro das distribuicoes mais
estreitas que a Binomial de modo que nela seja véalida a crenca na maturidade.

Baseando-se em tal investigacao, chegou-se a conclusao que a caracteristica de interesse
poderia estar associada a razao “de segunda ordem”da distribuicao Binomial.

A seguir, apresenta-se formalmente a descrigao de distribuigdes pertencentes a uma classe

com essa caracteristica:

Definicao 2.3.2 Uma v.a. Y discreta tem distribuicao de probabilidade mazis estreita de

segunda ordem que a Binomial(N, 1/2) se satisfaz as sequintes condigies:

1. Sua distribui¢ao € mais estreita que a Binomal(N,1/2);

PY =y+1)/PY = N — 1
2 PgY:?;)/Pg{/:(y—:gg < <<N_yg3/_’(_y1)/y) ) y=1,...,|N/2| -1
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Dessa forma, as distribuigoes dessa classes tém forma mais estreita que a Binomial e,
além disso, apresentam uma restricao na variagao de seu crescimento quando comparadas
4 Binomial. E possivel verificar a presenca desta caracteristica em qualquer distribuicao
Hipergeométrica simétrica (as contas sdo apresentadas no Apéndice A.7).

Na figura 2.3, sao apresentados dois exemplos de distribuigbes mais estreitas de segunda

ordem que a Binomial em comparagao com a prépria Binomial (N, 1/2).

03 0,38 035

025 4

0.2

0,15

0,05 4

1} 1 2 3 4 8 B 7 3% 48 MW 1} 1 2z 3 4 & & 7 & 4§ MW 1} 1 2 3 4 & 8 7 8 3 MW

Figura 2.3: Distribui¢oes de Probabilidade: 1- Binomial, 2- Mais Estreita de Segunda Ordem (I) e
3- Mais Estreita de Segunda Ordem (II)

Teorema 2.3.3 (Crenga na Maturidade) Se paray for escolhida uma distribuicao priori

mais estreita de seqgunda ordem que a Binomial(N, 1/2), entao:

r(m) = Pr(M=m) / Pr(M > m) é crescente em m.

Prova.
P(M =m) = _2: (Nk:T)p(k)/(]Z), e novamente chamamos p(k)/(]]\!) de t(k),

seguindo os mesmos passos iniciais da demonstragao do teorema anterior, temos:

N—-—m+1 N—m

S (Im) S (k)
r(m) = 5= e r(m+1)=-"—
> (k) > (k)

SR S+ S (Yo k)
T(m) = N_k:_:l = —m ijnz-kl
SRS (e + S (k)
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Na tultima expressao obtida, nota-se que a primeira somatoria do numerador juntamente
com a primeira somatéria do denominador sao as mesmas que aquelas que aparecem na

expressao de r(m + 1).

Portanto, para que r(m + 1) > r(m), tem-se a seguinte condigao suficiente:

ﬁif(N;Tfﬁt“ﬂ Aéi;YN;ﬁgwtug
Egj(Nkm)ﬂk) ’ N;filCZT)uk)
que ¢é equivalente a:
g”imﬁ)t(’f) N;Efj:l(N;m;l)t(k)
g(%ﬁn{l)(t(k) +t(k—1)) ) Ng;l(NZTQ‘l) (t(k) + t(k = 1))

Em particular, tal desigualdade sera valida quando valer o seguinte:

t(y) tly + 1) - »
Wt =1 = iyt D+t Y=L
1 ) .
T T Yo N m
ty —1) t(y) B -
t(y) OES

ply+1)/p(y) _ (N—-y)/(y+1)
p(y)/ply —1) (N—y+1)/y

y=1,...,.N—m

Nota-se que tal desigualdade é a mesma que aquela vista na definicao de distribuicao mais
estreita de segunda ordem que a Binomial paray =1,...,|N/2| — 1.
Para y = [N/2] + 1,..., N; verifica-se o seguinte:
ply+1)/p(y) _p(N—y—1)/p(N—y) p(N—-y+1)/p(N —y)

pw)/ply—1) p(N—y)/p(N—-y+1) p(N—y)/p(N—-y—1)
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Como N — y é um numero pertencente a {1,...,|N/2| — 1}, entdo pela defini¢ao de dis-
tribuicao mais estreita de segunda ordem que a Binomial verifica-se também a tultima
desigualdade para esses valores de y.

Resta, entao, analisar os casos y = |[N/2] e y = [N/2] quando N for impar e o caso N/2

quando N for par. Primeiramente, para N impar verificamos que:

p(IN/2] +1)/p(IN/2)) 1

p(IN/2])/p(IN/2] = 1)  p(LN/2])/p([N/2] - 1)
e nesse caso, a desigualdade fica equivalente a:

1 1
<

p(IN/2))/p(IN/2] =1) (N = [N/2] +1)/|N/2]

< p(IN/2])/p(IN/2] =1) > (N = [N/2] + 1)/[N/2]

que é a mesma desigualdade verificada na definicao de distribuicao mais estreita que a Bi-
nomial. O caso em que y = [N/2] se apresenta da mesma maneira.

O 1ltimo caso a para verificacdo da desigualdade se refere a y = N/2 quando N for par.
Nesse caso, tem-se:

p(N/2+1)/p(N/2) _ [p(N/2 - 1)]”

p(N/2)/p(N/2=1)  [p(N/2)]"

e sendo assim, a desigualdade fica equivalente a:

pV2-DF (V2P pN/2) (V24 1)
pN2E T N2 T pNR-T) T (N2

que é a mesma desigualdade verificada na definicao de distribuicao mais estreita que a Bino-
mial. Dessa forma, verifica-se que para o caso de distribuicao mais estreita de segunda ordem
que a Binomial tem-se a validade de desigualdades que implicam que r(m + 1) > r(m) para
m=1,.... N—1. 1
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Trata-se, portanto, do resultado mais forte a favor da maturidade que é possivel de se
obter no novo modelo. A partir desse resultado conclui-se que a probabilidade preditiva de
sucesso somente aumenta a medida que consecutivos fracassos sao observados.

No que diz respeito a estendibilidade, tem-se que os modelos resultantes da especificacao
de priori mais estreita de segunda ordem que a Binomial nao sao estendiveis. Isso se deve ao
fato de que correspondem a uma subclasse de uma classe mais geral (prioris mais estreitas

que a Binomial) em que os modelos nao sao estendiveis.
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Capitulo 3

Conclusoes

3.1 Revisao dos Principais Pontos de Estudo

A seguir, apresentamos de forma sumarizada os principais pontos de cada estudo estatistico
relacionado a faldcia do apostador. Dentre os aspectos ressaltados, sao apresentadas definicoes,

suposicoes e os principais resultados obtidos no estudo em questao.

O estudo de O’Neill & Puza: Baseia-se em um processo xy, To, x3,...de v.a.’s em
{1,2,...,k}. Seu objeto de principal interesse é a probabilidade preditiva p(z,4+1 = z|x,).
Suas principais suposigoes sao de que x é (infinitamente) permutédvel, e @ = (01, Oo, ...,

©y) também é permutavel. Seu principal resultado é a Reverse Gambler’s Belief.

O estudo de Rodrigues & Wechsler: Baseia-se em um processo xi, o, T3,...v.a.’s do
tipo 0 ou 1. Seu objeto de principal interesse é a Fun¢do Tara de Falha Preditiva r(m). Sua
principal suposicao é a de que x é (infinitamente) permutédvel. Admite-se qualquer priori nao

degenerada para ©. Seu principal resultado é a Crenca na Maturidade Reversa.

Este estudo: Se baseia em um vetor (X, X, ..., Xy) de valores desconhecidos 0 ou 1
(populacionais). Seu objeto de principal interesse é a probabilidade preditiva p(z,+1 = x|x,).
Sua principal suposi¢ao é a de que o vetor (X, X, ..., Xx) é permutdvel. Seus principais
resultados sao: Indiferenca, Equivaléncia de Modelos, Gambler’s Belief e Crenca na Maturi-

dade

3.2 Consideracoes Finais

Como foi mostrado, estudos anteriores provaram que a reverse gambler’s belief e a maturidade
reversa sao consequeéncias légicas da suposicao de permutabilidade infinita. Neste trabalho
apresentamos um modelo no qual uma populagao finita é considerada e, portanto, a principal

suposicao dos estudos anteriores nao é necessariamente verificada.
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No Teorema 2.3.1, estudamos o uso de priori dada por mistura de Binomiais para o total de
sucessos na populagao. Pela equivaléncia de modelos, obtemos as mesmas conclusoes légicas
dos estudos anteriores. No Teorema 2.3.2, estudamos a utilizacao de prioris mais estreitas que
a Binomial. Foi possivel concluir que essa especificacao leva a gambler’s belief. Finalmente,
no Teorema 2.3.3 foram consideradas distribui¢oes mais estreitas de segunda ordem que a
Binomial. Para essa classe, tem-se crenca na maturidade.

Outro ponto principal de nosso interesse foi a estendibilidade, que é, a existéncia de algum
processo inifinitamente permutavel equivalente ao modelo especificado no que diz respeito
a distribuicao de probabilidade das observagoes. Como corolario dos resultados obtidos, foi
possivel concluir que os modelos gerados por especificacao de prioris mais estreitas ou mais
estreitas de segunda ordem que a Binomial nao sao estendiveis. Isso acontece porque a su-
posicao de permutabilidade infinita sempre leva a conclusao légica de maturidade. Portanto,
resultados opostos a essa crenca sao indicadores de nao-estendibilidade do modelo.

Estes resultados também levam a direcoes interessantes no entendimento do comporta-
mento humano. Como visto neste trabalho, o novo modelo proposto explicaria nao somente
o comportamento prescrito pela faldcia do apostador como também o reverso. Em funcao
disso, quando uma pessoa acredita nas premissas adotados no novo modelo, nao é necessari-
amente irracional se comportar de acordo com a maturidade.

Tal fato de o novo modelo ser compativel com maturidade é um dos principais pontos
que o diferencia em relacao aos modelos estudados anteriormente. A outra grande diferenga
diz respeito a suposicao de permutabilidade infinita presente nos estudos anteriores. Trata-
se possivelmente de uma indicacao de que tal suposicao seja inadequada para descrever
situagoes gerais que envolvam a percep¢ao humana.

Acreditamos também que os resultados apresentados podem passar alguma mensagem
referente a modelagem estatistica de processos 0-1. Embora prioris conjugadas como a Beta-
Binomial sejam bastante flexiveis e cubram uma ampla variedade de opinioes, elas sem-
pre levam a conclusoes opostas a maturidade. Dessa forma, essa classe de prioris exclui
distribuicoes que sao consistentes com maturidade e, portanto, podem levar a conclusoes
inferenciais significantemente diferentes.

Por fim, considerando aspectos da teoria estatistica, um outro ponto de potencial con-
tribuicao deste trabalho refere-se as duas classes de distribuigoes de probabilidade que foram
definidas e estudadas: as mais estreitas e também as mais estreitas de segunda ordem que
a Binomial. E possivel que distribuicoes dessas classes apresentam implicagoes em outros
tipos de modelos estatisticos, sendo assim um aspecto com margem para estudos e desen-

volvimento.
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3.3 Pontos para Pesquisa Futura

Um ponto potencial de pesquisa refere-se ao estudo mais aprofundado das relagoes logicas
entre maturidade e estendibilidade, ou seja, das condi¢oes e implicacoes de ida e volta entre
tais propriedades. Poderia se investigar, por exemplo, se todos os modelos que resultem em
maturidade reversa sado estendiveis (sabemos que a implicacao da volta é sempre valida).

Outro campo com margem para estudo futuro surge com a definigao de novos conceitos de
maturidade. Neste trabalho, os resultados foram estabelecidos com base em duas defini¢oes
(gambler’s belief e crenga na maturidade), entretanto, outras defini¢bes sdo possiveis para
esse conceito, como por exemplo, basear-se apenas nas ultimas k observagoes (k < n).

Por fim, outra linha aberta para pesquisa diz respeito a determinacao de novas classes
de prioris no novo modelo para as quais seja possivel estabelecer resultados comportados
reversos ou favoraveis a maturidade. Uma possibilidade seria, por exemplo, tentar relaxar
a suposicao de simetria da classe das distribuicoes mais estreitas que a Binomial, obtendo

assim, uma classe mais geral.
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Apéndice A

Calculos Auxiliares

Neste apéndice sao apresentadas contas auxiliares utilizadas em algumas passagens deste
trabalho. Tais passagens referem-se a exemplos explorados, propriedades e demonstragoes,

como por exemplo, os resultados de Indiferenca e Equivaléncia de Modelos.

A.1 Exemplo de Nao-estendibilidade

Modelo de probabilidade preditiva de duas varidveis aleatérias bindrias (X, X»):

P(X;=0,X,=0=0 PX;=1,X,=1=0
P(Xl:1,X2:O>:P(X1:O,X2:1>:1/2

Buscando a equivaléncia desse modelo com algum processo infinitamente permutavel:

p(xl_oxro—o:»/ﬂe% —0)' dQ(H) =

= E[(1-0)’]=0=1-2E(0)+ E(0°) =

Além disso,
P(X1=1,X,=1=0= E[©?] =0

A solugao para esse sistema é E(0) = 1/2 e E(©?%) = 0, que implicaria que a v.a. © tivesse
variancia negativa, tornando evidente que nao é possivel encontrar uma distribuicao para ©

que satisfaga tais condicoes.
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A.2 Demonstracao do resultado de Indiferenca

() (o)
() (%)

p(r1, 9, ..., xu|y) =

Marginalizando-se com respeito a 7:

ey 3e B (Y

p(z1, 9, . .. = =
y=Xz (]7\1,[) (Em) v

Apoés abrir as expressoes dos coeficientes binomiais e eliminando aqueles termos que aparecem

)W’Y(l — )N

simultaneamente no numerador e denominador, chega-se em:

N-—n+Xx N—n
p(ml,.TQ,-..,CUn): Z (’y—zm)ﬂﬁ(l—ﬂ')N_’y
y=Xz
N—n+Xz N—n
p(xlv Xy ... ;xn) = 7.(.21:(1 — W)n_zm . WE;I (7 B Ex) 7-‘-7_233(1 _ W)N—n—’y—f—zq:

Ao fazer a transformacao z = v — Yz, verifica-se que a somatdria na expressao é equivalente
a soma de todas as probabilidades de uma distribuigao Binomial(N — n, ), que por sua vez
¢ igual a 1. Portanto:

p(z1, 9, ..., 1) = 721 — )" > O

A.3 Demonstracao do resultado de Equivaléncia de Modelos

() G 5)

() ()

p($17$2, <. axnh/) =

Marginalizando-se com respeito a -:

p(x1, X9y .., Ty) = N;:nz;rjx % /01 <N> (1 — 7)N77dQ(7)
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Utilizando o Teorema de Fubini para inverter a ordem entre somatoério e integral:

1 N— n+233 N—~
p(x1,22,..., 2 / (" E)””) (f) (1 — m)NdQ()
y=Xzx Ex

Apés abrir as expressoes dos coeficientes binomiais e eliminando aqueles termos que apare-

cem simultaneamente no numerador e denominador, chega-se a:

1 N— n+Ez n
o) = [ Y (M) w0 -0 )

y=Xz

E por fim, seguindo os mesmos passos da demonstracao anterior, tem-se que:

1
s, ovm) = [ 71 = 7y aQ() o
0

A.4 Identidades de Coeficientes Binomiais

A seguir sao apresentadas duas identidades envolvendo coeficientes binomiais que foram

utilizadas nos primeiros passos de demonstracao do Teorema 2.3.2:
k—1 N k . k+1 P N-m\ (N-m+1
k—1 k—1 k—1 k—1) k
N-m+1\ (N-m n N—m
k B k k—1
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A.5 Posteriori mais estreita que a Binomial

Verificaremos que ao adotar-se priori mais estreita que a Binomial e observar-se mesmo
nimero de sucessos e fracassos, entao a priori atualizada nesse processo manterd a pro-
priedade de ser mais estreita que a Binomial.

Primeiro, chamando de x(!) a amostra observada com n; sucessos e ny = n; fracassos,

entao observamos que o célculo da posteriori de vy da-se por:

p(y = ylx) ccp(y = y) ( y) (N ; y>

ni ni

Dessa forma, verifica-se que a razao das probabilidades a posteriori entre dois valores con-

secutivos é:

ply =ylx) p(y=y)-y (N—y—ni+1)

p(y=y—1x0)  ply=y-1)-(N-y+1) (y —m)

Uma vez que ja foram observados n; sucessos (bolas pretas), entao ja se sabe que ny < v <
N —n;. Dessa forma, é preciso fazer uma reparametrizagao: yx = y—nq (0 < v < N —2n;y).
Tem-se entao que:

plyr=ylxV) _ ply=y+mx®)
plyx =y —1xM)  ply=y+m - 1x0)
pPOy=y+m)-(y+m) }‘[(N—y—%ﬁl)
p(y=y+m —1)N —y—n+1) y

Sabemos que o primeiro termo da expressao acima ¢ maior do que 1 até (N —2n,)/2 e

menor do que 1 para os valores seguintes. Isso decorre das desigualdades conhecidas sobre
p(y =y+n1)/p(y = y+n1—1) uma vez que v tem distribui¢ao mais estreita que a Binomial.

Dessa forma, verifica-se que:

o p(yr =ylxW)/plyx =y = 1xW) > (N =20y —y+1)/y , sey < (N —2n,)/2
o p(yx=y[x)/p(yx =y — 1xW) < (N —=2m —y +1)/y , sey> (N —2n1)/2

Tais desigualdades se encaixam perfeitamente na terceira condi¢ao da definicao de dis-
tribuicdo mais estreita que a Binomial(N — 2ny,1/2). E por fim, verifica-se também que a
priori atualizada (yx*) satisfaz as duas primeiras condigoes de tal definigdo (suporte e sime-

tria), concluindo a averiguagao da propriedade. O
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A.6 Distribuicao Hipergeométrica simétrica - Mais estreita que a

Binomial

Nesta se¢ao verificamos que uma v.a. X com distribuigao Hipergeométrica(27, T, N) (simétrica)
satisfaz as propriedades que a define como tendo uma distribuicao mais estreita que a
Binomial(V, 1/2). Para tanto, estudamos a razao entre as probabilidades de dois valores

consecutivos nesta distribuicao:

(o) (")
P(X=a) 9  N-az+1 T-a+1
PX=xz-1) (T)*.) =  T-N+z

x—1) \N—x+1

(%)

Estudando as situagoes em que o segundo termo da expressao acima ((I'—z+1)/(T— N +z))

¢ maior, menor ou igual a 1, entao verificamos que:
e P X=z)/PX=2—-1)>(N—z+1)/x, sex < (N+1)/2
e P X=z2)/PX=2—-1)<(N—z+1)/x, sex>(N+1)/2
e PIX=z)/P(X=2—-1)=1, sex=(N+1)/2

Tais desigualdades se encaixam perfeitamente na terceira condicao da definicao de dis-
tribuicao mais estreita que a Binomial. E por fim, verifica-se também que a Hipergeométrica
simétrica satisfaz as duas primeiras condigoes de tal defini¢ao (suporte e simetria), concluindo

a averiguacao da propriedade. O

A.7 Distribuicao Hipergeométrica simétrica - Mais estreita de se-

gunda ordem que a Binomial

A proposta agora é verificar que uma v.a. X com distribui¢ao Hipergeométrica(27T,T, N)
(simétrica) satisfaz as propriedades que a define como tendo uma distribuicdo mais estreita
de segunda ordem que a Binomial(N,1/2). A primeira condi¢ao para isso ja foi verificada -

trata-se de uma distribuicdo mais estreita que a Binomial. A seguir, estudamos a razao de
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segunda ordem dessa distribuicao:

P(X =2 +1)/P(X =1) _ (];[;133) ‘<T—]]\\[f:ri—l—1)
P(X=2)/P(X=x—1) (N—;:+1> (;\f——;ii)

Verifica-se a o segundo termo da expressao acima sempre serd maior do que 1 se T >
(N —1)/2, desigualdade essa que é sempre valida pela prépria definicao da Hipergeométrica

simétrica. Dessa forma, tem-se que:

P(X =2+ 1)/P(X=q) _ (gif)
P(X=2)/P(X=z-1) (N—w+1)

Y

Sendo assim, verificamos a validade da segunda condicao da definicao de mais estreita de
segunda ordem que a Binomial, concluindo a averiguacao da propriedade nas distribuicoes

Hipergeométricas simétricas. O
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