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Resumo

Rodrigues, D. Processos de salto com memdria de alcance variavel. Tese (Doutorado)
- Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2015.

Nessa tese apresentamos uma nova classe de modelos, os processos de saltos com memoria
de alcance variavel, uma generalizacao a tempo continuo do processo introduzido em Galves
e Locherbach (2013). Desenvolvemos um novo estimador para a arvore de contexto imersa
no processo de salto com memoria de alcance variavel, considerando mais parametros for-
necidos pela amostra. Obtivemos também uma cota superior da taxa de convergéncia da

arvore estimada para arvore real, provando a convergéncia quase certa do estimador.
Palavras-chave: Selecao de modelo, processos de salto com memoria de alcance varidvel,

algoritmo contexto.
Abstract
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Abstract

Rodrigues, D. Jump process with memory of variable length. Thesis (PhD) - Instituto
de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2015.

In this work we deal with a new class of models: the jump processes with variable length
memory. This is a continuous-time generalization of the process introduced in Galves and
Locherbach (2013). We present a new estimator for the tree context embedded in this process,
considering all information provided by the sample. We also present an exponential upper
bound for the rate of convergence, proving then the almost sure convergence of the estimator.
Keywords: model selection, jump processes with variable length memory, algorithm con-

text.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao do trabalho

Na construcao de um algoritmo universal para otimizar a compressao de dados, Rissanen
(1983) introduziu a ideia de considerar apenas uma parte relevante do passado - os contextos
- para estimar as probabilidades de transi¢ao de uma cadeia de simbolos. Assim, os processos
sao descritos por um conjunto de contextos, que respeita a propriedade do sufixo, e uma
familia de probabilidades associadas aos contextos, formando assim uma arvore probabilistica
de contextos. Além de considerar um numero menor de varidveis que a cadeia de Markov
usual, esse modelo também considera as dependéncias estruturais presentes nos dados.

Em 2013, Galves e Locherbach publicaram um inovador artigo, apresentando uma nova
classe de modelos a tempo discreto, buscando modelar probabilisticamente a atividade de
uma rede neural. Nesse modelo, cada particula do sistema representa um neurénio, cujos
estados possiveis sdo 0 (repouso) ou 1 (disparo). Enquanto esta em repouso, a probabilidade
de "disparo"de cada particula depende da atividade acumulada pelo sistema desde seu tltimo
disparo, ou seja, as probabilidades de transi¢ao do processo dependem de uma porgao variavel
do passado. Essa caracteristica motivou Galves e Locherbach a modelar esse sistema neuronal
como uma cadeia com memoria de alcance variavel, classe de modelos introduzida por Jorma
Rissanen. O artigo de Galves e Locherbach (2013) inspirou diversos trabalhos na area de
neuromatematica, como Duarte e Ost (2015), Hodara e Locherbach (2015), entre outros,
sendo a principal motivacao do modelo apresentado nesta tese.

Do ponto de vista da modelagem neuronal, no processo de saltos com memoria de al-
cance variavel apresentado nessa tese, a evolucao do sistema se da a tempo continuo, e o
sistema é composto por um conjunto finito de neurénios, com taxa de disparos exponencial,
cujo parametro depende da configuracao do passado do sistema. No modelo de Galves e
Locherbach, os contextos, ou seja, a por¢gao do passado que precisamos conhecer para definir
as probabilidades de transicao, sao dados pelo tltimo instante em que houve o disparo de
todas as particulas do sistema. Nesta tese apresentamos uma abstracao desse modelo: as
taxas de disparo dependem de uma arvore probabilistica de contextos qualquer.

Uma questao natural que surge é: dada uma amostra gerada por um processo se salto
com memoria de alcance varidvel, como inferir a arvore probabilistica de contextos imersa
no processo?

Rissanen nao apenas introduziu a classe de modelos com memoria de alcance variavel.
Ele também apresentou um método - o algoritmo contexto - para estimar as arvores probabi-
listicas de contexto. A principal ideia do algoritmo contexto é construir uma arvore completa
até uma certa altura e, utilizando uma fung¢ao custo, podar as folhas da arvore considera-
das irrelevantes, até obter uma arvore minimal cujas folhas sao os menores contextos que
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atendem & funcao custo.

Uma desvantagem em aplicar o algoritmo contexto para estimar a arvore imersa no
processo de saltos com memoria de alcance variavel é que hé perda de informagao. Isso ocorre
porque ele leva em conta apenas os estados do processo, desconsiderando os intervalos de
tempo entre as transicoes.

No presente trabalho, propomos um novo estimador para a arvore de contextos imersa,
levando em conta as taxas de transicao do sistema. A ideia principal do estimador é, dada
uma sequéncia de simbolos da amostra, estimar as taxas de transicao para essa sequéncia e
obter seu contexto através de uma fungao custo gerada pelas taxas estimadas. Este método
tende a se tornar mais preciso, uma vez que usa uma quantidade maior de informacao gerada
pela amostra.

A motivacao de trabalhar com os intervalos dos tempos de salto do processe surgiu du-
rante a analise de dados de EEG, cujos estimulos sao gerados por uma cadeia com memoria
de alcance variavel. O objetivo principal era provar que os sinais de EEG emitidos pelo cé-
rebro durante esses estimulos preservam a mesma estrutura probabilistica. Galves, Duarte e
Ost tratam da existéncia de uma cadeia com memoria de alcance variavel oculta nesse pro-
cesso gerado pelos EEG’s, no artigo Retrieving context tree from EEG data, a ser publicado
em breve.

1.2 Principais contribuicoes cientificas desta tese

e Introducao de uma nova classe de modelos: os processos de saltos com memoria de
alcance variavel.

e Desenvolvimento de um novo estimador para a arvore de contexto imersa no processo
de salto com memoria de alcance variavel, considerando uma quantidade maior de
informacoes fornecidas pela amostra que os estimadores usuais.

e Obtencao de uma cota superior para a velocidade de convergéncia da arvore estimada
para a arvore real.

e Demonstragao da convergéncia quase certa da arvore calculada pelo estimador proposto
para a arvore real.

1.3 Organizacao do trabalho

No capitulo 2, apresentamos as cadeias estocasticas com memoria de alcance variavel e
suas principais propriedades. Além disso, apresentamos também algumas notagoes que serao
utilizadas ao longo de todo o trabalho.

No capitulo 3, apresentamos o processo de saltos com memoria de alcance variavel e sua
aplicacao na modelagem a tempo continuo da comunicagao de um sistema de neurénios e
em processos markovianos de saltos binarios observados de forma intermitente.

No capitulo 4, apresentamos um estimador para as taxas de salto do processo de salto com
memoria de alcance variavel e sua velocidade de convergéncia para o valor real da taxa. Em
seguida, apresentamos um novo estimador para a arvore de contextos imersa no processo
de salto com memoria de alcance varidvel. E também nesse capitulo que apresentamos o
principal resultado dessa tese, a convergéncia quase certa da arvore estimada pelo novo
método para a arvore real.
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No capitulo 5, construimos os pseudo-algoritmos para simulacao de um processo de salto
com memoria de alcance variavel e para o estimador da sua arvore de contextos.
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Capitulo 2

Cadelas estocasticas com memoria de
alcance variavel

O objetivo desta tese é introduzir uma nova classe de processo estocastico a tempo
continuo: os processos de salto com memoria de alcance variavel.

A inspiracao desse modelo veio das notas de aula do professor Antonio Galves e da
versao a tempo continuo do problema de modelagem da comunicacao neuronal, apresentado
em Galves e Locherbach (2013).

Quando um neurénio emite um potencial de a¢ao, ele perde carga e portanto volta para
um estado de repouso, reiniciando o acumulo de carga, para eventualmente emitir um novo
potencial de acao. Dessa forma, nao é possivel fixar a por¢ao do passado que é relevante
para inferimos sobre a dindmica do processo. Esse comportamento nao-markoviano sugere
uma modelagem considerando o processo do tipo cadeia com memoéria de alcance variavel,
introduzido em Rissanen (1983). Isso se deve ao fato da probabilidade de disparo de um
neurénio depende da carga acumulada desde o seu ultimo disparo, ou seja, depende de uma
porcao variavel do passado.

Dado um conjunto finito de neurénios Z, consideramos que os intervalos entre disparos
de um neuroénio possuem distribuicao exponencial, com taxa dependendo da quantidade de
carga recebida desde seu tltimo disparo. Note que, a cada disparo de um neurénio do sistema,
as taxas de disparo de todos os elementos que se comunicam com ele sao atualizadas.

Sejam (T},),ez os instantes de disparos dos neurdnios em Z. Definimos (X,,),ez um pro-
cesso estocastico assumindo valores em Z, onde X, indica o neurdnio que emitiu um potencial
de acdo no instante 7,,. Entao, (X, ),ez € uma cadeia com memoria de alcance variavel, onde
a porcao do passado que devemos conhecer para definir as probabilidades de transicao é o
altimo instante em que observamos o disparo de todos os neurénios.

Assim, tomando Y; = X, se T), < t < T,.1, temos que (Y;)tcr € um processo de salto
a tempo continuo com memoria de alcance varidvel. Esse modelo é exposto formalmente no
capitulo 3.

Nesta tese consideramos uma generalizacao deste modelo, onde o processo é definido num
alfabeto enumeravel e a cadeia imersa é uma arvore probabilistica de contextos qualquer.
Estamos particularmente interessados em realizar inferéncia e selegao estatistica nesta classe
de modelos.

A seguir, apresentamos as defini¢coes e notagoes das cadeias com memoria de alcance
varidvel e dos autdmatos probabilisticos. Tais conceitos serao usados ao longo de todo o
texto.
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2.1 Cadeilas estocasticas com memoria de alcance varia-
vel

Esses modelos, que sao a base da classe de sistemas aqui apresentada, foram introduzidos
em Rissanen (1983). A seguir, apresentamos uma breve defini¢ao dessas cadeias.

A partir de agora A serd sempre um conjunto finito de simbolos, chamado alfabeto. Para
quaisquer inteiros m < n, denotamos w!, = (Wm, Wmit,*** , Wy) COMO uma sequéncia de

simbolos de A.

Seja AN o conjunto de todas as sequéncias finitas de simbolos de A, isto é
oo
AN — U A{_kv'“v_l}7
k=1

e A® = At —n=2-1 o conjunto de todas as sequéncias semi-infinitas de simbolos de A.
Denotamos, entdo, A* = AN U A,

Dadas duas sequéncias u e w de elementos de A, onde w é uma sequéncia com finitos
termos, uw representa a sequéncia obtida a partir da concatenacao das duas sequéncias.

Definigao 2.1.1. Para k € NU {oo}, dizemos que a sequéncia u = u_} é sufixo préprio

J
de uma sequéncia w = w:,i se j <kewu =w; parat = —1, =2,--- | —j. Denotamos essa
relagao por u < w.

Se w é uma sequéncia finita, entdo chamamos de suf(w) o maior sufixo proprio de w.
Formalmente,

suf(w’}) = w:(lkfl).

Definigao 2.1.2. Um subconjunto 7 de sequéncias elementos de A é uma arvore irredutivel
se satisfaz as seguintes condigoes:

i) Propriedade do sufixo: Se w € 7, entdo nenhum sufixo proprio de w pertence a T;

ii) Irredutibilidade: Nenhum elemento em 7 pode ser substituido por um sufixo proprio
sem violar a propriedade de sufixo.

O item i) da defini¢do 2.1.2 diz que, dado w € 7, se substituirmos w por suf(w) em 7,
entdo existe um v € 7 tal que suf(w) < v, violando a propriedade do sufixo.

Exemplo 2.1.1. Sejam as estruturas a seguir.

A estrutura (a) corresponde a 7 = {00, 10,0, 1}. Nao é uma arvore irredutivel, pois viola
a propriedade do sufixo: como 00 € 7 e 0 é um sufixo de 00, entdo 0 nao poderia pertencer
arT.

A estrutura (b) corresponde a 7 = {00,11,01}. Nao é uma arvore irredutivel, pois viola
a irredutibilidade: podemos substituir 00 por 0 sem violar a propriedade de sufixo.

A estrutura (c) corresponde a 7 = {00,10,1}. E uma arvore irredutivel, pois respeita a
propriedade do sufixo e a irredutibilidade.
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0¢+——1 0+——1 0+——1
N/ : X K |
00 10 00 11 01 00 10
(a) (b) (c)
Figura 2.1

Dessa forma, se 7 é uma arvore irredutivel, entao, na linguagem combinatéria, 7 pode
ser interpretada como as folhas de uma arvore com raiz.

Para cada sequéncias w de elementos de A , definimos |w| como o comprimento da
sequéncia w, ou seja, € a quantidade de simbolos de A que ela possui. Se 7 é uma arvore
irredutivel, entao

|7| = max |w|
WET

é a profundidade da arvore. Nessa tese, consideraremos o caso generalizado, onde |7| pode
ser infinito.

Dada uma arvore irredutivel 7 ¢ um ntimero natural k, 7|, representa a arvore 7 truncada
no nivel k, ou seja,

hh={wer:|w <k}U{we A" : w < uparaalgum u € 7, |u| > k}.

Exemplo 2.1.2. Consideramos a seguinte arvore irredutivel

7 = {0100, 1100, 0111, 1111.000, 011, 10, 01}

0¢+——1

10 01

000 011

0100 1100 0111 1111

Figura 2.2

Se k = 3, por exemplo, para construir 7|3 devemos truncar a arvore no nivel 3, ou seja,
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1) Consideramos todas as folhas com comprimento menor ou igual a 3: {000, 10,01, 011}.

2) Substituimos as sequencias de comprimento maior que 3 pelo seu sufixo préprio de
comprimento igual a 3: {100, 111}.

Dessa forma, obtemos a seguinte arvore irredutivel.

7]s = {000, 100, 011, 111, 10, 01}

0+——1

10 01

000 100 011 111

Figura 2.3

Defini¢ao 2.1.3. Uma arvore probabilistica de contextos em A é um par (7, p), tal que

i) 7 é uma arvore irredutivel;

ii) {p(-|w) ; w € 7} & uma familia de probabilidades de transi¢ao em A

Seja (X,),,cz um processo estocastico estaciondrio em A. Para cadaw € A* e todo m € Z,
definimos a probabilidade estacionéria da sequéncia w por

pw) =P (X3 f=w)
Se p(w) >0, a € A, entao

p(a|w) =P (X, =a| X7} =w)

Definigao 2.1.4. Uma sequéncia w de elementos de A é um contexto do processo (X;)

tez
se p(w) >0 e se

i) para toda sequéncia u de elementos de A tal que w < u, temos que

P <Xm =al X"} = u) = p(a|w), para todo a € A, m € Z.

m—|u|

Nesse caso, dizemos também que w ¢ o contexto da sequéncia u para o processo (Xy), ;.
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ii) se v < w, entdo v nao satisfaz 7).

Defini¢ao 2.1.5. Seja (7, p) uma arvore probabilistica de contextos em A. Dizemos que o
processo estocastico (X;),., ¢ uma cadeia de alcance variavel compativel com (7, p) se

i) w € 7 ¢ w é um contexto para (X;),.,.

ii) para cadaw € 7, p(ajw) =P (Xm = a XnTZ:Ilwl — w), para todo a € A.

A seguir, apresentamos uma importante ferramenta que utilizaremos no resultado central
dessa tese, que é a funcao de comprimento do contexto.

Definig¢ao 2.1.6. Sejam (X,),., uma cadeia de alcance varidvel compativel com (7, p) as-
sumindo valores em A. O funcional ¢ : A* — N U {oco} é uma fungdo de comprimento do
contexto se, para cada sequéncia u € A*,

U(u) = |C-(u)],
onde

w, se existe w € 7 tal que w < u
Cr(u) = {

00, caso contrario.

Para cada sequéncia u, ¢(u) nos fornece o tamanho do contexto de w. Intuitivamente,
dada uma sequéncia z~. , a funcdo £(z-1) nos diz até que ponto do passado devemos voltar

oY

para definir as probabilidades de transicao. Quando ¢ ¢é igual a oo, entao devemos voltar
mais no passado para definir as probabilidades de transicao.

2.2 Automato Probabilistico

Ron at al (1996) definem autémato probabilistico para um conjunto finito de estados Q.
Aqui, apresentamos uma defini¢do de automatos para um conjunto enumerével de estados.
Entao, um autémato probabilistico M é uma 5-upla (Q, A,T", 6, 7), onde

() é¢ um conjunto de estados enumerével;

A é um alfabeto finito;

I': Q@ xA— @ éuma funcao de transicao;

d:Q x A—|0,1] éa fungao de probabilidade do proximo simbolo;
7m:Q — [0,1] é a distribuigao inicial;

onde as fungoes 9, m e I' devem satisfazer as seguintes condigoes:

i) para cada e € Q, Z(S (e,a) =1;

a€A
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ii) Z 7 (e) =1,
ecq

iii) I" é definida somente nos estados e € Q e a € A tais que ¢ (e, a) > 0.

Proposigao 2.2.1. Seja (7, p) uma arvore de contexto probabilistica satisfazendo & seguinte
propriedade:

Para todos w € 7, a € A, se p(aJw) > 0, entdo wa tem um sufixo em 7.

Entao, considerando @ = 7,9 = p, ' (w, a) = C; (wa) e w arbitréario, temos que (7, A, p, C, 7)
¢ um autdémato probabilistico.

Suponha que (X,,), ., ¢ uma cadeia estocastica com memoria de alcance varidvel associ-
ada a (7, p) satisfazendo a propriedade de autémato probabilistico.
Isso implica que se

C’T(ngol):cuETeXn:a,

entdo C; (X" ) = C; (X" a) é sufixo de C; (X")) a.
Ou seja, temos que C; (Xﬁoo) depende apenas de C'; (Xﬁ;ol) e do valor de X,,. Isso
motiva a seguinte proposicao.

Proposigao 2.2.2. Sejam (X)), ., uma cadeia estocistica com memoéria de alcance varia-
vel compativel com (7,p), satisfazendo a propriedade de autémato probabilistico, e C,, =
C; (X™). Entéo (C),cz ¢ uma cadeia de Markov assumindo valores nas folhas de 7.

De fato, pela definicao temos que C), depende apenas de C),_; e do valor de X,,, ou seja
Cn =g (Cn—la Xn) .

Temos que X,, = f (C,—1,U,), onde U, ~ U|0, 1]. Entao, temos que C,, = §(Cy—1,U,).
Logo,

k=—oc0

P (Cpl (Ci)pzlo) =P (CulCusy).

2.3 Selecao de arvores de contexto

Apresentamos a seguir dois métodos bastante utilizados para selecionar a arvore de con-
texto de uma sequéncia de elementos de um alfabeto finito A: o algoritmo contexto e o
critério da informagao bayesiana (BIC).
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2.3.1 Algoritmo contexto

A ideia principal do algoritmo contexto é a seguinte: dada uma amostra produzida por
uma cadeia com memoria de alcance variavel, consideramos como candidata a arvore de
contextos da amostra a arvore completa com uma determinada altura. Utiliza-se entao uma
funcao custo, gerada pelas probabilidades de transicao empiricas, para podar a arvore can-
didata, iniciando pelas primeiras folhas, em direcao a raiz, até obter uma arvore minimal
bem adaptada a amostra. A funcao custo verifica o quao relevante é voltarmos até um
determinado ponto do passado para determinar as probabilidades de transicao.

A seguir, apresentamos uma varia¢ao do algoritmo contexto introduzido por Rissanen.

Sejam X, Xo, -+, X,, uma amostra gerada por uma cadeia estacionaria (X;);cz compa-
tivel com a arvore probabilistica de contextos (7, p). Para qualquer natural k& < n, definimos
Nn(a::,lﬁ) como o nimero de ocorréncias da sequéncia x:,lﬁ na amostra, ou seja,

n—k+1

N, (xizlg) = Z H{X2+k_1:m:i}’
i=1

e para todo a € A, para toda sequéncia w de elementos de A tal que N,,(w) > 0, o estimador
da probabilidade de transigao p(a|w) é dado por

N, (wa)
Np(w)

A fungdo A, (w) é definida como a maior diferenca entre a probabilidade de transigao
empirica associada a sequéncia w e a associada a sequéncia suf(w).

Pnlalw) = (2.1)

An(w) = max [, (alw) — pulalsuf ()]

Seja 6 um namero positivo dado. Para cada w, verificamos se A, (w) > 4. Caso posi-
tivo, mantemos w como um contexto. Caso contrario, podamos as folhas, e repetimos o
procedimento com as demais folhas.

Formalmente, definimos a arvore obtida pelo algoritmo contexto da seguinte forma.

Definicao 2.3.1. Para 6 > 0, 1 < d < n, a arvore de contextos estimada pelo algoritmo
contexto é dada por

#04 = Ju : |w| < d; Na(aw) > 0, Ap(asuf(w)) > 6 para algum a € A; e A, (uw) < 6
para todo u tal que |u| < d — |w|, com N,(uw) > 1}. (2.2)

Em Galves e Leonardi (2008) é apresentado uma cota superior exponencial para o algo-
ritmo contexto no caso em que sao admitidas arvores infinitas.

Para o mesmo caso é provado também que, sob certas condi¢oes, a arvore de contextos
estimada truncada converge quase certamente para a arvore geradora da amostra, truncada
no mesmo nivel.

Teorema 2.3.1 (Galves e Leonardi, 2008). Seja (7, p) uma arvore probabilistica de contextos
satisfazendo:

i) ag:= Z inf p(alw) > 0.

wET
acA
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ii = 1 — inf inf < o0.
11) @ kEZN ( ulenAk oy welrl}w>up<a’w)>

Seja (X, )nez uma cadeia estocastica estacionaria compativel com (7,p). Entao, para
qualquer inteiro k, qualquer d satisfazendo

d> max min{l : Jw € C,w > u},
uéT,|u|<k

onde C; = {u € 7|, : p(a|u) # p(a|suf(u)) para algum a € A}; qualquer 6 < Dy e qualquer

n tal que
2(]A[+ 1)
d
n= Hlil’l(é, Dd — 5) €d + ’
onde Dy = mingec, maxqea{|p(alu) — p(a|suf(u))|}, e €4 = min{p(w) : |w| < d e p(w) > 0},
temos que

e = 7y, (2.3)

2.3.2 Critério da informagao bayesiana (BIC)

Em 2006, Imre Csiszar e Zsolt Talata propuseram um método consistente para estimar
a arvore de contextos, em um tempo linear, utilizando o critério da informacao bayesiana
(BIC). Dentro de um conjunto de arvores candidatas, que sao especificadas por um limite
maximo de tamanho, procura-se pela arvore que maximiza a funcao de verossimilhanca
penalizada. Essa arvore é a arvore de contextos estimada pelo método BIC.

Para uma amostra X, Xy, -+, X,,, a funcao de verossimilhanca penalizada BIC para
cada arvore candidata 7 é dada por

Al = 1) [7|log(n)
2 Y
onde P, (X7) é a maxima verossimilhanga da amostra quando consideramos a arvore de

contextos 7.
A arvore de contextos estimada pelo método BIC é dada por

BIC,(X7) = —log (B, (xp)) -

7(X7) = argmax {BIC.(X]) : 7 € Tn}, (2.4)

onde 7, é o conjunto de todas as arvores indexadas por simbolos do alfabeto A e de altura
menor ou igual a log 4 (n).

Em Csiszar e Talata (2006) é demonstrado que a arvore estimada pelo método BIC
truncada converge quase certamente para a arvore geradora da amostra no caso em que a
arvore cresce em velocidade logaritmica.

Teorema 2.3.2 (Csiszar e Talata, 2006). Se d(7) < oo e 7(X]") € o estimador da arvore de
contextos definido em (2.4), entao

7(X]) =% T
No caso generalizado, entao para qualquer inteiro k£,
%(X{L)‘k — 2 T|k.

Garivier (2006) generaliza o resultado de consisténcia forte do estimador sem a necessi-
dade de hipoteses sobre a velocidade de crescimento da arvore.



Capitulo 3

Processos de saltos a tempo continuo
com memoria de alcance variavel

Neste capitulo vamos apresentar uma nova classe de processos estocasticos, que serd o
objeto principal de estudo nesta tese: os processos de salto a tempo continuo com memoria
de alcance variavel.

Enquanto os processos markovianos de saltos possuem uma cadeia de Markov como ca-
deia imersa, nosso processo se caracteriza por possuir uma arvore probabilistica de contextos
qualquer imersa, inclusive infinitas, ocasionando ao processo uma dependéncia de uma por-
¢ao variavel do passado. As taxas de transicao do processo nao sao sao constantes: a cada
transicao a taxa é atualizada através de uma funcao que também depende de uma parte
variavel dos estados passados do processo.

Um importante exemplo de aplicagao desse processo é na modelagem da comunicagao de
um sistema de neuronios. Apresenta,os no exemplo 3.1.1 uma modelagem a tempo continuo
do processo apresentado por Galves e Locherbach (2013).

3.1 Definicao do Processo

No que segue, A é um alfabeto finito, (7, p) é uma arvore probabilistica de contextos em
Aeq:7— (0,+00) é uma funcdo arbitraria.

Definigao 3.1.1. Seja (Y;),.p um processo estocastico a tempo continuo, assumindo valores
no alfabeto finito A. O processo (Y}),cp € dito um processo de saltos com meméria de alcance
variavel associado a (7,p) e com taxa ¢ se existirem um processo pontual --- < T 1 < Ty <
0<Ty <Tp<--- euma cadeia (X,), ., X, € A, tais que

1) Y= Xn7 sel, <t< Tn-‘,—l;

ii) (X»),cz ¢ uma cadeia estocastica de alcance variavel associado a (7,p);

n — t n A 3 n
iii) P (T — T, > t|X") = exp {_q(cf(xzw))}’ onde ¢, (X"_) é o tnico sufixo de X" __

que é folha de 7.

Nosso primeiro exemplo trata da modelagem da comunicac¢ao entre um sistema de neuro6-
nios de tamanho N.

13
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Exemplo 3.1.1 (Sistema de N neurdnios em tempo continuo). A atividade neural é mani-
festada pela emissao de potenciais de agao (disparos). Essa atividade é realizada por cada
um dos neuronios, em um sistema constituido por uma grande quantidade dessas particulas,
que interagem entre si.

A sucessao de disparos que um neurénio é capaz de emitir depende de seu estado, dos
estimulos provenientes de outros neurdnios e de estimulos externos ao sistema (como o efeito
"leakage", por exemplo).

O potencial de acao ocorre com uma probabilidade que é uma funcao crescente da con-
centragao de ions positivos no interior da célula . Apds a emissao de um poténcial de acgao,
o neurodnio perde toda sua carga e volta a um estado de repouso, reiniciando o processo de
acumulo de carga.

Galves e Locherbach (2013) consideram um sistema cuja probabilidade de disparo de
neurdnio depende da atividade acumulada do sistema desde o instante de seu tltimo disparo;
e os neurdnios podem exercer influéncia positiva, negativa ou neutra nessa probabilidade de
disparo.

Dessa forma, apresentamos a seguinte modelagem a tempo continuo para a comunicagao
entre um sistema de neurénios.

Sejam A = {1,2,--- ,N} e ¢ : R — R uma fun¢ao mensuravel crescente tal que ¢(0) =
0> 0.
Seja a arvore probabilistica de contextos (7, p), tal que C; (:E:éo) = x;(lx,l ) onde

Lz~ ) =max{m < —1: U1 {x;} = A}

—00

e cuja probabilidade de transi¢ao é dada por

¢(U(J}CT( )
PG (o)) = S o UG, C.(57L))

Y

€A
onde para
Li(z~!) =sup{m < —1: 2, =i},
;- A — R tal que w;_,; =0,
definimos

-1

U (Z C Zwl% Z ]I{Xm:l}

leA m=Li(x io)

Definimos agora (X,,), ., uma cadeia estocastica com memoria de alcance variavel assu-
mindo valores em A, compativel com a arvore probabilista de contextos (7, p).

Seja (T),,cz um processo pontual tal que

P (Tn+1 - T, > t|XfOO) = exp [—m] ,

onde ¢ (C; Z¢ "))

€A
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Entao, defino o processo a tempo continuo (Y;),.p por
Y, =X, seT, <t<Ty. (3.1)

Assim, o processo (Y;),cr
memoria de alcance variavel.

Do ponto de vista da modelagem de um sistema neuronal, o conjunto A representa um
conjunto de neurénios, para cada ¢, ¢ € A, w;_,; sa0 os pesos sinapticos, ou seja, representa
uma quantificagao da influéncia que o disparo do neurdnio j exerce na probabilidade de
disparo do neurénio 4. Essa influéncia pode ser excitatoria (w;_,; > 0), inibitéria (w;j_; < 0)
ou neutra (w;_,; = 0).

Para cada t, Y; nos fornece a informagao do tltimo neurdnio a disparar num tempo menor
ou igual a t, T,, representa o n-ésimo instante de disparo de algum neurénio no sistema e X,
informa qual o neurdénio que disparou no instante 7.

definido em (3.1) é um processo de salto a tempo continuo com

54---- — 0
4+---- 0
34+ —o -—
2 - — -
14+------- — O m e m e =
t t ——t t t
T, Ty T3 Ty Ts

Figura 3.1: Ezemplo de evolugao do processo (Yi)ier para um sistema com 5 neurénios

Supomos agora que um sinal é emitido por uma fonte e deve percorrer dois transmissores
até chegar ao receptor final. Se algum dos transmissores estd ocupado, entao a mensagem
nao chega ao receptor final. Supomos que os transmissores sao independentes entre si e que
possuem um comportamento markoviano. Entao, definindo Y; = 1 quando os dois transmis-
sores estao livres no tempo ¢ e Y; = 0 caso contrario, temos que (Y;);er € um processo de
salto a tempo continuo com memoria de alcance variavel. Formalizamos essa modelagem no
exemplo a seguir.

Exemplo 3.1.2 (Processo markoviano de saltos binarios observados de forma interminente).
Sejam A = {0,1} e (W,),, o, uma cadeia de Markov, assumindo valores em A, com matriz
de probabilidade de transi¢ao r, tal que r(0/1) = r(1|0) = 1. Sejam «(0) € (0,+00) e
a(l) € (0,400) dois parametros reais quaisquer fixados.

Definimos (Z;),.g como o processo markoviano de saltos com (W),), ., como cadeia de
Markov imersa e com taxas de espera a(0) e (1), ou seja, (Z;),.p € 0 processo de saltos
cujo gerador infinitesimal é, para toda fungao continua e limitada, dado por

Lf(x) =) a@)r(yla) [fy) - f(2)]. (3.2)
yeA
Seja agora (7t) jeg U outro processo markoviano de saltos assumindo valores em A =

{0,1} com cadeia imersa (W")nez possuindo a mesma matriz de probabilidades de transigao
r e com taxas de espera a(0) € (0, +o00) e @(1) € (0, +00).
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Supomos (Z;),c © (7,5) LeR independentes entre si e definimos o processo

Yt:Zt'?t-

Esse ¢ um processo de saltos com memoria de alcance variavel associado a arvore 7 =
k.ol _
{10" : &k =0,1,--- } U {0>}.

0+——1

\

1 Qo
10 1

100 @2

’
/
/

doo 0% 1000 43

Figura 3.2: drvore de contextos do processo markoviano de saltos bindrios observados de forma
interminente

Observe que se observarmos no tempo ¢ um fmpar de zeros no contexto, entdo (Z;, Z,) =
(0,1) ou (1,0); e se observarmos um numero par de zeros, entao (Z;, Z;) = (0,0).
Dessa forma, as taxas ¢ : 7 — (0, 00) sd@o dadas por

onde k = {1,2,--- }.
As probabilidades de transigao p da cadeia imersa (X,,)nez em (Y;)ier sdo dadas por

p(0[1) =
o a( a(l) a(1) a(1)
POIOY) = T+ 3@ e +a(0) T e+ a1 a(0) +a)
p(0]0%*1) =
a(l) a(0) (1) o(0)
p(0/07) a0 +a(l) a0 +a0) o) +a(0) a(0)+a(0)’

onde k ={1,2,---}.
Como
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podemos afirmar pelo Lema de Borel-Cantelli que ha uma ocorrencia infinita de 1’s, logo o
processo é ndo trivial e toda sequéncia z~. possui um contexto em 7.

Proposigao 3.1.1. As cadeias imersas dos exemplos 3.1.2 e 3.1.1 s@o automatas probabi-
listas.

Demonstragao:
No exemplo 3.1.2 7 = {10F : k = 0,1,--- } U {0°°}. Seja C, (X:;o) = Ww.
Entéo, para a € {0,1},

C. (Xgoo) —C. (X—l a) _ {a, sea=1

o wa, se a = 0.
Logo, C; (X° ) é sufixo de C; (X_3,) a.

No exemplo 3.1.1 7 sdo todas as sequéncias r_,r_p11---2_1, k > |A], tais que z_j #
o, Vi=1,--- k=1 eU’l {X;} = A

Seja Cr (XZ5) = X7, (x-1 ) Dara LH(XZL) < oo
Entao, para Xy =a € A, temos que
-1
: X iyt
o . Tpix-Ly® sea =+ _Li(x~L)
CT (X*OO) - OT (Xfooa) = X—l _ X
—U‘(Xjéo)ﬂa’ S€ 4= A_rix-L)

para algum | < L*(X~1). Logo, C, (X)) ¢ sufixo de C; (X"La).
No caso L/(X_L) = oo fica ainda mais clara a propriedade de automata probabilista.

—00
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Capitulo 4

Selecao Estatistica de Modelos

Nesse capitulo apresentamos um novo estimador para a arvore probabilistica de contextos
imersa no processo de saltos com memoria de alcance varidvel. A ideia principal do estimador
¢ a seguinte. Obtemos primeiramente uma estimativa para as taxas de transigao de uma
sequéncia de simbolos observadas na amostra e, através de de uma fungao custo gerada
pelas taxas estimadas, estimamos o contexto da sequéncia. A arvore construida por esse
algoritmo é uma arvore irredutivel e seu truncamento em qualquer altura finita converge
quase certamente para a arvore geradora da amostra truncada na mesma altura, Esse é o
contetudo do teorema 4.3.1, principal resultado desta tese.

4.1 Inferéncia nos processos de salto com memoéria de
alcance variavel

Seja (X;,T;);, uma amostra gerada por um processo de saltos com memoria de alcance
variavel (Y};),cp com pardmetros (7, p, ¢), como na Definicao 3.1.1, onde

e (7,p) é uma arvore probabilistica de contextos;

e ¢: 7 — (0,400) e uma fungao real positiva definida nas folhas de 7, representando as
taxas de salto do processo;

e (X;)I, ¢ uma cadeia com memoria de alcance variavel compativel com (7, p), assu-
mindo valores num alfabeto finito A, onde, para cada i, X; indica o estado do processo
apos o i-ésimo salto;

e (7;)1, é um processo pontual crescente, onde, para cada i, T; representa o instante do
1-ésimo salto do processo.

Vamos considerar, ainda, que o processo (Y}),.p satisfaz as seguintes hipoteses:

Hipotese 1: o := Z iréf plalw) > 0.
aeAw 7

Hipotese 2: o := Z (1 — inf inf p(a]w)) < 00.

uc Ak WETW>U
keN acA

Hipotese 3: Para todo w € 7, 0 < g(w) < +oc.

19
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Hipotese 4: Para todo av € 7, onde a € A, temos que

dav) £ 3 p}fﬁ}’g)qu).

UUVET

A hipotese 4 nos diz que , para cada elemento av € T, sua taxa de salto nao pode
ser escrita como uma média ponderada das taxas dos descendentes de seu sufixo v, com
ponderagao dada por <M> .

~ p(v) U UVET . . .
Na demonstracao do teorema 4.4.3 ficara mais claro a necessidade dessa hipotese.

No caso especial onde temos A = {a, b} e, para alguma sequéncia v, temos que av e bv
pertencem a T, ocorre que

( p( _plav)y .
dla0) 2 20 gt + B gt00) (1 p<v>>Q( ) # 22 o
p(h0) p(b0)
(o) q(av) # () q(bv)

A partir de agora, sempre que nos referirmos a uma amostra do processo (Y;)er, vamos
supor que ela satisfaz as hipoteses 1-4.

Supondo que os parametros (7, p, ¢) sdo desconhecidos, o objetivo principal dessa tese é
apresentar um novo estimador para o conjunto de contextos 7, baseado nas taxas de saltos
do processo.

Dessa forma, nosso primeiro objetivo é construir um estimador §,(-) para as taxas de
salto ¢(+) do processo.

Na proxima segao apresentamos um estimador consistente e nao-viciado para g(w), para
todo w € 7. Além disso, demonstramos importantes propriedades de §,(-), essenciais para
para sua utilizagao como principal elemento na estimacao de 7.

4.2 Estimacao das taxas de salto do processo
Dada uma amostra (X;,T;)™,, seja w € A¥ uma subsequéncia de (X;)™,, tal que

N, (w) > 0, onde N, (w) ¢ o nimero de vezes que a sequéncia w é observada na amos-
tra, ou seja,

Nn (w) = Z ]I{XZ,]CJrl:w}.
i=k

Entao, definimos o estimador §,(-) como a média dos intervalos dos tempos de salto apos
observarmos a ocorréncia da sequéncia w, ou seja,

—_

; 1§
Gn(w) = (Tisa — T0) Lexi-iouy- (4.1)

I
ol

Apresentamos a seguir o principal teorema dessa se¢ao, enunciando a consisténcia forte
do estimador ¢,(-) definido acima.
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Teorema 4.2.1. Dada uma amostra (X;,T;)!" ,, para toda sequéncia w de elementos de A
tal que w € 1,

Gn(w) =7 g(w). (4.2)

Demonstragao: A demonstracao seréd apresentada na secao 4.4. A ideia principal sera
provar que, para todo w € 7, ¢,(w) converge para g(w) com velocidade exponencial, e dai
obtemos a consisténcia forte de ¢g,(-).

Um corolario importante desse teorema diz que, se tomarmos um sequéncia que contém
um contexto como sufixo, entao o resultado de convergéncia acima também é valido.

Corolario 4.2.1. Dada uma amostra (X;, T;)" ;, sejam w € 7 e u uma sequéncia de ele-
mentos de A, tal que N, (uw) > 0. Entao

Gn(uw) =7 q(w).
Demonstracao: A demonstracao sera apresentada na secao 4.4.

Nao é dificil ver que, para todo w € 7, ¢,(w) é um estimador nao viciado de ¢(w), como
demonstramos na proposicao a seguir.

Proposicao 4.2.1. Para todo w € 7,
E(dn(w)) = q(w).

Demonstracao: Dada uma amostra (X;, T;)" (k—1) € UmMa sequéncia w = :c:,i tal que
Np(w) > 0. Sejam

nlzinf{jzl,Z . ¢/ kH:w}

J—
ny =inf {j >n; : X D = =w}

NN, (w) = inf {j > NN, (w)-1 X;—k+1 = w}.

Parai=1, 2,---, N,(w), definimos Z; = (T,,4+1 — Ty,). Assim,

n Nn(w)
> T =T)ximy = > Zis
i=k+1 i=1
ou seja,
1 Ny (w)
(jn(w) = Zz
Nn(M) i=k

Por hipoétese, temos que, para cada ¢, as variaveis aleatorias 21, Zs, - - - Z; sao condicio-
nalmente independentes, dado X" (,1 3 . Entao, para cada j = 1,--- ,n — k, temos que
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Como, para cada 7, E(Z;) = q(w), temos que

E (40(@) | Na @) = 5) = (@)

Logo, concluimos que

O

Embora as taxas se saltos {¢(w), w € 7} estejam definidas apenas nos elementos de 7, o
estimador ¢,(+) fornece estimativas de taxas para qualquer sequéncia de elementos de A.

Dessa forma, o estimador §,(-) sera interessante se, dado um elemento w € 7, e uma
sequéncia qualquer u de elementos de A, obtivermos que, para um n suficientemente grande,
Gn(uw) tenha um valor arbitrariamente proximo de §,(w).

O teorema 4.2.2 a seguir garante que, se w ¢ um elemento de 7, entao tomando qualquer
sequéncia maior que possua w como sufixo, a diferenca do valor estimado das suas taxas
converge quase certamente a zero.

Teorema 4.2.2. Dada uma amostra (X;, T;)! ,, sejam w € T e v uma sequéncia de elementos
de A, tal que N, (uw) > 0. Entao, temos que

|Gn(w) = Gn(uw)| =70
quando n — oo.
Demonstragao: Queremos mostrar que, para todo € > 0,

P (|gn (w) — Gn(uw)| > € iv.) = 0.

De fato, temos que, para € > 0,
P (lgn(w) = Gn(uw)| = €) = P (|Gn(w) — q(w) + q(w) — Gn(uw)| = €)

< P ([d0() — ()] + |a(w) — du ()] > ¢
<P (Jduw) — 4] = 5) + P (|a(w) = dauw)] > 5)

Pelo teorema 4.2.1, temos que

P (1u(w) — q(w)| = 5 iv.) =0,

e pelo corolario 4.2.1, obtemos
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Logo, concluimos que
P(|Gn (u) — Gn(uw)| > €iv.) = 0.
O

O corolario 4.2.1 nos diz que, se w é um contexto de 7, entao para qualquer sequéncia
finita u de elementos de A, §,(uw) converge quase certamente para ¢(w). Uma questao
natural que surge é, se v é sufixo proprio de algum contexto de 7, qual é o comportamento
assintotico de G, (v)?

O teorema a seguir mostra que, se 7 é uma arvore de contextos finita e v é sufixo
proprio de algum contexto de 7, entdo ¢,(v) converge quase certamente para uma média
ponderada das taxas de salto dos contextos dos quais v é sufixo proprio. Lembremos que,
pela irredutibilidade da arvore de contextos 7, se v é sufixo proprio de algum elemento de
7, entao existem pelo menos dois contextos dos quais v é sufixo proprio.

Teorema 4.2.3. Dada uma amostra (X;,T;)", supomos que a arvore de contextos 7 é
finita, com |7| = d. Seja v uma sequéncia de elementos de A, tal que v é sufixo proprio de
algum elemento de 7, isto ¢, existe uma outra sequéncia finita u, |u| > 1, tal que uv € 7.
Entao

(o) 5 S B gt

p(v

U UveET

Demonstracao: A demonstracao sera apresentada na secao 4.4.

Seja v uma sequéncia de elementos de A, e uma sequéncia u, com |u| > 1, tal que uwv € 7.
Entao, por abuso de notac¢ao, definimos

o) = 35 M), (4.3

p(v

UUVET

4.3 Estimacao da arvore de contexto do processo

Dada uma amostra (X;,T;)",, vamos apresentar um novo estimador para a arvore de
contextos 7, baseado nas taxas de saltos ¢(-) do processo.

Inicialmente, estimamos as taxas de saltos do processo, utilizando o estimador §,(-),
definido em (4.1). No teorema 4.2.2 vimos que, se w é uma sequéncia pertencente a 7, entao
para toda sequéncia u de elementos de A, ¢,(uw) converge para §,(w) com probabilidade 1.
Além disso, o corolario 4.2.1 prova que a estimagao da taxa de salto de qualquer sequéncia
arbitrariamente grande converge para para a taxa do seu contexto.

Baseado nesses resultados, para um § > 0, propomos um estimador 7% para a arvore de
contextos 7, que funciona da seguinte forma:

1) Construimos uma &rvore completa até uma certa altura d, e definimos 72
conjunto das folhas dessa arvore.

como o
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2) Em cada ramo (conjunto de folhas com mesmo sufixo proprio) de 7, estimamos as taxas
de saltos ¢,(-) e comparamos com o valor da taxa estimada de seu sufixo proprio.

3) Se o menor valor do modulo da diferenga entre o valor estimado nas folhas e no seu
sufixo for menor que um valor ¢ fixado, entao excluimos aquele conjunto de folhas de

70 e as substituimos por seu sufixo.

4) Se, em algum ramo, a diferenga entre suas taxas estimadas em rela¢do com as taxas
estimadas de seu sufixo for maior que 6, entdo o ramo permanece em 7° e nao pode
mais ser excluido.

5) Repetimos o procedimento nos demais ramos até nao ser mais possivel realizar exclu-
soes.

Formalmente, temos a seguinte definicao.

Definigao 4.3.1. Para u uma sequéncia tal que N, (au) > 0, para todo a € A, seja

A1) = max |gu(u) — o). (4.4)

Para d fixado, 0 < ¢, definimos o estimador de 7 como
PO = {w €AY A, (suf(w)) >de A, (uw) <dVuc Acll_‘w‘ tal que N, (uw) > 0} , (4.5)

S
onde AS = U A" é o conjunto das sequéncias de tamanho pelo menos 7 € no maximo s.

=7
Assim, obtemos um novo estimador para a arvore de contextos quando a amostra é
gerada por um processo de saltos com memoria de alcance variavel.

Apresentamos o principal resultado dessa tese.

Teorema 4.3.1. Seja (X;, T;)"_, uma amostra gerada por um processo de saltos com me-
moria de alcance varidvel com parametros (7, p, ¢), assumindo valores num alfabeto A. Se
7% & o estimador definido em (4.5), entdo, com probabilidade 1, temos que

n
Tolk = Tl

para todo n suficientemente grande.

Demonstragao: A demonstracio serd apresentada na secio 4.5. Vamos provar que 79[,
converge para 7|, com velocidade exponencial, e entdo concluir a consisténcia forte de 7°.

A proposigao a seguir mostra que 7° preserva a propriedade de arvore irredutivel de 7.

Proposigao 4.3.1. Dada uma amostra (X;, T;)"_,, a arvore estimada 7° é uma arvore irre-
dutivel.
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Demonstragao: Vimos na definicao 2.1.2 que uma arvore é irredutivel se ela satisfaz as
propriedades do sufixo e de irredutibilidade.

i) Prova da propriedade do sufizo: Seja w € 79. Se existisse um v € 72 tal que v < w,
entao teriamos

A, (uv) > 6§, para qualquer u tal que |u| < d — |w|.

Em especial, como w = v, terfamos A, (suf(w)) > 6, o que é absurdo, pois w € 7.

Logo, temos que vale a propriedade do sufixo.

ii) Prova da irredutibilidade: Vamos mostrar que, se w € 72, entdo nao podemos substituir
w por nenhum de seus sufixos proprios sem violar a propriedade do sufixo.

De fato, seja a € A tal que asuf(w) # w. Entao
A (suf(asuf(w)) = A (suf(w)) >

Logo, existe u, com |u| < d — |w|, tal que usuf(w) # w e usuf(w) € 7°.
Assim, substituindo w por qualquer um de seus sufixos proprios viola a propriedade
do sufixo.

Concluimos que 72 é uma arvore irredutivel.

n

4.4 Taxa de Convergencia do estimador das taxas de sal-
tos

O teorema a seguir apresenta um majorante para a probabilidade de erro entre o valor
estimado das taxas ¢(-) e o valor real. Esse teorema é fundamental para a prova do teorema
4.3.1.

Teorema 4.4.1. Seja (X, Ti)?:—(k—l) uma amostra de um processo de saltos com memoria
de alcance variavel (Y;);er compativel com (7, p, ¢) satisfazendo as hipdteses 1, 2 e 3 e w tal
que |w| = k. Entao, para qualquer € > 0,

P (|gn(w) = ()] > €) < de™m D), (4.6)

onde h é uma funcao real positiva definida por

plw) . { € ( € ) c}
h(p(w), , —— -minq —— —log | 1+ s =0
(Pl ). €)= 75 () )] 2
onde ¢ = 86(&2&0).
Demonstragao: Dada uma amostra (Xi,Ti)i(k_l) e uma sequéncia w = x:,i tal que

N, (w) > 0. Sejam
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=inf{j>1:X],  =w

J

N9 :inf{j >ny o Xj;k“ :w}

NN w) = 0 {J > nx,)-1 0 X = w ).
Parai=1, 2,--- , N,(w), definimos Z; = (T},,41 — Ty,,). Assim,

n

Y (T = T) Ly = ZZ

i=k+1

Entao, temos que

)

> Nn(w)e)

1 Nn(w)
i) -l > 0 = #5522 0| >

- ()}

n(w)
> Zi- Nyw)a(w)

Para algum m > 0, vamos condicionar o termo da direita em dois eventos disjuntos:
{Np(w) >m} e {N,(w) < m}.

Dessa forma , temos que

Np(w)
]P’( Z Zi — Np(w)q(w)| > Nn(w)e)
Mo
= IP’( Z Zi — Np(w)g(w)| > Ny(w)e, Np(w) > m)
Mo
+ IP’( Z Zi — Np(w)g(w)| > Np(w)e, Np(w) < m> (4.7)

Ny (w)
Como{ ZZ N, (w)gq(w)

o segundo termo em (4.7), obtemos que

> Ny(w)e, Ny(w) < m} C {Nn(w) < m}, substituindo

N (w)
Pin) -~ gl > 9 < P(| X 2 Mol

P (Ny(w) < m) (18)

Vamos considerar m = n[p(w) — f], para algum 0 < < p(w). Aplicando o teorema 3.1
de Galves e Leonardi (2008), temos que uma cota superior para o segundo termo de (4.8) é
dada por

> Nofule. Ny(w) 2 m)



4.4 TAXA DE CONVERGENCIA DO ESTIMADOR DAS TAXAS DE SALTOS 27

P(Na(w) < n(p@) = B)) = B(np(w) — Na(w) > nf)

PN ()~ ()] > 9) < et exp{ 2EL, - (a9)

IN

(70]
8e(a+ap) *
Para encontrarmos um limitante superior para o primeiro termo de (4.8), nés o reescre-

vemos da seguinte forma.

(p2

)
)
()
= 1@( Y Zi— No(w)g(w) > Np(w)e, Ny(w) > m)

i=1

onde ¢ =

Ny (w

~

Zi — Nyp(w)g(w)

> Nofue. Ny(w) 2 m)

Np(w)
+]P’(Nn(w)q(w) - Z Z; > Ny(w)e, Np(w) > m). (4.10)

Para o primeiro termo a direita da igualdade em (4.10), temos que

n j
=Y P(D %> jlalw) + ), Nalw) = ) (4.11)
j=m =1
Como, para cada 7, Z; e N, (w) sao independentes, temos que
n J
SB(D" 7z > jlaw) + o], Nalw) = j)
j=m i=1
n J
=Y P(D 7 > jlaw) + ) - P(Na(w) = 5) (4.12)
j=m =1
Para cada j € {m,m+1,--- ,n}, temos que

P(Ej:ZZ- > jlg(w) + e]) < sup IP’(ES:ZZ» > s[q(w) + e]) (4.13)

s€[m,n| i1
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Ainda, como {N,(w) =7, j=1,---,n} sdo eventos disjuntos, temos que
ZIP’(Nn(w) - j) < Z]P’(Nn(w) - j) ~1 (4.14)
j=m j=1

Assim, com (4.13) e (4.14), obtemos uma cota superior para (4.12).

n

P(iZZ- > jlg(w) +e]) -P(Nn(w) :j)

< ses[lrlnl,)n]P<;Zi > sq(w) + 6]) jnmP<Nn(W) = j)
< Ses[ljnl?n]lp<§: Z; > slq(w) + 6]) (4.15)

=1

Sejam s uma constante inteira, 1 < s < n, z = ¢(w)+e€ e § um namero real, 0 < 0 < L

(W)
Pela desigualdade de Markov, temos que !
IP’(Z Zi > sx) =P (eto:l Zi > 69‘”) < [E(eaz)}s e 05w
i=1
= exp{—s[fz +log(l —Og(w))]} (4.16)

A desigualdade (4.16) vale para todo 0 < 0 < ﬁ Vamos calcular o 6 que maximiza
g(0) = 0z +log (1 — Og(w)).
Derivando ¢(#), obtemos

oY — q(w)
g<9) =T — 1-0(](&)).

Calculando o valor de 6 que iguala ¢'(0) a zero, obtemos

oy U (C) RPN C))
IO =0 & T T T T T T W)
—0xrqw) =qlw :x—q(w)
v = 20(w) = ) & 0 = 1

Logo, obtemos que

(4.17)

_ < 71 1
Nota que, como = = g(w) + ¢, entdo 0 < § < PR

Para verificar se o § definido em (4.17) é um ponto de méximo de g(6), calculamos sua
segunda derivada, obtendo
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—¢*(w)
[1—0q(w)]*
Logo, para todo 0 < 0 < %, g"(6) < 0, o que implica que 6 ¢ ponto de maximo de g(0).
Assim, substituindo 6 por 6 em (4.16), temos que, para para um ntmero inteiro deter-
ministico s,

Para que a desigualdade (4.18) nao seja trivial, é necessario que

aw)re | faw) +e
o) 1 1g< o) )>0. (4.19)

Para verificar a desigualdade acima, utilizamos o lema a seguir.

g"(0) =

Lema 4.4.1. Para todo x € (0,400) \ {1}, temos que

x—1—log(x) >0

Demonstragao: Temos que

r—1—log(x) >0 < z—1>log(x) e !

& e >e-,

>

o que ocorre para todo x € (0,400) \ {1}.
De fato, sejam g;(x) = €® e go(x) = e - z. Entao,
g1(z) = g(x) &z =1.
Como ¢1(0) =1 > 0 = ¢2(0), entao

e’ > e-x, para todo r < 1.

Para x > 1, basta reparar que ¢;(1) = g2(1) e

g1(x) = e® > e = gy(x), para todo z > 1.
Logo, e* > e - x também para todo x > 1, e esta provado o lema.

Como ¢(w), € > 0, temos que % > 1. Aplicando o lema 4.4.1, temos que a desigual-

dade (4.19) é valida, o que implica que o limitante superior (4.18) nao é trivial.
Logo, por (4.18),

s€[m,n]

s en{onlt 1o (5)]
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Como m = n(p(w) — ﬁ), 0 < 8 < p(w), e pela desigualdade acima, concluimos que

p({ Ni) 2= M) > Nof)ep n { M) 2 m})
<o { o) -9 | L1 _pog (T

q(w) q(w)

e temos um limitante superior para o primeiro termo a direita da desigualdade em (4.8).

Para o segundo termo a direita da igualdade em (4.10), temos que

P(Nn(w)q(w) - Nz(j) Zi > Naw)e, Na(w) > m})

B(= 302> —ile) - d, M) = ).

i=1

I
i
<

Como no caso anterior, pela independéncia de Z; e N,(w), para todo i, temos que

iﬁ’(— iZ > —jlg(w) — €], Nu(w) :j>

n J

=Y (- > %> =ilaw) - ) - P(Nuw) = ).

j=m

Aplicando raciocinio anélogo ao utilizado em (4.13) e (4.14), obtemos que

>p(- S iyl - ) - B(Nu(w) = )
< S:%I?n]ﬁb( — ;ZZ > —sq(w) — e]) j:mIP’<Nn(w) = j)
< s P - Z 2> ~late) ~ ) (121)

Para e > 0, s inteiro, x = g(w) — € e 0 < 0, aplicando a desigualdade de Markov, temos
que
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IP’( - Z Zi > —sx) =P (6—92311 Zi > 6_6“> < [E(e_ez)}s efsr
i=1

= exp{—s[—f0z +log (1 + 0q(w))]|} (4.22)
Novamente, vamos calcular o § que maximiza g(0) = —6x + log (1 + 6¢g(w)). Derivando
g(0), obtemos que
q(w)
“0) =— —_—. 4.23
o) = =0+ 10 (4.29
Igualando g‘(f) a zero, temos
g B qgw) o qw)
g0 =0 < x+1+€q(w)—0<:>x_1+9q(w)
~ 1 1
& r4+20qw) =qw) = l=—-——.
q(w) = q(w) Py

2
Como ¢"(0) = — (%) <0, entdo f = ﬁ — (w) ¢ ponto de méaximo de g(0).

Substituindo 6 por 6 em (4.22), temos que, para um inteiro deterministico s,

IP’( - ; Zi > —s[q(w) — e]) < exp {—s {q((‘]"()w; € 1-log (Q(;"()w; 6)} } L (4.24)

Pelo lema 4.4.1, temos que
o) = (M)
q(w) q(w)

e a desigualdade (4.24) nao ¢ trivial.
Como m = n(p(w) — ), por (4.21), temos um limitante superior para o segundo termo
a direita da desigualdade (4.8), dado por

s B

Zi >
el oS ()

Aplicando os limites superiores (4.20) e (4.25) em (4.10), obtemos que
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1=

o] - 2[5 1 (25
+exp{ — n(p(w) - B) [M —1—log (Q(“) _ E)} } (4.26)

q(w

P(‘ N 7 — Nn(w)q(w)‘ > Npy(w)e, No(w) > m>
N

Para concluir o teorema, seja o lema a seguir.

Lema 4.4.2. Para x > 0, seja a fungdo f : (0,+00) — R, dada por

f(z) =2 —1—1log(z).
entao, para todo £ € (0,1), temos que
fA=8 > f(1+¢)

Demonstragao: para ¢ € (0,1), temos que

fA=8=f1+¢ < (1-¢§—-1-log(l-¢) = (1+¢)—1—log(l+¢)
< log <ﬁ)—220. (4.27)

1-¢
1
Seja g(&) = log (%) — 2.
No ponto ¢ = 0, temos g(0) = 0.

Para ¢ € (0,1),

O (o i) 2 et
N Y A T
Nota que, para & € (0,1),
0<(1+HA - =1-¢€<1,
o que implica que
9'(§) > 0, para £ € (0,1),
ou seja, g(0) =0 e g(&) crescente em (0, 1).

Logo, (4.27) é verdadeiro, e esté provado o lema.

Aplicando o lema 4.4.2, temos que
q(w) q(w) q(w) q(w)
o que implica que, de (4.26) e (4.28), obtemos um limitante superior para o primeiro

termo de (4.8), dado por
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— 2exp { — n(p(w) — B) {TZ}) ~log (1 + @) } (4.29)

Enfim, aplicando as desigualdades (4.9) e (4.29), concluimos que

Ny (w)

P (i) @) > < B 3 2 Malwlalo)] > Nawe, Nofw) 2 m)

+ IP’(Nn( )<m)

€ €
< Zexp{—npw—ﬁ [— lo (1+ )}}
P =0 @ e\ @
1 —nf%c
+ eeexp { } 4.30
p(w) (430
Como a desigualdade vale para todo 0 < < p(w), tomamos = p(w)/2, e obtemos que
P (|Gn(w) — q(w)] > €) < 4 - e7whP@)alw)e) (4.31)
onde h (p(w), g(w), €) = p(;) mln{ — log (1 + q(w)> , g}
O

O corolario a seguir generaliza o resultado do teorema anterior, no caso em que conside-
ramos uma sequéncia que possui um contexto como sufixo.

Corolario 4.4.1. Sob as mesmas condigoes do teorema 4.4.1, sejam w € 7, u uma sequéncia
de elementos de A, tal que N, (uw) > 0, e k = |uw|. Entao, para todo € > 0,

P(|Gn(uw) — g(w)| > €) < e mhpluw)a@)e)

Demonstracao: Na demonstracido do teorema 4.4.1, substituindo N, (w) por N, (uw) e
p(w) por p(uw) em (4.8), temos que

Np (uw)
P (|Gn(uw) — q(w)] > €) < ]P’(‘ Z Z; — Ny (uw)gq(w)| > Ny(uw)e, N, (uw) > m)

+ P (Noy(uw) < m).

Considerando m = n(~ Zw)), de forma analoga obtemos que
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Ny, (uw)

P(‘ Z Z; — Nn(uw)q(w)‘ > Ny, (uw)e, Np(uw) > m>

= {‘”p(gw) L(em o (1 " q(i@)} } |

P (N, (uw) < m) < e* exp {w} ;

e concluimos que

P(\qn(uw) —q(w)| > e) < e hlp(uw).a(w)e)

O

Com o teorema 4.4.1 possuimos ferramentas suficientes para demonstrar o teorema 4.2.1,
que enuncia consisténcia forte do estimador ¢, (-), e do coroléario 4.2.1.

Demonstracao do teorema 4.2.1: Pelo teorema 4.4.1, temos que, para w € 7, existem
a,b > 0 tais que

P(|gn(w) —g(w)| > €) <b-e7

Como, para todo a > 0,
+oo

Z e " < 400,
n=0

entao, aplicando o Lema de Borel-Cantelli, temos que

P (|gn(w) = g(w)] > € Lv. ) =0,

ou seja, Gp(w) —7¢ q(w), para todo w € 7.
]

Demonstragao do corolario 4.2.1: Basta aplicar o resultado do corolario 4.4.1 de forma
analoga a demonstragao do teorema acima, e temos o resultado desejado.

O

O teorema a seguir mostra que, para uma arvore finita 7, a taxa de salto estimada de
um sufixo proprio de um elemento de 7 converge, com velocidade exponencial, para a média
ponderada das taxas dos contextos que contém esse sufixo. Esse resultado seré essencial para
a demonstracao do teorema 4.2.3.

Teorema 4.4.2. Dada uma amostra (X;,T;)",, supomos que a arvore de contextos 7 é
finita, com |7| = d. Seja v uma sequéncia de elementos de A, tal que v é sufixo proprio de
algum elemento de 7, isto é, existe uma outra sequéncia finita u, |u| > 1, tal que uv € 7.
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Para todo € > 0, sejam

“T 241 sup {g(uv)}

U UVET

e, para algum inteiro K > zﬁ’

n(a,p(v)) = min {% , p(v) (p(’v) - 2)6}

Entao, para algum u*, tal que u*v € 7, temos que
p g q q

12 (a.p(v
( > e) <10- e*n-min{h(p(u*v),q(u*v),%di‘v‘) ,en ;§<f>’( ))}‘

Demonstragao: Primeiramente, vamos reescrever §,(v) como

p w)

U UVET

n—1

an(v) = an(v) Z (Tiy1 — T3) ]I{XZ =0}

i=|v]

= Z Z T =) Lixima oy

UIUVET 1= ‘u'u|

Multiplicando e dividindo por N, (uv) e n no interior do primeiro somatorio, temos que

Ny(uv) n 1
I - ' - T —T;)1
qn(v) u%}:ET n Nn<n) Nn(U’U) i=| |< - ) {Xz \uvlfu”}
= pn < Gn(uv)

U:UVET

Entao, temos que

"

i)~ Y p]ffv?q(uw\ > o)

U UVET

{2 - e
o P i), e

Somando e subtraindo 2 f‘(“”)q uv) no interior do moédulo em (4.32), temos que
Pn(v)
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( )

~

2
= P 3 |2 (e — gtue)) + gty (B P ) s

Como 0 < %n(—%) <1e|r| =d, de (4.33) obtemos que

~

P

’I"L
Pn(v

(qn(uv) - q(uv)) + q(uv) (ﬁn(uv) B p(uv)>‘ - e)

U UVET ﬁn<U) p(U)
€ Pn(uv)  pluv)| _ €
= N2 >5) *P(u;%f(“” Pu0)  p(0) >§)

IN

P( A4l sup ‘q (uv) — q(uv)

UUVET

$>
(5 fiwnr—ate
( b- )

o) )y )

Pn(v)  p(v)

> (4.34)

+ ]P’(Ad_lv| sup {¢(uv)} - sup {
U UVET

UUVET

Pelo teorema 4.4.1, temos que um limitante superior para o primeiro termo de (4.34) é
dado por

P( sup { Jinw0) — g(ur) |} > m) < 47O A0 ) (4.35)
U UVET

para algum ', tal que v'v € 7.
Para o segundo termo de (4.34) vamos precisar dos lemas a seguir.

Lema 4.4.3. Sob as mesmas hipoteses do teorema 4.4.1, seja v uma sequéncia de elementos
de A tal que p(v) > 0. Entdo, para todo ¢ > 0, todo inteiro K tal que K >
suficientemente grande, temos que

n(v)

‘- e um n
p(v)

onde

1 (€,p(v)) = min {% , p(v) (p(b) - %)6}

Demonstragao: Dado um ¢ > 0, temos que

1 1 A )
P(’m B m = €> - ]P’(‘p(v) — pa(v)| > P(’U)pn(v)e). (4.36)

Para um inteiro K tal que K > ) vamos particionar (4.36) nos eventos

{Ip(0) = u0)] = =} ¢ {Ip(v) = pu(0)] < -}

. Entao,
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P(Ip(®) = ulv)] > p(0)pa(0)e)
= P (Ip(v) = u(0)] > p@)Pa(V)e, [p(0) = Pu(0)] = ©
P

€

+ (Ip(v) = Pa(V)] > p(V)Pa(v)e, [p(v) = Pu(v)] < 2 (4.37)

No primeiro termo de (4.37) temos que

P (Ip(v) = pa(0)] > p(0)Ba(0)e, p(v) = Bu(v)] = ) <P (Ip(v) = palv)] = =) . (4.38)

Ainda, observe que

ou seja

p(pa(v)e > p(v) (p(v) ~ 1) €

Logo, do segundo termo de (4.37), temos que

€

P (Ip(v) = 5n(0)] > p0)palv)e, [p(v) = u(v)] < )
P (|p(v) = pu(v)| > p(0)pa(v)e)
< P(Ip(v) = pn()] > p() () = )€ - (4:39)

Substituindo as desigualdades obtidas em (4.38) e (4.39) em (4.37), obtemos que

IN

P (p(0) = 5u(0)] > p)Ba(0)) < P (Ip(0) = 5ulv)] > )

Aplicando o teorema 3.1 de Galves e Leonardi (2008) em (4.40), concluimos que

(o sl ) < oo {5 )
+ ei~exp{ pw((pv %) ] }
p(v)
< 2ei-exp{ —n- cn((s,p(v))}’

onde 7(e, p(v)) = min { =, p(v) (p(v) — &) €}.

Lema 4.4.4. Sob as mesmas hipdteses do teorema 4.4.1, sejam u e v sequéncias finitas de
elementos de A, tal que p(v) > 0. Entdo, para todo € > 0, todo inteiro K tal que K > ﬁ e
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um n suficientemente grande, temos que,

P ( ) - p;z:)?‘ > 6> < 3e¢ - exp { —n-con’ (%,p(v)) }

0 o)
Demonstracio:
P<mj: 2
_p Dn UV pz;+pnuv’>
: PEQ@%wm+pﬁ£op >3
e e e
= ® (o) (55~ 7)) * 3y o) —p | > o)

Como 0 < p,(uv) < 1, obtemos que

g
<

Aplicando o lema 4.4.3 e o teorema 3.1 de Galves e Leonardi (2008), e como p(uv) < p(v)
e 0 <p(v) — 5% < 1, temos que
> 6)

o) (555 = ) * o) —stu) |

Iﬁ - ﬁ‘ g g) P (’ﬁn(uv) = p(wv)| > p<;)€) .

pn(uv)  pluv)

pa(v)  p(v)

"

)

o) gt} >

Pn(uv) B p(uv) €

D) p@>H>2Ademm

U UVET

< IED< sup{
U UVET

+ IP’( sup{
U UVET

%xww») (4.41)
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Entao, para algum u’ tal que u'v € T e para

€
T 24T sup {g(uv)}

UUVET

a

concluimos que

P(Ad”| sup {(gn(uv) - q(uv)‘} > %)

U UVET

Pn(uv)  p(uv)

pn(v)  p(v)

+ P(Ad_”| sup {q(uv)}- sup {

U UVET U UVET

b>5)

= tew {_” ~h(p(u'v), q(u'v), ﬁ)}
_m . 2
+ 3€% . exp{ n-cn (CL»p(U))}
p(v)
i * * € cn? a,p(v
< 10- e—n~m1n{h<P(u v),q(u v),2Ad7‘v|) e I()(vzg)( ))}.

O

Demonstragao do teorema 4.2.3: Basta aplicar o lema de Borel-Cantelli, utilizando o
resultado do teorema 4.4.2, e temos o resultado desejado.
O

Para que o estimador 7, seja funcional, é necessario que , dado u € 7, para um n
suficientemente grande, tenhamos que ¢,(u) e ¢,(suf(u)) assumam valores suficientemente
distintos, sob pena de excluirmos indevidamente de 7,, um elemento que pertence a 7.

O teorema a seguir mostra que , para um ¢ conveniente, P (A, (suf(u)) < ) converge
exponencialmente a zero.

Teorema 4.4.3. Para |7| = d, seja u € 7 e v = suf(u). Entao, existe um ¢ > 0 tal que

—nemin 3 Al pu*v),g(u*v),—2 ,C'"2(a’p(v)),h u), u,é}
P(An(suf(u)) <6)<14-e { (pwro)atuo) - ), SECBOD pp(u),g(u).0) |

para algum u* tal que u*v € 7.

Demonstragao:
P(A,(v) <0) = P (ma}\@n(v) — Gn(av)| < 6)
ac
< P(|Gn(v) = gnlu)] <0),

pois { max |4.(v) — Gu(av)| < 8} € {|du(v) — @u(w)] < 5}.

Seja q(v) = Z p((zv))q(zv). Entao, temos que
p(v

ZIZVET
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P ([Gn(v) = Gn(u)] <0) = P(|gn(v) = q(v) + q(v) = Gu(u)] <)
< P(lg(v) = ga(w)] = [Gn(v) = g(v)] < 0)
= P(lg(v) = gu(uw)] <6+ |gn(v) = q(v)]) -

Vamos particionar nos eventos disjuntos {|g,(v) —¢(v)| < 6} e {|¢.(v) —¢(v)| > 6}. Dessa
forma, obtemos

P (lg(v) = gn(u)] <0+ [Gn(v) = q(v)])
= P(lg(v) = gu(u)] <6+ Gn(v) = q(v)], [Gn(v) — g(v)] <)
+ P(lg(v) = ga(uw)] <6+ ga(v) — q(0)], 1ga(v) — ()] > 0)
< P(lg(v) = gn(w)] < 20) + P (|gn(v) — q(v)[ > 9). (4.42)

Pelo teorema 4.4.2, temos que um majorante para o segundo termo de (4.42) é dado por

—n-min 4 A p(u*v),q(u*v),—2 ,<n (a P(U))}
P (|Gn(v) —q(v)] >6) <10-e { (v 0yt zAd—m) p(v) (4.43)

)

para alguma sequéncia u* tal que u*v € 7.
Para o primeiro termo de (4.42), vamos precisar do lema a seguir.

Lema 4.4.5. Seja u € 7 e v = suf(u). Entao, existe um § > 0 tal que

P (|g(v) — Gn(u)| < 20) < 4 - e~ HP@-a(w).0),

Demonstracao:

P (lg(v) = gn(u)] < 26)

IN

P (lg(v) = gn(u) = q(u) + gq(u)| < 26)
P (lg(v) = q(u)] = [Gn(u) — q(w)] < 20)
P (lg(v) = q(u)] <26+ |gn(u) — q(u)])-

Vamos particionar nos eventos disjuntos {|G,(u) — q(u)| < 6} e {|gn(u) — q(u)] > d}.
Dessa forma, obtemos

q
q

P (lg(v) = g(w)| <26 + |gn(u) — q(u)])
= P(lg(v) = q(u)] <20 + |Ga(u) = q(w)], [Gn(u) = q(u)] < 0)
+ P(lav) — qw)] <20 +[Gn(u) — q(w)], [Gn(u) — q(w)| >0
< P(lg(v) = q(u)] <30) + P (|gn(u) = ¢(u)] > 9). (4.44)

Como u € 7, pelo teorema 4.4.1, temos que um majorante para o segundo termo de
4.44) é dado por
( p

P (|g,(u) — q(u)] > §) < 4- e~ hE.a)0),

Para o primeiro termo de (4.44), temos que, pela hipotese 4, |¢(v) — g(u)| > 0. Logo,
considerando
5 < 12v) — a(w)]
— 3 Y
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temos que

P(lg(v) — q(u)| < 35) =0

Logo, concluimos que existe o positivo tal que

P (Ja(v) = Gu(u)| < 20) < 4 - emm MDA,

Assim, concluindo a demonstracao do teorema, temos que

—n-min § h{p(u*v),q(u*v), ) 76‘772(11117(11))}
P (An(suf(u)) <6) < 10-¢ { (ptwroratur o) S5 T hipato

2
< g, {h(p(u*v>,q<u*v>,“j_w) , £1_(o.n(v) ,h<p(u>,q<u>,6>}

para algum u* tal que u*v € 7.

4.5 Taxa de Convergéncia do estimador da arvore de con-
texto

Dada uma amostra (X;, T;)™ , sejam §,(-) o estimador das taxas de disparo do processo
gerador da amostra, como definido em (4.1) e 7 o estimador da arvore de contextos geradora
da amostra, definido em (4.5).

Nessa se¢ao, vamos provar que a arvore estimada, truncada em uma altura finita qualquer,
converge com probabilidade 1 para a arvore geradora da amostra, truncada na mesma altura.

Inicialmente, vamos apresentar dois lemas, que serao essenciais para provar que a proba-
bilidade da arvore estimada truncada diferir da arvore geradora da amostra truncada decai
a zero com velocidade exponencial.

No primeiro lema, vamos calcular um limite superior para a probabilidade de, dado um
elemento w € 7 e uma sequéncia u de elementos de A qualquer, obtemos que uw é um
candidato a elemento de 77, isto &, A, (suf(uw)) > 4, para algum & > 0.

Lema 4.5.1. Sejam w € 7 tal que |w| < k, para algum inteiro k, e v uma sequéncia de
elementos de A. Entao, para v = suf(uw), § > 0, temos que

P (An(v) > 6) < 8|Ale A 20/2), (4.45)

onde

h(A, v,0/2) = min {h(p(av),q(av),é/Q)}. (4.46)

ac AU{0}

Demonstragao:
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P(A,(v)>0) = P <r£16aj< |G (V) — Gn(av)| > 5)

< D P(lda(v) = 4(v) + 4(v) = Gu(av)| > 4)

a€A

< T AP (linte) = a0 > § ) + 7 (nlaw) ~ atan)] > 3 ) b(aan)

acA

Pelo teorema 4.4.1, obtemos as desigualdades

o
P (n(0) = a(0)] > §) < dem 002,

0
P ({dn(av) — glav)] > ) < ge-mhinesatensr

Como temos que

>_P (Icin(av) —g(av)| > g) < |A|I£1€aj<{1[’><|qn(av) _ glav)| > g>}

acA
| Al max {4e*n'h(p(av),q(av),5/2)}
acA

_ 4|A|e—n~{gg{h(p(av),Q(av),fS/?)}?

IN

concluimos de (4.47) que

P(Au®)>8) = AP (16.0) = q@)] > 2 ) + S P (fdu(av) — glav)] > 2
2 2

acA

A Al MO0 a3/ 4|A|6_n. gélg{h(p(av), q(av),6/2)}

8|A|67n-f_z(A, 0,6/2) 7

VARVAN

onde

h(A, v,6/2) = min {h(p(av),q(av),5/2)}.

ac AU{0}
[

No lema seguinte vamos calcular um limitante superior para a probabilidade de, dado
um elemento v € 7, obtermos que A, (v) < 4§, para algum 0 < § < Dy, onde

D, = min max |q(suf(u)) —qlasuf(u))l|.
T werlqlsuf(w) acA la(suf(u)) — qlasuf(u))]
#a(a suf(u))

Lema 4.5.2. Seja 0 < § < Dy. Para w € 79 tal que |w| < k, seja u € 7|q tal que u = w e
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q(suf(u)) # q(asuf(u)). Entao, se v = suf(u),
P (A, (v) < §) < A(|A| + 1)e HAODa=0/2),

Demonstragao:

Para qualquer a € A,

|Gn(v) = Gulav)] = | n( ) = q(v) + q(v) = g(av) + g(av) = Gu(av)]
= q(av)| = [Gn(v) = q(v)| = |gn(av) — g(av)].

Nota que se existem fungoes reais tais que r(a) > f(a) — g(a) para todo a € A, entao

v

r(a) > f(a) — maxg(z).

T€EA

Tomando o maximo em ambos os lados, temos que

wex o) 2 napts(e) — el = apr(e) 2 s o) —pole)

Logo,

. o o .
max g (v) = da(av)] = max|g(v) - g(av)| - max {|G.(v) — a(v)| +|dn(av) — glav)| }. (4.48)
Dessa forma,

An(v) = Da = max {|,(v) = 4(v)] + |dn(av) — a(av)| }.

onde Dy = min  max|g(suf(u)) — q(asuf(u))| € uma constante.
wer|gasuf(u) acA
#a(asuf(u))
Assim,

PO, £8) < P (D= maxdldn(e) — a0+ dn(an) — a(e)l} 2 &

_ P <Tgleaj<{|@n(v) ()] + duav) — g(av)]} = Du— 6)
(160(6) = 401 + malldn(e0) ~ alav)} = Ds )

Pela desigualdade

P(max {|cjn(cw) —q(av)| > Da - 5) < Z]P <|cjn(cw) —q(av)| > Da — 5) ,

€A 2 2
“ acA

temos que

P (An(v) < 6) <P (\W) —gv)] > 24 _5) +yp (mn(av) — q(av)| > Dd;é) (4.49)

2
acA
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Pelo teorema 4.4.1, temos que

P (10a0) — )] = P25 ) < e (= o(0).al0), (D2~ 0)/2))

D;—9

5= (Jiatar) = a(en)] >

acA

) < 4| A maxexp {—n - h(p(av), g(av), (Da — 6)/2)} .

Logo, concluimos que

P(An(v) <0) < dexp{=n-h(p(v),q(v),(Da—0)/2)}
+ 4|A4| max exp {—=n-h(p(av),q(av), (Dq—9)/2)}
< 4(JA] + 1) A Da=0)/2) (4.50)

e estd provado o lema.

O

Apresentamos agora um teorema provando que a probabilidade da arvore estimada trun-
cada 79| ser diferente da arvore geradora da amostra truncada 7|, converge com velocidade
exponencial para zero.

Para demonstrar esse resultado, vamos dividir o evento {7]|, # 7|x} em dois eventos, e
provar que cada um deles converge exponencialmente a zero.

Teorema 4.5.1. Dada uma amostra (X;, ;) ,, para um inteiro k, 0 < § < Dy, sejam

hy = mirél{fz(A, suf(uw), (Dg —9)/2};
WETH:
|w|<k

5= mein mina{}_z(A, suf(uw),0/2)};
WET: wweTy

|w|<k
h* = min{hj, hi}.
Entao,
P (72l # 7li) < 12A| e (4.51)

Demonstracao:

Vamos reescrever o evento { e # 7l k} como a uniao de dois eventos:

U, = {7°|, contém um sufixo de algum elemento de 7| };

O, = {7|), contém um elemento que ¢é sufixo de algum elemento de 7°|;}.

Em linguagem de teoria de conjuntos, sejam
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= U N {Aulsuf(u) <o)

wEf’,‘i: UWET|q
|w|<k

— U U {A(suf(uw)) > 6};

lw|<k

Entao, temos que

{7:3|k 7& T|k} = Un U On.

Seja w € 729 tal que |w| < k, a € A e u uma sequéncia tal que |u| < k — |w| — 1. Entao,

11»( () {An(suf(uw)) < 5}) <P(A,(v) <6), (4.52)

UWET|q

onde v = suf(uw), para algum uw € 7|4 tal que dw > w e ¢(suf(aw)) # q(a suf(aw)).
Entao, por (4.52) e pelo lema 4.5.2,

P(U,) = ]P’( U N {An(suf(uw))§5}> < ZIP’( N {An(suf(uw))gé})

werd: uWeET|g wers: woer|y
|w|<k <k
< Y P(Au(suf(aw)) < 8) < [A]F-4(JA] + 1)e
werd:
|w|<k

onde hj = mln{h(A suf(uw), (Dg —0)/2}.
|w|<k

Por outro lado, aplicando o lema 4.5.1 temos que

P(O,) = (U U {A,(suf(uw) >5}) < Z Z n(suf(uw)) > 0)

WET: yerd WGT uwerd

|wl<k |wl<k
< Z Z 8|A|6—RB(A,suf(uw),5/2) < 8|A|d+16—nh§’

WET: ywerd

|w|<k
onde A5 = min min {h(A suf(uw),0/2)}.

"-’67— uwers

|w|<k
Entao, temos que

P(Elk # 7le) = P(Un) +P(On) < 4JA[(JA] + 1) 4 5|A| et
< 12fAfte (453)

onde h* = min{hf, hi}.
O

Enfim, demonstramos a seguir o principal resultado dessa tese, a consisténcia forte do
estimador 72, apresentada no teorema 4.3.1.
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Demonstragao do teorema 4.3.1:
Para d, ¢ e k fixados, temos que

S P (Rl # 7)) < ) 12JA[ e < o0,

neN neN

Aplicando o lema de Borel-Cantelli, temos que

ou seja, 73 =% 7.

4.5



Capitulo 5
Simulacao

Neste capitulo vamos construir o pseudo-algoritmo de simulagao de uma amostra de
um processo de salto com memoria de alcance variavel e o pseudo algoritmo que gera uma
estimativa para a arvore de contextos de uma amostra advinda do mesmo tipo de processo.

5.1 Pseudo-Algoritmo de simulacao

Para gerar uma amostra de um processo de salto com memoria de alcance variavel,
precisamos definir o tamanho da amostra, o alfabeto em que o processo esta definido, a
arvore probabilistica de contextos imersa do processo e as taxas de salto para cada contexto.

Dados esses elementos, o primeiro passo do algoritmo de simulacao consiste em definir
algum dos contextos finitos como esta inicial do processo. Em seguida, calculamos o tempo
até o proximo salto, baseada numa variavel aleatoria exponencial, com taxa definida pelo
contexto observado. Para definir o novo estado do processo, utilizamos a arvore probabilistica
de contextos. O processo é repetido até obter o tamanho da amostra definido inicialmente.

As seguintes variaveis serao utilizadas:

T; representa o i-ésimo instante de transicao do processo.

X, representa o estado do processo no instante 7;.

A é o alfabeto da amostra.

e n é um inteiro positivo, indicando o tamanho da amostra.

e (7,p) é uma arvore probabilistica de contextos.

2%, é o estado inicial do processo.

47
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Algorithm 1

Input: z°,, n, A, (7,p), {q(w), w € T}
Output: Uma amostra (X;,T;) .
T+ 0
W< xy
: foriin1lton do

tempo < Exponencial (w)

T; < T;_1 + tempo

Sorteio um elemento de A, utilizando as probabilidades {p(a|w) : ainA}, e nomeio
ele X;

w ¢+ xi, 0 del étal que 7} € T.
8: end for
9: Return (X;,T;),

k

»

5.2 Pseudo-Agoritmo de estimacao

Nessa se¢ao, vamos apresentar o pseudo-algoritmo para o estimador da arvore de con-
textos (4.5).
As seguintes variaveis serao utilizadas:

T; representa o i-ésimo instante de transicao do processo.

X, representa o estado do processo no instante T;.

A é o alfabeto da amostra.

k é um inteiro positivo, indicando o nivel que queremos truncar a arvore.

e § é um numero real positivo, utilizado como critério de poda da arvore.

B.(s) sao os filhos de uma sequéncia s.

A, (s) é a funcdo definida em (4.4).

7,, € uma arvore de contextos.
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Algorithm 2
Input: Uma amostra (X;, T;)",, A, ke 0.
Output: Uma arvore de contextos 7, |.
d < log) 4/(n)
T+ T
Flag(s) « “nao visitado” para todos nos internos s de 7 tais que |B.(s)| > 2
foriindtol do

while ds: {(s) = i, Flag(s) = “néo visitado” e |B,.(s)| > 2 do

Tome s tal que £(s) = i, Flag(s) = “nao visitado” e com |B(s)| > 2

Realizamos o teste estatistico A, (s) to test Hés)
if A,(s) > ¢, then
Flag(u) < “visited” Yu < s such that |B;(u)| > 2
else
Flag(s) < “visited”
7 7\ B:(s) U{s}
end if
end while
: end for
STy = T.
: Return 7,

[ e S e S e T T
NG Ry B2
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Capitulo 6

Conclusoes

Introduzimos neste trabalho uma nova classe de processo estocéstico a tempo continuo, o
processo de salto com memoria de alcance varidvel. Apresentamos um exemplo de aplicagao
dessa classe de modelos, modelando o problema de comunicacao neuronal apresentado em
Galves e Locherbach (2013). Consideramos na aplicagao apenas alguns aspectos da dinamica
de iteracao entre as particulas do sistema, devendo essa questao ser aprofundada em estudos
futuros, considerando outras variantes do comportamento neuronal.

Propusemos um estimador para a arvore de contextos do processo de salto com memoria
de alcance variavel , baseado nas taxas de transi¢gao empiricas da amostra, considerando uma
quantidade maior de informacao da amostra em comparagao com o algoritmo contexto e o
método BIC.

Demonstramos a convergéncia com velocidade exponencial da taxa de transicao empirica
para a taxa real, o que foi essencial para provar a convergéncia quase certa da arvore estimada
truncada para a arvore real geradora da amostra, truncada no mesmo nivel, nos casos em
que a arvore real é infinita.

Estudos de simulacao devem ser realizados futuramente, bem como um estudo mais
aprofundado da aplicacao do estimador proposto na compreensao da dinamica de interagao
do sistema neuronal.

51
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