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Resumo

Neste trabalho consideramos trés topicos principais. Nos dois primeiros gene-
ralizamos alguns dos resultados cléssicos da Teoria da Confiabilidade na
otimizacao dos procedimentos de burn-in e de politicas de garantia, respec-
tivamente, sob o modelo de tempo de vida geral, quando um sistema coerente
é observado ao nivel de seus componentes, e estendemos os conceitos de in-
tensidade de falha na forma de banheira e do modelo de falha geral através
da definicao de processos progressivamente mensuraveis sob a pré-t—historia
completa dos componentes do sistema. Uma regra de parada monétona é usa-
da na metodologia de otimizacao proposta. No terceiro topico modelamos os
custos de garantia descontados por reparo minimo de um sistema coerente
ao nivel de seus componentes, propomos o estimador martingal do custo es-
perado para um periodo de garantia fixado e provamos as suas propriedades

assintoticas mediante o Teorema do Limite Central para Martingais.

Palavras chaves: Burn-in, modelo de falha geral, garantia, regra de parada
mondétona, reparo minimo, semimartingal regular, sistema coerente, taxa de

falha na forma de banheira.






Abstract

In this work we consider three main topics. In the first two, we generalize
some classical results on Reliability Theory related to the optimization in
burn-in procedures and warranty policies, using the general lifetime model of
a coherent system observed on the component level and extending the defini-
tions of bathtub shaped failure rate and general failure model to progressively
measurable processes under the complete pre-t—history. A monotone stop-
ping rule is applied within the proposed methodology. In the third topic,
we define the discounted warranty cost process for a coherent system mini-
mally repaired on the component level and we propose a martingale estimator
to the expected warranty cost for a fixed period and setting its asymptotic

properties by means of Martingale Central Limit Theorem.

Keywords: Burn-in, bathtub shaped failure rate, coherent system, general
failure model, minimal repair, monotone stopping rule, smooth semimartin-

gale, warranty.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Consideracoes preliminares

Vérios assuntos referentes aos procedimentos de burn-in e das politicas de
garantia tém sido estudados extensivamente na literatura da Confiabilidade.
Em termos gerais, o burn-in consiste na pré-operacao do objeto, sob condigoes
normais ou estressantes, a fim de eliminar itens defeituosos e reduzir as falhas
precoces, enquanto que uma garantia ¢ um tipo de obrigacao mediante a qual
o fabricante assegura a qualidade e o funcionamento apropriado dos produ-
tos durante um tempo fixado. Devido a seus efeitos sobre o lucro obtido
na fabricagdo e comercializagdo de um produto (sistema ou componente), é
necessario determinar os periodos 6timos e estimar os custos associados com

cada um destes processos.

Na Teoria Classica da Confiabilidade, a modelagem e a anélise dos processos
associados ao burn-in e as politicas de garantia, nao levam em consideracao

o relacionamento entre o sistema e seus componentes na dinamica do tempo.



2 Introducao

A abordagem é conhecida como estatistica ou denominada de caiza preta.

Segundo Blischke e Murthy [14], na aproximagao estatistica o tempo até
a primeira falha do sistema é descrito através de uma distribuicao univa-
riada conhecida F(z), ou mediante uma distribuigao bivariada F(z,y), que
associa a idade do sistema ( e seu uso ), até a primeira falha. Quando
as falhas dos componentes sao estatisticamente dependentes, a abordagem
estatistica modela as falhas dos componentes usando uma distribuigao mul-
tivariada da qual sao obtidas as distribuicoes marginais dos tempos de vida
para cada componente. Nesta modelagem, a filtragem, ou historia, é gerada
pelo tempo de vida do sistema (, isto é, por G = (G¢)>0, onde Gy = o(CAL) =
0{l{c>s,0 < s < t}, e A(t) é a fungao de taxa de falha ordinaria no con-
junto {¢ > t}; além disso, se a fungao de distribuicao de ¢ é absolutamente

continua, o processo indicador IV; = 1c<; tem a representacao

t
N, = / 1{<>8})\(8)d$ + Mt/>
0
onde M é um G;—martingal quadrado integravel de média zero.
Em um procedimento fisico Blischke e Murthy [14] observam separadamente
as falhas de cada componente e compoem as garantias individuais em uma

garantia total. Contudo, esta ultima abordagem é menos usada pela com-

plexidade e dificuldades de validacao dos modelos.

Na andlise de sistemas coerentes na dinamica do tempo, podemos usar o
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modelo de tempo de vida geral representado por um semimartingal regular
do processo de contagem das falhas do sistema em relagao a o-algebra gerada
pelas falhas dos componentes (Aven e Jensen [2]). Seja ¢ o tempo de vida do
sistema, uma variavel aleatéria definida sobre um espago de probabilidade
completo (2, F, P) com a filtragem F = (F);>o. Na abordagem fisica F é
chamada a pré-t—histéria dos componentes ou filtragem completa, definida
por F; = o{lyr,55,0 < s <t,i=1,--- ,m}, onde m é o nimero de compo-
nentes do sistema e a variavel aleatoria T; corresponde ao tempo de vida do
componente i. Segundo Aven e Jensen [2], o modelo de tempo de vida geral
¢ definido pelo processo indicador IV; = 1y¢<s correspondente ao processo de
contagem relativo ao processo pontual simples ((,)n>1, onde ¢ = (1 e (, = 00

para n > 2. Este processo tem a representacao semimartingal regular,

t
Ligsny = /0 LicsspAsds + My,

onde o processo A = (\)i>0, chamado a F;—intensidade de falha, é um
processo estocastico progressivamente mensuravel, tal que F { fot )\Sds} <
00, ¥t >0, e o processo M = (M;);>o ¢ um Fr—martingal de média zero.
Uma condigao necessdria e suficiente para que 1¢.<; tenha uma representacgao
semimartingal regular é que ¢ seja um F;-tempo de parada totalmente ina-

cessivel.

Para apreciar a diferenca entre a abordagem estatistica e a abordagem fisica
usando o modelo de tempo de vida geral, considere um sistema coerente de

m = 2 componentes em paralelo, isto é, o tempo de vida do sistema é
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¢ = Ty VTs. Suponha que T7 e Ty sao varidveis aleatdrias exponenciais
independentes, com parametro de intensidade de falha «;, respectivamente.

Sob a abordagem estatistica, ¢ tem uma taxa de falha ordindria dada por

e ape™ 2t — (g + ap)e(ta)t
6—a1t + 6—a2t _ 6—(a1+a2)t :

A(t) =

Esta férmula bastante complicada nao revela nada sobre a estrutura do sis-
tema nem incorpora a informacao do estado dos componentes no instante .
S6 pelo céalculo diferencial podemos ver que para «; # o, A(t) é crescente
em (0,t*) e decrescente em (t*,00), para algum ¢t* > 0. Pelo contrério, na
abordagem fisica sob o modelo de tempo de vida geral, a taxa de falha do sis-
tema é o processo estocastico definido por Ay = a1 lip<i<my + Q2lim <t<m}s
em {¢ > t}, isto é

(

0, em {71 >t1T, >t}

)\t:<0é1 em{T1>t,T2§t}-

(@2 em {Th <t, T, >t}

Assim, enquanto ambos componentes funcionam, nenhuma falha do sistema
pode ocorrer, e quando um dos componentes falha a taxa de falha do sistema
é igual a taxa de falha do componente que ainda nao falhou. Este resultado
¢ claramente mais simples do que aquele obtido na abordagem estatistica, e
usa a informacao sobre o estado dos componentes no instante ¢, representada
pela filtragem F = (F})>0, sob a qual o sistema coerente é observado ao nivel
de seus componentes. Com esta abordagem também é possivel trocar o nivel

de informacao e a taxa de falha ordinaria pode ser derivada de A; no menor
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nivel de informagao possivel, isto é, quando nao se tem informacao sobre os

tempos de vida dos componentes na dinamica do tempo.

Aven e Jensen [2] (pdg. 65-69) apresentam um método para derivar processos
de intensidade de sistemas complexos sob condigoes gerais. Neste enfoque o
Fi—processo de intensidade de falha para o tempo de vida ¢ de um sistema

complexo é definido como

A= (),
)

JeTa(t

onde, cada J = {j1,---,j-} € {1,---,m} é um conjunto de componentes
que podem falhar simultaneamente, chamado bloco; T'¢(t) é a classe dos blo-
cos que sao criticos para o sistema no instante ¢, isto é, aqueles cuja falha
em dt resultaria na falha do sistema em ¢, e \y(J), é o F;—processo de inten-

sidade de falha correspondente a T, o tempo de ocorréncia do bloco J.

1.2 Objetivos

Basicamente, consideramos os dois objetivos a seguir

1. O uso da teoria dos martingais para processos pontuais na determinacao
dos tempos 6timos de burn-in e de garantia para sistemas coerentes,
considerando as relagoes estruturais e estatisticas entre os componentes
e o sistema, na dinamica do tempo, isto é, quando o sistema é observado

ao nivel de seus componentes.
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2. A modelagem dos processos dos custos de garantia para sistemas coe-
rentes reparaveis, sob reparos minimos ao nivel dos componentes, a fim
de formular um estimador pontual e seus intervalos de confianca para

o custo de garantia esperado para um periodo fixado.

Para tais fins usamos o modelo de tempo de vida geral para os processos
de contagem das falhas do sistema em relacao a sigma &algebra gerada pela

historia dos componentes.

1.3 Contribuicoes

Com os resultados apresentados nos Capitulos 2 a 5 os objetivos indicados

previamente foram alcancados da seguinte maneira.

1. Generalizamos alguns dos resultados cléssicos da Teoria da Confiabi-
lidade relativos a otimizacao em processos de burn-in e politicas de
garantia, através da modelagem de processos estocasticos para a repre-
sentacao do desempenho e dos custos associados, incorporando as de-
pendéncias estruturais e estatisticas na dinamica do tempo, e apli-
camos o método de otimizacao estocdstico baseado na regra de parada
mondétona ILA (Infinitesimal-Look-Ahead, Aven e Jensen [2] e Jensen

[31]) acompanhado da andlise e interpretagao pratica dos resultados.

2. Estendemos os conceitos classicos de intensidade de falha na forma de
banheira e do modelo de falha geral (Apéndice, Segao [A.2)) a processos

estocédsticos progressivamente mensuraveis sob o modelo de tempo de



1.4. Organizacao do trabalho 7

vida geral, de forma a considerar a pré-t—histéria do sistema e seus

componentes.

3. Formulamos um modelo estocédstico para os processos dos custos de
garantia descontados quando um sistema coerente é reparado mini-
mamente ao nivel de seus componentes, através do conceito do nivel
critico de um componente do sistema no instante ¢. A partir dessa
modelagem, desenvolvemos um estimador pontual martingal e prova-
mos as suas propriedades assintéticas mediante o Teorema do Limite

Central para Martingais.

1.4 Organizacao do trabalho

Esta Tese se divide em trés partes. A primeira parte é formada pelos Capitulos
2 a 4. Nos Capitulos 2 e 3 sao desenvolvidos alguns problemas de otimizacao
formulados na Teoria Cléssica da Confiabilidade, relativos ao burn-in (Capitulo
2) e a garantia (Capitulo 3), usando o modelo de tempo de vida geral para a
modelagem das falhas de sistemas coerentes observados ao nivel de seus com-
ponentes. No Capitulo 4 introduzimos um problema adicional de otimizagao
das primeiras idéias para se obter simultaneamente o tempo 6timo de burn-in
e de garantia. A andlise das solucoes 6timas é desenvolvida baseada na in-
formacao trivial sobre o sistema. A segunda parte consta do Capitulo 5, onde
abordamos o problema da estimacao dos custos de garantia descontados para
um sistema coerente submetido a reparos minimos ao nivel de seus compo-
nentes. Na terceira parte, Capitulo 6, apresentamos algumas consideragoes

adicionais com respeito aos resultados apresentados nos capitulos anteriores,
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e propomos alguns itens para pesquisa futura.

Especificamente, o contetdo por capitulos é como segue.

No Capitulo 2 abordamos o problema da determinacao do tempo étimo de
burn-in para um sistema coerente. Para isso, estendemos o conceito de in-
tensidade de falha na forma de banheira em termos de um processo progres-
sivamente mensuravel com respeito a sigma algebra completa gerada pela
informacao sobre os componentes do sistema. Consideramos como funcoes
objetivo na otimizagao a probabilidade de falha (incondicional e condicional)
durante um periodo de operacgao adicional fixado, apds o burn-in, e também o
lucro por sobrevivéncia sem falha durante esse mesmo periodo. Neste tltimo
caso, definimos um processo geral de lucro unitario devido ao burn-in. No
final do Capitulo, tratamos o problema de maximizacao do lucro unitario sob
o modelo de falha geral, definindo o processo de falha geral de um sistema
coerente, e analisamos a solucao 6tima sob a condigao dos processos de inten-
sidade de falha na forma de banheira. Em todos os casos, a regra de parada
moné6tona LA é usada para a definicao dos tempos 6timos. Exemplos sao

dados para ilustrar e interpretar os resultados.

No Capitulo 3, consideramos o problema da determinacao do periodo 6timo
de garantia que minimize o custo esperado por unidade de tempo, em par-
ticular, para as politicas FRW (Free-Replacement Warranty) com renovagao

e a politica PRW (Pro-Rata Warranty). Adotando a defini¢ao do processo de
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falha geral de um sistema coerente introduzido no Capitulo 2, propomos dois
procedimentos para achar a solugao 6tima: O primeiro, baseado no método
de minimizacao da funcao objetivo através da analise do calculo diferencial,
quando pode ser assumido a condi¢ao de independéncia entre os processos
de falha que caracterizam o modelo. O segundo método, mais geral, baseado
na regra de parada ILA que, sob certas condicoes, pode ser aplicado e que
deve ser acompanhado de uma anélise adicional das probabilidades de certos

eventos indicados na aplicacao a casos especificos.

No Capitulo 4, consideramos o problema no qual sao procurados simultanea-
mente os tempos 6timos de burn-in e de garantia que minimizam a funcao do
custo de garantia unitdario por unidade de tempo, para uma politica F RW
com renovacao, quando o processo de falha do sistema segue o modelo de
falha geral e a filtragem ou informagao é gerada pelo estado do sistema (a
sigma-algebra trivial). A solugao é analisada sob a condicao de taxa de falha

do sistema na forma de banheira.

No Capitulo 5 tratamos o problema da estimagao dos custos de garantia
descontados devido a reparos minimos realizados durante o periodo garan-
tido, quando o sistema é reparado minimamente ao nivel de seus compo-
nentes. Para isto, usando o conceito do nivel critico para cada componente
em relacao ao sistema, definimos o processo de custo de garantia B, e seu
respectivo compensador By, e provamos a propriedade martingal da diferenca

B, — B,. Em seguida, definimos o estimador martingal dos custos de garan-
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tia baseados em n copias independentes, e mediante o Teorema do Limite
Central para Martingais, estabelecemos as propriedades assintéticas do esti-

mador do custo de garantia esperado para um periodo fixado.

No Capitulo 6, discutimos os resultados apresentados nos capitulos ante-

riores. Sao indicados alguns assuntos para pesquisa futura.

Finalmente, no Apéndice apresentamos algumas defini¢oes e resultados da
teoria dos martingais. Um resumo do modelo de falha geral é apresentado

no final.



CAPITULO 2

Tempo 6timo de burn-in para

sistemas coerentes

2.1 Introducao

O burn-in é um procedimento usado na fabricacao de alguns produtos, afim
de eliminar itens defeituosos com tempos de vida inferiores ao tempo dese-
jado, assegurando que somente aqueles confiaveis e com a qualidade desejada
sejam colocados no mercado. Com este objetivo o fabricante submete, por
um perfodo de tempo (periodo de burn-in), os itens produzidos a testes que
simulam situagoes tipicas de uso ou até mais severas. Aqueles que sobre-
vivem sao colocados em servico, vendidos ou submetidos a testes adicionais.
Os procedimentos de burn-in estao relacionados aos custos de producao, dos

quais representam uma parte importante.

Jensen e Petersen [32] apresentam muitas das idéias tradicionais desenvolvi-

das com respeito ao burn-in. Entre tais idéias estd a que considera apropriado

11
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usar um procedimento de burn-in quando o tempo de vida de um produto
¢ modelado como uma mistura de funcoes de distribuigoes de probabilidade,
representando dois tipos de itens dentro de uma populagao: aqueles que, se-
gundo sua confiabilidade e sua qualidade, sao fracos ou fortes. Assume-se que
os tempos de vida dos sistemas tém também este comportamento dicotomico
(Block, e Savits [16]), de forma tal que a subpopulacao de defeituosos apre-
senta uma mortalidade infantil, isto é, uma taxa de falha inicial alta. Assim,
um procedimento de burn-in é recomendavel quando o tempo de vida de um
sistema tem uma taxa de falha inicial alta mas que decresce com o tempo.
O sistema que sobrevive ao burn-in possui a mesma taxa de falha do sistema
original truncada a esquerda, o que elimina a parte do tempo de vida inicial

na qual o sistema teria uma alta propensao de falha.

A classe de tempos de vida que tém taxas de falha com a forma de ba-
nheira satisfaz a propriedade anterior. Especificamente, para este tipo de
distribuicao, a taxa de falha inicial é alta (periodo de mortalidade infantil),
decresce aproximadamente até uma constante (periodo de vida 4til) e final-

mente cresce com a idade avangada (periodo de desgaste).

Com respeito aos métodos de burn-in sobre um sistema de componentes,
existem trés procedimentos basicos: Submeter a burn-in o componente ¢ por
um periodo de tempo b;, i = 1,---,m e logo montar o sistema com tais
componentes; submeter a burn-in o componente i por um periodo de tempo

bij, = = 1,---,m, montar o sistema com estes componentes e submeté-lo a
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burn-in adicional por um periodo de tempo b, ou montar o sistema com
componentes novos e submeté-lo a burn-in por um periodo de tempo b. Con-

sideraremos o ultimo método.

Na literatura recente encontramos varios trabalhos que condicionam o pro-
blema de achar o tempo 6timo de burn-in segundo diferentes critérios relati-
vos & operagao, manutengao, ou garantia do produto, por exemplo, Cha ([19],
[20], [21]), Kar e Nachlas [34], Mi ([40], [41], [42]), Nguyen e Murthy [45],
Sheu e Chien [49], Yu, et. al. [51], entre outros. Block e Savits [16] fazem
uma revisao dos modelos de mistura e dos critérios para a determinagao do
tempo 6timo de burn-in, que sao classificados em dois grandes grupos: os
baseados no desempenho sem levar em conta nenhuma estrutura de custo
e aqueles baseados em custos. Neste trabalho consideramos alguns destes
critérios. Com respeito ao burn-in de um sistema coerente, os trabalhos
prévios analisam o tempo de vida do sistema na dinamica do tempo sem
considerar o relacionamento entre o sistema e seus componentes, o que na
literatura existente caracteriza-se por uma abordagem estatistica ou de caixa
preta. Propomos observar um sistema coerente ao nivel de seus componentes,

isto é, através da filtragem F = (F;)s>0,
ftza{l{Tps}, 1=1, 2,..., m, ogsgt},

onde T;, © = 1,---,m sao os tempos de vida dos componentes que for-
mam o sistema, admitindo que a taxa de falha do sistema é um processo

estocastico. Como é indicado na Segao 2.2] a partir da representagao semi-
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martingal dos processos de contagem envolvidos nos processos de falha con-
siderados é possivel definir, sob certas condi¢oes, um tempo de parada 6timo
baseado na regra de parada mondtona ILA (Infinitesimal-Look-Ahead) (Aven
e Jensen [2], Jensen [31]), na qual sdo necessarias duas propriedades basicas, o
chamado caso mondtono, indicado na equagao (22)), e a integrabilidade uni-
forme da parte martingal na representacao semimartingal regular ou SSM

(ver Definigao [A.2) do processo de interesse.

Neste capitulo propomos varios modelos estocasticos de otimizacao sobre o
processo de burn-in para sistemas coerentes observados ao nivel de seus com-
ponentes, e suas solugoes baseadas na regra de parada ILA, como também a

interpretacao correspondente em alguns exemplos especificos.

2.2 Otimizacao usando a representacao semimartingal.
Regra de parada mondétona

Jensen [31] define uma regra de parada como uma estratégia que determina
o tempo de parada com respeito a toda a informacao passada sobre um pro-
cesso aleatorio. Assim, as regras de parada podem ser identificadas com tem-
pos de parada, e portanto, sob condi¢oes apropriadas, podem ser descritas
como o primeiro instante no qual o processo observado atinge o supermartin-
gal minimal dominante. Neste trabalho consideramos a chamada regra de
parada I LA (Infinitesimal-Look-Ahead) que corresponde ao primeiro tempo
de entrada, de um processo observado, em um conjunto de Borel conhecido

e fixado.
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A regra ILA é aplicada a processos Z = (Z;); os quais admitem a repre-

sentacao semimartingal regular (SSM) dada em (A.2)). Tais processos sdo

definidos no espago de probabilidade completo (2, F, P), com a filtragem

F = (Fi)is0- Se T > 0 é um Fi-tempo de parada finito com E[Zr] > —o0 e

C¥ é a classe de F-tempos de parada finitos,

CF = {19 : 9 é F-tempo de parada, ¥ < T, E[T]| < oo, E[Zy] > —oo},

(2.1)

a regra de parada I LA é definida como segue. Seja Z = (f, M). Se [ satisfaz

a condicao denominada caso mondtono,
{r=ofc{rm=ofvinzo Y{r<o}=0 @2
>0
entao a regra I LA é dada por,
¢=inf{t>0: f <0}, (2.3)

Se o martingal M é uniformemente integravel, sob o caso mondtono e a regra

ILA, ¢ ¢é 6timo no sentido de que (Aven e Jensen [2]),

ElZ] = sup{E[Zg] e CF}. (2.4)

2.3 Minimizando a probabilidade de falha durante um

periodo de operacao fixado

2.3.1 Probabilidade incondicional

Segundo Bueno [18], um sistema coerente com tempo de vida ¢ é submetido
a um procedimento de burn-in com tempo de duracao b. Apos este procedi-

mento o sistema é colocado em operacao por um tempo adicional fixado 7.
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Suponha que desejamos encontrar b que minimize E[N]] = P(b < ( < b+7),

onde o processo ] é dado por

Ny = 1ppecviry = Licsorry — ey (2.5)

Para isto supomos que ¢ é um tempo de parada finito totalmente inacessivel

e usamos a sua representacao semimartingal regular. De (A.3), obtemos,

b+1 b
Ng = /0 1{C>s})\s + Mb+T - /0 1{C>s})\s - Mb

b
=Ny — / [Licss)As — LigostryAsirlds + My, (2.6)
0

onde Nj = lyc<ry = fOT LiessyAsds+ M, e o processo My = My, — M, — My,

¢ um martingal de média zero uniformemente integravel. Portanto,
b
E[N7] = E[NT] — E{ / [LiessAs — 1{<>8+T}>\S+T]ds}. (2.7)
0
Para 7 fixo, 0 b que minimiza E[N]] é o mesmo que maximiza

b
K(r.b) = B /0 Lo he = Licorphesrlds (2.8)

Em particular, procuramos um F;—tempo de parada B* numa classe apro-

priada de tempos de parada C7,

= {B >0: B é Fi—tempo de parada, B+7 < ¢, E[¢] < 0o, E[B] < oo},
(2.9)

tal que,
K(r,B*) =sup{K(r,B): BeC}. (2.10)
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Desde que consideramos tempos de parada B € C¥, temos que { > B + 7, e

portanto ¢ > B. Logo,
B
K(r.B) sup{E[/ (v erdds| - BeCE) (21)
0

Vamos resolver este problema supondo que o processo de intensidade de falha

do sistema, (A;);>0, tem forma de banheira (P-q.c.).

Definicao 2.1. Processo de intensidade de falha na forma de ba-
nheira. Um processo de intensidade Fy—mensurdvel (M\)i>o tem a forma
de banheira (P-q.c.) se existem Fy,—tempos de parada Sy e Sy lais que A, €
estritamente decrescente se 0 <t < S1, A\; € constante se S1 <t < Sy, e \; €
estritamente crescente set > Sy. Os tempos de parada S7 e So sdo chamados

de tempos de mudanga (troca) de ;.

Teorema 2.1. Seja T > 0 um Fy—tempo de parada finito tal que E[T] <
00, (Ai)i>0 um processo nao negativo Fy—progressivamente mensurdvel e
o processo Z7 = (f,L) um F, — SSM, tal que E[Z[] < oo Vit >0,
fs = LrsgAs — Lirssir)Astr, onde 7 € uma constante, e L e ./\/l%, um
Fi—martingal de média zero uniformemente integrdvel. Seja também C%. a

classe de F—tempos de parada,

CE = {B >0: B é um F,—tempo de parada , B+1 < T, E[T] < 00, E[B] < oo}
(2.12)
Suponha que (A)i>o tem a forma de banheira com tempos de mudanga 0 <

S1 < Sy, e Mg < Moo = limy oo A Entdo, o tempo de parada étimo B* € Ck
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que mazimiza K°(r, B) = E[Z] — E|Z]], B € CL., isto ¢,
B
K°(1,B) = E[/ (As — Asyr)ds|, B € CF,
0
€ tal que
i. BO* = mf{B . Be O%Fv, Ag < )‘B-H'} e
. B0’>’< S Sl.
Nota 2.1. No teorema anterior, 7' é um tempo de parada de referéncia, o
qual é definido segundo o problema especifico a resolver.
Prova.
i. Considere os dois casos seguintes,
(a) )\T 2 )\07
(b) Ar < o
Em (a): Como (A);>o tem forma de banheira e A\g < A, entdo 7 > S,.

Logo, Vs > 0, Ay < Mgy, € assim, Vs > 0,h > 0, A; 1 < Agpran. Concluimos

portanto que neste caso, o processo fs = A — A\ étal que Vs > 0, fs < 0e

Vs, h > 0,{f, <0} {forn <01 U{S <0} =0

s>0

Em (b): Pela forma de banheira de (A)i>0 € Ao < Aso, temos que Vw € €,

existe s* > 0 tal que Ay« < Ay« -. Entao,
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(b-1) se s* < Sy, temos s* + 7 > Sy pois As tem forma de banheira. Assim,

Vs > 8% As < Agir, logo, Vs > 5" h >0, Asin < Asiran-

(b-2) Se s* > 51, entdo Vs > s*, Ay < A\gir, pois As € nao decrescente P-q.c.

em {s > S;}. Portanto, Vs > s* h > 0, Agin < Agirin-

De (b-1) e (b-2) conclui-se que se A; < Ag € Ay < A, para todo w € € existe
s* > 0 tal que para o processo fs = As — Agir,
Vs> s h = 0,{f, <0} € {fun 0L J{f <0} =0
s>0
Observe que em (a) para todo w € €, s* = 0. Assim, de (a) e (b) temos

que o processo fs = Ay — Ay, satisfaz as condi¢oes do caso mondtono (2.2))

e como o martingal L é uniformemente integravel, aplicamos a regra ILA

dada por (ver (23)) e (2.4)),
B% —inf{B e CL: fz <0} =inf{B e Ck: \g < A\pr},
tal que

KO(r, B*) = E{ /0 BOY*(AS—AHT)ds] - sup{E[ /0 B(AS—ASJFT)ds} B¢ Cg}.

it. Da analise feita em 4. conclui-se que sob as condi¢oes da hipdtese, Vw € ()
existe um Fy;—tempo de parada, S*(w) = s* > 0 tal que A\y» < Agyr €
Vs > s#,h >0, { s < Asir} CH{Astn < Asinar)- Logo, em {S* < S} temos
que B®* =inf{B € CF : \p < Ay, } = inf{S*(w) : s* < 51}, enquanto que

em {S* > S}, B% = S;. Portanto obtemos que B%* < S. O
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Se as condigoes do Teorema 2.1 sdo validas, com T" = (, o tempo étimo de

burn-in em (2II)) é igual a,

B* =inf{B € C{ : Ap < Apir}. (2.13)

2.3.2 Probabilidade condicional

Seja o processo de burn-in descrito na secao anterior. Considere como pro-
blema de otimizacao minimizar a probabilidade condicional de falhar antes
de completar o tempo de operacao adicional 7 dado que o sistema sobrevive

ao tempo de burn-in, isto é, a funcao,
G(1,0) = P(C < b+ 7| > D). (2.14)

Supondo que ¢ é um F;—tempo de parada totalmente inacessivel, da defini¢cao
da probabilidade condicional e da decomposi¢ao de Doob-Meyer em ([A.3]) e
a equagao (2.6), em (ZI4]) temos que,

E[Nyyr - Lie>py)

G(7,0) = E[Np4-|¢ > 0] =

P((>b)
Ellpeccorn]  Ellgecrrry — Licsyy] E oyl
- = = = = = FEq[F:(b - N[
P(¢ > b) P(¢ > D) {[ (0] b}’
(2.15)
onde F¢(+) é a fungdo de sobrevivéncia de ¢. Seja o processo,
Nf = [Fe(b)] 7' - NY. (2.16)

Suponha que [F¢(b)]7! é uma fun¢io absolutamente continua, de variagio

limitada em [0,b], 0 < b < 4o00. Desde que o processo N] ¢é também de
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variacao limitada e continuo a direita, podemos usar a férmula de integracao
por partes para integrais de Stieltjes para obter a representacao semimartin-

gal regular para NbT , COMO segue,
Ny = — NT+/b ! dNT+/bNTd< ! )
R0 o Fe(st) ot \EL(s)

- ! Aotr — Licss1As) b 1 ~
T {{>s+7}As+7 {¢>s}s T
=N + / = ds + / d(*—>1 s s+r} T M ’
0 0 Fc(s) 0 Fc(s) {s<(<s+7} b

(2.17)

N ~ 1
onde Ny = lye<qy € My .

= fob Tl ( )dMST ¢ um martingal de média zero
¢
limitado em LZ2.

Em {b+ 7 < (}, a equagd@o anterior simplifica para,

< x b 1 s)\s_l s 7')\5 T ~
Ng_Ng—/ (Lioapds — Liccsrmphes )ds+MbT, em {b+7 < (}. (2.18)
0 Fc(s)

Logo, para B € CF, B* que minimiza G(7, B) também maximiza a funcio

K(r,B) = —E[Ng] + E[N7], isto 6,

RK(r,B) = E[/OB %d%, (2.19)
portanto,
K(r,B") = sup{E[/oB %} Be C?}. (2.20)

Coroldrio 2.1. Sob as condi¢oes no Teorema 21, com T = (, B* = B*,

onde B* € dado em (213).
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Prova.

’

E suficiente observar que para aplicar a regra de parada I LA, o processo f
(>\s j )\S-"-T)
Fe(s)
assim, {fs < 0} <= {As < Asir}. O resultado segue do Teorema 2.11 O

a considerar em {B + 7 < (} é igual a f; = para s < B € CF,

2.3.3 Exemplo ilustrativo

Seja ¢ o tempo de vida de um sistema coerente de dois componentes em
paralelo, isto é, ( =T} V 15, onde os tempos de vida dos componentes, T} e
T, sao definidos por 11 = Z1 A Zia, Ty = Zy N\ Z1o, com Zy, Zy, Z19 Variaveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com funcao de taxa de
falha r(t) = e™* +0,1¢, t > 0, a qual tem forma de banheira com um tnico
ponto de mudanga em t; = 2,303 e 7(0) = 1 < r(c0) = +o00. A Figura 2]
apresenta a funcao de densidade f(t) = r(¢)F(t), a funcio de sobrevivéncia
F(t) = exp{— fot r(s)ds} e a funcao de taxa de falha r(t). Entao, em {¢ > t},

a F,—intensidade de ¢ é, \; = r(t) + r(¢)1yr, amy<t<tyvin}, IStO €,

r(t), se0<t<TiANT,
A = (2.21)

2r(t), se Ty NTy <t <1V

Portanto o processo de intensidade \; s6 tem um tnico tempo de mudanca
S1 =85 =t1, e \g < Ao = +00. No conjunto {t; < T3 ATo} o processo X\
é como na Figura22] e no conjunto {t; > 71 AT} o processo \; é como na

Figura 2.3
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Figura 2.2: Processo Ay em {t; < T} A T}, Exemplo 2331
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Figura 2.3: Processo \; em {t; > T} A T»}, Exemplo 2331



2.3. Minimizando a probabilidade de falha 25

Queremos achar B* = inf{B € C’? : A < Apir}. A andlise é como segue.

(a) No conjunto {t; < Ty A T} consideramos dois casos, identificados o-

lhando na Figura 2.2 e levando em conta a forma de banheira.
(a-1) O conjunto {B+71 < Ty ATy }: Neste caso resolvemos, r(B) = r(B+7).

(a-2) O conjunto {B + 7 > Ty A Ty}: Neste caso consideramos r(B) <

2r(B + 7).

(b) No conjunto {t; > T} AT} também consideramos dois casos, identifi-

cados olhando na Figura 2.3l

(b-1) O conjunto {B < T; ATy} Neste caso resolvemos, r(B) = 2r(B + 7).

Note que a solucao é 6tima s6é se B+ 7 > T AT,

(b-2) O conjunto {B > Ty A Tz}: Neste caso temos que resolver, 2r(B) =
2r(B + ), isto é, r(B) = (B + 7).

Para 7 = 1, a solugao da equagao r(B) = 2r(B + 1) é Bf = 0, 188, enquanto
que para r(B) =r(B + 1) é B = 1,844. Observe que Bf + 7 = 1,188 < t;.
Logo, no caso (a-2) terfamos que T3 A Ty < 1,188 < t, solugdo que nao
pertence a {13 A To > t;}. Assim, a unica solugdo 6tima no conjunto

{T\ ATy > t,} é Bj, para a qual temos r(B) < 2r(B + 7).

Conforme os casos discutidos acima, interpretamos os resultados como segue:
Iniciar o procedimento de burn-in com uma unidade nova. Se antes de

B} observamos T; A Th, entao continuamos o procedimento até Bj. Se
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até t = Bj nao observamos 77 A T, temos que decidir se paramos em
B} ou continuamos até Bj. Devemos levar em conta que Bj é 6timo em
A={Bf <Tiy NT, < Bf + 7}, mas em t = Bf nao sabemos com certeza
se A ocorrera. Logo, podemos basear nossa decisao na chance do evento A.
Se esta probabilidade é pequena, continuamos com o burn-in até B; e caso
observemos A, paramos imediatamente, isto é, paramos em t = 77 AT,. De

outra forma, prosseguimos até Bj.

2.3.4 Exemplo. Optimizacao sob informacgao parcial

Vamos a considerar o problema de otimizacao discutido até aqui, quando

um sistema com dois componentes em paralelo é observado sob a filtragem
G — (gt)t207

g, = U{l{<>s}, Lirssy, 0<s < t},

isto é, quando o observador s6 tem informacao sobre o estado do sistema e
do componente 1. Condicionado a G;, o processo de intensidade do sistema

é dado por

j\t = E[)\t|gt] = f(t)l{T1>t} + 2T(t)1{T1§t}>

onde 7(t) = r(t) x [2 — exp(e”™" — 0,05t> — 1)] e r(t) é como foi dado no
Exemplo 233 A fungao 7(¢) tem um méximo local, aproximadamente, em
t = 0,04 e um minimo absoluto em ¢; = 2,103, mas desde que 7(0,04) ~
7(0) = 1, podemos considerar 7(¢) como sendo uma fungao na forma de
banheira com um ponto de mudanca em t;. Vimos que r(t) tem forma de

banheira com um tunico ponto de mudanca em t, = 2,303. Note também
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que r(t) < 7(t) < 2r(t),Vt > 0 e 7#(t) — 2r(t), enquanto t — +o0. Logo, da
analise do processo \; NOS conjuntos {77 < t1}, {11 > t;}, concluimos que A\

tem forma de banheira com um tnico ponto de mudanca S; dado por

Sl - t21{T1§t1} + tll{T1>t1}'

As Figuras 2.4 e apresentam o processo \; nos conjuntos {Th < t1} e
{T1 > t1}, respectivamente. Seja o processo X; = E[l{<4|G], e suponha
de novo que ¢ é um tempo de parada totalmente inacessivel. A partir do
Teorema da Projecao da teoria de filtragem, como em Brémaud [17], temos
que,

t
X = / LicssyAsds + M, (2.22)
0

onde M; é um G;,—martingal uniformemente integravel e de média zero, e

LiesnA¢ € um processo G;—progressivamente mensurdvel.

Seja o processo Y, = Xy — X, logo

b
Y=y — / [LiesaAs — Licossryhesrlds + N7, (2.23)
0

onde Y = X; e Mg = My,. — M, — M, é um martingal de média zero,
uniformemente integravel. Observe que Y,” é um semimartingal regular e
ElY)] = E[N]], com N] como foi definido em (Z.5). Queremos minimizar

E[YE] para B na classe CZ,

CS = {B > 0: B é um G,—tempo de parada, B+7 < (, E[(] < o0, F[B] < oo}.
(2.24)
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Figura 2.4: Processo \; em {Th < t1}, Exemplo 234

Figura 2.5: Processo \; em {T1 > t1}, Exemplo 2.3.4]
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Para 7 fixado, B* € C§ o qual minimiza E[Y3] é tal que

K(r,BY) = sup{E[/OB(xs . XSH)dS] . Be cf}. (2.25)

Desde que o processo A\ tem forma de banheira, do Teorema 2.1] temos que
B* = inf{B € C’?’ c g < 5\B+T}. Para achar B* procedemos como no

Exemplo [23.3], considerando os conjuntos {7} < ¢;} and {7} > ¢, }.

(a) Em {T7 <t} (Ver Figura 2.4]),

(a-1) No conjunto {B < Tj}: Para obter um B* vidvel é necessério que
Ty < B+rT,isto é, B <T; < B+ 7 e sob esta condigao resolvemos a

equagao 7(B) = 2r(B + 7).

(a-2) No conjunto {B > T}: Resolvemos 2r(B) = 2r(B + 7) ou equivalen-

temente, r(B) =r(B + 7).

(b) Em {11 > t;} (ver Figura 23, consideramos os casos a seguir,

(b-1) No conjunto {B + 7 < T1}: Neste caso resolvemos a equagdo 7(B) =

(B + 7).
(b-2) No conjunto {B < T} < B + 7}, resolvemos 7(B) = 2r(B + 7).

Tomando 7 = 1, as solugbes sdo como segue: Para a equagao 7(B) = 2r(B+T7)
obtemos Bi“ = 1,132; para a equacao 7(B) = 7(B+7) a solugao é B; =1,634
e para r(B) = r(B 4 7) a solucio é Bi = 1,844,
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Da analise acima, note que Bf ¢é 6timo se este tempo pertence a subclasse
de B € Cf tal que {B < Ty < B+7}N{l} < 41} U{B < T; <
B+7}n{ly >t} = {B < Ty < B+7}. B} é 6timo se pertence a
subclasse de B € Cf tal que {71 > t;} N {11 > B+ 7}, enquanto que B:
é 6timo se estd na subclasse de B € CF tal que {T} < B} N{Ty < t1}.
Considerando estes fatos, interpretamos os resultados: Iniciamos o proce-
dimento de burn-in com um sistema novo. Se observamos 7T; antes de
t = Bf , continuamos o processo até t = B§ . Se nao observamos 717 antes
det = Bi“, decidimos se paramos o processo nesse tempo ou se o estendemos
até t = Bi. Seja Ay = {Bf < Ty < Bi+7} = {1,132 < T} < 2,132} e
Ay ={Ty, > t;} N {Ty > B; + 7} = {T}, > 2,634}. Se a chance do evento A,
¢ maior do que a chance do evento A;, sugerimos continuar o procedimento
até t = Bj, mas no caso em que 73 é observado antes desse tempo, paramos
imediatamente, isto é, em t = T7. Observe que se 1,634 < T} < 2,634, B;

nao é étimo mas 5\3; =7 (B3) <2r(Bi+71) = XB;JFT.

2.4 Maximixando o lucro unitario por operacao sem
falha durante um periodo fixado

Durante o burn-in e no periodo de operacao adicional, custos e ganhos sao
causados devido a falha ou a sobrevivéncia do sistema, respectivamente.
Block e Savits [16] discutem vérios modelos para o custo ou lucro espe-
rado associado a este processo. Para um sistema coerente observado ao nivel

de seus componentes, propomos o seguinte modelo geral para o processo do
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lucro unitério, representado como um semimartingal regular (ou SSM).

Definicao 2.2. Processo geral de lucro unitario relativo ao burn-
in de um sistema coerente. Sejam a; < ay constantes positivas e g(t)
uma funcao real continua, nao negativa e integrdavel em intervalos limitados.
Definimos como o processo geral de lucro unitdrio, o semimartingal reqular

dado por.
- A b 71
Zy = Zy +/ {Lic=stlards — 9(8)] = Lessiryaadsirbds + My, (2.26)
0

onde E|ZJ"'| < oo, E{fo LiesstlarAs — g(s)] — 1{<>S+T}a2)\s+7|ds} < 00,
VO <b< oo, (€éotempo de vida do sistema, um F—tempo de parada
finito totalmente inacessivel, (A);> € 0 Fy—processo de intensidade de falha

. “rr.1 . . . . .
do sistema, e M € MZ é um martingal uniformemente integrdvel.

Queremos achar B na classe de F,—tempos de parada CF, definida previa-

mente em (2.9), que maximize F [Zgl], ou equivalentemente, que maximize
B
K'(r,B) = E[/ (a1 s — asAsir — g(s))ds], B e C’?. (2.27)
0

Como nos problemas analisados na secao anterior, estabelecemos algumas
condicoes sob as quais seja possivel obter uma solucao 6tima, que sao enun-

ciadas nos teoremas a seguir.

Teorema 2.2. Sejam T, C% e (M\)i>0 como no Teorema [21] e o processo

XT - (ga R); um ft — SSM tal que gs - 1{T>s}a1)\s - 1{T>s+7—}a2)\s+7; onde

0 < a1 < ag sao constantes, R € ./\/l(z) ¢ um F;—martingal uniformemente
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integrdvel e E[X]] < oo ¥V t > 0. Entdo, o tempo de parada étimo, B®* € C¥.,
que mazimiza K°(1, B) = E[X}] — E[X]], B € CE, isto ¢,
. B
R(r.B) = B / (s — a2 )ds). (2.98)
0

€ tal que,
i. BO* = inf{B € C¥ g < ABir}, onde A = (al/ag))\B, e
. B%* < B%* < 8, B dado no Teorema[2.1.

Nota 2.2. Como no Teorema 2.1l no teorema anterior T representa um
tempo de parada de referéncia adequado segundo o problema especifico a

resolver.

Prova.

i. Observe que

A<M, Vt>0. (2.29)

Considere os dois casos seguintes,
(a) Ao < g,
(b) Ao > Ag,.

Em (a): Devido a forma de banheira de (A;)>0, temos que V s > 0, Ag, < Ay
e portanto V s’ > 0, A\g < Ay. Observe que (S\t)tzo também tem forma de
banheira, logo, V 0 < s < Sy, 5\5 < 5\0 eVs >00<s<95,, 5\8 < Ay. Em
consequeéncia,

VO0<5< S, A < Agir (2.30)
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Se s > Sy, devido a forma de banheira e de ([2:29), temos que V s’ > s > S,
5\8 < As < Ay, logo,
Vs >S5, A < Agur. (2.31)

Assim, de (230) e ([231) conclui-se que
Vs >0, Ay < Asir, € portanto (com s = s+ h),

Vs>0,h>0 Aesn < Asirin. (2.32)

Em (b): Pela forma de banheira dos processos (A)iso € (A)i>0 € da desigual-
dade em (2.29)), conclui-se que para todo w € 2 existe 0 < ¢’ < 57 tal que
' =inf{s > 0: X, < g, }. Seja s* = inf{s > 0: A\, < \,s,}. Do Teorema
21 temos que V s > s*, h > 0, A\, < A\,;, e portanto Mgy < A\ r1n. Em con-
sequéncia, de (2.29) também obtemos que V s > s* h > 0, Ay < As < Asir
e portanto S\Hh < Astn < Agjpran. Além disso, observe que V s > t/, s > 0,
As < As; < Ay, logo, para s = s + 7, obtemos que V s > t/, As < Aspr, €

portanto, V s > t',h > 0, 5\5+h < Asirin- Da andlise anterior conclui-se que
A < Aorr = Noin < Agpran, V5 > s* At h > 0. (2.33)

Finalmente, dos resultados obtidos na andlise em (a) e (b), concluimos que
0 Processo 5\8 — Ay satisfaz o caso mondtono ([2.2) e como o martingal R
é uniformemente integravel, a regra de parada mondétona I LA definida por

B =inf{B € CL, jp <0} =inf{B € C%, Ag < Apy.} é Gtima, isto é,
K, B**) = sup{K°(r,B) : B € C%}.

i. Da definicdo de B%*, temos que ¥ B < B%*, A > Ap.,. Suponha que

B%* < B% entdo Agow > Aposy,, € portanto Ago. > (az/a1) Aposir >
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Apo4r. Mas da definicao de B%* temos que Ao < Apgo-y-, 0 que contradiz

o anterior. Logo, B%* > B%*. O

Teorema 2.3. Seja BY* € Cf tal que
K'(r,B"*) =sup{K'(7,B) : B € C(}.

Com K'(r, BY*) definido em (2.27). Suponha que o processo de intensidade
de falha do sistema (M\i)i>o satisfaz as condi¢oes do Teorema [2. Seja o
tempo de parada pf = inf{B € C{ : f < 0}, onde, para B € C{, definimos
[t = a1 A — as g, — g(B), as constantes 0 < a; < ay e g(+) € uma fungdo
real nao negativa, continua e integrdvel em intervalos limitados. Se

Vs> ph>0,{fl <0} C{fl, <O} | J{fl <0} =0, (2.34)

s>0

entdo BY* = pf < B%* < S) onde B®* = inf{B € CéF : Ap < Agir}, com

S\B = (al/ag))\B.

Prova.

Considerando que o processo de intensidade de falha (A;);>o tem a forma de
banheira com tempos de mudanca 0 < 57 < S5, e A\g < Ao = limy_, o A €
assumindo que os processos semimartingais regulares indicados nos Teoremas
2.1 e 2.2] satisfazem as condigoes impostas, respectivamente, com T = (,

temos que

i. BO* = inf{B € C¥, Ap < ABir}, com A = (CLl/CL2>)\B, é tal que

B
K°(r, B%*) = sup E[/ (a1 As — a2)\s+7)d5}, e
0

F
BeC;
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i. B%* < B = inf{B € CF,\g < Aps,} < Si, com B%* tal que

B
K°(r, B%) = sup E[ / (s — Aorr)ds) .
0

F
BeC;

Consequéntemente, o processo hy = 5\3 — As1r satisfaz o caso mondtono (2.2))
e B = inf{B € Cf : hg < 0}. Note que {f! < 0} <= {h, < [g(5)/as]},
de modo que pf = inf{B € CéF :hg < [g(B)/as]}. Portanto, para B tal que
0 < B < pf, temos que hp > [g(B)/as], e como [g(B)/az] > 0, entdao V 0 <
B < pf, hp > 0. Suponha que p} > BY%*_isto implica que hgo» > 0, mas pela
definicao de B%*, temos que hpo. < 0. Portanto, pf < B%*. Finalmente,
desde que hy satisfaz o caso mondtono e a condigao em (2.34)) é valida, entao
o processo hs —[g(s)/as] também satisfaz o caso mondtono e portanto a regra
de parada étima BY* € Cf é tal que, K' (7, B"*) = sup{K'(7, B) : B € C{}
e BY* = pé < B, O

Nota 2.3. Observe que se a funcao g(t) = 0, V¢t > 0, pelo Teorema [2.2]
o tempo 6timo BY* ¢ igual a B* = inf{B € CF A\p < ABi,} com g =

(&1/&2))\3.

2.4.1 Caso A

Para um periodo de burn-in b e um tempo de operacao adicional fixado T,

considere a funcao de lucro unitario esperado, definida por
GHmb)=K-P((>b+7)=Co-P((<b)—C-Pb<(<b+7), (2.35)

onde K > 0e C > 0 sao, respectivamente, o ganho unitdrio por sobrevivéncia

e o custo unitario por falha durante o periodo de operacao adicional 7, e
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Co >0, Cy < C, é o custo devido a falha durante o burn-in. Queremos achar
B € C’? que maximize G'(7, B). Para isto, definimos o processo de lucro

unitario como sendo,
Zy = K+ (C = Co)lg<ny — (C+ K)lc<piny, (2.36)

e tal que E[Z]] = G'(7,b). Supondo que ¢ é um tempo de parada totalmente

inacessivel, de ([A.3)), a representagao SSM para Z] é

b
o / Lot (C — Co)As — Licmssry (C 4+ K)Nors)ds + MT, (237)
0

onde Z] = K — (C+ K)lyc<sy, e My = (C — Co)My+ (C + K) (M, — Myir),
M} € M3 é um martingal de média zero e uniformemente integravel. Note
que o processo Z; é semelhante ao processo Zg’l com g(s) =0,a; = C—-Cy >
0,ea; =C+ K >0, a; < as. Logo, Se o processo de intensidade de falha
do sistema (A¢):>0 tem forma de banheira e satisfaz as condigoes no Teorema
2.2, o tempo de burn-in 6timo é

C—-Cy
C+ K

B = inf{B eCr ( ))\B < )\B+T}. (2.38)

2.4.2 Caso B

Suponha que um sistema coerente é submetido a um procedimento de burn-
in com tempo de duragao b. Se o sistema falha antes de b entao é descartado
a um custo Cy > 0 e outro sistema é submetido ao mesmo procedimento. O
procedimento anterior é repetido até obter o primeiro sistema sobrevivendo

ao tempo de burn-in. O custo para este procedimento também é proporcional
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ao tempo necessario para obter uma unidade sobrevivendo ao burn-in, com
constante de proporcionalidade Cy. O sistema que sobreviver ao burn-in é
logo colocado em operacao por um periodo fixado 7. Neste tltimo periodo,
um custo de C' > Cj ocorre se o sistema nao sobrevive e um ganho de K se

¢éle sobrevive.

Como o lucro unitario esperado é igual a esperanga do ganho unitario menos
os custos unitarios totais, é necessario considerar os custos incorridos até
obter o primeiro sistema sobrevivendo ao burn-in e os custos ou ganhos in-
corridos com este ultimo sistema durante o tempo de operagao 7. Seja ({;);>1,
a sequéncia dos tempos de vida dos sistemas submetidos a burn-in. Entao,

o processo do custo durante o burn-in é dado por,

oo n—1
Y I tgen - (Co-Ligusny + Co- (bAG)), (2.39)
n=1 j=1
n—1
com a convengao |[(e) =1, para n = 1. Suponha que a sequéncia ((;);>1
j=1

corresponde a variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas

como (, um tempo de parada finito totalmente inacessivel.

Temos também que para um sistema com burn-in o custo devido a falha

durante o periodo de operacao adicional 7 é dado por,

C (LiezprrylC > 0), (2.40)

enquanto que o ganho devido a sobrevivéncia é,

K (Liesprry|C > D). (2.41)
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Logo, de (239)), ([240), (2-41)) e da defini¢do de esperanga condicional, obte-

mos que o lucro unitario esperado € igual a,

G*(1,b) = E[K - (Licsp4ry[¢ > 0)] = E[C (Liczpny|C > D))

oco n—1

-k [Z I tig<n - (G- Ligusny + Co- (b A Cn))]

n=1 j=1

1 1
:EF—Jﬂl 7]44 C-1 4
FC (t) {C>b+ } F ( ) {b<<§b+ }

—E[ (Cs - Lye<ny + Co - (b/\C))}

1
Fe(t)

— K+ E[ Zb] (2.42)

Fe(b)

onde F¢(+) é a fungdo de sobrevivéncia de ¢, e o processo Z] corresponde a,
= (C+ K = Co)lgcyy — (C+ K)Lie<pary — Co(b A Q). (2.43)

Como o processo bA ( = fob Li¢cssyds, P-q.c., entdo junto com (A.3]), obtemos

a seguinte representagao semimartingal regular para 2,

b
Zy =27 +/ {1{C>S}[(C—I—K —C)As — Col — 1{<>S+T}(C+K))\S+T}d8+MZ,
0
(2.44)

com Zf = —(C + K)ly<ry e M = (C+ K)(M; — Myy,) + (C+ K —
Cs) My, M7 € M3 é um martingal de média zero e uniformemente integrdvel.
Assumindo que [F;(¢)]! é uma funcio absolutamente continua e de variagao

limitada em [0,b], b < +00, e como Z] é também um processo de variacao
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limitada e continuo a direita, podemos obter a representacao semimartingal

regular do processo

~ 1
Zy =K+ —=—=7] 2.45

usando a férmula de integracao por partes para integrais de Stieltjes, como

segue,
- 1 b b 1
ZT_K+—ZT+/ —dzg+/zgd N
’ F(0)7° )y Fe(s) 0 <F<(8)>
_ - + /b 1{<>3}[(C+ K - Cs>>\s __CO] - 1{C>S+T}(C+ K))\S+Td3
0 0 FC(S)
N /b (CH+ K = C)lieesy = (C+ K)lecstny — Co(s A C)]TC(S)dS
0 Fe(s)
b
1 ~
+/ _—_dM, 2.46
o F(s) (2:46)

onde ZJ = K — (C' + K)1jc<sy e 1¢(s) é a funcdo de taxa de falha ordinaria

de ¢. Em {b+ 7 < (}, a expressao anterior simplifica para,
b
ZbT:Zg+/ fsds+ Ry, em {b+71 < (} (2.47)
0

com o processo f igual a,

£ Leal(€+ K = CoM = Col1 + - 1e(a))] = Ligouen(C + E)huss
S Fe(s)

enquanto que o martingal

N b
P= |
0 FC(S)
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é limitado em LZ2.

Tomando ay = C+ K —Cys >0, a, = C+ K, as > ay, g(s) = Co[l+s-1¢(5)],
e 0 processo fl = ay\s—ag)syr—g(s), entdo f, = f1/F(s) e assim temos que
{fs <0} < {f! < 0}. Portanto, se o processo de intensidade de falha do
sistema e a funcdo g(t) satisfazem as condicoes do Teorema 2.3 para B € C¥,

o tempo 6timo de burn-in que maximiza E[Zg] = G*(1,B) é

BY = inf{B € C}: (C+ K — C)Ap = (C+ K)Apyr < ColL + B-re(B)]}.
(2.48)

2.4.3 Exemplo ilustrativo

Considere o mesmo sistema do Exemplo 2.3.31 Primeiro, achamos B'* dado

em ([2.38)), com C' = 10, Cy = 2, K = 5,2 e um tempo de operacao fixado

T =1. Seja 7(t) = (%1??)7’(15) el = (ch3§>>% Como temos que comparar
0S Processos A B € Ay, em lugar de Ag vs. Ag.,, ndao é necessario requerer
que B + 7 > ty, isto é, é possivel obter BY* tal que BY* + 7 < t;. Logo,

precisamos considerar os casos seguintes para achar a solugao étima:

(a) Em {B € Cf : Ty ATy < B}: Neste caso temos que resolver 27(B) =

2r(B + 1), ou equivalentemente, 7(B) = r(B + 7).

(b) Em {B € C{: B<Ti AT, < B+ 7}: Neste caso temos que resolver

#(B) = 2r(B + 7).

(¢) Em {B € Cf : Ty AT, > B+ 7}: Aqui resolvemos a equacio 7(B) =
r(B+ 7).



2.4. Maximixando o lucro unitario por operacao sem falha 41

— T(t)-r(t+1)
< T()-2r(t+1)
c= 2T()-2r(t+1)

-1.0

-15

Figura 2.6: Fungoes para a anélise das solugdes no Exemplo 2.4.3]

Para a equagao 7(B) = r(B + 1) a solugao é BY* = 0,319, enquanto que a
equacao 7(B) = 2r(B+ 1) nao tem solugao, pois V t > 0, 7(t) —2r(t+1) <0,
como mostra a Figura 2.6l A interpretacao destes resultados é como segue:
Se ao iniciar o sistema (em ¢ = 0), s6 um dos componentes funciona, o
sistema deve ser submetido a burn-in até B1* = 0,319. Se em ¢t = 0 am-
bos componentes funcionam, é necessario decidir se fazemos ou nao o burn-
in. Segundo a andlise acima, BM* = 0,319 é 6timo se acontece o evento
A={TT"NT, < 0,319} U{Ty AT, > 1,319}. Como nos exemplos das
secoes anteriores, é impossivel saber com certeza se tal evento vai a ser ob-
servado ou nao. Contudo, se a chance de A é maior do que a chance de

A=10,319 < Ty ATy, < 1,319}, submetemos o sistema a burn-in ainda que
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para algumas unidades seja observado o evento A.

A seguir, analisamos a solucao para BY* em (Z48) com Cy = 2, C, = 5,

C =10, K =15 e 7 = 1. Para isto, definimos as fungoes

) = (ST, e =Gl (o),

onde
4 —3exp{e™t — 1 — 0.05t*}

t)= (e " +0.1t
ret) = (e 4 00 X 5 = T —0.05e7)

é a funcao de taxa de falha ordinaria de (, e o processo \; = <CE§;{CS>>%.

A Figura 2.7 apresenta a funcao h(t) = ¢(t)/(C + K), a qual é uma funcao
real crecente e positiva para t > 0. A Figura [Z8 mostra as fungoes 7(t) —
r(t+1)—h(t), 7(t) — 2r(t+ 1) — h(t) e 27(t) — 2r(t + 1) — h(t), as quais s@o

todas funcoes decrescentes para t > 0. Da Figura 2.8 é claro que o processo

(C + K — Cs>>\t - (C + K))\t+7— - Co[l +1- ’f’g(t)]

S\t—)\t_;ﬂ——h(t): C—|—K

satisfaz o caso mondtono (2.2)), logo o tempo 6timo de burn-in é dado por

2.48).
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0.4

0.3
|

h(t)

0.2

0.1

— T(t)-r(t+1)-h(t)
<o T()-2r(t+1)-h(t)
L= 2F(t)-2r(t+1)-h(t)

0.5
|

0.0

-1.0

Figura 2.8: Fungoes para a analise das solugdes no Exemplo 2.4.3]
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Por uma analise similar a seguida no problema anterior, s6 temos que con-

siderar os casos seguintes:

(a) Em {B e Cf : Ty AT, < B}: Neste caso temos que resolver a equacao
27(B) —2r(B+71) — h(B) = 0.

(b) Em {B € C{: B<Ty ATy < B+ 7}: Neste caso resolvemos 7(B) —
2r(B+171) — h(B) = 0.

(¢c) Em {B € C’? : Ty ATy > B+ 7}: Aqui solucionamos a equagao
7(B)—r(B+71)—h(B)=0.

A solucio a 7#(B) — r(B + 1) — h(B) = 0 é B = 0,600; a solucio a
27(B) — 2r(B + 1) — h(B) = 0 é By* = 0,847, enquanto que a equacio
7(B) —2r(B + 1) — h(B) = 0 nao tem solugao, pois V ¢t > 0, 7(t) — 2r(t +
1) — h(t) < 0, como mostra a Figura 2.8 A interpretagao destes resultados
é como segue. Se ao iniciar o sistema em t = 0, s6 um dos componentes
funciona, entdao o burn-in deve ser feito até o tempo B,™. Se em t = 0 ambos
componentes funcionam, é necessario decidir se fazemos o burn-in até Bl1 *
ou até B21’* ou nao procedemos com o processo. Para isto temos que levar
em conta que By é 6timo na subclasse {B € Cf Ty ATy > B+ 71}, e
portanto, é 6timo se ocorre o evento A; = {T} ATy > 1,600} e nao é 6timo
se ocorre o evento Ay = {0,600 < Ty ATy < 1,600}, enquanto que By* é
6timo na subclasse {B € CéF : Ty N'Ty < B}, isto é, se acontece o evento
A = {11 AT, < 0,847}. Como nao é possivel saber com antecedéncia qual

evento vai ocorrer, é necessario levar em conta a chance de cada um deles.
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Se a chance de A; é maior do que a chance de As, iniciamos o burn-in de
. . 1, ~
um sistema novo; caso que Ty A Ty seja observado antes de ¢t = By, entao

, 1 , . . 1
estendemos o processo até t = B2’*; caso contrario, terminamos em ¢ = Bl7*.

2.5 Tempo o6timo de burn-in sob o modelo de falha
geral

Um item (componente ou sistema) em operagao pode estar exposto a varias
fontes de falha (ou sofrer distintos tipos de falhas) as quais causam diferentes
niveis de danos e de reparos. Block et. al [15] descrevem o modelo chamado
de modelo de falha geral, no qual na idade t o item pode sofrer um de dois
tipos de falhas, a saber, falha do tipo I ou falha do tipo II. A falha do tipo I
pode ser removida mediante reparo minimo, isto é, a taxa de falha do item
reparado é reconstituida ao estado imediatamente anterior a falha. A falha
do tipo II é catastréfica e portanto sé pode ser removida através de uma
substituicao por um item novo ou por um reparo perfeito. Sob o modelo
estatistico ou de caira preta, ambos os processos de falha do tipo I e II, sao
modelados como processos de Poisson nao homogéneos com fungoes de taxa
de falha deterministicas dadas por r{(t) = [1 — p(t)]r¢(t) e rg(t) = p(t)rc(t),
respectivamente, onde p(t) € [0,1] é a fungao de probabilidade da falha do
tipo II e 7¢(t) é a fungdo de taxa de falha ordinaria do item. Ver Apéndice,

Secao [A.2), para mais detalhes deste modelo.

Desde que os dois tipos de falha podem acontecer durante ambos os periodos,
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de burn-in e da operacao adicional que segue, é necessario que a estrutura
de custos e de ganho relativos ao procedimento aplicado leve em conta estes

processos de falha. Por exemplo, como Cha ([20], [21]) e Sheu e Chien [49].

Para incorporar este modelo de falha no caso de um sistema coerente ob-
servado ao nivel de seus componentes, vamos estender sua definicao, como

aparece a seguir.

Definicao 2.3. Processo de falha geral de um sistema coerente. Seja
¢ o tempo de vida de um sistema coerente, um tempo de parada totalmente

inacessivel, com processo de intensidade de falha (A\i)i>0, € tal que:

e No instante t > 0, um de dois tipos de falha pode ser observado, falha

do tipo I (repardvel minimamente) ou falha do tipo II (ndo repardvel).
e O sistema € observado sob a filtragem F = (F;)i>o dada por,
ft:a{Nj, Lgosy, i=1, 2., m, Vi=0,1, 0 < sgt}, (2.49)

onde V; € a variavel indicadora do tipo de falha no instante t, V; = 0
para falha do tipo I e V; = 1 para a falha do tipo II e Ntl o numero de
falhas do tipo I em [0,t].

o Eriste um Fi—tempo de parada finito totalmente inacessivel (" = inf{t >

0:V;, =1}, ou tempo da primeira falha do tipo 11.

o Existem (A\)i>0 € (A\)i>0, processos ndao negativos, JF;—progressivamente

mensurdveis, tais que
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E[/t)\ids]<oo, E[/t)\lslds}<oo, V0<t<oo, (2.50)
0 0

1{C>t})\t - 1{§>t,Vt:0})\t + 1{C>t,Vt=1})\t - 1{C>t})\£ + 1{C>t})\?, V t 2 O

(2.51)
Segundo a definicao anterior, assume-se que 0 processo
t
N, = 1{§§t} = / 1{<>s})\sd8 + M, M; e Mg,
0
decompoe em N; = N/ + NI onde,
t
N, = Lic<evizoy = / Lesahyds + M, M € Mg, (2.52)
0
t
A@I__lKSLW:I}_ /‘1K>§Agd5+—ﬂﬁﬂ M} e M3, (2.53)
0

Note que 1{¢<s ;=13 = 1<y, logo, na 1ltima equagao podemos escrever,

t
Nt = Tney = / Lignssy Ay ds + M1, My € MG, (2.54)
0

Os processos N} e N!! nao pulam simultaneamente, isto é, num instante t,
s6 um dos tipos de falha pode ser observado, em consequencia, os martingais
M} e M sdo ortogonais. Seja N} o niimero de falhas do tipo I no intervalo

[0,t], este processo admite a decomposigao de Doob-Meyer,

t
NI = / Ads + M, (2.55)
0
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com Mtl € M, um F,—martingal uniformemente integravel. O processo N'

I - R a ~ . .
parado em ¢, isto é, NV, AT tem a representagao semimartingal (ver Teorema

[A.2) dada por,

t
NtIACH = /0 1{<II>8}>\£dS -+ MtIAg‘H? (256)

onde M tI/\(H € My é também um F;—martingal uniformemente integravel.

No que segue, formulamos o problema de otimizacao para um sistema coe-
rente sob o processo de falha geral e achamos a sua solucao quando os pro-
cessos de intensidade de falha tém a forma de banheira. Concluimos com

dois exemplos ilustrativos.

2.5.1 Problema de otimizagao considerado

Suponha que o processo de falha de um sistema coerente de m componentes
pode ser modelado pelo processo de falha geral descrito na Definicao 2.3 e
portanto, o sistema é observado sob a filtragem dada em (2.49). Este sis-
tema é submetido a um procedimento de burn-in de periodo b. Durante este
tempo as falhas do tipo I sao reparadas minimamente a um custo de Cj.
Ao nivel dos componentes um reparo minimo do sistema significa que s6 é
reparado o componente critico que causa a falha do sistema (ver Segao [B.1]).
Se a primeira falha do tipo II é observada antes do tempo b, um custo de
CZ, C2 > C} ¢ contabilizado. Depois do burn-in o sistema é operado por um
tempo adicional fixado 7. Durante este periodo as falhas do tipo I também

sdo reparadas minimamente, a um custo de Cf, C] > C}, enquanto que uma
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falha de tipo IT causa um custo de C%?, C? > C{, C? > C2. Finalmente, é
obtido um ganho de K se o sistema sobrevive ao tempo de operacao sem

sofrer uma falha de tipo II.

O lucro relativo ao processo descrito acima pode ser representado pelo seguinte

processo,

2{3—72 — Kl{CII>b+T}_[OOlNg/\gH—i_Og]‘{CHSb}]_[011]’\7;77_‘_0121{1)<Cngb+7’}]? (257)

- N

- - )
onde o processo N;” = N [ If/\cﬂ corresponde ao numero de falhas

(b+7)ACH
do tipo I durante o tempo de operacao adicional fixado apds o burn-in e

1{b<CH§b+T} = 1{<Hgb+7—} — l{CHSb}' Note que E[Z;—’2] < 00, Vb Z 0.

De (254) e (2.50) obtemos a seguinte representacao semimartingal regular

para (2Z.57),

b
70t =777+ / Fo7+ FM)ds + M?, M7? = MyT + M7, (2.58)
0

onde,

777 =K — C%Ni/\gn — (O} + K)lncqy, (2.59)
JESI’T = 1{CII>8}(011 - Colp‘}s - 1{CH>5+T}011)\18+77 (2.60)
P = s (OF = CHAT = Lt gy (CF + )AL, (2.61)
M7 = (C} - C&)MgACH + C%(Mim““ - M(IHT)ACH)’ (2.62)

MY = (CF = COMY + (C} + K) (M = M, ), (2.63)
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com E|Z5? < oo, E{ [ |5 + [7|ds} < 00, ¥ 0 < b < o0, e M{™, M} €

M2, martingais uniformemente integriveis.

Queremos achar o tempo 6timo de burn-in B?* na classe de JF,—tempos

de parada CéFH,

Chy = {B > 0: B é um F,—tempo de parada, B+7 < ¢, E[¢"] < 00, E[B] < oo},
(2.64)

que maximize,

B
BIZ) = BIZ") + B{ [ (7 + Filas), (2.65)
0
ou equivalentemente, que maximize,

B
K5 B) = B{ [ [(C1=CN=CIAL, +(CE -GN = (CE+ KN, Jas}
(2.66)

Resolveremos este problema assumindo que os processos de intensidade de

falha tém forma de banheira usando os Teoremas 2. Ile2.2]e os dois seguintes.

Teorema 2.4. Suponha que os processos de intensidade de falha (Ao e
(AN >0 tem forma de banheira com pontos de mudanca, 0 < S} < S} 0 <
STt < SN respectivamente, e que sdo tais que N, < A = lim;_ Al e
A< AL = Timg oo AL Seja S; = max{S}, SI'}. Entdo o tempo Jtimo de

burn-in B*>* € an tal que
K*(r, B**) = sup{K*(7, B) : B € C{n}, com K*(7, B) dado por (Z68),

¢ tal que
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i. B =inf{B € C%, : Ot (N — Ay, )+ (C? + K)(\} — A, ) <0}, e

#i. min{ B BO"} < B>* < max{B", B®"} < S, onde

B —inf{B e (5 My < Ay, ) < Sh Ay = (G- Co 2.67
—m{ c im:Ag S B—i—r}— 10 "B — C! B> ( )
1
e
BT —int{B e Ch: A< AL,y < s A= (=G n o6
_1n{ S - A > B-‘rT}— 1> A\B — 2+ K B- ( )
1
Prova.

i. Considere o processo Z = (f&7, M) um F, — SSM com f57 e M7
dados por (2.60) e ([2.62)), respectivamente. Da hipdtese e pelos Teoremas
2T el22 com T = ¢, temos que BT ¢ C’?H o qual maximiza K%'(r, B) =

E[Z5| — E[Z)7], isto &, a,
B B
B = B{ [ (1 - chM - N sy, (269
0

satifaz ([2.67) e o caso mondtono [Z2) é valido para o processo AL — AL, .

Considere também o processo Z07 = (f7 MI7) um F, — SSM com
7 e MWT definidos em (2.61) e (Z.63), respectivamente. De novo, da
hipétese e pelos Teoremas 21 e 22, temos que B ¢ C’?H o qual maximiza

K%(7,B) = E[ZE’T] — E[Z"7], ou equivalentemente, a

RO m) = B[ 108 - N - @ sk o
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é dado por (268) e o processo A\ — AL satisfaz também o caso mondtono

[22). Assim, o caso mondtono é valido para o processo
131 I 2 PUBEEN
ms = Cl ()‘s - >\s+7—> + (Cl + K)(As - >\s+7—)7
isto é, V w € Q, existe B*>* € C’?H tal que,

Vs> B>, h>0{m, <0} C {myn<0}e | J{m. <0} =0

5>0
e desde que M™2 = MY + M™7 & um martingal de média zero e uniforme-
mente integrdvel, entdo, o tempo 6timo de burn-in que maximiza K?(7, B),
B e C'?H, é B> =inf{B € C%, : mp < 0}.

ii. Seja By = min{B%" B} B, = max{B%", B®"} e considere 0 <
B < By, isto é, B < B%" ¢ B < B®"". Das definicoes de B e B temos
que para tal B, AL — Agir > 06 Py Ny > 0, assim, V0O < B < By,
mp > 0, do qual, pela definicio de B%*, obtemos que B; < B%*. Suponha

que B, < B%**. Logo, da definicdo de B%* resulta que mg, > 0. Mas,

como By > B e By, > B entao teriamos que )xf_f; — )\% ., <0,
2 2
)‘IBI’Q — )‘IJSI’2+T < 0, e consequentemente, mp, < 0. Esta ultima conclusao

contradiz a anterior como resultado da suposicao de que By < B?*, portanto

concluimos que B%* < B, O

A seguir, consideramos o caso em que as constantes de custos sao tais que
0<Cl<C3 Cl<CHC2<C? Ol <C?e(CE—-C2)—(C] —CF) > 0.

Sob tais condicoes, para s < B, B € C’?H, podemos escrever o processo

ms = [T+ [ = (O = CAL = CIAL, + (CF = COXT = (CF + )AL,
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na seguinte forma,

ms = (C1 = Cg)As = ClAsir +[(CF = CF) = (C1 = Co) A = (CF = O + K) Ay 1,
(2.71)

onde A, = AL+ A1 ¢ 0 processo de intensidade de falha do sistema em {t < (}.

Note que 0 < (C? — C3) — (Cf — C3) < (C} — Cf + K). Entao, temos que,

B
EIZ57) = BIZ3%) + BY / ads}, B € Ch, (2.72)
0

B
K*(t,B) = E[/O msds], B e C, (2.73)

e neste caso, o tempo 6timo de burn-in B** € C'?H, é tal que

K?(t, B**) = sup{E[/B msds] :B e C’FH}. (2.74)

0

Teorema 2.5. Suponha que os processos de intensidade de falha (A)i>o €
(ADy>g tém forma de banheira com pontos de mudanga, 0 < Sy < Sy, 0 <
S < S respectivamente, e sdo tais que N\g < Moo = limy_oo Ny € )\g <
AL = limy oo AN Seja S; = max{S;, S} Além disso, suponha também
que as constantes de custos sdo tais que 0 < C3 < C2, C} < Cf, C2 < C%,
Cl < C%e (C}—C3—(CH—CY) > 0. Entao, o tempo 6timo de burn-in
B** ¢ CéFH o qual satisfaz (2.7]) € tal que

i. B>* =inf{B € C’?H :mp <0}, e

ii. min{B%* BO"} < B?* < max{B%* B} < S, onde
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B 5 B 1 _ 1
1

(012 - Cg) - (011 - C%)]AII
C?-Cl+ K B

B0 —inf(B € Clys X <, } < b, - |

(CF - C§) — (€1 = Cy)

0<
C}—Ci+K

< 1. (2.76)

Prova.
Considere os processos 77 = (]?T,]\?T) e 17 = (fII’T,MII’T), F, — SSM's

com

f;’ — 1{g11>t}(011 — Cé))\s — 1{<Il>t+7—}011)\t+7—
7 = L [(CF = C3) = (€1 = CHIN = Tgunin (CF = CF + KON,

M] = (C} — Ca) (Mo + M) + CH(M? x + M) — (M, 1y pen + ML )]

M = [(CF = CF) = (Cf = COIM" + (CF = Of + K) (M = Mg, ).

Entao, por uma argumentacao similar & usada na prova do Teorema [2.7]

segue-se as conclusoes em 4. e . ]

Nota 2.4. No teorema anterior o processo (Al);>o nao tem, necessariamente,
a forma de banheira como é exigido no Teorema 24l Contudo, se (\})io
tem forma de banheira e as constantes de custos satisfazem as condicoes do
Teorema 2.5, ambos Teoremas, 2.4] e 2.5 produzem o mesmo tempo 6timo de

burn-in.
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2.5.2 Exemplos ilustrativos
Exemplo A

Seja ¢ o tempo de vida de um sistema coerente de m = 3 componentes, onde
os componentes 1 e 2 formam uma estrutura em paralelo que estd em série
com o componente 3. Sejam 17, T e T3 os tempos de vida dos componentes,
respectivamente, entdo ¢ = (71 V Ty) A T3. Suponha que T} = Z; A Za,
Ty, = Zy N\ Z15, onde as variaveis aleatérias 2y, Zo, Z1o sao independentes
e identicamente distribuidas com fungao de taxa de falha ordinaria r(t) =
et +0,1t, t > 0 e todas independentes de T3. T3 é distribuido com funcao
de taxa de falha ordinéria r3(t) = 1,5e 1" 4 0,1t, ¢ > 0. As fungoes r(t) e
r3(t) tém forma de banheira com um s6 ponto de mudanga em ¢; = 2,303
e to = 2,076, respectivamente, e 7(0) = 1 < r(oc0) = +oo, 13(0) = 1,5 <
r3(00) = 4+o00. Em {¢ > t} o Fy—processo de intensidade de falha de ¢ é
dado por Ay = r3(t) + (t)[1 + 1yr ame<t<riviny], isto é,

r3(t) +r(t), se0<t<TiANT,
A= (2.77)

Tg(t) -+ 2r(t), se TYANT, <t < Ty VT

As fungoes r3(t) +r(t) e r3(t) +2r(t) tém também forma de banheira com um
ponto de mudanca em t3 = 2,174 e t4, = 2,213, respectivamente. A Figura
mostra o processo A\ em {77 ATy < t3} e a Figura no conjunto
{Th ATy > t3}.
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T T T T
omin{Ty, To} t, 4

Figura 2.9: Processo A\; em {11 A T; < t3}, Exemplo 2521 A

Ao
I

T T T I
0 f3 min{Ty, T,} g

t

Figura 2.10: Processo Ay em {T} AT > t3}, Exemplo 2Z5.2FA
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Da analise destas figuras concluimos que o processo ); tem forma de banheira

com um 86 ponto de mudanca S; dado por

S1 = talymamo<tsy T 31T ATy 15)-

Se uma falha do tipo I ocorre quando falha o subsistema formado pelos com-
ponentes 1 e 2 e uma falha do tipo II quando a falha é devida ao componente
trés, entao, em {¢ > t}, o Fy—processo de intensidade da falha do tipo II é
dado por Al = r3(t), enquanto que o F;—processo de intensidade da falha

do tipo I (A})i>0 é dado por \j = r(t) + r(t)Lyry ary<t<rivrn}s iStO 6,

r(t), se0<t<TiNT,
A= (2.78)

2r(t), se T1NTy, <t <1V

Em {7y ATy <t} o processo Al é como na Figura2ITe em {1y ATy >t}
é como na Figura 212, logo, Al tem forma de banheira com um ponto de

mudanca em S} = S} = t,e \) < A\l = +o0.

Sejam as constantes 7 = 1, K = 10, C} =2, Cf =20, C2 = 7, C? = 25. neste

caso, (C? —C2) — (C} —C}) = 0, entao nao é possivel obter o processo mg na

forma dada em (2.71). Contudo, desde que Al e ! satisfazem as condigoes

do Teorema [2.4] temos que o tempo 6timo de burn-in que maximiza (2.66]),

é

B2~ inf{B € Chy + (Cl-CON,—CIN, +(CP—CANI—(CE+ KL, < 0},
(2.79)
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T T T T
o min{T, To} t; ¢

Figura 2.11: Processo Al em {T1 A Ty < t1}, Exemplo Z5.2FA

< \_/Q
T T T T
0 t, min{Ty, T,} ¢

t

Figura 2.12: Processo A} em {T} A T, > t1}, Exemplo Z.5.2-A
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Seja 7(B) = [(C] — Cy)/Cilr(B), 73(B) = [(CF — C)/(C} + K)]rs(B). Para

achar a solucao 6tima precisamos considerar os casos a seguir:

(a) Em {B € CéFH : B < Ty ATy < B+ 7}: Neste caso temos que resolver
Ci[F(B) = 2r(B+ 1)+ (C} + K)[F3(B) —r3(B+71)] =0, (2.80)
logo, a solucao 6tima nesta subclasse é Bl2 " =0, 486.
(b) Em {B € C%, : Ty ATy > B+ 7}: Aqui resolvemos
CHF(B) —r(B+ 1)+ (C? + K)[f3(B) —r3(B+7)] =0, (2.81)
entao, a solugao étima nesta subclasse é BS’* =0,993

(c) Em {B € CéFH : Ty ATy < B}: Neste caso resolvemos a equagao

Cl27(B) — 2r(B+ 1) + (C? + K)[f3(B) —r3(B+171)] =0, (2.82)

e a solugao Gtima é B2* = 1,116.

Considerando as subclasses de B € CéF descritas acima, sugerimos usar estes
resultados como segue. Iniciar o procedimento de burn-in com um sistema
novo. Se T ATy é observado antes de B;*, continuamos o processo até B3
Se Ti ATy nao é observado antes de 312 *decidimos parar o processo nesse
tempo ou prosseguir até B§7*. Sejam A; = {0,486 < T} ATy < 1,486} e
Ay ={Ty N'Ty > 1,993}. Se a chance do evento Ay é maior do que a chance
do evento A;, continuamos com o procedimento até B§7*, mas se o evento A;

¢é observado, entao paramos imediatamente, isto é, em t = T} A T5.
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Exemplo B

Considere um sistema coerente com a mesma estrutura do sistema no Exem-
plo A, mas Z,, Zy, Z1» sao variaveis aleatorias exponenciais independentes
com taxa de falha o = 0,5 e considerando a fungao de taxa de falha r;(t)
como 13(t) = e”* + 0, 1¢t. Neste caso o processo de intensidade de falha do
sistema em {( >t} é

7’3(15)+a, se 0 <t <Ti NT,
A= (2.83)

r3(t) +2a, se Y NTy <t <Ty VT,

e portanto tem forma de banheira com um s6 ponto de mudanca em S; =
Sy =t1 = 2,303. Com as mesmas defini¢oes para as falhas do tipo I e II no
Examplo A, o processo (Al);>o, ¢ dado por

a, se0<t<TiNT
A= (2.84)

2, se Ty NTy <t <Ty VT,

logo, este nao é um processo de intensidade de falha na forma de banheira
enquanto que (A¢);>0 € (Al)y>0 0 sdo. Sejam as constantes 7 =1, K = 5,2,
Ci=0,5Cl=1,C%=2,C? =10. Neste caso temos que (C; —CZ) — (C] —
C}) = 7,5 > 0 e é possivel obter o processo m, na forma dada em (2.77]).
Como as condigoes no Teorema sao validas, o tempo 6timo de burn-in

que maximiza (Z74) ¢ igual a,
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B> =inf{B € C% : (C] — Cy)Ap — Ci Apys
+[(C = ) — (Cf = Cy)A\p — (CF = C1 + K)\g,, <0}
(2.85)

Seja ACl =Ct - C}, ANC2 =C? —C2 e ACK = C? — Ci + K. Como no

Exemplo A, consideramos os seguintes casos:

(a) Em {B € C%, : B<T; ATy < B+ 7}: Neste caso temos que resolver

ACr3(B) + a] — Ci[rs(B + 1) + 2q]

+ [AC? — ACr3(B) — ACK -r3(B+7) =0, (2.86)
entao, a solugao 6tima nesta subclasse é Bf’* =0, 045.

(b) Em {B € C%, : Ty ATy < B}: Neste caso, resolvemos a equagao

ACr3(B) + 2a] — Cllrs(B + 1) + 2]

+ [AC? — ACr3(B) — ACK -r3(B+7) =0, (2.87)
e a solucdo Gtima nesta subclasse é By = 0, 130.

(¢) Em {B € C%, : Ty ATy > B+ 7}: Aqui resolvemos a equagao

ACr3(B) + a] — C[rs(B + 1) + a

+ [AC?* — ACHr3(B) — ACK -r3(B+7) =0, (2.88)

~ ~ s ’ 2
entdo, a solu¢do Gtima nesta subclasse é By = 0, 222.
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Sugerimos usar os resultados anteriores como segue: Iniciar o procedimento
de burn-in com um sistema novo. Se T} A Ty é observado antes de Bf’*,
continuamos o procedimento até B3*. Se T; A Ty nao é observado antes de
B?>* | decidimos parar nesse tempo ou continuar até B3™*. Seja A; = {0,045 <
Ty ATy < 1,045} e Ay = {T7 ATy > 1,222}, Se a chance do evento Ay é
maior do que a chance do evento A;, continuamos o processo até B§7*, mas

se 0 evento A; é observado, paramos imediatamente, isto é, em t = T7 A T5.



CAPITULO 3

Tempo 6timo de garantia para

sistemas coerentes

Muitos produtos reparaveis ou nao, sao vendidos mediante algum contrato
de garantia, que oferece ao comprador o servigo de substituicao ou concerto
do produto, ou a devolugao de uma fracao do preco de venda, quando o
item falha num periodo previamente fixado, denominado periodo de garan-
tia. A garantia também é usada como uma estratégia de mercado. Blischke
e Murthy [13] definem garantia como uma obrigacao contratual na qual o
fabricante, em conexao com a venda do produto, se compromete a assegurar

o funcionamento apropriado do produto durante o periodo garantido.

Entre as politicas de garantia mais comuns estao as do tipo FRW (free re-
placement warranty) e as do tipo PRW (pro-rata warranty). No primeiro
caso, o fabricante se compromete a manter ou substituir o produto assu-

mindo qualquer custo proveniente do servico durante o periodo de garantia.

63
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No segundo caso, o fabricante é obrigado a devolver uma fragao do preco de
venda do produto quando acontece uma falha durante o periodo garantido.
As politicas FRW se dividem também em duas classes: com renovagao e sem
renovacao. Na primeira, o produto que sofre uma falha catastréfica dentro do
periodo de garantia é substituido por um novo para o qual é expedida uma
garantia nova. Na segunda classe a substituicao de um produto que falha nao
altera o prazo original da garantia. Varios assuntos relativos as diferentes
politicas de garantia sdo tratados em Murthy [44], Blischke e Murthy ([10],
[11], [12]), Mitra e Patankar [43], Blischke e Murthy ([13], [14]), entre outros.

Ainda que o oferecimento das garantias constitui uma estratégia para a com-
petitividade no mercado, também representa custos que podem somar uma
fracao importante dos custos totais de fabricagao e portanto é importante
minimizar os custos incorridos com este servigo. Ja, et. al. [29] consideram
o problema da estimacao dos custos, e das reservas de garantia, durante o
ciclo de vida de um produto reparavel minimamente, usando uma politica
sem renovagao na qual os custos dos reparos dependem da idade do produto,
indicando como usar seus resultados na determinacao do periodo de garan-
tia. Kim, et. al. [36] estudam modelos para a andlise do custo esperado
de garantia sob uma politica FRW para produtos com intensidade de falha
dependente do uso. Bai e Pham [3] discutem o problema da estimagao e
predicao dos custos de garantia descontados (com politicas FRW e PRW)
para sistemas em série reparados minimamente, e aplica seus resultados na

determinacao do periodo, e das reservas, para o servico de garantia, usando
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0 Teorema do Limite Central. Chien [22] considera o problema da deter-
minagao do periodo 6timo de garantia e da idade de substituicao do produto
apds o vencimento da garantia, sob as perspectivas do vendedor e do com-
prador, respectivamente, que minimiza as func¢oes de custo correspondentes,

considerando o modelo de falha geral.

Todas as contribuicoes prévias foram desenvolvidas sob a abordagem es-
tatistica ou de caixa preta. Neste capitulo, para modelar os processos de
custos de garantia associados a uma politica FRW com renovagao e a uma
politica PRW, com o objetivo de analisar o problema da determinacao do
periodo 6timo de garantia que minimiza o custo unitario esperado por unidade
de tempo assintético, consideramos o processo de falha geral (Definicao 2.3))

para um sistema coerente observado ao nivel de seus componentes.

3.1 Custo de garantia sob o processo de falha geral

Assume-se que o produto garantido é um sistema coerente de m componentes,
com tempo de vida ¢ e tempo de vida do componente i, T;. O processo de
falha do sistema segue o modelo do processo de falha geral (ver Definigdo
2.3), portanto definido e observado em um espago de probabilidade completo
(Q,F, P), com a filtragem F = (F});>0,

ft:a{NjJ{Tm}, i=1,2.... m Vo=12, ogsgt},

uma familia de sub o-algebras de F satisfazendo as condigoes de Dellacherie,

isto é, crescentes, continuas & direita e completas, com N} o ntimero de fa-
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lhas do tipo I no intervalo [0, ¢] e V; a varidvel indicadora do tipo de falha do
sitema no instante . Denotamos também, por (! o tempo da primeira falha,
do tipo II, (AD)ig e (Al);>0, 0s processos de intensidade de falha tipo I e II,

respectivamente, como na Definicao 23]

O processo do custo de garantia é descrito como segue. As falhas do tipo
I sao reparadas minimamente até o periodo w ou até o tempo da primeira
falha do tipo II, o que acontecer primeiro, a um custo para o fabricante de
C91. Uma falha do tipo II (catastréfica) na idade ¢! < w produz o término
da garantia e um custo para o fabricante de C9, C91 > C91. Além dos
custos por reparo ou falha no periodo de garantia, cada unidade vendida sob
este servigo leva um custo adicional de C§, C§ < C9!. Entao o processo do

custo unitario de garantia sob o processo de falha geral corresponde a,

ng — Cg + 0971 N‘EV/\CH + Cg7H 1{<HSW}' (31)

Sob as condigoes na Definigao 2.3 e pelas equagoes (2.54)) e (2.50), a repre-

sentacao SSM do processo Z9 é como segue,

79 =Y +/ Licisgy (COIAL+ C9MANds + MY, M% e MZ,  (3.2)
0

onde MY = C9' My, . +Co" M} é um martingal de média zéro e uniforme-

mente integravel e E[fOW(Cg’IA£ + Cg’H)\E)ds} <00,V 0<w< oo.

O ciclo sob garantia, durante o qual é observado o processo de custo, é dado
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por X9 o qual é igual a,
X9 =wnl = /O Liaisgyds, P-q.c., (3.3)

tal que E[X9] = [V Fen(s)ds < 0o, V w > 0.
3.2 Problema de otimizacao

Nosso objetivo é achar o perfodo de garantia w € [0, (™), que minimize o
custo unitario de garantia esperado por unidade de tempo, sob garantia, o

qual corresponde a funcdo K¥(w) = E[Z9]/E[XY], isto é,

8+ B[ [ 1 (CONL + G2l ds|

K9(w) = E[f:1{<11>8}d8}

Vamos considerar a solugao deste problema quando a F;—intensidade da falha

(3.4)

do tipo II é deterministica e os processos de falha do tipo I nao dependem
do processo de falha do tipo II. A seguir propomos uma solucao através do

método de minimizacao mediante a derivada da fungao objetivo.

Proposicao 3.1. Suponha que o tempo até a primeira falha do tipo II, (1,
¢ um Fy—tempo de parada finito, totalmente inacessivel e independente do
processo, AL, V t > 0, com F;—intensidade de falha a funcdo N'(t), isto €,
Liney = fot Liens g A (s)ds + MY, MY € MG, e portanto, com fun¢ao de

sobrevivéncia

Fau(t) = exp{— /Ot >\H(S)d8}. (3.5)
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Seja o processo r{, onde,
¢
rd = oL\ ool \I(), E[/ rgds} <oo, VO<t<oo,  (3.6)
0
as fungoes
¢
w(t) = BIX!] - Blrt) — B[ [ 1yantds]. (3.7)
0
n(t) = %E[rf], a derivada de E[r{] com respeito de t, (3.8)
e w* € [0,¢M) tal que,

K9(w*) = min{K%(w) : we[0,¢{")} (3.9)

i. Se o processo rj tem realizacoes decrescentes P-q.c, entao, w* = (! e

CII
CY + ol 4 C9! E[ Ik Agds]
K9(w*) = lim K9(w) =

lim B (3.10)

ii. Se o processo 1] tem realizagoes crescentes P-q.c., e (00) > C§, entao
w* =inf{w>0: ¢(w) > CJ} < 0.
iti. Se existe um tempo wy < 0o, tal que

nao crescente P-q.c. Vt < wy
ri é (3.11)
crescente P-q.c. Vt> wy,

e Y(o0) > Cf, entao wy < w* =1inf{w>0: ¢(w) > C§} < o0.

Prova.

Pela hipdtese e o Teorema de Fubini, temos que

E[ / 1{<u>s}r§ds] - / Fou(s)E[r9)ds. (3.12)
0 0
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Seja 0KY9/0w a derivada de K9(w) com respeito de w, logo

OK9  Fen(w)
ow  E2[XY]

x (¢(w) = CF) (3.13)

Observe que o sinal de K9(w) é definido pelo sinal da funcao ¢(w) — C¥.
Entao,

i. Pela hipétese, o processo r{ definido em (B.6]), é decrescente P-q.c. assim,
para todo wy < wy, 19, > 9, P-q.c. e portanto E[ry | > E[rY, |, isto é

E[rg] é decrescente. Logo em (B.12), temos que

E[/ 1{<u>s}r§ds] > / Fuu(s)ds- E[rf] = E[X9]-E[rf] V0 < w<oo.
0 0

Da desigualdade anterior conclui-se que a fungao ¢¥(w) <0,V 0 < w < oo, e
assim também (w) — C§ < 0,V 0 < w < oo, portanto, K9(w) é decrescente

para todo w > 0. Entao, para w € [0, (), w* = ('L

Desde que (! < oo,
CH CH

rgds] =Y+ 0o 4 09l [ / )\ids} ,

E[7%) = E[Z%) = C§ + E[/ 0

0

e E[X] = E[X{] = E[("], logo, K(w*) é igual a (3.10).

ii. Pela hipGtese, o processo r{ definido em (3.0]), é crescente P-q.c. as-

sim, para todo w; < we, 7, < 1Y

w2

P-q.c. e portanto E[r{, | < E[rd, ], isto

é, E[r9] é crescente. Logo em (B.12), temos que,

E[/ 1{<u>s}r§ds] < / Fuu(s)ds- E[rf] = E[X9]-E[rf] V0<w<oo.
0 0
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Da desigualdade anterior conclui-se que a fungao ¥)(w) > 0,V 0 < w < oc.

Além disso temos que a derivada de ¢ (w) com respeito de w é,

g—zi = Fau(w)E[re] + E[X2|n(w) — Fau(w)E[r?] = E[X9]n(w).  (3.14)

Desde que E|rd] é crescente, n(w) > 0 e portanto d¢/0w > 0, consequente-
mente, 1(w) é uma fungao positiva e crescente, com ¥ (0) = 0 e ¥(c0) > C§
(por hipdtese), do qual temos que ¥)(w) cruza por baixo a reta f(w) = C§,

de forma que existe § = inf{w > 0: ¥(w) > C§} < oo e é tal que,

OK Y ) <0 sew<pg
B ™ (¢(W)—C’g) é

>0 sew>/,

portanto, K9(w) tem um minimo absoluto em f3, isto é, w* = f3.

1. Desde que o processo 19 é nao crescente P-q.c. para todo w < wy, e
crescente P-q.c. para w > wy, entao existem wy e wy, wy < wy < wy < 00,

tais que E[r?] é nao crescente V w < wy e crescente V w > wy, isto é,

<0 Vw<w N <0 Vw<w
n(w) é — por (B14), ow ¢
>0 VYV w> wo, >0 Vw> wo,
consequentemente,
nao crescente Vw<w
W(w) é (3.15)

nao decrescente V w > wy.

Portanto, 1(w) tem um minimo em algum w, < oo e como ¥(0) = 0 entao

P(w,) < 0 e com ¢(o0) > Cf, conclui-se que ¢ cruzard por baixo a reta
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gt) = 0em 0 = inf{w > 0 : ¢P(w) > 0}, wp < 0 < oo e logo a reta
g(w) = C§ em um 6 < w < o0, isto é, em w*, onde wy < w* = inf{w > 0 :

Y(w) > O} < oc. O

Como consequéncia dos itens ¢ e it da Proposicao B, temos o seguinte

corolario.

Corolario 3.1. Considere a mesmas condigoes para (' e AL, enunciadas na

Proposicao [3.1. Entao

i. Se o processo de intensidade das falhas do tipo I, (\});>o tem realizagoes
decrescentes P-q.c. e M(t) é DFR (fun¢do de taza de falha decrescente)

entao, w* = (' e K9(w*) = lim K9(w).

i. Se o processo de intensidade das falhas do tipo I, (\l);>o tem realizagoes
crescentes P-q.c. e N(t) é IFR (funcao de taza de falha crescente) e

P(o0) > CF, entao w* = inf{w >0: ¢(w) > C§} < oc.

3.3 Aplicacao as politicas FRW e PRW

3.3.1 Politica de garantia FRW com renovacgao

Sob este tipo de politica, durante o periodo de garantia as falhas do tipo I
sao reparadas minimamente, enquanto que a primeira falha do tipo II implica
uma substituicao do sistema por um novo e uma emissao de outra garantia
com O mesmo prazo que a inicial. Este procedimento é repetido até que

seja observado o primeiro sistema sobrevivendo ao periodo de garantia sem
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experimentar falhas do tipo II. Com a mesma notacao para as constantes de
custos, considere a sequéncia dos tempos das falhas do tipo II dos sistemas
que desde a venda original sao fornecidos ao comprador sob a garantia, isto

é, (¢IN,,>1. Entao o processo de custo até o final da garantia corresponde a,

oo n—1

ZFRW Z H 1{CH<W} [C + CgI NI /\Cn + C 1{C£Igw}i|
n=1 k=1
o n co n—1
=8+ (CL+ ™M) T Lienewy + €7D T Liccwy - Nopens (3.16)
n=1 k=1 n=1 k=1
n—1

com a convencao [[(e) =1, paran = 1.
i=1

O ciclo ou tempo desde a venda do produto até o final da garantia cor-

responde ao processo seguinte,

oo n—1
XFPRW — Z H Licticwy - (WA Q). (3.17)
n=1 k=1

Representacao SSM e valores esperados

Para obter uma representacido SSM para os processos ZIEW e XFEW ¢

necessario impor algumas condicoes. Assume-se que,

A. (¢M),>1 é uma sequéncia de tempos de parada finitos totalmente i-
nacessiveis e independentes, de modo que para todo k # [, o produto
Liencyy - Liencyy satisfaz as condigoes do Teoremal[A.3] para a sua repre-

sentacao SSM.

B. P(inf{n>1: (> w} <o0) =1
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C. Para todo ciclo n > 1, os processos de falha do tipo I e II, NVIVMH
e lycicyy, nao pulam simultaneamente, portanto os martingais resul-
tantes da decomposicao de Doob-Meyer, lev/\c}} e M respectiva-
mente, sao ortogonais. Também sao validas as demais condi¢oes do

Teorema [A.4] para a representacao SSM dos produtos 1yencyy - Némg}}‘

ZFRW e XFRW

Estas condigoes garantem que sao processos finitos com valor

esperado finito e admitem uma representacao semimartingal satisfazendo a

Definicao [A.2]

Para obter tal representacao, aplicamos de forma iterativa a regra do produto
para semimartingais SSM a cada produto indicado em (B.10]) e (B17), respec-
tivamente, levando em conta que os processos (W/\ QI%I) tem a representacao
semimartingal (W/\ C}f) = fowl{ggx}ds, com parte martingal zero P-q.c., e
assumindo que no n-ésimo ciclo, os processos de intensidade das falhas do

tipo I e II, sao )\1’” e )\?’”, respectivamente. Logo, obtemos o seguinte,

ZPRY o 4 / 3
0 n=1

(C+C7™) Y 1 g M ] Lyanesy
k=1

14k
n—1 n—1 n—1

+C! (N s D L g M T ] ey + L g Ae" [ 1 1{gg<8})] ds
k=1 I#k k=1

+ MERW. (3.18)
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w 00 n—1 n—1 n—1
A _/0 > [<8 NG D L g AN T ] Ty + Liamssy [ Licueqy [ ds
n=1 k=1 k=1

I#£k
+ LERW (3.19)

com MIRW [FEW c Ay, Note que os processos de falha observados em cada

ciclo correspondem a sistemas independentes, portanto, os valores esperados

e XIRW "s3o dados por

E[Z;"] =Cf + (C§ + ™) / ZZE (s AL ]HP
n=1 k=1 I#k
+ 9t / Wf:
0 n=1
n—1
B || TT (G < s)]ds (3.20)

k=1
Pt = 3
0 _

P> s) 1:[13( i< s)] ds. (3.21)

k=1

para os processos ZIEW

n—1 n—1
ENL .Y E [1 {<;I>S}A£“"’] 1P

k=1 I#k

n—1 n—1
S/\CH ZE[ {CH>S}>\£L]€:| HP( lH <s
k=1

1£k

O custo unitario esperado por unidade de tempo assintético é KW (w) =

E[Z;™]/EIX Y.

Proposigao 3.2. Suponha que (C11),>1 € uma sequéncia de tempos de parada
finitos totalmente inacessiveis e IID como (', com F,—processo de intensi-

dade de falha (A\");>0, € que para todo n > 1, os processos de contagem
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das falhas do tipo I sao IID como (Ntl)tzo, com Fy—processo de intensidade
de falha (M\)i>0. Entdo, o custo unitdrio esperado por unidade de tempo

assintotico € igual a K9(w) em (37).

Prova.

Pela condicao IID e apéds alguns calculos algébricos em (B.20), obtemos,

E[ZE™) =C8 + (C4 + CoM) / ' [ (s AL }f:n[ P(C" < 5) ]”_lds
0

=1

3

w - > n—1
+ OQ’I/(; {E[N;ACH} * |: {CH>5})\ :| Zn[ <H < S :|
n=1
b L] [Pl < )] }ds v 0o [ B[t s
n=1
(3.22)
Além disso, da decomposicao de Doob-Meyer e Fubbini, temos que,
t
P("<t) = / B[ 1\l |du,
0
logo, derivando com respeito de t,
9 p(cn <t)=FE|l A 3.23
5l =1)= [ >y t] (3.23)

Seja H(t) = P(¢™ < ¢)/P(¢™ > t). Pode-se mostrar que i [P(¢" < t)]n =

n=1

H(t). Seja H'(t) = OH/0t, entao a derivada de Y [P (¢! < t)} " com respeito
n=1

de t é igual H'(t), e assim de (3.23]) obtemos,

n—1

[ (s Al }i}:n <H<t] — H'(1). (3.24)
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Também pela decomposi¢cao de Doob-Meyer e o Teorema de Fubini, obtemos

que G(t) = E[NtlACH], ¢ igual a

t
G(t) = / E[1{<H>u}>\£:| du,
0
e derivando com respeito de t, obtemos que G'(t) = 9G/0t, é

G'(t)=E [1{<H>t}xﬂ . (3.25)

Logo, como G(t) e H(t) sao fungdes continuas e limitadas em [0,%], com
G(0) = H(0) = 0, pela férmula de integragdo por partes para integrais de
Stieltjes e das equagoes ([B3.24)) e ([B:25), temos que

G H () :/OW{E[N;ACH]- [ (cti>g AL ]in[ P(C" < s) }"‘1

n=1

+ B |1\ i[ P("<s r}ds, (3.26)

n=1

e de (3.24),
H(t)_/ow [ (s AL ]in[ P(C" < s) r_lds. (3.27)

n=1

Substituindo (3:26) e [3.27) em (3.22),
G+ E[ [ | Lcusa (CHL + €N ds|
P(CII > W)

E[ZERWV] = (3.28)

Pela condigao IID e apds alguns célculos algébricos em (3.21), obtemos,

Blx[™) = /OW{E[XE] B[\l S n[P(c" < 5)] s

n=1
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P((">s) i[ P("<s } }ds+/WP((H > s)ds. (3.29)
n=1 0

Seja V(t) = B[X{] = [, P(¢" > s)ds. Entdo V(0) = 0 e a derivada com
respeito de ¢ é V'(t) = oV/0t = P(¢"™ > t). De novo, pela férmula de

integragao por partes para integrais de Stieltjes e da equacao (3.24)), obtemos,

-1

HOV (1) = / W{E[Xé’] B[\ S n[P(cT < 5)] s

+ P> s Z[ ("< } }ds. (3.30)
n=1
Substituindo (330) em (3.29)),
— f:)VP(CH > s)ds
EX, ™) = P> w) (3.31)

Finalmente, de ([3:28) e (331 se segue que o custo unitdrio esperado por

unidade de tempo assintético, é igual a K9(w) em (3.4]). O

Nota 3.1. Do resultado acima, concluimos que se as condi¢oes na Proposicao
[3.2] sdo aproximadamente validas para uma politica FRW com renovacao,
sob o processo de falha geral podemos achar o tempo 6timo de garantia que
minimiza o custo unitario esperado por unidade de tempo assintotico mini-
mizando simplesmente a KY9(w), que representa o custo unitdrio esperado

por unidade de tempo para um ciclo sob garantia de comprimento w A (™.

3.3.2 Politica de garantia PRW

Existem varios modelos de custos sob esta politica. Consideramos o seguinte.

Suponha que o processo de falha do sistema sob garantia é modelado pelo
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processo de falha geral. As falhas do tipo I s@o reparadas minimamente até
o periodo w ou até o tempo da primeira falha do tipo II, o que acontecer
primeiro, a um custo de C%!, enquanto que uma falha do tipo II na idade
(" < w produz o término da garantia e a devolucao ao comprador de uma
quantidade R(¢M). Esta fungao é definida por,

CH
R((M =k- Cp<1 - a;) Liencwy = k- Cp(1 — a)lencyy+

1 1
ﬁ - >1{CHSW}’ (332)

onde 0 < k<1,0<a<1eC,éo prego de venda do produto, C, > C91.

k- C’paCH< -
w
Além dos custos por reparo ou falha, pode existir um custo adicional pelo

servigo, de Cf > 0, C§ < C9!. O processo de custo até o final da garantia é

o processo ZEEW,

- 1 1
ZVI;RW = C’§+Cg’1 N‘Ev/\CH +k- Op(l _a)l{CHSW} + k- OpaCH <ﬁ - ;) 1{CH§W}'

(3.33)

O tempo desde a venda do produto até o final da garantia é XPEW = wa(ll =

X9,

w

Representacao SSM e valores esperados

A decomposigao semimartingal regular para X2®W é dada em (3.3). Para
ZPEW considere o seguinte.

Em {¢"" < w},

1 1 Y1 Y1
<E — ;) = /CH ?ds = A gl{gllgs}ds,
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logo,
1 1 "1
<H<@ - ;)1{4113‘”} - / ?CHl{CHSS}d‘S (334)
0

e junto com (254) e (256), obtemos a seguinte representacao SSM para

PRW
ZW

Z0M =Cf + / [1{<II>S}(09JA§ +k-Cp(l —a)Al))
0
1
+h- Cpa—2gﬂ1{cn<s}} ds+ MPEW  MPRW ¢ M2 (3.35)
- <

onde o martingal MPEW —= CQ’IMEVMH + k- Cy(1 — a)M}! é uniformemente

integravel.

Temos interesse em minimizar o custo unitario esperado por unidade de

tempo em {w < ¢ H}. Portanto, simplificamos a equagao anterior como segue,
ZPRW — O 4 /0 Licusgy (COIAL + k- Cp(1 — a)A) + ME™V ) (3.36)

e definimos a funcao do custo unitério esperado por unidade de tempo para

a politica PRW, KPR (w) = E[ZPEW]/E[XEPEW] como sendo igual a,

8+ B[ [ Lcusay (CHL + k- Cy(1 = ) V) ds]

KPRW( ) _ -
) B[ [T 1cnnds]

(3.37)

Nota 3.2. Observe que neste caso a solucao étima é a mesma que para a

fungao K9(w) em (B3.4) mas com a constante C9' =k - C,(1 — ).
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3.3.3 Exemplo ilustrativo

Considere um sistema coerente de trés componentes com tempos de vida
Ty, Ty, T3, variaveis aleatdrias IID com taxa de falha r(t) = %t_% + %t%, Vit>
0, uma funcdo com um minimo absoluto em ¢ = 1/3. Suponha que os
componentes 1 e 2 formam um subsistema em paralelo, o qual por sua

vez estd em série com o componente trés. Seja ( o tempo de vida do sis-

tema; entao, o processo de intensidade de falha do sistema corresponde a

LiesgpAe = Liesyr(t) + () L [Lin<g + Lm<n)-

Suponha que uma falha do tipo I ocorre quando falha o subsistema for-
mado pelos componente 1 e 2, enquanto que uma falha do tipo II ocorre
quando falha o componente trés. Entao o tempo até a primeira falha do tipo
II é a varidvel Ty, isto é, ("' = Ty, com F;—intensidade de falha A(t) =
r(t) e funcdo de sobrevivéncia Fuu(t) = exp{—fgr(s)ds}, Vt>0 O
Fi—processo de intensidade para os reparos minimos das falhas do Tipo I é

Ar =101 <y + Lm<ny]. Logo,

Colp(t) set <TyNTy
. (3.38)

(Col+CoM)r(t) se TAT, <t <Ty VT

Desde que as funcoes C9r(t) e (C9' + C9M)r(t) tém um minimo absoluto
em t = 1/3, entdo o processo r{ satizfaz a condi¢ao descrita no item . da

Proposigao Bl com wy = 1/3. Observe também que

E(\) = 2r(t) [1 - exp{— /Ot r(s)dsH = [t_% + St%] [1 — 6_(t%+t%):|.
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Pode-se mostrar que tll)rgo Y(t) > 2. Sejam y(w) = E[ré], e as fungoes n(w)
1(w) definidas na Proposicao Bl A Figura [B.1] apresenta os graficos para
K9(w), v(w), n(w) e ¥(w), para o caso C§ = 2, 09! = 5 e C9 = 10.
Nos graficos de v(w) e de n(w), observamos que 7(w) atinge um minimo em
w, = 0, 185, e portanto, n(w) tem uma troca de sinal de (—) para (+) em wy,.
Além disso, 1(w) cruza por baixo o valor de C§ em wyptim = 0,945, entao,
w* = inf{w > 0: ¢(w) > C§} = 0,945, como pode-se observar nos graficos

de K9(w) e de (w).

38.0

Ko(w)
375
Y(w)

37.0

36.5

10

n(w)
0
w(w)

-10

-20

Figura 3.1: Fungoes para anélise dos resultados no Exemplo [3.3.3]
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3.4 Tempo 6timo de garantia baseado na regra ILA

Nesta secao vamos analisar outra solugao para o problema de otimizacao
descrito na Secao [3.2] baseados no tempo de parada étimo que, sob certas

condicgoes, pode-se obter pela regra de parada mondtona ILA.

Considere o processo do custo de garantia Z9 e o processo do tempo total
sob garantia X9, com representagao SSM dadas por (B.2) e (B.3), respec-
tivamente, e a funcdo do custo unitario esperado por unidade de tempo,

K9(w) = E[Z9]/E[XY]. Procuramos inicialmente, um F;—tempo de parada

W* na classe de tempos de parada,

o ={W: W é Fi—tempo de parada, W < ¢, B[(") < o0, ELX{,] < oo},
(3.39)
tal que

Kg

optim

= K9(W*) = inf{ KY(W) : W e C&}. (3.40)
Para a solugao 6tima pela regra I LA vamos considerar os resultados seguintes

achados em Aven e Jensen [2].

Seja (2, F, P) um espago de probabilidade completo e a filtragem F = (F})i>0.
Sejam X = (X¢)i>0 € Z = (Zt)i0 processos estocdsticos reais, continuos

direita e adaptados a filtragem F, T > 0 um F,—tempo de parada finito com
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E[Zr] > —0 e E|Xr| < o0, €

Cr={9: 9 éum F—tempo de parada, ¥ < T, E[Zg] > —oc0, E|Xy| < co}.

(3.41)
Considere a razao Ky = % e o € C¥ tal que
K* =K, =inf{Ky: 9 € CL}. (3.42)

Suposicao (A). X =(g,L) e Z = (f, M) sao semimartingais requlares com
E[Zy] > 0, E[Xo] >0, gs > 0,V s > 0 e Linr, Miar € Mg sdao martingais

uniformemente integrdaveis.

Teorema 3.1. (Aven e Jensen [2, Lema 72]). Assuma que a suposi¢cio (A)

¢ satisfeita e

q= mf{ZZEzg 0<t<T(w),we Q} > —00. (3.43)

Entao k; < K* < k,, onde estes limites sao dados por

E[Zo—q-Xo]
S L0 g, seE[Zy—q-Xo] >0
I : (3.44)
el se E[Zy—q-Xo] <0
E[Z7]
ky = . 3.45
E[X7] (3.45)
Seja 0 processo
rd = OO\ + CoMNE e [0, ¢ (3.46)

inf

o = inf{rf(w), 0<t<Mw), we Q} (3.47)
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Defina f; = 1ycnsy (CQ’IA£+CQ’H>\?) e g; = lgensyy. Observe que no conjunto
{t <My, 7! = fi/g:. Logo, pelo Teorema 3 com T = ¢, X = X9 7 = 79

e K = K9(w), desde que o martingal MY em (3.2)) é uniformente integravel e

E[Z8 =1, - X8) = E[CS — 18, 0] = CI >0,

inf inf

X g
entao Ko,

¢ limitado pelas quantidades k] < K?

optim

< k9, onde,

g+ o+ col B [ ZHAgdS}

ki = Kg(CH) - E[CII] @
0<kl= E([jggﬂ} +rd.. (3.48)

Proposicao 3.3. Seja o processo r{ em ([340) e os limites ki e k9 em (578).

Suponha que r{ é (k}, kI)—crescente P-q.c. em {t < (!}, isto é

vie{t<(" eh>0, rf>kl implica 1l >r{ Akl  (3.49)

Entao, o tempo de parada otimo W* € Cg}E,F que minimiza K9(W), € tal que

W* = wy  ACT, com w,=inf{w>0: rf >z} (3.50)
e
T = KO = inf{x >0 E[/W Ly (z — rg)ds] > Cg} (3.51)
0
Prova.

Com o fim de aplicar a regra de parada monétona ILA, considere o processo

x
Yy,

Yi=0 -X9-79=-Cf+ / h¥ds + P, com z € [k k7], (3.52)
0

1 ™M
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onde hi = 1y (x — rtg), e o martingal P = —M?Y e portanto, P € M32.
Desta forma, transformamos o problema de minimizacao em achar W* € Cgf]IF
tal que

EYaw] = sup{EYi]: W € C%'} = 0. (3.53)

Para t € {t < ("'}, hf = x — r{. Notamos que o caso mondtono é satisfeito
e limy ooy > K i, Por (3.29)

temos que, V ¢ € [0,¢M) e x € [k], k9], h¥ satisfaz o caso mondtono (22).

1™

g

se r{ é crescente P-q.c. com r§ < K7

optim

Assim, V @ € [k;, k], com M9 uniformemente integravel e desde que K7 ;.

é desconhecido, a regra de parada ILA que maximiza E[Y?], é dada por

pw:inf{wzo; x_rgvgo}/\cu
=inf{w>0: r% >z} A"

= w, A (T, (3.54)

e BY;] = sup{E[\if], W € Ci'}.

Por definigao, p, € C’é’f e de (3.49), (350) e (B.54) conclui-se que o tempo

6timo procurado é W* = pgs . Além disso, E[Y?] = = - E[XY9] — E[ZY],

optim

em particular para z = K? .. e we [0,¢),

optim?

. E[ng] - E[ng] S sup E[Y“Ifoptim]
WE[O,CH)

B[Yai] = 7

optim

= sup F [YVIV{C’P“‘“]

wech;
Kgptim
=L [YW* ]
= Kgptim ' E[X\g/\?*] - E[Z%V*]

=0.
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Logo, para w € [0, (™),

i. Se 0 <k} <z < K?

optim?

E[Y?] < E[Ya "] <0, e portanto, E[Y?] = sup E[Y7] < 0.
we[0,¢1T)

entao para todo w € [0, (™),

i. Se k§ > x> KY entdo para todo w € [0,¢!), E[Y2] > E[Y;{Op“m],

optim>?
e portanto,

EYZ]= sup E[YZ]> sup E[Yy ™™ =0.
we[0,¢1T) we[0,¢T)

Observe também que, {¢"" < p,} = {¢" = p,} = {¢" < w}, logo,

YE = X9 — 79
=z p, — [CF + OV Ny + C¥ Licgy,y]

= / Ligusgy [z — (C2PAL+ €2 ] ds — Cf (3.55)
0
Assim, de i., ii. e ([B.53]), conclui-se que

Tinf = inf{x >0: E[Ypﬁ_] > 0}
= inf{x >0: E[/WZ Licisgy (z — ré’)ds] > C’g} = K iim
0

e W* = PKYI = Wy N CH. Ol

optim

Nota 3.3. O tempo w;, , é realmente o tempo no qual estamos interessados,
mas este pode ser aleatério. Desde que o periodo de garantia tem que ser
fixo, é necessaria alguma analise adicional sobre o resultado anterior para

obter uma solugao 6tima em termos praticos.
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3.4.1 Exemplo ilustrativo 1

Considere um sistema coerente de trés componentes 1D, com a estrutura, a
definicao para as falhas do tipo I e II e as constantes de custos, como foram
definidos no Exemplo B33, mas com a funcao de taxa de falha ordindria
r(t) =t + 0,1, V¢t > 0. Neste caso, o processo 7§ deste sistema, definido
em (3.38), é crescente P-q.c. para todo ¢t > 0, com ), = rj = 1. Seja
rl(w) = C? r(w) = 10w + 1, entdo,

0,1r—0,1 se0,1x—0,1>0
W!=inf{w>0: r'(w) >z, 2>0}=

0 caso contrario.

Seja também r?(w) = (C9' 4 C%)r(w) = 15w+ 1,5, entao,

Fr—0,1 se£r—0,1>0
W2=inf{w>0: r*(w) >z, >0} =

0 caso contrario.
Note que V z > 0, W > W2. Os limites k] e k¢ definidos em (3.48) corres-
pondem a 2,725 e 14,665 respectivamente. A Figura apresenta a funcao
K9(w), com os limites k] e kY, na qual observamos que K9(w) atinge um

minimo de 7,919 em wy;, = 0, 564.

Para achar o tempo p, definido em (B.54), considere as Figuras B3] a B0

Temos que

e Se Ty ATy > W} (ver FiguraB.3)), entdao w, = inf{w > 0: r9 >z} =
wl.

xT
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o Se T) ATy < W2 (ver FiguraB4), w, = inf{w >0: r¢ >z} = W2

e Se W2 < Ty ATy < W} (ver Figura[B.3)), entao w, = inf{w>0: rf >
IL’} :Tl /\T2

Resumindo, w, = W2 A [W2V (T4 AT3)], e portanto,

pe =Wy AN[W2V (Ty NT)| A Ts.

kl=14.665

minK(w) =7.919
w>0

K(w)

ki =2.725

Figura 3.2: Funcao K9(w) e limites k{ e ki, Exemplo B4
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I
max{Ty, T,}

Figura 3.3: w, em T3 A Ty > W, Exemplo B.4.1]

0 min{T,, T, } max{Ty, T}

t

Figura 3.4: w, em T3 A Ty < W2, Exemplo B4.1]
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X
\ T I
0 min{T,, T, } max{Ty, T,}

t
Figura 3.5: w, em W2 < T1 ATy, < W}, Exemplo B.41]

Para achar ;¢ em ([B.51)), calculamos F [fowl' Liens g (@ —rg)ds} , COMO seglie,

E[/ ) Liciisgy (2 — r?)ds] =
0
P(Ty AT, < Wf)E[/ o (7 — ri)ds| Ty ATy < W]
0

FP(T AT, > W2)B| / gy (o — 19)ds
0

TINT, > sz]

= P(Ty ATy < W2) [/0W2 P(Ty > ) (w = r(s) [C*(P(Ty < 5) + P(T; < 5)) + C*] ) ds|

+P(Ty ATy > W) [/Wi P(Ts > s)P(Ty > s)P(Ty > s) (z — Cg,lxr(s))ds]
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Por métodos numéricos, achamos a solugao para (351, para = € [k, k9] e
obtemos x;,y = 7,92, isto é, o minimo indicado na Figura 3.2l Para este
valor temos que W} = 0,692 com K9(W} ) = 8,082 ¢ P(Ty AT >
W} ) = 0,539, enquanto que W2 = 0,428 com K9(W2 ) = 8,204 e
P(T1 NTy < Wﬁinf) = 0,236. Portanto concluimos que o valor fixo w que
procuramos nao deve ser menor do que 0,428 nem maior do que 0,692 pois
fora desse intervalo a fungao K9(w) é ainda maior do que 7,92 e/ou com
uma alta probabilidade de observar falhas do tipo I. Além disso, note que
Wotim = 0,564 € [W2 W ] e (W + W2 )/2 = 0,5602 para o qual
K9(0,5602) ~ 7,92 e P(Ty ATy > 7,919) = 0,653. Entéo, fixando o perfodo

de garantia em 0,56 temos uma alta probabilidade de minimizar os custos de

garantia por unidade de tempo.

3.4.2 Exemplo ilustrativo 2

Considere o sistema do exemplo anterior, esta vez com as variaveis Ty, 15, T3
distribuidas 17D como uma variavel exp(1), isto é, com taxa de falha r(t) =
1Vt>0. Com os mesmos valores para as constantes de custo, temos que
o0 processo 7{ tem um minimo em ¢ = 0, r§ = C%!! = 10, e atinge um valor

maximoem Y ATy <t <TyVTyderd = C9% +C9T =15 Os limites em

[B48) correspondem a ki = C§ + C9M =12 e k9 = C§ 4+ C9' + Co1 = 17.
A Figura apresenta a funcdo K9(w), com os limites para a otimizacao

indicados, assim como o valor minimo de 16,325 atingido em wy;,, = 1,001.

Na Figura 3.7 podemos ver que o processo r{ ¢ nao decrescente P-q.c.
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18

kKl=17

17

minK(w) = 16.325
w=0

K(w)
14 15 16
|

13

Wogm = 1.001

12

Famm s mm e e e e e e e e e e e - - -

Figura 3.6: Funcao K9(w) e limites k] e ki, Exemplo

Para achar o tempo de parada p, analisamos a Figura 3.7 Temos que

e Para todo z € [0,7§], w, = inf{t > 0 : r{ > z} = 0 e portanto

px:Wx/\ngo.

e Para todox € (r§,r9. |, w, =inf{t >0: r] > a} = T; ATy, portanto

max

pw:Tl/\Tg/\Tg.

e Para todo = € (r%,. k9, w, = inf{t > 0 : r{ > z} = oo, logo,

max? "‘u

pw:Wr/\ngTg



3.4. Tempo 6timo de garantia baseado na regra ILA 93

E ¢ &
T e
e o

\ \ \

0 min{T,, T, } max{Ty, T, }

t

Figura 3.7: Processo r{ e limites kj e ki, Exemplo B.4.2

Desde K9(0) = oo ¢ [k7, kY], s6 vamos analisar os dois tltimos casos. Para o

terceiro caso, K9(T3) = k9 = 17. Vejamos o que acontece no segundo caso.

Para achar zi,r em (3.51]), calculamos F [fow”” Licisg (93 —rg)ds} , COMO segue,

E[/ Lgisay (¢ = 18)ds| =2+ BTy ATy AT
0

91!

z  Col
e resolvendo a equacao 3~ 3

r =091 +3C8 =16 € [k}, k9], isto é K9(Ty ATp) = 16. Assim, o minimo

1™V

= Cf, obtemos que para w, = T3 A Ty
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do custo de garantia esperado por unidade de tempo seria atingido tomando
como tempo de garantia o tempo da primeira falha entre os componentes 1 e
2, isto é, se é oferecida uma garantia tao longa quanto a vida do componente
mais fraco entre os componentes 1 e 2. Isto implica que se o tempo de
garantia deve ser fixado em um valor w, este deve ser escolhido como um
quantil da distribuicao de T7 A T5, tal que P (T 1 NATy < W) seja 0 Maximo
possivel enquanto que K9(w) seja o minimo possivel. Achamos por métodos
numéricos que tal quantil é aproximadamente 1,00087 para o qual P (T1 NIy <
1, 00087) = 0,87 e K9(1,0087) = 16, 325, um pouco maior de 16, mas como

se pode perceber na Figura [3.6] corresponde ao minimo para w fixado.



CAPITULO 4

Um problema de otimizacao

adicional em burn-in e garantia

Neste capitulo introduzimos um problema de otimizacao com o objetivo
de obter simultaneamente, os tempos 6timos de burn-in e de garantia que
minimizem o custo de garantia unitdrio esperado, por unidade de tempo
assintotico, com uma politica FRW com renovacao, quando o processo de
falha do produto segue o modelo de falha geral. A solucao é analisada sob a
sigma dlgebra trivial, isto é, o(t A () = 0{1l{¢>s,0 < s < t}, mas no futuro

esperamos obter uma solugao sob niveis maiores de informacao.

Sob o modelo de falha geral descrito na Secao [A.2] considere o seguinte.
O processo de burn-in inicia-se com uma unidade nova que é reparada mini-
mamente nas falhas do tipo I, até exceder o tempo b de burn-in. Se uma falha
do tipo II ocorre antes desse tempo, a unidade é substituida por uma nova

e o procedimento reiniciado. Portanto, o processo termina quando nenhuma

95
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falha do tipo II ¢é observada durante o intervalo fixo de burn-in (0, b]. A
estrutura de custo considerada é a proposta por Sheu e Chien [49], que é

aditiva e inclui as seguintes quantidades:

Cy Custo fixo de manufatura por unidade
C7 Custo fixo de burn-in por unidade
(5 Custo por unidade de tempo de burn-in, por unidade
C3 Custo do reparo minimo por falha do tipo I durante
o periodo de burn-in
C, Valor adicional sobre o custo por unidade, por reparo minimo ou

por substituicao, durante o periodo de garantia.

Assume-se que Cy + C; > C3. Considere a seqiiéncia (¢M),>; de varidveis
aleatérias IID como (", com fungdo de sobrevivéncia Fyu(t) dada em
e o processo de contagem Ntl, do niimero de falhas do tipo I em [0, ¢], com

compensador fot q(s)r¢(s)ds e portanto, o processo NI

tACT tem como compen-

sador fot Licns1q(s)re(s)ds. O custo de manufatura por unidade no processo

de burn-in, é o processo Z dado por:

oo n—1
zy =) 11 Liciayy + [(Co+ C1) + Ca(b A Q) + Cs Ny (4.1)
n=1 j=1

n—1
Por convengao assume-se [] (o) = 1, para n = 1. Pela condigao IID, o custo

i=1
de burn-in esperado é B(b) = E[ZP],
b _
(Co+ Ch) + fOFCH(S) [C + Csq(s)re(s)]ds

() = 0 ’ (4.2)
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com B(0) = (Co+C4). Claramente B(b) é uma fungao estritamente crescente

em b.

O produto com burn-in é vendido sob uma politica de garantia FFRW com
renovacao segundo a descricao dada na Secao B.3.1l Considere a sequéncia
de varidveis aleatérias (¢! | ¢! > b),>1, IID como ¢! | ¢! > b. O custo de

garantia para as unidades sobreviventes ao burn-in, é o processo Z$* dado

por,
oo n—1
ZG = Z H Lipcci<trwiciisoy * [(B(b) + Cu)1gpecicpiwicuso+
n=1 j=1

HCa+ C) (Wl > b= K] (43)

Pela condigao 11D, o custo de garantia esperado corresponde a G(b, w) =

B[Z3",
- (B +C)Pb <M <b+w| "> D)
(b, w) = P(">b+w| ("> 0)
ot [ [P > 510> Bals)re(s)ds — [ oa(s)re()ds]
" P(CT>b+w| (0> 0) |
logo,
G(b,w) =

(Cy +C) [ | Fen(b+ w)q(b + ure(b+ w)du + [Fon(b) — Fen(b+ w)] (B(b) + Cu)

FCII (b + W)

(4.4)
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Derivando (£4]) com respeito a w, obtemos que ¥ b > 0, G(b, w) é uma fungao

positiva e crescente em w.

O tempo total até terminar a garantia é o processo X,

oo n—1
XG0 = 3T toecticprmcisey - [0+ w) AGHG > b — 1] (4.5)
n=1 j=1

Logo, o valor esperado de X&* corresponde a T'(b, w) = E[ X",

b+w wo_
f0+ P(¢" >5[ ¢">b)ds b [ Fon(b+u)du
P(CH>b—|—W| <H>b) FCH(b-l—W)

T(b, w) = (4.6)

Nosso objetivo é achar os tempos 6timos de burn-in e de garantia, que
minimizem a funcao de custo de garantia esperado por unidade de tempo

assintotico, ou seja, a funcao,

(4.7)
isto é,

K (b, w) =

(Cs + cu)f(v)vﬁcn(b +u)q(b+ wre(b+ u)du + [Fou(b) — Fou(b+ w)] (B(b) + Cy)

f:)VF’CH(b + u)du

(4.8)
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ou equivalentemente,

(03 + C4)fZ+WF’<H(U)’I“C(U)dU + [FCH (b) — FCH (b + W)} (B(b) — 03)

K (b, w) = —
fO FCII(b + u)du

(4.9)

Sejam b* e w* os tempos 6timos de burn-in e de garantia, respectivamente,

satisfazendo,

K", w") = min K(b,w).

b>0,w>0
Como em Mi [41], Cha [20] e Cha [21], para b fixado, procuramos w*(b), ob-
tendo (b*, w*) = (b*, w*(b*)). Isto sera feito usando o método de minimizagao

do céalculo diferencial.

Apés alguns calculos algébricos, pode-se mostrar que K'(b, w) = 0K /0w,

¢é igual a B
FCH(b + W)

K/ (b, w) = [fi*wp@l(u)du} 2

X (b, w) (4.10)

onde
s =@+ 0| el + ) — ()] R o

(B0 = o) | [ ) = o+ wrelb-+ ] Fon(u)d
(4.11)

Assim, o sinal de K’(b, w) é igual ao sinal de ¢ (b, w). Portanto,

K'(b,w) =0 <= (bw) =0,
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<~ (Cg + 04) /1; WT’Q(U)FCII(U)CZU + [Fcll(b) - an(b + W)] (B(b) - 03)

— [(Cs+ ) + (B(®) = Cy)p(b+ w)] re(b+ w) /b " B (w)du,

< K(b,w) =[(C5+ Cy) + (B(b) — C3)p(b+ w)] re(b+ w). (4.12)

No teorema a seguir, é provado que se a taxa de falha do produto r¢(t), e a
probabilidade de falha do tipo II p(t), tem forma de banheira, o tempo 6timo
de burn-in b* é menor ou igual ao méximo dos primeiros pontos de mudanga
das fungoes r(t) e p(t). Além disso, o teorema fornece condigoes suficientes

para un periodo 6timo de garantia w*, finito.

Teorema 4.1. Suponha que as fungoesre(t), ep(t) € (0,1) sdo diferencidveis
e na forma de banheira, com pontos de mudanca 0 < up < us < 00, e 0 <
s1 < s < 00, respectivamente. Sejam t; = max{us, s1} et = min{us, so},

e suponha, t, < ty. Entdo,
i, Seb>th, entio w'(b) = {w>0: b+w<t).
ii. Seb<t, e
(Co-+C) + (B() — Cop(oo)] x r(oc) [ Fanluda
> (oot o) [ reu) onlu)du + (BO) - Co)Fon(h),

entio, w*(b) =inf{w > 0: b+ w > ty, ¥(b,w) > 0} < 0.
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Se
[(C5 + C4) + (B(b) — C3)p(c0)] X r¢(00) /boo Fen(u)du
< (C5+Cy) /b () Fon(u)du + (B(B) — Cs) Fon(h),
entao w*(b) = +oo.

iii. Se b < t1, re(0) < re(00) e p(0)re(0) < p(oo)re(oo), entao w*(b) =

inf{w>0: b+ w>ty, ¥(b,w) >0} < 0.
w. b* <ty e

min K(b,w) = min K (b, w*(b))

b>0,w>0 0<b<t;
= min [(Cs + C) + (B®) = Cs)p(b+ w"(b))] % 7¢(b+ w"(b)).

Prova.
Como 7¢(t) e p(t) tem forma de banheira com pontos de mudanca 0 < uy <
us < 00, e 81 < 89 < 00, respectivamente, se t; = max{uy, s1} e ty =

min{us, $2}, entao,

.
decrescente, se 0<t<ty

p(t)re(t) é < p-r >0, uma constante, se 11 <t <1y

\crescente, se t>ts

portanto, considerando ({.IT]), temos o seguintes casos:

. b > t1: Neste caso temos que:

=0, seb+w<ty
Y(b, w) ¢

>0, seb+w>ty



102 Um problema de otimizagao adicional em burn-in e garantia

e a condicao para (b, w) = 0 é satisfeita para qualquer w > 0 tal que

t1 <b<b+w<ty ouseja, w(b) ={w>0: b+ w <t}

1. b < t1: Neste caso temos que:
(a) Seb+w<t; =b<b+w<t; =Vuebb+w),r(u) >r(b+w)

e p(u)re(u) > p(b+ w)re(b+ w), logo (b, w) < 0.

(b) Sety <b+w<ty=Vuecbb+w,rc(u) >r(b+w)eplure(u)>
p(b+ w)re(b+ w), logo (b, w) < 0.

Por (a) e (b), temos que para b < t1, e b+ w < tg, (b, w) < 0.

(c) Se b+ w > to, é preciso ter alguma condicao adicional para determinar se

existe w > 0 tal que (b, w) > 0. Para isto consideramos o seguinte: Sejam

a(b, w) e v(b, w), as fungoes definidas por,

b+w
(b, w) = [(Cs + Ca) + (B(b) — Ca)p(b + w)] re(b+ w) / Fon(u)du

(b, w) = (C3 + C’4)/b Wrg(u)Fcn(u)du—i— (B(b) — Og)/b Wp(U)TC(U)FcndU

De (b), ¥(b, w) < 0 para b < t1, e b+w < 5, entao, como ¥ (b, w) = (b, w) —
~(b, w), o anterior implica que para b < t1, e b+ w < to, a(b, w) < v(b, w).

Temos também que, V w > 0

dy(b, w)
ow

(Cs+ Co)re(b+ w) Ea(b+ w) + (B(b) — Cs)p(b + w)re(b+ w)Far(b+ w) > 0,

e para b+ w > t, pela forma de banheira das fungoes r¢(-) e p(-)r¢() temos
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que,
da(b,w)
ow
F’CH(b + W)Oz(b, W)

b+w _
fb Fen(u)du

+ |[(C3 + Cu) + (B(b) = C3)p(b + w)] (b + w)

+(B(b) — C3)p'(b+ w)re(b+ W)} /b WFCH(u)du > 0.

Logo, a(b, w) e v(b, w), sdo fungdes continuas estritamente crescentes para
V b+ w > ts, assim, se a(b,00) > v(b,00) = Jts < b+ w< 00 : alb,w) >

v(b, w) e portanto w*(b) = inf {w > 0: b+ w > ts, (b, w) > 0} < oco. Como

a(b,00) = [(03 + Cy) + (B(b) — C’g)p(oo)} X 1¢(00) /boo Fou(u)du

v(b,00) = (C5 + Cy) /boo re(u)Fou(u)du + (B(b) — Cs) Fau(b)

a condigdo em ii ¢ satisfeita. No caso em que a(b, 00) < (b, 00) = P 1, <

b+ w < oo:albw)>v(b,w), e assim w*(b) = +o0.

iii. Seja b < ty, 1¢(0) < r¢(00) e p(0)re(0) < p(oo)re(oco). Observe que
pela forma de banheira, r:(b) < 7:(0) e p(b)r¢(b) < p(0)r¢s(0). Como as
funcoes r¢(-) e p(-)r¢(-) s@o estritamente crescentes para t > to, logo sob estas
condigoes, para b+w > ty, 3 w> 0, tal que V u € [b,b+w], re(u) < re(b+w)

e p(u)re(u) < p(b+ w)r¢(b+ w). Portanto

b+w B btw
/ re(u)Fen(uw)du < re(b+ W)/ Fen(u)du
b b
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b+w bt+w
/ p(u)re(u) Fou(w)du < p(b+ w)re(b + w) / Feu(u)du.
b b
Como consequéncia, para tal w > 0, ¥ (b, w) > 0 e entao,

w(b) =inf{w>0: b+ w>ty, ¥(b,w) > 0} < c0.

iv. Seja w*(b) o w > 0 tal que ¢(b, w) = 0, entdo, por (L12) temos que,

K (b, w' (b)) = [(03 )+ (BB) — C)p(b+w (b)) | x re(b+ w*(b)). (4.13)

Além disso,

min K(b, w) = K(b*, w*(b")) = min K (b, w*(b)).

b>0,w>0 b>0

Entao se b > t, por i. a condigao em (£.I3)), corresponde a
K(b, w"(b)) = |(C5 + Cy) + (B(b) — 03)p] X1, Vb >t, bt w< b

No entanto, como B(b) é continua e estritamente crescente em b, o minimo de
K (b, w*(b)) é atingido em b = t; e assim, b* nao esta definido. Pelo contrario,

se 0 < b < ty, a condigao em ([@I3]) corresponde a
K (b, w*(b)) = [(C3+C4)+(B(b)—03)p(b+W*(b)) xre(b+w*(b)), V0 < b <t.

Portanto, pnin K (b, w) = K(b*, w*(b*)) Jin K (b, w*(b)), e assim, b* <
tl €

min K(b,w) = min K (b, w*(b))

b>0,w>0 0<b<ty

= min [(C5+ Cy) + (B(b) — C3)p(b+ w*(b))] x r¢(b+ w*(b)).

0<b<ty

O
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O teorema a seguir, considera o caso especial no qual a taxa de falha do
produto tem a forma de banheira mas a taxa da falha do tipo II é decres-
cente. Neste caso prova-se que o tempo 6timo de burn-in é finito mas nao
é necessariamente menor que o primeiro ponto de mudanga da fungao r¢(¢).

Uma condicao suficiente para um periodo 6timo de garantia finito é obtida.

Teorema 4.2. Seja r¢(t) continua e diferencidvel, com forma de banheira e
com pontos de mudanga em 0 < u; < uy < oo, e p(t) € (0,1), uma fungao
decrescente ¥ t > 0, tal que p(t)r¢(t) € também decrescente ¥V t > 0. Suponha

também que [ r(u)Fen(u)du < 0o, e i = [ Fou(u)du < oo. Entdo,
7. b* < 400
i Y b>0, se
(Co-+C) + (B() — Cop(oo)] x r(oc) [ Fanlua
> (a4 ) [ re(Fentudu + (B(B) — Co)Fon(h),
entdo, w*(b) = inf{w > 0: b+ w > us, ¥(b,w) > 0} < 00; se
(Co-+C) + (B() = Cop(o0)] x r(oc) [ Fenlu
< (ot o) [ rel)Fen(wdu+ (B(B) = Ca) Feult)
entao w*(b) = +oo.
iii. Sobii. (b*, w*) € tal que,
min K (b, w) = min K (b, w* (b))

b>0,w>0 b>0

= min [(Cs + C4) + (B(b) — Cy)p(b+ w(0))] x (b + w'(b)).
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Prova.

i. Para provar que b* < oo, é suficiente mostrar que K (oo, w) = —+o0,

V w > 0. Entao, com w > 0 fixo, calculamos blim K (b, w), com 0 - 0o = 0:
— 400

lim K(b,w) =

b—-+o00

(Cs + Co) [T re(u) Fon(u)du + [Feun(b) — Fn(b+ w)] (B(b) — Cs)

lim _ —
b—+oo fbb+w F<II (u)du
o (C3tC) U e () Fn(u) du o [Feu(b) — Fan(b+ w)] (B(b) — Cs)
im — im —
b—+too fbb+w an(u)du b—+o0 fbb+w FCH (u)du
Note que:
1.Vb>0

[FGI(()) — Fcn(b + W)] (B(b) — 03) >0

fbb+w Fgu(u)du N

2. Pela monotonicidade e continuidade da funcao r¢(t), para b suficiente-
mente grande, temos que ¥V u € [b, b+ w], r¢(u) > r¢(b), logo
lim (03 -+ 04) b+w (U)Fcn(u)du - (03 + 04 T’C fb FCH
b—o0 fb FCH (u)du fb FCH( )du
= lim (C5+4 Cy)re(b) = 400

b—-+4o00

Portanto, lim K(b, w) = +00 e b* < +o0.

b—+o0
ii. Sejam 7(b, w) e ((b, w) como segue:

n(b, w) = (C3 + Cy) /b : [7c(b+ w) — e (u)] Fcu(u)du
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C(b,w) = (B(b) — Cs5) /b ) [p(u)re(w) — p(b+ w)re(b + w)] Fon(u)du

Portanto, ¥ (b, w) = n(b, w) — (b, w), e

an(ab‘:VW) = (Cg + 04)7’/([? + W) /b WFCII(u)du (414)
¢ (b, w) _
ow
_(B(b) = C) - [ (b + wre(b+ w) + p(b+ w)r' (b + W) /b Fous(u)du
= 3y~ 0y [ L) T i o, v w0

(4.15)

Considere os seguintes casos:

(a) b > uy: Como 7¢(t) tem forma de banheira com pontos de mudanga

0 < wuy < uy < oo e por hipétese, p(t)rq(t) é decrecente V ¢ > 0, entao,

I.Seb+w<uy = u; <b<b+w < uy, portanto V u € [b,b + wl,
re(u) = re(b+ w) = r, e n(by,w) = 0. Como ((b,w) > 0, temos
Wb, w) < 0.

2. Seb+w>uy Yucebb+w, re(u) <re(b+ w), entdo n(b,w) >0 e

por (AI4), também é crescente. (b, w) > 0 e por (4I5]), crescente.

O anterior implica que para b > uy, b+ w*(b) > uy. Entao, como (b, w)

e ((b,w) sao crescentes em b+ w > us, neste intervalo elas se cruzam ou
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nao. n(b,00) > (b, 00) garante que existe w > 0 tal que para b+ w > us,
n(b, w) > (b, w), ou seja, que w*(b) = inf{w > 0: b+ w > uy, (b, w) >

0} < co. Sob a condicao dada no item ii. do teorema, temos,

[(C5 4+ Cy) 4+ (B(b) — C3)p(00)] X 1¢(00) /boo Fou(u)du
> (03 + 04) /boo ’I“C(U)FCH(U)CZU + (B(b) — Cg)F_’CH(b).

Como Fuu(b) = [, p(u)re(u) Fen(u)du, entdo,
(Cy+ C) /b " re(00) = re(w)] ot (u)du >
> (B(b) — C3) /boo [p(u)re(u) — p(oo)re(co)] Fcn(u)du,

portanto, n(b, 00) > ((b, 00) e obtemos a conclusao dada em #i. para b > u;.

(b) b < uy: Observamos que

1. Pela forma banheira de r¢(t), e por [@14), n(b, w) é decrescente e nega-
tiva para b+ w < ug, enquanto por (4L.I5]) e p(t)r¢(t) decrecente, (b, w)

é crescente e positiva. Logo, ¥(b, w) < 0, V b+ w < us.

2. Se b+w > ug, por ([EI4), n(b, w) é crescente, logo para algum b+w > us,

n(b, w) > 0. Neste mesmo intervalo (b, w) é crescente e positiva.

Entao, temos que para b < uy, b+ w > us, as fungoes n(b, w), e (b, w), se
cruzam ou nao. Usando a mesma anélise feita em (a), a conclusao dada em

11 € verdadeira. para b < u;.
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Por (a) e (b), fica provado o item ii. do teorema, para b > 0.

iii.  Sob ., para cada b > 0, w* é o w > 0 tal que ¥ (b, w) = 0, entdo,

como em (LI3)),
K (b, w* (b)) = |(C5 + Cy) + (B(b) — Cs)p(b + W*(b))] X re(b+ w*(b))

e min K(b,w) = K(b*, w*(b*)) = min K (b, w*(b)), portanto,

b>0,w>0 b>0
pnin Kb, w) = min K (b, w'(b))

= min [(Cs + C4) + (B(b) — Cy)p(b+ w(0))] x (b + w'(b))

O






CAPITULO 5

Estimacao dos custos de

garantia sob reparo minimo

Como foi estabelecido no capitulo anterior, as garantias nao s6 contribuem
para a venda do produto mas podem representar uma fracao importante dos
custos totais de fabricacao, e assim, na perspectiva do fabricante, torna-se
necessario estimar os custos de um programa de garantia e seu efeito sobre

o lucro da companhia.

Os modelos de custos de garantia descontados incorporam a dinamica no
tempo e proporcionam uma medida adequada dos custos envolvidos no pro-
grama, pois em geral, estes podem ser tratados como um fluxo de caixa
aleatério em um tempo futuro. Dessa forma é possivel modelar a sua evolucao
ao longo do ciclo de vida garantido bem como estimar os niveis das reser-
vas dos fundos necessarios para atender as reclamacoes futuras por garan-

tia. Neste contexto, usualmente, os custos, dependentes do tempo, nao sao

111



112 Estimacao dos custos de garantia sob reparo minimo

estatisticamente independentes. Diversos aspectos dos custos de garantia

descontados e das reservas correspondentes tém sido estudados em Mamer

([38], [39]), Patankar e Mitra [47] e Thomas [50].

Na pratica a maioria dos produtos sao sistemas compostos de varios compo-
nentes. Se cada componente tem sua garantia, elas podem ser combinadas
para produzir uma garantia para o sistema. A garantia também pode ser
definida para o sistema (como um todo) e em tais casos é necessario con-
siderar a estrutura do sistema bem como o custo do servico de garantia
ao nivel dos componentes (Thomas [50]). A andlise dos custos de garantia
para sistemas com varios componentes tem sido considerada em alguns tra-
balhos prévios: Ritchken [48] proporciona um exemplo de um sistema em
paralelo de dois componentes com uma politica de garantia bidimensional;
Chukova e Dimitrov [23] derivam o custo esperado para sistemas em série
e paralelo de dois componentes sob uma politica de substituicao sem custos
para o comprador; Hussain e Murthy [28] discutem a estimacao dos custos
de garantia para sistemas em paralelo considerando que o nivel de quali-
dade desconhecido de um produto novo pode ser incluido na formulagao dos
programas de Garantia; Bai e Pham [4] obtém os primeiros dois momentos
centrais para os custos de garantia com politicas de servico completo com
renovagao, para sistemas complexos em série/paralelo; Balachandran et. al.
[5] apresentam uma aproximagao markoviana a andlise de custos de garantias
para um sistema de trés componentes; Ja et. al. [30] estudam as propriedades

dos custos de garantia descontados e os custos totais do programa de garan-
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tia para politicas de garantia sem renovagao e com processos de venda nao

estaciondrios.

Existem muitas maneiras de modelar o impacto das agoes de reparo sobre
os tempos de falha do sistema. Para sistemas complexos, o reparo é assumi-
do frequentemente como reparo minimo, o qual reconstitui a taxa de falha.
Nguyen e Murthy [46] consideram um modelo geral de custo de garantia para
produtos reparaveis de um s6 componente com os modelos de reparo minimo,
reparo imperfeito e reparo perfeito, mas ignora a dinamica no tempo. Ja et.
al. [29] analisam um modelo de custo de garantia para produtos de um com-
ponente reparados minimamente com custos dependentes do tempo; Ja et.
al. [30] derivam vérios modelos de reservas de garantia para produtos com um
componente sob processos de venda nao estaciondrios; Bai e Pham [3] usam
processos de Poisson nao homogéneos para descrever o processo de falha de
uma estrutura em série de componentes reparaveis e independentes e analisa
algumas propriedades dos custos de garantia descontados para as politicas
FRW e PRW. Recentemente, Duchesne e Marri [25] consideram o mesmo
problema analisando as propriedades das distribuigoes (média, variancia e
funcao caracteristica) dos custos de garantia descontados correspondentes,
modelando a confiabilidade do sistema segundo um modelo geral de riscos

competitivos.

Se o sistema é em série e os componentes nao tém falhas em comum, as

falhas do sistema coincidem com as falhas dos componentes e os modelos de
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custos de garantia para produtos com um componente podem ser aplicados
de forma direta. Neste capitulo, além da estrutura em série, consideramos
um sistema coerente de componentes reparavel que podem ser dependentes,
sob uma politica de garantia com custos descontados e sob um processo de
reparo minimo do sistema ao nivel de seus componentes. O sistema coerente
¢ modelado como um sistema em série dos componentes que sobrevivem a
seus niveis criticos, isto é, o primeiro tempo a partir do qual a falha do
componente causa a falha do sistema. Os custos de garantia sao estimados
através dos processos pontuais de falha/reparo e usando o Teorema do Limite
Central para Martingais para aproximar a distribuigao dos custos de garantia

para um periodo fixado de cumprimento w.

5.1 Modelo de reparo minimo de um sistema coerente

observado ao nivel de seus componentes

Reparar minimamente um sistema (repardvel) significa reconstituir sua taxa
de falha a condigao imediatamente anterior a falha. Segundo Aven e Jensen
[2] a definigao do estado do sistema imediatamente antes da falha depende,
de forma consideravel, do nivel de informacao que se tem sobre o sistema.
Assim, é possivel distinguir dois tipos basicos de reparos minimos: reparo
minimo estatistico (caiza preta) e reparo minimo fisico. No primeiro tipo,
o reparo minimo ¢ equivalente a substituir o sistema completo por outro da
mesma idade que teria o sistema se nao tivesse falhado. No segundo tipo,

supomos que o sistema é observado ao nivel de seus componentes e o reparo
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minimo significa que s6 é reparado o componente, critico, que causou a falha
do sistema, de forma que este ultimo volta a sua condi¢ao imediatamente

anterior a falha.

Suponha que o sistema tem m componentes, sendo ¢ o tempo de vida do
sistema, T} o tempo de vida do componente i, e N, o ntimero de falhas do
sistema no intervalo [0, t], definidos em um espago de probabilidade completo

(Q,F, P), com a filtragem F = (F)s>0,

E:U{Ns,l{nx},oﬁsgt,i:1,~-~ ,m},

Isto é, o sistema é observado ao nivel de seus m componentes. Considere que

as seguintes condigoes sao validas,
A 0<T,<ooP-qc,i=1,--- ,m.

B. Para todo ¢ # j, P(T; = T};) = 0, isto é, nenhum de dois componentes

tém falhas simultaneas, ainda que possam ser dependentes.

C. Todos os tempos de vida T; sao F;—tempos de parada totalmente i-
nacessiveis, (portanto o tempo de vida do sistema ¢ é um F,—tempo de
parada totalmente inacessivel) e consequentemente, todos os compen-
sadores A" dos processos N; = 1{7,<y, respectivamente, sao continuos

P-q.c (Aven e Jensen [2]).

Desde que a condigao B implica que os blocos de falha (conjuntos de compo-

nentes que podem falhar simultaneamente) observaveis num instante ¢ cons-
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tam de um dos m componentes, isto é, {i}, i = 1,--- ,m, consideramos os m
(inicos P-q.c) compensadores A® correspondentes aos processos de contagem

simples N{ = 1{7,<4, obtidos da decomposi¢ao de Doob-Meyer,

Ny =Ai+ M, M eMg  i=1-m, (5.1)

Supondo que cada componente tem uma taxa de falha deterministica \'(¢),

o compensador em (5.1)) é dado por,
A= / Linssp A (s)ds < oo P-q.c., i=1---,m. (5.2)
0
Seja N; = li¢c<4y. Da decomposicao de Doob-Meyer temos que,
N, = A, + M, M e M2 (5.3)

Admitindo que ¢ tem a F—intensidade A;, o compensador em (5.3]) é dado
por

¢
A= / LiessiAsds < 00 P-q.c. (5.4)
0

O componente ¢ contribui a falha do sistema depois de seu nivel critico Y;
(Aven e jensen, [2]), isto é, o primeiro instante depois do qual a falha do
componente ¢ causa a falha do sistema. Sejam K, j = 1,---,r os conjuntos
de cortes minimais do sistema, que sao conjuntos minimos de componentes
cujas falhas causam a falha do sistema (ver Barlow e Proschan [6]). Entao,
o nivel critico Y; é o F;—tempo de parada

Y; = min max Ty; (5.5)
JiEK; ueK;—{i}
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adotamos Y; = oo se o componente ou o sistema falham antes que tal com-
ponente seja critico, isto é, se T; < Y; ou ¢ < Y;. Desde que nenhum dos
componentes falham simultaneamente, o sistema falhara no instante ¢ quando
o primeiro dos componentes criticos em ¢~ falhar. Assim, podemos escrever

o tempo de vida do sistema como (Aven e Jensen [2])

(= min Til{ycoo}, (5.6)

i=1,--;m
Arjas [I] prova que sob as condigdes estabelecidas, o F;—compensador de N;
é dado por

m

A= 3[4l - A@ir P-q.c., (5.7)

i=1

onde [a]" = max{0,a}. De (5.2) e (57) obtemos que

m t
A= Z/ Lirsa iy, <s<yA'(8)ds
i=1 Y0

m t
-y / Lyicoctinc X ()ds. (5.8)
i=1 70

De (B.6)), para cada ¢ = 1,--- ,m, ¢ < Til{y,<c}; além disso, em {Y; < oo},
Y; < T;. Logo (B.8) simplifica para,

mo ot
At = Z/ 1{Y,L<S<C})\Z($)d8
i=1 70
= Z/ LiczspliviesyA'(s)ds
i=1 70

+ m
_ /0 e 3 Lyieg XNi(s)ds. (5.9)

i=1

De (54) e (59) ¢ claro que a F;—intensidade do sistema é dada por

A=Y Lyen N (t). (5.10)
=1
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Como o sistema é reparado minimamente ao nivel de seus componentes, o
processo \; € reconstituido a sua condi¢ao imediatamente anterior a falha do
sistema, e portanto, s6 é reparado minimamente aquele componente critico
que causou a falha do sistema no instante t. Desta forma levamos em conta a
histéria acumulada na filtragem F = (F;);>o. Portanto, o processo que conta
o numero de reparos minimos do sistema ao nivel de seus componentes, no

intervalo [0, ¢] é dado por,
~ t ~ ~
Nt:/ Neds + M,, M e M?
0

t m mo
= / Z Ly, <spA'(8)ds + My = Z/ LiviespA'(s)ds + M. (5.11)
0 =1 i=1 V0

5.2 Processo de custo de garantia

Considere inicialmente, o processo de reparo minimo do componente 7, i =
1,---,m. De (&1) temos que N} = lyp,<p = AL+ M}, M' € M. Logo, se
em cada tempo de falha T; é feito um reparo minimo sobre o componente, o
processo de contagem dos reparos no intervalo [0, t] é um processo de Poisson

nao homogéneo com a decomposicao de Doob-Meyer, dada por,
Ni = / Ni(s)ds + M,  M' e M2, (5.12)
0

e portanto o nimero esperado de reparos minimos sobre o componente 7 €
E[N/] = fot A\(s)ds. Seja H;(t), uma funcao deterministica, continua (e por-
tanto previsivel), limitada e integravel no intervalo [0,¢], que corresponde

ao custo descontado por reparo minimo do componente ¢ na idade t, tal
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que fOtHZ-(s))\i(s)ds < 00,V 0 <t < o0, e seja B = %Hi(ﬂj), o pro-
cesso de custo dos reparos minimos do componente 7, onde:ij é o tempo do
j—ésimo reparo minimo do componente i, e T;; = T;. Sabemos que o pro-
Ccesso fot H;(s)dM! é um F,—martingal quadrado integravel, de média zero,

e portanto o F;—compensador de Btz é B; dado por
B; = / Hi(s)N'(s)ds < o0, V0<t< 0. (5.13)
0

Os processos anteriores sao definidos sobre todo w € 2. No que segue con-

sidere a seguinte partigao sobre as realizagoes de T;(w),
C={weQ:T(w)>Yi(w)} e C={weQ:Ti(w)<Y(w)}, (514)

com Y; o nivel critico para o componente i. Sejam N* e N/**, o processo

indicador N} = 1{7,<; em € e €', respectivamente, isto é,
N =1eN} e N =1aN}, (5.15)
de modo que

E[N]] = EINJ'[+E[N;"] = P(T; > Y}) E[N}|T; > Y|+ P(T; < Y;)E[N|T; < Yi].
(5.16)

Em particular, estamos interessados no processo de reparo restrito a ¢, isto

é, no processo N/* que conta a falha do componente 7 quando ele é critico para

o sistema, o que implica uma falha no sistema coerente desde que P(T; =

T;) =0,V j #i.



120 Estimacao dos custos de garantia sob reparo minimo

Teorema 5.1. O processo indicador N} = Lir,<iy em C?, tem como F;— compen-

sador o processo
' t ' t .
Al = / Lir,>s3A'(s)ds = / Linss}l{viesiA'(s)ds < 00,V 0 <t < 0o, P-q.c.
: 0

l (5.17)

Prova.

Em €, temos que,
1{Ti§t} :1{T¢§t} — 1{Ti§Yi}7 desde que Vwe Gi, ﬂ(u}) > Yz(w) (518)

Observe também que se T; < t, entdo Y; < t. Assim, de (5I8) e pela

decomposi¢ao de Doob-Meyer em (5.1)),

t
NI = Lypey = / Lo N (8)ds + Mi — Mi., em €. (5.19)

7

Como o processo M® é um martingal uniformemente integrével e Y; é um
Fi—tempo de parada, M{, é também um martingal uniformemente integravel.

Além disso, da decomposicao de Doob-Meyer, em €,
1{Ti§Yi} = / 1{Ti>s}>\2(8>d5 + ]\4;/I =0
0

Y;L. . .
— M{Q = —/ Lir,sqA'(s)ds = — v.» P-q.c.
0

isto é, M§/ é um martingal uniformemente integravel, continuo e previsivel,
logo
Vwe, My =M;=0, P-q.c. (5.20)

e (519) simplifica para,

¢ ¢
N _/ L=y N (8)ds+ M, —/ Liz=s) Liviesy A (8)ds+M;, em C'. (5.21)
Y; 0
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Na equagao anterior M} é um martingal uniformemente integravel e de média
zero devido & decomposicio de Doob-Meyer, isto é, M} € M3. Além disso ob-
serve que, se t > Y;, E[M{|Fy,] = My, e E[M{1y,<r;] = E[My 1{y,c13] = 0
(por B20)). Set <Y; <T;, E[My.|F] = M} e EIM{1{y,<1;}] = E[M}, 11y, <13,
mas como em C’, My, =0, eV t < Y; o processo M* é continuo, entao V ¢t <Y;

eweC, M) =M;=0.

Resumindo o anterior, se w € €', M/(w) é um martingal uniformemente
integravel de média zero e por Doob-Meyer podemos entao afirmar que na

decomposi¢ao em (0.2I)) o F;—compensador de Ny é A" O

Nota 5.1. Observe que

t
EINIT > Y = BT > Y] = B[ [ 1o X(o)ds

Y

E>K] (5.22)

Corolario 5.1. Seja NZ 0 processo que conta o numero dos reparos minimos

do componente i, H;(t) a fungdo respectiva do custo descontado na idade t,

uma fungao deterministica, continua, limitada e integrcifuel no intervalo [0, ],

tal que fg Hi(s)Xi(s)ds < 00,¥ 0 <t < o0 e Bl = % H(T}j), o processo do
j=1

custo por reparo minimo do componente. Em C temos que,
i. O F;—compensador de N} € o processo

t t
Al = / N(s)ds = / LiyviesiN'(8)ds < 00, V0 <t< oo P-q.c.
Y; 0
(5.23)
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. O Fy—compensador de B} é o processo

t t
B = / H;(s)\'(s)ds = / Ly, <5y Hi(s)A'(s)ds < 00,V 0 < t < 00, P-q.c.
Y; 0
(5.24)

Prova.
i. Do Teorema [5.1], obtemos a decomposicao Doob-Meyer para o processo
indicador N} em €', com o F;—compensador A} dado em (5.I7). Como os
reparos minimos reconstituem a intensidade de falha a sua condi¢ao imedia-
tamente anterior e desde que em €' nenhuma falha acontece antes de Y;, o
compensador para N; é f;, Ni(s)ds = [ LiviesyNi(s)ds, isto é,

Ni = /t iy, N'(s)ds + M7, M™ € M3, em C'. (5.25)

0

1. No resultado anterior, o martingal M é quadrado integravel e de média
zero, entao, para todo JF;—processo previsivel e limitado localmente, C,
temos que fot C’Sd]\;[j* é um F;—martingal quadrado integravel e de média

zero. Logo, para Cy = H;(t), um processo limitado e previsivel por hipétese,

temos que
t ~ . . t ~ . . .
/ Hi(s) AN — 1y, ey N (s)ds] = / Hi(s)AM™ = Ri* € M2, em € (5.26)
0 0

De onde obtemos que

t
Bi = / Liysesy Hi(s)Xi(s)ds + R, Ri* € M2, em €. (5.27)
0
]
Nota 5.2. Para cada i = 1,---,m, e w € €, o processo Bi(w) dado em

(5I3) é igual ao processo Bi*(w).
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Baseados nos resultados anteriores, vamos definir o processos do ntimero de
reparos minimos e dos custos correspondentes para um sistema coerente,

como segue.

Definigao 5.1. Para um resultado firow € Q, seja C*(w) = {i € {1,--- ,m} :
Ti(w) > Yi(w)}, o conjunto dos componentes que sobrevivem a seu nivel
critico, e portanto, aqueles sob os quais o sistema serd reparado minima-
mente. Para cada i =1,---,m, seja C* a varidvel indicadora, tal que,

i) = 1 seie€C®w) (5.28)

0 caso contrario.

Entdao, o nimero de reparos minimos do sistema, no intervalo [0,t] € igual

a,

Niw)= Y Niw) =) Cw)Nw), (5.29)

1€C®? (w) =1
enquanto que o custo correspondente é o processo dado por,

Biw)= )Y Biw) =) C'(w)Bjw), (5.30)

iee® (w) i=1
Nota 5.3. Note que C*(w) = 1 <= w € €' e além disso, para cada rea-
lizagao ou resultado w € Q, as varidveis indicadoras C*(w), i = 1,--- ,m, sdo
constantes em [0,]. Logo, se C(w) = 0, B: =0,Y 0 < s < t, P-q.c. Isto
significa que em cada realizagdo do processo de falha/reparo do sistema, sé

sao observados os processos de reparo/custo sobre aqueles componentes que

falham apds seus niveis criticos. Assim, para cada realizacao, o processo de
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reparo/custo do sistema coerente com estrutura ® é equivalente ao respec-
tivo processo para um sistema com uma estrutura em série formada pelos
componentes que na realizacao resultam criticos para o sistema.

5.3 Estimacao martingal do custo de garantia

5.3.1 Resultados preliminares

As seguintes defini¢oes e resultados consideram o custo dos reparos minimos
de um sistema coerente como a soma dos custos dos reparos minimos daqueles

componentes que em uma dada realizacao, sao criticos para o sistema.
Definicao 5.2. Suponha que
Z/ H;(s)Ni(s)ds < 0o, ¥ 0 < t < oo. (5.31)
i=1 V0

Para um resultado fixo w € €2, seja o processo,

Bw)= Y Bilw) =Y Clw)Bi() (532)
icC® (w) i=1

Sequindo a Karr [35], definimos como o Fy—estimador martingal do processo

Bi(w),i=1,---,m, em C', respectivamente, o processo,
A . t ~ . .
By (w) :/ H;(s)dN:(w), em C". (5.33)
0

Logo, para um resultado fixo w € 2, definimos como o F;—estimador mar-

tingal do processo By em ([5.39), o processo By(w), dado em ([GZ30).
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Proposicao 5.1. Sejam H;(t) i = 1,--- ,m, fungdes continuas, limitadas e

integraveis em [0,t] e tal que
Z/ H2(s)N(s)ds < 00, ¥ 0 < t < oo. (5.34)
0

Considere uma realizagdo fiza w e o conjunto C®(w) definido previamente.
Para i € C*(w), os processos (B! — Bi)o sdo Fy—martingais ortogonais
de média zero e quadrado integraveis, com processo de varia¢ao previsivel

((B' = B))y>0 igual ao processo

(B =B = [ HHNEs = [ B0 s (6535

Prova.
Vi€ G‘I’( ), w € €' portanto, pelo Coroldrio 51l o Fi-compensador de
ZH fo s)AN! é o processo Bi* = fy (s)Ai(s)ds =

fo Hy(s )1{yi<5})\ (s)ds que representa a Bf em €' (ver Nota [5.2)).

Logo, para todo i € C®(w), o processo de variagao previsivel do martin-
gal (BI — B) é o processo de variacao previsivel do martingal (B! — B*), isto
¢,

t t
(B = 5= [ B, = [ He e (o)
0 0

Por outro lado, desde que P(T; = T;) = 0, Vi # j, P-q.c., os processos
N} =1in<p e N} = L¢r,<¢y nao tem pulos simultaneos bem como os processos
N/ e N/. Portanto para todo i € C®(w), os F,—martingais M* e M/*

sdo ortogonais e quadrado integrdveis. Assim, os martingais (B — B/*) e
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(Btj — Bl*), i # j, sdo quadrado integraveis e ortogonais, de modo que para
todo i € C®(w), o processo de covariacio previsivel (B! — BY, B — B7), =
(B'— B, BI—Bi*), = (0 P-q.c., isto é para todo i € C*(w), (Bi—B!)(B! —BY)
¢ um F;—martingal de média zero. O
Definigao 5.3. (Karr [35]). Sejam M' € M3, i = 1,2 martingais quadrado

integrdveis de média zero. O processo de variagao previsivel de M*, (M?),

para t fivado, € quase certamente,

on

<Mi>t = 7}1_{1010 Z E[(Miit/zn - M(ik—l)t/2")2‘f(k—l)t/2n]7 (5.36)
k=1

enquanto que o processo de covariagdo previsivel (MY, M?) é quase certa-

mente,
2”
<M1> M2>t = JLIEOZE[(MIit/Qn _M(lk—l)t/zn)(Ml?t/zn_M(Qk—l)t/zn)‘}—(k—l)t/W]a
k=1
(5.37)
Da definicao anterior temos que se M, i = 1,--- ,me M = > M sdo

1=1

martingais quadrado integraveis de média zero, entao,

2n m ' ' 2
<M>t = nh_{goz E[{Z( /f;t/zn - M(Zk—l)t/2”)} |7(k—1)t/2"]
k=1

=1
2" m
- nh_{f)lo Z Z El(Mjyn — M(Zk—l)t/zn)2|7(k—1)t/2n]
k=1 =1

+2 nh_{lolo Z Z Z E[(Mlit/Qn - M(ik—1)t/2n)(Mgt/2n - M(Jk_nt/zn)‘]:(k—l)t/w]
T ,

_ Z(Mm +222<M¢,Mﬂ'>t (5.38)
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Corolario 5.2. Considere um resultado ou realizacao fixrada w € ) e o con-
junto C*(w) correspondente. Sejam H;(t) i = 1,---,m, fungoes continuas,
limitadas e integrdveis em |[0,t] satisfazendo (5.34), e os processos (B)tzo
e (Bi)iso, definidos em (5.30) e (2.32), respectivamente. Entao o processo
(Et — Byi)i>o € um Fr—martingal de média zero e quadrado integrdvel, com
processo de variagio previsivel ((B — B) )0 dado por

(B - B) /H2 N (s)ds = > /H 8)1(y,<sy N (8)ds

z€€¢(w 1€C?(w)

=) [ B e s, (5.39

Prova.
Da Proposicio 5.1 temos que para todo i € C®(w) os processos (B! — Bi);s¢ =
(BtZ — B{*);>0 sao Fi—martingais ortogonais de média zero e quadrado in-

tegraveis com processos de variagao previsiveis iguais a

t
<BZ - B”)t = / HZ-Q(S)l{yi<S})\Z(S)d8.
0

i€C®(w) 1€C?(w)
= ) / Hi(s)M™(w) € M2, (5.40)
1€C®(w

entao de (5.35) e (538) e tendo em conta que (Bi — B* Bi — Bi*), = 0,

Vi # j, P-q.c., temos que

(B-By = S (B -B" = Y /H )L ica Ni(5)ds

1€C®(w) 1€C®(w
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m t
e / H(5) Ly, e X (s)ds
i=1 0
O

Nota 5.4. De (5.39), temos que o valor esperado do processo de variagao

previsivel associado ao custo dos reparos minimos do sistema, é

El(B - B)) = Y. P(T> V)E| /Y )X (s)ds

4 (5.41)

5.3.2 Modelo estatistico para a estimacao

Nosso objetivo é estimar E[By], isto é, o custo esperado dos reparos minimos
feitos num intervalo [0, ¢]. Para isso, precisamos estabelecer primeiro resulta-
dos assintoticos para os estimadores dos custos dos reparos relativos a cada

componente.

Das definicoes 5.1l e e pelo Corolério 5.2] temos que,

pia) = 515l =5 3 5] = 6[Sc'B]

1€C®(w)
m t
=S P> V)E| / Hi(s)Xi(s)ds
i=1 Y;

onde P(T; > Y;)E| fy, Hy(s)N (s)ds

T, > Y} (5.42)

T > Yi] corresponde ao custo esperado

dos reparos minimos do sistema relativos ao componente 1.

Considere n cépias (sistemas) independentes, do processo m—variado (B*, C*, i

1,---,m)>o. Isto é, paracadat > 0, as sequéncias ( C’Z =1,---,m),
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1 < j < n, sdo independentes e identicamente distribuidas como (B!, C, i =
1,---,m). Para j =1,--- ,n, seja C®W) = {i € {1,--- ,m}: Ti(j) > Y;(j)}, o
conjunto dos componentes criticos para o j—ésimo sistema observado, onde
Ti(j ) e Yi(j ), sao, respectivamente, o primeiro tempo de falha do componente
7 e seu nivel critico. Entao o custo por reparos minimos observado para o
j—ésimo sistema, €
m
BY = 3 B =3¢ B), (5.43)
ice®() i=1
e o seu processo compensador é (pelo Corolario [5.2)),

B = > BY :zmjci(ﬂ ZOZ ()N (s)ds.  (5.44)
=1

(J)
ic@®() Y;

Para as n cépias, obtemos os seguintes processos médios,

= 1 n o 1 n m S il " "
Bt()_E;Bt(J)_EZZC(J)Bt(J) —ZZC /H )dNU

j=1 i=1 j=1 i=1
(5.45)
n< ! n £ ! n y i
7j=1 =1 7j=1 =1 i
(5.46)
Sejam
5i(n 1 - i(7) DI 2 n i(j 2
Bi™ = 520 20 5 i) — Zc i@, (5.47)
]:

BM=%"B" ¢ BM=% B (5.48)
i i=1
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Para cada i =1,--- , m, propomos B,f(") como JF;—estimador martingal para

o custo médio dos reparos minimos do sistema, relativos ao componente .

Teorema 5.2. Para cada i =1,---,m, seja

B*(t) = P(T}, > m)E[ /Y t Hi(s)Ni(s)ds ] (5.49)

~ TL)

Entao, sob as condicoes na Proposicaoli, BZ( ¢ um estimador nao viciado

e consistente para o custo médio dos reparos minimos devido ao componente
i, B™(t).
Prova.

Da Proposicao [5.1] obtemos pela propriedade martingal que se i € C®(w),

E[BI|T, > Y]] /H )N

T>Y /H YA (s)ds|T;

]

Logo, desde que as sequéncias (B, C') 1 < i <m), 1< j <n,sion
copias independentes e identicamente distribuidas como (Bﬁ, Ci1<i<m),

em (5.47), temos que

<. n t o
E[BI™] = %ZP(Ti > Y;)E[/O H;(s)dN:
=1

- %iP(Ti > Y)E[/Yt H;(s)X'(s)ds

E>Y;]

T, > K-] = E[B{"™);

logo, ELB"| = - 3* B*(1) = B"(1) = E[B{"]

Para estabelecer a consisténcia, temos que provar que,

Elsup(Bi™ — B*(s))}] — 0. (5.50)

s<t nloo
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Primeiro, de (5.47) e da Proposicao 5.1l obtemos para n fixo,

7=1
é um F;—martingal quadrado integravel de média zero. Logo, pela condicao
de independéncia entre as cdpias e de (0.35]), temos,

t

= . _ . n AT 1 .
i(n) _ pin)y _ i) | 2 i
(B — By, ; o0 | 0 (s)ds]
[ Zcm 2()\i(s )ds]. (5.52)
Y(J)
Sob as condigoes na hipdtese, temos que para cada i =1,---,m,
lfet / H2 ()N (s)ds| = P(T, > V) E| / H2 ()X (s)ds| T, > Y] < oo,
Y; Y

(5.53)

e portanto, pela lei forte dos grande nimeros,

I~ . [! t .
- ZCZ(J) H?\(s)ds — P(T; > YZ)E[/ HZ(s)\'(s)ds Z]
n = Y nloo Y;
(5.54)
Assim de (B.52) e (5.54) concluimos que,
_ t
(Bi) — Bitm), — 0x P(T, > YE)E[/ H?(s)\'(s)ds Z} =0. (5.55)

De Lipster e Shiryaev [37, Teorema 2.4] temos que,

E[sup(BI®) — Bi")?] < 4E[(B{™ — Bi™)?] = 4E[(B'™ — B'™),], (5.56)

s<t
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onde a tltima igualdade ¢ devida ao fato que éz(") — B!"™ ¢ um F,—martingal
quadrado integravel e de média zero. Logo do resultado em (5.53]) e pelo

Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos em (5.56]),

Elsup(Bi™ — B2 —, ¢, (5.57)

s<t nfoo

Também pela lei forte dos grandes ntimeros e pela continuidade em t,

(B{™ — B™(s)) —— 0, Vs <t e portanto, sup |B{™ — B™(s)] — 0,

nfoo s<t nfoo

do qual também conclui-se que,

sup(B!™ — B™(s))> — 0, P-q.c.

s<t nloo
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

Elsup(B™ — B*(s))}] — 0. (5.58)

s<t nfoo
Além disso, temos que,

Efsup(B") — B*(s))*] = Elsup{(Bi") = BI"™) + (B — B (5))}?]

s<t s<t
< Elsup(Bi™ — Bi®)?] + E[sup(B:™ — B*(s))?,
s<t s<t

e tomando limites na desigualdade anterior, de (5.57) e (5.58) obtemos

lim Efsup(Bi" — B*(s))?] < lim Efsup(B!™ — Bit")?]

n—oo <y n—oo  s<t

+ lim E[sup(B!™ — B*(5))?] =0, (5.59)

n—00 s<t

com o qual fica provado (5.50). O
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5.3.3 Teorema do limite central

A seguir, vamos determinar se o processo m—variado dos erros dos esti-
madores propostos, (Bz(n) — B*(t),i =1,--- ,m), padronizados apropriada-
mente, satisfaz o Teorema do Limite Central para Martingais, que estabele-

cemos a seguir.

Teorema 5.3. (Karr [35, Teorema 5.11]). Para m fizo e para cada n >

. A - 1(n
1, considere a sequéncia (Mt( )

,i = 1,---,m) de martingais quadrado in-
tegraveis, de média zero e ortogonais, € para cada i = 1,--- ,m, seja V;(t)

uma fungdo continua e nao decrescente com V;(0) = 0. Se
(a) Vi>0ei=1,---,m

(M), —— Vi(t) (5.60)

(b) Existe uma sequéncia (¢p)n>1, tal que ¢, —— 0 e

n—oo

P(sup |[AMI™| < ¢,) —— 1 (5.61)

s<t n—0oo

Entao, existe um processo M gaussiano m—uvariado, continuo, com cada com-

ponente M*, i =1,--- ,m, sendo um martingal, e com
(M*, M*); = 14—y Vi(2), (5.62)

tal que M® = (M ... Mmm) 2 M = (MY, , M™) em D0, ™.

n—~o0

Nota 5.5. No teorema anterior, as condigoes (a) e (b) sdo suficientes para

garantir a convergéncias das distribuigoes finito-dimensionais e a propriedade
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tightness da sequéncia M™ em DI0,¢]™, isto é, no espaco m—dimensional

das fungdes continuas a direita e com limite a esquerda em [0, t] (Karr, [35]).

Corolario 5.3. Suponha que para cadai=1,--- m, fot H2(s)\!(s)ds < oo.
Seja

7

Voo = P> VB[ [ HH6 ()i

T > Y] (5.63)

= (n) Al(n Smin D (n S1(n
Sejam os processos m—uvariados B, = (Btl( ),-~- , B, ( )) eBE ) = (Btl( ),~-~,

= (n)

B"™). Entio, o processo M®) = /(B — B™) 2 M em Do, "

n—oo

onde M € um processo gaussiano, continuo m—uvariado, com componentes

martingais.

Prova.

Verificamos as condicdes (a) e (b) do Teorema B3 Sejam M ™ = \/ﬁ(é;(") —

Bz(n)), i = 1,---,m. Da Proposicao 5.1l e pela condicao P(T; = T;) =
i # j, obtemos que para cada n e ¢ = 1,---,m, (éf(") - Bf(")) =

— Z C'O) (B, B _ Bl )) sao F;—martingais ortogonais, quadrado integréveis

de média zero, propriedades que também valem para os processos Mf(").

Logo, para todon ei # j, (M*™ MI™), = 0 P-q.c, e paratodoi = 1,--- ,m,

de (552) e pela lei forte dos grandes ntimeros,

Mt t_nZOZ [ / Hs)X()ds] = %Z:ciw[ Y;) H2(s)N(s)ds

| =i < oo, (5.69)

n—~o0

—— P(1 > V)E| /Y H2(s)N(s)ds

do qual conclui-se que para cada i = 1,---,m, (MI™), 2, V*(t) para

n—oo

todo t > 0.
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Além disso, observe que os pulos em Mf(") derivam tnicamente dos pulos

Vn v

hipétese, H;(t) é uma fungao continua e limitada em [0,¢], digamos, por

. Por

de /nB!™ os quais sio de tamanho , portanto AM™ =

) 1
uma constante I' < oo, assim, tomando ¢, = 'n"1, a parte (b) do Teorema

[.3] também é satisfeita e portanto M) L, M, onde M é um processo
n—oo
martingal gaussiano m—variado com (M*, M*), = 1 Vi (¢). O

Proposigdo 5.2. Sejam Z\"™ = \/H(Bz(n) — B*(t)),i=1,---,m, e o pro-
cesso m—variado Z\" = (Z}™ ..., Z"™Y ¢ suponha que para todo i =

1,--- met>0,
o%*(t) = VAR[C'BI] = E[C”' ( /Y t Hl-(s))\i(s)dsf] — (B*(1))? < oo. (5.65)

~ n D . . ‘7-
Entao, ZE ) 2, Z;, onde Z; € um vetor normal m—uvariado de média zero

n—~o0

e matriz de covariancias 3(t) tal que X;;(t) = 1—jo®™(t).

Prova.

Desde que a sequéncia (Bf(j ) Ci 1< < n) sdo n copias independentes
e identicamente distribuidas como (B!, C%), para todo t > 0ei=1,---,m,
B™ ¢ um estimador nio viciado para Bi*(t),

t

) Hi(s)x(s)ds}

. 1 <& .
E[Bz(”)] _ = ZE[CZ(])
n v

1S pws vos( [ moNes|n > v] = 0,

Além disso, pela lei forte dos grandes niimeros para sequéncias de variaveis

independentes e identicamente distribuidas com média e variancias finitas,
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BZ(") converge quase certamente para BY”(t). Por outro lado, desde que
(z§”>)n21 é uma sequéncia de vetores aleatérios independentes e identica-
mente distribuidos e s6 o componente critico que causa a falha do sistema é

)

reparado mlnlmamente, nenhum dOS Processos Bt variam Conjuntamente

em [0,t], de onde Vn >1ei#j,

cov(z™ zI™ = cov|yn BI™ n BI™]) = COVIC'B!, ¢V Bi] = 0
(5.66)

enquanto que
VAR[ZI"™] = VAR|vn BI'"™] = VAR[C'B]] = o**(t). (5.67)

Entao, pelo Teorema do Limite Central para sequéncias de vetores aleatérios

independentes e identicamente distribuidos com vetor de médias p(t) =

(B™(t),---,B™(t)) e matriz de covariancias X(t) finita, tal que X;;(¢) =
D

ly—jpo™(t), para todo t > 0, Z" 2, 7, onde Z, é um vetor normal

n—~o0

m—variado de média zero e matriz de covariancias 3(t).

A convergéncia das distribuicoes finito-dimensionais do processo Z(™ é es-

tabelecida a seguir. Para isto, consideramos o seguintes fatos:

(a) DesdequeVt>0,n>1,i# j, C’OV[Zti(n), th(n)] = COV[CiBti>Cng] =
0, eV ty <t tr,t € [0,1], COV[2,", Z]") = COVIC'B,, CVB])] =

tr

0;

(b) De (a), determinamos a convergéncia das distribuigoes finito-dimensionais

do processo m—variado Z(™ estabelecendo a convergéncia das distribuicoes



5.3. Estimacao martingal do custo de garantia 137

finito-dimensionais para cada componente Z*™ e por Cramer-Wold,
garantimos a convergéncia das distribuigoes finito-dimensionais do pro-

cesso Z™ | isto é,

Z(n)) L’ (ZtlaZtQa T >Ztk)

n—oo

(ZOU Z() .

t1 2 g

<= V0<t;<t; <--- <t <t, a; constantes arbitrarias,

k—1

m  k—1 m
SN aa(z") -z — S auli, - Z). (5.68)
i=1 1=1 i=1 =1

Considere entao, para cada i = 1,--- ,m, dois instantes quaisquer de tempos

t1 <ty € [0,t]. Suponha que temos n cépias independentes e identicamente

distribuidas (/7D) como (C'B; ,C"'By)) e assim para cadanei=1,---,m

obtemos o vetor aleatorio (Z/", Zi™). Pela condigio 11D,

E(Zi™, ZI™) = (0,0), Vn>1,i=1---.m
Além disso,

cov(z™, z,!") = cOVIVn(B" — B*()), Va(By"” — B™(t))]
—n E[B" B —n B"*(t)B*(ty), (5.69)

onde,
ni(n) pi(n 1 - i(i) ~i(d i i) il
E(B," B,"] = EE[ZCthy) Z(;(J)Btﬂ
Jj=1 j=1
1 - NN 1 non o
= — i) git) i ] . L 0 B0 i) i)
= B[ VBB - LE[Y Y cse sl
]:

=1 k#j
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tendo em conta que para as cépias independentes j e k, C°U )Bﬁj ) e C’i(k)BZék)

sao independentes e a condicao IID entre as cépias C’i(j)Bffj)Bg]), j =
1,---,n, temos que
=i(n) piln 1 . i(j 27 Z 7 ( Z k)
BB By = 3 ECVBYBY + ZZE VB EIC B
Jj=1 J=1 k#j
1 i i DI n—1 ix %
— ~B[C'B, B},] + ( )B (t)B™ (). (5.70)

Substituindo (5.70) em (5.69), obtemos que para todoi=1,--- ., men > 1,
cov(z™, z\" = E[C'B! Bi] — B*(t)B*(ts) = 0™*(t1,1,) < 00, (5.71)

enquanto que de (5.67), VAR[Z;, ZiM] = g% (1)) e VAR|Z,, ZiM) = g2 (t,).

Entao, pelo Teorema do Limite Central para sequéncia de vetores aleatérios

IID com vetor de médias e matriz de covariancia finita, temos que

(2", Zi) P (7, Z1), Yt <ty € [0, 1], (5.72)

n—~o0

onde (Z{, Z},) é un vetor normal bivariado de média zero e matriz de co-

variancia 3*(ty, to),

. o ¥ (¢ o™ (ty,t
Si(th, t) = () o™i ta) | (5.73)

O.i* (tlu tg) O.Qi* (tg)

Por indugao, podemos geralizar o resultado anterior para toda particao 0 <
tp <ty < --- <t < t, do intervalo [0,t] e obtemos que para todo i =
17"' , M, (thl(n)vztzg(n)a 7ZtZ]En)> (ZZ

t1?
n—oo 1

Z’L

4y Z;, ), um vetor normal
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k—variado de média zero e matriz de covariancia finita.

Na tultima parte da prova do Teorema, avaliamos a condicao tightness de

Stone (Fleming e Harrington [27]), que enunciamos como segue,

Defini¢ao 5.4. Condicao tightness de Stone em D[0,t|™. Para cada

t=1,---,m, para todo € > 0,
lim lim sup P{ sup |ZiM — Zim] > (—:} = 0. (5.74)
10 n10 [s—u|<d
0<s,u<t
Temos que,
P{ sup |2 — z:m| < (—:} = P{V 0<s,u<t|s—ul <o, ’Zz(”) — 7| < e},
[s—u|<é
0<s,u<t

desde que Z™ é continuo e monétono em [0, ;

Se},

s e u fixos; (5.75)

< p{o <s,u <t |s—ul <, )Z;'(n) — Zi™)

de (5.72) e (573), temos que para s < u

(Z{ = Z) == N(0,7%(s,u)), *(s,u) = 0™ (5) + 0™ (u) = 20" (5, ),
(5.76)

de onde em (5.75), temos que

lim P{ sup [Z1M — Zim
nloo |s—ul<d
0<s,u<t

ge}g2¢<m)—1.
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De (567) e (571 ¢é claro que lglrél72(s,u) =0, [s—u| <d, 0<s,u<t, logo,

, , €
lim lim P{ sup |72/ — zimW] < e} <lm2@ | —— | -1
610 nToo |s_u‘<5 610 A /72(3’ u)
0<s,u<t
=20(c0) — 1 =1,
portanto,
lim lim sup P{ sup Zz(”) — Zz(”) > (—:} =0,
910 proo |s—ul<d
0<s,u<t

O

Teorema 5.4. Sejam p(t) = (BY™(t),--- ,B™(t)) e 0%*(t) = VAR[C'BI] <

00,1 =1,---,m. Suponha que as condi¢coes no Coroldriol5.3 e na Proposi¢do
n = (n)

B2 sio vdlidas. Entio, o processo B™ = Vvn(B,  — u(t)) 2w,

em D[0,¢]™, onde W, = (W},--- JW/™) é um processo normal gaussiano

m—uvariado, com vetor de médias igual a zero e matriz de covariancias U(t)

tal que Uyj(t) = 1=y 62 (t).

Prova.

Primeiro, pelo Teorema [5.2] temos que para todon >1et >0, E[Eg")] =0.

Sejam M{" = \/ﬁ(]:%in) —B") e Z" = /n(B™ — pu(t)). Observe que

n = (n) n n
B = VB, — pu(t) =M +Z". (5.77)

A seguir, vamos calcular paracadat=1,--- ,met > 0, a funcao de variancia

~

assint6tica dos processos Ei"™ = /n(BI™ — B*(¢)) = M}™ 4+ Z™ . Fixando
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VAR[E!™] = VARIM/™ | + VAR[Z!™] + 2 cOVIM/™, Z™].  (5.78)

Do Corolario B.3] e da condicao I1D, temos que para todo t > 0,

VARM!™] = B[(M [ ZCZ(J H( )x’(s)ds]

Y(J)
= E[C'(B; — BY)*| = V; (1); (5.79)

enquanto que VAR[Z/™] é dada em (5.:67).

Em relacdo a COV[M;™, Z{™], temos,

~ g —

=n E[B“’“ B{™] —n B*(t)E[B{"™] —n E[B"™]* + B*(t)E[B\"],
= n E[B"™BI™] — n B[BI™)2, (5.80)

onde a tltima igualdade decorre da propriedade martingal. A seguir, calcu-

lamos E [BZ(") B, (n)],

E[BI™ B! [Z Ci0) iv) ZCZ(J }
— _E[Z odtls: Z(J } I E[ZZCZ(J Z ) i) :

=1 1#j

Z(J

para as c6pias independentes j e I, C*) C’i(l)BZ(l) sao independentes,

e portanto,

E[BZ n) tZ(” _ n2 Z E Cz Z(J Z(] Z Z E Cz(] 2 [Cz(l Z(l ]

=1 1#j
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= o nBCBIB] + —gn(n — (B0
_ %E[C"B’ZBQ + (”; 1)(Bi*(t))2. (5.81)

o T S
De maneira semelhante calculamos E[B}"™]2 = —FE [Z ciH B - i) giv)
n =1 j=1

e obtemos,

BB = mie () + () (B ) (552)
Substituindo (5.81]) e (5:82) em (G.80),

covIM™ zi™| = E[C'BIB!] — E[C'(B))?. (5.83)

Logo, de (5:67), (579) e (5.83), obtemos em (B.78)), para todon > 1 et > 0,

VAR[E"™] = E[C'(B} - B})*] + E[C*(B})*] — (B™(t))?
+2 E[C'BIB] — 2 E[C'(B})?]
= E[CY(B))? — (B*(1))%,

— VAR[C'B!] = 6%*(t) (pois E[C'(B})] = B*(t)).  (5.84)

A seguir, calculamos parai # jen > 1, COV[E; B E]( )]

COVE™, E]"™) = n E[(B{"™ — B*(t))(B]"™ — B™(1))]

n

_ 1 i) Bl vy L ) ;i) n
=nFE E;(C OB — B™(1)) E;(CJ(I)B,? — B (1))
=1

+—B[> Y (VB - B ) (VB - (1)) |

=1 k#l
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1 - ; ~4 . ~
= covicWBY. iV B]Y)

=1

1 n n ' g ' | N |
+ 3OS BB - BB B — B ()
I=1 k#l

= COVI[C'B!,C"Bl] = 0, (5.85)

desde que os processos nao pulam simultaneamente.

Dos resultados em (5.84) e (5.80) concluimos que a matriz de covariancia
assintética para o processo E\™ ¢ U(t) com Uy;(t) = 1=j16%*(t). A normali-
dade assintotica de EE") ¢ obtida considerando os resultados anteriores sobre

a sua estrutura de covariancia assintotica e a convergéncia em distribuicao

dos processos M™ (Corolario 53) e Z{™ (Proposicio [5.2):

Da propriedade tightness em DI0,¢]™ dos processos M™ e Z™ conclui-se
que o processo E™ = M® + Z(™ também satisfaz tal condicdo. Além disso,
as distribuicées finito-dimensionais de M®™ e Z(™ convergem a processos
gaussianos continuos tais que V¢ > 0,n > 1,7 # j, COV[EZ("),Ef(n)] =0
e portanto, V t5,t; € [0,1], C’OV[E;EH), Efl(")] = 0. Logo, por Cramer-Wold,
as distribuicoes finito-dimensionais do processo E™ também convergem a
processos gaussianos continuos, isto é,

(B ED, - M)+ (22, 2

t1 ity

E) = (M

t1 to

L) (MtlaMtzu'” 7Mtk) + (Ztlazt27“' 7Ztk) - (ththga'” 7Wtk)

n—~o0

< V0<t <t <--- <t <t, ay constantes arbitrarias,
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m k—1 m k—1 m k—1
Z i(n) i(n)y ZZ Z Z(n)
a’Zl (Etl+1 _Etl ) - a’Zl( tH—l + a tl+1 )
i=1 =1 i=1 =1 i=1 I=1
m k—1 m k—1 m k—1
D i i i
— g all(Mtz+1_Mtz>+E a; tz+1 g g a; tz+1 Vth)
i=1 =1 i=1 I=1 i=1 1=1
O

Nota 5.6. Para aplicar o Teorema [5.4] é necessario estimar as variancias

5%*(t), o que pode ser realizado pela variancia amostral.

Para t > 0, considere n cépias independentes e identicamente distribuidas

do processo ((BZ, C%, i=1,---,m), cuja matriz de covariancia ¢ dada por,
S0 0 -0
0 () 0 .- 0
U(t) = . ‘ . (5.86)
0 0 0 .- 82

Propomos como o estimador amostral de U(t), S™ (), onde SZ.(;L) () = 1y S,

isto é, ) _
SHAM g 0 ... 0
0 SP™ g 0
S (t) = ! , (5.87)
0 0 0 gZme)
com i i
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Logo, para cada ¢ =1,--- ,m e t > 0 fixado, obtemos o correspondente es-
timador amostral Sf i) que satisfaz as propriedades enunciadas na seguinte

proposicao.

o~ . 21 , . ~ ..
Proposicao 5.3. Para cadat=1,--- ,m, Stl(n) é um estimador nao viciado

e uniformemente consistente para 6**(t) e portanto, S™(t) e 3 SPM sGo es-
=1

m
timadores ndo viciados e uniformemente consistentes para U(t) e > 6% (t),
i=1
respectivamente.
Prova.

~

Para cada i = 1,---,m e t > 0, temos que E[C'B!] = E[B\™] = B*(t),
enquanto que 6%*(t) = E[(C'Bi — B*(t))?], logo, pela condicdo de cpias
11D, de (5.88)) obtemos,

E[Stm(n)] — <n ﬁ 1) |:(522*(t) . 5(522*(15)} — 521* (t), e portanto,

ES™(#)] =U®) e E[isfi(")]: 5% (1), (5.89)

Pela lei forte dos grandes nimeros para copias [1D, temos que para todo
t>0,

j=1

nToo

Também pela lei forte dos grandes nimero e pelo Teorema da Continuidade

(Billingsley [9]),

nloo
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e <L> —— 1. Dos resultados anteriores e de (5.88) conclui-se que para

n—1 nloo

todoi=1,---,m

SHM % (1), Vt>0, P-q.c.

nloo

Logo,

52 ., §%*(s), V¥ s<t, P-q.c., portanto, sup|SZ™ —§%*(s)| — 0,

nToo s<t nToo

pelo qual,  sup (Sszi(”) — 52i*(3))2 — 0, P-q.c.

s<t nToo

Segue-se do Teorema da Convergéncia Dominada e do resultado anterior,

B [sup(S30) - 627(5))*] — 0. (5.90)

s<t nfoo

PN . . . 21
Este resultado estabelece a consisténcia uniforme dos estimadores S, i) g

de S 57 M e pela definicao de S™ (t) dada em (5.87), também garante a
i=1

consisténcia deste estimador. O

5.3.4 Estimacao do custo de garantia esperado para um periodo

w fixado

De (5.42)) e (5.49), temos que o custo esperado dos reparos minimos para um

periodo de cumprimento ¢t = w, é B*(w) = E[By] = Y. B"*(w) = E[B,].
i=1

Nesta secao obtemos a sua estimagao pontual e um intervalo de confianca

aproximado de (1 — a)100% a partir dos resultados nas Segoes [5.3.1] a [5.3.3

Seja 1, = (1,1,---,1) o vetor m—dimensional com cada componente igual a



5.3. Estimacao martingal do custo de garantia 147

1 e (A)" a transposta da correspondente matriz ou vetor A. De (.48)) e pelo
Teorema [5.2, um estimador de B*(w) é B*(w) = B, que podemos escrever

como,

=3B ABY) =B (1) (591)

= (n) = 1(n = mln } .
onde B, = (By™, ... B™). Observe também que o custo de garantia

esperado B*(w) pode ser escrito como,
- % t t
= B*(w) = 1y (u(w))" = p(w)(1m)", (5.92)
i=1

com p(w) = (B¥*(w),- -+, B™(w)), definido no Teorema [5.41

Teorema 5.5.

~

. n e . ~ .. .
i. BYY ¢ um estimador ndo viciado e consistente para B*(w).

1. Um estzmador nao viciado e consistente para VAR[B )]

VAR[BY) = 5 3 52
i=1

iii. Um intervalo de confian¢a aprozimado de (1 — a)100% para B*(w), €,

(5.93)

onde Z., ¢ o y—quantil da distribuicao normal padrao.

Prova.

i. Do Teorema temos que para cada ¢ = 1,---,m, Bé&”) é um esti-



148 Estimacao dos custos de garantia sob reparo minimo

mador nao viciado e consistente para B*(w), cada um uniformemente in-
tegravel pelas Condigées impostas na Proposicao B.I] e Corolario (.21 logo

LU
B = Z BY™ ¢ um um estimador ndo viciado e consistente para B*(w).

1. Temos que,

VAR[B{] = VAR [i EM] — gmj VAR[BI™] 2 gmj i COV|[BI™, Bit]

i=1 i=1 j>i

== Z 8% (w % Xm: Zm: COV[C'B:, CV B

=1 j>i
1 )
S 527,* ’
- Z:; (w)

_ %LnU(W)(].m)t = %VAR[lm(BVIV, -, B™)]

= VAR[(BL, - BY) (1))

onde a antepentiltima igualdade decorre porque os processos Bév e B{V nao
pulam simultaneamente. Logo, de (5.87) e da Proposi¢ao [5.3] um estimador

nao viciado e consistente para VAR[B%? )] é
VAR[B™)] Z S2) = 21,8 (w)(1,,)". (5.94)

i17. Como consequéncia do Teorema [5.4] por Cramer-Wold temos que

m

Z Wi = 1,,(W,)' = Wy (1) ~ N(0, 1, U(w) (L)) = N(O, Z 52i*(w)),
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portanto,

=1

D

N(0,1). (5.95)

n—oo

i=1
Logo, da Proposicao 6.3l e do Teorema de Slutsky,

By fZ( By ~ B

NgE

B(n *
= N(0,1).
Z 2z(n IZ ngl(n) IZ 527, n)
i=1 i=1 1=
(5.96)

Desta ultima equagao obtemos,

i P {mééé” — B(w)

3 g2
=1

portanto, um intervalo de confianga pontual aproximado de (1—«)100% para

B*(w), é

< Zl—a/Q} > P{|Z| < Zl—a/2} =1-a

nloo

é‘(:) + Zl—a/2

0

O intervalo de confianca em (5.93)) pode conter valores negativos da funcao
B*(w) que por definicdo é nao negativa. Propomos construir um inter-

valo de confianga para uma transformacao bijectiva apropriada g(z) tal que

0
% (m) x=B*(w)

um intervalo de confianga aproximado para B*(w) que nao inclua valores

# 0 e da qual, pela transformacao inversa, possamos obter

0
%g(x) =1/z,xz > 0.

negativos. Seja g(x) = logx,x > 0, com
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Corolario 5.4. Suponha que para w > 0 fizado B*(w) > 0 e éS&“ > 0.
Entao

(5.97)

w

¢ um intervalo de confianca aproximado de (1 — «)100% para B*(w).

Prova.

Da conclusao em (5.95) e usando o método delta obtemos que

Vallog(B) = log(B'(w))] —2— N (0,[B*(w)] 2} 6% (w)).  (5.98)

n—00 -
=1

Do Teorema parte 7., Proposicao 5.3 e pelo Teorema da Continuidade,

By
li 2z(n n—oo 12522*

Logo, de (£.98), (5.99) usando o Teorema de Slutsky, para w fixado, temos

(5.99)

que,
n:(n) = D
VB 1106(BU) — log(B*(w))] —2— N(0, 1) (5.100)

Sgum o
=1

Desta ultima equacao obtemos que um intervalo de confianca aproximado de

(1 — @)100% para log(B*(w)) é

log(B{” (5.101)

do qual, aplicando a transformacao inversa, isto é, a funcao e*, obtemos

E0D). O
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5.4 Exemplo ilustrativo

Para ilustrar os resultados, simulamos o processo de custo de garantia para
um sistema em paralelo de m = 3 componentes independentes. Para efeitos
da simulagao consideramos os tempos de vida dos componentes com dis-
tribuicao de weibull(6;, 3;), onde 0; é parametro de escala e (3; é o parametro
de forma, isto é, com funcio de sobrevivéncia F(t) = exp[—(t/60;)%] e funcio
de taxa de falha \i(t) = %tﬁi_l, t > 0. Usamos duas fungoes dos custos
descontados, a primeira, dg forma H;(t) = Cie™®, e a segunda, da forma
H;(t) = C’i<1 - V%)e_&, 0 <t < w, em ambos os casos com § = 1. Clara-
mente estas fungoes satisfazem as codicoes de serem limitadas, continuas e
integraveis em [0,¢]. Os valores dos parametros foram ajustados como in-

dicamos a seguir.

1 1 1,513
2 1 1,513

3 12 1205

Fixamos o periodo de garantia em w = 5 e tamanhos de amostras n =
30, 50, 100, 500, 1000, 2000, 5000, 10000. Os niveis criticos sob o reparo minimo

do sistema coerente, neste caso, correspondem a

max T se maxTj <T;,
Y, = 77 s (5.102)

00 se maxT; > Tj.
J#i
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Assim, se para a primeira falha do sistema observamos na ordem de falha,
Ty, T5,Ty, entao, ¢ = max{Ty,T5, T3} = igig3ﬂlm<°°} = T1, e nesse caso
s6 o componente 1 é critico para o sistema. A partir da segunda falha de
componente, T3, o sistema fica reduzido ao componente 1 o qual é reparado

minimamente em cada falha observada durante o periodo de garantia.

A seguir, os resultados das simulacoes com funcao de custo Hy(t) = Cze™.
Na Tabela[5.T], I.C1 refere-se aos intervalos definidos por (5.93]) enquanto que
[.C2 aos intervalos definidos por (5.97)), com «a = 0,05. Na Figura [5.1], sao
ilustrados os intervalos de confianga pontuais de 95% para w € (0, 5], para

uma amostra de n = 100.

I.C1 I.C2
n | B*(w) 23:1 §2im) 23:1 §2im) /n | Lim.Inf | Lim.Sup | Lim.Inf | Lim.Sup
i= i=
30 | 1,90 2,30 0,07654 | 1,360 | 2444 | 1430 | 2,529
50 | 1,89 2,96 0,05921 1,416 2,370 1,471 2,435
100 | 1,85 2,95 0,02054 | 1,515 | 2,188 | 1,543 | 2221
500 | 1,83 2,84 0,00568 | 1,679 | 1,974 | 1,685 | 1,980
1000 | 1,81 2,76 0,00276 1,709 1,915 1,712 1,918
2000 | 1,85 2,84 0,00142 1,778 1,926 1,780 1,928
5000 | 1,84 2,83 0,00057 | 1,793 | 1,88 | 1,794 | 1,887
10000 | 1,86 2,90 0,00029 1,824 1,891 1,825 1,891

Tabela 5.1: Estimaces com H;(t) = C; e %, w=15, a = 0,05
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I.C1, &=0.05, n=100

Custo

Custo

Figura 5.1: Intervalos de confianca dos dados simulados, H;(t) = Cie™0.

Na Tabela 5.2 apresentamos os valores téoricos para os custos esperados para
um perfodo de w =5, onde, E[B.] = [* H;(s)\'(s)ds (isto é, quando o com-
ponente i ¢ reparado minimamente a cada falha observada), E[B: | T; >
Yi] = E[f;v Hi(s)N(s)ds | T; > Yi]. Baseados nestes resultados, podemos
concluir para o sistema considerado, que com amostras de tamanho maior de

n = 50, as estimativas sao préximas dos valores esperados.
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E[Bi) | E[B, | T; > Y]] | P(T; >Y;) | P(T; > Y;)E[B:, | T; > Y]]
3,9138 2,14648 0,1620753 0,348
3,9138 2,14648 0,1620753 0,348
2,3989 1,70345 0,6758494 1,151
Custo Sistema 1,847
Tabela 5.2: Custos esperados, Hy(t) = Cie %, w=5
n| X, Sy Xn | Qoozs | Qoas | Qors | Qoors | S-Wilk | P-valor
100 | 1,848 | 0,01574 | 1,848 | 1,612 | 1,761 | 1,936 | 2,091 | 0,9990 | 0,8576
200 | 1,843 | 0,00851 | 1,841 | 1,666 | 1,782 | 1,905 | 2,036 | 0,9987 | 0,7200
Tabela 5.3: Estatisticas simulagio Monte Carlo, H;(t) = Cie ™%, w=75

Os seguintes resultados correspondem a simulacoes Monte Carlo, nas quais

foram obtidos os custos médios para w = 5, para 1000 amostras com n = 100

e n = 200, respectivamente. A Tabela [5.3] apresenta varias estatisticas e o

teste de normalidade Shapiro Wilk. Na Figura sao apresentados os his-

togramas dos custos médios.

Nos resultados anteriores observamos que o

custo médio para um periodo de w = 5 é proximo de 1,85, o qual também

é observado na Tabela 5.1l A variancia amostral e os quantis 0,025 e 0,975

para as médias das amostras de n = 100 sao préximos dos valores corres-

3
pondentes na Tabela 5.1 para ) SZn) /n e os limites de confianga do 95%,

respectivamente.

i=1
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n=100, w=5
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Figura 5.2: Histogramas dos custos médios, H;(t) = Cie %, n =100, 200
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Os resultados relativos aos custos dos reparos minimos com fungoes da forma

t I
H;(t) = C; <1 - —) e~ sdo apresentados nas Tabelas 5.4}, 5.5 e 5.6 e Figuras
w

5.3, 5.4l As conclusoes sao similares ao caso anterior.

I.C1 I.C2

n | B*(w) 23:1 §2im) 23:1 §2im) /n | Lim.Inf | Lim.Sup | Lim.Inf | Lim.Sup
30 | 1,16 1,35 0,04516 0,745 1,578 0,811 1,662
50 | 1,10 1,27 0,02544 0,786 1,411 0,827 1,460
100 | 1,04 1,23 0,01232 | 0826 | 1,261 | 0847 | 1,286
500 | 1,08 1,30 0,00259 0,981 1,180 0,985 1,185
1000 | 1,02 1,22 0,00122 0,951 1,087 0,953 1,090
2000 | 1,03 1,25 0,00063 0,976 1,075 0,978 1,076
5000 | 1,04 1,27 0,00025 1,006 1,069 1,007 1,069
10000 | 1,04 1,26 0,00013 1,014 1,057 1,014 1,058

t

Tabela 5.4: Estimagoes com H;(t) = C’Z'(l — —)6_&, w=2>5,a=0,05

w

i | E[B}] | E[B, | T; >Y)] | P(T; > Y;) | P(T; > Y})B[B, | T; > Yi]
12,8076 1,26053 0,1620753 0,204
2 | 2,8076 1,26053 0,1620753 0,204
3 | 1,5236 0,93862 0,6758494 0,634
Custo Sistema 1,043
Tabela 5.5: Custos esperados, H;(t) = C’i(l — Viv) e w=5
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n| X, Sy Xn | Qoozs | Qozs | Qors | Qoors | S-Wilk | P-valor
100 | 1,038 | 0,00925 | 1,037 | 0,846 | 0,973 | 1,100 | 1.227 | 0,9987 | 0,6595
200 | 1,042 | 0,00418 | 1,040 | 0,917 | 0,996 | 1,085 | 1,171 | 0,9985 | 0,5533
t
Tabela 5.6: Estatisticas simulacao Monte Carlo, H;(t) = Cz-(l - —)e“st
w

Figura 5.3: Intervalos de confianca dos dados simulados, H;(t) = C; (1 -
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CAPITULO 6

Conclusoes e pesquisa futura

6.1 Consideracoes finais

1. Para sistemas coerentes com estruturas relativamente simples é factivel
incorporar a informagao completa do sistema e seus componentes na
andlise e na modelagem estocéastica dos custos envolvidos tanto nos
processos de burn-in, quanto nos processos de garantia, utilizando a

informacao definida pela pré-t—histéria dos componentes, (F;)i>o-

2. Se dispomos somente da informacao parcial sobre o sistema e seus com-
ponentes, definida por uma filtragem G = (G;)¢>0, G+ C F, as técnicas
da teoria da filtragem devem ser aplicadas sobre os processos analisa-
dos (Brémaud [17]). Contudo, os processos de intensidade de falha sob
G; nao conservarao, necessariamente, as mesmas propriedades desses
processos sob F;. Assim, é preciso validar as condi¢bes impostas nos
Capitulos 2 e 3, respectivamente, para os processos resultantes da fil-

tragem.

159
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Em sistemas coerentes com estruturas muito complexas, quando nao
é pratico nem econdmico a observacao sob a pré-t—historia dos com-
ponentes, mas sim sobre mddulos ou subestruturas de componentes,
podemos considerar uma estrutura ® definida pelo sistema formado
pelas subestruturas ou maédulos factiveis de ser observados em todo
tempo t > 0. Logo, as consideracoes feitas nesta tese sobre o sistema
e seus componentes devem ser aplicadas sob a estrutura i), na qual os

componentes sao subsistemas.

No contexto do item anterior, onde os reparos minimos de um sistema
ao nivel de seus componentes podem ser pouco praticos, os resultados
do Capitulo 5 poderiam ainda ser aplicados sobre a estrutura ® na
qual as fungoes Ai(t) corresponderiam as subestruturas olhadas como

os componentes de P.

Mediante o conceito do nivel critico dos componentes observados na
estrutura de um sistema coerente, é possivel modelar o processo de
intensidade de falha do sistema como a intensidade de um sistema em
série com os componentes observados depois de seus niveis criticos. Isto
permite a modelagem do processo do ntimero dos reparos minimos do
sistema ao nivel de seus componentes e dos custos associados, quando
este tipo de reparo é executado sob a filtragem definida pela observagao

completa dos componentes em cada instante do tempo.

Os resultados apresentados nos Capitulos 2 e 3 indicam que para a

otimizacao com a regra de parada monotona ILA, é necessaria a analise
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de cada caso especifico na qual a inferéncia ajuda na interpretacao e
na definicao de uma solucao pratica 6tima. No caso do tempo 6timo
de garantia, a regra ILA deve ser complementada com a avaliacao das
probabilidades dos eventos de falha e dos niveis de custos associados as

possiveis solugoes sugeridas pelo procedimento de otimizacao.

7. Os critérios para a otimizacao considerados nesta tese sao alguns dos
existentes na literatura da Teoria da Confiabilidade, nao necessaria-
mente os melhores, mas constituem um primeiro passo no desenvolvi-
mento de um problema tedrico dificil, na drea da Teoria da Confia-
bilidade, e que por anos tem sido adiado: a modelagem e anélise dos
processos relativos a sistemas coerentes, incluindo tanto as relagoes es-
truturais quanto a dependéncia estatistica entre os componentes e o

sistema, dinamicamente no tempo.

8. O processo de falha geral, como foi dado nesta tese, permite incorporar
definicoes distintas para os tipos de falha I e II, sendo possivel intro-
duzir os chamados modelos de choque, como também levar em consi-
deracao a importancia dos componentes segundo as consequéncias de
suas falhas. Achamos que podemos estender nossa definicao para mais
de dois tipos de falha de uma maneira mais simples do que seria com
a abordagem estatistica ou de caiza preta, na qual seria necessario con-

siderar multiplos parametros para a caracterizacao dos diferentes tipos

de falha.



162 Conclusoes e pesquisa futura

6.2 Sugestoes para pesquisa futura

Diversas consideracoes adicionais podem ser incluidas na modelagem dos
processos de falha e reparo para sistemas coerentes durante o burn-in e/ou
a garantia. A seguir listamos alguns dos problemas de interesse a ser desen-

volvidos em pesquisas futuras.

1. Nos problemas de otimizagao analisados relativos ao burn-in, considerar
processos de falha para sistemas com multiestados, quando os compo-
nentes e o sistema passam por varios estdgios de deterioragao. Aven e
Jensen [2] introduzem um modelo de ganho para um processo de reparo
modulado por uma cadeia de Markov, que pode servir de base ou como

ponto inicial para a modelagem nos problemas tratados nesta tese.

2. Na modelagem referentes ao problemas de burn-in, assumimos que as
mesmas condicoes de uso sao mantidas durante todo o tempo. Contudo,
muitos procedimentos de burn-in sao desenvolvidos sob condigoes de
uso aceleradas. Seria de interesse incorporar modelos de testes ace-
lerados nos processos de falha, o que, basicamente, teria efeito sobre os

processos de intensidade de falha.

3. Durante o ciclo de garantia é possivel que um sistema seja submetido
a diferentes condi¢oes de uso, o que implica um processo de intensi-
dade de falha heterogéneo. Kim, et. al. [36] tratam esse problema,
ainda sob a abordagem estatistica ou de caixa preta, para produtos sob

uma garantia do tipo FRW e consideram dois modelos basicos para ca-
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racterizar a intensidade de uso: como uma varidvel aleatéria continua
(por exemplo, com distribui¢cdo gama ou uniforme num intervalo fixo),
ou como uma varidvel aleatdria discreta (uma variavel indicadora que
divide & populagao dos itens em uso em dois ou mais grupos). Esta
variavel modificara a intensidade de falha do sistema, enquanto que o
processo de contagem do nimero de falhas durante o periodo de garan-

tia é analisado condicionando sob a intensidade de uso.

Além disso, existem modelos de processos degenerativos durante o
uso. Kalhe [33] discute varios desses modelos, por exemplo, modelos
de danos baseados em processos continuos assumindo que o processo
de uso é normalmente distribuido ou é um processo de Wiener com
tendéncia linear. Outras possibilidades sao os modelos de choques para
processos pontuais marcados os quais poderiam ser tteis na definigao

dos processos de estresse de uso do sistema.

4. Outros modelos de reparo distintos do reparo minimo tém sido estuda-
dos na literatura da Confiabilidade. Por exemplo, um modelo de reparo
mais geral é proposto por Dorado et. al. [24]. Neste modelo, apds o

j—ésimo reparo, a idade efetiva do item reparado satisfaz a condigao
Aj S Aj—l +@j—17—‘j—17 ] > 1, Al - 0, AJ 2 O, @J S (0, 1], @1 - 1,

onde (0,);>1 é uma sequéncia chamada de vida suplementar e (7}),>1
é a sequéncia dos tempos entre falhas. Este modelo contem outros

modelos de reparo, por exemplo, se ©; =1, A; =0,V j > 1, obtemos
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o modelo de reparo perfeito; se ©; = 1, A; = S;_4, V 7 > 1, onde
S; € o tempo da j—ésima falha, o modelo corresponde ao modelo de
reparo minimo. Outra alternativa possivel como sugere Finkelstein [26],
é aplicar algum tipo de degradacao do tipo markoviano na definicao da
idade efetiva. Por exemplo, a idade residual pode ser definida pela

degradacgao prévia e nao depender do padrao de sua acumulacao.

. Nos modelos tratados para otimizacao do burn-in e garantia, foram

considerados parametros de custos constantes. Modelos de custos de-
pendentes do tempo também podem ser introduzidos. Assim, uma
modelagem geral pode ser feita incorporando tal tipo de fungoes mas
sobre as quais algumas condicoes terao que ser impostas para solugoes

especificas.

Para a estimagao dos custos de garantia descontados, sob reparo minimo,
construimos intervalos de confianga pontuais. Métodos intensivos em
computagao baseados em re-amostragem podem proporcionar uma solu-
¢ao para a construcao de bandas simultaneas de confianca num intervalo
do tempo, para os quais resultados assintoticos podem ser validados
pelo chamado Teorema de Re-amostragem do Limite Central (CLRT)

(Belyaev [7] e Belyaev e Seleznjev [§]).

Finalmente, temos interesse em desenvolver uma solucao do problema
apresentado no Capitulo [ sob niveis maiores de informacao do que a

sigma-algebra trivial.



APENDICE A

Definicoes e resultados

preliminares

A.1 Conceitos e resultados basicos da teoria dos mar-
tingais

Nesta tese trataremos da andlise de um sistema coerente e complexo, como

definido em Barlow e Proschan [6]. Formalmente, seja ¢ o tempo de vida

de um sistema coerente de m componentes com tempos de vida T;, 1 =

1, 2,..., m, definidos em um espaco de probabilidade completo (2, F, P),

com a filtragem F = (F);>0,
F, = 0{1{Ti>5}, i=1,2...,m 0<s< t} (A1)

uma familia de sub o-algebras de F satisfazendo as condigoes de Dellacherie,
isto é, crescentes, continuas a direita e completas. A relacao entre o sis-
tema e seus componentes é através de uma funcao de estrutura ® tal que

¢ =®(T1, - ,T), a qual é crescente em cada um de seus argumentos. Em
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adicao, a nocao de coeréncia assegura que cada componente é relevante para
o sistema, isto é, existem situagoes em que o funcionamento do componente

¢ fundamental para o funcionamento do sistema.

A fim de aplicar a teoria dos martingais, descrevemos para o desenvolvi-

mento dos Capitulos 1, 2, 3 e 5, alguns conceitos bésicos.

Definicao A.1. Uma variavel aleatoria positiva estendida ¢ é um Fy—tempo
de parada, se e so se, {( <t} € F,, V't >0. Un Fi—tempo de parada ¢ é
previsivel se eziste uma sequéncia ((,)n>0 de Fi—tempos de parada, ¢, < ,
tal que (, — (, P-q.c. quando n — +oo. Um Fy—tempo de parada ¢ €
totalmente inacessivel se P(( =Y < 00) =0 para todo Fy—tempo de parada

previsivel Y .

Definicao A.2. Um processo estocdstico Z = (Z;)i>o € chamado um semi-
martingal reqular, ou abreviadamente, SSM se admite uma decomposi¢ao na

forma

t
a_%+/ﬂ@+m, (A.2)
0

onde (fi)i=0 € um processo progressivamente mensurdvel, E(|Zy]) < oo,
E{fot |fs|ds} < ooVt >0, e (M) € My (martingal de média zero).

Como em Aven e Jensen [2], usamos a notagcio Z = (f, M).

Teorema A.1. (Aven e Jensen [2, Lema 13]). Seja (2, F,F, P) um espago

de probabilidade filtrado e ¢ um F;—tempo de parada.
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i. Se o processo (Ni)i>0, Nt = Lic<yy, tem uma representagio SSM,
t
N, = / Lioaheds + My, £ >0, (A.3)
0

entdo ¢ € um tempo de parada totalmente inacessivel e o martingal M

¢ quadrado integrdvel, M € M3.

it. Se ( € um tempo de parada totalmente inacessivel, entao o processo N =
(Np)ez0, Ny = lic<sy, tem uma unica decomposi¢io P-q.c. N = A+ M,

onde M € um martingal uniformemente integrdvel e A é continua P-q.c.

Teorema A.2. (Aven e Jensen [2, Teorema 105, A.6]). Se Z = (f, M)
en € um F,—tempo de parada, entao o processo parado em 1, Z, = Zing,

Z = (f, M) é também um SSM com f, = Linsty Jt-

Teorema A.3. (Aven e Jensen [2, Teorema 108, A.6]). Se Z = (f,M) e
Y = (g, L) sao F; — SSM com martingais ortogonais M, L € MZ, isto é,
ML e My, e se

t
B{ [ (Z.g. + Vatlas)} < o, Elzati < oc,
0

E{/t Yj’_d<M>} < o0, E{/t Zjld(L)} < 0,

entao ZY € um Fy — SSM com a representacao
t
ZtY;f = ZO}/O + / (Y:sfs + ngs)ds + Rt>
0

onde R € um martingal em M.
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Teorema A.4. (Aven e Jensen [2, Proposicao 109, A.6]). Se Z = (f, M)

um Fy — SSM en >0 um F,—tempo de parada totalmente inacessivel, com

t
Y, = 1{77§t} = / gsds + Ly
0

onde gs = lpsa . Se
t t
V> OE{/ |ng5|ds} < 0, E{/ |Zsf||dL5|ds} < 0,
0 0
e AM, = M, — M,- =0, entao ZY € um SSM com a representagaio
t
2V, = / (Z.gs + Ysf.)ds + Ry, onde R € M.
0

Teorema A.5. (Brémaud [I7, Teorema T.8|). Seja N; um processo pontual
com a Fy—intensidade \; (onde fot Asds < 00,V t > 0 P-q.c.), entdo, Ny €

nao explosivo (isto é, Ny < oo,Vt >0 P-q.c.) e,
e Se X; € um processo F;—previsivel tal que E{fot \Xs|>\sds} <oo,Vit>

0, entao fot XdMg é um Fy—martingal.

e Se X; é um processo F;—previsivel tal que fot | Xs|Asds < 00,V t >0
P-q.c., entao fot XdMg é um Fi—martingal local, onde My = N, —
fo A du.

A.2 Modelo de falha geral (modelo estatistico ou de

caixa preta)

O modelo de falha geral é descrito em Block, et. al. [I5]. Neste modelo o
processo de falha de um produto (sistema) apresenta dois possiveis tipos de

falha na idade ¢:
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e Falha do tipo I: Acontece com probabilidade ¢(t) = 1 — p(t). Neste
tipo de falha o produto é reparado minimamente (reparo minimo es-
tatistico), isto é, reconstitui-se a sua taxa de falha & condicao imedia-

tamente anterior & falha.

e Falha do tipo II Acontece com probabilidade p(t) € [0, 1]. Este tipo

de falha é catastrofico e o produto deve ser substituido por um novo.

Seja ((Ck,Zk)) p>1 WM Processo pontual marcado, onde (; corresponde ao
k-ésimo tempo de falha, e Z;, = 0 ou 1, indica reparo minimo ou subs-
tituicdo no tempo (i1, respectivamente. Como uma substituicao rege-
nera o processo de falha, é suficiente modelar até o primeiro ponto de re-
novacao e portanto, sé consideramos este processo até o tempo aleatorio
(,—1 onde v = inf{k > 1 : Z;, = 1}. Considere a sequéncia (Zk)k:21 de
ensaios de Bernoulli condicionalmente independentes (sobre (1, ..., (;), tais
que P{Zy = 1¢1, Z1,+ ,Ce-1, Zp—1} = p(Ck-1), Yk > 1, com (o = 0 e
Z1 = 0. As falhas sao observadas e os reparos minimos sao realizados su-
cessivamente até o instante no qual o primeiro “sucesso” (falha do tipo II) é
observado (o primeiro instante ¢t em que Z; = 1), onde se realiza uma substi-

tuicao completa recomencando um novo ciclo, de forma que os tempos das

substituicoes sucessivas formam um processo de renovagao.

Assume-se que a funcdo de taxa de falha de um produto novo (sem burn-in)
r¢(t) é continua, positiva para ¢ > 0, e que os reparos minimos e as substi-

tuigoes sao instantaneos. Seja (! o tempo de espera até a primeira falha do
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tipo II de um produto novo. Block, et. al. [15] demostram que a funcao de

sobrevivéncia de ¢! ¢ dada por

Ra) = P(C" > 0 = e { = [plwman}, (a0

sendo (" finito com probabilidade um se, e somente se,

/000 p(u)re(u)du = +oo. (A.5)

Segundo Block, et. al. [I5], se F¢(t) é a funcdo de sobrevivéncia de um
produto novo, continua e tal que F(t) > 0V ¢ > 0, e se este é submetido a
um reparo minimo no instante ¢ > 0, a sua funcao de sobrevivéncia atualiza-

se para: )
Fo(alt) = % (A.6)

Considere de novo a sequéncia ((Ck, Zk)) em termos da qual o processo

k>1’

correspondente ao processo pontual (gk) definido

de contagem (Nt) ko1

>0’

por N, = >~ lic,<ty, € um processo de Poisson nao homogéneo com funcao
k=1

de média A(t) = E[N;] = —logF¢(t) Vt > 0, onde F¢(t) tem taxa de

1T

falha r¢(t). Para a sequéncia ((} de varidveis aleatérias independentes e

)k21

identicamente distribuidas com funcao de distribui¢ao Fu(t), o processo de

contagem correspondente, (NtH) também é um processo de Poisson nao

t>0’

- N ~
homogéneo definido por N{' = 3 1¢7, -1}, com fun¢do de média AM(t) =
k=1
E[N[] = —log Feu(t) = [y p(u)re(u)du ¥ ¢ > 0. Similarmente, o processo de

contagem (Ntl) +>0 correspondente ao processo pontual dos tempos de reparo
. Ny

minimo, com N} = > 1{z,,,=0}, ¢ um processo de Poisson nao homogéneo
k=1

com fungio de média A'(t) = E[N}] = [} q(u)r¢(u)du.
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