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Resumo

Modelo de regressao logistica com erro de medida: comparac¢ao de métodos de

estimacao.

Neste trabalho estudamos o modelo de regressao logistica com erro de medida nas
covariaveis. Abordamos as metodologias de estimagao de méxima pseudoverossimilhanca
pelo algoritmo EM-Monte Carlo, calibragao da regressdo, SIMEX e naive (ingénuo), mé-
todo este que ignora o erro de medida. Comparamos os métodos em relacao & estimacao,
através do viés e da raiz do erro quadratico médio, e em relacao a predicao de novas observa-
coes, através das medidas de desempenho sensibilidade, especificidade, verdadeiro preditivo
positivo, verdadeiro preditivo negativo, acuricia e estatistica de Kolmogorov-Smirnov. Os
estudos de simulacao evidenciam o melhor desempenho do método de méaxima pseudove-
rossimilhanca na estimacao. Para as medidas de desempenho na predi¢ao nao héa diferenca
entre os métodos de estimacgao. Por fim, utilizamos nossos resultados em dois conjuntos de
dados reais de diferentes areas: area médica, cujo objetivo estd na estimacao da razao de

chances, e area financeira, cujo intuito é a predicao de novas observagoes.

Palavras-Chave: Calibragao da regressao, Estimagao por maxima pseudoverossimilhanca,
Medidas de desempenho na predicao, Modelo de regressao logistica, Modelos com erro de

medida, SIMEX.
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Abstract

Logistic regression model with measurement error: a comparison of estimation

methods.

We study the logistic model when explanatory variables are measured with error.
Three estimation methods are presented, namely maximum pseudo-likelihood obtained th-
rough a Monte Carlo expectation-maximization type algorithm, regression calibration, SI-
MEX and naive, which ignores the measurement error. These methods are compared through
simulation. From the estimation point of view, we compare the different methods by eva-
luating their biases and root mean square errors. The predictive quality of the methods is
evaluated based on sensitivity, specificity, positive and negative predictive values, accuracy
and the Kolmogorov-Smirnov statistic. The simulation studies show that the best perfor-
ming method is the maximum pseudo-likelihood method when the objective is to estimate
the parameters. There is no difference among the estimation methods for predictive purpo-
ses. The results are illustrated in two real data sets from different application areas: medical
area, whose goal is the estimation of the odds ratio, and financial area, whose goal is the

prediction of new observations.

Keywords: Logistic regression model, Maximum pseudo-likelihood estimation, Measure-
ment error models, Predictive measures, Regression calibration estimation, SIMEX estima-

tion.
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Capitulo 1

Introducao

Modelos de regressao sao utilizados em diversas areas com o intuito de relacionar
uma varidvel resposta a variaveis explicativas (ou covariaveis). Em certas aplicacoes, a
variavel de interesse tem como resposta “sucesso” ou “fracasso” (o evento de interesse é o
sucesso), ou seja, ¢ uma variavel binaria e a sua variabilidade é explicada pelas covariaveis
através de um modelo linear generalizado, como o modelo de regressao logistica (McCullagh
& Nelder, |1989). Na pratica, é comum que pelo menos uma variavel explicativa nao seja
observada de forma exata, mas sim com algum tipo de erro de medida. Como relatam |Cunha

& Colosimol (2003), sao os seguintes os possiveis motivos para tal erro:

e Erro de respostas em métodos de coleta de dados, como entrevistas ou questionarios,
causado por confusao, ignorancia, por falta de cuidado, gerados por falta de treina-

mento adequado ou mesmo pelo método usado para obter a resposta.

e Erro de coleta dos dados por falha nos equipamentos, devido a desgastes dos com-
ponentes, falta de calibracao ou a condi¢des ambientais, que geram variabilidade em

instrumentos de leitura.

e Tempo e custo oriundos da observacao da variavel de interesse sao inviaveis para o

estudo.
e Processamento inadequado de dados ou perda de informacoes.

e Outros problemas que podem ocorrer apds a coleta de dados.



Em diversos problemas praticos h& covariaveis com erro de medida, principalmente
nas areas médica, epidemiologica e nutricional. Carroll et al.| (2006, Cap. 1) apresentam di-
versos exemplos em que o erro de medida esta presente em dados de resposta binaria. Dentre
esses, destacamos os dados do estudo epidemiologico NHANES-T (NHANES-I Epidemiologic
Study Cohort). A variavel resposta do i-ésimo individuo, Y;, indica a presenca de cancer
de mama. Além das varidveis medidas sem erro, chamamos de Z;, como idade, historico de
cancer na familia e menopausa (sim ou ndo), variaveis nutricionais sao de interesse no estudo,
denotadas por X;. Se estas variaveis fossem observadas sem erro, a analise do modelo de
regressao logistica usual poderia ser realizada (Hosmer & Lemeshow, 2000, Cap. 1 e 2), mas
essas variaveis sao de dificil medicao e sao observados os relatos de cada individuo sobre a
alimentacao nas tltimas 24 horas, W;. Desta maneira, WW; pode ser vista como covaridveis

observadas com erro.

Na pratica, muitas vezes W; é utilizada no modelo, ignorando o fato de o interesse
ser X; e resultando em um estimador ingénuo (naive). Ignorar erros de medida pode levar a
estimadores viesados e até inconsistentes. O impacto do erro de medida tem sido objeto de
estudo de muitos pesquisadores; vide, por exemplo, |Stefanski & Carroll| (1985), Carroll et al.
(1984)), |Schneeweiss & Augustin| (2006) e Gustafson| (2004, Cap. 2). Como consequéncia,
algumas técnicas de correcao de estimadores na presenca de erro de medida foram propostas
nos ultimos tempos. |Fuller| (1987) analisa o problema nos modelos de regressao linear e para
o caso dos modelos nao-lineares, uma revisao detalhada dos métodos de estimacao pode ser
vista em |Carroll el al| (2006). Entre esses métodos estdo o de méaxima verossimilhanga,
maxima pseudoverossimilhanga, SIMEX e calibracao da regressao. O método de maxima
verossimilhanca produz estimativas ao maximizar a funcao de verossimilhanca, o que leva a
estimadores com boas propriedades (Schafer, [2002)). Entretanto, em algumas situacoes, por
razao da complexidade da funcao de verossimilhanca, esse método é de dificil aplicacao dado
o imenso esfor¢co computacional envolvido. |Gong & Samaniego| (1981) propoem a maximiza-
cao de uma pseudoverossimilhanca, que ¢ uma modificacao da funcao de verossimilhanca e
depende apenas dos parametros de interesse. (Guolo (2010), por exemplo, utiliza o algoritmo
numérico EM-Monte Carlo para estimar os parametros por este método e (Carrasco et al.
(2013) utilizam uma aproximacgao para a integral pelo método de quadratura de Gauss Her-
mite. Um método simples e de facil implementacao é abordado por Cook & Stefanskil (1994))

e Stefanski & Cook| (1995)), chamado de SIMEX (Simulation-FEztrapolation), cuja ideia é



introduzir um erro de medida adicional aos dados por um esquema de reamostragem, de tal
forma que se possa estabelecer uma relacao entre o viés induzido pelo erro de medida e a
variancia do erro de medida adicionado e extrapolar essa relagao, através de um modelo,
para o caso correspondente a auséncia de erro de medida. Tieppo| (2007) utiliza este mé-
todo no modelo de regressdo beta-binomial com erro nas covariaveis. (Carroll et al.| (2006)
propoem substituir a verdadeira covaridvel nao observada por uma estimativa da esperanca
condicional de X; dado W;, usando réplicas ou dados de validacdo (validation study) ou de
reprodutibilidade (reproducibility study). Apos a substituicao, as estimativas dos parametros
sao obtidas da maneira usual, como por maxima verossimilhanca. Este método, conhecido
como calibracao da regressao, ¢ utilizado em diversos trabalhos que estudam modelos de
regressao com erro de medida. Podemos citar Rosner et al. (1989)) que estudam o método
usando dados de validacao, Rosner et al.| (1992) utilizam dados de reprodutibilidade e [Tho-
resen & Laake (2007) utilizam réplicas de W; para estimar a variancia do erro de medida. Ja
Thoresen| (2006) considera um estudo de simulagdo com miltiplas covariaveis medidas com
erro e Rosner et al.| (1990) aplicam a metodologia a dados epidemiologicos. Ainda em relagao
ao método da calibragdo da regressao, Spiegelman et al.| (2011) sugerem uma adaptagao do

estimador na presenca de erro de medida heteroscedéstico.

As diferentes areas de aplicacdo do modelo de regressao logistica tém diferentes
objetivos. Na area meédica, a estimacao dos parametros ¢ importante, pois um resultado de
interesse é, em geral, a razao de chances (odds ratio). Na area financeira, por outro lado, o

objetivo central é a predicao de resultados futuros.

Diversos trabalhos estudam medidas de desempenho na predicao do modelo logistico
sem a presenca de erro. Podemos citar|Louzada et al. (2012), que estudam medidas de acerto
da predicao com corregao dependente de status (state-dependent), e Diniz & Louzada (2012,

Cap. 3), que estudam as medidas de desempenho na modelagem para eventos raros.

Sob a abordagem do erro de medida, h& vasta literatura sobre o seu impacto na
estimacao dos parametros do modelo de regressao logistica. Entretanto, o impacto do erro
de medida nas medidas de desempenho da predicao de novas observacoes nao é abordado.
Dentre os trabalhos levantados no estudo bibliografico, apenas Rodrigues| (2010) estudou as
medidas de qualidade na predicao em modelos de regresssao logistica com erro de medida,

cuja variancia é considerada conhecida.



1.1. Motivagao 4

Este trabalho objetiva estudar o modelo de regressao logistica tanto do ponto de
vista da estimacao quanto da predicao, com o intuito de comparar os seguintes métodos
de estimacao: calibragao da regressao, SIMEX, maxima pseudoverossimilhanca e o método

naive.

No estudo de simulagao, os métodos sao comparados em relacao ao viés e a raiz do
erro quadratico médio na estimacgao. Para a predicao, as seguinte medidas de desempenho sao
utilizadas: sensibilidade, especificidade, verdadeiro preditivo positivo, verdadeiro preditivo
negativo e acurécia, como propoem Louzada-Neto et al. (2009) e a estatistica de Kolmogorov-

Smirnov, como propoem Diniz & Louzadal (2012, Cap. 1).

1.1 Motivacao

Neste trabalho sao duas as motivagoes do estudo do modelo de regressao logistica
com erro de medida. Uma motivacao oriunda de dados da area médica e outra tem origem

em dados de uma instituicao financeira. Esses casos praticos sao descritos a seguir.

1.1.1 Dados da area médica

O Instituto Nacional do Coracao dos Estados Unidos, conhecido como National
Heart, Lung, and Blood Institute, em conjunto com a Universidade de Boston, liderou um
ambicioso projeto de pesquisa em saide nos Estados Unidos, o estudo Framingham Heart
Study, que teve inicio nos anos 40 do século XX. Na época, pouco se sabia sobre as causas
gerais de doencas cardiacas e acidente vascular cerebral, mas as taxas de mortalidade em
razao dessas doencas aumentaram progressivamente desde o inicio do século e se tornaram
uma epidemia americana. O objetivo do estudo era identificar fatores ou caracteristicas
comuns que contribuem para doencas cardiovasculares, seguindo o seu desenvolvimento ao
longo de um periodo de tempo em um grande grupo de participantes que nao haviam de-
senvolvido sintomas evidentes das doencas. Mais detalhes sobre o estudo podem ser obtidos

em http://www.framinghamheartstudy.org.

Como motivacao para aplicacao da metodologia estudada em dados da 4rea médica,
consideramos um dos conjuntos de dados do estudo, cujo interesse é verificar o impacto

de fatores de risco em doencas coronarianas em homens americanos. O estudo consiste na
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observacao de 1615 participantes de 31 a 65 anos de idade nos quais se observaram os possiveis
fatores de risco para as doengas: idade (em anos), se fumante ou nao, nivel de colesterol
(em mg/dL) e pressdo sistolica (em mmHg) obtidos por uma série de exames. Oito anos
depois foi observado se o participante desenvolveu ou nao sintomas de doencas coronarianas.
Como esta variavel de interesse é binaria, poderiamos utilizar o modelo de regressao logistica
usual (Hosmer & Lemeshow, 2000), mas a pressao sistolica verdadeira nao pode ser medida
exatamente, pois varia ao longo do dia para o mesmo individuo. Desta maneira, vemos por

conveniente o uso do modelo de regressao logistica com erro de medida na covariavel.

1.1.2 Dados de uma instituicao financeira

Outra motivacao deste trabalho tem origem em dados financeiros. Uma instituicao
financeira brasileira tem o interesse em classificar clientes como adimplentes ou inadimplentes
de acordo com um modelo estatistico. Muitas técnicas de modelagem tém sido objeto de
estudos com o intuito de diminuir o erro de classificacao e auxiliar os gestores na tomada
de decisoes. Dentre algumas covariaveis que possam predizer a classificacao do cliente,
a renda é um importante preditor, mas nao ¢ de conhecimento exato da instituicao em
questao. O que se tem disponivel é a renda presumida desses clientes, ou seja, a observagao
da variavel medida com erro. Desta maneira, temos o interesse em predizer uma variavel
binaria (adimplente ou inadimplente) em que uma das covaridveis do modelo é observada
com erro de medida. Mais uma vez, parece ser conveniente o uso do modelo de regressao

logistica com erro de medida na covariavel.

1.2 Organizacao dos capitulos e objetivos especificos

No Capitulo [2] apresentamos uma breve revisao do modelo de regressao logistica sem
erro de medida, incluindo a estimacao dos parametros, a interpretacao da razao de chances e
as medidas de desempenho da predicao e a estatistica de Kolmogorov-Smirnov. No Capitulo
apresentamos os principais conceitos do modelo com erro de medida, como a definicao do
modelo para o erro de medida, diferencas entre os modelos funcional e estrutural, o modelo
geral sob o enfoque estrutural e as defini¢oes de erros diferencial e nao diferencial. O Capitulo

aborda a teoria dos métodos de estimagao considerados: calibracao da regressao, SIMEX,
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naive, maxima verossimilhanca e maxima pseudoverossimilhanca.

O Capitulo [5| apresenta um estudo de simulagao sob seis cenarios para comparar os
métodos de estimacgao do ponto de vista de estimagao e predicao. Destacamos que existem
dois objetivos especificos no estudo. O primeiro é verificar o comportamento dos métodos
de estimacgao com diferentes proporcoes de eventos da variavel resposta. O que motivou
este estudo é o fato de alguns trabalhos na literatura revelarem que o modelo de regressao
logistica usual subestima a probabilidade do evento de interesse quando este é construido
utilizando conjuntos de dados extremamente desbalanceadas (King & Zeng, 2001). Diniz
& Louzadal (2012, p. 54 e 55), utilizando proporcoes de eventos de 1%, 15%, 30% e 50%,
mostram que o modelo de regressao logistica usual nao ¢ adequado para ajustar dados com
desbalanceamento acentuado. E ainda, |Louzada et al.| (2012) mostram que as medidas de
desempenho na predicao diminuem conforme aumenta o desbalanceamento da amostra. O
segundo objetivo especifico ¢ motivado pelo trabalho |Spiegelman et al.|(2011]), que estudaram
o método da calibracao da regressao sob heteroscedasticidade do erro de medida, propondo
uma correcao para o estimador. Eles verificaram que o método da calibracao da regressao
usual (que nao considera heteroscedasticidade) apresenta desempenho melhor ou igual ao
estimador proposto. Desta maneira, queremos verificar como os outros métodos de estimacao

considerados se comportam na presenca de erros de medida heteroscedésticos.

Nos Capitulos[f] e [7] aplicamos os resultados aos conjuntos de dados apresentados nas
Secoes e respectivamente. No Capitulo |8 apresentamos nossas conclusoes e indi-
camos diregbes para novas pesquisas. No Apéndice [A] obtemos a variancia dos estimadores

considerados neste trabalho.

1.3 Suporte Computacional

O software utilizado é o SAS, versdao 9.3 (http://www.sas.com). Utilizamos também
o software R (R Development Core Team, 2013) para a realizacio de graficos. O R é um

software livre e esta disponivel em http://www.r-project.org.

A pesquisa foi desenvolvida com o auxilio do LCCA-Laboratorio de Computacao Ci-
entifica Avancada da Universidade de Sao Paulo com a utilizagao do cluster Puma. Detalhes

podem ser encontrados em http://www.usp.br/lcca/tdi.



Capitulo 2

Regressao logistica

Em muitas pesquisas o objetivo é relacionar variaveis independentes (covaridveis)
a uma variavel dependente binaria. Nesses casos, a regressao linear nao é apropriada uma
vez que a suposicao de erros normalmente distribuidos é violada. Regressao logistica é o
método padrao na modelagem de uma resposta binaria, isto é, a variavel dependente possui
apenas dois resultados: sucesso (ou evento ou evento de interesse), usualmente codificado
como 1, e fracasso (que também chamaremos de ndo-evento), codificado como 0. A razao
pela codificacao em 0/1 é o fato de a variavel aleatéria com distribuicdo de Bernoulli ser

igual a 1 se ocorre o evento e 0 se ocorre o nao-evento.

Muitas situagoes praticas envolvem esse tipo de variavel resposta. Aplicagoes em
dados médicos podem ser encontrados em Hosmer & Lemeshow| (2000, Cap. 1) e a utili-
zacdo de regresao logistica em biometria, em Kim et al.| (2006). Breslow (1996)) apresenta
uma aplicacao em epidemiologia. Ja |Copas & Loeber| (1990) apresentam dados binarios em

pesquisas psicologicas e [Verbeke & Clercq| (2006), em economia.

2.1 Modelo de regressao logistica

Sejam Y; e X; a i-ésima variavel resposta e o vetor de covariaveis do i-ésimo individuo,
respectivamente, com ¢ = 1,...,n. A distribuicao de Y; dada a observacao x; de X; é de

Bernoulli, ou seja,

Y| X; = x; ~ Ber(m(x;)).
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Para simplificar a notagao, escrevemos 7(z;) = m;. A fungao de probabilidade de Y;| X; = z;

é dada por

,)1—%‘

fY|X(yi’xi) =7V (1—m ;o ¥i=0,1;

x; representa o vetor coluna de p covariaveis observadas do i-ésimo individuo. Tipicamente
o primeiro elemento de x; vale 1 para permitir que o modelo tenha intercepto nao nulo. A
probabilidade de sucesso, ;, é relacionada com um vetor de p+ 1 parametros desconhecidos,
B = (Bo,..., By)T, através da ligacdo logito, como descrevem Hosmer & Lemeshow| (2000,

p. 31), isto é,

T,
i =1 ' - T )
g(m;) 08 71 P z; 3

em que ¢g(.) é chamada de fungao de ligagdo. Consequentemente,

exp(z] )

= T T v, :]_,...7 . 2]-
1+ exp(z, B) " (2.1)
2.2 Estimacao

Para uma amostra de n observacgoes (Y1, X1),...,(Y,, X,), a fungdo de verossi-
milhanga baseada na distribuicdo de (Y7,...,Y,) dada a observacido de (z1,...,x,) de

(X1,...,X,) é dada por

n

L(B) = [m" (1 —m)' ™,

i=1
e o logaritmo da funcao de verossimilhanga é, portanto,

n

(B) = Z lyilog i + (1 — ;) log (1 — m;)].

=1

A ligacgao logito, funcao de ligacao considerada aqui, é a ligagdo canonica do modelo
de Bernoulli. As liga¢oes canonicas garantem a concavidade de [(f3) e consequentemente
garantem a unicidade da estimativa de maxima verossimilhanca de 3, se esta existir; vide
Paula, (2013, p. 8). Para encontrar o valor de 8 que maximiza [(f), derivamos () com

relagdo a 8= (Bo,..., B,)" e igualamos a zero, obtendo as equagoes de verossimilhanga

S iy — i) = 0,
i=1
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em que m; ¢ dada por (2.1).

As equacoes de verossimilhanca sao nao-lineares e requerem métodos iterativos para
a solucao do sistema de equagoes. Muitos, senao todos, programas estatisticos utilizam
algum método numérico para estimacao de 5. Os softwares R, na funcao “glm.fit” e SAS,
na procedure “proc logistic”, utilizam o método escore de Fisher. Neste método, o processo

iterativo é dado por
D = gem 4 [1(5) MU, =0,1,..., (2:2)

em que U™ e [I(8)~'](™ sdo a funcio escore e a inversa da matriz de informacio de Fisher

no m-ésimo passo, respectivamente. Aqui, U = X" (y — ) e I(8) = X VX, em que

1 11 Ti2 ... Tip U1 1

1 To1 T2 ... T2p Y2 Yy
X = ) Yy = ) ™=

1 Tp1 Tp2 .- Tpp Yn Tn

V = diag[m (1 — m), ma(l —m2),..., m(l —m)].
A partir de (2.2)) chega-se ao processo iterativo de minimos quadrados ponderados
Bt — (X Tym X)) =Lx Ty mm o, —0,1,.. .,

em que z = 7+ V7 i(y —m) com n = XB. O processo iterativo ¢ seguido até obter a

convergéncia. Um critério de parada é, por exemplo,

J

5"

Apos a convergéncia, a probabilidade de sucesso estimada é

~ _ e/ B)
! 1+exp(x?6)’

(m+1) _ 5(m)
‘u <o V=01, p

1=1,...,n.

em que B é a estimativa de maxima verossimilhanca de 5. Mais detalhes do método escore
de Fisher podem ser encontrados em [Hilbe| (2009, Cap. 3 e 4). Em grandes amostras,

B\ — B ~ Np;1(0, I(B8)~1), aproximadamente.
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2.3 Interpretacao dos parametros — razao de chances

A funcao de ligacao logito é a mais utilizada no ajuste do modelo de Bernoulli.
Outras funcgoes de ligagdo, como probito e complementar log-log, podem apresentar bom

ajuste mas a ligacao logito é capaz de fornecer uma interpretacao conveniente dos parametros.

A chance de ocorrer o evento, dada a ligagao logito em (2.1]), é dada por

T
T—- exp(z ) = exp(fo + brzis + Boia + - + Bpy)-

Se uma variavel independente continua, por exemplo xq, for acrescida de uma unidade,

mantendo as outras variaveis independentes do modelo fixas, a chance do evento fica

1 = eXp(ﬁo + 61(1}'1 + 1) + ﬁz%ig + ...+ Bpxip)

= exp(fo + frxia + Poxio + ... + Bpxip + B1)

= exp(fo + iz + Boxia + ... + Bpxip) exp(fr)
T

— T e(B). 2.3

Assim, a razao de chances (odds ratio) de (x; 4+ 1) em relagdo a x1, OR(x; + 1,x;) ¢ dada

por

OR(x1 4+ 1,x1) = % = exp(51),

ou seja, a chance do evento ocorrer entre os individuos que diferem na varidvel x; em 1
unidade é exp(31). Neste caso, a estimativa da razdo de chances ¢ OR(z1 + 1, 1) = exp(/).
De uma forma geral, a estimativa da razao de chances com o acréscimo de c¢ unidades, ou

seja, substituindo (z;; + 1) por (x;1 + ¢) em (2.3), é dada por

@(Xl +c,x1) = eXp(CB\I). (2.4)

Por 1) temos que 10g(6§(x1 +c,x1)) = ¢Bi. Assim, um intervalo de 100(1 —
a)% de confianga aproximado para as estimativas da razao de chances é obtido ao calcular

inicialmente um intervalo de confianca para (3; e entao transformar seus limites, ou seja,
IC(100(1 — )%, OR(x1 + ¢, x1)) = exp [cB1 T z1_ay2 <BP(B))], (2.5)

em que E?(Bl) é a estimativa do erro padrao de BAl, obtida da raiz quadrada do segundo

termo da diagonal principal de I(3)~!, em que I(3)™!

¢ a inversa da matriz de informacao

de Fisher estimada.
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E muito comum que exista no modelo pelo menos uma variavel independente que
seja categorica. Nesses casos, varidveis auxiliares sao utilizadas. Vale citar que se a variavel

tem k categorias, o modelo terd k — 1 varidveis auxiliares referentes a essa variavel.

Hosmer & Lemeshow| (2000, p. 51) apresentam um exemplo em que a variavel
resposta indica a presenca ou auséncia de doenca coronariana. Para simplificar, vamos
considerar apenas uma variavel independente, idade, com duas categorias: idade maior ou
igual a 55 anos, codificada como 1 e idade menor que 55 anos, codificada como 0. Nesse
caso, considerando as probabilidades de sucesso 7(0) e (1) respectivas a um individuo com
idade menor que 55 anos e a um individuo com idade maior que 55 anos, a razao de chances
fica

m(1)/(A=7(1)) _ exp(Bo+ 161)
m(0)/(1 =7(0))  exp(Bo + 051)

OR(1,0) = — exp (61).

2.4 Predicao

Em alguns casos, o objetivo do ajuste de um modelo de regressao logistica ¢ a
predicao. Uma instituicao financeira, por exemplo, deseja prever se um individuo seré ina-
dimplente. Para isso, é necessario que o modelo tenha 6timo poder de discriminacao, pois o
erro de classificacao, ou seja, aprovar um crédito a um cliente inadimplente ou recusa-lo a um
adimplente, traz prejuizos para a empresa. A seguir, descrevemos medidas de qualidade da
discriminacao do modelo muito utilizadas na area financeira para avaliar o poder preditivo do
modelo de regressao logistica, a saber, a estatistica de Kolmogorov-Smirnov e as medidas de
desempenho sensibilidade, especificidade, verdadeiro preditivo positivo, verdadeiro preditivo

negativo e acuracia.

2.4.1 A estatistica de Kolmogorov-Smirnov

A estatistica de Kolmogorov-Smirnov (estatistica KS) tem origem no teste de hi-
poteses nao paramétrico de Kolmogorov-Smirnov para testar se duas amostras provém de
populacoes com a mesma distribuicao. Em outras palavras, o intuito é verificar se hé indicios

de que as duas populacoes sao distintas em relacao a uma caracteristica de interesse.

Neste contexto, a estatistica KS é utilizada para verificar se as populagoes do evento
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(E) e do nao-evento (V) estdao bem discriminadas em relagao as probabilidades de sucesso,
pois é esperado que a populacao do evento tenha maior probabilidade de sucesso que a
populacao do nao-evento. Sejam Fy_;(7) e Fy_o(7) as fungdes de distribui¢ao empirica dos

dados de F e N, respectivamente. A estatistica KS é dada por

KS = max|Fy_1(7) — Fy—o(7)], (2.6)
e, desta maneira, a estatistica KS corresponde & distancia méaxima vertical entre os graficos
de Fy_1(7) e Fy—o(7) sobre o conjunto dos possiveis valores de 7.

Para uma amostra de populagao E, sejam 7(1), ..., (,) as probabilidades de sucesso
estimadas ordenadas de forma crescente, em que n é o tamanho amostral. A funcao de

distribuicao empirica pode ser escrita como

0, se T < ﬁ'(l)
Fy_i(7) = { k/n, se fg) <& < Fgetn), k=1,....n-1
1, se T > ﬁ'(n)

E de forma analoga é obtida a fungdo de distribui¢ao empirica Fy_o(7).

Neste trabalho, vamos considerar uma adaptacao da estatistica KS muito utilizada
por instituicoes financeiras na avaliacao de modelos preditivos. Em modelos cujo objetivo
é predizer se um cliente é inadimplente ou adimplente, o escore do cliente ¢ obtido ao mul-
tiplicar por 1000 a sua probabilidade de sucesso estimada. Os escores sao agrupados em
nove categorias: menores que 200 (categoria 1), de 200 a 300 (categoria 2), ..., maior que
900 (categoria 9). Contamos o nimero de inadimplentes e adimplentes observados em cada
categoria, calculamos Fy_i(c) e Fy—_g(c) e obtemos a estatistica KS dada em (2.6). Nesse
caso, Fy_i(c) e Fy_o(c) correspondem as fungoes de distribui¢cdo empirica dos clientes ina-

dimplentes e adimplentes, respectivamente, da c-ésima categoria, com ¢ =1,...,9.

O valor da estatistica, multiplicada por 100%, pode variar de 0% a 100%. Quanto
maior seu valor, maior é a separacao entre o evento e nao-evento; assim, valores altos da

estatistica KS sao desejaveis.

2.4.2 Medidas de desempenho

Um procedimento importante na avaliacao do poder de predicao do modelo consi-

derado refere-se & obtencao de medidas de desempenho. Isto pode ser feito, em geral, por
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meio da sensibilidade, especificidade, acurécia e pela verificagao dos valores preditivos posi-
tivos e negativos. Seja Y = 1 se um individuo selecionado ao acaso da populagao em estudo
for classificado como evento e Y = 0 se classificado como nao-evento. Sao definidas abaixo

algumas medidas de desempenho.

e Sensibilidade: probabilidade de classificacdo correta do evento, ou seja,

P(Y=1Y=1)
P(Y =1)

Se=P(Y =1]Y =1) =

Especificidade: probabilidade de classificacdao correta do nao-evento, ou seja,

~

P(Y=0;Y =0)

Es=P(Y =0]Y =0) = 57 =0)

Verdadeiro Preditivo Positivo: probabilidade do individuo ser evento, dado que
foi classificado como evento, ou seja,

P(Y=1Y =1)
P(Y=1)

VPP =P(Y =1|Y =1) =

Verdadeiro Preditivo Negativo: probabilidade do individuo ser nao-evento, dado

que foi classificado como nao-evento, ou seja,

P(Y =0;Y =0)

VPN =P(Y =0Y =0) = —
P(Y =0)

Acuréacia: probabilidade de classificacao correta,

ACC=P(Y=1Y=1)+P(Y =0, Y =0).

Na Secao mostramos como estimar essas medidas de desempenho.

2.4.3 Curva ROC

Discutimos uma maneira de obter a classificagao do individuo como evento ou nao-
evento. Para isso, é necessario haver uma regra de decisao que transforme a probabilidade
estimada pelo modelo, 7;, na predigao: 171 = 0 ou SA/Z = 1. Denotando 1 como evento, é
intuitivo pensar que se 7; for grande, ?Z =1 e se 7; for pequeno, 1//\; = (0. Mas quao grande
deve ser 7; para o i-ésimo individuo ser classificado como evento, ou seja, como podemos

determinar um ponto de corte?
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Uma forma bastante utilizada para determinar um ponto de corte ¢é através da curva
ROC (Receiver Operating Characteristic Curve) que consiste no grafico dos pares de sensibi-
lidade (eixo vertical) e o complementar da especificidade (eixo horizontal) para cada ponto
de corte possivel. As instituicoes financeiras, por exemplo, utilizam critérios financeiros na
determinacao do melhor ponto, como o quanto se perde em média ao aprovar um cliente que
traz problemas de crédito e o quanto se deixa de ganhar ao nao aprovar um cliente que nao
traria problemas para a instituicdo (Diniz & Louzadal 2012, p. 21). Partindo da suposic¢do
de que falsos negativos e falsos positivos trazem prejuizos equivalentes, escolhemos o ponto
de corte referente & combinacao 6tima de sensibilidade e especificidade. Este ponto é o que
mais se aproxima do canto superior esquerdo da curva ROC, ja que é o ponto que conjunta-
mente maximiza a sensibilidade e minimiza o complementar da especificidade. Desta forma,
considerando 99 pontos de corte possiveis, variando em 0,01, 0,02,..., 0,99, D; é a distancia

entre o ponto (1,0) e o j-ésimo ponto de corte é dada por

D, = \/(1 —Se))* 4 (1 —Es;)®,  §=0,01,0,02,...,0,99.

Se Dp. = min(Dy o1, Doz, ..., Dogy), entdo pc ¢ o ponto de corte 6timo. Na Figura

apresentamos um exemplo de curva ROC destacando o ponto de corte 6timo.

Seo

0.6

04

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0
1-Es

Figura 2.1: Curva ROC.

2.4.4 Estimativas das medidas de desempenho

Com o ponto de corte estabelecido pela curva ROC, cada individuo é classificado

de acordo com a sua probabilidade de sucesso estimada quando comparada com o ponto de
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corte. Se a probabilidade estimada for maior que o ponto de corte, o individuo é classificado
como evento, caso contrario, como nao-evento. Na Tabela estd a tabela de classificagao

do modelo. Abaixo, segue a definicao das caselas desta tabela:

verdadeiro positivo (VP): nimero de eventos classificados corretamente como eventos.

verdadeiro negativo (VN): nimero de nao-eventos classificados corretamente como nao-

eventos.

falso positivo (FP): namero de nao-eventos classificados incorretamente como eventos.

falso negativo (FN): nimero de eventos classificados incorretamente como nao-eventos.

Tabela 2.1: Tabela de classificacao do modelo.

Observado
Predito | 1 0
1 VP FP
0 FN VN

Através dos resultados possiveis na classificagdo dos individuos, é possivel estimar as
probabilidades apresentadas na Secao [2.4.2] As estimativas da sensibilidade, especificidade,
verdadeiros preditivos positivo e negativo e acuricia sao, respectivamente,

~ VP = W
“TVPLFN' T VN+FD’

VPP = VPN yRENy ¢ A —

Neste trabalho as estimativas das medidas de desempenho serao apresentadas em

porcentagem.



Capitulo 3

Modelos com erros de medida

Nesse capitulo discorremos sobre os principais conceitos nos modelos com erros de
medida. Sao eles: os modelos para o erro de medida, caracteristicas dos modelos funcional
e estrutural, modelo geral para o erro de medida sob o enfoque estrutural e erros diferencial

e nao diferencial.

3.1 Modelos para o erro de medida

No problema de erro de medida é fundamental especificar o modelo para o erro
de medida, ou seja, a relacao da variavel observada com a variavel nao observada. Carroll
et al. (2006, Cap. 1) citam dois tipos de modelo, o modelo aditivo classico e o modelo de
Berkson. O modelo aditivo classico considera que a varidvel observada é a soma da variavel

nao observada e o erro de medida, ou seja,
W, =X;+ U,

em que U; é o erro de medida para o i-ésimo individuo. J& o modelo de Berkson considera

a variavel nao observada como a soma da variavel observada e o erro de medida,
X, =W+ U,.

Se a escolha do modelo do erro for entre os dois apresentados, é necessario entender a
diferenca entre eles. Basicamente, o modelo classico é preferivel se a variavel com erro for

tnica para cada individuo, por exemplo, medicao da pressao sanguinea. Mas se aos individuos

16
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de um grupo ou estrato sao dados os mesmos valores da variavel, o modelo apropriado é o
de Berkson. Por exemplo, trabalhadores de uma mina que recebem a mesma exposi¢ao a
poeira, mas a verdadeira exposicao é particular a cada individuo. Ainda, é facil notar que
variancia de W; é maior que a de X; no modelo classico e no modelo de Berkson acontece o

contrario.

Em outras situacoes, a relacao entre as variaveis observada e nao observada pode
nao ser aditiva. Em Carroll et al| (2006, p. 13) estd um exemplo de dados de sobrevida as
explosoes de Hiroshima e Nagasaki. Uma variavel resposta é a aberracao cromossomica e
a verdadeira dose de radiacao, X;, nao pode ser medida e no seu lugar, estimativas W; sao
disponiveis. Ainda, é assumido que W; = 0 se, somente se, X; = 0. Além disso, assume-se
que se X; é positivo, este tem distribuicao Weibull. Em simbolos, um modelo multiplicativo

foi proposto, em que W; = X;U;, log(U;) ~ N(uy, 02).

Como relata Stefanskil (2000), uma suposi¢ao incorreta sobre o modelo para o erro
de medida pode causar problemas tanto quanto ignora-lo. Desta maneira, a identificacao
correta da relacao entre a variavel nao observada e a observada com erro é essencial para o

sucesso do uso de modelos com erro de medida.

3.2 Modelos funcional e estrutural

Um dos conceitos relevantes acerca dos modelos com erro de medida é a distincao
entre modelo funcional e estrutural. No modelo funcional, a quantidade nao observada, X,
t=1,...,n, é considerada uma sequéncia de constantes fixas desconhecidas ou parametros.
Desta maneira, o niimero de parametros cresce com o tamanho da amostra e dizemos que héa
parametros incidentais no modelo. J4 no modelo estrutural, a tal quantidade nao observada

é vista como uma variavel aleatoria, seguindo algum modelo paramétrico.

Carroll et al.| (2006, p. 25) acreditam ser mais adequado considerar a distin¢ao entre
modelagem funcional e modelagem estrutural. De uma forma geral, na modelagem funcional
a quantidade nao observada pode ser fixa ou aleatéria, mas neste caso, nenhuma suposicao
ou suposi¢oes minimas sao feitas sobre a sua distribui¢ao. J& na modelagem estrutural, uma
distribuicao é assumida para a quantidade nao observada e consequentemente, as estimativas

e inferéncias dependem do modelo paramétrico escolhido. Neste contexto, |Stefanski (2000)
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diz que esta definicao facilita a classificacao dos métodos de estimacao em métodos funcionais

ou métodos estruturais baseada nas suposicoes feitas sobre a varidvel nao observada.

3.3 Modelo geral para o erro de medida

Sob o enfoque estrutural, consideremos um modelo geral em que erro de medida esté
presente. Seja fy|x(yi|z:; 8) a funcdo densidade de Y;, variavel resposta, relacionada com
X;, covariavel(is), do i-ésimo individuo. No lugar de X;, W; é observado. Suponha que n
realizagoes de Y; e W; estao disponiveis, em que ¢ = 1,...,n. Dada a funcao densidade con-
junta de (Y;, W, X;), fywx (yi, w;, z;|6), que depende de um vetor de parametros, 6 digamos,

a funcao de verossimilhanca para 6 é dada por

6 Y, w H/fYWX yz>wlaxz|9)dxz

A funcao de verossimilhanca pode ser escrita em termos das distribuicées condicionais, com

L(0;y,w) = H/fYWX(yi|wi>$i§6)fW|X(wi|xi;5)fX(xi|7)dxi' (3.1)
=1

Desta maneira, o logaritmo da fungao de verossimilhanga, [(0|y, w) = log L(0]y, w)

fica
1(0;y,w Zlog/ fY\WX(yi|wiaxi§B)fWIX(wi‘xi;5)fX<xi|7)}dxi'

A funcao de verossimilhanca permite a inclusao de covariaveis medidas sem erro, Z;
digamos, ao escrever as func¢oes densidades como fywzx (vi|wi, zi, i B), fwzx (wi|z, x:;9)
e fxjz(xi|zi;7). Note que B é o parametro de interesse e A = (§7,77)T é o parametro de

perturbacao.

3.4 Erros de medida diferencial e nao diferencial

Erro de medida nao diferencial ocorre quando W; nao contém informagao sobre Y;
além daquela disponivel em X;. Isto é, o erro ¢ nao diferencial se a distribuicao de Y; dado

(X;, W;) depender apenas de X;. Caso contrario, o erro de medida é diferencial.
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Carroll et al.| (2006, p. 36) apresentam um exemplo de dados com erro de medida
nao diferencial. A covaridvel de maior interesse é a pressao sanguinea de longo prazo, X,
mas a pressio sanguinea s6 pode ser medida em um tnico dia, variavel observada W;. E
plausivel pensar que a pressao sanguinea medida em um dia nao traz mais informacao além
daquela a longo prazo, ou seja, a informacao de W; nao acrescenta informacao quando X; esta
disponivel. Por outro lado, em estudos de caso-controle, o erro normalmente é diferencial.
Por exemplo, em um estudo cuja variavel resposta é o indicador da presenca de cancer de
mama, um preditor de interesse ¢ a dieta da mulher antes do diagnoéstico, X;. Mas pelas
caracteristicas do estudo, o relato da dieta é feito depois do diagnoéstico, W;. Uma mulher
que desenvolve o cancer deve mudar a sua dieta durante o tratamento e como consequéncia,

a dieta reportada depois do diagnostico ¢ claramente correlacionada com a variavel resposta,

mesmo levando em conta a informacao da dieta antes do diagnéstico.



Capitulo 4

Modelo de regressao logistica com erros

de medida

Neste capitulo introduzimos o modelo de regressao logistica com erro de medida,
combinando as informagoes contidas nos capitulos anteriores: regressao logistica e mode-
los com erros de medida. Apresentamos e discutimos os seguintes métodos de estimacao:
maxima verossimilhanca, maxima pseudoverossimilhanca, SIMEX, calibracao da regressao
e naive. Pela definicao considerada na Secao os métodos da calibracao da regressao e
SIMEX sao métodos funcionais e os métodos de méaxima verossimilhanga e maxima pseudo-
verossimilhanca sao métodos estruturais. Erros padrao dos estimadores sao apresentados no

Apéndice [A]

4.1 Modelo de regressao logistica com erros de medida

No que segue, consideremos um modelo de regressao logistica com erro de medida.
Dado o modelo geral descrito na Segdo [3.3] assumimos que Y;|(X; = z;, W; = w;) ~ Ber(m),
em que m; ¢ a probabilidade de sucesso definida em (2.1)). Neste trabalho, consideramos o
erro de medida nao diferencial, ou seja, admitimos que fyw,x (vi|wi, z;) = fyx (vilz:). Sob
o enfoque estrutural, assumimos que a distribuicao da variavel nao observada é normal, ou
seja, X; ~ N(pz,02) com p, e o2 representando a média e a variancia, respectivamente.
Ainda, a relacao da varidvel observada com erro e da variavel de interesse é representada

pelo modelo aditivo classico (Se¢ao , ou seja, W; = X; +U; em que U; ~ N(0,02) e 02 &

20
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a variancia do erro de medida.

2

2 conhecida e em casos em que é desconhecida,

Em alguns casos, consideramos o
assumimos que ha réplicas de W, para a estimagao do parametro. Apesar de o modelo de
regressao logistica com erro de medida ser identificavel sem informagoes adicionais (réplicas),
o modelo de regressdo probito nao é (Carroll et al.l 2006, p. 184). A diferenca entre esses
dois modelos é tao pequena que nao ha informacao ttil sobre os parametros sem informacoes
adicionais. Desta maneira, o0 modelo de regressao logistica na presenca de erro de medida é

quase identificavel e a estimagao dos parametros sem informagoes adicionais ¢ instavel. Na

presenca de réplicas, o modelo com erro de medida tem a seguinte estrutura:
Wij:Xi+Uij,i:1,2,...,n6j=1,...,’f’i,

em que W;; é a j-ésima réplica do i-ésimo individuo para a variavel observada com erro e
dado X;, Wiy, ..., W, sao independentes. Seja W, a média das réplicas do i-ésimo individuo
e o desvio das observagoes em torno desta representa a variabilidade intrapessoal para cada
individuo. Desta forma, a variancia do erro de medida pode ser estimada por

= oy o0 (W~ R (4)

i=1 i=1 j=1

em que
1 o
W;,=— g Wi;.
Ty 2
Jj=1
Descrevemos agora os métodos de estimagao que levam em conta o erro de medida

e o método naive (ingénuo).

4.1.1 Meétodo naive

O método naive consiste em substituir a variavel de interesse X; pela variavel obser-
vada W; na estimacao usual do modelo de regressao logistica, como apresentado na Se¢ao[2.2]

ou seja, significa ajustar o modelo de regressao logistica para os dados (W;,)Y;), i =1,...,n.

4.1.2 Maxima verossimilhanca e pseudoverossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca do modelo com erro de medida é obtido

por maximizar (3.1)) em rela¢ao a . Embora este método de estimagao apresente estimado-
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res com boas propriedades no problema de erro de medida (Schafer, 2002)), ele ¢ de dificil
aplicagao dado o imenso esforco computacional em razao da complexidade da funcao de ve-
rossimilhanca. |(Guolo| (2010]) sugere a maximizagao de uma fungao de pseudoverossimilhanga,
que simplifica a verossimilhanca como fun¢ao apenas dos parametros de interesse, utilizando

o algoritmo EM-Monte Carlo.
Algoritmo EM-Monte Carlo

O algoritmo EM (Ezpectation Mazimization) tem dois passos: o passo E avalia a
esperanca do logaritmo da funcao de verossimilhanca completa e o passo M maximiza a espe-
ranca encontrada. Se essa esperanca nao tiver forma fechada, uma alternativa é aproximé-la
por simulagdes Monte Carlo. A seguir apresentamos o algoritmo EM-Monte Carlo utilizado
na maximizacao da funcao de verossimilhanca e posteriormente a maximizacao da fungao de

pseudoverossimilhanca.
Maxima verossimilhanca

Para o algoritmo EM, definimos L(0;y, w, ) como a func¢ao de verossimilhanca com-

pleta, dada por
L0y, w,x) = HfYWX(Z/i,’wi,?CiW),
i=1
ou em funcao das distribuicoes condicionais,
L(Q; Yy, w, 93) = HfY|WX(yi|wia T ﬁ)fW|X(wi|93i; 5)fx($i|7)>
i=1
em que ¢ ¢ decomposto em 3, v e §. O primeiro componente, fywx (yi|w;, z;; 3), é a fungao
de densidade condicional de Y;|(W;, X;), o segundo componente, fyx(w;|z;;d), é a fungao
de densidade condicional de W;|X; e o tltimo, fx(z;|7), é a funcdo densidade da covaria-
vel X;. Desta forma, o logaritmo da funcao de verossimilhanca completa, ((6;y, w,z) =
log L(0;y,w, z), é dado por
[0y, w,x) = Zl(e;yiawiaxi) = Zlog[fwwx(yimuxi;5)fW|X(wz‘|$z‘; 6)fx (i|7)]-
i=1 i=1
A cada iteracao do algoritmo EM alternam-se um passo E e um passo M. Seja 6, o

valor de 6 da r-ésima iteragao. O (r 4 1)-ésimo passo E consiste em calcular

Q016,) = E[L(0:Y, W, X)|Y =y, W = w:6,]. (4.2)



4.1. Modelo de regressao logistica com erros de medida 23

Ainda, podemos decompor Q(6]6,) como a soma das esperancas dos logaritmos das densida-

des condicionais, ou seja,

Q010,) = E[L6; YW, X)IY =y, W =w;0,] + E[O;W|X)]Y =y, W =w;0,]
+ EU6; X)|Y =y, W =w;0,].

O passo M realiza a maximizacao de (4.2) com respeito a 6, resultando em uma nova
estimativa 6,,1. Dado um ponto inicial 6, a iteracao entre o passo E e o passo M ¢ repetida

até a convergéncia.

A esperanca em (4.2) ndo possui forma analitica e pode ser estimada por aproxima-
¢oes de Monte Carlo. Desta forma, seja fxjyw (x:|yi, wi; 0,) a densidade de X; dado o vetor

(Y;,W;) e M amostras aleatorias x xy . Sao simuladas dessa densidade. Entao, a

7"17/7'"7

aproximacao de Monte Carlo para () é:

Qm(6]6,) MZZ (0; 93 wis 27 ) + U0 w3 ) + 103 270, (43)

m=1 i=1

A distribuicao de X;|Y;, W; normalmente nao é conhecida em problemas de erro de
medida. A solucdo é a utilizacio de amostragem de importancia (importance sampling),
utilizando a densidade fx (z;]0,) ou a densidade fxw (2;|w;; 6;), que assumimos ter o mesmo

suporte de fx|yw (z;|y;, ws; 6,). A versdo da amostragem de importancia de (4.3)) é

m(016;) ZZ a0 il wi, )+ 1O wila ) + 105 270)],

m=1 i=1
em que k,,,; sao os pesos da amostragem de importancia. Se a densidade conhecida for
fx(x4]0,), entdo kypm; = f (kv wi; 00) ) fx (2,00 e ak x} ., sao obtidas
X\Li|Yr ), r,m,i XYWLy mi Yi, W5 Uy X\ milYr 1ot M
por fx(x},, ;|0r). No caso da densidade fxw(x;|w;;6,) ser a conhecida, temos kypm; =

Ixpyw (@5 ilyi, wis 00) ) fxyw (@), 5lwi; 0,). A expressao de k., pode ser ainda simplificada.
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No primeiro caso,

o fX\YW(‘r:,m,i‘thi;er): Fywx (Y, w, 7, 510r)
o fx (@ ,.400) Syw (i, wil0r) fx (@7 4107
Iyiwx (Yilwi, 27, 45 00) fwv x (il 0 05) fx (254, 416r)
fyw (i, wil0;) fx (7, 4107
Tyiwx (Wilwi, 77, 5 00) fvix (Wil @y, 05 00)
fyw(yi, wil0,)
Tyiwx (Wilwi, @7, 05 00) fvx (wil @, 05 0r)
I frwx (i, wi, z,,, 0100 d,,
Tywx (Wilwi, @7, 05 00) fwix (Wil @y, 05 00)

f fY‘WX(yi‘wh a::,m,i; eT)fW|X(wl|x:,m,z? GT)fX<x:,m,i yer)dx:,m,z

O peso k;.,; pode ser aproximado por

Sywx (Wilwi, @7, 05 00) fwix (Wil @y, 05 0r)

S Peiwx (Wilwi, @2 53 00) fovx (Wil 4 00)

(4.4)

kr,m,i ~

Analogamente, no caso da densidade fx|w (z;|ws;0,) ser a conhecida,

fY\WX(yi|wi> ZU:,mﬂ-; 07“)

L Frwx (wilwi, 2%, 55 00)

ram,. ™

Maxima pseudoverossimilhanca

Como descrevemos na Secao decompomos § em (87, A\")T, em que S é o para-
metro de interesse e A = (6',~7")" & o parametro de perturbacao. Quando nao é possivel
eliminar \ através de condicionamento e fatoracao, uma possivel alternativa é usar uma pseu-
doverossimilhanga, como sugere |Guolo| (2010)). Assim, a maximizagao de é feita em dois
passos: no primeiro, o parametro de perturbacao é convenientemente estimado. Chamamos
a estimativa de A de A = (67,37)". Em seguida, 3 ¢ estimado ao maximizar a funcao de

pseudoverossimilhanca obtida fixando A = . Assim, a estimativa de [ é o valor de 8 que

maximiza a funcao de pseudoverossimilhanca dada por
pL(B;y,w,\) = [][pL(B:yi,wi,N)
i=1
= H / fY|WX(yi|wi; 55 5)fW\X(wz'|ﬂfi; 6) fx (w5]7)d;. (4.5)
i=1

O mesmo processo do algoritmo EM-Monte Carlo apresentado para a maximizacao

da funcao de verossimilhanca é utilizado para a maximizacao da funcao de pseudoverossimi-
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lhanca. A funcao de pseudoverossimilhanca completa é dada por

~

=1

~

= H fY\WX(yz’|wi7 zi; B) fwx (wilzi; 6) fx (@:]7)-

i=1

Suponha que uma estimativa de A, /):, é obtida. Seja 3, o valor de § da r-ésima

iteracao e pl(B;y, w, I,//\\) = logpL(B;y, w, I,X) O (r + 1)-ésimo passo E é
Q(BIB,; X) = Elpl(8; Y, W, X)|Y =y, W = w; B, .

Ainda, podemos decompor Q(3|5,; X) como a soma das esperancas dos logaritmos das den-

sidades condicionais, ou seja,

QBI6:A) = EPIB; YW, X)|Y =y, W =w; B, A + E[pl(\ WIX)[Y =y, W = w; B, A
+ E[pl()\;X)|Y:y,W:w;6r,:\\]. (4.6)

A esperanca em (4.6) pode ser simplificada ao remover os dois ultimos termos, ja
que estes nao dependem do parametro de interesse 5. Assim, a aproximacao de Monte Carlo

para (4.6) ¢ dada por

n

1

Qu(BIBA) = 57 > > plBiyiwi, 2750 M),
m=1 i=1
em que Ty, ..., Ty, Sa0 M amostras aleatorias obtidas de fxyw (z:]yi, wi; BT,X). Como

descrito no algoritmo EM-Monte Carlo para a maximizacao da fungao de verossimilhanca,
a técnica de amostragem de importancia pode ser ttil quando nao é possivel a simulacao de
fX|YW(xz'|yi; W;; BMX)‘

A maximizacgao da pseudoverossimilhanca (4.5) assume que uma estimativa de \ seja
disponivel. A estimativa do parametro de perturbacao A pode ser obtida pela maximizacao

da funcao de verossimilhanca reduzida dada por
L) =TT [ fwwilei &) fctede, (47)
i=1

Quando a integral em (4.7) ndo pode ser expressa na forma fechada, o algoritmo
EM-Monte Carlo pode ser utilizado de forma analoga ao que apresentamos da maximizagao

das func¢oes de verossimilhanca e de pseudoverossimilhanca.
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4.1.3 SIMEX

O método SIMEX consiste basicamente em duas etapas: simulagao (SIM) e extra-
polagao (EX). A ideia do método ¢ o fato de que o efeito do erro de medida em um estimador
pode ser determinado por simulacao, ao introduzir um erro de medida adicional aos dados
utilizando um esquema de reamostragem, de tal forma que se possa estabelecer uma rela-
cao entre o viés induzido pelo erro de medida e a variancia do erro de medida adicionado
e extrapolar essa relagdo para o caso correspondente & auséncia de erro de medida (Cook
& Stefanski, [1994). Consideramos duas versoes para o método SIMEX: a que considera a
variancia do erro de medida conhecida (ou convenientemente estimada) e a versao que leva

em conta o desconhecimento da varidncia do erro de medida.
SIMEX com variancia do erro de medida conhecida

Em situacoes em que o modelo para o erro de medida ¢é aditivo classico e a vari-
ancia do erro de medida é conhecida, ou previamente e devidamente estimada, sejam as

pseudoamostras definidas por
Wai(G) = Wi+ ¢ *Ugs, d=1,...,D, i=1,....,n, b=1,...,B, (4.8)

com (, = (1,...,(g,em que 0 = (4 < (5 < ... < (g sao valores definidos e conhecidos.
Os pseudoerros, U,;, sao mutuamente independentes, independentes dos dados observados

e identicamente distribuidos com distribuigdo normal com média zero e variancia 2.

Para a d-ésima pseudoamostra (d = 1,...,D) de um valor fixo de (,, obtemos as
estimativas B(d)(cb) pelo método de maxima verossimilhanca através do ajuste do modelo
de regressao logistica considerando (Wy,(¢),Y:), ¢ = 1,...,n. As estimativas podem ser
resumidas utilizando a média de 3(1)(@), o B(D)(Cb), resultando em B(Cb). Esta etapa do

método é a simulagao.

Vale notar que Var(W;|X;) = o2 e pela relacao dada em (1.8)), Var(Wy,(G)|X:) =
(1+¢y)Var(W;] X;) = (14 ¢)o2. O ideal ¢ um cenério sem erro de medida, o que corresponde
a (14 ¢)o2 =0, eassim ( = —1.

Desta maneira, a extrapolacao implica na modelagem das estimativas B(Cl), e B(CB)

em funcao de (3,...,(p e usando uma funcao apropriada para extrapolar para (, = —1, que

neste caso chamamos de estimador SIMEX. Contudo, essa funcao é raramente conhecida e
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por isso pode ser estimada por fungoes simples, como a funcao linear, quadratica e nao-linear.

A funcao linear é dada por

Gr(G,T) =71+ 72G.

Outra funcao muito utilizada por sua simplicidade ¢ a funcao de extrapolacao quadratica,

que é dada por
Go(G,T) =71 + 12 + 736

Carroll et al.| (2006, p. 109) discutem a utilizagdo de outra fun¢ao de extrapolagio,

dada por

M3+ Y2 + 711G
G ) =
ri(G, T) ——a

em que I' = (71,72,73)" e 73 = 0 no modelo linear. Como Gr;((,T) é a razdo de duas
fungoes lineares, esse modelo é chamado de extrapolagao linear racional. A fun¢do Ggr((, )
requer a utilizagao de um programa de minimos quadrados nao-lineares para o ajuste e
Carroll et al| (2006, p. 110) apresentam uma forma de obter bons valores iniciais de T’

utilizando as estimativas do modelo quadratico.
SIMEX com variancia do erro de medida desconhecida

Devanarayan & Stefanski (2002) apresentam uma versao do método SIMEX para
as situacoes em que a variancia do erro de medida é desconhecida. Nestes casos, a variancia

do erro de medida pode ser heteroscedastica. Para essa versao, r;, numero de réplicas de

W; do i-ésimo individuo, deve ser dois ou mais para poder estimar o2, (se consideramos
variancia heteroscedéstica, mas se assumirmos um modelo homoscedéstico, a variancia do
erro de medida ¢ 02). O modelo assumido é W;; = X; 4+ U;;, em que Uy, j = 1,...,7;, sao

normalmente distribuidos com média 0 e variancia o?2;.

Como a variancia do erro de medida é desconhecida, nao podemos gerar as pseudoa-
mostras como em (4.8]). No entanto, podemos gerar pseudoamostras na forma de contrastes
lineares aleatorios das réplicas, definidas por

1/2 7
Wai(G) = W, + (9> > c4iWi, d=1,...,D,i=1,...neb=1,.. B,
T

[ =1
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em que

B Adgij — Adi,.
Cd,ij = - —
\/2/:1 (Agij — Adi.)?

T — T4 2 — . i i ¢
com Y ;1 caiy; =0e > cq, o =1e Ag;; ~ N(0,1) independentes entre si e também

Y

independentes dos dados observados.

E facil notar que Var(Wa;(G)|X;) = (1+ G)o2/ri = (1 + ) Var(W;]X;) e o cenario

sem erro de medida é obtido com (, = —1.

O que difere esta versao para o método SIMEX da versao apresentada anteriormente
é a forma como as pseudoamostras sao geradas. Os passos seguintes sao analogos a versao

para o método SIMEX com variancia conhecida.

Como esta versao do método SIMEX gera pseudoerros de dados observados, ela é

chamada de SIMEX empirico.

4.1.4 Calibragao da regressao

O método de calibragao da regressao consiste em substituir a varidvel nao observada
X; por alguma funcao de W; (ou substituir por alguma funcao de (W;, Z;), se existir(em)
covariavel(is) medida(s) sem erro, Z;), como a esperanca condicional de X; dado W;. Apos

a substituicao, estimam-se os parametros da maneira usual.

A seguir, apresentamos o método da calibracao da regressao no caso de a variancia
do erro de medida ser desconhecida, mas estimada por réplicas de W;, isto é, r; réplicas,

Wilym% e '7‘/1/2'7“2‘7 de VI/’L

Como propoem (Carroll et al.| (2006, p. 71), a estimativa da esperanca condicional

de X; dado (W;, Z;) é
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3

S 1
i — (T i) i1

7"1(@1 — E) (Zl — E)T e

n

~ 1 e
Yow = S = (S 2 S ) { [;m(wi —w)(w; — W) ] ( 1)Euu}.

A expressao E(X;|W; = W;,Z; = z) permite a existéncia de mais de uma variavel

observada com erro e sem erro de medida. No caso de apenas uma variavel com erro de

medida, X;, e nenhuma variavel sem erro de medida, a estimativa da esperanca condicional

de X; dado W, = w; é

em que

R T i Tby e { [.Z P - W] — s ”35} W

e 02 & dado por (4.1). Se a variancia do erro for conhecida, o2/r; é substituido por o2 e a

estimativa o2 fica [y, (w; — w)*/(n — 1)] — 2.



Capitulo 5

Estudo de simulacao

Realizamos um estudo de simulagao com R = 1000 réplicas de amostras cujo obje-
tivo ¢é investigar o comportamento dos estimadores dos parametros do modelo de regressao
logistica quando uma covariavel apresenta erro de medida, obtidos pelos métodos naive,
calibragao da regressao (CR), maxima pseudoverossimilhanca (MPV) e SIMEX, tanto na

estimacao dos parametros do modelo quanto no poder preditivo.

Na estimacao, comparamos os métodos em relagao as estimativas do viés e da raiz do
erro quadratico médio (REQM) e correspondentes intervalos com 95% de confianca. Para § =
(Bo B1) temos que B, = S, B/ R, vies(8,) = B, — B, e EQM(By) = 1, (B — B,/ R,
para p = 0, 1, sao estimativas, respectivamente, da média, do viés e do erro quadratico médio
do estimador de 3,, e }Sj ) representa a estimativa de /3, na j-ésima amostra simulada. Um

intervalo com 95% de confianca para o viés de §, é dado por

Sv —_ Sy
— wies +1,96—|,
T ) T L0

em que s, = \/2le (vi;(Bp) — @(ﬁp))Q/R e vij(fp) = Bzgj) —Bp, j=1,...,R. Uma

estimativa de REQM (5,) é Rm(ﬁp) =/ m(ﬁp) e um intervalo com 95% de confianca
para REQM (3,) é dado por

IC(vies(8,), 95%) = {@(@D) — 1,96

IC(REQM(8,),95%) = {\/E/cm(ﬂp) ~1, 96%; \/mwp) + 1,96%] ,

em que s = /S, (EQ;(5,) — EQM(B,)*/R e EQ;(5,) = (B — )% j=1.....R.

Para verificar o poder preditivo dos métodos em comparacao, analisamos as medidas

de desempenho sensibilidade, especificidade, VPP, VPN e acuracia, descritas na Secao [2.4.4)

30
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e a estatistica KS adaptada para categorias de escores, descrita na Secao Assim, para

cada simulacao, apresentamos a mediana dos R valores de cada uma dessas medidas.

Consideramos amostras de tamanho n = 45, 150 e 430. Setenta por cento das
observagoes foram utilizados para o ajuste do modelo (chamamos de amostra treinamento,
da qual sao obtidas as estimativas do viés e da REQM e a escolha do ponto de corte pela
curva ROC, descrita na Secao e as 30% restantes para a validagao da predicao (amostra
teste, da qual obtemos as medidas de desempenho da predicdo e a estatistica KS). Desta
maneira, os tamanhos das amostras treinamento sao ny; = 32, 105 e 301 e os tamanhos das

respectivas amostras testes sao no = 13, 45 e 129.

Seis cenarios sao considerados para as simulacoes. Sao eles:

e Cenario 1: Uma tnica covariavel com erro, a variancia do erro de medida é conhecida, o
erro de medida é homoscedastico e a variavel resposta tem a mesma proporcao esperada

de eventos e de nao-eventos (amostra balanceada).

e Cenario 2: Uma tnica covariavel com erro, a variancia do erro de medida é desconhecida
e estimada por réplicas da variavel observada, o erro de medida é homoscedastico e a

varidvel resposta tem a mesma proporcao esperada de eventos e de nao-eventos.

e Cenario 3: Uma tnica covariavel com erro, a variancia do erro de medida é desconhecida
e estimada por trés réplicas da variavel observada, o erro de medida é homoscedastico

e a proporcao esperada de eventos na amostra é de 22%.

e Cenario 4: Uma tinica covariavel com erro, a variancia do erro de medida é desconhecida
e estimada por trés réplicas da variavel observada, o erro de medida é homoscedastico

e a proporgao esperada de eventos na amostra ¢ de apenas 10%.

e Cenario 5: Uma tinica covariavel com erro, a variancia do erro de medida ¢ desconhecida
e estimada por trés réplicas da variavel observada, o erro de medida apresenta baixa
heteroscedasticidade e a variavel resposta tem a mesma proporcao esperada de eventos

e de nao-eventos.

e Cenario 6: Uma tnica covariavel com erro, a variancia do erro de medida é desconhecida
e estimada por trés réplicas da variavel observada, o erro de medida apresenta alta
heteroscedasticidade e a variadvel resposta tem a mesma proporcao esperada de eventos

e de nao-eventos.
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Para cada cenario e tamanho amostral, a variavel nao observada X; ¢ gerada com
distribui¢do normal com média p, e varidncia o2. A varidvel resposta Y; é gerada a partir
de uma distribuicao de Bernoulli com probabilidade de sucesso dada em . Além disso,
geramos a variavel observada com erro, W, a partir de sua distribuicao condicional dado X;,
ou seja, com distribui¢ao normal com média z; e variancia 02, = q(z;)02, em que q(z;) = |z;|°

ei=1,...,n. Nocenéario 5, consideramos p = 0,5 e no cenario 6, p = 2. Nos demais cenarios,

2
w

p = 0 e desta maneira, 0%, = o

Como definir uma alta ou baixa variancia do erro de medida depende da variabilidade
total dos dados, consideramos h = o02/(02 + 02) a variabilidade do erro relativamente a
variancia total dos dados. Assim, quanto maior o valor de h, mais a variabilidade do erro de

medida representa da variabilidade total. Consideramos neste trabalho os valores de h 0,05,

0,25 e 0,5.

Para a maximizacao no passo M do algoritmo EM-Monte Carlo, necesséario para
obter as estimativas de MPV, utilizamos M = 1000 amostras de Monte Carlo e o método de
otimizagdo BFGS (Nocedal & Wright, 2006, Cap. 3). A regra de parada do algoritmo EM
é dada por

em que a é o indicativo do parametro do modelo na r-ésima iteracao do algoritmo EM-
Monte Carlo. Seguindo Booth & Hobert| (1999) e Guolo| (2010)), tomamos €; = 0,001 e €3 =
0,005. Aqui, o vetor dos parametros de interesse ¢ 8 = (39, 51)" e o vetor de parametros de
perturbacio é A = (j,,02,02)T. Os estimadores de maxima verossimilhanga para A\ podem

ser obtidos de forma fechada e as estimativas de A\ = (u,,02,02)"

i = w, o2 dado por (4.9) e a2 dado por (4.1)), com r; = 3, nos cenarios que hé réplicas de

sao, respectivamente,

W;. Nas situagoes que o2 ¢ conhecida, A = (g, 02)" e r; = 1.

Para o método SIMEX, consideramos D = 100 pseudoamostras, ¢, = {0, 0,5, 1, 1,5,
2} e 0 método de extrapolagao linear. Nos cenérios que consideramos a variancia do erro de
medida desconhecida, utilizamos duas versoes do método SIMEX. Na primeira (SIMEX1),

estimamos a variancia do erro de medida por (4.1) e utilizamos essa estimativa no lugar

2
u

segunda versao (SIMEX2) é o SIMEX empirico, que descrevemos na Segao[4.1.3] No cenério

de o2 na versao do SIMEX que considera a variancia do erro de medida conhecida. A

1 utilizamos o método SIMEX com variancia do erro de medida conhecida.
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O método de MPV é uma alternativa ao método de maxima verossimilhanca (MV)
por este ser de dificil aplicacao dado o imenso esfor¢co computacional em razao da comple-
xidade da funcao de verossimilhanca, como mencionado na Secao Alguns trabalhos
compararam os dois métodos. |Carrasco (2012) e [Carrasco et al. (2013)), por exemplo, com-
param os métodos de estimacao em modelos de regressao beta. Ja Guolo (2010)) compara
os métodos de MV e de MPV, maximizando as fungoes de verossimilhanca e de pseudove-
rossimilhanca pelo método EM-Monte Carlo, em que o modelo de regressao logistica é um
dos modelos em consideracao. Os trabalhos observaram que os dois métodos apresentam
resultados similares e por ter o método de MPV o menor custo computacional, os trés traba-
lhos recomendam esse método. Para confirmar as conclusoes obtidas nos trabalhos citados,
nas Tabelas e estao o viés e a REQM dos estimadores de 3y e (3; obtidos pelos dois
métodos em uma das situagoes dos cenérios 1 e 2 (com os mesmos valores dos parametros
dos respectivos cendarios), respectivamente, com n; = 105 e h = 0,25. Observamos que os
comportamentos dos métodos em relacao ao viés e REQM sao similares. Desta forma, nas
simulagoes que seguem nao consideramos o método de MV devido ao seu alto custo com-
putacional e por haver indicacoes de que apresenta resultados parecidos com o método de

MPV.

Tabela 5.1: Viés e REQM [intervalo de 95% de confianga| dos estimadores de 3y e 51; Cenéario
1, ny =105 e h = 0,25.

Métodos Viés REQM
Bo b 5o B
MPV 1,451 —0,180 2,734 0,336
[1,307; 1,594 [-0,197; —0,162| | [2,607; 2,855] [0,319; 0,351]
MV 1,573 —0,195 2,732 0,334
[1,434; 1,712 [-0,212; —0,178] | [2,606; 2,852] [0,318; 0,349]
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Tabela 5.2: Viés e REQM [intervalo de 95% de confianca| dos estimadores 3y e (;; Cenéario
2, 1, =105 e h = 0,25.

Métodos Viés REQM
Bo b Bo b
MPV 2,116 —0,263 2,969 0,366
[1,985; 2,247 [-0,279; —0,247| | [2,854; 3,080] [0,352; 0,380]
MV 2,168 —0,269 2,954 0,364
[2,042; 2,294] [-0,285; —0,254] | [2,842; 3,063] [0,350; 0,377]

Uma questao importante é o substituto de X; na estimacao da probabilidade de
sucesso. |Carroll et al| (2006, p. 38) afirmam ser a estimac¢do naive a apropriada para
predicao, argumentando que W; é observada sem erro como uma medi¢ao de si mesmo e se
tiver disponivel um conjunto de dados (Y;, W;, Z;), i = 1, ..., n, é possivel ajustar um modelo
conveniente para a variavel resposta como uma fungao de (W;, Z;). Mas este argumento nao
é tao convincente se pensarmos que a probabilidade de sucesso ¢ uma funcao dos parametros

do modelo, que foram estimados levando em conta a presenca do erro de medida.

Podemos pensar em um substituto de X; para cada método de estimacao em consi-
deracao. O método da CR tem um substituto natural, a esperanca condicional estimada de
X; dado W;, apresentada na Secao [4.1.4] Para o método SIMEX, nao conseguimos chegar

a nenhum substituto natural. Para o método de MPV uma possibilidade é substituir X;

por T}, em que T, = Z%:l xy, /M ez, ; & gerado por uma distribui¢io normal com média
[i, e variancia o2 do ultimo passo do algoritmo EM-Monte Carlo (Segdo [4.1.2). Mas essa
substitui¢ao nao levou a bons resultados, como podemos ver na Tabela [5.3] Esse resultado
ja havia sido observado por Rodrigues (2010) que usou uma substitui¢ao similar no método

de maxima verossimilhanca.

Como a esperanca condicional estimada de X; dado W; é um preditor de X;, utili-

zamos essa substituicao em todos os métodos que corrigem o erro de medida.
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Tabela 5.3: Medidas de desempenho e estatistica KS obtidas por diferentes métodos de
estimacao; Cendrio 2, ny = 45 ¢ h = 0,05.
Medidas | MPV | CR | naive
Se 50,0 | 89,4 | 894
Es 50,0 | 90,4 | 90,3
VPP 50,0 | 90,4 | 90,4
VPN 50,0 | 89,4 | 89,6
ACC 53,8 | 88,8 | 88,8
KS 142 83,3 | 83,1

A seguir, apresentamos o comportamento dos métodos de estimagao nos seis cenérios

em consideracao.

5.1 Cenario 1

2

u?

Neste cenério consideramos que a variancia do erro de medida, o2, é conhecida e
comum para todas as observacoes, e seus valores sao 0,15, 1 e 3. Os demais parametros,

fixos para todas as simulagoes, sdo: ju, =8, 02 =3, By = —16e 3, = 2.

5.1.1 Estimacao

As Figuras [5.145.6] mostram os graficos das estimativas pontuais e intervalares do

viés e da REQM dos estimadores de 3y e 81 para os diferentes valores de h e n;.

O estimador de MPV apresenta bom desempenho para todos os valores de h e é o
melhor método na maioria das situacoes em relacao ao viés e 8 REQM. Apesar de apresentar
o menor viés quando, conjuntamente, o tamanho da amostra é pequeno (n; =32) e h = 0,5, 0
estimador da CR apresenta o maior valor da REQM, mas para tamanhos amostrais maiores,
o estimador tem bom desempenho para todos os valores de h considerados. Em geral, o
método da CR tem bom desempenho e na maioria das vezes, s6 nao é superior nas métricas
de estimacao que o estimador de MPV. O método naive produz os piores estimadores tanto

no viés quando em relacdo & REQM (com raras excecdes nao é o pior e, mesmo nelas, é
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um dos piores). Observamos também que o estimador SIMEX tem os maiores valores de
REQM e viés para estimar 3y quando A = 0,05 e os tamanhos amostrais sao n; = 32 e
105. Nos demais casos, apresenta comportamento intermedidrio e muitas vezes tem melhor
desempenho apenas que o estimador naive, com excecao quando h = 0,25, pois apresenta

comportamento similar ao estimador de MPV | principalmente para fy.

5.1.2 Predicao

As Tabelas 5.4 e [5.5 mostram as medianas dos R valores das medidas sensibilidade
(Se), especificidade (Es), VPP, VPN, ACC e estatistica KS para os diferentes valores de h e

No.

Em geral, nao ha diferenca importante entre os métodos de estimacao para as me-
didas sensibilidade, especificidade, VPP, VPN e acuracia. No entanto, em alguns casos, ha
pequenas diferencas nas medidas obtidas pelos métodos de estimacao, como a situagao ny =
45 e h = 0,05, onde o valor mediano da sensibilidade obtido pelo método SIMEX é 84,8%
e dos demais métodos é 85,7%. No entanto, ao avaliar os graficos bozplot das Figuras e
5.8, observamos que as medidas de sensibilidade e especificidade apresentam comportamen-
tos similares para todos os métodos de estimagao. Isto acontece para as demais medidas de

desempenho consideradas e para as medidas de desempenho nos proximos cenarios.

Os valores da estatistica KS obtidos pelo método SIMEX sao os menores em todos
os casos e a diferenca do valor desta estatistica em relacao ao valor obtido pelos demais
métodos diminui conforme h aumenta. E possivel ver esse comportamento na Figura ,
onde estao os graficos boxplot dos valores da estatistica KS para ny = 45 e é similar para os

demais tamanhos amostrais.
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5.2 Cenario 2

Neste cenario estamos considerando uma situagao mais real, ou seja, a variancia do
erro de medida é desconhecida, comum para todas as observacgoes e estimada por com
trés réplicas de W;. Seus valores sao 0,37, 2,33 e 7. Os demais parametros, fixos para todas
as simulagoes deste cendrio, sdo pu, = 8, 02 =7, By = —16 ¢ $; = 2. A proporgao esperada

de eventos na amostra é de 50%.

5.2.1 Estimacao

As Figuras p.10H5.15] mostram os graficos das estimativas pontuais e intervalares do

viés e da REQM dos estimadores de [y e 81 para os diferentes valores de h e n;.

Em geral, o método de MPV apresenta o melhor desempenho em relacao ao viés
e REQM e o segundo melhor desempenho é obtido pelo método da CR, perdendo para as
duas versoes do método SIMEX apenas quando h = 0,25, em relagdo 8 REQM (em algumas
situagoes) e ao viés, uma vez que os estimadores SIMEX s6 nao sdo menos viesados que o
estimador de MPV. As duas versoes do método SIMEX apresentam comportamentos muito
parecidos. O método naive apresenta o pior desempenho tanto em relacao ao viés quanto a

REQM.

5.2.2 Predicao

As Tabelas 5.6] e 5.7 mostram as medianas dos R valores das medidas sensibilidade
(Se), especificidade (Es), VPP, VPN, ACC e estatistica KS para os diferentes valores de h e

Nno.

Observamos que, de uma maneira geral, nao ha diferenca entre os métodos nas
medidas de sensibilidade, especificidade, VPP, VPN, acuracia e estatistica KS. Em alguns
casos, ha pequenas diferencas nos valores medianos obtidos pelos métodos de estimacao.
No entanto, assim como apresentado nas Figuras e do cenério anterior, as medidas
apresentam comportamentos muito similares para todos os métodos de estimacgao. Ainda, os
valores medianos das medidas diminuem conforme h aumenta, fixados o método de estimacao

€ Na.
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5.3 Cenario 3

Como no cenério 2, a variancia do erro de medida é desconhecida, comum para todas
as observacoes e estimada por com trés réplicas de W;. Seus valores sao 0,37, 2,33 e
7. Os demais parametros, fixos para todas as simulagoes deste cenério, sao y, = 8, 02 =
7, Bp = — 16 e B = 1,55. A proporcao esperada de eventos na amostra é de 22% e nao

consideramos n = 45 por saber que terfamos poucos eventos na amostra.

5.3.1 Estimacao

As Figuras p.16H5.19 mostram os graficos das estimativas pontuais e intervalares do

viés e da REQM dos estimadores de [y e 81 para os diferentes valores de h e n;.

O estimador de MPV ¢é o menos viesado para h > 0,05 e com menor REQM para,
conjuntamente, n; = 301 e h > 0,05. O estimador da CR apresenta os menores valores de
REQM quando n; = 105 e nestes casos, o estimador de MPV tem o segundo menor valor
quando A = 0,5. Assim como no cenéario 2, o estimador da CR é o segundo menos viesado,
mas destacamos duas excecoes. A primeira é quando h = 0,25, pois os estimadores SIMEX
s6 nao sao menos viesados que o estimador de MPV para n; = 301 e apresentam valores
similares a este estimador para ny; = 105. A segunda excecao se deve ao fato de o estimador
da CR ser o menos viesado para h = 0,05 quando n; = 301 e apresentar viés similar ao
estimador naive, o menos viesado, quando n; = 105. As duas versoes do método SIMEX
apresentam comportamentos muito parecidos e na maioria das vezes s6 sao melhores em
relacao ao viés e REQM que o método naive. Em geral, o método naive apresenta o pior

desempenho tanto em relacao ao viés quanto em relacao a REQM para h > 0,05.

5.3.2 Predicao

As Tabelas 5.8 e 5.9 mostram as medianas dos R valores das medidas sensibilidade
(Se), especificidade (Es), VPP, VPN, ACC e estatistica KS para os diferentes valores de h e
Na.

Nao ha diferenca importante entre os métodos de estimacao nas medidas de sensi-

bilidade, especificidade, VPP, VPN e acuracia para todo h e ny. Ainda, observamos que os
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valores dessas medidas diminuem conforme a variancia do erro de medida aumenta. Os va-
lores da estatistica KS sao similares para todos os métodos de estimacao, com uma ressalva
quando h = 0,5 e ny = 45, pois a mediana da estatistica KS obtida pelo método da CR é
trés unidades maior do que o valor obtido pelo método naive. Ainda, temos que os valores

da estatistica diminuem conforme A aumenta.
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5.4 Cenario 4

Ainda no estudo de amostras desbalanceadas, consideramos neste cenario os mesmos
valores dos parametros do cenario 3, com excecao de (5; que agora é igual a 1,35. Desta ma-
neira, este cenario ¢ o que apresenta amostras mais desbalanceadas, com proporcao esperada
dos eventos de 10%. Nao consideramos n = 45 por saber que terfamos poucos eventos na

amostra.

5.4.1 Estimacao

As Figuras [5.20H5.23] mostram os graficos das estimativas pontuais e intervalares do

viés e da REQM dos estimadores de 3y e 81 para os diferentes valores de h e n;.

O estimador de MPV apresenta o melhor desempenho em relacao ao viés quando,
conjuntamente, n; = 301 e h > 0,05 e quando n; = 105 e h = 0,5. O estimador da CR é
o segundo menos viesado para todos os valores de h, com excecao quando, conjuntamente,
h = 0,25 e n; = 301, pois os estimadores SIMEX sao os segundos menos viesados. O
estimador naive apresenta o menor viés quando h = 0,05, com vieses parecidos aos obtidos
pelo estimador da CR, mas é o mais viesado para os demais valores de h. Em relacao a
REQM, o método da CR ¢é, em geral, o método com os menores valores e o método de MPV
apresenta os maiores valores, principalmente para ny; = 105. O método naive apresenta os
segundos maiores valores da REQM e é o método com maior REQM quando n; =301 e h =

0,5.

5.4.2 Predicao

As Tabelas[b.10 e b.11lmostram as medianas dos R valores das medidas sensibilidade
(Se), especificidade (Es), VPP, VPN, ACC e estatistica KS para os diferentes valores de h e

No.

Para as medidas de desempenho sensibilidade, especificidade, VPP, VPN e acurécia,
nao ha diferenca importante entre os métodos de estimacado. Ainda, observamos que os
valores dessas medidas diminuem conforme a variancia do erro de medida aumenta. O valor

mediano da estatistica KS obtido pelo método da CR ¢ o maior para todos os valores de
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h e no, seguido, na maioria das vezes, pelo método de MPV. O método naive apresenta os
menores valores medianos da estatistica KS e a diferenca dos seus valores com relagao aos
valores obtidos pelo método da CR aumenta conforme h aumenta. No entanto, através da
Figura podemos observar que os graficos bozplot dos valores da estatistica KS de cada
método de estimacao apresentam comportamentos muito similares. Os valores da estatistica

KS diminuem conforme h aumenta, fixados ny € 0 método de estimacao.
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5.5 Cenario 5

Estudamos neste e no proximo cenario (cenério 6) o comportamento dos métodos
de estimacao sob a presenca de erro de medida heteroscedastico. Ainda consideramos os
mesmos métodos de estimacao estudados nos cenarios anteriores, que, com excecao do mé-
todo SIMEX2, nao consideram a presenca de heteroscedasticade. O trabalho desenvolvido
por Spiegelman et al.| (2011]) motivou o estudo deste e do proximo cenério, pois propuseram
uma modificacao para o estimador da calibracao da regressao para corrigir os coeficientes
de regressao para covaridveis medidas com erro heteroscedastico. Eles observaram que o
estimador da calibragdo da regressdo usual (o qual estamos considerando neste trabalho,
que nao leva em conta a heteroscedasticidade) se comporta melhor ou igual ao estimador
proposto. Desta maneira, queremos verificar como os outros estimadores considerados neste

trabalho se comportam na presenca de erro de medida heteroscedéstico.

Vale ressaltar que no trabalho de [Spiegelman et al. (2011) foram utilizados dados
de validacao, ou seja, para uma parte da amostra, a variavel X; é observada. Desta maneira,
no método de calibragao da regressao usual, a esperanca condicional de X; dado (W, Z;) é
estimada usando os dados de validagao (Rosner et al. [1989).

Neste cendario, a variancia do erro de medida ¢ desconhecida e estimada por (4.1)

0552 0 que chamamos de baixa

com trés réplicas de W;. Na simulacao dos dados, o2, = |z;
heteroscedasticidade, e os valores de o2 sao 0,37, 2,33 e 7. Os demais parametros, fixos para

todas as simulagoes deste cenério, sao y, = 8, 02 =17, fy = —16 ¢ f; = 2.
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5.5.1 Estimacao

As Figuras [5.25 mostram os graficos das estimativas pontuais e intervalares do

viés e da REQM dos estimadores de 3y e 81 para os diferentes valores de h e n;.

O estimador de MPV ¢ o melhor método na presenca de baixa heteroscedasticidade,
tanto em relacao ao viés quanto em relacao & REQM. O estimador naive é o mais viesado
e 86 ndo ¢ o método com maior REQM quando o tamanho da amostra é pequena (para
todos os valores de h) e quando, conjuntamente, a varidncia do erro de medida é alta e o
tamanho da amostra ¢é intermediaria, ou seja, quando A = 0,5 e n; = 105. Nessas situacoes,
o estimador da CR é o método com maior REQM, mesmo apresentando bom desempenho
no viés. As duas versoes do estimador SIMEX apresentam comportamentos similares, sendo

melhores, na maioria dos casos, apenas que o estimador naive.

5.5.2 Predicao

As Tabelas[5.12 e 5.13lmostram as medianas dos R valores das medidas sensibilidade
(Se), especificidade (Es), VPP, VPN, ACC e estatistica KS para os diferentes valores de h e

No.

Nao ha diferencas que merecam destaques nas medidas de sensibilidade, especifi-
cidade, VPP, VPN, acuracia e estatistica KS entre os métodos de estimacao considerados.
Mas, para todo ns, os valores medianos dessas medidas diminuem conforme a variancia do

erro de medida aumenta, ou seja, conforme h aumenta.
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Figura 5.25: Intervalo de 95% de confianga para o viés dos estimadores de Sy e (31; cenéario
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5.6 Cenario 6

Consideramos as mesmas caracteristicas e valores dos parametros do cenério 5, a

excecao ¢ que neste cenario p = 2, que chamamos de alta heteroscedasticidade.

5.6.1 Estimacao

As Figuras [5.31}5.36] mostram os graficos das estimativas pontuais e intervalares do

viés e da REQM dos estimadores de [y e 81 para os diferentes valores de h e n;.

O estimador de MPV é o menos viesado e com os menores valores de REQM para
todos os valores de h e ny. O estimador da CR é o mais viesado, com duas excecoes. A
primeira ¢ quando h = 0,05, para todos os tamanhos amostrais, e a segunda excecao é quando
h = 0,5 e o tamanho da amostra é n; = 301, cujos maiores vieses sao obtidos pelo estimador
naive. O método da CR s6 nao é o estimador com maior valor da REQM quando h = 0,05
e os tamanhos amostrais sao ny = 105 e 301, nesses casos o estimador naive tem o maior
valor da REQM. Nas situagoes em que o estimador da CR é o mais viesado e/ou com maior
REQM, o estimador naive é o segundo pior método. As duas versoes do método SIMEX
apresentam comportamentos similares e ocupam posicao intermedidria na comparacao com
os demais métodos, pois 0 método SIMEX ¢é o segundo melhor nas situacoes que o método

da CR é o pior e é o segundo pior método quando o método da CR tem bom desempenho.

5.6.2 Predicao

As Tabelas eB. 15 mostram as medianas dos R valores das medidas sensibilidade
(Se), especificidade (Es), VPP, VPN, ACC e estatistica KS para os diferentes valores de h e

Nno.

Observamos que os valores medianos das medidas de desempenho sensibilidade,
especificidade, VPP, VPN e acuracia obtidos pelo método da CR sao os menores para h >
0,05. No entanto, ao avaliar os graficos boxplot das Figuras e observamos que as
medidas de sensibilidade e especificidade apresentam comportamentos similares para todos
os métodos de estimacao, apesar de o método da CR apresentar maior variabilidade para

h > 0,05. Isto acontece para as demais medidas de desempenho consideradas.
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Os valores medianos da estatistica KS obtidos pelos métodos da CR e MPV sao os
maiores para todos os valores de h e a diferenca dos valores medianos desses métodos com o
obtido pelo método naive aumenta conforme a variancia do erro de medida aumenta. Para
ny = 45 ¢ h = 0,5, por exemplo, o valor mediano da estatistica KS dos métodos de MPV
e CR sao, respectivamente, 25,7% e 25% e do método naive é 20,6%. No entanto, através
dos graficos boxplot da Figura [5.39| observamos que os valores da estatistica KS apresentam
comportamentos similares para todos os métodos de estimacao. Assim como as medidas
de desempenho citadas anteriormente, os valores da estatistica KS diminuem conforme h

aumenta.
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Figura 5.31: Intervalo de 95% de confianga para o viés dos estimadores de Sy e (31; cenario
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Figura 5.35: Intervalo de 95% de confianga para o viés dos estimadores de Sy e (31; cenéario

6, n; = 301
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5.7 Consideracgoes do estudo de simulacao

Em geral, o estimador naive é o mais viesado e com maiores valores de REQM. As
duas versoes do método SIMEX, com funcao de extrapolacao linear, apresentam compor-
tamentos na estimacgao muito similares e apresentam desempenho melhor, na maioria das
vezes, apenas do que o método naive. O método MPV obtém, na grande maioria das vezes,
o melhor desempenho na estimacao tanto em relagdo ao viés quanto em relacao &8 REQM e
o método da CR o segue, sendo o segundo método com melhor desempenho em geral. Mas

valem algumas ressalvas, expostas a seguir.

O método de MPV piora o seu desempenho (principalmente na REQM) em relacdo
aos demais métodos de estimacao conforme diminui a proporc¢ao de eventos, ou seja, conforme
aumenta o desbalanceamento da amostra. Com isso, o método da CR que apresenta, em
geral, o segundo menor valor da REQM em amostras balanceadas, apresenta o menor valor

de REQM em situacoes de desbalanceamento da amostra.

Na presenca de heteroscedasticidade, de uma maneira geral, o método de MPV ¢é o
melhor método entre os comparados, mesmo nao levando em conta a heteroscedasticidade na
funcao de pseudoverossimilhanca. O método da CR apresenta bom desempenho na presenca
de baixa heteroscedasticidade, em alguns casos sendo superior ao método de MPV em relagao
ao viés. Com relagao & REQM, este método apresenta alto valor quando o tamanho amostral
é pequeno ou quando o tamanho da amostra nao é grande o suficiente em relagao a variancia
do erro de medida, uma vez que para h = 0,5 o método da CR tem a maior REQM quando
ny = 105 e apresenta o segundo menor valor de REQM quando n; = 301. J4 quando a
heteroscedasticidade é alta, o método da CR s6 apresenta bom desempenho em relagao ao
viés quando h = 0,05 e para a REQM quando o tamanho da amostra é grande (n; = 105 e

ny = 301) e h = 0,05.

No estudo desenvolvido por Spiegelman et al.| (2011), o método da CR usual é
adequado mesmo na presenca de heteroscedasticidade. Nas Tabelas e estao o viés e
REQM dos estimadores de 3; obtidos pelos métodos da CR e naive sob a abordagem de dados
de validagao, com n; = 301 (tamanho da amostra de validagao: 45), para p =0,5e p = 2,
respectivamente. Como podemos observar, sob a abordagem de dados de validacao, o método
da CR é sempre melhor que o método naive mesmo na presenca de alta heteroscedasticidade,

resultado diferente ao que encontramos no cendrio 6 (p = 2), sob a abordagem de replicagoes.



5.7. Consideracoes do estudo de simulacao 77

Os valores de viés e REQM de todos os métodos aumentam conforme aumenta a
heteroscedasticidade do erro de medida, principalmente na mudanca de p = 0,5 para 2,

fixados 0 método de estimacao e valores de h e n;.

No modelo aditivo classico para o erro em modelo de regressao linear simples,
E(Y;|X;) = 5o + £1X;, o viés causado pelo erro de medida é sempre na forma de atenu-
acao. De fato, se 31 representa o estimador de minimos quadrados naive, temos E(B\l) =
(1 4+ 0?78, < B, em que (1 + h?*)~! & chamado de fator de atenuagiao. Em modelos de
regressao logistica, nao ha uma forma fechada para o viés induzido pelo erro de medida (Gus-
tafson), 2004, p. 24) e diferentemente do modelo de regressao linear, o fator de atenuacao
nao é o mesmo para todos os valores de ;. No entanto, Gustafson| (2004, p. 25) comparou
as curvas do fator de atenuacao em funcao de h e verificou que essas tém forte semelhanca
com as de regressao linear, apoiando a ideia de que o impacto do erro de medida em modelos
de regressao logistica é muito semelhante ao seu impacto em modelos de regressao linear.
Em geral, obtemos neste trabalho resultados compativeis com os relatados na literatura,
inclusive o fato de o viés aumentar com o aumento da variancia do erro de medida, como

esperado.

Na predi¢ao de novas observagoes, nao observamos diferengas importantes nas me-
didas de desempenho sensibilidade, especificidade, VPP, VPN e acuracia entre os métodos
de estimacao sob a presenca de heteroscedasticidade e com diferentes proporc¢oes de eventos.
A estatistica KS apresenta diferenca em seus valores medianos para alguns casos. Sao eles:
proporcao de eventos de interesse baixa, onde o método da CR apresenta maiores valores da
estatistica, e na presenca de alta heteroscedasticidade, onde os valores medianos da estatis-
tica sao maiores para os métodos de MPV e CR. No entanto, os graficos bozplot dos valores

da estatistica sao similares para todos os métodos de estimacao.

Ao comparamos os resultados obtidos na predi¢ao dos cenéarios 2, 3 e 4, podemos
observar a relagao entre o comportamento das medidas de desempenho e o desbalanceamento
da amostra, fixos o método de estimacao e valores de h e ny. Observamos que a medida VPP
diminui conforme aumenta o desbalanceamento da amostra e a medida VPN aumenta. Mas
o comportamento destas medidas deve ser avaliado com cautela, uma vez que elas sofrem o

efeito da proporcao de eventos, como citado por Louzada-Neto et al.| (2009).

Ao comparamos os resultados obtidos na predi¢ao dos cenarios 2, 5 e 6, podemos
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observar o comportamento das medidas de desempenho na presenca de erro de medida

heteroscedéstico. Assim, observamos que os valores obtidos da sensibilidade, especificidade,

VPP, VPN e acuracia diminuem conforme aumenta a heteroscedasticidade do erro de medida,

principalmente na mudanga de p = 0,5 (cendrio 5) para 2 (cenéario 6).

Tabela 5.16: Viés e REQM [intervalo de 95% de confianga| dos estimadores de 31 com p = 0,5

sob a abordagem de dados de validacao.

Método h = 0,05 h = 0,25 h=20,5
Viés
CR 0,050 0,039 0,052
[0,032; 0,067| [0,022; 0,057| |0,034; 0,070]
naive —0,509 —0,950 —1,225
[—0,522; —0,497] | [-0,959; —0,942| | [—1,231; —1,218|
REQM
CR 0,282 0,282 0,295
[0,266; 0,297| [0,266; 0,298| [0,279; 0,311]
naive 0,547 0,961 1,229
[0,536; 0,558| [0,953; 0,969| [1,223; 1,236]
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Tabela 5.17: Viés e REQM [intervalo de 95% de confianga| dos estimadores de 5 com p = 2

sob a abordagem de dados de validacao.

Método h = 0,05 h = 10,25 h=0,5
Viés
CR 0,273 0,414 0,433
0,251 0,295] [0,388; 0,440] [0,407; 0,450]
naive 1,261 ~1,618 1,762
[—1,267; —1,255] | [~1,621; —1,615] | [—1,763; —1,760]
REQM
CR 0,446 0,585 0,600
(0,422; 0,468) 0,557; 0,612 [0,570; 0,629]
naive 1,264 1,619 1,762
[1,259; 1,270 1,616; 1,622 [1,760; 1,764




Capitulo 6

Dados reais 1 - Aplicacao na area médica

A fim de aplicar os métodos estudados em dados reais da area médica, consideramos
os dados do estudo Framinghanm Heart Study (Carroll et al.,|1984). O interesse do estudo é
verificar o impacto de fatores de risco em doencas coronarianas em homens americanos. As
doencas coronarianas se desenvolvem em virtude do depdsito de substancias gordurosas nas
paredes das artérias, restringindo o fluxo sanguineo e sdo as causas de infarto (ou ataque
cardiaco), uma das doengas de maior mortalidade no mundo, segundo a Organizagao Mundial

da Satude (http://www.who.int).

Desta forma, utilizamos o modelo de regressao logistica para verificar o quanto os
fatores de risco influenciam na probabilidade de surgimento de doencas coronarianas em
homens. A varidvel resposta, Y;, indica a presenca ou auséncia de doencas coronarianas
(chamamos de chd) para o i-ésimo homem e as variaveis preditoras (fatores de risco) sao
idade do paciente (em anos), se fumante ou nao, nivel de colesterol (em mg/dL) e pressao
sistolica (em mmHg). O estudo consiste na observagdo de 1615 homens de 31 a 65 anos
de idade. Se as variaveis preditoras fossem todas observadas de maneira exata, poderiamos
utilizar o modelo de regressao logistica usual (Hosmer & Lemeshow, 2000). Mas a pressao
sistolica verdadeira nao pode ser medida exatamente, pois varia ao longo do dia para o mesmo
individuo. Assim como fazem [Carroll et al.| (2006, p. 112), analisamos os dados considerando
a pressao sistolica como varidvel com erro e as demais variaveis como covariaveis observadas

sem erro, Z;.

A variavel pressao sistolica observada (chamamos de sbp) foi medida em dois exames

em momentos distintos. Os valores observados nesses dois exames sao considerados réplicas.

80
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Carroll et al.| (1984) sugerem uma transformacdo na variavel com erro e utilizamos a trans-
formacao considerada por [Carroll et al.| (2006, p. 113): W;; = log(sbp;; — 50), j = 1,2, que
chamamos de [sbpj;. Ainda, seja mlsbp;, a média das duas réplicas do i-ésimo individuo da
amostra, com ¢ = 1,...,1615. No decorrer do texto, chamamos de [sbp a variavel observada

com erro transformada e mlsbp a variavel oriunda da média das réplicas de [sbp.

Na Tabela apresentamos as medidas descritivas da amostra em questao. Obser-
vamos que 8% dos homens amostrados apresentam doencas coronarianas, 77% sao fumantes,
eles tém quase 46 anos em média e nivel de colesterol médio de 228 mg/dL. Também pode-
mos observar que, em média, os valores de [sbp nas duas réplicas sao préoximos e proximos da
média de mlsbp. Vale notar que os valores médios das covariaveis e a propor¢ao de fumantes

sao maiores no grupo com doencas coronarianas do que no grupo sem doencas.

Tabela 6.1: Média (desvio padrdo) ou *propor¢ao de doentes ou **proporcao de fumantes

geral e por status de chd

Variavel geral | sem chd | com chd
chd 0,079* - -

fumante 0,773*%F | 0,768** | 0,828**
idade 45,861 | 45,493 50,133
(8,588) | (8,566) | (7,669)

colesterol 228,404 | 227,202 | 242,367
(41,452) | (41,244) | (41,470)

12 réplica de Isbp | 4,374 4,365 4,476
(0,226) | (0,222) | (0,237)

2% réplica de [sbp | 4,355 4,345 4,464
(0,229) | (0,226) | (0,237)

mlsbp 4,364 4,355 4,469
(0,213) | (0,210) | (0,223)

O modelo para o erro de medida considerado é Isbp;; = X; + Uj;, em que X; ¢é
a pressao sistolica verdadeira transformada do i-ésimo individuo. A estimativa de o2 é
obtida por 1) resultando em o2 = 0,012. Ainda, temos que mlsbp; = X; + U;, em que

77. — V2 ; ; 2 452 _ 52 o~ =2 —
Ui = 32521 Uji/2 e a estimativa de o3 ¢ 0, = 0,4, — 0,/2, em que 0,4, = 0,045. Desta
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maneira, temos que a estimativa de h é 0,138.

O valor de M e o método de otimizagao do algoritmo EM-Monte Carlo utilizados
para a maximizagao da funcdo de pseudoverossimilhanca sao os mesmos dos estudos de
simula¢do apresentados no Capitulo bl De forma anéloga ao apresentado na Segio para
a funcao de verossimilhanca, covariaveis observadas sem erro de medida, Z;, foram incluidas
na funcao de pseudoverossimilhanca. Assumimos que a distribuicao de X; dado a observacao

cde Z. ¢ 1 4di J— . . . — T
z; de Z; € normal com medla fly; = O + (121; T Q2o + (323, COM « Qp, 1, (2, 3) *, €
varidncia 02. A estimativa de o é obtida pelo método de minimos quadrados da regressio

linear de Z; em mlsbp;, com i =1,...,n.

Utilizamos duas versdes para o método SIMEX. Na primeira (SIMEX1) utilizamos
a estimativa da variancia do erro de medida como sendo o seu valor verdadeiro, embasando-
nos no fato de existirem 1614 graus de liberdade para estimar a variancia do erro de medida
e assim, para propositos praticos, a variancia do erro de medida é considerada conhecida
(Carroll et all 2006, p. 115). Neste caso, substituimos W; da equagao (4.8) por mlsbp;.
A segunda versao (SIMEX2) ¢ o SIMEX empirico. Para cada versao do método SIMEX,
consideramos trés fungoes de extrapolagdo: linear (lin), quadratica (quad) e extrapolagao
linear racional (Ir). Utilizamos D = 2000 pseudoamostras e ¢, = {0, 0,28, 0,57, 0,85, 1,14,
1,43, 1,71, 2}.

Na Tabela estao as estimativas dos parametros associados a cada covariavel do
modelo calculadas pelos diferentes métodos de estimacao. Entre parénteses estao os erros
padrao estimados obtidos a partir da teoria apresentada no Apéndice [A] Os valores dos
erros padrao das estimativas dos parametros calculados pelos métodos de estimagao diferem,
em geral, apenas na segunda casa decimal. As estimativas dos parametros associados as
covariaveis sem erro de medida variam, na maioria dos casos, apenas na terceira casa decimal.
J& as estimativas de (1, parametro relacionado a covariavel com erro de medida, variam de

1,706 (estimativa obtida pelo método naive) a 2,017 (estimativa obtida pelo método MPV).

As estimativas calculadas pelos métodos da CR e MPV para 3; sao bem proximas
e se nos basearmos nos estudos de simulacao apresentados no Capitulo 5] onde o MPV teve,
em geral, o melhor desempenho na estimagao e o método da CR o acompanhou na maioria
das situacoes, as estimativas desses dois métodos parecem ser as mais confiaveis. A funcao

de extrapolacao linear racional é a funcao que apresentou estimativas para ; mais proximas
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dos valores obtidos pelos métodos de MPV e CR, para as duas versoes do método SIMEX.

Na Tabela [6.3]apresentamos as estimativas pontuais e intervalos de 95% de confianca
para a razao de chances entre individuos que diferem na covariavel [sbp em uma unidade,
fixadas as demais covariaveis, obtidas por e ao considerar ¢ = 1. Para todos os
métodos de estimacgao, o valor 1 nao estd contido no intervalo de confianca para a razao
de chances, mas observamos diferencas nas estimativas. A estimativa da razao de chances
obtida pelo método naive é 5,507 e as estimativas obtidas pelos métodos que fazem correcao
do erro de medida variam entre 6,459 e 7,522, este tltimo ¢ a estimativa da razao de chances
obtida pelo método de MPV. Neste caso, ignorar o erro de medida nao altera o sentido da
relagao entre as variadveis: quanto maior [sbp, maior a chance de ter doencas coronarianas,
dadas as demais covariaveis fixas. No entanto, o método naive subestima a razao de chances

entre individuos que diferem na covariavel [sbp.

Um resultado similar foi observado por Rosner et al.| (1990) nos dados do estudo
Nurses’ Health Study. O objetivo do estudo era verificar se as covariaveis idade, gordura
consumida, total de calorias consumidas e consumo de &alcool influenciam na presenca de
cancer de mama. As trés ultimas covariaveis citadas foram medidas com erro e por isso foi
considerado um modelo de regressao logistica com multiplas variaveis com erro de medida.
Eles observam que para a variavel consumo de &lcool, a razao de chances estimada é 1,33
para o método sem correcao (naive) e para o método que faz correcdo do erro de medida
a razao de chances é 1,62. Assim, como observamos nos dados estudados neste Capitulo, a

razao de chances ¢ subestimada ao ignorarmos o erro de medida.
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Tabela 6.2: Estimativas dos parametros (erro padrao) do modelo de regressao logistica

Métodos Varidveis

intercepto  [sbp idade fumante colesterol

naive —14,949 1,706 0,055 0,593 0,007

(1,899)  (0,417) (0,011)  (0,25) (0,002)

MPV -16,219 2,017 0,053 0,602 0,007

(2,024)  (0,467) (0,010) (0,244) (0,002)

CR —16,172 2,010 0,053 0,601 0,007

(2,006)  (0,459) (0,011) (0,249) (0,002)

SIMEX1 lin —15,586 1,865 0,054 0,597 0,007

(2,013)  (0,448) (0,011) (0,250) (0,002)

SIMEX1 quad | —15,796 1,918 0,053 0,599 0,007

(2,091)  (0,469) (0,011) (0,250) (0,002)

SIMEXT Ir —15,836 1,928 0,053 0,601 0,007

(2,125)  (0,478) (0,011) (0,250) (0,002)

SIMEX2 lin —15,608 1,869 0,054 0,598 0,007

(2,015)  (0,449) (0,011) (0,250) (0,002)

SIMEX2 quad | —15,859 1,933 0,053 0,600 0,007

(2,082)  (0,467) (0,011) (0,250) (0,002)

SIMEX2 Ir —15,913 1,946 0,053 0,601 0,007

(2,107)  (0,474) (0,012) (0,250) (0,002)
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Tabela 6.3: Estimativas das razoes de chances |[IC de 95% de confiangal entre individuos que

diferem na variavel [sbp em uma unidade

Métodos Razoes de chances

naive 5,507
[2,430; 12,481

MPV 7,522
|3,008; 18,808|

CR 7,470
[3,034; 18,392]

SIMEXT lin 6,459
[2,679; 15,570|

SIMEX1 quad 6,810
[2,712; 17,099]

SIMEXT1 Ir 6,879
[2,693; 17,578|

SIMEX2 lin 6,482
[2,688; 15,631|

SIMEX2 quad 6,911
[2,765; 17,274|

SIMEX2 Ir 7,007

[2,767; 17,745]




Capitulo 7

Dados reais II - Aplicacao na area

financeira

Em instituicoes financeiras, a classificacao adequada dos clientes é de vital impor-
tancia para determinar a concessao de crédito. A concessao de crédito ganhou espago nas
empresas do setor financeiro, tornando-se uma das principais fontes de receita e, rapida-
mente, este setor percebeu a necessidade de aumentar o volume de recursos concedidos sem
perder agilidade e qualidade. Nesse ponto, a contribuicao da modelagem estatistica foi es-
sencial e os modelos estatisticos passaram a ser um importante instrumento para auxiliar
os gestores na tomada de decisoes. Para mais detalhes e historico bibliografico, sugerimos a

leitura de |Diniz & Louzadal (2012).

Uma covariavel importante para estes modelos é a renda do cliente. Se o cliente
nao pertence ao portfélio da instituicao, é possivel que a informacgao de sua renda nao seja
disponivel. Além disso, a renda nao é uma variavel de facil acesso e pode ser desconhecida
mesmo o cliente fazendo parte do portfolio. O que se faz na pratica é utilizar a renda
presumida como covariavel no modelo de interesse. Ainda na prética, o modelo é ajustado
de forma usual, sem levar em conta que a renda presumida é uma covariavel medida com

erro.

Neste contexto, uma instituicao financeira brasileira tem o interesse em um modelo
de classificacao dos clientes como inadimplentes ou adimplentes em que a renda é uma
covariavel medida com erro. A informacao da renda é obtida por um modelo. Nesse modelo,

que chamamos de modelos de renda presumida, era disponivel a renda verdadeira do j-ésimo
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individuo, y7, com j =1,...,n*, em que n* é o ntmero de individuos para os quais se tinha a
informacao da renda. Um modelo estatistico foi utilizado para estimar a renda em funcao de
p* covariaveis, sendo que z; denota o vetor coluna das covaridveis do j-ésimo individuo cujo
primeiro elemento vale 1 para permitir a inclusao do intercepto nao nulo no modelo. Ainda,
g(p*) = ijB*, em que ¢(.) é a funcao de ligagao utilizada, que nao conhecemos por questao
de sigilo da instituicao financeira, e 8* é o vetor de pardmetros do modelo de interesse. A
estimativa da variancia do erro, chamamos de 72, é dado por

o 2 (Y — )
o =
n*

& Y

em que y; = gil(ijB*) é o valor predito de y; e desta maneira, e; = y; —

A% 2 P
T —y; € o residuo.

O valor da estimativa 02 ¢ a tinica informagao disponivel pela instituigao financeira sobre o

modelo de renda presumida.

No modelo de classificacao, a informacao de renda presumida dos n clientes do
banco de dados é W; = gil(xfg*), 1=1,...,n, em que B\* é a estimativa dos parametros
do modelo de renda presumida. Como discutido anteriormente, nos modelos de erro de
medida, é necessario que alguma informacao seja disponivel sobre a variancia do erro de
medida, seja ela conhecida, estimada por réplicas ou dados de validacao. No problema em
questao, estamos considerando um modelo aditivo classico para o erro de medida, ou seja,
W; = X;4U;. Assim, U; = W;— X, em que X; é a renda verdadeira e W; é a renda presumida.
Como pode ser visto, tanto e; quanto U; representam o desvio da renda estimada em relagao
a renda verdadeira. Desta forma, consideramos que a estimativa da variancia do erro de

~2

medida é a estimativa da variancia do residuo do modelo para renda, isto ¢ o2 = 52

Além da covariavel medida com erro, renda presumida (em reais), consideramos duas
covariavel observadas sem erro: tempo desde a tltima consulta e escore de risco genérico.
A covaridvel tempo desde a ultima consulta, que chamamos de tempo, é o tempo, em dias,
desde a tultima consulta realizada por empresas de concessao de crédito, ou seja, o tempo
desde que o cliente tentou realizar alguma compra e a empresa verificou se ele estava com
pagamentos pendentes. O escore de risco genérico ¢ um escore de risco de inadimpléncia
do cliente cadastrado na instituicao financeira que leva em conta seu historico financeiro,

assumindo valores de 262 a 984.

A amostra completa é composta por n = 146551 individuos, dos quais separamos

70% das observagoes em amostra treinamento completa (n; = 102586) e os 30% restantes em
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amostra teste completa (ny = 43965). A prevaléncia, propor¢ao de clientes inadimplentes

na amostra, ¢ de 8%.

Consideramos a técnica de sele¢ao dependente de status (Louzada et all 2012). A
sele¢do dependente de status (state-dependent) é uma técnica de modelagem estatistica usada
nos casos em que a amostra considerada para o ajuste do modelo, amostra completa, contém
baixa proporcao de eventos, que neste caso é o cliente ser inadimplente. A ideia da técnica
é manter os clientes inadimplentes na amostra e selecionar aleatoriamente uma parcela de

clientes adimplentes.

No problema em questao, Y; é a variavel resposta indicadora do status do cliente, em
que Y; = 1 se inadimplente e Y; = 0 indica que o cliente é adimplente. A amostra completa é
uma amostra aleatéria com fracao o da populacao e apenas uma fracao v de observagoes com
Y; = 0 é mantida. A probabilidade do i-ésimo cliente ter Y; = 1 e ser incluido na amostra é
am; e a probabilidade de ter Y; = 0 e ser amostrado é ya(l — ;). Entdo, se o evento I; =
1 significa que o i-ésimo individuo é incluido na amostra, pelo Teorema de Bayes, é possivel
concluir que

PY;=11=1)

PY,=1,1,=1)+PY;,=0,1; = 1)
QT . 5

ami+vya(l —m)  m+y(1—m)

fFi=PY,=1;=1) =

Com m; dado por (2.1)), 7; fica

_exp(z/f)  _ Uyexp(x[B) _ exp(z{f —log(v))
exp(z/B) +v  1+1/yexp(z{B) 1+exp(z;f—log(v))

(7.1)

Desta forma, 7; é a probabilidade de sucesso corrigida pela selecao dependente de
status. Como desejamos uma amostra balanceada, selecionamos o mesmo ntmero de clientes

adimplentes, resultando v = 0,08. A estimativa da variancia do erro de medida ¢ 72 =

u
22500 e a estimativa de h é 0,073, o que indica baixa variancia devido ao erro de medida.
Consideramos os métodos de estimagao naive, MPV, CR e SIMEX (versao com variancia do
erro de medida conhecida) sob duas abordagens: considerando a correcao da probabilidade
de sucesso dada em ([7.1) e nao considerando-a, que chamamos de abordagem usual. O valor
de M, o método de otimizacao do algoritmo EM-Monte Carlo, utilizados para a maximizagao

da funcao de pseudoverossimilhanca, os valores de D e (; e a funcao de extrapolagao para o

método SIMEX sdo os mesmos dos estudos de simulagdo apresentados no Capitulo [5
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Nas Tabelas e estao as medidas de desempenho sensibilidade, especificidade,
VPP, VPN, acuracia e estatistica KS obtidas pelos métodos de estimacao na abordagem usual
e considerando a correcao dependente de status, respectivamente. Observamos que nao ha
diferenca entre os métodos nas medidas de desempenho na predi¢do nas duas abordagens.
Ainda, fixado qualquer método de estimacao e com excecao da estatistica KS, as medidas de
desempenho obtidas pelas duas abordagens sao similares, como foi observado por |Louzada
et al|(2012) na situagao sem erro de medida. Ja a estatistica KS diminui cerca de 17% para

todos os métodos de estimacao ao considerar a correcao dependente de status.

Vale ressaltar que utilizamos a adaptacao da estatistica KS que considera as ca-
tegorias de escores (Secdo . O menor valor da estatistica KS obtido pela correcao
dependente de status se deve ao fato de que o menor escore estimado é 600, independente
do método de estimacao, e por isso, as frequéncias de adimplentes e de inadimplentes estao
concentradas em apenas quatro categorias (600 a 700, 700 a 800, 800 a 900 e maior que 900).
J& ao utilizarmos a estatistica sem a adaptacao por categorias de escores, o valor obtido para

as duas abordagens é 31%.

Na Figura [7.1] estao os graficos das probabilidades de sucesso estimadas ordena-
das obtidas pelos métodos de estimagao usando a correcao dependente de status (grafico
a esquerda) e na abordagem usual (grafico & direita). E possivel observar que as curvas
das probabilidades estimadas obtidas pelos métodos de estimacao se sobrepoem nas duas

abordagens consideradas.

Apesar de nao existir diferenca entre os métodos de estimacao nas curvas das proba-
bilidades de sucesso estimadas ordenadas, observamos que, fixado o método de estimacgao, as
curvas das probabilidades de sucesso estimadas das duas abordagens sao diferentes, uma vez
que a abordagem usual subestima a probabilidade de sucesso, como pode ser visto na Figura
[7.2] No entanto, em ambas as abordagens nao ha mudanga na posigao das probabilidades de
sucesso estimadas em relagao ao respectivo ponto de corte (ponto de corte usando a corregao
dependente de status é 0,86 e sem a corregio é 0,45), de modo que nao influencia as medidas

de desempenho, uma vez que sdo iguais nas duas abordagens (Tabelas e .
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Tabela 7.1: Medidas de desempenho na predicao sem corrigir pela selecao dependente de

status

Medidas | MPV | CR | SIMEX | naive

Se 68,7 | 68,7 68,7 68,7

Es 62,1 | 62,0 62,0 62,0

VPP 64,4 | 644 64,4 64,4

VPN 66,5 | 66,5 66,5 66,5

ACC 65,4 | 65,4 65,4 65,4

KS 30,6 | 30,6 30,6 30,6

Tabela 7.2: Medidas de desempenho na predicao com correcao dependente de status

Medidas | MPV | CR | SIMEX | naive
Se 68,7 | 68,7 | 68,7 | 68,7
Es 62,1 | 62,0 | 620 | 62,0
VPP | 64,4 | 64,4 | 644 | 64,4
VPN | 66,5 |66,5| 665 | 66,5
ACC | 654 |654| 654 | 654

KS 254 | 255 | 255 | 25,5
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Figura 7.1: Grafico das probabilidades de sucesso estimadas ordenadas dos métodos de esti-
magao sem considerar corre¢do dependente de status (& esquerda) e considerando a corregao
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7.1 Discussao

Como observado, nao encontramos diferenca entre os métodos de estimacao nas me-
didas de desempenho na predicao, fato que, em geral, ja haviamos observado no estudo de
simulacao do Capitulo Entretanto, existe diferenca entre os métodos na estimacao dos
parametros de interesse, também observado no estudo de simulacao. Como a probabilidade
de sucesso é uma funcao desses parametros, podemos entender que, apesar de os métodos
que levam em conta o erro de medida nao apresentarem diferenca em relacao as medidas de
desempenho na predicao quando comparados ao método naive, existe diferenca nas proba-
bilidades de sucesso estimadas, fato que nao foi observado nesta aplicacao, vide graficos da
Figura Por este motivo, levantamos aqui algumas hipo6teses e alternativas para o ajuste

dos dados sob a metodologia em questao.

Ha4 disponivel sobre o modelo de renda presumida apenas a estimativa da variancia
do erro, o que nos levou ao modelo proposto. Apos a apresentacao e discussao dos resulta-
dos obtidos com a instituicao financeira, temos a proposta de estudar mais profundamente
esses dados e verificar se outro modelo para o erro de medida é mais correto. Para isso,
seria necessario ter disponiveis mais informacoes sobre o modelo para renda presumida e, se

possivel, ter informacgao sobre a renda verdadeira para alguns clientes da instituicao.

Como o intuito do trabalho é comparar métodos de estimacao na estimacao e pre-
di¢ao de novas observacoes, nao entrando na questao de testes de hipoteses, as covaridveis
consideradas no modelo foram pré-definidas e fixas para todos os métodos de estimacao.
Uma alternativa é realizar testes de hipoteses para a selecao das variaveis para cada método
de estimacao. Uma covariavel pode ser significativa ao considerar um método de estimacao,
mas pode nao ser ao considerar outro. Carrasco et al.| (2013) observaram em uma aplicagao
do modelo de regressao beta com erro na covariavel que um parametro é significativo a um
nivel de significancia de 5% para alguns métodos de estimacao e nao para outros. Desta
maneira, a proposta ¢ selecionar as covariaveis do modelo para cada método de estimacao e

apos isso, realizar o estudo de desempenho na predicao.



Capitulo 8

Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos o modelo de regressao logistica com erro de medida na
covariavel através do estudo teodrico de métodos de estimacao, estudo de simulagao e duas
aplicacoes em dados reais, uma da area médica e outra da area financeira. Apresentamos a

seguir as principais consideracoes.

e No Capitulo 2] revisamos o modelo de regressao logistica sem erro de medida e no
Capitulo [3] apresentamos os principais conceitos do modelo com erro de medida nas

covariaveis.

e No Capitulo 4] apresentamos os métodos de estimagao naive, maxima verossimilhanca
e maxima pseudoverossimilhanca, calibragao da regressao e SIMEX. Para o tltimo
método apresentamos as duas versoes consideradas neste trabalho: com variancia do
erro de medida considerada conhecida e a versao cuja variancia do erro de medida
é estimada por réplicas da variavel observada com erro. Ainda neste capitulo, apre-
sentamos o algoritmo EM-Monte Carlo, utilizado para a maximizagao das funcoes de

verossimilhanca e de pseudoverossimilhanca.

e No Capitulo [5] realizamos um estudo de simulagao com o intuito de avaliar os mé-
todos de estimacao em relacao a estimacao e a predicao de novas observacgoes. Os
resultados evidenciaram superioridade do método de méaxima pseudoverossimilhanca
na estimacao, seguido pelo método da calibracao da regressao. Mas vale notar a piora
no desempenho do método de maxima pseudoverossimilhanca nos valores da REQM

em relagao aos demais métodos conforme a proporcao dos eventos de interesse dimi-
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nui. Em geral, o método SIMEX, com funcao de extrapolagao linear, s6 apresentou
melhores resultados que o método naive, método com pior desempenho na estimacao.
Na predi¢ao, nao houve diferenga entre os métodos nas medidas de desempenho e es-
tatistica KS. Uma vez que ha diferenca entre os métodos na estimacgao dos parametros
do modelo e a probabilidade de sucesso ¢ uma funcao desses parametros, parece que
ignorar o erro de medida nao influencia na classificacao de novas observagoes, mas

influencia na estimacao da probabilidade de sucesso.

No Capitulo [6] consideramos a aplicacao da metodologia estudada a um conjunto de
dados reais de origem médica. Observamos que a razao de chances entre individuos
com diferentes valores da variavel observada com erro, fixadas as demais covariaveis, é

subestimada quando ignoramos a presenca de erros de medida.

No Capitulo [7] apresentamos a aplicacao a um conjunto de dados da area financeira.
Observamos que nao houve diferenca entre os métodos de estimagao nas medidas de
desempenho na predicao com e sem a correcao dependente de status. Ainda neste
capitulo apresentamos alternativas para o ajuste do modelo para o conjunto de dados

em questao.

Os dados da area financeira foram fornecidos pela empresa Serasa Experian.

Trabalhos futuros

Como trabalhos futuros, propomos:

realizar as alternativas de analise do conjunto de dados da area financeira como discu-

timos na Secao 7.1}

aplicar a metodologia estudada em dados da area médica no Brasil. Em especifico,
temos o contato e interesse de ambas as partes em aplicar a metodologia estudada em

um conjunto de dados da nutricao do Instituto do Cancer do Estado de Sao Paulo;
considerar outros valores de h no estudo de simulacao, como h = 0,10, 0,15, 0,2 e 0,35;

estudar os métodos de estimacao considerados neste trabalho em situacoes com duas

covariaveis medidas com erro e correlacionadas. Uma motivacao para este estudo é
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ainda os dados do estudo Framinghanm Heart: além da pressao sistolica, podemos

considerar que o nivel de colesterol foi medido com erro;

e realizar um estudo mais aprofundado do método de MPV sob diferentes proporc¢oes de

eventos de interesse;

e realizar um estudo de simulacao quando a varidvel com erro de medida nao tem dis-
tribuicao normal, mas é erroneamente suposta na utilizacao dos métodos estruturais
méaxima verossimilhanga e maxima pseudoverossimilhanga. [Thoresen| (2006]) realizou
um estudo de simulacao onde a varidvel com erro de medida é gerada por diversas dis-
tribuicoes nao normais e verificou o desempenho do método da calibracao da regressao,
uma vez que a estimativa da esperanca condicional de X; dado (W;, Z;) apresentada
na Se¢ao [4.1.4)¢ exata quando a distribui¢ao condicional de X;|(W;, Z;) é normalmente

distribuida e é aproximada para os demais casos;
e estudar outras funcoes de extrapolacao para o método SIMEX;

e considerar erro de medida na variavel resposta.



Apéndice A

Variancia dos estimadores

A.1 Variancia do estimador de MPV

Para encontrar a distribuicao assintotica do estimador de MPV para 3, |Carroll et al.
(2006, Secao A.6.6) utilizam a teoria de equagoes de estimacao. Para facilitar a notagao e con-
siderando variaveis observadas sem erro (Z;), definimos pl;(3; \) = log[pL(8; yi, w;, z;, \)] =
log [ fywzx (i, wi, zi, 2318, N)dx; e rl;(N) = log[rL(\;wy, 2;)] = log [ fwzx (wi, zi, x|\ da;,
i = 1,...,n. Sob condi¢oes de regularidade apresentadas por |Gong & Samaniego| (1981]),
a distribuigdo assintotica de \/ﬁ(é — () é normal com média 0 e matriz de covaridncias X

(Guolol 2010), em que
Y =155 (3ss — I I Sas — Siglodax + Ian L Sondi I ) 155 (A.1)
A forma reduzida de X desenvolvida por Parke| (1986) e considerada por Skrondal

& Kuha (2012)) foi utilizada e apresenta resultados semelhantes & expressao (A.1). Os blocos

da matriz X sédo

apl /87 ) 37’[
Los = = ZE{ 0BIBT }|A ] bo= = ZE{&)@)\T}’

-
} )
A=\

" 2pli(\) " Apli(B; \) apli(B; \)
I”:_ZE{a/aaAT}‘ R ‘ A{ op
A=A

= A=)\ =1

& LN fork(d " = Orli(N) | opli(B; N)
EM_; B3 { N ¢ ZW_H I\ 98
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Como apresenta Louis| (1982), as derivadas de pl;(5; \) com respeito a [ é

8 l (/6 )\) o ff%fYWZX(yi,wi;Zz‘;l’iW, )\)d{EZ
8517 i\M> ffYWZX<yi7wi7Zi,$i|ﬁ, )\)dxz .

Agora, multiplicamos e dividimos a integral do numerador por

fyrwzx (Yi, wi, zi, ;| 5, ), obtendo

i Wiy 23,5 | By
0 pli(B:2) = / %fYWZX(thia 2, Ti| B, A);ﬂjﬁ;wmm{%d%
s I ffYWZX(yi,wi,Zi7$z'|5,/\)d$i

O Fywzx (Yiwi,zi,wi|B,\)
6,13 I b X
f fYWZX y17w27Z17$1|B )‘ fYWZX (y“ w“ Z“ xz‘/@’ >dxz

ffYWZX(ylawlazlaxl‘ﬁa )dxz
fywzx (i, wi, zi, 2i| 8, \) ]d ‘
ffYWZX(yiawiaZ’iaxi|/67)\)dl‘i

0

= 05 log fywzx (Y, wi, zi, x| 3, )[
0

= /{35 longWZX(thuzzaxl|ﬁa ):| fX\YWZ(l‘Ay“U)“2“57)\)6{1»7’

0
= {85 10ngWZX(yz,wz,Zz,xz|5, ) yu’wi,zz';@,)\}

= Ss(B; A). (A.2)

Mas como a esperanca de (A.2) ndo pode ser obtida de forma fechada, utilizamos

uma aproximacao de Monte Carlo. Assim,

0
{8ﬁ log fywzx (Yi, wi, zi, ;| B, )

yi,wi72i§57)\}
= / % log fywzx (Y, wi, zi, 24| B, A)fX\YWZ(J7z’|yi: w;, 23 3, A)dw;

M
1 *
= /g($i)fX|YWZ($i’yia w;, 23 3, A)dﬂfi ~ M mzl km,i9($m7¢), (A-3)

em que k,,; ¢ o peso da amostragem de importancia. Desta forma, a matriz Xz pode ser
aproximada por
M

u T
1 0 %
Z{ Zlkm,l pl /87y“w“Z“Im“A) } {M;km,z%pl(/87y’wwuZ’Lamm,wA) )\_5\} )

em que x,, ; é gerado pela distribuicdo de X;|Z; = 2; da tltima iteracdo do algoritmo MCEM.

A=)

Na presenca de covaridveis sem erro Z;, o peso da amostragem de importancia fica

fY|WZX (yi’wia Ziy x;kn i) ﬁ)fmzx (wi’Zz‘, Ifn i) B)

MZ 1fY|WZX(yz‘wz>Zza mz?ﬁ)fW‘ZX(w’L‘ZH mzvﬂ)'

m,i ™



A.1. Variancia do estimador de MPV 98

As matrizes ¥ e X)) sao aproximadas de maneira analoga. A aproximagao para

Y\ € dada por

M T
Z{ Zkrmz )\w’uzﬂ mz }{ Z rmz )\wz,Zz,me)} ,

e a aproximagao para g €

M

.
Z{ Zkrmz L\ wi, 25,07, }{ Z pl (B; yz,w“zz,xmz,)\)} )

m=
O peso da amostragem de importancia kr,,; ¢ dado por
fW\ZX(wi‘Ziaaj:;@,i; )\)

i fo:l Jwizx (wilzi, x5, 5 A) .

krm,i ~

As matrizes Igg, Ix\ e g\ podem ser calculadas ao explorar a formula desenvolvida

por [Louis (1982). A matriz hessiana de pl;(5; \) com respeito a [ é

2
aﬁiTﬁTpli(ﬁ;A) = % {%pli(ﬁ; /\)}
0 f%fywzx(?ﬁ,wi,Zuxiw,/\)dxi
N %{ ffYWZX(yi,wi,Zi,xz‘fﬁ,)\)d% }
Calculando a derivada acima, temos
0? f%fifwzx(yuwi,Zz’;%"ﬁ,)\)dflfiffywzx(yi,wi,zi,l”i\ﬁ,)\)dfﬂz’
Wpli(ﬂ;)\) N [ffYWZX(yz‘awi7ziaxi|ﬁ;)\)dxip

f(‘%fYWZX(yi’wiyziuxi‘ﬁa)\)dxif%fYWZX(Z/z’,wi,Zi,SC@'|ﬁ,)\)d&?i
[f fywzx (s, wi, zi, 74| B, N)da;|?
f%JCYWZX(%,U}@Ziy£i’ﬁ7)\)dxi
ffYWZX(yi,wi,Zi,-iEiW, A)dz;
f%fywzx(ymwi,zi,ﬂﬁiwa)\)dxz'f%fywzx(%wi,Zi,xiw,/\)dxi
B ffYWZX(yi,wi,Zi,%W,)\)dllfi ffYWZX(yi,wi,Zi,xz"ﬁ,)\)d%
f8—2rfYWZX(y¢,wi,Zi,l’ifﬁ,A)dxi
= 8j8;ywzx(yiawiaziaxilﬁﬂ Nar Ss(B; N)S4 (B3 A). (A4)
Multiplicando e dividindo o primeiro termo do lado direito da igualdade de , que cha-

mamos de (1), por fywzx(yi, w;, zi, x;| 3, A), temos

52 frwzx (W, ws, 2,24 8,\)
f 0BoB T fYWZX (yi’ Wi, Zi lﬂﬁ, A) fyrwzx (y;wzuzz@z\ﬂ)\) dxz

f fYWZX(yi; Wi, Zjy a:i‘ﬁu )\)d%
/ %fYWZX(y’U Wi, 24, I‘Z|/B7 A)
fYWZX(yh Wi, 24, xz’|ﬁ> )\)

= F { %fYWZXQJia wi, Zi, il B, A)

(1)

fX|YWZ($i|yi, Wy, 25 3, )\)dﬂﬁi

yiawiyzi;ﬁ7)‘}-

fywzx (Y, wi, zi, ;| B, \)
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Ainda, temos que

82
Ej{éﬁﬁﬁT1ngYWZX(%’w“Z“$J5aA)wkuzaﬁ,k}

= F { %fYWZX(% wi, Zi, il B, A)

fYWZX(yia Wi, Zj, 'IZ|/67 )\)

Yi, Wi, Z’La/87 A}

d o T
- {05 1Og fYWZX(yzywzyzzal”B: ) |:aﬁ 1Og fYWZX(yuwza 217xz|57 ):| Yi, Wy, 217/87 )‘} .
Isolando o segundo termo do lado direito da igualdade acima,
82
(I) =FK Wlogfywzx(yuwi,%ﬂ?iwy )\) Yin Wi, 233 B, A
0 ) ’
+ E{%bgfywzx(yuwuzz,fﬂz\ﬂ,)\){ ﬁlongWZX<yz>wuzuxz’ﬁa )} thi,zﬁﬁ,)\}-
Assim, temos que
0? 0?
Wpli(ﬁ;)\) =F WlongWZX(yz',wi,Zm%’ﬁ,)\) Yin Wi, 233 B, A
o o ’
+ E{@B 1ngYWZX(yZ7wuZzaxz|B ) wa longWZX(yz,wz,Zu%W )} yiawiazi;ﬁa)‘}

— Sa(B; 0S5 (B; ).

A matriz Iz é dada por

2

@5—_§3E{m%gwM&Aﬁ
-3

o 0
+ {85 10ngWZX<yZ7wmzzaxz|B7 ) {

A=)

{8&86T log fywzx (yi, wi, 2i, 2i| B, 5\) Yi, wi, 235 3, 5\}

T
(‘)B log fYWZX(ym W;, 24, x’b|/87 ):|

Yi, Wy, 217/87 5‘}

— S(8; \)S5 (55 A)] (A.5)

Mas como as esperancas de (A.5|) nao podem ser obtidas de forma fechada, utilizamos
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a mesma ideia apresentada em (A.3). Assim, a aproximacao de Izg fica

Q

Iss

M
Zk GﬁaﬁT log fywzx (yi, ws, 2, mz‘ﬁ7 )

m=1

3
—
=[-

N
Il
—_

NE

] ) T
i k’m,i%longWZX@/iawiazhx:z,ilﬁa A) {aaﬂ log fywzx (i, wi, zi, T, 418, )}

Il
—

m

|
<[~
NE

0 .
kmz% log fywzx (yi, wi, i, Lini 13, )

3
I

=1

M T
{ ! kaz lngYWZX(yuwzazZaxmz|ﬁ )‘)} ] (AG)

No mesmo caminho, a derivada de rl;(\) com respeito a A é

orl;(\) o fa%fwzx(wi,zi,xip\)dxi
on [ fwzx(w;, 2, x| N)dx;

Ao multiplicarmos e dividirmos o integrando do numerador por fyzx(w;, z;, ;5 A),
obtemos

0 0
57“11()\) E {8)\ log fWZX(wla Zi, wz’)\)

wy, 2 )\} = Sy(N).

<
log fwzx (w;, 2, $z|)\)]

Similarmente ao caso anterior,

0? 0?
eri()\) =F DN log fw zx (w;, 2z, x| \)

B 0
+ F {6)\ log fw zx (wi, 2, x| \) [

oA
— S\NSI().

wi,Zz';)\}

Analogamente ao apresentado em (A.6), a aproximagao de I,y é

]/\)\ =~

_ 2 M;krm’imlongZX(wiaZi,meP\)
1 M ) 5

+ Mmzlkrmza)\ log fwzx (w;, 2z, x mz!)\) {5} log fw zx (w;, Zi’$;7i’)\)‘r
1 M )

) MmzlkrmmlongZX(waul“mIA)
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Ja& a aproximacao para Igy €

]5)\ ~
2

N [ Zk 858)\T 1ngYWZX(ymwzaZz> m7,|ﬁ7 )

m=1

1 < 0 (0 ’
+ Z km,i%bg fYWZX(yiawi7Ziax:L,i|ﬁa )\) {8)\ log fWZX(wza Ziy T mz’)\)}

1 e, 0
- Z kmi_longWZX(Qhwivziax;kn,i|5>)\)

T
{ Zkrmz longZX(wZazlv mz|/\)} ]

A.2 Variancia do estimador SIMEX

Vamos considerar a abordagem feita por Stefanski & Cook (1995)) para estimar a

variancia do estimador SIMEX, que mostram ser dada por

Var(gsimex) ~ var(gverdadeiro) + Var(gsimex - Bverdadeiro)y (A7)

em que Bverdadeim é um estimador para [ obtido com X; disponivel. A equagdao em 1)
decompoe a variancia do estimador SIMEX em um componente referente & variabilidade da

2

amostra, Var(Byerdadeiro) = T°, € um componente referente a variabilidade do erro de medida,

Var(ﬁsnnex Bverdadeiro) .

Seja 72 Toar {Ys, Ziy Xi 37 = @(Bverdadeiro) um estimador para a variancia

Tverdadeiro —

de Byerdadeiro- Como X; ndo é disponivel, um estimador para 72 é dado por

?c?(Cb) = Tvm"[{}/ia Zi? Wd,i(gb)}ﬂv

em que Ty, [Yi, Zi, Wa:((p)|] € a variancia estimada do estimador de méaxima verossimilhanca
dos parametros do modelo de regressao logistica considerando W ;((,) no lugar de X;. Ao

obter a média desses valores, parad =1,...,Dei=1,...,n, chegamos a estimativa 72(().

Para obter a estimativa do segundo componente da variancia, Var(Ssimex — Bverdadeiro ) s

calculamos as diferencas

Ad(Cb):B\(d)(Cb)_B\(Cb)a d=1,...,D, b=1,...,B,
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onde B((y) é a média de B(G), ..., BP)(G). Ainda, seja s34 ((y) definido por

)

AG) = (D =173 AulG)AT (G,

d=1

ou seja, a matriz de covariancias amostral de {B\(d)(Cb)}dDzl. Isso porque o componente de

variancia que queremos estimar é dado por
Var(ﬁsimex - ﬁverdadeiro) = - (li—r>I11 E{SzA(Cb)}
o

Para mais detalhes, vide Carroll et al.| (2006, Secao B.4) e |Stefanski & Cook| (1995).

Desta maneira, a diferenca {72(—1) — s4(—1)} ¢ um estimador para Var(Bsmex)-
Na estimacao SIMEX, o passo de simulacao consiste em obter 3(@},), 72(¢) e sA(¢) para
G = (,...,Cg. O modelo de extrapolacao de E(Cb) para (, = —1 resulta em Bsimex, um

2

estimador para f3, e a extrapolagao da diferenga 72 — s4 para (, = —1 resulta em um

estimador para Var(gsimex).

A.3 Variancia do estimador da CR

Os erros padrao das estimativas B\ resultantes do método de calibracao da regressao
podem ser obtidos por reamostragem, como a técnica bootstrap, a qual utilizamos neste
trabalho. Seja 3 a estimativa dos parametros (5 e //B\(q) a estimativa obtida pelo mesmo
estimador a partir da g-ésima amostra bootstrap, ¢ = 1,...,Q e seja também [ a média de

-~ ~

W, .., 8@ Desta maneira,

Q
Var(B) = (Q - 1)1y (B9 - B)(BW - B)".

Foram utilizadas ) = 1000 réplicas bootstrap.
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