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Resumo

O presente trabalho trata-se de um estudo de testes de sazonalidade em séries
temporais lineares. O texto é resultado de uma vasta pesquisa abrangendo diversos artigos e
livros relacionados ao tema.

Inicialmente, um teste de raizes unitarias correspondente a frequéncias sazonais para
dados trimestrais € apresentado. Esse teste é denominado procedimento HEGY e permite que
raizes unitarias sejam testadas em algumas frequéncias sazonais isoladas, sem assumir que
raizes unitarias estejam presentes em todas as frequéncias sazonais. Em seguida, a extenséo
desse teste para dados mensais é analisada e um teste mais poderoso que combina o
procedimento trimestral e mensal é apresentado. Observagfes atipicas e erros de medida séo
estudados, a fim de avaliar os efeitos que causam no comportamento dos testes de raizes
unitarias e de apresentar um teste que contemple a correcdo de atipicidades. Por fim, é
analisada a robustez assintética do procedimento HEGY na presenca de quebras estruturais
(mudanca de magnitude finita na média sazonal) e um teste mais poderoso que incorpora a

guebra estrutural é apresentado.

A fim de ilustrar e complementar as analises tedricas apresentadas, algumas aplicacées
em séries temporais reais sdo desenvolvidas. Os dados analisados foram obtidos do Instituto
Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) e o software utilizado para analise foi o R.



Abstract

This current work is a testing study for seasonality in time linear series. The text is the
result of an extensive search covering several articles and books related to this subject.

Initially, a test of unit roots corresponding to seasonal frequencies in quarterly data is
presented. This test is called procedure HEGY and it allows the unit roots to be tested in some
isolated seasonal frequencies, without assuming that the unit roots are present at all seasonal
frequencies. Then, the extension of this test to monthly data is analyzed and a test that
combines the most powerful procedure is presented quarterly and monthly. Atypical
observations and errors of measurement are studied to evaluate the effects that they can cause
on the behavior of the unit root tests and to present a test that includes the correction of this
difference. Finally, we examined the asymptotic robustness procedure HEGY in the presence of
structural breaks (finite magnitude of change in seasonal average) and a more powerful test that

incorporates a structural break is introduced.

In order to illustrate and complement the presented theoretical analysis, some
applications in real time series are developed. The data were obtained from the Instituto

Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) and the R software was used for the analysis.
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Capitulo 1

Introducao

A utilizacdo de séries temporais com raizes unitarias tem tido participacdo expressiva
no ambito das andlises de séries econ6micas financeiras. Os primeiros testes de raizes
unitarias foram propostos por Dickey e Fuller (1979, 1981) e, posteriormente, foram
generalizados por Engle e Granger (1987). Todos esses trabalhos assumem que a raiz de
interesse ndo somente tem moédulo igual a um, mas vale exatamente um. Essa raiz
corresponde a um pico no espectro na frequéncia zero, indicando a existéncia de uma
tendéncia estocastica na série analisada.

Nao obstante, sabemos que, na pratica, muitas séries temporais também apresentam
um comportamento sazonal, indicando a presenca de raizes unitarias correspondentes a picos
no espectro em frequéncias sazonais.

Tendéncias e sazonalidades sdo componentes de suma importancia para se avaliar o
comportamento de uma série temporal. Nesse sentido, faz-se necessario saber se 0 processo
autorregressivo que gera uma série temporal tem raizes unitarias em valor absoluto na
frequéncia zero ou em frequéncias sazonais. O presente trabalho explora o tema de
sazonalidade e tem como objetivo apresentar procedimentos que determinem se ha raizes
unitarias sazonais em uma série temporal, além de determinar qual a classe de processo
responsavel pela sazonalidade.

O Capitulo 2 introduz alguns conceitos preliminares necessarios ao desenvolvimento do
presente trabalho, tais como modelos ARIMA, de grande utilizagdo na modelagem de séries
estaciondrias e ndo estacionarias integradas e os testes de Dickey-Fuller, necessarios a
compreensdo dos testes de raizes unitarias sazonais apresentados.

O Capitulo 3 apresenta o procedimento HEGY, cuja denominacdo € derivada das
iniciais dos autores que o propuseram (Hilleberg, Engle, Granger e Yo0) e cuja aplicagcdo esta
vinculada a séries temporais lineares que tem raizes com médulo um, mas que correspondem
as frequéncias sazonais. O Capitulo 3 apresenta também a extensdo do procedimento HEGY,
desenvolvido originalmente para dados trimestrais, para dados mensais e as distribuicbes
assintéticas das estatisticas de ambos os testes (trimestral e mensal) também séo
apresentadas. Ainda nesse capitulo, temos os valores criticos obtidos por simula¢des de Monte
Carlo para os casos de dados trimestrais e mensais.

O Capitulo 4 contém um procedimento resultante da combinacdo dos testes de raizes
unitarias sazonais para dados trimestrais e mensais. Essa nova técnica utiliza as raizes
unitarias trimestrais rejeitadas para reduzir o conjunto de frequéncias mensais nas quais as



raizes unitarias deverao ser testadas e se apresenta com maior poder do que o teste de raizes
unitarias sazonais para dados mensais. No Capitulo 4 apresentamos também a distribuicdo
assintotica das estatisticas desse teste.

O Capitulo 5 estuda os efeitos da presenca de observacgdes atipicas e erros de medida
no comportamento dos testes de raizes unitarias sazonais. Para tal, primeiramente apresenta-
se um procedimento capaz de identificar a presenca de atipicidades em uma série temporal e,
na sequéncia, apresentam-se sugestdes de como minimizar os impactos causados nos testes
de raizes unitarias sazonais. Com esse objetivo, um teste que contempla a corre¢cdo das
atipicidades é apresentado.

O Capitulo 6 avalia a robustez assintética do procedimento HEGY na presenca de
guebras estruturais (mudanga de magnitude finita na média sazonal). Nesse capitulo, alguns
testes que consideram a presenca de quebras estruturais sdo apresentados e, por intermédio
de experimentos de Monte Carlo, esses testes sdo comparados a fim de se verificar qual deles
melhor se aplica a séries com quebras estruturais.

Finalmente, o Capitulo 7 contém algumas aplicacbes dos testes apresentados. Foram
utilizados dados reais obtidos do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) para
ilustrar as andlises teoricas apresentadas. Nesse Capitulo, h4 ainda as consideragdes finais
acerca do tema estudado. Os programas desenvolvidos em linguagem R se encontram no
Apéndice.



Capitulo 2

Preliminares

Neste Capitulo alguns conceitos preliminares necessarios ao desenvolvimento dos
testes HEGY serdo apresentados, tais como modelos ARIMA, de grande utilizacdo na
modelagem de séries estacionarias e ndo estacionarias integradas e os testes de Dickey-Fuller.

2.1 Processos Estocasticos

Um processo estocastico € uma familia {X(t), t € T}, tal que T é um conjunto arbitrario e
para cada t € T, X(t) € uma variavel aleatéria. Assim, temos que um processo estocastico é
uma familia de varidveis aleatérias que supomos definidas em um mesmo espaco de
probabilidades (2, A, P). Normalmente, supde-se que as variaveis aleatorias envolvidas sédo
reais, porém, elas podem ser complexas. O conjunto T €, em geral, um conjunto de nimeros
inteiros ou reais.

Como exemplo de um processo estocastico, vamos apresentar o movimento browniano
padréo (ou processo de Wiener).

» Movimento Browniano Padrao (MBP)

Trata-se do processo continuo W = {W(t), t > 0}, cujo nome deve-se ao biélogo Robert
Brown e tal que:

(i) W()=0;

(i) para quaisquer instantes 0 < t; < t, < ... < t, < 1, as variaveis aleatorias W(t,) -
W(ty), W(t3) - W(t,), ..., W(t,) - W(t,—1) sdo independentes;

(iii) para quaisquer s, t e T ndo negativos, as variaveis aleatérias W(t) — W(s) e W(t + 1) —
W(s + T) tem a mesma distribuigao;

(iv) paratodot> 0, W(t) ~V (0,¢t);

(v) as trajetorias de W(t) sdo continuas com probabilidade um.
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De (ii) vem que o MBP tem incrementos independentes e de (iii) segue que tem
incrementos estacionarios. Como as distribuicdes finito-dimensionais de W s&o normais
multivariadas, o processo W é gaussiano. Como W(t) — W(s) tem a mesma distribuicdo de W(t-
S) —W(0) = W(t - s), temos que W(t) — W(s) e W(t-s) tem distribuicdo NV'(0,t —s), em que s <t.

2.2 Estacionariedade

Uma das suposi¢cBes mais frequentes feita na analise de séries temporais € a de que o
processo estocastico gerador dos dados seja um processo estaciondrio, ou seja, oscila ao
redor de uma média constante, com uma variancia também constante, refletindo uma forma de
equilibrio.

Ha dois tipos de estacionariedade — forte (estrita) e fraca (de segunda ordem). No
presente trabalho, estamos interessados principalmente na classe de processos estacionarios
de segunda ordem, aos quais chamaremos simplesmente de processos estacionarios.

As propriedades que caracterizam um processo estocastico (X(t)) estacionario de
segunda ordem séo:

(i) E{X(t)} = u(t) = y, constante, paratodot e T;
(i) E{X%(t)} < o, paratodot e T;

(iii) y(ty tz) = Cov{X(t1), X(t2)} € uma fungédo apenas de [t; — t;].

Como exemplo de um processo estacionario, vamos apresentar o ruido branco.

» Ruido Branco (RB)

Dizemos que {&,T € Z} € um ruido branco discreto estacionario se as variaveis
aleatorias ¢, sdo nao correlacionadas, isto €, Cov {¢;, &} =0,t # s e se E{¢;} = u e Var {¢} =
o?, para todo t. Para simplificar, denotaremos &, ~ RB(u, ¢2).

Para mais detalhes acerca do tema estacionariedade, sugerimos Morettin e Toloi
(2006).
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2.3 Modelos ARMA

2.3.1 Processos Autorregressivos

Dizemos que {X;, t € Z} € um processo autorregressivo de ordem p denotado por

X, ~ AR(p), se X, satisfizer a equacéao de diferencas
Xe—p=P1 X1 — W+ P2(Xez — ) + - + ¢p(Xt—p - .U) té&, (2.1)

em que u, ¢y, ..., ¢, sdo parametros reais e g -~ RB(0,0%). Temos que E(X,) = u e, se
escrevermos 0 processo na forma

Xe=¢o+p1Xeq + -+ GpXep &

o

entao u = B(X,) = 5=~

Seja B o operador retroativo definido por BSX, = X;_;, s = 1. Dessa forma, (2.1) pode
ser escrita como

PBIX, = ¢ ,

emque ¢(B) =1—¢B — ¢p,B> —--- — ¢, BP € o operador autorregressivo de ordem p e

X, = X, — u. Sem perda de generalidade, vamos supor que u = 0.
Um caso particular importante é o processo AR(1), de onde vem que
X =¢X_1 +¢
e¢p(B)=1-¢B.

Pode-se demonstrar (ver Box, Jenkins e Reinsel, 1994) que a condi¢do para que X; seja
estacionario é que todas as raizes de ¢(B) = 0 estejam fora do circulo unitario. Em particular,
parap =1, p(B) =1 - ¢B =0 implicaem B = ¢! e, portanto, X, sera estacionario se |¢p| < 1.
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Por outro lado, para que X, seja invertivel é necesséario que o operador ¢(B) convirja para
|B| < 1. Para o caso particular AR(1), como ¢(B) =1 — ¢B, 0 processo é sempre invertivel.

2.3.2 Processos de Médias-Mébveis

Dizemos que {X,;, t € Z} é um processo de médias-moéveis de ordem q, denotado por
MA(Q), se X, satisfizer a equacao de diferencas

Xe=u+e—016_1— =064,

em que u, 64, ..., 6, sdo constantes reais e ¢, ~ RB(0, a?).

Considerando que 6(B) =1-—6,B —6,B> — .- — 8,B%, nao ha restricbes sobre os
parametros ¢; para que o processo seja estacionario. Por outro lado, para que X, seja invertivel

€ necessario que as raizes da equacao caracteristica 6(B) = 0 estejam fora do circulo unitério.
Vale citar que, nestas condi¢cdes, um modelo MA(qQ) é equivalente a um modelo AR de ordem
infinita.

2.3.3 Processos Autorregressivos e de Médias-Moveis

Dizemos que {X;, t € Z} € um processo autorregressivo e de médias-méveis de ordem
(p, g) denotado por X, ~ ARMA(p, q), se X, satisfizer a equacéo de diferencas

Xe—u=¢1 KXoy =) + -+ ¢p(Xemp —p) + & — 0181 — = Ogr—g (2.2)

em que u é a média do processo e &, ~ RB(0, ¢?). Utilizando os operadores autorregressivo e
de médias méveis descritos anteriormente, podemos escrever (3.4) como

¢(B)X, = 6(B)e; ,

emque X, = X, — u.

O processo ARMA(p, q) sera estacionario se as raizes de ¢(B) = 0 estiverem fora do
circulo unitario e sera invertivel se as raizes de 8(B) = 0 estiverem fora do circulo unitéario.
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2.3.4 Funcéao Densidade Espectral ou Espectro

A funcdo densidade espectral de um processo estacionario, Z, = Y(B)a;, X/’ 1,11]-2 <0,
€ dada por:

ol —ia~12
f) =5|1/)(e ll)l , - <A<,
emque (e ™) =1+ e ™ + e +ipse 3t 4o
isto €, o polinémio linear geral aplicado em e,

Definamos, agora, 0 espectro de um processo AR(p). Como y(B) = ¢~1(B), temos que
esse espectro sera dado por:

2
N=— 7 <i<m,
f@) PPy
2
A) = %a )
f@ 2n|1_¢1e—il_¢ze—2il_..._¢pe—pi2|2

2.4 Processos Sazonais

Muitas séries temporais exibem um comportamento sazonal, indicando a possibilidade
de existir raizes unitarias correspondentes a picos no espectro em frequéncias sazonais (do

tipo w, = % j=1,..,s-1, em que s = periodo da série).

As trés principais classes de processos que podem ser utilizadas para modelar uma
série temporal sazonal séo:

1) Processo Sazonal Puramente Deterministico;
2) Processo Sazonal Estacionario;
3) Processo Sazonal Integrado.

O primeiro processo € gerado por varidveis dummies sazonais. Considerando, por
exemplo, uma série trimestral teremos:

14



X = Ug

Uz = Wy + W1.5'1 + Wzsz + W3S3

comw;, i =0, 1, 2, 3constantes e S; = 1, se a observacao corresponder ao i-€simo trimestre e
S; = 0, caso contrario.

O segundo tipo, Processo Sazonal Estacionario, pode ser gerado por um modelo
autorregressivo:

o(B)x, = & , & iid(0,c?) (2.3)

com todas as raizes de @(B) = 0 fora do circulo unitario e com, no minimo, um par de raizes
complexas com periodicidade sazonal. Dessa forma, o espectro do processo é dado por:

2

T =i

que, por hip6tese, tem picos em frequéncias sazonais w,. Vale citar que ¢? € a variancia da
série &;. No caso de dados trimestrais, segue um exemplo:

Xe = pXp—4 + &, lpl <1
Nesse caso, ha picos nas frequéncias sazonais % (um ciclo por ano) e « (dois ciclos por ano).

Finalmente, dizemos que um Processo é Sazonal Integrado de ordem d na frequéncia
0, se o seu espectro é da forma:

f(w) = c(w—8)~%, w préximo de 6.

A notacgdo utilizada para esse tipo de processo é x;~Iy(d). O caso mais comum € d = 1.
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» Processo Trimestral

Um exemplo de um processo trimestral integrado na frequéncia correspondente a dois
ciclos por ano é:

xt = _xt_l + gt
€ a um ciclo por ano:

O operador diferenca sazonal trimestral pode ser escrito como:
(1-BY=1-B)(1+B)(1—-iB)(1+iB) = (1-B)(1+B)(1+ B?). (2.4)

Portanto, ha quatro raizes unitarias com mddulo um. As raizes sao: 1, -1, i e —i (uma na
frequéncia zero, uma em dois ciclos por ano e um par complexo em um ciclo por ano).

> Processo Mensal

Suponha, agora, que a série de interesse x; tenha observacdes mensais e seja gerada
pelo processo autorregressivo dado por (2.3), com ¢(B) = (1 — B'?), denominado operador
diferenca sazonal, que foi introduzido por Box e Jenkins (1970). Esse operador pode ser
fatorado da seguinte forma:

(1-B2)=(1-B)(1+B)(1+B*)(1+B+B?)(1-B+B%(1+V3B+B%)(1—-V3B + B?).
(2.5)

Portanto, as raizes unitarias sazonais sao dadas por:
. 1 - 1 ; 1 , 1 ,
1, 4, —o(1£43D), S(1£43i), —3(V3+i), ;(V3+i)

e correspondem a 6, 3, 9, 8, 4, 2, 10, 7, 5, 1 e 11 ciclos por ano, respectivamente. As

A . ~ 2 5 , .
frequéncias dessas raizes séo , i%, i?”, i—%, i?” e i—%, respectivamente. Assim, o
operador diferenca sazonal tem uma raiz unitaria na frequéncia zero e onze raizes unitarias

sazonais.
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Na pratica, pode acontecer de uma série temporal sazonal ser sazonalmente integrada,
ter uma sazonalidade deterministica e uma sazonalidade estacionaria ou alguma combinacao
entre esses processos. Os modelos de séries temporais que exibem formas complexas de
sazonalidades podem ser escritos como:

d(B)a(B)(x; — 1) = &,

onde todas as raizes de a(z) = 0 estédo fora do circulo unitario e, em contrapartida, todas as
raizes de d(z) = 0 estdo sobre o circulo unitario. A sazonalidade estacionaria e outras
componentes de estacionariedade de x, sdo contempladas por a(B), enquanto a sazonalidade
deterministica estd em p, quando ndo hé raizes unitarias sazonais em d(B).

2.5 Testes de Dickey-Fuller

Trata-se de testes para raizes unitarias em modelos da familia ARIMA. Para efeito de
ilustracdo, consideremos o modelo AR(1) estacionario com média zero dado por:

X, = ¢X,_1 +& ,& ~RB(0,0%) (2.6)

em que |¢| < 1.

Se ¢y indica o Estimador de Maxima Verossimilhanca (EMV) de ¢, entdo
considerando T observacfes desse processo, temos:

- 1 — ¢?
buy ~N<¢»(T¢)>

Supondo que queiramos testar a hipétese de que ¢ € igual a um determinado ¢,. Dessa
forma, teremos o seguinte teste:

Hy: ¢ = ¢y
Hy: ¢ # ¢o

A estatistica do teste sera dada por:

$MV - ¢0

—_— 2.7
(@m) @7
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em que p(dyy ) € o erro padrdo estimado de @y .

Sob a hipotese nula, temos que a distribuicdo da estatistica em (2.7) é dada por:

VT (Puy — ¢) ~ V(0,1 — ¢2).

No caso de raizes unitarias, essa aproximac¢ao normal ndo se aplica, logo ndo podemos
utilizar a distribuicdo t para realizarmos o seguinte teste:

(2.8)

Sabemos que os EMV séo assintoticamente equivalentes aos EMQ, entdo assumindo
que €, ~ V' (0, ¢?), temos:

oS XaX
MO T X2

T
7 _ Zi=2Xt-16¢

€ Puog =9 = oo XA
Logo, para testar (2.8) temos que estudar o comportamento de

é 1= Y2 X 1€
o —1 =220
¢ Yio2 X

Considerando o modelo expresso em (2.6), temos:

AX, = ¢ X1 + €, (2.9)

emque ¢* =¢ — 1.

Para obtermos o Estimador de Minimos Quadrados (EMQ) de ¢*, basta fazermos a regresséo
de minimos quadrados de AX, sobre X;_;. Dessa forma, o teste em (2.8) é equivalente a testar:

HO: (l)*:O

H,: ¢* <0 (2.10)
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Teorema 2.1. Considere o modelo em (2.6) com X, =0 e suponha que & ~ i.i.d. (0, ¢?).
Assim, temos:

1
(WD) -1)
~ _ - 2
T(éug — 1) fol[W(r)]Zdr

(2.11)

em que W(r) é o Movimento Browniano Padréo, ou seja, para cada z, temos que W(z) ~N(0,2).

Para testarmos (2.8) ou (2.10) podemos utilizar a seguinte estatistica:

Puo

" @ (Bin)

(2.12)

5
(ZizXEa)

regressao expressa em (2.9).

emque ep(dy) = e S§%= TITZZthz(AXt — PioXi—1) € oestimador de o2 na

Vale citar que a estatistica dada em (2.12) pode ser escrita na forma:

Ty X, 15

T=

Teorema 2.2. Sob as mesmas suposi¢des do teorema 2.1., temos:

1(WP-1)
2 [Jw(r))2dr

A

(2.13)

Os testes de Dickey-Fuller séo os testes que utilizam (2.11) ou (2.13). Vale comentar
gue existem extensdes do teste de Dickey-Fuller, que consideram que a série de interesse
pode ser representada por um processo AR(p) ou por um processo ARMA(p, q) e, também,
extensbes que permitem a incorporacdo de uma tendéncia deterministica e erros
correlacionados. Para mais detalhes, recomendamos ver Dickey e Fuller (1979, 1981).
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Capitulo 3

Testes HEGY para Raizes Unitarias Sazonais

Neste Capitulo apresentaremos o procedimento HEGY desenvolvido originalmente para
dados trimestrais, a extensdo do procedimento HEGY para dados mensais e as distribuicbes
assintoticas das estatisticas de ambos os testes (trimestral e mensal).

3.1 O Procedimento HEGY Trimestral

Hilleberg, Engle, Granger and Yoo (1990) desenvolveram um teste para determinar se
h& raizes unitarias em determinadas frequéncias sazonais em séries univariadas, ao qual
chamaram de Procedimento HEGY. Trata-se de testes em séries temporais lineares que
possuem raizes com médulo um, mas que correspondem a frequéncias sazonais.

Na literatura podemos encontrar alguns testes desenvolvidos com o propésito de avaliar
a presenca de raizes unitarias em série temporais univariadas. No entanto, a maior parte deles
possui a desvantagem de ndo permitir testar se existem raizes unitarias em apenas algumas
frequéncias sazonais.

O procedimento HEGY, por sua vez, trata-se de uma estratégia de teste que avalia a
presenca de raizes unitarias isoladamente em todas as frequéncias sazonais assim como na
frequéncia zero, isto é, permite testar a existéncia de uma particular raiz unitaria sem que o
teste seja comprometido se outras raizes unitarias estiverem presentes na frequéncia zero ou
em frequéncias sazonais.

Considerando dados provenientes de um processo trimestral integrado, o polinémio
(1 — B*) descrito em (2.4) pode ser expresso por:

1-BH=1-B)(1+B)(1A-iB)(1+iB)= (1—-B)(1+B)(1+B)?

. i ~ . . A . 1 .
tal que as raizes unitarias séo 1, -1, i e —i correspondentes a frequéncia zero, 5 ciclo por

trimestre (dois ciclos por ano) e n ciclo por trimestre (um ciclo por ano). Vale citar que ambas as
raizes i e —i correspondem a um ciclo anual.

O procedimento HEGY tem por objetivo testar se as raizes do polinémio autorregressivo
pertencem ao circulo unitério, contra a alternativa de que estéo fora do circulo unitario.
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Para a realizacdo dos testes é conveniente reescrever o polindbmio autorregressivo de
acordo com o resultado a seguir, devido a Lagrange e usado em teoria de aproximacao.

Resultado 3.1. (Heggy, 1990) Qualquer polinbmio ¢(B) que assume valores finitos nos pontos
61,6,,...,0, distintos, diferentes de zero e possivelmente complexos, pode ser expresso em
termos de polinbmios elementares e um resto como a segulir:

O AAB)
L4 5.(B)

@ (B) +A(B)¢™(B), (3.1

em que A, € um conjunto de constantes determinadas por:

A — (P(ek)
T 6,600

@**(B) é um polinémio possivelmente infinito ou racional,
1
85,(B)=1——B
Ok

e AB) =[1_, 6, (B).
A expressdo (3.1) € uma linearizagéo do polindbmio ¢(B) em torno de 6,,0, ..., 6,.

Adicionando e subtraindo A(B) . 4, da expressédo dada em (3.1), obtemos:

p

AA(B)(1 -6, (B
0@ = Y BEOE_IO) | 51 s), (32)
k=1

emque ¢*(B) = ™" (B) + X A

e, portanto, o polinémio ¢ (B) terd uma raiz em 6, se e somente se 1, = 0, indicando que testes
para raizes unitarias podem ser equivalentes a testar se 0s parametros 1, sao iguais a zero.

Para aplicar o resultado 3.1 para testar raizes unitarias em dados trimestrais,
expandimos o polinbmio ¢(B) em torno das raizes +1, -1, i e —i. Assim, de (3.2) obtemos:
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©(B) = 1;B(1+B)(1+B?) + 1,(=B)(1 — B)(1 + B?) + 23(=iB)(1 — B)(1 + B)(1 — iB)
+24(iB)(1 —B)(1 + B)(1 +iB) + ¢*(B)(1 — BY) (3.3)

Claramente, 15 e 1, sé@o conjugados complexos, uma vez que ¢(B) é real.

Substituindo m; = —A4, my = —A;,243 = —m3 +imy e 214 = —1m3 — imy , teMOS:

@(B) = —m;B(1 + B + B*>+B3) — my,(=B)(1 — B + B>*—B3) — (m4 + n3B)(—B)(1 — B?)
+¢*(B)(1 - B*) (3.4)
Assumindo que os dados sdo gerados por um modelo autorregressivo, temos:

p(B)x; =& (3.5)

e substituindo ¢(B) por (3.4), temos o0 modelo que sera utilizado para realizar o teste HEGY:

@ (B)Yar = MY1e-1 t MY 01 + M3Y3e 2 + TaY3 -1+, (3.6)

em que,

y1: = (1+ B+ B?+B%)x, = S(B)x; ,

y2: = —(1 =B+ B?-B%)x, ,

y3: = —(1-B%)x, , (3.7)
yar = (1=BNx, = Myx, €

x; € a série original (possivelmente sazonal).

O modelo em (3.6) possui variaveis regressoras assintoticamente mutuamente
ortogonais, cujos coeficientes podem ser estimados por minimos quadrados, possivelmente
com lags adicionais de y, para branquear os erros. Assim, a estratégia dos testes se torna
aparente e podemos reescrever as hipéteses dos testes conforme as raizes que seréo
avaliadas. A fim de obter os testes correspondentes, analisemos cada uma das raizes. Vamos
iniciar pela raiz 1.
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(i) Teste paraaraiz 1:

Substituindo B por 1 em (3.4) obtemos ¢(1) = —4m;. Portanto, para que 1 seja raiz do
polinbmio ¢(B) é necessario que m; seja igual a zero e, como m; = —A4, entdo equivale a testar
se 1; = 0. A hipé6tese alternativa natural € a estacionariedade, o que significa ¢(1) > 0 ou,
equivalentemente, m; < 0. Assim, as hipoteses a serem testadas séo:

H02T[1 =0

3.8
HalTl'l <0 ( )

(ii) Teste paraaraiz -1:

De forma analoga, podemos obter as hipéteses do teste para a raiz -1. Nesse caso, as
hipéteses séo:

HO:T[Z =0

(3.12)
Ha: Ty <0

(iii) Testes para as raizes +i e -i:

Para o par de raizes complexas, substituindo B por +i em (3.4) temos que |@(i)| =0
equivale a m; = m, = 0 e, consequentemente, 1; assumira valor zero se e somente se 13 € 7,
forem iguais a zero. Portanto, as hip6teses do teste para as raizes +i séo:

Hy:my=m, =0
0T T (3.13)
H,:m3efou my #0

O teste em (3.13) possui uma hipétese nula bidimensional, de tal forma que devemos
calcular uma estatistica “F” para testar a hipotese de que ;3 = m, = 0. Uma estratégia é fazer
um teste bilateral de m, = 0 e, se o resultado for positivo, testar unilateralmente se m3 =0
(contra a alternativa de w3 < 0).

Note que ndo havera raizes unitarias sazonais se m, e qualquer um entre m; e m, for
diferente de zero. E importante ressaltar que para concluir que uma série ndo tem raizes
unitarias e é, portanto, estacionaria, devemos estabelecer que todos os rw's sdo diferentes de
zero (salvo possivelmente um entre 3 e my).
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3.2 Distribuicdo Assintotica das Estatisticas do Teste HEGY Trimestral

A distribuicdo assintética das estatisticas “t” da regressdo expressa em (3.6) foram
estudadas por Chan e Wei (1988). Eles observaram que a distribuicdo assintética para os
testes de m; e m, pode ser extraida de Dickey e Fuller (1979) e de Fuller (1976), enquanto para
m3 pode ser extraida de Dickey, Hasza e Fuller (1984), assumindo que m, € igual a zero. Os
testes sdo assintoticamente similares ou invariantes com respeito aos parametros de
perturbacdo. Os resultados obtidos para amostras finitas se aproximam dos obtidos pela teoria
assintotica e os testes tem poder razoavel contra as alternativas especificadas.

Para mostrar como as distribuicdes limites das estatisticas “t” da regressédo estdo
relacionadas com os testes de raizes unitarias padréo, consideremos ¢*(B) =1 em (3.6). O
teste para m; = 0 tera a distribuicdo usual de Dickey-Fuller se &, = m3 = my = 0, uma vez que 0
modelo podera ser escrito na forma:

Vie = A+ m)y1e-1 + &

De forma similar, temos:

Vor = —(1 + 1)y + &,

se 0s outros «'s forem iguais a zero. Se y,, estiver relacionado com y,;_4, entdo a distribuicdo
de Dickey e Fuller sera apropriada. O terceiro teste pode ser escrito como:

V3¢ = —(1+m3)y3e—p + &,

assumindo m, = 0.

Para mostrar que as mesmas distribuicbes sao obtidas quando nao é conhecido a priori
gue algum dos 7m's sdo iguais a zero, dois casos devem ser considerados. Primeiramente, se 0s
outros 1's que estdo sendo testados ndo sao zeros, entdo 0 processo ndo tem raizes unitarias
nessas frequéncias e os correspondentes y’'s sdo estacionarios. No entanto, se alguns dos
outros 's sdo iguais a zero, entdo ha outras raizes unitarias na regressao.

s

Entretanto, € exatamente sob essa condicdo que o0s correspondentes y's sao
assintoticamente nao correlacionados. A distribuicdo da estatistica do teste ndo sera afetada
pela inclusdo de uma variavel com um coeficiente zero que € ortogonal as variaveis incluidas.
Por exemplo, quando testamos m; = 0, supomos m, =0, mas y, ainda estd incluido na
regressdo. Entdo, y,; e y, serdo assintoticamente ndo correlacionados desde que eles tenham
raizes unitérias em diferentes frequéncias e ambos serdo assintoticamente ndo correlacionados

com lags de y, que é estacionario. O teste para m; = 0 tera a mesma distribuicdo limite
independentemente de y, estar incluido na regressao.

Em modelos mais complexos onde a alternativa inclui componentes deterministicas &
necessario permitir que y, # 0. Nesse caso, para os testes teremos o seguinte modelo:
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@ (B)yar = te T Y1e—1 + M2Y2e1 + T3Y30—2 + TaY3e-1+ & (3.14)

gue também pode ser estimado por minimos quadrados e as estatisticas relativas aos m's
podem ser usadas para inferéncia.

Quando componentes deterministicas estdo presentes nha regressdo, temos que as
distribuicdes se modificam. O intercepto e a tendéncia da média deterministica influenciam
somente a distribuicdo de m;. Isso ocorre porque esses componentes tem todos 0s seus
espectros concentrados na frequéncia zero. Se o intercepto for incluido na regresséao, as trés
dummies sazonais restantes néo influenciardo na distribuicdo limite de m;. Entretanto, as
dummies sazonais afetam as distribui¢des de m,, 73 € my.

3.3 Valores Criticos de Amostras Finitas para as Estatisticas do Teste
HEGY Trimestral

A Tabela 3.1, extraida de Hylleberg, Engle, Granger and Yoo (1990), apresenta 0s
valores criticos obtidos por simulagbes de Monte Carlo, para os testes t unilaterais sobre
7y, M, e T3, NOS casos mais importantes (considerando diferentes combinag¢des das seguintes
componentes na regressdo: intercepto, dummies sazonais e tendéncia). Vale citar que os
valores criticos da Tabela 3.1 sdo muito préximos dos valores criticos obtidos por simulagées
de Monte Carlo em Dickey-Fuller (1979) e Dickey-Hasza-Fuller (1984), para as situagfes em
gue as estatisticas foram tabuladas.

Tabela 3.1 — Valores criticos para as estatisticas do teste HEGY trimestral (1, 7, e 73)

Critical values from the small-sample distributions of test statistics for seasonal unit roots on 24000 Monte Carlo replications; data generating process
A, x, = ¢, ~ nid(0,1).

7 o 7 Fractiles -

Auxiliary R LA s “#WL ‘tim e o
regressions T 0.01 0.025 0.05 0.10 0.01 0.025 0.05 0.10 (1X0)1 0.025 0.05 0.10

No intercept a8 -271  -229  —195 159 261 -221  —195 —L6U —266 —225  —193 —152
No seas. dum. 100 -2.60 2.26 1.97 1.61 2,61 2.22 —192 =157 -255 -218 -190 —153
No trend 136 -2.62 —2.25 -103 —1.50 —2.60 -223 -1.04 - 1.61 —2.58 -2.21 -1.92 —1.56
200 -262 ~-223 ~194 -162 -260 -224 -195 -161 -258% 224 -192 -155
Intercept 48 366 325 -29 —-262 —268 227 —1.95% -160 -264 223 -190 -1.52
No seas. dum. 100 -347 =314 -288 —~258 —261 -2.24 -195 160 -2.61 ~2:23 -1.90 —1.54
No trend 136 -3.51 -317 -289 258 260 221 —1.91 -158 -253 -218 -188 —1.53
200 —348%  -313 -281 257 -258 -222 -192 -159 =257 -221 -1.9 —153
Intercept 48 -377 -339 -3.08 -2.72: =335 337 -304 269 431 -39 -3.61 —324
Seas. dum. 100 -355 -322 -295 -263 360 322 -294 -263 —406 372 -344 314
No trend 136 -356 -323 -294 -262 349 315 -290 -259 406 372 —-344 311
200 351 318  -291 -259 350 -316 -280 260 400 -3.67 -338% 307
Intercept 48  ~423 385 -35 -321 -265 —~224 -191 -1.57 268 -—227 —-192- —4.52
No seas. dum. 100 —4.07 -3.73 —3.47 -3.16 —2.58 —-2.24 —-1.94 - 1.60 —2.56 =219 -1.80 —1.54
Trend 136 —-409 375 -346 316 265 225 -196 163 -25 —220 -190 -152
200 -405 -370 ~344 315 259 225 -195 —-162 258 221 -1.92  -1.56
Intercept 48 -446 404 =371 -337 38 -341 -308 273 -446 402 -366 —3.28
Seas. dum. 100 —-409 -3380 -353 -322 360 -322 -294 -263 -412 -376 -348 314
Trend 136 -415 —-3R0 ~352 =32 —357 -—318 -293 -261 ~405 -372 -344 312
200 405 -3.74 -349 -318 -352 318 -291 -260 —4.04 369 ~3.41 ~3.10

Tabela extraida de Hilleberg, Engle, Granger and Yoo (1990)
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Na Tabela 3.2, também extraida de Hylleberg, Engle, Granger and Yoo (1990), temos
os valores criticos para os testes t bilaterais sobre m, = 0 e os valores criticos para o teste F
sobre m3 N m, = 0. Note que a distribuicdo da estatistica “t” € muito similar a normal padréo,
exceto quando a regressao auxiliar contém dummies sazonais, nos casos em que a cauda da
distribuicdo aumenta. A distribuicdo da estatistica “F” é bastante similar a uma distribuicao F
com graus de liberdade iguais a dois e T menos o nimero de variaveis regressoras em (3.6).
Entretanto, quando dummies sazonais estdo presentes, a cauda da distribuicdo também se

torna mais pesada.

Tabela 3.2 — Valores criticos para as estatisticas do teste HEGY trimestral (3 e m4)

Critical values from the small-sample distributions of test statistics for seasonal unit roots on 24000 Monte Carlo replications: data-generating process
Ayx, =€ ~nid(0. 1).
’ i Fracles
Auxiliary s — feese o ;' ‘M R L w = SR ‘F'im nﬂ. : =
regressions T 0.01 0.025 0.05 0.10 0.90 095 0975 0.99 0.90 0.95 0975 099
No Intereept 8 251 —211 ~176  -135 133 L72 205 249 245 326 404 502
No seas. dum. 100 -243 -2.01 -1.68 -1.32 131 1.67 2.00 240 239 312 3.89 489
No trend 136 -4 -1.99 -1.68 -1.31 1.30 1.66 1.99 238 241 314 3.86 4381
200 -243 -1.98 -1.65 -1.30 1.29 1.67 1.97 236 242 3.16 3.92 4.81
Intercept 48 —244 —2.06 -1.72 =1:33 1.30 1.68 2.04 241 232 3.04 3.718 478
No seas. dum. 100 -238 -1.99 - 1.68 -1.30 1.28 1.65 1.97 232 235 3.08 3.81 477
No trend 136 -2.36 -1.98 -1.68 -1.31 1.27 1.65 1.97 231 236 3.00 3.70 473
200 —2.36 —1.98 —1.66 — 129 1.28 L.65 1.96 2.30 2.37 3.12 3.86 4.76
Intercept 48 —2.86 =237 -1.98 -1.53 1.54 1.96 235 281 5.50 6.60 7.68 9.22
Seas. dum. 100 —-2.78 —2:32 —1.96 —1.53 1.52 1.93 2.29 2.73 5.56 6.57 7.72 8.74
No trend 136 -27 -231 1.96 -1.52 1.51 1.92 228 2.7 5.56 6.63 7.66 8.92
200 -274 -233 —-1.96 —-154 153 195 232 278 5.56 661 7.53 893
Intercept 48 -241 -2.05 -1.70 -1.33 1.26 1.64 1.96 237 223 2.95 3.70 4.64
No seas. dum. 100 —238 -1.97 - 1.65 ~128 128 165 1.98 232 231 298 in 470
Trend 136 —2.36 =197 -1.64 ~1.29 1.26 1.62 1.92 231 233 3.04 3.69 4.57
200 =2:35 =197 - 1.66 -1.29 1.26 1.64 1.96 230 234 3.07 3.76 4.66
Intercept 48 -2.75 -2.26 -191 —1.48 1.51 1.97 234 278 5.37 6.55 7.70 9.27
Seas. dum. 100 —-2.76 -232 —-1.94 -1.51 1.51 1.92 228 2.69 5.52 6.60 1.52 8.79
Trend 136 =27 —2.78 -1.94 -1.51 1.53 1.96 2.31 2.78 5.55 6.62 7.59 8.77
200 2.65 -227 -1.92 —1.48 1.55 1.97 231 27 5.56 6.57 7.56 8.96

Tabela extraida de Hilleberg, Engle, Granger and Yoo (1990)

3.4 O Procedimento HEGY Mensal

Beaulieu e Miron (1993) estenderam o procedimento HEGY, desenvolvido para dados
trimestrais, a dados mensais. De forma analoga ao apresentado para o procedimento HEGY
trimestral, o objetivo € saber se o polinbmio autorregressivo ¢(B) tem raizes iguais a um em
valor absoluto na frequéncia zero ou em frequéncias sazonais. Este procedimento também
permite testar as hipoteses sobre uma particular raiz unitaria sazonal, sem impor que todas as
raizes unitarias sazonais estejam presentes.

O procedimento HEGY mensal também se utiliza da técnica de linearizacdo do
polinbmio autorregressivo ¢(B) em torno da raiz unitaria na frequéncia zero e das (S-1) raizes
unitarias sazonais, que podem estar presentes em dados mensais, a saber:
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) 1 - 1 - 1 . 1 )
1, Hi, =5 (1£V3BD), S(1£V3D), —;(V3£i), ;(¥V3+i),
gue correspondem a 6, 3, 9, 8, 4, 2, 10, 7, 5, 1 e 11 ciclos por ano, respectivamente.

Dessa forma, podemos escrever:

S

MAB)(1 - 6, (B
o(6) = > M8 )5(]((3) D) x@ye 8, (3.15)
em que
_ 4 _ 1 R AC _ 1S
6]( (B) - 1 9k Bl /’lk - Hjikéj(gk), A(B) - Hk=1 5k(B)!

¢@*(B) € um resto com raizes fora do circulo unitario e 6, sdo as S-1 raizes unitarias sazonais
mais a raiz unitaria na frequéncia zero.

Expandindo o polinbmio ¢(B) em torno das raizes
. 1 - 1 - 1 . 1 . )
1, -1, #i, —5(1£v3i), ;(1+V3i), —;(V3+i) e ;(V3+i), obtemos:

o(B)= 1;B(1+B)(1+B*>)(1+B*+B® +

A,(-B)(1-B)(1+B*»)(1+B*+B®) +

A3(—=iB)(1 —iB)(1 — B®)(1 + B* + B®) +

1,(iB)(1 +iB)(1 — B®>)(1 + B* + B®) +

As (—%B) (1-v3i+2B)1-B+B?)(1-B*+B°-B%)+
Ao (—%B) (1++V3i+2B)(1-B+B*)(1-B>+B°-B%+
/17<

Ag %B) (1++V3i-2B)(1+B+B*)(1-B*>+B°-B%(1+B>-B°-B%+

N =

B)(l—\/§i—ZB)(1+B+BZ)(1—BZ+BG—BS)+
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25 (=3B) (V3 —i+2B)(1- V3B +B?)(1 + B2 — B® — B®) +
10 (—%B) (V3+i+2B)(1-v3B+B%*)(1+B*-B°-B%)+
A1 GB) (V3—i-2B)(1++V3B+B?)(1+B%>-B°—B®% +

M2 GB) (V3+i-2B)(1++V3B+B?)(1+B%>-B®—-B®% +

@*(B)(1 — B™). (3.16)

Claramente, os pares (13, 14), (45, 4¢), (A7, 1g) € (A9, A19) S&0 complexos conjugados, uma vez
que @(B) é real.

Sejam m;, definidos por:

Al = —Tq,
/12 = —Tiy,
1 .

/13 = 5 (—7'[3 + l7T4_),
1 .

Ay = 5 (—m3 — imy),
1 .

As = 3 (=15 + ime),
1 .

Ao = 5 (=5 — i),
1 .

Ay = > (—my + img),
1 .

A =5 (77 — img),

1 .

Ay = 2 (=19 + imyp),
1 .

Ao =5 (=19 — im10),

1 .
My = 2 (—mq +im2),

1 .
Mo = > (—mqyq — imyp).
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Dessa forma, substituindo m;, por 1, em (3.16), temos:

o(B) = —m;B(1+B)(1 + B?)(1 + B*+B?%) —
m,(—=B)(1 — B)(1 + B®)(1 + B*+B%®) —

(my + m3B)(—B)(1 — B?)(1 + B*+B%) —

%(\/5 ng — (14 2B)nsB(1 — B + B?)(1 — B> + B°—B%) —
%(\/5 ng — (1 —2B)m;)(—B)(1 + B + B?>)(1 — B?> + B®—B%) —
%(nlo — (V3 +2B)rg)B(1 — V3B + B?)(1 + B> — B°~B®) —

1

5 (m1z = (V3 —2B)my;(-B)(1 + V3B + B?)(1+ B2 — B—B®) +

@*(B)(1 = B™). (3.17)
Assumindo que os dados séo gerados por um modelo autorregressivo geral, temos que

a substituicdo de ¢(B) exposto em (3.17) em ¢(B)x; = &, fornece o seguinte modelo que sera
utilizado para realizar o teste HEGY:

12

OB Vise = ) TYie1 + 2 (3.18)
k=1

em que

yie = (1+ B + B+B*+B*+B>+B%+B’ +B%+B°+B°+B " )x, ,

y2e = —(1—B + B>*-B3+B*—B>+B°—B7+B%—B%+B1°—B1l)x, ,

y3: = —(B — B3+B°—-B7+B%-B1)x, ,

y4e = —(1 — B*+B*—B%+B%—B10)x, ,

Yse = —5 (1+ B — 2B?+B3+B*—2B5+B+B"—2B%+B°+B'~2B")x, ,

Yor = Vz—g (1-B+B3-B*+B°~B” + B°-B'%)x, ,

29



V7 = %(1 — B —2B*-B3*+B*+2B>+B%—-B’-2B®-B°+B+2B')x, ,

Yo = —? (1+ B —B3*-B*+B°+B"—B°-B)x, ,

Yoo = =+ (V3 — B+B® — V3B*+2B° — V3B +B7—B*+3B1"~2B" )x, ,
Yioe =3 (1= V3B +2B% - V3B°+B*—BS + V3B7—2B%+V3B°~B'%)x, ,
Yi1e =5 (V3 + B — B3 — V3B*~2B5—V3BS — B7+B%+V3B'°+2B)x, ,
Y1z = =2 (1+ V3 B + 282 + V3B*+B*~B® — V3B"~2B°—V3B°~B0)x, ,
yize = (1= B%)x, e

x, € a série original (possivelmente sazonal). (3.19)

Novamente, pode-se demonstrar que o conjunto de variaveis regressoras em (3.18) sdo
assintoticamente mutuamente ortogonais.

Para testar as hipéteses de que as raizes unitarias existem, estimamos (3.18) por
minimos quadrados e, entdo, comparamos as estatisticas dos testes com os valores criticos
obtidos para amostras finitas, baseados em simula¢cdes de Monte Carlo. Assim, temos:

(i) Testes para as raizes 1 e -1:

Para verificar a existéncia das raizes 1 e -1 correspondentes as frequéncias 0 e ,
respectivamente, faremos o seguinte teste:

H0: T, = 0
k=1, 2. (3.20)
Ha: m, < 0

(ii) Testes para as demais raizes:

Para as demais raizes, testaremos w;, = 0 (para k par) através de um teste bilateral.

HO: T, = 0
, k= par. (3.21)
H,:m, #0
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O coeficiente par sera zero se a série contiver uma raiz unitaria na frequéncia que esta
sendo testada e, por outro lado, ndo ser& zero para as frequéncias sazonais com excecao da
frequéncia % Para % o coeficiente ndo serd zero se ndo existir raiz nesta frequéncia. Sob a

alternativa, o coeficiente par pode ser positivo ou negativo. Se o teste nao rejeitar m;, = 0, entdo
testaremos m,_; = 0 contra a alternativa m;_; < 0. O teste é unilateral porque, sob a hip6tese
alternativa, a série contém uma raiz fora do circulo unitario. Sob a condicdo de
estacionariedade, o verdadeiro coeficiente ser& menor do que zero. Outra estratégia € testar
m,_1 = m, = 0 calculando uma estatistica “F’. Para concluir que ndo existem raizes unitarias
em frequéncias sazonais, m, ndo deve ser igual a zero para k = 2 e para pelo menos um
membro de cada um dos conjuntos {3,4}, {5,6}, {7,8}, {9,10}, {11,12}. Dessa forma, faremos o
seguinte teste:

H0:7Tk_1 =Ty = 0
(3.22)
H,:m,_qefou m, #0

Quando uma constante, dummies sazonais e tendéncia estdo presentes, entdo a
expressao em (3.18) podera ser re-escrita como:

12 12
@(B) y13¢ = Z T Yit—1 + Mot +my + Z My Se + & (3.23)
=1 =2

A equacdo (3.23) também sera estimada por minimos quadrados, porém, a distribuicdo
assintoética e a distribuicdo para amostras finitas se modificardo.

Hasza e Fuller (1982) consideraram, como hipétese nula, o seguinte modelo:

1-B)(1-BYy, =&,

em que d = 2, 4, 6, 12 dependendo do nimero de observacdes por ano. Eles sugeriram estimar
as seguintes equacoes:

Ve = 01 Ye—1 Tt QYe—q T A3YVe—q—1 T &,

Ve = P1Ye-1+ P2(Ve—a — P1YVi-a-1) + &

e, entao, testar a restricéo (a4, ay, @3) = (1, 1, -1) ou (¢4, ¢,) = (1,1), calculando a estatistica “F”
padréo e utilizando uma distribuicéo apropriada.
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Os resultados de Hasza e Fuller assumem que, sob a hipétese nula, existem duas
raizes unitérias na frequéncia zero e néo é claro identificar como esse teste se modifica quando
apenas algumas frequéncias sazonais possuem raizes unitarias. Por essa razdo, a
interpretacdo dos resultados dos testes de Hasza e Fuller ndo é trivial. A rejeicdo ndo prova
gue nao existem raizes em quaisquer frequéncias, assim como também nao ajuda a identificar
as frequéncias que séo integradas. Uma alternativa é colocar na hipétese nula que todas as
frequéncias possuem raizes unitarias e duas tem frequéncia zero. Nesse caso, no teste estara
imposta a condigdo de que todas as raizes sazonais possuem o mesmo madulo. Se o processo
gue se esta avaliando ndo possui raizes unitarias, mas as raizes nas frequéncias sazonais tem
moddulos diferentes, entdo a autocorrelacdo do residuo em diversos lags seré significativa e,
portanto, o residuo ndo sera ruido branco. Dessa forma, esse teste é prejudicado pelo fato de
ndo se mostrar muito poderoso e ser passivel de apresentar autocorrelacdo significativa nos
residuos.

Dickey, Hasza e Fuller (1984), por sua vez, ndo assumiram a existéncia de duas raizes
unitarias na frequéncia zero, considerando, sob a hipétese nula, 0 modelo:

(1 - Bd)yt = &.

Eles sugeriram estimar a equagéo:

Yt = PYe—a + b + &,

e testar se p = 1, onde b, ou € uma constante ou sdo dummies sazonais. Eles publicaram a
distribuicdo de varias estatisticas quando a equacdo de regressao inclui uma constante e
dummies sazonais. Assim como no teste proposto por Hasza e Fuller, a interpretacdo da
rejeicdo desse teste também né&o é trivial e também apresenta baixo poder e autocorrelagédo
residual.

O teste HEGY apresentado evita esses problemas incluindo uma variavel regressora
correspondente a cada uma das potenciais raizes unitarias.

3.5 Distribuicdo Assintdtica das Estatisticas do Teste Mensal

Para o caso de dados mensais, as distribuicdes assintéticas das estatisticas dos testes
HEGY sao derivadas de Stock (1988) e Phillips (1987). Considerando que a constante, as
dummies sazonais e a tendéncia ndo estao incluidas no modelo — modelo (3.18) — o resultado
3.2 apresenta a distribuicdo assintética das estatisticas “t”.
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Resultado 3.2. (Beaulieu e Miron, 1993) Seja W, um Movimento Browniano Padrao
independente de todos os outros W}, para k # j. Para facilitar a notagé@o diremos que k & impar

sek#1ek&{3 5,7,9 11} eque képarse k#2e k {4, 6,8, 10 ,12}. Entdo,as estatisticas

T
t,, onde t, = Z=22k-1%t conyergem em distribuicdo (2) para
g ZZ:ZV}%t—l
1
Wy (r)dWy (r
fo 1() 1()’ sek=1,
1
UO Wi (r)%dr
1
Wy, (r)dW, (r
fo 2 2( ) sek = 2’

J wayar |

1S W GYAW, () + [ Wiepr (D dWp 41 (F)

\/fo1 Wi (r)?dr + fol Wies1 (r)2dr

, sekéimpar,

[ Wi AW, 1 (1) = f Wiy (AW, (7)

\/ Jy Wiema ()2dr + [ Wy (r)2dr

, seképar.

Assim, temos que t; e t, tem a mesma distribui¢cdo assintotica, que todas as estatisticas
sazonais pares tem a mesma distribuicao e que todas as estatisticas sazonais impares também
tem a mesma distribui¢ao.

A construcdo de 1, e 1M, € exatamente a mesma de Franses (1990). As distribuices
das estatisticas “t” sazonais impares séo iguais a distribuicdo de t; no teste HEGY trimestral,
enquanto as distribuicdes das correspondentes estatisticas pares sdo as mesmas de t, no
teste HEGY trimestral. A construgdo de 13 e M, em Franses (1990) também é a mesma para o
teste mensal. Como Chan e Wei (1988) provaram, a distribuicdo de t; é a mesma para t; com
d = 2 em Dickey-Hasza-Fuller (1984).

Considerando que termos deterministicos sé@o incluidos na regressdo, a partir do
resultado 3.3, obtemos as distribuic6es das estatisticas “t”.
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Resultado 3.3. (Beaulieu e Miron, 1993) Seja y;, o residuo da regresséo de y,, sobre uma
constante. Sejam yi., vi; € Vii, analogamente, onde t representa a constante mais a
tendéncia, ¢ representa a constante mais as onze dummies e et representa a constante, as
onze dummies e a tendéncia. Os numeradores e denominadores das respectivas regressoes
estdo parcialmente definidos no Resultado 3.2. Seja N a parte do numerador diferente do
correspondente numerador no Resultado 3.2, X € {u,t,¢ 7} e seja Di a parte da raiz do

denominador diferente do correspondente denominador no Resultado 3.2.

() Nif = -Wi(D) f; Wi(rdr, sek=1,

N/ =0, sek = 2.

(ONE = =4 W, (1) [, Wy (r)dr + 6 [} Wy (r)dr [, rdW; (r) — 12 [ W, (r)dr [ rdW; (r) +
+6W (1) f, Wy (r)dr, se k =1,

N =0, sek=2.

() Nf = =Wy (1) f, Wy (r)dr, sek=1,
NE = =Wy (1) fy Wy(r)dr, sek =2,
e 1 1 1 1 -
Ni = =5 Wi (D) Jy We () dr =5 Wi (D) Jy Wiea ()dr se k é impar,
NE = =3 Wie(D) fy Wieea (r)dr +5 Wiy (1) [y Wi (r)ar se k & par.

(€7) Ni* = — 4w, (1) [ Wy (F)dr + 6 f, Wy ()dr [ rdW; (r) — 12 [ rWy (r)dr [ rdWy () +

+6W; (1) [, rWy (r) dr, se k = 1,

NET = = Wy (D) f, Wy (r)dr, sek=2,

N = —% W (1) fol Wy (r)dr —% W1 (1) f01 Wieiq (r)dr, se k & impar,
eT 1 1 1 1 5

N = =2 Wie(D) fo Wi—1(r)dr +5 W1 (1) fo W, (r)dr, se k é par.
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(W) D} = ~(fy Wi()dr)?,  sek=1,

D=0, sek = 2.

(t) Df = —4([01 Wy (7")dr)2 + 12 fol Wi (r)dr fol Wi (r)dr — 12 (fol Wi (r)dr)z, sek=1,

D =0, sek =2,

(&) D = — ([} wy(dr), sek=1,

2
D =~ (f, Wa(Ndr)", sek=2,
2 2
Df = — %(fol Wy (r)dr) —%(fo1 W41 (r)dr) , se k € impar,
2 2
Df = — %(fo1 Wi—1(r)) dr —%(fo1 W,()dr) , seképar.

(e7) D = —4([l Wi () + 12 [P Wi (dr [ W (dr — 1201 Wi (dr), sek=1,

2
Dff = —=(fy Wa()dr)", sek=2
2 2
£ = =1 Uy We@dr)” =1 (fy Wiaa ()dr)’, se k & impar,
2 2
£ = =2 Uy Wi (dr) =2 (J, We(r)dr) se k é par.

T X X
Resultado 3.4. (Beaulieu e Miron, 1993) As estatisticas t; = L2Vt convergem em
31/2&23’1}({:2—1

distribuicéo para

[ Wy (r)dwy () + Ni

\[fol Wi (r)%dr + DY

, sek =1,
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[ Wy (r)dWs (r)+N5

, sek=2,
\/fol W, (r)?dr + D

1.1 1.1
5 Jo W @AWy (1) + 5 Jy Wi (dWyer1 () + N

, sekéimpar,

171 1.1 j
\/I (fo Wi (r)?dr + Efﬂ Wk+1(T)2dT + Dk)

1

T W ()W, 1 () = 5 [ Wiy () AW, (r) + N

, sekénpar,
1701 2 1.1 2 x
Z(fo Wi—1(r) dr+Zf0 W, (r) dr+Dk)

em que X = (4, T, &, £T.

A partir do Resultado 3.4 temos que todas as estatisticas, para k par ou impar, tem as
mesmas distribuicdes quando diferentes termos deterministicos séo incluidos na regresséo. As
distribuicdes de t,, ..., t;, independem da constante e dos termos de tendéncia. Isso se justifica
pelo fato de que os termos de y,; (k = 2) podem ser escritos como fungbes de cossenos e
senos, que se repetem a cada 12 periodos. Esses termos sdo assintoticamente ortogonais aos
termos que nao sdo periddicos, tais como uma constante ou uma tendéncia. Nota-se também
gue a distribuicao de t, quando dummies sao incluidas na regressao € a mesma de t; quando
somente uma constante é incluida no modelo.

Resultado 3.5. (Beaulieu e Miron, 1993) Seja F, = (%) b (X X)b, com b = (Aﬁk ) e X =
k+1
Y Vi+11
: . A partir dos Resultados 3.2, 3.3 e 3.4 temos que
Yt Yr+1T

D lr.x2 2
Fe o 3 E(tljcc + ti1)s

emquex=ur1¢ereke{3,5,7,9, 11}.
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Note que devido a todas as estatisticas “t” impares terem a mesma distribuicdo e todas
as estatisticas pares também terem a mesma distribuicdo, entdo para qualquer conjunto de
termos deterministicos incluidos, todas as estatisticas “F’ também terdo a mesma distribuicao.

3.6 Valores Criticos para Amostras Finitas das Estatisticas do Teste
HEGY Mensal

A Tabela 3.3 contem os valores criticos das distribuicbes de amostras finitas das
estatisticas “t” e “F” necessérias ao procedimento HEGY para dados mensais. Os valores
criticos foram obtidos simulando 24.000 regressfes da forma (3.16), com varias combinacdes
de constantes, dummies sazonais e tendéncias incluidas. As séries fundamentais foram
geradas considerando y; = y;_1, + e;, com e, proveniente de uma normal padréo.

Tabela 3.3 — Valores criticos para as estatisticas do teste HEGY Mensal

Critical values from the distributions of test statistics for seasonal unit roots; data-generating process 4,,x, =&, NID (0,1).
- o Fractiles o
‘th ‘T, ‘" Toqq

Auxiliary regressions T 0.01 0.025 0.05 0.10 0.01 0.025 0.05 0.10 0.01 0.025 0.05 0.10
Nointercept 240 -251 -218 -189 -158 -253 -216 ~—-187 -157 -250 -216 —188 —L155
No seas.dum. 480 -252 -221 -191 -159 -252 -220 -191 ~-159 =252 =218 -—-19 —-157
No trend © -257 -224 —195 -1.62 -257 -224 -—-195 -162 -256 -223 -195 -159
Intercept 240 -335 -306 -—-280 -251 -248 -215 -—189 -—-157 -251 -216 ~—187 ~—154
No seas.dum. 480 —-3.40 -311 —285 -255 -254 -220 -191 -159 -256 -220 ~-190 —1.57
No trend © -341 =312 286 -257 =257 -224 -195 -1.62 -256 —-223 -195 -159
Intercept 240 -332 -302 -276 -247 -328 -301 -276 -248 -383 -351 -325 295
Seas.dum. 480 -337 -306 -281 -253 -337 -307 -281 -252 -38 -—-355 -329 -299
No trend © -341 -312 -286 -—257 -341 -312 -286 -257 =391 -361 335 -3.05
Intercept 240 -387 -358 -332 -306 -—-252 -218 -1.88 -155 -249 -216 -—-188 -154
No seas.dum. 480 -3.92 -363 -337 -309 -255 -220 -—-193 -—160 -—253 -220 -191 -157
Trend ® -397 -367 -340 =312 -257 -224 —-195 -162 -256 —-223 -—-195 -—159
Intercept 240 -383 —-354 —-328 -299 -331 -3.02 -275 -247 -379 -350 -324 295
Seas.dum. 480 —-3.85 -357 ~-332 -304 -340 -308 —-284 -254 38 355 -329 -3.00
Trend © -397 -367 -340 -312 -341 -312 -286 -257 -391 -361 -335 -3.05

Tabela extraida de Beaulieu e Miron (1993)
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Tabela 3.3 — Continuacao dos Valores criticos para as estatisticas do teste HEGY Mensal

Fractiles
. %*Tée P Toae Teven
Aukilissy tegressions. T 001 0025 005 010 090 095 0975 099 090 095 0975 099
No intercept 240 -231 -195  -1.63 -127 125 161 193 229 234 303 371 460
No seas.dum. 480  —233 -196 -165 —128 127 163 194 232 238 308 378 470
No trend ©  —230 -194 —163 -128 127 163 194 232 240 310 379 468
Intercept 240 -230  -193  -162 -127 124 160 191 228 232 301 368 460
No seas.dum. 480  -232  —195 -163 —127 127 162 193 230 236 306 376 466
No trend o -230 —194 -163 —128 127 163 194 232 240 310 379 468
Intercept 240 -261 -221 -185 -145 146 18 220 260 527 626 719 835
Seas.dum. 480  —265 -225 -190 —149 149 191 225 263 542 642 738 860
No trend ®«  -272  —231  -195 —154 153 195 230 272 564 667 163 8719
Intercept 240 —228  -193  —161  —125 124 159 190 226 230 297 364 453
No seas i, 480  -230 -194 -163 —127 125 161 192 228 236 305 372 462
Trend ©  —230 -194 —163 —128 127 163 19 232 240 310 379 468
Tiitercept 20 257 -218  -185  —145 145 186 219 260 525 623 714 833
Seas.dum. 480 266 -227 —191  —149 149 190 225 264 544 643 735  8.52
Trend ©  —272 -231 -195 —154 153 195 230 272 S64 667 163 8719

Tabela extraida de Beaulieu e Miron (1993)

Os valores criticos para tya , timpar € F foram calculados combinando as observagées
sobre todas as cinco estatisticas similares. Por exemplo, tin,,- foi calculado empilhando ts, ts,

ts, tg € t11 € calculando a estatistica de ordem do vetor de dimensao (120.000 X 1). Assim, t; e
t, sdo baseados em 24.000 observagdes, enquanto ty, , timper € F S0 baseados em 120.000

7

observacdes. Esse procedimento é eficiente porque as distribuicbes assintdticas dessas
estatisticas sdo as mesmas para cada um dos cinco pares de coeficientes. Além disso,
investigacdes das distribuicbes amostrais indicaram que essas distribuicbes sédo similares para
um dado nuamero de simulagdes e que convergem quando o niumero de simula¢cdes aumenta,
reforcando a eficiéncia desse procedimento.

Para calcular os valores criticos assintdticos das estatisticas do teste HEGY mensal,
Beaulieu e Miron (1993) aproximaram as fun¢gdes do movimento browniano usando somas
parciais de varidveis aleatdrias normais. Por exemplo, W(1) foi aproximado por:

1 5000
(5000 Z]:l % I

W(1) =

em que os g’s sdo variaveis aleatorias independentes normais padrdo. Como as distribuigdes
das estatisticas convergem quando o numero de simulacdes é grande, entdo é conveniente
repetir esse procedimento muitas vezes (nesse caso, 0 procedimento foi repetido cem mil
vezes). Para mais detalhes sobre os valores criticos das estatisticas do teste HEGY mensal,
ver Beaulieu e Miron (1993).

A Tabela 3.3 indica que as distribuicbes das amostras finitas tem todas as
caracteristicas das distribuigfes assintéticas que descrevemos. Primeiramente, as distribuicdes
de cada um dos onze coeficientes sazonais ndo sao afetadas pela presenca de uma constante
ou de uma constante com uma tendéncia — esses termos somente afetam a distribuicado de ;.
Um segundo ponto a ser observado € que a distribuicdo de m; ndo sera afetada pela presenca
de dummies sazonais, contanto que uma constante esteja incluida na regressdo. Por fim,
podemos observar também que a distribuicdo de t, quando dummies estdo incluidas é similar a
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de t;, quando uma constante esta incluida. Portanto, os resultados na Tabela 3.3 indicam que
nao ha grandes diferencas entre amostras finitas e distribuicbes assintoticas.

Os erros padrdes dos valores criticos estimados sdo baseados na distribuicdo
assintotica das estatisticas de ordem normalizadas (Bickel and Doksum (1977, p. 400)). No
calculo dos erros padrbes, em Beaulieu e Miron (1993), foi utilizada uma estimativa da
densidade através do kernel Epanechnikov com amplitude igual a (40v/m)%2N~=%2 (N = 24.000,
120.000 ou 100.000). Os erros padrdes dos valores criticos estimados utilizando amostras
finitas foram menores ou iguais a 0,02 para t; e t;, menores ou iguais a 0,01 para timper € tpar
e menores ou iguais a 0,03 para F. Os erros padrdes dos valores criticos assintéticos
estimados foram menores ou iguais a 0,01 para as estatisticas “t” e menores ou iguais a 0,03
para as estatisticas “F”.

7

Vale citar que um problema derivado dos testes HEGY é o tratamento da
autocorrelagdo do residuo de x;. Se ¢(B) tiver ordem superior a S (onde S € o numero de
observacdes por ano), entdo ¢*(B) # 1 e, portanto, lags adicionais de y,3; devem ser incluidos
do lado direito da expresséo em (3.16). Esses lags extras ndo afetam a distribuicao asssintética
das estatisticas do teste (contanto que o resto do componente AR de x, seja estimado
corretamente), mas afetam as distribuicbes das amostras finitas. Em particular, se o modelo
tiver uma componente MA, entdo o numero de lags corretos em ¢(B) é infinito. Isso implica em
um viés de amostra finita que desaparece quando o nimero de lags cresce para infinito.
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Capitulo 4

O Teste HEGY Mensal / Trimestral

Neste Capitulo apresentaremos um procedimento resultante da combinacdo dos testes
de raizes unitdrias sazonais para dados trimestrais e mensais. Essa nova técnica utiliza as
raizes unitarias trimestrais rejeitadas para reduzir o conjunto de frequéncias mensais nas quais
as raizes unitadrias deverdo ser testadas. Neste Capitulo apresentaremos, também, a
distribuicdo assintética das estatisticas do teste HEGY Mensal / Trimestral.

4.1 O Procedimento de Pons

Trata-se de um método para testar raizes unitarias sazonais que combina os testes
HEGY mensal e trimestral. Esse método foi proposto por Pons (2005) e se baseia nos efeitos
da agregacao temporal sobre os modelos sazonais. Ele foi construido a partir dos estudos de
Rodrigues e Franses (2003), estudos estes que basicamente utilizam as raizes unitarias
trimestrais rejeitadas da série agregada (X#) para reduzir o conjunto de frequéncias mensais
nas quais serdo testadas as raizes unitarias. Veremos que o procedimento de Pons se
apresenta mais poderoso do que o teste HEGY mensal.

A agregacao temporal tem implicacdes importantes para analise de séries temporais
sazonais, uma vez que dados transformados confundem ciclos sazonais néo observados com
ciclos sazonais observados. Esse efeito conhecido como confundimento (Koopmans, 1974)
implica em ndo ser possivel concluir se uma raiz unitaria esta presente na frequéncia mensal
com o mesmo periodo trimestral — quando uma particular raiz unitaria trimestral é detectada —
ou em outra frequéncia mensal com um periodo nao observado no intervalo trimestral. Isso ndo
ocorre somente para componentes sazonais, mas também para componentes de tendéncia,
uma vez que uma raiz unitaria na frequéncia zero trimestral pode aparecer quando amostramos

uma raiz unitaria em dados mensais na frequéncia 2?” (Granger e Siklos, 1995).

Em alguns casos, a teoria econdémica pode nos direcionar a unidade de tempo correta
gue permite identificar os ciclos sazonais da série de interesse, porém, em muitos casos nao ha
a priori uma explicacao tedrica sobre as ocorréncias de particulares ciclos sazonais. Se 0s
dados estdo disponiveis no intervalo onde todos os ciclos sazonais sdo gerados, entdo a
sazonalidade é passivel de ser identificada. Entretanto, essa nao é uma situacao tipica dos
testes de raizes unitdrias sazonais, normalmente aplicados para dados mensais ou séries
temporais macroecondmicas trimestrais.
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Primeiramente, vamos considerar as implicagbes que a amostragem sistemética
trimestral causa em testes de raizes unitarias sazonais. Para esse propésito, discutiremos as
relacbes entre modelos sazonais mensais e trimestrais usados como hip6teses nula e
alternativa dos testes HEGY.

A Tabela 4.1 apresenta a relacdo entre ciclos sazonais mensais e trimestrais. As
A . . . K ~ . A . . k .
frequéncias trimestrais ”7 estdo relacionadas com as frequéncias mensais % associadas com o

mesmo periodo, isto €, 0 mesmo numero de ciclos por ano (K = k). A partir de k = 3, temos
ciclos mensais ndo observados em intervalos trimestrais com seu periodo real (k = 3, 4, 5, 6),
mas sim com um periodo maior (K=1, 0, 1, 2).

Tabela 4.1 - RelagBes entre ciclos mensais e trimestrais (extraida de Pons, 2005)

Intervalo Mensal Intervalo Trimestral
Frequéncia (%) Ciclos por ano (k) Frequéncia (%) Ciclos por ano (K)

0 0 0 0
T s

3 L 2 '
T

3 2 b4 2
T s

z 3 2 !
i 4 0 0
5371 T

- 5 > 1
T 6 T 2

4.2 Efeitos da Agregacao Temporal

4.2.1 Efeito da Agregacdo Temporal Trimestral sobre o Processo Sazonal
Deterministico Mensal

Consideremos amostras trimestrais de um modelo sazonal deterministico mensal
(Miron, 1996), cuja representacao utilizando variaveis dummies sazonais é dada por:

% = Z W d; o+, (4.1)

em que d; . € a variavel dummy sazonal para o més j, 1; € a média de x, no j-ésimo més e u, é
RB(0, o?).
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Os testes para raizes unitarias sazonais sdo baseados em uma representacao diferente
de sazonalidade — a representacao espectral (veja Hannan et al., 1970), que para o0 modelo
expresso em (4.1) é dada por:

5
Tk - (mk
X¢ =Yg + Z [ykcos (? t) + Ay sin (? t)] + Y cos(mt) + u;
k=1

em que y, é a média geral de x;, y, e 4, medem a contribuicdo do ciclo sazonal, associado
A . k T . ..
com a frequéncia i%, na média sazonal incondicional.

» Processos Trimestrais gerados por Amostragem Sistematica de Processos Mensais

Ha trés diferentes processos trimestrais que podem ser gerados por amostragem
sistematica de processos mensais. Esses processos trimestrais serdo denotados por:

X7 =x300-1+s (8=1,2,3).

No caso de sazonalidade deterministica, os trés processos X7 dependem de diferentes
parametros mensais. A representacao, utilizando variavel dummy, para X7 (s = 1, 2, 3) € dada
por:

4
J=1

Dy r € a variavel dummy sazonal referente ao trimestre J,

Y =3g-_1)+s (S = 1, 2, 3), tal que cada X7 absorve medias sazonais diferentes de um
processo mensal e U7 é RB.

A representacao espectral de X3 (s =1, 2, 3) é dada por:

X3 =T§ + I¥cos (%T) + Ajsin (%T) + I35 cos(nT) + U7,

em que as medias trimestrais gerais sdo dadas por:
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I3 =vo+5 (V314 —v4),
I = _%(VA} +\/§/14) e

l—‘03 =Yo + Ya,
os coeficientes associados com as frequéncias trimestrais i% sdo dados por:
1
= 5()’1 — V34 — 2y3 +¥5 +V31s),

1
If =2 (V3r1 — 4 = 223 —=V3ys — 1s),

P =y +vy3+7vs,

All = %(\/g)/l +Al + 2/13 - \/§)/5 + 15),
1
Af = E(h +V34 —2y3 5 — \/5/15),

A? = Al + A3 + /15
e os coeficientes da componente trimestral associados com a frequéncia = sao dados por:

Iy = %(—Yz — 32, + 2y),
I = %(Yz — V322 = 2¥6),

I3 =y, + 2¥6, Ui = uzr—1)+4s-

A dependéncia dos coeficientes espectrais trimestrais 1}5, 5G=0,1,2;s=1,2,3) em
relacéo aos coeficientes espectrais mensais y; (I =0, ..., 6), 4, (=1, ..., 5) € determinada pela
relac@o entre ciclos sazonais mensais e trimestrais expressa na Tabela 4.1.

» Processos Trimestrais gerados por Amostragem Agregada de Processos Mensais

Consideremos o processo gerado por agregacéo de dados dado por:
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3
X8 = ng (4.2)
s=1

tal que, dada a equacéo (4.1), pode ser representado por:

Xt =%j YD r +Uf, emque WF = Y3y
ou por:

T s
X4 =T¢ + [fcos (E T)+ Adsin (E T) +I§ cos(nT) + Uf

em que

[¢=%3,T% j=0,1,2 e A?=33, A

E importante enfatizar que os processos trimestrais X, X4 e X3 associados com 0s
processos deterministicos sazonais mensais podem ter padrdes diferentes de sazonalidade e
iSSO ndo ocorre com processos integrados sazonalmente. Por exemplo, quando ¥; =, e
Y4 = P19, X+ NAO possui um ciclo sazonal anual. O mesmo ocorre quando y, = —2y, €, nesse
caso, X3 ndo possui nenhum ciclo sazonal semi-anual.

O padrdo de sazonalidade do processo mensal é separado em trés processos
amostrados trimestrais e, cada um deles, X}, X#, X3 ou X%, conterd somente parte da
informacéo referente a componente sazonal mensal.

4.2.2 Efeito da Agregacdo Temporal Trimestral sobre o Processo Sazonal
Integrado Mensal

Teorema 4.1. Seja x; um processo sazonal integrado mensal:

d
(1-B)%(1-+3B +B%) '(1— B + B?)%(1 + B¥)%(1 + B + B?)%

(1 ++V3B +B»)% (1 + B)%x, = u,

em que d, =0, 1 e u, € um processo autorregressivo e de médias méveis (ARMA) estacionario
e invertivel. Os processos trimestrais amostrados sistematicamente X7 (s =1, 2, 3) sao
processos integrados sazonalmente tais que:

44



(1 - B*)P(1 4+ B%)P1(1 + B*)P2x7 = U7,

em que
B3X; = X§_4,
Dy = maxifid,, d,},
Dy = maxifd,, ds, ds},
D, = maxi{d,,ds} e

U7 = uzr—1)+s € Um processo ARMA estacionario e invertivel.

Corolario 4.1. O processo amostral trimestralmente agregado, X¢#, é o processo sazonal
integrado

(1= B3)Po(1 + B®)P1(1 + B3)P2x% = U8,

em que
DO = do, D1 = maxi?ﬁkll,d3,d5},
D2 = max’{dz, de} e

U$ = ¥3_, U3 é um processo ARMA estacionario e invertivel.

O Teorema 4.1 mostra que a amostragem sistematica distribui as doze raizes unitarias
mensais nos trés processos trimestrais amostrados X7, s =1, 2 e 3. A ordem de integracdo na
frequéncia zero (D,) dos processos amostrados esta relacionada a ordem de integracdo na

A R , ~ A2 .
frequéncia zero do processo mensal (d,) e a ordem de integracdo na frequéncia ?" (d4). Além

disso, a raiz unitaria real positiva mensal e o par de raizes unitarias complexas conjugadas
mensais se transformam em trés diferentes raizes unitarias na frequéncia zero trimestral depois
da amostragem sisteméatica. Entretanto, como vemos no Coroléario 4.1, a ordem de integracéo
na frequéncia zero de X§ esté relacionada somente com a ordem de integracéo da frequéncia

. . s A 2m
zero mensal (dy), uma vez que o filtro soma remove as raizes unitarias das frequéncias 5 de
xt-

z

No caso das ordens D; e D, de integracdo sazonal, a relagdo € a mesma para o
processo obtido por amostragem sistemética e para o processo obtido por agregacgéo. A raiz
unitaria na frequéncia trimestral % (D;) esta relacionada as raizes unitarias mensais na

frequéncia % (d1), o ciclo mensal com 0 mesmo periodo que o ciclo trimestral e as raizes
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s A - 5 . . e A s .
unitarias nas frequéncias % (d3) e ?” (ds). Finalmente, a raiz unitaria na frequéncia m trimestral

esta relacionada com as raizes unitarias na frequéncia e % mensal.

As relacbBes entre as ordens de integracdo possibilitam a interpretacdo dos testes
trimestrais em termos dos testes mensais e a contrapartida também é verdadeira. Assim, temos
gue o teste trimestral pode ser utilizado para testar a presenca de algumas raizes unitérias
mensais associadas com as frequéncias trimestrais. Portanto, considerando os testes HEGY, a
rejeicdo de uma particular raiz unitaria trimestral implica na rejeicdo de todas as raizes unitarias
mensais associadas a essa raiz trimestral, enquanto a nao rejeicdo da raiz unitaria trimestral
implica na néo rejeicdo de pelo menos uma das raizes unitarias mensais associadas. Por
exemplo, a rejeicdo de uma raiz unitaria na frequéncia m trimestral implica na rejeicdo da

integracdo nas frequéncias mensais % e.
Por fim, de forma anéloga, temos que o teste mensal pode ser utilizado como um teste
trimestral. Por exemplo, se nado rejeitamos a presenca de uma raiz unitaria mensal na

frequéncia m, entdo nado rejeitaremos uma raiz unitaria na frequéncia m trimestral nas séries
trimestrais X7 (s =1, 2, 3) e na série X7.

Para as demonstra¢cfes do Teorema e Corolario 4.1, sugerimos ler o autor Pons (2005).

4.3 Estatisticas e correspondentes Valores Criticos

4.3.1 Teste HEGY Trimestral — Obtencao das Estatisticas do Teste para as Séries
Trimestrais X%, X2 e X3

Primeiramente, vamos definir as estatisticas dos testes.

> T (s =1, 2, 3): estatisticas “t’ para a hipétese de existir uma raiz unitaria na frequéncia
zerode X7 (s =1, 2, 3);

» Fj (s = 1, 2, 3): estatisticas “F” para a hipdtese de existir o par de raizes unitarias
complexas conjugadas nas frequéncias i% de X7 (s =1, 2, 3);

» T35 (s =1, 2, 3): estatisticas t para a hip6tese de existir uma raiz unitaria na frequéncia = de
X7 (s=1,2,3).

As estatisticas trimestrais sdo definidas por:
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T§ = max,(IT5 1), T§' = med,(ITg ), 3" = ming (IT5 ),
Fll =maxs(|FlsD’ Flu zmeds(lFlsl)i Flul zmins(lplsl)l
T} = max,(|T3), T} = med,(IT5 ), 7" = min,(IT5),

em que max(|.|) denota a estatistica do teste com o maior valor absoluto, med,(].|) € a
estatistica do teste com o valor mediano absoluto e min.(|.|) é a estatistica do teste com o
menor valor absoluto.

Do Teorema 4.1 vem que 0S processos trimestrais X7 ndo podem ter propriedades
diferentes de raizes unitarias, de onde segue que:

(i) T, F{ e T podem ser interpretados como testes para uma raiz unitaria nas frequéncias
. . k . . , . . .
trimestrais + "7 (k =0, 1, 2) contra a estacionariedade de uma das séries trimestrais Xz;

.. ~ . s A . . . k
(i) T, F{" e T s&o testes para uma raiz unitaria nas frequéncias trimestrais i”? k=0,1,2)
contra a estacionariedade de duas das séries trimestrais X7;

~ . s . ~A s k
(iii) T, F{!' e TI'" s&o testes para uma raiz unitaria trimestral nas frequéncias i% (k=0,1,2)
contra a estacionariedade nas trés séries trimestrais X7.

4.3.2 Teste HEGY Mensal — Obtencdo das Estatisticas do Teste para as Séries
Mensais x;

Chamemos t, a estatistica “t” para a integracdo na frequéncia zero, f, a estatistica “F”
. - o . k e e . - o .
para a integracéo nas frequéncias i% e te a estatistica “t” para a integragéo na frequéncia .

As estatisticas do teste HEGY mensal foram descritas no Capitulo 3, na Sec¢éo 3.5.

4.3.3 Teste HEGY Mensal / Trimestral — Combinacéo das Estatisticas dos Testes
HEGY Mensal e Trimestral

Considerando o Teorema 4.1 e a independéncia assintética dos testes HEGY
trimestrais e mensais, sob a hipétese nula, podemos obter um teste para a integracdo na

frequéncia mensal % (k =0, ..., 6), ao nivel ayy, combinando o teste por integragdo na

A K A k
frequéncia trimestral "7 com a frequéncia mensal %
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A independéncia assintética dos testes mensais e trimestrais € devida a forma particular
da regressdo auxiliar do teste HEGY, em que o teste de integragdo em uma particular
frequéncia ndo é realizado utilizando a série original e sim os dados filtrados (veja Chan e Wei,
1988). Assim, sob a hipbtese nula, as varidveis regressoras da regressao trimestral estdo
filtradas das raizes unitarias trimestrais ausentes. Por exemplo, quando testamos a raiz unitaria
na frequéncia zero mensal, a varidvel regressora correspondente trimestral esta filtrada, isto é,
nao contém as raizes unitarias trimestrais nas frequéncias % e m associadas com as raizes
51 2

o . T
unitarias mensais 26 3

N X

“re
’3’

Devido a independéncia assintotica dos testes HEGY mensal e trimestral, sob a
presenca de todas as raizes unitarias sazonais mensais, para garantir um nivel global de
significancia igual a agy, 0s niveis dos testes trimestral (a,) € mensal (a)) devem satisfazer:

aQM =1- (1 - aM)(l - (XQ),

tal que para niveis pequenos a,y =~ ay + ay. Os niveis individuais a, e ay podem ser
interpretados como pesos. Em casos extremos, quando a, = 0, a informagao trimestral néo é
usada para testar a raiz unitaria mensal (HEGY mensal), enquanto quando a, = a,y, Ssomente
a informagcdo trimestral é utilizada para testar a raiz unitaria mensal (HEGY trimestral).

Conforme exposto anteriormente, devido ao efeito de confundimento, ndo € possivel
utilizar o teste HEGY trimestral para testar raizes unitarias sazonais mensais especificas.

~ .. . A . . o k ,
Portanto, ndo rejeitamos a existéncia da raiz unitaria % ao nivel ayy, quando para algum ay,
tal que 0 < ay < ayy, as seguintes relacdes forem satisfeitas:

T§ > VCi(ag) € to>VCo(agn — ag),
Ff <VCi(ap) e fi <VCi(agy — ap).
Tj > VCi(ag) € fo <VCy(agn — ag),
Ff <VCi(ap) e f3<VCi(agn — ap),
T6 > VCi(ag) € fo <VCi(agm — ag),
Ff <VCi(ap) e fs<VCs(agu — ap).

TZL > VCﬁ(aQ) e t6 > VC6(aQM - aQ),

emque,i=I,Ilelll e VC sdo os correspondentes valores criticos.

Vamos denotar esse teste por QM — HEGY',i=1, ll e lIl.
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4.3.4 Valores Criticos do Teste HEGY Mensal / Trimestral

Os valores criticos para o teste HEGY Mensal / Trimestral foram obtidos por simulagées
de Monte Carlo, considerando a presenca de tendéncia linear e dummies sazonais na

regressado auxiliar. Foram gerados quantis de amostras finitas para as distribuicbes de T¢ (i =

I, 1, ll) e F{, satisfazendo a;, + ay = 5%.

As Tabelas 4.2 a 4.5 contem os valores criticos mensais e trimestrais, em que T =
namero de anos completos de obervacfes das séries analisadas.

Tabela 4.2 — Valores criticos para as estatisticas do teste QM — HEGY" (T = 10)

CRITICAL VALUES FOR THE QM-HEGY TEeST (7 = 10)
*Q
0.00 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 4.00

Quarterly 0 frequency-Monthly 0 and 27/3 frequencies

T -0 447 -4.30 -4.19 -4.11 -4.03 -3.90
7! —00 325 2315 ~3.08 -3.02 2.8 ~2.90
T -0 -2.58 -2.51 -2.45 -2.40 -2.36 -2.29
to -3.19 -3.24 -3.29 -3.35 -342 -3.50 -3.61 3.75
fa 5.84 6.02 6.18 6.39 6.60 6.89 7.23 7.77
Quarterly 7/2 frequency-Monthly 7/6, 7/2 and 57/6 frequencies

I-'I' 00 11.40 10.63 10.08 9.68 9.34 9.08 8.83
F! oo 6.25 5.89 5.63 545 5.28 5.15 5.03
F:”' 00 3.97 3.74 3.57 342 3.31 3.21 3.12
N ST 6.02 6.20 6.42 6.66 6.94 T35 7.89
f 577 5.99 6.16 6.36 6.60 6.91 7.25 7.80
s 5.77 5.96 6.13 6.33 6.57 6.83 7.20 7.74
Quarterly 7 [requency-Monthly 7/3 and = [requencies

7l —oc -3.84 -3.69 -3.58 -3.49 -3.42 -3.37 -3.32
70 -0 -2.68 —-2.58 -2.52 -2.46 -2.42 -2.38 -2.35
T —00 -2.04 -1.96 -1.90 -1.85 -1.81 -1.78 -1.75
B 5.82 6.02 6.19 6.42 6.66 6.95 7.33 7.84
[ -2.65 -2.74 -2.79 -2.84 -291 -2.98 -3.08 -3.21

Tabela extraida de Pons (2005)




Tabela 4.3 — Valores criticos para as estatisticas do teste QM — HEGY' (T = 20)

CRITICAL VALUES FOR THE QM-HEGY TeST (7 = 20)

2%Q
0.00 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00

Quarterly 0 frequency-Monthly 0 and 27/3 frequencies

ol —oc -4.30 -4.17 —4.08 -4.01 -3.95 -3.89 -3.85
TO" -0 -3.29 -3.21 =3.15 -3.09 -3.05 -3.01 -2.98
Tg" —00 -2.68 -2.60 -2.54 -2.50 -2.46 -243 -2.40
Iy -3.29 -3.39 -3.44 -3.49 -3.55 -3.63 -3.72 -3.85
Ja 6.20 6.47 6.64 6.84 7.07 7.35 7.72 8.24
Qu‘trlc.rh n/2 frequency-Monthly n/6, n/2 and 57/6 frequencies

ll o0 10.59 9.98 9.55 9.17 8.91 8.69 8.49
Fl[' 0o 6.29 5.98 5.76 5.58 5.42 5.30 5.18
F 00 4.17 3.94 3.78 3.64 3.53 344 3.35
./, 6.18 6.50 6.67 6.87 7.11 7.42 7.75 8.28
fi 6.24 6.46 6.66 6.86 7.10 7.41 7.79 8.25
fs 6.26 6.47 6.64 6.84 7.07 7.36 7.70 8.20
Quarterly 7 frequency-Monthly 7/3 and = frequencies

T —00 -3.77 -3.63 -3.55 -347 -3.42 -3.36 -3.31
ol —00 -2.75 -2.65 -2.59 -2.53 -2.48 -245 -2.41
yp —00 -2.11 -2.03 -1.97 -1.93 -1.89 -1.85 —-1.82
fr 6.46 6.48 6.65 6.85 7.09 7.40 7.77 8.28
1s -2.83 -2.84 -2.88 =295 -3.01 -3.09 -3.19 -3.31
Tabela extraida de Pons (2005)

Tabela 4.4 — Valores criticos para as estatisticas do teste QM — HEGY" (T = 30)

CRITICAL VALUES FOR THE QM-HEGY TEeST (7 = 30)
*Q
0.00 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00

Quarlu]y 0 frequency-Monthly 0 and 2x/3 frequencies

‘} -0 -2.70 -2.62 -2.56 -2.51 -248 -2.45 -2.42
n}' —oc -3.31 -3.23 -3.17 -3.11 -3.07 -3.04 -3.00
/o -0 -4.31 -4.19 -4.10 -4.03 -3.96 -3.90 -3.85
Iy -3.32 -3.40 -3.45 -3.50 -3.57 -3.64 -3.72 -3.85
Ja 6.37 6.64 6.83 7.03 7.27 7.57 7.89 8.44
Quarler]y n/2 frequency-Monthly 7/6, z/2 and 57/6 frequencies

l' 00 4.23 4.01 3.84 3.69 3.59 349 3.41
Fl" 00 6.36 6.04 5.79 5.61 5.47 5.34 5.23
FM oo 10.52 9.98 9.56 9.23 8.97 8.74 8.55
jl 6.30 6.63 6.82 7.02 7.26 7.55 7.92 8.47
5 6.35 6.65 6.84 7.05 7.29 7.59 7.96 8.45
Js 6.34 6.65 6.83 7.00 7.27 7.55 7.92 8.44
Quarterly = frequency-Monthly 7/3 and = frequencies
7} —00 -2.12 -2.05 -1.98 -1.94 -1.90 -1.87 —1.84
I -0 -2.74 -2.66 -2.60 -2.54 -2.50 -2.46 -2.43
/o o0 -3.79 -3.65 -3.56 -3.48 -342 -3.36 -3.31
fr 6.31 6.60 6.81 7.03 7.27 7.56 7.95 8.47
1s -2.79 -2.88 -2.93 -2.99 -3.06 -3.13 -3.23 -3.36

Tabela extraida de Pons (2005)




Tabela 4.5 — Valores criticos para as estatisticas do teste QM — HEGY'! (T = 40)

CRITICAL VALUES FOR THE QM-HEGY TEeST (T = 40)
*Q

0.00 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00
Quarterly 0 frequency-Monthly 0 and 27/3 frequencies
'1;; —00 -4.29 -4.18 -4.09 -4.02 =3.95 -3.91 -3.86
T —0C -3.32 -3.23 -3.17 -3.12 -3.08 -3.05 -3.01
'1;-?" —00 -2.71 -2.64 -2.59 -2.54 -2.50 -2.46 -2.43
ty -3.35 -344 -3.49 -3.54 -3.60 -3.68 -3.76 -3.89
4 6.40 6.74 6.92 7.15 7.37 7.66 8.01 8.50
Quarterly 7/2 frequency-Monthly 7/6, n/2 and 5=7/6 frequencies
F] e 10.40 9.81 943 9.10 8.85 8.64 8.45
/"l:’ 00 6.35 6.02 5.81 5.63 5.48 5.37 5.26
F 00 4.29 4.04 3.87 3.7: 3.62 3.53 3.44
N 6.30 6.66 6.85 7.06 7.30 7.60 7.97 8.48
I3 6.35 6.69 6.90 7.11 735 7.67 8.03 8.59
/s 6.48 6.69 6.87 7.08 7.31 7.64 8.04 8.53
Quarterly = frequency-Monthly /3 and = frequencies
/i —00 =3.77 -3.66 -3.56 -3.48 -342 -3.37 -3.32
70 —00 -2.77 -2.69 -2.62 -2.57 -2.53 -2.49 -2.46
7 -0 -2.14 -2.07 -2.01 -1.96 -1.92 -1.88 -1.85
£ 6.46 6.77 6.94 7.14 7.40 7.68 8.05 8.56
Is -2.81 =291 -2.96 -3.01 -3.08 -3.16 -3.26 -3.39

Tabela extraida de Pons (2005)

Uma das vantagens de se combinar os testes HEGY trimestral e mensal é reduzir o
impacto dos filtros das raizes unitarias ausentes, no poder das frequéncias presentes. Por
exemplo, o filtro soma S,(B) =1+ B + -+ BS™!, que se refere a todas as raizes unitarias
sazonais, com exce¢do da raiz unitdria na frequéncia zero, aumenta a persisténcia na
frequéncia zero, reduzindo o poder do teste HEGY em comparacdo com o teste de Dickey-
Fuller, que testa a raiz unitaria na frequéncia zero com dados nao filtrados.

O impacto dos filtros de raizes unitarias é similar para as outras frequéncias. Os efeitos
desses filtros sobre a persisténcia na frequéncia 6, podem ser mensurados por intermédio da

. e N . - _
funcéo filtro |Sk (e“”)| avaliada na frequéncia w = 6, onde S, (B) denota o filtro que contem
todas as raizes unitarias sazonais, com excecao daquela na frequéncia 6,. No caso de filtros

: w2 :
mensais, |S;(e™)|” assume os seguintes valores:

|Sk (eiw)|fv=9k = 144 nas frequéncias zero, , 5?”

e m (valor maximo);
. 2 A~ . 2
ISk (e“”)|w=9k = 48 para as frequéncias % e ?" e

|Sk (eiW)|j/:E = 36 para a frequéncia =.
2
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De maneira analoga, o impacto dos filtros das raizes unitarias trimestrais € maior nas
A N A CN2
frequéncias zero e m (|S,(e™)| _, =16 parak =0, 2) do que na frequenma% (IS1(e™)], = =
=0, =z

4). Em qualquer caso, o aumento da persisténcia dos filtros € muito menor com o teste HEGY
trimestral do que com o teste HEGY mensal.

Além disso, uma caracteristica importante dos testes de raizes unitdrias nos trés
processos trimestrais X5 € que valores muito diferentes das estatisticas T/ (F{), T/ (F{') e T{"
(F{"y revelam a presenca de caracteristicas como quebras estruturais ou valores atipicos que
podem afetar o desempenho dos testes HEGY. Caracteristicas tais como alteracdo da média
sazonal, outliers aditivos ou erros de medida geralmente n&o afetam todos os meses ou todos
0s ciclos mensais com a mesma intensidade e, portanto, poderdo afetar as médias sazonais
trimestrais e os ciclos dos trés processos amostrados X7 com intensidades diferentes. Por
exemplo, uma ou mdltiplas quebras no paradmetro ¥, ou multiplos outliers na observagéo
referente ao més de Julho, somente afetara o processo trimestral X+, mas ndo 0s processos X#
e X3.

A presenca de mudancgas na média sazonal, sob a alternativa, reduzira artificialmente o
valor absoluto das estatisticas HEGY (veja Smith e Otero, 1997; Franses e Vogelsang, 1998;
da Silva Lopes, 2001; Hassler e Rodrigues, 2004) de tal forma que as estatisticas trimestrais
T{" e F/' serdo mais distorcidas do que T/ e F{' e muito mais distorcidas do que T} e F{. Em
outra situacdo, a presenca de outliers ou erros de medida torna o teste HEGY predisposto a
rejeitar a hipotese nula. Portanto, nesse caso T/ e F{"! costumam ser mais robustos do que T}
e F}. Por fim, a presenca de mudancas na média sazonal pode super-rejeitar ou sub-rejeitar a
hipétese nula, dependendo do processo gerador dos dados, de tal forma que a estatistica
trimestral T} e F} & a priori superior a qualquer outra nessa situagao.

Assim, avaliando o grafico das séries amostradas trimestrais e comparando as
estatisticas trimestrais, podemos ter evidéncias acerca da presencga de quebras ou outliers que
ndo séo detectados somente com a informagdo mensal ou com a média dos dados trimestrais
amostrados.

Para mais detalhes, sugerimos ver Pons (2005).

» Experimento de Monte Carlo

Pons (2005) conduziu um experimento de Monte Carlo que permitiu comparar o
tamanho e o poder do teste HEGY mensal com os tamanhos e os poderes das diferentes
versdes dos testes HEGY resultantes da combinacdo mensal e trimestral — QM-HEGY.
Também foi avaliado o desempenho do teste HEGY utilizando o processo trimestral gerado por
amostras agregadas — teste QM — HEGY“.
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Para tal, foram utilizadas duas variacbes para cada teste QM — HEGY?, sendo uma com
um peso menor para a informagao trimestral (ay = 1%) e outra com um peso maior (a, = 4%).
Foi considerado o processo de geracéo de dados dado por:

(1-pL*)x, =,

em que p ={0.7, 0.8, 0.9, 1}, u, ~ RB (0,1),t=1, ..., 12N, com N = 20, 40.

Foram feitas 10.000 réplicas desse processo para calcular a porcentagem de rejeicao
da hipétese nula ao nivel agy = 5%.

Tabela 4.6 — Porcentagens de rejeicdo do teste na freqiiéncia zero

PERCENTAGES OF REJECTION (ZERO FREQUENCY)

T 20 20 20 20 40 40 40 40

p: 0.70 0.80 0.90 1.00 0.70 0.80 0.90 1.00
Monthly HEGY 0.12 0.08 0.06 0.05 0.33 0.16 0.08 0.05
QM-HEGY?*(1) 0.12 0.08 0.06 0.05 0.33 0.16 0.08 0.05
QM-HEGY*(4) 0.12 0.08 0.06 0.05 0.33 0.15 0.08 0.05
QM-HEGY"(1) 0.14 0.09 0.06 0.05 0.51 0.22 0.08 0.05
QM-HEGY"(4) 0.21 0.12 0.07 0.05 0.69 0.32 0.11 0.05
QM-HEGY'(1) 0.14 0.09 0.06 0.05 0.43 0.19 0.08 0.05
QM-HEGY'(4) 0.19 0.11 0.07 0.05 0.60 0.26 0.10 0.05
QM-HEGY'(1) 0.12 0.08 0.06 0.05 0.34 0.16 0.08 0.05
QM-HEGY'(4) 0.13 0.09 0.07 0.05 0.37 0.17 0.08 0.05

Tabela extraida de Pons (2005)

Tabela 4.7 — Porcentagens de rejei¢cao do teste na freqUéncia%

PERCENTAGES OF REJECTION (3 FREQUENCY)

T 20 20 20 20 40 40 40 40

p: 0.70 0.80 0.90 1.00 0.70 0.80 0.90 1.00
Monthly HEGY 0.30 0.15 0.08 0.05 0.85 0.45 0.15 0.05
QM-HEGY*(1) 0.31 0.16 0.09 0.05 0.85 0.46 0.14 0.05
QM-HEGY?*(4) 0.31 0.16 0.09 0.05 0.83 0.44 0.14 0.05
QM-HEGY"(1) 0.46 0.22 0.10 0.05 0.98 0.68 0.19 0.05
QM-HEGY'"(4) 0.63 0.32 0.14 0.05 0.99 0.83 0.30 0.04
QM-HEGY"(1) 0.39 0.19 0.10 0.05 0.96 0.59 0.16 0.05
QM-HEGY"4) 0.53 0.26 0.12 0.05 0.99 0.75 0.23 0.05
QM-HEGY'(1) 0.31 0.16 0.09 0.05 0.87 0.47 0.14 0.05
QM-HEGY'4) 0.34 0.17 0.09 0.05 0.92 0.50 0.15 0.05

Tabela extraida de Pons (2005)
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As Tabelas 4.6 e 4.7 contem os resultados obtidos para as frequéncias mensais 0 e %
A anadlise dessas tabelas mostra que o poder dos testes de raizes unitarias mensais aumenta
guando utilizamos a informacgéo trimestral. A versdo mais poderosa do teste QM-HEGY
observada é o QM — HEGY'!, isto é, quando a rejeicdo da raiz unitaria trimestral requer a
rejeicdo de X}, X2 e X3. Também ¢ interessante notar que o teste QM — HEGY' (para qualquer
i) rejeita mais frequentemente o nivel trimestral utilizando a, = 4%. Quando a melhor versao
dos testes QM-HEGY ¢é utilizada, o incremento no poder desse teste comparado ao poder do
teste HEGY mensal é consideravel. Por exemplo, quando N = 40 e p = 0.7, o teste HEGY
mensal tem poder empirico igual a 33% e 85% nas frequéncias 0 e % respectivamente,
enquanto o teste QM — HEGY'"" tem poder igual a 69% e 99%, respectivamente. A diferenca
observada entre os poderes nas frequéncias 0 e % esta relacionada provavelmente com a

distorgdo introduzida pelos filtros de raizes unitarias ausentes em ambas as séries mensais e
trimestrais.

Quanto ao processo X7, por utilizar somente parte da informagéo trimestral, as Tabelas
4.6 e 4.7 apontam que nao héa diferencas significativas entre 0 QM — HEGY® e o HEGY mensal.
Nota-se também que ndo h& ganho consideravel no poder do teste QM — HEGY“*, quando
diferentes niveis de significancia trimestrais séo utilizados.
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Capitulo 5

Efeitos de Erros de Medida e Valores Atipicos no
Teste HEGY

Os valores de uma série temporal podem, muitas vezes, serem afetados por eventos
inesperados tais como mudancas governamentais ou crises econémicas, ondas inesperadas
de frio ou de calor, erros de medida ou de digitacdo, etc. Como consequéncia desses tipos de
eventos, a seérie temporal pode apresentar observacdes espurias, que sdo denominadas
valores atipicos ou outliers.

A presenca desses outliers faz com que os testes para raizes unitarias sazonais sofram
impactos cuja intensidade varia conforme a frequéncia, o tamanho, a persisténcia dos outliers,
bem como a razéo sinal ruido na série que estd sendo analisada. O teste HEGY, por exemplo,
tem suas estatisticas impactadas quando a série observada contém erros de medida e outliers
aditivos e de mudanca temporaria de nivel.

5.1 Outliers Aditivo e de Mudanca Temporaria
Considere o processo univariado sazonal dado por:
Ay, = €,t=1,2, ..., T, (5.1)
em que €, ~ i.i.d. (0, 6?) e A, =1 — B’ é o filtro de diferenca sazonal.
Na préatica temos s = 1, 2, 4 e 12 correspondendo, respectivamente, a observa¢cdes amostradas
anualmente, semestralmente, trimestralmente e mensalmente.
Para avaliar as implicagbes dos erros de medida e outliers no teste HEGY, vamos

assumir que a série observada possa ser escrita da seguinte forma:

Z; =y + vy, (5.2)
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em que v, € o0 termo de erro que representa a contaminacdo de y,. Em particular,
consideremos v, gerado por:

U = & + 1y, (5.3)

(1—-aB)

em que 7, ~ i.i.d. (O, a,,z) € 0 erro de medida. O primeiro termo em (5.3) é a componente geral
do outlier na qual assumimos |a| < 1. Um primeiro tipo de outlier, denominado aditivo, ocorre
guando a = 0. Neste caso, 66, é o termo de ruido gerado pelo outlier aditivo (AO) observado
irregularmente. O parametro 6 denota a magnitude do outlier, enquanto §, é uma variavel
indicadora Bernoulli que pode assumir valor 1 ou -1 com probabilidade %- Dessa forma, temos

gue os outliers aditivos sdo caracterizados por alguns eventos que nao se repetem, ocorrem
irregularmente e ndo séo afetados pela dindmica do processo y;.

Um outro tipo de outlier ocorre quando a # 0. Nessa situagdo, os outliers também
aparecem irregularmente, porém, os efeitos que causam tendem a persistir ao longo da série.
Esses outliers causam mudangas de niveis temporarias e serdo denotados por outliers TC’s
(10’s).

Quando 8 = 0, entdo temos a ocorréncia de um erro de medida.

Da forma como foi estipulado o modelo, os impactos causados pelos outliers no teste
HEGY podem ser controlados quando a frequéncia, a magnitude relativa e a persisténcia dos
outliers se modificam. De forma analoga, o ruido resultante dos erros de medida pode ser

2
controlado utilizando o inverso da razao ruido (U—") .

O¢

5.2 O Teste HEGY para Séries com Ruido

Como visto anteriormente, o teste HEGY se baseia em uma regresséao auxiliar, na qual
as variaveis regressoras sao transformadas tais que se tornam assintoticamente ortogonais, o
gue possibilita testarmos separadamente as raizes em especificas frequéncias do processo
autorregressivo. Neste contexto, a regressao auxiliar utilizando a série contaminada z, pode ser
escrita na forma:

S
Az = Z ! Zhe g tui =z T+, (5.4)
j=1

em que
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Zy,)=1, 2, ..., s sdo as series z filtradas,

zi = (z{:, 25, zs) e m= (mi,m3,...,m3) s@o os parametros do modelo.

Se uma raiz unitaria real estiver presente em uma particular frequéncia, entdo o
coeficiente 77 associado sera zero. Vale citar que raizes unitarias imaginarias implicam em

pares de coeficientes ' iguais a zero, em particular = 77, = 0 para j impar e maior do que

um. Neste caso, para testar a presenca de raizes unitarias sazonais devemos realizar os testes

F conjuntos na forma F s NI para j impar e maior do que um.
J 7]

5.3 Distribuicdo Assintotica das Estatisticas do Teste HEGY com Ruido

Quando os dados da série que esta sendo avaliada apresentam ruidos, isto é, podem
ser representados pelas equagdes (5.1), (5.2) e (5.3), as distribuicdes das estatisticas “t” e “F’
sdo aquelas apresentadas na Sec¢éo 3.2, para o caso de dados trimestrais e 3.5, para dados
mensais, acrescidas de um fator de escala dado por:

1 (9)2 2—-a%) Z(O'n)z
p o,/ (1—a?) o,
e de um fator de localizagédo dado por:
K;—o2 K
\/E—( Jaez ) ou \/E—Jé ,

em que
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, (1—a° '
—0°p 1—a2) paraj= 1,2,3,57,..,s—1,

— S

—26? ¢ =4
pa 1—0{4 , paraj )

—V30%pa(a® —a’ + a® +a? —a +1), paraj =6,

—V30%pa(a® +a’ +a®+a’+a+1), paraj=8,

—@sza(as —3a7 + 3a® — 2v/3a® + 4a* — 2v/3a3 + 3a? —V3a + 1), paraj = 10,

\—V362pa(a® +V3a’ + 3a® + 2v3a® + 4a* + 2V3a® + 3e? +V3a + 1), paraj=12.

A fim de estudar as implicacBes causadas por esses fatores de escala e de localizacao
nas estatisticas dos testes HEGY, Haldrup et al (2005) avaliaram os seguintes casos: séries
contendo erros de medida, outliers aditivos e outliers de mudanca temporéria (ou de inovagao).

> Erros de Medida

Na presenca de erros de medida, assumimos que 6 = 0 e 2 # 0, 0 que implica em:

(i) A distribuicdo de tn.]s € deslocada para a esquerda paraj=1, 2, 3, 5, ..., s-1,

enguanto para valores pares de j maiores do que 2, ndo ha deslocamento.

(i) O efeito do fator de escala tende a concentrar as distribuicbes das

2
estatisticas t. Quanto maior a taxa de ruido (Z—") , mais concentrada se torna a

€

distribuicdo. Portanto, para j par e maior do que 2, os resultados indicam que os
testes t rejeitardo as hipoteses nulas com menor frequéncia do que o esperado
pelo nivel de significancia.

(i) Para j =1, 2, 3, 5, ..., s-1, os efeitos de localizagdo e mudancga tem sinais
opostos e, portanto, € dificil prever o efeito para um particular valor da razéo de
ruidos. Contudo, na medida em que essa razao aumenta, o efeito da localizacao
é claramente dominante e, portanto, aumenta o tamanho do teste comparado
com o nivel de significancia. Dessa forma, rejeitaremos frequentemente a raiz
unitaria sazonal associada a essas particulares estatisticas.

Como vimos no Capitulo 3, sugerimos testar os pares de raizes unitarias complexas

através dos testes F, F,[];,n}sﬂ, paraj=3,5, 7, ..., 11. As implicacbes para esses testes seguem
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aguelas de t,,js (com j impar). Entretanto, pelo fato de ser esperado que tﬂ; tenha tamanho
superior ao tamanho nominal quando j é par, a distorcdo no tamanho total de Fnjg‘ﬂlsﬂ deve
estar compreendida entre os correspondentes tamanhos dos testes t.

E interessante explicar a natureza dos erros de medida no contexto dos testes HEGY. O
erro populacional da regressao HEGY tera a seguinte forma:

Agzy = € + 1 — Mg

gque € equivalente a um processo MA(s) definido por Asz, = (1+ A,B%)e;, em que
g~i.i.d.(0,0%). Por exemplo, quando a raz&o ruido estiver entre 0,5 e 1, entdo o parametro
MA associado estara entre -0,38 e -0,46 e, no limite, quando a razé&o ruido tende a infinito, o
parametro se aproxima de -1.

» Outliers Aditivos (AO)

Nesse caso, assumimos que 6 # 0 e g7 = a = 0. Os resultados da distribui¢cdo (efeitos
de localizagcdo e de escala) das estatisticas sdo qualitativamente similares aqueles
considerados nos erros de medida. Portanto, o tamanho do teste sera afetado da seguinte
forma:

(i) Paraj =1, 2 e todos os valores impares de j, o tamanho do teste tendera a ser maior
do que o nivel de significancia;

(i) Para j par e maior do que 2, o tamanho do teste sera inferior ao nivel de
significancia.

Quanto a interpretacédo, € evidente que erros do tipo média-mével possam aparecer. Em
particular, temos:
ASZt = 6t + 0A56t,

em que o parametro de média-movel é como o caso de erros de medida com 6%p substituindo

o2.

» Outliers de Mudanc¢a Temporéria (TC ou 10)

Nesse caso, assumimos que 8 # 0 com 0 < |a| <1 e ¢? = 0. Outliers de mudanca

temporaria (TC), assim como outliers aditivos, ocorrem irregularmente, mas tendem a persistir
por algum tempo. Qualitativamente, todas as estatisticas sdo deslocadas para a esquerda,
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enguanto quantativamente, o deslocamento dependera de qual estatistica for considerada. De
forma contréaria aos erros de medida e aos outliers aditivos, para os outliers TC, o tamanho de
todos os testes excedera o nivel nominal, se os outliers ndo estiverem sendo tratados
corretamente. Portanto, frequentemente tenderemos a rejeitar a presenca de raizes unitarias.

Para mais detalhes, sugerimos ver Haldrup et al (2005).

5.4 Simulac¢des de Monte Carlo

Haldrup et al (2005), a fim de avaliar as implicagbes resultantes dos efeitos causados
pelos outliers e erros de medida nas estatisticas do teste HEGY, conduziram um experimento
de Monte Carlo para dados trimestrais (s = 4).

O desenho experimental utilizado é baseado nas equagbes (5.1), (5.2) e (5.3), com
valores iniciais zero e ¢, ~ N(0,1). Os modelos de AO, TC e erro de medida foram analisados
separadamente. Como vimos, AO’s e erros de medida possuem tamanhos assintéticos

2 2
A s . 6 . -
idénticos para um determinado valor de (—Z") =p (G—) . Porém, como as séries contendo erros
€

€

de medida sdao muito diferentes das séries contendo AQO’s, foram conduzidas simulacdes para
ambos os casos. Os valores dos parametros do modelo AO foram escolhidos tais que p8? =
{0,4, 0,8}. Para comparar com o0 modelo de erro de medida foi considerado o mecanismo
gerador de ruido dado por n, ~ N(0,0; = p6?). Os valores para os parametros do modelo de
outliers TC foram os mesmos utilizados para o modelo AO. Em patrticular, foram utilizados os
valores a = {0,25,0,75} para o parametro autorregressivo.

Para cada repeticdo de Monte Carlo, todas as estatisticas “t” do teste HEGY
(trys teys tas ty,), @SSIM como a estatistica “F” (F, ,,) foram calculadas e, a partir delas, as
frequéncias com que os testes foram rejeitados foram obtidas. A Tabela 5.1 apresenta os
painéis A e B contendo, respectivamente, as frequéncias de rejei¢cdo para os modelos de erro
de medida e AO.
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Tabela 5.1 — Porcentagens de rejeicdo dos testes HEGY considerando modelos de erros de
medida e AO’s

Sizes at nominal 5% level of the HEGY tests for quarterly data with measurement errors and additive

outliers. Data is generated according to the data generating process z, = y, + /(1 — 2L)d; + n, with

Asy, =&, = 0,9, ~ I\'(O,r,,zr ), and & ~ N(0, 1).

(7’3 T [ 4 I [ 4 L4 F . A
N i | w2 5 4 S |

Panel A: measurement errors

0.4 48 0.097 0.101 0.133 0.015 0.072
100 0.121 0.133 0.17 0.009 0.103
200 0.145 0.147 0.157 0.009 0.081
400 0.155 0.175 0.175 0.010 0.097
0.8 48 0.156 0.145 0.24 0.009 0.135
100 0.216 0.208 0.299 0.007 0.183
200 0.224 0.248 0.293 0.006 0.158
400 0.252 0.260 0.300 0.003 0.181
,)[)2 T I.._.? l..,‘s‘ I:,§ Ir:‘: F..t..:

Panel B: additive outliers

0.4 48 0.105 0.095 0.145 0.017 0.087
100 0.101 0.12 0.168 0.010 0.100
200 0.143 0.134 0.170 0.009 0.100
400 0.149 0.162 0.173 0.012 0.093
0.8 48 0.159 0.153 0.242 0.014 0.131
100 0.189 0.215 0.287 0.01 0.178
200 0.229 0.222 0.296 0.006 0.186
400 0.239 0.256 0.287 0.005 0.178

Tabela extraida de Haldrup et al (2005)

Embora os erros de medida e os AO’s sejam muito diferentes graficamente, as suas
implicacdes com relacdo as distribuicbes de amostra finita sdo bastante similares (assim como
também sao similares assintoticamente). Se nhenhuma providéncia for tomada para ajustar os
outliers ou erros de medida, entéo as distor¢des nos tamanhos dos testes podem ser enormes.
As distor¢Bes de amostras finitas parecem similares para as estatisticas tﬁl e t,‘iz, 0 que foi
sugerido nos resultados assintéticos apresentados. Também de acordo com os resultados
assintoticos, a estatistica ¢4 tera um tamanho menor do que o tamanho nominal e, como o

teste F;, r, € construido através de uma combinacdo de uma estatistica “over-sized” com outra

“under-sized”, entdo a distorcdo do tamanho desse teste serd uma combinagdo convexa dos
tamanhos dos testes t.

Os resultados para o modelo TC se encontram na Tabela 5.2, onde se pode avaliar as
freqUéncias de rejeicao obtidas dos experimentos.
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Tabela 5.2 — Porcentagens de rejeicdo dos testes HEGY considerando modelos de TC

Sizes at nominal 5% level of the HEGY tests for quarterly data with temporary change outliers. Data is
generated according to the data generating process z, = y, + /(1 — xL)d, with A3y, = &, and & ~ N(0, 1).
P”: D, r [.':‘,‘ [.':‘; ’:; I.':: F.':‘;.:::
0.4 0.25 48 0.094 0.112 0.149 0.027 0.090
100 0.102 0.139 0.170 0.019 0.113

200 0.146 0.148 0.178 0.024 0.109

400 0.155 0.172 0.180 0.017 0.111

0.75 48 0.103 0.146 0.182 0.057 0.165

100 0.114 0.188 0.208 0.079 0.198

200 0.190 0.193 0.241 0.106 0.213

400 0.199 0.218 0.239 0.088 0.221

0.8 0.25 48 0.147 0.180 0.243 0.024 0.162
100 0.193 0.228 0.301 0.035 0.205

200 0.235 0.232 0.313 0.029 0.217

400 0.243 0.270 0.308 0.024 0.217

0.75 48 0.162 0.260 0.293 0.106 0.277

100 0.228 0.297 0.382 0.194 0.368

200 0.295 0.314 0.397 0.253 0.402

400 0.312 0.348 0417 0.267 0.424

Tabela extraida de Haldrup et al(2005)

Para valores moderados do parametro de persisténcia do outlier (a¢ = 0,25), observamos
gue as distor¢des nos tamanhos sdo muito similares ao caso em que a = 0. Entretanto, as
distor¢cdes do teste ¢4 parecem ser moderadas e as distor¢oes para F, ,, tendem a se agravar

comparadas com o caso do modelo AO. Geralmente, os tamanhos atuais se tornam maiores
guando o parametro de persisténcia aumenta (a = 0,75).

5.5 O Teste HEGY com Correcéao para Outliers

» ldentificacéo de outliers em dados sazonais

Primeiramente, faz-se necessario apresentar um procedimento capaz de identificar
outliers em uma série temporal sazonal. Vogelsang (1999) sugeriu um procedimento iterativo e
Perron e Rodriguez (2003) provaram que esse procedimento era inconsistente e, como
alternativa, sugeriram um esquema também iterativo que traz consisténcia ao teste para
outliers aditivos com tamanho indicado. Em Haldrup et al. (2003) esse teste foi estendido para
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0 caso de dados sazonais e foram apresentadas simulagdes do seu desempenho. A idéia do
teste e a sua subsequente ligacdo com o procedimento HEGY s&o muito similares, porém,
devido a amostragem sazonal dos dados, o teste precisa ser ligeiramente modificado.

O teste modificado de Perron-Rodriguez é baseado na seguinte regresséo auxiliar:
Agze = 0[D(Tpo)e — D(Tao)e—s] + vt

em que D(Typ),—; =1, quando t = Ty, +j € 0, caso contrario.

Assim, sob a hipétese nula de 6 = 0, temos:

VT g0 457 Tao <,

(
|

~ 1

Q(TAO) = 4 Z(UTAO - UTAO +s)’ s< TAO < T - S,
|

vTAO’ TA0>T—S.

Haldrup et al. (2005) demonstraram que os residuos da regressdo de A z, sobre
componentes deterministicas tais como constante, tendéncia e dummies sazonais podem ser
usados para substituir A;z, sem afetar a distribuicdo do teste de deteccao de outlier.

A estatistica desse teste é dada por:

TPR = sup | TPR (TAO)l
Tro

em que

. " 1
(0(T40)R, ()72, Tao =5,
~ o ~ _1
" (Tao) = {V20(Ty0) (R, (0) — R, ()2, s<Ty <T—s,

~ ~ _1
k9(7}10)}?1;(0) z, Tpo>T —=s
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Esse teste € utilizado de forma iterativa. Primeiramente, t7% é calculado considerando
todas as observacfes e, na sequéncia, essa estatistica € comparada ao correspondente valor
critico que se encontra na Tabela 5.3, extraida de Perron e Rodriguez (2003). Quando o
primeiro outlier é identificado, Perron e Rodriguez sugerem excluir essa observacdo e
recalcular o teste para a amostra reduzida. Entretanto, para dados sazonais, essa acao
destruird a estrutura de auto-correlacdo dos dados e sua sazonalidade, entdo a sugestdo €
substituir o outlier z;,  por zr, _s, de forma que na proxima iteracdo temos A,zr,, = 0, onde
T,o € 0 outlier detectado na iteracdo anterior. O procedimento iterativo deve continuar até que
nao haja mais rejeicdes e, assim, todos os outliers terdo sido identificados.

Tabela 5.3 — Valores criticos para identificagdo de outliers

FINITE SAMPLE CRITICAL VALUES OF THE TEST 14
Model 1 z; = {1} Model 2 z; = {1, ¢}
Level of significance I'=100 T'=200 I'=100 T'=200
1.0% 4.14 4.20 4.13 4.19
2.5% 3.87 3.95 3.85 3.94
5.0% 3.65 3.75 3.63 3.74
10.0% 344 3.56 342 3:55

Tabela extraida de Perron e Rodriguez (2003)

» Oteste HEGY com corregéo para outlier

Uma vez que os outliers foram identificados, podemos escrever a regressao do teste
HEGY da seguinte forma:

s—1 s k s+k 4
Aszy = ps + Z K Dy + Bt + Z 'z + Z A5z + Z Z ¥ij DTy )e—i + (5.5)
j=1 j=1 j=1 i=0j=1

em que D;, sd@o as variaveis dummies sazonais e D(T({)t, j=1, ..., gsao as variaveis dummies
capturando os q outliers que foram encontrados e excluindo os lags insignificantes de A,z;, a
fim de aumentar o poder. Esta estratégia implica em, para cada outlier detectado, temos que
descartar (s+1+k) observacbes. Por exemplo, para dados trimestrais com oito lags
significantes, cada outlier implica na exclusdo de treze observacfes (s = 4 e k = 8). Se houver
muitos outliers na amostra, muitos dados serdo descartados, 0 que causara uma relevante
perda de poder, mesmo que o tamanho se aproxime do correto.
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Uma alternativa € considerar a correspondente observacdo z_; como “perdida” e

J
To

substitui-la pela previsédo 2_;, ap6s os outliers terem sido detectados. Dessa forma, teremos a

T}

nova série:

z, set &{T¢,T¢,....Td}
X = t= 1, veny T

2 1 72
ZTé'; set e {To,To,...,TOq}

Assim, a regressdo do teste HEGY para raizes unitarias sazonais podera ser escrita
como:

s—1 s k
Asxe = Us +Zﬂj Dy, + Bt +Z7Tjsxjs,t—1 +Z“jAs Xe—j + Ut (5.6)
j=1 j=1 j=1
gue difere de (5.5) por ndo conter o penultimo termo de variaveis dummies.

» Andlise do tamanho e do poder do teste HEGY com correcdo para outliers

A fim de avaliar os poderes e os tamanhos dos testes HEGY quando outiliers estdo
presentes, Haldrup et al (2005) conduziram um experimento de Monte Carlo, utilizando quatro
métodos para construir x; e a regressao auxiliar do teste HEGY. A saber:

Método 1 (M1) — Baseado em (5.6) com x, = z,, para todo t. Este método é equivalente a
executar o teste HEGY sem considerar que outliers estdo presentes. Os lags de Agx;_;
incluidos na regressao auxiliar foram os que se apresentaram significativos quando o modelo
(5.6) foi estimado.

Método 2 (M2) — Baseado em (5.5), apGs terem sido identificados os outliers através do teste
modificado de Perron-Rodriguez. Os lags incluidos na regressdo auxiliar foram os que se
apresentaram significativos quando o modelo (5.5) foi estimado.

Método 3 (M3) — Baseado em (5.6) com as previsdes das observacdes “perdidas” dadas pelo
modelo, sob a hipotese nula, dado por: 2. =2 ;T o emaque ¢ € um termo que depende de

0 0~
termos deterministicos. Por exemplo, se o processo tem uma tendéncia, entdo sobre a hipotese
nula, z; —z,_, = u + u, e c € estimado como a média de (z; — z,_;), uma vez que os outliers
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j — Z nem z

foram excluidos (isto é, para cada outlier T, ndo utilizaremos nem Z,)
0

Té —S Tg +s -

z,; ). Os lags foram selecionados como no Método 1.
0

Método 4 (M4) — Baseado em (5.6) com as previsfes das observacbes “perdidas” dadas por
um modelo AR(1), (z“T,- =¢ Z_ t c;). ¢ e c, foram calculados sem considerar os outliers.
jo 0

O poder e o tamanho dos testes resultantes das simulacdes de Monte Carlo foram
avaliados considerando os métodos de 1 a 4 no caso de outliers aditivos. E esperado que os
resultados obtidos sejam similares aos resultados que seriam obtidos para outliers do tipo
mudanca temporaria. O seguinte processo gerador dos dados trimestrais (s = 4) foi utilizado:

(1= L)1+ ¢ L)(1 + Pp3L?)y, = &

gt ~N(0,1), Zt = yt +Ut e Ut = 95t

O tamanho da amostra utilizado foi T = 120 e, na implementagcdo dos métodos, foi
utilizado k = 12 como valor prévio do lag no teste HEGY. As regressfes auxiliares incluiram um
intercepto e variaveis dummies sazonais. O procedimento de Monte Carlo foi repetido 3.000
vezes.

A Tabela 5.4 apresenta os tamanhos dos testes considerando niveis nhominais de 5%,

o1 =¢, =¢3 =1, 6 =5 e ocorréncias de outliers com probabilidade %z 0,025 cada, que

corresponde a pf? = 1,25. Dessa forma, considerando T = 120 observacgdes, eram esperados 6
outliers aditivos. Vale citar que os métodos M3 e M4, isto é, os métodos nos quais os valores
missings foram removidos e substituidos por previsbes de passeio aleatério sazonal ou por
previsdes estimadas pelo modelo (1 — ¢B*)z, produzem resultados quase idénticos e,
portanto, somente os resultados para M3 sao apresentados na Tabela 5.4.

Tabela 5.4 — Tamanhos dos testes HEGY com corre¢fes para outliers

Sizes at nominal 5% levels of the HEGY testing schemes M1-M3 in case ol additive outliers. 7 = 120
observations, p = 0.05, and ¢ = 5 For the “no outlier”-case ¢ = 0.

1 th F
Ml 0.214 0.213 0.229
M2 0.101 0.112 0.114
M3 0.111 0.112 0.111
No outliers 0.073 0.091 0.071

Tabela extraida de Haldrup et al (2005)
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A andlise da Tabela 5.4 permite observar que as distor¢des nos tamanhos dos testes
sdo maiores quando executamos os testes HEGY sem considerar os outliers presentes na
série — trata-se do método 1. A razéo pela qual os tamanhos obtidos para o caso “sem outliers”
serem bastante diferentes de 5% € devido ao pré-teste de sele¢cdo dos lags na regressao
auxiliar do teste HEGY. Comparados ao M1, os métodos M2 e M3 obtem sucesso ao ajustar o
tamanho ao tamanho nominal, embora os testes ainda sejam distorcidos.

Nas Figuras 5.1, 5.2 e 5.3 temos as curvas de poder para os testes HEGY tq, t, e F,
onde os parametros ¢ variam, permanecendo as raizes sazonais restantes iguais a um.

t1 power curve
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Fig. 1. Power curve for M1-M3 and “*No-outlier’” schemes for nominal 5% level of the HEGY 1 test. ¢,
is varied. keeping ¢, = ¢»5 = | fixed. The additive outlier is £5 with probability p = 0.05. For the *“No-
outlier” scheme ¢ = 0. The curves are displayed for 7 = 120 observations.

Figura 5.1 — Curvas de poder para a estatistica t; dos testes HEGY baseados nos diferentes métodos

Figura extraida de Haldrup, Montanés e Sanso (2005)
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rejection frequency
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Fig. 2. Power curve for M1-M3 and “No-outlier’” schemes for nominal 5% level of the HEGY 1, test. ¢,
is varied, keeping ¢, = ¢y = 1 fixed. The additive outlier is =5 with probability p = 0.05. For the *No-
outlier” scheme ¢ = 0. The curves are displayed for 7= 120 observations.

Figura 5.2 — Curvas de poder para a estatistica t, dos testes HEGY baseados nos diferentes métodos

Figura extraida de Haldrup, Montanés e Sanso (2005)
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Fig. 3. Power curve for M1-M3 and “No-outlier’” schemes for nominal 5% level of the HEGY F-test. ¢4
is varied, keeping ¢, = ¢, = 1 fixed. The additive outlier is £5 with probability p = 0.05. For the “No-
outlier” scheme ¢ = 0. The curves are displayed for 7 = 120 observations.

Figura 5.3 — Curvas de poder para a estatistica F dos testes HEGY baseados nos diferentes métodos

Figura extraida de Haldrup, Montanés e Sanso (2005)
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Quanto ao poder, o0 método M1 se apresenta mais favoravel, devido a distor¢cdo do
tamanho desse procedimento. O modelo “benchmark”, para efeito de comparacéo, € o modelo
sem outlier. Comparado a ele, o método M2 é o menos favoravel. Vale citar que todos os testes
apresentam uma perda de poder consideravel por incluirem varidveis dummies para substituir
os outliers que foram identificados. Substituir os outliers por previsées razoaveis (como em M3
e em M4) melhora muito o poder e torna os testes comparaveis ao caso sem outlier.
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Capitulo 6

Efeitos de Quebras Estruturais nos Testes HEGY

Neste Capitulo avaliaremos a robustez assintética do procedimento HEGY na presenca
de quebras estruturais (mudanca de magnitude finita na média sazonal) e apresentaremos
alguns testes que consideram a presenca dessas quebras.

6.1 Testes para Raizes Unitarias Sazonais sob Quebras Estruturais

E bastante comum séries temporais econdmicas apresentarem alteracbes no
comportamento da sazonalidade. Essas alteragbes, as quais chamaremos de quebras
estruturais, se ndo forem consideradas podem implicar em distor¢bes dos testes de raizes
unitarias sazonais, como foi demostrado por Hassler e Rodrigues (2004).

Consideremos, sob a hipétese nula, a existéncia de quebras nas médias sazonais de
tamanho 7, no tempo Tz = AT, tal que a série trimestral y, pode ser representada pelo seguinte
modelo:

4 4
Y
Ve =) 8Dy + 2t + ) T D(Tp)s +3 6.1)
s=1 s=1

com Ayx, =&, t=1, 2, .., T, Dy, s@o variaveis dummies sazonais com Dy, = 1, quando t se
refere ao s-ésimo trimestre do ano e D;, = 0, caso contrario, &, € iid (0, d%)e A, =1—B* Além
disso, D(Tg)s; = Ds;, S€ t>Tp € D(Tg),, = 0, caso contrario.

A equacgédo em (6.1) pode ser escrita na forma:

DAyyr=v + TSA4D(TB)s,t +é&
s=1

em que A4D(Tg),, = 0 para todo t com excegao de um.
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Primeiramente, vamos apresentar alguns testes desenvolvidos com o propdésito de se
considerar as quebras estruturais existentes em uma série temporal.

6.1.1 O Teste HEGY AO

Smith e Otero (1997) propuseram um procedimento de teste que se baseia em uma
correcdo do teste HEGY, considerando quebras estruturais sazonais em unidades de tempo
conhecidas a priori. Eles sugeriram remover todas as componentes deterministicas em uma
primeira regressao, utilizando o seguinte modelo:

4 4
Vo= 8o+ ) A D(Tp)e +7t+ 5, (62)
s=1

s=1

em que D,, e D(Tg),, sdo variaveis dummies sazonais como definidas em (6.1).

Na sequéncia, aplica-se as diferencas usuais do teste HEGY aos residuos obtidos de
(6.2), de tal forma que:

%= (14 B+ B?+ B3y,
%, = —(1— B+ B?-B%j,

~ _ 2N~
X3; = —(1—B*)J;.
A equacéo do teste sera dada por:
DAYy = Xy g +oXo 1 + M3X3 2 + MyX3,1 + €.

Smith e Otero (1997, Tabela 3, p. 18) apresentaram os valores criticos para o teste
baseado em amostras de 1.000 observacfes, considerando diferentes instantes de quebras
estruturais.
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6.1.2 O Teste HEGY IO

Franses e Hobijn (1997) propuseram um procedimento de teste que se baseia em um
modelo 10, onde quebras estruturais ocorrem em unidades de tempo conhecidas. A regressao
auxiliar do procedimento HEGY, nesse caso, é dada por:

4 4
B4y = ) dDyy + ) 8D (Tg)sy + 8+ Rixye s + Royy s + Ra¥sep + Rexya + 6 (63)

s=1 s=1

Os valores criticos foram obtidos utilizando amostras de tamanho T = 80 e podem ser
encontrados em Franses e Hoijn (1997, Tabelas 14-18, pp. 41-42).

E importante comentar que, na pratica, ndo sabemos a priori qual modelo AO ou 10 é
mais adequado e, por isso, € necessario calcular, utilizando Monte Carlo, o efeito de uma méa
especificagao.

6.1.3 O Teste LM - HEGY

Breitung e Franses (1998) propuseram um procedimento de teste que se baseia em
uma variante de Multiplicador de Lagrange (LM) do teste HEGY. Vamos apresentar o
procedimento do teste para dados trimestrais (s = 4).

O parametro de tendéncia linear y é estimado como a média de diferencas anuais, A,y;,
utilizando o modelo do teste HEGY sem considerar quebras estruturais dado por:

14
yt = 5SDS,t +Zt +xt

s=1

comAyx, =¢&,t=1,2,...,T.
Seja %, a série de diferencas corrigidas pela média, tal que:

Xe = A4y — Dyy

e sejam as variaveis regressoras calculadas recursivamente, tais que:
Xt = X1 + X,
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fz,t = _fz,t—l — X, (6-4)

X3r = —X3t-—2 — X¢,
emque X, , =0, parat <4 ek =1, 2, 3. Dessa forma, a regressédo HEGY é dada por:

ft = ﬁ-lfl,t—l + ﬁ'sz,t_l + ﬁ'3f3,t_2 + ﬁ4f3,t—1 + ét! t= 5, 6, ceey T (65)
em que as estatisticas t sobre 7, k = 1, 2, 3, 4 sdo definidas como t,, .

Para testar o par de raizes unitarias complexas, Breitung e Franses (1998) sugerem
calcular a seguinte estatistica de teste:

— 42 2
Cbn3,n4 =ty +tg,

gue equivale, assintoticamente, a duas vezes a estatistica “F’ para o teste padrao HEGY
exposto em (3.13).

Schmidt e Lee (1991) e Schmidt e Phillips (1992) sugerem que o poder dos testes de
raizes unitarias LM pode ser aumentado acrescentando varidveis regressoras na regressao
auxiliar. Portanto, o seguinte modelo € sugerido:

4
X = Z dgDgp + X101 + MpXppq + M3X3 o + MyXzq + & (6.6)
s=1

Breitung e Franses (1998, Tabela 1, p. 210) apresentaram os valores criticos para
alguns tamanhos de amostras.

6.1.4 O Teste LM -HEGY - AO

Hassler e Rodrigues (2004), a partir do teste LM-HEGY, desenvolveram um
procedimento de teste que considera quebras estruturais presentes em instantes conhecidos a
priori.

O procedimento de teste LM — HEGY — AO, consiste em, primeiramente, estimar por
minimos quadrados o parametro de tendéncia linear y e as mudangas na média t,, s = 1, 2, 3,
4, considerando a equagédo expressa em (6.1). Assim, temos:
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T,04D(Tp)s e + X, t=5,6,..,T (6.7)

4
Ayy, =7 +

s=1
Na sequéncia, os residuos sao utilizados para calcular as varidveis regressoras do
procedimento HEGY dadas em (6.4), com valores iniciais %,, = 0, parat < 4 ek =1, 2, 3.

Finalmente, a regressdo em (6.6) € estimada por minimos quadrados, de acordo com a nova
definicéo de %;.

E importante citar que a eliminacdo de quatro outliers através de Y¢_; #,A4,D(T5)s, €m
(6.7) ndo afeta a distribuicdo limite das estatisticas do teste, isto &, as estatisticas t, , t,, €
F,,, tem as mesmas distribuicbes estudadas no Capitulo 3 e, portanto, com os valores criticos
das Tabelas 3.1 e 3.2. Para mais detalhes, sugerimos ver Hassler e Rodrigues (2004).

6.2 Distribuicdo Assintotica das Estatisticas do Teste LM — HEGY — AO

6.2.1 Resultados Preliminares

Consideremos o modelo dado por:

4 4
yt = z SSDS,t + %t + z TSD(TB)S,t + Xt ) t= 1, 2, ,T (68)
s=1 s=1
e Xy = OX¢_g4 + & (6.9)

com ¢ ~ iid(0,0%), em que Dy, e D(Tp)s, S&o0 definidos como em (6.1). Para simplificar,

. . .. . , T
assumi-se gue as quebras estruturais ocorrem no inicio do ano, isto é, Nz + 1 = TB'

O modelo em (6.8) pode ser escrito considerando a representagédo anual, usando

t=4(n- 1) + s, onde n denota o0 ano e s o trimestre. Dessa forma, temos:

S
Ysn = 55 + ]/(Tl - 1) + YZ + TSD(NB)s,n + Xsn n=12,.. N=

Xsp = AXsp_1 T €y
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em que D(Np)s, € uma fungéo indicadora que assume valor um quandon > Ng,s=1, ...,4 e

_ [-D
n= [—4 ] + 1.

Sob a hipétese nula (a = 1) em (6.9) e assumindo que y; ocorre no primeiro trimestre
do primeiro ano, obtemos para n =1:

S
Ys1 = 65 + VZ + TSD(NB)S,l + Xs,0 + €51 (6-10)

e, paran=2,3, ..., N, obtemos:
ys,n =Y + TSAD(NB)S,TL + ys,n—l + <‘:s,n (611)
em que o operador diferenca agora se aplica ao indice anual:

Axs,n =Xsn — Xsn—1
Para mais detalhes, ver Hassler e Rodrigues (2004).

6.2.2 Resultados Assintéticos

Vamos apresentar os limites assintéticos do teste LM — HEGY - AO no contexto de

quebras de magnitude crescente, 7, = k,/N. Note que os resultados para quebras de
magnitude finita podem ser obtidos eliminando os termos que envolvem k. das expressoes
assintéticas. Para as demonstrac6es dos resultados que seguirdo, sugerimos ler os autores
Hassler e Rodrigues (2004).

Resultado 6.1. (Hassler e Rodrigues, 2004) Assumindo os modelos expressos em (6.10) e
(6.11), quando T = 4N — °°, podemos estabelecer que:

1
® =Ieim 3 a{[wsm — W (D] +

ks aa Tik
; (;T)—E sl
s=1
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d(m)——z ”

k L

< r
;d(l,r)—E;kS” dr
d(Ar)——z ndW(r)

(i) %Zi:y zaf {V(r)+
(iii) Niz —>azf {Vs(r)+

(iv) %i BiaTinr 2% [ {V(r>+

ys,n =Ysn —YVs1 — ]7(7’). - 1) - ‘ES [D(NB)s,n - D(NB)S,l]’
AJh/zs,n Ays n - TSAD (NB)S n
V() = Wy(r) —rW(D), W(1) =3¢, (D),

W;(r)para s= 1, 2, 3, 4 sdo Movimentos Brownianos Padrdes independentes e d(4,r) = 1,
guando r > A.

6.2.3 O Teste LM - HEGY - AO
A regressao do teste para dados trimestrais pode ser escrita como:
Dpyr = X1 + MpXo 1 +3X3 2 +yX3, 1 + € (6.12)
em que

%1: = (14 B+ B*+ By,
%, =—(1—-B+B*-B%j, e

f3,t =—-(1- Bz)f’tv

gue podem ser reescritas como:
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X1t = Vin + Vo + V30 + Yan + 0p(1),
X2t = Vin — Vo + V30 — an +0p(1), tmod 2 =1,
= —V1in + Y2on = ¥3n + Jau + Op(1), tmod 2 =0,
X3¢ =—Y1n + V3, +0p(1), tmod 4 =1,
= —Yon + Van + O0p(1), t mod 4 =2,
= Y10 — V3 + Op(1), t mod 4 =3,

= Y21 = Jan + Op(1), t mod 4 =0,
emquen = [“;—”] +1.

Hassler e Rodrigues (2004) mostraram que as distribuicdes das estatisticas “t” e “F” do
parametro m; é obtida de Schmidt e Lee (1991, p. 263), enquanto as distrbiuicbes das
estatisticas “t” e “F’ dos parametros m,, m3 e m, S80 equivalentes as distribuicdes obtidas da
regressao do teste HEGY sem componentes deterministicas, apresentadas na Secao 3.2.

6.3 Impactos da Nao Consideracao de Quebras Estruturais

Nessa secdo, veremos as implicagcbes causadas pela negligéncia de quebras nos
procedimentos HEGY e LM-HEGY. Além disso, serdo apresentados os efeitos assintéticos
causados por ndo assumir a existéncia de pontos de quebras no teste LM — HEGY - AO. E
importante comentar que serdo apresentados somente os limites de quebras de magnitude

crescente 7, = k,VN, porém, os resultados para quebras de magnitude finita podem ser obtidos
eliminando os termos que envolvem kg das expressfes assintoticas.

6.3.1 Impactos no Teste HEGY

Vamos considerar as expressdes em (6.10) e (6.11) com §;, =0,s =1,...,4ey = 0, para
facilitar a notacdo. Assumamos que ha uma quebra cuja magnitude cresce conforme o
tamanho da amostra, isto &, 7, = k,V/N. Assim, Ysn Pode ser escrito como:
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n n
Vsn = ksx/NZ AD(Ng)s; + Vs + z g; n=23,..,N.
i=2 i=2

Consequentemente, as implicacbes assintdticas dessa quebra se encontram ho
Teorema a seguir.

Teorema 6.1. (Hassler e Rodrigues, 2004) Considerando as expressdes em (6.10) e (6.11)
com 1, = k\/N, entdo para N — «, temos:

1 o D 1
(D —32 Ysn 20 [ksl + f Ws(r)dr],
N2 p= 0

1

N
T 2 2 22 ! 2
(ii) mz Yin 2 0% [kiA+ | WE(@)dr + 2ks | Wi(r)dr|,
~ 0 2

N 1
(iii) %Z AYsnYsn-1 3o [ksz + kW (r) + kg [Ws (1) — W (D)] + -fo Ws(T)dWs(T)],

n=2

em que W, (r), s =1, ..., 4, s&o Movimentos Brownianos Padrdes independentes e A representa
a posicao onde a quebra ocorre na série que esta sendo avaliada.

Do Teorema 6.1 vem que as distribuicbes assintoticas das estatisticas do teste HEGY
sdo impactadas quando estdo presentes na série quebras estruturais de magnitude crescente.
No entanto, se excluirmos os termos nos quais estdo presentes as quantidades k,, temos os
resultados para as quebras de magnitudes finitas e, portanto, podemaos observar que estas nao
impactam as distribuigdes assintéticas das estatisticas do teste HEGY.

6.3.2 Impactos no Teste LM - HEGY

Consideremos o modelo expresso em (6.8) e (6.9) e 7, = k,v/N. Assim, quando a = 1,
temos:
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As implicacBGes assintéticas dessa quebra nos testes LM - HEGY se encontram no
Teorema a seguir.

Teorema 6.2. (Hassler e Rodrigues, 2004) Considerando as expressdes em (6.10) e (6.11)
com 7, = kV/N, entdo quando N— =, temos:

1

4
D 1
) =T =0 Vs(r>+ksdu,r)——2rks],
\/N 4‘s=1

N
. 1 _ D
(ii) —32”%
N2 =2

4
1 1
j V,(r)dr + koA — —Z ke,
0 8s=1

N
1
WD) = ) o) 0
n=2

JVz(r)dr+2k f V(r)dr——z frV(r)dr+kZA——(1 A2k, Zk +— ikz]
s=1

N
1
(l‘l]) N Z Ays,nys,n—l
n=2

1

1 1y LS
JOV;(r)dV;(T)-st[V;(l)—V;(/l)]—ZstLrdl/;(r)+ks‘/s(/1)+ksz—/1§k5;ks

_%stf V.(r)dr + = (ZZk) ]

—)0'2

s=1

em que

() =W;(r) —rw(1) e
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4
1
W) =3 > WD)
s=1

Assim, temos que de forma analoga ao observado para o teste HEGY, o Teorema 6.2
mostra que as distribui¢cdes limites do teste LM — HEGY também séo impactadas pelas quebras
de magnitude crescentes, assim como também nao sdo impactadas pelas quebras finitas.

6.4 Impactos da Consideracéo Errénea de Quebras Estruturais no Teste
LM — HEGY - AO

Estudemos, agora, os efeitos assintoticos causados pela especificagdo errbnea de uma
qguebra estrutural no teste LM — HEGY - AO, isto é, as consequéncias de se considerar que
existe uma quebra em um determinado instante, em que ndo ha quebras relevantes.

Teorema 6.3. (Hassler e Rodrigues, 2004) Considerando o modelo expresso em (6.8) e (6.9)
com a =1 e quebra verdadeira ocorrendo em Tz = AT e supondo que estimamos (6.12)
considerando T, =IT, com A #l. Entdo, quando T— oo, 0s resultados apresentados nos
Teoremas 6.1 e 6.2 ainda sdo verdadeiros.

De acordo com os resultados do Teorema 6.3, as estatisticas do teste LM — HEGY - AO
nao sdo afetadas pela especificacdo errbnea de quebras estruturais finitas, mesmo que o ponto
exato da quebra ndo seja conhecido a priori.

Para as demonstracdes dos Teoremas e Resultados apresentados nesse Capitulo,
sugerimos ler os autores Hassler e Rodrigues (2004).

6.5 Simulacdes de Monte Carlo

Hassler e Rodrigues (2004) conduziram um experimento de Monte Carlo para avaliar o
desempenho do teste LM — HEGY - AO quanto as propriedades de amostras finitas. Para tal,
um modelo AR(1) com AO no tempo Tz = AT foi simulado como a seguir:

4
Ye =X t+ Z TsD(Tg)st »
s=1
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Xt = AXp_g4 + & € (6.13)
g ~iidNOLD, t = 1,2,...,T.

Se a =1, entdo m; = 0 e existe uma raiz na freqiiéncia zero (presenca de tendéncia
estocastica). De forma similar, as mudancas na média podem ser modeladas pelo parametro 7.
Avaliaremos seis casos, a saber:

NT1=T,=13=T4 =71,
ity =1, 1, =13 =74 =0;
(it =—1, =71, 13 =74 =0;
(V)T =1, =1, 13=174 = 0;
WMTi=1=173=1, 74=0;

ViI)Ty =—Tp) =173 = —T4 =T.

Em (i), todos os trimestres séo afetados pela mesma quebra, enquanto em (ii), somente
um trimestre é afetado. Nos casos (iii) e (iv), dois trimestres sdo afetados com sinais opostos e
dois sdo afetados com sinais iguais, respectivamente. No caso (v), com excecdo de um
trimestre, todos os demais sao afetados identicamente e, no caso (vi), todos os trimestres sdo
afetados com sinais opostos, de forma que néo ha efeito sobre a média geral.

A Tabela 6.1 contem os percentuais de rejeicbes obtidos considerando um nivel de
significancia de 5% para testar a hipotese nula de a =1 para A = 0,5 e T = 3. Os resultados
para T = 100 e T= 200 foram obtidos por intermédio de 5.000 réplicas do processo e os testes
utilizados foram o HEGY, LM — HEGY, HEGY — AO, HEGY — 10 e LM — HEGY - AO, a fim de
compara-los quanto ao desempenho em amostras finitas.

O teste HEGY utilizado se baseia em uma regressdo auxiliar contendo variaveis
dummies de sazonalidade e tendéncia, dada por:

4 4

@(B) y13¢ = Z T Yit—1 + Mot +my + Z my Syt + &
k=1 k=2

Os valores criticos para as estatisticas do teste HEGY foram obtidos das Tabelas 3.1 e 3.2.
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Para o teste LM — HEGY, as frequéncias de rejeicdo sdo baseadas em (6.5) e os
valores criticos de amostras finitas foram obtidos de Schmidt e Phillips (1992) para m; e das
Tabelas 3.1 e 3.2 para m,, 3 € my.

Os testes HEGY — AO e HEGY - |0 sdo baseados em (6.2) e (6.3), respectivamente,
com valores criticos obtidos de Smith e Otero (1997) e Franses e Hobijn (1997) para T = 1000
e T = 80, respectivamente.

O teste LM — HEGY — AO foi construido baseado em (6.6) e (6.9) e os mesmos valores
criticos do teste LM — HEGY foram utilizados.

Os resultados da Tabela 6.1 para t = 3 (que € uma quebra moderada de trés vezes o
desvio padrdo) indicam que o modelo 10 claramente ndo é apropriado quando a série
apresenta AO’s. Na maior parte dos casos, esse teste resultou em frequéncias de rejeicao
superiores a 10%, enquanto o nivel de significAncia nominal do teste era de 5%. Embora os
testes HEGY e LM — HEGY sejam assintoticamente robustos aos AO’s, podem apresentar
problemas de tamanho em amostras finitas. Em particular, para os casos (i), (v) e (vi), pode-se
notar que esses testes sdo muito conservadores na frequiéncia zero e % enquanto super-
rejeitam nas outras frequéncias. Para os casos (iii) e (iv), os testes sdo conservadores nas
frequéncias m e zero, respectivamente. Conforme o tamanho da amostra cresce de T =100a T

= 200, o tamanho dos testes também se aproxima do nominal, embora distor¢cdes possam ser
observadas.
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Tabela 6.1 — Tamanhos dos testes considerando o = 1

5% EXPERIMENTAL LEVEL, T = 3, 4 = 0.5*
T=100 T=200
[ ln, Fyms [ Uy, Froms
== =14=T1
HEGY 0.12 7.82 9.72 0.30 6.32 7.54
IM-HEGY 0.06 8.86 10.88 0.60 6.72 7.58
HEGY-AO 6.12 6.66 7.12 498 5.78 5.76
HEGY-10 70.02 10.80 13.36 5432 8.66 8.68
IM-HEGY-AO 4.40 4.64 5.90 4.62 5.06 5.40
(=1 Ta=13=14=10
HEGY 412 3.82 4.66 4.70 4.04 498
IM-HEGY 418 4.36 4.88 426 4.56 4.68
HEGY-AO 6.00 6.50 7.36 5.60 5.86 6.72
HEGY-10 12.08 11.68 1494 9.94 9.34 8.98
IM-HEGY-AO 5.10 5.40 5.86 444 5.38 5.40
(filyyy==ta=1,13=13=0
HEGY 6.78 242 412 5.76 2.84 4.62
IM-HEGY 7.44 2.50 4.80 6.14 3.00 4.78
HEGY-AO 5.70 6.74 7.08 5.58 5.62 6.16
HEGY-10 9.28 28.22 22.56 7.52 18.74 1294
IM-HEGY-AO 4.02 5.10 5.96 4.72 5.14 5.56
(Vn=t=1,13=14=0
HEGY 228 5.80 3.92 3.06 5.32 442
IM-HEGY 2.68 6.52 4.74 3.46 542 5.00
HEGY-AO 6.08 6.68 7.12 540 590 5.78
HEGY-10 26.06 8.00 247 20.24 7.68 13.12
IM-HEGY-AO 5.30 5.30 6.02 4.68 4.74 5.50
(Mn=ta=m=114=0
HEGY 0.78 4.86 4.96 1.58 5.58 5.82
IM-HEGY .84 5.84 5.92 204 6.04 6.16
HEGY-AO 6.54 6.42 7.12 544 5.58 6.02
HEGY-10 49.66 12.64 18.82 34.10 10.36 11.24
IM-HEGY-AO 4.66 522 544 482 520 534
(M =-ta=ty=-T4y=1
HEGY 9.88 0.12 9.74 7.78 0.70 7.00
IM-HEGY 11.66 0.12 10.76 8.64 0.78 7.08
HEGY-AO 5.86 6.44 7.26 596 5.76 5.62
HEGY-10 12.14 69.52 13.12 9.44 47.44 8.76
IM-HEGY-AO 488 5.30 5.76 4.68 4.64 5.50
Critical values
HEGY -3.45 -2.89 6.60 -3.43 -2.88 6.57
IM-HEGY -3.06 -2.89 6.60 -3.04 -2.88 6.61
HEGY-AO -4.02 -3.50 10.19 -4.02 -3.50 10.19
HEGY-10 -3.64 -3.25 9.01 -3.64 -3.25 9.01
IM-HEGY-AO -3.06 -2.89 6.60 -3.04 -2.88 6.61

Tabela extraida de Hassler e Rodrigues (2004)

A Tabela 6.2 apresenta os poderes dos testes considerando a = 0,8 em (6.13), com
excecado do teste HEGY — 10, que vimos néo ser adequado aos dados.
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Tabela 6.2 — Tamanhos dos testes considerando a¢ = 0,8

5% EXPERIMENTAL POWER, 1 = 3, 4 = 0.5*
T=100 T=200
Iy, Uy, Fooms Iy, Uy, Fooms

()t =Ts=ty=Ty=1

HEGY 0.28 21.52 38.66 1.58 45.10 76.86

LM-HEGY 0.34 23.12 40.80 2.33 46.18 77.06

HEGY-AO 6.36 12.64 17.68 11.54 22.64 39.22

LM-HEGY-AO 988 12.28 18.98 24.72 30.70 .32
(=1, Ty=13=14=10

HEGY 722 9.02 12.84 18.36 23.96 42.56

LM-HEGY 9.40 9.84 14.60 23.00 24.84 42 98

HEGY-AO 6.44 11.56 17.18 11.80 22.04 38.66

LM-HEGY-AO 10.50 11.84 18.86 24.62 30.30 34.02
({if), 1y ==Ta=1, T3=T14=0

HEGY 10.98 2.28 8.54 23.24 6.32 27.78

LM-HEGY 13.44 2.84 9.52 28.10 6.84 28.42

HEGY-AO 6.92 11.74 17.70 11.58 22.28 39.26

LM-HEGY-AO 9.18 11.96 19.32 2394 29.66 51.74
() =Ta=11T3=T1T4=0

HEGY 3.38 1594 8.62 10.88 38.80 28.65

LM-HEGY 432 16.84 9.78 14.90 39.40 28.60

HEGY-AO 6.50 11.80 17.56 11.14 22.40 38.80

LM-HEGY-AO 9.72 12.32 18.76 24 98 29.74 52.22
(MNnm=ta=13=1,173=10

HEGY 1.14 11.28 17.30 492 27.20 50.60

LM-HEGY 1.60 12.14 18.74 6.40 27.44 .42

HEGY-AO 6.62 11.24 18.04 11.32 22.24 39.30

LM-HEGY-AO 9.76 11.40 19.60 24 .48 29.56 53.42
M)y =T =Ty =~Tg=T17

HEGY 14.80 0.00 35.92 26.26 0.10 74.68

LM-HEGY 17.96 0.00 38.72 33.36 0.08 75.06

HEGY-AO 6.62 11.38 17.78 10.68 22.70 38.22

LM-HEGY-AO 9.12 10.66 19.36 23.70 30.96 52.06

Tabela extraida de Hassler e Rodrigues (2004)

Essas simulagfes foram realizadas na tentativa de se encontrar melhores propriedades
de poder resultantes dos testes HEGY e LM — HEGY, por serem conservadores sob a hipétese
nula. Entretanto, a Tabela 6.2 mostra que em todas as vezes que esses testes se mostraram
conservadores, sob a hip6tese nula, eles se apresentaram com menor poder do que o teste LM
— HEGY — AO. Além disso, o teste LM — HEGY — AO rejeita mais frequentemente todas as
freqiéncias nos casos (ii) e (v). Finalmente, embora o teste HEGY-AO super-rejeite sob a
hipotese nula, ha poucas situacdes em que ele se mostra mais poderoso do que LM — HEGY —
AO. Em suma, as Tabelas 6.1 e 6.2 sugerem que o teste LM — HEGY — AO tem um
desempenho melhor do que os demais, em termos de tamanho e poder, quando testamos a
existéncia de raizes unitarias sob a presenca de mudancas na média sazonal.

Para comparar o comportamento dos testes quando quebras sdo especificadas em
séries que nao apresentam quebras, Hassler e Rodrigues (2004) conduziram simulacdes de
Monte Carlo considerando 7 = 0, em (6.13). A Tabela 6.3 apresenta os resultados obtidos.
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Tabela 6.3 — Tamanhos dos testes considerando t = 0

5% EXPERIMENTAL SIZE AND POWER, t =0, 4 = (,5*
T=100 T =200
Iy, la, Foms [ by, Foms

a=1]

HEGY 432 454 5.06 4.46 3.96 5.16

IM-HEGY 442 4.70 5.54 4.66 404 5.46

HEGY-AO 5.82 6.38 7.18 5.32 5.14 6.06

IM-HEGY-AO 4.68 4.84 5.88 4.66 4.36 5.38
x =109

HEGY 5.20 6.84 10.06 7.44 11.30 19.54

IM-HEGY 544 7.56 11.14 8.96 12.02 20.04

HEGY-AO 452 7.88 10.76 478 9.34 13.30

IM-HEGY-AO 5:52 7.26 10.64 9.22 11.34 19.22
x=(.8

HEGY 7.98 12.12 21.14 20.24 34.02 63.38

IM-HEGY 9.82 13.28 22.02 25.68 34.12 63.34

HEGY-AO 6.54 11.18 18.54 10.88 21.50 39.72

IM-HEGY-AO 10.10 11.62 19.72 23.72 29.48 53.58
a=0.35

HEGY 36.50 60.74 89.60 95.42 99.70 100

IM-HEGY 45.80 61.02 89.24 94.28 99,58 100

HEGY-AO 27.60 46.66 73.7 82.46 95.52 99.96

IM-HEGY-AO 36.96 41.86 66.88 90.08 90.10 98.86

Tabela extraida de Hassler e Rodrigues (2004)

Podemos observar que o teste LM — HEGY é mais poderoso do que o teste HEGY
original na frequiéncia zero e o teste LM — HEGY — AQO, por sua vez, € mais poderoso do que o
HEGY — AO na freqiiéncia zero e nas demais frequiéncias, quando T = 200. Embora o teste LM
— HEGY — AO considere a correcdo da quebra em um processo em que ndo ha quebras
estruturais (r = 0) e, portanto, é esperado que ele se apresente com poder reduzido, o que se
observa na Tabela 6.3 é que h& situagbes em que ele se apresenta mais poderoso do que o
HEGY e o LM — HEGY.

Para avaliar o comportamento dos testes quando quebras estruturais sdo erroneamente
especificadas, isto é, quando consideramos a fracdo 1 = 0,5 de quebra em séries cuja quebra
real se apresenta na fracdo de tempo igual a 1 = 0,4, simulacées de Monte Carlo também
foram realizadas e os resultados se encontram na Tabela 6.4.
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Tabela 6.4 — Tamanhos dos testes considerando [ = 0,5 quando A = 0,4

5% EXPERIMENTAL SIZE AND POWER, 1 =0, 4 = (.5*
T=100 T =200
Ia, Uy, Fy nq ly, [ Fy nq

a=]

HEGY 432 454 5.06 4.46 3.96 5.16

IM-HEGY 442 4.70 5.54 4.66 4.04 5.46

HEGY-AO 5.82 6.38 7.18 5.32 5.14 6.06

IM-HEGY-AO 4.68 484 5.88 4.66 436 5.38
a=109

HEGY 5.20 6H.84 10.06 7.44 11.30 19.54

IM-HEGY 544 7.56 11.14 8.96 12.02 20,04

HEGY-AO 452 7.88 10.76 478 9.34 13.30

IM-HEGY-AO 5.52 7.26 10.64 9.22 11.34 19.22
x=0.8

HEGY 7.98 12.12 21.14 20.24 34.02 63.38

IM-HEGY 9.82 13.28 22.02 25.68 34.12 63.34

HEGY-AO 6.54 11.18 18.54 10.88 21.50 39.72

IM-HEGY-AO 10.10 11.62 19.72 23.72 29.48 53.58
a =103

HEGY 36.50 60.74 89.60 95.42 99.70 100

IM-HEGY 45.80 61.02 89.24 94.28 99.58 100

HEGY-AO 27.60 46.66 73.76 82.46 95.52 99.96

IM-HEGY-AO 36.96 41.86 66.88 90.08 90.10 98.86

Tabela extraida de Hassler e Rodrigues (2004)

O teste HEGY-AO se mostra muito sensivel quando a quebra estrutural € considerada
erroneamente. Em todos os casos, com excecdo de (i), s@o observadas distor¢cbes nos
tamanhos desse teste. Entretanto, o teste LM — HEGY — AO se apresenta bastante robusto,
comprovando o resultado assintético apresentado no Teorema 6.3. Portanto, o teste LM —
HEGY — AO pode ser utilizado mesmo quando o0 momento em que ocorre a quebra estrutural
nao seja conhecido a priori.

Para mais detalhes, ver Hassler e Rodrigues (2004).

86



Capitulo 7

AplicacOes e Consideracdes Finais

A fim de ilustrar os testes apresentados, vamos analisar a série temporal de indices da
Producdo Industrial Extrativa obtida do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica e
observada no periodo de Janeiro/1991 a Dez/2007, totalizando 204 unidades amostrais, 17

anos.

7.1 Analise Descritiva

A Figura 7.1 apresenta o grafico da série indices da Produc&o Industrial Extrativa, onde,
claramente, podemos notar a presenca de uma tendéncia crescente (raiz unitaria na frequéncia

Zero).
160,00
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100,00
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60,00
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——indices mensais da producdo industrial - Indistria extrativa (Base: média de 2002 = 100)

Figura 7.1 — Série indices Mensais da Producao Industrial Extrativa

Notamos, também, que a variabilidade da série parece ndo ser constante ao longo do
tempo, sugerindo ser necessaria uma transformacéo logaritmica nos dados para estabilizar a

variancia da série.
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A Figura 7.2 apresenta o grafico da série transformada.

5.25
5,00
475
450
425
4.00
3,75
3,50
3.25
3.00

1991/fjan
1991/ju
1992fjan
1992/jul
1993fjan
1993/ju
1994/fjan

1995/iul

1994/ju
1996/jan

1995fjan

1996/jul
1997 fjan
1997 fiu
1998/jan
1998/ju
1999/jan
1999/ju
2000fjan

2000/jul

AT I T T T T T T T T T T T O T T e T T T O T v oo

2001fjan
2001 fjul

2002fjan
2002/jul
2003fjan
2003/jul
2004fjan
2004/jul
2005fjan
2005/jul
2006fjan
20086/jul
2007 fjan
2007 fjul

Figura 7.2 — Logaritmo da Série indices Mensais da Produg&o Industrial Extrativa

Na Figura 7.2 podemos notar que a transformacéo parece ter estabilizado a variancia

da série. Observamos, também, a presenca de duas observacdes que destoam das demais —
setembro de 1991 e maio de 1995 — sugerindo a presenca de observacdes atipicas nesses

periodos.

Autocorrelacao Parcial (FACP) da série transformada.

A Figura 7.3 apresenta a Fungdo de Autocorrelagcdo (FAC) e a Fungédo de

Autocorrelagdo
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Figura 7.3 — FAC e FACP do Logaritmo da Série indices Mensais da Producg&o Industrial Extrativa

A FAC decai vagarosamente para zero, indicando a presenca de tendéncia na série.
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Para avaliar se existem componentes sazonais, vamos verificar o comportamento da
FAC e da FACP da série transformada e diferenciada (tomaremos uma diferenga simples para
tentar eliminar a tendéncia presente na série), apresentadas na Figura 7.4.
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Figura 7.4 — FAC e FACP da Série Diferenciada LN dos indices Mensais da Producéo Industrial Extrativa

A FAC da série diferenciada possui as autocorrelagbes dos lags 1, 12, 24, 36 e 48
significativas, indicando uma possivel componente sazonal de ordem 12.

Na pratica, é esperado que a producdo industrial extrativa exiba um comportamento
sazonal, pois a temperatura e o clima das esta¢cdes do ano exercem influéncia sobre essa série
temporal.

7.2 Aplicacdes dos Testes HEGY

7.2.1 O Teste HEGY Mensal

De posse dos resultados descritivos, vamos realizar os testes HEGY. Inicialmente,
realizaremos o teste HEGY mensal sem considerar que observacdes atipicas ou quebras
estruturais estejam presentes na série.

Construimos as variaveis regressoras expressas em (3.19) e, a partir delas, obtivemos
a matriz de correlagdo da Figura 9. As correlagdes séo inferiores a 0,09, o que era esperado,
uma vez que as variaveis regressoras sao assintoticamente ortogonais, permitindo testar a
existéncia de uma particular raiz unitaria sem que o teste seja comprometido se outras raizes
unitarias estiverem presentes na frequéncia zero ou em frequéncias sazonais.
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YL Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8 Y9 Y10 Yi1 Y12
Y1 | 1,00

Y2 (-0,03 1,00

Y3 |-0,05 -0,01 1,00

Y4 |-0,05 -0,01 0,00 1,00

Y5 |-0,04 0,08 -0,07 -0,04 1,00

Y6 | 0,03 -0,03 -0,08 0,08 -0,04 1,00

Y7 |-0,04 0,05 0,09 0,04 0,07 -0,04 1,00

Y8 |-0,09 0,07 0,05 0,08 0,08 -0,04 0,08 1,00

Y9 |-0,05 0,04 0,00 0,00 0,06 0,03 0,04 0,06 1,00

Y10 | 0,01 0,04 -0,02 0,02 -0,06 0,02 -0,03 -0,02 -0,02 1,00

Y11 (-0,06 0,02 0,05 0,00 0,01 -0,05 -0,04 0,09 0,03 -0,02 1,00

Y12 |(-0,09 0,07 0,08 0,09 0,08 -0,04 0,06 0,09 0,08 -0,02 0,07 1,00

Figura 7.5 — Matriz de Correlag&o de Pearson

Estimamos, por minimos quadrados, a regressao HEGY Mensal dada por:

12 12
Vi3t = Z T Yie—1 T Mot +my + ) mySpe + Yizeo1) + &
k=1 k=2

em que

Ve K=1,2,.., 13 séo as variaveis expressas em (3.19),

myt representa a tendéncia deterministica,

my representa o intercepto do modelo,

Skt K =2, ..., 12 sdo as dummies sazonais que assumem valor 1, quando t corresponde ao
més k e 0, caso contrario e

& ~ RB (0, 6?).

Optamos por incluir as dummies sazonais no modelo porque a perda de poder que
resulta da incluséo dessas variaveis, quando elas nao sao significativas € minima comparada a
perda proveniente da omissao delas, quando sao significativas. A inclusdo da variavel
regressora Y31 fez-se necessaria para tornar ruido branco os residuos do modelo.

A Figura 7.6 apresenta a FAC dos residuos do Modelo HEGY Mensal, indicando que os

residuos sao ruidos branco.
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Figura 7.6 — FAC dos residuos do Modelo HEGY Mensal

Nas Tabelas 7.1 e 7.2, temos os resultados dos testes para raizes unitarias sazonais

em dados mensais.

Tabela 7.1 — Estatisticas t dos testes para raizes unitarias sazonais (HEGY Mensal)

0 T n/f2 nf3 nf3 /6 n/6
ml 2 3 md Lt o ni g 9 ni0 nil mi2
0,141 * 3,33 % -6,00 -0,47 -1,36 -5,12 -3,56 -1,92 3,19 -3,97 -0,08 -4,69

Tabela 7.2 — Estatisticas F dos testes para raizes unitérias sazonais (HEGY Mensal)

nf? m/3 nf3 sn/6 nf6
F3,4 F5,6 F7.8 F9,10 F11,12
18,11* 14,03 * 8,18 ** 12,97 * 11,01 *

(*) Raiz unitéria significativa ao nivel de significancia de 1%.

(**) Raiz unitéria significativa ao nivel de significancia de 2,5%.

A Tabela 7.3 sumariza os resultados do teste HEGY Mensal, utilizando os

correspondentes valores criticos obtidos das Tabelas 3.2 e 3.3.
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Tabela 7.3 — Resultados do teste HEGY Mensal

Raiz Presente | Frequéncia Ciclos por ano
1 0 0*
-1 T 6
+i z 3e9
+i > e
1 21
——(1++3D) — 4e8
2 3
1 T
—(1++30) = 2e10
2 3
1 5n
—— +1i — 5e7
(3D 6
1 T
S (V3i£D) g lell

* Tendéncia estocastica

Por intermédio do teste HEGY Mensal concluimos que a série indices da Produgéo

Industrial Extrativa apresenta raiz unitaria na frequéncia um (tendéncia estocastica) e em todas

as frequéncias sazonais.

7.2.2 O Teste HEGY Mensal / Trimestral

Como vimos no Capitulo 4, o teste HEGY resultante da combina¢éo dos testes HEGY
Mensal e Trimestral torna-se mais poderoso do que o teste mensal. Para ilustrar, realizaremos
o teste Mensal / Trimestral e comparemos o0s seus resultados com os obtidos do teste HEGY

Mensal.

Inicialmente, vamos construir as séries trimestrais X7 (s = 1, 2, 3) por amostragem
sistematica. Por exemplo, a série X} iniciard pela observacdo de janeiro de 1991, contera
informacgdes de janeiro, abril, julho e outubro e finalizard pela observacao de outubro de 2007.

A Figura 7.7 apresenta as trés séries amostradas em um mesmo gréafico e as Figuras
7.8 a 7.10 apresentam as séries separadamente.
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Figura 7.7 — Séries Amostradas Sistematicamente

Na Figura 7.7 podemos notar que a tendéncia crescente se faz presente nas trés séries
amostradas e que cada uma delas apresenta parte da componente sazonal mensal.
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Figura 7.8 — Série X7
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Figura 7.9 — Série X?
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Figura 7.10 — Série X3

» Construcédo das Estatisticas do Teste HEGY Mensal / Trimestral

Como vimos no Capitulo 4, as estatisticas dos testes trimestrais séo definidas por:

e Ty = a estatistica “t” correspondente ao teste da raiz unitaria na frequéncia zero da
série X7,

e F’ = a estatistica “F” correspondente ao teste do par de raizes unitarias complexas
. ~ . T ;. s.
conjugadas nas frequéncias + > da série X3;

e T; = a estatistica “t” correspondente ao teste da raiz unitaria na frequéncia = da série
X3.

A Tabela 7.4 apresenta os resultados do teste HEGY trimestral para cada uma das
séries amostradas.

Tabela 7.4 — Estatisticas do teste HEGY Trimestral

Série Amostrada (s)
Estatistica 1 2 3
Ty -3,52 -3,56 -2,83
Ff 8,94 7,23 13,34
T; -3,53 -3,26 -4,07

A partir dos resultados da Tabela 7.4, calculamos as estatisticas dadas por:
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T§ = max,(IT5 ), T§' = med,(IT5 ), 3" = ming (IT5 ),
Fll =maxs(|FlsD’ Flu zmeds(lFlsl)i Flul zmins(lplsl)l

T} = max,(IT31), T}' = med,(IT5), 7" = ming(IT51),

Fornecendo os resultados:

T = —3,56, T{ = —3,52, T = 2,83,
Fl = 13,34, F/l = 8,94, FT =723,
T) = —4,07, T} = —3,53, T = —3,26.

> O Teste HEGY Mensal / Trimestral

Conforme exposto na Sec¢édo 4.3.3 do Capitulo 4, o teste HEGY Mensal / Trimestral ndo
rejeita a existéncia da raiz unitaria % ao nivel agy, quando para algum a,), tal que 0 < a; <
aou, as seguintes relagdes forem satisfeitas:

Té > VC(S((ZQ) e ty> VCO(aQM - aQ),

[=]

Ff <VCi(ap) e fi <VCi(agy — ap).
T; > VCi(ag) € fo <VCy(agn — ag),
Ff <VCi(ap) e f3<VCi(agn — ap),
T6 > VCi(ag) € fo <VCi(agm — ag),

Ff <VCi(ag) e fs<VCs(agu — ap).

)}

TZL > VCé(aQ) e tg > VC6(“QM — (IQ),

emque,i=I,Ilelll e VC sdo os correspondentes valores criticos.

Para todos os testes, vamos utilizar ag = 2,5% e ay = 2,5%, de tal forma que os niveis
globais dos testes sado dados por ayy = 5%.

Note que fi =F34, f, =Fs6, f3=F78, fa =Fs10 © f5 = Fi112-
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> Os Testes QM —HEGY' (i =1, Il e Il

Tabela 7.5 — Resultados dos testes QM — HEGY' (i = I, Il e Ill)
Condic&o OM - HEGY' | OM —HEGY" | QM — HEGY"

Ff <VCi(ag) e fi <VCilagu — ag)

Ti > VCi(ag) e fo <VCy(agy — ap)

Fl <VCi(ap) e f3 <VCs(agy — ap)
T§ > VCi(ag) e fu <VCy(agy — ap)
Fl <VCi(ag) e fs <VCs(agy — ap)
T; > VCi(ay) e tg>VC(agy — ap)

mm|<|m| M| M
Tm|<|m| M| M
<|7M<|IM| < | M

Os resultados na Tabela 7.5 revelam a presenca das raizes unitarias nas frequéncias

. 2 . . ;. < . .
mensais zero e ?“ Portanto, o teste QM — HEGY' indica que a série indices Mensais da
Producao Industrial Extrativa apresenta tendéncia estocastica além de 4 e 8 ciclos por ano.

Os resultados obtidos utilizando QM — HEGY'! s&o os mesmos obtidos utilizando
QM — HEGY'. Portanto, novamente a série indices Mensais da Produc&o Industrial Extrativa
apresenta tendéncia estocéstica, 4 e 8 ciclos por ano.

O teste QM — HEGY!, por sua vez, além de identificar a presenca das raizes unitarias
nas freqiiéncias 0 e 2?” identificadas pelos testes QM — HEGY' e QM — HEGY", aponta também a
presenca das raizes unitérias nas frequéncias g e 1. Portanto, o teste QM — HEGY™ indica que
a série Indices Mensais da Producéo Industrial Extrativa apresenta tendéncia estocastica, 2, 4
,6, 8 e 10 ciclos por ano.

Vale comentar que as estatisticas TL (F}), Ti! (F1) e T (F/™) se apresentaram muito

diferentes, indicando a presenca de valores atipicos ou quebras estruturais na série que esta
sendo avaliada. Como vimos anteriormente, h4 duas observagfes que destoam das demais e,
na constru¢cdo das séries amostradas X3, elas se dividiram entre a seérie X2 e X2 Isso

certamente impactou em intensidades diferentes nas médias sazonais trimestrais e nos ciclos
dos trés processos amostrados Xz, afetando o desempenho dos testes HEGY.
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7.2.3 O Teste HEGY com Correcao para Outliers

» Procedimento Perron e Rodriguez

7

De posse dos resultados anteriores, é conveniente realizarmos o teste HEGY com
correcdo para outliers. Antes, porém, vamos realizar o procedimento de Perron-Rodriguez
(2003) exposto no Capitulo 5 para detectar outliers.

Como vimos na Figura 7.2, a série indices Mensais de Producéo Extrativa parece conter
observacdes atipicas nos periodos de setembro de 1991 e maio de 1995. Entretanto, quando
realizamos uma diferenga de ordem 12, a observacao referente a maio/1994 também parece

ser atipica, como podemos ver na Figura 7.11.

0.8

2007 /mai
2007 /set

2002/set

2002/mai

aD5

®
EZS
808
I=2=R=]
Saa

0.4

0.6

Figura 7.11 — LN da Série Diferenciada indices Mensais da Produc&o Industrial Extrativa

Para a realizagdo do procedimento de Perron e Rodriguez, utilizamos o software R e
obtivemos os seguintes resultados:

(i) Primeira iterac&do: A primeira iteracdo resultou em P = 9,50 que corresponde ao periodo
de maio de 1995. Note que trata-se justamente de uma das observacbes que se destoavam
das demais na Figura 7.2. Considerando um nivel de significAncia de 5%, comparada com o
valor critico obtido de Tabela 5.3, a estatistica T¥ é significativa e, portanto, maio de 1995 é

considerado um outlier.
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Para que ndo percamos a estrutura de auto-correlacdo dos dados, conforme a sugestdo
de Haldrup, Montanés e Sanso (2004), o proximo passo consiste em substituir a observagéo
referente a maio de 1995 pela observacado do ano anterior, ou seja, maio de 1994.

(i) Segunda iterac&o: A segunda iterag&o resultou em 7% = 4,65 que corresponde ao periodo
de outubro de 2001. Considerando um nivel de significAncia de 5%, comparada com o valor
critico obtido de Tabela 5.3, a estatistica t"® é significativa e, portanto, outubro de 2001
também é considerado um outlier.

De forma analoga ao passo anterior, substituimos a observacdo de outubro de 2001
pela observacao de outubro de 2000.

(i) Terceira iteracdo: A terceira iteracdo resultou em "% = 3,10 que corresponde ao periodo
de outubro de 1997. Considerando um nivel de significAncia de 5%, comparada com o valor
critico obtido de Tabela 5.3, essa estatistica ndo é significativa e, portanto, outubro de 1997
nao é considerado um outlier. Nesse instante, o procedimento de Perron e Rodriguez é
finalizado.

Assim, temos que o procedimento de Perron e Rodriguez resultou em atipicas as
observacdes de maio de 1995 e outubro de 2001.

» O Teste HEGY com Correcéo para Outliers

Conforme exposto na expresséo (5.5), a regressdo HEGY com corregdo para outliers é
dada por:

s—1 s k s+k 2
— J
Agzy = pg + Zﬂj D;, + Bt + zﬂjszjs,t—l + z aAs 7, + z ZYU D(Ty)e—i +u;
=1 =1 j=1 i=0j=1
em que D;; sé@o as variaveis dummies sazonais e D{T,_f}r, j =1, 2 séo as variaveis dummies

capturando os dois outliers que foram encontrados.

A Figura 7.12 apresenta a FAC dos residuos do Modelo HEGY Mensal com correcao

para outliers, indicando que os residuos sdo RB (0, 7).
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Figura 7.12 — FAC dos residuos do Modelo HEGY Mensal com Corre¢éo para Outliers

Nas Tabelas 7.6 e 7.7, temos as estatisticas dos testes com corregdes para outliers

para raizes unitarias sazonais em dados mensais.

Tabela 7.6 — Estatisticas “t” dos testes para raizes unitarias sazonais

0 T nf2 /3 /3 cnf6 nf6
nl mn2 n3 4 Lt 6 7 it mo mnl0 mll mnil2
-1,26 % 3,13 * -4,12 0,24 -1,61 -2,34 -2,87 -1,17 2,75 -3,89 0,01 -3,59

Tabela 7.7 — Estatisticas F dos testes para raizes unitarias sazonais

nf2 mf3 nf3 5nf6 nf6
F3,4 F5,6 F7,8 F9,10 F11,12
9,32% 5,12 494 12,86 * 6,91 **

(*) Raiz unitéria significativa ao nivel de significancia de 1%.

(**) Raiz unitéria significativa ao nivel de significancia de 5%.

A Tabela 7.8 sumariza os resultados do teste HEGY Mensal com correcdes para

outliers.
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Tabela 7.8 — Resultados do teste HEGY Mensal com correcdes para outliers

Raiz Presente | Frequéncia Ciclos por ano
1 0 0*
-1 T 6
+i z 3e9
+i > e
1 5n
—= +i — 5e7
(3D 6
! V3iti z lell
E( 3i+1i0) G e

* Tendéncia estocastica

Portanto, por intermédio do teste HEGY Mensal com correcé@o para outliers concluimos
que a série indices da Produc&o Industrial Extrativa apresenta raiz unitaria na frequéncia um

(tendéncia estocastica) e 1, 3, 5, 6, 7, 9 e 11 ciclos por ano.

E importante comentar que quando incluimos a componente de corre¢do para outliers

A . .2 . . . .
no teste HEGY, as frequéncias sazonais ?" e % deixaram de ser significativas, mostrando a
relevancia de se considerar métodos apropriados para detectar e remover os efeitos causados

por outliers.

7.2.4 O Teste HEGY com Quebras Estruturais

Nessa secdo, vamos ilustrar a aplicacdo do teste LM-HEGY-AO utilizando a série
trimestral amostrada X#.

Inicialmente, 0 modelo expresso em (6.7) é ajustado:
Ay, =7+ ) T,04D(Tp)s, + % t=5,6,..,T
s=1
em que vy, =X2 A,=1-B* B é o operador lag, y é a estimativa do parametro y de

tendéncia linear, D(Tg);, = D, se t > Ty, Dy, sdo dummies sazonais tais que D;, = 1, quando
t se refere ao s-ésimo trimestre e Dg, = 0, caso contrario e %, € o residuo do modelo.
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O préximo passo consiste em se obter as variaveis regressoras da Regressdo LM-
HEGY-AO através do residuo ;. Dessa forma, teremos:

%.=(1+B+B?+B%y,,
%0 = —(1— B+ B* - B%)j,
X3¢ = -(1- Bz)f’t-
Finalmente, a regressdo LM-HEGY-AO é ajustada conforme o modelo expresso em
(6.3).

4 4

Mgy, = ) dgDs; + Z TsD(Tg)se + Ct + Xy -1 + oXp 1 + Azxzp + fgxz g + €.
s=1 s=1

Para efeito de ilustragdo, consideramos que uma quebra estrutural ocorreu na
observacdo maio de 1995 (Tg). A Tabela 7.9 sumariza os resultados.

Tabela 7.9 — Resultados do teste LM-HEGY-AO Trimestral

0 m nf2 w2
ml mn2 mn3 md F3,4
1,23 * 2,64 % -2,23 -4.13 11,12 *

(*) Raiz unitaria significativa ao nivel de significancia de 1%.

Portanto, por intermédio do teste LM-HEGY-AO concluimos que a série trimestral
amostrada X# possui tendéncia estocastica e ciclo semestral e anual.

7.3 Consideragdes Finais

O tema de sazonalidade é amplamente estudado por muitos pesquisadores e muitas
parametrizacfes e abordagens diferentes tem sido utilizadas para explorar a importancia e os
efeitos da sazonalidade em contextos univariados e multivariados.
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Quando uma ou mais séries contem uma raiz unitaria, problemas sérios de inferéncia
estatistica podem aparecer. A variancia de uma série com uma raiz unitaria, por exemplo, é
infinita, a distribuicdo da primeira autocorrelacdo estimada se modifica quando a verdadeira
autocorrelacdo € igual a um e duas séries integradas independentes podem apresentar
correlacdes espurias. Estes problemas néo sédo solucionados quando aplicamos diferenciacdes
para tornar ambas as séries estacionarias e sdo mais frequentes quando raizes unitarias em
freqUéncias sazonais estdo presentes. A utilizacdo de variaveis dummies sazonais ndo €
apropriada, se a sazonalidade presente na série ndo € gerada por um processo integrado.
Modelos de cointegracdo sazonal, como o0s procedimentos HEGY expostos no presente

trabalho, necessitam que as séries que estdo sendo avaliadas sejam sazonalmente integradas.

Vale citar que a aplicacdo de filtros da forma (1-B%) em séries com componentes
sazonais, como proposto por Box e Jenkins (1970), necessita que a série seja integrada na
freqiéncia zero e em todas as frequéncias sazonais. Como as raizes unitarias,
frequentemente, ndo estdo presentes em todas as freqiiéncias sazonais, entdo é muito
importante avaliarmos, a priori, em quais freqiiéncias as raizes unitarias estdo realmente
presentes.

Para essa finalidade, o presente trabalho expds o procedimento HEGY e suas diversas
derivacdes. Esse procedimento permite testar a presenca de raizes unitarias isoladamente em
todas as frequéncias sazonais e na frequéncia zero, isto €, permite testar a existéncia de uma
particular raiz unitaria sem que o teste seja comprometido se outras raizes unitarias estiverem
presentes na frequéncia zero ou em frequéncias sazonais. Essa particularidade é devida ao
Resultado 3.1, a partir do qual um polinbmio autorregressivo pode ser reformulado por
representacdes de polindbmios racionais, conforme exposto no Capitulo 3.

Algumas aplicacdes foram feitas em dados obtidos do Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatisticas (IBGE). Em particular, apresentamos as andlises realizadas na série de indices
Mensais de Producgéo Extrativa. Primeiramente, realizamos o teste HEGY sem considerar que
dados atipicos ou gquebras estruturais estavam presentes nessa série. Esse teste resultou na

. ~ . A T 2t mw T«
confirmacdo da presenca das raizes correspondentes as frequéncias 0, r, E ? , E e E
concluindo, portanto, que a série indices Mensais da Produc&o Industrial Extrativa apresenta

tendéncia estocastica e 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10 e 11 ciclos por ano.

Em seguida, realizamos os procedimentos HEGY resultantes da combinagéo dos testes
HEGY Mensal e Trimestral. Para tal, primeiramente, construimos as séries trimestrais X7 (s=1,

2, 3) por amostragem sistematica. Notamos que a tendéncia existente na série completa
mensal se faz presente nas trés séries amostradas, porém, cada uma delas apresenta parte da
componente sazonal mensal.

Os testes QM - HEGY' resultaram na presenca das raizes unitarias nas frequéncias
mensais zero e '3—“ 0 que também se verificou através dos testes QM - HEGY". Portanto, ambos

indicaram que a série indices Mensais da Producdo Industrial Extrativa apresenta tendéncia
estocéastica e 4 e 8 ciclos por ano. O teste QM - HEGY" , por sua vez, além de identificar a
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presenca das raizes unitarias nas freqiiéncias 0 e ?ﬂ , apontou também a presenca das raizes
e s ~ . T . . , . e .
unitdrias nas frequéncias 7 e m. Portanto, o teste QM - HEGY" indica que a série Indices

Mensais da Producdo Industrial Extrativa apresenta tendéncia estocastica e 2, 4, 6, 8 e 10
ciclos por ano. E importante citar que as estatisticas Ty (F;), To! (F1) e To' (F1™) resultantes dos

testes QM - HEGY', QM - HEGY" e QM - HEGY" se apresentam muito diferentes, indicando a
presenca de valores atipicos ou quebras estruturais na série que esta sendo avaliada.

O teste HEGY com correcdo para outliers resultou na presenca de tendéncia
estocastica e 1, 3, 5, 6, 7, 9 e 11 ciclos por ano, diferindo do teste HEGY sem corregéo para
outliers, que apresentou periodicidades significativas em todas as freqléncias sazonais. A
presenca de outliers se ndo for considerada pode levar a resultados imprecisos sendo,
portanto, muito importante considerar métodos apropriados para detectar e remover os efeitos
causados por outliers.

Por fim, realizamos o teste HEGY com quebras estruturais (LM-HEGY-AQ) utilizando a
série trimestral X? para ilustrar. Os resultados obtidos mostraram que essa série contém
tendéncia estocastica e ciclos semestral e anual.
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Apéndice

Cdédigos nalinguagem R para aplicagcdo dos testes HEGY

Todos os testes HEGY apresentados no Capitulo 7 foram executados utilizando o
software R. A seguir, todos os cddigos desenvolvidos para a realizacdo dos testes seréo
apresentados.

Inicialmente, fizemos a leitura das séries temporais utilizadas. Para importar dados em
formato txt e transforma-los em série temporal, fazemos:

y1 =scan (file = "diretorio/y1.txt")

y1l =ts (y1, frequency = 12, start = ¢(10991, 1))

> Teste HEGY Mensal

O teste HEGY mensal consistiu no ajuste da regressdo HEGY dada por:

12 12
Viar = Z My V-1 T Mgl +1my + Z My Spee + Yig(e—1y + &¢
=1 k=

em que

Ve, k=1, 2, ..., 13 sdo as variaveis expressas em (3.19),

myt representa a tendéncia deterministica,

my representa o intercepto do modelo,

Sp: k=2, ..., 12 sdo as dummies sazonais que assumem valor 1, quando t corresponde ao

més k e 0, caso contrario e
£:. ~RB (0, g2).

model <-Im (y13~yl+y2+y3+y4+y5+y6+y7 +y8+y9+yl0+yll+yl2+ mgt+lag_1 yl3+s2+s3+
S4+s5+s6+s7+s8+s9+s10+sl1l+s12)

104



Vale citar que lag_1 y13 é a série Yiz;:-1; incluida na Regressdo HEGY para tornar os

residuos Ruido Branco.

Para avaliar se 0 modelo estd bem ajustado aos dados, verificamos se a funcdo de
autocorrelacéo dos residuos se comporta como um Ruido Branco.

res <- residuals (model)

func_fac <- acf (res)

func_fac$acf[1] <- NA # Atribuindo “NA” ao primeiro valor de acf para excluir o lag zero
plot(func_fac)

> Teste HEGY Mensal / Trimestral

A contrugdo do teste HEGY Mensal / Trimestral se deu de forma similar a construgéo do
teste mensal, guardadas as devidas diferencas resultantes das estatisticas de ambos os testes.

Os testes HEGY trimestrais consistiram nos ajustes de regressdes HEGY dadas por:

12

Var =MV p—1 T WaVae—1 + T3¥ae—a T TaVaeq tmMpl+my + Z MySpe + 8¢
k=

em que

ver, k=1, 2,3, 4sao as variaveis expressas em (3.7),

myt representa a tendéncia deterministica,

my representa o intercepto do modelo,

S, k=2, 3, 4 sdo as dummies sazonais que assumem valor 1, quando t corresponde ao més k

e 0, caso contrario e
£ ~RB (0, g2).

model <-Im (y4 ~yl+y2+y3+y3_ 1+ myt+ S2+s3+54)
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» Procedimento para ldentificac&do de Outliers (Perron e Rodriguez)

Para encontrar os outliers das séries avaliadas, utilizamos o procedimento proposto por
Perron e Rodriguez e desenvolvido no aplicativo R através do codigo a seguir:

orig_In =scan (file = "diretorio/orig_In.txt")

orig_In =ts (orig_In, frequency = 12, start = ¢(1991, 1))
dif_orig_In <- diff (orig_In, lag = 12)

teta <- rep (0, 192)

estatisticas_t <- rep(0,192)

dummy <-rep (0,192)

k <-rep (0,167)

vetor <-rep (0,167)

i<-1

while (i < 181)

{
for (min 1:192)

{
dummy[m] <- 0
}
dummyli] <- -1
dummyl[i+12] <- 1

for (j in 1:192)

{ if (dummy[j] != 1| dummyfj] !=-1)
dummy(j] <-0
else
dummy[j] = dummy(j]

}

model <- Im (dif_orig_In ~dummy)
res <- residuals(model)

if (i <= 12)
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teta[i] <- -res[i+12]

elseif (i>12 & i <=180)
tetal[i] <- 0.5*(res[i]-res[i+12])
else

teta[i] <- res]i]

r_zero <- sum(res*res) /192

for (c in 25:192)

{
for (k in 1:167)
{
vetor[k] <- res[c]*res[c-12]
}
}

r_doze <- sum (vetor) / 192

if (i <=12)
estatisticas_t[i] <- teta[i] / sqrt(r_zero)

elseif (i>12 & i <= 180)
estatisticas_t[i] <- sqrt(2)*teta[i]/sqrt(r_zero-r_doze)

else
estatisticas_t[i] <- teta[i]/sqrt[r_zero]

i <-i+l
}

tal <- max(abs(estatisticas_t))

» Teste HEGY com Corregao para Outliers

A contrugdo do teste HEGY Mensal / Trimestral se deu de forma similar a construgéo do
teste mensal, porém, na Regressdo HEGY foram acrescentadas as dummies regressoras
referentes aos outliers identificados através do procedimento de Perron e Rodriguez.

O teste HEGY mensal com correcdo para outliers consistiu no ajuste da regressao
HEGY dada por:

=1 = k stk g
;
Az, =p.+ Z.u.jﬂjr + [t + Zﬂjzjr_l + Z oAz + ZZ]Q}-D(TDL_E +u,
=1 j=1 j=1 i=0j=1
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em que

z, )= 1,2, ..., s sdo as séries z. filtradas,

=

zi =(zf,,z3,,....,23)" e w =(mi,m3, ..., M) sdo os pardmetros do modelo,

D;. sdo as variaveis dummies sazonais e D(T[';}r, j =1, ..., g sdo as variaveis dummies
capturando os q outliers que foram encontrados e excluindo os lags insignificantes de A.z;, a
fim de aumentar o poder,

Bt representa a tendéncia deterministica,
L representa o intercepto do modelo e

u, ~RB (0, a2).

model <-Im (y13 ~yl1+y2+y3+y4+y5+y6+y7+y8+y9+ylO+yll+yl2+ fft +s2+s3+s4+s5+s6+
s7 + s8 +s9 +s10 + s11 + s12 + DO,1 + D1,1 + D2,1 + D3,1 + D4,1 + D5,1 + D6,1 + D7,1 + D8,1 + D9,1 +
D10,1+D11,1 + D12,1 + D13,1 + DO,2 + D1,2 + D2,2 + D3,2 + D4,2 + D5,2 + D6,2 + D7,2 + D8,2 + D9,2 +
D10,2+D11,2 + D12,2 + D13,2)

» Teste HEGY com Quebras Estruturais

Inicialmente, ajustamos o0 modelo dado por:

fSA4D(TB)S,t + ft t = 5, 6, ,T

4
Ay, =7y +

s=1

7 7

em que vy, =X A,=1-B* B é o operador lag,  é a estimativa do parametro y de
tendéncia linear, D(Tg);, = D, Se t > Ty, Dy, sdo dummies sazonais tais que D;, = 1, quando
t se refere ao s-ésimo trimestre e Dy, = 0, caso contrario e ¥, € o residuo do modelo.

model <-Im (y ~d1)

Na sequéncia, obtivemos as varidveis regressoras da Regressao LM-HEGY-AO através
do residuo %;:

%= (1+B+B?+B%y,,
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%, = —(1— B+ B* - B%j,,

J?3,t = _(1 - Bz)f’t-

res <- residuals(model)

Finalmente, ajustamos a regressdo LM-HEGY-AO conforme o modelo a seguir:

4 4
Ayy, = dsDs, + z TsD(Tp)se + Ct + fyx1 1 + pXppq +fizxs3p +Agx3 9 + €

s=1 s=1

em que vy, =X% A,=1-B* B é o operador lag, ¢t é a estimativa da tendéncia linear,
D(Tg)s: = D, s t>Tp, D, séo dummies sazonais tais que Ds, = 1, quando t se refere ao s-
ésimo trimestre e D, = 0, caso contrario e x;, x, € x3 sd0 as variaveis da Regresséo LM-
HEGY-AO.

model <-Im (y ~yl+y2 +y3+y4 +dl+ fft +s2 +s3 +s4)
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