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Resumo

Dados positivos multivariados aparecem com frequência em diversas áreas de es-
tudo. A transformação de Box-Cox multivariada é uma metodologia habitualmente
utilizada para modelar esse tipo de dados. Essa abordagem apresenta algumas des-
vantagens, como por exemplo a falta de interpretação dos parâmetros em termos de
características do vetor de variáveis originais. Neste trabalho estudamos a classe de
distribuições Box-Cox elípticas, que é uma alternativa para a modelagem de dados
positivos multivariados através da transformação de Box-Cox multivariada. Defini-
mos essa classe através de uma extensão da transformação de Box-Cox multivariada,
e envolvendo uma nova classe de distribuições que denominamos de classe de distri-
buições elípticas truncadas, que também estudamos neste trabalho. A classe de dis-
tribuições Box-Cox elípticas tem como casos particulares as classes de distribuições
log-elípticas e Box-Cox simétricas. Os parâmetros que conformam esta nova classe são
interpretáveis em termos de características do vetor de variáveis originais, o que per-
mite modelar dados positivos multivariados, marginalmente assimétricos e com pre-
sença de observações discrepantes. Além disso, alguns parâmetros estão relacionados
a quantis das distribuições marginais, tornando esta classe atrativa para modelagem de
regressão. Para abordar o problema de estimação dos parâmetros propomos o método
de máxima verossimilhança. Estudamos aspectos teóricos e computacionais associa-
dos a essa metodologia, cuja adequação é verificada por meio de estudos de simulação.
Posteriormente, desenvolvemos modelos de regressão lineares Box-Cox elípticos, que
têm como casos particulares os modelos de regressão lineares log-elípticos e Box-Cox
simétricos, que, por sua vez, também constituem uma nova contribuição à literatura
estatística. Descrevemos o método de máxima verossimilhança aplicado a estes mode-
los e propomos métodos de diagnóstico para avaliar ajustes dos modelos de regressão
lineares log-normal e log-t multivariados. Apresentamos aplicações das distribuições
Box-Cox elípticas e dos modelos de regressão lineares Box-Cox elípticos a dados reais.
Palavras chave: distribuições Box-Cox simétricas; distribuições elípticas; distribui-
ção truncada; modelos de regressão lineares multivariados; transformação de Box-
Cox.
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Abstract

Positive multivariate data are often encountered in several study areas. The mul-
tivariate Box-Cox transformation is a methodology usually employed to model this
type of data. This approach has some drawbacks, one of them being the lack of inter-
pretation of the parameters in terms of the vector of the original variables. In this work
we study the Box-Cox elliptical class of distributions, which is an alternative strategy
for modeling multivariate positive data through the multivariate Box-Cox transforma-
tion. We define this class of models through an extension of the multivariate Box-Cox
transformation, involving a new class of distributions called truncated elliptical class
of distributions, which we also study in this work. The Box-Cox elliptical class of dis-
tributions has as particular cases the log-elliptical and Box-Cox symmetric classes of
distributions. The parameters that index this new class of distributions are interpre-
table in terms of characteristics of the vector of the original variables, which allows
the modeling of multivariate positive data, marginally asymmetric in the presence of
outliers. Furthermore, some parameters are related to quantiles of the marginal distri-
butions, making this class attractive for regression modeling. To tackle the parameter
estimation problem we propose the maximum likelihood method. We study theore-
tical and computational aspects associated with this methodology, whose adequacy
is verified through simulation studies. Subsequently, we define a new class of regres-
sion models, the Box-Cox elliptical linear regression models, which have as particular
cases the log-elliptical and Box-Cox symmetric linear regression models, that are not
yet available in the literature. We describe the maximum likelihood method applied
to these models and propose diagnostic methods to evaluate the goodness of fit in the
multivariate log-normal and log-t linear regression models. We present applications of
the Box-Cox elliptical distributions and Box-Cox elliptical linear regression models to
real data.
Keywords: Box–Cox symmetric distributions; Box-Cox transformation; elliptical dis-
tributions; multivariate linear regression models; truncated distribution.
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Glossário de notações e abreviaturas

Rp : Espaço Euclideano p-dimensional.

a : Vetor coluna com elementos a1, . . . , ap; a = (a1, . . . , ap)
′.

1 : Vetor coluna de uns; 1 = (1, . . . , 1)′.

Rp
+ : Hiperoctante positivo; Rp

+ =
{
a ∈ Rp : ak > 0, k = 1, . . . , p

}
.

a−k : Subvetor obtido tirando o k-ésimo componente do vetor a.

A(p× q) : Matriz com p linhas e q colunas.

A = (ajk) : Matriz com elementos ajk.

A′ : Transposta da matrizA.

A−1 : Inversa da matriz não-singularA.

Ip : Matriz identidade de dimensão p× p.

Da : Matriz diagonal conformada com os componentes de a na dia-
gonal principal;Da = diag{a1, . . . , ap}.

det(A) : Determinante da matrizA.

A > 0 : MatrizA definida positiva.

A ≥ 0 : MatrizA semidefinida positiva.
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Ak,−k : Subvetor linha obtido tirando o k-ésimo componente da k-ésima
linha da matrizA.

A−k,k : Subvetor coluna obtido tirando o k-ésimo componente da k-
ésima coluna da matrizA.

A−k,−k : Submatriz obtida ao excluir a k-ésima linha e a k-ésima coluna
deA.

O(p) : Grupo ortogonal; O(p) =
{
H(p× p) : HH ′ = H ′H = Ip

}
.

T : A→ B : Transformação de domínio A e contradomínio B.

T (A) : Imagem direta do conjunto A sob a transformação T .

T ◦ U : Transformação composta de T e U .

J(x→ y) : Jacobiano da transformação y = T (x).

∫
B
f(x) dx : Integral de f(x) sobre o conjunto B ⊆ Rp, em que dx =

∏p
i=1 dxi.

i : Unidade imaginária; i =
√
−1

Re(z) : Parte real do número complexo z.

|z| : Módulo do número complexo z.

arg(z) : Argumento do número complexo z.

Γ : Função gama.

γ : Função gama incompleta.

Kq : Função de Bessel modificada de terceiro tipo.

P(X ∈ A) : Probabilidade de que os valores do vetor aleatório X pertençam
ao conjunto A.
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E(X) : Valor esperado do vetor aleatórioX .

Var(X) : Matriz de covariância do vetor aleatórioX .

Cov(X,Y ) : Matriz de covariância dos vetores aleatóriosX e Y .

Corr(X,Y ) : Matriz de correlação dos vetores aleatóriosX e Y .

∼ : Distribuído como.

U : Distribuição uniforme.

IG : Distribuição gama inversa.

χ2
ν : Distribuição qui-quadrado.

Fν1,ν2 : Distribuição F .

BCS : Distribuição Box-Cox simétrica.

LS : Distribuição log-simétrica.

Sp : Distribuição esférica.

E`p : Distribuição elíptica.

Np : Distribuição normal multivariada.

tp : Distribuição t multivariada.

SNp : Distribuição skew-normal multivariada.

Stp : Distribuição skew-t multivariada.

TSp : Distribuição esférica truncada.

TE`p : Distribuição elíptica truncada.

TNp : Distribuição normal multivariada truncada.
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Ttp : Distribuição t multivariada truncada.

BCE`p : Distribuição Box-Cox elíptica.

BCNp : Distribuição Box-Cox normal multivariada.

BCtp : Distribuição Box-Cox t multivariada.

LE`p : Distribuição log-elíptica.

LNp : Distribuição log-normal multivariada.

Ltp : Distribuição log-t multivariada.

f.d.p : função densidade de probabilidade.

f.d.a : função de distribuição acumulada.

f.g.d : função geradora de densidades.

f.g.m : função geradora de momentos.

f.c : função característica.



Capítulo 1

Introdução

1.1 Formulação do problema

Dados positivos multivariados aparecem com frequência em diversas áreas de es-
tudo. Consumos de nutrientes e medições antropométricas são exemplos desse tipo
de dados que profissionais de saúde precisam modelar para avaliar diferentes caracte-
rísticas médicas (ver, por exemplo, Tooze et al. [1] e Pimentel et al. [2]). A distribuição
normal multivariada é utilizada habitualmente para modelar dados multivariados, po-
rém os modelos baseados nesta distribuição pressupõem simetria e apresentam proble-
mas na presença de observações discrepantes, o que pode levar a conclusões erradas.
Distribuições como a t multivariada, que tem caudas mais pesadas em relação à distri-
buição normal multivariada, são uma alternativa para modelar dados com presença de
observações discrepantes (Lange et al. [3]), porém mantém o pressuposto de simetria.

Uma metodologia utilizada para reduzir a falta de normalidade em dados positi-
vos multivariados é dada através da transformação de Box-Cox em cada componente
do vetor de observações. Esta abordagem assume que o vetor de observações trans-
formadas tem distribuição normal multivariada (elíptica), porém essa suposição apre-
senta uma desvantagem teórica, já que o domínio do vetor de variáveis transformadas
não é necessariamente Rp. Além disso, uma outra desvantagem deste modelo é que
os parâmetros não são interpretáveis em termos de características do vetor de variá-
veis originais. No caso univariado, estes problemas são tratados por Ferrari e Fumes
[4], que propuseram a classe de distribuições Box-Cox simétricas, que fornece distri-
buições úteis para modelar dados positivos, assimétricos e com presença de observa-
ções discrepantes. Esta classe tem como casos particulares a classe de distribuições
log-simétricas (Vanegas e Paula [5]) e as distribuições Box-Cox Cole Green (Box-Cox
normal, Cole e Green [6]), Box-Cox exponencial potência (Rigby e Stasinopoulos [7]) e
Box-Cox t (Rigby e Stasinopoulos [8]). Essas autoras apresentam aplicações das distri-
buições Box-Cox simétricas por meio de ajustes ao consumo de micro e macronutrien-
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10 Capítulo 1. Introdução 1.2

tes, mostrando que essas distribuições apresentam melhor ajuste que outros modelos
existentes na literatura. Caso o interesse seja analisar o consumo de vários nutrientes
conjuntamente, as distribuições Box-Cox simétricas não são apropriadas, a menos que
se suponha independência entre os consumos de nutrientes. Esta abordagem não é
adequada uma vez que é comum a existência de associação entre os consumos de nu-
trientes. Desta maneira, é interessante considerar o problema de construir distribuições
multivariadas que marginalmente tenham características similares a variáveis aleató-
rias com distribuições Box-Cox simétricas e que, além disso, a associação entre essas
variáveis seja levada em consideração.

Neste trabalho abordamos o problema descrito acima construindo uma classe de
distribuições que denominaremos de classe de distribuições Box-Cox elípticas. Essa
construção é feita através de uma extensão da transformação de Box-Cox, e envol-
vendo uma nova classe de distribuições que chamaremos de classe de distribuições
elípticas truncadas. A classe de distribuições Box-Cox elípticas tem como casos parti-
culares as classes de distribuições log-elípticas (Fang et al. [9, Seção 2.8.1]) e Box-Cox
simétricas. As desvantagens da abordagem clássica da transformação de Box-Cox mul-
tivariada são tratadas através das distribuições Box-Cox elípticas, sendo que o vetor de
variáveis transformadas tem distribuição elíptica truncada com suporte num subcon-
junto adequado de Rp. Também, alguns parâmetros que determinam as distribuições
Box-Cox elípticas são interpretados como características das distribuições marginais
do vetor de variáveis de interesse e outros parâmetros induzem associação entre es-
sas distribuições. Essa interpretação dos parâmetros como características do vetor de
variáveis originais permite modelar dados positivos multivariados, marginalmente as-
simétricos e com presença de observações discrepantes. Além disso, alguns parâmetros
da classe de distribuições Box-Cox elípticas estão relacionados a quantis das distribui-
ções marginais, tornando esta classe atrativa para modelagem de regressão.

1.2 Objetivos e estrutura da tese

O principal objetivo deste trabalho é definir, estudar e mostrar aplicações da classe
de distribuições Box-Cox elípticas, que é uma alternativa para a modelagem de da-
dos positivos multivariados através da transformação de Box-Cox multivariada. Para
alcançar esse objetivo é essencial definir e estudar, previamente, a classe de distribui-
ções elípticas truncadas. Neste trabalho também pretendemos definir e estudar alguns
aspectos dos modelos de regressão lineares Box-Cox elípticos.

Este trabalho está organizado em cinco capítulos. No Capítulo 2 apresentamos uma
abordagem teórica da classe das distribuições elípticas truncadas, necessária para de-
finir e estudar a classe de distribuições Box-Cox elípticas apresentada no Capítulo 3.
Também propomos um algoritmo para gerar amostras aleatórias de um vetor aleatório
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com distribuição elíptica truncada sobre retângulos em Rp, que é útil para gerar amos-
tras aleatórias de um vetor aleatório com distribuição Box-Cox elíptica. No Capítulo
3 definimos a classe de distribuições Box-Cox elípticas, estudamos suas propriedades
e a interpretação dos parâmetros que determinam essa classe. Também, apresentamos
aspectos teóricos e computacionais associados ao método de máxima verossimilhança,
que propomos para abordar o problema de estimação dos parâmetros. Entre os aspec-
tos computacionais desenvolvemos estudos de simulação para verificar a adequação
da metodologia de estimação proposta. Finalizamos este capítulo mostrando aplica-
ções das distribuições Box-Cox elípticas a dados nutricionais e antropométricos. No
Capítulo 4 definimos os modelos de regressão lineares Box-Cox elípticos, estudamos
alguns aspectos teóricos e descrevemos o método de máxima verossimilhança aplicado
a estes modelos. Propomos métodos de diagnóstico para avaliar ajustes dos modelos
de regressão lineares log-normal e log-t multivariados. Finalizamos este capítulo mos-
trando aplicações dos modelos de regressão lineares Box-Cox elípticos a dados nutrici-
onais e antropométricos. No Capítulo 5 apresentamos conclusões e propostas de estu-
dos futuros derivados deste trabalho. Finalmente, incluímos dois apêndices, no Apên-
dice A apresentamos as provas dos teoremas e corolários estabelecidos neste trabalho.
No Apêndice B disponibilizamos a programação em R relacionada a alguns cálculos
computacionais das famílias de distribuições Box-Cox normal e Box-Cox t multivaria-
das.

1.3 Suporte computacional

Os cálculos e gráficos deste trabalho foram feitos na linguagem de programação R

[10], versão 3.3.3, disponível em http://www.R-project.org/ . Para os estudos de simu-
lação desenvolvidos na Seção 3.6 utilizamos o servidor BrucutuIV, administrado
pelo Instituto de Matemática e Estatística da Universidade de São Paulo. A escrita
desta tese foi feita por meio do sistema tipográfico LATEX; detalhes podem ser encontra-
dos em http://www.latex-project.org/ . Os programas computacionais foram executados
sob o sistema operacional Ubuntu, versão 16.04; detalhes podem ser encontrados em
http://www.ubuntu.com/ .

http://www.R-project.org/
http://www.latex-project.org/
http://www.ubuntu.com/
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Capítulo 2

A classe de distribuições
elípticas truncadas

2.1 Introdução

Na estatística teórica e aplicada a distribuição normal multivariada é de grande
importância devido a suas boas propriedades, em particular na análise multivariada
e suas aplicações, incluindo modelos de regressão. Uma generalização da família de
distribuições normais multivariadas é a classe de distribuições elípticas, proposta por
Kelker [11]. Vários trabalhos sobre esta classe de distribuições têm sido desenvolvidos
por diferentes autores nas últimas décadas. Fang et al. [9] apresentam um estudo unifi-
cado desses trabalhos. Além da família de distribuições normais multivariadas, outros
membros na classe de distribuições elípticas são, por exemplo, as famílias de distribui-
ções t, exponencial potência, slash, Bessel, logística, entre outras. Muitas propriedades
satisfeitas pela distribuição normal multivariada também são satisfeitas pelas distri-
buições elípticas. Nos últimos anos, esta classe de distribuições tem sido de grande
importância na análise multivariada e suas aplicações, ampliando as possibilidades
na modelagem estatística sem ser limitada apenas à distribuição normal multivariada
como ocorre tipicamente.

Neste capítulo definimos e estudamos uma nova classe de distribuições multiva-
riadas que denominaremos de classe de distribuições elípticas truncadas. Esta classe
será necessária para definir e estudar a classe de distribuições Box-Cox elípticas apre-
sentada no Capítulo 3. A classe de distribuições elípticas truncadas generaliza a classe
das distribuições elípticas através do truncamento num subconjunto de seu domínio,
de modo que, quando este subconjunto seja o domínio completo, a distribuição elíp-
tica será um caso particular. Esta classe tem como membros as distribuições normal e t
multivariadas truncadas, as quais aparecem na literatura, mas estudos sobre estas dis-
tribuições raramente são discutidos. Birnbaum e Meyer [12] encontraram os momen-

13
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tos centrais da distribuição normal padrão multivariada truncada inferiormente. Em
uma série de artigos Tallis [13, 14, 15] obteve a função geradora de momentos (f.g.m)
da distribuição normal truncada multivariada e apresenta algumas aplicações. Nesses
artigos o autor considera truncamento inferior, elíptico, radial e através de planos. Re-
centemente, Horrace [16] estudou várias propriedades da distribuição normal multiva-
riada truncada unilateralmente, mostrando resultados em relação a transformações li-
neares, distribuições marginais e condicionais, e independência. Manjunath e Wilhelm
[17] tratam o problema de computar os primeiro e segundo momentos da distribuição
normal multivariada considerando truncamento duplo, que tem como casos particula-
res os truncamentos inferiores e superiores, estendendo algumas das abordagens tra-
tadas por Tallis [13, 14, 15]; estes autores também apresentam algoritmos para calcular
os dois primeiros momentos e probabilidades das distribuições marginais bivariadas.
Em relação à distribuição t multivariada truncada, Ho et. al [18] apresentaram fórmu-
las para calcular os dois primeiros momentos considerando truncamento duplo. Estes
autores derivaram esses momentos com base numa representação estocástica de mis-
turas de escala de distribuições normais multivariadas. Também desenvolveram um
algoritmo eficiente baseado no método de slice sampling para gerar amostras aleatórias
da distribuição t multivariada truncada. Geweke [19] propõe um algoritmo eficiente
baseado no amostrador de Gibbs para a geração de amostras das distribuições normal
e t multivariadas truncadas sob restrições lineares. Wilhelm e Manjunath [20] desen-
volveram o pacote tmvtnorm do software livre R [10] em que consideram vários aspectos
de cálculo computacional em relação às distribuições normal e t multivariadas trunca-
das, entre os quais estão a geração de vetores aleatórios usando amostragem de Gibbs
e slice sampling, cálculo de probabilidades, entre outros. Várias funções deste pacote
estão baseadas no pacote mvtnorm (Genz et al. [21]) do software R, onde são implemen-
tados vários algoritmos propostos por Genz e Bretz [22] para o cálculo computacional
relacionado com as distribuições normal e t multivariadas.

2.2 A classe de distribuições elípticas

Nesta seção apresentamos alguns conceitos básicos sobre as distribuições elípticas
que serão necessários para definir e estudar a classe de distribuições elípticas trunca-
das.

Denotamos por O(p) ao grupo ortogonal de matrizes de dimensão p× p com entra-
das em R, isto é,

O(p) =
{
H(p× p) : HH ′ = H ′H = Ip

}
.

Definição 2.2.1. Um vetor aleatório S ∈ Rp tem distribuição esférica, com suporte em Rp, se
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para cada matrizH ∈ O(p) a função característica (f.c) de S satisfaz

φS(t) = φS(Ht), t ∈ Rp. (2.1)

A relação (2.1) implica que a f.c de S é da forma

φS(t) = φ(t′t), t ∈ Rp,

para alguma função φ tal que φ(u) ∈ R, para todo u ≥ 0. Se S tem função densidade
de probabilidade (f.d.p) com respeito à medida de Lebesgue, então esta é da forma

fS(s) = g(s′s), s ∈ Rp,

para alguma função g tal que g(u) ≥ 0, para todo u ≥ 0, e
∫∞
0
tp−1g(t2) dt < ∞; e

escrevemos S ∼ Sp(g).
Uma generalização das distribuições esféricas é dada através das distribuições elíp-

ticas, apresentadas na Definição 2.2.2. Se A(p× p) é uma matriz simétrica, as notações
A ≥ 0 e A > 0 indicam que A é definida não-negativa e definida positiva, respectiva-
mente.

Definição 2.2.2. O vetor aleatórioX ∈ Rp tem distribuição elíptica com suporte em Rp, vetor
de locação µ ∈ Rp e matriz de dispersão Σ(p× p) ≥ 0, se a f.c deX é da forma

φX(t) = exp(it′µ)φ(t′Σt), (2.2)

para alguma função φ tal que φ(u) ∈ R, para todo u ≥ 0.

A distribuição elíptica pode ser construída a partir da distribuição esférica conside-
rando S ∈ Rq com distribuição esférica e f.c φ(s′s), s ∈ Rq, e definindoX ∈ Rp através
da transformação

X = µ+A′S,

em que µ ∈ Rp e A(q × p) é tal queA′A = Σ com posto r(Σ) = q. Com isso é possível
mostrar que a f.c deX tem a forma (2.2). Se a distribuição deX tem f.d.p com respeito
à medida de Lebesgue em Rp, então Σ > 0 e a f.d.p é da forma

fX(x) = det(Σ)−1/2g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)
, x ∈ Rp, (2.3)

para alguma função g tal que g(u) ≥ 0, para todo u ≥ 0, e
∫∞
0
tp−1g(t2) dt < ∞. Neste

caso escrevemos X ∼ E`p(µ,Σ; g). Note que a f.d.p (2.3) pode ser obtida usando a
transformação

X = µ+ Σ1/2S, (2.4)
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onde S ∼ Sp(g). A função g denomina-se função geradora de densidades (f.g.d) e cada
membro da classe de distribuições elípticas é determinado pela forma dessa função. A
seguir, estão listados alguns membros pertencentes à classe de distribuições elípticas
segundo a forma da f.g.d g.

1. Distribuição normal multivariada (Gupta et al. [23]):

g(u) = (2π)−p/2 exp
(
−u

2

)
. (2.5)

2. Distribuição de Kotz multivariada (Gupta et al. [23]):

g(u) =
sr(2q+p−2)/2sΓ(p/2)

πp/2Γ
(
(2q + p− 2)/2s

)uq−1 exp
(
−rus

)
, (2.6)

em que r > 0, s > 0, 2q + p > 2 e Γ(z) é a função gama definida como

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1 exp(−t) dt, Re(z) > 0.

3. Distribuição de Cauchy multivariada (Gupta et al. [23]):

g(u) = Γ
(p+ 1

2

)
[π(1 + u)]−

p+1
2 . (2.7)

4. Distribuição t multivariada (Gupta et al. [23]):

g(u) =
Γ
(
(τ + p)/2

)
(τπ)p/2Γ(τ/2)

(
1 +

u

τ

)− τ+p
2
, (2.8)

em que τ > 0.

5. Distribuição exponencial potência multivariada (Gómez et al. [24]):

g(u) =
pΓ(p/2)

πp/221+p/(2β)Γ
(
1 + p/(2β)

) exp
(
−1

2
uβ
)
, (2.9)

em que β > 0.

6. Distribuição de Pearson tipo II multivariada (Gupta et al. [23]):

g(u) =
Γ(p/2 + q + 1)

πp/2Γ(q + 1)
(1− u)q, 0 ≤ u ≤ 1,

em que q > −1.
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7. Distribuição de Pearson tipo VII multivariada (Gupta et al. [23]):

g(u) =
Γ(α)

(νπ)p/2Γ(α− p/2)

(
1 +

u

ν

)−α
, (2.10)

em que ν > 0 e α > p/2.

8. Distribuição logística multivariada (Gupta et al. [23]):

g(u) =

{
πp/2

Γ(p/2)

∫ ∞
0

tp/2−1 exp(−t)
[1 + exp(−t)]2

dt

}
exp(−u)

[1 + exp(−u)]2
.

9. Distribuição de Bessel multivariada (Gupta et al. [23]):

g(u) = [2p+q−1πp/2rp+qΓ(p/2 + q)]−1uq/2Kq

(√
u

r

)
,

em que r > 0, q > −p/2 e Kq(z) é a função de Bessel modificada de terceiro tipo
dada por

Kq(z) =
π[I−q(z)− Iq(z)]

2 sin(qπ)
, | arg(z)| < π,

sendo

Iq(z) =
∞∑
k=0

1

k!Γ(q + k + 1)

(z
2

)q+2k

, |z| <∞, | arg(z)| < π.

10. Distribuição slash multivariada (Wang e Genton [25]):

g(u) =


q2q/2−1

πp/2
u−(p+q)/2γ

(p+ q

2
,
u

2

)
, u > 0,

q

(2π)p/2(p+ q)
, u = 0,

em que q > 0 e γ é a função gama incompleta dada por

γ(a, z) =

∫ z

0

ta−1 exp(−t) dt, Re(a) > 0, Re(z) > 0.

11. Distribuições de mistura de escala normais (Gupta et al. [23]):

g(u) = (2π)−p/2
∫ ∞
0

t−p/2 exp
(
− u

2t

)
dG(t), (2.11)

sendo G uma função de distribuição acumulada (f.d.a) definida em (0,∞).

SejaX ∼ E`p(µ,Σ; g). Se a f.g.d g tem a forma (2.5) dizemos queX tem distribuição
normal multivariada com parâmetros µ ∈ Rp e Σ(p × p) > 0, e escrevemos X ∼
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Np(µ,Σ). Se a f.g.d g tem a forma (2.8) dizemos queX tem distribuição t multivariada
com parâmetros µ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 e τ > 0 graus de liberdade, e escrevemos
X ∼ tp(µ,Σ; τ).

Uma variável aleatória U tem distribuição uniforme no intervalo (a, b), denotada
por U ∼ U(a, b), se sua f.d.p é dada por

fU(u) =
1

b− a
, u ∈ (a, b).

Uma variável aleatória X > 0 tem distribuição gama inversa com parâmetros α > 0

e β > 0, denotada por X ∼ IG(α, β), se sua f.d.p é dada por

fX(x) =
βα

Γ(α)
x−α−1 exp

(
−β
x

)
, x > 0. (2.12)

Observação 2.2.1. As distribuições elípticas são determinadas pela forma da f.g.d g. Com base
nisso é importante notar que:

1. A classe de distribuições elípticas fornece várias alternativas para modelagem estatística,
incluindo distribuições de caudas pesadas e leves.

2. A f.g.d g pode apresentar parâmetros extras na f.d.p (2.3). Por exemplo, para a distribui-
ção t multivariada tem-se como parâmetro extra o número de graus de liberdade τ > 0,
que controla o peso da cauda da distribuição.

3. A distribuição normal multivariada é um caso particular das distribuições de Kotz e
exponencial potência multivariadas, pois (2.5) é obtida de (2.6) e (2.9) considerando
q = s = 2r = 1 e β = 1, respectivamente.

4. A distribuição t multivariada é uma mistura de escala normais (2.11), já que (2.8) pode
ser expressa como

g(u) = (2π)−p/2
∫ ∞
0

t−p/2 exp
(
− u

2t

)
dG(t), (2.13)

em que G é a f.d.a de uma variável aleatória T ∼ IG(τ/2, τ/2). A distribuição normal
multivariada é um caso limite da distribuição t multivariada quando τ →∞.

5. A distribuição t multivariada é um caso particular da distribuição de Pearson tipo VII
multivariada; basta considerar α = (τ + p)/2 em (2.10) para obter (2.8).

6. A distribuição de Cauchy multivariada é um caso particular da distribuição t multivari-
ada, pois (2.7) é obtido de (2.8) tomando τ = 1.
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7. A distribuição slash multivariada também é uma mistura de escala normais (2.11), uma
vez que (10) pode ser expressa como

g(u) = (2π)−p/2
∫ 1

0

tp/q exp
(
− u

2t−2/q

)
dG(t), (2.14)

sendo G a f.d.a de uma variável aleatória T ∼ U(0, 1). A distribuição normal multivari-
ada é um caso limite da distribuição slash multivariada quando q →∞.

Ao longo deste texto, quando for necessário apresentaremos alguns resultados so-
bre as distribuições elípticas.

2.3 A classe de distribuições elípticas truncadas

Nesta seção propomos uma classe geral de distribuições que chamaremos de classe
de distribuições elípticas truncadas. Esta classe será necessária para definir e estu-
dar a classe de distribuições Box-Cox elípticas apresentada no Capítulo 3. A classe
de distribuições elípticas truncadas tem como membros particulares as famílias de
distribuições normal e t multivariadas truncadas, já existentes na literatura. Primeira-
mente,apresentamos algumas propriedades considerando conjuntos arbitrários men-
suráveis em Rp que determinem as regiões de truncamento, depois derivamos outras
propriedades quando os conjuntos de truncamento são retângulos em Rp. Finalmente,
propomos um algoritmo para gerar amostras aleatórias das distribuições elípticas trun-
cadas.

A distribuição esférica truncada provém do truncamento de um vetor aleatório que
tem distribuição esférica com função geradora de densidades g sobre um subconjunto
mensurável B ⊆ Rp, como é definida a seguir.

Definição 2.3.1. Seja B ⊆ Rp mensurável. Dizemos que o vetor aleatório S ∈ Rp tem distri-
buição esférica truncada com suporte no conjunto B e f.g.d g, escrevemos S ∼ TSp(B; g), se
sua f.d.p é da forma

fS(s) =
g(s′s)∫

B
g(s′s) ds

, s ∈ B, (2.15)

em que g é uma função tal que g(u) ≥ 0, para todo u ≥ 0, e
∫∞
0
tp−1g(t2) dt <∞.

A f.d.p (2.15) também pode ser expressa como

fS(s) =
fZ(s)

P(Z ∈ B)
, s ∈ B, (2.16)

onde fZ é a f.d.p de um vetor aleatório Z ∼ Sp(g).
O caso p = 1 corresponde a uma variável aleatória S com distribuição simétrica pa-

drão truncada com suporte no subconjunto mensurável B ⊆ R e f.g.d g, e escrevemos
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S ∼ TS1(B; g). Neste caso, se B = (a, b), então a f.d.p de S, segundo (2.16), é dada por

fS(s) =
fZ(s)

FZ(b)− FZ(a)
, s ∈ (a, b), (2.17)

em que fZ e FZ são a f.d.p e a f.d.a de uma variável aleatória Z ∼ S1(g), respectiva-
mente.

Se consideramos B = Rp em (2.16), temos que P(Z ∈ B) = 1, e portanto fS(s) =

fZ(z), comZ ∼ Sp(g). Assim, a classe de distribuições esféricas truncadas é uma gene-
ralização da classe de distribuições esféricas.

Se S ∼ TSp(B; g), então a f.c de S é

φS(t) =

∫
B

exp(it′s)g(s′s) ds∫
B
g(s′s) ds

, t ∈ Rp. (2.18)

As f.c das distribuições esféricas são invariantes sob transformações ortogonais
como estabelece (2.1), mas esta propriedade é perdida quando é considerado um trun-
camento sobre um subconjunto próprio de Rp . No teorema a seguir mostramos que
a f.d.p (2.15) não é invariante sob transformações ortogonais, mas é igual à f.d.p da
distribuição esférica truncada sobre conjuntos obtidos por rotações do conjunto de
truncamento; isto é devido à simetria das distribuições esféricas. Do mesmo modo,
mostramos que a f.c (2.18) não é invariante sob transformações ortogonais, mas é igual
à f.c da variável aleatória esférica truncada sobre conjuntos obtidos por rotações do
conjunto de truncamento.

Teorema 2.3.1. Sejam S ∼ TSp(B; g) e T : Rp → Rp a transformação ortogonal T (x) = Hx,
em queH ∈ O(p). Seja ainda S∗ ∼ TSp

(
T (B); g

)
, então

1. a f.d.p de S satisfaz a relação fS(s) = fS∗(T (s)), s ∈ B,

2. a f.c de S satisfaz a relação φS(t) = φS∗(T (t)), t ∈ Rp.

Demonstração. Ver Apêndice A.1. �

Na Definição 2.3.2 propomos a classe de distribuições elípticas truncadas, uma ge-
neralização da classe de distribuições esféricas truncadas e da classe de distribuições
elípticas.

Definição 2.3.2. Seja B ⊆ Rp mensurável. O vetor aleatórioX ∈ Rp tem distribuição elíptica
truncada com suporte no conjunto B, parâmetros µ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 e f.g.d g, escrevemos
X ∼ TE`p(µ,Σ;B; g), se sua f.d.p é dada por

fX(x) =
g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)∫
B
g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)
dx

, x ∈ B, (2.19)
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em que g é uma função tal que g(u) ≥ 0, para todo u ≥ 0, e
∫∞
0
tp−1g(t2) dt <∞.

No caso p = 1 dizemos que a variável aleatória X tem distribuição simétrica trun-
cada com suporte no conjunto B ⊆ R, parâmetros µ ∈ R, σ2 > 0 e f.g.d g, e escreve-
mos X ∼ TE`1(µ, σ2;B; g).

Note que a f.d.p (2.19) também pode ser expressa como

fX(x) =
fW (x)

P(W ∈ B)
, x ∈ B, (2.20)

em que fW é a f.d.p de um vetor aleatório W ∼ E`p(µ,Σ; g). Se µ = 0 e Σ = Ip, então
a f.d.p (2.19) coincide com a f.d.p (2.15), ou seja, a classe de distribuições esféricas
truncadas é um caso particular da classe de distribuições elípticas truncadas. Também,
se consideramos B = Rp em (2.20), temos que P(W ∈ B) = 1 e, portanto, fX(x) =

fW (x). Por isto, a classe de distribuições elípticas truncadas é uma generalização da
classe de distribuições elípticas.

As f.g.d apresentadas na Seção 2.2 fornecem vários membros pertencentes à classe
de distribuições elípticas truncadas segundo a forma da f.g.d g. É importante notar que
as f.d.p estão determinadas pelos núcleos das f.d.p elípticas. Além disso, as proprieda-
des mencionadas na Observação 2.2.1 também são satisfeitas na classe de distribui-
ções elípticas truncadas, exceto as representações de mistura de escala normais (2.13) e
(2.14).

Dois casos que serão de grande interesse neste trabalho ocorrem quando g assume
as formas (2.5) e (2.8). No primeiro caso dizemos que o vetor aleatórioX ∈ Rp tem dis-
tribuição normal multivariada truncada com suporte no conjuntoB ⊆ Rp e parâmetros
µ ∈ Rp e Σ(p× p) > 0, escrevemosX ∼ TNp(µ,Σ;B), com f.d.p

fX(x) =
exp
(
−1

2
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)
∫
B

exp
(
−1

2
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)
dx

, x ∈ B. (2.21)

No segundo caso dizemos que o vetor aleatórioX ∈ Rp tem distribuição tmultivariada
truncada com suporte no conjunto B ⊆ Rp e parâmetros µ ∈ Rp, Σ(p× p) > 0 e τ > 0

graus de liberdade, escrevemosX ∼ Ttp(µ,Σ, τ ;B), com f.d.p

fX(x) =

(
1 +

1

τ
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)− τ+p
2∫

B

(
1 +

1

τ
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)− τ+p
2

dx

, x ∈ B. (2.22)

Na Figura 2.1 mostramos curvas de nível e gráficos da f.d.p de um vetor aleatório
X ∼ Tt2(µ,Σ, τ ;B) para diferentes parâmetros e conjuntos de truncamento retangu-
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lares. Note que em todas as figuras as curvas de nível são elipses projetadas sobre o
conjunto de truncamento B. À medida que os graus de liberdade aumentam, as curvas
de nível da distribuição t truncada bivariada tendem às curvas de nível da distribuição
normal truncada bivariada (Figuras 2.1(e) e 2.1(f)).

2.4 Propriedades das distribuições elípticas truncadas

Nesta seção apresentamos várias propriedades das distribuições elípticas trunca-
das. Inicialmente mostramos vários resultados distribucionais envolvendo transfor-
mações lineares de variáveis esféricas e elípticas truncadas. Depois apresentamos um
teorema que fornece condições para que uma variável com distribuição elíptica trun-
cada tenha f.d.p log-côncava. Finalmente, mostramos resultados distribucionais envol-
vendo distribuições marginal e condicional, e independência.

No Teorema 2.4.1 apresentamos uma caracterização das distribuições elípticas trun-
cadas através das distribuições esféricas truncadas. Este teorema generaliza a caracte-
rização das distribuições elípticas através da transformação (2.4).

Teorema 2.4.1. Sejam B ⊆ Rp mensurável, µ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 e T : Rp → Rp a
transformação linear dada por T (x) = µ + Σ1/2x. Então, S ∼ TSp

(
B; g

)
se, e somente se,

T (S) ∼ TE`p(µ,Σ;T (B); g).

Demonstração. Ver Apêndice A.2. �

No Corolário 2.4.1.1 apresentamos formas fechadas para a f.d.p e a f.d.a de uma
variável aleatória simétrica truncada sobre um intervalo da forma (a, b). Estas funções
dependem da f.d.p e a f.d.a de uma variável aleatória simétrica padrão.

Corolário 2.4.1.1. Se X ∼ TE`1(µ, σ2; (a, b); g), então a f.d.p de X é dada por

fX(x) =

1

σ
fZ

(x− µ
σ

)
FZ

(b− µ
σ

)
− FZ

(a− µ
σ

) , x ∈ (a, b),

e a f.d.a de X é

FX(x) =
FZ

(x− µ
σ

)
− FZ

(a− µ
σ

)
FZ

(b− µ
σ

)
− FZ

(a− µ
σ

) , x ∈ (a, b), (2.23)

em que fZ e FZ são a f.d.p e a f.d.a de uma variável aleatória Z ∼ S1(g), respectivamente.

Demonstração. Ver Apêndice A.3. �
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Note que o Corolário 2.4.1.1 também é válido quando a → −∞ ou b → ∞; nesses
casos temos que

lim
a→−∞

FZ

(a− µ
σ

)
= 0 ou lim

b→∞
FZ

(b− µ
σ

)
= 1.

A f.d.a dada em (2.23) pode ser usada para gerar amostras aleatórias da variável ale-
atória X ∼ TE`1(µ, σ2; (a, b); g). Através do método de transformação inversa, basta
gerar um número aleatório u de uma variável U ∼ U(0, 1) e calcular

x = µ+ σF−1Z

[
u

{
FZ

(
b− µ
σ

)
− FZ

(
a− µ
σ

)}
+ FZ

(
a− µ
σ

)]
. (2.24)

A expressão (2.24) será útil na geração de amostras aleatórias de um vetor aleatório
apresentando distribuição elíptica truncada sobre retângulos em Rp (Seção 2.5).

No Corolário 2.4.1.2 apresentamos uma relação entre as f.c das distribuições elíp-
ticas truncadas e as f.c das distribuições esféricas truncadas. Esta relação é baseada
numa transformação linear do conjunto de truncamento e generaliza (2.2) quando
Σ(p× p) > 0.

Corolário 2.4.1.2. Sejam B ⊆ Rp mensurável, µ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 e T : Rp → Rp a
transformação linear dada por T (x) = µ+ Σ1/2x. SeX ∼ TE`p(µ,Σ;B; g), então a f.c deX
é dada por

φX(t) = exp(it′µ)φS(Σ1/2t),

em que φS é a f.c de S ∼ TSp
(
T−1(B); g

)
.

Demonstração. Ver Apêndice A.4. �

No Teorema 2.4.2 mostramos que transformações afins de um vetor aleatório com
distribuição elíptica truncada também apresenta distribuição elíptica truncada. No caso
de um vetor aleatório com distribuição elíptica, as transformações afins da variável são
fechadas sob a família de distribuições, porém o vetor de locação e matriz de disper-
são são alterados pela transformação. No caso de um vetor aleatório com distribuição
elíptica truncada acontecerá o mesmo, mas o conjunto de truncamento também será
alterado pela transformação afim.

Teorema 2.4.2. Sejam B ⊆ Rp mensurável e T : Rp → Rp a transformação linear dada
por T (x) = Dx + b, em que b ∈ Rp e D(p × p) é uma matriz tal que det(D) 6= 0. Se
X ∼ TE`p(µ,Σ;B; g), então T (X) ∼ TE`p(Dµ+ b,DΣD′;T (B); g).

Demonstração. Ver Apêndice A.5. �

Uma f.d.p f : Rp → [0,∞) é log-côncava se a desigualdade

f(αx+ (1− α)y) ≥ [f(x)]α[f(y)]1−α (2.25)
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é satisfeita para todo x,y ∈ Rp e para todo α ∈ [0, 1]. Se X ∈ Rp é um vetor ale-
atório com f.d.p fX(x) log-côncava, então os conjuntos de nível de fX são conjuntos
convexos fechados, as f.d.p marginais das distribuições log-côncavas são log-côncavas,
o produto das f.d.p log-côncavas são log-côncavas. Além disso, fX(x) é A-unimodal,
isto é, o conjunto {x ∈ Rp : fX(x) ≥ λ} é convexo para todo λ > 0. Alguns estudos
sobre estes conceitos aparecem em Tong [26].

No Teorema 2.4.3 estabelecemos condições para que um vetor com distribuição
elíptica truncada tenha f.d.p log-côncava.

Teorema 2.4.3. Sejam µ ∈ Rp, Σ(p× p) > 0 e B ⊆ Rp um conjunto convexo. Seja também
X ∼ TE`p(µ,Σ;B; g) com f.d.p dada em (2.20). Se a f.d.p fW de W é log-côncava, então a
f.d.p fX deX também é log-côncava.

Demonstração. Ver Apêndice A.6. �

Seja B ⊆ Rp um conjunto convexo. A f.d.p fX de X ∼ TNp(µ,Σ;B) é log-côncava,
já que a f.d.p fW de W ∼ Np(µ,Σ) é log-côncava. Se X ∼ Ttp(µ,Σ, τ ;B), não é
possível concluir a partir do Teorema 2.4.3 que a f.d.p fX seja log-côncava, pois a f.d.p.
fW de W ∼ tp(µ,Σ; τ) não é log-côncava, a menos que τ → ∞. Embora, é possível
mostrar diretamente que fX não satisfaz (2.25) e portanto não é log-côncava, a menos
que τ →∞.

Prékopa [27] mostrou que se o vetor aleatórioX ∈ Rp tem f.d.p log-côncava, então

P
(
X ∈ αA+ (1− α)B

)
≥ {P[X ∈ A]}α{P[X ∈ B]}1−α, (2.26)

para todo α ∈ [0, 1], em que A e B são subconjuntos de Rp e

αA+ (1− α)B =
{
z ∈ Rp : z = αx+ (1− α)y; x ∈ A, y ∈ B

}
.

Sejam A1, . . . , Am subconjuntos em Rp e α1, . . . , αm números reais tais que αi ≥ 0,
i = 1, . . . ,m e

∑m
i=1 αi = 1. Definimos o conjunto

∑m
i=1 αiAi como

m∑
i=1

αiAi =

{
z ∈ Rp : z =

m∑
i=1

αixi, xi ∈ Ai, i = 1, . . . ,m

}
.

Teorema 2.4.4. Sejam µ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 e B ⊆ Rp um conjunto convexo. Se X ∼
TE`p(µ,Σ;B; g) tem f.d.p log-côncava, então

P
[
X ∈

m∑
i=1

αiAi

]
≥

m∏
i=1

{P(X ∈ Ai)}αi

Demonstração. Ver Apêndice A.7 �
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O Teorema 2.4.4 nos permite encontrar limitantes para probabilidades envolvendo
um vetor aleatório com distribuição elíptica truncada.

Para estabelecer resultados em relação às distribuições marginais e condicionais, e
independência das distribuições elípticas truncadas, consideremos partições de X ∈
Rp, µ ∈ Rp e Σ(p× p) > 0 como

X ′ = (X ′1,X
′
2), µ′ = (µ′1,µ

′
2), Σ =

[
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]
, (2.27)

em queX1 ∈ Rr,X2 ∈ Rp−r, µ1 ∈ Rr, µ2 ∈ Rp−r, Σ11(r×r) > 0, Σ22((p−r)× (p−r)) >
0 e Σ12(r × (p − r)) é tal que Σ21 = Σ′12. Consideramos também como conjunto de
truncamento o retângulo R ⊆ Rp dado por R = I1 × · · · × Ip, em que I1, . . . , Ip são
intervalos em R (finitos ou infinitos). Note que R pode ser expresso como o produto
cartesiano dos retângulos R1 ⊆ Rr e R2 ⊆ Rp−r, isto é

R = R1 ×R2, (2.28)

sendo R1 = I1 × · · · × Ir e R2 = Ir+1 × · · · × Ip.
Sejam X ∈ Rp, µ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 particionados como em (2.27) e tal que

X ∼ TE`p(µ,Σ;R; g), com R dado em (2.28). As f.d.p marginais deX1 eX2 são dadas
por

fX1(x1) =

∫
R2
g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)
dx2∫

R
g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)
dx

, x1 ∈ R1. (2.29)

fX2(x2) =

∫
R1
g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)
dx1∫

R
g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)
dx

, x2 ∈ R2. (2.30)

Note que as f.d.p marginais acima não têm necessariamente a forma (2.19) e, por-
tanto, não pertencem necessariamente à classe de distribuições elípticas truncadas. No
Teorema 2.4.5 apresentamos condições sob as quais as distribuições marginais de um
vetor aleatório com distribuição elíptica truncada também pertencem à mesma classe
de distribuições.

Teorema 2.4.5. SejamX ∈ Rp, µ ∈ Rp, Σ(p× p) > 0 particionados como em (2.27) e tal que
X ∼ TE`p(µ,Σ;R; g), comR dado em (2.28). Se Σ12 = 0, entãoX1 ∼ TE`r(µ1,Σ11;R1; g1),
em que

g1(u) =

∫
T (R2)

g(u+w′2w2) dw2, u ≥ 0,

sendo T : Rp−r → Rp−r a transformação dada por T (x) = Σ
−1/2
22 (x − µ2) e g1 tal que∫∞

0
tr−1g1(t

2) dt <∞.

Demonstração. Ver Apêndice A.8 �
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No Teorema 2.4.5 mostramos que se X ′ = (X ′1,X
′
2) tem distribuição elíptica trun-

cada, entãoX1 eX2 apresentam distribuição elíptica truncada se Σ(p×p) > 0 é matriz
bloco diagonal. Esta condição não será necessária para as distribuições condicionais
de X1|X2 e X2|X1. De fato, estas distribuições condicionais apresentam distribuição
elíptica truncada para µ ∈ Rp e Σ(p× p) > 0 arbitrários, como mostramos no Teorema
2.4.6.

Teorema 2.4.6. SejamX ∈ Rp, µ ∈ Rp, Σ(p× p) > 0 particionados como em (2.27) e tal que
X ∼ TE`p(µ,Σ;R; g), com R dado em (2.28). Então, X1|X2 = x2 ∼ TE`r

(
µ1(x2),Σ11.2;

R1; gq(x2)

)
, em que

µ1(x2) = µ1 + Σ12Σ
−1
22 (x2 − µ2),

Σ11.2 = Σ11 −Σ12Σ
−1
22 Σ21, (2.31)

gq(x2)(u) = g(u+ q(x2)), com q(x2) = (x2 − µ2)
′Σ−122 (x2 − µ2).

Demonstração. Ver Apêndice A.9 �

Sejam X ∈ Rp, µ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 particionados como em (2.27) e tais que
X ∼ Np(µ,Σ). Sabemos queX1 eX2 são independentes se, e somente se, Σ12 = 0. No
Teorema 2.4.7, mostramos que a única família da classe de distribuições elípticas trun-
cadas que satisfaz esta propriedade é a família de distribuições normais multivariadas
truncadas.

Teorema 2.4.7. Sejam X ∈ Rp, µ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 particionados como em (2.27) e tal
que X ∼ TE`p(µ,Σ;R; g), com R dado em (2.28). Então, X1 e X2 são independentes se, e
somente se,X ∼ TNp(µ,Σ;R; g) e Σ12 = 0.

Demonstração. Ver Apêndice A.10 �

2.5 Geração de amostras aleatórias

Nesta seção propomos um algoritmo baseado no amostrador de Gibbs para gerar
amostras aleatórias de um vetor aleatório apresentando distribuição elíptica truncada
sobre retângulos em Rp.

SejamX−k ∈ Rp−1 e µ−k ∈ Rp−1, k = 1, . . . , p, os subvetores obtidos a partir deX ∈
Rp e µ ∈ Rp, respectivamente, tirando seus k-ésimos componentes. Adicionalmente,
sejam Σk,−k ∈ Rp−1 o subvetor obtido tirando o k-ésimo componente da k-ésima linha
de Σ(p×p) > 0, Σ−k,k = Σ′k,−k, e Σ−k,−k a submatriz obtida ao excluir a k-ésima linha e
a k-ésima coluna de Σ. Além disso, denotamos por R = I1× · · ·× Ip o retângulo em Rp

em que I1, . . . , Ip são intervalos em R (finitos ou infinitos). Sem perda de generalidade,
supomos que Ik = (ak, bk), k = 1, . . . , p.
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Construímos uma cadeia de Markov amostrando das distribuições condicionais
completas Xk|X−k, k = 1, . . . , p, as quais são determinadas pelo Teorema 2.4.6. Com
efeito, Xk|X−k ∼ TE`1(µk.−k, σk.−k; (ak, bk); gk.−k), em que

µk.−k = µk + Σk,−kΣ
−1
−k,−k(x−k − µ−k),

σk.−k = σkk −Σk,−kΣ
−1
−k,−kΣ−k,k,

gk.−k(u) = g(u+ q(x−k)), com q(x−k) = (x−k − µ−k)′Σ−1−k,−k(x−k − µ−k),

para k = 1, . . . , p.
Denotamos por x(j) a amostra gerada na j-ésima iteração, j = 1, . . . , n.

Algoritmo 2.5.1.

1. Escolha um valor inicial x(0) da cadeia de Markov.

2. Geramos um valor aleatório u da distribuição U(0, 1).

3. Em cada ciclo j = 1, . . . , n, usamos (2.24) para calcular

x
(j)
k.−k = µ

(j)
k.−k + σ

(j)
k.−kF

−1
Z

[
u

{
FZ

(
bk − µ(j)

k.−k

σ
(j)
k.−k

)
− FZ

(
ak − µ(j)

k.−k

σ
(j)
k.−k

)}

+ FZ

(
ak − µ(j)

k.−k

σ
(j)
k.−k

)]
,

para k = 1, . . . , p, em que Z ∼ S1(g). Este é o valor amostrado da distribuição condicio-
nal

x
(j)
k |x

(j)
1 , . . . , x

(j)
k−1, x

(j−1)
k+1 , . . . , x(j−1)p , k = 1, . . . , p.

O Algoritmo 2.5.1 é uma proposta geral para gerar vetores aleatórios das distribui-
ções elípticas truncadas, mas podem existir algoritmos alternativos e, possivelmente,
mais eficientes para gerar essas amostras. No pacote tmvtnorm (Wilhelm e Manjunath
[20]) do software livre R [10], está implementado o Algoritmo 2.5.1 para a distribuição
normal multivariada truncada sobre retângulos. Esse pacote também inclui uma ro-
tina para gerar vetores aleatórios da distribuição t multivariada truncada, a qual está
baseada numa representação estocástica através da distribuição normal multivariada
truncada, ao invés de utilizar diretamente o Algoritmo 2.5.1. O pacote tmvtnorm tam-
bém tem implementado o algoritmo de aceitação-rejeição (von Neumann [28]) para
geração de vetores aleatórios para ambas as distribuições.
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2.6 Conclusões

Neste capítulo definimos e estudamos a classe de distribuições elípticas trunca-
das, necessária para o estudo da classe de distribuições Box-Cox elípticas apresentada
no Capítulo 3. Mostramos que a classe de distribuições elípticas truncadas tem como
membros as famílias de distribuições normal e t multivariadas truncadas, e como caso
particular a classe de distribuições elípticas. Também, apresentamos uma caracteriza-
ção desta nova classe através das distribuições esféricas truncadas e mostramos resul-
tados sobre log-concavidade, distribuições marginal e condicional, e independência.
Finalmente, propusemos um algoritmo baseado no amostrador de Gibbs para gerar
vetores aleatórios das distribuições elípticas truncadas sobre retângulos.
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Capítulo 3

A classe de distribuições
Box-Cox elípticas

3.1 Introdução

A distribuição normal multivariada é utilizada habitualmente para modelar dados
multivariados. Os modelos baseados nesta distribuição pressupõem simetria e apre-
sentam problemas na presença de observações discrepantes, o que pode levar a con-
clusões erradas. Distribuições como a t multivariada que tem caudas mais pesadas em
relação à distribuição normal multivariada são uma alternativa para modelar dados
com presença de observações discrepantes (Lange et al. [3]), porém mantém o pressu-
posto de simetria. Existem várias alternativas para reduzir a falta de normalidade de
um conjunto de dados, tal como a transformação de Box-Cox [29], que tem sido exten-
sivamente estudada e aplicada em estatística. No caso univariado, a transformação de
Box-Cox é definida para uma variável aleatória Y > 0 como

Y (λ) =


Y λ − 1

λ
, se λ 6= 0,

log Y, se λ = 0,
(3.1)

em que λ é chamado de parâmetro da transformação. Esta transformação é usada para
atender às suposições de normalidade, constância da variância e aditividade em mo-
delos de regressão. Sakia [30] apresenta uma análise e compilação bibliográfica sobre
esta transformação. No cenário multivariado a transformação de Box-Cox é definida
para um vetor aleatório Y = (Y1, . . . , Yp) ∈ Rp

+
∗ como

Y
(λk)
k =


Y λk
k − 1

λk
, se λk 6= 0,

log Yk, se λk = 0,

(3.2)

∗Rp+ denota ao hiperoctante positivo, definido como Rp+ =
{
a ∈ Rp : ak > 0, k = 1, . . . , p

}
.

31
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para k = 1, . . . , p. Assim, a transformação de Box-Cox multivariada considera a trans-
formação (3.1) para cada componente de Y com parâmetro da transformação dado
pelo vetor λ = (λ1, . . . , λp). Em geral, a transformação de Box-Cox multivariada é con-
siderada para corrigir problemas de não normalidade multivariada. Andrews et al. [31]
e Velilla [32] consideram a transformação (3.2) e assumem que o vetor transformado
Y (λ) = (Y

(λ1)
1 , . . . , Y

(λp)
p ) tem distribuição normal multivariada. Uma abordagem mais

geral é proposta por Quiroz et al. [33], que consideram uma distribuição elíptica para
o vetor transformado Y (λ).

A abordagem clássica da transformação Box-Cox multivariada tem várias desvan-
tagens. Assumir que o vetor transformado Y (λ) tenha distribuição normal multivari-
ada (ou elíptica) é teoricamente incorreto, já que o domínio de Y (λ) não é Rp, a menos
que λ = 0. Com efeito, em (3.2) podemos notar que Yk > 0 implica que Y (λk)

k > −1/λk,
se λk > 0, e Y (λk) < −1/λk, se λk < 0, para k = 1, . . . , p. Goto e Hamasaki [34] tratam
este problema atribuindo uma distribuição normal multivariada truncada para o vetor
transformado Y (λ). Esses autores chamaram de distribuição normal potência multiva-
riada a este modelo. Ainda assim, tanto a proposta de Goto e Hamasaki como a abor-
dagem clássica da transformação de Box-cox multivariada têm a desvantagem de que
os parâmetros do modelo não são interpretáveis em termos de características do vetor
de variáveis originais Y . Em geral, na literatura aparecem poucos trabalhos de mo-
delagem estatística através da transformação de Box-Cox multivariada. Por exemplo,
uma alternativa para a distribuição skew-t multivariada para modelagem estatística
(Lin et al. [35]) foi proposta por Lo e Gottardo [36]. Esses autores fornecem um modelo
de mistura baseado numa família de distribuições assimétricas, a família de distribui-
ções tmultivariadas com a transformação de Box-Cox. Esse modelo permite identificar
dados discrepantes usando conjuntamente a transformação de Box-Cox multivariada,
mas não leva em consideração o truncamento que esta transformação induz.

Uma extensão da transformação de Box-Cox (3.1), proposta por Cole e Green [6], é
definida para uma variável aleatória unidimensional Y > 0 como

σY (λ,µ) =


(Y/µ)λ − 1

λ
, se λ 6= 0,

log(Y/µ), se λ = 0,
(3.3)

em que µ > 0 e σ > 0 são parâmetros de escala e dispersão relativa de Y , respec-
tivamente. Seguindo a abordagem clássica da transformação de Box-Cox, os autores
supõem que a variável transformada Y (λ,µ) segue uma distribuição normal padrão e
utilizam o método de máxima verossimilhança penalizada para ajustar curvas pelo
método de LMS (Cole [37]). Posteriormente, com base na transformação (3.3), Rigby
e Stasinopoulos [7, 8] definiram as distribuições Box-Cox exponencial potência e Box-
Cox t, supondo que a variável transformada Y (λ,µ) apresenta distribuição exponencial
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potência padrão truncada e t truncada, respectivamente. Estas distribuições são cons-
truídas levando em consideração o truncamento que a transformação (3.3) induz, e
ambas têm como caso particular a distribuição Box-Cox Cole Green (Box-Cox normal).
Tanto a distribuição Box-Cox exponencial potência como a distribuição Box-Cox t fo-
ram propostas por Rigby e Stasinopoulos para modelar assimetria e curtose em uma
variável dependente através do método GAMLSS, que é uma generalização do método
LMS. Uma abordagem geral das distribuições introduzidas por Rigby e Stasinopoulos
foi proposta por Ferrari e Fumes [4], que definiram a classe de distribuições Box-Cox
simétricas supondo que a variável transformada Y (λ,µ) apresenta distribuição simétrica
padrão truncada. Esta classe, além das distribuições Box-Cox exponencial potência e
Box-Cox t, proporciona uma ampla variedade de distribuições para modelagem es-
tatística, incluindo a classe de distribuições log-simétricas (Vanegas e Paula [5]). Os
parâmetros das distribuições Box-Cox simétricas são introduzidos através da transfor-
mação (3.3) e, dependendo da família de distribuições considerada, podem aparecer
parâmetros extras. Uma vantagem em relação à abordagem clássica da transformação
de Box-Cox é que os parâmetros que envolvem as distribuições Box-Cox simétricas
podem ser interpretados como características da variável Y . Esta classe fornece uma
ferramenta estatística útil para modelagem de dados positivos, assimétricos e, possi-
velmente, com caudas pesadas.

Ferrari e Fumes [4] analisam um conjunto de dados nutricionais através de ajustes
das distribuições Box-Cox simétricas ao consumo de micro e macronutrientes. As au-
toras mostram que, em geral, o modelo Box-Cox t apresenta melhor ajuste que outros
modelos existentes na literatura. Caso o interesse seja analisar o consumo de vários
nutrientes conjuntamente, as distribuições Box-Cox simétricas não seriam apropria-
das, a menos que se suponha independência entre os consumos de nutrientes. Esta
abordagem não é adequada uma vez que é comum a existência de associação entre
os consumos de nutrientes. Com base nisso aparece a seguinte pergunta: é possível
construir distribuições multivariadas de maneira que as distribuições marginais apre-
sentem características similares a variáveis aleatórias com distribuições Box-Cox simé-
tricas e que, além disso, a associação entre essas variáveis seja levada em consideração?
Neste capítulo respondemos a essa pergunta construindo uma classe de distribuições
através de uma extensão multivariada da transformação (3.3) e envolvendo a classe de
distribuições elípticas truncadas apresentada no Capítulo 2, a qual denominaremos de
classe de distribuições Box-Cox elípticas. Esta classe tem como caso particular a classe
de distribuições Box-Cox simétricas e a classe de distribuições log-elípticas (Fang et al.
[9, Seção 2.8.1]). Alguns parâmetros que determinam as distribuições Box-Cox elípticas
são interpretados como características das distribuições marginais e outros parâmetros
induzem associação entre essas distribuições. Essa interpretação dos parâmetros como
características do vetor de variáveis originais permite modelar dados positivos mul-
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tivariados, marginalmente assimétricos e com presença de observações discrepantes.
Além disso, evidenciam uma vantagem em relação ao modelo de Goto e Hamasaki
[34] e a abordagem clássica da transformação de Box-Cox multivariada. Neste capí-
tulo também apresentamos várias propriedades das distribuições Box-Cox elípticas.
Para tratar o problema de estimação dos parâmetros propomos o método de máxima
verossimilhança, e verificamos que esta metodologia é adequada através de estudos
de simulação. Por fim, são apresentadas aplicações da classe de distribuições Box-Cox
elípticas a dados nutricionais e antropométricos.

3.2 A transformação de Box-Cox estendida

Nesta seção definimos e estudamos uma generalização da transformação de Box-
Cox multivariada (3.2), a transformação de Box-Cox estendida. Esta transformação é
essencial para definir a classe de distribuições Box-Cox elípticas apresentada na Seção
3.3. A transformação de Box-Cox estendida, além do vetor de parâmetros de transfor-
mação, inclui um vetor de parâmetros em que cada componente é um parâmetro de
escala da respectiva distribuição marginal.

Para cada a ∈ Rp, denotamos porDa a matriz diagonal conformada com os compo-
nentes de a na diagonal principal, isto é, Da = diag{a1, . . . , ap}. Também, denotamos
por A(a) ao retângulo em Rp dado pelo produto cartesiano A(a) = I(a1)× · · · × I(ap),
em que

I(ak) =


(−1/ak,∞), ak > 0,

(−∞,−1/ak), ak < 0,

(−∞,∞), ak = 0,

(3.4)

para k = 1, . . . , p.

Definição 3.2.1. Sejam λ ∈ Rp e µ ∈ Rp
+. Definimos a transformação de Box-Cox estendida

T(λ,µ) : Rp
+ → A(λ) para o vetor aleatório Y ∈ Rp

+ como T(λ,µ)(Y ) = W = (W1, . . . ,Wp),
em que

Wk =


(Yk/µk)

λk − 1

λk
, λk 6= 0,

log(Yk/µk), λk = 0,

(3.5)

para k = 1, . . . , p.

Note que a transformação de Box-Cox multivariada (3.2) pode ser obtida de (3.5)
quando µ = 1 = (1, . . . , 1)′. No Teorema 3.2.1 mostramos que se transformamos um
vetor aleatório Y ∈ Rp

+ através de (3.5), então o k-ésimo componente do vetor µ é
parâmetro de escala do k-ésimo componente de Y .
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Teorema 3.2.1. Sejam µ ∈ Rp
+ e λ ∈ Rp. Sejam ainda Y ∈ Rp

+ e W ∈ A(λ) vetores
aleatórios tais que T(λ,µ)(Y ) = W . Então µk é parâmetro de escala de Yk, para k = 1, . . . , p.

Demonstração. Ver Apêndice A.11. �

No Teorema 3.2.2 mostramos que a composição de determinadas transformações
lineares com a transformação de Box-Cox estendida produzem novas transformações
de Box-Cox estendidas, mas os vetores de parâmetros de escala são alterados pelas
transformações lineares.

Teorema 3.2.2. Sejam µ ∈ Rp
+ e λ ∈ Rp.

1. Se a ∈ Rp
+ e U : Rp → Rp é a transformação linear dada por U(x) = Dax, então

T(λ,µ) ◦ U = T(λ,D−1
a µ)

.

2. Se b ∈ A(λ) e V : Rp → Rp é a transformação linear dada por V (x) = D(x − b), em
queD = D−11+Dλb

, então V ◦ T(λ,µ) = T(λ,δ), sendo δ = T−1(λ,µ)(b).

Demonstração. Ver Apêndice A.12. �

O Teorema 3.2.2 permite provar algumas propriedades das distribuições Box-Cox
elípticas apresentadas na Seção 3.4.

3.3 A classe de distribuições Box-Cox elípticas

Nesta seção definimos uma nova classe de distribuições que chamaremos de classe
de distribuições Box-Cox elípticas. Esta classe está definida para vetores aleatórios
Y ∈ Rp

+ e é caracterizada por meio da classe de distribuições elípticas truncadas es-
tudada no Capítulo 2. Os parâmetros das distribuições Box-Cox elípticas são introdu-
zidos através de uma matriz Σ(p × p) > 0 e da transformação de Box-Cox estendida
T(λ,µ) apresentada na Seção 3.2.

Definição 3.3.1. Dizemos que o vetor aleatório Y = (Y1, . . . , Yp) ∈ Rp
+ tem distribuição Box-

Cox elíptica com parâmetros µ = (µ1, . . . , µp) ∈ Rp
+, λ = (λ1, . . . , λp) ∈ Rp, Σ = (σij)p×p >

0 e f.g.d g se T(λ,µ)(Y ) ∼ TE`p(0,Σ;A(λ); g), e escrevemosY ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g). A função
g é tal que g(u) ≥ 0, para todo u ≥ 0, e

∫∞
0
tp−1g(t2) dt <∞.

Quando consideramos o caso λ = 0 na Definição 3.3.1 dizemos que Y segue uma
distribuição log-elíptica com parâmetros µ ∈ Rp

+, Σ(p× p) > 0 e f.g.d g (Fang et al. [9,
Seção 2.8.1]), e escrevemos Y ∼ LE`(µ,Σ; g).

No Teorema 3.3.1 é dada a f.d.p de um vetor aleatório com distribuição Box-Cox
elíptica.



36 Capítulo 3. A classe de distribuições Box-Cox elípticas 3.3

Teorema 3.3.1. Sejam µ ∈ Rp
+, λ ∈ Rp e Σ(p× p) > 0. Se Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g), então a

f.d.p de Y é

fY (y) =
g
(
w′Σ−1w

)∏p
k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(λ)
g
(
w′Σ−1w

)
dw

, w = T(λ,µ)(y), y ∈ Rp
+. (3.6)

Demonstração. Ver Apêndice A.13. �

O caso p = 1 em (3.6) corresponde à f.d.p de uma variável aleatória Y com distri-
buição Box-Cox simétrica de parâmetros µ > 0, λ ∈ R, σ > 0 e f.g.d g, denotada por
Y ∼ BCS(µ, λ, σ; g). Esta classe de distribuições foi definida e estudada por Ferrari e
Fumes [4].

Note que a f.d.p (3.6) pode ser expressa como

fY (y) =
fU (w)

∏p
k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k

P
(
U ∈ A(λ)

) , w = T(λ,µ)(y), y ∈ Rp
+, (3.7)

em que fU é a f.d.p de um vetor aleatório U ∼ E`(0,Σ; g). Se consideramos λ = 0 em
(3.7), isto é Y ∼ LE`(µ,Σ; g), então A(0) = Rp, e portanto P

(
U ∈ A(0)

)
= 1. Assim, a

f.d.p de Y ∈ Rp
+ neste caso é dada por

fY (y) = det(Σ)−1/2g
(
w′Σ−1w

) p∏
k=1

1

yk
, ,w = T(0,µ)(y), y ∈ Rp

+. (3.8)

O caso p = 1 em (3.8) corresponde à f.d.p de uma variável aleatória unidimensional
Y > 0 com distribuição log-simétrica de parâmetros µ > 0, σ2 > 0 e f.g.d g, denotada
por Y ∼ LS(µ, σ2; g). Esta classe de distribuições foi estudada por Vanegas e Paula [5].

As f.g.d apresentadas na Seção 2.2 proporcionam vários membros da classe de dis-
tribuições Box-Cox elípticas de acordo com a forma da f.g.d g. Todas as propriedades
da Observação 2.2.1 também são satisfeitas para a classe de distribuições Box-Cox elíp-
ticas. Neste trabalho é de grande interesse a família de distribuições Box-Cox normal
multivariadas, gerada pela f.g.d (2.5), e a família de distribuições Box-Cox t multivari-
adas, gerada pela f.g.d (2.8). Dizemos que o vetor aleatório Y ∈ Rp

+ tem distribuição
Box-Cox normal multivariada com parâmetros µ ∈ Rp

+, λ ∈ Rp e Σ(p × p) > 0, deno-
tada por Y ∼ BCNp(µ,λ,Σ), se tem f.d.p dada por

fY (y) =
exp
(
−1

2
w′Σ−1w

)∏p
k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(λ)

exp
(
−1

2
w′Σ−1w

)
dw

, w = T(λ,µ)(y), y ∈ Rp
+. (3.9)

No caso de um vetor aleatório Y ∈ Rp
+ com distribuição log-normal multivariada com
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parâmetros µ ∈ Rp
+ e Σ(p× p) > 0, denotado por Y ∼ LNp(µ,Σ), a f.d.p de Y é dada

por

fY (y) =
det(Σ)−1/2

(2π)p/2
exp
(
−1

2
w′Σ−1w

) p∏
k=1

1

yk
, w = T(0,µ)(y), y ∈ Rp

+. (3.10)

O vetor aleatório Y ∈ Rp
+ tem distribuição Box-Cox t multivariada com parâmetros

µ ∈ Rp
+, λ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 e τ > 0 graus de liberdade, denotado por Y ∼

BCtp(µ,λ,Σ; τ), se sua f.d.p é

fY (y) =

(
1 +

1

τ
w′Σ−1w

)− τ+p
2 ∏p

k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(λ)

(
1 +

1

τ
w′Σ−1w

)− τ+p
2

dw

, w = T(λ,µ)(y), y ∈ Rp
+. (3.11)

No caso de um vetor aleatório Y ∈ Rp
+ com distribuição log-t multivariada com parâ-

metrosµ ∈ Rp
+, Σ(p×p) > 0 e τ > 0 graus de liberdade, denotado por Y ∼ Ltp(µ,Σ; τ),

a f.d.p de Y é da forma

fY (y) =
Γ
(
(τ + p)/2

)
det(Σ)−1/2

(τπ)p/2Γ(τ/2)

(
1 +

1

τ
w′Σ−1w

)− τ+p
2

p∏
k=1

1

yk
, y ∈ Rp

+, (3.12)

em que w = T(0,µ)(y).
Na Figura 3.1 são apresentadas curvas de nível e os gráficos da f.d.p de um vetor

aleatórioY ∼ BCt2(µ,λ,Σ; τ) para diferentes valores dos parâmetros. A forma das dis-
tribuições muda segundo os valores destes parâmetros. As distribuições apresentadas
nas Figuras 3.1(a), 3.1(e), 3.1(f), 3.1(g), 3.1(h) e 3.1(i) são obtidas a partir das distribui-
ções t bivariadas truncadas apresentadas nas Figuras 2.1(a), 2.1(b), 2.1(c), 2.1(d), 2.1(e)
e 2.1(f), respectivamente (Definição 3.3.1). Nas Figuras 3.1(a), 3.1(b) e 3.1(c) fixamos os
parâmetros exceto σ12 que toma os valores −0,2, 0 e 0,2, respectivamente. Note que a
associação entre as distribuições marginais de Y1 e Y2 é alterada de acordo com os va-
lores que toma este parâmetro. Na Figura 3.1(d) o parâmetro µ1 é diminuido a 3,5 em
relação à Figura 3.1(c). Este é um parâmetro de escala da distribuição marginal de Y1.
Na Figura 3.1(e) o parâmetro σ22 é diminuido a 0,2 em relação à Figura 3.1(d). Este é
um parâmetro de dispersão relativa da distribuição marginal de Y2. Nas Figuras 3.1(f),
3.1(g) e 3.1(h) os parâmetros λ1 e λ2 apresentam diferentes duplas de valores em relação
à Figura 3.1(e). Estes parâmetros controlam a assimetria das respectivas distribuições
marginais de Y1 e Y2. Na Figura 3.1(g) em que λ1 = λ2 = 1, é evidente que as curvas de
nível são elipses projetadas sobre R2

+; este fato é provado no item 3 do Teorema 3.4.2.
Na Figura 3.1(i) é aumentado o número de graus de liberdade a 10 em relação à Figura
3.1(h). À medida que os graus de liberdade aumentam, as curvas de nível da distri-
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buição Box-Cox t bivariada tendem às curvas de nível da distribuição Box-Cox normal
bivariada. Além disso, valores pequenos de τ sugerem que as caudas da distribuição
Box-Cox t são mais pesadas em relação a valores grandes de τ . Na Seção 3.5 é apresen-
tado um estudo sobre a interpretação dos parâmetros que determinam as distribuições
Box-Cox elípticas.

3.4 Propriedades das distribuições Box-Cox elípticas

Nesta seção apresentamos várias propriedades das distribuições Box-Cox elípticas.
Inicialmente mostramos uma caracterização através da classe de distribuições elípti-
cas truncadas definida no Capítulo 2. Também provamos resultados distribucionais
que envolvem as distribuições marginal e condicional, e independência. Finalmente,
derivamos uma fórmula que liga os momentos mistos de vetores aleatórios tendo dis-
tribuições Box-Cox elípticas. Nesta seção também apresentamos várias propriedades
da classe de distribuições log-elípticas que ainda não estão disponíveis na literatura.
Algumas propriedades que apresentamos nesta seção são necessárias para mostrar a
interpretação dos parâmetros das distribuições Box-Cox elípticas (Seção 3.5).

No Teorema 3.4.1 mostramos uma caracterização das distribuições Box-Cox elípti-
cas através das distribuições elípticas truncadas. Esta caracterização é uma extensão da
Definição 3.3.1.

Teorema 3.4.1. Sejam µ ∈ Rp
+, λ ∈ Rp, b ∈ A(λ), δ = T−1(λ,µ)(b), D = D−11+Dλb

e Σ(p ×
p) > 0. Então, T(λ,µ)(Y ) ∼ TE`p(b,Σ;A(λ); g) se, e somente se,Y ∼ BCE`p(δ,λ,DΣD; g).

Demonstração. Ver Apêndice A.14. �

No Teorema 3.4.2 apresentamos vários resultados distribucionais das distribuições
Box-Cox elípticas. Nos itens 1 e 2 mostramos resultados distribucionais quando con-
sideramos alguns tipos de transformações num vetor com distribuição Box-Cox elíp-
tica. No item 3 mostramos que a classe de distribuições elípticas truncadas (2.19), com
B = Rp

+ e µ ∈ Rp
+, é obtida a partir da classe de distribuições Box-Cox elípticas.

Teorema 3.4.2. Sejam µ ∈ Rp
+, λ ∈ Rp, Σ(p× p) > 0 e Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g).

1. Se a ∈ Rp
+, entãoDaY ∼ BCE`p(Daµ,λ,Σ; g)

2. Se r ∈ Rp \ 0 e U ∈ Rp
+ é o vetor aleatório com componentes Uk = (Yk/µk)

rk , k =

1, . . . , p, então U ∼ BCE`p
(
1,D−1r λ,DrΣDr; g

)
.

3. Se λ = 1, então Y ∼ TE`p(µ,DµΣDµ;Rp
+; g).

Demonstração. Ver Apêndice A.15. �
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Considerando o caso p = 1 no Teorema 3.4.2 obtemos os respectivos resultados
distribucionais para a classe de distribuições Box-Cox simétricas. Estes resultados já
tinham sido provados por Ferrari e Fumes [4].

No Teorema 3.4.3 mostramos que a distribuição log-t multivariada é uma mistura
de distribuições log-normais multivariadas.

Teorema 3.4.3. Sejam µ ∈ Rp
+, Σ(p× p) > 0 e τ > 0. Se Y ∼ Ltp(µ,Σ; τ), então a f.d.p fY

de Y pode ser obtida como

fY (y) =

∫ ∞
0

fY |v(y)fV (v) dv,

em que fV é a f.d.p de V ∼ IG(τ/2, τ/2) e fY |V é a f.d.p condicional de Y |V = v ∼
LNp(µ, vΣ).

Demonstração. Ver Apêndice A.16. �

Com o objetivo de estabelecer resultados em relação às distribuições marginais e
condicionais, e independência das distribuições Box-Cox elípticas, consideremos par-
tições de Y ∈ Rp

+, µ ∈ Rp
+, λ ∈ Rp e Σ(p× p) > 0 como

Y ′ = (Y ′1,Y
′
2), µ′ = (µ′1,µ

′
2), λ′ = (λ′1,λ

′
2), Σ =

[
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]
, (3.13)

sendo Y 1 ∈ Rr
+, Y 2 ∈ Rp−r

+ , µ1 ∈ Rr
+, µ2 ∈ Rp−r

+ , λ1 ∈ Rr, λ2 ∈ Rp−r, Σ11(r × r) > 0,
Σ22((p−r)×(p−r)) > 0 e Σ12(r×(p−r)) tal que Σ21 = Σ′12. O retânguloA(λ) pode ser
escrito como o produto cartesiano entre os retângulos A(λ1) = I(λ1)× · · · × I(λr) ∈ Rr

e A(λ2) = I(λr+1)× · · · × I(λp) ∈ Rp−r, isto é,

A(λ) = A(λ1)× A(λ2). (3.14)

Sejam Y ∈ Rp
+, µ ∈ Rp

+, λ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 particionados como em (3.13) e tal
que Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g). As f.d.p marginais dos subvetores aleatórios Y 1 e Y 2 são
dadas por

fY 1(y1) =

{ ∫
A(λ2)

g
(
w′Σ−1w

)
dw2

}∏r
k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(λ)
g
(
w′Σ−1w

)
dw

, y1 ∈ Rr
+, (3.15)

fY 2(y2) =

{ ∫
A(λ1)

g
(
w′Σ−1w

)
dw1

}∏p
k=r+1

y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(λ)
g
(
w′Σ−1w

)
dw

, y2 ∈ Rp−r
+ , (3.16)

em que w1 = T(λ1,µ1)(y1), w2 = T(λ2,µ2)(y2) e w = (w1,w2). Evidentemente, as f.d.p
marginais (3.15) e (3.16) não têm necessariamente a estrutura da f.d.p de um vetor
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aleatório com distribuição Box-Cox elíptica dada em (3.6). Essa estrutura é possível
quando Σ12 = 0, isto é, quando a matriz Σ(p × p) > 0 é bloco diagonal. No Teorema
3.4.4 mostramos esse fato.

Teorema 3.4.4. Sejam Y ∈ Rp
+, µ ∈ Rp

+, λ ∈ Rp, Σ(p×p) > 0 particionados como em (3.13)
e tal que Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g). Se Σ12 = 0, então Y 1 ∼ BCE`r(µ1,λ1,Σ11; g1), em que

g1(u) =

∫
T (A(λ2))

g
(
u+ s′2s2

)
ds2, u ≥ 0, (3.17)

sendo T : Rp−r → Rp−r a transformação T (x) = Σ
−1/2
22 x e g1 tal que

∫∞
0
tr−1g1(t

2) dt <∞.

Demonstração. Ver Apêndice A.17. �

No Corolário 3.4.4.1 mostramos que se a matriz Σ(p× p) é diagonal, então todas as
distribuições marginais das distribuições Box-Cox elípticas apresentam distribuições
Box-Cox simétricas.

Corolário 3.4.4.1. Sejam µ ∈ Rp
+, λ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 e Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g), onde

Σ = diag{σ11, . . . , σpp}. Então Yk ∼ BCS(µk, σkk, λk; gk), k = 1, . . . , p, sendo

gk(u) =

∫
A(Σ

−1/2
−k,−kλ−k)

g
(
u+ s′−ks−k

)
ds−k, u ≥ 0,

uma função tal que
∫∞
0
gk(t

2) dt <∞.

Demonstração. Basta considerar Y 1 = Yk, Y 2 = Y −k, µ1 = µk, µ2 = µ−k, λ1 = λk,
λ2 = λ−k, Σ11 = σkk e Σ22 = Σ−k,−k, k = 1, . . . , p, no Teorema 3.4.4. �

No Teorema 3.4.4 mostramos que se Y ′ = (Y ′1,Y
′
2) ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g), então o

subvetor Y 1 também tem distribuição Box-Cox elíptica se Σ(p× p) > 0 é bloco diago-
nal. Note que, sob essa condição, Y 1 apresenta distribuição na classe de distribuições
Box-Cox elípticas, mas não na mesma família de distribuições de Y , a menos que a
f.g.d g1 dada em (3.17) tenha a mesma estrutura da f.g.d g. Ainda que a condição esta-
belecida no Teorema 3.4.4 seja suficiente para que todos os membros na classe de dis-
tribuições Box-Cox elípticas apresentem distribuições marginais na mesma classe, nas
distribuições log-normal e log-t multivariadas não é necessário impor essa condição
para que as distribuições marginais pertençam à classe de distribuições log-elípticas.
Além disso, as distribuições marginais nestas duas famílias pertencem à mesma famí-
lia de distribuições, como mostramos no Teorema 3.4.5. Esse resultado está baseado no
fato de que se X ′ = (X ′1,X

′
2) tem distribuição elíptica, então a distribuição marginal

de X1 também tem distribuição elíptica (Fang et al. [9]). Em geral, a distribuição mar-
ginal de X1 não pertence à mesma família de distribuições de X , como ocorre, por
exemplo, com a distribuição exponencial potência multivariada (Gómez et al. [24]),
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mas nas distribuições normal e t multivariadas as distribuições marginais pertencem à
mesma família de distribuições. Com efeito, sejamX ∈ Rp,µ ∈ Rp, Σ(p×p) > 0 partici-
onados como em (2.27). SeX ∼ Np(µ,Σ), entãoX1 ∼ Nr(µ1,Σ11). SeX ∼ tp(µ,Σ; τ),
entãoX1 ∼ tr(µ1,Σ11; τ).

Teorema 3.4.5. Sejam Y ∈ Rp
+, µ ∈ Rp

+ e Σ(p× p) > 0 particionados como em (3.13). Seja
ainda τ > 0.

1. Se Y ∼ LNp(µ,Σ), então Y 1 ∼ LNr(µ1,Σ11)

2. Se Y ∼ Ltp(µ,Σ; τ), então Y 1 ∼ Ltr(µ1,Σ11; τ).

Demonstração. Ver Apêndice A.18. �

No Teorema 3.4.6 mostramos que se Y = (Y ′1,Y
′
2)
′ tem distribuição Box-Cox elíp-

tica, então as distribuições condicionais de Y 1|Y 2 e Y 2|Y 1 também apresentem dis-
tribuição Box-Cox elíptica sob determinada condição.

Teorema 3.4.6. Sejam Y ∈ Rp
+, µ ∈ Rp

+, λ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 particionados como
em (3.13) e tal que Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g). Seja µ1(w2) = Σ12Σ

−1
22w2 ∈ A(λ1), sendo

w2 = T(λ2,µ2)(y2), então Y 1|Y 2 = y2 ∼ BCE`r
(
δ1,λ1,D1Σ11·2D1; gq(w2)

)
, em que δ1 =

T−1(λ1,µ1)
(µ1(w2)) e

D1 = D−11+Dλ1
µ1(w2)

Σ11·2 = Σ11 −Σ12Σ
−1
22 Σ21, (3.18)

gq(w2)(u) = g(u+ q(w2)), u ≥ 0, com q(w2) = w′2Σ
−1
22w2.

Demonstração. Ver Apêndice A.19. �

No Teorema 3.4.7 mostramos um resultado similar ao Teorema 2.4.7 para a classe de
distribuições Box-Cox elípticas. Este teorema é uma caracterização da independência
entre dois subvetores de um vetor aleatório com distribuição Box-Cox elíptica.

Teorema 3.4.7. Sejam Y ∈ Rp
+, µ ∈ Rp

+, λ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 particionados como em
(3.13) e tal que Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g). Então, Y 1 e Y 2 são independentes se, e somente se,
Y ∼ BCNp(µ,λ,Σ; g) e Σ12 = 0.

Demonstração. Similar à prova do Teorema 2.4.7. �

No Teorema 3.4.8 derivamos uma expressão que liga os momentos mistos de veto-
res aleatórios tendo distribuições Box-Cox elípticas.
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Teorema 3.4.8. Sejam h ∈ Rp, µ ∈ Rp
+, λ ∈ Rp, Σ(p × p) > 0 e Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g).

Então

E
( p∏
k=1

Y hk
k

)
=

( p∏
k=1

µhkk

)
E
( p∏
k=1

Uhk
k

)
, (3.19)

sempre que E
(∏p

k=1 U
hk
k

)
<∞, sendo U = (U1, . . . , Up) ∼ BCE`p(1,λ,Σ; g).

Demonstração. Ver Apêndice A.20. �

Pela Definição 3.3.1 podemos expressar o vetor aleatório U que aparece em (3.19)
como U = T−1(λ,1)(W ), em que W ∼ TE`p(0,Σ;A(λ); g). Isto pode facilitar o cálculo de
(3.19) através de integração de Monte Carlo. Usando o Algoritmo 2.5.1 geramos uma
amostra aleatória de tamanho n do vetor aleatórioW ∼ TE`p(0,Σ;A(λ); g), chamemos
w1, . . . ,wn, em que wi = (wi1, . . . , wip), i = 1, . . . , n, e calculamos

E
( p∏
k=1

Y hk
k

)
≈ 1

n

n∑
i=1

p∏
k=1

(
µkuk(wik)

)hk ,
sendo uk(wik) = T−1(λk,1)

(wik), i = 1, . . . , n; k = 1, . . . , p.
No Corolário 3.4.8.1 apresentamos uma interessante fórmula para o cálculo dos mo-

mentos mistos das distribuições log-elípticas. Neste caso a fórmula depende da função
geradora de momentos (f.g.m) de um vetor aleatório com distribuição elíptica. Este
resultado já tinha sido provado por Fang et al. [9, Seção 2.8.1].

Corolário 3.4.8.1. Sejam µ ∈ Rp
+, Σ(p× p) > 0 e Y ∼ LE`p(µ,Σ; g). Seja h ∈ Rp, então

E
( p∏
k=1

Y hk
k

)
=

( p∏
k=1

µhkk

)
MW (h), (3.20)

sempre que MW , a f.g.m deW ∼ E`p(0,Σ; g), exista.

Demonstração. Basta fazer λ = 0 no Teorema 3.4.8. �

Note que se uma família de distribuições elípticas apresenta forma fechada para
sua f.g.m, então a fórmula para calcular os momentos mistos da respectiva família de
distribuições log-elíptica também apresentará forma fechada. Por exemplo, se Y ∼
LNp(µ,Σ), então, usando (3.20), temos que

E
( p∏
k=1

Y hk
k

)
=

( p∏
k=1

µhkk

)
exp
(1

2
h′Σh

)
. (3.21)

No Corolário 3.4.8.2 mostramos uma relação entre matrizes de covariâncias envol-
vendo vetores aleatórios que têm distribuições Box-Cox elípticas.
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Corolário 3.4.8.2. Sejam µ ∈ Rp
+, λ ∈ Rp, Σ(p×p) > 0 e Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g). A matriz

de covariâncias de Y , ΣY , satisfaz a relação

ΣY = DµΣUDµ, (3.22)

em que ΣU é a matriz de covariâncias do vetor aleatório U ∼ BCE`p(1,λ,Σ; g). Além disso,
as matrizes de correlação de Y e U são iguais, isto é,

ρY = ρU . (3.23)

Demonstração. Ver Apêndice A.21. �

3.5 Interpretação dos parâmetros

Nesta seção apresentamos a interpretação dos parâmetros que determinam as dis-
tribuições Box-Cox elípticas.

Pela Definição 3.3.1 a distribuição de um vetor aleatório Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g) é
construída a partir da transformação de Box-Cox estendida (3.5), levando em conside-
ração a região de truncamento que ela induz. Isto faz com que as distribuições Box-Cox
elípticas sejam caracterizadas através das distribuições elípticas truncadas. Nessa ca-
racterização os vetores de parâmetros µ ∈ Rp

+ e λ ∈ Rp são introduzidos de maneira
que os componentes µk e λk, k = 1, . . . , p, sejam parâmetros que transformem unica-
mente a variável Yk e, portanto, esses parâmetros são características da distribuição de
Yk. As distribuições marginais das distribuições elípticas truncadas que caracterizam as
distribuições Box-Cox elípticas estão associados através da matriz Σ(p×p) > 0. Assim,
essa matriz também introduz associação entre as distribuições marginais das distribui-
ções Box-Cox elípticas. Portanto, µk, k = 1, . . . , p, é parâmetro de escala (Teorema 3.2.1)
da distribuição de Yk; λk, k = 1, . . . , p, é parâmetro de assimetria (transformação po-
tência para simetria marginal) da distribuição de Yk; σjk, j, k = 1 . . . , p, é parâmetro de
associação entre Yj e Yk.

Os parâmetros µk e σkk, k = 1, . . . , p, estão relacionados a percentis. Com o intuito
de estabelecer essas relações, escrevemos a f.d.p marginal de Yk, k = 1, . . . , p, como

fYk(yk) =
gΥk

(sk)
y
λk−1

k√
σkkµ

λk
k∫

I(λk
√
σkk)

gΥk
(sk) dsk

, sk = σ
−1/2
kk T(λk,µk)(yk), yk > 0, (3.24)

em que I(λk
√
σkk) está definido segundo (3.4) e

gΥk
(uk) =

∫
A(λ−k)

g
(
(1 + ΥkΥ

′
k)u

2
k − 2ΥkΨku−kuk + u′−kΨ

′
kΨku−k

)
du−k, (3.25)
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em que uk ∈ I(λk
√
σkk), Ψk =

(
Σ−k,−k − σ−1kk Σ−k,kΣk,−k

)−1/2 e Υk = σ
−1/2
kk Σk,−kΨk.

A f.d.p (3.24) pode ser construída a partir de uma variável aleatória definida em R.
Com efeito, note primeiramente que a função gΥk

dada em (3.25) pode ser definida em
R. Desta maneira, podemos definir uma variável aleatória Uk ∈ R através da f.d.p

fUk(uk) = ckgΥk
(uk), uk ∈ R, (3.26)

em que c−1k =
∫∞
−∞ gΥk

(uk) duk. A f.d.a de Uk é dada por

FUk(uk) = ck

∫ uk

−∞
gΥk

(tk) dtk. (3.27)

Definindo a variável aleatória Sk como a variável aleatória Uk truncada sobre o con-
junto I(λk

√
σkk), temos que a f.d.p de Sk é dada por

fSk(sk) =
gΥk

(sk)∫
I(λk

√
σkk)

gΥk
(sk) dsk

, sk ∈ I(λk
√
σkk). (3.28)

Considerando a trasformação Sk = σ
−1/2
kk T(λk,µk)(Yk), com Jacobiano

J(sk → yk) =
yλk−1k√
σkkµ

λk
k

,

obtemos a f.d.p de Yk dada em (3.24).
Um caso de interesse da f.d.p (3.26) ocorre quando a integral que envolve a função

gΥk
tem região de integração sobre Rp−1. Nesse caso, a partir da relação

det(Σ)−1/2gΥk
(uk) =

1
√
σkk

gk(u
2
k), uk ∈ R, (3.29)

em que

gk(u) =

∫
Rp−1

g(u+w′−kw−k) dw−k, u ≥ 0, (3.30)

segue que
fUk(uk) = gk(u

2
k), uk ∈ R, (3.31)

que corresponde à f.d.p de uma variável simétrica padrão com f.g.d dada por (3.30).
No Teorema 3.5.1 mostramos que todos os quantis das distribuições marginais uni-

variadas das distribuições Box-Cox elípticas são proporcionais aos respectivos compo-
nentes do parâmetro µ.

Teorema 3.5.1. Sejam µ ∈ Rp
+, λ ∈ Rp, Σ(p×p) > 0 e Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g). O α-quantil
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yk,α de Yk, α ∈ (0, 1), k = 1, . . . , p, satisfaz

yk,α =


µk
(
1 + λk

√
σkksk,α

)1/λk , se λk 6= 0,

µk exp
(√

σkksk,α
)
, se λk = 0,

(3.32)

em que

sk,α =


F−1Uk

(
α + (1− α)FUk(−1/λk

√
σkk)

)
, se λk > 0,

F−1Uk

(
(1 + α)FUk(−1/λk

√
σkk)− 1

)
, se λk < 0,

F−1Uk
(α), se λk = 0,

(3.33)

onde FUk é a f.d.a dada em (3.27).

Demonstração. Ver Apêndice A.22. �

No Teorema 3.5.1 provamos que se Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g), então todos os quantis
de Yk, k = 1, . . . , p, em particular, a mediana, são proporcionais a µk. Isto torna a classe
de distribuições Box-Cox elípticas atrativa para modelagem de regressão (Capítulo 4).
No Corolário 3.5.1.1 mostramos condições para que os quantis de Yk, k = 1, . . . , p, de
Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g) sejam calculados em termos de quantis de distribuições simé-
tricas padrão.

Corolário 3.5.1.1. Sejam µ ∈ Rp
+, λ ∈ Rp, Σ(p× p) > 0 e Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g).

1. Se λ = 0 (isto é Y ∼ LE`p(µ,Σ, g)), então o α-quantil yk,α de Yk, α ∈ (0, 1),
k = 1, . . . , p, é dado por yk,α = µk exp

(√
σkksk,α

)
, em que sk,α é o α-quantil de uma

distribuição simétrica padrão com f.g.d dada por (3.30).

2. Se λj
√
σjj → 0, j = 1, . . . , p, então o α-quantil yk,α de Yk, α ∈ (0, 1), k = 1, . . . , p,

é dado por yk,α = µk exp
(√

σkksk,α
)
, em que sk,α é o α-quantil de uma distribuição

simétrica padrão com f.g.d dada por (3.30).

Demonstração. Ver Apêndice A.23. �

Como indicamos anteriormente, se um vetor aleatório tem distribuição na famí-
lia normal ou t multivariada, então as distribuições marginais pertencem à mesma
família de distribuições. Isso faz com que, sob as condições impostas no Corolário
3.5.1.1, os quantis de Yk, k = 1, . . . , p, de um vetor aleatório Y com distribuição nas
famílias log-normal, log-t, Box-Cox normal ou Box-Cox t multivariadas possam ser
calculados com facilidade através das distribuições normal padrão ou t, conforme
o caso. Com efeito, se Y ∼ LNp(µ,Σ) ou Y ∼ BCNp(µ,λ,Σ), com λj

√
σjj → 0,

j = 1, . . . , p, então o α-quantil yk,α de Yk, α ∈ (0, 1), k = 1, . . . , p, nesses casos é dado
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por yk,α = µk exp
(√

σkksα
)
, em que sα é o α-quantil da distribuição N(0, 1). Isto vem do

fato de que a f.d.p (3.26) é calculada a partir de (3.29) e (3.30) como

fUk(uk) =
1√
2π

exp
(
−u

2
k

2

)
, uk ∈ R,

quando é considerada a f.g.d (2.5). De forma semelhante, se Y ∼ Ltp(µ,Σ; τ) ou Y ∼
BCtp(µ,λ,Σ; τ), com λj

√
σjj → 0, j = 1, . . . , p, então o α-quantil yk,α de Yk, α ∈ (0, 1),

k = 1, . . . , p, nesses casos é dado por yk,α = µk exp
(√

σkksα
)
, em que sα é o α-quantil da

distribuição t com τ graus de liberdade.
Seja Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g). O Corolário 3.5.1.1 garante as relações a seguir dos

parâmetros µk, k = 1, . . . , p: se λ = 0 (isto é Y ∼ LE`(µ,Σ; g)), então µk = yk,1/2.
Também, se λ ≈ 0 ou λj

√
σjj ≈ 0, j = 1, . . . , p, então µk ≈ yk,1/2. Portanto, nesses

casos, µ é igual ou aproximadamente igual ao vetor das medianas das distribuições
marginais de Y ∼ BCE`(µ,Σ,λ; g).

Um coeficiente de variação baseado nos percentis (Rigby e Stasinopoulos [8]) para
Yk, k = 1, . . . , p, é definido como

CVYk =
3(yk,3/4 − yk,1/4)

4yk,1/2
. (3.34)

O Corolário 3.5.1.1 garante as relações a seguir dos parâmetros σkk, k = 1, . . . , p, deY ∼
BCE`p(µ,λ,Σ; g): se λ = 0 (isto é Y ∼ LE`(µ,Σ; g)), então CVYk = 1,5 sinh(

√
σkksk,3/4),

em que sk,3/4 é o terceiro quartil de uma distribuição simétrica padrão com f.g.d dada
por (3.30). Se λ ≈ 0 ou λj

√
σjj ≈ 0, j = 1, . . . , p, então CVYk ≈ 1,5 sinh(

√
σkksk,3/4).

Assim, nesses casos, CVYk depende de σkk através da função seno hiperbólico, que é
uma função crescente. Portanto, σkk pode ser visto como um parâmetro de dispersão
relativa da distribuição de Yk. Em particular, se Y ∼ LNp(µ,Σ) (Y ∼ Ltp(µ,Σ; τ)),
então CVYk = 1,5 sinh(

√
σkks3/4), em que s3/4 é o terceiro quartil da distribuição normal

padrão (t com τ graus de liberdade). Se Y ∼ BCNp(µ,λ,Σ) (Y ∼ BCtp(µ,λ,Σ; τ)),
com λ ≈ 0 ou λj

√
σjj ≈ 0, j = 1, . . . , p, então CVYk ≈ 1,5 sinh(

√
σkks3/4), em que s3/4 é

o terceiro quartil da distribuição normal padrão (t com τ graus de liberdade).
Os parâmetros σjk, j 6= k, induzem associação entre as distribuições marginais das

distribuições Box-Cox elípticas. As Figuras 2.1(a), 2.1(b), 2.1(c) mostram um exemplo
de como a associação entre as distribuições marginais de uma distribuição Box-Cox t
bivariada é alterada segundo os valores de σ12. No entanto, não é fácil estabelecer a
maneira em que esses parâmetros modelam a associação na classe, pois depende de
cada família considerada. Por exemplo, se Y ∼ BCNp(µ,λ,Σ), com λ ≈ 0, então de
(3.21) podemos mostrar que

Cov(Yj, Yk) ≈ µjµk exp
[1

2
(σjj + σkk)

]
[exp(σjk)− 1], j 6= k.
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Portanto, se σjk > 0, então Cov(Yj, Yk) > 0; se σjk < 0, então Cov(Yj, Yk) < 0; e se
σjk = 0, então Cov(Yj, Yk) = 0.

3.6 Estimação de máxima verossimilhança

Neste seção apresentamos alguns aspectos teóricos e computacionais associados
ao método de máxima verossimilhança, utilizado na estimação dos parâmetros das
distribuições Box-Cox elípticas.

Para estimar os parâmetros das distribuições Box-Cox elípticas propomos o método
de máxima verossimilhança. Sejam y1, . . . ,yn os valores observados de uma amostra
aleatória Y 1, . . . ,Y n de Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g), sendo Y i = (Yi1, . . . , Yip), i = 1, . . . , n.
Seja η = (η1, . . . , ηq) o vetor de parâmetros extras induzidos pela f.g.d g. Os estima-
dores de máxima verossimilhança (EMV) de µ, λ, Σ e η denotados por µ̂, λ̂, Σ̂ e η̂,
respectivamente, serão tais que maximixem o logaritmo da função de verossimilhança

` =
n∑
i=1

`i, (3.35)

sendo `i, i = 1, . . . , n, o logaritmo da função de verossimilhança de yi, dado por

`i = − log

{∫
A(λ)

g
(
w′Σ−1w

)
dw

}
+log

{
g
(
w′iΣ

−1wi

)}
+

p∑
k=1

(λk−1) log yik−
p∑

k=1

λk log µk,

em que wi = T(λ,µ)(yi). Não existe forma fechada para µ̂, λ̂, Σ̂ e η̂, mas estes estima-
dores podem ser obtidos através de métodos otimização implementados em progra-
mas computacionais.

Sejam µ(0), λ(0), Σ(0) e η(0) os valores iniciais no processo de estimação de µ, λ,
Σ e η, respectivamente. Para a escolha de µ(0)

k , λ(0)k e σ
(0)
kk , k = 1, . . . , p, sugerimos

as estimativas geradas ao ajustar a distribuição Box-Cox simétrica no k-ésimo compo-
nente de Y , isto é, os valores estimados dos parâmetros de Yk ∼ BCS(µk, λk,

√
σkk; g).

Como valores iniciais para os parâmetros σjk, sugerimos σ(0)
jk = 0, j 6= k. A proposta

para os valores iniciais dos parâmetros extras, η(0)j , j = 1, . . . , q, dependerá da famí-
lia de distribuições considerada na classe. Por exemplo, para a distribuição Box-Cox
t multivariada propomos como valor inicial do número de graus de liberdade, τ (0), o
número de graus de liberdade estimado no ajuste de uma distribuição t multivariada
no vetor X = T(λ(0),µ(0))(Y ). Note que não é considerado o truncamento que induz a
transformação de Box-Cox estendida nesse ajuste.

O processo de estimação que envolve as distribuições Box-Cox elípticas é com-
plicado devido, principalmente, à necessidade de calcular eficientemente a integral∫
A(λ)

g(w′Σ−1w) dw que aparece em cada `i, i = 1, . . . , n. Esta integral depende da
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complexidade e estrutura da f.g.d g e deve ser calculada sobre o conjunto A(λ). As-
sim, o vetor de parâmetros extras η, a matriz Σ e o vetor λ estão envolvidos através
desta integral no processo de estimação. Genz e Bretz [22] propõem algoritmos para
calcular esse tipo de integrais quando g é a f.g.d das famílias normal e t multivariadas
dadas em (2.5) e (2.8), respectivamente. Esses algoritmos estão implementados no pa-
cote mvtnorm (Genz et al. [21]) do software livre R [10] através das rotinas pmvnorm e
pmvt, que permitem calcular as f.d.a das distribuições normal e t multivariadas sobre
retângulos. No entanto, a rotina pmvt admite cálculos apenas com graus de liberdade
inteiros. No Apêndice B disponibilizamos a função pmvt1, que permite calcular a f.d.a
da distribuição t multivariada sobre retângulos com graus de liberdade no conjunto
dos reais positivos. O cálculo eficiente dessas integrais para outras f.g.d é problema em
aberto. No Apêndice B também disponibilizamos a programação em R que permite
obter os EMV nas famílias de distribuições Box-Cox normal e Box-Cox t multivariadas
por meio das funções mlemvbcnorm e mlemvbct, respectivamente. Os métodos itera-
tivos disponíveis em nossos programas que permite maximixar (3.35) para estas duas
famílias são Nelder-Mead, BFGS, CG, SANN e L-BFGS-B (ver [38]). Esses métodos es-
tão implementados na rotina optim do pacote stats do R.

Observação 3.6.1. Note que na classe de distribuições log-elípticas (λ = 0) não é necessário
calcular a integral

∫
A(λ)

g(w′Σ−1w) dw, o que facilita o processo de estimação nessa classe. De
fato, nesse caso, o logaritmo da função de verossimilhança é dado por (3.35), em que cada `i,
i = 1, . . . , n, é

`i = −1

2
log(det(Σ)) + log

{
g
(
w′iΣ

−1wi

)}
−

p∑
k=1

log yik,

sendo wi = T(λ,µ)(yi). Nesse caso os parâmetros a estimar são µ, Σ e η.

Com o objetivo de verificar se a metodologia de estimação é adequada realizamos
estudos de simulação para estimar parâmetros das distribuições log-normal, log-t, Box-
Cox normal e Box-Cox t bivariadas a partir de amostras aleatórias com diferentes ta-
manhos. As amostras aleatórias de tamanho n de Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g) são geradas
de acordo com o Algoritmo 3.6.1, o qual foi implementado no R para as famílias de dis-
tribuições Box-Cox normal e Box-Cox t multivariadas através das funções rmvbcnorm
e rmvbct, respectivamente (ver Apêndice B).

Algoritmo 3.6.1.

1. A partir do Algoritmo 2.5.1 gerar uma amostra aleatória de tamanho n do vetor aleatório
W ∼ TE`p(0,Σ;A(λ); g), chamemos w1, . . . ,wn.

2. Pela Definição 3.3.1 temos que y1 = T−1(λ,µ)(w1), . . . ,yn = T−1(λ,µ)(wn) é uma amostra
aleatória de Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g).
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Conduzimos quatro estudos de simulação considerando N = 5000 réplicas para
amostras de tamanho n ∈ {125, 250, 500} geradas a partir do vetor aleatório Y tendo
as distribuições a seguir: LN2(µ,Σ), Lt2(µ,Σ; τ), BCN2(µ,λ,Σ) e BCt2(µ,λ,Σ; τ). Os
parâmetros considerados em cada estudo de simulação aparecem na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Valores dos parâmetros nos estudos de simulação.

Estudo de Distri- Parâmetros verdadeiros
simulação buição µ1 µ2 λ1 λ2 σ11 σ12 σ22 τ

1 LN2 8 8 – – 0,8 −0,5 1 –
2 Lt2 7 10 – – 1,2 0,6 1,4 5

3 BCN2 20 15 0,4 0,3 0,4 0,1 0,3 –
4 BCt2 5 4 −1 0,5 0,6 0,2 0,8 6

O cálculo dos valores iniciais µ(0)
k , λ(0)k e σ

(0)
kk , k = 1, . . . , p, nos quatro estudo de

simulação, foi feito ajustando as distribuições log-normal, log-t, Box-Cox normal e Box-
Cox t, conforme o caso, utilizando a rotina gamlss do pacote com o mesmo nome
(Rigby e Stasinopoulos [39]) do R. O cálculo do valor inicial do número de graus de
liberdade, τ (0), para as distribuições Box-Cox t e log-t bivariadas, foi feito ajustando
a distribuição t multivariada no vetor X = T(λ(0),µ(0))(Y ) através da rotina selm do
pacote sn (Azzalini [40]) do R. Em cada estudo de simulação utilizamos o método de
otimização BFGS, que não permite restrições sobre os problemas de otimização em que
seja aplicado. Os espaços paramétricos das distribuições consideradas nos estudos de
simulação têm restrições determinadas por µ ∈ R2

+, λ ∈ R2, Σ(2 × 2) > 0 e τ > 0,
conforme o caso. Por meio de reparametrizações removemos essas restrições e, assim,
podemos aplicar o método BFGS†. As reparametrizações consideradas em cada estudo
de simulação, conforme o caso, são mostradas a seguir:

µk = exp(ξk), ξk ∈ R, k = 1, 2,

Σ = LL′, (3.36)

τ = exp(ν), ν ∈ R,

onde L(2× 2) é uma matriz triangular inferior. A fatoração de Σ(2× 2) dada em (3.36)
é denominada decomposição de Cholesky (Seber [41]). Essa fatoração garante que a
matriz Σ(2 × 2) seja definida positiva durante o processo de estimação. Note que não
é necessário considerar reparametrizações sobre o vetor λ, já que está definido em R2.

†Para utilizar os métodos Nelder-Mead, CG e SANN também é necessário considerar reparametri-
zações. O método L-BFGS-B permite impor restrições intervalares para cada parâmetro, que seria útil
em nosso caso exceto para a matriz Σ que deve ser definida positiva. A decomposição de Cholesky da
matriz Σ fornece uma reparametrização útil para poder aplicar os métodos de otimização disponíveis
em nossos programas.
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Sejam θ̂1, . . . , θ̂N os valores ordenados das estimativas de um parâmetro θ num es-
tudo de simulação. Denotamos por M(θ̂) à mediana de {θ̂1, . . . , θ̂N}. O viés mediano
(MB, siglas em inglês) das estimativas, denotado por MB(θ̂), é dado por MB(θ̂) =

M(θ̂) − θ. O desvio absoluto mediano (MAD, siglas em inglês) das estimativas, de-
notado por MAD(θ̂), é definido como a mediana de {|θ̂1 − M(θ̂)|, . . . , |θ̂N − M(θ̂)|}.
Também denotamos por IQR(θ̂) a amplitude interquartil (IQR, siglas em inglês) de
{θ̂1, . . . , θ̂N}. Nas Tabelas 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 apresentamos as medianas das estimativas e
os valores dos vieses medianos, desvios absolutos medianos e amplitudes interquartis
das estimativas dos parâmetros dos estudos de simulação 1, 2, 3 e 4, respectivamente.
Estas medidas são robustas a textitoutliers extremos (muito altos) das estimativas do
parâmetro de graus de liberdade, que correspondem a ajustes das distribuições Box-
Cox normal ou log-normal bivariadas, conforme o caso. Note que em todos os casos os
valores destas medidas indicam bom comportamento dos estimadores, já que os vieses
medianos são próximos de zero e os valores dos desvios medianos, desvios absolutos
medianos e amplitudes interquartis diminuem quando n aumenta.

3.7 Aplicações a dados reais

Nesta seção apresentamos aplicações a dados reais através de ajustes das distribui-
ções Box-Cox elípticas a conjuntos de dados nutricionais e antropométricos.

Inicialmente analisamos os consumos de nutrientes em pessoas idosas conside-
rando uma amostra coletada no ano 2011 por meio da aplicação de recordatório 24
horas (R24h)‡. Examinamos os consumos de vitaminas B2 (em mg), B3 (em mg), B12
(em mcg) e D (em mcg) obtidos do primeiro R24h em 136 homens idosos. As estatísti-
cas descritivas e as correlações amostrais das variáveis consideradas são apresentadas
nas Tabelas 3.6 e 3.7, respectivamente. Na Figura 3.2 apresentamos a matriz de bag-
plots (Rousseeuw et al. [42]) de duplas de variáveis nutricionais, com os boxplots de
cada variável na diagonal. O bagplot é uma versão bivariada do boxplot, é conformado
por um bag (região da cor cinza escuro) que contém 50% das observações e no seu in-
terior está localizado o dado com maior profundidade (ponto de cor vermelho). O loop
(região da cor cinza claro) contém as observações que não pertencem ao bag e estão
dentro da fence (linha que separa os dados discrepantes, indicados com pontos ver-
melhos). O bagplot permite visualizar a localização (dado com maior profundidade),
dispersão (tamanho do bag), correlação (orientação do bag), assimetria (forma do bag e
do loop) e dados discrepantes (pontos fora da fence). A Figura 3.2 indica que as duplas
de variáveis nutricionais têm várias observações bem discrepantes, são positivamente
correlacionadas e apresentam assimetria multivariada.

‡Este conjunto de dados faz parte do projeto de pesquisa “Avaliação da adequação nutricional na
terceira idade”de José Eduardo Corrente, processo FAPESP 08/10261-8.
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Tabela 3.2: Valores da mediana (M), viés mediano
(MB), desvio absoluto mediano (MAD) e amplitude in-
terquartil (IQR) associados ao estudo de simulação 1.

n µ̂1 µ̂2 σ̂11 σ̂12 σ̂22

125

M 7,98 8,00 0,78 −0,48 0,97

MB −0,02 0,00 −0,02 0,02 −0,03

MAD 0,59 0,66 0,07 0,07 0,09

IQR 1,19 1,33 0,15 0,14 0,18

LN2 250

M 7,99 8,00 0,79 −0,49 0,99

MB −0,01 0,00 −0,01 0,01 −0,01

MAD 0,42 0,47 0,05 0,05 0,07

IQR 0,85 0,93 0,10 0,10 0,13

500

M 8,00 8,00 0,80 −0,50 1,00

MB 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

MAD 0,30 0,33 0,04 0,04 0,05

IQR 0,60 0,66 0,08 0,07 0,09

Tabela 3.3: Valores da mediana (M), viés mediano
(MB), desvio absoluto mediano (MAD) e amplitude in-
terquartil (IQR) associados ao estudo de simulação 2.

n µ̂1 µ̂2 σ̂11 σ̂12 σ̂22 τ̂

125

M 7,01 10,02 1,20 0,59 1,39 5,25

MB 0,01 0,02 0,00 −0,01 −0,01 0,25

MAD 0,97 1,45 0,22 0,17 0,26 1,76

IQR 1,31 1,98 0,30 0,22 0,35 2,63

Lt2 250

M 6,99 9,99 1,20 0,60 1,40 5,15

MB −0,01 −0,01 0,00 0,00 0,00 0,15

MAD 0,69 1,05 0,16 0,12 0,19 1,18

IQR 0,93 1,43 0,22 0,16 0,25 1,66

500

M 7,00 10,00 1,20 0,60 1,40 5,07

MB 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,07

MAD 0,46 0,72 0,12 0,08 0,13 0,82

IQR 0,62 0,97 0,16 0,11 0,18 1,13
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Tabela 3.4: Valores da mediana (M), viés mediano
(MB), desvio absoluto mediano (MAD) e amplitude in-
terquartil (IQR) associados ao estudo de simulação 3.

n µ̂1 µ̂2 λ̂1 λ̂2 σ̂11 σ̂12 σ̂22

125

M 19,83 14,94 0,41 0,30 0,40 0,10 0,29

MB −0,17 −0,06 0,01 0,00 0,00 0,00 −0,01

MAD 0,91 0,58 0,08 0,09 0,04 0,02 0,03

IQR 1,80 1,15 0,15 0,17 0,08 0,05 0,05

BCN2 250

M 19,93 14,96 0,40 0,30 0,40 0,10 0,30

MB −0,07 −0,04 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

MAD 0,63 0,41 0,05 0,06 0,03 0,02 0,02

IQR 1,26 0,82 0,10 0,12 0,05 0,03 0,04

500

M 19,98 14,99 0,40 0,30 0,40 0,10 0,30

MB −0,02 −0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

MAD 0,45 0,29 0,04 0,04 0,02 0,01 0,01

IQR 0,90 0,58 0,07 0,09 0,04 0,02 0,03

Tabela 3.5: Valores da mediana (M), viés mediano
(MB), desvio absoluto mediano (MAD) e amplitude in-
terquartil (IQR) associados ao estudo de simulação 4.

n µ̂1 µ̂2 λ̂1 λ̂2 σ̂11 σ̂12 σ̂22 τ̂

125

M 5,08 3,99 −1,04 0,49 0,66 0,26 0,85 8,89

MB 0,08 −0,01 −0,04 −0,01 0,06 0,06 0,05 2,89

MAD 0,72 0,42 0,25 0,13 0,31 0,16 0,16 4,62

IQR 2,96 0,84 0,51 0,27 2,80 0,61 0,36 18,42

BCt2 250

M 5,05 4,00 −1,02 0,49 0,64 0,23 0,82 7,48

MB 0,05 0,00 −0,02 −0,01 0,04 0,03 0,02 1,48

MAD 0,50 0,29 0,19 0,10 0,24 0,10 0,11 2,70

IQR 1,46 0,58 0,38 0,20 0,96 0,28 0,24 6,60

500

M 5,07 4,01 −1,02 0,49 0,65 0,22 0,82 7,07

MB 0,07 0,01 −0,02 −0,01 0,05 0,02 0,02 1,07

MAD 0,40 0,20 0,13 0,07 0,20 0,07 0,08 1,67

IQR 0,94 0,40 0,27 0,15 0,56 0,17 0,16 3,74
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Figura 3.2: Matriz de bagplots das variáveis nutricionais.

Tabela 3.6: Estatísticas descritivas das variáveis nutricionais.

Variável Min. Q1 Mediana Q3 Max. CV¶ Média SD

vit. B2 0,29 1,05 1,49 1,92 4,96 0,44 1,60 0,75

vit. B3 1,84 14,14 19,99 26,20 86,13 0,45 22,89 14,27

vit. B12 0,48 1,88 3,24 4,94 45,12 0,71 5,13 7,32

vit. D 0,26 1,73 3,80 5,39 27,35 0,72 4,16 3,51

¶Coeficiente de variação baseado em percentis definido em (3.34) (Rigby e Stasinopoulos [8]).
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Tabela 3.7: Correlações amostrais
entre as variáveis nutricionais.

Variável vit. B2 vit. B3 vit. B12 vit. D

vit. B2 1,00 0,46 0,28 0,76

vit. B3 0,46 1,00 0,06 0,16

vit. B12 0,28 0,06 1,00 0,23

vit. D 0,76 0,16 0,23 1,00

Na Tabela 3.8 apresentamos os valores do AIC para avaliar a qualidade do ajuste
de várias distribuições bivariadas em duplas de variáveis nutricionais. Consideramos
ajustes de distribuições Box-Cox normal e Box-Cox t marginalmente independentes e
das distribuições skew normal (SNp), skew-t§ (Stp), log-normal, log-t, Box-Cox normal
e Box-Cox t bivariadas. Note que a distribuição Box-Cox t bivariada apresenta o me-
lhor ajuste nos consumos das duplas de vitaminas B2-D, B3-D e B12-D, enquanto que
a distribuição log-t bivariada apresenta melhor ajuste nos consumos das duplas de vi-
taminas B2-B3, B2-B12 e B3-B12. As distribuições Box-Cox t e log-t bivariadas levam
em consideração a associação existente entre as variáveis, caso que não é considerado
ao ajustar distribuições Box-Cox t marginalmente independentes. Além disso, a pre-
sença de observações discrepantes (Figura 3.2) faz com que as distribuições Box-Cox
t e log-t apresentem melhor ajuste do que as distribuições log-normal e Box-Cox nor-
mal bivariadas. Na Tabela 3.9 mostramos os valores das estimativas (e erros padrão)
dos parâmetros correspondentes aos modelos que apresentam o melhor ajuste na Ta-
bela 3.8. Para o cálculo dos erros padrão das estimativas utilizamos o método delta
multivariado (Sen et al. [45]), já que usamos as reparametrizações dadas em (3.36).

Os valores das medianas e os coeficientes de variação baseados em percentis mos-
trados na Tabela 3.6 obedecem às interpretações dos parâmetros estimados (Seção 3.5).
Como a distribuição ajustada nos consumos da dupla de vitaminas B2-B3 é log-t biva-
riada, então µ̂1 = 1,45 e µ̂2 = 19,91 são aproximadamente iguais aos consumos media-
nos de vitaminas B2 e B3, respectivamente. Também, os coeficientes de variação base-
ados em percentis dos consumos de vitaminas B2 e B3 são aproximadamente iguais às
quantidades 1,5 sinh(

√
σ̂11s3/4) e 1,5 sinh(

√
σ̂22s3/4), respectivamente; sendo s3/4 o ter-

ceiro quartil da distribuição t com 6,22 graus de liberdade. Devido a que σ̂11 = 0,16 e
σ̂11 = 0,23, então a dispersão relativa do consumo de vitamina B3 é levemente maior
do que a do consumo de vitamina B2. Para os consumos da dupla de vitaminas B12-D
a distribuição ajustada é Box-Cox t bivariada com λ̂1

√
σ̂11 = −0,13 e λ̂2

√
σ̂22 = 0,07,

que são valores próximos de zero. Portanto, µ̂1 = 3,10 e µ̂2 = 3,42 são aproximada-
mente iguais aos consumos medianos de vitaminas B12 e D, respectivamente. Além

§As distribuições skew normal e skew-t multivariadas fazem parte da classe de distribuições skew-
elípticas (Branco e Dey [43], Azzalini [44]).
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disso, os coeficientes de variação baseados em percentis dos consumos de vitaminas
B12 e D são aproximadamente iguais a 1,5 sinh(

√
σ̂11s3/4) e 1,5 sinh(

√
σ̂22s3/4), respec-

tivamente; em que s3/4 o terceiro quartil da distribuição t com 5,5 graus de liberdade.
Como σ̂11 = 0,45 e σ̂11 = 0,47, então a dispersão relativa dos consumos de vitaminas
B12 e D são próximos. Em todos os ajustes considerados as estimativas do parâmetro
de graus de liberdade indicam ajustes de distribuições de caudas pesadas, isto é devido
à presença de observações discrepantes como mostram os bagplots da Figura 3.2.

Na Figura 3.3 mostramos para cada dupla de variáveis nutricionais curvas de níveis
das distribuições ajustadas sobrepostas nos diagramas de dispersão e os respectivos
gráficos das f.d.p. Note que as curvas de nível mostram um ajuste satisfatório em todas
as duplas de variáveis nutricionais.

Figura 3.3: Curvas de níveis e gráficos das f.d.p das distribuições ajustadas a dados nutricionais.

Em seguida, consideramos medidas antropométricas de indivíduos na faixa etária
entre 20 e 30 anos‖. Consideramos as medições dos perímetros da cintura (em cm),
peito (em cm), quadril (em cm) e o índice de massa corporal (i.m.c, em kg/m2) em

‖Este conjunto de dados está disponível na página web http://ww2.amstat.org/publications/jse/datasets/
body.dat.txt, e é analisado em Heinz et al. [46]

http://ww2.amstat.org/publications/jse/datasets/body.dat.txt
http://ww2.amstat.org/publications/jse/datasets/body.dat.txt
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247 homens. As estatísticas descritivas e as correlações amostrais dessas variáveis são
apresentadas nas Tabelas 3.10 e 3.11, respectivamente. A matriz de bagplots apresen-
tada na Figura 3.4 indica baixa presença de observações discrepantes nas duplas de
variáveis antropométricas. Além disso, todas as duplas de variáveis são positivamente
correlacionadas e apresentam assimetria multivariada.

Figura 3.4: Matriz de bagplots das variáveis antropométricas.
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Tabela 3.10: Estatísticas descritivas das variáveis antropométricas.

Variável Min. Q1 Mediana Q3 Max. CV Média SD

cintura 67,10 77,90 83,40 90,00 113,20 0,11 84,53 8,78

peito 79,30 95,95 101,00 106,00 118,70 0,07 101,00 7,21

quadril 81,50 93,25 97,40 101,60 118,70 0,06 97,76 6,23

i.m.c 18,35 22,81 24,30 26,43 36,82 0,11 24,71 2,84

Tabela 3.11: Correlações amostrais
entre as variáveis antropométricas.

Variable cintura peito quadril i.m.c

cintura 1,00 0,71 0,80 0,80

peito 0,71 1,00 0,68 0,77

quadril 0,80 0,68 1,00 0,79

i.m.c 0,80 0,77 0,79 1,00

Conduzimos uma análise similar como fizemos com as variáveis nutricionais. A
Tabela 3.12 apresenta os valores do AIC dos ajustes das distribuições Box-Cox normal
e Box-Cox t marginalmente independentes, e das distribuições skew normal, skew-t,
log-normal, log-t, Box-Cox normal e Box-Cox t bivariadas. A distribuição Box-Cox nor-
mal bivariada apresentou melhor ajuste que as outras distribuições em todos os casos,
exceto para a dupla de variáveis quadril-i.m.c, em que o melhor ajuste foi dado através
da distribuição log-normal bivariada. As distribuições Box-Cox normal e log-normal
bivariadas modelam a associação existente entre as variáveis, caso que não é conside-
rado ao ajustar distribuições Box-Cox normal marginalmente independentes. Também,
a baixa presença de observações discrepantes (Figura 3.4) faz com que as distribuições
Box-Cox normal e log-normal apresentem melhor ajuste que as distribuições Box-Cox
t e log-t bivariadas. Na Tabela 3.13 apresentamos os valores das estimativas (e erros
padrão) dos parâmetros correspondentes aos modelos que apresentam o melhor ajuste
na Tabela 3.12.

As medianas e os coeficientes de variação baseados em percentis mostrados na Ta-
bela 3.10 estão relacionados com as interpretações dos parâmetros estimados. A dis-
tribuição ajustada nas medições da dupla de variáveis cintura-peito é Box-Cox nor-
mal bivariada, sendo que λ̂1

√
σ̂11 = −0,146 e λ̂2

√
σ̂22 = 0,113 são próximos de zero.

Portanto, µ̂1 = 83,474 e µ̂2 = 101,143 são aproximadamente iguais às medianas das
medições de cintura e peito, respectivamente. Por outro lado, os coeficientes de va-
riação baseados em percentis das medições de cintura e peito são aproximadamente
iguais a 1,5 sinh(

√
σ̂11s3/4) e 1,5 sinh(

√
σ̂22s3/4), respectivamente; onde s3/4 o terceiro

quartil da distribuição normal padrão. Devido a que σ̂11 = 0,01 e σ̂22 = 0,005, então
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Figura 3.5: Curvas de níveis e gráficos das f.d.p das distribuições ajustadas a dados antropométricos.

as dispersões relativas das medidas de peito e cintura são próximas. A distribuição
ajustada nas medições da dupla de variáveis quadril-i.m.c é log-normal bivariada, e
assim µ̂1 = 97,569 e µ̂2 = 24,553 são aproximadamente iguais às medições media-
nas de quadril e i.m.c, respectivamente. Também, os coeficientes de variação basea-
dos em percentis dessas medições são aproximadamente iguais a 1,5 sinh(

√
σ̂11s3/4) e

1,5 sinh(
√
σ̂22s3/4), respectivamente; em que s3/4 o terceiro quartil da distribuição nor-

mal padrão. Como σ̂11 = 0,004 e σ̂22 = 0,013, então sa dispersões relativas das medidas
de i.m.c e quadril são próximas. Na Figura 3.5 apresentamos para cada dupla de va-
riáveis antropométricas curvas de níveis das distribuições ajustadas sobrepostas nos
diagramas de dispersão e os respectivos gráficos das f.d.p. Evidentemente, as curvas
de nível mostram um ajuste satisfatório em todas as duplas de variáveis antropométri-
cas.
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3.8 Conclusões

Neste capítulo definimos uma nova classe de distribuições chamada de classe de
distribuições Box-Cox elípticas. Para isto foi necessário definir uma nova família de
transformações que denominamos transformações de Box-Cox estendida. Mostramos
que a classe de distribuições Box-Cox elípticas é caracterizada por meio da classe de
distribuições elípticas truncadas estudada no Capítulo 2. Apresentamos propriedades
distribuicionais desta nova classe através de transformações, assim como proprieda-
des envolvendo distribuições marginais e condicionais, e independência. Também es-
tabelecemos relações para calcular os momentos mistos, a matriz de covariâncias e os
quantis marginalmente. Mostramos que alguns parâmetros que determinam as dis-
tribuições Box-Cox elípticas podem ser interpretados como características das distri-
buições marginais e outros parâmetros induzem associação entre essas distribuições.
Além disso, mostramos que alguns parâmetros estão relacionados a percentis das dis-
tribuições marginais. Verificamos por meio de estudos de simulação que o método
de máxima verossimilhança é adequado para estimar os parâmetros das distribuições
Box-Cox normal e Box-Cox tmultivariadas. Finalmente, apresentamos aplicações a da-
dos nutricionais e antropométricos, mostrando que as distribuições Box-Cox elípticas
são úteis para modelar dados positivos multivariados, marginalmente assimétricos e
com presença de observações discrepantes.



Capítulo 4

Modelos de regressão lineares
Box-Cox elípticos

4.1 Introdução

O modelo de regressão linear normal multivariado tem sido de grande importância
na modelagem estatística. Este modelo é dado porY i ∼ Np(µi,Σ),

µi = B′xi,
(4.1)

para i = 1, . . . , n, em que Y ′i = (Yi1, . . . , Yip) é o vetor de respostas do i-ésimo indivíduo
para p variáveis Y1, . . . , Yp, sendo Y i e Y j independentes, i 6= j; x′i = (xi1, . . . , xir) é o
vetor com os valores do i-ésimo indivíduo para r variáveis explicativas X1, . . . , Xr;
B = (βlk)r×p é a matriz de parâmetros e Σ(p× p) > 0.

Uma das principais desvantagens do modelo de regressão linear normal multi-
variado descrito acima é sua sensibilidade à presença de observações discrepantes.
Considerar distribuições elípticas com caudas mais pesadas em relação à distribui-
ção normal multivariada para os vetores de respostas Y i (modelo de regressão linear
elíptico) é uma possível solução para este problema, como por exemplo a distribuição
t multivariada (Lange et al. [3]). No entanto, os modelos de regressão lineares elíp-
ticos não levam em consideração a assimetria multivariada dos dados, fazendo com
que esses modelos sejam inadequados para modelar dados com essa característica. A
abordagem habitualmente utilizada para atender o problema de assimetria multivari-
ada é considerar transformações dos dados, porém a interpretação dos parâmetros em
termos do vetor de variáveis de interesse é perdida. Os modelos de regressão linea-
res skew-elípticos permitem modelar dados multivariados assimétricos com presença
de observações discrepantes (Azzalini [40]). Nesses modelos os vetores de respostas
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Y i se supõem com distribuição skew-elíptica. Azzalini [40] estuda o método de es-
timação de máxima verossimilhança nos modelos de regressão lineares skew-normal
e skew-t multivariados, que são casos particulares dos modelos de regressão lineares
skew-elípticos. Também propõe métodos de diagnóstico e apresenta aplicações a da-
dos multivariados.

Os modelos de regressão lineares elípticos e skew-elípticos podem ser inadequados
para analisar dados positivos multivariados, especialmente se apresentam assimetria e
observações discrepantes. Isto pode ser devido a que os vetores de variáveis resposta se
supõem com uma distribuição com suporte em Rp. Uma alternativa é usar esses mode-
los com os dados transformados por meio de uma transformação com contradomínio
em Rp, porém a interpretação dos parâmetros em termos do vetor de variáveis de in-
teresse é perdida. Considerar distribuições multivariadas com suporte em Rp

+ para os
vetores de respostas Y i é uma alternativa para a modelagem desse tipo de dados, mas
esta abordagem tem sido pouco estudada e utilizada. Exemplos deste tipo de aborda-
gem aparecem em Iwasaki e Tsubaki [47] e Bonat e Jørgensen [48].

Neste capítulo definimos os modelos de regressão lineares Box-Cox elípticos, que
permitem analisar dados positivos multivariados, marginalmente assimétricos e com
presença de observações discrepantes. Mostramos como os quantis das distribuições
marginais do vetor de variáveis resposta são afetados pelas covariáveis, o que facilita
a interpretação dos parâmetros. Propomos o método de máxima verossimilhança para
estimar os parâmetros envolvidos nestes modelos. Também apresentamos um método
de diagnóstico baseado em distâncias de Mahalanobis (Healy [49]) para os modelos de
regressão lineares log-normal e log-t multivariados. Finalmente, apresentamos aplica-
ções a dados nutricionais e antropométricos.

4.2 Modelos de regressão lineares Box-Cox elípticos

Neste seção definimos e estudamos alguns aspectos dos modelos de regressão line-
ares Box-Cox elípticos.

Sejam Y 1, . . . ,Y n vetores aleatórios em Rp
+ dados por Y ′i = (Yi1, . . . , Yip), i =

1, . . . , n. O componente Yik, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , p, representa a resposta do i-ésimo
indivíduo para a k-ésima variável. Assumimos que para cada indivíduo i, os compo-
nentes do vetor Y i são correlacionados, porém os vetores Y 1, . . . ,Y n são independen-
tes. Os modelos de regressão lineares Box-Cox elípticos são dados porY i ∼ BCE`(µi,λ,Σ; g),

h(µik) = x′iβk,
(4.2)

para i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , p, em que µ′i = (µi1, . . . , µip) ∈ Rp
+, λ′ = (λ1, . . . , λp) ∈ Rp,
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Σ = (σjk)p×p > 0 e g é a f.g.d, que deve ser tal que g(u) ≥ 0, para todo u ≥ 0, e∫∞
0
tp−1g(t2) dt <∞. A função h é monótona e diferenciável, chamada de função de li-

gação,βk = (βk1, . . . , βkr)
′ é a k-ésima coluna da matriz de parâmetrosB = (β1, . . . ,βp)

de dimensão r×p, x′i = (xi1, . . . , xir) é o vetor com os valores do i-ésimo indivíduo para
as r variáveis explicativas X1, . . . , Xr. O caso λ = 0 em (4.2) corresponde aos modelos
de regressão lineares log-elípticos, que são dados porY i ∼ LE`(µi,Σ; g),

h(µik) = x′iβk,
(4.3)

para i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , p. O caso p = 1 em (4.2) corresponde aos modelos de
regressão lineares Box-Cox simétricos dados porYi ∼ BCS(µi, λ, σ; g),

h(µi) = x′iβ,
(4.4)

para i = 1, . . . , n, em que µi > 0,β ∈ Rr, λ ∈ R, σ > 0 e g é uma função tal que g(u) ≥ 0,
para todo u ≥ 0, e

∫∞
0
g(t2) dt < ∞. Estes modelos envolvem a classe de distribuições

Box-Cox simétricas∗ estudada por Ferrari e Fumes [4]. Neste caso, se λ = 0, obtemos
os modelos de regressão lineares log-simétricos† comoYi ∼ LS(µi, σ; g),

h(µi) = x′iβ,
(4.5)

para i = 1, . . . , n, que corresponde ao caso p = 1 de (4.3).
Os modelos de regressão lineares Box-Cox elípticos são determinados pela f.g.d g

(Seção 2.2), fornecendo várias alternativas para modelagem estatística, incluindo dis-
tribuições de caudas pesadas e leves. Denominamos (4.2) e (4.3) de modelos de re-
gressão lineares Box-Cox normal multivariado e log-normal multivariado, respectiva-
mente, quando a f.g.d g é dada por (2.5). Também, chamamos (4.2) e (4.3) de modelos
de regressão lineares Box-Cox t multivariado e log-t multivariado, respectivamente,
quando a f.g.d g é dada por (2.8). Neste último caso os modelos apresentam como pa-
râmetro extra o número de graus de liberdade τ > 0. Os modelos de regressão lineares
Box-Cox normal, log-normal, Box-Cox t e log-t são casos particulares dos modelos de
regressão lineares Box-Cox simétricos, e correspondem ao caso p = 1 dos modelos de
regressão lineares Box-Cox normal, log-normal, Box-Cox t e log-t multivariados, res-
∗Existe na literatura trabalhos de modelagem estatística através de algumas famílias pertencentes à

classe de distribuições Box-Cox simétricas. Esses trabalhos envolvem as distribuições de Box-Cox nor-
mal, Box-Cox exponencial potência e Box-Cox t, e aparecem em Cole e Green [6], e Rigby e Stasinopoulos
[7, 8], respectivamente.
†Uma extensão dos modelos de regressão lineares log-simétricos aparecem em Vanegas e Paula [50].
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pectivamente.
Pelo Teorema 3.5.1 temos que no modelo (4.2) o α-quantil yik,α de Yik, α ∈ (0, 1),

i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , p, é dado por

yik,α =


µik
(
1 + λk

√
σkksk,α

)1/λk , se λk 6= 0,

µik exp
(√

σkksk,α
)
, se λk = 0,

(4.6)

em que sk,α é dado por (3.33). Note que sk,α é o mesmo para cada i = 1, . . . , n, já que
se seguimos a construção apresentada na Seção 3.5 para obter a f.d.p marginal de Yik
como em (3.24), chegamos a que Sik = σ

−1/2
kk T(λk,µik)(Yik) tem a mesma f.d.p para cada

i, a qual é dada por (3.28). Isto é devido a que a função gΥk
dada em (3.25) é determi-

nada por λ, Σ e g, que não dependem de i. A relação (4.6) indica que todos os quantis
das distribuições marginais do vetor de variáveis resposta são afetados pelas variáveis
explicativas, o que permite estabelecer a interpretação dos parâmetros βkl, k = 1, . . . , p;
l = 1, . . . , r. No entanto, essa interpretação depende da função de ligação considerada
em (4.2). Em particular, se h é a função de ligação logarítmica, isto é, h(x) = log(x),
x > 0, então µik = exp(x′iβk), i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , p. Portanto, se Xil é acrescido
em uma unidade, mantendo as demais variáveis explicativas fixadas, obtemos que o
α-quantil yik,α de Yik, α ∈ (0, 1), é multiplicado pelo fator exp(βkl). Um fato interessante
ocorre quando λ = 0 (isto é Y ∼ LE`(µ,Σ; g)) ou λj

√
σjj → 0, j = 1, . . . , p. Neste caso

as medianas de Yik são dadas yik,1/2 = exp(x′iβk), o que indica que as medianas são afe-
tadas unicamente pelas variáveis explicativas através da função exponencial, valendo
também a interpretação dada acima em termos dos parâmetros βkl. A interpretação dos
parâmetros λ e Σ é a mesma para cada Y i, i = 1, . . . , n, como descrevemos na Seção
3.5.

4.3 Estimação de máxima verossimilhança

Neste seção descrevemos o método de máxima verossimilhança aplicado na es-
timação dos parâmetros que determinam os modelos de regressão lineares Box-Cox
elípticos.

Sejam y1, . . . ,yn os valores observados de uma amostra aleatória Y 1, . . . ,Y n de
acordo ao modelo (4.2), com respectivos vetores x1, . . . ,xn de valores para as r variá-
veis explicativas. Seja η′ = (η1, . . . , ηq) o vetor de parâmetros extras induzidos pela
f.g.d g. Os EMV de B, λ, Σ e η, representados por B̂, λ̂, Σ̂ e η̂, respectivamente,
serão tais que maximixem o logaritmo da função de verossimilhança

` =
n∑
i=1

`i, (4.7)
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sendo `i, i = 1, . . . , n, o logaritmo da função de verossimilhança de yi, dado por

`i = − log

{∫
A(λ)

g
(
w′Σ−1w

)
dw

}
+ log

{
g
(
w′iΣ

−1wi

)}
+

p∑
k=1

(λk − 1) log yik −
p∑

k=1

λk log{h−1(x′iβk)},

sendo wi = T(λ,µi)(yi), com µi =
(
h−1(x′iβ1), . . . , h

−1(x′iβp)
)
. Devido a que não existe

forma fechada para B̂, λ̂, Σ̂ e η̂, sugerimos obter estes estimadores por meio de mé-
todos otimização implementados em programas computacionais.

Sejam B(0), λ(0), Σ(0) e η(0) os valores iniciais de B, λ, Σ e η, respectivamente.
Para os valores de β(0)

k (k-ésima coluna de B(0)), λ(0)k e σ
(0)
kk , k = 1, . . . , p, sugerimos

as estimativas geradas ao ajustar o modelo de regressão Box-Cox simétrico (4.4) na
k-ésima linha de Y = (Y 1, . . . ,Y n), isto é, os valores dos parâmetros estimados ao
ajustar o modelo Yik ∼ BCS(µik, λk,

√
σkk; g), em que h(µik) = x′iβk, i = 1, . . . , n‡. Para

os valores iniciais dos parâmetros σjk sugerimos σ(0)
jk = 0, j 6= k. A proposta para os

valores iniciais dos parâmetros extras, η(0)j , j = 1, . . . , q, dependerá da família de dis-
tribuições considerada no modelo. No caso do modelo de regressão linear Box-Cox t
multivariado, sugerimos como valor inicial do número de graus de liberdade, τ (0), o
número de graus de liberdade estimado no ajuste do modelo de regressão t multiva-
riado§ com vetor de variáveis resposta W i = T

(λ(0),B(0)′xi)
(Y i), i = 1, . . . , n, em que

T(λ,µ) é a transformação de Box-Cox estendida definida na Seção 3.2.
Desenvolvemos as funções mleregmvbcnorm e mleregmvbct em R que permi-

tem obter os EMV dos parâmetros nos modelos de regressão lineares Box-Cox normal
e Box-Cox t multivariados considerando h como a função de ligação logarítmica, res-
pectivamente (Apêndice B). Os métodos iterativos disponíveis em nossos programas
que permitem maximixar (4.7) para estes modelos são Nelder-Mead, BFGS, CG, SANN
e L-BFGS-B (ver [38]), implementados na rotina optim do pacote stats do R. Alguns
destes métodos requerem reparametrizações para remover as restrições induzidas pe-
las condições Σ(p × p) > 0 e τ > 0, conforme o caso. Essas reparametrizações são
dadas por

Σ = LL′,

τ = exp(ν), ν ∈ R,

sendo L(p× p) uma matriz triangular inferior. Não é necessário considerar reparame-

‡O pacote gamlss (Rigby e Stasinopoulos [39]) do R permite ajustar os modelos de regressão lineares
Box-Cox Cole Green (Box-Cox normal), Box-Cox t e Box-Cox exponencial potência através do método
GAMLSS.

§Este modelo está implementado no pacote sn (Azzalini [40]) do R através do modelo de regressão
linear skew-t multivariado.
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trizações sobre os parâmetrosB e λ ∈ Rp.

4.4 Diagnóstico para os modelos log-normal e log-t mul-

tivariados

Nesta seção apresentamos um método de diagnóstico para avaliar ajustes dos mo-
delos de regressão log-normal e log-t multivariados.

Uma variável aleatória unidimensional X > 0 tem distribuição qui-quadrado com
ν > 0 graus de liberdade, denotada por X ∼ χ2

ν , se sua f.d.p é dada por

fX(x) =
2−ν/2

Γ(ν/2)
xν/2−1 exp

(
−x

2

)
, x > 0.

Uma variável aleatória unidimensional Y > 0 tem distribuição F com graus de liber-
dade ν1 > 0 e ν2 > 0, denotada por Y ∼ Fν1,ν2 , se sua f.d.p é

fY (y) =
Γ[(ν1 + ν2)/2]

Γ(ν1/2)Γ(ν2/2)

(ν1
ν2

)ν1/2
yν1/2−1

(
1 +

ν1
ν2
y
)−(ν1+ν2)/2

, y > 0.

O método de diagnóstico que propomos para avaliar ajustes dos modelos de re-
gressão log-normal e log-t multivariados estão baseados no Teorema 4.4.1, em que es-
tabelecemos as distribuições de determinadas formas quadráticas de vetores aleatórios
envolvidos nas distribuições log-normal e log-t multivariadas.

Teorema 4.4.1. Sejam µ ∈ Rp
+, Σ(p× p) > 0 e τ > 0.

1. Seja Y ∼ LNp(µ,Σ) eW = T(0,µ)(Y ), entãoW ′Σ−1W ∼ χ2
p.

2. Seja Y ∼ Ltp(µ,Σ; τ) eW = T(0,µ)(Y ), então p−1W ′Σ−1W ∼ Fp,τ .

Demonstração. Ver Apêndice A.24. �

Depois de ajustar o modelo de regressão linear log-normal ou log-t multivariado
calculando B̂, λ̂, Σ̂ e τ̂ através do método de máxima verossimilhança, conforme o
caso, avaliamos se o ajuste é adequado fazendo a comparação das distâncias de Maha-
lanobis empíricas (Healy [49]) com a respectiva distribuição sugerida pelo Teorema
4.4.1. As distâncias de Mahalanobis empíricas são dadas por Di = Ŵ

′
iΣ̂
−1
Ŵ i, em que

Ŵ i = T(0,µ̂i)(Y i), sendo µ̂i =
(
h−1(x′iβ̂1), . . . , h

−1(x′iβ̂p)
)
, i = 1, . . . , n. Os QQ-plots for-

necem uma ferramenta gráfica útil para avaliar se o ajuste dos modelos log-normal ou
log-t multivariado é adequado, através da comparação entre as distâncias de Mahala-
nobis empíricas ordenadas (quantis observados) e os αi-quantis (quantis teóricos), em
que αi = i/(n+ 1), i = 1, . . . , n, das distribuições χ2

p ou pFp,τ̂ , conforme o caso. No caso
p = 1 as distâncias de Mahalanobis empíricas são dadas porDi = σ−2{log[Yi/h(x′iβ̂)]}2.



4.5 4.5. Aplicações a dados reais 69

Neste caso, o QQ-plot compara os quantis observados com os quantis teóricos das dis-
tribuições χ2

1 ou F1,τ̂ , conforme o caso.

4.5 Aplicações a dados reais

Nesta seção apresentamos aplicações a dados reais através de ajustes dos modelos
de regressão lineares log-normal e log-t multivariados.

Primeiramente, consideramos o conjunto de dados nutricionais descrito na Seção
3.7. Na Tabela 4.1 apresentamos as estatísticas descritivas do i.m.c (em kg/m2) e dos
consumos de vitaminas B2 (em mg), B3 (em mg) e D (em mcg) obtidos do primeiro
R24h em 136 homens e 230 mulheres.

Tabela 4.1: Estatísticas descritivas das variáveis nutricionais segundo o sexo.

Variável Min. Q1 Mediana Q3 Max. CV Média SD

i.m.c 17,56 23,81 26,51 30,48 47,58 0,19 27,24 4,91

Homens vit. B2 0,29 1,05 1,49 1,92 4,96 0,44 1,60 0,75

(n = 136) vit. B3 1,84 14,14 19,99 26,20 86,13 0,45 22,89 14,27

vit. D 0,26 1,73 3,80 5,39 27,35 0,72 4,16 3,51

i.m.c 15,21 24,60 27,67 31,57 44,04 0,19 28,29 5,40

Mulheres vit. B2 0,23 1,04 1,36 1,72 8,90 0,38 1,52 0,85

(n = 230) vit. B3 3,41 11,76 16,79 22,74 83,80 0,49 18,99 11,46

vit. D 0,05 1,99 3,28 5,12 25,36 0,72 3,94 3,02

O vetor de variáveis resposta é conformado pelos consumos de vitaminas B2, B3
e D. As variáveis explicativas são sexo (homem=1, mulher=0) e i.m.c. Ajustamos os
modelos de regressão lineares skew-normal, skew-t, log-normal e log-t multivariados.
Na Tabela 3.12 apresentamos os valores do AIC dos modelos ajustados. Estes valo-
res mostram que o modelo de regressão linear log-t multivariado apresenta o melhor
ajuste (isto é, tem o menor AIC). Na Figura 4.1 apresentamos QQ-plots das distâncias
de Mahalanobis empíricas calculadas a partir de cada modelo ajustado¶. Esta figura
sugere que, entre os quatro modelos considerados, o modelo de regressão linear log-
t multivariado apresenta o melhor ajuste, sendo que o correspondente QQ-plot não
apresenta fugas significativas dos pontos em torno da linha identidade.

¶No caso dos modelos de regressão lineares skew-normal e skew-t multivariados, Azzalini [40] pro-
põe como métodos de diagnóstico comparar por meio de QQ-plots distâncias de Mahalanobis empíricas
ordenadas e os αi-quantis, em que αi = i/(n+1), i = 1, . . . , n, das distribuições χ2

p ou pFp,τ̂ , respectiva-
mente. Neste caso, τ̂ corresponde ao parâmetro de graus de liberdade estimado no modelo de regressão
skew-t multivariado.
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Tabela 4.2: Valores do AIC dos modelos de regressão li-
neares multivariados ajustados a dados nutricionais.

skew-normal skew-t log-normal log-t

5303,86 4866,11 4847,26 4770,29

Figura 4.1: QQ-plot das distâncias de Mahalanobis empíricas do ajuste
do modelo de regressão linear (a) skew-normal multivariado, (b) skew-t
multivariado, (c) log-normal multivariado, (d) log-t multivariado.

Na Tabela 4.3 apresentamos as estimativas (e erros padrão) dos parâmetros envol-
vidos na estrutura de regressão correspondentes ao modelo que apresenta o melhor
ajuste na Tabela 4.2 (log-t multivariado). Também apresentamos o valor-p do teste da
razão de verossimilhanças (Sen et al. [45]) para testar H0 : βlk = 0, contra H1 : βlk 6= 0,
l = 1, 2, 3, k = 1, 2, 3. Note que para o consumo de vitamina B3 o coeficiente da
variável explicativa sexo é estatisticamente diferente de zero. As estimativas (e er-
ros padrão) dos outros parâmetros envolvidos no modelo são σ̂11 = 0,139 (0,013),
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σ̂12 = 0,078 (0,012), σ̂13 = 0,172 (0,020), σ̂22 = 0,210 (0,021), σ̂23 = 0,055 (0,018), σ̂33 =

0,462 (0,046) e τ̂ = 5,545 (0,939). A estimativa do parâmetro de graus de liberdade in-
dica ajuste de um modelo de cauda pesada; isto é devido à presença de observações
discrepantes.

Tabela 4.3: Estimativas (e erros padrão) dos parâmetros do modelo de
regressão linear log-t multivariado ajustado a dados nutricionais.

Resposta Parâmetro Estimativa E. padrão Valor-p

Intercepto 0,382 0,120 0,000

Vit. B2 Sexo 0,053 0,046 0,250

I.m.c −0,002 0,004 0,607

Intercepto 2,784 0,145 0,000

Vit. B3 Sexo 0,210 0,056 0,000

I.m.c 1,3×10−4 0,005 0,982

Intercepto 1,422 0,215 0,000

Vit. D Sexo 0,007 0,083 0,932

I.m.c −0,009 0,007 0,243

Em seguida, analisamos o conjunto de dados antropométricos descrito na Seção 3.7.
As estatísticas descritivas do i.m.c (em kg/m2) e dos perímetros da cintura (em cm) e
peito (em cm) de 247 homens e 260 mulheres são apresentadas na Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Estatísticas descritivas das variáveis antropométricas segundo o sexo.

Variável Min. Q1 Mediana Q3 Max. CV Média SD

Homens I.m.c 18,35 22,81 24,30 26,43 36,82 0,11 24,71 2,84

(n = 247) Cintura 67,10 77,90 83,40 90,00 113,20 0,11 84,53 8,78

Peito 79,30 95,95 101,00 106,00 118,70 0,07 101,00 7,21

Mulheres I.m.c 16,87 20,02 21,78 23,63 38,19 0,12 22,28 3,22

(n = 260) Cintura 57,90 64,75 68,30 72,75 101,50 0,09 69,80 7,59

Peito 72,60 81,98 85,50 89,50 109,00 0,07 86,06 6,17

Como vetor de variáveis resposta consideramos os perímetros da cintura e peito. As
variáveis explicativas são sexo (homem=1, mulher=0) e i.m.c. Realizamos uma análise
similar como fizemos com as variáveis nutricionais, e assim ajustamos os modelos de
regressão linear skew-normal, skew-t, log-normal e log-t bivariados. Os valores do
AIC apresentados na Tabela 4.5 indicam que o modelo que apresenta melhor ajuste é o
modelo de regressão linear log-t bivariado. Note que dos QQ-plots da Figura 4.2 aquele
que corresponde ao modelo de regressão linear skew-t bivariado não apresenta fugas
significativas dos pontos em torno da linha identidade.
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Tabela 4.5: Valores do AIC dos modelos de regressão li-
neares multivariados ajustados a dados antropométricos.

skew-normal skew-t log-normal log-t

5783,76 5774,11 5718,92 5710,75

Figura 4.2: QQ-plot das distâncias de Mahalanobis empíricas do
ajuste do modelo de regressão linear (a) skew-normal bivariado, (b)
skew-t bivariado, (c) log-normal bivariado, (d) log-t bivariado.

Na Tabela 4.6 apresentamos as estimativas (e erros padrão) dos parâmetros envolvi-
dos na estrutura de regressão do modelo de regressão log-t bivariado, sendo o modelo
que apresenta o melhor ajuste na Tabela 4.5. Também apresentamos o valor-p do teste
da razão de verossimilhanças para testar H0 : βlk = 0, contra H1 : βlk 6= 0, l = 1, 2, 3,
k = 1, 2. Note que as covariáveis sexo e i.m.c apresentam coeficientes estatisticamente
diferentes de zero. As estimativas dos outros parâmetros (e erros padrão) envolvidos
no modelo são σ̂11 = 0,003 (2,3×10−4), σ̂12 = 0,001 (1,1×10−4), σ̂22 = 0,002 (1,4×10−4) e
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τ̂ = 13,638 (5,057). A estimativa do parâmetro de graus de liberdade sugere ajuste de
um modelo de cauda pesada em relação ao modelo log-normal bivariado.

Tabela 4.6: Estimativas (e erros padrão) dos parâmetros do modelo de
regressão linear log-t bivariado ajustado a dados antropométricos.

Resposta Parâmetro Estimativa E. padrão Valor-p

Intercepto 3,608 0,019 0,000

Cintura Sexo 0,122 0,005 0,000

I.m.c 0,028 0,001 0,000

Intercepto 4,042 0,015 0,000

Peito Sexo 0,115 0,004 0,000

I.m.c 0,018 0,001 0,000

4.6 Conclusões

Neste capítulo definimos os modelos de regressão lineares Box-Cox elípticos e mos-
tramos que são úteis na análise de dados positivos multivariados, marginalmente as-
simétricos e com presença de observações discrepantes. Mostramos como as covariá-
veis afetam os quantis das distribuições marginais do vetor de variáveis resposta, fa-
cilitando a interpretação dos parâmetros. Descrevemos o método de máxima veros-
similhança para estimar os parâmetros envolvidos nestes modelos. Propusemos um
método de diagnóstico baseado em distâncias de Mahalanobis para os modelos de re-
gressão linear log-normal e log-t multivariados. Finalmente, apresentamos aplicações
a dados nutricionais e antropométricos.
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Capítulo 5

Considerações finais e propostas futuras

Neste trabalho propusemos a classe de distribuições Box-Cox elípticas como alter-
nativa para a modelagem de dados positivos multivariados através da transformação
de Box-Cox multivariada. Mostramos que esta classe tem como casos particulares a
classe de distribuições log-elípticas e Box-Cox simétricas. Provamos várias proprie-
dades estatísticas e mostramos que os parâmetros envolvidos são interpretáveis em
termos de características do vetor de variáveis originais, uma vez que alguns parâme-
tros modelam características das distribuições marginais e outros modelam associação.
Além disso, mostramos que alguns parâmetros estão relacionados a quantis das dis-
tribuições marginais. Essa interpretação permite modelar dados positivos multivaria-
dos, marginalmente assimétricos e com presença de observações discrepantes, o que
exemplificamos por meio de aplicações a dados reais. Estudamos aspectos teóricos e
computacionais do método de máxima verossimilhança, que foi a metodologia que
propusemos para a estimação dos parâmetros e que verificamos por meio de estudos
de simulação.

O estudo da classe de distribuições Box-Cox elípticas está fundamentado na classe
de distribuições elípticas truncadas, que definimos e estudamos previamente. Mostra-
mos que a classe de distribuições elípticas é um caso particular da classe de distribui-
ções elípticas truncadas. Provamos várias propriedades estatísticas e propusemos um
algoritmo para gerar amostras aleatórias, que é útil na geração de amostras aleatórias
das distribuições Box-Cox elípticas.

Neste trabalho também definimos os modelos de regressão lineares Box-Cox elíp-
ticos e seus casos particulares: modelos de regressão lineares log-elípticos e Box-Cox
simétricos. Estabelecemos uma interpretação dos parâmetros envolvidos no modelo,
que está baseada na forma em que as covariáveis afetam os quantis das distribuições
marginais do vetor de variáveis resposta. Descrevemos o método de máxima verossi-
milhança como metodologia de estimação dos parâmetros. Propusemos métodos de
diagnóstico para avaliar ajustes dos modelos de regressão lineares log-normal e log-t
multivariados. Mostramos a utilidade dos modelos de regressão Box-Cox elípticos por
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meio de aplicações a dados reais.
Disponibilizamos a programação em R relacionada a alguns cálculos computacio-

nais das famílias de distribuições Box-Cox normal e Box-Cox t multivariadas, e que foi
necessária para o desenvolvimento deste trabalho. Entre esses programas computacio-
nais estão as funções que permitem gerar amostras aleatórias e estimar os parâmetros
destas duas famílias, incluindo modelos de regressão lineares.

Para estudos futuros pretendemos:

1. Usar a teoria de cópulas como uma outra abordagem para construir distribui-
ções multivariadas que marginalmente tenham características similares a variá-
veis aleatórias com distribuições Box-Cox simétricas, de modo que a associação
entre essas variáveis seja levada em consideração.

2. Desenvolver métodos de diagnóstico para avaliar ajustes dos modelos de regres-
são Box-Cox elípticos.

3. Estender os modelos de regressão lineares Box-Cox elípticos colocando estrutura
de regressão nos outros parâmetros.

4. Desenvolver o pacote bcell no software R, em que sejam considerados vários
aspectos de cálculo computacional em relação a algumas famílias de distribuições
pertencentes à classe de distribuições Box-Cox elípticas.



Apêndice A

Provas dos teoremas e corolários

A.1 Prova Teorema 2.3.1

1. Fazendo a transformação u = T (s) = Hs em (2.15), com Jacobiano J(s → u) =

±1 e usando a propriedadeH ′H = Ip, temos que

fS(s) =
g(u′u)∫

T (B)
g(u′u) du

, u = T (s), s ∈ B.

Isto prova o resultado.

2. Considerando a mesma transformação do item 1 em (2.18), temos que

φS(t) =

∫
T (B)

exp(i(Ht)′u)g(u′u) du∫
T (B)

g(u′u) du

= φS∗(T (t)), t ∈ Rp.

A.2 Prova Teorema 2.4.1

(⇒) A f.d.p. de S é dada em (2.15). Transformando X = T (S) = µ + Σ1/2S em
(2.15), com Jacobiano J(s→ x) = det(Σ)−1/2, e notando que s′s = (x−µ)′Σ−1(x−µ),
obtemos a f.d.p deX como

fX(x) =
g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)∫
T (B)

g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)
dx

, x ∈ T (B). (A.1)

Portanto,X ∼ TE`p(µ,Σ;T (B); g).
(⇐) A f.d.p de X é dada por (A.1). Transformando S = T−1(X) = Σ−1/2(X − µ),

com Jacobiano J(x→ s) = det(Σ)1/2, e notando que (x−µ)′Σ−1(x−µ) = s′s, obtemos
o resultado.
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A.3 Prova Corolário 2.4.1.1

Pelo Teorema 2.4.1 temos que

S =
X − µ
σ

∼ TS1

((a− µ
σ

,
b− µ
σ

)
; g
)
.

Portanto,
fX(x) =

1

σ
fS

(x− µ
σ

)
, x ∈ (a, b).

Aplicando a relação (2.17) obtemos a primeira parte do Corolário. A segunda parte do
Corolário é imediata ao ver que

1

σ

∫ x

a

fZ

(t− µ
σ

)
dt = FZ

(x− µ
σ

)
− FZ

(a− µ
σ

)
.

A.4 Prova Corolário 2.4.1.2

Como X ∼ TE`p(µ,Σ;B; g), então pelo Teorema 2.4.1 segue que S = Σ−1/2(X −
µ) ∼ TSp

(
T−1(B); g

)
. Assim,

φX(t) = E
(
exp(it′X)

)
= exp(it′µ)E

(
(Σ1/2t)′S)

)
= exp(it′µ)φS(Σ1/2t).

A.5 Prova Teorema 2.4.2

Fazendo a transformação Y = T (X) = b+DX em (2.19), com Jacobiano dado por
J(x→ y) = det(D)−1, e notando que

(x− µ)′Σ−1(x− µ) =
(
y − (Dµ+ b)

)′
(DΣD′)−1

(
y − (Dµ+ b)

)
,

obtemos o resultado.

A.6 Prova Teorema 2.4.3

Sejam x,y ∈ Rp. Provaremos a desigualdade (2.25) para fX dada em (2.20). Se
x /∈ B ou y /∈ B temos que [fX(x)]α[fX(y)]1−α = 0, para todo α ∈ [0, 1], logo (2.25) é
satisfeita, pois fX

(
αx+ (1−α)y

)
≥ 0. Se x,y ∈ B, então pela convexidade de B segue

que αx + (1 − α)y ∈ B, para todo α ∈ [0, 1]; logo fX
(
αx + (1 − α)y

)
> 0 e, portanto,
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fW
(
αx+ (1− α)y

)
> 0. Como fW é log-côncava, então

fW
(
αx+ (1− α)y

)
P(W ∈ B)

≥ [fW (x)]α[fW (y)]1−α

P(W ∈ B)
, α ∈ [0, 1].

A equação (2.25) é satisfeita notando que, para α ∈ [0, 1], é satisfeita a relação

P(W ∈ B) = [P(W ∈ B)]α[P(W ∈ B)]1−α, α ∈ [0, 1].

A.7 Prova Teorema 2.4.4

Seguimos a prova de Tong [26], que apresenta o resultado no caso de um vetor ale-
atório com distribuição normal multivariada. Como X ∼ TE`p(µ,Σ;B; g) tem f.d.p
log-côncava, sendo B um conjunto convexo, então usando iteradamente a desigual-
dade (2.26) temos que

P
[
X ∈

m∑
i=1

αiAi

]
= P

[
X ∈ α1A1 + (1− α1)

m∑
i=2

αi
1− α1

Ai

]
≥ {P[X ∈ A1]}α1

{
P
[
X ∈

m∑
i=2

αi
1− α1

Ai

]}1−α1

≥ {P[X ∈ A1]}α1{P[X ∈ A2]}α2

{
P
[
X ∈

m∑
i=3

αi
1− α1 − α2

Ai

]}1−α1−α2

...

≥
m∏
i=1

{P(X ∈ Ai)}αi

A.8 Prova Teorema 2.4.5

Considerando Σ12 = 0 em (2.29) temos que a f.d.p marginal deX1 é

fX1(x1) =

∫
R2
g
(
(x1 − µ1)

′Σ−111 (x1 − µ1) + (x2 − µ2)
′Σ−122 (x2 − µ2)

)
dx2∫

R1

∫
R2
g
(
(x1 − µ1)

′Σ−111 (x1 − µ1) + (x2 − µ2)
′Σ−122 (x2 − µ2)

)
dx2 dx1

,

em que x1 ∈ R1. Fazendo w2 = T (x2) = Σ
−1/2
22 (x2 − µ2), com Jacobiano dado por

J(x2 → w2) = det(Σ22)
1/2, segue que

fX1(x1) =

∫
T (R2)

g
(
(x1 − µ1)

′Σ−111 (x1 − µ1) +w′2w2

)
dw2∫

R1

∫
T (R2)

g
(
(x1 − µ1)

′Σ−111 (x1 − µ1) +w′2w2

)
dw2 dx1

=
g1
(
(x1 − µ1)

′Σ−111 (x1 − µ1)
)∫

R1
g1
(
(x1 − µ1)

′Σ−111 (x1 − µ1)
)

dx1

, x1 ∈ R1.
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Por outro lado, note que

g1(u) =

∫
T (R2)

g(u+w′2w2) dw2 ≤
∫
Rp−r

g(u+w′2w2) dw2 = h1(u), u ≥ 0.

A função h1 é tal que
∫∞
0
tr−1h1(t

2) dt <∞ (Fang et al. [9]). Isto completa a prova.

A.9 Prova Teorema 2.4.6

Usando (2.19) e (2.30) obtemos a f.d.p condicional deX1|X2 como

fX1|X2(x1) =
g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)∫
R1
g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)
dx1

, x1 ∈ R1.

Pela identidade (Seber [41])

(x− µ)′Σ−1(x− µ) = (x1 − µ1(x2))
′Σ−111.2(x1 − µ1(x2)) + q(x2),

com µ1(x2), Σ11.2 e q(x2) dados em (2.31), temos que

fX1|X2(x1) =
gq(x2)

(
(x1 − µ1(x2))

′Σ−111.2(x1 − µ1(x2))
)∫

R1
gq(x2)

(
(x1 − µ1(x2))′Σ

−1
11.2(x1 − µ1(x2))

)
dx1

, x1 ∈ R1,

onde gq(x2) é dada em (2.31). Isto prova o resultado.

A.10 Prova Teorema 2.4.7

(⇒) SejamX1 eX2 independentes, então fX(x) = fX1(x1)fX2(x2). Portanto,

g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)∫
R1

∫
R2
g
(
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

)
dx1dx2

=

g
(
(x1 − µ1)

′Σ−111 (x1 − µ1)
)
g
(
(x2 − µ2)

′Σ−122 (x2 − µ2)
)∫

R1
g
(
(x1 − µ1)

′Σ−111 (x1 − µ1)
)

dx1

∫
R2
g
(
(x2 − µ2)

′Σ−122 (x2 − µ2)
)

dx2

,

em que x1 ∈ R1 e x2 ∈ R2. Isto ocorre apenas se Σ12 = 0 e a função g satisfaz
a equação funcional g(u + v) = g(u)g(v), com u ≥ 0 e v ≥ 0, que tem solução
g(u) = exp(−ku), para algum k ≥ 0 (Gupta et al. et al.[23, Seção 1.3]). A partir da
condição (Fang et al. [9]) ∫ ∞

0

tp−1g(t2) dt =
Γ(p/2)

2πp/2
,

encontramos que k = 1/2. Portanto,X ∼ TNp(µ,Σ;R; g).
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(⇐) SeX ∼ TNp(µ,Σ;R; g) e Σ12 = 0, então pela identidade

(x− µ)′Σ−1(x− µ) = (x1 − µ1)
′Σ−111 (x1 − µ1) + (x2 − µ2)

′Σ−122 (x2 − µ2)

e a propriedade exp(u+ v) = exp(u) exp(v), u ∈ R e v ∈ R, obtemos que fX(x) =

fX1(x1)fX2(x2), isto é,X1 eX2 são independentes.

A.11 Prova Teorema 3.2.1

Seja fW a f.d.p deW . A f.d.p de Y é dada por

fY (y) = fW (w)

p∏
j=1

y
λj−1
j

µ
λj
j

, w = T(λ,µ)(y), y ∈ Rp
+.

Portanto, a f.d.p marginal de Yk, k = 1, . . . , p, é dada por

fYk(yk) =

∫
Rp−1
+

fW (w)

p∏
j=1

y
λj−1
j

µ
λj
j

dy−k

=
1

µk

{∫
A(λ−k)

fW (w) dw−k

}( yk
µk

)λk−1
Como wk, o k-ésimo componente de w, depende de yk/µk através de (3.5), então

fYk(yk) =
1

µk
f
( yk
µk

)
,

em que

f(u) =

{∫
A(λ−k)

fW (w1, . . . , wk−1, u, wk+1, . . . , wp) dw−k

}
uλk−1.

Isto prova que µk é parâmetro de escala de Yk, para k = 1, . . . , p.

A.12 Prova Teorema 3.2.2

1. Seja Y ∈ Rp
+. Então,

(
T(λ,µ) ◦ U

)
(Y ) = T(λ,µ)

(
U(Y )

)
= T(λ,µ)(DaY ) = Z.
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O k-ésimo componente Z é dado por

Zk =


(Yk/a

−1
k µk)

λk − 1

λk
, λk 6= 0,

log(Yk/a
−1
k µk), λk = 0,

para k = 1, . . . , p. Portanto, T(λ,µ) ◦ U = T(λ,D−1
a µ)

.

2. Seja Y ∈ Rp
+. Então,

(
V ◦ T(λ,µ)

)
(Y ) = V

(
T(λ,µ)(Y )

)
= D

(
T(λ,µ)(Y )− b

)
= Z,

O k-ésimo componente de Z é dado por

Zk =
1

1 + λkbk


(Yk/µk)

λk − 1

λk
− bk, λk 6= 0,

log(Yk/µk)− bk, λk = 0,

=


(Yk/δk)

λk − 1

λk
, λk 6= 0,

log(Yk/δk), λk = 0,

em que

δk =


µk(1 + λkbk)

1/λk , λk 6= 0,

µk exp(bk), λk = 0,

para k = 1, . . . , p. Portanto, V ◦ T(λ,µ) = T(λ,δ).

A.13 Prova Teorema 3.3.1

Temos que Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g) se W = T(λ,µ)(Y ) ∼ TE`p(0,Σ;A(λ); g). A f.d.p
deW é dada por

fW (w) =
g
(
w′Σ−1w

)∫
A(λ)

g
(
w′Σ−1w

)
dw

, w ∈ A(λ).

O Jacobiano da transformaçãoW = T(λ,µ)(Y ) é

J(w → y) =

p∏
k=1

yλk−1k

µkλk
.
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Portanto, a f.d.p de Y é calculada como

fY (y) =
g
(
w′Σ−1w

)∏p
k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(λ)
g
(
w′Σ−1w

)
dw

, w = T(λ,µ)(y), y ∈ Rp
+.

A.14 Prova Teorema 3.4.1

(⇒) ComoX = T(λ,µ)(Y ) ∼ TElp(b,Σ;A(λ); g), então sua f.d.p é dada por

fX(x) =
g
(
(x− b)′Σ−1(x− b)

)∫
A(λ)

g
(
(x− b)′Σ−1(x− b)

)
dx

, x ∈ A(λ).

Seja V : Rp → Rp a transformação dada por V (x) = D(x − b), sendo D = D−11+Dλb
.

Transformando W = V (X), temos que W ∼ TElp(0,DΣD;A(λ); g), isto foi obtido
em virtude do Teorema 2.4.2 e notando que V (A(λ)) = A(λ). Portanto, a f.d.p deW é

fW (w) =
g
(
w′(DΣD)−1w

)∫
A(λ)

g
(
w′(DΣD)−1w

)
dw

, w ∈ A(λ).

Pelo item 2 do Teorema 3.2.2 temos que W = V (T(λ,µ)(Y )) = T(λ,δ)(Y ), em que δ =

T−1(λ,µ)(b). Assim, o Jacobiano desta transformação é dado por

J(w → y) =

p∏
k=1

yλk−1k

δk
λk
.

Portanto, a f.d.p de Y é

fY (y) =
g
(
w′(DΣD)−1w

)∏p
k=1

y
λk−1

k

δk
λk∫

A(λ)
g
(
w′(DΣD)−1w

)
dw

, w = T(λ,δ)(y), y ∈ Rp
+. (A.2)

Isto prova que Y ∼ BCE`p(δ,λ,DΣD; g).
(⇐) Como Y ∼ BCE`p(δ,λ,DΣD; g), então a f.d.p de Y é dada por (A.2). Basta con-
siderar a transformação W = T(λ,µ)(Y ), com Jacobiano J(y → w) =

∏p
k=1 µk(1 +

λkwk)
1/λk−1, para obter o resultado.
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A.15 Prova Teorema 3.4.2

1. Seja T = DaY , então J(y → t) =
∏p

k=1 a
−1
k . A f.d.p de T é

fT (t) =
g
(
w′Σ−1w

)∏p
k=1

t
λk−1

k

(akµk)
λk∫

A(λ)
g
(
w′Σ−1w

)
dw

, t ∈ Rp
+,

em que, pelo item 1 do Teorema 3.2.2, w = T(λ,µ)(D
−1
a t) = T(λ,Daµ)(t).

2. Fazendo a transformação w = D−1r v na integral que aparece em (3.6), com Jaco-
biano J(w → v) =

∏p
k=1 r

−1
k , temos que a f.d.p de Y pode ser expressa como

fY (y) =
g
(
v′(DrΣDr)

−1v
)∏p

k=1

|rk|y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(D−1
r λ)

g
(
v′(DrΣDr)−1v

)
dv

, y ∈ Rp
+,

em que v = DrT(λ,µ)(y). Note que o k-ésimo componente de v pode ser expresso
como

vk =


[(yk/µk)

rk ]λk/rk − 1

λk/rk
, se λk 6= 0,

log(yk/µk)
rk , se λk = 0,

(A.3)

para k = 1, . . . , p. Consideramos a transformação Uk = (Yk/µk)
rk , k = 1, . . . , p,

com Jacobiano

J(y → u) =

p∏
k=1

µku
1/rk−1
k

rk
.

Portanto, a f.d.p de U = (U1, . . . , Up) é

fU (u) =
g
(
v′(DrΣDr)

−1v
)∏p

k=1 u
λk/rk−1
k∫

A(D−1
r λ)

g
(
v′(DrΣDr)−1v

)
dv

, v = T(D−1
r λ,1)

(u), u ∈ Rp
+.

Isto prova o resultado.

3. Fazendo λ = 1 em (3.6) temos que a f.d.p de Y toma a forma

fY (y) =
g
(
w′Σ−1w

)∏p
k=1

1
µk∫

A(1)
g
(
w′Σ−1w

)
dw

, y ∈ Rp
+,

em que w = D−1µ (y − µ). Assim

fY (y) =
g
(
(y − µ)′(DµΣDµ)−1(y − µ)

)∫
Rp+
g
(
(y − µ)′(DµΣDµ)−1(y − µ)

)
dy
, y ∈ Rp

+,

onde foi feita a mudança de variáveisw = D−1µ (y−µ) na integral do denomina-
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dor, com Jacobiano J(w → y) =
∏p

k=1 µ
−1
k . Isto completa a prova.

A.16 Prova Teorema 3.4.3

A partir de (2.12) e (3.10) temos que∫ ∞
0

fY |v(y)fV (v) dv =
det(Σ)−1/2(τ/2)τ/2

(2π)p/2Γ(τ/2)

×
∫ ∞
0

v−
τ+p
2
−1 exp

[
− 1

2v
(τ +w′Σ−1w)

]
dv

p∏
k=1

1

yk

=
Γ
(
(τ + p)/2

)
det(Σ)−1/2

(τπ)p/2Γ(τ/2)

(
1 +

1

τ
w′Σ−1w

)− τ+p
2

p∏
k=1

1

yk

= fY (y),

em que w = T(0,µ)(y).

A.17 Prova Teorema 3.4.4

Como Σ12 = 0, então (3.15) assume a forma

fY 1(y1) =

{ ∫
A(λ2)

g
(
w′1Σ

−1
11w1 +w′2Σ

−1
22w2

)
dw2

}∏r
k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(λ1)

{∫
A(λ2)

g
(
w′1Σ

−1
11w1 +w′2Σ

−1
22w2

)
dw2

}
dw1

, y1 ∈ Rr
+,

em quew1 = T(λ1,µ1)(y1). Fazendo s2 = T (w2) = Σ
−1/2
22 w2 nas integrais do numerador

e denominador, com Jacobiano, J(w2 → s2) = det(Σ22)
1/2, temos que

fY 1(y1) =

{ ∫
T (A(λ2))

g
(
w′1Σ

−1
11w1 + s′2s2

)
ds2
}∏r

k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(λ1)

{ ∫
T (A(λ2))

g
(
w′1Σ

−1
11w1 + s′2s2

)
ds2
}

dw1

=
g1(w

′
1Σ
−1
11w1)

∏r
k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(λ1)
g1(w′1Σ

−1
11w1) dw1

, w1 = T(λ1,µ1)(y1), y1 ∈ Rr
+.

Note que

g1(u) =

∫
T (A(λ2))

g
(
u+ s′2s2

)
ds2 ≤

∫
Rp−r

g(u+ s′2s2) ds2 = h1(u), u ≥ 0,

sendo h1 uma função tal que
∫∞
0
tr−1h1(t

2) dt < ∞ (Fang et al. [9]). Isto completa a
prova do resultado.
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A.18 Prova Teorema 3.4.5

1. ComoY ∼ LNp(µ,Σ), entãoX = T(0,µ)(Y ) ∼ Np(0,Σ). Assim,X1 = T(0,µ1)(Y 1) ∼
Nr(0,Σ11). Portanto, Y 1 ∼ LNr(µ1,Σ11).

2. Similar à prova do item 1.

A.19 Prova Teorema 3.4.6

A partir de (3.6) e (3.16) temos que a f.d.p condicional de Y 1|Y 2 é

fY 1|Y 2(y1) =
g
(
w′Σ−1w

)∏r
k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(λ1)
g
(
w′Σ−1w

)
dw1

, w1 = T(λ1,µ1)(y1), y1 ∈ Rr
+.

Pela identidade (Seber [41])

w′Σ−1w = (w1 − µ1(w2))
′Σ−111·2(w1 − µ1(w2)) + q(w2),

com Σ11·2 e q(w2) dados em (3.18), temos que

fY 1|Y 2(y1) =
gq(w2)

(
(w1 − µ1(w2))

′Σ−111·2(w1 − µ1(w2))
)∏r

k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(λ1)
gq(w2)

(
(w1 − µ1(w2))′Σ

−1
11·2(w1 − µ1(w2))

)
dw1

=
gq(w2)

(
u′1(D1Σ11·2D1)

−1u1

)∏r
k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k∫

A(λ1)
gq(w2)

(
(w1 − µ1(w2))′Σ

−1
11·2(w1 − µ1(w2))

)
dw1

, y1 ∈ Rr
+,

em que u1 = T(λ1,δ1)(y1). Fazendo u1 = D1(w1−µ1(w2)) na integral do denominador,
com Jacobiano J(w1 → u1) =

∏r
k=1(1 + λkµ1k(w2)), e levando em consideração que se

w1 ∈ A(λ1), então u1 ∈ A(λ1), temos que a f.d.p de Y 1|Y 2 é dada por

fY 1|Y 2(y1) =
gq(w2)

(
u′1(D1Σ11·2D1)

−1u1

)∏r
k=1

y
λk−1

k

µ
λk
k (1+λkµ1k(w2))∫

A(λ1)
gq(w2)

(
u′1(D1Σ11·2D1)−1u1

)
du1

, y1 ∈ Rp
+.

Por fim, notando que

r∏
k=1

yλk−1k

µλkk (1 + λkµ1k(w2))
=

r∏
k=1

yλk−1k

δk
λk
,



A.21 A.20. Prova Teorema 3.4.8 87

obtemos a f.d.p de Y 1|Y 2 como

fY 1|Y 2(y1) =
gq(w2)

(
u′1(D1Σ11·2D1)

−1u1

)∏r
k=1

y
λk−1

k

δk
λk∫

A(λ1)
gq(w2)

(
u′1(D1Σ11·2D1)−1u1

)
du1

, u1 = T(λ1,δ1)(y1), y1 ∈ Rp
+.

Isto prova o teorema.

A.20 Prova Teorema 3.4.8

Pela definição de valor esperado e (3.6) temos que

E
( p∏
k=1

Y hk
k

)
=

∫
Rp+
g
(
w′Σ−1w

)∏p
k=1

y
λk+hk−1

k

µ
λk
k

dy∫
A(λ)

g
(
w′Σ−1w

)
dw

,

em quew = T(λ,µ)(y). Transformando u = D−1µ y, com Jacobiano J(y → u) =
∏p

k=1 µk,
na integral do numerador obtemos que

E
( p∏
k=1

Y hk
k

)
=

(∏p
k=1 µ

hk
k

) ∫
Rp+
g
(
w′Σ−1w

)∏p
k=1 u

λk+hk−1
k du∫

A(λ)
g
(
u′Σ−1u

)
du

,

em que, pelo item 1 do Teorema 3.2.2, w = T(λ,1)(u). Portanto,

E
( p∏
k=1

Y hk
k

)
=

( p∏
k=1

µhkk

)
E
( p∏
k=1

Uhk
k

)
.

A.21 Prova Corolário 3.4.8.2

Usando (3.19) temos que, para i 6= j, Cov(Yi, Yj) = µiµjCov(Ui, Uj); e, para i = j,
Var(Yi) = µ2

iVar(Ui), i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , p. Portanto,

ΣY = DµΣUDµ,

Para provar a segunda parte do corolário note que para i 6= j

Corr(Yi, Yj) =
µiµjCov(Ui, Uj)√
µ2
iVar(Ui)µ2

jVar(Uj)

= Corr(Ui, Uj),
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e para i = j, Corr(Yi, Yj) = 1. Portanto,

ρY = ρZ .

A.22 Prova Teorema 3.5.1

Como Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g), então a f.d.p de Yk, k = 1, . . . , p, é dada por (3.24), em
que Sk = σ

−1/2
kk T(λk,µk)(Yk) tem f.d.p dada por (3.28). A f.d.a de Sk é calculada como

FSk(sk) =



FUk(sk)− FUk(−1/λk
√
σkk)

1− FUk(−1/λk
√
σkk)

, se λk > 0,

1− FUk(−1/λk
√
σkk) + FUk(sk)

FUk(−1/λk
√
σkk)

, se λk < 0,

FUk(sk), se λk = 0.

(A.4)

Assim, usando a relação entre Yk e Sk, através da transformação de Box-Cox esten-
dida univariada, temos que

P(Yk ≤ yk,α) = α ⇔ P
[
T(λk,µk)(Yk) ≤ T(λk,µk)(yk,α)

]
= α

⇔ P
[
Sk ≤ σ

−1/2
kk T(λk,µk)(yk,α)

]
= α

⇔ yk,α = T−1(λk,µk)

(√
σkksk,α

)
⇔ yk,α =


µk
(
1 + λk

√
σkksk,α

)1/λk , se λk 6= 0,

µk exp
(√

σkksk,α
)
, se λk = 0,

em que sk,α, é tal que FSk(sk,α) = α, com FSk dada em (A.4). Portanto, sk,α é obtido
como

sk,α =


F−1Uk

(
α + (1− α)FUk(−1/λk

√
σkk)

)
, se λk > 0,

F−1Uk

(
(1 + α)FUk(−1/λk

√
σkk)− 1

)
, se λk < 0,

F−1Uk
(α), se λk = 0,

em que FUk é a f.d.a dada em (3.27).

A.23 Prova Corolário 3.5.1.1

1. Considere λ = 0 no Teorema 3.5.1. Portanto, o α-quantil yk,α de Yk, k = 1, . . . , p,
é dado por yk,α = µk exp

(√
σkksk,α

)
, em que sk,α = F−1Uk

(α), sendo Uk a variável
aleatória com f.d.p dada por (3.31). Isto vem do fato de que se λ = 0, então a
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região de integração que envolve (3.25) é tal que A(λ−k) = Rp−1. Portanto, a f.d.p
(3.26) e dada por (3.31). Assim, sk,α é o α-quantil de uma distribuição simétrica
padrão com f.g.d dada por (3.30).

2. Seja Y ∼ BCE`p(µ,λ,Σ; g), com λ 6= 0. Dado que λj
√
σjj → 0, j = 1, . . . , p, então

das equações (3.32) e (3.33) dadas no Teorema 3.5.1, segue que o α-quantil de Yk,
α ∈ (0, 1), k = 1, . . . , p, é dado por yk,α = µk exp

(√
σkksk,α

)
, com sk,α = F−1Uk

(α),
sendo Uk a variável aleatória com f.d.p dada por (3.26), em que a função gΥk

pode
ser expressa como

gΥk
(uk) =

∫
A(∆−k,−kλ−k)

g
(
(1 + ΥkΥ

′
k)u

2
k − 2ΥkΩkw−kuk +w′−kΩ

′
kΩkw−k

)
dw−k,

onde uk ∈ R, ∆ = diag{√σ11, . . . ,
√
σpp}, Ωk =

(
Σ−k,−k−σ−1kk Σ−k,kΣk,−k

)−1/2
∆−k,−k

e Υk = σ
−1/2
kk Σk,−kΩk∆

−1
−k,−k. Como λj

√
σjj → 0, j = 1, . . . , p, então ∆−k,−kλ−k →

0, k = 1, . . . , p. Notando que

lim
∆−k,−kλ−k→0

A(∆−k,−kλ−k) = Rp−1,

temos que a condição λj
√
σjj → 0, j = 1, . . . , p, implica que

gΥk
(uk) =

∫
Rp−1

g
(
(1 + ΥkΥ

′
k)u

2
k − 2ΥkΩkw−kuk +w′−kΩ

′
kΩkw−k

)
dw−k.

Portanto, a f.d.p (3.26) e dada por (3.31). Isto prova que sk,α é o α-quantil de uma
distribuição simétrica padrão com f.g.d dada por (3.30).

A.24 Prova Teorema 4.4.1

1. Como X ∼ LNp(µ,Σ), então pela Definição 3.3.1 segue que W = T(0,µ)(X) ∼
Np(µ,Σ). Portanto,W ′Σ−1W ∼ χ2

p (ver Tong [26]).

2. Similar à prova do item 1.
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Apêndice B

Programação em R

################################################################

## Esta função calcula a f.d.a sobre retângulos (determinados ##

## pelos vértices l e u) da distribuição t multivariada de ##

## parâmetros mu(p*1), sigma(p*p) e tau>0 graus de liberdade. ##

################################################################

library(sn)

library(gtools)

pmvt1 <- function(l,u,mu,sigma,tau){

p <- length(l)

subs <- function(x,y,j){

x[j] <- y[j]

x

}

points1 <- function(j){subs1 <- list();

coord <- function(i){coord1 <- matrix(NA,nr=choose(p,j),nc=p);

coord1 <- subs(u,l,combinations(p,j)[i,]);coord1}

i <- 1:choose(p,j)

subs1 <- t(sapply(i,coord))}

j <- 1:p

points <- sapply(j,points1)

vertices <- rbind(u,do.call(rbind,points),deparse.level = 0)

probs <- apply(vertices,1,pmst,xi=mu,Omega=sigma,

alpha=rep(0,p),nu=tau)

sig1 <- function(i){sig <- c(NA);

sig <- -rep((-1)^i,choose(p,0:p)[i])}

i<-2:(p+1)

sig <- c(1,unlist(sapply(i,sig1)))

return(sum(probs*sig))

}

91
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################################################################

## Esta função gera um vetor coluna a partir dos elementos da ##

## diagonal principal de uma matriz X e abaixo dela. ##

################################################################

vech <- function(X){

rows <- nrow(X)

columns <- ncol(X);

pos <- function(i){v = c(); v = c(v, X[i:rows,i]); v}

k <- 1:columns;

u <- unlist(sapply(k,pos));

u;

}

################################################################

## Esta função gera um vetor coluna a partir dos elementos da ##

## diagonal principal de uma matriz X e acima dela. ##

################################################################

vech2 <- function(X){

rows <- nrow(X)

columns <- ncol(X);

pos <- function(i){v = c(); v = c(v, X[i,i:columns]); v}

k <- 1:rows;

u <- unlist(sapply(k,pos));

u;

}

################################################################

## Esta função gera uma matriz simétrica a partir dos compo- ##

## nentes do vetor v. ##

################################################################

inv_vech <- function(v){

p <- -0.5+sqrt(0.5^2+2*length(v))

x <- matrix(NA,nrow=p,ncol=p)

for (i in 1:p){

x[i:p,i] <- v[((i-1)*(p-(i-2)*0.5)+1) : (i*(p-(i-1)*0.5))]

x[i,i:p] <- v[((i-1)*(p-(i-2)*0.5)+1) : (i*(p-(i-1)*0.5))]

}

x

}

################################################################

## Esta função determina, a partir do vetor t, os limites in- ##

## feriores da região de integração da integral que envolve a ##
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## f.d.p da distribuição Box-Cox elíptica. ## ##

################################################################

low <- function(t){

linf <- function(i){l <- NA; ifelse(t[i] > 0, l <- -1/t[i],

l <- -Inf); l}

k <- 1:length(t);

li <- sapply(k,linf);

li;

}

################################################################

## Esta função determina, a partir do vetor t, os limites su- ##

## periores da região de integração da integral que envolve a ##

## f.d.p da distribuição Box-Cox elíptica. ## ##

################################################################

up <- function(t){

lsup <- function(i){u <- NA; ifelse(t[i] < 0, u <- -1/t[i],

u <- Inf); u}

k <- 1:length(t);

ls <- sapply(k,lsup);

ls;

}

################################################################

## Esta função gera amostras aleatórias de tamanho n da dis- ##

## tribuição Box-Cox normal multivariada de parâmetros ##

## mu(p*1), lambda(p*1) e sigma(p*p). ##

################################################################

library(tmvtnorm)

rmvbcnorm <- function(n,mu,lambda,sigma){

p <- length(mu);

am1 <- rtmvnorm(n,mean=rep(0,length(mu)),sigma=sigma,

lower=low(lambda),upper=up(lambda),

algorithm="gibbs")

tr <- function(j){y <- matrix(NA,nr=nrow(am1),nc=ncol(am1));

ifelse(lambda[j] != 0,

y <- (mu[j])*(1+(lambda[j])*(am1[,j]))^{1/lambda[j]},

y <- (mu[j])*exp(am1[,j])); y}

s <- 1:p

am <- sapply(s,tr)

return(am);

}
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################################################################

## Esta função gera amostras aleatórias de tamanho n da dis- ##

## tribuição Box-Cox t multivariada de parâmetros mu(p*1), ##

## lambda(p*1), sigma(p*p) e tau>0 graus de liberdade. ##

################################################################

library(tmvtnorm)

rmvbct <- function(n,mu,sigma,lambda,tau){

p <- length(mu);

am1 <- rtmvt(n,mean=rep(0,length(mu)),sigma=sigma,df=tau,

lower=low(lambda),upper=up(lambda),

algorithm="gibbs");

tr <- function(j){y <- matrix(NA,nr=nrow(am1) ,nc=ncol(am1));

ifelse(lambda[j] != 0,

y <- (mu[j])*(1+(lambda[j])*(am1[,j]))^{1/lambda[j]},

y <- (mu[j])*exp(am1[,j])); y}

s <- 1:p

am <- sapply(s,tr)

return(am);

}

################################################################

## Esta função estima os parâmetros mu(p*1), lambda(p*1) e ##

## sigma(p*p) da distribuição Box-Cox normal multivariada a ##

## partir da matriz de dados Y(n*p). ##

################################################################

library(mvtnorm)

mlemvbcnorm <- function(Y,

start=list(mu=rep(1,ncol(Y)),

lambda=rep(0,ncol(Y)),

sigma=diag(ncol(Y))),

fixed=list(), method="BFGS",

cholesky=FALSE,

lower.bounds=-Inf,

upper.bounds=+Inf,...)

{

p <- ncol(Y)

n <- nrow(Y)

ifelse(cholesky, theta <- c(log(start$mu), start$lambda,

vech2(t(chol(start$sigma)))),

theta <- c(log(start$mu), start$lambda,

vech2(start$sigma)))

nmmu <- paste("mu_",1:p,sep="")
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nmlambda <- paste("lambda_",1:p,sep="")

nmsigma <- paste("sigma_",vech2(outer(1:p,1:p, paste, sep="."))

,sep="")

names(theta) <- c(nmmu, nmlambda, nmsigma)

negloglik <- function(x){

nf <- names(formals())

theta <- sapply(nf,function(x){eval(parse(text=x))})

mu <- exp(theta[1:p])

lambda <- theta[(p+1):(2*p)]

if(cholesky){

L <- inv_vech(theta[-(1:(2*p))])

L[lower.tri(L, diag=FALSE)] <- 0

sigma <- t(L) %*% L

}

else{

sigma <- inv_vech(theta[-(1:(2*p))])

}

g <- function(x,m,t,s){

tr <- function(j){y <- matrix(NA,nr=n ,nc=p);

ifelse(t[j] != 0, y <- (1/t[j])*((x[,j]/m[j])^{t[j]}-1),

y <- log(x[,j]/m[j])); y}

d <- 1:p;

w <- sapply(d,tr)

g1 <- dmvnorm(w,mean=rep(0,p),sigma=s,log=T)

return(sum(g1))

}

h <- function(x,m,t){

te <- function(j){h1<-c(NA);

h1 <- (t[j]-1)*sum(log(x[,j]))-n*(t[j])*log(m[j])}

e <- 1:p;

h2 <- sapply(e,te)

return(sum(h2))

}

f <- -(- n*log(pmvnorm(lower=low(lambda), upper=up(lambda),

mean=rep(0,p), sigma=sigma)) +

g(Y,mu,lambda,sigma) + h(Y,mu,lambda))

if(is.infinite(f) || is.na(f)){return(.Machine$integer.max)}

f

}

formals(negloglik) <- theta

if((length(lower.bounds) > 1L || length(upper.bounds) > 1L ||
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lower.bounds[1L] != -Inf || upper.bounds[1L] != Inf) &&

method == "L-BFGS-B"){mle.fit <-

eval.parent(substitute(mle(negloglik, start=as.list(theta),

fixed=fixed, method = method,

lower=lower.bounds,

upper=upper.bounds, ...)))

return (mle.fit)

}

else{

mle.fit <- eval.parent(substitute(

mle(negloglik, start=as.list(theta), fixed=fixed,

method = method, ...)))

return (mle.fit)

}

}

################################################################

## Esta função estima os parâmetros mu(p*1), lambda(p*1), ##

## sigma(p*p) e tau>0 da distribuição Box-Cox t multivariada ##

## a partir da matriz de dados Y(n*p). ##

################################################################

library(mvtnorm)

mlemvbct <- function(Y,

start=list(mu=rep(1,ncol(Y)),

lambda=rep(0,ncol(Y)),

sigma=diag(ncol(Y)),

tau=1),

fixed=list(), method="BFGS",

cholesky=FALSE,

lower.bounds=-Inf,

upper.bounds=+Inf,

...)

{

p <- ncol(Y)

n <- nrow(Y)

ifelse(cholesky, theta <- c(log(start$mu), start$lambda,

vech2(t(chol(start$sigma))),

log(start$tau)),

theta <- c(log(start$mu), start$lambda,

vech2(start$sigma),log(start$tau)))

nmmu <- paste("mu_",1:p,sep="")

nmlambda <- paste("lambda_",1:p,sep="")
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nmsigma <- paste("sigma_",

vech2(outer(1:p,1:p, paste, sep=".")),sep="")

nmtau <- paste("tau")

names(theta) <- c(nmmu, nmlambda, nmsigma,nmtau)

negloglik <- function(x){

nf <- names(formals())

theta <- sapply(nf,function(x){eval(parse(text=x))})

mean <- exp(theta[1:p])

lambda <- theta[(p+1):(2*p)]

tau <- exp(theta[1 + (p*(p+5)/2)])

if(cholesky){

L <- inv_vech(theta[(2*p+1):(p*(p+5)/2)])

L[lower.tri(L, diag=FALSE)] <- 0

sigma <- t(L) %*% L

}

else{

sigma <- inv_vech(theta[(2*p+1):(p*(p+5)/2)])

}

g <- function(x,m,t,s,r){

tr <- function(j){y <- matrix(NA,nr=n ,nc=p);

ifelse(t[j] != 0, y <- (1/t[j])*((x[,j]/m[j])^{t[j]}-1),

y <- log(x[,j]/m[j])); y}

d <- 1:p;

w <- sapply(d,tr)

g1 <- dmvt(x=w, delta=rep(0,p), sigma=s, df=r, log=TRUE)

return(sum(g1))

}

h <- function(x,m,t){

te <- function(j){h1<-c(NA);

h1 <- (t[j]-1)*sum(log(x[,j]))-n*(t[j])*log(m[j])}

e <- 1:p;

h2 <- sapply(e,te)

return(sum(h2))

}

f <- -(- n*log(pmvt1(l=low(lambda), u=up(lambda),

mu=rep(0,p), sigma=sigma, tau=tau)) +

g(Y,mean,lambda,sigma,tau) + h(Y,mean,lambda))

if(is.infinite(f) || is.na(f)){return(.Machine$integer.max)}

f

}

formals(negloglik) <- theta
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if((length(lower.bounds) > 1L || length(upper.bounds) > 1L ||

lower.bounds[1L] != -Inf || upper.bounds[1L] != Inf)

&& method == "L-BFGS-B"){mle.fit <-

eval.parent(substitute(mle(negloglik, start=as.list(theta),

fixed=fixed, method = method,

lower=lower.bounds,

upper=upper.bounds, ...)))

return (mle.fit)

}

else{

mle.fit <- eval.parent(substitute(

mle(negloglik, start=as.list(theta), fixed=fixed,

method = method, ...)))

return (mle.fit)

}

}

################################################################

## Esta função estima os parâmetros B(r*p), lambda(p*1) e ##

## sigma(p*p) do modelo de regressão linear Box-Cox normal ##

## multivariado, a partir da matriz de vetores resposta ##

## Y(n*p) e a matriz de variáveis explicativas X(n*r). ##

################################################################

library(mvtnorm)

mleregmvbcnorm <- function(Y,X,

start=list(B=matrix(0,nr=ncol(X),

nc=ncol(Y)),

lambda=rep(0,ncol(Y)),

sigma=diag(ncol(Y))),

fixed=list(),

method="BFGS",

cholesky=FALSE,

lower.bounds=-Inf,

upper.bounds=+Inf,

...)

{

X=as.matrix(X)

p = ncol(Y)

n = nrow(Y)

r = ncol(X)

ifelse(cholesky, theta <- c(c(start$B), start$lambda,

vech2(t(chol(start$sigma)))),
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theta <- c(c(start$B), start$lambda, vech2(start$sigma)))

nmbeta <- paste("beta_",outer(1:r,1:p, paste, sep="."),

sep="")

nmlambda <- paste("lambda_",1:p,sep="")

nmsigma <- paste("sigma_",vech2(outer(1:p,1:p,paste,

sep=".")),sep="")

names(theta) <- c(nmbeta, nmlambda, nmsigma)

negloglik <- function(x){

nf <- names(formals())

theta <- sapply(nf,function(x){eval(parse(text=x))})

beta <- matrix(theta[1:(p*r)],nr=r,nc=p,byrow=F)

lambda <- theta[((p*r)+1):(p*(r+1))]

if(cholesky){

L <- inv_vech(theta[(1+p*(r+1)):(p*(r+((p+3)/2)))])

L[lower.tri(L, diag=FALSE)] <- 0

sigma <- t(L) %*% L

}

else{

sigma <- inv_vech(theta[(1+p*(r+1)):(p*(r+((p+3)/2)))])

}

g <- function(y,x,b,t,s){

tr <- function(j){z <- matrix(NA,nr=n ,nc=p);

ifelse(t[j] != 0,

z <- (1/t[j])*

((y[,j]/(exp((x%*%b)[,j])))^{t[j]}-1),

z <- log(y[,j]) - (x%*%b)[,j]); z}

d = 1:p;

w <- sapply(d,tr)

g1 <- dmvnorm(x=w,mean=rep(0,p),sigma=s,log=T)

return(sum(g1))

}

h <- function(y,x,b,t){

te = function(j){h1<-c(NA);

h1 <- (t[j]-1)*sum(log(y[,j]))-(t[j])*sum((x%*%b)[,j])}

e = 1:p;

h2 <- sapply(e,te)

return(sum(h2))

}

f <- -(- n*log(pmvnorm(lower=low(nu),upper=up(nu),

mean=rep(0,p),sigma=sigma)) +

g(Y,X,beta,lambda,sigma) + h(Y,X,beta,lambda))
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if(is.infinite(f) || is.na(f)){

return(.Machine$integer.max)}

f

}

formals(negloglik) <- theta

if((length(lower.bounds) > 1L || length(upper.bounds) > 1L

|| lower.bounds[1L] != -Inf || upper.bounds[1L] != Inf)

&& method == "L-BFGS-B"){mle.fit <-

eval.parent(substitute(mle(negloglik,

start=as.list(theta),

fixed=fixed, method = method,

lower=lower.bounds,

upper=upper.bounds, ...)))

return (mle.fit)

}

else{

mle.fit <- eval.parent(substitute(

mle(negloglik, start=as.list(theta), fixed=fixed,

method = method, ...)))

return(mle.fit)

}

}

################################################################

## Esta função estima os parâmetros B(r*p), lambda(p*1), ##

## sigma(p*p) e tau>0 do modelo de regressão linear Box-Cox t ##

## multivariado, a partir da matriz de vetores resposta ##

## Y(n*p) e a matriz de variáveis explicativas X(n*r). ##

################################################################

library(mvtnorm)

mleregmvbct <- function(Y,X,

start=list(B=matrix(0,nr=ncol(X),

nc=ncol(Y)),

lambda=rep(0,ncol(Y)),

sigma=diag(ncol(Y)),

tau=1),

fixed=list(),

method="BFGS",

cholesky=FALSE,

lower.bounds=-Inf,

upper.bounds=+Inf,

...)
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{

X=as.matrix(X)

p = ncol(Y)

n = nrow(Y)

r = ncol(X)

ifelse(cholesky, theta <- c(c(start$B), start$lambda,

vech2(t(chol(start$sigma))),

log(start$tau)),

theta <- c(c(start$B), start$lambda, vech2(start$sigma),

log(start$tau)))

nmbeta <- paste("beta_",outer(1:r,1:p, paste, sep="."),sep="")

nmlambda <- paste("lambda_",1:p,sep="")

nmsigma <- paste("sigma_",vech2(outer(1:p,1:p, paste, sep=".")),

sep="")

nmtau <- paste("tau")

names(theta) <- c(nmbeta, nmlambda, nmsigma,nmtau)

negloglik <- function(x){

nf <- names(formals())

theta <- sapply(nf,function(x){eval(parse(text=x))})

beta <- matrix(theta[1:(p*r)],nr=r,nc=p,byrow=F)

lambda <- theta[((p*r)+1):(p*(r+1))]

tau = exp(theta[1 + (p*(r+((p+3)/2)))])

if(cholesky){

L <- inv_vech(theta[(1+p*(r+1)):(p*(r+((p+3)/2)))])

L[lower.tri(L, diag=FALSE)] <- 0

sigma <- t(L) %*% L

}

else{

sigma <- inv_vech(theta[(1+p*(r+1)):(p*(r+((p+3)/2)))])

}

g <- function(y,x,b,t,s,r){

tr <- function(j){z <- matrix(NA,nr=n ,nc=p);

ifelse(t[j] != 0,

z <- (1/t[j])*((y[,j]/(exp((x%*%b)[,j])))^{t[j]}-1),

z <- log(y[,j]) - (x%*%b)[,j]); z}

d = 1:p;

w <- sapply(d,tr)

g1 <- dmvt(x=w,delta=rep(0,p),sigma=s,df=tau,log=T)

return(sum(g1))

}

h <- function(y,x,b,t){
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te = function(j){h1<-c(NA);

h1 <- (t[j]-1)*sum(log(y[,j]))-(t[j])*sum((x%*%b)[,j])}

e = 1:p;

h2 <- sapply(e,te)

return(sum(h2))

}

f <- -(- n*log(pmvt1(l=low(lambda), u=up(lambda), mu=rep(0,p),

sigma=sigma, tau=tau)) +

g(Y,X,beta,lambda,sigma,tau) + h(Y,X,beta,lambda))

if(is.infinite(f) || is.na(f)){return(.Machine$integer.max)}

f

}

formals(negloglik) <- theta

if((length(lower.bounds) > 1L || length(upper.bounds) > 1L ||

lower.bounds[1L] != -Inf || upper.bounds[1L] != Inf)

&& method == "L-BFGS-B"){mle.fit <-

eval.parent(substitute(mle(negloglik, start=as.list(theta),

fixed=fixed, method = method,

lower=lower.bounds,

upper=upper.bounds, ...)))

return (mle.fit)

}

else{

mle.fit <- eval.parent(substitute(

mle(negloglik, start=as.list(theta), fixed=fixed,

method = method, ...)))

return(mle.fit)

}

}
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