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Resumo

Agamez Montalvo, G. S. Modelos de mistura finita usando a classe de distribuigoes
a poténcia. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao

Paulo, Sao Paulo, 2017.

As misturas finitas de distribuicoes de probabilidades permitem a modelagem de da-
dos que podem exibir assimetria, caudas pesadas, dados atipicos ou combinagoes destes ao
mesmo tempo. Neste trabalho, uma classe flexivel de modelos usando misturas finitas de
distribuicoes « poténcia ¢ proposta, e consequentemente, a familia de misturas finitas de
K componentes de mistura de distribuicoes o poténcia normal para o caso de localizacao-
escala (MF-PN) é estudada. As abordagens classica e bayesiana sdo empregadas para a
inferéncia dos parametros do modelo proposto. Para a abordagem classica, um algoritmo
EM é desenvolvido com a finalidade de obter as estimativas de méxima verossimilhanca.
Para a abordagem bayesiana, diferentes distribuicoes a priori sao exploradas e um algoritmo
MCMC é descrito. As metodologias propostas sao ilustradas usando um conjunto de dados
reais sobre o indice de massa corporal de homens nos Estados Unidos da Ameérica (USA
por suas siglas em inglés). Adicionalmente, para ambas abordagens sao realizados estudos
de simulacao com a finalidade de analisar o comportamento das estimativas dos parametros
e a habilidade dos modelos de MF-PN de agrupar observagoes. A taxa de localizacao (ou
classificagao) correta é avaliada, dado que uma das principais utilidades das misturas finitas
de distribuigoes é poder identificar grupos ou clusters de observacoes com caracteristicas
similares. Sob um enfoque classico, o modelo de MF-PN é comparado com alguns modelos
pertencentes as misturas finitas de distribui¢oes de mistura de escala da normal assimétrica,

concluindo que o modelo proposto é eficiente para classificar dados provenientes dessas mis-
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turas. Além disso, a identificabilidade da classe de distribui¢oes « poténcia (AP) é provada.
Finalmente, a metodologia proposta para a classe AP é ilustrada com um conjunto de dados
da circunferéncia da cintura para adolescentes de sexo masculino com idade entre 10 e 20

anos de escolas piblicas de Sao Paulo.

Palavras-chave: Misturas finitas; « poténcia; algoritmo EM; algoritmo MCMC; classifica-

¢ao; identificabilidade.
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Abstract

Agamez Montalvo, G. S. Finite mixture models using the o power distributions
class. Thesis (Doctoral) - Institute of Mathematics and Statistics, University of Sao Paulo,

Sao Paulo, 2017.

Finite mixtures of probability distributions allow modelling data that may exhibit skew-
ness, heavy tails, outliers or combinations of these at the same time. In this work, a flexible
class of models using finite mixtures of o power distribution is proposed, and consequently,
the finite mixtures family of K mixture components of power normal distributions for the
location-scale case (FM-PN) is studied. The classical and Bayesian approaches are used to
the parameters inference of the proposed model. An EM algorithm was developed for the
classical approach with the purpose of obtaining the maximum likelihood estimates. In the
Bayesian approach, different prior distributions are studied and a MCMC algorithm is des-
cribed. The proposed methodologies are illustrated using a real data set on the body mass
index of men in the USA. Additionally, for both approaches simulation studies are performed
with the purpose of analyzing the behavior of the estimates parameters and the ability of
the FM-PN models of clustering observation. The correct localization (or classification) rate
is evaluated, since one of the main utilities of the finite mixture of distributions is identify
clusters of observations with similar characteristics. Under a classical approach, the FM-PN
model is compared with some models belonging to the finite mixture of scale mixtures of
skew-normal distributions, concluding that the proposed model is efficient for classify data
from these mixtures. In addition, the identifiability of the o power distributions class (AP)
is proved. Finally, the proposed methodology for the AP class is illustrated with a data set of

waist circumference for male teenagers aged between ten and twenty years of public schools

Vil
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in Sao Paulo.

Keywords: Finite mixtures; o power; EM algorithm; MCMC algorithm; classification; iden-

tifiability.
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Capitulo 1

Introducao

Os modelos de mistura finita de distribuic¢oes de probabilidades sao uma ferramenta muito
util para modelar dados que podem exibir assimetria, excesso de curtose, caudas pesadas e
observacoes discrepantes ao mesmo tempo. Modelos de misturas finitas sao definidos como
uma combinacao linear de duas ou mais fun¢oes de densidade de probabilidade, permitindo
uma grande flexibilidade na modelagem de dados heterogéneos presentes em diferentes areas
do conhecimento como bioestatistica, financas, analise de imagens e ciéncias médicas, en-
tre outras. Em McLachlan e Basford (1988), McLachlan e Peel (2000), Frithwirth-Schnatter
(2006) e Mengersen et al. (2011) encontram-se varios exemplos de aplicacoes das misturas
finitas de distribuicoes.

Uma das principais utilidades das misturas finitas de distribuicoes é poder identificar gru-
pos de observacoes com caracteristicas similares, ou seja, identificar clusters, quando nao ha
outras informagoes além dos valores observados. Neste contexto, cada uma das componentes
de mistura pode ser associada a um grupo ou cluster diferente. Adicionalmente, no mesmo
contexto, as misturas finitas de distribuicoes podem ser aplicadas na andlise discriminante.
Para mais detalhes ver McLachlan e Peel (2000).

As misturas finitas de distribuicoes simétricas foram as primeiras a serem estudadas. No
entanto, nos tltimos anos os estudos sobre modelos de misturas finitas estao focados princi-
palmente a misturas cujos componentes sao distribui¢oes mais flexiveis, como por exemplo, a
distribuicao normal assimétrica, t-Student assimétrica e slash assimétrica. No caso de varia-

veis aleatorias univariadas, ver por exemplo, os trabalhos de Basso et al. (2010) e Lin et al.
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(2007a,b).

Sob um enfoque nao paramétrico varios algoritmos de agrupamento foram propostos,
ver por exemplo, Jarvis e Patrick (1973), Comaniciu e Meer (2002) e KumarPatidar et al.
(2012). Porém, a maioria dessas abordagens nem sempre é bem-sucedida em encontrar clus-
ters em conjuntos de dados de alta dimensao, dado que ¢ dificil definir a vizinhanca de um
dado em um espaco de alta dimensao quando o tamanho da amostra ¢ pequeno. Portanto,
quase todos os algoritmos nao paramétricos baseados nestes métodos tém sido aplicados
apenas a problemas de cluster de baixa dimensao. Adicionalmente, com estes métodos nao
é possivel especificar a priori o nimero desejado de clusters. Cabe ressaltar que nesta tese,
a abordagem nao paramétrica nao serd utilizada. No entanto, achamos relevantes mencio-
nar que existem varios trabalhos desenvolvidos sobre um enfoque nao paramétrico para o
problema de agrupamento ou classificacao.

Esta tese visa apresentar uma classe flexivel de modelos estatisticos paramétricos usando
misturas finitas de distribuicoes a poténcia sobre os enfoques classico e bayesiano, e con-
sequentemente, utilizar a mistura finita de distribuicoes o poténcia normal para o caso de
localizacao-escala em problemas de classificacao.

Este trabalho esta organizado como segue. Primeiramente, no Capitulo 2, fazemos uma
breve revisao bibliografica da classe de distribuigdes « poténcia (AP) e da familia de dis-
tribui¢oes a poténcia normal (PN) para o caso de localizagdo-escala ou modelo de trés
parametros. Adicionalmente, neste capitulo sdo apresentados um estudo de simulacao para
estudar o comportamento dos parametros desta familia de distribuicoes e uma prova formal
da identificabilidade da classe de distribuigoes AP.

No Capitulo 3 propomos o modelo de mistura finita usando a classe de distribuicoes AP,
com énfase nas misturas finitas usando a distribuicio PN para o caso localizagao-escala.
Um algoritmo EM é desenvolvido para obter as estimativas do modelo proposto via maxima
verossimilhanca e a matriz de informacao observada é derivada. Estudos de simulacao sao
apresentados para avaliar as estimativas obtidas e a taxa de classificagao correta do modelo.
Finalmente, um conjunto dados reais ¢ usado para ilustrar a metodologia proposta.

No Capitulo 4, propomos uma abordagem bayesiana para a inferéncia do parametro

de interesse da classe de distribuicoes AP. Diferentes distribuicoes a priori sao usadas e

Agamez Montalvo, G. S. IME-USP
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as distribuicoes preditivas a posteriori sao obtidas. Estudos de simulacao sao apresentados
com a finalidade de avaliar o comportamento das estimativas bayesianas para a familia PN.
Posteriormente, o caso de localizacao-escala também é abordado. Estudos de simulacao para
esta familia sao realizados para estudar o comportamento de alguns quantis obtidos com as
estimativas bayesianas dos parametros. Finalmente, a metodologia ¢ aplicada a um conjunto
de dados reais.

No Capitulo 5 propomos um enfoque bayesiano para o modelo de mistura finita de K
componentes de mistura de « poténcia normal para o caso de localizacao-escala proposto
no Capitulo 3. Um algoritmo de Monte Carlo via cadeias de Markov é proposto para obter
as estimativas dos parametros do modelo de MF-PN. Os problemas de escolha de valores
iniciais e de identificabilidade das etiquetes ou rotulos dos clusters sao discutidos. Estudos de
simulacao sao realizados para avaliar as estimativas obtidas e a taxa de classificacao correta
do modelo de MF-PN. Finalizamos esse capitulo apresentando uma aplicacao a dados reais.

No Capitulo 6 sao apresentadas as consideracoes finais da tese, assim como os possiveis
trabalhos futuros.

Esse trabalho de tese foi escrito de tal forma que cada capitulo pudesse ser lido inde-
pendentemente dos demais. Porém, todos os capitulos dependem do Capitulo 2, que contém
uma breve revisao bibliografica do modelo o poténcia.

Os algoritmos utilizados foram implementados no programa estatistico R Core Team

(2015). Adicionalmente, cabe ressaltar que foi construido o pacote mixpn, que permite:

Estimar os parametros do modelo;

Classificar as observagoes;

Desenhar o histograma e a densidade estimada;

Calcular os valores iniciais do algoritmo EM, critérios de selecao e a matriz de infor-

macao observada;

dado um conjunto de dados e um ntumero fixo de componentes. Adicionalmente, o pacote
permite gerar observagoes de uma FM-PN e ajustar dados da distribuicao PN. O instalador

de pacote pode ser obtido entrando em contato com o autor.

IME-USP Agamez Montalvo, G. S.
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Capitulo 2

A classe de distribuicoes o poténcia

2.1 Introducao

Lehmann (1953) propos uma classe de distribui¢oes de probabilidades com funcdo de distri-

buicao acumulativa (fda) Fg dada por

Fg (z;0) = {G(2)}", z €R, (2.1)

sendo GG uma fda continua e diferenciavel e  um ntimero inteiro positivo. Em outras palavras,
F¢ ¢ a poténcia inteira de uma funcao de distribuicao G. A funcao de distribuicao G ¢é
conhecida como fungao de distribuigao base ( ‘baseline distribution’ em inglés). Na literatura
esta classe de distribuicoes de probabilidade também é conhecida como as alternativas de
Lehmann.

Se o parametro de poténcia « da classe de distribuigoes de probabilidade proposta por
Lehmann é igual a um, é obtida a mesma distribuicao base (Fg (2; ) = G (2)). Porém, se
este parametro ¢ um ntmero inteiro positivo, esta classe de distribuicoes pode ser vista
como a funcao de distribuicao do maximo de uma amostra de tamanho « extraida de uma
populacgao cuja fda é G.

A definigdo de Lehmann foi estendida por Durrans (1992) num contexto hidrolégico para
a € R*, derivando esta classe de distribui¢goes como uma distribuicao da estatistica de ordem
fracionéaria. No entanto, Durrans nao referéncia o trabalho de Lehmann (1953). A funcao

densidade de probabilidade (fdp) associada a fungio de distribuigdo acumulativa Fg (z; ) é
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dada por

fo(z0) = ag(z) {G(z)}o‘_1 , z € R, a e RT, (2.2)

sendo G uma fda (absolutamente continua) com fdp g = dG.

Esta classe de distribuigoes tém sido amplamente estudada na literatura, principalmente
analisando conjuntos de dados de tempos de vida assimétricos e problemas de confiabilidade,
usando como funcao de distribuicao base as distribuicoes Gama, Log-normal, Weibull e
Exponencial. Ver por exemplo, Gupta et al. (1998), Gupta e Kundu (1999, 2001a,b, 2003,
2004, 2007).

Posteriormente, em Florez (2011) usa-se a denominagdo « poténcia (AP). Enquanto,
paralelamente, em Asgharzadeh e Fallah (2011) ela é denominada de classe exponencializada
de distribuigoes. Neste trabalho serda adotada a denominacao dada em Florez (2011) e a
notagao Z ~ AP(«).

Pewsey et al. (2012) considera a inferéncia baseada na funcao de verossimilhanca para
a classe de distribuigoes o poténcia e apresenta alguns resultados que podem ser utilizados
para conduzir a inferéncia dos trés parametros da extensao da localizacao-escala da classe
de distribuicoes AP.

O caso de localizacao-escala ou modelo de trés parametros para a classe de distribuigoes
AP é obtido considerando X = £ +nZ, onde Z ~ AP(a), £ € R e n € R*. A fungio
densidade de probabilidade de X é dada por

fG(x;S,n,a)zgg(x;€> {G (x;§>}a1, r €R, (2.3)

sendo £ o parametro de localizacao e n o parametro de escala.

A fda de X é dada por

Fo(z:6,m,0) = {G (xf)}a z €R. (2.4)

Para o modelo de trés parametros para a classe de distribuicoes AP é usada a notacao

X ~ AP n, a).

Agamez Montalvo, G. S. IME-USP



2.2 DISTRIBUICAO oo POTENCIA NORMAL 7

2.2 Distribuicao o poténcia normal

Durrans (1992) estudou o caso em que a funcdo de distribuicdo base G é a fda da nor-
mal padrao. Florez (2011) chamou este caso de familia de distribui¢oes a poténcia normal

assimétrica, cuja funcao densidade é dada por

fo (z50) = ag(z) {(I)(Z)}a_l , z € R, (2.5)

sendo ¢ e ® a funcao densidade e distribuicao da normal padrao, respectivamente, e o é um
parametro de forma. Denotada por Z ~ PN(«a). A diferenca de Florez (2011), esta familia
de distribuicoes serd chamada simplesmente de o poténcia normal. Dado que, poderia se
interpretar que a funcao de distribuicao base é a distribuicao normal assimétrica.

A fda de Z é dada por

Fo (z0) = {®(2)}" . (2.6)

A Figura 2.1 apresenta as funcoes densidades da distribuicdo « poténcia normal para
diferentes valores do parametro a. Pode-se observar que o parametro de poténcia « tem
influéncia na localizacao, dispersao, curtose e assimetria da distribuicao.

Gupta e Gupta (2008) apresentam uma discussao sobre os momentos da distribui¢ao PN.
Os mesmo nao tém forma fechada, porém, se Z ~ PN(«a) o momento de ordem n pode ser

calculado numericamente como

E(Z") = a/o {@71(2)}" 22 dz.

Também foi considerada a familia de distribuicao a poténcia normal para o caso localizagao
- escala, obtida quando a func¢ao de distribuicao base ¢ ® na equagao (2.3). Denotada por

X ~ PN (§,m,«), com fdp dada por

fore (@:&m,0) = %cﬁ (x;f) {<I> (1;5)}&1, zeR. (2.7)

IME-USP Agamez Montalvo, G. S.
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0.4

Densidade
0.2

0.1

(a) « poténcia normal para a < 1.

Densidade
0.6
L
Q
!\
o

0.2

0.0

(b) a poténcia normal para o > 1.

Figura 2.1: Funcao densidade da a poténcia normal

Em Pewsey et al. (2012) foram apresentados os coeficientes de assimetria e curtose para
a familia de distribuicoes PN. Esses autores mostraram que para valores de a entre 0, 0005
e 50.000 esses coeficientes estao nos intervalos [—0,6115;0,9007] e [1,7170; 4, 3556], respec-
tivamente.

Azzalini (1985) desenvolveu uma classe geral de distribui¢oes assimétricas (univariadas)

com fdp dada por

w(zAN) =2f(2)G(\2), z, A € R, (2.8)

sendo f uma funcao densidade de probabilidade simétrica ao redor de zero, G uma func¢ao de
distribuicao acumulada absolutamente continua e simétrica ao redor de zero, e A o parametro

de forma que controla a assimetria.
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2.3 INFERENCIA VIA MAXIMA VEROSSIMILHANCA 9

Particularmente, uma varidvel aleatoria Y segue uma distribuicao normal assimétrica

(SN) com parametro de assimetria A, se sua fun¢ao densidade é dada por

Fw:&nA) =20 (y) @ (\y), y €R, (2.9)

sendo ¢ e ® a fungao de densidade e distribuicao da normal padrao, respectivamente. Usamos
a notagdo Y ~ SN (\). Esta densidade foi estudada por Azzalini (1985, 1986, 2005), Henze
(1986), Chiogna (1998), Pewsey (2000, 2006) e outros. Destes estudos cabe ressaltar que
para a distribuigao SN, o coeficiente de assimetria toma valores entre (—0,9953;0,9953) e o
coeficiente de curtose entre [3; 3, 8692).

Portanto, enquanto a distribui¢ao normal assimétrica é capaz de modelar uma gama mais

ampla de assimetria, a distribuicao o poténcia normal modela uma gama maior de curtose.

2.3 Inferéncia via maxima verossimilhanca

Nesta sec¢ao sdo apresentados alguns resultados encontrados por Gupta e Gupta (2008) sobre
inferéncia via maxima verossimilhanca para a familia de distribuicoes PN e sua extensao ao

modelo de trés parametros.

2.3.1 Familia de distribuicoes PN

Sejam Z,--- , Z, varidveis aleatorias i.i.d. seguindo o modelo PN. O estimador de méxima

verrosimilhanca (EMV) de a é dada por

Podemos facilmente observar que

E(d):n_la, Var (&) = a

IME-USP Agamez Montalvo, G. S.
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n—+2 9

BQM (&) = n—n—2)" "

n > 2.

Modificando o EMV para obter o estimador nao viesado de « temos

n—1,
_ & -

A~

oy =

n

Assim &, é o estimador nao viesado com a variancia a?/(n — 2), n > 2. Note-se que a
Var (&, esta mais perto do limite inferior de Cramer-Rao (a?/n) em relagao a Var (). Além
disso, em Gupta e Gupta (2008) é apresentado um intervalo de confianga de (1 —§) x 100%

para a dado por

X22n,5/2 X22n,1—5/2
=237 In®(z) 2> Ind(z) )’
devido a que —In ®(z;), com i = 1,--- ,n é uma amostra aleatoria i.i.d. de uma distribuigao

exponencial de parametro a, implicando que —2a/ln ®(z;) seja uma quantidade pivotal.

2.3.2 Caso localizacao - escala

Sejam Z1,--- , Z, variaveis aleatorias i.i.d. seguindo o modelo de trés parametros da familia

PN. Entao, a fun¢ao de log-verossimilhanga é dada por

1(&n,0) =nlna — %i (z" _§>2+ (o — 1)21@ (z" _5> . (2.10)

i=1 g g

As equacdes de estimacao usuais sao:

doen g (9L en

%:— +(a—1)§:R;1(zi_§) (—Zi_£>+iﬂz0; (2.12)
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o n - 2z — €&
%:aJern( ):o, (2.13)

=1 77
em que
)= 20
R; () 0’ (2.14)

Da equacao 2.13 temos que o EMV de a é

&=— z : (2.15)

> n® (ZZn__E>

No entanto, as equagoes (2.11) e (2.12) nao permitem obter expressoes de forma fechada

para os EMV de £ e 7. Assim, uma opc¢ao para obter os estimadores de maxima verrosi-
milhanca para & e n é substituir (2.15) em (2.11) e (2.12), e logo, resolver estas equagoes
usando algum método numérico iterativo.

A func¢do R; definida na equagdo (2.14) é conhecida como taxa de risco invertida.
Gupta e Gupta (2007) estudaram o caso em que a func¢ao de distribui¢do base de R; é

uma funcao de distribuicao geral.

2.4 Estudo de simulacao para a familia PN

Gupta e Gupta (2008) nao realizaram estudos de simulacdo para avaliar as estimativas
obtidas via méxima verossimilhanca para a familia de distribuicoes PN. Portanto, para
preencher essa lacuna, nesta secao o comportamento destas estimativas é estudado.

As medidas de avaliagao utilizadas foram o viés, o viés relativo (VR), o erro quadrado
médio (EQM) e o erro absoluto médio relativo (EAMR). Diversos estudos de simulagao
foram desenvolvidos, nos quais o comportamento das estimativas para diferentes conjuntos de

parametros e tamanhos amostrais foi explorado. Nesta secao sao apresentados os resultados
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12 A CLASSE DE DISTRIBUICOES o POTENCIA 2.4

obtidos usando os tamanhos amostrais n = 50, 100 e 200, e os valores dos parametros fixados
em & =10, n =1 e a = 100, dado que os resultados obtidos nos outros estudos de simulagao
foram similares.

Foram geradas m = 1.000 amostras de tamanho n da familia de distribuicoes PN. Em
seguida, estimamos os parametros do modelo usando duas metodologias. Na primeira (M1)
foram estimados os trés parametros livremente usando a fun¢ao de log-verossimilhanca apre-
sentada em (2.10) e na segunda (M2) foi utilizada a metodologia descrita na subsecao 2.3.2.

Posteriormente, as medidas de avaliacao foram obtidos para todas as amostras. Para &,

eles sao definidos como

viés:—g(§—§>7 VR%Zf;(&f),
EQM:%é(@—g)Q e EAMR:%ZXZ 56_5

respectivamente, sendo é} a estimativa de £ quando os dados correspondem & amostra i. As
definicoes para os outros parametros sao obtidas analogamente.

Cabe ressaltar que todos os procedimentos de optimizacao utilizados nesta secao para
a obtencao das estimativas de méxima verossimilhanca dos parametros foram realizados
usando o método L-BFGS-B da funcao optim do software R Core Team (2015).

Nas Tabelas 2.1 e 2.2 sao apresentados o viés, o VR, o EQM e o EAMR para as esti-
mativas dos parametros usando M1 e M2, respectivamente. Pode-se observar que para a
primeira metodologia estudada, o EQM e o EAMR dos trés parametros diminuem quando
o tamanho amostral aumenta, porém, este comportamento nao é observado para o viés e
o VR. Entretanto, com a segunda metodologia, observou-se que a medida que aumenta o
tamanho amostral as quatro medidas de avaliacao diminuem.

Adicionalmente, ao analisar os resultados obtidos com as quatro medidas propostas e as
duas metodologias utilizadas, observou-se que os parametros da famfilia de distribui¢coes PN

nao foram bem recuperados. Este resultado sera discutido posteriormente.
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Tabela 2.1: O viés, o VR, 0 EQM e o EAMR para os parametros do modelo PN usando M1.

) . n
Medida Parametro 50 100 500

viés ¢ -0,6808 -0,6824 -0,5258
n 0,0147 0,0532 0,0502

«Q 2,0172e+04 1,2392e4+04 7,0973e+03
VR £ -0,0681 -0,0682 -0,0526
n 0,0147 0,0532 0,0502

« 2,0173e+02 1,2392e+02 7,0973e+01
EQM & 7,1160 5,2944 3,5368
n 0,1998 0,1328 0,0869

o 1,6275e+09 8,1594e-+08 4,0142e+08
EAMR & 0,2246 0,1850 0,1407
i 0,3855 0,3058 0,2354

« 2,0254e+02  1,2464e+02 7,1618e-+01

Tabela 2.2: O viés, o VR, 0o EQM e o EAMR para os parametros do modelo PN usando M2.

) ) n
Medida Parametro 50 00 500
viés & 0,4920 0,3310 0,2554
n -0,1576 -0,0989 -0,0697
« 1,6004e+04 2,4361e+03 6,8892¢+402
VR ¢ 0,0492 0,0331 0,0255
n -0,1576 -0,0989 -0,0697
«Q 1.6004e+02 2,4362e+01 6,8892
EQM & 3,0802 2,0682 1,3215
n 0,1347 0,0783 0,0476
«a 1,4470e+11 1,0391e+09 4,5522e+07
EAMR & 0,1480 0,1173 0,0928
n 0,3025 0,2289 0,1775
« 1,6108e+02 2,5298e-+01 7,7563

Outros métodos de estimacao classica foram explorados para tentar recuperar de forma

adequada os parametros da familia de distribuigoes PN, no entanto, como os resultados

obtidos foram similares aos expostos anteriormente decidimos nao apresenta-los aqui.

IME-USP
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14 A CLASSE DE DISTRIBUICOES o POTENCIA 2.4

Considerando o problema apontado pelo estudo de simulac¢ao na recuperagao dos para-
metros, decidiu-se explorar a forma da fdp da familia PN. Foi observado que dois conjuntos
de parametros diferentes podem gerar duas fungoes de densidade com uma forma muito
similar, entretanto, nao iguais.

Na Figura 2.2 é apresentada a funcao densidade obtida com os parametros utilizados
no estudo de simulacao, junto com um outro conjunto de parametros que fornece uma
densidade muito similar. Para ressaltar este problema (quase identificabilidade), na Figura
2.3 sao apresentados trés conjuntos de parametros com funcoes de densidade semelhantes.
Pode-se observar que enquanto os parametros de localizacao e escala sao semelhantes, os

parametros de poténcia podem ser muito diferentes.

L
N —— £=10.00 n=1.00 o=100
-------- &= 563 n=162 a=60000
Q|
o
2 3
]
=
w
5
o A
e |
o
o |
o
T T T T T T T
8 10 12 14 16 18 20
y
Figura 2.2: Duas fun¢oes de densidades similares.
o
" —— &= 000 7=100 o=1000
ol Py e &= 173 n=0.70 o=37
= ~ £=-2.35 1=1.30 «=70000
«©
o ©
k=]
3
=
[0l
(]
=~
o
e |
o
< | =
(=)
T T T T T T T T

Figura 2.3: Fungoes de densidades similares.

Agamez Montalvo, G. S. IME-USP



2.5 IDENTIFICABILIDADE PARA A CLASSE DE DISTRIBUICOES AP 15

Finalmente, a funcao Deviance foi utilizada para avaliar o ajuste dos dados. Na Tabela
2.3 sao apresentados os Deviances médios e seus correspondentes desvios padroes para
as duas metodologias utilizadas e os valores reais dos parametros. Pode-se observar que
os valores dos Deviances médios obtidos com as estimativas dos parametros do modelo
PN foram menores aos calculados com os valores reais. Portanto, as densidades estimadas

modelam de forma adequada os dados das amostras.

Tabela 2.3: Deviance médio (desvio padrao).

Método
M1 M2 Valores Reais
50 50,3580 (11,2327) 50,4799 (11,2375) 53,4520 (10,8725)
100 104,9951 (14,7678) 105,1357 (14,7774) 107,8965 (14,4547)
200 212,6529 (21,3019) 212,8146 (21,3229) 215,5923 (21,0546)

n

2.5 Identificabilidade para a classe de distribuicoes AP

Nesta secao ¢ apresentada uma prova formal sobre a identificabilidade da classe de distribui-
¢cOes o poténcia, e consequentemente, uma implicacao direta para a familia de distribuicoes

« poténcia normal.

Teorema 2.1. Seja X ~ AP (§,n,a) com fungao de distribui¢io acumulada denotada por
Fo(x,&,n,a) = {G (957_5)} . Se a funcao de distribuicao base G € identificdvel, entdo a

classe de distribuicoes a poténcia € identificavel.

Demonstracao (por contradi¢do): Vamos supor que

FG(%flam’Oél):FG($75277727042) vx?

em que O; = (&, M1, 1) # O = ({2, 12, 2).

Entao, pela suposicao anterior temos que

IME-USP Agamez Montalvo, G. S.
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Y - st
Ui T2 Q2 In@G (x— 1>

m

Caso 1: Se (&1,m1) = (&, 1m2), temos que

z=¢
%7&1_IHG< o

_mo(52)
a InG (1‘—&)

Vz 1 (contradigao),

m
dado que ay # ay, pois O # O,.

Caso 2: Se (&1,m) # (&2,1m2), a funcdo InG (””;—f) /lnG (””;—fl> nao é constante para
todo x (dado que a fun¢do de distribuigdo G é identificavel), ao contrario de «a;/ay que é
constante para todo x. Obtendo entao, novamente, uma contradicao.

Portanto, a classe de distribuicoes « poténcia é identificavel, se sua funcao de distribuicao

base for identificavel.

Corolario 2.1. A familia de distribuicoes PN para o caso de localizacao-escala ou modelo

de trés parametros € identificdvel.

Demonstracgao: Implicacao direta do teorema anterior.

2.6 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo, apresentamos uma breve revisao bibliografica da classe de distribuicoes a
poténcia, e estudos de simulacao para estudar o comportamento as estimativas classicas dos
parametros da familia de distribui¢oes o poténcia normal para o caso de localizagao-escala
obtidas via maxima verossimilhanca.

Nossos estudos de simulacao sugerem que os métodos de estimacao classicos permitem
obter densidades estimadas que modelam de forma adequada dados provenientes da familia
de distribuicoes PN para o modelo de trés parametros, porém, evidenciou-se um problema
de quase identificabilidade intrinseco ao modelo. Finalmente, uma prova formal da identifi-

cabilidade da classe de distribuicoes « poténcia ¢ apresentada.
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Capitulo 3

Modelos de mistura finita usando a

classe de distribuicoes AP

Resumo

Misturas finitas de distribui¢oes fornecem uma ferramenta muito 1til para a modelagem e
agrupamento de dados heterogéneos; principalmente quando os componentes de mistura sao
distribuicoes assimétricas. Neste capitulo, propomos uma classe flexivel de modelos usando
misturas finitas de distribuigoes a poténcia (MF-AP), que permite analisar dados na presenca
de assimetria, excesso de curtose ou observacoes atipicas. Um algoritmo EM é usado para
calcular as estimativas de méaxima verossimilhanca do modelo. Além disso, a matriz de
informacao observada é obtida para as misturas finitas de a poténcia normal para o caso
de localizacao-escala (MF-PN). Estudos de simulagdo sdo apresentados com o objetivo de
comparar a taxa de classificagdo da MF-PN com alguns modelos pertencentes as misturas
finitas de distribui¢oes de mistura de escala da normal assimétrica (FM-SMSN por sua
sigla em inglés). Adicionalmente, o comportamento do viés e do erro quadratico médio das
probabilidades de mistura e dos trés primeiros momentos estimados para cada componente
de mistura sao estudados para diferentes tamanhos amostrais. Finalmente, a metodologia
proposta é aplicada a um conjunto de dados reais sobre o indice de massa corporal de homens

em Estados Unidos da Ameérica.
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18 MODELOS DE MISTURA FINITA USANDO A CLASSE DE DISTRIBUICOES AP 3.1

Palavras-chave: Misturas finitas; dados heterogéneos; o poténcia; algoritmo EM; modelos

baseados em classificacao.

3.1 Introducao

A distribuicdo normal é uma das distribuicoes continuas mais usada na literatura, no en-
tanto, nao é adequada para modelar dados em presenca de assimetria, excesso de curtose
ou observacoes atipicas. A fim de minimizar problemas nas inferéncias obtidas ao supor
normalidade, novas propostas de modelagem tém sido discutidas extensamente. Uma das
alternativas para o afastamento da distribuicao normal é a classe das distribuigoes elipticas.
Esta classe de distribui¢oes de probabilidades permite reduzir a influéncia de valores atipicos
ou extremos nas inferéncias, mas requerem a suposicao de simetria. Outra alternativa ¢ a
distribui¢do normal assimétrica (skew normal) que permite modelar assimetria e curtose.
Esta familia foi introduzida formalmente por Azzalini (1985), porém, pode ser vista antes,
por exemplo, nos trabalhos de Roberts (1966) e O’Hagan e Leonard (1976).

Na tltima década, trabalhos realizados por Gupta e Gupta (2008), Pewsey et al. (2012),
Florez (2011) e Martinez-Florez et al. (2013) tém retomado os estudos da familia « poténcia e
suas propriedades. Proposta por Lehmann (1953), o principal motivo para haver sido tomado
em consideracao novamente esta familia de distribuicoes é que permite analisar dados na
presenca de assimetria e observagoes atipicas.

Nao obstante os modelos de misturas finitas (MF) de distribui¢des sdo amplamente uti-
lizados em diversas areas do conhecimento para a modelagem de dados que nao apresentam
um comportamento usual, isto é, dados que podem exibir assimetria, caudas pesadas e até
observacoes discrepantes ao mesmo tempo; exemplos destas aplicacoes podem ser encontra-
dos em McLachlan e Basford (1988), McLachlan e Peel (2000), Frithwirth-Schnatter (2006),
e Mengersen et al. (2011).

As primeiras misturas finitas de distribuicoes estudadas foram as misturas de distri-
buicoes normais. No entanto, nos tltimos anos os estudos sobre modelos de misturas finitas
estao focados principalmente em misturas cujos componentes sao distribuicoes flexiveis como

a distribuicao t-Student, skew normal, skew t, skew slash e outras mais (no caso univariado,
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3.2 O ALGORITMO EM PARA MISTURAS FINITAS. 19

ver por exemplo, Basso el al. (2010) e Lin et al. (2007a,b)).

A mistura finita de distribui¢des t-Student surge como uma alternativa na modelagem
quando um ou varios componentes da mistura tém observacoes atipicas, mas esta apresenta
problemas em modelar dados assimétricos. Uma tentativa de modelar adequadamente dados
decorrentes de componentes com observacoes assimétricas foi a MF de normais assimétri-
cas, no entanto, os parametros de assimetria podem ser excessivamente afetados por dados
atipicos. Alternativamente, foi desenvolvida a mistura finita da distribuicao t-assimétrica
para modelar dados cujos componentes de mistura sao assimétricos e possuem observagoes
atipicas.

Neste capitulo, seré considerada uma outra classe flexivel de modelos estatisticos usando
misturas finitas de distribui¢oes a poténcia. Um algoritmo EM serd desenvolvido para obter
estimativas de maxima verossimilhanca de maneira iterativa. Além disso, a matriz de infor-
macao observada serd obtida explicitamente para as misturas finitas de a poténcia normal
para o caso de localizagdo-escala. O problema de agrupamento (clustering) vai ser abordado,
contrastando algumas misturas finitas de distribuicoes robustas com a MF-PN. Finalmente,
a metodologia proposta ¢ ilustrada usando o conjunto de dados reais sobre o indice de massa
corporal de homens em Estados Unidos da América estudados anteriormente em Lin et al.

(2007a) e Basso et al. (2010).

3.2 O algoritmo EM para misturas finitas.

O algoritmo EM é um método de calcular a estimativa de maxima verossimilhanca quando a
maximizagao direta da fungao de verossimilhanga nao é facilmente obtida (Dempster et al.,
1977). O algoritmo EM consiste em dois passos: E (esperanga) e M (maximizacdo). No
contexto de mistura de densidades o algoritmo EM tem sido usado com bastante sucesso.

Considere uma amostra aleatoria z1,- - - , 2z, i.i.d. de tamanho n do modelo de mistura

f(2;0) = Zﬂjhj (2i;0;) (3.1)

sendo h;(-) a densidade da j—ésima componente da mistura, 7; > 0, j = 1,--- , K, tal que

K t, N
21:1 =10 = (Otl, . ,9’}(,7r1, e ,7TK) é o vetor com todos os parametros do modelo
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(B ez=_(z,,2)"
Portanto, a fungao de verossimilhanca associada a esta amostra é dada por

Laados (©) = [[D_ mih (2::6;). (3.2)

i=1 j=1
A maximizagao direta de (3.2) ¢ um problema de solu¢ao numeérica dificil e instavel.
Assim, para desenvolver o algoritmo EM vamos definir uma variével aleatéria discreta nao

observavel W tal que

P (Wi =j) = com  z|W; =j~h;(0;), (3.3)
e o vetor aleatorio Y; = (Yiy, -+ , Yig)', de tal modo que
V=1 se e sO se W; =j. (3.4)

Se Y;; = 1, entao Yj; = 0 para k # j. A distribui¢ao do vetor Y; é multinomial com
probabilidades 7y, - , 7. Entao, a funcao de verossimilhanca dos dados completos ¢ a

fungao de verossimilhanga obtida como se (2, y") foram observaveis, isto é,

L (G‘)) = H H W?ijhj (Zz; Oj)yij . (35)

i=1 j=1
Para mais detalhes sobre o algoritmo e suas aplicacoes em modelos de mistura ver

MecLachlan e Krishnan (2008).

De forma geral temos que o algoritmo EM esta compreendido pelos passos seguintes:

e Passo E: Calcular a esperanca da funcao de log —verossimilhanca em relagao a variavel

latente e condicionada a informacao dos dados e a O1):

Q (@y@(”> =E[nL(®) 2,0"];
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e Passo M: Maximize () com respeito aos parametros:

(t+1) — o) .
(S} —argmgx@(@]@ ) :

e Repita E e M de forma iterativa até alcancar a convergéncia,

~

t
sendo 9( ) a estimativa de ® na etapa t do algoritmo.

Agora, observa-se que

n K
E[nL ()2, (:)“)] =33 B (vl é“’) (logm; +logh(z:6,)}.  (3.6)

i=1 j=1

E facil de calcular E (Yij|z, @(t)) , pois a distribuicao de Y;; € Bernoulli com probabilidade

de sucesso ;. Entao,

Portanto

00 (e|c?)“)) 00 (@|@(”)
“ee ), EEE

87rj 849J

e de forma geral (usando a restrigao Z]K:1 7; = 1) temos que

n

1
== g, (3.7)

i=1
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3.3 Modelos de mistura finita de o poténcia

Os modelos de mistura finita de distribui¢oes v poténcia (MF-AP) sdo uma ferramenta para
modelar e classificar individuos em situacoes onde os dados podem exibir assimetria, caudas
pesadas ou/e observagoes atipicas. Nesta se¢io sdo apresentados os modelos de MF-AP e é
desenvolvido o algoritmo EM para a classe de mistura finita de a poténcia normal para o

caso localizacao - escala.

3.3.1 O modelo

Suponha que a populacao esta dividida em K grupos ou componentes e desconhecemos a
que componente pertence cada individuo. Se a distribuicao de cada componente é assumida
como uma distribuicao « poténcia, diz-se que um conjunto de n individuos independentes

z = (21,-+,2,)" seguem uma mistura finita de K componentes de « poténcia com fungao

de densidade

K
@/Jg(zi;@):Zijg(zi;aj,Oj), a eRY, j=1,---,K, i=1,---,n, (3.8)
=1

sendo 7, -+ ,mx as probabilidades de mistura, que sao restritas a ser nao-negativas e
2?:1 m; = 1, fa(:;a;,0;) representa a funcao de densidade da distribuicdo a potencia
da componente j, 8; = (6y;,--- ,qu)t os parametros de funcao de distribuicao G, «; o
parametro de poténcia da componente j e ® todos os parametros da mistura.

A funcao de log —verossimilhanca para o modelo geral de mistura finita de o poténcia é

1(©;2) = Zln (Z 7, fa (zi; ozj,Oj)> : (3.9)

a qual é uma funcao usualmente dificil de otimizar, portanto, uma alternativa para obter

estimadores dos parametros do modelo proposto é o algoritmo EM.
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Mistura finita de PN (£, 7, «)

A classe de mistura finita de PN (£, 7, a) (MF-PN) é obtida assumindo que cada componente
de mistura em (3.8) é a fungao de distribuicao a poténcia normal para o caso localizagao-

escala, cuja funcao de densidade é
K a;i—1
o (zi—§ Zi—&\ |
v (00 = Domze (2 ) (352) ) o
= Ui Ui
sendo «j, & e n; os parametros da distribuicdo PN (§,7,«) da j—ésima componente. No

caso particular quando §; = 0 e n; = 1, para todo j, temos a classe de mistura finita de K

componentes PN(0, 1, ) com fun¢ao de densidade dada por

(o (2;©) = Z 7Tj04j¢(2i) {q)(zi)}arl . (3-11)

3.3.2 Estimacao dos parametros via algoritmo EM

Seguindo o procedimento apresentado na Secao 3.2, temos que para a classe de mistura finita
~(t
de K componentes de o pdtencia normal para o caso localizacao-escala a funcao @) <@|@( )>

esta dada por

0(008") =i fn (&) vz L (%59) oy ume (26)]

i=1 j=1

n K
+3 > i,

i=1 j=1

(3.12)

sendo
L (t)
~wad) =€ AN
T m o = | P |
(1) S s G (3.13)
Yij = NOREEE :
ke (o) fo ()}
m=1 7 50 P )
Assim
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n

(1) _ L a0
= Z 9y (3.14)
7j=1
e
n (%)
D — dic Yij _ (3.15)

! (1) &
Yoy Uij 1n<I>( 5 )

No entanto, é impossivel obter expressoes em forma fechada para as estimativas de &; e
7;, isso nos conduz ao uso de métodos numéricos de otimizagao. No caso da classe de mistura
finita de K componentes de PN(0,1, ) em que {; =0 en; =1 para todo j=1,--- | K, as

expressoes (3.14) e (3.15) ficam reduzidas a

n

1) _ L .
SRR

j=1
e
n (%)
d(t+1) _ Zz lyz]
] )
Zz 1yl(j) ln(I)(Zl)
sendo
. ( &l _
y(t)_ 7T ; 0(zi) {®(z:) 1
U K a1
>ome lwﬁf G d(z:) {®(2:)}

As iteracoes do algoritmo EM sao repetidas até que uma regra de convergéncia adequada

é satisfeita.

3.3.3 Notas sobre a implementacao

A fungao de log-verossimilhan¢a no contexto mistura pode ter multiplas modas e uma das
principais criticas nos procedimentos de tipo EM ¢ ficar preso em alguma moda local. Uma
maneira conveniente para evitar esse problema ¢ utilizar varios valores iniciais e se exis-

tirem véarias modas é possivel encontrar a moda global, comparando os valores das log-
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verossimilhancas.

Neste trabalho foi usada a seguinte metodologia para obter os valores iniciais do modelo
de MF-PN. Primeiro, o algoritmo k-means proposto por Hartigan e Wong (1979) e imple-
mentado na fungdo kmeans do pacote stats no software R Core Team (2015) foi empre-
gado para dividir a amostra em K subgrupos ou cluster. Posteriormente, para cada subgrupo
foram obtidos os estimadores de méaxima verossimilhanga da distribuicdo PN (&, 7, «) ao oti-
mizar a func¢do de log —verossimilhanga descrita em (2.10), usando como valores iniciais a
média amostral, a variancia amostral e 1 para &, 1 e «, respectivamente. Finalmente, os
valores iniciais das probabilidades de mistura foram as proporg¢oes de individuos designados
a cada subgrupo com o algoritmo k-means.

Os procedimentos de optimizacao foram realizados usando o método L-BFGS—B da fun-
¢ao optim do software R Core Team (2015). Cabe denotar que o algoritmo EM tinha uma
taxa de nao convergéncia maior que 0,7 para valores de a;; < 0,05, portanto, foram consi-
derados apenas valores de «; maiores que 0, 05.

~ (t+1)

~ (
As regras de convergéncia para o algoritmo EM mais utilizadas sdo: ||© el )H <€,

~ (t+1)

1(©

1 ~
" ))/l(@(t)) — 1| < ¢, sendo € suficientemente pequeno. No

)~ 1(®")] < ce (O
contexto das misturas de distribui¢des normais univariadas, Dias e Wedel (2004) apresentam
uma discussao para a escolha da regra de convergéncia. Com base na discussao feita por esses
autores e em alguns resultados obtidos nos estudos de simulagao preliminares, o critério
utilizado neste trabalho foi

~ (t+1)

1@ ™) @) — 1) <1 x 107,

3.3.4 A matriz de informacao observada

Sob condicoes de regularidade, a inversa da matriz de covariancia de © pode ser aproximada
pela inversa da matriz de informacao observada I,. Segundo McLachlan e Basford (1988)

temos que

(3.16)
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sendo u; = w

0=6
Para uma mistura finita de K componentes de « poténcia o vetor u; pode ser escrito

como
A ~ ~ ~ ~ N N ~ ~ t
u; = (uiﬂTN s Wik s Wions s Wisages Wil Wibiger Tt s Wi "t 7ui,9q1<) )
sendo
. Yir Uik ) X 1 A
Uim, = 7~ — < Ui, = Yir X\ =+ InG 245 07"
Ty TK (07%
e
ﬂ_T‘D@lY,,- <fG (Zza Ay, 0r>)
ui,el’r = ~ )
Ve (Zz‘; 9>
em que
. 0 .
D9w,r fG ZZ';OéT,O = 00 fG zi;aT,B
w,r
e

parar=1,--- Kew=1,---,q.

Particularizando para o caso de MF-PN temos as seguintes expressoes depois de algumas

simplificacoes matematicas (detalhes das contas podem ser vistos no Se¢ao 3.7).

~ gir gzK ~ ~ 1 Zi — gr
uiyﬂ"r = 7AT - 7/_\(_ 9 ui70¢7“ = yZ'/‘ X d_ + ln q) /'/7 9
T K r s

Agamez Montalvo, G. S. IME-USP



3.3 MODELOS DE MISTURA FINITA DE o POTENCIA 27

AN\ 2 A "
ﬁimr :ﬁ w14 ZiA_ér +(1—dr) Zijfr % R; Zijfr ’
N N N N

com ¥ e Ry (+) sao definidos em (3.17) e (2.14), respectivamente.

3.3.5 Critério de classificacao

A i-ésima observacao sera classificada no grupo j se

Qij:max{@il: l:17"'aK}7

em que

~ E s dj*l
mio () 10 (55))
: S (3.17)
e (5] {o (5]

Ems Nmsy Q€ T, denotam as estimativas de maxima verossimilhanca obtidas mediante o

Yij =

algoritmo EM para os parametros da componente ou grupo m. Note que g;; é a estimativa

de MV para y;; obtida via algoritmo EM.

3.3.6 Critérios de selecao de modelos

Os trés critérios de selecao de modelos que serao utilizados neste trabalho sao: o Critério
de Informacao de Akaike (AIC) (Akaike, 1974), o Critério de Informacao Bayesiano (BIC)
(Schwarz et al., 1978) e o Critério de Determinacdo Eficiente (EDC) (Bai et al., 1989). A

forma geral destes critérios é dada por

-2l (@) + yep,

sendo [ () a fungdo de log-verossimilhanca para o modelo MF-AP definida em (3.9), v o
numero de parametros do modelo e ¢, um termo de penalizacao que varia de acordo com o

critério de informacao selecionado.
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Para os critérios AIC e BIC, o termo de penalizacdo ¢, é igual a 2 e log(n), respectiva-
mente. No caso do critério EDC, o valor ¢,, deve ser escolhido tal que as condigoes ¢, /n — 0
e ¢,/(log (log(n))) — 0 quando n — co sejam satisfeitas. Nos usaremos ¢, = 0.24/n, assim

como foi considerado em Bai et al. (1989).

3.4 Estudo de simulacao

Nesta secao sao apresentados os estudos de simulacao realizados para estudar o viés e o erro
quadratico médio das probabilidades de mistura e os trés primeiros momentos de cada com-
ponente de mistura de uma MF-PN, calculados com as estimativas obtidas pelo algoritmo
EM para varios tamanhos amostrais. Por outro lado, foi de interesse determinar a capaci-
dade dos modelos de MF-PN para classificar observacoes provenientes de misturas finitas de

distribuicoes robustas pertencentes as FM-SMSN.

3.4.1 Estudo do viés e do erro quadratico médio

Nesta subsecao foi analisado o comportamento das probabilidades de mistura e os mo-
mentos de cada componente de mistura (no lugar dos parametros) calculados mediante as
estimativas de maxima verossimilhanca obtidas através do algoritmo EM sobre diferentes
tamanhos amostrais, para a classe de mistura finita com 2 e 3 componentes de a poténcia
normal no caso localizacao - escala.

As medidas de avaliacdo utilizadas foram o viés (bias), o viés relativo (VR), o erro
quadrado médio (EQM) e o erro absoluto médio relativo (EAMR). Os tamanhos das amostras

foram n = 200, 500, 1.000, 2.000, 3.000 e 5.000, e os valores dos parametros fixados em:
o K =2:6=2 =4 m=mn=1,a=5 a=2em =0,35;

[ ] KI3Z€1:7,5,52:10,0,53:12,5,771:772:7]3:1, a1:2, a2:10,a3:40,
m = 0,25 e my = 0, 30;

com o objetivo de explorar um padrao de misturas finitas com dois e trés componentes de

misturas distinguiveis, respectivamente.
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Os valores dos trés primeiros momentos para cada componente de mistura corresponden-

tes aos conjuntos de parametros apresentados anteriormente sao aproximadamente:

o K = 2: B(X); = 3,1631, E(X?); = 10,4526, E(X?); = 35,9832, E(X), = 5, 9640,
E(X2), = 35,8289, B(X?), = 216, 8479;

o K =3: E(X); = 8,0643, E(X2); = 65,7145, E(X?); = 541,0125, E(X), = 11,5395,
E(X2), = 133,5033, B(X3), = 1548,5726, E(X); = 14,6619, E(X2); = 215, 1976,
E(X?); = 3161, 8937;

em que E(X'); representa o [-¢simo momento da j-ésimo momento de mistura.

Para cada conjunto de parametros e tamanho amostral foram geradas m = 1.000 amos-
tras do modelo MF-PN. Em seguida, estimamos os parametros do modelo com o algoritmo
EM desenvolvido e calculamos os trés primeiros momentos de cada componente. Posterior-
mente, o viés, o VR, o EQM e o EAMR foram obtidos para todas as amostras. Para E(X);,

j=1,--- K, eles sao definidos como

viés = %Z (ﬁ)?);) - E(X)g,i)) | VR — %i (

E(X)
EQM = — i <E/(\X>m E(X’)(i))2 EAMR — — Zm: B0, B0
= — . — . e = — - s
m : : m | EX)Y

respectivamente, sendo I@;O a estimativa de E(X),; quando os dados correspondem &
amostra i. As defini¢coes para os outros momentos sao obtidos por analogia.

Na Tabela 3.1 sao apresentados o viés e o VR para as estimativas dos momentos e das
probabilidades de misturas para o caso K = 2. Pode ser observado que os viéses e os viéses
relativos sao pequenos para todos os tamanhos amostrais considerados. Para os momentos

de cada componente de mistura, quando n aumenta estas medidas diminuem, no entanto,
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para as probabilidades de misturas este comportamento nao é observado, embora, os viéses

sejam proximos de zero para n > 200.

Tabela 3.1: Viés e VR.

. “ n
Medida  Parametros 200 500 1.000 2.000 3.000 5.000

vies E(X)1 3,35236-02  -1,32660-03 -6,57410-03 -4,94376-03 -4,94156-03  -4,2402¢-03
E(X?); 1,6523¢-01  -2,1403e-02  -5,1625e-02  -3,9133e-02  -3,9742¢-02  -3,5327e-02

E(X3);  12794e+00 -1,4949e-01 -3,0549e-01 -2,3937e-01 -2,455le-01 -2,2384e-01

E(X)s -1,0849¢-02  7,8541e-04  -1,2386e-03  -7,0575e-04  -1,5124e-03  -1,0785e-03

E(X?);  -1,5309e-01 -1,1333¢-03 -1,0073e-02 -1,1661e-02 -1,9661e-02 -1,4457e-02

E(X3)y  -7,1643e-01  -7,6036e-02 -2,0769e-01  -1,3496e-01  -1,9666e-01  -1,4840e-01

™ -1,0047e-03  -5,8304e-04  -7,5406e-04 -1,0300e-03  -9,5287¢-04  -9,0463e-04

VR E(X): 1,0600e-02  -4,2752e-04  -2,0817e-03  -1,5647¢-03  -1,5635¢-03  -1,3416e-03
E(X?); 1,58346-02  -2,0668¢-03  -4,9490e-03  -3,7494e-03  -3,8066e-03  -3,3841e-03

E(X3) 3,5655¢-02  -4,1901e-03  -8,5100e-03  -6,6630e-03  -6,8322e-03  -6,2308¢-03

E(X)2 -1,8249¢-03  1,3706e-04  -2,0561e-04  -1,1530e-04  -2,4978e-04  -1,7686e-04

E(X?);  -4,2099¢-03 -1,8255¢-05 -5,2676e-04 -3,1753e-04 -5,3850e-04 -3,9296e-04

E(X3)y  -3,3045e-03 -32710e-04 -9,4950e-04 -6,1001e-04 -8,9117e-04 -6,6827e-04

™ 2,87056-03  -1,6658¢-03  -2,1544e-03  -2,0428¢-03  -2,7225¢-03  -2,3893e-03

Adicionalmente, na Figura 3.1 pode-se

observar que os estimadores dos momentos de

cada componente sao viesados. Além disso, para n > 500, o viés de cada momento é sempre

negativo, o que indica que o estimador subestima o verdadeiro valor do momento. No entanto,

os vieses relativos para n > 500 sao menores que 0, 005.
57 — E, | — ),
g | T B g | - B
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o] 2 =
— (), g | o
@ S Tt E(XB)Z @ = el B B e L L LT B
= = o
I// T T T T T S, - T T T T T T
200 500 1000 2000 3000 5000 200 500 1000 2000 3000 5000
Tamanho amostral Tamanho amostral
Figura 3.1: Viés para o caso K = 2.

Para o caso K =2 0 EQM e o EAMR sao apresentados na Tabela 3.2. Pode-se observar
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que para n > 500 os EAMR sao menores que 0, 05. De forma geral, observa-se que estas duas
medidas tendem a zero quando o tamanho amostral aumenta. Além disso, o comportamento

da medida EAMR ¢ ilustrado na Figura 3.2.

Tabela 3.2: EQM e EAMR para o caso K = 2.

n
200 500 17.000 2.000 3.000 5.000
EQM E(X)1 1,3176e-01  6,4370e-03  1,7870e-03  8,6867e-04  6,0646e-04  3,6382e-04
E(X2), 2,5231e+00  2,6138e-01  8,1743e-02  4,0862e-02  2,8972e-02  1,7568¢-02
E(X3); 1,2334e4+02  7,4640e+00 2,4468¢+00 1,2461e+00  8,9415e-01  5,4948¢-01
E(X)2 2,5384e-01  1,5144e-02  7,0678¢-04  3,5248¢-04  2,6697e-04  1,6101e-04
E(X2?), 9,6900e+00  6,1783e-01  8,7667e-02  4,5168¢-02  3,3175e-02  1,9868¢-02
E(X3), 3,8990e+02  3,3691e+01  6,6689e+00 3,4923e+00  2,5010e+00  1,4918e+00

Medida  Parametros

m 1,2839e-03  4,9146e-04  2,4691e-04  1,1947e-04  7,4387e-05  4,8864e-05

EAMR E(X)1 4,6749e-02  1,7101e-02  1,0607e-02  7,4385e-03  6,2063e-03  4,8425¢-03
E(X2%); 7,4232e-02  3,3547e-02  2,1865e-02  1,5530e-02  1,3053e-02  1,0163e-02

E(X3), 1,2624e-01  5,2384e-02  3,4732e-02  2,4979e-02  2,1128¢-02  1,6559e-02

E(X)2 2,1407e-02  6,0779%-03  3,3920e-03  2,3993e-03  2,0653e-03  1,6383e-03

E(X?%), 2,7689e-02  1,0216e-02  6,4132e-03  4,5687e-03  3,8778¢-03  3,0472e-03
E(X3), 3,4753¢-02  1,4461e-02  9,3434e-03  6,6752e-03  5,6131e-03  4,3822¢-03
1 8,0160e-02  5,0144e-02  3,5204e-02  2,4414e-02  1,9446e-02  1,6074e-02
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Figura 3.2: EAMR para o caso K = 2.

Para o estudo de simulagao da classe de mistura finita de trés componentes de poténcia

normal no caso localizacao-escala, os resultados obtidos do viés, o VR, o EQM e o EAMR
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sao apresentados nas Tabelas 3.3 e 3.4. Pode-se notar que o comportamento destas medidas

é similar ao caso K =

2.

Tabela 3.3: VR, EQM e EAMR para o caso K = 3.

Medida  Parametros

200 500 7.000 2.000 3.000 5.000
vies E(X)1 1211901  3,16296-02 _ 3,12546-03 _ -0,70280-04  -3,01150-03 _ -2,87550-03
E(X)2 3,0225e-03  -8,2716e-03  -4,2282¢-03  -3,4812e-03  -4,1786e-03  -3,1166e-03
E(X)s 4,6816¢-02  8,59440-03  -1,8859¢-03  -9,9424¢-04  -6,6866e-04  -1,0975e-04
E(X?); 1,6880e100  4,8037e-01  3,7892e-02  -2,1527e-02  -5,5824e-02  -5,3056e-02
E(X2), 7,6785e-02  -1,7136e-01  -1,0035e-01  -8,3820e-02  -9,9274e-02  -7,5202e-02
E(X2)3 6,9780e-01  1,6082e-01  -5,7482e-02  -3,1459e-02  -2,4072e-02  -7,2952e-03
E(X3), 2,1371e 401  5,3490e100  3,2573¢-01  -3,4141e-01  -7,8094e-01  -7,3802e-01
E(X3), 1,9979¢+00 -2,6082e+00 -1,7991e+00 -1,5253e+00 -1,7844e+00 -1,3718e+00
E(X3)s  7,4765e+00  2,2444e+00 -1,3316e+00  -7,5022¢-01  -6,3058¢-01  -2,5282e-01
- 5,1552e-03  -1,1549e-03  -7,2719e-04  -4,6546e-04  -3,6644e-04  -3,2495e-04
- 6,4627¢-03  1,6113e-03  7,8584e-04  7,5028¢-05  -9,1642e-05  -1,7241e-04
VR E(X): 1,5024e-02  3,9231e-03  3,8717e-04  -1,2066e-04  -3,73650-04  -3,5670e-04
E(X)s 2,59540-04  -7,1557e-04  -3,6631e-04  -3,0163¢-04  -3,6196e-04  -2,6996¢-04
E(X)s 3,1947¢-03  5,8380e-04  -1,2727e-04  -6,6377e-05  -4,3851e-05  -5,7333e-06
E(X2) 2,5690e-02  7,3152e-03  5,7507e-04  -3,2897c-04  -8,5032e-04  -8,0788¢-04
E(X?2), 5,8139e-04  -1,2798e-03  -7,5121e-04  -6,2769e-04  -7,.4308¢-04  -5,6294e-04
E(X2); 3,2480e-03  7,3952e-04  -2,6234e-04  -1,4128e-04  -1,0585e-04  -2,7930e-05
E(X3); 3,0482¢-02  9,9027e-03  5,9859e-04  -6,3420e-04  -1,4454e-03  -1,3653¢-03
E(X3), 1,2795e-03  -1,6777e-03  -1,1607e-03  -9,8478¢-04  -1,1513e-03  -8,8524e-04
E(X3)3 2,37450-03  6,9792e-04  -4,1170e-04  -2,2782e-04  -1,8779e-04  -6,8472e-05
- 2,0621e-02  -4,6196e-03  -2,9088e-03  -1,8619e-03  -1,4658e-03  -1,2998e-03
. 2,1542¢-02  5,3711e-03  2,6195¢-03  2,5009¢-04  -3,0547¢-04  -5,7470e-04
Tabela 3.4: EQM e EAMR para o caso K = 3.
Medida  Parametros 200 500 1.000 2.000 3.000 5.000
EQM E(X): 1,02036 100  5,50426-02  9,3493¢-03 _ 2,7616¢-03 _ 1,2860c-03 __ 6,6458¢-04
E(X)s 56501e-01  4,2897e-02  1,5229e-03  7,6780e-04  5,1090e-04  3,0664¢-04
E(X)s 1,5276e100  2,4401e-01  2,5237e-03  7,7005e-04  4,6878¢-04  3,2528¢-04
E(X?);  6,7105e+01  1,8527e+01 2,4757e+00  7,3939e-01  3,4738¢-01  1,8277e-01
E(X2), 1,1079¢+02  1,3536e+01  7,9830e-01  4,0894e-01  2,7228¢-01  1,6390e-01
E(X2);  7,3833e+02  1,2690e+02 1,7450e+00  5,8681e-01  3,6572e-01  2,5108e-01
E(X3), 1,0048e404  4,0160e103  3,7813e-02 1,1472e402  5,4698¢+-01  2,9346e+01
E(X3)y  2,1917e+04  2,7819e+03  2,3971e+02 1,2413e+02  8,2682e+01  4,9929¢+01
E(X3)3  22777e+05 4,0408¢+04 7,0949e+02  2,5677e+02  1,6308e+02  1,1062e-+02
- 7,4634e-04  3,1203e-04  1,7057e-04  8,7930e-05  5,6837¢-05  3,6980e-05
2 8,0136e-04  3,9484e-04  2,0861e-04  1,0623e-04  7,6220e-05  4,3938¢-05
EAMR E(X); 3,0816e-02  1,3759e-02  6,9680e-03  4,3610e-03  3,4058¢-03  2,5260e-03
E(X), 1,8460e-02  5,0929¢-03  2,6631e-03  1,9261e-03  1,5659¢-03  1,2051e-03
E(X)s 29764e-02  6,2847¢-03  1,9225e-03  1,3033e-03  1,1296e-03  9,3999¢-04
E(X?) 6,0680e-02  2,7810e-02  1,3964e-03  8,8574e-03  6,9043¢-03  5,1367¢-03
E(X?)y 2,8784e-02  9,4814e-03  5,2928¢-03  3,8486¢-03  3,1347¢-03  2,4071¢-03
E(X2)3 3,6435¢-02  1,0787e-02  3,6764e-03  2,5056e-03  2,1674e-03  1,7881e-03
E(X3), 8,0894¢-02  4,2758¢-02  2,1160e-02  1,3572e-02  1,0572-02  7,8929¢-03
E(X3), 3,7726e-02  1,3586e-02  7,0188e-03  5,7902e-03  4,7208¢-03  3,6188¢-03
E(X3)3 4,5743e-02  1,4322e-02  5,3161e-03  3,6379¢-03  3,1348¢-03  2,5695¢-03
™ 8,4733¢-02  5,6917e-02  4,1660e-02  2,9510e-02  2,4355¢-02  1,9454e-02
T 7,3320e-02  5,3269e-02  3,8657e-02  2,7266e-02  2,2899¢-02  1,7655¢-02

Os resultados obtidos nesta subsecao para as estimativas das probabilidades de mistura e
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dos momentos de cada componente para a MF-PN sao satisfatorios. Porém, é recomendado
um tamanho amostral n > 500 para obter um padrao razoavel de convergéncia, mesmo que

os resultados obtidos para n = 200 nao sejam ruins.

3.4.2 Agrupamento - Clustering.

Uma das principais caracteristicas das misturas finitas de distribuicoes ¢ o agrupamento ou
classificacao de observacoes, isto é, a capacidade de juntar observacoes que sao semelhan-
tes. Portanto, primeiro vamos estudar a habilidade dos modelos de MF-PN para agrupar
observacoes. A taxa de localizacao correta foi a medida utilizada para avaliar o nivel de
classificacao de cada modelo, isto é, a proporcao de vezes que este identifica as observacgoes
no grupo correspondente.

Primeiro geramos m = 500 amostras de tamanho n de cada uma das diferentes misturas
finitas robustas de distribui¢oes: normal assimétrica (MF-SN), slash assimétrica (MF-SSL),
normal contaminada assimétrica (MF-SNC) e t assimétrica (MF-ST); as quais pertencem as
misturas finitas de distribuicoes de mistura de escala da normal assimétrica. Para gerar as
amostras das FM-SMSN foi utilizada a fun¢ao rmix () do pacote mixsmsn (Prates et al.,
2013).

A classificac@o verdadeira para cada uma das amostras geradas foi ignorada no momento
de ajustar os modelos de MF-N, MF-SN, MF-T, MF-ST e MF-PN. Posteriormente, clas-
sificamos as observacoes usando as probabilidades a posteriori estimadas ¢;; (Ver subsecao
3.3.5). Para cada amostra [ e cada mistura finita, com [ = 1,--- ,m, calculamos a taxa de
localizacao ou classificacao correta. Esta taxa representa a proporcao de individuos classifi-
cados corretamente e sera denotada por 7;.

Fixamos os seguintes valores para os parametros dos modelos de MF-SN, MF-SSL e
MFE-ST em pu; =7, po =12, 91 =6, 3 =4, Ay =5, Ay =7, m; =08 e vy = 1py = 3,
e para a MF-SNC fixamos v; = v, = (0,3;0,3). Os tamanhos das amostras considerados
foram n = 200, 500, 1.000 e 1.500. Na Figura 3.3 apresentamos os histogramas de uma
amostra tomada de cada populacao das misturas finitas de distribuicoes de probabilidade

selecionadas para ser estudadas com um tamanho amostral n = 1.000.
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Figura 3.3: Dados simulados para MF-SN, MF-ST, MF-SSL e MF-SNC (n = 1000).

Na Tabela 3.5 sao apresentados os valores médios das taxas de localizagao correta, isto
é, % > e, 7. Analisando os resultados obtidos podemos observar que o modelo de MF-PN
classifica de forma adequada observacoes provenientes de outras misturas finitas robustas ou

flexiveis.

Tabela 3.5: Taxas médias de localizagoes para cada MF.

Modelo Modelo ajustado
verdadeiro " MF-N MF-SN MF-T MF-ST MF-PN
MF-SN 200 08442 0,0104 0,8471 0,9146  0,9138
500 0,8494  0,9189  0,8517  0,9226 0,9330
1.000  0,8473  0,9205 0,8496  0,9240  0,9403
1.500 0,8476 09214 0,8509  0,9245 0,9434

MF-SSL 200 0,7692 0,8425 0,7749  0,8523  0,8410
500  0,7640  0,8436  0,7726  0,8568  0,8630

1.000 0,7619 0,8458 0,7698  0,8605  0,8719

1.500 0,7600 0,8462 0,7682 0,8616  0,8742

MF-SNC 200 0,7579 0,8348 0,7660 0,8450  0,8205
500  0,7546  0,8353  0,7634  0,8530  0,8449

1.000 0,7525 0,8364 0,7600 0,566  0,8518

1.500 0,7514  0,8367 0,7588  0,8587  0,8814

MF-ST 200 0,8223 0,600 0,8364 0,9263  0,8656
500  0,8157  0,8460  0,8379  0,9370  0,8717

1.000 0,8122 0,8296 0,8380 0,9389  0,8686

1.500 0,8114 0,8179 0,8385 0,9386  0,8670

Outros cenarios de simulacao foram desenvolvidos com diferentes valores dos parametros.
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Nestes encontramos comportamentos similares para as taxas de classificagdo correta, porém,
obtivemos casos nos quais as MF-ST tiveram uma taxa de classificacao um pouco maior que
a MF-PN.

Por outro lado, observou-se que as estimativas das probabilidades de misturas para as
MF-N, MF-SN e MF-T diferiam muito dos valores verdadeiros nos diferentes estudos de
simulacao desenvolvidos, no entanto, as estimativas obtidas com as MF-ST e MF-PN foram
proximas dos verdadeiros valores. Assim, como as probabilidades a posteriori estimadas
(7:;) depende das estimativas das probabilidades de misturas (7;), poderia ser justificado o
fato de ter taxas de classificagdo superiores as obtidas pela distribui¢do verdadeira (no caso
da MF-SN) ao classificar usando as MF-ST e MF-PN.

Dois casos foram explorados para estudar a taxa de classificagao correta quando os dados
sao gerados do modelo de MF-PN. Estes casos dependem da caracteristica de identificagao
das componentes de mistura, isto é, se as componentes das misturas podem ser distinguiveis
e ou nao. Os valores dos parametros usados para avaliar o nivel de classificacao nestes dois

casos foram:

o Componentes distinguiveis: 1 = 2, o = 28, n1 = 10, 1o = 6, a3 = 25, as = H e
T, = 0, 8.

o Componentes nao distinguiveis: i = 5, o = 12, )y =6, 3 =4, a1 =7, a0 = 5 e

T, = 0,8

Na Figura 3.4 sao apresentados histogramas de uma das amostras tomada para os casos

de componentes distinguiveis e nao.
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0

Figura 3.4: Dados simulados para uma MF-PN com dois componentes.
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A Tabela 3.6 apresenta os valores médios das taxas de localizacao correta para os dois
casos estudados quando geramos as observacoes do modelo de MF-PN. Como era esperado,
o modelo de MF-PN classifica de forma mais adequada as observagoes (em ambos casos) em

relacao as outras misturas finitas robustas utilizadas.

Tabela 3.6: Taxas médias de localizagoes o modelo de MF-PN.

Modelo Modelo ajustado
verdadeiro t MF-N MF-SN MF-T MF-ST MF-PN
MF-PN distinguiveis 500 0,8873 0,8842 00,8875 10,8869  0,9159
1.000 0,8897 0,8865 0,8901 0,8888  0,9224

1.500 0,7514 0,8367 0,7585 0,8586  0,8814

MF-PN ndo distinguiveis 500  0,6415 0,6669 0,6576 0,6672  0,7755
1.000 0,6501 0,6666 0,6590 0,6679  0,7950
1.500 0,6518 0,6703 0,6623 0,6702  0,8001

3.5 Ilustracao

O indice de massa corporal (IMC) é definido como a razdo entre o peso corporal (quilo-
gramas) e o quadrado da altura do corpo (metros quadrados). Nesta se¢ao consideramos o
conjunto de dados de IMC da Pesquisa Nacional de Saude e Nutri¢ao. Esta pesquisa foi feita
pelo Centro Nacional para Estatisticas de Satide (NCHS) do Centro de Controle de Doencas
(CDC) realizada nos Estados Unidos e apresentada nos relatorios de 1999-2000 e 2001-2002.
Os dados foram utilizados anteriormente por Lin et al. (2007a). Eles consideraram os parti-
cipantes que tém peso dentro (39.50 kg, 70.00 kg) e (95.01 kg, 196.81 kg), permitindo-lhes
explorar um padrao de mistura. Dos 4579 participantes originais, foram considerados um
total de 2123, onde o primeiro grupo tinha 1069 participantes e o segundo 1054. Para mais
detalhes ver Lin et al. (2007a) e Basso et al. (2010).

Para comparar com o modelo de MF-PN, ajustamos os modelos de misturas finitas de
normais, t, skew-normal e skew-t com dois componentes usando a funcao smsn.mix () do
pacote mixsmsn. Na Figura 3.5 apresentamos o histograma deste conjunto de dados, junto

com o ajuste dos modelos MF-SN, MF-N e MF-PN. Na Figura 3.6 sao apresentados os
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ajustes do modelos MF-SN, MF-N e MF-PN.
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Figura 3.6: Ajuste das distribuicoes MF-ST, MF-T e MF-PN com a resposta do IMC.

Com base na visualizagao grafica obtida mediante as Figuras 3.5 e 3.6 pode ser observado
que o modelo MF-PN ajusta melhor os dados do IMC que o modelo MF-N, principalmente
os individuos pertencentes a segunda componente da mistura. No entanto, ao comparar este
modelo com o modelo de MF-SN s6 é possivel perceber levemente um melhor ajuste na
segunda componente de mistura. Os modelos MF-T e MF-ST ajustam melhor os dados do

IMC pertencentes & primeira componente da mistura que o modelo MF-PN, mas em relagao
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a segunda componente o modelo de MF-PN ajusta melhor que o modelo MF-T.

Na Tabela 3.7 sao apresentadas as estimativas e seus erros padroes (calculados utilizando
a técnica de reamostragem Jackknife) correspondentes dos dois primeiros momentos e as
probabilidades de mistura para as cinco misturas finitas de distribuicoes ajustadas para os
dados de IMC. Pode-se observar que todos os erros padroes (Ep) sdo pequenos, entao o MLE
do parametro e as probabilidades de mistura foram obtidos com precisao.

Tabela 3.7: Estimativas dos dois primeiros momentos e das probabilidades de mistura para
os dados de IMC.

Momento MF-N MF-T  MF-SN  MF-ST _ MF-PN
BE(X), EMV 21,4283 21,5771 21,8277 22,1666 21,8066
Ep  0,0019 0,0053 0,0102 0,0102 0,0013

E(X), EMV 32,6384 33,0509 34,5665 34,5779 34,1573
Ep  0,0130 0,0128 0,0216 0,0165 0,0613

E(X?), EMV 4633257 4694163 482,0053  499,8902  480,9756
Ep  0,0843 0,2599 0,4878 0,5131 0,5439

E(X2), EMV 11058264 1116,6890 12199811 1222,0320 1218,9307
Ep  0,7648 0,7252 1,3770 1,0715 1,4616

™ EMV  0,3973 0,4374 0,4954 0,4833 0,4933
Ep  0,0006 0,0011 0,0012 0,0010 0,0002

Os critérios de AIC, BIC e EDC foram calculados para a comparagao dos modelos ajus-
tados ao conjunto de dados do IMC e os valores obtidos sao apresentados na Tabela 3.8.
Nesta tabela pode-se observar que os trés critérios tiveram um comportamento semelhante.
O modelo de MF-ST apresenta o melhor ajuste segundo cada critério. Além disso, é impor-
tante observar que estes valores sao muito proximos aos obtidos com o modelo de MF-PN,

afastando-se dos outros modelos ajustados.

Tabela 3.8: Critérios de selecao de modelos para o conjunto de dados do IMC.

Modelo  MF-N ME-T MF-SN  MF-ST  MF-PN
AIC  13926,91 13878,73 13858,568 13833,38 13834,50
BIC  13955,21 13907,03 13898,20 13873,01 13874,12
EDC  13962,99 13914,80 13909,09 13883,89 13885,00

Finalmente, na Tabela 3.9 apresentamos as taxas de classificacao correta para todos os

modelos ajustados. Para este conjunto de dados, os modelos de MF-SN e MF-PN tiveram a
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melhor taxa (0,9840).

Tabela 3.9: Taxas de classificacao correta.

MF-N  MF-T MF-SN MF-ST MF-PN
0,9463 0,9670 0,9840 0,9816  0,9840

As observacdes que estao entre as duas componentes de mistura sao mais propensas a
ser mal classificadas. Nas Figuras 3.5 e 3.6 pode-se observar os modelos de MF-SN e MF-PN
ajustaram aparentemente melhor esta regiao que o modelo de MF-ST, assim as mesmas

obtiveram taxas de classificagdo um pouco maior.

3.6 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo foi proposta uma classe flexivel de modelos usando misturas finitas de distri-
bui¢oes da classe a poténcia. O modelo permite analisar dados na presenca de multimodali-
dade, assimetria, excesso de curtose e/ou observagoes atipicas, sendo assim uma ferramenta
muito 1util para profissionais de diferentes areas como biologia, engenheira, medicina, entre
outras.

Os estudos de simulacao realizados tém mostrado que o algoritmo EM fornece estimativas
razoaveis para os momentos do modelo de misturas finitas de K componentes de distribui-
cOes «a poténcia normal para o caso localizacao - escala. Além disso, foi observada que a
capacidade do modelo de FM-PN para o agrupamento ou classificacao de dados pertencen-
tes a distribui¢oes robustas tais como os modelos MF-SN, MF-SSL, MF-SNC e MF-ST ¢
boa, dado que foram obtidas altas taxas de classificacao correta.

Os modelos de MF-N, MF-T e MF-SN podem ser tratados como casos especiais do
modelo de MF-ST. Este modelo apresenta vantagens no ajuste de dados pertencentes a uma
ou varias componentes de mistura que apresentam simultaneamente assimetria e caudas
pesadas em comparacao com oS casos especiais. A proposta apresentada neste trabalho
ajusta de forma adequada dados que seguem o modelo de MF-ST, precisando de um niimero
menor de parametros.

O algoritmo EM usado para obter as estimativas de maxima verossimilhanca de maneira
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iterativa proposto neste trabalho para a familia poténcia normal, pode ser facilmente imple-
mentado em qualquer software estatistico. O software R Core Team (2015) foi usado para

construir o pacote mixpn, que permite:

Estimar os parametros do modelo;

Classificar as observacoes;

Desenhar o histograma e a densidade estimada;

Calcular os valores iniciais do algoritmo EM, critérios de selecao e a matriz de infor-

macao observada,

dado um conjunto de dados e um nimero fixo de componentes. Adicionalmente, o pacote
permite gerar observagoes de uma FM-PN e ajustar dados da distribuigao PN. O instalador

de pacote pode ser obtido entrando em contato com o autor.
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3.7 Detalhes técnicos do capitulo

Nesta se¢ao calculamos as quantidades ¢, , U;y, € U; o, para a classe de mistura finita de

K componentes de a poténcia normal para o caso localizacao-escala.

1 Ar T Ar T Ar
* Uig, = X[ﬁrof—x<¢<zA£><zA2£>X
¢¢LE ZZ,®> N Nr U

VRS

com ¥ e Ry (+) sao definidos em (3.17) e (2.14), respectivamente.
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Capitulo 4

Inferéncia bayesiana para a classe de

distribuicoes AP

Resumo

A classe de distribuigoes « poténcia (AP) é usada para a modelagem de dados em presenga de
assimetria, curtoses ou dados atipicos. Neste capitulo propomos uma abordagem bayesiana
para a inferéncia dos parametros na classe de distribuicoes AP. Trés distribuicoes a priori
para o parametro de poténcia « sao usadas: a prior: nao informativa de Jeffreys, uma
uniforme imprépria e uma conjugada. As distribuicbes a posteriori e preditivas sao obtidas
com cada uma das distribuicoes a prior: utilizadas. Estudos de simulagao sao apresentados
com o objetivo de avaliar o comportamento do viés relativo (VR) e o erro absoluto médio
relativo (EAMR) das estimativas bayesianas obtidas para a familia « poténcia normal (PN).
Em seguida ¢ abordada a extensao da classe AP e da familia PN ao caso de localizagao-
escala, e estudos de simulagao sao realizados para estudar o comportamento do VR e o
EAMR de alguns quantis obtidos com as estimativas bayesianas dos parametros. Finalmente,
a metodologia é aplicada a um conjunto de dados reais sob a circunferéncia da cintura para
adolescentes de sexo masculino com idade entre 10 e 20 anos de escolas publicas de Sao

Paulo.

Palavras-chave: Inferéncia bayesiana; o poténcia; o poténcia normal; a priori de Jeffreys;
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distribuicao preditiva a posteriori.

4.1 Introducao

No Capitulo 2 foi comentado brevemente que a classe de distribuicoes « poténcia tam-
bém é conhecida como a familia exponencializada de distribuicoes, e que existem vérios
trabalhos analisando conjuntos de dados de tempos de vida assimétricos e problemas de
confiabilidade. No caso em que a funcao de distribuicao base é a funcao de distribuicao
exponencial (conhecida como distribui¢ao exponencial generalizada), alguns autores como,
por exemplo, Gupta e Kundu (1999, 2001a,b), Ragab (2002), Raqab e Madi (2005), estuda-
ram o comportamento dos parametros sobre um enfoque classico e bayesiano. Além disso,
Mudholkar e Srivastava (1993) e Nassar e Eissa (2005) estudaram o caso em que a funcao
de distribuicao base é a distribuicao Weibull.

Posteriormente, Dey e Maiti (2011) abordaram a familia exponencializada de distribui-
¢oes, assumindo o parametro de poténcia como desconhecido e que a funcao de distribuicao
base é uma funcao de distribuicao geral. Os autores derivaram os estimadores bayesianos
considerando a extensao da distribuicao a priori nao-informativos de Jeffreys e uma distri-
buicao a prior: conjugada sob diferentes fungoes de perda invariante sobre escala. Porém,
esses autores nao trataram o caso em que a funcao base é a distribuicao Normal.

O principal objetivo deste capitulo é desenvolver uma abordagem bayesiana para a in-
feréncia dos parametros de interesse da classe de distribuicoes a poténcia e da familia de
distribui¢oes « poténcia normal para o caso de localizacao-escala (PN).

O capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secao 4.2, introduzimos uma abor-
dagem bayesiana para a inferéncia do parametro de poténcia na classe de distribuicoes AP
usando uma distribuicao a priori nao informativa de Jeffreys, uma uniforme imprépria e
uma Gama (dado que permite conjugagio). A distribui¢do preditiva a posteriori é obtida
para cada uma das distribuicoes a priori. Estudos de simulacao sao apresentados para ana-
lisar o comportamento de viés relativo (VR) e o erro absoluto médio relativo (EAMR) das
estimativas bayesianas obtidas para a familia PN. Na Secao 4.3, estudamos o caso geral do

modelo de localizagao-escala e particularizamos para a familia PN(&, 7, «). Na Segao 4.5,
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sao apresentados estudos de simulacao para analisar o comportamento do VR e o EAMR
de alguns quantis obtidos com as estimativas bayesianas obtidas para a familia PN(&, 7, a).
A metodologia proposta é ilustrada na Secao 4.6, considerando um conjunto de dados da
circunferéncia da cintura para adolescentes de sexo masculino com idade entre 10 e 20 anos
de escolas publicas de Sao Paulo. As demonstracdes dos resultados teoricos sao apresentadas
na Secao 4.8.

Considerando que a classe de distribuicoes AP é adequada para modelar dados com assi-
metria, a mediana (Qo5) ¢ uma medida mais adequada que a média para resumir esses dados.
Portanto, decidiu-se estudar aqui o comportamento dos quantis da familia de distribuicoes
PN.

O quantil p, denotado por @),, para a familia PN é dado por

Qp=0" (pi) :

Note que os quantis da familia PN podem ser facilmente obtidos em comparacao com

os momentos. Para a classe geral definida em (2.1), o mesmo resultado pode ser observado,

dado que Q, = G™* <p§>.

4.2 Inferéncia bayesiana para o parametro de poténcia
da classe de distribuicoes AP

Uma abordagem bayesiana para a inferéncia do parametro de poténcia da classe de
distribuicoes AP é desenvolvida nesta secao. Trés propostas de distribuicoes a priori sao
apresentadas: a primeira é a priori nao informativa de Jeffreys, a segunda uma uniforme
impropria, e a fim de obter uma a prior: conjugada, a tltima proposta é baseada na forma
da funcao de verossimilhanca. Adicionalmente, a distribuicao preditiva a posteriori é obtida,

e finalmente, um estudo de simulagao apresentado para ilustrar os resultados obtidos.
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4.2.1 Conjugacao Bayesiana e preditiva

Proposicao 1. Seja z = (21, - ,zn)T uma amostra aleatoria (i.i.d.) de tamanho n com
Zi ~ AP (), i = 1,--- ,n, com fun¢ao de densidade de probabilidade definida em (2.2).

Entao,

T(z) =) log[G ()" (4.1)
i=1
¢ uma estatistica suficiente minimal para o.

Demonstracao: Ver Secao 4.8.

Proposicao 2. Seja z = (z1,--- ,zn)T uma amostra aleatoria (i.i.d.) de tamanho n com
Zi ~ AP (), i = 1,-+- ,n. Se a ~ Gama(ay,by), isto €, a funcdo de densidade para o é
dada por

be° exp (—bpar) a1

/ (Oé;ao, bo) = T (ao) )

sendo, ag > 0 e by > 0 os hiperpardmetros da distribuicao a priori. Entao a distribuicao a

posteriori, a média e varidncia a posteriori de a sao, respectivamente, dadas por
o a|z ~ Gama(n+ ay, T (z) + by),

o E(alz) = 755%. e Var(alz) = (T(’S%O)Q,

sendo T (z) a estatistica suficiente minimal definida em (4.1).

Demonstracao: Ver Secao 4.8.

Corolario 4.1. Seja z = (21, ,2,)" uma amostra aleatoria (i.i.d.) de tamanho n com
Zi ~ AP («a), i = 1,--- ,n. Se a distribui¢do a priori de o € a priori ndo informativa de
Jeffreys (f () ox %), entao a distribuicao a posteriori, a média e varidncia a posteriori de

a sao, respectivamente, dadas por

e o|z ~ Gama(n,T (z)),
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e E(alz) =7 e Var(alz) =

7(z) (T(2))*’

sendo T'(z) a estatistica suficiente minimal definida em (4.1).

Demonstracao: Ver Secao 4.8.

Corolario 4.2. Seja z = (21, ,2,)" uma amostra aleatéria (i.i.d.) de tamanho n com
Zi ~ AP («), i = 1,--- ,n. Se a distribuicao a priori de o é uma distribui¢ao uniforme
impropria no intervalo (0,00), isto €, f(a) o< Lo (). Entao, a distribui¢io a posteriori,

a média e varidncia a posteriori de o sao, respectivamente, dadas por
e a|z ~ Gama(n+1,T (z)),

e E(alz) = %zl) e  Var(alz) = (;(2)1)2,

sendo T'(z) a estatistica suficiente minimal definida em (4.1).

A demonstracao é omitida.

Observacao: Note que as distribuicoes a posteriori obtidas nos corolédrios 4.1 e 4.2, sao
casos limite da distribuicao a posteriori obtida na proposicao 2. A primeira é obtida fazendo

ag e by tender a 0, enquanto a segunda é obtida fixando ag = 1 e fazendo by tender a 0.

Proposicio 3. Sejo z = (21, ,2,) wma amostra aleatéria (i.i.d.) de tamanho n com
Zi ~ AP (a), i = 1,-++ ,n, € Znowo uma observacao futura independente de z. Entdo, se

a ~ Gama(ag, by), a distribuicao preditiva a posteriori de zpopo € dada por

(n + ao) g (2novo) [bo + T (Z)]n+a0

f(znovo|z) -
G (Znovo) [bo + T (z) + log [G (zmvo)]_l]

n+ag+1"?

sendo T (z) a estatistica suficiente e minimal definida em (4.1).

Demonstracao: Ver Secao 4.8.
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Observacao: Nos casos limites quando ag e by tendem a 0 (f () ox é) e quando ag = 1 e

bo tende a 0 [f (@) o 1(g00) ()], as distribui¢des preditivas a posteriori sdo dadas por

(n 4 1) g (Znovo) [T (Z)]RH

f (Znovoyz) = 17n+2°
G (Znovo) [T () +10g [G (2novo)] ]
f (Zno,l)O’Z) — ng (ZTZO’UO) [T (Z)]n — T
G (Znovo) [T (Z) + lOg [G (Znovo)] ]
respectivamente.

A distribui¢ao preditiva a posteriori € 1til em selecao de modelos e também como
uma ferramenta para a deteccao de outliers mediante a estatistica C'PO;, mais detalhes ver

Gelfand et al. (1992).

4.2.2 Estudo de simulacao para a familia PN

Para analisar o comportamento das estimativas bayesianas obtidas sob a metodologia pro-
posta nesta secao, foram geradas 1000 amostras com tamanhos n = 30, 50, 100 e 200, e
diferentes valores do parametro de poténcia da familia PN («a). Para cada uma das amostras
foram obtidas a média e mediana a posteriori usando quatro especificagoes de distribuicoes
a priori. Essas medidas foram avaliadas mediante o viés relativo (VR) e o erro absoluto
médio relativo (EAMR). Também foram calculados os intervalos de credibilidade HPD com

probabilidade de 0,95. As distribuicoes a priori utilizadas foram

Uniforme impropria;

Jeffreys;

° Gama(ﬁloo,ﬁloo);

. Gama(ﬁ, ﬁ).

Na Tabela 4.1 sao apresentadas a amplitude e a cobertura média dos intervalos de credi-

bilidade HPD. Pode-se observar que a medida que o tamanho amostral aumenta, a amplitude
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média dos intervalos de credibilidade diminui para todos os casos estudados. As amplitudes

1 1

100" ﬁ) foram um pouco menores, enquanto a priori

médias obtidas com a prior: Gama(

Uniforme apresentou as maiores amplitudes. Os resultados com as distribuicoes a priori de

1 1

1000 m) foram semelhantes. Para as coberturas médias foi observado

Jeffreys e a Gama(
que as trés primeiras distribuicoes a priori obtiveram resultados similares, enquanto a priori
Gama(ﬁ, ﬁ) apresentou coberturas um pouco diferentes, porém todas estao proximas de

0,95.

Tabela 4.1: Amplitude média e probabilidade de cobertura para o parametro da familia PN.

Uniforme Jeffreys Gama(ﬁ, ﬁ) Gama(ﬁ, ﬁ)
n « Amplitude | Cobertura | Amplitude | Cobertura | Amplitude | Cobertura | Amplitude | Cobertura
0,05 0,0377 0,9410 0,0368 0,9400 0,0368 0,9400 0,0368 0,9400
30 25 18,8630 0,9470 18,4288 0,9600 18,4125 0,9600 18,2679 0,9600
50 37,6462 0,9450 36,7796 0,9500 36,7145 0,9510 36,1394 0,9500
0,05 0,0283 0,9510 0,0279 0,9540 0,0279 0,9540 0,0279 0,9530
50 [ 25 14,3607 0,9400 14,1558 0,9500 14,1485 0,9500 14,0833 0,9490
50 28,7087 0,9390 28,2992 0,9480 28,2698 0,9470 28,0080 0,9450
0,05 0,0199 0,9480 0,0197 0,9420 0,0197 0,9420 0,0197 0,9420
100 [ 25 10,0011 0,9400 9,9310 0,9520 9,9285 0,9520 9,9061 0,9510
50 19,9934 0,9400 19,8533 0,9530 19,8433 0,9530 19,7529 0,9520
0,05 0,0140 0,9520 0,0139 0,9550 0,0139 0,9550 0,0139 0,9570
200 25 6,9655 0,9510 6,9456 0,9540 6,9448 0,9540 6,9371 0,9530
50 13,9915 0,9520 13,9517 0,9500 13,9482 0,9500 13,9168 0,9500

Na Figura 4.1 sao apresentados os vieses relativos obtidos para os diferentes estudos de

simulacao usando a mediana a posteriori como estimador bayesiano.

—e— Uniforme
-A- Jeffreys
-—+-  Gama(1/1000,1/1000) «
-~ Gama(1/100,1/100) S

—6— Uniforme
-A- Jeffreys

-=+-  Gama(1/1000,1/1000)
->- Gama(1/100,1/100)

0.05

VR

01
/

N e e e S ShNnay
5

EQ) 50 100 200 30 50 100 200
n n

(a) «=0,05 (b) a =25

—e— Uniforme
-A- Jeffreys
-—+-  Gama(1/1000,1/1000)
-~ Gama(1/100,1/100)

0.05

Figura 4.1: Viés relativo para «
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Para a = 0,05 os vieses relativos obtidos com as distribui¢oes a priori de Jeffreys,

Gama( ) e Gama(

foram muito similares, enquanto a prior: Uniforme apre-

1000 1000 100° 100)

sentou valores maiores (outros valores de o menores que 1 foram estudados e em todos os
casos o comportamento foi similar ao apresentado na Figura 4.1(a)). Para os valores de

enquanto

a = 25 e 50 os melhores resultados foram obtidos usando a prior: Gama(wo, 100),

a priori Uniforme apresentou vieses maiores. Adicionalmente, pode se observar que os resul-

tados usando as distribuicoes a priori de Jeffreys e a Gama( ) foram semelhantes.

1000 1000

Um aspecto importante ¢ que os VR’s foram menores que 0,03 para todos os tamanhos
amostrais usando as distribuic¢oes a prior: de Jeffreys, Gama(looo, 10100) e Gama(loo, 1(1)0)
Na Figura 4.2 sao apresentados os erros absolutos relativos médios obtidos para os dife-

rentes estudos de simulacao usando a mediana a posteriori como estimador bayesiano.

—6— Uniforme
-A- Jeffreys
-—+-  Gama(1/1000,1/1000)
->- Gama(1/100,1/100)

—&— Uniforme
-A&- Jeffreys
-—+-  Gama(1/1000,1/1000)
-*- Gama(1/100,1/100)

EAMR

0.06 008 0.10 0.12 0.14 0.16
EAMR

0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16

30 50 100 200 30 50 100 200

—6— Uniforme
-A- Jeffreys
-—+- Gama(1/1000,1/1000)
-%- Gama(1/100,1/100)

EAMK
0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16

30 50 100 200

Figura 4.2: Erro absoluto relativo médio para «

Pode-se observar que os EAMR’s diminuem quando o tamanho amostral aumenta para
as quatro especificacoes de distribuicoes a priori escolhidas. O comportamento dos EAMR’s
sdo semelhantes aos VR’s, porém quando o tamanho da amostra é grande (n = 100 e 200)
os EAMR’s comecam a ser muito semelhantes para todas as distribuicoes a priori usadas.

De forma geral, pode se observar que os melhores resultados foram obtidos usando a

enquanto os piores utilizando a priori Uniforme im-

distribuicao a priori Gama(loo, 100)
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propria. Por outro lado, os resultados usando as distribuicoes a priori nao informativa de

1 1

Jeffreys e a Gama(looo, 1000

) foram semelhantes.
Os resultados obtidos usando a média a posteriori como estimador bayesiano foram
omitidos, dado que o comportamento dos VR’s e o0s EAMR’s foram semelhantes aos obtidos

usando a mediana a posteriori. Porém, a mediana a posteriori apresentou valores menores

dessas medidas em comparacao com a média a posterior: em todos os estudos de simulagao.

4.3 Inferéncia bayesiana para o modelo de localizagao-
escala

Nesta secao uma abordagem bayesiana para a inferéncia dos parametros da classe de
distribuicoes « poténcia para o caso localizacao-escala é proposta, enfatizando a familia de
distribui¢oes PN (£, n, ). Distribuicoes a priori serao propostas para os parametros de in-
teresse e suas correspondentes distribuicoes a posteriori deduzidas. Algumas demonstracoes

serao omitidas, dado que sao similares as apresentadas na secao anterior.

4.3.1 Caso geral do modelo de localizagao-escala
O parametro de interesse para o modelo de localizacao-escala é o vetor 6 = (a,ﬁ,n)T

Suponha que existe independéncia a priori entre « e do vetor (&, 7), isto &,

fA0) = () f(&m).

Proposicao 4. Seja x = (x1, - ,x,)" wma amostra aleatéria (i.i.d.) de tamanho n com
X; ~ AP (&,n,a), i = 1,--+ ,n. Se a distribuicdo a priori do vetor (§,n) é independente
da distribuicao a priori de o e a distribuicao a priori de « € a priori nao informativa de

Jeffreys, entao

e alx,&,n~ Gama (n, >or,log [G (IZT%H _l> ,

B e I R Carw = o=
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Demonstracao: Ver Secao 4.8.

Proposicio 5. Seja x = (1, ,x,)" uma amostra aleatoria (ii.d.) de tamanho n com
X; ~ AP (&,n,a),i=1,--- ,n. Se a distribuicao a priori do vetor (§,n) é independente da

distribuicao a priori de o e a ~ Gama(ag,by), entdo

e a|x,&,n~ Gama (n + ag, > i log [G (%)]_1 I bo> :

e E(alx,&,n) = ftdo e Var(alx,&,n) = ftag .
(P &) = )] o S W ) N

Demonstracao: Ver Secao 4.8.

Como G (+) é uma fungao de distribuicao geral, as distribui¢oes a posteriori de [£]X,n, ]
e [n|X, &, ] ndo podem ser especificadas para obter as distribui¢oes condicionais completas
a posteriori. Na proxima subsecao estudaremos a familia de distribuicoes o poténcia normal

para o caso de localizacao-escala.

4.3.2 Abordagem bayesiana para a inferéncia dos parametros da

familia de distribuigoes PN (&, 7, a)
e Verossimilhanca e distribui¢ao conjunta a posteriori

Suponha que x = (zy,--- ,x,)" & uma amostra aleatoria (i.i.d.) com X; ~ PN (&1, ). A

funcao de verossimilhanca ¢ dada por

et (VT (59 o 55
R kel
:(%)”Tn(x—nﬁ fo, (2=E)1 (12)
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sendor 1 = (1= Wy dn (S50) =TI 0 (5%), @0 (52) =TI @ (%)

x—€1,
(x—£1n> On (—n )
T, = -
EANCY
Cabe ressaltar que ¢, (%) ¢ a densidade de uma varidvel aleatoria normal multi-
variada com vetor de média £1! e matriz de covariancias 7721, em que I, é a matriz
identidade de dimensao n, e P, (%) sua correspondente funcao de distribuicao. Se

(o, &,n?) = f(a) f(&n?), a distribuigao conjunta a posteriori do vetor 6 é dada por

I (€7 alx) = (%)T (ﬁ) {cbn (ﬁ> }af(a)f (). (43)

n n

e Distribuicao a priori para os parametros

Pensamos em utilizar as mesmas distribuicoes a priori especificadas anteriormente para
a. No entanto, para poder provar a existéncia da distribuicao conjunta a posteriori foi

necessario restringir a dominio de « ao intervalo [1 , 00).

Proposicao 6. Seja x = (xy,--- ,xn)T uma amostra aleatoria (i.i.d.) de tamanho n com

Xi ~ PN (0475,77), L= 17 L2 Suponha que f(a7£7n2> = f (Oé) f(£7772)7 f(€7772) = 77_2 ea

distribuicdo a priori de o € Gama truncada no intervalo [1, 00) (a ~ TGama (ag, by, 1,00)),

15t0 €,
f (a; a9, by, 1,00) = K (ag, bo) exp (—bor) a1 o) () ,
sendo:
bo L b0 exp (—bpar) a0t
K (ag,by) = 0 e H (ag, b :/ 0 .
(000 00) = (g [T = H (a0, )] (osb0) = ] T (a0)

IME-USP Agamez Montalvo, G. S.



54 INFERENCIA BAYESIANA PARA A CLASSE DE DISTRIBUICOES AP 4.3

Entao, a distribuicao conjunta a posteriori de (o, &,n) é propria.

Demonstracao: Ver Secao 4.8.

Proposicao 7. Seja x = (xy,--- ,a:n)T uma amostra aleatoria (i.i.d.) de tamanho n com

Xz' ~ PN (Oé,&,?]% L= 17" LT Suponha que f(‘%éﬂ?z) - f(a)f(gv,rﬁ): f(fﬂ]Q) - T]_2 €
a ~ TGama (ag, by, 1,00), entdo

o alé, 0%, x ~ TGama <n + ag, log [(I)n <x7§1n>}

« iearonn (ga)on (8°) o (<52}

A demonstracao é omitida.

1
+b071700) )

Proposicio 8. Seja x = (1, ,x,)" uma amostra aleatoria (i.i.d.) de tamanho n com

Xz' ~ PN (0475777)7 1= 17 y T Suponha que f(avgﬂf) = f(a)f(€7772)7 f(§7772) = 7772 €

f (@) o< 1(1,00) (). Entao, temos que

e a distribuicdo conjunta a posteriori de (o, &,m) é propria;

1
e alé, 0%, x ~ TGama <n+ 1,log [(I)n (%)] ,1,00) :

¢ eatinni () oo (=) o (552))

A demonstragao é omitida.

Proposicdo 9. Seja x = (x4, ,x,)" wma amostra aleatéria (i.i.d.) de tamanho n com

Xi ~ PN (Oé,f,?”]), L= 17' N Suponha que f(a7£7772) = f(Ck)f(§7772)7 f(£7772) = 77_2 €

f(a) x L x 1) (). Entao, temos que

e a distribuicdo conjunta a posteriori de (o, &,n) € propria;

-1
o |, n% x ~ TGama <n,log [Cbn <%)} ,1,oo> :
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o J(&lnx) o (k) on (522) (@, (=522) "

A demonstracao é omitida.

Das proposicoes anteriores pode-se observar que nao é facil gerar de £ e 7, portanto, se
propoe implementar um algoritmo de Metropolis Hastings dentro do amostrador de Gibbs.
Neste capitulo foi utilizada a funcao Metro_Hastings do pacote MHadapt ive disponivel
no software R Core Team (2015) para o algoritmo de Metropolis Hastings. Esta func¢ao con-
sidera como proposta uma distribuicao normal univariada ou multivariada, dependendo do
caso. Se o usudrio nao fornece uma matriz de variancias e covariancias para esta distribuicao
normal, o pacote usa uma estimativa baseada na informacao de Fisher calculada numerica-

mente. Nos estudos de simulacao foram consideradas as opg¢oes por default da funcao.

4.4 Critérios bayesianos de selecao de modelos

Os trés critérios bayesianos de selecao de modelos que serao utilizados neste trabalho sao: o
Critério de Informagao da Deviance (DIC) (Spiegelhalter et al., 2002), o valor esperado do
Critério de Informacao de Akaike (EAIC) (Brooks, 2002) e o valor esperado do Critério de

Informacao Bayesiano (EBIC) (Brooks, 2002). A forma geral destes critérios ¢ dada por

E(D(©)) + pa,

sendo E (D (©)) a média posterior da Deviance e p; um termo de penalizacao que varia de
acordo com o critério de informagcao selecionado.

Para os critérios EAIC e EBIC, o termo de penalizacdo p; é igual a 2p e plog(n), res-
pectivamente, sendo p o ntimero de parametros do modelo e n o niimero de observacoes. No

caso do critério DIC, o valor pg é chamado nimero efetivo de parametros e é definido por

pa=E(D(©)) -D(E(9)).

A meédia posterior da Deviance pode se aproximar usando métodos MCMC por
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1 B
Dbm‘ = E;D<@b)’

sendo que b representa a b-ésima realizacao de um total de B realizacoes.

4.5 FEstudo de simulagao para a familia PN (£, 7, «)

Neste secao é estudado o comportamento dos quantis 0,05, 0,25, 0,50, 0,75 e 0,95,
obtidos com as estimativas bayesianas dos parametros do modelo. As medidas de avaliagao
utilizadas foram o viés relativo e a erro absoluto médio relativo.

Primeiramente, foram geradas 1000 amostras com tamanhos n = 50, 100, 200 e 500, e
valores dos parametros de familia de distribui¢oes PN (&, 7, «) fixados em £ = =2, 1 =35 e
a = 100 (estes valores foram escolhidos dado que sdo semelhantes aos obtidos na aplicagao
que serd apresentada na proxima se¢ao). Em seguida, foram estimados os parametros sob a

metodologia apresentada na secao 4.3.2. As distribui¢oes a priori usadas foram:

e Gama Truncada: f (£,7?) =n"2 e a ~ TGama (1/100,1/100, 1, c0);
o Uniforme(1,o0): £ (€,12) =172 e f (0) o 1.0 (a0

e Jeffreys Truncada: f(£,7?) =n~2e f(a) x = X 1) (a).

Na Tabela 4.2 sao apresentados o VR e o EAMR calculados para os quantis 0,05, 0, 25,
0,50, 0,75 e 0,95, obtidos mediante as estimativas bayesianas dos parametros do modelo
para as trés especificacoes das distribuicoes a priori. Pode-se observar que o EAMR diminui
quando a tamanho amostral aumenta para os dois estimadores bayesianos usados e em
quase todos os casos a mediana a posteriori apresentou valores menores que com a média a
posteriori.

Os VR’s obtidos com os dois estimadores bayesianos escolhidos tém magnitudes peque-

nas. Para a média a posteriori foram obtidos valores menores que 0,023, 0,033 e 0,028
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para as distribui¢oes a priori Gama Truncada, Uniforme(1, 00) e Jeffreys Truncada, res-
pectivamente. Enquanto para a mediana a posteriori foram menores que 0,016, 0,016 e
0,008 para as distribui¢oes a priori Gama Truncada, Uniforme(1, c0) e Jeffreys Truncada,
respectivamente. Portanto, as trés propostas de distribuicoes a prior: permitem obter boas

estimativas dos parametros do modelo.

Tabela 4.2: VR e EAMR das estimativas Bayesianas para o parametro da familia PN.

Gama Truncada Uniforme(1, oo) Jeffreys Truncada

n | Quantil | Estimador VR | EAMR VR | EAMR VR | EAMR
Media 0,0174 | 0,0378 0,0326 | 0,0418 | 0,0278 | 0,0413

Qo,05 Mediana | -0,0157 | 0,0334 0,0110 | 0,0320 | -0,0022 | 0,0319
Media 0,0174 | 0,0283 0,0189 | 0,0267 | 0,0201 | 0,0285

Qo,25 Mediana | -0,0088 | 0,0242 0,0013 | 0,0210 | -0,0038 | 0,0223
50 | Qnso Media 0,0172 | 0,0260 0,0108 | 0,0218 | 0,0155 | 0,0244
7 Mediana | -0,0050 | 0,0224 ~0,0043 | 0,0200 | -0,0048 | 0,0213
Media 0,0168 | 0,0259 0,0038 | 0,0220 | 0,0114 | 0,0241

Qo.75 Mediana | -0,0019 | 0,0237 -0,0093 | 0,0234 | -0,0058 | 10,0237
Media 0,0158 | 0,0288 -0,0046 | 0,0279 | 0,0064 | 0,0280

Q0,95 Mediana | 0,0014 | 0,0286 -0,0152 | 0,0307 | -0,0071 | 10,0295
Media 0,0224 | 0,0353 0,0173 | 0,0255 | 0,0237 | 0,0336

Qo,05 Mediana | -0,0103 | 0,0240 0,0065 | 0,0212 | -0,0029 | 0,0228
Media 0,0188 | 0,0259 0,0100 | 0,0163 | 0,0172 | 0,0233

Q025 Nfediana ~0,0063 | 0,0174 0,0012 | 0,0138 | -0,0034 | 0,0163
100 | Qoo Media 0,0162 | 0,0221 0,0057 | 0,0140 | 0,0132 | 0,0196
7 Mediana | -0,0044 | 0,0163 -0,0019 | 0,0134 | -0,0040 | 0,0157
Media 0,0135 | 0,0204 0,0020 | 0,0155 | 0,0094 | 0,0186

Q075 Nodiana -0,0033 | 0,0178 -0,0045 | 0,0160 | -0,0047 | 0,0177
Media 0,0095 | 0,0209 -0,0024 | 0,0201 | 0,0045 | 0,0203

Q095  Nediana ~0,0028 | 0,0224 -0,0077 | 0,0211 | -0,0059 | 0,0223
Media 0,0220 | 0,0325 0,0085 | 0,0175 | 0,0215 | 0,0303

Q0,05 Mediana | -0,0104 | 0,0204 0,0018 | 0,0157 | -0,0068 | 0,0198
Media 0,0184 | 0,0242 0,0053 | 0,0119 | 0,0166 | 0,0220

Qo,25 Mediana | -0,0064 | 0,0149 | 3,0393e¢-06 | 0,0108 | -0,0053 | 0,0145
200 | Qus Media 0,0156 | 0,0202 0,0035 | 0,0106 | 0,0132 | 0,0184
, Mediana | -0,0047 | 0,0136 -0,0011 | 0,0100 | -0,0047 | 0,0134
Media 0,0124 | 0,0175 0,0019 | 0,0115 | 0,0099 | 0,0164

Q075 Nediana ~0,0039 | 0,0143 -0,0020 | 0,0113 | -0,0046 | 0,0141
Media 0,0075 | 0,0160 -0,0001 | 0,0142 | 0,0053 | 0,0157

Q0.9 Nediana ~0,0041 | 0,0175 ~0,0031 | 0,0144 | -0,0051 | 0,0169
Media 0,0226 | 0,0270 0,0099 | 0,0154 | 0,0203 | 0,0248

Q005 Nediana ~0,0001 | 0,0147 -0,0017 | 0,0112 | -0,0065 | 0,0136
Media 0,0185 | 0,0211 0,0071 | 0,0109 | 0,0161 | 0,0189

Qo,25 Mediana | -0,0059 | 0,0113 -0,0021 | 0,0082 | -0,0047 | 0,0104
500 | Qus Media 0,0151 | 0,0174 0,0052 | 0,0092 | 0,0128 | 10,0155
, Mediana | -0,0049 | 0,0103 -0,0025 | 0,0077 | -0,0043 | 0,0096
Media 0,0112 | 0,0139 0,0035 | 0,0086 | 0,0093 | 0,0126

Qo,75 Mediana | -0,0050 | 0,0103 -0,0028 | 0,0084 | -0,0045 | 0,0098
Media 0,0049 | 0,0106 0,0011 | 0,0093 | 0,0039 | 0,0102

Qo,05 Mediana | -0,0065 | 0,0128 -0,0035 | 0,0104 | -0,0058 | 0,0119

Por outro lado, a funcao Deviance foi utilizada para avaliar o ajuste dos dados. Na Tabela
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4.3 sdo apresentados os Deviances médios (D) e seus correspondentes desvios padroes (dpp)
para as trés especificagoes de distribuicoes a priori com as 1000 amostras geradas e os
valores reais dos parametros. Como os parametros sao varidveis aleatorias, os Deviances

foram calculados usando a média e a mediana a posteriori.

Tabela 4.3: Deviance médio e seus desvio padrao.

Gama Truncada Uniforme(1, oo) Jeffreys Truncada Valor Real
n Estimador D dpp D dpp D dpp D dpp
% | Nodtuns | ATT933 | TLEI6E | 40T 6961 | T0.5197 | 07703 | Tosaie| ‘0%5786 | 10:4261
O M M R YR
s N R R T WY
G R R AT X TP PR

Pode-se observar que em todos os casos os Deviances foram menores quando a mediana
a posteriori & usada como estimador bayesiano. Os maiores valores foram obtidos com a
priori Gama Truncada, enquanto & priori Uniforme(1, 0o) foram os menores. Também foi
observado que os resultados usando as distribui¢oes a priori Uniforme(1,00) e Jeffreys
Truncada foram semelhantes. Portanto, os melhores resultados sao obtidos ao utilizar estas
distribuicoes a priori.

Um aspecto interessante ¢ que alguns valores dos Deviances médios obtidos com as
estimativas bayesianas dos parametros do modelo PN(&, 1, ) foram menores aos calculados
com os valores reais, porém pode ser observado que sao muito similares. Isto pode ter sido
causado porque as estimativas bayesianas, ajustam melhor os dados das amostras nesses
Casos.

De forma geral, nesta secao foi observado que os melhores resultados foram obtidos
usando como estimador a mediana a posteriori e sob as distribui¢des a priori Uniforme(1, oco)
e Jeffreys Truncada. Em outras palavras, em relagao a distribuicao a priori, os piores re-

sultados foram obtidos usando uma distribuicao conjugada para o parametro de poténcia e

f(&m) ocn™
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4.6 Aplicacao: Dados da circunferéncia da cintura para
adolescentes de escolas publicas de Sao Paulo

Os dados sobre a circunferéncia da cintura (cc) para adolescentes de sexo masculino com
idade entre 10 e 20 anos de escolas piblicas de Sao Paulo coletados entre os anos de 2008 e
2011 sao utilizados nesta subsecao para ilustrar a metodologia proposta. Estes dados estao
disponiveis no Relatorio de Analise Estatistica (RAE) nimero 35 de 2012 do Centro de
Estatistica Aplicada (CEA) do Instituto de Matematicas e Estatistica da Universidade de
Sao Paulo (IME-USP). Nesse relatorio, foi observado que a circunferéncia da cintura esta
correlacionada a fatores de risco associados a doencas cardiovasculares. Para mais detalhes
ver Branco et al. (2012).

Na Figura 4.3 é apresentado um diagrama de caixa dos dados de circunferéncia da cintura,
enquanto na Tabela 4.4 sdo apresentadas algumas estatisticas descritivas: minimo (min), me-
diana (med), média (Z), maximo (max), desvio padrao (s), coeficiente de assimetria (v/b)
e coeficiente de curtose (bg). Pode-se observar que este conjunto de dados apresentam assi-

metria e dados atipicos.

120
I

100
1

80
L

Figura 4.3: Box plot dos dados de circunferéncia da cintura.

Tabela 4.4: Estatisticas descritivas para a variavel: circunferéncia da cintura.

n min med T max s Vb by
94 57,10 84,05 85,91 132,00 15,51 0,84 0,44
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Os modelos « poténcia normal para o caso de localizagao - escala e Normal (com média

u e variancia o?) foram ajustados aos dados de circunferéncia da cintura sob um enfoque

bayesiano. Para o modelo PN (£, 1, «) foram usadas cadeias com 30.000 iteragoes, um pe-

riodo de burn in de 10.000 iteracoes e um espacamento de tamanho 2 entre iteracoes, e as
2

distribui¢oes a priori descritas na subsecao 4.3.2, isto ¢, usando f (&,7?) o< 72 e para o

parametro de poténcia as distribuicoes a priori
e Gama Truncada: a ~ TGama (1/100,1/100, 1, 00);
e Jeffreys Truncada: f (@) o< £ X 1(100) (@)
e Uniforme(1,00): f (o) o¢ 1(1,00) () .

Enquanto que, para o modelo Normal foi assumida como distribuicao a priori f(u,0?)
o2,

Na Tabela 4.5 sao apresentados os critérios bayesianos de selecao de modelos DIC, EAIC
e EBIC para as quatro especificacoes dos modelos descritos anteriormente. Pode-se observar
que as trés especificacoes para o modelo PN tiveram valores menores para cada critério em
comparagao com o modelo Normal. Das trés especificacoes para o modelo PN, a segunda
apresentou valores um pouco menores, isto ¢, o modelo ajusta melhor quando a distribuicao a

priori nao informativa de Jeffreys restrita no intervalo (1, 00) para o parametro de poténcia

é usada.

Tabela 4.5: Critérios bayesianos de selecao de modelos para os modelos PN e N.

Método
DIC EAIC EBIC
PN (Gama Truncada) 7728731 777,0662 784,6961
PN (Jeffreys Truncada) 772,7152 776,9991 784,6290
PN (Uniforme(1,00))  772,9200 777,2535 784,8834
Normal 785,1289 787,1574 792,2440

Modelo

Os parametros dos modelos PN e Normal nao podem ser comparados diretamente. Por-
tanto, com as cadeias dos parametros do modelo PN usando a prior: nao informativa de

Jeffreys Truncada foram obtidas as cadeias para a mediana e os dois primeiros momentos

da familia PN(&, 7, «).
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Na Tabela 4.6 sao apresentados algumas estatisticas resumos para a mediana, o primeiro
momento e a variancia para a variavel circunferéncia da cintura obtidos com o modelo PN, e
os parametros do modelo Normal, assim como, intervalos de credibilidade com probabilidade
de 0,95. Pode-se observar que a média das cadeias da mediana e do primeiro momento para
o modelo PN(&,n, ) sao semelhantes & mediana e média amostras dos dados (apresentadas
na Tabela 4.4), respectivamente. Adicionalmente, estes valores diferem um pouco dos obtidos
para o modelo Normal, no qual, a média e mediana sao iguais. Em relacao a variancia, pode-
se observar que a variabilidade do modelo PN(£,n, ) é menor que a obtida pela modelo

Normal.

Tabela 4.6: Estatisticas resumo para a mediana, o primeiro momento e a variancia do modelo
PN (Jeffreys Truncada) e os parametros do modelo Normal.

Parametro Estatistica
Min Qo,25 Qo,50 Mean Qo,75 Max Sd Q0,025 Q0,975
Mediana(X) 78,6204 83,0082 84,0422 84,0811 85,0373 89,3471 14533 81,299 87,0350
E(X) 80,0385 84,6443 85,6203 85,6542 86,6504 91,2238 1,5059 82,7711 88,7185
Var (X) 66,8994 190,0370 214,1380 215,6130 239,2570 414,9810 37,1691 146,6167  293,2326
u 79,7333 84,8474 85,9170 85,9272 87,0026 93,0811  1,6159 82,7609 89,0966
o2 147,4432  219,1712  241,8433  245,4545  267,6251  440,3916 36,8690 184,5366  328,5034

Finalmente, na Figura 4.4 apresentamos o histograma da variavel circunferéncia da cin-
tura, e as densidades estimadas para os modelos Normal e PN (§,7,a) usando como es-
timador bayesiano dos parametros a mediana a posteriori. Pode-se observar que o modelo
PN (£,m, «) ajusta aparentemente melhor os dados, permitindo modelar um maior grau de

assimetria e curtose que o modelo Normal.
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Figura 4.4: Histograma dos dados de circunferéncia da cintura e o ajuste dos modelos Normal
e PN.
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4.7 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo foi proposta uma abordagem bayesiana para a inferéncia do parametro de
interesse da classe de distribuicoes a poténcia. Uma estatistica suficiente minimal que facilita
a inferéncia classica e bayesiana para o parametro de poténcia da classe de distribuicoes AP
foi encontrada. Diferentes distribuicoes a priori foram estudadas, incluindo a priori nao
informativa de Jeffreys, e consequentemente, as correspondentes distribuicoes a posterior:
e preditivas foram deduzidas. Cabe ressaltar que as distribuicoes preditivas a posteriori
podem ser usadas para comparar modelos e detectar outliers.

Os estudos de simulacao realizados para a familia de distribui¢cbes a poténcia normal,
mostraram que a média e a mediana a posterior: como estimadores bayesianos para o pa-
rametro de poténcia desta familia, tém melhores desempenhos usando uma distribuicao a
priori Gama ‘pouco informativa’ em comparacao com a distribuicao a priori nao infor-
mativa de Jeffreys. Adicionalmente, observou-se que de forma geral a mediana a posteriori
apresentou melhor resultados que a média a posteriori.

Neste capitulo, também foi estudada a extensao localizagao-escala para o modelo « po-
téncia. Nesse caso, o dominio da distribuicao a priori nao informativa de Jeffreys para o
parametro de poténcia da familia de distribuicdes a poténcia normal, teve que ser restrito
ao intervalo [1,00) para garantir que a distribui¢do conjunta a posteriori dos parametros
fosse propria quando f(&,71) oc 72 Os estudos de simulagdo mostraram que para o mo-
delo de localizagao-escala com f(&,7n) o< =2, é melhor usar as distribuigdes a priori nao
informativas estudadas neste capitulo para o parametro de poténcia, em vez de uma a priori
conjugada ‘pouco informativa’.

Para o modelo de localizacao-escala nao foi possivel obter distribuicao a posteriori com
formas conhecidas para estes dois parametros, portanto, foi necessaria utilizar Métodos
de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). Propusemos utilizar um algoritmo de
Metropolis-Hastings dentro de um algoritmo de Gibbs Sampling.

Se um conjunto de dados X apresenta assimetria a esquerda, o valor do parametro de
poténcia para a familia PN(&, 7, a) serd menor que um. Nestes casos se recomenda usar

os dados transformados Y = —X para utilizar a abordagem bayesiana apresentada neste

Agamez Montalvo, G. S. IME-USP



4.8 DETALHES TECNICOS DO CAPITULO 63

trabalho, pois os dados transformados terao assimetria a direita e o valor do parametro de
poténcia serd maior que um. Outra solucao, seria utilizar distribuicoes proprias para todos

0s parametros.

4.8 Detalhes técnicos do capitulo

Nesta secao apresentamos as demonstracoes correspondentes aos resultados obtidos no

presente capitulo.
Demonstracao da proposicao 1

Suficiente: Seja z = (z1,--- , 2,)" uma amostra aleatoria (i.i.d.) de tamanho n com Z; ~

AP (a),i=1,...,n. Entao, a funcdo de verossimilhanca de Z pode ser escrita como

L(z; ) = H ag () {G (z)}*

=a" {Hg(zz)} {HG(Zz)}
=a" {Hg (Zi)} exp ((a —1) ZlogG(Zi)>

= a"c(Z)exp (—a {Z log [G (zz)]1}> : (4.4)

sendo:
c(z) = {Hg (Zz)} exp (Z log [G (Zz)]1> :
Portanto, fazendo

DiaT (@) =a"ep(-aT(z) e T()=Y loglG ()",
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temos pelo Teorema da Fatoracdo que T'(z) é uma estatistica suficiente para «. Entao,

a distribuicao a posteriori dependederd apenas de T'.

Minimal:

L(z;«) a’c (z) exp (—0‘ {Z?:l log [G (Zl)rl})
L(x;a) ame(x)exp (—a{> ., log[G (xz)]il})

_ (@) exp <—a {Zlog (G (z)] " =) log[G (mi)]l})

c(X

(x)
_ (f((i)) exp (o {T (z) — T (x)}). (45)

Claramente (4.5) ndo depende de a, se e somente T' (z) = T (x). Portanto, T (z) = .7, log [G (z;)]

¢ mininal para .

Demonstracao da proposicao 2

Suponha que o parametro de poténcia tem distribui¢ao a priori Gama, isto é, a ~ Gamma (ag, by).

Assim temos que

fla;Z) < o™ exp (—a {Z log [G (zz)]_l}) exp (—bpar) a0~

i=1

X exXp <—a {bo + Z log [G (Zz‘)]_l}> aao—i-n—l

i=1
Portanto,

alZ ~ Gama (ao +n, by + Zn: log [G (zz)]1> , (4.6)

i=1

As expressoes da média e variancia a posteriori de « sao implicagoes da distribuicao a

posteriori de a.
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Demonstracao do corolario 4.1
A distribuicdo a priori nao informativa de Jeffreys é proporcional & raiz quadrada da

informacao esperada de Fisher de « (I («)). Da equagao 4.4, temos que

OlogL(Z;a) n OlogL(Z;a) n
a—a—a‘i‘izllogG(Zz) e T— —_—.

Portanto, é facil ver que

A distribuicao a posteriori de o dada a priori nao informativa de Jeffreys é

F(05Z) x a” exp (—a {Zlog (€ w*}) X

i=1

X exp (—a {Z log [G (zz)]_1}> !

Assim,

a|Z ~ Gama (n, Zlog G (zl)]l) . (4.7)

=1

As expressoes da média e variancia a posteriori de « sao implicagoes da distribuicao a

posteriori de a.
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Demonstracao da proposicao 3

[e.9]

f (Znovo; Z) = f (Znovoa Oé|Z) da = /0 f (Znovola) f (O./|Z) do

" 4 (o) (G (2 ot LT

exp (— (bo + T (2)) a) "t 1o

/
- /O r (n + CL())
_ 9 (2novo) [0 +T (Z)]nJraO /OO +ap+1-1 -1
e — (b T 1 novo d
T GGrow) Tnta) Jy © exp (— (bo + T (2) +10g [G (2novo)] ) @) dar
g (Znovo) [bO +T (Z)]nJrao r (n + ap + 1)
G (Znovo) r (n + Cl()) |:b0 + T (Z) i 10g [G (Znovo>]_1] n+ap+1
_ (n 4 ao) g (Znovo) [bo + T (Z)]n+a0
G (Znovo |:b0 -+ T (Z) + log [G (Znovo)]_l}n+ao+1
Demonstragoes das proposicoes 4 e 5
Suponha que x = (zy,---,x,) ¢ uma amostra aleatéria (i.i.d.) de tamanho n com X; ~

AP (&,n,«),i=1,--- n. A funcdo de verossimilhanca de X é dada por

Portanto,

’ oa? a?’

. n L 2 .
Olog L (X5, 8,m) _ ﬁ+21ogG(x’ 5) O?logL(X;,8,m)  n
Q n

Assim, ¢é facil ver que

alX, €, ~ Gama (n —l—ilog {G (”777_ 5)1 _1> . (4.9)

i=1
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Similarmente, de (4.8) e supondo que o ~ Gama (ag, by) temos que

n —1
alX, &, n ~ Gama (ag +n,by + Zlog {G (QEZ — 6)} ) . (4.10)

i=1 N

As expressoes da média e variancia a posteriori de « sao implicagoes das distribuicoes

a posteriori de a definidas em (4.9) e (4.10).

Demonstracao da proposicao 6

E suficiente provar que

[ ][ g daar de < .

Da equagao (4.2) tem-se que

X— §1n

sendo z = .Como 0 < ®(-)<lea>1,entdo

/ / / n+2 (z) K (ao, bo) exp (—boar) &+~ dev di® d

— {/ K (ag, by) exp (—bpa) ™40~ 1da] {/ / n+2 z)dn?® d¢| .

Note-se que

K (CL[), bo)

— T < 00,
K(n+(lo,b0>

/ K (ag, bo) exp (—bpar) o tda =
1
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4.8

e adicionalmente,

<1 x — &1,
= ( ) i de < o0,
—00 J 0 n n

pois a integral resultante é equivalente ao caso de uma variavel aleatoria X ~ N (i, 0?), com

ambos parametros desconhecidos e f (i, 0?) < 072. Portanto, obtemos que m (x) < oo.

Agamez Montalvo, G. S.
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Capitulo 5

Inferéncia bayesiana para os modelos de

MF-PN

Resumo

Modelos de misturas finitas de K componentes de distribuicoes a poténcia normal para o
caso de localizagao-escala (MF-PN) sdo usadas para a modelagem de dados em presenca
de assimetria, excesso de curtose, multimodalidade, dados atipicos ou combinacoes destas
situacoes. Neste capitulo propomos uma abordagem bayesiana para a inferéncia dos parame-
tros do modelo de MF-PN. Diferentes distribuicoes a priori para os parametros de interesse
sao usadas e suas correspondentes distribuicoes a posteriori sao obtidas. Um algoritmo de
Monte Carlo via Cadeias de Markov é proposto para obter as estimativas dos parametros do
modelo de MF-PN. Os problemas de escolha de valores iniciais e de identificabilidade das
etiquetes dos clusters sao discutidos. Estudos de simulacao sao apresentados com o objetivo
de estudar a taxa de classificacao correta do modelo de MF-PN e analisar o comportamento
do viés e do erro absoluto médio relativos das probabilidades de mistura e alguns quantis
estimados para cada componente de mistura. Finalmente, a metodologia é aplicada a um
conjunto de dados reais sobre o indice de massa corporal de homens em Estados Unidos da

América.

Palavras-chave: Inferéncia bayesiana; misturas finitas; a poténcia normal; algoritmo MCMC;
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modelos baseados em classificacao; identificabilidade.

5.1 Introducao

Os modelos de misturas finitas de distribuicoes de probabilidade possibilitam a modelagem
de uma grande gama de conjuntos de dados que podem apresentar assimetria, excesso de
curtose, multimodalidade, observacoes atipicas ou combinacgoes destas ao mesmo tempo,
em outras palavras, permitem ajustar dados heterogéneos. Portanto, os modelos de mis-
turas finitas sao utilizados amplamente em diversas areas do conhecimento; exemplos de
suas aplicacoes sao encontrados em McLachlan e Basford (1988), McLachlan e Peel (2000),
Frithwirth-Schnatter (2006) e Mengersen et al. (2011).

Um caso particular dos modelos de misturas finitas sao as misturas de distribui¢oes nor-
mais (MF-N), as quais tém sido consideravelmente estudadas na literatura. O modelo de
MF-N permite modelar muitas das distribuicoes de probabilidade existentes ao aumentar
o numero de componentes de misturas, porém, pode levar a uma inferéncia errada do nu-
mero de clusters dos dados ajustados. Para mais detalhes ver McLachlan e Peel (2000) e
Marin et al. (2005).

Nos tltimos anos os estudos de misturas finitas de distribuigoes tém sido orientados
principalmente a modelos cujos componentes de misturas sao distribuicoes mais flexiveis. Por
exemplo, para o caso de variaveis aleatérias univariadas e sobre uma abordagem bayesiana
podem ser vistos os trabalhos de Shawky e Bakoban (2009), AL-Hussaini e Hussein (2012) e
Mohamed et al. (2014), que estudam misturas finitas de dois componentes de distribuigoes
gamas exponencializadas, exponenciais exponencializadas e exponenciais generalizadas (esta
altima com enfoque na predi¢do bayesiana), respectivamente.

Este capitulo tem como objetivo principal desenvolver uma abordagem bayesiana para
a inferéncia dos parametros de interesse do modelo de mistura finita de K componentes
de distribui¢oes o poténcia normal para o caso de localizagao-escala (ou modelo de trés
parametros) apresentado no Capitulo 3.

O capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Secao 5.2, a identificabilidade do mo-

delo de mistura finita de distribuicoes o poténcia normal para o caso de localizacao-escala
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é estudada. Uma abordagem bayesiana para a inferéncia dos parametros de interesse do
modelo de MF-PN usando diferentes distribuicoes a priori ¢ introduzida na Secao 5.3, as-
sim como, um algoritmo de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC por sua sigla em
inglés). O problema de valores iniciais para o algoritmo também é discutido nesta se¢ao. Na
Secao 5.4 sao apresentados estudos de simulacao nos quais a taxa de classificacao correta
do modelo de MF-PN ¢é estudada, adicionalmente, o comportamento do viés e do erro ab-
soluto médio relativos das probabilidades de mistura e alguns quantis estimados para cada
componente de mistura sao analisados. A metodologia proposta é ilustrada na Secao 5.5,
considerando o conjunto de dados sobre o indice de massa corporal de homens em Estados
Unidos da Ameérica (USA por sua sigla em inglés) ja estudado anteriormente no Capitulo 3

sob uma abordagem classica.

5.2 Identicabilidade do modelo de MF-PN

Nos modelos de misturas finitas de distribuicoes de probabilidade cada observacao ou in-
dividuo pertence a um tnico componente de mistura. No entanto, esta suposicao conduz
ao problema de nao identificabilidade dos componentes de mistura devido & permutacgao
de rotulos ou etiquetas dos individuos. A permutacao nas etiquetas dos individuos induz a
uma permutacao nas etiquetas dos parametros entre os componentes de mistura. Este pro-
blema tem sido discutido por diferentes autores, por exemplo, ver McLachlan e Peel (2000),
Marin et al. (2005) e Frithwirth-Schnatter (2006).

Marin et al. (2005) afirmam que uma caracteristica béasica das misturas finitas de dis-
tribuicoes é precisamente ser invariante sob permutacao das etiquetas dos componentes,
implicando que os parametros dos componentes de mistura nao sao identificaveis marginal-
mente. Portanto, esta caracteristica de nao identificabilidade ¢ um grande problema para a
inferéncia bayesiana, principalmente no momento da utilizacao de métodos de Monte Carlo
via cadeias de Markov.

No caso das misturas finitas de distribuicoes normais, diferentes autores incorporam
restricoes sob os parametros para resolver o problema de nao identificabilidade devido as

etiquetas dos componentes. As principais restricoes e as mais simples, estdo baseadas no
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reordenamento dos parametros em relagao a ordem das médias, das variancias ou dos pesos
das componentes de mistura.

Em McLachlan e Peel (2000) pode ser encontrada uma discussao na qual os autores esta-
belecem que se o problema de nao identificabilidade induzido pela permutacao de etiquetas
¢ resolvido, impondo uma restricao de identificabilidade nos componentes de mistura, a
maioria dos modelos de mistura sao identificaveis.

Portanto, para o modelo de misturas finitas de K componentes de distribuicoes o potén-
cia normal de trés parametros, propomos restringir a ordem das etiquetas dos parametros
realizando um reordenando segundo as medianas dos componentes de mistura. Em outras
palavras, se ©y e Q05 representam o vetor de pardmetros e a correspondente mediana da

k-ésima componente de mistura, respectivamente, entao

Q05 < Q205 < - < QK05

5.3 Inferéncia bayesiana para os parametros da familia

de MF-PN

Nesta secao, uma abordagem bayesiana para a inferéncia dos parametros do modelo de
misturas finitas de distribuicoes o poténcia normal para o caso localizagao-escala é proposta.
Para algumas distribui¢oes a prior: consideradas para os parametros de interesse, as cor-
respondentes distribuicoes a posteriori condicionais sao deduzidas e um algoritmo MCMC é

apresentado.

5.3.1 Distribuicao a priori para os parametros do modelo de MF-

PN

Considere uma amostra aleatoria (i.i.d.) de n individuos z = (21, -, 2,)" que seguem
uma distribuicao de mistura finita de K componentes de « poténcia normal para o caso

localizacao-escalal. Suponha que a amostra esta dividida em K grupos e que ndo se conhece

!Este modelo foi apresentado na Secao 3.3
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a qual destes grupos pertence cada individuo.

A funcao de verossimilhanca associada a esta amostra é dado por

n K a £ 2 _5 a;—1
Ldados (5)777@777'2: HZ/]TJ ]¢ ( ]) { (77—]>} ) (51)
J

=1 j=1
sendo «;, & e n; os parametros da distribuicdo PN (£,7n, ) da j—ésima componente de

Yem = (m, - ,m)". No

: t t
mlSturav E = (gla"' 7516) ,» N = (771"" 777k’) , & = (ala"' ,Oék)
entanto, esta expressao da funcao de verossimilhanca tem um grande custo computacional
para tamanhos amostrais muito grande ao momento de sua maximizagao.

Para simplificar a fun¢ao de verossimilhanca apresentada na equacao (5.1), introduzimos

variaveis latentes Y; tais que

ZilYi = j ~ fo.n (zil€5,m5, 0 ) e P(Y; =j) =;.

Portanto, ¢ obtido um conjunto de dados ausentes ou nao observados y = (y1, - ,vyn)",
associado ao vetor de dados observados z. Este vetor nao observado y fornece as etiquetas
indicando a que componentes de mistura ou grupo pertencem cada individuo.

Entao, a verossimilhanca dos dados completos é a funcao de verossimilhanca obtida como

e (2%, y") foram observaveis, isto &,

LEmanzy - T[] [%( - 5J) {cb (n;f) }] 62

i=1 iy L

sendo n; = #yi=jlen= Zszl 1.

De forma geral, a probabilidade a posteriori que a observagao z; pertenca a j-ésima

componente ¢ dada por

m(:]—jsb (%) { (@)}%—1

@ n
am—1"
K Qam zi—E&m zi—&m
S mngzo (2502 {@ (3552 }

As demonstragoes das seguintes proposicoes sao omitidas, dado que sdo similares as

P(yl = j‘ZhSJn’a?ﬂ-) =

apresentadas no capitulo anterior.
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Proposicao 10. Seja z = (21, - - ,zn)T uma amostra aleatdria (i.i.d.) de tamanho n com
Zi~MF —PN,i=1,--- ,n. Suponha que ® ~ D (m1,0,- -+ ,Tiy0) € que para cada compo-

nente de mistura f (ozj,ﬁj,n?) =f(ay)f (fj,n?), f (ﬁj,n?-) = 7);2 e aj ~ TGama(ag, by, 1,00).
Entao

o T|z,y ~ D (m,0+nq,--- TR0+ N ),

Mj

2—&1n; z—&1n; \ | %!
o J (&l zy) o ( n+2> on (=) {0 (572) )

em que D(-) representa a distribuicio Dirichlet, K é o nimero de componentes de mistura,

T z—E&1n n 2i—&; z—Ei1n n zi—&;
]_nJ:(la 71)(nj><1)’ ¢nj< 7;]. J):szl (TJ> e(bnj( 7]]j J> :szl CD(T)

2€:1, \7-1
o o;l§,n, 2,y ~ T'Gama (nj + ag, log [Cbn]. ( 6‘7,1 7)] + by, 1,00) ,

Proposicao 11. Seja z = (2, - ,zn)T uma amostra aleatdria (i.i.d.) de tamanho n com
Zi~MF — PN, i=1,---,n. Suponha que w ~ D (7,0, - ,Txo) € que para cada com-

ponente de mistura f (a;,&,m7) = f () f(&.m3), f(&.m7) =072 e fa;) o Lo (@)
Entao,

o wz,y ~ D(myo+ny,-  Tro+nk),

15

Yo (550 o, ()

z—&:1, . -1
o a;l€,m,z,y ~ TGama (nj +1,log [fbnj ( éJ_l J)] ,1,00) :

L f(fj?ﬁjz‘a77r7zay) X (

Proposicao 12. Seja z = (21, - - ,zn)T uma amostra aleatdria (i.i.d.) de tamanho n com
Zi~MF—PN, i=1-- n. Suponha que ™ ~ D (1, - ,Tk,0) € que para componente

de mistura f (og,&,77) = flog) f(&.m5), F(&:m7) = ;7% e flag) o o X L (o).
Entao

o Tz,y ~ D (0 +n1, -+ T + k),

z—&i1, . -1
o o;|§,n,2,y ~ T'Gama (njjlog [Cbnj ( ijjl J)} ,1,oo> :
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o [ (&, milo,2,y) (nj >¢n] <z gylln ) {@nj (Z_i%> }aj—l'

Neste capitulo foi utilizada a funcdao Metro_Hastings do pacote MHadaptive dis-
ponivel no software R Core Team (2015) para o algoritmo de Metropolis Hastings. Esta
funcao considera como proposta uma distribuicao normal univariada ou multivariada, de-
pendendo do caso. Se o usuario nao fornece uma matriz de variancias e covariancias para
esta distribuicao normal, o pacote usa uma estimativa baseada na informacao de Fisher cal-
culada numericamente. Nos estudos de simulacao foram consideradas as opcoes por default

da funcao.

5.3.2 Algoritmo MCMC para o modelo de MF-PN

Nesta subsecao um algoritmo de MCMC para gerar amostras das distribuicoes a poste-
riori dos parametros do modelo de MF-PN é apresentado. Cabe ressaltar que o ntimero de

componentes de mistura (K) é considerado um valor fixo.
1. Escolher valores iniciais para 79, €@ n© e o0, Fazer [ = 0.
2. Gerar y*1) amostrando de y|z, OV IOON
3. Gerar 7Y amostrando de |z, y(*,

4. Gerar oY) amostrando de a|z, y+D 7+ @ 5O

5. Gerar (5(”1),77(”1))T amostrando de (&, )" |z, y@D, 704D oU+D),

6. Ordenar 70+ ¢W+D pl+h) e o(+1) segundo a ordem das medianas das K componentes

de mistura.

7. Fazer | =1+ 1 e voltar a 2.

5.3.3 Valores iniciais para o algoritmo MCMC

Neste trabalho foi usada a seguinte metodologia para obter os valores iniciais do mo-
delo de MF-PN necessarios para a utilizagao do algoritmo MCMC descrito na subsecao

imediatamente anterior.
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Primeiro, foi empregado o algoritmo k-means proposto por Hartigan e Wong (1979) e
implementado na fungdo kmeans do pacote stats no software R Core Team (2015), para
dividir a amostra de n individuos em K subgrupos ou cluster. Posteriormente, para cada
subgrupo foram geradas valores do vetor (&, 7;, aj)t conjuntamente utilizando um algoritmo
de Metropolis Hastings (M-H). Para o algoritmo de M-H foi usando como valores iniciais
a média amostral e o desvio padrao amostral de cada componente de mistura para §; e
7n;, respectivamente. Os valores iniciais para os parametros de poténcia foram fixados em
1. Finalmente, os valores iniciais das probabilidades de mistura foram as proporgoes de

individuos designados a cada subgrupo com o algoritmo k-means.

5.3.4 Critério de classificacao

A i-ésima observacao sera classificada no grupo j se

P (yz :j|Ziaé7ﬁ7&7ﬁ—> = _ma’XK{P (yl = l’Zmé,ﬁ,é&,ﬁ')},

em que

. . : aj—1
mio(52) {2 (5)}
K A ¢ _E Gm—17 (5.3)
S o (255 ) {@ (452 }

fk, Mk, Q. € T, denotam as estimativas bayesianas obtidas mediante o algoritmo MCMC para

P (v = jlzé o) =

os parametros do k-ésimo componente de mistura.

5.4 Estudo de simulacao

Nesta secao sao apresentados os estudos de simulacao realizados para analisar o compor-
tamento do viés e do erro absoluto médio relativos das probabilidades de mistura e dos
quantis 0,25, 0,50 e 0,75 de cada componente de mistura do modelo de MF-PN para varios
tamanhos amostrais. Estes quantis foram calculados usando as estimativas bayesianas obti-
das pelo algoritmo MCMC apresentado na Se¢ao 5.3.2. Além disso, a capacidade do modelo

de MF-PN para classificar corretamente as observacoes em seus correspondentes clusters
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também foi estudada.

No Capitulo 4 foram estudadas diferentes distribuicoes a priori para os parametros da
familia a poténcia normal de trés parametros. Nesse capitulo foi observado que é melhor
usar como estimador bayesiano a mediana a posteriori em vez da média a posteriori. Além
disso, foram obtidos bons resultados utilizando as distribuicoes a priori f(£,n) o< n~2 para
os parametros de localizagao-escala e para o parametro de poténcia uma uniforme impropria
ou a nao informativa de Jeffreys truncada no intervalo [1, 00), especificidades nas proposigoes
8 e 9, respectivamente.

Portanto, neste capitulo a mediana a posterior: é usada como estimador bayesiano para
os parametros de modelo de MF-PN. Adicionalmente, as distribuicoes a priori apresentadas
na Proposicao 12 sao utilizadas, dado que nesta proposicao sao empregadas as distribuigoes
a priort da Proposicao 9.

Os parametros do modelo de MF-PN com K = 3 componentes de mistura foram fixados
em: & = 100, & = 130, &5 = 155, n; = 10, 2 = 8, n3 = 6, ay; = 200, as = 50, a3 = 10 e
m = m = 0,35. Os tamanhos das amostras utilizados foram n = 500, 1000, 1500 e 2000.
Para cada conjunto de parametros e tamanho amostral foram geradas m = 500 amostras do
modelo MF-PN. Na Figura 5.1 é apresentado o histograma de uma amostra simulada com

n = 1000.

0.04
|

003
I
]

Densidade

0.02
I

0.01

000
L

120 130 140 150 160 170

Figura 5.1: Histograma de um modelo de MF-PN com K = 3 e n = 1000.

Na Tabela 5.1 sdo apresentados a média, o desvio padrao (DP), os intervalos de credibi-

lidade médios com probabilidade de 0,95, o VR e o EAMR para as estimativas dos quantis
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0,25, 0,50 e 0,75, e das probabilidades de mistura para cada componente ou cluster obtidas

com as 500 réplicas geradas para cada combinacao de parametros e tamanhos amostrais.

Tabela 5.1: VR, EAMR e estatisticas resumo.

n Parametros ver\(lizl((i)éiro Meédia DP Q0,025 Q0,975 VR EAMR

Q1;0,25 124,6204 124,6486 | 0,3335 | 123,9807 | 125,3392 2,2609e-04 2,1416e-03

@2,0,25 145,3706 145,3110 | 0,3166 | 144,6638 | 145,8679 | -4,1029e-04 1,7511e-03

13;0,25 161,7740 161,6816 | 0,4328 | 160,8283 | 162,4893 | -5,7133e-04 2,0984e-03

©1,0,50 127,0070 126,9986 | 0,3621 126,2737 | 127,7249 | -6,5609e-05 2,2710e-03

@2,0,50 147,6308 147,5580 | 0,3417 | 146,8519 | 148,2182 | -4,9350e-04 1,8234e-03

500 ©3;0,50 163,9926 163,9615 | 0,3649 | 163,2648 | 164,5967 | -1,8991e-04 1,7450e-03
@1,0,75 129,8082 129,6524 | 0,4373 | 128,7980 | 130,4832 | -1,2003e-03 2,8733e-03

Q2;0,75 150,2233 150,0734 | 0,4636 | 149,1999 | 151,1030 | -9,9765e-04 2,5405e-03

@©3,0,75 166,4329 166,4348 | 0,3858 | 165,6671 167,1271 1,1174e-05 1,8297e-03

™ 0,3500 0,3469 0,0223 0,3010 0,3912 -8,8670e-03 5,1212e-02

™2 0,3500 0,3478 0,0232 0,3057 0,3937 -6,1775e-03 5,2900e-02

@1,0,25 124,6204 124,6507 | 0,2228 | 124,1745 | 125,0423 2,4317e-04 1,4508e-03

12;0,25 145,3706 145,3111 | 0,2176 | 144,9063 | 145,7517 | -4,0978e-04 1,2236e-03

©3;0,25 161,7740 161,6846 | 0,2900 | 161,0848 | 162,1843 | -5,5280e-04 1,4710e-03

@1;0,50 127,0070 127,0069 | 0,2519 | 126,4932 | 127,4927 | -7,6087e-07 1,5907e-03

@2,0,50 147,6308 147,5441 | 0,2363 | 147,1316 | 148,0434 | -5,8778e-04 1,3590e-03

1000 ©3;0,50 163,9926 163,9701 | 0,2360 | 163,5146 | 164,4058 | -1,3700e-04 1,1555e-03
Q1;0,75 129,8082 129,6877 | 0,3135 | 129,0835 | 130,3046 | -9,2817e-04 2,0787e-03

@2,0,75 150,2233 150,0340 | 0,3339 | 149,4236 | 150,7317 | -1,2604e-03 2,1239e-03

13,0,75 166,4329 166,4380 | 0,2546 | 165,9511 166,9563 3,0298e-05 1,2270e-03

m 0,3500 0,3486 0,0146 0,3177 0,3754 -4,0838e-03 3,3043e-02

™2 0,3500 0,3479 0,0161 0,3187 0,3811 -6,1169e-03 3,6848e-02

Q1;0,25 124,6204 124,6473 | 0,1838 | 124,2869 | 125,0065 2,1632e-04 1,1849e-03

@2,0,25 145,3706 145,3101 | 0,1724 | 144,9504 | 145,6475 | -4,1662e-04 9,8724e-04

13;0,25 161,7740 161,6750 | 0,2412 | 161,2222 | 162,0911 | -6,1163e-04 | 1,28440e-03

©1;0,50 127,0070 127,0082 | 0,2006 | 126,5990 | 127,4117 9,6048e-06 1,23640e-03

@2,0,50 147,6308 147,5533 | 0,1838 | 147,1901 147,9489 | -5,2515e-04 1,0548e-03

1500 Q3;0,50 163,9926 163,9640 | 0,1959 | 163,5927 | 164,3411 | -1,7433e-04 9,6127e-04
@1,0,75 129,8082 129,7027 | 0,2390 | 129,2081 130,1343 | -8,1332e-04 | 1,59840e-03

120,75 150,2233 150,0547 | 0,2592 | 149,5688 | 150,5934 | -1,1225e-03 1,6787e-03

©3;0,75 166,4329 166,4328 | 0,2079 | 166,0252 | 166,8340 | -6,6313e-07 9,9387e-04

T 0,3500 0,3475 0,0125 0,3235 0,3713 -7,1543e-03 2,9456e-02

T 0,3500 0,3482 0,0131 0,3225 0,3755 -5,0218e-03 2,9774e-02

@1,0,25 124,6204 124,6639 | 0,1594 | 124,3429 | 124,9644 3,4903e-04 1,0861e-03

12;0,25 145,3706 145,3355 | 0,1564 | 144,9928 | 145,6316 | -2,4191e-04 8,5682e-04

©3;0,25 161,7740 161,7086 | 0,2014 | 161,3069 | 162,0691 | -4,0420e-04 1,0348e-03

@1,0,50 127,0070 127,0295 | 0,1682 | 126,7016 | 127,3532 1,7784e-04 1,08710e-03

Q2;0,50 147,6308 147,5885 | 0,1653 | 147,2497 | 147,8785 | -2,8702e-04 9,0902e-04

2000 ©3;0,50 163,9926 163,9759 | 0,1703 | 163,6266 | 164,3067 | -1,0206e-04 8,0371e-04
Q1;0,75 129,8082 129,7343 | 0,2013 | 129,3243 | 130,1135 | -5,6925e-04 1,3321e-03

@2,0,75 150,2233 150,0958 | 0,2246 | 149,6408 | 150,5379 | -8,4908e-04 | 1,37280e-03

13;0,75 166,4329 166,4309 | 0,1904 | 166,0938 | 166,7973 | -1,2199e-05 9,0773e-04

T 0,3500 0,3474 0,0111 0,3272 0,3704 -7,3068e-03 2,6340e-02

™2 0,3500 0,3489 0,0116 0,3264 0,3722 -3,1699e-03 2,6439e-02

Pode-se observar que os valores das médias das estimativas obtidas para os quantis e as

probabilidades de misturas com as 500 réplicas sao proximos dos valores reais para todos

os tamanhos amostrais considerados, e que seus correspondentes desvios padroes, vieses

relativos e erros absolutos médios relativos sdo pequenos (estes dois tltimos proximos de

zero). Analisando os intervalos de credibilidade, pode-se perceber que as amplitudes médias

destes diminuem ao aumentar os tamanhos amostrais. Um comportamento similar observou-

se para os desvios padroes e os erros absolutos médios relativos.
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Finalmente, na Tabela 5.2 sao apresentados os resultados obtidos para as taxas de locali-
zacao ou classificacao correta. Pode-se observar que para todos os casos estudados, as taxas
médias foram acima de 0,985 e que seus respectivos desvios padroes pequenos. Adicional-
mente, as amplitudes médias dos intervalos de credibilidade de probabilidade 0,95 diminuem

ao aumentar o tamanho amostral.

Tabela 5.2: Taxas de classificacao correta.

n | Média DP LI LS
500 | 0,9858 | 6,6902¢-03 | 0,9730 | 0,9960
1000 | 0,9866 | 3,7835¢-03 | 0,9790 | 0,9940
1500 | 0,9866 | 3,3945¢-03 | 0,9793 | 0,9927
2000 | 0,9867 | 2,6295¢-03 | 0,0810 | 0,9910

De forma geral, pode-se afirmar que os resultados obtidos nesta se¢ao para as estimativas
das probabilidades de mistura e dos quantis de cada componente para o modelo de MF-PN
sobre uma abordagem bayesiana sao muito bons, assim como, para a taxa de classificacao

correta.

5.5 Ilustracao

Nesta secao, consideramos o conjunto de dados do indice de massa corporal da Pesquisa
Nacional de Saide e Nutri¢ao nos Estados Unidos analisado anteriormente sobre uma abor-
dagem classica no Capitulo 3 para ilustrar a metodologia proposta.

Os modelos de misturas finitas de distribui¢oes a poténcia normal para o caso de locali-
zagao - escala e Normal (com média e variancia desconhecidas) foram ajustados aos dados de
IMC sob um enfoque bayesiano. Para ambos modelos foram usadas cadeias com 20.000 ite-
racoes e um periodo de burn in de 15.000 iteracoes. As distribuicoes a prior: utilizadas para
o modelo MF-PN foram descritas na proposicao 12, enquanto que, para o modelo MF-N foi
usada como distribuigio a priori para a i—ésima componente de mistura f (u;,0?) = o; >.

Na Figura 5.2 apresentamos o histograma do conjunto de dados do IMC, junto com o

ajuste dos modelos MF-PN e MF-N usando como estimador a mediana a posteriori. Pode
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ser observado que o modelo MF-PN ajusta melhor os dados do IMC que o modelo MF-N|

principalmente os individuos pertencentes a segunda componente da mistura.
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Figura 5.2: Ajuste dos modelos de MF-N e MF-PN com a resposta do IMC.

Os critérios bayesianos de selecao de modelos DIC, EAIC e EBIC para os dois modelos
de misturas finitas de distribuicoes ajustados ao conjunto de dados do IMC sao apresentado
na Tabela 5.3. Pode-se observar que as trés medidas sao menores para o modelo de MF-PN;,

indicando que este modelo ajusta melhor os dados.

Tabela 5.3: Critérios bayesianos de selecao de modelos para os modelos de MF-N e MF-PN.

Método
Modelo DIC EAIC EBIC
MF-N  13970,70 13980,70 13989,68
MF-PN  13699,67 13835,98 13844,96

Na Tabela 5.4 sao apresentados algumas estatisticas resumos para os trés primeiros quan-
tis e as probabilidades de misturas para cada componente dos modelos de MF-N e MF-PN,
assim como, intervalos de credibilidade de probabilidade 0,95. Pode-se observar que os des-
vios a posteriori para todas as medidas avaliadas sao maiores para o modelo de MF-N que
os obtidos com o modelo de MF-PN. Adicionalmente, o mesmo comportamento pode ser

observado ao analisar as amplitudes dos intervalos de credibilidade.
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Tabela 5.4: Estatisticas resumo para os trés primeiros quantis e as probabilidades de mistura
para os dados de IMC.

Estatistica
Min Qo,25 Q0,50 Mean Qo,75 Max Sd Q0,025 Q0,975
Qroos 19,8169 20,0843 20,1418 20,1406 20,1984 20,4598 0,0834 19,9754 20,3017
Qo025 28,5225 20,3335 20,5144 205103 29,6807 30,5770 0,2630 28,9843 30,0168
Quoso 21,3120 21,5688 21,6255 21,6254 21,6819 21,9325 0,0844 21,4595 21,7923
MF-N Qaos0 32,6760 33,3451 33,4911 334889 33,6315 34,3671 0,2130 33,0685 33,9055
Quows 22,7001 23,0392 23,1099 23,1102 23,1802 235857 0,1057 22,0020 23,3213
Qa5 36,6538 37,3302 37,4667 37,4675 37,6033 38,2326 0,2049 37,0671 37,8791
T 0,3225 0,3834 0,3949 0,3948 0,4061 0,4625 0,0167 0,3621 0,4272

Modelo  Parametro

Qo025  20.1382 20,2259 20,2430 20,2424 20,2592 20,3363  0,0249 20,1922 20,2903

Q2025 30,1076 30,7540 30,8659 30,8623 30,9767 31,5134 0,1683 30,5155 31,1814

Qroso 21,6153 21,7611 21,7922 21,7919 21,8229 21,9608 0,0459 21,7002 21,8812

MF-PN Q2050 33,1157 33,5678 33,6605 33,6500 33,7521 34,2546 0,1375 33,3834 33,9214
Quro7s 23,1126 23,3252 23,3733 23,3734 23,4214 23,6490 0,0721 23,2333 23,5152

Q2075 36,5063 37,0192 37,1115 37,1120 37,2053 37,6992 0,1398 36,8355 37,3871

™ 0,4440  0,4886  0,4967  0,4967  0,5048  0,5444 0,0119  0,4735  0,5200

Finalmente, utilizando a metodologia apresentada na subsecao 5.3.4 para o modelo de
MF-PN e sua equivalente para o modelo de MF-N, os individuos foram classificados em um
dos dois grupos pelos dois modelos ajustados e as taxas de classificacao correta foram calcu-
ladas. Cabe ressaltar que, a mediana a posteriori foi empregada como estimador bayesiano
para os parametros. As taxas obtidas foram 94,16% e 98,40% para os modelos de MF-N
e MF-PN, respectivamente. Portanto, o modelo de MF-PN apresentou melhores resultados

que o modelo de MF-N.

5.6 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo foi proposta uma abordagem bayesiana para a inferéncia dos parametros do
modelo de misturas finitas de K componentes de distribuicbes o poténcia normal para o
caso localizacao - escala. Mediante esta abordagem é simples obter estimativas intervalares
para os parametros de modelo de MF-PN ou funcoes dos parametros, tais como os quantis
de cada componente de mistura.

Para resolver o problema de identificabilidade das etiquetas dos parametros de diferentes
modelos de mistura finita de K componentes, tém sido propostas restri¢oes de reordenamento
dos parametros em relacao ao parametro de localizagao ou a média de cada componente.
Dado que para a distribuicao o poténcia normal para o caso localizagao - escala, o parametro

de poténcia tem influéncia na localizacao e a média ndo tém uma expressao em forma fechada,
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uma restricao de reordenamento dos parametros em relacao a mediana de cada componente
foi imposta para o modelo de MF-PN.

Estudos de simulagao realizados tém mostrado que o algoritmo MCMC proposto fornece
estimativas razoaveis para os parametros do modelo de MF-PN, e que a restricao imposta
sobre o reordenamento dos parametros ¢ adequada. Cabe ressaltar, que este algoritmo pode
ser facilmente implementado em qualquer software estatistico. Neste trabalho foi usado o

software R Core Team (2015).

Agamez Montalvo, G. S. IME-USP



Capitulo 6

Consideracoes finais da tese e pesquisas

futuras

6.1 Consideracoes finais

Neste trabalho de tese, uma classe flexivel de modelos estatisticos usando misturas finitas
de distribuicoes a poténcia foi apresentada sob as perspectivas de inferéncia cléssica e baye-
siana. O caso particular do modelo de mistura finita de distribuigoes o poténcia normal para
o caso de localizagao-escala foi utilizado em problemas de classificacao. Este modelo permite
analisar dados na presenca de multimodalidade, assimetria, excesso de curtose, caudas pe-
sadas e/ou observagoes atipicas, sendo assim uma ferramenta muito util para profissionais
de diferentes areas do conhecimento.

No Capitulo 2, uma prova formal sobre a identificabilidade da classe de distribuicoes «
poténcia foi deduzida, e consequentemente, para a familia de distribuigoes o poténcia normal
de trés parametros. Porém, evidenciou-se um problema de quase identificabilidade intrinseco
a esta familia de distribuicoes. Este fato, nos leva a dificuldades na estimacao dos parametros
originais do modelo. Portanto, optou-se por estudar o comportamento dos momentos ou dos
quantis da familia de distribuicoes PN, dado que estas quantidades permitem representar
esta familia de distribuigoes.

No Capitulo 3, o modelo de misturas finitas de distribuicoes da classe a poténcia foi

proposto. Os estudos de simulagao realizados tém mostrado que o algoritmo EM fornece
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estimativas razoaveis para os parametros do modelo de misturas finitas de K componentes
de distribuicoes « poténcia normal para o caso localizacao - escala. Além disso, foi observada
que a capacidade do modelo de MF-PN para o agrupamento ou classificacao de dados perten-
centes a distribuigoes robustas tais como os modelos MF-SN, MF-SSL, MF-SNC e MF-ST ¢é
boa, dado que foram obtidas altas taxas de classificagao correta. Nosso modelo é competitivo
inclusive com o modelo de MF-ST, precisando de um ntiimero menor de parametros.

No Capitulo 4, uma abordagem bayesiana para a inferéncia do parametro de interesse da
classe de distribuicoes o poténcia foi proposta, assim como, para a familia de distribuicoes
a poténcia normal de trés parametros. Para este tltimo, o dominio da distribuicao a prior:
nao informativa de Jeffreys para o parametro de poténcia, teve que ser restrito ao intervalo
[1,00) para garantir que a distribui¢ao conjunta a posteriori dos parametros fosse propria
quando f(&,m) o n~2. Estas distribuigoes foram escolhidas considerando nao haver infor-
magcao subjetiva disponivel a priori a respeito dos parametros. Caso essa informacao esteja
disponivel, poderia se trabalhar com distribuicoes a priori proprias que permitam incorporar
esta informacao. Os estudos de simula¢gao mostraram que para o modelo de localizacao-escala
com f(&,n) o< ™2, é melhor usar as distribui¢des a priori nao informativas improprias para
o parametro de poténcia, em vez de uma a priori conjugada com grande variancia.

No Capitulo 5, um enfoque bayesiano para o modelo de mistura finita de K componentes
de mistura de « poténcia normal para o caso de localizacao-escala foi proposto. Uma das van-
tagens desta abordagem é obter estimativas intervalares de maneira simples dos parametros
de modelo de MF-PN ou funcoes dos mesmos, tais como os quantis de cada componente de
mistura. Os estudos de simulagao mostraram que o algoritmo MCMC proposto fornece boas
estimativas para os parametros do modelo de MF-PN, indicando que a restricao imposta
para resolver o problema de identificabilidade das etiquetas dos clusters é adequada.

As duas metodologias propostas para o modelo de MF-PN foram ilustradas com um
conjunto de dados reais do indice de massa corporal de homens em USA. Pode-se observar
que o ajuste dos dados sob ambas abordagens foram semelhantes, assim como, a taxa de
classificacao correta.

Sob um enfoque cléssico é preciso a utilizagao de métodos de reamostragem como Jackk-

nife ou Bootstrap para obter estimativas intervalares de quantidades de interesse, como por
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exemplo, os momentos ou os quantis de cada componente de mistura do modelo de MF-PN.
No entanto, sob uma abordagem bayesiana é mais natural e simples obter estas estimativas
intervalares empregando as cadeias dos parametros.

De forma geral, foi observado que sobre ambas metodologias o modelo de MF-PN apre-
sentou um bom comportamento ao classificar individuos em seus correspondentes clusters.
Os algoritmos propostos para estimar os parametros sobre cada abordagem podem ser facil-
mente implementados em qualquer software estatistico. Cabe ressaltar que, para o enfoque
classico um pacote foi construido no software R Core Team (2015).

Como resultado deste trabalho de tese, um artigo intitulado ‘Finite mizture of the «
power distributions applied to classiffication problem’ foi submetido no Journal of Statistical
Computation and Simulation. Além disso, dois artigos sob um enfoque bayesiano estao sendo
elaborados. Um primeiro deles aborda a classe de distribuicoes AP e a identifibilidade desta,

entretanto, o segundo discute o modelo de MF-PN.

6.2 Sugestoes para pesquisas futuras

e Estudar o modelo de mistura finita de distribui¢coes o poténcia quando a distribuicao

de probabilidade base da classe AP ¢é a distribuicao ¢-Student.

e Estender o modelo de MF-AP ao caso de K componentes de distribuicoes @ poténcia

multivariadas sobre uma abordagem classica e bayesiana.

e Desenvolver um modelo de regressao considerando uma mistura finita de distribuicoes

« poténcia para os erros.

e Explorar o caso em que o nimero de componentes de mistura do modelo de MF-PN é

uma variavel aleatoria.

e Estudar os modelos de regressao quantilica para a classe de distribui¢oes « poténcia.
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