
Modelos Box-Cox simétricos e aplicações a dados
nutricionais

Giovana Fumes

Trabalho apresentado
ao
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incondicionais.
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Ao meu tio, Laudenir Antônio Gonçalves Filho, por sempre me apoiar e incentivar
para vida acadêmica.

Ao meu namorado, Youssif Ghantous Filho, pelo carinho e suporte na conclusão
deste trabalho.
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Resumo

Na área de nutrição é de grande interesse dos pesquisadores estimar a distribuição
usual de consumo e a prevalência de inadequação alimentar de um grupo populacional.
Usualmente, transformações de Box-Cox aliadas à distribuição normal são utilizadas na
modelagem de dados de consumo alimentar (Dodd et al., 2006; Tooze et al., 2010). No
entanto, quando os dados apresentam distribuição altamente assimétrica ou presença
de pontos discrepantes, esta abordagem pode conduzir a estimativas não plausı́veis.
Além disso, tal modelagem não permite a interpretação dos parâmetros em termos
de caracterı́sticas dos dados originais e requer uma transformação inversa dos dados
transformados para a escala original.

Esta tese propõe um enfoque alternativo para estimação da distribuição usual de
consumo e da prevalência de inadequação alimentar através do modelo Box-Cox t
(Rigby & Stasinopoulos, 2006b) com efeitos aleatórios ou mistos. A modelagem
proposta é flexı́vel, permitindo modelar dados assimétricos mesmo na presença de
observações discrepantes. Ao contrário das abordagem usual, o modelo proposto não
requer transformação nos dados e permite a interpretação de relações entre covariáveis
e quantis da distribuição de consumo. Em aplicações a um conjunto de dados de con-
sumo de 22 micronutrientes, na maioria dos casos o modelo Box-Cox t proporcionou
melhor ajuste do que seus competidores. Tem-se ainda, por meio de um estudo de
simulação, que o modelo Box-Cox t estima a distribuição de consumo usual populacio-
nal satisfatoriamente, e este é o preferı́vel em casos de assimetria positiva acentuada,
especialmente na presença de cauda direita pesada.

Adicionalmente, esta tese propõe uma nova classe de distribuições para variáveis
aleatórias assimétricas positivas, a classe de distribuições Box-Cox simétricas. Um
estudo detalhado de propriedades desta nova classe de distribuições é apresentado.
Esta classe inclui as distribuições log-simétricas, como por exemplo, a log-normal, as
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distribuições simétricas truncadas com suporte nos reais positivos e as distribuições
Box-Cox t (Rigby & Stasinopoulos, 2006b), Box-Cox Cole-Green (Cole & Green, 1992)
e Box-Cox exponencial potência (Rigby & Stasinopoulos, 2004; Voudouris et al., 2012).
A nova classe de distribuições permite a interpretação dos parâmetros em termos
de quantis (em particular, a mediana), dispersão relativa e assimetria, o que a torna
atrativa para modelagem de regressão. Particularmente, a classe de distribuições Box-
Cox simétricas é útil para modelagem de dados positivos assimétricos na presença
de observações discrepantes, pois inclui distribuições de cauda pesada. Aplicações
de modelos Box-Cox simétricos e alternativos para a análise de dados de consumo
de 22 micro e 11 macronutrientes são apresentados. Os modelos Box-Cox simétricos
forneceram melhor ajuste do que os alternativos.
Palavra chave: consumo alimentar; distribuição Box-Cox t; distribuições Box-Cox
simétricas; nutrição; transformação de Box-Cox.



Abstract

The issue of estimating usual nutrients intake distributions and the prevalence of
food inadequacy is of interest in nutrition studies. Box-Cox transformations coupled
with the normal distribution are usually employed for modeling nutrients intake data
(Dodd et al., 2006; Tooze et al., 2010). However, when the data present highly asymme-
tric distribution or include outliers, this approach may lead to implausible estimates.
Additionally, it does not allow interpretation of the parameters in terms of characteris-
tics of the original data and requires backtransformation of the transformed data to the
original scale.

This thesis proposes an alternative approach for estimating usual nutrients intake
and the prevalence of food inadequacy through a Box-Cox t model (Rigby & Stasino-
poulos, 2006b) with random or mixed effects. The proposed model is flexible enough
for modeling highly asymmetric data even when outliers are present. Unlike the usual
approach, the proposed model does not require a transformation of the data and faci-
litates interpretation of covariates effects. In applications to data sets on intake of 22
micronutrients, the Box-Cox t models provided better fit than its competitors in most
of the cases. A simulation study suggests that the Box-Cox t model estimates the usual
intake distribution satisfactorily, and that it should be preferable to the usual approach
particularly in cases of highly asymmetric heavy tailed data.

Additionally, this thesis proposes a new class of distributions for positive asymme-
tric random variables, the Box-Cox symmetric class of distributions. A detailed study of
properties of the new class of distributions is provided. It includes as special cases not
only the log-symmetric distributions, for instance the log-normal distribution, and the
truncated symmetric distributions with support on the positive real line, but also the
Box-Cox t (Rigby & Stasinopoulos, 2006b), Box-Cox Cole-Green (Cole & Green, 1992)
and Box-Cox power exponential (Rigby & Stasinopoulos, 2004; Voudouris et al., 2012)
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distributions. The new class of distributions allows interpretation of the parameters in
terms of quantiles (in particular, the median), relative dispersion and skewness of the
distribution, which makes it attractive for regression modeling. The Box-Cox symme-
tric class of distributions is particularly useful for modeling positively asymmetric data
in the presence of outliers since it includes heavy tailed distributions. Applications of
Box-Cox symmetric distributions and alternative models to the analysis of data on the
intake of 22 micronutrients and 11 macronutrients are presented. It is noted that the
Box-Cox symmetric models provided better fit than the alternative models.
Keywords. Box-Cox symmetric distributions; Box-Cox t distribution; Box-Cox trans-
formation; nutrients intake; nutrition.
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A.5 Valor esperado e variância da distribuição Box-Cox Cole-Green . . . . . 88
A.6 Terceiro e quarto momentos da distribuição Box-Cox Cole-Green . . . . 90
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CAPÍTULO 1

Introdução

1.1 Motivação

Um dos principais interesses dos pesquisadores da área de nutrição é estimar a
distribuição usual de consumo e a inadequação do consumo alimentar de nutrientes
(macro ou micronutrientes) de um grupo populacional.

A modelagem estatı́stica para medir o consumo de cada nutriente e determinar a
proporção de inadequação alimentar de uma população apresenta um desafio, tanto
para nutricionistas quanto para estatı́sticos, uma vez que indivı́duos diferentes ten-
dem a ter hábitos alimentares distintos entre si (variabilidade interpessoal), e o próprio
indivı́duo não necessariamente apresenta um consumo constante (variabilidade intra-
pessoal) (Borrelli et al., 1992).

Os métodos estatı́sticos mais utilizados na análise de dados nutricionais apresentam
uma estrutura comum baseada em um instrumento chamado recordatório 24 horas
(R24h) para estimação do consumo habitual de um grupo. Através do R24h, o indivı́duo
relata o seu consumo de alimentos nas últimas 24 horas anteriores ao momento da
entrevista (Block, 1982; Slater et al., 2004).

De posse das informações provenientes dos R24h, existem programas especı́ficos
que transformam os dados coletados em consumo de micro e macronutrientes. Um
desses programas é o NDSR (Nutrition Data System for Research) desenvolvido pela
Universidade de Minnesota, o qual foi utilizado para gerar os dados tratados nesta
tese, e aqui contempla a avaliação com ênfase no consumo de micronutrientes, que são
aqueles nutrientes necessários em quantidades menores para o bom funcionamento do
organismo, como as vitaminas e os minerais.
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1.1 Motivação 2

Na literatura, é comum se utilizar uma transformação Box & Cox (1964) e analisar os
dados de consumo de nutrientes transformados sob a normalidade (Dodd et al., 2006).
Assumindo esta suposição, são comuns três alicerces para diversos métodos existentes.
O primeiro afirma que o R24h é um instrumento não viesado para estimar o verdadeiro
consumo habitual de um indivı́duo, isto é, a média de alguns R24h do indivı́duo
pode representar de maneira não tendenciosa o seu verdadeiro consumo alimentar. O
segundo particiona a variância total dos R24h em dois componentes de variância: a
variabilidade intra e interpessoal. Para tal, uma análise de variância de um fator é
realizada. Por fim, considera-se que a distribuição do consumo de nutrientes é feita de
acordo com a “correção” pela variabilidade intrapessoal. O coeficiente de correlação
intraclasse de um modelo misto sem covariáveis é usado como um fator atenuante,
que pondera a variabilidade dos dados, de modo que, se a variabilidade individual
for muito alta, o fator coloca os chamados valores intermediários mais próximos da
média do grupo, e se a variabilidade intrapessoal é moderada, este fator considera essa
variabilidade individual para o estimador. Métodos como ISU (Iowa State University) e
BP (Best Power) (Dodd et al., 2006) seguem esse pano de fundo.

Todos os métodos supracitados consideram a normalidade nos dados, antes ou
após uma transformação, e de modo geral se diferenciam pela transformação inversa
a ser aplicada para o retorno aos dados originais, bem como na forma de considerar a
ponderação do fator atenuante. É importante ressaltar que tais modelos não conside-
ram a inclusão de covariáveis e a possibilidade de não consumo de um determinado
nutriente.

Um modelo também baseado na distribuição normal, que considera a inclusão de
covariáveis e leva em conta a proporção de não consumo, é proposto por Tooze et al.
(2010) e conhecido como método NCI (National Cancer Institute). Este modelo, também
exibe os percentis da distribuição usual de consumo, os quais podem ser muito úteis
para as intervenções a serem feitas por pesquisadores da área. Todavia, em conjuntos de
dados com alta assimetria e/ou presença de outliers extremos, a modelagem baseada no
método NCI parece não ser a mais adequada, uma vez que as estimativas de prevalência
de inadequação alimentar tendem a ser incompatı́veis com os dados observados.

Na análise estatı́stica de dados contı́nuos, a distribuição normal é uma das mais
utilizadas devido às suas propriedades, em especial no contexto de modelos linea-
res. No entanto, a presença de pontos discrepantes (outliers) afeta de forma relevante
a inferência baseada no modelo normal, incentivando o desenvolvimento de proce-
dimentos robustos, os quais são definidos como aqueles que são menos sensı́veis a
desvios das suposições sobre as quais se baseiam (Hampel et al., 1986).

Esta tese visa apresentar um procedimento robusto, baseado no modelo Box-Cox t
(Rigby & Stasinopoulos, 2006b), no contexto de modelos com efeitos aleatórios e mistos,
para a estimação da distribuição usual de consumo e da prevalência de inadequação
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alimentar. Além disso, é apresentada uma proposta de generalização para uma classe
de distribuições fundamentada na transformação Box-Cox, envolvendo distribuições
simétricas truncadas.

1.2 Modelos Aditivos Generalizados para Locação, Escala

e Forma

Os Modelos Aditivos Generalizados para Locação, Escala e Forma (Generalized Ad-
ditive Models for Location, Scale and Shape (GAMLSS)) foram introduzidos por Rigby &
Stasinopoulos (2001), que os desenvolveram para permitir relaxar algumas suposições
exigidas na classe dos modelos lineares generalizados.

A classe dos GAMLSS apresenta duas vantagens em relação aos demais modelos
lineares generalizados. Primeiramente, permite relaxar a suposição sobre a variável
resposta admitindo distribuições mais gerais, e não somente aquelas restritas à famı́lia
exponencial; e além disso, a parte sistemática do modelo é expandida, e não somente
a média (ou locação), mas todos os parâmetros da distribuição condicional da variável
resposta são modelados como funções paramétricas ou não paramétricas (smooth) en-
volvendo variáveis explicativas e/ou efeitos aleatórios.

Tal classe de modelos é definida conforme segue. Os p parâmetros θ⊤ = (θ1, . . . , θp)
de uma função densidade de probabilidade f (y|θ) são modelados utilizando termos
aditivos. Aqui, supõe-se que para i = 1, . . . , n as yi observações são independentes
e condicionalmente a θi, têm função densidade de probabilidade f (yi|θi), em que
θi⊤ = (θi1, . . . , θip) é um vetor de p parâmetros relacionados às variáveis explicativas e
efeitos aleatórios.

Seja y⊤ = (y1, . . . , yn) o vetor de observações da variável resposta. Considere ainda,
para k = 1, . . . , p, uma função de ligação monótona gk(·), a qual relaciona o k-ésimo
parâmetro θk às variáveis explicativas e efeitos aleatórios por meio de um modelo
aditivo dado por

gk(θk) = ηk = Xkβk +

Jk∑
j=1

Z jkγ jk, (1.1)

em que θk e ηk são vetores de dimensão n x 1, por exemplo, θ⊤k = (θ1k, θ2k, . . . , θnk),
β⊤k = (β1k, . . . , βJ′kk) é um vetor de parâmetros de dimensão J′k, e Xk e Z jk são matrizes do
planejamento (covariáveis) fixas, conhecidas e de ordens n x J′k e n x q jk, respectivamente,
e γ jk é uma variável aleatória q jk-dimensional (Rigby & Stasinopoulos, 2005).

No caso em que Jk = 0, o modelo (1.1) reduz-se a um modelo linear completamente
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paramétrico dado por

gk(θk) = ηk = Xkβk. (1.2)

Se Z jk = In, em que In é uma matriz identidade de ordem n x n e γ jk = h jk = h jk(x jk)
para todas as combinações de j e k do modelo (1.1), tem-se

gk(θk) = ηk = Xkβk +

Jk∑
j=1

h jk(x jk), (1.3)

em que x jk são vetores de tamanho n, para j = 1, 2, . . . , Jk e k = 1, 2, . . . , p. A função
h jk é uma função desconhecida da variável explanatória X jk e h jk = h jk(x jk) é um vetor
que avalia h jk em x jk. As variáveis explicativas que compõem o vetor x jk são assumidas
conhecidas. O modelo (1.3) é chamado de GAMLSS semiparamétrico, o qual compõe
um caso particular do modelo (1.1). Desse modo, a classe dos GAMLSS contempla
termos paramétricos, semiparamétricos e efeitos aleatórios.

O modelo (1.1) pode ser estendido para permitir a inclusão de termos não lineares
na modelagem dos parâmetros da distribuição, na forma

gk(θk) = ηk = hk(Xk,βk) +
Jk∑

j=1

h jk(x jk), (1.4)

em que hk para k = 1, . . . , p são funções não lineares e Xk é uma matriz de covariáveis
conhecida de ordem n x J′′k . O modelo (1.4) é chamado de GAMLSS semiparamétrico
não linear. Se Jk = 0, então (1.4) se reduz a um modelo GAMLSS paramétrico não linear
expresso por

gk(θk) = ηk = hk(Xk,βk); (1.5)

se hk(Xk,βk) = Xkβk, para i = 1, . . . , n e k = 1, . . . , p, então, o modelo (1.5) se reduz ao
modelo GAMLSS paramétrico linear (1.2). Note que alguns termos de hk(Xk,βk) podem
ser lineares, o que resulta num modelo com a combinação de termos paramétricos
lineares e não lineares.

Em muitas situações práticas são requeridos no máximo quatro parâmetros. Os
dois primeiros, θ1 e θ2 são usualmente caracterizados como parâmetros de locação e
escala, denotados por µ = θ1 e σ = θ2, os demais parâmetros, quando presentes, são
caracterizados como parâmetros de forma, denotados por ν = θ3 e τ = θ4. Dessa forma,
os GAMLSS podem ser escritos resumidamente de forma genérica como:
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g1(θ1) = η1 = X1β1 +

J1∑
j=1

Z j1γ j1,

g2(θ2) = η2 = X2β2 +

J2∑
j=1

Z j2γ j2,

g3(θ3) = η3 = X3β3 +

J3∑
j=1

Z j3γ j3,

g4(θ4) = η4 = X4β4 +

J4∑
j=1

Z j4γ j4.

Na linguagem de programação R (R Core Team, 2008), dois métodos de estimação
estão propostos para esta classe de modelos, no contexto utilizado neste estudo
(Stasinopoulos et al., 2008). O primeiro é o da maximização de uma função de
verossimilhança penalizada, no qual é utilizado um algoritmo de retroajuste (back-
fitting) para estimação dos parâmetros. Este procedimento pode ser encontrado na
rotina gamlss (Rigby & Stasinopoulos, 2006a). O segundo é o da maximização da
verossimilhança marginal aproximada, o qual faz uso do algoritmo EM – Expectation-
Maximization – para calcular as estimativas dos parâmetros, presente na rotinagamlss.mx
(Stasinopoulos et al., 2008). Maiores detalhes sobre esta classe de modelos estão relata-
dos no Apêndice A.1.

Neste trabalho, a classe dos GAMLSS é utilizada com quatro objetivos. Primeira-
mente, como ferramenta para seleção da distribuição de probabilidade que melhor se
ajusta ao conjunto de dados que motivou o trabalho (detalhes no Capı́tulo 3), utilizando-
se a função fitDist. Tal função ajusta distribuições candidatas ao conjunto de dados e
retorna o critério de Akaike (Akaike, 1973), através do qual seleciona-se a distribuição
que apresenta o menor valor para este critério.

O segundo objetivo do uso da classe dos GAMLSS está relacionado com a programa-
ção desenvolvida. Na rotina gamlss do programa R está implementado o ajuste do
modelo Box-Cox t com efeito aleatório quando este segue uma distribuição normal.
Desse modo, a programação feita no presente estudo utiliza a abordagem da rotina
gamlss como comparação para verificar se a programação realizada está de acordo
com o esperado. O programa desenvolvido é baseado no método da maximização da
verossimilhança marginal aproximada, utilizando métodos iterativos implementados
em R para a solução requerida (detalhes na Seção 2.2). O desenvolvimento do programa
é feito para flexibilizar a distribuição do efeito aleatório associado ao modelo Box-Cox t
e resolver alguns problemas de convergência na estimação de parâmetros em modelos
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para dados com assimetria acentuada.
Nos estudos de simulação realizados (descritos no Capı́tulo 4), esta rotina também

é usada com modelos sem efeito aleatório para atribuir valores iniciais para o processo
iterativo do cálculo das estimativas dos parâmetros. Por fim, no Capı́tulo 5, essa rotina
é utilizada na comparação entre os modelos Box-Cox simétricos e os propostos por
Cordeiro & Andrade (2011) e Azzalini (2005).

1.3 Distribuição Box-Cox t

A distribuição Box-Cox t (Rigby & Stasinopoulos, 2006b) é proposta como alternativa
à transformação de Box & Cox (1964). Esta distribuição é útil quando a variável
dependente Y apresenta uma distribuição assimétrica e leptocúrtica. Ela é indexada
por quatro parâmetros e denotada nesta tese por BCT(µ, σ, ν, τ).

Seja Y uma variável aleatória positiva e contı́nua. A distribuição Box-Cox t (BCT) é
definida a partir da transformação

Z = Z(Y) =


1
σν

[(
Y
µ

)ν
− 1

]
, se ν , 0,

1
σ

log
(

Y
µ

)
, se ν = 0,

(1.6)

em que µ > 0, σ > 0, −∞ < ν < ∞. Assume-se que Z tem distribuição t padrão com τ

graus de liberdade (τ > 0) truncada com suporte no intervalo

A(σ, ν) =



(
− 1
σν
,∞

)
, se ν > 0,(

−∞,− 1
σν

)
, se ν < 0,

(−∞,∞), se ν = 0,

e escreve-se Z ∼ tτ,A(σ,ν). Assim, diz-se que Y tem distribuição BCT com parâmetros µ,
σ, ν e τ, e escreve-se Y ∼ BCT(µ, σ, ν, τ), se Z dado em (1.6) é tal que Z ∼ tτ,A(σ,ν). Nota-se
que o suporte da distribuição de Y é o conjunto dos números reais positivos.

A função densidade de probabilidade de Y é dada por

fY(y) = fZ(z)
∣∣∣∣∣ dz
dy

∣∣∣∣∣ = yν−1

µνσ
fZ(z), (1.7)
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em que z = Z(y), com Z(·) dado em (1.6) e

fZ(z) =
fT(z)

FT

(
1

σ | ν |
) ,

com T ∼ tτ, ou seja, T é uma variável aleatória que segue uma distribuição t padrão
com τ graus de liberdade, cuja função densidade de probabilidade é dada por

fT(t) =
Γ
[
τ+1

2

]
Γ
(

1
2

)
Γ
(
τ
2

)
τ

1
2

(
1 +

t2

τ

)− τ+1
2

, −∞ < t < ∞, (1.8)

e FT(·) é a função distribuição acumulada de T.1

A função distribuição acumulada de Y é dada por

FY(y) =



FT(z)

FT

(
1

σ | ν |
) , se ν ≤ 0,

FT(z) − FT

(
− 1
σ | ν |

)
FT

(
1

σ | ν |
) , se ν > 0.

(1.9)

A probabilidade da região de truncamento, R\A(σ, ν), é dada por FT(−(σ|ν|)−1).
Se a região de truncamento tem probabilidade negligenciável sob a distribuição tτ,
o que ocorre quando σ|ν| é pequeno, então FT(−(σ|ν|)−1) ≈ 0 e, consequentemente,
FT((σ|ν|)−1) ≈ 1 e, então, fZ(z) ≈ fT(z) e Fy(y) ≈ FT(z).

Sejam yα e zα os quantis de ordem α das distribuições de Y e de Z, respectivamente.
Pode-se mostrar que

yα =

 µ(1 + σνzα)
1
ν , se ν , 0,

µ exp(σzα), se ν = 0,

e

zα =


F−1

T

[
αFT

( 1
σ | ν |

)]
, se ν ≤ 0,

F−1
T

[
1 − (1 − α)FT

( 1
σ | ν |

)]
, se ν > 0,

com F−1
T (·) representando a inversa da função distribuição acumulada de T ∼ tτ. Se

a região de truncamento tem probabilidade negligenciável, então zα = tτ,α, em que
tτ,α = F−1

T (α), o quantil de ordem α da distribuição t, T ∼ tτ.

1Daqui em diante 1/σ|ν| quando σ|ν| = 0, será interpretado como lim
σν→ 0

(1/σ|ν|) = ∞ e, nesse caso,

F(1/σ|ν|) = 1.
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Em particular, a mediana de Y é dada por

y1/2 =

 µ(1 + σνz1/2)
1
ν , se ν , 0,

µ exp(σz1/2), se ν = 0,
(1.10)

em que

z1/2 =


F−1

T

[1
2

FT

( 1
σ | ν |

)]
, se ν ≤ 0,

F−1
T

[
1 − 1

2
FT

( 1
σ | ν |

)]
, se ν > 0.

Note-se que, se a região de truncamento tem probabilidade negligenciável, tem-se
z1/2 ≈ 0 e µ ≈ y1/2, ou seja, o parâmetro µ é aproximadamente igual à mediana da
distribuição BCT(µ, σ, ν, τ).

Um coeficiente de variação para uma variável aleatória Y baseado em percentis,
denotado por CVY, é definido como

CVY =
3
4

y0,75 − y0,25

y0,5
.

Ignorando a região de truncamento, sendo ν , 0 e considerando σ pequeno, tem-se que
CVY ≈ 0, 75{[1 + σνtτ;0,75]1/ν − [1 − σνtτ;0,75]1/ν}, em que tτ;0,75 é o terceiro quartil de uma
variável aleatória T que segue uma distribuição t padrão com τ graus de liberdade.
Segundo Johnson et al. (1982, p.375), uma aproximação para os quantis da distribuição
tτ é dada por tτ;α ≈ uα + uα(u2

α + 1)/(4τ), em que uα é o percentil de ordem α de uma
variável aleatória normal padrão. Assim, utilizando esta aproximação e considerando
u0,75 ≈ 0, 67 ≈ 2/3, tem-se que CVY ≈ σ[1 + 0, 36/τ]. Para ν ≈ 0 tem-se que CVY ≈ 1, 5
senh(σtτ;0,75), uma função crescente em σ (vale a igualdade quando ν = 0), em que
senh(·) é a função seno hiperbólico.

Assim, tem-se que os parâmetros µ, σ, ν e τ podem ser interpretados como escala
(relacionado à mediana), dispersão relativa (associado ao coeficiente de variação apro-
ximado baseado nos percentis), assimetria (transformação potência para simetria) e
curtose (graus de liberdade), respectivamente.

Detalhes sobre o logaritmo da função de verossimilhança, as derivadas de primeira
ordem e o valor esperado das derivadas de segunda ordem e das derivadas cruzadas
da distribuição Box-Cox t são dados no Apêndice A.2.

A Figura 1.1 ilustra a função de densidade de probabilidade da distribuição Box-
Cox t para várias combinações de valores dos parâmetros. Note que τ controla o peso
da cauda da distribuição.
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Figura 1.1: Gráficos de função densidade probabilidade da distribuição BCT(µ, σ, ν, τ).

1.4 Distribuição Box-Cox Cole-Green

Sabe-se que, se uma variável aleatória unidimensional segue uma distribuição t e
seu número de graus de liberdade tende a infinito, esta variável tende à distribuição
normal (Johnson et al., 1982, p.363). Analogamente, a distribuição Box-Cox t, quando
o parâmetro referente ao número de graus de liberdade tende a infinito, converge para
a chamada distribuição Box-Cox Cole-Green (BCCG), baseada no modelo normal. Por
este motivo, tal distribuição é apresentada neste trabalho como comparação ao modelo
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proposto, em especial para os casos nos quais não há presença de outliers extremos.
A distribuição BCCG surge a partir do método LMS (Lambda−Mu−Sigma) proposto

por Cole & Green (1992). Este método foi criado para traçar curvas de percentis que
mostram a evolução de uma medida em função de uma covariável de interesse; em
geral são usadas como curvas para medir crescimento em função da idade. No método
LMS três parâmetros estão envolvidos: o parâmetro λ da transformação potência Box-
Cox, a média, denotada por µ, e o coeficiente de variação, denotado por σ; as letras
iniciais dos nomes atribuı́dos aos parâmetros originaram o nome ao método.

O trabalho de Cole & Green (1992) apresenta a transformação dada em (1.6), tendo a
variável transformada Z seguindo uma distribuição normal padrão. Esta distribuição
foi implementada na rotina gamlss presente no software R e chamada de distribuição
Box-Cox Cole-Green (BCCG). É importante ressaltar que na implementação feita por
Stasinopoulos et al. (2008) é considerada a região de truncamento para a variável
transformada (análoga à explicitada na Seção 1.3), uma vez que a variável aleatória que
segue uma distribuição BCCG é estritamente positiva.

As distribuições Box-Cox t (BCT) e Box-Cox exponencial potência (BCPE) (Rigby
& Stasinopoulos, 2004; Voudouris et al., 2012) surgem como uma extensão do método
LMS com a inclusão de um parâmetro que flexibiliza a curtose da distribuição.

1.5 Objetivos e estrutura da tese

O objetivo desta tese é propor uma nova metodologia para a estimação da distribuição
usual de consumo e da prevalência de inadequação alimentar de uma população base-
ada no consumo mediano dos indivı́duos, para casos nos quais os dados são altamente
assimétricos e/ou possuem observações discrepantes.

Para tal finalidade, a metodologia baseia-se na distribuição Box-Cox t. A partir do
estudo desta distribuição, propõe-se também uma generalização para uma famı́lia de
distribuições baseada na transformação dada em (1.6) e nas distribuições simétricas;
tal generalização é chamada nesta tese de distribuições Box-Cox simétricas.

Este trabalho está organizado em seis capı́tulos. No Capı́tulo 2, é apresentada uma
revisão sobre o método NCI (Tooze et al., 2010), já consolidado na literatura, com ênfase
no seu caso particular dado pela quantidade de consumo, bem como a proposta da
nova metodologia baseada na distribuição Box-Cox t (Rigby & Stasinopoulos, 2006b).
No Capı́tulo 3, é realizada uma aplicação a um banco de dados real, na qual a nova
metodologia e o modelo já existente na literatura são utilizados. No Capı́tulo 4 é
feito um estudo de simulação a fim de corroborar o modelo proposto e compará-lo
com o modelo já estabelecido. No Capı́tulo 5, apresenta-se a definição da classe de
distribuições Box-Cox simétricas (BCS) e algumas de suas propriedades, bem como
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uma comparação dessa classe com os modelos simétricos transformados (Cordeiro &
Andrade, 2011) e os assimétricos propostos por Azzalini (2005). Por fim, no Capı́tulo
6 são apresentadas as principais contribuições dessa tese e propostas para estudos
futuros.

1.6 Suporte computacional

A implementação computacional para a estimação do modelo descrito na Seção 2.2
foi desenvolvida na linguagem de programação R, versão 3.0.1 (R Core Team, 2008);
detalhes em http://www.R-project.org.

As macros MIXTRAN e DISTRIB do programa SAS (Statistical Analysis System)(versão
9.2) foram usadas para estimação dos parâmetros do método NCI definido na Seção
2.1 (SAS, 1990); para consulta acessar http://www.sas.com/.

Para o estudo de simulação com a implementação feita no programa R utilizou-se
o cluster Puma, administrado pelo Laboratório de Computação Cientı́fica Avançada
(LCCA) da Universidade de São Paulo, que pode ser acessado em http://www.usp.br/
lcca/index.html.

Para cálculos feitos no Capı́tulo 5 o software Maple 13 foi utilizado; detalhes em
http://www.maplesoft.com.

Para a escrita desta tese foi utilizado o sistema tipográfico LATEX, que consiste em
uma série de macros e rotinas baseadas no sistema TEX; detalhes podem ser encontrados
em http://www.latex-project.org/.



CAPÍTULO 2

Modelo Box-Cox t com efeitos aleatórios e aplicações a

dados de consumo alimentar

O modelo Box-Cox t com efeito aleatório pode ser aplicado em diversas áreas
do conhecimento, todavia nesta tese tem como objetivo especı́fico compor uma nova
proposta para a estimação da distribuição usual de consumo e da prevalência de
inadequação alimentar. Por isso seu desenvolvimento é apresentado fazendo um
paralelo ao método NCI, especificamente num caso particular desse método, o qual
considera somente a quantidade de consumo de micronutrientes ingerida.

2.1 Método NCI

O método NCI foi proposto para estimar a distribuição do consumo usual diário
de alimentos ou nutrientes (Tooze et al., 2010). A peça central dessa metodologia é
um modelo de medidas repetidas composto por duas partes com efeitos aleatórios
correlacionados. Os dois componentes consistem na probabilidade e na quantidade
diária de consumo de um determinado alimento ou nutriente. Entretanto, quando a
probabilidade de consumo do alimento ou nutriente é próxima ou igual a 1, somente
a parte da quantidade de consumo é requerida, tratando-se assim de um caso especial
do modelo de duas partes, que é o considerado ao longo desta tese.

O método NCI tem como instrumento de coleta de dados os chamados recordatórios
24 horas (R24h). Conforme visto anteriormente, esta ferramenta é um registro aberto,
no qual o indivı́duo relata seu consumo alimentar nas últimas 24 horas anteriores ao

12
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momento da entrevista.
O caso particular que considera somente a quantidade de consumo do método NCI

é descrito a seguir (Tooze et al., 2010). Seja Ti j o verdadeiro consumo de um nutriente
para o indivı́duo i (i = 1, . . . ,N) no dia j ( j = 1, . . . , ni). O consumo usual para o
indivı́duo i é dado pela esperança condicional de seu consumo, ou seja, Ti = E(Ti j|i). O
consumo medido a partir de um recordatório 24 horas (R24h) será denotado por Ri j.

Assim, supõe-se que o R24h é um instrumento não viesado para o consumo usual
diário, ou seja, E(Ri j|i) = Ti. Entretanto, devido à assimetria da distribuição de consumo,
uma transformação nos dados provenientes do R24h é aplicada. O método NCI usa
a transformação Box-Cox, que inclui a transformação logarı́tmica como caso limite.
Logo, define-se R∗i j = g(Ri j, ν), sendo g(r, ν) = (rν−1)ν−1. Quando ν = 0, a transformação
do logaritmo natural é utilizada (Box & Cox, 1964). Sob a escala transformada, supõe-se
que

R∗i j = µ
∗
i + ei j,

µ∗i = µi + γi,

em que os erros intrapessoais, ei j, são independentes, com ei j ∼ N(0, σ2
e ), σ2

e > 0. Pode ser
incorporado ao modelo um vetor de covariáveis e, neste caso, assume-se que µi = Xiβ,
em que β′ = (β0, β1, β2, . . . , βp) é o vetor de parâmetros p de dimensão p+ 1 associado a p
covariáveis, X é a matriz de ordem N x (p+1), com i-ésima linha Xi = (1,Xi1,Xi2, . . . ,Xip)
correspondente às variáveis explicativas do i-ésimo indivı́duo; e os erros interpessoais,
γi, são independentes, com γi ∼ N(0, λ2), λ2 > 0. Combinando as equações anteriores,
tem-se o modelo de efeito aleatório misto não linear para o R24h,

g(Ri j, ν) = R∗i j = Xiβ + γi + ei j,

com γi ∼ N(0, λ2) e ei j ∼ N(0, σ2
e ) variáveis aleatórias independentes. Desse modo,

tem-se que R∗i j|γi ∼ N(Xiβ + γi, σ2
e ) e são independentes.

É importante ressaltar que a variabilidade interpessoal é considerada através do
efeito aleatório γi e a variabilidade intrapessoal é absorvida juntamente com as outras
fontes de variação casuais, através da variável aleatória ei j.

Desse modo, a contribuição do indivı́duo i, i = 1, . . . ,N, para a verossimilhança é
dada pela função densidade marginal de (Ri1, · · · ,Rini), ou seja

Li(ν,β, λ, σe; ri1, . . . , rini) =
∫ ∞

−∞

ni∏
j=1

p(ri j|ν,β, γi, σe)h(γi|λ)dγi,
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em que

p(ri j|ν,β, γi, σe) =
1√

2πσ2
e

exp


−

(
rνi j−1

ν − (Xiβ + γi)
)2

2σ2
e

 rν−1
i j ,

a densidade de R∗i j|γi, e h(γi|λ) é a função de densidade de uma variável aleatória normal
com média zero e variância λ2.

A função de verossimilhança do modelo, considerando os N indivı́duos é dada por

L(ν,β, σe, λ) =
N∏

i=1

Li(ν,β, λ, σe; ri1, . . . , rini) =
N∏

i=1

∫ ∞

−∞

ni∏
j=1

p(ri j|ν,β, γi, σe)h(γi|λ)dγi.

Assim, o logaritmo da função de verossimilhança pode ser escrito como

ℓ(ν,β, λ, σe) =
N∑

i=1

log


∫ ∞

−∞

ni∏
j=1

p(ri j|ν,β, γi, σe)h(γi|λ)dγi

 .
A integral envolvida no modelo não tem solução explı́cita e utiliza-se uma aproximação

pela quadratura de Gauss adaptativa (Pinheiro & Bates, 1995) para sua resolução. A
verossimilhança é maximizada com a otimização feita pelo procedimento de quasi-
Newton, implementado no PROC NLMIXED do software SAS.

Nesta tese, este modelo para a quantidade de consumo do método NCI será cha-
mado simplesmente de método NCI ou modelo padrão.

Estimação da prevalência de inadequação alimentar

No método NCI, percentis da distribuição usual de consumo dos nutrientes de
uma população são estimados usando um procedimento de Monte Carlo. Para gerar a
distribuição dos valores que refletem o padrão das covariáveis na população, utilizam-
se as covariáveis para os indivı́duos amostrados, com as combinações entre os valores
estimados do vetor de parâmetros associados às covariáveis (β) e de seus respectivos
componentes de variância (λ2 e σ2

ϵ).
Para que o padrão das covariáveis seja compatı́vel com o da amostra, calcula-se

primeiramente X îβ para cada indivı́duo amostrado i, em que β̂ é a estimativa do vetor
de parâmetros β. Em seguida, simulam-se k realizações do efeito aleatório, como
uma variável aleatória normal N(0, λ̂2), em que λ̂ é a estimativa de λ e é calculado
µ∗l = X∗l β̂ + γl, em que l = 1, . . . , kN, e Xi = Xl

∗, para l = k(i − 1) + 1, . . . , ki. Usualmente
simulam-se k = 100 valores por indivı́duo.
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Desse modo, a distribuição dos kN valores simulados (µ∗l , l = 1, · · · , kN) reflete uma
amostra do consumo usual transformado da população. Uma expansão em série de
Taylor pode ser utilizada para aproximar Tl = E(Rl|Xl, γl) = E(g−1(R∗l , ν)|X∗l , γl;β). Desta
maneira, para a transformação Box-Cox, o procedimento inverso é dado por

Tl ≃ g−1(µ∗l , ν) +
1
2
σ2

e

∂2{g−1(µ∗l , ν)}
∂µ∗2l

= (µ∗lν + 1)
1
ν +

1
2
σ2

e (1 − ν)(µ∗lν + 1)
1
ν−2.

As estimativas de ν e σ2
e são utilizadas para se obter T̃l, os consumos usuais simulados.

Os quantis amostrais dos kN valores T̃l são os quantis populacionais estimados. Para o
estudo em questão, os percentis de 5%, 10%, 25%, 50%, 75%, 90% e 95% da distribuição
usual de consumo são considerados. Tais percentis serão utilizados no estudo de
simulação descrito no Capı́tulo 4 desta tese.

Na área de nutrição, é comum o interesse dos pesquisadores em saber se deter-
minado grupo populacional apresenta ou não adequabilidade no consumo habitual
alimentar. A avaliação para medir o consumo é feita seguindo um padrão estabele-
cido. Desse modo, a partir de um ponto de corte especificado, define-se a chamada
prevalência de inadequação alimentar, que é a proporção de indivı́duos cujo consumo
habitual se encontra abaixo desse valor instituı́do (Morimoto et al., 2012; Suitor &
Gleason, 2002).

Em geral, no método NCI utiliza-se a necessidade média estimada, denotada por
EAR (Estimated Average Requeriments) como ponto de corte para o cálculo da prevalência
de inadequação. Essa medida compõe um sistema internacional de recomendações
nutricionais conhecido como DRI (Dietary Reference Intake) proveniente do Instituto de
Medicina da Academia Nacional de Ciências dos Estados Unidos (Institute of Medicine
(IOM) of the U.S. National Academy of Sciences). A EAR é o valor médio estimado da
ingestão de um nutriente para cobrir as necessidades de 50% dos indivı́duos saudáveis
de determinada faixa etária, estado civil e sexo (INS, 2003).

A prevalência de inadequação alimentar é estimada pelo método NCI como sendo

ρ̂ =
#T̃l < EAR

kN
, (2.1)

em que EAR é o ponto de corte especificado, k é o número de simulações por indivı́duo
e N é o número de indivı́duos, ou seja, ρ̂ é a proporção de T̃′l s menores que a EAR.
Assim, a estimativa da prevalência de inadequação será dada pela proporção dos
consumos usuais que está abaixo do padrão estabelecido pela EAR para o nutriente
(Carriquiry, 1998), calculada sobre os kN valores gerados.
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2.2 Modelo Box-Cox t com efeito aleatório ou misto

O método NCI é amplamente aplicado na literatura para determinar a prevalência
de inadequação alimentar. Entretanto, para casos nos quais os dados são altamente
assimétricos, nota-se que a transformação realizada nos dados não necessariamente
conduz à normalidade, e, consequentemente, as estimativas dos consumos simuladas
para os indivı́duos não refletem os consumos usuais, os quais por sua vez, afetam as
estimativas das prevalências de inadequação alimentar, que parecem bastante distantes
do que se observa nos dados brutos em tais situações.

Para acomodar melhor tais casos de alta assimetria, propõe-se nesta tese o modelo
Box-Cox t com efeitos aleatórios ou misto. Tal modelagem, além de proporcionar uma
acomodação para assimetria, também apresenta como vantagem a robustez da estima-
ção envolvida, sendo menos sensı́vel a observações discrepantes. Além disso, o modelo
evita a necessidade de uma transformação inversa na variável resposta.

Outro aspecto interessante da abordagem é que se utiliza a distribuição das media-
nas de consumo para o cálculo da prevalência de inadequação alimentar. Esta medida,
por ser mais robusta, gera estimativas de prevalência de inadequação alimentar mais
próximas da realidade dos dados brutos, em especial para os casos de dados com
alta assimetria; maiores detalhes serão discutidos no Capı́tulo 4. Adicionalmente, o
ponto de corte para o cálculo da prevalência de inadequação é igual ao utilizado no
método NCI, a EAR, o qual parece ser mais coerente neste contexto, uma vez que o
mesmo é valor médio de ingestão do nutriente baseado na mediana da necessidade
populacional.

O modelo Box-Cox t é definido conforme segue. Seja Ri j o consumo do nutriente
em estudo relatado no R24h do indivı́duo i no dia j, para i = 1, . . . ,N e j = 1, . . . , ni.
Assume-se que Ri j|γi ∼ BCT(µi, σ, ν, τ), sendo

log(µi) = Xiβ + γi, (2.2)

log(σ) = δ,

ν = η,

log(τ) = ζ,

em que Xi = (1,Xi1,Xi2, . . . ,Xip) é a i-ésima linha da matriz de variáveis explicativas X,
correspondente ao i-ésimo indivı́duo e β

′
= (β0, β1, . . . , βp) é o vetor de p+ 1 parâmetros

associado às covariáveis do i-ésimo indivı́duo, δ, η e ζ são parâmetros desconhecidos,
associados ao coeficiente de variação, a assimetria e a curtose, respectivamente, e γi é o
efeito aleatório associado ao i−ésimo indivı́duo, que modela as medidas repetidas em
diferentes momentos. Aqui, supõe-se que osγi’s são variáveis aleatórias independentes
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e identicamente distribuı́das, para i = 1, . . . ,N.
Duas diferentes distribuições para o efeito aleatório γi são propostas: a distribuição

normal, com média zero e variância λ2 e a distribuição t central, com κ graus de
liberdade e parâmetro de dispersão λ2, cuja função densidade de probabilidade é da
forma

h(γi|λ, κ) =
1
λ

Γ
[
κ+1

2

]
Γ
(

1
2

)
Γ
(
κ
2

)
κ

1
2

(
1 +

γ2
i

κλ2

)− κ+1
2

, γi ∈ R. (2.3)

Nota-se que a variabilidade interpessoal é incorporada através do efeito aleatório
presente no preditor linear do parâmetro µ do modelo Box-Cox t. Já a variabilidade
intrapessoal junto com as outras fontes de variação casuais é modelada pela distribuição
Box-Cox t.

Seja Ri o vetor de observações da variável resposta referente ao consumo do nutriente
relatado no R24h do indivı́duo i, i = 1, . . . ,N, o qual contém diferentes medidas de
consumo relatadas em ni diferentes dias da semana, ou seja, R⊤i = (Ri1, . . . ,Rini). Seja
R = (R⊤1 ,R

⊤
2 , . . . ,R

⊤
N)⊤ o vetor das observações da variável resposta referente ao consumo

relatado no R24h dos N indivı́duos. A função de verossimilhança, obtida da função
densidade marginal de R é dada por

L(σ, ν, τ,β, λ, κ) =
N∏

i=1

Li(σ, ν, τ,β, λ, κ; ri1, . . . , rini) =

=

N∏
i=1

∫ ∞

−∞

ni∏
j=1

f (ri j|σ, ν, τ,β, γi)h(γi|λ, κ)dγi,

em que h é a função densidade dos efeitos aleatórios, que segue uma normal com média
zero e variância λ2, ou t conforme definida em (2.3), e

f (ri j|σ, ν, τ,β, γi) =
rν−1

i j

[exp(Xiβ + γi)]νσ
fT(zi j)

FT

(
1
σ|ν|

) ,
sendo fT(·) e FT(·) definidos, respectivamente, em (1.8) e (1.9).

O logaritmo da função de verossimilhança é, portanto, dado por

ℓ(σ, ν, τ,β, λ, κ) =
N∑

i=1

log


∫ ∞

−∞

ni∏
j=1

f (ri j|σ, ν, τ,β, γi)h(γi|λ, κ)dγi

 . (2.4)

A integral em (2.4) não tem solução explı́cita e se propõe aproximá-la pelo método
de quadratura de Gauss-Hermite (Pinheiro & Bates, 1995) (detalhes podem ser vistos
no Apêndice A.3). As estimativas de máxima verossimilhança marginal aproximada



2.2 Modelo Box-Cox t com efeito aleatório ou misto 18

são obtidas através de métodos iterativos utilizando o pacote bbmle na linguagem de
programação R. Detalhes sobre a implementação computacional são apresentados na
Seção 2.3; ver também Apêndices A.1 e A.4.

Uma análise de perfil do logaritmo da função de verossimilhança é proposta para o
modelo Box-Cox t com efeito aleatório quando este segue uma distribuição t. O perfil
é estudado com a finalidade de verificar o comportamento de tal função e assim averi-
guar se as estimativas encontradas pelo método de máxima verossimilhança marginal
aproximada refletem o máximo global.

Estimação da prevalência de inadequação alimentar

O procedimento para a estimação da prevalência de inadequação alimentar é
análogo ao realizado pelo método NCI. Todavia a distribuição usual do consumo será
baseada nos consumos medianos.

Desse modo, novamente os percentis da distribuição usual de consumo dos nutri-
entes da população serão estimados. Para gerar a distribuição dos valores que refletem
o padrão das covariáveis na população, utilizam-se as covariáveis para os indivı́duos
amostrados, com as combinações entre os valores estimados do vetor de parâmetros
associados às covariáveis (β) e da variância do efeito aleatório (λ2).

Primeiramente, calcula-se X îβ para cada indivı́duo amostrado i, em que β̂ é a
estimativa do vetor de parâmetros β. Em seguida, simulam-se k realizações do efeito
aleatório, como uma variável aleatória N(0, λ̂2) em que λ̂2 é a estimativa de λ, e é
calculado µ∗l = exp{X∗l β̂+γl}, em que l = 1, . . . , kN, e Xi = Xl

∗, para l = k(i− 1)+ 1, . . . , ki.
Adota-se k = 100 valores por indivı́duo. Assim, a distribuição dos kN valores de µ∗l
reflete uma amostra do consumo usual da população.

Neste ponto, o método difere do NCI, pois não existe uma transformação inversa
a ser realizada. Aqui, com base nos kN pseudo valores simulados, calculam-se os
consumos medianos estimados a partir de (1.10) e denotados aqui por T̃l. Os quantis
amostrais dos kN valores T̃l são os quantis medianos populacionais estimados. Para o
estudo em questão, percentis de 5%, 10%, 25%, 50%, 75%, 90% e 95% dos valores me-
dianos estimados são considerados para realização do estudo de simulação (Capı́tulo
4).

Analogamente ao método NCI, porém usando os consumos medianos estimados,
calcula-se a prevalência de inadequação alimentar. Assim, a proporção de consumos
medianos dos indivı́duos que se encontra abaixo da EAR dada em (2.1) estima essa
prevalência.

O modelo Box-Cox Cole-Green (BCCG) com efeito aleatório é definido analoga-
mente ao explicitado anteriormente, sendo um caso limite quando τ −→ ∞ do modelo
descrito nesta seção, conforme discutido na Seção 1.4. Os modelos BCT e BCCG
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com efeito aleatório serão chamados ao longo desta tese de modelos medianos, por
utilizarem os consumos medianos dos indivı́duos para o cálculo da prevalência de
inadequação alimentar.

Análise de resı́duos

Propõe-se o uso dos resı́duos quantı́licos (Dunn & Smyth, 1996) para verificar a
qualidade do ajuste do modelo.

O valor predito é da forma µ̂i = exp{X îβ+ γ̂i}, em que µ̂i é uma medida associada ao
consumo mediano estimado para o i-ésimo indivı́duo, Xi é a i-ésima linha da matriz de

variáveis explicativas X, correspondente ao i-ésimo indivı́duo e β̂
′

= (β̂0, β̂1, . . . , β̂p) é a
estimativa do vetor de p + 1 parâmetros associado às covariáveis do i-ésimo indivı́duo
e, γ̂i é o valor predito do efeito aleatório referente ao indivı́duo i. A predição do efeito
aleatório pelo valor predito de Bayes empı́rico é definida como (Usuga Manco, 2013,
p.25)

γ̂i = E[γi|Ri j; β̂, σ̂, ν̂, τ̂, λ̂, κ̂] =

∫ ∞

−∞
γi f (ri j|β̂, σ̂, ν̂, τ̂, γi)h(γi |̂λ, κ̂)dγi∫ ∞

−∞
fi(ri j|β̂, σ̂, ν̂, τ̂, γi)h(γi |̂λ, κ̂)dγi

.

Para o cálculo do valor predito de Bayes empı́rico foram usadas as estimativas dos
parâmetros encontradas por máxima verossimilhança marginal aproximada. Para o
cálculo da integral foi utilizada a função integrate presente no programa R.

Seja F(·;µ, σ, ν, τ) a função distribuição acumulada de Y ∼ BCT(µ, σ, ν, τ) definida
em (1.9); F(Y;µ, σ, ν, τ) é uma função contı́nua uniformemente distribuı́da sobre um
intervalo unitário. Os resı́duos quantı́licos são definidos por

di j = Φ
−1(F(Ri j; µ̂i, σ̂, ν̂, τ̂)),

em que Φ−1(·) é a inversa da função distribuição acumulada de uma variável com
distribuição normal padrão. Espera-se que os di j sigam aproximadamente o comporta-
mento de uma distribuição normal padrão se o modelo produzir um bom ajuste.
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2.3 Implementação computacional

A programação para o método de estimação por máxima verossimilhança marginal
e perfilada 1, ambos procedimentos para se encontrar as estimativas dos parâmetros
dos modelos Box-Cox t e Box-Cox Cole-Green com efeito aleatório, bem como a
implementação dos resı́duos quantı́licos, foi elaborada no software R.

A rotina gamlss presente no software R apresenta uma implementação dos modelos
medianos para o caso em que o efeito aleatório segue uma distribuição normal. En-
tretanto, a proposta da tese é trabalhar com modelos que apresentam procedimentos
robustos, tanto para a variável resposta quanto para o efeito aleatório. Assim, uma
implementação foi realizada a fim de possibilitar que a distribuição t também fosse
proposta para os efeitos aleatórios, o que proporciona uma flexibilidade maior para
modelar a variabilidade entre os indivı́duos. Além disso, a implementação possibili-
tou a resolução de alguns problemas de convergência encontrados ao se utilizar a rotina
gamlss do R, em relação ao ajuste de modelos que envolvem a distribuição Box-Cox
Cole-Green em dados com presença de alta assimetria.

A rotina gamlss foi utilizada para verificação da programação. Adicionalmente, a
rotina foi usada para a seleção dos modelos, para atribuir valores iniciais no processo
de simulação, bem como para verificar a necessidade da inclusão de um efeito aleatório
adicional para a variabilidade intrapessoal.

1Um estudo sobre a verossimilhança perfilada do modelo Box-Cox t é realizado no Capı́tulo 3 (vide
Apêndice A.1).



CAPÍTULO 3

Aplicação

3.1 Análise descritiva dos dados

Os dados analisados nesta tese são provenientes de uma amostra de 368 indivı́duos
pertencentes a um estudo epidemiológico que teve como objetivo avaliar a adequação
do consumo alimentar em idosos do municı́pio de Botucatu, interior do estado de São
Paulo, Brasil.

A amostra foi coletada no ano de 2011 por meio da aplicação de recordatório 24
horas (R24h). Para cada indivı́duo, no máximo três R24h foram obtidos em dias da
semana não consecutivos, sendo um deles necessariamente no final de semana.

Os dados coletados pelo R24h foram transformados em dados de consumo de
micronutrientes utilizando-se o programa NDSR (Nutrition Data System for Research).
O detalhamento encontra-se no processo FAPESP 2008/10261-8 referente ao projeto
“Avaliação da Adequação Nutricional na Terceira Idade”, de José Eduardo Corrente.

Os consumos de nutrientes e suas recomendações são distintos para homens e
mulheres; desse modo, as análises neste capı́tulo são feitas segundo o gênero dos
indivı́duos amostrados. A Tabela 3.1 mostra a média, o desvio padrão (DP), os valores
mı́nimo e máximo e a mediana de consumo de 22 micronutrientes referentes a 136
homens (354 observações) e 232 mulheres (594 observações); a Figura 3.1 apresenta os
box-plot ajustados (Hubert & Vandervieren, 2008).
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Os box-plot ajustados exibidos na Figura 3.1 evidenciam a assimetria das distribuições
envolvidas (Hubert & Vandervieren, 2008). Ressaltam-se assimetrias acentuadas à di-
reita nas distribuições de consumo dos micronutrientes, bem como a presença de pontos
aberrantes extremos como, por exemplo, para o consumo de vitamina A em homens,
para o qual o maior valor de consumo é de 41372,02 mcg, enquanto a mediana de
consumos é de apenas 713,22 mcg.

Na Tabela 3.1, observa-se que os desvios padrões (DP) para alguns nutrientes,
tais como as vitaminas A, K e C, foram muito altos indicando uma alta dispersão
em torno da média. Observam-se alguns valores mı́nimos iguais a zero (vitamina C
para homens e mulheres, e vitaminas A e D para mulheres), mas foram muito poucas
observações, as quais foram consideradas com um pequeno acréscimo para efeito da
análise estatı́stica, pois o modelo proposto para este conjunto de dados contempla
somente valores positivos.

Desse modo, as medidas descritivas relatadas sugerem uma proposta de modelagem
estatı́stica que contemple assimetria e estimação robusta.

3.2 Modelo Box-Cox t com efeito aleatório

Por meio da função fitDist da rotina gamlss do software R, verificou-se qual a
distribuição de probabilidade que melhor se ajusta ao conjunto de dados brutos, sendo
testadas para o consumo bruto de micronutrientes as seguintes distribuições: Box-Cox
Cole-Green, Box-Cox exponencial potência, Box-Cox normal, Box-Cox t, exponencial,
exponencial potência, famı́lia t, gama, gama generalizada, inversa gaussiana, inversa
gaussiana generalizada, log-normal, skew t, valor extremo e Weibull (Rigby & Stasino-
poulos, 2006a).

A Tabela 3.2 mostra o resumo da seleção das distribuições pelo critério de Akaike
(AIC). Nota-se que a distribuição Box-Cox t é a mais frequente, seguida da distribuição
skew t. Este fato é plausı́vel, uma vez que a distribuição t é uma extensão paramétrica
robusta do modelo normal para casos nos quais a presença de valores discrepantes
é identificada (Arellano-Valle, 1994, p.58), algo muito comum em dados de consumo
alimentar. Vale a pena ressaltar que nos casos para os quais a distribuição Box-Cox
t não apresentou o menor valor para o critério de seleção, as diferenças dos valores
encontrados entre a “melhor” distribuição e a Box-Cox t foram mı́nimas. O critério
bayesiano de Schwarz (SBC) também foi aplicado e os resultados foram semelhantes
ao AIC.
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Tabela 3.2: Distribuições selecionadas pelo critério de Akaike para o consumo bruto de
micronutrientes segundo gênero (Masculino e Feminino) a partir da ferramenta fitDist
do pacote gamlss.

Micronutriente (m)
Distribuição selecionada
Masculino Feminino

Vitamina A (mcg) Box-Cox t Box-Cox t
Vitamina D (mcg) Box-Cox Exponencial Potência Box-Cox Exponencial Potência
Vitamina E (mg) Box-Cox t Box-Cox t
Vitamina K (mcg) skew t skew t
Vitamina C (mg) Box-Cox t Box-Cox t
Vitamina B1 (mg) Box-Cox t skew t
Vitamina B2 (mg) Box-Cox t Box-Cox t
Vitamina B3 (mg) Box-Cox t Log normal
Vitamina B6 (mg) Box-Cox t Gama
Vitamina B12 (mcg) Box-Cox t Box-Cox t
Ácido pantotênico (mg) Box-Cox t Box-Cox t
Folato (mcg) Box-Cox t Box-Cox t
Cálcio (mg) Box-Cox t Box-Cox Exponencial Potência
Fósforo (mg) Box-Cox t Box-Cox t
Magnésio (mg) skew t Box-Cox t
Ferro (mg) Box-Cox t Box-Cox t
Zinco (mg) Box-Cox t Box-Cox Cole-Green
Cobre (mg) skew t Box-Cox t
Selênio (mcg) Box-Cox t Box-Cox t
Sódio (mg) Box-Cox t Box-Cox t
Potássio (mg) skew t Box-Cox t
Manganês (mg) Box-Cox t skew t

Para o cálculo das prevalências de inadequação alimentar, utilizou-se o método
NCI e os modelos Box-Cox t e Box-Cox Cole-Green com intercepto aleatório, descritos
no Capı́tulo 2. Para a modelagem, considerou-se o consumo dos micronutrientes
como variável resposta e não houve inclusão de covariáveis, assim os modelos foram
compostos apenas por um valor médio ou mediano geral e o intercepto aleatório. Para
que uma comparação com os dados brutos pudesse ser feita, as prevalências empı́ricas
das médias e medianas individuais 1 foram calculadas. A prevalência empı́rica é a
proporção do consumo médio e mediano dos indivı́duos que estão abaixo do ponto de
corte estabelecido pela EAR.

É importante realçar ainda que, utilizando a rotina gamlss do software R, um teste
foi realizado para verificar se havia necessidade da inclusão de um efeito aleatório adi-
cional que pudesse melhor explicitar a variabilidade intrapessoal. Este efeito aleatório
estaria relacionado com o parâmetro de dispersão da Box-Cox t (coeficiente de variação,
σ). O resultado do teste foi que o efeito não era necessário.

1A média e a mediana do consumo de cada indivı́duo foi calculada considerando os três recordatórios.
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A Tabela 3.3 mostra os critérios de Akaike para o método NCI, e os modelos Box-Cox
t (BCT) e Box-Cox Cole-Green (BCCG) todos com efeito aleatório normal. No consumo
dos homens, os modelos medianos apresentaram os menores valores do critério de
Akaike para todos os nutrientes, sendo o modelo BCT o mais frequente, apenas para
a vitamina D e selênio o critério privilegia ligeiramente o modelo BCCG. No consumo
das mulheres, o modelo BCT novamente foi o que apresentou o menor valor na maioria
dos casos, e o modelo padrão apresentou menor AIC para 6 micronutrientes entre os
22 estudados, a saber vitaminas D, B3 e B6, cálcio, fósforo e zinco.

Tabela 3.3: Critérios de Akaike para os modelos ajustados para o cálculo da estimativa
de prevalência de inadequação alimentar.

Micronutriente (m)
Homens Mulheres

NCI BCCG BCT NCI BCCG BCT
Vitamina A (mcg) 5641,90 5633,84 5568,76 9403,40 9503,87 9388,39
Vitamina D (mcg) 1637,30 1623,18 1625,60 2630,90 2651,28 2647,79
Vitamina E (mg) 1861,90 1835,63 1812,65 2879,90 2879,87 2870,92
Vitamina K (mcg) 4244,20 4230,81 4217,56 6951,60 6926,84 6914,30
Vitamina C (mg) 4011,20 4014,59 3957,72 6535,30 6525,54 6462,68
Vitamina B1 (mg) 783,70 761,64 760,82 1062,40 1061,02 1051,73
Vitamina B2 (mg) 719,70 718,33 712,06 1042,20 1042,78 1031,16
Vitamina B3 (mg) 2747,50 2749,21 2727,70 4330,40 4330,68 4332,68
Vitamina B6 (mg) 967,00 957,92 942,44 1310,40 1314,42 1316,42
Vitamina B12 (mcg) 1871,00 1858,63 1805,91 3209,00 3173,66 3032,52
Ácido pantotênico (mg) 1504,80 1499,26 1475,05 2282,70 2282,30 2267,06
Folato (mcg) 4732,50 4713,53 4682,75 7597,80 7592,62 7552,44
Cálcio (mg) 5141,20 5141,79 5139,70 8420,10 8428,97 8430,42
Fósforo (mg) 5428,80 5426,64 5414,93 8857,90 8862,24 8862,71
Magnésio (mg) 4424,30 4389,04 4376,73 7076,00 7069,71 7061,83
Ferro (mg) 2415,60 2402,23 2379,38 3808,10 3782,59 3771,09
Zinco (mg) 2247,40 2247,08 2241,42 3458,30 3461,80 3463,22
Cobre (mg) 586,40 541,07 532,37 931,00 871,34 861,89
Selênio (mcg) 3925,70 3925,05 3925,95 6481,80 6446,21 6420,50
Sódio (mg) 6576,40 6448,58 6417,07 10564,00 10427,98 10418,17
Potássio (mg) 6102,80 6048,25 6032,53 9824,90 9827,47 9817,50
Manganês (mg) 1585,60 1474,66 1435,00 2982,00 2574,49 2547,28

A Tabela 3.4 mostra os valores de recomendação da EAR e as estimativas de pre-
valências de inadequação calculadas pela forma empı́rica, pelo método NCI, e pelo
modelo BCT e seu caso limite, dado pela distribuição BCCG, para homens e mulheres,
respectivamente.
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A partir da Tabela 3.4, pode-se fazer uma comparação entre as prevalências esti-
madas pelos métodos NCI e BCT e BCCG com efeito aleatório e o comportamento
dos dados. Desse modo, nota-se que os nutrientes que possuem estimativas de pre-
valência de inadequação próximas de zero ou um foram estimadas de forma análoga
pelo procedimento padrão (NCI) e pelos métodos medianos propostos (vide estima-
tivas referentes aos nutrientes vitaminas D, E e B3, ferro, selênio, sódio e potássio,
tanto para homens quanto para mulheres). Já nas estimativas para os nutrientes ácido
pantotênico, cálcio e magnésio para ambos os sexos e vitaminas C e K para homens,
os modelos medianos tenderam a produzir estimativas superiores às encontradas nos
dados brutos. Para os demais nutrientes, as estimativas encontradas pelos modelos
medianos apresentaram-se mais plausı́veis com o observado nos dados.

É importante destacar que para o ajuste do modelo BCT aos nutrientes vitaminas A e
K, ferro, zinco e potássio no consumo para homens, o parâmetro referente ao número de
graus de liberdade foi prefixado antes da estimação dos demais parâmetros do modelo.
Para o ajuste do modelo BCCG para vitamina A em mulheres, o parâmetro referente
à transformação dos dados também foi fixado anteriormente aos outros. A fixação
desses parâmetros foi necessária devido a não convergência no processo de estimação
ou por produzir estimativas não realistas. Para a fixação dos valores do parâmetro
referente ao número de graus de liberdade no modelo BCT, a rotina gamlss foi usada
através do modelo Box-Cox t com efeito aleatório normal, já para o modelo BCCG,
o valor da transformação dado no método NCI foi o utilizado. Para compreender
melhor as questões evidenciadas na aplicação, um estudo de simulação foi conduzido
e os detalhes são apresentados no Capı́tulo 4.

A fim de explicitar uma análise mais detalhada, escolheu-se o consumo da vitamina
C para homens. A escolha da distribuição desse nutriente é para ilustrar um caso de
alta assimetria e pontos discrepantes, conforme pode-se notar nas medidas descritivas
presentes na Tabela 3.1 e Figura 3.1. Além disso, as estimativas de prevalência de
inadequação alimentar foram bem distintas nos diversos métodos aplicados: segundo
a Tabela 3.4, a estimativa da prevalência de inadequação alimentar pelo método padrão
(NCI) é de 35, 3%, bem diferente da estimativa obtida pela distribuição empı́rica dos
dados, 51, 5%.

A Figura 3.2 descreve o perfil do consumo de vitamina C relatado pelos idosos do
sexo masculino em três R24h. Observa-se que existe uma variabilidade notável nos
registros individuais de alguns indivı́duos. A variabilidade entre os indivı́duos não
parece alta.
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Figura 3.2: Análise de perfil para consumo de vitamina C em homens.

Na Tabela 3.5 são apresentadas as estimativas dos parâmetros do modelo Box-Cox
t com efeito aleatório encontradas pelo método de máxima verossimilhança marginal
aproximada. O modelo adotado é

log(µi) = β0 + γi,

log(σ) = δ,

ν = η,

log(τ) = ζ.

Nota-se que a estimativa do parâmetro relativo ao consumo mediano do grupo (β0)
apresentou pouca variação nas distintas abordagens utilizadas. As estimativas dos
parâmetros referentes ao modelo Box-Cox t com efeito aleatório, quando a distribuição
deste efeito é normal, obtidas pela rotinagamlss e pela programada, foram semelhantes.
Quando a suposição sobre a distribuição do efeito aleatório mudou de normal para t,
as estimativas dos parâmetros referentes à transformação potência (η) e ao número
de graus da liberdade (ζ) da distribuição Box-Cox t variaram pouco e o parâmetro
associado ao coeficiente de variação (δ) sofreu maiores modificações. Todavia, para
as distintas abordagens, as prevalências de inadequação alimentar (ρ) estimadas pelo
modelo Box-Cox t com efeito aleatório normal e t, foram mais próxima da estimativa
encontrada na distribuição empı́rica dos dados (59, 6%), quando comparada ao modelo
padrão (vide Tabela 3.4). Os valores do critério de Akaike foram semelhantes, sendo o
menor obtido no modelo Box-Cox t com efeito aleatório seguindo uma distribuição t.
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Tabela 3.5: Estimativas dos parâmetros dos modelos Box-Cox t com efeito aleatório;
consumo de vitamina C para homens.

Efeito aleatório Normal gamlss Normal t
Parâmetros Estimativa EP Estimativa EP Estimativa EP
β0 4,006 0,056 4,007 0,093 4,071 0,091
δ −0, 210 0,064 −0, 218 0,149 −0, 306 0,150
η 0,276 0,050 0,275 0,069 0,310 0,087
ζ 0,473 0,097 0,462 0,203 0,420 0,203
λ 0,710 0,055 0,713 0,144 0,460 0,777
κ 1,806 0,508
ρ(%) 64,5 65,0 64,7
AIC 3957,7 3957,7 3933,76

A Tabela 3.6 mostra os percentis de 5%, 10%, 25%, 50%, 75%, 90% e 95% da
distribuição de consumo usual populacional estimado pelos método NCI e mode-
los Box-Cox t com efeito aleatório normal e t, respectivamente. Observa-se que os
percentis da distribuição usual de consumo estimados pelo modelo baseado na média
(NCI) apresentam valores maiores em relação aos percentis estimados pelos modelos
medianos (BCT com efeito aleatório normal e t). Nota-se ainda que no modelo BCT, a
mudança do efeito aleatório normal para t proporcionou uma pequena alteração nos
percentis estimados das distribuições de consumo mediano, sendo esta diferença mais
acentuada no percentil de 95%, para o qual o modelo com efeito aleatório t produziu
estimativas de consumos medianos maiores do que o observado no modelo com efeito
aleatório normal.

Tabela 3.6: Percentis das distribuições de consumo usual estimados pelo método NCI
e modelos BCT com efeito aleatório normal e t.

Percentis (%) 5 10 25 50 75 90 95
NCI (mg) 23, 38 33, 13 57, 55 104, 86 180, 23 294, 00 381, 92
BCT (normal)(mg) 17, 49 22, 76 35, 21 57, 34 93, 12 141, 66 182, 68
BCT (t) (mg) 13, 97 23, 85 41, 45 61, 24 90, 76 151, 77 258, 79

A Figura 3.3 apresenta o gráfico de perfil do logaritmo da função de verossimilhan-
ça 2, com a finalidade de estudar o comportamento de tal função no caso do modelo
Box-Cox t, com efeito aleatório que segue uma distribuição t. Para tal, os parâmetros
referentes aos graus de liberdade da distribuição Box-Cox t e da distribuição t foram
fixados. A Figura baseia-se num grid na amplitude de 1 a 15, variando a cada 1 unidade
para o número de graus de liberdade de cada distribuição t proposta e, em seguida,
uma nova figura é apresentada, a qual fundamenta-se num grid mais especı́fico em
torno do ponto encontrado na primeira figura. Observou-se que o valor que minimiza

2O Apêndice A.1 apresenta um resumo do método da máxima verossimilhança perfilada.
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o critério de Akaike (AIC) encontra-se próximo ao ponto (2,2) da malha traçada. O
gráfico de contorno da superfı́cie de verossimilhança vista de cima também foi traçado
para melhor explicitar o ponto de máximo encontrado.
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Figura 3.3: À esquerda, critério de Akaike (AIC) baseado no perfil do logaritmo da
verossimilhança e, à direita, gráfico de contorno do modelo Box-Cox t com efeito
aleatório quando este efeito segue uma distribuição t.

A Figura 3.4 apresenta o grid mais especı́fico feito em torno da malha de dimensões
[1, 3] por [1, 3], variando numa sequência a cada 0,2. Assim, os números de graus de
liberdade associados ao ponto de máximo da função do modelo Box-Cox t com efeito
aleatório que segue a distribuição t foram 1, 6 e 1, 8, para Box-Cox t e t, respectivamente,
o que corrobora os resultados estimados pelo método da máxima verossimilhança
marginal aproximada, estimados em τ̂ = exp(ζ̂) = exp(0, 420) ≈ 1, 587 e κ̂ = 1, 806
para Box-Cox t e t, respectivamente. O gráfico de contorno é novamente apresentado.
Portanto, o valor encontrado é o ponto de máximo da função de verossimilhança.

É importante ressaltar que um estudo do perfil da verossimilhança para o modelo
Box-Cox t quando o efeito aleatório segue uma distribuição normal também foi reali-
zado, e os resultados tiveram um comportamento análogo ao explicitado no caso do
efeito aleatório t, sendo por este motivo omitidos.
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Figura 3.4: À esquerda, critério de Akaike (AIC) baseado no perfil do logaritmo da
verossimilhança e, à direita, gráfico de contorno do modelo Box-Cox t com efeito
aleatório quando este efeito segue uma distribuição t.

As Figuras 3.5 e 3.6 apresentam gráficos de resı́duos quantı́licos para os modelos
BCT com efeito aleatório normal e t. Cada figura apresenta quatro gráficos, os quais
mostram: os valores preditos versus os resı́duos quantı́licos, o ı́ndice e a densidade dos
resı́duos quantı́licos e a densidade da distribuição N(0, 1) (valores teóricos) versus os
resı́duos quantı́licos (valores amostrais).

Nos gráficos referentes aos resı́duos quantı́licos versus valores preditos, notam-se
valores preditos extremos maiores no modelo Box-Cox t quando o efeito aleatório segue
uma distribuição t. Destacam-se dois pontos que apresentam um valor predito maior
em relação aos demais, os quais correspondem às observações de números 340 e 341,
referentes a recordatórios de um mesmo indivı́duo, cujo consumo mediano amostral é
de 691, 75 mg. O modelo BCT com efeito aleatório t apresenta um valor predito mais
próximo do valor mediano amostral, dado por 612, 17 mg, enquanto o modelo BCT
com efeito aleatório normal apresenta um valor predito de 293, 52 mg.

Os gráficos de ı́ndice e densidade apresentaram um bom comportamento. O gráfico
do resı́duos quantı́licos versus quantil teórico (densidade N(0, 1)) também mereceu
destaque; nota-se na Figura 3.5 que tal gráfico apresenta uma pequena fuga de pon-
tos nas caudas da distribuição, já na Figura 3.6, observa-se que os resı́duos tiveram
um comportamento ligeiramente melhor em relação à normalidade. Desse modo, os
resı́duos quantı́licos referentes ao modelo Box-Cox t quando o efeito aleatório segue
uma distribuição t, resultaram um comportamento um pouco melhor do que o modelo
no qual o efeito aleatório é normalmente distribuı́do.
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Figura 3.5: Resı́duos quantı́licos para o modelo Box-Cox t quando o efeito aleatório
segue uma distribuição normal.
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Figura 3.6: Resı́duos quantı́licos para o modelo Box-Cox t quando o efeito aleatório
segue uma distribuição t.
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3.3 Modelo Box-Cox t misto

Com o objetivo de verificar se a inclusão de covariáveis melhora a precisão para
estimar a prevalência de inadequação alimentar, um estudo foi feito utilizando como
variável resposta o consumo de vitamina C.

As covariáveis testadas foram: estado civil (não casado, casado), escolaridade (até
primeiro grau, acima do primeiro grau), hipertensão (sim, não), diabetes (sim, não),
atividades de vida diária (AVD) (tarefas que a pessoa precisa realizar para cuidar de
si, tais como tomar banho, vestir-se etc; os indivı́duos foram classificados como in-
dependentes, dependentes, e foi estabelecida uma categoria para os dados faltantes),
atividades instrumentais de vida diária (AIVD) (habilidades para administrar o ambi-
ente em que vive e inclui as seguintes ações: preparar refeições, fazer tarefas domésticas
etc; indivı́duos foram classificados como na covariável AVD) (Marra et al., 2007).

A Tabela 3.7 apresenta as frequências das covariáveis categóricas utilizadas. A
única covariável contı́nua do banco de dados escolhida foi idade. A seguir, as medidas
resumo para homens e mulheres, respectivamente: Média - 71,20/71,79 anos; DP -
7,11/7,21 anos; Mı́nimo - 60/52 anos; Máximo - 90/92 anos e Mediana - 71/72 anos.

Tabela 3.7: Distribuição de homens e mulheres segundo as covariáveis categóricas.

Covariável Categoria Homens (%) Mulheres(%)

Estado Civil
Não casado 18,1 54,0

Casado 81,9 46,0

Escolaridade
Até 1o grau 66,1 81,6

Acima 1o grau 33,9 18,4

Hipertensão
Sim 51,7 58,9
Não 48,3 41,1

Diabetes
Sim 29,1 27,8
Não 70,9 72,2

AVD
Independência 86,7 80,3

Dependência 6,8 10,3
Faltante 6,5 9,4

AIVD
Independência 70,0 59,1

Dependência 23,5 31,5
Faltante 6,5 9,4

Cada uma destas covariáveis foram testadas individualmente para determinar a
ordem a serem incluı́das no modelo, sendo usado o procedimento forward.

A Tabela 3.8 apresenta as estimativas de prevalência de inadequação alimentar
obtidas pelo modelo Box-Cox t com efeito aleatório normal e método NCI, sem e com
covariáveis significantes.
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Tabela 3.8: Prevalência de inadequação alimentar (dada em porcentagem) para o con-
sumo de vitamina C, calculadas a partir do modelo Box-Cox t com efeito aleatório
normal e método NCI, sem e com covariáveis significantes.

Modelo
Homens Mulheres

BCT NCI BCT NCI
Sem covariáveis 65,00 35,30 56,78 28,75
Com covariável escolaridade 66,51 57,79 29,21
Com covariável AIVD 65,01 37,80 57,76 28,46
Com covariáveis escolaridade e AIVD 58,03 28,78
Com covariáveis escolaridade e idade 37,38
Com covariáveis escolaridade, AIVD e idade 37,44

As estimativas das prevalências de inadequação alimentar não sofreram grandes
alterações na ausência e presença das covariáveis, isso significa dizer que embora
algumas tenham sido significantes, as mesmas não se apresentaram relevantes para
determinar uma alteração significativa na estimação da prevalência.

Para o conjunto dos homens, o modelo BCT que apresentou o menor critério de
Akaike foi o associado à covariável AIVD. O modelo é dado por

log(µi) = Xiβ + γi, (3.1)

log(σ) = δ,

ν = η,

log(τ) = ζ,

em que β = (β0, β1, β2) sendo β0 o intercepto, e β1 e β2 sendo duas variáveis dummies
criadas para compor a covariável AIVD e Xi = (1,Xi1,Xi2) a i-ésima linha da matriz de
covariáveis associadas ao indivı́duo i, os demais componentes de (3.1) são os mesmos
já explicitados em (2.2).

Para o modelo em questão, as estimativas dos parâmetros relacionados ao coe-
ficiente de variação (σ), à transformação (ν) e ao número de graus de liberdade (τ)
não sofreram muita alteração em relação ao modelo sem covariáveis, tendo resultados
bem próximos aos relatados na Tabela 3.5. As estimativas dos parâmetros associados
à mediana e seus erros padrões foram dados, respectivamente, por β̂0 = 4, 11(0, 10),
β̂1 = −0, 59(0, 21) e β̂2 = 0, 34(0, 31). Para a covariável AIVD, a categoria de base utili-
zada foi o fato dos idosos serem independentes, o coeficiente β1 refere-se à categoria
de dependência e β2, à de observações faltantes. Logo, idosos independentes de outras
pessoas para executarem suas atividades fora de casa apresentaram quase o dobro
do consumo mediano de vitamina C quando comparados àqueles que executam tais
tarefas de forma dependente (exp(β1) = 0, 55).

Para as mulheres, o modelo que apresentou o melhor ajuste foi o composto pelas
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covariáveis escolaridade e AIVD. Desse modo, com a mesma estrutura explicitada em
(3.1), o vetor de parâmetros foi composto por β = (β0, β1, β2, β3), em que β0, β1, β2 e β3

são associados, respectivamente, ao intercepto, à covariável escolaridade e à covariável
AIVD e a linha i referente a matriz de delineamento com as caracterı́stica do indivı́duo
i, é dada por Xi = (1,Xi1,Xi2,Xi3). As estimativas (com erros padrões) finais foram:
β̂0 = 3, 95(0, 08); β̂1 = 0, 44(0, 14); β̂2 = −0, 28(0, 12); β̂3 = 0, 14(0, 18); δ̂ = −0, 43(0, 08);
η̂ = 0, 39(0, 24); ζ̂ = 0, 75(0, 34) e λ̂2 = 0, 31(0, 01). Portanto, para o conjunto das mulhe-
res, a mediana de consumo de vitamina C foi 55% maior naquelas que apresentaram
um nı́vel de escolaridade acima do 1o grau, em relação àquelas que estão classifica-
das como tendo escolaridade até o 1ograu (exp(β1) = 1, 55), considerando as demais
covariáveis fixas. Quanto à covariável AIVD, analogamente aos homens, mulheres
idosas que apresentaram independência de outras pessoas para executarem atividades
fora de casa, tiveram um consumo mediano de 24% a mais de vitamina C quando com-
paradas àquelas que não conseguem executar tais tarefas sozinhas (exp(β2) = 0, 76),
considerando as demais covariáveis fixadas.



CAPÍTULO 4

Simulação

4.1 Estrutura geral

O objetivo do estudo de simulação é verificar se a metodologia baseada na mediana
de consumo alimentar é adequada para estimar os percentis da distribuição usual de
consumo populacional, e compará-la com o método padrão (Tooze et al., 2010). Este
estudo é fundamental para estimar de forma adequada a prevalência de inadequação
alimentar, uma vez que esta medida é determinada a partir da distribuição estimada
do consumo usual populacional, conforme detalhado no Capı́tulo 2.

Para tal objetivo, percentis das chamadas distribuições “verdadeiras” das médias
e medianas foram gerados, calculados a partir de 500 amostras. Cada amostra foi
composta por 500 indivı́duos simulados e para cada indivı́duo foram gerados 365
recordatórios 24 horas. Assim, tem-se 365 dias de observação do consumo alimentar
simulado de cada indivı́duo, ou seja, o seu consumo anual, através do qual pode-se
calcular o seu “verdadeiro” consumo médio e mediano. Desse modo, para cada pessoa
foi calculado o seu consumo médio e mediano e, em cada amostra, foram encontrados
os percentis das distribuições empı́ricas das médias e medianas de consumo. Por
fim, as médias de cada um dos percentis de 5%, 10%, 25%, 50%, 75%, 90% e 95%
das 500 amostras foram calculadas, e estas compuseram os percentis das chamadas
distribuições “verdadeiras” das médias e medianas populacionais.

Modelos sem covariáveis com intercepto aleatório normal foram ajustados, base-
ados nas distribuições normal, Box-Cox Cole-Green (BCCG) e Box-Cox t (BCT), esta
última com o parâmetro referente ao número de graus de liberdade estimado e fixado.
Para o modelo normal, o método NCI descrito na Seção 2.1 foi aplicado, a partir do

37
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qual a distribuição de consumo usual é calculada baseada na média; os demais modelos
baseiam-se no consumo mediano, através do modelo Box-Cox t com efeito aleatório e
seu caso limite, dado pela distribuição Box-Cox Cole-Green, descrito na Seção 2.2. A
partir das estimativas dos parâmetros dos modelos ajustados, percentis da distribuição
de consumo baseado na média (método NCI) e medianas (modelos BCT e BCCG) fo-
ram simulados em cada amostra. Em seguida, as médias de cada um dos percentis
de 5%, 10%, 25%, 50%, 75%, 90% e 95% de 500 amostras foram calculadas para cada
modelo, e estas formaram os percentis estimados das distribuições usuais de cada um
dos modelos supracitados.

Os modelos baseados nas distribuições BCCG e BCT requerem estimativas iniciais
para o processo de otimização. Para tal, as estimativas foram encontradas através dos
modelos disponı́veis no pacote gamlss sem efeito aleatório. A estimativa inicial para o
parâmetro associado à variância do efeito aleatório foi calculada a partir de um modelo
linear com intercepto aleatório, porém, se esta variância era muito grande, um valor
inicial arbitrário lhe foi atribuı́do.

Os dados foram simulados conforme segue. Foram geradas R = 500 amostras, cada
uma composta por 500 indivı́duos com 3 recordatórios 24 horas cada um. Desse modo,
o recordatório 24 horas é a variável resposta. Esta foi gerada aleatoriamente a partir
das distribuições Box-Cox t, Box-Cox Cole-Green, “normal transformada” e gama. Sob
a distribuição “normal transformada” os dados são gerados segundo uma distribuição
normal e uma transformação inversa Box-Cox é aplicada. Nota-se que o método NCI
baseia-se na suposição de que os dados seguem essa distribuição. Consideram-se ainda
cenários em que os dados são contaminados por algumas observações discrepantes. Em
todos os cenários, o efeito aleatório foi simulado a partir de uma distribuição normal.

O viés relativo em porcentagem e a raiz quadrada do erro quadrático médio rela-
tivo foram calculados. Assim, seja ψ o verdadeiro valor do percentil de interesse da
distribuição populacional e ψ̂m sua estimativa na amostra m. Tem-se que

ψ =
1
R

R∑
m=1

ψ̂m,

Vies(ψ̂) =

ψ − ψψ
 × 100,

√
EQMR(ψ̂) =

√√√
1
R

R∑
m=1

ψ̂m − ψ
ψ

2

,

são, respectivamente, as estimativas da média, do viés relativo em porcentagem e da
raiz do erro quadrático médio relativo dos percentis estimados.
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4.2 Cenário 1: Dados gerados a partir das distribuições

BCT e BCCG

Neste cenário os dados são gerados sob o seguinte modelo:

Yi j|γi
ind∼ BCT(µi, σ, ν, τ), (4.1)

log(µi) = β0 + γi,

γi
ind∼ N(0, λ2),

i = 1, . . . , 500, j = 1, 2, 3. Adicionalmente, considera-se o modelo Box-Cox Cole-Green,
em que (4.1) é substituı́do por

Yi j|γi
ind∼ BCCG(µi, σ, ν).

Os valores dos parâmetros são fixados em β0 = 5, σ = 0, 5, ν = 0, 5, τ = 4 e λ2 = 0, 5.
A Tabela 4.1 mostra os percentis medianos e médios, os vieses relativos em por-

centagem, a raiz quadrada do erro quadrático médio relativo calculados a partir dos
modelos Box-Cox t e Box-Cox Cole-Green com intercepto aleatório e método NCI, para
os dados simulados seguindo a distribuição Box-Cox t. Nota-se que os menores valores
de vieses relativos foram encontrados nos modelos Box-Cox t com τ estimado e com τ

fixado nos valores 4, 3 e 2, sendo os vieses relativos menores ou iguais a 1% em todos
os percentis. Para o modelo BCT com τ = 1, 5, os vieses relativos foram maiores, o que
era de se esperar pela natureza dos dados gerados. O modelo BCCG apresentou vieses
relativos maiores nos percentis de ordem superior. O modelo padrão NCI apresentou
vieses relativos maiores em quase todos os percentis quando comparados aos modelos
baseados na mediana de consumo. Nota-se ainda que o método NCI subestima consi-
deravelmente os percentis de ordem elevada. Por outro lado, os modelos BCT mantêm
os vieses pequenos para todos os percentis.

É importante ressaltar que no modelo BCT, quando o parâmetro relativo ao número
de graus de liberdade foi estimado simultaneamente com os demais, a estimativa média
deste parâmetro foi de 4, 55, próxima do valor utilizado para geração dos dados.

A porcentagem de amostras descartadas por falta de convergência na estimação dos
parâmetros foi baixa: no modelo BCCG, 0, 2%, no BCT com τ estimado, 6, 2%, no BCT
com τ = 1, 5 fixo, 0, 8%; nos demais cenários não houve amostras desconsideradas.
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Tabela 4.1: Cenário 1: Percentis medianos e médios, vieses relativos em porcentagem e
raiz quadrada do erro quadrático médio relativo, dados gerados a partir da distribuição
BCT com τ = 4.

Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Verdadeiro
(mediano) 46,58 60,30 92,79 149,32 240,65 370,94 480,62
Modelo

BCCG
ψ 46,71 60,77 94,38 153,91 251,17 390,20 508,20

Viés (ψ̂) 0,28 0,77 1,71 3,07 4,37 5,19 5,74√
EQMR(ψ̂) 0,06 0,05 0,04 0,04 0,06 0,08 0,09

BCT
ψ 46,86 60,54 92,91 149,54 240,78 369,82 478,28

Viés (ψ̂) 0,60 0,40 0,12 0,15 0,05 −0, 30 −0, 49√
EQMR(ψ̂) 0,06 0,05 0,04 0,03 0,04 0,05 0,05

BCT τ = 4
ψ 46,68 60,31 92,54 148,97 239,79 368,17 475,82

Viés (ψ̂) 0,22 0,02 −0, 27 −0, 24 −0, 36 −0, 75 −1, 00√
EQMR(ψ̂) 0,06 0,05 0,04 0,04 0,04 0,05 0,06

BCT τ = 3
ψ 46,76 60,42 92,74 149,35 240,64 369,76 478,21

Viés (ψ̂) 0,38 0,20 −0, 06 0,02 0,00 −0, 32 −0, 50√
EQMR(ψ̂) 0,06 0,05 0,04 0,03 0,04 0,05 0,06

BCT τ = 2
ψ 46,79 60,46 92,78 149,42 240,68 369,81 478,32

Viés (ψ̂) 0,45 0,26 −0, 01 0,07 0,01 −0, 31 −0, 48√
EQMR(ψ̂) 0,06 0,05 0,04 0,03 0,04 0,05 0,06

BCT τ = 1, 5
ψ 46,30 59,80 91,81 147,84 238,10 365,67 472,75

Viés (ψ̂) −0, 61 −0, 84 −1, 06 −0, 99 −1, 06 −1, 42 −1, 64√
EQMR(ψ̂) 0,06 0,05 0,04 0,04 0,04 0,05 0,06

Verdadeiro
(médio) 52,06 67,31 103,72 167,26 269,80 415,04 536,42

NCI
ψ 52,20 71,03 113,12 180,47 274,43 388,79 472,96

Viés (ψ̂) 0,27 5,52 9,06 7,90 1,71 −6, 33 −11, 83√
EQMR(ψ̂) 0,08 0,09 0,10 0,09 0,05 0,08 0,13

A Tabela 4.2 apresenta os resultados obtidos quando os dados simulados seguem
uma distribuição Box-Cox Cole-Green. O modelo que apresentou o melhor ajuste em
quase todos os percentis foi o BCCG, seguido pelo modelo BCT com τ estimado e com
τ = 2. É importante ressaltar que o ajuste para os demais modelos BCT foram muito
bons, sendo os vieses relativos inferiores a 2% para todos os percentis. O modelo
padrão (NCI) apresentou novamente vieses relativos altos quando comparados com os
dos modelos medianos.
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Tabela 4.2: Cenário 1: Percentis medianos e médios, vieses relativos em porcentagem e
raiz quadrada do erro quadrático médio relativo, dados gerados a partir da distribuição
BCCG.

Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Verdadeiro
(mediano) 46,20 59,81 92,16 148,31 238,51 366,33 472,67
Modelo

BCCG
ψ 46,55 60,13 92,20 148,32 238,73 366,42 473,68

Viés (ψ̂) 0,74 0,54 0, 05 0, 01 0, 10 0, 03 0, 21√
EQMR(ψ̂) 0,06 0,05 0,04 0,04 0,04 0,05 0,06

BCT
ψ 46,57 60,09 92,05 147,93 237,81 364,66 471,11

Viés (ψ̂) 0,79 0,48 −0, 12 −0, 25 −0, 29 −0, 46 −0, 33√
EQMR(ψ̂) 0,06 0,05 0,04 0,03 0,04 0,05 0,05

BCT τ = 4
ψ 45,87 59,28 91,02 146,57 236,16 362,83 469,13

Viés (ψ̂) −0, 71 −0, 87 −1, 24 −1, 17 −0, 98 −0, 96 −0, 75√
EQMR(ψ̂) 0,06 0,05 0,04 0,04 0,04 0,05 0,06

BCT τ = 3
ψ 46,78 60,45 92,87 149,67 241,33 371,08 479,98

Viés (ψ̂) 1,24 1,08 0,77 0,92 1,18 1,30 1,55√
EQMR(ψ̂) 0,06 0,05 0,04 0,04 0,04 0,05 0,06

BCT τ = 2
ψ 46,52 60,10 92,24 148,41 239,00 367,12 474,43

Viés (ψ̂) 0,69 0,49 0,09 0,07 0,21 0,21 0,37√
EQMR(ψ̂) 0,06 0,05 0,04 0,03 0,04 0,05 0,05

BCT τ = 1, 5
ψ 45,65 58,98 90,47 145,58 234,36 359,75 464,96

Viés (ψ̂) −1, 21 −1, 38 −1, 83 −1, 84 −1, 74 −1, 80 −1, 63√
EQMR(ψ̂) 0,05 0,05 0,04 0,04 0,04 0,05 0,06

Verdadeiro
(médio) 49,18 63,59 97,91 157,84 254,64 390,95 505,34

NCI
ψ 48,04 64,50 102,18 165,17 258,16 378,53 471,65

Viés (ψ̂) −2, 33 1,42 4,36 4,65 1,38 −3, 18 −6, 67√
EQMR(ψ̂) 0,07 0,06 0,06 0,06 0,04 0,06 0,09

No caso de dados gerados a partir de uma distribuição BCCG, tanto para o modelo
BCCG quanto para o modelo BCT com τ estimado a porcentagem de amostras descar-
tadas foi de 0, 4%, e para os modelos BCT com τ = 4 e τ = 3, foram de 0, 6% e 1%,
respectivamente. Para os demais ajustes não houve amostras descartadas.

Em suma, os modelos Box-Cox t e Box-Cox Cole-Green mostraram-se mais adequa-
dos à estimação do consumo usual populacional do que o método NCI.
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4.3 Cenário 2: Dados gerados a partir da distribuição

“normal transformada”

Neste cenário os dados são gerados sob o modelo assumido pelo método NCI, ou
seja,

Y∗i j = β0 + γi + ϵi j,

γi
ind∼ N(0, σ2

γ),

ϵi j
ind∼ N(0, σ2

ϵ),

com γi e ϵi independentes, para i = 1, . . . , 500 e j = 1, 2, 3; após a geração dos dados,
uma transformação inversa Box-Cox é aplicada

Yi j = (νY∗i j + 1)
1
ν .

Neste cenário foram atribuı́dos os seguintes valores para os parâmetros:

(I) β0 = 10, σ2
γ = 0, 5, σ2

ϵ = 1 e ν = 0, 3 (assimetria à direita leve);

(II) β0 = 7, 4056, σ2
γ = 0, 3897, σ2

ϵ = 1, 2186 e ν = 0, 0371 (valores estimados pelo
método NCI para o ajuste do consumo de vitamina A em mulheres descrito no
Capı́tulo 3; assimetria à direita acentuada);

(III) a fim de avaliar a influência no comportamento do método na presença de outliers
extremos, no caso (II) foi considerado também uma situação de dados “contami-
nados”, em que 5% dos valores de cada amostra simulada foram substituı́dos por
dados gerados de uma outra distribuição “normal transformada” com um inter-
cepto β0 = 9 e demais parâmetros como em (II), resultando valores aberrantes em
relação aos dados inicialmente gerados.

As Tabelas 4.3, 4.4 e 4.5 apresentam os percentis medianos e médios, os vieses
relativos em porcentagem, a raiz quadrada do erro quadrático médio relativo calculados
a partir dos modelos Box-Cox t e Box-Cox Cole-Green com intercepto aleatório e método
NCI, para os dados simulados seguindo a distribuição “normal transformada”.
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Tabela 4.3: Cenário 2: Percentis medianos e médios, vieses relativos em porcentagem
e raiz quadrada do erro quadrático médio relativo. Dados gerados a partir de uma
distribuição “normal transformada”(I).

Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Verdadeiro
(mediano) 74,79 80,29 89,96 101,66 114,21 126,53 134,26
Modelo

BCCG
ψ 76,22 81,23 90,34 101,69 114,47 127,34 135,73

Viés (ψ̂) 1,91 1,16 0,42 0,03 0,22 0,64 1,10√
EQMR(ψ̂) 0,03 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,02

BCT
ψ 76,30 81,29 90,38 101,68 114,40 127,19 135,54

Viés (ψ̂) 2,02 1,24 0,46 0,02 0,16 0,52 0,96√
EQMR(ψ̂) 0,03 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,02

BCT τ = 4
ψ 75,19 80,30 89,63 101,27 114,43 127,75 136,43

Viés (ψ̂) 0,54 0,01 −0, 37 −0, 38 0,19 0,96 1,62√
EQMR(ψ̂) 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,02

BCT τ = 3
ψ 75,28 80,42 89,79 101,51 114,75 128,15 136,89

Viés (ψ̂) 0,66 0,16 −0, 18 −0, 15 0,48 1,28 1,96√
EQMR(ψ̂) 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,03

BCT τ = 2
ψ 76,64 81,77 91,11 102,76 115,90 129,17 137,82

Viés (ψ̂) 2,47 1,84 1,28 1,09 1,48 2,09 2,65√
EQMR(ψ̂) 0,03 0,02 0,02 0,02 0,02 0,03 0,03

BCT τ = 1, 5
ψ 76,07 81,18 90,48 102,08 115,18 128,40 137,02

Viés (ψ̂) 1,72 1,10 0,57 0,41 0,85 1,48 2,06√
EQMR(ψ̂) 0,03 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,03

Verdadeiro
(médio) 76,84 82,28 92,11 103,86 116,63 129,00 136,87

NCI
ψ 76,92 82,46 92,18 103,91 116,52 128,86 136,67

Viés (ψ̂) 0,11 0,22 0,08 0,05 −0, 09 −0, 11 −0, 14√
EQMR(ψ̂) 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,02

A Tabela 4.3, referente ao cenário de leve assimetria à direita, revela que o método
NCI apresentou os menores vieses relativos. Os modelos BCCG e BCT apresentaram
vieses moderados, não superando 2% na maioria dos casos. A Tabela 4.4, referente ao
caso de assimetria à direita acentuada, mostra resultados bem diferentes: o método NCI
apresentou o pior desempenho, subestimando todos os percentis médios. O modelo
BCT com τ estimado mostrou a melhor performance. O desempenho do método NCI
tornou-se ainda mais insatisfatório no cenário em que há simultaneamente assimetria à
direita acentuada e presença de pontos aberrantes (Tabela 4.5). Novamente, o método
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NCI subestimou todos os percentis médios. O modelo BCT com τ estimado permaneceu
sendo o que apresenta melhor performance. Destaca-se ainda que a estimativa média
do parâmetro τ no modelo BCT foi alta, o que sugere um modelo próximo ao BCCG.
Não houve problemas de convergência neste cenário.

Tabela 4.4: Cenário 2: Percentis medianos e médios, vieses relativos em porcentagem
e raiz quadrada do erro quadrático médio relativo. Dados gerados a partir de uma
distribuição “normal transformada”(II).

Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Verdadeiro
(mediano) 304,41 364,97 496,26 694,4 967,44 1298,55 1543,38
Modelo

BCCG
ψ 313,29 373,49 501,32 695,56 965,69 1297,98 1549,43

Viés (ψ̂) 2,92 2,33 1,02 0,17 −0, 18 −0, 04 0,39√
EQMR(ψ̂) 0,07 0,06 0,04 0,03 0,04 0,05 0,06

BCT
ψ 312,56 372,96 501,17 696,20 967,67 1302,05 1555,66

Viés (ψ̂) 2,68 2,19 0,99 0,26 0,02 0,02 0,27√
EQMR(ψ̂) 0,07 0,06 0,04 0,03 0,04 0,05 0,06

BCT τ = 4
ψ 298,87 359,86 490,68 692,84 978,70 1336,78 1610,99

Viés (ψ̂) −1, 82 −1, 40 −1, 13 −0, 23 1,16 2,94 4,38√
EQMR(ψ̂) 0,07 0,06 0,04 0,03 0,04 0,06 0,08

BCT τ = 3
ψ 294,03 355,27 487,49 693,32 986,32 1355,15 1639,66

Viés (ψ̂) −3, 41 −2, 66 −1, 77 −0, 16 1,95 4,36 6,24√
EQMR(ψ̂) 0,07 0,06 0,04 0,03 0,05 0,07 0,09

BCT τ = 2
ψ 315,77 380,34 519,35 734,57 1039,60 1421,38 1713,96

Viés (ψ̂) 3,73 4,21 4,65 5,78 7,46 9,46 11,05√
EQMR(ψ̂) 0,08 0,07 0,06 0,07 0,08 0,11 0,13

BCT τ = 1, 5
ψ 313,57 376,62 511,97 720,31 1013,86 1379,99 1659,75

Viés (ψ̂) 3,01 3,19 3,16 3,73 4,80 6,27 7,54√
EQMR(ψ̂) 0,08 0,07 0,05 0,05 0,06 0,08 0,10

Verdadeiro
(médio) 442,08 526,85 710,79 986,74 1361,78 1814,55 2147,29

NCI
ψ 425,80 510,15 685,06 947,80 1302,80 1733, 26 2053,56

Viés (ψ̂) −3, 68 −3, 17 −3, 62 −3, 95 −4, 33 −4, 48 −4, 37√
EQMR(ψ̂) 0,08 0,05 0,05 0,05 0,06 0,07 0,07

Em resumo, sob o cenário em que os dados satisfazem os pressupostos do método
NCI, este pode ter tanto melhor ou pior desempenho que os modelos medianos a
depender do grau de assimetria dos dados. Em situação de alta assimetria e, princi-
palmente, se acompanhada de cauda direita pesada, os modelos medianos são uma
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alternativa recomendável ao método NCI.

Tabela 4.5: Cenário 2: Percentis medianos e médios, vieses relativos em porcentagem e
raiz quadrada do erro quadrático médio. Dados gerados a partir de uma distribuição
“normal transformada” contaminada (III).

Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Verdadeiro
(mediano) 320,87 384,82 521,16 728,18 1013,36 1359,03 1617,61
Modelo

BCCG
ψ 326,76 390,04 524,36 728,95 1013,85 1364,82 1631,32

Viés (ψ̂) 1,84 1,36 0,61 0,11 0,05 0,43 0,85√
EQMR(ψ̂) 0,07 0,06 0,04 0,03 0,04 0,06 0,07

BCT
ψ 327,62 390,84 525,00 729,36 1013,74 1363,99 1629,69

Viés (ψ̂) 2,10 1,56 0,74 0,16 0,04 0,37 0,75√
EQMR(ψ̂) 0,07 0,06 0,04 0,03 0,04 0,06 0,07

BCT τ = 4
ψ 313,62 377,64 515,64 728,76 1030,30 1407,98 1698,03

Viés (ψ̂) −2, 26 −1, 87 −1, 06 0,08 1,67 3,60 4,97√
EQMR(ψ̂) 0,07 0,06 0,04 0,03 0,04 0,07 0,08

BCT τ = 3
ψ 306,56 370,87 509,95 726,91 1036,67 1427,49 1729,12

Viés (ψ̂) −4, 46 −3, 62 −2, 15 −0, 17 2,30 5,04 6,89√
EQMR(ψ̂) 0,08 0,06 0,05 0,03 0,05 0,08 0,10

BCT τ = 2
ψ 332,86 401,62 549,65 779,46 1105,78 1515,43 1830,50

Viés (ψ̂) 3,74 4,37 5,47 7,04 9,12 11,51 13,16√
EQMR(ψ̂) 0,08 0,07 0,07 0,08 0,10 0,13 0,15

BCT τ = 1, 5
ψ 328,61 395,17 537,98 758,43 1069,66 1458,24 1755,52

Viés (ψ̂) 2,41 2,69 3,23 4,15 5,56 7,30 8,53√
EQMR(ψ̂) 0,07 0,06 0,05 0,05 0,07 0,09 0,11

Verdadeiro
(médio) 493,43 590,02 794,73 1099,84 1513,69 2012,91 2386,86

NCI
ψ 455,44 546,40 736,23 1024,19 1417,84 1901,15 2264,45

Viés (ψ̂) −7, 70 −7, 39 −7, 36 −6, 88 −6, 33 −5, 55 −5, 13√
EQMR(ψ̂) 0,10 0,09 0,08 0,08 0,07 0,07 0,08

4.4 Cenário 3: Dados gerados a partir da distribuição

gama

Nos cenários considerados anteriormente os dados foram gerados sob pressupostos
dos modelos BCT(Cenário 1, Tabela 4.1), BCCG (Cenário 1, Tabela 4.2) e NCI( Cenário
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2, Tabelas 4.3 e 4.4). No cenário considerado a seguir, os dados são gerados sob um
modelo que não se encaixa nas suposições de nenhum dos modelos considerados nesta
tese. Neste cenário os dados são gerados sob o seguinte modelo:

Yi j|γi
ind∼ Gama(µi, ϕ),

log(µi) = β0 + γi,

γi
ind∼ N(0, λ2),

i = 1, . . . , 500, j = 1, 2, 3. Os valores atribuı́dos aos parâmetros são β0 = 1, ϕ = 2 e
λ2 = 0, 25, os quais proporcionam um cenário com uma assimetria acentuada à direita.
Para gerar pontos discrepantes, 95% dos dados foram obtidos dessa distribuição gama
e 5% das observações foram provenientes de outra distribuição gama com os mesmos
valores dos parâmetros, exceto pelo parâmetro β0, que agora é 4.

A Tabela 4.6 apresenta os percentis medianos e médios, os vieses relativos em
porcentagem, a raiz quadrada do erro quadrático médio relativo calculados a partir
dos modelos Box-Cox t e Box-Cox Cole-Green com intercepto aleatório e método NCI,
para os dados simulados seguindo a distribuição gama com pontos outliers. Ressalta-se
que os modelos BCT foram os que apresentaram os menores valores de vieses relativos.
Os modelos baseados na distribuição normal apresentaram um pior ajuste nos percentis
superiores, por exemplo, no modelo BCCG, o viés relativo para o ajuste do quantil de
95% é de 92, 84%. O método NCI substima os percentis da distribuição “verdadeira”
das médias de consumo.

As porcentagens de amostras descartadas foram: 6,8%, para o modelo BCCG; BCT
com τ estimado, 10%; BCT com τ = 4, 5,8%; BCT com τ = 3, 9,8%; BCT com τ = 2, 8,8%
e BCT com τ = 1, 5, 29,4%.
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Tabela 4.6: Cenário 3: Percentis medianos e médios, vieses relativos em porcentagem e
raiz quadrada do erro quadrático médio relativo. Dados gerados a partir de uma gama
contaminada.

Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Verdadeiro
(mediano) 0,69 0,92 1,43 2,22 3,33 4,72 5,76
Modelo

BCCG
ψ 0,61 0,84 1,42 2,55 4,64 7,99 11,11

Viés (ψ̂) 10,81 −9, 14 −1, 06 14,91 39,11 69,53 92,84√
EQMR(ψ̂) 0,19 0,15 0,08 0,18 0,43 0,76 1,01

BCT
ψ 0,89 1,10 1,55 2,28 3,37 4,79 5,91

Viés (ψ̂) 29,34 18,85 8,47 2,85 1,06 1,50 2,60√
EQMR(ψ̂) 0,31 0,21 0,11 0,05 0,04 0,08 0,11

BCT τ = 4
ψ 0,88 1,08 1,52 2,22 3,26 4,60 5,65

Viés (ψ̂) 28,20 17,30 6,34 0,14 −2, 30 −2, 54 −1, 93√
EQMR(ψ̂) 0,31 0,20 0,09 0,04 0,05 0,07 0,09

BCT τ = 3
ψ 0,88 1,08 1,52 2,23 3,28 4,63 5,70

Viés (ψ̂) 27,80 17,11 6,47 0,50 −1, 76 −1, 81 −1, 11√
EQMR(ψ̂) 0,29 0,19 0,09 0,04 0,04 0,06 0,07

BCT τ = 2
ψ 0,92 1,12 1,57 2,30 3,36 4,73 5,81

Viés (ψ̂) 32,78 21,50 10,06 3,51 0,78 0,34 0,82√
EQMR(ψ̂) 0,34 0,23 0,12 0,05 0,04 0,06 0,07

BCT τ = 1, 5
ψ 0,90 1,10 1,56 2,29 3,36 4,76 5,86

Viés (ψ̂) 30,54 19,73 9,00 3,01 0,82 0,89 1,72√
EQMR(ψ̂) 0,28 0,19 0,10 0,04 0,04 0,05 0,07

Verdadeiro
(médio) 2,27 2,73 3,74 5,29 7,47 10,17 12,26

NCI
ψ 1,25 1,64 2,53 4,00 6,19 9,06 11,31

Viés (ψ̂) −44, 67 −39, 81 −32, 38 −24, 40 −17, 19 −10, 98 −7, 79√
EQMR(ψ̂) 0,45 0,40 0,33 0,25 0,17 0,12 0,10

4.5 Conclusões

O modelo Box-Cox t com efeito aleatório proposto nesta tese para a estimação de
percentis da distribuição dos consumos usuais (medianos) apresentou desempenho
satisfatório nos diversos cenários simulados. Este modelo mostrou performance muito
superior ao método NCI nos cenários de assimetria positiva acentuada, especialmente
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na presença de cauda direita pesada. O método NCI apresentou melhores resultados
que os modelos medianos (BCT e BCCG) apenas na situação em que simultaneamente
os dados foram gerados de acordo com os seus pressupostos e sob cenário de leve
assimetria.

Deve ser notado que, sob os modelos medianos, há a possibilidade de não con-
vergência no processo numérico de maximização da função de verossimilhança. Nes-
ses casos, recomenda-se inspeção da função de verossimilhança perfilada através de
uma malha de valores para τ, ou seja, para o parâmetro referente ao número de graus
de liberdade.



CAPÍTULO 5

Classe das distribuições Box-Cox simétricas

Este capı́tulo tem como objetivo propor uma nova classe de distribuições proveni-
ente de uma transformação baseada em Box & Cox (1964), a qual envolve uma classe
de distribuições simétricas truncadas. Tais distribuições são denominadas nesta tese
como Box-Cox simétricas (BCS). Aqui é apresentada uma breve revisão sobre a classe de
distribuições simétricas e log-simétricas, a definição da classe de distribuições Box-Cox
simétricas, algumas propriedades, inferência, percentis, momentos e abordagens para
uma análise sobre o peso nas caudas. Por fim, aplicações a dados de consumo de 33
nutrientes são apresentadas e uma comparação com enfoques alternativos é discutida.
Detalhes técnicos são apresentados em apêndices.

5.1 Distribuições Simétricas

Diz-se que a variável aleatória W tem distribuição simétrica, com suporte em R,
parâmetro de locação µ ∈ R e de escala σ > 0, se sua função densidade de probabilidade
é dada por

v(w, µ, σ; r) =
1
σ

r
((w − µ

σ

)2
)
, w ∈ R, (5.1)

para alguma função r(·), denominada função geradora de densidades, com r(u) > 0,
para u > 0 e

∫ ∞
0

u−1/2r(u)du = 1. Essa condição é necessária para que v(w, µ, σ; r) seja
uma função densidade de probabilidade. Assim, denota-se W ∼ S(µ, σ2; r), e diz-se que

49
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W é uma variável aleatória simétrica.
Seguem algumas propriedades das distribuições simétricas (Cysneiros, 2004).

(i) Se W ∼ S(µ, σ2; r), então a função caracterı́stica de W é dada porψW(t) = eitµφ(t2σ2),
t ∈ R, para alguma função φ, com φ(u) ∈ R, para u > 0. Quando existem,
E(W) = µ e Var(W) = ξσ2, em queξ > 0 é uma constante dada porξ = −2φ′(0), com
φ′(0) = dφ(u)/du|u=0 e que não depende dos parâmetros µ e σ (Fang et al., 1990).
Se u

−(k+1)
2 r(u) for integrável, então o k-ésimo momento de W existe (Kelker, 1970).

(ii) Se W ∼ S(µ, σ2; r), então a + bW ∼ S(a + bµ, b2σ2; r), em que a, b ∈ R, com b , 0,
ou seja, a distribuição de qualquer combinação linear de uma variável aleatória
com distribuição simétrica é também simétrica. Em particular, se W ∼ S(µ, σ2; r),
então S = (W − µ)/σ ∼ S(0, 1; r), com função de densidade v(s) = r(s2).

(iii) Berkane & Bentler (1986), considerando uma distribuição simétrica padrão S ∼
S(0, 1; r) e a existência de seus momentos, mostraram que a função caracterı́stica
de S pode ser expandida como

ψS(t) =
∞∑

k=0

ikµ′k
tk

k!
, (5.2)

em que µ′k = E(Sk) = i−kψ(k)
S (0), com ψ(k)

S (0) denotando a k-ésima derivada de ψk
S(t)

avaliada em t = 0. Então

µ′k =

 0, se k é ı́mpar,
(2m)!
2mm!

(µ′2)m(k(m) + 1), se k = 2m,m = 1, 2, . . . ,

sendo

k(m) =
φ(m)(0)
{φ(1)(0)}m − 1,

em que φ(r)(0) é a r-ésima derivada da função φ, avaliada em zero. Os coeficientes
k(m), m = 1, 2, . . . são conhecidos como parâmetros de momentos e generalizam
o coeficiente de curtose γ2 = 3{k(2)+ 1} de uma distribuição S(µ, σ2; r) (Muirhead,
1982).

Cambanis et al. (1981) observaram que a famı́lia de distribuições simétricas coincide
com a classe de distribuições elı́pticas univariadas. A partir dos trabalhos de Kelker
(1970) muitos estudos sobre distribuições elı́pticas univariadas e multivariadas sur-
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giram. Alguns trabalhos que discutem aspectos destas distribuições são Rao (1990),
Anderson & Fang (1987), Arellano-Valle (1994, Capı́tulo 2) e Cysneiros (2004).

A seguir, algumas funções geradoras de densidades (5.1) que são utilizadas para
compor esta classe são explicitadas:

(i) Normal: r(u) = (2π)−1/2 exp{−u/2};

(ii) Exponencial dupla: r(u) =
√

2/2 exp{−
√

2|u|1/2};

(iii) Exponencial potência: r(u) = [τ exp{−1/2|u|τ/2/|p(τ)|τ}]/[p(τ)21+1/τΓ(1/τ)], em que
τ > 0 e p(τ)2 = 2−2/τΓ(1/τ)[Γ(3/τ)]−1; τ = 1 e τ = 2, correspondem às funções
geradoras de densidades das distribuições exponencial dupla e normal, respecti-
vamente;

(iv) Cauchy: r(u) = {π(1 + u)}−1;

(v) t-Student: r(u) = ττ/2{B(1/2, τ/2)}−1(τ + u)−(τ+1)/2, τ > 0, em que B(·, ·) é a função
beta; τ = 1 corresponde à função geradora de densidade da distribuição Cauchy;

(vi) Logı́stica tipo I: r(u) = c exp{−u}(1 + exp{−u})−2, em que c ≈ 1, 484300029 é a
constante normalizadora, obtida da relação

∫ ∞
0

u−1/2r(u)du = 1;

(vii) Logı́stica tipo II: r(u) = exp{−u1/2}(1 + exp{−u1/2})−2;

(viii) Slash canônica (Goméz et al., 2007): r(u) = [1/(
√

2πu)](1− exp{−u/2}), para u , 0,
e r(u) = 1/(2

√
2π), caso contrário;

(ix) Slash (Goméz et al., 2007): r(u) = Ψ((q + 1)/2,u/2)q2q/2−1/(
√
πu(q+1)/2), com q > 0,

Ψ(·, ·) uma função gama incompleta inferior, definida porΨ(a, x) =
∫ x

0
ta−1 exp{−t}dt;

quando q = 1 esta coincide com a função geradora da distribuição slash canônica.

Nota-se que esta classe de distribuições inclui a distribuição normal, bem como
distribuições simétricas com caudas mais leves (por exemplo, logı́stica tipo I) e mais
pesadas (como a t-Student) que a distribuição normal.

5.2 Distribuições Log-simétricas

Diz-se que uma variável aleatória estritamente positiva L tem distribuição log-
simétrica (Vanegas & Paula, 2014a; Vanegas & Paula, 2014b), com parâmetros η ∈ R e
σ > 0, se sua função densidade de probabilidade é dada por

v(l, η, σ; r) =
1
σl

r

log2
(

l
η

) 1
σ

 , l > 0, (5.3)
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para uma função geradora de densidades r(·), com r(u) > 0, para u > 0 e
∫ ∞

0
u−1/2r(u)du =

1. Assim, denota-se L ∼ LS(η, σ2; r), e diz-se que L é uma variável aleatória log-simétrica.
Essa classe inclui as distribuições log-normal, log-t-Student, log-exponencial potência,
log-logı́stica tipos I e II entre outras. A distribuição (5.3) generaliza a distribuição
log-normal e introduz uma classe de distribuições mais flexı́veis para descrever dados
contı́nuos, positivos e assimétricos.

Se L ∼ LS(η, σ2; r), então pode-se verificar que

(i) W = log(L) ∼ S(µ, σ2; r), com µ = log η. Quando existem, E(W) = µ e Var(W) ∝ σ2.
Desse modo, tem-se, por exemplo, que se L segue uma distribuição log-normal,
log-t-Student e log-exponencial potência, W segue uma distribuição normal, t-
Student e exponencial potência, respectivamente;

(ii) a mediana e o intervalo interquartı́lico de L são dados por η e 1, 5 senh(σs0,75),
respectivamente, em que senh(·) é a função seno hiperbólico e s0,75 é o terceiro
quartil de uma variável aleatória S ∼ S(0, 1; r).

(iii) (L/η)
1
σ ∼ LS(1, 1; r), uma distribuição log-simétrica padrão;

(iv) dL ∼ LS(dη, σ2; r), para toda constante d > 0;

(v) Ld ∼ LS(ηd, d2σ2; r), para toda constante d , 0;

(vi) L/η e η/L são variáveis aleatórias identicamente distribuı́das;

(vii) o quantil de ordem α de L é dado por qα = η exp{σsα}, em que sα é o quantil de
ordem α de uma variável aleatória S ∼ S(0, 1; r);

(viii) o coeficiente de variação interquartı́lico é dado porϖ = (q0,75−q0,25)/(q0,75+q0,25) =
tanh(σs0,75), em que tanh(·) é a função tangente hiperbólica e qα o quantil de ordem
α de L.

5.3 A classe de distribuições Box-Cox simétricas

Seja Y uma variável aleatória positiva e contı́nua. A classe de distribuições Box-Cox
simétricas é definida a partir da transformação 1

Z = Z(Y, µ, σ, ν, τ) =


1
σν

[(
Y
µ

)ν
− 1

]
, se ν , 0,

1
σ

log
(

Y
µ

)
, se ν = 0,

(5.4)

1Para facilitar a leitura, algumas fórmulas que aparecem no Capı́tulo 1 serão repetidas aqui.
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em que µ > 0, σ > 0, −∞ < ν < ∞ e Z tem uma distribuição simétrica padrão truncada
no intervalo

A(σ, ν) =



(
− 1
σν
,∞

)
, se ν > 0,(

−∞,− 1
σν

)
, se ν < 0,

(−∞,∞), se ν = 0,

(5.5)

e denota-se Z ∼ S(0, 1,A(σ, ν); r), com r(·) sendo a função geradora de densidades
definida em (5.1) para ν , 0 e em (5.3), caso contrário. Assim, diz-se que Y tem
distribuição BCS com parâmetros µ, σ e ν, e escreve-se Y ∼ BCS(µ, σ, ν; r), se Z dado em
(5.4) é tal que Z ∼ S(0, 1,A(σ, ν); r).

A função densidade de probabilidade de Y é dada por

fY(y) = fZ(z)
∣∣∣∣∣ dz
dy

∣∣∣∣∣ = yν−1

µνσ
fZ(z), (5.6)

em que z = Z(y), com Z(·) dado em (5.4) e

fZ(z) =
fS(z)

FS

(
1
σ|ν|

) , (5.7)

com fS(·) e FS(·) sendo as funções de densidade de probabilidade e de distribuição
acumulada de uma variável aleatória S ∼ S(0, 1; r), respectivamente 2. Note que fS(s) =
r(s2), e assim tem-se de (5.1), (5.4) e (5.7) que (5.6) por ser reescrita como

fY(y) =


yν−1

µνσ

r
({

1
σν

[(
y
µ

)ν
− 1

]}2)
R

(
1
σ|ν|

) , se ν , 0,

1
yσ

r

{1
σ

log
(

y
µ

)}2, se ν = 0,

(5.8)

em que R(w) =
∫ w

−∞ r(u2)du, para w ∈ R.
A função distribuição acumulada de Y é dada por

FY(y) =



FS(z)

FS

(
1

σ | ν |
) , se ν ≤ 0,

FS(z) − FS

(
− 1
σ | ν |

)
FS

(
1

σ | ν |
) , se ν > 0.

(5.9)

2Assume-se que 1/σ|ν|, quando σ|ν| = 0, é interpretado como lim
σν→ 0

(1/σ|ν|) = ∞ e, nesse caso,

F(1/σ|ν|) = 1.
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Nota-se que a classe inclui as distribuições Box-Cox t (Rigby & Stasinopoulos,
2006a) detalhada no Capı́tulo 1, Box-Cox Cole-Green (Stasinopoulos et al., 2008) e Box-
Cox exponencial potência (Voudouris et al., 2012), permitindo ainda outras funções
geradoras de densidades, as quais estão explicitadas na Seção 5.1.

A Figura 5.1 mostra funções de densidade de probabilidade das distribuições Box-
Cox Cole-Green (BCCG), Box-Cox t (BCT), Box-Cox exponencial potência (BCPE) e
Box-Cox slash (BCSlash) para uma particular escolha dos parâmetros. Aparentemente,
as distribuições BCT e BCSlash apresentam caudas mais pesadas do que as demais ex-
plicitadas. A Figura 5.2 ilustra a função de densidade de probabilidade da distribuição
Box-Cox slash para várias combinações de valores dos parâmetros (na Seção 1.3 tem-se
para Box-Cox t). Note que σ está relacionado a dispersão e q controla o peso da cauda
da distribuição. Detalhes sobre o peso das caudas de distribuições simétricas e Box-Cox
simétricas serão discutidos na Seção 5.3.5.
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Figura 5.1: Gráficos das funções de densidade probabilidade das distribuições BCCG,
BCT (τ = 4), BCSlash(q = 4), BCPE(τ = 1, 5) para µ = 7; σ = 0, 5; ν = 0, 5.
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(a) σ = 1; ν = 1; q = 1.
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(b) µ = 5; ν = 0, 5; q = 2.
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(c) µ = 5; σ = 0, 5; q = 2.
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(d) µ = 5; σ = 0, 5; ν = 0, 5.

Figura 5.2: Gráficos de função densidade probabilidade da distribuição
BCSlash(µ, σ, ν, q).

5.3.1 Algumas propriedades

Se Y ∼ BCS(µ, σ, ν; r), µ > 0, σ > 0 e ν ∈ R então pode-se verificar que

(i) Y
µ ∼ BCS(1, σ, ν; r);

(ii) dY ∼ BCS(dµ, σ, ν; r), para toda constante d > 0;

(iii)
(

Y
µ

) 1
σ ∼ BCS(1, 1, σν; r);
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(iv)
(

Y
µ

)ν
∼ BCS(1, σν, 1; r), se ν > 0;

(v) se ν = 1, então Y ∼ BCS(µ, σ, 1; r) tem uma distribuição simétrica truncada com
parâmetros µ e µ2σ2 e suporte em (0,∞);

(vi) se ν = 0, então Y ∼ BCS(µ, σ, 0; r) = LS(log(µ), σ2; r).

Nota-se em (i) que µ é parâmetro de escala e em (iii) tem-se que σ é parâmetro de
forma. Adicionalmente, de (vi) constata-se que a classe BCS generaliza a classe LS. As
propriedades (i), (iii) e (iv) resumem-se a (Y/µ)d ∼ BCS(1, dσ, ν/d; r), para toda constante
d > 0.

5.3.2 Percentis

O quantil de ordem α de Y ∼ BCS(µ, σ, ν; r), denotado por yα, é definido a partir
do correspondente quantil de uma distribuição Z ∼ S(0, 1,A(σ, ν); r), denotado por zα.
Pode-se mostrar que

yα =

 µ(1 + σνzα)
1
ν , se ν , 0,

µ exp(σsα), se ν = 0,

em que

zα =


F−1

S

[
αFS

( 1
σ | ν |

)]
, se ν < 0,

F−1
S

[
1 − (1 − α)FS

( 1
σ | ν |

)]
, se ν > 0,

F−1
S (α) = sα, se ν = 0,

com F−1
S (·) sendo a inversa da função distribuição acumulada (definida em (5.9)) de uma

variável aleatória que segue uma distribuição simétrica padrão, S ∼ S(0, 1; r). Nota-se
que os quantis de Y são todos proporcionais a µ. Em particular, a mediana de Y é dada
por

y1/2 =

 µ(1 + σνz1/2)
1
ν , se ν , 0,

µ exp(σs1/2), se ν = 0.

Note que, se a região de truncamento tem probabilidade negligenciável, tem-se
z1/2 ≈ 0 e µ ≈ y1/2, ou seja, o parâmetro µ é aproximadamente igual à mediana da
distribuição BCS(µ, σ, ν; r). Ainda, µ é a mediana de Y quando ν = 0 (transformação
log).

Um coeficiente de variação para uma variável aleatória Y baseado nos percentis
(Rigby & Stasinopoulos, 2006b), denotado por CVY, é definido como

CVY =
3
4

y0,75 − y0,25

y0,5
.
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Ignorando a região de truncamento, quando ν , 0, tem-se que CVY ≈ 0, 75{[1 +
σνs0,75]1/ν − [1 − σνs0,75]1/ν}; e para ν ≈ 0 tem-se que CVY ≈ 1, 5 senh(σs0,75), uma função
crescente em σ (vale a igualdade quando ν = 0), em que s0,75 é o terceiro quartil de
uma variável S que segue uma distribuição simétrica padrão, S ∼ S(0, 1; r) e senh(·) é a
função seno hiperbólico. Portanto, σ pode ser visto como um parâmetro de dispersão
relativa.

Assim, tem-se que os parâmetros µ, σ e ν podem ser interpretados como escala
(relacionado à mediana), dispersão relativa (associado ao coeficiente de variação ba-
seado nos percentis), e à assimetria (dado pela transformação potência para simetria),
respectivamente. Adicionalmente, um parâmetro extra pode ser incorporado, como
por exemplo, o parâmetro referente ao número de graus de liberdade na distribuição
Box-Cox t, o qual controla o peso da cauda.

5.3.3 Inferência

Um método de estimação que pode ser utilizado para encontrar estimativas para
os parâmetros de uma distribuição BCS é o da maximização da verossimilhança (Sen
et al., 2010, p.57). Seja Y uma variável que segue uma distribuição BCS. Considere uma
amostra aleatória de tamanho N de Y, Y1,Y2, . . . ,YN, e sejam y1, y2, . . . , yN, os valores
observados. De (5.8) o logaritmo da função de verossimilhança pode ser escrito como

ℓ(µ, σ, ν) = (ν − 1)
N∑

i=1

log yi −Nν logµ −N log σ +
N∑

i=1

log fS(zi) −N log FS

( 1
σ|ν|

)
= (ν − 1)

N∑
i=1

log yi −Nν logµ −N log σ +
N∑

i=1

log r(z2
i ) −N log R

( 1
σ|ν|

)
,

em que zi = Z(yi, µ, σ, ν). As derivadas de primeira ordem da função de verossimilhança
em relação a cada um dos parâmetros são dadas por

∂ℓ
∂µ
= −Nν

µ
−

N∑
i=1

ϖizi
∂zi

∂µ
,

∂ℓ
∂σ
=


−N
σ
−

N∑
i=1

ϖizi
∂zi

∂σ
+

N
σ2|ν|

fS

(
1
σ|ν|

)
FS

(
1
σ|ν|

) , se ν , 0,

−N
σ
−

N∑
i=1

ϖizi
∂zi

∂σ
, se ν = 0,
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∂ℓ
∂ν
= −

N∑
i=1

log yi −N logµ −
N∑

i=1

ϖizi
∂zi

∂ν
− N
σν2 sinal(ν)

fS

(
1
σ|ν|

)
FS

(
1
σ|ν|

) , se ν , 0;

se ν = 0 a última parcela em ∂ℓ/∂ν deve ser substituı́da por seu limite quando ν → 0.
As estimativas de máxima verossimilhança de µ e σ, para um valor fixado de ν, são
soluções do sistema de equações

µ =


1

(Nσν)1/ν

 N∑
i=1

ϖiziyνi


1/ν

, se ν , 0, N∏
i=1

yϖi
i


1/

∑N
i=1 ϖi

, se ν = 0,

σ =


1
N

N∑
i=1

ϖizi
1
ν

[(
yi

µ

)ν
− 1

]
+

1
|ν|

fS

(
1
σ|ν|

)
FS

(
1
σ|ν|

) , se ν , 0,

1
N

N∑
i=1

ϖizi log
(

yi

µ

)
, se ν = 0,

em que ϖi = ϖ(zi), com ϖ(z) = −2r′(z2)/r(z2) uma função de peso dependente de r(·).
Nota-se que a estimação por máxima verossimilhança dos parâmetros envolve médias
ponderadas e geométricas das contribuições de cada observação yi com pesos ϖ(zi).
A Tabela (5.1) apresenta ϖ(z) para diversas distribuições na classe BCS. A depender
da escolha de r(·), tal função de peso pode ser decrescente em Y (por exemplo, para a
distribuição t-Student), o que significa dizer que observações discrepantes terão peso
pequeno na estimação dos parâmetros. Nesse sentido, o procedimento de estimação
de µ e σ é robusto.

Tabela 5.1: Funções de peso para algumas distribuições simétricas.

Distribuições ϖ(z)
Normal 1
Exponencial dupla

√
2/|z2|1/2

Exponencial Potência τ|z2|τ/2−1/(2|p(τ)|τ)
Cauchy 2/(1 + z2)
t-Student (τ + 1)/(τ + z2)
Logı́stica Tipo I (−2(exp{−z2} − 1))/(exp{−z2} + 1)
Logı́stica Tipo II (exp{−

√
z2} − 1)/(z(exp{−

√
z2} + 1))

Slash canônica 2/z2 − (exp{−z2/2})/(1 − exp{−z2/2})
Slash 3 Ψ((q + 3)/2, z2/2)/Ψ((q + 1)/2, z2/2)(2/z2)

O conjunto de equações de verossimilhança não apresenta solução explı́cita e pode
ser resolvido por métodos iterativos. No software R, a rotina gamlss apresenta a

3Ψ(·, ·) função gama incompleta definida na Seção 5.1
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implementação das distribuições Box-Cox t (BCT), Cole-Green (BCCG) e exponencial
potência (BCPE), as quais são resolvidas através dos métodos de Newton-Raphson,
escore de Fisher ou quasi-Newton, através dos algoritmos CG e RS (Rigby & Stasino-
poulos, 2005).

Intervalos de confiança e testes de hipóteses podem ser realizados sobre os parâmetros
das distribuições da famı́lia Box-Cox simétricas utilizando os estimadores de máxima
verossimilhança (Sen et al., 2010, p.245). Desse modo, considerando θ = (θ1, θ2, θ3) =
(µ, σ, ν) o vetor de parâmetros, um intervalo de confiança assintótico para cada compo-
nente do vetor de parâmetros, com coeficiente de confiança α, é dado por

IC(θk, α) =
(
θ̂k −Φ−1

(
1 − α

2

)
σ̂k√
N

; θ̂k + Φ
−1

(
1 − α

2

)
σ̂k√
N

)
,

em que θ̂k representa a estimativa de máxima verossimilhança de θk, para k = 1, . . . , 3,
Φ(·) é a função de distribuição acumulada de uma distribuição normal padrão e σ̂k é o k-
ésimo elemento da inversa da diagonal da matriz de informação observadaΣ(θ) = ∂2ℓ(θ)

∂θ∂θ⊤

avaliada em θ̂, a estimativa de máxima verossimilhança de θ.
Os testes assintóticos de Wald, razão de verossimilhanças e escore podem ser feitos

para testar hipóteses de interesse sobre os parâmetros (Sen et al., 2010, p.263).
Adicionalmente, intervalos de confiança podem ser estabelecidos para os quantis

das distribuições Box-Cox simétricas. Para tal procedimento, uma expansão em série
de Taylor (Sen et al., 2010, p.17-18) por meio de um polinômio de primeira ordem para
aproximação do quantil pode ser realizada, utilizando o ponto dado pelas estimativas
de máxima verossimilhança do vetor de parâmetros da distribuição BCS. Assim,

ŷα ≈ yα + (µ̂ − µ)(1 + σ̂̂νzα)
1
ν̂ + (̂σ − σ)µ̂zα(1 + σ̂̂νzα)

1
ν̂
−1 +

+
(̂ν − ν)µ̂(1 + σ̂̂νzα)

1
ν̂

ν̂

[
−

log µ̂(1 + σ̂̂νzα)
ν̂

+
σ̂zα

(1 + σ̂̂νzα)

]
,

e por Sen et al. (2010, p.210), tem-se que

Var(̂yα) ≈ E⊤Σ(θ̂)E,
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sendo E⊤ = (ϵ1, ϵ2, ϵ3)⊤ composta pelos elementos

ϵ1 =
∂yα
∂µ
= (1 + σ̂̂νzα)

1
ν̂ ,

ϵ2 =
∂yα
∂σ
= µ̂zα(1 + σ̂̂νzα)

1
ν̂
−1,

ϵ2 =
∂yα
∂ν
=
µ̂(1 + σ̂̂νzα)

1
ν̂

ν̂

[
−

log µ̂(1 + σ̂̂νzα)
ν̂

+
σ̂zα

(1 + σ̂̂νzα)

]
,

e Σ(θ) a matriz de informação observada.

5.3.4 Momentos, assimetria e curtose

Se Y ∼ BCS(µ, σ, ν; r) e k é inteiro, supondo que os momentos de uma distribuição S
simétrica existam e sejam finitos, então, se ν , 0

E(Yk) = µkE
(
(1 + σνS)

k
ν IA(σ,ν)(S)

)
, (5.10)

em que IA(σ,ν)(·) é a função indicadora do conjunto A(σ, ν), com A(σ, ν) dado em (5.5), e S
é uma variável aleatória que segue uma distribuição simétrica padrão. Se ν = 0, tem-se
que

lim
ν→ 0

(1 + σνs)
k
ν = exp{kσs},

para todo s ∈ R, e assim obtém-se

E(Yk) = µkE(exp{kσS}). (5.11)

Assim, quando a região de truncamento é desprezı́vel ou ν = 0, os momentos podem
ser encontrados através da função geradora de momentos de uma variável que segue
uma distribuição simétrica padrão (vide (5.2)).

Para o caso em que ν , 0, aproximações para a média e a variância podem ser
calculadas, por meio de uma expansão em Taylor (Sen et al., 2010, p.17-18); detalhes
são relatados no Apêndice A.5. Desse modo, considerando a região de truncamento
desprezı́vel e valores pequenos para σ, tem-se que

E(Y) ≈ µ
[
1 +

σ2(1 − ν)
2

]
e Var(Y) ≈ µ2σ2

[
1 − σ

2(1 − ν)2

4

]
.

Assim, para ν , 0, sendo região de truncamento desprezı́vel e σ pequeno, o valor
esperado será dado aproximadamente por µ, o qual, nestas condições, coincide com
a mediana, e a variância será aproximadamente igual à de uma variável aleatória
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simétrica com parâmetro de escala dado por µ2σ2.
Os valores aproximados, considerando a região de truncamento, referentes ao pri-

meiro e segundo momentos de variáveis que seguem a distribuição Box-Cox Cole-Green
estão explicitados no Apêndice A.5.

A partir das definições de momentos dadas em (5.10) e (5.11), as medidas de assi-
metria γ1 e curtose γ2 definidas por

γ1 =
E[(Y − E(Y))3]

[E(Y − E(Y))2]3/2 =
E(Y3) − 3E(Y2)E(Y) + 2[E(Y)]3

[E(Y2) − [E(Y)]2]3/2

e

γ2 =
E[(Y − E(Y))4]
[E(Y − E(Y))2]2 =

E(Y4) − 4E(Y)E(Y3) + 6[E(Y)]2E(Y2) − 3[E(Y)]4

[E(Y2) − [E(Y)]2]2 ,

respectivamente, podem ser explicitadas. Os valores aproximados dos momentos de
terceira e quarta ordem para variáveis que seguem as distribuições Box-Cox Cole-Green
para os cálculos de tais coeficientes estão explı́citos no Apêndice A.6.

5.3.5 Peso da Cauda

Em teoria de valores extremos é muito comum a análise de uma medida conhecida
como ı́ndice da cauda, a qual avalia a taxa de decaimento das caudas de distribuições.
A seguir, algumas definições que são utilizadas nessa área são apresentadas e um breve
estudo sobre o decaimento da cauda direita de algumas distribuições que compõem a
classe das Box-Cox simétricas é apresentado.

Usualmente para calcular o ı́ndice da cauda utiliza-se um limite, que é uma razão
entre probabilidades da distribuição ser maior que valores localizados no extremo da
cauda direita da distribuição.

Segundo Resnick (2007, p.20), uma função é dita de variação regular se assinto-
ticamente ela se comporta como uma função potência. Por definição, uma função
M : R+ → R+ é de variação regular no infinito com ı́ndice ϱ, denota-se M ∈ RVϱ, se,
para y > 0,

lim
t→∞

M(ty)
M(t)

= yϱ,

em que ϱ é chamado de expoente de variação ou ı́ndice de variação regular. A função
canônica com ı́ndice de variação ϱ é yϱ. Se ϱ = 0, a função M é dita de variação lenta.

Uma função M : R+ → R+ é dita de variação rápida ou de variação regular com
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ı́ndice −∞, e denota-se M ∈ RV−∞, se para todo y > 0,

lim
t→∞

M(ty)
M(t)

= y−∞ :=


∞, se 0 < y < 1,
1, se y = 1,
0, se y > 1.

Uma distribuição com função de distribuição F é dita ter cauda direita pesada se
F := 1 − F é uma função de variação regular com ı́ndice de variação regular negativo,
ϱ < 0, dado por ϱ = −1/ς, isto é,

lim
t→∞

F(ty)

F(t)
= y−

1
ς

(Rodrigues & Gomes, 2009). O parâmetro ς é denominado ı́ndice da cauda.
Utilizando a regra de L’Hôpital, o limite que define o ı́ndice da cauda pode ser

reescrito em função da densidade de probabilidade f como

lim
t→∞

F(ty)

F(t)
= lim

t→∞

1 − F(ty)
1 − F(t)

= y lim
t→∞

f (ty)
f (t)

.

Desse modo, se uma variável aleatória W ∼ S(µ, σ2; r), este limite pode ser escrito
através de sua função geradora de densidades r(·) como

LS(w; r) = w lim
t→∞

r
((

tw−µ
σ

)2
)

r
((

t−µ
σ

)2
) . (5.12)

Por de Haan (1970, Corolário 1.2.1(2 e 3)), tem-se ainda que o ı́ndice da cauda de uma
distribuição simétrica S(µ, σ; r) é invariante sob transformação de locação-escala. Então
(5.12) pode ser obtido independente de µ e σ através da expressão

LS(w; r) = w lim
t→∞

r(t2w2)
r(t2)

.

Para uma variável aleatória que segue uma distribuição L ∼ LS(η, σ2; r), o ı́ndice da
cauda é dado por

LLS(l; r) = lim
t→∞

r
((

log tl−η
σ

)2
)

r
((

log t−η
σ

)2
) . (5.13)

Assim, para uma variável aleatória Y ∼ BCS(µ, σ, ν; r) o ı́ndice pode ser calculado
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através das relações dadas em (5.12) e (5.13) como

LBCS(y; r) =


LS(yν; r), se ν > 0,
yν, se ν < 0,
LLS(y; r), se ν = 0,

(5.14)

detalhes podem ser vistos no Apêndice A.7.
A Tabela 5.2 apresenta o ı́ndice da cauda para algumas distribuições simétricas e

Box-Cox simétricas 4. Os ı́ndices de cauda relatados foram calculados com o auxı́lio do
software Maple 13, detalhes em http://www.maplesoft.com.

Tabela 5.2: Índice da cauda de algumas distribuições simétricas e Box-Cox simétricas.

Distribuições Simétricas BCS (ν > 0) BCS (ν = 0) BCS (ν < 0)
Normal 0 0 0 1/|ν|
Exponencial dupla 0 0 σ/

√
2 1/|ν|

Exponencial Potência
τ > 1 0 0 0 1/|ν|
τ = 1 0 0 σ/

√
2 1/|ν|

τ < 1 0 0 1 1/|ν|
Cauchy 1 1/ν 1 1/|ν|
t-Student 1/τ 1/(ντ) 1 1/|ν|
Logı́stica Tipo I 0 0 0 1/|ν|
Logı́stica Tipo II 0 0 σ 1/|ν|
Slash canônica 1 1/ν 1 1/|ν|
Slash 1/q 1/(νq) 1 1/|ν|

Na Tabela 5.2 tem-se alguns exemplos da relação dada em (5.14). Para ν > 0, as
distribuições Box-Cox normal (Cole-Green), exponenciais dupla e potência e logı́sticas
tipos I e II apresentam ı́ndice da cauda igual a zero, indicando uma variação rápida,
as demais apresentam uma variação regular, explicitando a presença de cauda direita
pesada, destaque para as distribuições Box-Cox t e slash, nas quais um parâmetro extra
controla o peso nas caudas, para cada valor fixado de ν. A coluna “BCS (ν = 0)”
refere-se às distribuições log-simétricas e, assim, observa-se que as distribuições log-
normal, log-logı́stica tipo I e exponencial potência quando τ > 1 apresentam uma
variação rápida, já as distribuições log-t-Student, log-slash e seus casos particulares,
log-Cauchy e log-slash canônica, e a distribuição log-exponencial potência quando
τ < 1, são de variação lenta; as demais têm ı́ndices de cauda positivos, indicando cauda
direita pesada. É importante destacar que, para as distribuições log-simétricas, o
parâmetro extra (por exemplo, o número de graus de liberdade no caso da distribuição
log-t-Student) não tem efeito no controle do ı́ndice da cauda. Para ν < 0, todas as

4O cálculo do ı́ndice da cauda da distribuição log-exponencial potência com τ > 1 foi feito apenas
para τ ∈ Q. Para a distribuição slash, apenas para q ∈N∗.
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distribuições apresentam cauda direita pesada e o ı́ndice da cauda depende apenas do
parâmetro de transformação ν.

Uma abordagem alternativa para comparar o peso da cauda de distribuições é
considerada por Rigby et al. (2014, Capı́tulo 12). Aqui, o enfoque será dado so-
mente sobre peso da cauda direita da distribuição. Se duas variáveis aleatórias Y1

e Y2, com funções densidade de probabilidade fY1(y) e fY2(y), respectivamente, e
limy−→∞ fY1(y) = limy−→∞ fY2(y) = 0, então Y2 tem cauda mais pesada do que Y1 se
e somente se limy−→∞(log fY2(y)− log fY1(y)) = ∞. Os autores apresentam três possibili-
dades para o comportamento assintótico (y grande) do logaritmo da função densidade
de probabilidade: −k2(log y)k1 , −k4yk3 ou −k6 exp(k5y), com k′s positivos. As três formas
são decrescentes de acordo com o peso da cauda, assim a primeira forma tem cauda
mais pesada que a segunda e a terceira apresenta a cauda mais leve do que as duas
anteriores. Para a primeira forma, o decrescimento de k1 resulta em aumento do peso
da cauda, enquanto que o decrescimento de k2 para um k1 fixo resulta em aumento do
peso da cauda. Similarmente para as outras duas formas.

Segundo Rigby et al. (2014), o peso da cauda direita das distribuições pode ser
dividido em quatro formas: cauda não pesada: k3 ≥ 1; cauda pesada, isto é, mais
pesada do que de qualquer distribuição exponencial, porém mais leve do que a cauda
de qualquer distribuição do “tipo Pareto”: k1 > 1 ou 0 < k3 < 1; cauda do “tipo Pareto”:
k1 = 1 e k2 > 1; cauda mais pesada do que qualquer distribuição “tipo Pareto”: k1 = 1 e
k2 = 1.

A Tabela 5.3 mostra a forma assintótica da cauda direita do logaritmo da função
de densidade para algumas distribuições simétricas e Box-Cox simétricas. Nota-se
que, quando ν > 0, as distribuições Box-Cox t e slash têm cauda pesada como a de
uma distribuição do “tipo Pareto” com um parâmetro extra controlando o peso da
cauda para cada valor fixo de ν; as distribuições Box-Cox Cole-Green, logı́sticas tipos
I e II e exponencial potência podem ter caudas direitas não pesadas ou caudas mais
pesadas, porém mais leves que a cauda da distribuição do “tipo Pareto”, a depender
do parâmetro de transformação; no caso da distribuição Box-Cox exponencial potência
para τ , 1, o peso da cauda depende do produto deste parâmetro com um parâmetro
extra. Quando ν = 0, as distribuições log-normal, log-logı́stica tipo I e log-exponencial
potência para τ > 1 têm caudas direita pesadas, mas mais leves do que uma distribuição
do “tipo Pareto”, enquanto as distribuições log-t-Student, log-exponencial potência
para τ < 1 e log-slash têm caudas mais pesadas que a cauda das distribuições do
“tipo Pareto”. As distribuições log-exponencial dupla (log-exponencial potência com
τ = 1) e log-logı́stica tipo II apresentam um comportamento de cauda como o de uma
distribuição do “tipo Pareto”. Quando ν < 0, todas as distribuições Box-Cox simétricas
apresentadas na Tabela 5.3 têm uma cauda direita do “tipo Pareto”.
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çõ

es
Si

m
ét

ri
ca

s
BC

S
(ν
>

0)
BC

S
(ν
=

0)
BC

S
(ν
<

0)
N

or
m

al
k 3
=

2,
k 4
=

1/
(2
σ

2 )
k 3
=

2ν
,k

4
=

1/
(2
µ

2ν
σ

2 ν
2 )

k 1
=

2,
k 2
=

1/
(2
σ

2 )
k 1
=

1,
k 2
=
|ν|
+

1
Ex

po
ne

nc
ia

ld
up

la
k 3
=

1,
k 4
=
√ 2/

σ
k 3
=
ν,

k 4
=
√ 2/

(µ
ν
σ
ν)

k 1
=

1,
k 2
=
√ 2/

σ
+

1
k 1
=

1,
k 2
=
|ν|
+

1
Ex

po
ne

nc
ia

lp
ot

ên
ci

a
τ
>

1
k 3
=
τ,

k 4
=

1/
(2

p(
τ)
τ
σ
τ
)

k 3
=
ντ
,k

4
=

1/
(2

p(
τ)
τ
µ
ντ
σ
τ
ντ

)
k 1
=
τ,

k 2
=

1/
(2

p(
τ)
τ
σ
τ
)

k 1
=

1,
k 2
=
|ν|
+

1
τ
=

1
k 3
=

1,
k 4
=
√ 2/

σ
k 3
=
ν,

k 4
=
√ 2/

(µ
ν
σ
ν)

k 1
=

1,
k 2
=
√ 2/

σ
+

1
k 1
=

1,
k 2
=
|ν|
+

1
τ
<

1
k 3
=
τ,

k 4
=

1/
(2

p(
τ)
τ
σ
τ
)

k 3
=
ντ
,k

4
=

1/
(2

p(
τ)
τ
µ
ντ
σ
τ
ντ

)
k 1
=

1,
k 2
=

1
k 1
=

1,
k 2
=
|ν|
+

1
C

au
ch

y
k 1
=

1,
k 2
=

2
k 1
=

1,
k 2
=
ν
+

1
k 1
=

1,
k 2
=

1
k 1
=

1,
k 2
=
|ν|
+

1
t-

St
ud

en
t

k 1
=

1,
k 2
=
τ
+

1
k 1
=

1,
k 2
=
ντ
+

1
k 1
=

1,
k 2
=

1
k 1
=

1,
k 2
=
|ν|
+

1
Lo

gı́
st

ic
a

ti
po

I
k 3
=

2,
k 4
=

1/
σ

2
k 3
=

2ν
,k

4
=

1/
(µ

2ν
σ

2 ν
2 )

k 1
=

2,
k 2
=

1/
σ

2
k 1
=

1,
k 2
=
|ν|
+

1
Lo

gı́
st

ic
a

ti
po

II
k 3
=

1,
k 4
=

1/
σ

k 3
=
ν,

k 4
=

1/
(µ

ν
σ
ν)

k 1
=

1,
k 2
=

1/
σ
+

1
k 1
=

1,
k 2
=
|ν|
+

1
Sl

as
h

ca
nô
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5.4 Comparação entre classes de distribuições Box-Cox

simétricas e simétricas transformadas

Uma estratégia usual para lidar com dados contı́nuos no qual tem-se uma assi-
metria positiva é empregar uma transformação de Box-Cox, e assumir que os dados
transformados seguem uma distribuição normal.5 A distribuição normal pode ser
substituı́da por uma distribuição da classe das distribuições simétricas contı́nuas após a
transformação de Box-Cox; detalhes em Cordeiro & Andrade (2011). Tais distribuições
são intituladas como simétricas transformadas. Formalmente, esta abordagem não
corresponde a assumir uma distribuição coerente para os dados, pois o suporte da
variável transformada não é toda reta real, a menos que o parâmetro de transformação
seja igual a zero. De fato, o suporte da variável transformada é de (−1/ν,∞) se ν > 0
e (−∞,−1/ν) se ν < 0. Além disso, os parâmetros do modelo são interpretados como
caracterı́sticas dos dados transformados, e não dos dados originais. A abordagem da
classe de distribuições BCS não apresenta tais limitações: uma distribuição genuı́na é
assumida para os dados e os parâmetros são interpretáveis em termos de caracterı́sticas
dos dados originais, e não com os dados transformados.

Na próxima seção, uma comparação entre abordagens alternativas é feita por meio
de uma aplicação em dados reais. Na maioria dos casos, será visto que a classe Box-
Cox simétrica de distribuições proporciona melhor ajuste do que a classe das simétricas
transformadas.

5.5 Aplicações e comparações entre enfoques alternativos

Esta seção apresenta aplicações das distribuições Box-Cox simétricas na análise do
consumo de micro e macronutrientes. Os dados utilizados são compostos por 368 re-
cordatórios 24 horas (R24h), referentes ao primeiro consumo relatado pelos 136 homens
e 232 mulheres que compõe a amostra descrita com detalhes no Capı́tulo 3. A escolha
pelo primeiro R24h é usual na área nutricional quando deseja-se estudar a distribuição
de consumo de alguns nutrientes, em especial dos macronutrientes, que são nutrientes
necessários em grande quantidade para o bom funcionamento do organismo, como
por exemplo, os carboidratos e as proteı́nas. Nesta seção, as distribuições foram ajus-
tadas para os consumos dos 22 micronutrientes, já explorados com outra abordagem
no Capı́tulo 3, e de 11 macronutrientes.

Para cada nutriente, assume-se que os dados Y1, . . . ,Yn são independentes. Os

5A transformação Box-Cox é dada por (5.4) com µ = σ = 1.
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seguintes modelos foram ajustados para os dados: Box-Cox t (BCT) com o parâmetro
referente ao número de graus de liberdade fixado em 4 e sendo estimado a partir
dos dados; Box-Cox Cole-Green (BCCG), o qual corresponde ao modelo BCT quando
τ → ∞; modelos skew normal (SN) e t (ST) (Azzalini, 2005); e os modelos simétricos
transformados com erros normais (TN) e t (TT) (Cordeiro & Andrade, 2011). Para
os modelos ST e TT, foi considerado somente o caso no qual o número de graus
de liberdade é fixo, e novamente considerou-se τ = 4, porque ocorreram problemas
numéricos na estimação de τ juntamente com os demais parâmetros dos modelos.
Em todos os casos, o método utilizado foi o de máxima verossimilhança. Para tal
procedimento, a rotina presente no gamlss, na linguagem de programação R foi usada
para encontrar as estimativas dos parâmetros das distribuições BCCG, BCT, SN e ST.
Para as distribuições TN e TT, a função optim do R e o PROC NLP do programa SAS
(SAS, 1990) foram utilizados.

As medidas utilizadas para medir a qualidade de ajuste dos modelos foram o
critério de Akaike e as medidas propostas por Anderson-Darling (AD, ADR e AD2R)
(Luceño, 2005). AD é uma medida global de falta de ajuste, enquanto que ADR e AD2R
são medidas mais sensı́veis para falta de ajuste na cauda direita de uma distribuição,
sendo que a AD2R dá um peso maior na cauda direita do que a ADR, detalhes no
Apêndice A.8.

As Tabelas de 5.4 a 5.8 apresentam os critérios de Akaike e Anderson-Darling para
todos os modelos ajustados para dados de consumo de 22 e 11 micro e macronutrientes,
respectivamente. As células em branco nas tabelas indicam que o algoritmo utilizado
na estimação por máxima verossimilhança não convergiu ou produziu estimativas não
realistas. As tabelas mostram informações importantes. Primeiramente, os conjuntos
de dados abrangem uma ampla gama de distribuições, proporcionando distribuições
de caudas mais leves à mais pesadas. Isso pode ser visto através dos valores estimados
pelo parâmetro referente ao número de graus de liberdade no modelo Box-Cox t, o
qual variou de 2, 2 a 187, 4. Em segundo lugar, não houve problemas de convergência
no ajuste dos modelos Box-Cox t (com número de graus de liberdade fixo ou esti-
mado), simétricos transformados normal e t com τ = 4. A estimação por máxima
verossimilhança sob o modelo skew normal não alcançou convergência em 14 casos,
seguido pelo modelo Box-Cox Cole-Green (10 casos) e o skew t (9 casos). Em terceiro
lugar, o modelo de Box-Cox t com τ estimado apresentou um desempenho melhor do
que com τ fixado em quase todos os casos. Em quarto lugar, de acordo com o critério
de Akaike para os dados de micronutrientes, o modelo de Box-Cox t com τ estimado
conseguiu o melhor ajuste em 12 casos, seguido pelo modelo Box-Cox t com τ fixado (5
casos). O mesmo padrão foi observado para os dados de macronutrientes. Em quinto
lugar, de acordo com os critérios de Anderson-Darling, em todos os casos, os modelos
Box-Cox Cole-Green, skew normal e normal transformado não apresentaram o melhor
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ajuste. Em contraste, o modelo de Box-Cox t com τ estimado foi o melhor modelo na
maioria dos casos. No geral, o modelo de Box-Cox t com τ estimado apresentou um
desempenho melhor do que os demais.

Tabela 5.4: Critérios de Akaike para comparação entre o ajuste das distribuições Box-
Cox t (BCT) e Cole-Green (BCCG), skew normal (SN) e t (ST) e simétricas transformadas
normal (TN) e t (TT) para distribuição de micronutrientes.

Micronutriente (m)
τ estimado τ = 4 τ −→ ∞
τ̂ BCT BCT ST TT BCCG SN TN

Vitamina A (mcg) 7,2 5807,4 5810,5 5825,6 5810,6 5822,7
Vitamina D (mcg) 6,8 1688,8 1688,7 1708,3 1693,7 1908,5 1698,9
Vitamina E (mg) 6,9 1812,8 1814,6 1816,5 1814,6 1824,3 1824,3
Vitamina K (mcg) 7,8 4354,3 4358,5 4358,6 4368,4
Vitamina C (mg) 2,2 4022,5 4030,9 4034,2 4120,9
Vitamina B1 (mg) 6,8 709,7 710,9 709,7 710,9 720,9 720,9
Vitamina B2 (mg) 6,5 701,6 702,7 700,2 702,7 716,1 716,1
Vitamina B3 (mg) 6,8 2722,4 2723,3 2724,6 2723,3 2730,8 2920,3 2730,8
Vitamina B6 (mg) 50,2 853,2 863,2 861,0 863,2 851,3 945,9 851,3
Vitamina B12 (mcg) 2,5 1782,6 1787,1 1787,1 1887,3
Ácido pantotênico (mg) 8,4 1466,0 1470,0 1463,6 1470,0 1474,1 1622,7 1474,1
Folato (mcg) 4,9 4795,4 4794,1 4800,7 4794,1 4823,4 4823,4
Cálcio (mg) 13,3 5311,3 5318,9 5311,2 5318,9 5312,5 5472,2 5312,5
Fósforo (mg) 14,7 5548,5 5557,4 5550,0 5557,4 5549,0 5642,2 5549,0
Magnésio (mg) 8,6 4474,9 4479,0 4475,1 4479,0 4481,5 4637,3 4481,5
Ferro (mg) 5,9 2409,7 2410,1 2408,4 2410,1 2431,9 2431,9
Zinco (mg) 14,5 2185,3 2192,5 2192,5 2185,4 2278,6 2185,4
Cobre (mg) 5,5 566,1 566,0 576,4 566,0 593,6
Selênio (mcg) 5,2 3992,6 3991,9 3991,9 4020,8
Sódio (mg) 4,6 6525,4 6523,7 6542,3 6523,7 6572,3
Potássio (mg) 9,3 6144,5 6150,4 6150,4 6151,9 6300,2 6151,9
Manganês (mg) 2,5 1616,5 1618,9 1624,2 1656,2
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Tabela 5.5: Critérios de Akaike para comparação entre os ajustes das distribuições Box-
Cox t (BCT) e Cole-Green(BCCG), skew normal (SN) e t (ST) e simétricas transformadas
normal (TN) e t (TT) para distribuição de macronutrientes.

Macronutrientes (m)
τ estimado τ = 4 τ −→ ∞
τ̂ BCT BCT ST TT BCCG SN TN

Proteı́na (g) 10,1 3659,5 3664,8 3660,9 3664,8 3662,5 3760,1 3662,5
Energia (kcal) 6,1 5861,9 5862,2 5862,3 5876,1 6003,7 5876,1
Fibra (g) 10,0 2652,2 2657,3 2654,4 2657,4 2655,6 2752,5 2655,6
Carboidrato (g) 10,5 4360,0 4367,0 4367,0 4366,5 4455,3 4366,5
Gordura total (g) 13,9 3587,0 3595,0 3591,9 3595,0 3587,5 3824,6 3587,5
Proteı́na animal (g) 4,9 3514,4 3512,8 3531,3 3515,3 3526,3 3645,2 3526,5
Proteı́na vegetal (g) 6,6 2963,3 2964,0 2963,1 2964,2 2972,6 3058,9 2972,6
Gordura saturada (g) 187,4 2819,6 2835,2 2823,3 2835,2 2817,7 2991,6 2817,7
Gordura monosaturada (g) 12,6 2857,1 2864,1 2864,1 2864,1 2858,4 2858,4
Gordura polisaturada (g) 7,1 2596,9 2599,7 2597,2 2599,7 2612,4 3020,2 2612,4
Colesterol (mg) 5,8 4724,7 4724,0 4752,0 4725,6 4933,7 4728,5
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Tabela 5.6: Critérios de Anderson-Darling para comparação dos ajustes das
distribuições Box-Cox t (BCT) e Cole-Green (BCCG), skew normal (SN) e t (ST) e
simétricas transformadas normal (TN) e t (TT) para o consumo de micronutrientes.

Micronutriente Medida
τ̂ τ = 4 τ −→ ∞

BCT BCT ST TT BCCG SN TN

Vitamina A
AD 1,12 1,50 1,93 1,51 1,47

ADR 0,64 0,78 1,01 0,80 0,94
AD2R 6,26 5,45 > 100 5,74 > 100

Vitamina D
AD 0,25 0,34 0,93 0,54 11,61 0,64

ADR 0,11 0,13 0,47 0,27 5,04 0,38
AD2R 3,40 2,24 4,78 5,61 > 100 > 100

Vitamina E
AD 0,21 0,36 0,29 0,36 0,91 0,91

ADR 0,13 0,20 0,17 0,20 0,52 0,52
AD2R 3,39 3,21 11,59 3,21 61,61 61,43

Vitamina K
AD 0,60 0,86 0,86 1,28

ADR 0,35 0,45 0,45 0,86
AD2R 55,55 9,42 9,41 > 100

Vitamina C
AD 0,70 0,93 0,86 7,92

ADR 0,35 0,42 0,40 4,23
AD2R 6,27 42,83 26,54 > 100

Vitamina B1
AD 0,20 0,21 0,20 0,21 1,02 1,02

ADR 0,10 0,13 0,11 0,13 0,47 0,47
AD2R 2,83 4,83 6,26 4,84 > 100 > 100

Vitamina B2
AD 0,24 0,34 0,24 0,34 1,02 1,02

ADR 0,13 0,18 0,14 0,18 0,46 0,47
AD2R 2,10 4,12 4,68 4,12 > 100 > 100

Vitamina B3
AD 0,22 0,21 0,34 0,21 1,07 15,21 1,07

ADR 0,15 0,14 0,22 0,14 0,56 7,28 0,56
AD2R 3,46 4,98 6,16 4,99 17,27 > 100 17,25

Vitamina B6
AD 0,37 0,31 0,29 0,31 0,45 7,49 0,45

ADR 0,18 0,17 0,11 0,17 0,21 3,76 0,21
AD2R 4,12 7,99 4,87 8,10 4,45 > 100 4,45

Vitamina B12
AD 0,36 0,74 0,74 8,69

ADR 0,26 0,55 0,55 5,08
AD2R 8,89 20,29 20,53 > 100

Ácido Pantotênico
AD 0,24 0,51 0,27 0,51 0,65 11,14 0,65

ADR 0,10 0,20 0,16 0,20 0,34 5,41 0,34
AD2R 2,38 4,66 2,59 4,64 13,78 > 100 13,77

Folato
AD 0,19 0,20 0,25 0,20 1,83 1,82

ADR 0,12 0,14 0,15 0,14 0,94 0,95
AD2R 4,62 3,13 75,53 3,13 > 100 > 100

Cálcio
AD 0,28 0,53 0,17 0,53 0,48 12,17 0,48

ADR 0,11 0,30 0,07 0,30 0,18 5,40 0,18
AD2R 2,43 8,41 2,47 8,43 7,50 > 100 7,50
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Tabela 5.7: Critérios de Anderson-Darling para comparação dos ajustes das
distribuições Box-Cox t (BCT) e Cole-Green (BCCG), skew normal (SN) e t (ST) e
simétricas transformadas normal (TN) e t (TT) para o consumo de micronutrientes.

Micronutriente Medida
τ̂ τ = 4 τ −→ ∞

BCT BCT ST TT BCCG SN TN

Fósforo
AD 0,25 0,63 0,34 0,63 0,36 6,85 0,36

ADR 0,15 0,38 0,22 0,38 0,18 3,13 0,19
AD2R 2,43 7,80 4,35 7,82 5,59 > 100 5,56

Magnésio
AD 0,31 0,59 0,35 0,59 0,66 10,45 0,66

ADR 0,18 0,32 0,22 0,32 0,36 4,91 0,36
AD2R 2,77 4,63 3,30 4,63 25,36 > 100 25,36

Ferro
AD 0,25 0,38 0,13 0,38 1,21 1,21

ADR 0,10 0,18 0,07 0,18 0,45 0,45
AD2R 2,35 3,60 31,82 3,61 > 100 > 100

Zinco
AD 0,16 0,30 0,30 0,38 6,53 0,38

ADR 0,09 0,18 0,18 0,19 3,16 0,19
AD2R 1,91 6,49 6,63 7,97 > 100 7,97

Cobre
AD 0,37 0,50 0,37 0,50 1,74

ADR 0,21 0,26 0,25 0,26 0,99
AD2R 16,14 5,68 > 100 5,69 > 100

Selênio
AD 0,21 0,29 0,29 1,70

ADR 0,12 0,17 0,17 0,83
AD2R 7,25 3,12 3,11 > 100

Sódio
AD 0,18 0,20 0,42 0,20 2,28

ADR 0,09 0,10 0,28 0,10 1,24
AD2R 8,26 5,46 > 100 5,46 > 100

Potássio
AD 0,34 0,73 0,73 0,57 7,98 0,57

ADR 0,22 0,43 0,44 0,34 3,54 0,34
AD2R 10,70 6,27 6,31 > 100 > 100 > 100

Manganês
AD 1,29 1,74 1,22 4,64

ADR 1,03 1,32 0,91 2,85
AD2R 52,72 66,35 37,23 56,04
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Tabela 5.8: Critérios de Anderson-Darling para comparação dos ajustes das
distribuições Box-Cox t (BCT) e Cole-Green (BCCG), skew normal (SN) e t (ST) e
simétricas transformadas normal (TN) e t (TT) para o consumo de macronutrientes.

Macronutrientes Medida
τ̂ τ = 4 τ −→ ∞

BCT BCT ST TT BCCG SN TN

Proteı́na
AD 0,23 0,45 0,30 0,45 0,54 7,35 0,54

ADR 0,14 0,27 0,17 0,27 0,30 3,57 0,30
AD2R 3,60 6,30 3,73 6,34 10,93 > 100 10,93

Energia
AD 0,19 0,23 0,23 1,13 9,42 1,10

ADR 0,10 0,13 0,13 0,58 4,69 0,54
AD2R 1,77 3,14 3,15 > 100 > 100 > 100

Fibra
AD 0,21 0,47 0,33 0,47 0,51 7,02 0,51

ADR 0,11 0,23 0,19 0,24 0,26 3,35 0,26
AD2R 2,03 5,85 3,66 6,28 11,27 > 100 11,26

Carboidrato
AD 0,26 0,66 0,66 0,39 5,45 0,39

ADR 0,13 0,38 0,38 0,17 2,32 0,17
AD2R 5,21 6,96 7,06 > 100 > 100 > 100

Gordura Total
AD 0,41 0,68 0,52 0,68 0,61 14,95 0,62

ADR 0,24 0,40 0,27 0,40 0,36 6,90 0,36
AD2R 5,69 6,17 7,50 6,18 14,44 > 100 14,46

Proteı́na Animal
AD 0,35 0,33 0,34 0,31 1,46 9,09 1,43

ADR 0,16 0,16 0,12 0,15 0,70 4,44 0,68
AD2R 3,19 3,79 2,81 4,79 23,33 > 100 22,34

Proteı́na Vegetal
AD 0,25 0,28 0,15 0,28 1,08 7,09 1,08

ADR 0,10 0,15 0,07 0,15 0,44 3,43 0,43
AD2R 1,98 4,45 2,02 4,70 39,66 > 100 39,88

Gordura Saturada
AD 0,16 0,61 0,51 0,61 0,17 11,38 0,17

ADR 0,08 0,30 0,22 0,30 0,08 4,97 0,08
AD2R 3,06 8,43 3,51 8,47 3,28 > 100 3,27

Gordura Monosaturada
AD 0,33 0,50 0,54 0,50 0,62 0,62

ADR 0,11 0,23 0,18 0,23 0,26 0,26
AD2R 4,40 4,77 4,86 4,85 29,04 29,06

Gordura Polisaturada
AD 0,57 0,90 0,39 0,90 1,02 28,25 1,02

ADR 0,26 0,41 0,24 0,41 0,51 12,97 0,51
AD2R 3,52 4,00 61,74 3,99 85,78 > 100 86,57

Colesterol
AD 0,46 0,46 0,63 0,29 14,08 1,16

ADR 0,29 0,34 0,37 0,16 6,50 0,51
AD2R 7,55 10,47 6,50 6,39 > 100 11,01
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Uma análise sobre os dados referentes aos consumos de proteı́na animal e energia
utilizando as distribuições Box-Cox t, Cole-Green e exponencial potência é apresen-
tada. As Tabelas 5.9 e 5.10 mostram medidas descritivas, estimativas dos parâmetros
e medidas de qualidade de ajuste, box-plot ajustados (Hubert & Vandervieren, 2008)
são apresentados na Figura 5.3. As medidas descritivas e os box-plot ajustados indicam
alta dispersão, assimetria à direita e observações discrepantes para ambos os conjuntos
de dados, ressaltando-se a presença de pontos aberrantes extremos na distribuição de
consumo de energia.

Para os dois conjuntos de dados as estimativas de µ e ν sob os três modelos são
similares e as de µ são próximas à mediana dos dados. Nota-se ainda que os critérios
de Akaike são semelhantes para os modelos BCT e BCPE e ambos menores que para o
modelo BCCG. As medidas de Anderson Darling indicam que o modelo BCT produz
melhor ajuste, especialmente na cauda. De fato, AD2R = 3, 19 para o modelo BCT,
enquanto que AD2R = 23, 33 e AD2R = 3, 42 para os modelos BCCG e BCPE, respecti-
vamente, para os dados de consumo de proteı́na animal. Padrão similar observou-se
para os dados de consumo de energia.
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Figura 5.3: Box − plot ajustados do consumo de proteı́na animal e energia.
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Tabela 5.9: Medidas descritivas, estimativas dos parâmetros dos modelos BCT, BCCG
e BCPE; e medidas de comparação AD, ADR e AD2R para distribuição de consumo de
proteı́na animal.

Descritivas (mg)
Mı́nimo 1oQuartil Mediana Média (DP) 3oQuartil Máximo

0,02 30,51 44,26 52,27 67,59 207,10
(34,02)

Distribuição BCT BCCG BCPE
Parâmetros Estimativa EP Estimativa EP Estimativa EP
µ 45,74 1,46 46,37 1,50 44,73 1,36
σ 0,55 0,03 0,67 0,02 0,70 0,03
ν 0,42 0,07 0,44 0,06 0,42 0,07
τ 4,90 0,92 1,24 0,12
AIC 3514,39 3526,30 3511,43
AD 0,35 1,46 0,51
ADR 0,16 0,70 0,26
AD2R 3,19 23,33 3,42

Tabela 5.10: Medidas descritivas, estimativas dos parâmetros dos modelos BCT, BCCG
e BCPE; e medidas de comparação AD, ADR e AD2R para distribuição de consumo de
energia.

Descritivas (kcal)
Mı́nimo 1oQuartil Mediana Média (DP) 3oQuartil Máximo

298,80 1356,00 1723,00 1868,00 2197,00 8370,00
(838,35)

Distribuição BCT BCCG BCPE
Parâmetros Estimativa EP Estimativa EP Estimativa EP
µ 1725,00 34,48 1726,00 36,86 1724,00 34,14
σ 0,34 0,02 0,41 0,02 0,41 0,02
ν 0,05 0,12 0,07 0,10 0,06 0,11
τ 6,14 1,37 1,40 0,14
AIC 5861,85 5876,11 5863,99
AD 0,19 1,13 0,25
ADR 0,10 0,58 0,14
AD2R 1,77 112,25 4,18

Os resı́duos quantı́licos propostos por Dunn & Smyth (1996) também foram cal-
culados. As Figuras 5.4 e 5.5 explicitam os resultados. Nota-se claramente uma fuga
da normalidade dos resı́duos no ajuste do modelo BCCG nos valores extremos. Na
Figura 5.4, os comportamentos dos resı́duos nos modelos BCT e BCPE se mostraram
bem semelhantes, indicando um bom ajuste dos modelos. Já na Figura 5.5, os resı́duos
do modelo BCT tiveram um comportamento ligeiramente melhor em relação à norma-
lidade do que os encontrados por meio do ajuste da distribuição BCPE.
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(a) BCT; (b) BCCG; (c) BCPE.

Figura 5.4: Resı́duos quantı́licos para o ajuste dos modelos Box-Cox t, normal e expo-
nencial potência para distribuição de consumo de proteı́na animal.

(a) BCT; (b) BCCG; (c) BCPE.

Figura 5.5: Resı́duos quantı́licos para o ajuste dos modelos Box-Cox t, normal e expo-
nencial potência para a distribuição de consumo de energia.

Para os dados de consumo de energia, as estimativas do parâmetro de assimetria (ν)
são próximas de zero e os erros padrão são relativamente grandes. Este fato sugere que
modelos log-simétricos podem ser adequados. A Tabela 5.11 apresenta as estimativas
dos parâmetros e as medidas de qualidade de ajuste para os modelos log-t, log-normal
e log-exponencial potência. Comparando com os resultados da Tabela 5.10, somente
a estimativa de µ sofreu uma pequena alteração, os critérios de Akaike e Anderson
Darling foram similares, exceto para a medida AD2R nos modelos log-normal (AD2R =
48, 17) e log-exponencial potência (AD2R = 2, 70), indicando uma melhora no ajuste
da cauda direita para tais modelos. Os gráficos de resı́duos quantı́licos foram feitos
para os modelos log-simétricos e os comportamentos seguiram o mesmo padrão da
Figura 5.5, sendo por este motivo omitidos. De modo geral, os modelos BCT e log-t
apresentaram os melhores ajustes para a distribuição de consumo de energia.
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Tabela 5.11: Estimativas dos parâmetros dos modelos log-t, log-normal e log-
exponencial potência; critério de Akaike e medidas de comparação AD, ADR e AD2R
para distribuição de consumo de energia.

Distribuição log-t log-normal log-EP
Parâmetros Estimativa EP Estimativa EP Estimativa EP
µ 1722,00 34,44 1717,00 36,74 1721,00 34,09
σ 0,34 0,02 0,41 0,02 0,41 0,02
τ 6,09 1,34 1,40 0,14
AIC 5860,01 5874,72 5862,27
AD 0,19 1,16 0,26
ADR 0,10 0,55 0,15
AD2R 1,80 48,17 2,70

5.6 Conclusões

Neste capı́tulo definiu-se a nova classe de distribuições Box-Cox simétricas para
variáveis contı́nuas positivas, apresentaram-se algumas de suas propriedades e obti-
veram-se momentos e quantis. Mostrou-se que essa classe tem como casos particulares
as classes de distribuições log-simétricas, por exemplo, a distribuição log-normal, e
simétricas truncadas com suporte nos reais positivos, além das distribuições Box-Cox
t, Box-Cox Cole-Green e Box-Cox exponencial potência. A nova classe de distribuições
permite interpretação dos parâmetros em termos de quantis (em particular da mediana),
dispersão relativa e assimetria, o que a torna atrativa para modelagem de regressão.
A classe de distribuições BCS é útil ainda para modelar dados assimétricos positivos
com observações discrepantes, já que inclui distribuições com cauda direita pesada.
De fato, este capı́tulo apresenta um estudo detalhado de peso da cauda direita das
distribuições da classe BCS e comprova que esta inclui distribuições com cauda direita
do “tipo-Pareto”, bem como mais leve ou mais pesada que esta. Verifica-se ainda que,
para algumas distribuições BCS, o método de máxima verossimilhança é robusto a
observações discrepantes para a estimação de µ e de σ.

Aplicações de distribuições BCS e modelos alternativos à análise de dados de con-
sumo de nutrientes foram apresentadas e comparações entre os diferentes enfoques
foram discutidas. Constatou-se que modelos BCS proporcionaram melhores ajustes
que os modelos alternativos.



CAPÍTULO 6

Considerações finais e propostas futuras

Esta tese apresenta uma proposta alternativa para a estimação da distribuição usual
de consumo e da prevalência de inadequação alimentar através de um modelo Box-
Cox t com efeitos aleatórios ou mistos, em especial para dados que apresentam alta
assimetria e/ou presença de pontos discrepantes. A modelagem proposta não requer
transformação nos dados e permite a interpretação de efeitos de covariáveis sobre
quantis da distribuição de consumo. Um estudo com um banco de dados de consumo
de 22 micronutrientes é apresentado e, na maioria dos casos, os valores do critério de
Akaike foram menores do que para o modelo padrão (Tooze et al., 2010), e os valores
estimados de prevalência de inadequação foram mais plausı́veis com o observado no
banco de dados. Por meio do estudo de simulação, constatou-se que o modelo Box-Cox
t estima de forma adequada a distribuição de consumo usual populacional, em especial
para casos de assimetria à direita e/ou na presença de pontos discrepantes.

Este trabalho propõe ainda uma nova classe de distribuições que envolve uma
transformação do tipo Box-Cox e a classe de distribuições simétricas truncadas para
variáveis contı́nuas e positivas, denominada classe das distribuições Box-Cox simétricas.
Esta classe inclui as distribuições log-simétricas e as simétricas truncadas com suporte
nos reais positivos. Algumas propriedades, os quantis e os momentos são obtidos e es-
tudos sobre o decaimento da cauda são apresentados. A classe possibilita interpretação
dos parâmetros em termos de quantis, o que a torna interessante para modelagem de re-
gressão. Para algumas distribuições da classe Box-Cox simétrica, o método de máxima
verossimilhança é robusto a observações discrepantes para a estimação dos parâmetros
relacionados à mediana e à dispersão relativa. Aplicação a um banco de dados de
consumo de 22 micronutrientes e 11 macronutrientes mostrou que os modelos Box-Cox
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simétricos apresentaram melhores ajustes do que modelos alternativos.
Para estudos futuros pretende-se

(i) implementar as distribuições da classe Box-Cox simétrica no programa R por
meio da rotina gamlss, assim como já estão disponı́veis as distribuições Box-Cox
t, Box-Cox Cole-Green e Box-Cox exponencial potência;

(ii) estudar a modelagem de regressão na classe de distribuições Box-Cox simétricas;

(iii) desenvolver modelos de regressão Box-Cox simétricos para análise do excesso de
consumo de nutrientes que podem ser prejudiciais à saúde (Morimoto et al., 2012);

(iv) desenvolver modelos Box-Cox simétricos inflacionados de zeros. Estes podem
ser úteis para modelagem de dados referentes a ingestão de alimentos que são
consumidos episodicamente, os quais tipicamente apresentam uma quantidade
significativa de zeros (não consumo);

(v) estudar métodos de diagnósticos para modelos de regressão Box-Cox simétricos
e Box-Cox simétricos inflacionados de zeros.



APÊNDICE A

Apêndice

A.1 Estimação dos Modelos Aditivos Generalizados para

Locação, Escala e Forma

Na linguagem de programação R, dois métodos de estimação para a classe dos
Modelos Aditivos Generalizados para Locação, Escala e Forma (Generalized Additive
Models for Location, Scale and Shape (GAMLSS)) estão implementados.

O primeiro é o da maximização da densidade a posteriori (Maximium a Posteriori
(MAP) Estimation), que é equivalente a maximização de uma função de verossimilhança
hierárquica ou penalizada, a qual utiliza um algoritmo de retroajuste (backfitting) para
estimação dos parâmetros. A ideia central de um algoritmo de retroajuste é de um
processo iterativo que busca minimizar uma função de perda (normalmente o erro
quadrático) em relação a cada uma das funções (referente a uma variável preditora) até
a convergência. Na ausência de um termo de penalização, o algoritmo resume-se ao
procedimento de Newton-Raphson. Este procedimento pode ser encontrado na rotina
gamlss (Rigby & Stasinopoulos, 2006a).

O segundo método de estimação é o da maximização da verossimilhança marginal
aproximada, presente na rotina gamlss.mx (Stasinopoulos et al., 2008) que faz o uso do
algoritmo EM (Expectation-Maximization) para o cálculo das estimativas dos parâmetros.

Nesta tese, o primeiro método foi utilizado para estimativa dos valores iniciais da
Seção 4, sem a penalização; e o método da verossimilhança marginal foi usada para
verificar a programação feita.

Na próxima seção encontram-se os métodos da verossimilhança marginal e per-
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filada, os quais foram usados para o ajuste dos modelos descritos nos Capı́tulos 3 e
4.

A.1.1 Estimação por máxima verossimilhança marginal aproximada

Seja yi o vetor de observações da variável resposta referente ao indivı́duo i, com
distribuição f (yi,θ), em que θ é o vetor de parâmetros associados a distribuição f e
γi o efeito aleatório, com distribuição h(γi, λ), em que λ é o parâmetro associado a
distribuição h.

A função densidade de probabilidade conjunta de (yi, γi) é da forma

f (yi, γi) =
ni∏

j=1

fi j(yi j|γi)h(γi),

e a função densidade de probabilidade marginal de yi é dada por

f (yi) =
∫ ∞

−∞

ni∏
j=1

fi j(yi j|γi)h(γi)dγi.

Assim, a função densidade de probabilidade marginal de y = (y⊤1 , y
⊤
2 , . . . , y

⊤
N)⊤ é dada

por

f (y) =
N∏

i=1

fi(yi) =
N∏

i=1

∫ ∞

−∞

ni∏
j=1

fi(yi j|γi)h(γi)dγi,

e o logaritmo da função de verossimilhança pode ser escrito como

ℓ(θ) = log f (θ) = log
N∏

i=1

fi(yi) =
N∑

i=1

log fi(yi) =

=

N∑
i=1

log


∫ ∞

−∞

ni∏
j=1

fi(yi j|γi)h(γi)dγi

 . (A.1)

A integral dada na equação (A.1) é aproximada pelo método de quadratura de Gauss-
Hermite (detalhes no Apêndice A.3).

Desse modo, para se obter a estimação por máxima verossimilhança basta derivar a
equação aproximada pela quadratura de Gauss-Hermite em relação aos parâmetros de
interesse, e assim obtém-se o vetor escore. A solução dos estimadores aproximados de
máxima verossimilhança são encontrados resolvendo o sistema de equações formado
a partir de cada vetor escore igualado a zero (Casella & Berger, 2002, p.316). Quando
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um processo iterativo é requerido, uma linguagem de programação é utilizada para
estimar os parâmetros.

A.1.2 Verossimilhança perfilada

Existem situções nas quais se deseja realizar inferência envolvendo apenas alguns
parâmetros do modelo. Em tais situações, os parâmetros de interesse são aqueles
para os quais se deseja fazer a inferência, os demais são chamados de parâmetros de
perturbação. Uma possı́vel solução é utilizar uma pseudo-verossimilhança, que faz
com que a função dos dados dependa somente dos parâmetros de interesse.

A ideia comumente utilizada é substituir o vetor de parâmetros de perturbação
por uma estimativa consistente deste na verossimilhança original. A função resultante
é conhecida como função de verossimilhança perfilada. A seguir, apresenta-se um
resumo do método baseado no trabalho de Araújo Júnior (2006).

Considere um modelo paramétrico em que θ é um vetor de parâmetros desconhe-
cidos de dimensão p. Adotando a decomposição (τ, ϕ) do vetor θ, suponha que o
interesse seja fazer inferência somente sobre o parâmetro τ. Assim, os parâmetros τ e
ϕ são ditos de interesse e perturbação, respectivamente.

A função de verossimilhança perfilada pode ser obtida substituindo, na função de
verossimilhança original, o vetor de parâmetros de perturbação ϕ por sua estimativa
de máxima verossimilhança para valores fixados do parâmetro de interesse.

Assim, pode-se escrever θ̂τ = (τ, ϕ̂τ), em que ϕ̂τ é a solução em ϕ de ∂ℓ(τ, ϕ)/∂ϕ = 0.
A função de verossimilhança perfilada é definida por

Lp(τ) = L(τ, ϕ̂τ).

Seja ℓ(τ, ϕ; y) o logaritmo da função de verossimilhança, que é unicamente maxi-
mizada com relação aos parâmetros dado y. Supondo que a estimativa ϕ̂τ é única, o
logaritmo da função de verossimilhança τ é definido como

ℓp(τ) = l(τ, ϕ̂τ; y) = supϕl(τ, ϕ; y).

A expressão acima sugere um procedimento de maximização em duas etapas. A
primeira etapa consiste em achar o valor único ϕ̂τ que maximiza ℓ(τ, ϕ) com respeito
a ϕ supondo τ constante. A segunda etapa visa encontrar o valor de τ que maximiza
ℓp(τ) = log Lp(τ).

Assim, o estimador de máxima verossimilhança perfilada τ̂ é obtido no caso conti-
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nuamente diferenciável como solução da equação

∂ℓp(τ)
∂τ

= 0.

Um procedimento semelhante a este foi realizado na construção do grid para o
parâmetro referente ao número de graus de liberdade descrito no Capı́tulo 3. No caso,
valores diferentes para o parâmetro referente ao número de graus de liberdade foram
fixados e os demais parâmetros foram estimados, construindo um perfil dos valores da
função de máxima verossimilhança.

A.2 Distribuição Box-Cox t

A.2.1 O logaritmo da verossimilhança (ℓ)

O logaritmo da função de verossimilhança de uma variável aleatória Y que segue
uma distribuição BCT(µ, σ, ν, τ) é dado por

ℓ = (ν − 1) log y − ν logµ − log σ + log fT(z) − log FT

( 1
σ|ν|

)
, (A.2)

em que Z, fT(t) e FT(t) são definidos conforme (1.6), (1.7) e (1.9), respectivamente.
O logaritmo da função de verossimilhança de um conjunto de dados composto por
variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuı́das é dado por ℓd =

∑n
i=1 ℓi,

em que ℓi é o logaritmo da função de verossimilhança de uma observação Yi que segue
uma distribuição Box-Cox t conforme definido em (A.2).

A.2.2 Derivadas de primeira ordem de ℓ

As derivadas de primeira ordem do logaritmo da função de verossimilhança (ℓ)
com respeito a µ, σ, ν, τ são dadas por

∂ℓ
∂µ
=

wz
µσ
+
ν
µ

(wz2 − 1),

em que w = (τ + 1)/(τ + z2) e z = Z(y) conforme (1.6),
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∂ℓ
∂σ
=


1
σ

(wz2 − 1) +
h(σ, ν, τ)
σ2|ν| , se ν , 0,

1
σ

(wz2 − 1), se ν = 0,

∂ℓ
∂ν
=

wz2

ν
− log

(
y
µ

) (
wz2 +

wz
σν
− 1

)
+ sinal(ν)

h(σ, ν, τ)
σν2 , se ν , 0,

se ν = 0 a última parcela em ∂ℓ/∂ν deve ser substituı́da por seu limite quando ν→ 0,

∂ℓ

∂τ
=


∂ℓ
∂τ
= −1

2
log

(
1 +

z2

τ

)
+

wz2

2τ
+

1
2
ψ

(
(τ + 1)

2

)
− 1

2
ψ

(
τ
2

)
− 1

2τ
− j(σ, ν, τ), se ν , 0,

∂ℓ
∂τ
= −1

2
log

(
1 +

z2

τ

)
+

wz2

2τ
+

1
2
ψ

(
(τ + 1)

2

)
− 1

2
ψ

(
τ
2

)
− 1

2τ
, se ν = 0,

em que

h(σ, ν, τ) =
fT

(
1
σ|ν|

)
FT

(
1
σ|ν|

) ,
e

j(σ, ν, τ) =
∂
∂τ

[
log FT

( 1
σ|ν|

)]
,

em que ψ(s) = d
ds [log Γ(s)] é a função digamma.

A.2.3 Valor esperado das derivadas de segunda ordem e cruzadas de

ℓ

Os valores esperados das derivadas de segunda ordem e cruzadas do logaritmo da
função da verossimilhança a respeito dos parâmetros µ, σ, ν e τ requerem a avaliação
de termos da forma E[wsZr] para valores inteiros de s e r, em que w = (τ + 1)/(τ + Z2).

Se a probabilidade da região de truncamento tiver probabilidade desprezı́vel, Z
segue aproximadamente uma distribuição t com τ graus de liberdade. Se Z ∼ tτ então
E(wsZr) = 0 se r é ı́mpar e E(Z2) = τ/(τ−2), E(Z4) = (3τ2)/[(τ−2)(τ−4)], E(w) = 1 e E(w2) =
[(τ + 1)(τ + 2)]/[τ(τ + 3)]. Das identidades (τ + Z2)wsZr = (τ + 1)ws−1Zr, para r = 0, 2, 4
e s = 1, 2 segue que: E[wZ2] = 1, E[wZ4] = (3τ)/(τ − 2), E[wZ6] = (15τ2)/[(τ − 2)(τ − 4)],
E[w2Z2] = (τ+1)/(τ+3), E[w2Z4] = [3(τ+1)]/(τ+3), E[w2Z6] = [15τ(τ+1)]/[(τ−2)(τ+3)].

Para os resultados a seguir, usa-se ainda a expansão em Taylor dada por log(Y/µ) =
(1/ν) log(1+σνZ) ≈ σZ−(σ2νZ2)/2+(σ3ν2Z3)/3−(σ4ν3Z4)/4 e o valor esperado é calculado
retendo os termos de ordem menor em σ j.
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Os valores esperados aproximados das derivadas de segunda ordem do logaritmo
da função de verossimilhança(ℓ) com respeito a µ, σ, ν, τ, para τ > 2, são dados por

E
[
∂2ℓ
∂µ2

]
≈ −τ + 2σ2ν2τ + 1

µ2σ2(τ + 3)
,

E
[
∂2ℓ
∂σ2

]
≈ − 2τ

σ2(τ + 3)
,

E
[
∂2ℓ
∂ν2

]
≈ − σ2τ(7τ − 9)

4(τ − 2)(τ + 3)
,

E
[
∂2ℓ
∂τ2

]
≈ 1

4
ψ(1)

[
(τ + 1)

2

]
− 1

4
ψ(1)

[
τ
2

]
+

(τ + 5)
2τ(τ + 1)(τ + 3)

,

em que ψ(1)(s) = d
dsψ(s) é a função trigamma.

Os valores esperados aproximados das derivadas cruzadas de ℓ com respeito a
(µ, σ, ν, τ) são dados por

E
[
∂2ℓ
∂µ∂σ

]
≈ − 2ντ

µσ(τ + 3)
,

E
[
∂2ℓ

∂µ∂τ

]
≈ 2ν
µ(τ + 1)(τ + 3)

,

E
[
∂2ℓ
∂σ∂τ

]
≈ 2
σ(τ + 1)(τ + 3)

,

E
[
∂2ℓ
∂µ∂ν

]
≈ τ − 3

2µ(τ + 3)
,

E
[
∂2ℓ
∂σ∂ν

]
≈ − σντ

τ + 3
,
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E
[
∂2ℓ
∂ν∂τ

]
≈ σ2ν(2τ + 1)

(τ + 1)(τ + 3)(τ − 2)
.

A.3 Quadratura de Gauss-Hermite

O resumo descrito nesta seção baseou-se no trabalho de Carrasco (2012) e Peixoto
(2008).

O cálculo diferencial e integral é constantemente utilizado como instrumento para
resolução de problemas em diversas áreas do conhecimento, sendo bastante comum
a existência de integrais de funções que não possuem antiderivada explı́cita ou cuja
antiderivada não seja um processo simples de se obter. Assim, métodos de aproximação
surgem como uma alternativa na busca da aproximação dos valores de tais integrais.
Os métodos que aproximam integrais envolvem combinações lineares de avaliação do
integrando, isto é

∫ b

a
f (x)dx ≈ c1 f (x1) + c2 f (x2) + . . . + cq f (xq) =

q∑
i=1

ci f (xi), −∞ < a < b < ∞, (A.3)

em que os termos x1, x2, . . . , xq são chamados de nós ou abscissas e c1, c2, . . . , cq são
os coeficientes que pertencem ao conjunto dos números reais. Tem-se ainda que na
equação (A.3), para os casos nos quais a = −∞ ou b = ∞, assume-se, sem perda de
generalidade, que o intervalo é aberto neste(s) extremo(s). A equação (A.3) é uma
aproximação da integral pela soma de áreas de retângulos de base ci e altura f (xi), para
i = 1, . . . , q, conforme a Figura A.1 (Peixoto, 2008).

Figura A.1: Aproximação da integral por retângulos de base ci e altura f (xi).
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A quadratura de Gauss 1 considera as abscissas xi da equação (A.3) como sendo as
raı́zes de um polinômio ortogonal.

Uma sequência de polinômios {pq(x)}∞q=0 pertencentes ao espaço de todos os po-
linômios algébricos de um grau menor ou igual a q, é uma sequência de polinômios
ortogonais em relação a uma função peso w(x) definido no intervalo real [a, b]2, se

• pq(x) =
∑q

i=0 Aq,ixi possui grau exatamente q, isto é, Aq,q , 0;

• < pq1(x), pq2(x) >=
∫ b

a
pq1(x)pq2(x)d f (x) =

∫ b

a
pq1(x)pq2(x)w(x)d(x) = 0,

sendo f (x) uma função contı́nua. Os polinômios ortogonais mais comuns encontrados
na literatura são os polinômios de Jacobi, de Hermite e de Leguerre. Neste estudo
foram utilizados os polinômios ortogonais de Hermite.

Seja uma sequência de polinômios {pq(x)}∞q=0, definida com w(x) = e−x2 sobre o inter-
valo (−∞,∞). Então, o polinômio de Hermite de grau q é dado por

Hq(x) = (−1)qex2 dq

dxq {e
−x2}.

O polinômio de Hermite Hq(x) definido como w(x) = e−x2 está diretamente associado
ao método de quadratura de Gauss. Esta associação é conhecida como quadratura de
Gauss-Hermite e permite aproximar integrais da forma

∫ ∞
−∞ e−x2dx, como∫ ∞

−∞
f (x)e−x2

dx ≈
q∑

i=1

υif(si),

em que si, i = 1, 2, . . . , q são as raı́zes de Hq(x) e υi são os pesos associados a cada raiz
do polinômio, dados por

υi =
2q−1q!

√
π

q2[Hq−1(si)]2 .

As raı́zes e pesos dos polinômios de Hermite podem ser calculados pelo programa
R (versão 3.0.1), os quais encontram-se na rotina statmod na função gauss.quad, com
opção hermite.

1Carl Friedrich Gauss (1777-1855) aprimorou as técnicas de Newton-Cotes (da obra Methodus nova
integralium valores per approxinationem inveniend: Commentationes Societatis Regiae Scientarium Gottingensis
Recentiores, 1814).
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A.4 Programação em R do modelo Box-Cox t com efeito

aleatório normal

library(gamlss)

library(statmod)

library(bbmle)

BCT.Int<-function(b,beta.fixo,sigma,nu,tau,lambda,X,Z,Y,log=TRUE){

zeta<-exp(lambda)

ll=sapply(b,function(bi){

preditor<-as.matrix(X)%*%beta.fixo+as.matrix(Z)%*%bi

mu=exp(preditor)

sigma=exp(sigma)

tau=exp(tau)

sum(dBCT(Y,mu=mu,sigma=sigma,nu=nu,tau=tau,log=TRUE))+

dnorm(bi,0,sd=1/zeta,log=TRUE)

})

if(log==FALSE){ll<-exp(ll)}

return(ll)}

gauss.hermite<-function(BCT.Int,n.pontos,beta.fixo,sigma,nu,tau,

lambda,X,Z,Y,log=FALSE){

pontos<-gauss.quad(n.pontos,kind="hermite")

integral<-sum(pontos$weights*BCT.Int(pontos$nodes,beta.fixo,

sigma,nu,tau,lambda,X,Z,Y,log=FALSE)/

exp(-pontos$nodesˆ2))

return(integral)

}

veroM<-function(modelo,formu.X,formu.Z,beta.fixo,sigma,nu,tau,lambda,

integral,pontos,dados){

dados.id<-split(dados,dados$dados.id)

ll<-c()

for(i in 1:length(dados.id)){

X<-model.matrix(as.formula(formu.X),data=dados.id[[i]])

Z<-model.matrix(as.formula(formu.Z),data=dados.id[[i]])
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ll[i]<-gauss.hermite(modelo,n.pontos=pontos,X=X,Z=Z,

Y=dados.id[[i]]$dados.nutriente,

beta.fixo=beta.fixo,sigma=sigma,nu=nu,tau=tau,lambda=lambda,

log=FALSE)

}

return(sum(log(ll)))

}

mod.BCT<-function(b0,sigma0,nu0,tau0,lambda0,integral,pontos,dados){

ll<-veroM(modelo=BCT.Int,formu.X="˜1",formu.Z="˜1",beta.fixo=b0,

sigma=sigma0,nu=nu0,tau=tau0,lambda=lambda0,

integral=integral,pontos=pontos,

dados=dados)

return(-ll)

}

P.GH=mle2(mod.BCT,start=list(b0=valorinicial1,sigma0=valorinicial2,

nu0=valorinicial3,tau0=valorinicial4,lambda0=valorinicial5),

data=list(integral="GH",pontos=100,dados=dados))

summary(P.GH)

A.5 Valor esperado e variância da distribuição Box-Cox

Cole-Green

De (5.10), considerando ν , 0 e k = 1, tem-se que o valor esperado de uma variável
aleatória Y ∼ BCS(µ, σ, ν; r) é dado por

E(Y) = µE
(
(1 + σνS)

k
ν IA(σ,ν)(S)

)
, (A.4)

em que IA(σ,ν)(·) é a função indicadora do conjunto A(σ, ν), com A(σ, ν) dado em (5.5).
Assim, para ν > 0, (A.4) pode ser reescrita como

E(Y) =
µ

FS

(
1
σν

) ∫ ∞

− 1
σν

(1 + σνS)
1
ν fS(s)ds,
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em que FS(·) e fS(·) são as funções de distribuição acumulada e de densidade de uma
variável aleatória S que segue uma distribuição simétrica padrão.

Uma expansão em Taylor (Sen et al., 2010, p.17-18) pode ser útil para aproximar a
expressão anterior. Desse modo, seja f : R → R, uma função contı́nua diferenciável
até ordem k, em um ponto xo de R, então:

f (x) = f (x0) +
k∑

j=1

f ( j)(x0)
(x − x0) j

j!
+ Rk(x, x0),

em que f ( j) é a j-ésima derivada e o erro da aproximação é definido como

Rk(x, x0) =
(x − x0)k

k!
{ f (k)[hx0 + (1 − h)x] − f (k)(x0)},

para algum 0 < h < 1.
Nesse trabalho, define-se f (s) = (1 + σνs)

1
ν e o ponto zero para realizar a expansão.

Assim, tem-se que a derivada de n-ésima ordem da função f é dada por

f n(s) = σn(1−ν)(1−2ν) · · · (1−(n−1)ν)(1+σνs)
1
ν−n ⇒ f n(0) = σn(1−ν)(1−2ν) · · · (1−(n−1)ν),

e aproximando a função por um polinômio de segunda ordem, tem-se

(1 + σνs)
1
ν ≈ 1 + σs + σ2 (1 − ν)s2

2
,

assim, pode-se reescrever (A.4) como

E(Y) ≈
µ

FS

(
1
σν

) ∫ ∞

− 1
σν

[
1 + σs + σ2 (1 − ν)s2

2

]
fs(s)ds =

=
µ

FS

(
1
σν

) ∫ ∞

− 1
σν

fs(s)ds + σ
∫ ∞

− 1
σν

sfs(s)ds +
σ2(1 − ν)

2

∫ ∞

− 1
σν

s2fs(s)ds

 .
O procedimento para ν < 0 é análogo. Portanto, o valor esperado pode ser aproxi-

mado por

E(Y) ≈ µ
1 + σ

FZ

(
1
σ|ν|

) [
E(Z) +

σ2(1 − ν)
2

E(Z2)
] ,

em que Z é uma variável aleatória que segue uma distribuição simétrica padrão trun-
cada com suporte A(σ, ν), sendo A(σ, ν) dado em (5.5).

Seguindo novamente uma aproximação por um polinômio de segunda ordem é
feita em torno do ponto zero, através da função g(s) = (1 + σνs)

2
ν , o segundo momento
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é dado aproximadamente pela expressão

E(Y2) ≈ µ2

1 + σ

FS

(
1
σ|ν|

) [
2E(Z) + σ(2 − ν)E(Z2)

] ,
e a variância pode ser aproximada por

Var(Y) ≈
µ2σ2

FS

(
1
σ|ν|

) E(Z2) − 1

FS

(
1
σ|ν|

) [
E(Z) +

σ(1 − ν)
2

E(Z2)
]2
 .

Particularizando para a distribuição Box-Cox Cole-Green, os valores aproximados
da esperança e variância são dados, respectivamente, por

E(Y) ≈


µ

1 + σ2
σ(1 − ν) +

|3ν − 1| exp
{
−1

2σ2ν2

}
√

2πΦ
(

1
σ|ν|

) 
, se ν , 0,

µ exp
{
σ2

2

}
, se ν = 0,

e

Var(Y) ≈



µ2

1 + σ
σ(2 − ν) +

|3ν − 2| exp
{
−1

2σ2ν2

}
ν
√

2πΦ
(

1
σ|ν|

) 
−

−
µ

1 + σ2
σ(1 − ν) +

|3ν − 1| exp
{
−1

2σ2ν2

}
√

2πΦ
(

1
σ|ν|

) 



2

, se ν , 0,

µ2[exp{2σ2} − exp{σ2}], se ν = 0,

em que Φ(·) é a função de distribuição acumulada de uma variável aleatória S que
segue uma distribuição normal padrão. É importante ressaltar ainda que, para ν = 0,
os resultados apresentados são exatos.

A.6 Terceiro e quarto momentos da distribuição Box-Cox

Cole-Green

Para obtenção dos valores aproximados de assimetria e curtose faz-se necessário
o uso dos terceiro e quarto momentos (5.10 e 5.11). Desse modo, aproximações por
Taylor utilizando-se polinômios de terceiro e quarto graus, respectivamente, seguindo
o mesmo procedimento descrito no Apêndice A.5 podem ser feitos. Assim, seus valores
aproximados, são dados respectivamente por
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E(Y3) ≈ µ3

1 + 3σ

FS

(
1
σ|ν|

) [
E(Z) +

σ(3 − ν)
2

E(Z2)+

+
σ2(3 − ν)(3 − 2ν)

6
E(Z3)

]]
,

E(Y4) ≈ µ4

1 + 4σ

FS

(
1
σ|ν|

) [
E(Z) +

σ(4 − ν)
2

E(Z2)+

+
σ2(4 − ν)(4 − 2ν)

6
E(Z3)+

+
σ3(4 − ν)(4 − 2ν)(4 − 3ν)

24
E(Z4)

]]
,

em que Z é uma variável aleatória que segue uma distribuição simétrica padrão trun-
cada com suporte A(σ, ν), sendo A(σ, ν) dado em (5.5).

Para a distribuição Box-Cox Cole-Green, os valores aproximados dos momentos de
terceira e quarta ordem são dados por

E(Y3) ≈



µ3

1 + 3σ2(3 − ν)
2

+
3σ exp

{
−1

2σ2ν2

}
2νΦ

(
1
σ|ν|

) √
2π[

3|ν − 1| + |3 − ν|(3 − 2ν)(2σ2ν2 + 1)
3ν

]]
, se ν , 0,

µ3 exp
{

9σ2

2

}
, se ν = 0,

E(Y4) ≈



µ4

1 + 2σ2(4 − ν) +
4σ

Φ
(

1
σ|ν|

) exp
{
−1

2σ2ν2

}
√

2π[
|3ν − 4|

2ν
+
|4 − ν|(4 − 2ν)(2σ2ν2 + 1)

6ν2

]
+

+
σ3(4 − ν)(4 − 2ν)(4 − 3ν)E(Z4)

24

]]
, se ν , 0,

µ4 exp
{
8σ2

}
, se ν = 0,

em que

E(Z4) =
∫ ∞

−∞
s4

exp
{
−1

2σ2ν2

}
√

2π
IA(σ,ν)(s)ds,

Para ν = 0 as expressões são exatas.
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A.7 Índice da cauda da classe de distribuições Box-Cox

simétrica

Este apêndice mostra detalhes das relações estabelecidas entre o ı́ndice da cauda
das classes de distribuições simétricas, log-simétricas e Box-Cox simétricas. Assim,
seja uma variável aleatória Y ∼ BCS(µ, σ, ν; r), o ı́ndice pode ser calculado através das
relações

LBCS(y; r) =


LS(yν; r), se ν > 0,
yν, se ν < 0,
LLS(y; r), se ν = 0.

Prova. Se Y ∼ BCS(µ, σ, ν; r), com função densidade dada em (5.8) e ν , 0, tem-se

LBCS(y; r) = y lim
t−→∞

f (ty)
f (t)

= y lim
t−→∞

(ty)ν−1

µνσ r
({

1
σν

[(
ty
µ

)ν
− 1

]}2)
tν−1

µνσr
({

1
σν

[(
t
µ

)ν
− 1

]}2)
= yν lim

t−→∞

r
({

1
σν

[(
ty
µ

)ν
− 1

]}2)
r
({

1
σν

[(
t
µ

)ν
− 1

]}2) . (A.5)

Quando ν > 0, t −→ ∞ implica em x = (t/µ)ν −→ ∞, e então de (A.5) tem-se,

LBCS(y; r) = yν lim
x−→∞

r
({

xyν−1
σν

}2
)

r
({

x−1
σν

}2
) = LS(yν; r).

Quando ν < 0, t −→ ∞ implica em x = (t/µ)ν −→ 0 e novamente de (A.5) obtém-se

LBCS(y; r) = yν lim
x−→0

r
({

xyν−1
σν

}2
)

r
({

x−1
σν

}2
) = yν.

Quando ν = 0, tem-se

LBCS(y; r) = y lim
t−→∞

f (ty)
f (t)

= y lim
t−→∞

1
tyσr

({
1
σ log

(
yt
µ

)}2
)

1
tσr

({
1
σ log

(
t
µ

)}2
)

= y lim
t−→∞

r
({

log(yt)−logµ
σ

}2
)

r
({

log t−logµ
σ

}2
) = LLS(y; r).
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A.8 Critérios de Anderson-Darling

Sejam y1, y2, . . . , yn uma amostra aleatória de uma variável aleatória com função de
distribuição acumulada F(y) e seja ky o número de observações yi < y. A função de
distribuição acumulada empı́rica é a função escada F̂(y) = ky/n. Uma medida utilizada
para estudar a bondade do ajuste é proposta por Labeyrie (1991), o qual propõe a
seguinte distância ponderada:∫ ∞

−∞
|̂F(y) − F(y)|W(F(y))dy,

em que W(y) é uma função de ponderação. Adotando W(y) = 1/(1 − y), a distância
média ponderada é estimada por

L =
1
n

n∑
i=1

|̂F(yi) − F(yi)|
1 − F(yi)

.

Uma medida de discrepância ou “distância” entre duas distribuições é proposta por
Anderson & Darling (1952), baseada na noção usual de uma medida em um espaço de
funções, dada por

n
∫ ∞

−∞
[F̂(y) − F(y)]2ψ[F(y)]dF(y) ≡W2

n,

em que F̂(y) é a função de distribuição acumulada empı́rica e ψ[F(y)](≥ 0) é alguma
função previamente definida. Considerando ψ(t) = 1/[t(1 − t)], ψ(t) = 1/(1 − t) e
ψ(t) = 1/(1 − t)2, W2

n resulta em

AD = n
∫ ∞

−∞

[F̂(y) − F(y)]2

F(y)[1 − F(y)]
dF(y),

ADR = n
∫ ∞

−∞

[F̂(y) − F(y)]2

[1 − F(y)]
dF(y),

e

AD2R = n
∫ ∞

−∞

[F̂(y) − F(y)]2

[1 − F(y)]2 dF(y),

respectivamente. A medida AD propõe a ponderação para medir a qualidade de ajuste.
A medida ADR é uma variante da medida AD, a qual ressalta a falta de ajuste na cauda
direita. A medida AD2R acentua ainda mais a falta de ajuste da cauda direita.

Como F̂(y) é uma função escada com saltos iguais a 1/n nas estatı́sticas de ordem, as
estatı́sticas de Anderson-Darling podem ser escritas em formas alternativas mais úteis
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para propósitos computacionais, como

AD = −n − 1
n

n∑
i=1

(2i − 1)[log zi + log(1 − zn+1−i)],

ADR =
n
2
− 2

n∑
i=1

zi −
1
n

n∑
i=1

(2i − 1) log(1 − zn+1−i),

AD2R = 2
n∑

i=1

log(1 − zi) +
1
n

n∑
i=1

(2i − 1)
(1 − zn+1−i)

,

em que zi = F(yi:n) e xi:n é a i-ésima estatı́stica de ordem (Luceño, 2005, p.906, Apêndice
B).
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Clássicos, Mestrado, Centro Federal de Educação Tecnológica de Minas Gerais.

Pinheiro, J. C. & Bates, D. M. (1995). Approximations to the log-likelihood function in
the nonlinear mixed-effects model, Journal of Computational and Graphical Statistics
4(1): 12–35.

R Core Team (2008). R: A Language and Environment for Statistical Computing, R Foun-
dation for Statistical Computing, Vienna, Austria. ISBN 3-900051-07-0.

Rao, B. (1990). Remarks on univariate elliptical distributions, Statistics & Probability
Letters 10(4): 307–315.

Resnick, S. I. (2007). Heavy-Tail Phenomena Probabilistic and Statistical Modeling, Springer,
New York.

Rigby, B., Stasinopoulos, M., Heller, G. & Voudouris, V. (2014). The Distribution Toolbox
of GAMLSS, http://www.gamlss.org. Data do acesso: 09-12-2014.
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