Modelos Box-Cox simétricos e aplicacdes a dados
nutricionais

Giovana Fumes

TRABALHO APRESENTADO
AO
INsTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SA0 PAuLO
PARA

OBTENCAO DO TITULO
DE

Doutor EMm CIENCIAS

Programa: Estatistica
Orientadora: Prof®. Dr?. Silvia Lopes de Paula Ferrari

Durante o desenvolvimento deste trabalho a autora recebeu auxilio financeiro da
CAPES e do CNPq.

Sao Paulo, 12 de dezembro de 2014.



Agradecimentos

A Deus, a razdo do meu viver e a motivagdo maior que me levou a realizar este
trabalho.

A minha orientadora, Prof* Dr® Silvia Lopes de Paula Ferrari, por toda paciéncia,
entusiasmo e sabedoria na orienta¢do da pesquisa realizada, pela sua amizade e com-
preensao.

Aos meus pais, Israel Fumes e Maria Alvacir Gongalves Fumes, pelo amor e apoio
incondicionais.

As minhas irmas, Jaqueline Fumes e Juliane Fumes Bazzo, ao meu cunhado, Re-
ginaldo Luiz Bazzo e aos meus sobrinhos Caué Henrique Fumes Tamburini, Felipe
Gabriel Fumes Tamburini, Beatriz Fumes Bazzo e Helena Fumes Bazzo, muito obri-
gada por compreenderem minha auséncia e me motivarem a realizar este desafio.

Ao meu tio, Laudenir Anténio Gongalves Filho, por sempre me apoiar e incentivar
para vida académica.

Ao meu namorado, Youssif Ghantous Filho, pelo carinho e suporte na conclusdo
deste trabalho.

Ao Prof. Dr. José Eduardo Corrente, por ceder o banco de dados para esta pesquisa
e por sua amizade sempre presente.

Aos professores do Instituto de Matematica e Estatistica, que contribuiram para
minha formacdo. Aos meus amigos e amigas de doutorado, muito obrigada pelas
horas de estudo e partilha.

Aos meus companheiros da E. E. Prof® Américo Virginio dos Santos e amigos
das comunidades Sdo Jodo Batista e Menino Deus e Santo Antonio, meus sinceros

agradecimentos por todo carinho e preces.



“Tudo posso Naquele que me fortalece.”(Fil 4,13)

Dedico este trabalho a minha av6, Helena Paniguel Gongalves (in memoriam), por seu
exemplo de sabedoria e forca.



Resumo

Na édrea de nutricdo é de grande interesse dos pesquisadores estimar a distribuicdo
usual de consumo e a prevaléncia de inadequagédo alimentar de um grupo populacional.
Usualmente, transformacoes de Box-Cox aliadas a distribuicao normal sdo utilizadas na
modelagem de dados de consumo alimentar (Dodd et al., 2006; Tooze et al., 2010). No
entanto, quando os dados apresentam distribui¢do altamente assimétrica ou presenga
de pontos discrepantes, esta abordagem pode conduzir a estimativas ndo plausiveis.
Além disso, tal modelagem ndo permite a interpretacdo dos pardmetros em termos
de caracteristicas dos dados originais e requer uma transformagéo inversa dos dados
transformados para a escala original.

Esta tese propde um enfoque alternativo para estimacdo da distribui¢do usual de
consumo e da prevaléncia de inadequagdo alimentar através do modelo Box-Cox ¢
(Rigby & Stasinopoulos, 2006b) com efeitos aleatérios ou mistos. A modelagem
proposta é flexivel, permitindo modelar dados assimétricos mesmo na presenga de
observagdes discrepantes. Ao contrdrio das abordagem usual, o modelo proposto ndo
requer transformacao nos dados e permite a interpretacdo de relagdes entre covaridveis
e quantis da distribui¢do de consumo. Em aplica¢des a um conjunto de dados de con-
sumo de 22 micronutrientes, na maioria dos casos o modelo Box-Cox t proporcionou
melhor ajuste do que seus competidores. Tem-se ainda, por meio de um estudo de
simulagdo, que o modelo Box-Cox t estima a distribui¢cdo de consumo usual populacio-
nal satisfatoriamente, e este é o preferivel em casos de assimetria positiva acentuada,
especialmente na presenca de cauda direita pesada.

Adicionalmente, esta tese propde uma nova classe de distribui¢des para variaveis
aleatdrias assimétricas positivas, a classe de distribui¢des Box-Cox simétricas. Um
estudo detalhado de propriedades desta nova classe de distribui¢des é apresentado.

Esta classe inclui as distribui¢des log-simétricas, como por exemplo, a log-normal, as
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distribui¢des simétricas truncadas com suporte nos reais positivos e as distribui¢des
Box-Cox t (Rigby & Stasinopoulos, 2006b), Box-Cox Cole-Green (Cole & Green, 1992)
e Box-Cox exponencial poténcia (Rigby & Stasinopoulos, 2004; Voudouris et al., 2012).
A nova classe de distribui¢des permite a interpretacdo dos parametros em termos
de quantis (em particular, a mediana), dispersdo relativa e assimetria, o que a torna
atrativa para modelagem de regressdo. Particularmente, a classe de distribuicdes Box-
Cox simétricas é til para modelagem de dados positivos assimétricos na presenca
de observagoes discrepantes, pois inclui distribui¢des de cauda pesada. Aplica¢des
de modelos Box-Cox simétricos e alternativos para a andlise de dados de consumo
de 22 micro e 11 macronutrientes sdo apresentados. Os modelos Box-Cox simétricos
forneceram melhor ajuste do que os alternativos.

Palavra chave: consumo alimentar; distribui¢ao Box-Cox f; distribui¢oes Box-Cox
simétricas; nutri¢ao; transformac¢ao de Box-Cox.



Abstract

The issue of estimating usual nutrients intake distributions and the prevalence of
food inadequacy is of interest in nutrition studies. Box-Cox transformations coupled
with the normal distribution are usually employed for modeling nutrients intake data
(Dodd et al., 2006; Tooze et al., 2010). However, when the data present highly asymme-
tric distribution or include outliers, this approach may lead to implausible estimates.
Additionally, it does not allow interpretation of the parameters in terms of characteris-
tics of the original data and requires backtransformation of the transformed data to the
original scale.

This thesis proposes an alternative approach for estimating usual nutrients intake
and the prevalence of food inadequacy through a Box-Cox t model (Rigby & Stasino-
poulos, 2006b) with random or mixed effects. The proposed model is flexible enough
for modeling highly asymmetric data even when outliers are present. Unlike the usual
approach, the proposed model does not require a transformation of the data and faci-
litates interpretation of covariates effects. In applications to data sets on intake of 22
micronutrients, the Box-Cox t models provided better fit than its competitors in most
of the cases. A simulation study suggests that the Box-Cox t model estimates the usual
intake distribution satisfactorily, and that it should be preferable to the usual approach
particularly in cases of highly asymmetric heavy tailed data.

Additionally, this thesis proposes a new class of distributions for positive asymme-
tric random variables, the Box-Cox symmetric class of distributions. A detailed study of
properties of the new class of distributions is provided. It includes as special cases not
only the log-symmetric distributions, for instance the log-normal distribution, and the
truncated symmetric distributions with support on the positive real line, but also the
Box-Cox t (Rigby & Stasinopoulos, 2006b), Box-Cox Cole-Green (Cole & Green, 1992)
and Box-Cox power exponential (Rigby & Stasinopoulos, 2004; Voudouris et al., 2012)
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distributions. The new class of distributions allows interpretation of the parameters in
terms of quantiles (in particular, the median), relative dispersion and skewness of the
distribution, which makes it attractive for regression modeling. The Box-Cox symme-
tric class of distributions is particularly useful for modeling positively asymmetric data
in the presence of outliers since it includes heavy tailed distributions. Applications of
Box-Cox symmetric distributions and alternative models to the analysis of data on the
intake of 22 micronutrients and 11 macronutrients are presented. It is noted that the
Box-Cox symmetric models provided better fit than the alternative models.
Keywords. Box-Cox symmetric distributions; Box-Cox t distribution; Box-Cox trans-
formation; nutrients intake; nutrition.
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CAPiTULO 1

Introducao

1.1 Motivacao

Um dos principais interesses dos pesquisadores da area de nutri¢do é estimar a
distribui¢do usual de consumo e a inadequagdo do consumo alimentar de nutrientes
(macro ou micronutrientes) de um grupo populacional.

A modelagem estatistica para medir o consumo de cada nutriente e determinar a
proporcdo de inadequacdo alimentar de uma populagdo apresenta um desafio, tanto
para nutricionistas quanto para estatisticos, uma vez que individuos diferentes ten-
dem a ter hdbitos alimentares distintos entre si (variabilidade interpessoal), e o préprio
individuo ndo necessariamente apresenta um consumo constante (variabilidade intra-
pessoal) (Borrelli et al., 1992).

Os métodos estatisticos mais utilizados na analise de dados nutricionais apresentam
uma estrutura comum baseada em um instrumento chamado recordatério 24 horas
(R24h) para estimacdo do consumo habitual de um grupo. Através doR24h, oindividuo
relata o seu consumo de alimentos nas tltimas 24 horas anteriores ao momento da
entrevista (Block, 1982; Slater et al., 2004).

De posse das informagdes provenientes dos R24h, existem programas especificos
que transformam os dados coletados em consumo de micro e macronutrientes. Um
desses programas é o NDSR (Nutrition Data System for Research) desenvolvido pela
Universidade de Minnesota, o qual foi utilizado para gerar os dados tratados nesta
tese, e aqui contempla a avaliacdo com énfase no consumo de micronutrientes, que sdo
aqueles nutrientes necessdrios em quantidades menores para o bom funcionamento do

organismo, como as vitaminas e 0s minerais.
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1.1 Motivacao 2

Na literatura, é comum se utilizar uma transformacgao Box & Cox (1964) e analisar os
dados de consumo de nutrientes transformados sob a normalidade (Dodd et al., 2006).
Assumindo esta suposi¢do, sdo comuns trés alicerces para diversos métodos existentes.
O primeiro afirma que o R24h é um instrumento ndo viesado para estimar o verdadeiro
consumo habitual de um individuo, isto é, a média de alguns R24h do individuo
pode representar de maneira ndo tendenciosa o seu verdadeiro consumo alimentar. O
segundo particiona a varidncia total dos R24h em dois componentes de varidncia: a
variabilidade intra e interpessoal. Para tal, uma anédlise de variancia de um fator é
realizada. Por fim, considera-se que a distribuigdo do consumo de nutrientes é feita de
acordo com a “corregdo” pela variabilidade intrapessoal. O coeficiente de correlacdo
intraclasse de um modelo misto sem covaridveis é usado como um fator atenuante,
que pondera a variabilidade dos dados, de modo que, se a variabilidade individual
for muito alta, o fator coloca os chamados valores intermedidrios mais préximos da
média do grupo, e se a variabilidade intrapessoal ¢ moderada, este fator considera essa
variabilidade individual para o estimador. Métodos como ISU (Iowa State University) e
BP (Best Power) (Dodd et al., 2006) seguem esse pano de fundo.

Todos os métodos supracitados consideram a normalidade nos dados, antes ou
ap6s uma transformacdo, e de modo geral se diferenciam pela transformagdo inversa
a ser aplicada para o retorno aos dados originais, bem como na forma de considerar a
ponderagao do fator atenuante. E importante ressaltar que tais modelos ndo conside-
ram a inclusdo de covaridveis e a possibilidade de ndo consumo de um determinado
nutriente.

Um modelo também baseado na distribuigdo normal, que considera a inclusdo de
covaridveis e leva em conta a propor¢do de ndo consumo, é proposto por Tooze et al.
(2010) e conhecido como método NCI (National Cancer Institute). Este modelo, também
exibe os percentis da distribuicdo usual de consumo, os quais podem ser muito tteis
para as intervengdes a serem feitas por pesquisadores da drea. Todavia, em conjuntos de
dados com alta assimetria e/ou presenca de outliers extremos, a modelagem baseada no
método NCI parece ndo ser a mais adequada, uma vez que as estimativas de prevaléncia
de inadequagdo alimentar tendem a ser incompativeis com os dados observados.

Na andlise estatistica de dados continuos, a distribui¢do normal é uma das mais
utilizadas devido as suas propriedades, em especial no contexto de modelos linea-
res. No entanto, a presenca de pontos discrepantes (outliers) afeta de forma relevante
a inferéncia baseada no modelo normal, incentivando o desenvolvimento de proce-
dimentos robustos, os quais sdo definidos como aqueles que sdo menos sensiveis a
desvios das suposi¢des sobre as quais se baseiam (Hampel et al., 1986).

Esta tese visa apresentar um procedimento robusto, baseado no modelo Box-Cox ¢
(Rigby & Stasinopoulos, 2006b), no contexto de modelos com efeitos aleatdrios e mistos,

para a estimagdo da distribui¢do usual de consumo e da prevaléncia de inadequacédo



1.2 Modelos Aditivos Generalizados para Locac¢ao, Escala e Forma 3

alimentar. Além disso, é apresentada uma proposta de generaliza¢do para uma classe
de distribuicdes fundamentada na transformacdo Box-Cox, envolvendo distribui¢des

simétricas truncadas.

1.2 Modelos Aditivos Generalizados para Locacao, Escala

e Forma

Os Modelos Aditivos Generalizados para Locacdo, Escala e Forma (Generalized Ad-
ditive Models for Location, Scale and Shape (GAMLSS)) foram introduzidos por Rigby &
Stasinopoulos (2001), que os desenvolveram para permitir relaxar algumas suposigdes
exigidas na classe dos modelos lineares generalizados.

A classe dos GAMLSS apresenta duas vantagens em relacdo aos demais modelos
lineares generalizados. Primeiramente, permite relaxar a suposicdo sobre a variavel
resposta admitindo distribui¢des mais gerais, e ndo somente aquelas restritas a familia
exponencial; e além disso, a parte sistemdtica do modelo é expandida, e ndo somente
a média (ou locacdo), mas todos os parametros da distribuicdo condicional da variavel
resposta sdo modelados como fung¢des paramétricas ou ndo paramétricas (smooth) en-
volvendo varidveis explicativas e/ou efeitos aleatdrios.

Tal classe de modelos é definida conforme segue. Os p parametros 0" =(0,,..., 0,)
de uma fungdo densidade de probabilidade f(y|0) sdo modelados utilizando termos
aditivos. Aqui, supde-se que para i = 1,...,n as y,; observagdes sdo independentes
e condicionalmente a ', tém funcdo densidade de probabilidade f(y;|0), em que
07 = (01, ...,0;) ¢ um vetor de p parametros relacionados as variaveis explicativas e
efeitos aleatorios.

Seja y" = (y1,...,Ys) 0 vetor de observagdes da varidvel resposta. Considere ainda,
para k = 1,...,p, uma fungdo de ligagdo mondtona gi(-), a qual relaciona o k-ésimo
parametro 0 as varidveis explicativas e efeitos aleatérios por meio de um modelo

aditivo dado por

Jk

S(0x) = 1, = Xi B + Z Zy s (1.1)
=

em que 6y e 1), sdo vetores de dimensdo n x 1, por exemplo, 0, = (01, Ox, ..., O),
ﬁ,—(r = Pis---,p ]};k) ¢ um vetor de parametros de dimensdo J;, e Xy e Zj, sdo matrizes do
planejamento (covaridveis) fixas, conhecidas e de ordens n x J; e n x g%, respectivamente,
ey, € uma varidvel aleatoria q-dimensional (Rigby & Stasinopoulos, 2005).

No caso em que J; = 0, o modelo (1.1) reduz-se a um modelo linear completamente
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paramétrico dado por

8k(0k) = 1, = XiPy. (1.2)

Se Zj = I,, em que I, ¢ uma matriz identidade de ordemn xn e y = hix = hj(xjr)

para todas as combinacdes de j e k do modelo (1.1), tem-se

Jk
K00 = M = Xiff, + Y j(xe), (13)

=1

em que xj; sdo vetores de tamanho n, para j = 1,2,..., ek = 1,2,...,p. A funcdo
hjx € uma fungdo desconhecida da variavel explanatéria X e hjx = hj(xj) € um vetor
que avalia hj em xj. As varidveis explicativas que compdem o vetor xj sdo assumidas
conhecidas. O modelo (1.3) é chamado de GAMLSS semiparamétrico, o qual compde
um caso particular do modelo (1.1). Desse modo, a classe dos GAMLSS contempla
termos paramétricos, semiparamétricos e efeitos aleatérios.

O modelo (1.1) pode ser estendido para permitir a inclusdo de termos nao lineares

na modelagem dos parametros da distribui¢do, na forma

Jk
Sk(0x) = 1, = (Xx, Bi) + Z hir(xje), (1.4)

=1

em que hy para k=1,...,psdo fun¢des ndo lineares e X; é uma matriz de covaridveis
conhecida de ordem 7 x ]k O modelo (1.4) é chamado de GAMLSS semiparamétrico
ndo linear. Se J; = 0, entdo (1.4) se reduz a um modelo GAMLSS paramétrico nao linear
expresso por

gk(Ok) = 1, = (X, Pr); (1.5)

se h(Xy, Pr) = XiP, parai=1,...,nek =1,...,p, entdo, o modelo (1.5) se reduz ao
modelo GAMLSS paramétrico linear (1.2). Note que alguns termos de hi(Xx, fi) podem
ser lineares, o que resulta num modelo com a combinacdo de termos paramétricos
lineares e ndo lineares.

Em muitas situagOes praticas sdo requeridos no maximo quatro parametros. Os
dois primeiros, 0; e 0, sdo usualmente caracterizados como parametros de locagdo e
escala, denotados por u = 0, e 6 = 0,, os demais parametros, quando presentes, sdo
caracterizados como pardmetros de forma, denotados por v = 03 e T = 0,. Dessa forma,

0s GAMLSS podem ser escritos resumidamente de forma genérica como:
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J1

g1(01) = n=Xif; + szly]'l’
j=1
2

82(02) = 1, =X, + Z ZpYp
j=1
I3

83(0:) = 1y =X5f;+ Z Zi3Yjs
j=1

Ja
84(04) = n,=Xuf, + Z Ziuy s
j=1

Na linguagem de programacédo R (R Core Team, 2008), dois métodos de estimagao
estdo propostos para esta classe de modelos, no contexto utilizado neste estudo
(Stasinopoulos et al.,, 2008). O primeiro é o da maximizacdo de uma fungdo de
verossimilhanga penalizada, no qual é utilizado um algoritmo de retroajuste (back-
fitting) para estimagdo dos parametros. Este procedimento pode ser encontrado na
rotina gamlss (Rigby & Stasinopoulos, 2006a). O segundo é o da maximizagdo da
verossimilhanga marginal aproximada, o qual faz uso do algoritmo EM — Expectation-
Maximization —para calcular as estimativas dos pardmetros, presente na rotina gamlss .mx
(Stasinopoulos et al., 2008). Maiores detalhes sobre esta classe de modelos estdo relata-
dos no Apéndice A.1.

Neste trabalho, a classe dos GAMLSS é utilizada com quatro objetivos. Primeira-
mente, como ferramenta para selecdo da distribui¢do de probabilidade que melhor se
ajusta ao conjunto de dados que motivou o trabalho (detalhes no Capitulo 3), utilizando-
se a funcao fitDist. Tal funcdo ajusta distribui¢des candidatas ao conjunto de dados e
retorna o critério de Akaike (Akaike, 1973), através do qual seleciona-se a distribuigdo
que apresenta o menor valor para este critério.

O segundo objetivo do uso da classe dos GAMLSS esté relacionado com a programa-
cdo desenvolvida. Na rotina gamlss do programa R estd implementado o ajuste do
modelo Box-Cox t com efeito aleatério quando este segue uma distribui¢do normal.
Desse modo, a programacao feita no presente estudo utiliza a abordagem da rotina
gamlss como comparagdo para verificar se a programagcdo realizada estd de acordo
com o esperado. O programa desenvolvido é baseado no método da maximizagdo da
verossimilhanga marginal aproximada, utilizando métodos iterativos implementados
em R para a solucdo requerida (detalhes na Se¢do 2.2). O desenvolvimento do programa
é feito para flexibilizar a distribuicdo do efeito aleatério associado ao modelo Box-Cox t

e resolver alguns problemas de convergéncia na estimagdo de parametros em modelos
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para dados com assimetria acentuada.

Nos estudos de simulacdo realizados (descritos no Capitulo 4), esta rotina também
é usada com modelos sem efeito aleatério para atribuir valores iniciais para o processo
iterativo do cdlculo das estimativas dos pardmetros. Por fim, no Capitulo 5, essa rotina
é utilizada na comparacdo entre os modelos Box-Cox simétricos e os propostos por
Cordeiro & Andrade (2011) e Azzalini (2005).

1.3 Distribui¢ao Box-Cox ¢

A distribuicdo Box-Cox t (Rigby & Stasinopoulos, 2006b) é proposta como alternativa
a transformacdo de Box & Cox (1964). Esta distribuicdo é ttil quando a varidvel
dependente Y apresenta uma distribui¢do assimétrica e leptocurtica. Ela é indexada
por quatro pardmetros e denotada nesta tese por BCT(u, 0, v, 7).

Seja Y uma varidvel aleatéria positiva e continua. A distribuicdo Box-Cox t (BCT) é

definida a partir da transformacao

% l(z) — 1], se v#0,

z=2()=1 { HY (1.6)
—log (—), se v=0,
Y H

emquepy >0,0>0,—0c0 <v < oco. Assume-se que Z tem distribui¢do t padrdo com
graus de liberdade (7 > 0) truncada com suporte no intervalo

(—i,OO), se v>0,
oV {

Ao, v) = (_Oo,__), se v<0,
ov

(—00,00), se v=0,

e escreve-se Z ~ ti a(y). Assim, diz-se que Y tem distribuicdo BCT com pardmetros p,
o,ver, eescreve-se Y ~ BCT(u,0,v,7),se Z dado em (1.6) é tal que Z ~ t, 4(5,). Nota-se
que o suporte da distribuicdo de Y é o conjunto dos nliimeros reais positivos.

A fungdo densidade de probabilidade de Y é dada por

Vv—

dz|  y!
@ = [,lVGfZ(Z)’ (1.7)

) = f2(2)
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em que z = Z(y), com Z(-) dado em (1.6) e
fr(2)
1 4
(1)

com T ~ t;, ou seja, T é uma varidvel aleatéria que segue uma distribuicdo ¢ padrao

f2(2) =

com 7 graus de liberdade, cuja funcdo densidade de probabilidade é dada por

T [%] t2 _T2;1

fr) = ————— (1 + —) , —00<t<oo, (1.8)
L))y -

e Fr(-) é a funcdo distribuicdo acumulada de T.!

A fungdo distribui¢do acumulada de Y é dada por

FT—(Z), se v<0,
Fr(577)
Fy(y) = Fr(z) - Fr (_0 |1v |) . (1.9)
, se v>0.
Fr(5157)

A probabilidade da regido de truncamento, R\A(o,v), é dada por Fr(=(alv)™).
Se a regido de truncamento tem probabilidade negligenciavel sob a distribuigdo ¢,
o que ocorre quando o|v| é pequeno, entdo Fr(—=(olv)™) = 0 e, consequentemente,
Fr((olv)™") =~ 1 e, entdo, f2(z) ~ fr(z) e F,(y) = Fr(z2).

Sejam y, e z, os quantis de ordem « das distribui¢des de Y e de Z, respectivamente.

Pode-se mostrar que

{ u(l + o*vza)%, se v#0,
Ya = _
pexp(oz,), se v=0,

1
F;! [aPT(G > l)], se <0,

- P;1[1—(1—a)FT( )] se v>0,

1
olvl
com F;!(-) representando a inversa da fungdo distribui¢do acumulada de T ~ t,. Se
a regido de truncamento tem probabilidade negligenciavel, entdo z, = t;,, em que

tra = F}l(a), o quantil de ordem a da distribuigdo ¢, T ~ t..

1Daqui em diante 1/0lv| quando olv| = 0, serd interpretado como lim 0 (1/olv]) = oo e, nesse caso,
_)

ov
F(1/ov|) = 1.
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Em particular, a mediana de Y é dada por

1+ovz %, se v#0,
pp = HLE ) (1.10)
pexp(ozip), se v=0,
em que
P‘l[lF ( L )] se v<0
T 7 T . | Vl s =Y,

212 = 1

1
F—l[l——F( )] )
T 2Ta|v| se v>0

Note-se que, se a regido de truncamento tem probabilidade negligencidvel, tem-se

zip = 0 e u =~ Y15, ou seja, o parametro u é aproximadamente igual a mediana da
distribui¢do BCT(u, 0, v, T).

Um coeficiente de variagdo para uma varidvel aleatéria Y baseado em percentis,
denotado por CVy, é definido como

§ Yo,75 — Yo0,25

CVy =
Y 4 Yos

Ignorando a regido de truncamento, sendo v # 0 e considerando o pequeno, tem-se que
CVy = 0,75{[1 + ovt,o75]"" — [1 — ovto75]Y"}, em que t. 75 € O terceiro quartil de uma
variavel aleatéria T que segue uma distribuicdo ¢ padrdo com 7 graus de liberdade.
Segundo Johnson et al. (1982, p.375), uma aproximacao para os quantis da distribuigao
t. é dada por t, ~ u, + u,(u? + 1)/(47), em que u, é o percentil de ordem a de uma
variavel aleatéria normal padrdo. Assim, utilizando esta aproximacao e considerando
upzs ~ 0,67 = 2/3, tem-se que CVy = o[1 + 0,36/7]. Parav = 0 tem-se que CVy = 1,5
senh(ot,,5), uma fungdo crescente em o (vale a igualdade quando v = 0), em que
senh(-) é a fung¢do seno hiperbdlico.

Assim, tem-se que os parametros (i, o, v e T podem ser interpretados como escala
(relacionado a mediana), dispersao relativa (associado ao coeficiente de varia¢do apro-
ximado baseado nos percentis), assimetria (transformagdo poténcia para simetria) e
curtose (graus de liberdade), respectivamente.

Detalhes sobre o logaritmo da funcdo de verossimilhanga, as derivadas de primeira
ordem e o valor esperado das derivadas de segunda ordem e das derivadas cruzadas
da distribui¢do Box-Cox t sdo dados no Apéndice A.2.

A Figura 1.1 ilustra a fun¢do de densidade de probabilidade da distribui¢do Box-
Cox t para vérias combinacdes de valores dos parametros. Note que 7 controla o peso

da cauda da distribuicao.
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Figura 1.1: Gréficos de funcdo densidade probabilidade da distribui¢cao BCT(u, o, v, 7).

1.4 Distribui¢ao Box-Cox Cole-Green

Sabe-se que, se uma varidvel aleatéria unidimensional segue uma distribuicdo ¢ e
seu numero de graus de liberdade tende a infinito, esta variavel tende a distribuicdo
normal (Johnson et al., 1982, p.363). Analogamente, a distribuicdo Box-Cox ¢, quando
o parametro referente ao ntimero de graus de liberdade tende a infinito, converge para
a chamada distribuicdo Box-Cox Cole-Green (BCCG), baseada no modelo normal. Por
este motivo, tal distribuicdo é apresentada neste trabalho como comparag¢do ao modelo
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proposto, em especial para os casos nos quais ndo ha presenca de outliers extremos.

A distribuicdo BCCG surge a partir do método LMS (Lambda — Mu — Sigma) proposto
por Cole & Green (1992). Este método foi criado para tragar curvas de percentis que
mostram a evolucao de uma medida em fun¢do de uma covaridvel de interesse; em
geral sdo usadas como curvas para medir crescimento em funcdo da idade. No método
LMS trés pardmetros estdo envolvidos: o pardmetro A da transformacao poténcia Box-
Cox, a média, denotada por p, e o coeficiente de variacdo, denotado por o; as letras
iniciais dos nomes atribuidos aos pardmetros originaram o nome ao método.

O trabalho de Cole & Green (1992) apresenta a transformagdo dada em (1.6), tendo a
varidvel transformada Z seguindo uma distribui¢do normal padrado. Esta distribuigdo
foi implementada na rotina gamlss presente no software R e chamada de distribuicdo
Box-Cox Cole-Green (BCCG). E importante ressaltar que na implementacéo feita por
Stasinopoulos et al. (2008) é considerada a regido de truncamento para a varidvel
transformada (andloga a explicitada na Se¢do 1.3), uma vez que a varidvel aleatéria que
segue uma distribuigdo BCCG ¢é estritamente positiva.

As distribui¢des Box-Cox t (BCT) e Box-Cox exponencial poténcia (BCPE) (Rigby
& Stasinopoulos, 2004; Voudouris et al., 2012) surgem como uma extensdo do método

LMS com a inclusdo de um pardmetro que flexibiliza a curtose da distribuigdo.

1.5 Objetivos e estrutura da tese

O objetivo desta tese é propor uma nova metodologia para a estimagdo da distribuicdo
usual de consumo e da prevaléncia de inadequagdo alimentar de uma populagédo base-
ada no consumo mediano dos individuos, para casos nos quais os dados sdo altamente
assimétricos e/ou possuem observagdes discrepantes.

Para tal finalidade, a metodologia baseia-se na distribuigdo Box-Cox t. A partir do
estudo desta distribuicdo, propde-se também uma generalizacdo para uma familia de
distribui¢oes baseada na transformagdo dada em (1.6) e nas distribui¢des simétricas;
tal generalizagdo é chamada nesta tese de distribuigdes Box-Cox simétricas.

Este trabalho estd organizado em seis capitulos. No Capitulo 2, é apresentada uma
revisdo sobre o método NCI (Tooze et al., 2010), j& consolidado na literatura, com énfase
no seu caso particular dado pela quantidade de consumo, bem como a proposta da
nova metodologia baseada na distribui¢do Box-Cox t (Rigby & Stasinopoulos, 2006b).
No Capitulo 3, é realizada uma aplicacdo a um banco de dados real, na qual a nova
metodologia e o modelo ja existente na literatura sdo utilizados. No Capitulo 4 é
feito um estudo de simulacdo a fim de corroborar o modelo proposto e compara-lo
com o modelo ji estabelecido. No Capitulo 5, apresenta-se a defini¢do da classe de

distribui¢des Box-Cox simétricas (BCS) e algumas de suas propriedades, bem como
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uma comparacdo dessa classe com os modelos simétricos transformados (Cordeiro &
Andrade, 2011) e os assimétricos propostos por Azzalini (2005). Por fim, no Capitulo
6 sdo apresentadas as principais contribui¢des dessa tese e propostas para estudos

futuros.

1.6 Suporte computacional

A implementagdo computacional para a estimagdo do modelo descrito na Secado 2.2
foi desenvolvida na linguagem de programacéo R, versdo 3.0.1 (R Core Team, 2008);
detalhes em http://www.R-project.org.

Asmacros MIXTRAN e DISTRIB do programa SAS (Statistical Analysis System)(versao
9.2) foram usadas para estimagdo dos parametros do método NCI definido na Secdo
2.1 (SAS, 1990); para consulta acessar http:/fwww.sas.com.

Para o estudo de simulagdo com a implementacéo feita no programa R utilizou-se
o cluster Puma, administrado pelo Laboratério de Computagdo Cientifica Avancada
(LCCA) da Universidade de Sdo Paulo, que pode ser acessado em http;/www.usp.br/
lccafindex.html.

Para calculos feitos no Capitulo 5 o software Maple 13 foi utilizado; detalhes em
httpyfwww.maplesoft.com.

Para a escrita desta tese foi utilizado o sistema tipografico LATEX, que consiste em
uma série de macros e rotinas baseadas no sistema TEX; detalhes podem ser encontrados

em http:fwww.latex-project.org/.



CAPITULO 2

Modelo Box-Cox t com efeitos aleatérios e aplicacoes a
dados de consumo alimentar

O modelo Box-Cox t com efeito aleatério pode ser aplicado em diversas &reas
do conhecimento, todavia nesta tese tem como objetivo especifico compor uma nova
proposta para a estimagdo da distribui¢do usual de consumo e da prevaléncia de
inadequacdo alimentar. Por isso seu desenvolvimento é apresentado fazendo um
paralelo ao método NCI, especificamente num caso particular desse método, o qual

considera somente a quantidade de consumo de micronutrientes ingerida.

2.1 Método NCI

O método NCI foi proposto para estimar a distribui¢do do consumo usual didrio
de alimentos ou nutrientes (Tooze et al., 2010). A peca central dessa metodologia é
um modelo de medidas repetidas composto por duas partes com efeitos aleatdrios
correlacionados. Os dois componentes consistem na probabilidade e na quantidade
didria de consumo de um determinado alimento ou nutriente. Entretanto, quando a
probabilidade de consumo do alimento ou nutriente é préxima ou igual a 1, somente
a parte da quantidade de consumo é requerida, tratando-se assim de um caso especial
do modelo de duas partes, que é o considerado ao longo desta tese.

O método NCI tem como instrumento de coleta de dados os chamados recordatérios
24 horas (R24h). Conforme visto anteriormente, esta ferramenta é um registro aberto,

no qual o individuo relata seu consumo alimentar nas tltimas 24 horas anteriores ao

12
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momento da entrevista.

O caso particular que considera somente a quantidade de consumo do método NCI
é descrito a seguir (Tooze et al., 2010). Seja T;; o verdadeiro consumo de um nutriente
para o individuo i (i = 1,...,N) nodia j (j = 1,...,n;). O consumo usual para o
individuo i é dado pela esperanca condicional de seu consumo, ou seja, T; = E(T;j[i). O
consumo medido a partir de um recordatério 24 horas (R24h) sera denotado por R;;.

Assim, sup0Oe-se que o R24h é um instrumento nédo viesado para o consumo usual
didrio, ou seja, E(R;;|{) = T;. Entretanto, devido a assimetria da distribuigdo de consumo,
uma transformacdo nos dados provenientes do R24h é aplicada. O método NCI usa
a transformagdo Box-Cox, que inclui a transformacdo logaritmica como caso limite.
Logo, define-se R;]. = g(Rij,v), sendo g(r,v) = (1" — 1)v~1. Quandov = 0, a transformacio
dologaritmo natural é utilizada (Box & Cox, 1964). Sob a escala transformada, supde-se
que

Rij = i +eij,
i = i+ i

em que os erros intrapessoais, ¢;;, sdo independentes, com e;; ~ N(0, og), 03 > 0. Pode ser
incorporado ao modelo um vetor de covaridveis e, neste caso, assume-se que u; = X,f3,
em que 8’ = (Bo, 1, P2, - - -, Bp) € 0 vetor de parametros p de dimensédo p + 1 associado a p
covaridveis, X é a matriz de ordem N x (p+1), com i-ésima linha X; = (1, X1, Xp, ..., Xjp)
correspondente as varidveis explicativas do i-ésimo individuo; e os erros interpessoais,
yi, sdo independentes, com y; ~ N(0, A?), A2 > 0. Combinando as equagdes anteriores,

tem-se o modelo de efeito aleatério misto ndo linear para o R24h,
g(sz; V) = R:j =Xip+yi+ €ij,

com y; ~ N(0,A?) e eij ~ N(O, 0?) variaveis aleatérias independentes. Desse modo,
tem-se que Rjjlyi ~ NXiB +vyi, 0?) e sdo independentes.

E importante ressaltar que a variabilidade interpessoal é considerada através do
efeito aleatdrio y; e a variabilidade intrapessoal é absorvida juntamente com as outras
fontes de variagdo casuais, através da varidvel aleatoria e;;.

Desse modo, a contribui¢do do individuo 7, i = 1,...,N, para a verossimilhanca é

dada pela funcdo densidade marginal de (R;1, - - , Riy;), ou seja

oo M

Li(v,B, A, 0e; i1, -+, Tin) = f Hp(rijlv,ﬁ,yi,oe)h(yilA)d%,

—00

=1
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em que

-1 2
1 - ( — —(Xip + )/i)) :
ex i,
P 202 "

p(rijlv, B, vi, 0.) =
! 271072

adensidade de R;fjlyl-, eh(yilA) é a fungdo de densidade de uma varidvel aleatéria normal
com média zero e variancia A2.

A fungdo de verossimilhanca do modelo, considerando os N individuos é dada por

N N co M
L(vl ﬁ/ O, A) = H Li(vl ﬁ/ A/ Oe;Vitye oy rin,') = H f H p(rijlvl ﬁ/ Vi Ue)h(VzM)d%
i=1 i=1 Y% =

Assim, o logaritmo da fungdo de verossimilhanca pode ser escrito como

oo M

N
é’(v,ﬁ,A,ae)=Zlog f Hp(rijlv,ﬁ,yi,oe)h(yilﬁ)d)/i.
i=1 0 i

Aintegral envolvida no modelonado tem solugado explicita e utiliza-se uma aproximacdo
pela quadratura de Gauss adaptativa (Pinheiro & Bates, 1995) para sua resolucdo. A
verossimilhanga é maximizada com a otimizagdo feita pelo procedimento de quasi-
Newton, implementado no PROC NLMIXED do software SAS.

Nesta tese, este modelo para a quantidade de consumo do método NCI serd cha-
mado simplesmente de método NCI ou modelo padrao.

Estimacdo da prevaléncia de inadequacao alimentar

No método NCI, percentis da distribuicdo usual de consumo dos nutrientes de
uma populagdo sdo estimados usando um procedimento de Monte Carlo. Para gerar a
distribuigdo dos valores que refletem o padrado das covaridveis na populagdo, utilizam-
se as covaridveis para os individuos amostrados, com as combinagdes entre os valores
estimados do vetor de pardmetros associados as covaridveis (f) e de seus respectivos
componentes de variancia (A? e 2).

Para que o padrdo das covaridveis seja compativel com o da amostra, calcula-se
primeiramente XiE para cada individuo amostrado i, em que Eé a estimativa do vetor
de parametros . Em seguida, simulam-se k realiza¢Ges do efeito aleatério, como
uma variavel aleatéria normal N (O,’)P), em que A é a estimativa de A e é calculado
W = XIE+ ypemquel=1,...,kN,e X; = X;", paral = k(i — 1) + 1,...,ki. Usualmente
simulam-se k = 100 valores por individuo.



2.1 Método NCI 15

Desse modo, a distribui¢do dos kN valores simulados (u;,[ = 1,--- ,kN) reflete uma
amostra do consumo usual transformado da populacdo. Uma expansdo em série de
Taylor pode ser utilizada para aproximar T; = E(R/|X}, ;) = E(g‘l(R*, v)IX}, vi; B). Desta

maneira, para a transformagdo Box-Cox, o procedimento inverso é dado por

g™ ()} 1 )
T = (Wv+1)7 +=0o(1—v)(uv+1)2

I

T) ~ g_l(‘u;,v) + —G?

As estimativas de v e 02 sdo utilizadas para se obter fl, 0s consumos usuais simulados.
Os quantis amostrais dos kN valores T, sd0 0s quantis populacionais estimados. Para o
estudo em questdo, os percentis de 5%, 10%, 25%, 50%, 75%, 90% e 95% da distribui¢do
usual de consumo sdo considerados. Tais percentis serdo utilizados no estudo de
simulacdo descrito no Capitulo 4 desta tese.

Na drea de nutri¢do, é comum o interesse dos pesquisadores em saber se deter-
minado grupo populacional apresenta ou ndo adequabilidade no consumo habitual
alimentar. A avaliacdo para medir o consumo é feita seguindo um padréo estabele-
cido. Desse modo, a partir de um ponto de corte especificado, define-se a chamada
prevaléncia de inadequacdo alimentar, que é a proporgdo de individuos cujo consumo
habitual se encontra abaixo desse valor instituido (Morimoto et al., 2012; Suitor &
Gleason, 2002).

Em geral, no método NCI utiliza-se a necessidade média estimada, denotada por
EAR (Estimated Average Requeriments) como ponto de corte para o calculo da prevaléncia
de inadequacdo. Essa medida compde um sistema internacional de recomendacées
nutricionais conhecido como DRI (Dietary Reference Intake) proveniente do Instituto de
Medicina da Academia Nacional de Ciéncias dos Estados Unidos (Institute of Medicine
(IOM) of the U.S. National Academy of Sciences). A EAR é o valor médio estimado da
ingestdo de um nutriente para cobrir as necessidades de 50% dos individuos saudéveis
de determinada faixa etdria, estado civil e sexo (INS, 2003).

A prevaléncia de inadequagdo alimentar é estimada pelo método NCI como sendo

__#T)<EAR
P="3N (2.1)
em que EAR é o ponto de corte especificado, k é o nimero de simulagdes por individuo
e N é o nimero de individuos, ou seja, p é a proporcdo de T;s menores que a EAR.
Assim, a estimativa da prevaléncia de inadequagao serd dada pela proporcdo dos
consumos usuais que estd abaixo do padrdo estabelecido pela EAR para o nutriente

(Carriquiry, 1998), calculada sobre os kN valores gerados.
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2.2 Modelo Box-Cox t com efeito aleatdorio ou misto

O método NCI é amplamente aplicado na literatura para determinar a prevaléncia
de inadequagdo alimentar. Entretanto, para casos nos quais os dados sdo altamente
assimétricos, nota-se que a transformagédo realizada nos dados ndo necessariamente
conduz a normalidade, e, consequentemente, as estimativas dos consumos simuladas
para os individuos néo refletem os consumos usuais, os quais por sua vez, afetam as
estimativas das prevaléncias de inadequacdo alimentar, que parecem bastante distantes
do que se observa nos dados brutos em tais situacdes.

Para acomodar melhor tais casos de alta assimetria, propde-se nesta tese o modelo
Box-Cox t com efeitos aleatérios ou misto. Tal modelagem, além de proporcionar uma
acomodacdo para assimetria, também apresenta como vantagem a robustez da estima-
¢do envolvida, sendo menos sensivel a observagdes discrepantes. Além disso, o modelo
evita a necessidade de uma transformagédo inversa na varidvel resposta.

Outro aspecto interessante da abordagem ¢é que se utiliza a distribui¢do das media-
nas de consumo para o calculo da prevaléncia de inadequacao alimentar. Esta medida,
por ser mais robusta, gera estimativas de prevaléncia de inadequagdo alimentar mais
proximas da realidade dos dados brutos, em especial para os casos de dados com
alta assimetria; maiores detalhes serdo discutidos no Capitulo 4. Adicionalmente, o
ponto de corte para o cdlculo da prevaléncia de inadequacao é igual ao utilizado no
método NCI, a EAR, o qual parece ser mais coerente neste contexto, uma vez que o
mesmo é valor médio de ingestdo do nutriente baseado na mediana da necessidade
populacional.

O modelo Box-Cox t é definido conforme segue. Seja R;; o consumo do nutriente
em estudo relatado no R24h do individuo i no dia j, parai =1,...,Nej=1,...,n;.
Assume-se que R;|y; ~ BCT(u;, 0,v, 7), sendo

log(yl) = Xzﬁ + Vi, (22)
log(o) =6,
v=r1,
log(7) = C,

em que X; = (1, Xj1, Xp, ..., Xjy) é a i-ésima linha da matriz de variaveis explicativas X,
correspondente ao i-ésimo individuo e 8 = (o, 1, - - -, pBy) € o vetor de p + 1 parametros
associado as covaridveis do i-ésimo individuo, 9, 1 e C sdo parametros desconhecidos,
associados ao coeficiente de variagdo, a assimetria e a curtose, respectivamente, e y; é o
efeito aleatério associado ao i—ésimo individuo, que modela as medidas repetidas em

diferentes momentos. Aqui, supde-se que 0s y;’s sdo varidveis aleatérias independentes
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e identicamente distribuidas, parai=1,...,N.

Duas diferentes distribui¢des para o efeito aleatdrio y; sdo propostas: a distribui¢ao
normal, com média zero e varidncia A? e a distribuicdo t central, com x graus de
liberdade e parametro de dispersdo A?, cuja fun¢do densidade de probabilidade é da

forma

1

' YVi € R. (23)

r= ( yf) E

1
_ = |1+ —
)T

HriA, ) = —

Nota-se que a variabilidade interpessoal é incorporada através do efeito aleatério
presente no preditor linear do pardmetro u do modelo Box-Cox t. J4 a variabilidade
intrapessoal junto com as outras fontes de variacdo casuais é modelada pela distribuigao
Box-Cox t.

Seja R; o vetor de observagdes da varidvel resposta referente ao consumo do nutriente
relatado no R24h do individuo i, i = 1,...,N, o qual contém diferentes medidas de
consumo relatadas em 7; diferentes dias da semana, ou seja, R = (Rj1,...,Riy). Seja
R =(R/,R],...,R])" ovetor das observagoes da varidvel resposta referente ao consumo
relatado no R24h dos N individuos. A funcdo de verossimilhancga, obtida da fungdo

densidade marginal de R é dada por
N
L(G/V/ T/ﬁ/ /\/ K) = HLi(G/V/ T/ﬁ/ /\/ K, Ti1, .- -/rini) =

i=1

N oo MNi

H f H fCrijlo, v, t, B, yh(yilA, 1)dys,
i=1 - ]:1

em que h é a fungdo densidade dos efeitos aleatérios, que segue uma normal com média

zero e variancia A%, ou t conforme definida em (2.3), e

£ fr(zij)
[exp(XiB +y)]"0 (ﬁ)

f(riflo,v, 7, B, yi) =

sendo fr(-) e Fr(-) definidos, respectivamente, em (1.8) e (1.9).
O logaritmo da fungdo de verossimilhanga é, portanto, dado por

co N

N
to,v,7,B,A,x) = ) log [ f [T filo,v, w8, yohtyid, dys|. (2.4)
i=1 % =1

A integral em (2.4) ndo tem solugdo explicita e se propde aproximé-la pelo método
de quadratura de Gauss-Hermite (Pinheiro & Bates, 1995) (detalhes podem ser vistos

no Apéndice A.3). As estimativas de maxima verossimilhanga marginal aproximada
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sdo obtidas através de métodos iterativos utilizando o pacote bbmle na linguagem de
programacdo R. Detalhes sobre a implementa¢do computacional sdo apresentados na
Secdo 2.3; ver também Apéndices A.1e A.4.

Uma anadlise de perfil do logaritmo da funcdo de verossimilhanga é proposta para o
modelo Box-Cox t com efeito aleatério quando este segue uma distribuicdo t. O perfil
é estudado com a finalidade de verificar o comportamento de tal fungdo e assim averi-
guar se as estimativas encontradas pelo método de maxima verossimilhanca marginal

aproximada refletem o maximo global.

Estimacao da prevaléncia de inadequacao alimentar

O procedimento para a estimacdo da prevaléncia de inadequagdo alimentar é
analogo ao realizado pelo método NCI. Todavia a distribuigdo usual do consumo sera
baseada nos consumos medianos.

Desse modo, novamente os percentis da distribuicdo usual de consumo dos nutri-
entes da populagdo serdo estimados. Para gerar a distribuicdo dos valores que refletem
o padrdo das covaridveis na populagao, utilizam-se as covaridveis para os individuos
amostrados, com as combinagdes entre os valores estimados do vetor de pardmetros
associados as covariaveis (B) e da variancia do efeito aleatério (A?).

Primeiramente, calcula-se Xiﬁ para cada individuo amostrado i, em que E é a
estimativa do vetor de pardmetros . Em seguida, simulam-se k realiza¢des do efeito
aleatério, como uma variavel aleatéria N (O,/A\z) em que A2 ¢ a estimativa de A e é
calculado y; = exp{Xl*E+ yil,emquel=1,...,kN,eX; = X;", paral = k(i—1)+1,...,ki.
Adota-se k = 100 valores por individuo. Assim, a distribuicdo dos kN valores de y;
reflete uma amostra do consumo usual da populagéo.

Neste ponto, o método difere do NCI, pois ndo existe uma transformacao inversa
a ser realizada. Aqui, com base nos kN pseudo valores simulados, calculam-se os
consumos medianos estimados a partir de (1.10) e denotados aqui por T;. Os quantis
amostrais dos kN valores T; sd0 0s quantis medianos populacionais estimados. Para o
estudo em questdo, percentis de 5%, 10%, 25%, 50%, 75%, 90% e 95% dos valores me-
dianos estimados sdo considerados para realizacdo do estudo de simulagdo (Capitulo
4).

Analogamente ao método NCI, porém usando os consumos medianos estimados,
calcula-se a prevaléncia de inadequacgao alimentar. Assim, a propor¢do de consumos
medianos dos individuos que se encontra abaixo da EAR dada em (2.1) estima essa
prevaléncia.

O modelo Box-Cox Cole-Green (BCCG) com efeito aleatério é definido analoga-
mente ao explicitado anteriormente, sendo um caso limite quando 7 — oo do modelo

descrito nesta se¢do, conforme discutido na Secao 1.4. Os modelos BCT e BCCG
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com efeito aleat6rio serdo chamados ao longo desta tese de modelos medianos, por
utilizarem os consumos medianos dos individuos para o célculo da prevaléncia de

inadequacdo alimentar.
Analise de residuos

Propde-se o uso dos residuos quantilicos (Dunn & Smyth, 1996) para verificar a
qualidade do ajuste do modelo.

O valor predito é da forma [i; = exp{X;8+7;}, em que [I; ¢ uma medida associada ao
consumo mediano estimado para o i-ésimo individuo, X é a i-ésima linha da matriz de
varidveis explicativas X, correspondente ao i-ésimo individuo e E = (E(),El, e ,Ep) éa
estimativa do vetor de p + 1 pardmetros associado as covaridveis do i-ésimo individuo
e, 7i € o valor predito do efeito aleatdrio referente ao individuo i. A predigdo do efeito
aleatério pelo valor predito de Bayes empirico é definida como (Usuga Manco, 2013,
p-25)

[ BT R i Dy

Vi = E[)/i|Rij;E,5,’17,?,//\\,ﬂ = Y= '
[ AR TR T Ry

Para o cédlculo do valor predito de Bayes empirico foram usadas as estimativas dos
parametros encontradas por maxima verossimilhanca marginal aproximada. Para o
célculo da integral foi utilizada a funcdo integrate presente no programa R.

Seja F(-; u,0,v,7) a fungdo distribuicdo acumulada de Y ~ BCT(u, 0,v, t) definida
em (1.9); F(Y; u,0,v,t) é uma fungdo continua uniformemente distribuida sobre um

intervalo unitario. Os residuos quantilicos sdo definidos por

_—~ e~

dij = CI)_1(1:‘(1{1]/ i, o, 1/I/’-E))/

em que ®7'(-) é a inversa da fungdo distribuigdo acumulada de uma varidvel com
distribuicdo normal padrao. Espera-se que os d;; sigam aproximadamente o comporta-

mento de uma distribui¢do normal padrdo se o modelo produzir um bom ajuste.
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2.3 Implementacdao computacional

A programagcdo para o método de estimac¢do por maxima verossimilhanga marginal
e perfilada !, ambos procedimentos para se encontrar as estimativas dos pardmetros
dos modelos Box-Cox t e Box-Cox Cole-Green com efeito aleatério, bem como a
implementacdo dos residuos quantilicos, foi elaborada no software R.

A rotina gamlss presente no software R apresenta uma implementacdo dos modelos
medianos para o caso em que o efeito aleatério segue uma distribui¢do normal. En-
tretanto, a proposta da tese é trabalhar com modelos que apresentam procedimentos
robustos, tanto para a varidvel resposta quanto para o efeito aleatério. Assim, uma
implementacdo foi realizada a fim de possibilitar que a distribuigdo ¢t também fosse
proposta para os efeitos aleatérios, o que proporciona uma flexibilidade maior para
modelar a variabilidade entre os individuos. Além disso, a implementagdo possibili-
tou a resolugdo de alguns problemas de convergéncia encontrados ao se utilizar a rotina
gamlss do R, em relacdo ao ajuste de modelos que envolvem a distribuicdo Box-Cox
Cole-Green em dados com presenca de alta assimetria.

A rotina gamlss foi utilizada para verificagdo da programacdo. Adicionalmente, a
rotina foi usada para a selecdo dos modelos, para atribuir valores iniciais no processo
de simulagdo, bem como para verificar a necessidade da inclusdo de um efeito aleatério

adicional para a variabilidade intrapessoal.

1Um estudo sobre a verossimilhanca perfilada do modelo Box-Cox t é realizado no Capitulo 3 (vide
Apéndice A.1).



CAPITULO 3

Aplicacao

3.1 Analise descritiva dos dados

Os dados analisados nesta tese sdo provenientes de uma amostra de 368 individuos
pertencentes a um estudo epidemiolégico que teve como objetivo avaliar a adequacgédo
do consumo alimentar em idosos do municipio de Botucatu, interior do estado de Sao
Paulo, Brasil.

A amostra foi coletada no ano de 2011 por meio da aplicagdo de recordatério 24
horas (R24h). Para cada individuo, no maximo trés R24h foram obtidos em dias da
semana nao consecutivos, sendo um deles necessariamente no final de semana.

Os dados coletados pelo R24h foram transformados em dados de consumo de
micronutrientes utilizando-se o programa NDSR (Nutrition Data System for Research).
O detalhamento encontra-se no processo FAPESP 2008/10261-8 referente ao projeto
“Avaliagdo da Adequacgdo Nutricional na Terceira Idade”, de José Eduardo Corrente.

Os consumos de nutrientes e suas recomendagdes sdo distintos para homens e
mulheres; desse modo, as andlises neste capitulo sdo feitas segundo o género dos
individuos amostrados. A Tabela 3.1 mostra a média, o desvio padrdo (DP), os valores
minimo e maximo e a mediana de consumo de 22 micronutrientes referentes a 136
homens (354 observagdes) e 232 mulheres (594 observagdes); a Figura 3.1 apresenta os
box-plot ajustados (Hubert & Vandervieren, 2008).
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Os box-plot ajustados exibidos na Figura 3.1 evidenciam a assimetria das distribui¢ées
envolvidas (Hubert & Vandervieren, 2008). Ressaltam-se assimetrias acentuadas a di-
reita nas distribui¢des de consumo dos micronutrientes, bem como a presenca de pontos
aberrantes extremos como, por exemplo, para o consumo de vitamina A em homens,
para o qual o maior valor de consumo é de 41372,02 mcg, enquanto a mediana de
consumos ¢é de apenas 713,22 mcg.

Na Tabela 3.1, observa-se que os desvios padrdes (DP) para alguns nutrientes,
tais como as vitaminas A, K e C, foram muito altos indicando uma alta dispersdo
em torno da média. Observam-se alguns valores minimos iguais a zero (vitamina C
para homens e mulheres, e vitaminas A e D para mulheres), mas foram muito poucas
observagdes, as quais foram consideradas com um pequeno acréscimo para efeito da
andlise estatistica, pois o modelo proposto para este conjunto de dados contempla
somente valores positivos.

Desse modo, as medidas descritivas relatadas sugerem uma proposta de modelagem

estatistica que contemple assimetria e estimagdo robusta.

3.2 Modelo Box-Cox t com efeito aleatdrio

Por meio da funcdo fitDist da rotina gamlss do software R, verificou-se qual a
distribuicdo de probabilidade que melhor se ajusta ao conjunto de dados brutos, sendo
testadas para o consumo bruto de micronutrientes as seguintes distribui¢des: Box-Cox
Cole-Green, Box-Cox exponencial poténcia, Box-Cox normal, Box-Cox t, exponencial,
exponencial poténcia, familia ¢, gama, gama generalizada, inversa gaussiana, inversa
gaussiana generalizada, log-normal, skew t, valor extremo e Weibull (Rigby & Stasino-
poulos, 2006a).

A Tabela 3.2 mostra o resumo da sele¢do das distribui¢des pelo critério de Akaike
(AIC). Nota-se que a distribui¢do Box-Cox t é a mais frequente, seguida da distribui¢ao
skew t. Este fato é plausivel, uma vez que a distribuicdo ¢ é uma extensdo paramétrica
robusta do modelo normal para casos nos quais a presenca de valores discrepantes
é identificada (Arellano-Valle, 1994, p.58), algo muito comum em dados de consumo
alimentar. Vale a pena ressaltar que nos casos para os quais a distribuigdo Box-Cox
t ndo apresentou o menor valor para o critério de selecdo, as diferencas dos valores
encontrados entre a “melhor” distribui¢do e a Box-Cox t foram minimas. O critério
bayesiano de Schwarz (SBC) também foi aplicado e os resultados foram semelhantes
ao AIC.
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Tabela 3.2: Distribuigdes selecionadas pelo critério de Akaike para o consumo bruto de
micronutrientes segundo género (Masculino e Feminino) a partir da ferramenta fitDist
do pacote gamlss.

. . Distribuicao selecionada
Micronutriente (m) - —
Masculino | Feminino
Vitamina A (mcg) Box-Cox t Box-Cox t
Vitamina D (mcg) Box-Cox Exponencial Poténcia | Box-Cox Exponencial Poténcia
Vitamina E (mg) Box-Cox t Box-Cox ¢
Vitamina K (mcg) skew t skew t
Vitamina C (mg) Box-Cox ¢t Box-Cox t
Vitamina B1 (mg) Box-Cox ¢ skew t
Vitamina B2 (mg) Box-Cox ¢t Box-Cox ¢t
Vitamina B3 (mg) Box-Cox ¢ Log normal
Vitamina B6 (mg) Box-Cox ¢t Gama
Vitamina B12 (mcg) Box-Cox t Box-Cox t
Acido pantoténico (mg) Box-Cox t Box-Cox t
Folato (mcg) Box-Cox t Box-Cox t
Célcio (mg) Box-Cox t | Box-Cox Exponencial Poténcia
Fésforo (mg) Box-Cox ¢t Box-Cox ¢t
Magnésio (mg) skew t Box-Cox t
Ferro (mg) Box-Cox t Box-Cox ¢
Zinco (mg) Box-Cox ¢t Box-Cox Cole-Green
Cobre (mg) skew t Box-Cox ¢t
Selénio (mcg) Box-Cox t Box-Cox ¢t
Sédio (mg) Box-Cox t Box-Cox t
Potassio (mg) skew t Box-Cox t
Manganés (mg) Box-Cox t skew t

Para o célculo das prevaléncias de inadequacdo alimentar, utilizou-se o método
NCI e os modelos Box-Cox t e Box-Cox Cole-Green com intercepto aleatério, descritos
no Capitulo 2. Para a modelagem, considerou-se o consumo dos micronutrientes
como varidvel resposta e ndo houve inclusdo de covaridveis, assim os modelos foram
compostos apenas por um valor médio ou mediano geral e o intercepto aleatério. Para
que uma comparagdo com os dados brutos pudesse ser feita, as prevaléncias empiricas
das médias e medianas individuais ! foram calculadas. A prevaléncia empirica é a
proporgdo do consumo médio e mediano dos individuos que estdo abaixo do ponto de
corte estabelecido pela EAR.

E importante realcar ainda que, utilizando a rotina gamlss do software R, um teste
foi realizado para verificar se havia necessidade da inclusdo de um efeito aleatério adi-
cional que pudesse melhor explicitar a variabilidade intrapessoal. Este efeito aleat6rio
estaria relacionado com o parametro de dispersdo da Box-Cox t (coeficiente de variagdo,

0). O resultado do teste foi que o efeito ndo era necessario.

I A média e a mediana do consumo de cada individuo foi calculada considerando os trés recordatérios.



3.2 Modelo Box-Cox t com efeito aleatdrio 26

A Tabela 3.3 mostra os critérios de Akaike para o método NCI, e os modelos Box-Cox
t (BCT) e Box-Cox Cole-Green (BCCG) todos com efeito aleatério normal. No consumo
dos homens, os modelos medianos apresentaram os menores valores do critério de
Akaike para todos os nutrientes, sendo o modelo BCT o mais frequente, apenas para
a vitamina D e selénio o critério privilegia ligeiramente o0 modelo BCCG. No consumo
das mulheres, o modelo BCT novamente foi o que apresentou o menor valor na maioria
dos casos, e 0 modelo padrdo apresentou menor AIC para 6 micronutrientes entre os

22 estudados, a saber vitaminas D, B3 e B6, célcio, fosforo e zinco.

Tabela 3.3: Critérios de Akaike para os modelos ajustados para o calculo da estimativa
de prevaléncia de inadequagdo alimentar.

Micronutriente (m) Homens ‘ Mulheres

NCI \ BCCG \ BCT \ NCI \ BCCG \ BCT
Vitamina A (mcg) 5641,90 | 5633,84 | 5568,76 | 9403,40 | 9503,87 | 9388,39
Vitamina D (mcg) 1637,30 | 1623,18 | 1625,60 | 2630,90 | 2651,28 | 2647,79
Vitamina E (mg) 1861,90 | 1835,63 | 1812,65 | 287990 | 2879,87 | 2870,92
Vitamina K (mcg) 424420 | 4230,81 | 4217,56 | 6951,60 | 6926,84 | 6914,30
Vitamina C (mg) 4011,20 | 4014,59 | 3957,72 | 6535,30 | 652554 | 6462,68
Vitamina B1 (mg) 783,70 | 761,64 760,82 | 1062,40 | 1061,02 | 1051,73
Vitamina B2 (mg) 719,70 | 718,33 712,06 | 1042,20 | 1042,78 | 1031,16
Vitamina B3 (mg) 274750 | 2749,21 | 2727,70 | 4330,40 | 4330,68 | 4332,68
Vitamina B6 (mg) 967,00 | 957,92 942,44 | 1310,40 | 131442 | 131642
Vitamina B12 (mcg) 1871,00 | 1858,63 | 180591 | 3209,00 | 3173,66 | 3032,52
Acido pantoténico (mg) | 1504,80 | 1499,26 | 147505 | 2282,70 | 2282,30 | 2267,06
Folato (mcg) 4732,50 | 4713,53 | 4682,75 | 7597,80 | 7592,62 | 7552,44
Célcio (mg) 5141,20 | 5141,79 | 5139,70 | 8420,10 | 8428,97 | 843042
Foésforo (mg) 5428,80 | 5426,64 | 5414,93 | 8857,90 | 8862,24 | 8862,71
Magnésio (mg) 4424 30 | 4389,04 | 4376,73 | 7076,00 | 7069,71 | 7061,83
Ferro (mg) 2415,60 | 2402,23 | 2379,38 | 3808,10 | 3782,59 | 3771,09
Zinco (mg) 224740 | 2247,08 | 224142 | 3458,30 | 3461,80 | 3463,22
Cobre (mg) 586,40 | 541,07 532,37 931,00 871,34 861,89
Selénio (mcg) 3925,70 | 3925,05 | 3925,95 | 6481,80 | 6446,21 | 6420,50
Sodio (mg) 6576,40 | 6448,58 | 6417,07 | 10564,00 | 10427,98 | 10418,17
Potéssio (mg) 6102,80 | 6048,25 | 6032,53 | 982490 | 982747 | 9817,50
Manganés (mg) 1585,60 | 1474,66 | 1435,00 | 2982,00 | 2574,49 | 2547,28

A Tabela 3.4 mostra os valores de recomendacdo da EAR e as estimativas de pre-
valéncias de inadequacédo calculadas pela forma empirica, pelo método NCI, e pelo
modelo BCT e seu caso limite, dado pela distribui¢do BCCG, para homens e mulheres,

respectivamente.
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A partir da Tabela 3.4, pode-se fazer uma comparacdo entre as prevaléncias esti-
madas pelos métodos NCI e BCT e BCCG com efeito aleatério e o comportamento
dos dados. Desse modo, nota-se que os nutrientes que possuem estimativas de pre-
valéncia de inadequacdo proximas de zero ou um foram estimadas de forma andloga
pelo procedimento padrdo (NCI) e pelos métodos medianos propostos (vide estima-
tivas referentes aos nutrientes vitaminas D, E e B3, ferro, selénio, s6dio e potdssio,
tanto para homens quanto para mulheres). J4 nas estimativas para os nutrientes dcido
pantoténico, cdlcio e magnésio para ambos os sexos e vitaminas C e K para homens,
os modelos medianos tenderam a produzir estimativas superiores as encontradas nos
dados brutos. Para os demais nutrientes, as estimativas encontradas pelos modelos
medianos apresentaram-se mais plausiveis com o observado nos dados.

E importante destacar que para o ajuste do modelo BCT aos nutrientes vitaminas A e
K, ferro, zinco e potassio no consumo para homens, o pardmetro referente ao ntimero de
graus de liberdade foi prefixado antes da estimac¢do dos demais pardmetros do modelo.
Para o ajuste do modelo BCCG para vitamina A em mulheres, o pardmetro referente
a transformacgdo dos dados também foi fixado anteriormente aos outros. A fixagdo
desses parametros foi necesséria devido a ndo convergéncia no processo de estimagao
ou por produzir estimativas ndo realistas. Para a fixacdo dos valores do parametro
referente ao ntiimero de graus de liberdade no modelo BCT, a rotina gamlss foi usada
através do modelo Box-Cox t com efeito aleatério normal, ja para o modelo BCCG,
o valor da transformagdo dado no método NCI foi o utilizado. Para compreender
melhor as questdes evidenciadas na aplicagdo, um estudo de simulagdo foi conduzido
e os detalhes sdo apresentados no Capitulo 4.

A fim de explicitar uma anélise mais detalhada, escolheu-se o consumo da vitamina
C para homens. A escolha da distribuigdo desse nutriente é para ilustrar um caso de
alta assimetria e pontos discrepantes, conforme pode-se notar nas medidas descritivas
presentes na Tabela 3.1 e Figura 3.1. Além disso, as estimativas de prevaléncia de
inadequacdo alimentar foram bem distintas nos diversos métodos aplicados: segundo
a Tabela 3.4, a estimativa da prevaléncia de inadequagao alimentar pelo método padrao
(NCI) é de 35,3%, bem diferente da estimativa obtida pela distribuicdo empirica dos
dados, 51, 5%.

A Figura 3.2 descreve o perfil do consumo de vitamina C relatado pelos idosos do
sexo masculino em trés R24h. Observa-se que existe uma variabilidade notével nos
registros individuais de alguns individuos. A variabilidade entre os individuos nao

parece alta.
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Figura 3.2: Anélise de perfil para consumo de vitamina C em homens.

Na Tabela 3.5 sdo apresentadas as estimativas dos parametros do modelo Box-Cox
t com efeito aleatério encontradas pelo método de maxima verossimilhanga marginal

aproximada. O modelo adotado é

log(u:) = o + Vi,

log(o) =6,
v=rn,
log(7) = C.

Nota-se que a estimativa do pardmetro relativo ao consumo mediano do grupo ()
apresentou pouca variacdo nas distintas abordagens utilizadas. As estimativas dos
parametros referentes ao modelo Box-Cox t com efeito aleatério, quando a distribuigdo
deste efeito é normal, obtidas pela rotina gamlss e pela programada, foram semelhantes.
Quando a suposigdo sobre a distribui¢do do efeito aleatério mudou de normal para ¢,
as estimativas dos parametros referentes a transformacdo poténcia () e ao niimero
de graus da liberdade (C) da distribui¢do Box-Cox t variaram pouco e o parametro
associado ao coeficiente de variacdo (6) sofreu maiores modificagdes. Todavia, para
as distintas abordagens, as prevaléncias de inadequacao alimentar (p) estimadas pelo
modelo Box-Cox t com efeito aleatério normal e t, foram mais préxima da estimativa
encontrada na distribui¢do empirica dos dados (59, 6%), quando comparada ao modelo
padrdo (vide Tabela 3.4). Os valores do critério de Akaike foram semelhantes, sendo o
menor obtido no modelo Box-Cox t com efeito aleatério seguindo uma distribuicéo .
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Tabela 3.5: Estimativas dos parametros dos modelos Box-Cox t com efeito aleatério;
consumo de vitamina C para homens.

Efeito aleatério Normal gamlss Normal t
Parametros Estimativa EP \ Estimativa EP \ Estimativa EP
Bo 4,006 0,056 4,007 0,093 4,071 0,091
) -0,210 0,064 -0,218 0,149 -0,306 0,150
n 0,276 0,050 0,275 0,069 0,310 0,087
C 0,473 0,097 0,462 0,203 0,420 0,203
A 0,710 0,055 0,713 0,144 0,460 0,777
K 1,806 0,508
p(%) 64,5 65,0 64,7

AIC 3957,7 3957,7 3933,76

A Tabela 3.6 mostra os percentis de 5%, 10%, 25%, 50%, 75%, 90% e 95% da
distribuicdo de consumo usual populacional estimado pelos método NCI e mode-
los Box-Cox t com efeito aleatério normal e ¢, respectivamente. Observa-se que os
percentis da distribui¢cdo usual de consumo estimados pelo modelo baseado na média
(NCI) apresentam valores maiores em relagdo aos percentis estimados pelos modelos
medianos (BCT com efeito aleatério normal e t). Nota-se ainda que no modelo BCT, a
mudanga do efeito aleatério normal para t proporcionou uma pequena alteragdo nos
percentis estimados das distribui¢des de consumo mediano, sendo esta diferenga mais
acentuada no percentil de 95%, para o qual o modelo com efeito aleatério t produziu
estimativas de consumos medianos maiores do que o observado no modelo com efeito

aleat6rio normal.

Tabela 3.6: Percentis das distribui¢des de consumo usual estimados pelo método NCI
e modelos BCT com efeito aleatério normal e ¢.

Percentis (%) 5 10 25 50 75 90 95
NCI (mg) 23,38 | 33,13 | 57,55 | 104,86 | 180,23 | 294,00 | 381,92
BCT (normal)(mg) | 17,49 | 22,76 | 35,21 | 57,34 | 93,12 | 141,66 | 182,68
BCT (t) (mg) 13,97 | 23,85 | 41,45 | 61,24 | 90,76 | 151,77 | 258,79

A Figura 3.3 apresenta o grafico de perfil do logaritmo da funcdo de verossimilhan-
ca 2, com a finalidade de estudar o comportamento de tal fun¢do no caso do modelo
Box-Cox t, com efeito aleatério que segue uma distribuicdo ¢. Para tal, os pardmetros
referentes aos graus de liberdade da distribuicdo Box-Cox t e da distribuicdo t foram
fixados. A Figura baseia-se num grid na amplitude de 1 a 15, variando a cada 1 unidade
para o nimero de graus de liberdade de cada distribuicdo t proposta e, em seguida,
uma nova figura é apresentada, a qual fundamenta-se num grid mais especifico em

torno do ponto encontrado na primeira figura. Observou-se que o valor que minimiza

20 Apéndice A.1 apresenta um resumo do método da méaxima verossimilhanca perfilada.
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o critério de Akaike (AIC) encontra-se préximo ao ponto (2,2) da malha tracada. O
grafico de contorno da superficie de verossimilhanca vista de cima também foi tracado
para melhor explicitar o ponto de méximo encontrado.
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Figura 3.3: A esquerda, critério de Akaike (AIC) baseado no perfil do logaritmo da
verossimilhanca e, a direita, gréfico de contorno do modelo Box-Cox ¢t com efeito
aleatério quando este efeito segue uma distribuicao t.

A Figura 3.4 apresenta o grid mais especifico feito em torno da malha de dimensdes
[1,3] por [1,3], variando numa sequéncia a cada 0,2. Assim, os nimeros de graus de
liberdade associados ao ponto de maximo da fun¢do do modelo Box-Cox ¢t com efeito
aleatério que segue a distribuicdo t foram 1, 6 e 1, 8, para Box-Cox t e t, respectivamente,
0 que corrobora os resultados estimados pelo método da maxima verossimilhanca
marginal aproximada, estimados em 7 = eXp(Z) = exp(0,420) ~ 1,587 e ¥ = 1,806
para Box-Cox t e t, respectivamente. O gréfico de contorno é novamente apresentado.
Portanto, o valor encontrado é o ponto de maximo da fungdo de verossimilhanga.

E importante ressaltar que um estudo do perfil da verossimilhanca para o modelo
Box-Cox t quando o efeito aleatério segue uma distribui¢do normal também foi reali-
zado, e os resultados tiveram um comportamento analogo ao explicitado no caso do
efeito aleatorio ¢, sendo por este motivo omitidos.
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Figura 3.4: A esquerda, critério de Akaike (AIC) baseado no perfil do logaritmo da
verossimilhanca e, a direita, grafico de contorno do modelo Box-Cox t com efeito
aleatério quando este efeito segue uma distribuigéo .

As Figuras 3.5 e 3.6 apresentam graficos de residuos quantilicos para os modelos
BCT com efeito aleatério normal e . Cada figura apresenta quatro gréficos, os quais
mostram: os valores preditos versus os residuos quantilicos, o indice e a densidade dos
residuos quantilicos e a densidade da distribui¢do N(0, 1) (valores tedricos) versus os
residuos quantilicos (valores amostrais).

Nos graficos referentes aos residuos quantilicos versus valores preditos, notam-se
valores preditos extremos maiores no modelo Box-Cox t quando o efeito aleatério segue
uma distribuicdo t. Destacam-se dois pontos que apresentam um valor predito maior
em relacdo aos demais, os quais correspondem as observagdes de nimeros 340 e 341,
referentes a recordatérios de um mesmo individuo, cujo consumo mediano amostral é
de 691,75 mg. O modelo BCT com efeito aleatdrio t apresenta um valor predito mais
proximo do valor mediano amostral, dado por 612,17 mg, enquanto o modelo BCT
com efeito aleatério normal apresenta um valor predito de 293,52 mg.

Os gréficos de indice e densidade apresentaram um bom comportamento. O gréfico
do residuos quantilicos versus quantil tedrico (densidade N(0,1)) também mereceu
destaque; nota-se na Figura 3.5 que tal gréfico apresenta uma pequena fuga de pon-
tos nas caudas da distribuicdo, j& na Figura 3.6, observa-se que os residuos tiveram
um comportamento ligeiramente melhor em relagdo a normalidade. Desse modo, os
residuos quantilicos referentes ao modelo Box-Cox t quando o efeito aleatério segue
uma distribuicdo t, resultaram um comportamento um pouco melhor do que o modelo
no qual o efeito aleatério é normalmente distribuido.
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Figura 3.5: Residuos quantilicos para o modelo Box-Cox t quando o efeito aleatério
segue uma distribui¢do normal.
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3.3 Modelo Box-Cox t misto

Com o objetivo de verificar se a inclusdo de covaridveis melhora a precisdo para
estimar a prevaléncia de inadequacdo alimentar, um estudo foi feito utilizando como
variavel resposta o consumo de vitamina C.

As covaridveis testadas foram: estado civil (ndo casado, casado), escolaridade (até
primeiro grau, acima do primeiro grau), hipertensdo (sim, ndo), diabetes (sim, nédo),
atividades de vida diaria (AVD) (tarefas que a pessoa precisa realizar para cuidar de
si, tais como tomar banho, vestir-se etc; os individuos foram classificados como in-
dependentes, dependentes, e foi estabelecida uma categoria para os dados faltantes),
atividades instrumentais de vida didria (AIVD) (habilidades para administrar o ambi-
ente em que vive e inclui as seguintes a¢des: preparar refei¢des, fazer tarefas domésticas
etc; individuos foram classificados como na covariavel AVD) (Marra et al., 2007).

A Tabela 3.7 apresenta as frequéncias das covaridveis categéricas utilizadas. A
unica covaridvel continua do banco de dados escolhida foi idade. A seguir, as medidas
resumo para homens e mulheres, respectivamente: Média - 71,20/71,79 anos; DP -
7,11/7,21 anos; Minimo - 60/52 anos; Maximo - 90/92 anos e Mediana - 71/72 anos.

Tabela 3.7: Distribui¢cdo de homens e mulheres segundo as covaridveis categoricas.

Covariavel \ Categoria \ Homens (%) \ Mulheres(%)
.. Nao casado 18,1 54,0

Estado Civil Casado 81,9 46,0
) Até 1° grau 66,1 81,6
Escolaridade |\ 112 10 grau 33,9 18,4
Hipertensa Sim 51,7 58,9
IPeriensao NED) 48,3 41,1

. Sim 29,1 27,8
Diabetes Nio 70,9 72,2
Independéncia 86,7 80,3

AVD Dependéncia 6,8 10,3
Faltante 6,5 94

Independéncia 70,0 59,1

AIVD Dependéncia 23,5 31,5
Faltante 6,5 9,4

Cada uma destas covaridveis foram testadas individualmente para determinar a
ordem a serem incluidas no modelo, sendo usado o procedimento forward.

A Tabela 3.8 apresenta as estimativas de prevaléncia de inadequagdo alimentar
obtidas pelo modelo Box-Cox t com efeito aleatério normal e método NCI, sem e com

covaridveis significantes.
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Tabela 3.8: Prevaléncia de inadequagédo alimentar (dada em porcentagem) para o con-
sumo de vitamina C, calculadas a partir do modelo Box-Cox t com efeito aleatério
normal e método NCI, sem e com covaridveis significantes.

Modelo Homens Mulheres
BCT \ NCI | BCT \ NCI
Sem covaridveis 65,00 | 35,30 | 56,78 | 28,75
Com covariavel escolaridade 66,51 57,79 | 29,21
Com covariavel AIVD 65,01 | 37,80 | 57,76 | 28,46
Com covariaveis escolaridade e AIVD 58,03 | 28,78
Com covariaveis escolaridade e idade 37,38
Com covariaveis escolaridade, AIVD e idade 37,44

As estimativas das prevaléncias de inadequacdo alimentar ndo sofreram grandes
alteragdes na auséncia e presenga das covaridveis, isso significa dizer que embora
algumas tenham sido significantes, as mesmas ndo se apresentaram relevantes para
determinar uma alteragdo significativa na estimagdo da prevaléncia.

Para o conjunto dos homens, o modelo BCT que apresentou o menor critério de
Akaike foi o associado a covaridvel AIVD. O modelo é dado por

log(:) = XiB +yi, (3.1)
log(o) =6,
v=r1,
log(7) = ¢,

em que B = (Bo, p1,P2) sendo Py o intercepto, e f1 e B, sendo duas varidveis dummies
criadas para compor a covaridvel AIVD e X; = (1, X1, Xj») a i-ésima linha da matriz de
covaridveis associadas ao individuo 7, os demais componentes de (3.1) sdo os mesmos
ja explicitados em (2.2).

Para o modelo em questdo, as estimativas dos parametros relacionados ao coe-
ficiente de variacdo (o), a transformagdo (v) e ao nimero de graus de liberdade (7)
ndo sofreram muita alteracdo em relagdo ao modelo sem covariaveis, tendo resultados
bem préximos aos relatados na Tabela 3.5. As estimativas dos pardmetros associados
a mediana e seus erros padroes foram dados, respectivamente, por ﬁ; = 4,11(0,10),
[/3; = -0,59(0,21) e B; = 0,34(0,31). Para a covaridvel AIVD, a categoria de base utili-
zada foi o fato dos idosos serem independentes, o coeficiente ; refere-se a categoria
de dependéncia e f3,, a de observagoes faltantes. Logo, idosos independentes de outras
pessoas para executarem suas atividades fora de casa apresentaram quase o dobro
do consumo mediano de vitamina C quando comparados aqueles que executam tais
tarefas de forma dependente (exp(B1) = 0,55).

Para as mulheres, o0 modelo que apresentou o melhor ajuste foi o composto pelas
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covaridveis escolaridade e AIVD. Desse modo, com a mesma estrutura explicitada em
(3.1), o vetor de parametros foi composto por B = (Bo, f1, 2, f3), em que o, f1, 2 € B3
sdo associados, respectivamente, ao intercepto, a covariavel escolaridade e a covariavel
AIVD e a linha i referente a matriz de delineamento com as caracteristica do individuo
i, ¢ dada por X; = (1, X;1, Xip, Xi3). As estimativas (com erros padrdes) finais foram:
By = 3,95(0,08); B = 0,44(0,14); B> = —0,28(0,12); B3 = 0,14(0,18); & = —0,43(0, 08);
17 =0,39(0,24); Zz 0,75(0,34) e A2 = 0,31(0,01). Portanto, para o conjunto das mulhe-
res, a mediana de consumo de vitamina C foi 55% maior naquelas que apresentaram
um nivel de escolaridade acima do 1° grau, em relagdo aquelas que estdo classifica-
das como tendo escolaridade até o 1°grau (exp(B1) = 1,55), considerando as demais
covaridveis fixas. Quanto a covaridvel AIVD, analogamente aos homens, mulheres
idosas que apresentaram independéncia de outras pessoas para executarem atividades
fora de casa, tiveram um consumo mediano de 24% a mais de vitamina C quando com-
paradas aquelas que ndo conseguem executar tais tarefas sozinhas (exp(f.) = 0,76),

considerando as demais covaridveis fixadas.



CAPITULO 4

Simulacao

4.1 Estrutura geral

O objetivo do estudo de simulacao é verificar se a metodologia baseada na mediana
de consumo alimentar é adequada para estimar os percentis da distribui¢cdo usual de
consumo populacional, e comparé-la com o método padrao (Tooze et al., 2010). Este
estudo é fundamental para estimar de forma adequada a prevaléncia de inadequacdo
alimentar, uma vez que esta medida é determinada a partir da distribui¢do estimada
do consumo usual populacional, conforme detalhado no Capitulo 2.

Para tal objetivo, percentis das chamadas distribui¢des “verdadeiras” das médias
e medianas foram gerados, calculados a partir de 500 amostras. Cada amostra foi
composta por 500 individuos simulados e para cada individuo foram gerados 365
recordatorios 24 horas. Assim, tem-se 365 dias de observacdo do consumo alimentar
simulado de cada individuo, ou seja, o seu consumo anual, através do qual pode-se
calcular o seu “verdadeiro” consumo médio e mediano. Desse modo, para cada pessoa
foi calculado o seu consumo médio e mediano e, em cada amostra, foram encontrados
os percentis das distribuicdes empiricas das médias e medianas de consumo. Por
fim, as médias de cada um dos percentis de 5%, 10%, 25%, 50%, 75%, 90% e 95%
das 500 amostras foram calculadas, e estas compuseram os percentis das chamadas
distribui¢des “verdadeiras” das médias e medianas populacionais.

Modelos sem covaridveis com intercepto aleatério normal foram ajustados, base-
ados nas distribui¢cdes normal, Box-Cox Cole-Green (BCCG) e Box-Cox t (BCT), esta
tltima com o parametro referente ao ntimero de graus de liberdade estimado e fixado.

Para o modelo normal, o método NCI descrito na Segdo 2.1 foi aplicado, a partir do

37
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qual a distribui¢do de consumo usual é calculada baseada na média; os demais modelos
baseiam-se no consumo mediano, através do modelo Box-Cox t com efeito aleatdrio e
seu caso limite, dado pela distribui¢do Box-Cox Cole-Green, descrito na Sec¢do 2.2. A
partir das estimativas dos parametros dos modelos ajustados, percentis da distribuicao
de consumo baseado na média (método NCI) e medianas (modelos BCT e BCCG) fo-
ram simulados em cada amostra. Em seguida, as médias de cada um dos percentis
de 5%, 10%, 25%, 50%, 75%, 90% e 95% de 500 amostras foram calculadas para cada
modelo, e estas formaram os percentis estimados das distribui¢des usuais de cada um
dos modelos supracitados.

Os modelos baseados nas distribuigdes BCCG e BCT requerem estimativas iniciais
para o processo de otimizagdo. Para tal, as estimativas foram encontradas através dos
modelos disponiveis no pacote gamlss sem efeito aleatério. A estimativa inicial para o
parametro associado a varidncia do efeito aleatdrio foi calculada a partir de um modelo
linear com intercepto aleatério, porém, se esta varidncia era muito grande, um valor
inicial arbitrario lhe foi atribuido.

Os dados foram simulados conforme segue. Foram geradas R = 500 amostras, cada
uma composta por 500 individuos com 3 recordatdrios 24 horas cada um. Desse modo,
o recordatorio 24 horas é a varidvel resposta. Esta foi gerada aleatoriamente a partir
das distribui¢des Box-Cox t, Box-Cox Cole-Green, “normal transformada” e gama. Sob
a distribuicdo “normal transformada” os dados sdo gerados segundo uma distribuicdo
normal e uma transformacao inversa Box-Cox é aplicada. Nota-se que o método NCI
baseia-se na suposi¢do de que os dados seguem essa distribui¢cdo. Consideram-se ainda
cendrios em que os dados sdo contaminados por algumas observacdes discrepantes. Em
todos os cendrios, o efeito aleatério foi simulado a partir de uma distribui¢do normal.

O viés relativo em porcentagem e a raiz quadrada do erro quadréatico médio rela-
tivo foram calculados. Assim, seja ¢ o verdadeiro valor do percentil de interesse da

distribui¢do populacional e ¥, sua estimativa na amostra m. Tem-se que

_ 1 & —~
1[1 = E;'ij/
Vies({)) = (Ipy_bw]xloo,

— 2

EQMR(1) %Z [l’bmw_ 1#) ,

sdo, respectivamente, as estimativas da média, do viés relativo em porcentagem e da

raiz do erro quadratico médio relativo dos percentis estimados.
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4.2 Cenario 1: Dados gerados a partir das distribuicdes
BCT e BCCG

Neste cendrio os dados sdo gerados sob o seguinte modelo:

Yijlyi o BCT(ui, 0,v, 1), (4.1)

log () = Bo + Vi,
i ' N(0, A2),

i=1,...,500, j=1,2,3. Adicionalmente, considera-se o0 modelo Box-Cox Cole-Green,
em que (4.1) é substituido por

Yily: ™ BCCG(wi, 0, v).
Os valores dos parametros sdo fixadosem fy =5,0 =0,5,v=0,5, 1 =4e A% =0,5.

A Tabela 4.1 mostra os percentis medianos e médios, os vieses relativos em por-
centagem, a raiz quadrada do erro quadratico médio relativo calculados a partir dos
modelos Box-Cox t e Box-Cox Cole-Green com intercepto aleatério e método NCI, para
os dados simulados seguindo a distribuigdo Box-Cox t. Nota-se que os menores valores
de vieses relativos foram encontrados nos modelos Box-Cox t com 7 estimado e com t
tixado nos valores 4, 3 e 2, sendo os vieses relativos menores ou iguais a 1% em todos
os percentis. Para o modelo BCT com 7 = 1,5, os vieses relativos foram maiores, o que
era de se esperar pela natureza dos dados gerados. O modelo BCCG apresentou vieses
relativos maiores nos percentis de ordem superior. O modelo padrdao NCI apresentou
vieses relativos maiores em quase todos os percentis quando comparados aos modelos
baseados na mediana de consumo. Nota-se ainda que o método NCI subestima consi-
deravelmente os percentis de ordem elevada. Por outro lado, os modelos BCT mantém
0s vieses pequenos para todos os percentis.

E importante ressaltar que no modelo BCT, quando o pardmetro relativo ao ntimero
de graus de liberdade foi estimado simultaneamente com os demais, a estimativa média
deste parametro foi de 4, 55, préxima do valor utilizado para geracdo dos dados.

A porcentagem de amostras descartadas por falta de convergéncia na estimagdo dos
parametros foi baixa: no modelo BCCG, 0, 2%, no BCT com 7 estimado, 6,2%, no BCT

com 7 = 1,5 fixo, 0,8%; nos demais cendrios ndo houve amostras desconsideradas.
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Tabela 4.1: Cendrio 1: Percentis medianos e médios, vieses relativos em porcentagem e
raiz quadrada do erro quadratico médio relativo, dados gerados a partir da distribuicao
BCT com 7 = 4.

Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Verdadeiro
(mediano) 46,58 60,30 92,79 149,32 240,65 37094 480,62
Modelo

E 46,71 60,77 94,38 15391 251,17 390,20 508,20
BCCG Viés (fp\) 0,28 0,77 1,71 3,07 4,37 5,19 5,74

EQMR() 0,06 0,05 0,04 0,04 0,06 0,08 0,09
46,86 60,54 9291 149,54 240,78 369,82 478,28
BCT Viés (1) 0,60 0,40 0,12 0,15 005 -0,30 -0,49

EQMR(¥) 0,06 0,05 0,04 0,03 0,04 0,05 0,05
46,68 60,31 92,54 148,97 239,79 368,17 475,82

)@T

BCTt=4 0,22 002 -0,27 -0,24 -0,36 -0,75 -1,00
EQMR(y) 0,06 0,05 0,04 0,04 0,04 0,05 0,06

46,76 60,42 92,74 149,35 240,64 369,76 47821

BCTt=3 038 020 -0,06 0,02 0,00 -0,32 -0,50

EQMR() 0,06 0,05 0,04 0,03 0,04 0,05 0,06
46,79 60,46 92,78 149,42 240,68 369,81 478,32
BCTt=2 é 0,45 0,26 -0,01 0,07 001 -0,31 -0,48

EQMR(¥) 0,06 0,05 0,04 0,03 0,04 0,05 0,06
46,30 59,80 91,81 147,84 238,10 365,67 472,75

< < =<
) [ [N
»n wn »n
= | ENE) SN E)<|ENE)I«E)

BCT7=1,5 Viés () -0,61 -0,84 -1,06 -0,99 -1,06 -1,42 -1,64
JEOMR(@) 006 005 004 004 004 005 0,06

Verdadeiro
(médio) 52,06 67,31 103,72 167,26 269,80 415,04 536,42
/@ 52,20 71,03 113,12 18047 274,43 388,79 472,96
NCI Viés () 027 552 906 790 1,71 -6,33 -11,83

:

EQMR() 008 009 010 009 005 008 013

A Tabela 4.2 apresenta os resultados obtidos quando os dados simulados seguem
uma distribui¢do Box-Cox Cole-Green. O modelo que apresentou o melhor ajuste em
quase todos os percentis foi 0o BCCG, seguido pelo modelo BCT com 7 estimado e com
7 = 2. E importante ressaltar que o ajuste para os demais modelos BCT foram muito
bons, sendo os vieses relativos inferiores a 2% para todos os percentis. O modelo
padrdo (NCI) apresentou novamente vieses relativos altos quando comparados com os

dos modelos medianos.
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Tabela 4.2: Cendrio 1: Percentis medianos e médios, vieses relativos em porcentagem e
raiz quadrada do erro quadratico médio relativo, dados gerados a partir da distribuicao
BCCG.

Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Verdadeiro
(mediano) 46,20 59,81 92,16 148,31 238,51 366,33 472,67
Modelo

E 46,55 60,13 92,20 148,32 238,73 36642 473,68

BCCG Viés (1) 0,74 0,54 0,05 0,01 0,10 0,03 0,21

EQMR(y) 0,06 0,05 0,04 0,04 0,04 0,05 0,06
46,57 60,09 92,06 14793 237,81 364,66 471,11
BCT Viés () 0,79 048 -0,12 -0,25 -0,29 -0,46 -0,33

—

EQMR(v) 0,06 0,05 0,04 0,03 0,04 0,05 0,05
45,87 59,28 91,02 146,57 236,16 362,83 469,13
BCT7=4 Viés (y) -0,71 -0,87 -1,24 -1,17 -0,98 -0,96 -0,75

—

EQMR(@) 006 005 004 004 004 005 006
46,78 6045 92,87 149,67 24133 37108 479,98
BCT7=3 Viés () 124 1,08 077 092 118 130 155

—

EOMR®)) 006 005 004 004 004 005 0,06
4652 60,10 9224 14841 239,00 367,12 47443
BCT 7 =2 Viés () 0,69 049 009 007 021 021 037

EQMR®) 0,06 0,05 0,04 0,03 0,04 0,05 0,05
45,65 5898 90,47 14558 234,36 359,75 464,96
BCTt=1,5 Viés () -1,21 -1,38 -1,83 -1,84 -1,74 -1,80 -1,63

—

EQMR(y) 0,05 0,05 0,04 0,04 0,04 0,05 0,06

e

< |

< |

Verdadeiro

(médio) 4918 63,59 9791 157,84 25464 390,95 505,34
E 48,04 64,50 102,18 165,17 258,16 378,53 471,65

NCI Viés () -2,33 1,42 4,36 4,65 1,38 -3,18 —6,67

—

EQMR() 0,07 0,06 0,06 0,06 0,04 0,06 0,09

No caso de dados gerados a partir de uma distribuicdo BCCG, tanto para o modelo
BCCG quanto para o modelo BCT com 7 estimado a porcentagem de amostras descar-
tadas foi de 0,4%, e para os modelos BCT com 7 = 4 e T = 3, foram de 0,6% e 1%,
respectivamente. Para os demais ajustes ndo houve amostras descartadas.

Em suma, os modelos Box-Cox t e Box-Cox Cole-Green mostraram-se mais adequa-

dos a estimagdo do consumo usual populacional do que o método NCI.
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4.3 Cenadrio 2: Dados gerados a partir da distribuicao

“normal transformada”

Neste cendrio os dados sdo gerados sob o modelo assumido pelo método NCI, ou
seja,

Y;j = ﬁO +Vit€ij,
ind
Vi~ N(OI 0-72/)/

ind
eij = N(O/ Gg)/

com Y; e €; independentes, parai =1,...,500 e j = 1,2,3; ap6s a geracao dos dados,

uma transformagdo inversa Box-Cox é aplicada
* 1
Yl‘]‘ = (VYij + 1)V
Neste cendrio foram atribuidos os seguintes valores para os pardmetros:

@) Bo =10, ai =0,5,02=1ev =0,3 (assimetria a direita leve);

() By = 7,4056, (772/ = 0,3897, 02 = 1,2186 e v = 0,0371 (valores estimados pelo
método NCI para o ajuste do consumo de vitamina A em mulheres descrito no
Capitulo 3; assimetria a direita acentuada);

(II) a fim de avaliar a influéncia no comportamento do método na presenca de outliers
extremos, no caso (II) foi considerado também uma situacdo de dados “contami-
nados”, em que 5% dos valores de cada amostra simulada foram substituidos por
dados gerados de uma outra distribui¢do “normal transformada” com um inter-
cepto fp = 9 e demais pardmetros como em (II), resultando valores aberrantes em

relacdo aos dados inicialmente gerados.

As Tabelas 4.3, 4.4 e 4.5 apresentam os percentis medianos e médios, os vieses
relativos em porcentagem, araiz quadrada do erro quadrético médio relativo calculados
a partir dos modelos Box-Cox t e Box-Cox Cole-Green com intercepto aleatério e método

NCI, para os dados simulados seguindo a distribuicdo “normal transformada”.
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Tabela 4.3: Cendrio 2: Percentis medianos e médios, vieses relativos em porcentagem
e raiz quadrada do erro quadratico médio relativo. Dados gerados a partir de uma
distribui¢do “normal transformada”(I).

Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Verdadeiro
(mediano) 74,79 80,29 89,96 101,66 114,21 126,53 134,26
Modelo

@ 76,22 81,23 90,34 101,69 11447 127,34 135,73

BCCG Viés(¥) 191 116 042 003 022 064 1,10

EQMR(y) 0,03 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,02
76,30 81,29 90,38 101,68 114,40 127,19 135,54
BCT Viés (v) 2,02 1,24 0,46 0,02 0,16 0,52 0,96

—

EQMR(@) 003 002 001 001 001 002 002
7519 8030 89,63 10127 11443 127,75 136,43
BCT =4 Viés (p) 054 001 -0,37 -0,38 019 096 1,62

—

EQMR(y) 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,02
7528 8042 89,79 101,51 114,75 128,15 136,89
BCT7=3 Viés (y) 066 016 -0,18 -0,15 0,48 1,28 1,96

—

EQMR(y) 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,03
76,64 81,77 91,11 102,76 11590 129,17 137,82
BCTt=2 Viés () 247 184 1,28 1,09 1,48 2,09 2,65

EQMR(y) 003 002 002 002 002 003 0,03
76,07 81,18 9048 102,08 115,18 128,40 137,02
BCTt=1,5 Viés(y) 1,72 1,10 057 041 085 148 2,06

—

EQMR(y) 0,03 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,03

e

< |

< |

Verdadeiro

(médio) 76,84 82,28 92,11 103,86 116,63 129,00 136,87
E 76,92 82,46 92,18 103,91 116,52 128,86 136,67

NCI Viés () 0,11 0,22 0,08 005 -0,09 -0,11 -0,14

—

EQMR(yp) 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,02

A Tabela 4.3, referente ao cendrio de leve assimetria a direita, revela que o método
NCI apresentou os menores vieses relativos. Os modelos BCCG e BCT apresentaram
vieses moderados, ndo superando 2% na maioria dos casos. A Tabela 4.4, referente ao
caso de assimetria a direita acentuada, mostra resultados bem diferentes: o método NCI
apresentou o pior desempenho, subestimando todos os percentis médios. O modelo
BCT com 7 estimado mostrou a melhor performance. O desempenho do método NCI
tornou-se ainda mais insatisfatério no cendrio em que hé simultaneamente assimetria a

direita acentuada e presenca de pontos aberrantes (Tabela 4.5). Novamente, o método
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NClI subestimou todos os percentis médios. O modelo BCT com 7 estimado permaneceu
sendo o que apresenta melhor performance. Destaca-se ainda que a estimativa média
do parametro T no modelo BCT foi alta, o que sugere um modelo préximo ao BCCG.
Nao houve problemas de convergéncia neste cendrio.

Tabela 4.4: Cendrio 2: Percentis medianos e médios, vieses relativos em porcentagem
e raiz quadrada do erro quadratico médio relativo. Dados gerados a partir de uma
distribuicdo “normal transformada” (II).

Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Verdadeiro
(mediano) 30441 36497 49626 6944 967,44 129855 1543,38
Modelo

Y 31329 37349 501,32 69556 96569 129798 154943
BCCG Viés () 2,92 233 1,02 017 0,18  —0,04 0,39

EQMR() 0,07 0,06 0,04 0,03 0,04 0,05 0,06

312,56 372,96 501,17 696,20 967,67 1302,05 1555,66
BCT Viés (1) 2,68 2,19 0,99 0,26 0,02 0,02 0,27

EQMR(v) 0,07 0,06 0,04 0,03 0,04 0,05 0,06

)@T

) T

298,87 359,86 490,68 692,84 978,70 1336,78 1610,99

BCTt=4 Viés (v) -1,82 -1,40 -1,13 -0,23 1,16 2,94 4,38
JEQMR() 007 006 004 0,03 0,04 0,06 0,08
1 294,03 35527 487,49 693,32 986,32 135515 1639,66
BCTt=3 Viés () -3,41 -2,66 -1,77 -0,16 1,95 4,36 6,24
EQMR()) 007 006 004 0,03 0,05 0,07 0,09
¢y 31577 380,34 519,35 734,57 1039,60 1421,38 1713,96
BCT 7 =2 Viés () 3,73 4,21 465 578 7,46 9,46 11,05
EOMR(1)) 0,08 007 006 0,07 0,08 0,11 0,13
¥ 31357 376,62 51197 720,31 1013,86 1379,99 1659,75
BCTt=1,5 Viés (1) 3,01 3,19 3,16 3,73 4,80 6,27 7,54
JEQMR(1)) 0,08 007 005 0,05 0,06 0,08 0,10

Verdadeiro
(médio) 442,08 526,85 710,79 986,74 1361,78 1814,55 2147,29
¥ 425,80 510,15 685,06 947,80 1302,80 1733,26 2053,56
NCI Viés () -3,68 -3,17 -3,62 -3,95 —4,33  —4,48 —4,37

:

EQMR(y) 008 005 005 0,05 0,06 0,07 0,07

Em resumo, sob o cendrio em que os dados satisfazem os pressupostos do método
NCI, este pode ter tanto melhor ou pior desempenho que os modelos medianos a
depender do grau de assimetria dos dados. Em situagdo de alta assimetria e, princi-

palmente, se acompanhada de cauda direita pesada, os modelos medianos sdao uma
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alternativa recomendével ao método NCI.

Tabela 4.5: Cenadrio 2: Percentis medianos e médios, vieses relativos em porcentagem e
raiz quadrada do erro quadratico médio. Dados gerados a partir de uma distribuicdo
“normal transformada” contaminada (III).

Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Verdadeiro

(mediano) 320,87 384,82 521,16 728,18 1013,36 1359,03 1617,61
Modelo

326,76 390,04 524,36 728,95 1013,85 1364,82 1631,32
BCCG Viés (y) 1,84 1,36 0,61 0,11 0,05 043 0,85

EQMR(®y 0,07 0,06 0,04 0,03 0,04 0,06 0,07

Y 327,62 390,84 52500 729,36 1013,74 1363,99 1629,69
BCT Viés (1) 2,10 1,56 0,74 0,16 0,04 0,37 0,75

EQMR() 0,07 0,06 0,04 0,03 0,04 0,06 0,07

>~e]

313,62 377,64 51564 728,76 1030,30 1407,98 1698,03
-2,26 -1,87 -1,06 0,08 1,67 3,60 4,97

EQMR(¥) 0,07 0,06 0,04 0,03 0,04 0,07 0,08

BCTz=4

<
g\
€)1e )

306,56 370,87 509,95 726,91 1036,67 1427,49 1729,12
BCT7=3 Viés () -4,46 3,62 -2,15 -0,17 2,30 5,04 6,89

EQMR(y) 0,08 0,06 0,05 0,03 0,05 0,08 0,10

< |

332,86 401,62 549,65 77946 110578 151543 1830,50
BCTt=2 Viés (1) 3,74 4,37 547 7,04 9,12 11,51 13,16

EQMR(v) 0,08 0,07 0,07 0,08 0,10 0,13 0,15

@i‘

328,61 395,17 53798 758,43 1069,66 1458,24 1755,52

=
8\
S|

BCTt=1,5 2,41 2,69 3,23 4,15 5,56 7,30 8,53
EQMR(y) 0,07 0,06 0,05 0,05 0,07 0,09 0,11

Verdadeiro
(médio) 493,43 590,02 794,73 1099,84 1513,69 2012,91 2386,86
U 45544 546,40 736,23 1024,19 1417,84 1901,15 226445
NCI Viés () -7,70 -7,39 -7,36 -6,88 —6,33 -555 -5,13

E QMR(IZJ\) 0,10 0,09 0,08 0,08 0,07 0,07 0,08

4.4 Cenario 3: Dados gerados a partir da distribuicao

gama

Nos cendrios considerados anteriormente os dados foram gerados sob pressupostos
dos modelos BCT(Cenario 1, Tabela 4.1), BCCG (Cenario 1, Tabela 4.2) e NCI( Cendrio
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2, Tabelas 4.3 e 4.4). No cendrio considerado a seguir, os dados sdo gerados sob um
modelo que ndo se encaixa nas suposi¢des de nenhum dos modelos considerados nesta
tese. Neste cendrio os dados sdo gerados sob o seguinte modelo:

Yily: ™ Gama(u;, ),
log([ul) = ﬁO + Vi/

i " N(0,A2),

i=1,...,500, j = 1,2,3. Os valores atribuidos aos pardmetros sdo fp =1, ¢ = 2 e
A? = 0,25, os quais proporcionam um cendrio com uma assimetria acentuada a direita.
Para gerar pontos discrepantes, 95% dos dados foram obtidos dessa distribuigdo gama
e 5% das observagdes foram provenientes de outra distribui¢do gama com os mesmos
valores dos parametros, exceto pelo parametro f3y, que agora é 4.

A Tabela 4.6 apresenta os percentis medianos e médios, os vieses relativos em
porcentagem, a raiz quadrada do erro quadratico médio relativo calculados a partir
dos modelos Box-Cox t e Box-Cox Cole-Green com intercepto aleatério e método NCI,
para os dados simulados seguindo a distribuicdo gama com pontos outliers. Ressalta-se
que os modelos BCT foram os que apresentaram os menores valores de vieses relativos.
Os modelos baseados na distribui¢cdo normal apresentaram um pior ajuste nos percentis
superiores, por exemplo, no modelo BCCG, o viés relativo para o ajuste do quantil de
95% ¢é de 92,84%. O método NCI substima os percentis da distribui¢do “verdadeira”
das médias de consumo.

As porcentagens de amostras descartadas foram: 6,8%, para o modelo BCCG; BCT
com 7 estimado, 10%; BCT com 7 = 4, 5,8%; BCT com 7 = 3, 9,8%; BCT com 7 = 2, 8,8%
e BCT comt =1,5, 29,4%.
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Tabela 4.6: Cendrio 3: Percentis medianos e médios, vieses relativos em porcentagem e
raiz quadrada do erro quadratico médio relativo. Dados gerados a partir de uma gama

contaminada.
Percentil 5 10 25 50 75 90 95
Verdadeiro
(mediano) 0,69 0,92 1,43 2,22 3,33 4,72 5,76
Modelo
E 0,61 0,84 1,42 2,55 4,64 799 11,11
BCCG Viés (¢)) 10,81 -9,14 -1,06 14,91 39,11 69,53 92,84
EQMR(1)) 0,19 0,15 0,08 0,18 0,43 076 1,01
I 0,89 1,10 1,55 2,28 3,37 4,79 591
BCT Viés (1) 29,34 18,85 8,47 2,85 1,06 1,50 2,60
EOMR()) 0,31 0,21 0,11 005 004 008 0,11
E 0,88 1,08 1,52 2,22 3,26 4,60 5,65
BCT 7 =4 Viés () 2820 17,30 6,34 014 -2,30 -2,54 -1,93
A / E QMR(IZJ\) 0,31 0,20 0,09 0,04 0,05 0,07 0,09
E 0,88 1,08 1,52 2,23 3,28 4,63 5,70
BCTt=3 Viés (1) 27,80 17,11 6,47 0,50 -1,76 -1,81 -1,11
1/EQMR(1L\) 0,29 0,19 0,09 0,04 0,04 0,06 0,07
E 0,92 1,12 1,57 2,30 3,36 4,73 5,81
BCTt=2 Viés (1) 32,78 21,50 10,06 3,51 0,78 0,34 0,82
EOMR(1)) 034 023 012 005 004 006 007
J 0,90 1,10 1,56 2,29 3,36 4,76 5,86
BCT7=1,5 Viés (1) 30,54 19,73 9,00 3,01 0,82 0,89 1,72
A / E QMR(IZJ\) 0,28 0,19 0,10 0,04 0,04 0,05 0,07
Verdadeiro
(médio) 2,27 2,73 3,74 5,29 7,47 10,17 12,26
E 1,25 1,64 2,53 4,00 6,19 9,06 11,31
NCI Viés () —44,67 -39,81 -32,38 -24,40 -17,19 -10,98 -7,79
\/EQMR(@ 0,45 0,40 0,33 0,25 0,17 0,12 0,10

4,5 Conclusoes

O modelo Box-Cox t com efeito aleatério proposto nesta tese para a estimagdo de

percentis da distribuicdo dos consumos usuais (medianos) apresentou desempenho

satisfatorio nos diversos cenarios simulados. Este modelo mostrou performance muito

superior ao método NCI nos cendrios de assimetria positiva acentuada, especialmente
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na presenca de cauda direita pesada. O método NCI apresentou melhores resultados
que os modelos medianos (BCT e BCCG) apenas na situagdo em que simultaneamente
os dados foram gerados de acordo com os seus pressupostos e sob cendrio de leve
assimetria.

Deve ser notado que, sob os modelos medianos, ha a possibilidade de ndo con-
vergéncia no processo numérico de maximizagdo da funcdo de verossimilhanga. Nes-
ses casos, recomenda-se inspecdo da funcdo de verossimilhanga perfilada através de

uma malha de valores para 7, ou seja, para o parametro referente ao niimero de graus
de liberdade.



CAPITULO 5

Classe das distribuicoes Box-Cox simétricas

Este capitulo tem como objetivo propor uma nova classe de distribui¢ées proveni-
ente de uma transformacdo baseada em Box & Cox (1964), a qual envolve uma classe
de distribuicbes simétricas truncadas. Tais distribui¢cdes sdo denominadas nesta tese
como Box-Cox simétricas (BCS). Aqui é apresentada uma breve revisdo sobre a classe de
distribui¢des simétricas e log-simétricas, a defini¢do da classe de distribui¢des Box-Cox
simétricas, algumas propriedades, inferéncia, percentis, momentos e abordagens para
uma andlise sobre o peso nas caudas. Por fim, aplica¢gdes a dados de consumo de 33
nutrientes sdo apresentadas e uma comparagdo com enfoques alternativos é discutida.

Detalhes técnicos sdo apresentados em apéndices.

5.1 Distribui¢oes Simétricas

Diz-se que a variavel aleatéria W tem distribui¢do simétrica, com suporte em R,
parametro de locacdo u € Redeescalaoc > 0, se sua funcdo densidade de probabilidade
é dada por

o

o(w, 1,0;1) = %r ((w _ [J)z), weR, (5.1)

para alguma fungdo r(-), denominada funcdo geradora de densidades, com r(u) > 0,

1/2

00 . ~ ’ , . .
parau > 0e fo u=*r(u)du = 1. Essa condicdo é necessdria para que v(w, , 0;r) seja

uma fungdo densidade de probabilidade. Assim, denota-se W ~ S(u, 0%; 1), e diz-se que

49
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W é uma variavel aleatéria simétrica.

Seguem algumas propriedades das distribui¢des simétricas (Cysneiros, 2004).

(i) Se W ~ S(u, 0%;r), entdo a funcdo caracteristica de W é dada por ¢y (t) = e ¢(t0?),
t € R, para alguma funcdo ¢, com ¢(u) € R, para u > 0. Quando existem,
E(W) = ueVar(W) = &0, em que & > 0é uma constante dada por & = —2¢’(0), com
¢’ (0) = de(u)/dul,~o e que ndo depende dos parametros u e o (Fang et al., 1990).
Se u#r(u) for integravel, entdo o k-ésimo momento de W existe (Kelker, 1970).

(ii) Se W ~ S(u, 0% 1), entdo a + bW ~ S(a + by, b*0%; 1), em que a,b € R, com b # 0,
ou seja, a distribuicdo de qualquer combinacéo linear de uma varidvel aleatéria
com distribui¢do simétrica é também simétrica. Em particular, se W ~ S(u, 0%;7),
entdo S = (W — u)/o ~ S(0,1;r), com fungdo de densidade v(s) = r(s?).

(iii) Berkane & Bentler (1986), considerando uma distribuigdo simétrica padrdo S ~
5(0,1;r) e a existéncia de seus momentos, mostraram que a fun¢do caracteristica
de S pode ser expandida como

(o] ' ) tk

Us(t) = ) g, (5.2)
k=0 )

em que p; = E(S¥) = i‘kz,b(sk)(O), com gb(sk)(O) denotando a k-ésima derivada de ‘Plé(t)

avaliada em t = 0. Entdo

0, se kéimpar,

r_ :
H (22,1:12, (u)"(k(m) +1), se k=2mm=1,2,...,
sendo
¢"(0)
k(m) = ————— -1,
(m) {(p(l)(())}m

em que ¢ (0) é a r-ésima derivada da fungdo ¢, avaliada em zero. Os coeficientes
k(m), m =1,2,... sdo conhecidos como pardmetros de momentos e generalizam
o coeficiente de curtose y, = 3{k(2) + 1} de uma distribui¢do S(u, 0%; r) (Muirhead,
1982).

Cambanis et al. (1981) observaram que a familia de distribui¢des simétricas coincide
com a classe de distribuigdes elipticas univariadas. A partir dos trabalhos de Kelker
(1970) muitos estudos sobre distribuigdes elipticas univariadas e multivariadas sur-
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giram. Alguns trabalhos que discutem aspectos destas distribui¢des sdo Rao (1990),
Anderson & Fang (1987), Arellano-Valle (1994, Capitulo 2) e Cysneiros (2004).

A seguir, algumas fun¢des geradoras de densidades (5.1) que sdo utilizadas para
compor esta classe sdo explicitadas:

(i) Normal: r(u) = (2r)™"* exp{-u/2};
(ii) Exponencial dupla: r(u) = \2 /2 exp{— \/§|u|1/2};

(iii) Exponencial poténcia: r(u) = [texp{—1/2|u|"?/|p(7)["}]/[p(t)2}*/*T(1/7)], em que
T > 0e p(t) = 272 TA/7)[TB/1)]™; T = 1e 1t = 2, correspondem as fungdes
geradoras de densidades das distribui¢des exponencial dupla e normal, respecti-

vamente;
(iv) Cauchy: r(u) = {m(1 + u)}™%;

(v) t-Student: r(u) = t7/*{B(1/2,7/2)} (T + u)"™*V’2, 7 > 0, em que B(,) é a fungdo
beta; T = 1 corresponde a fungdo geradora de densidade da distribuigdo Cauchy;

(vi) Logistica tipo L: r(u) = cexp{—u}(1 + exp{-u})™, em que ¢ ~ 1,484300029 ¢ a
constante normalizadora, obtida da relacdo fooo u V2r(u)du = 1;

(vii) Logistica tipo II: r(u) = exp{—u!/?}(1 + exp{-u'/?})7%;

(viii) Slash candnica (Goméz et al., 2007): r(u) = [1/( V2mu)](1 - exp{—-u/2}), parau # 0,
e r(u) = 1/(2 V27), caso contrario;

(ix) Slash (Goméz et al., 2007): r(u) = W((g + 1)/2,u/2)q27*71 |(\ru@/2), com g > 0,
W(:,) uma fungdo gama incompleta inferior, definida por W(a, x) = J(;x L exp{-t}dt;

quando g = 1 esta coincide com a fungdo geradora da distribui¢do slash canodnica.

Nota-se que esta classe de distribui¢des inclui a distribui¢do normal, bem como
distribui¢des simétricas com caudas mais leves (por exemplo, logistica tipo I) e mais

pesadas (como a t-Student) que a distribui¢do normal.

5.2 Distribuicoes Log-simétricas

Diz-se que uma varidvel aleatéria estritamente positiva L tem distribuicdo log-
simétrica (Vanegas & Paula, 2014a; Vanegas & Paula, 2014b), com parametros 7 € R e
o > 0, se sua fun¢do densidade de probabilidade é dada por

u(l,n,o0;r) = lr(log2 (%)J), [>0, (5.3)

ol
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para uma fungdo geradora de densidades r(-), com r(u) > 0, parau > Oe j:o u ' 2r(u)du =
1. Assim, denota-se L ~ LS(1, 0%; 1), e diz-se que L é uma varidvel aleatéria log-simétrica.
Essa classe inclui as distribui¢des log-normal, log-t-Student, log-exponencial poténcia,
log-logistica tipos I e II entre outras. A distribuicdo (5.3) generaliza a distribuigdo
log-normal e introduz uma classe de distribui¢des mais flexiveis para descrever dados
continuos, positivos e assimétricos.

Se L ~ LS(n, 0%; 1), entdo pode-se verificar que

(i) W =log(L) ~ S(u, 0% ), com u = log n. Quando existem, E(W) = p e Var(W) « o2
Desse modo, tem-se, por exemplo, que se L segue uma distribuigdo log-normal,
log-t-Student e log-exponencial poténcia, W segue uma distribui¢do normal, ¢-

Student e exponencial poténcia, respectivamente;

(ii) a mediana e o intervalo interquartilico de L sdo dados por 1 e 1,5 senh(os)7s),
respectivamente, em que senh(-) é a funcdo seno hiperbdlico e sy75 é o terceiro

quartil de uma variavel aleatéria S ~ 5(0, 1; 7).
(iii) (L/ n)clv ~ LS5(1,1;r), uma distribui¢do log-simétrica padrao;
(iv) dL ~ LS(dn,0%;r), para toda constante d > 0;
(v) L% ~ LS(n", d*0?; 1), para toda constante d # 0;
(vi) L/nen/L sdo varidveis aleatérias identicamente distribuidas;

(vii) o quantil de ordem « de L é dado por g, = nexp{os,}, em que s, é o quantil de
ordem a de uma variavel aleatéria S ~ S(0, 1;r);

(viii) o coeficiente de variac¢do interquartilico é dado por @ = (o,75 — 0,25)/ (0,75 + Go,25) =
tanh(os)75), em que tanh(:) é a funcdo tangente hiperboélica e g, o quantil de ordem
adeL.

5.3 A classe de distribui¢coes Box-Cox simétricas

Seja Y uma varidvel aleatéria positiva e continua. A classe de distribui¢des Box-Cox

simétricas é definida a partir da transformagéo !

() -]

— =] =1, se v#0,
z=2Muov =3 7 0N (5.4)

—log(—), se v=0,

Y H

!Para facilitar a leitura, algumas férmulas que aparecem no Capitulo 1 serdo repetidas aqui.
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emque it > 0,0 >0, —00 <v < o0 e Z tem uma distribui¢do simétrica padrao truncada
no intervalo

1
(——,00), se v>0,
ov

A(o,v) = (_m""1> se v<0, (5.5)
ov

(—o0,0), se v=0,
e denota-se Z ~ 5(0,1,A(o,v);r), com r(-) sendo a fun¢do geradora de densidades
definida em (5.1) para v # 0 e em (5.3), caso contrdrio. Assim, diz-se que Y tem
distribuigdo BCS com parametros 1, 0 e v, e escreve-se Y ~ BCS(u, 0,v;r), se Z dado em
(5.4) é tal que Z ~ S(0,1, A(o,v); 7).
A fungdo densidade de probabilidade de Y é dada por

v—1

) = f2(2) Z—; - Lo, 56)
em que z = Z(y), com Z(-) dado em (5.4) e
fs(2)
f2(2) = , (5.7)
Fs ()

com fs(-) e Fs(-) sendo as fun¢des de densidade de probabilidade e de distribuigdo
acumulada de uma variavel aleatéria S ~ S(0, 1;7), respectivamente 2. Note que fs(s) =

r(s?), e assim tem-se de (5.1), (5.4) e (5.7) que (5.6) por ser reescrita como

v (% vy 1]
y N{ [(#)1 ] se v#0,

A =17 R(E) 68)
%r({%log(%)} , se v=0,

em que R(w) = f_ ZZO r(u?)du, paraw € R.

2

——
S—

A funcao distribui¢do acumulada de Y é dada por

1 7 _— 4
Fs(51)
Fy(y) = Fs(z) — Fs (_a |11/ | (5.9)
, se v>0.
(1)
S\oTv]

2 Assume-se que 1/0lv|, quando olv| = 0, é interpretado como lim 0(1/o|v|) = 00 e, nesse caso,
ov —

F(1/ov|) = 1.
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Nota-se que a classe inclui as distribuicdes Box-Cox t (Rigby & Stasinopoulos,
2006a) detalhada no Capitulo 1, Box-Cox Cole-Green (Stasinopoulos et al., 2008) e Box-
Cox exponencial poténcia (Voudouris et al., 2012), permitindo ainda outras fung¢des
geradoras de densidades, as quais estdo explicitadas na Secédo 5.1.

A Figura 5.1 mostra fun¢des de densidade de probabilidade das distribui¢des Box-
Cox Cole-Green (BCCG), Box-Cox t (BCT), Box-Cox exponencial poténcia (BCPE) e
Box-Cox slash (BCSlash) para uma particular escolha dos parametros. Aparentemente,
as distribui¢cdes BCT e BCSlash apresentam caudas mais pesadas do que as demais ex-
plicitadas. A Figura 5.2 ilustra a funcdo de densidade de probabilidade da distribuicao
Box-Cox slash para vérias combinagdes de valores dos pardmetros (na Se¢do 1.3 tem-se
para Box-Cox t). Note que o estd relacionado a dispersdo e g controla o peso da cauda
da distribuigdo. Detalhes sobre o peso das caudas de distribui¢des simétricas e Box-Cox

simétricas serdo discutidos na Secdo 5.3.5.

. . — BCT
N BCSlash

f(y)

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 010 0.12 0.14

Figura 5.1: Graficos das fung¢oes de densidade probabilidade das distribui¢des BCCG,
BCT (t = 4), BCSlash(q = 4), BCPE(t = 1,5) parauy =7,0 =0,5;v =0, 5.
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Figura 5.2:

5.3.1 Algumas propriedades

f(y)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

f(y)

0.15

0.10

0.05

0.00

|
)
1
i
Il
1
!

\

"

v
\

— 0=0.25
--- 0=05
—-—- 0=1.25

o n
P OIN P

O 0 0 0o
o
o

(d)u=50=0>5v=0,5.

Se Y ~ BCS(u,0,v;r), u>0,0>0ev € R entdo pode-se verificar que

(i) £ ~BCS(1,0,v;7);
(ii) dY ~ BCS(du, o0, v;r), para toda constante d > 0;

(iii) (g)% ~ BCS(1,1, ov; 7);

Graficos de fungdo densidade probabilidade da distribuicdo
BCSlash(u, o,v, q).



5.3 A classe de distribui¢oes Box-Cox simétricas 56

(iv) (%)v ~ BCS(1,0v,1;7),se v > 0;

(v) sev =1, entdo Y ~ BCS(u, 0,1;r) tem uma distribui¢do simétrica truncada com

parametros i e u?c? e suporte em (0, co);
(vi) sev =0, entdo Y ~ BCS(y,0,0;7) = LS(log(u), 0% 7).

Nota-se em (i) que p é pardmetro de escala e em (iii) tem-se que ¢ é parametro de
forma. Adicionalmente, de (vi) constata-se que a classe BCS generaliza a classe LS. As
propriedades (i), (iii) e (iv) resumem-se a (Y/p)? ~ BCS(1,do, v/d; 1), para toda constante
d>0.

5.3.2 Percentis

O quantil de ordem a de Y ~ BCS(u, 0,v;r), denotado por y,, é definido a partir
do correspondente quantil de uma distribuicdo Z ~ S(0,1, A(o, v); 1), denotado por z,.

Pode-se mostrar que

3 u(l+ ovza)%, se v#0,
B pexp(os,), se v=0,

em que

1
F;! [aFS (a w l)], se v<0,

Zo=1 ! [1 —a- a)FS(

], se v>0,
olv]

F'(@)=s,, se v=0,
com F;'(-) sendo a inversa da funcdo distribui¢ao acumulada (definida em (5.9)) de uma
varidvel aleatéria que segue uma distribui¢do simétrica padrao, S ~ S(0,1;r). Nota-se
que os quantis de Y sdo todos proporcionais a y. Em particular, a mediana de Y é dada
por

u(l+ ovzl/z)%, se v+#0,
Y12 =
pexp(osip), se v=0.

Note que, se a regido de truncamento tem probabilidade negligencidvel, tem-se
zip = 0 e 4 = yip2, Ou seja, o pardmetro p é aproximadamente igual a mediana da
distribui¢do BCS(u, 0,v;r). Ainda, u é a mediana de Y quando v = 0 (transformagdo
log).

Um coeficiente de variagdo para uma variavel aleatéria Y baseado nos percentis
(Rigby & Stasinopoulos, 2006b), denotado por CVy, é definido como

§ Yo,75 — Yo0,25

CVy =
Y 4 Yos
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Ignorando a regido de truncamento, quando v # 0, tem-se que CVy = 0,75{[1 +
avsezs]VY — [1 — ovsy7s]/"); e para v = 0 tem-se que CVy = 1,5 senh(os(75), uma fungao
crescente em o (vale a igualdade quando v = 0), em que sy75 € o terceiro quartil de
uma varidvel S que segue uma distribui¢do simétrica padrdo, S ~ S(0,1;7) e senh(-) é a
funcdo seno hiperbdlico. Portanto, o pode ser visto como um parametro de dispersdo
relativa.

Assim, tem-se que os parametros u, o e v podem ser interpretados como escala
(relacionado a mediana), dispersdo relativa (associado ao coeficiente de varia¢do ba-
seado nos percentis), e a assimetria (dado pela transformacao poténcia para simetria),
respectivamente. Adicionalmente, um pardmetro extra pode ser incorporado, como
por exemplo, o pardmetro referente ao nimero de graus de liberdade na distribuigao
Box-Cox t, o qual controla o peso da cauda.

5.3.3 Inferéncia

Um método de estimagdo que pode ser utilizado para encontrar estimativas para
os parametros de uma distribui¢do BCS é o da maximizagdo da verossimilhanga (Sen
etal., 2010, p.57). Seja Y uma varidvel que segue uma distribui¢do BCS. Considere uma
amostra aleatéria de tamanho N de Y, Y3,Y5,..., Yy, e sejam y1, i, ..., Yn, Os valores
observados. De (5.8) o logaritmo da func¢do de verossimilhanga pode ser escrito como

N N
0y, 0,v) (v-1) Z log yi — Nvlogu — Nlogo + Z log fs(z;) — NlogFs (%Vl)
i=1 =1

N N
= (v—- 1)2108%' — Nvlogu _Nlogo—+Zlogr(Zf) —NlogR(%),
i=1

i=1

emquez; = Z(y;, 1, 0,v). As derivadas de primeira ordem da fungdo de verossimilhanca

em relacdo a cada um dos parametros sdo dadas por

A Nv N o
a‘L[ ‘Ll l:1 1 18‘['1,
N 1
N dz; N fsla
———Z iZZ‘a—Z TN (lll), e V?&O,
% — o = o ot PS(aM)
do N
N (921- .
b ;‘Dlzia_o—’ se v=0,
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R N 9z N fs (G

3 = —;logyi —Nlogu - ;(Dizi£ - ﬁsinal(v) ( | |> se v#0;

se v = (0 a tultima parcela em Jd¢/dv deve ser substituida por seu limite quando v — 0.
As estimativas de maxima verossimilhanca de u e o, para um valor fixado de v, sdo

solugdes do sistema de equagdes
1/v
, se v#0,

N
) o]
=1

N
i=1 @i

N
{H y?”] , se v=0,
i=1

1
(Nov)l/v

em que @; = ®(z;), com @(z) = —2r'(z%)/r(z*) uma fungdo de peso dependente de r(:).
Nota-se que a estimagdo por maxima verossimilhanca dos parametros envolve médias
ponderadas e geométricas das contribui¢des de cada observacdo y; com pesos @(z;).
A Tabela (5.1) apresenta @(z) para diversas distribui¢des na classe BCS. A depender
da escolha de r(-), tal fun¢do de peso pode ser decrescente em Y (por exemplo, para a
distribuicdo ¢t-Student), o que significa dizer que observacdes discrepantes terdo peso
pequeno na estimagdo dos pardmetros. Nesse sentido, o procedimento de estimacdo
de u e 0 é robusto.

Tabela 5.1: Fungées de peso para algumas distribuigdes simétricas.

Distribuicdes \ @(z)
Normal 1
Exponencial dupla V2/ |2
Exponencial Poténcia 7|22 2lp(1)[7)
Cauchy 2/(1 +z?)
t-Student (t+1)/(t+2%
Logistica Tipo I (—2(exp{—2z*} = 1))/(exp{-2z} + 1)
Logistica Tipo II (exp{— V22 - 1)/(z(exp{— Vz22} + 1))
Slash candnica 2/2% — (exp{=2z2/2})/(1 — exp{-2z*/2})
Slash 3 W((g +3)/2,22/2)/V((g + 1)/2,2%/2)(2/2%)

O conjunto de equagdes de verossimilhanca ndo apresenta solugdo explicita e pode

ser resolvido por métodos iterativos. No software R, a rotina gamlss apresenta a

3W(., ) fungdo gama incompleta definida na Secdo 5.1
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implementacdo das distribui¢des Box-Cox t (BCT), Cole-Green (BCCG) e exponencial
poténcia (BCPE), as quais sdo resolvidas através dos métodos de Newton-Raphson,
escore de Fisher ou quasi-Newton, através dos algoritmos CG e RS (Rigby & Stasino-
poulos, 2005).

Intervalos de confianga e testes de hip6teses podem ser realizados sobre os parametros
das distribui¢des da familia Box-Cox simétricas utilizando os estimadores de méxima
verossimilhanga (Sen et al., 2010, p.245). Desse modo, considerando 0 = (01, 0;, 03) =
(4,0,v) o vetor de pardmetros, um intervalo de confianga assintético para cada compo-

nente do vetor de pardmetros, com coeficiente de confianca «, é dado por

n - a 6?k . -1 o Ek
IC(01, @) = (Gk—cb Hi-5) b+ o1 ——)—),
2/ \IN 2] VN

em que 0y representa a estimativa de maxima verossimilhanca de 0y, parak=1,...,3,

®@(-) é a fungdo de distribuicdo acumulada de uma distribuigdo normal padrdo e oy é 0 k-
Pe(0)
9600T

ésimo elemento da inversa da diagonal da matriz de informacéo observada X(0) =
avaliada em 6, a estimativa de maxima verossimilhanca de 6.

Os testes assintéticos de Wald, razdo de verossimilhancas e escore podem ser feitos
para testar hip6teses de interesse sobre os parametros (Sen et al., 2010, p.263).

Adicionalmente, intervalos de confianga podem ser estabelecidos para os quantis
das distribui¢cdes Box-Cox simétricas. Para tal procedimento, uma expansao em série
de Taylor (Sen et al., 2010, p.17-18) por meio de um polinémio de primeira ordem para
aproximagdo do quantil pode ser realizada, utilizando o ponto dado pelas estimativas

de maxima verossimilhanga do vetor de pardmetros da distribuicdo BCS. Assim,

—_—

Vo =~ Yot @—p)(1+0v2)7 + (0 — 0)iza(1 +0vza) v ! +
V=1 +5vze)* [ log (1 +5vz,) . %

—_

v v (1+0vz,) |

e por Sen et al. (2010, p.210), tem-se que

Var(y,) ~ ETE(0)E,
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sendo E" = (€1, €2, €3) T composta pelos elementos

AYa

e = Hr=a +5Vz4)7,
Mo —
= = Uzo(1+ a §_1/
€ e Hzq(1 +ovz,)
dye (A +5vzy)7 [ log (1 +vz,) Gz,
62 = = — —_ — — ,
v v v (1+0ovz,)

e £(0) a matriz de informacg&o observada.

5.3.4 Momentos, assimetria e curtose

Se Y ~ BCS(u, 0,v;1) e k é inteiro, supondo que os momentos de uma distribuigdo S

simétrica existam e sejam finitos, entdo, se v # 0

E(Y") = B ((1 + 0v8) " Lan(S)). (5.10)

em que 4, (*) é a fungdo indicadora do conjunto A(o, v), com A(o, v) dado em (5.5), e S
¢ uma varidvel aleatéria que segue uma distribuicdo simétrica padrdo. Se v = 0, tem-se
que

lim (1+ avs)é = expikos},
v—0

para todo s € R, e assim obtém-se
E(Y") = u*E(exp{ka$}). (5.11)

Assim, quando a regido de truncamento é desprezivel ou v = 0, 0s momentos podem
ser encontrados através da funcdo geradora de momentos de uma varidvel que segue
uma distribuigdo simétrica padrao (vide (5.2)).

Para o caso em que v # 0, aproximagdes para a média e a varidncia podem ser
calculadas, por meio de uma expansdo em Taylor (Sen et al., 2010, p.17-18); detalhes
sdo relatados no Apéndice A.5. Desse modo, considerando a regido de truncamento
desprezivel e valores pequenos para o, tem-se que

a*(1-v

E(Y)~pu|l+ > )] e Var(Y) = yZGZ ll -

o*(1 -v)?
|

Assim, para v # 0, sendo regido de truncamento desprezivel e o pequeno, o valor
esperado serd dado aproximadamente por p, o qual, nestas condi¢des, coincide com
a mediana, e a varidncia serda aproximadamente igual a de uma varidvel aleatéria
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simétrica com pardmetro de escala dado por 02

Os valores aproximados, considerando a regido de truncamento, referentes ao pri-
meiro e segundo momentos de varidveis que seguem a distribuicdo Box-Cox Cole-Green
estdo explicitados no Apéndice A.5.

A partir das defini¢des de momentos dadas em (5.10) e (5.11), as medidas de assi-

metria y; e curtose ), definidas por

_E(Y-EY)P] _ E(Y}) - BE(YAE(Y) + 2[E()P
MEEY-EM)PPR -~ [E(?) - [E0EP?

_E[(Y—E(Y)] _ E(Y%) - 4E(Y)E(Y?) + 6[E(Y)PE(Y?) — 3[E(Y)]*
2T —EW)E [E(Y?) - [E(Y)PP ’

respectivamente, podem ser explicitadas. Os valores aproximados dos momentos de

terceira e quarta ordem para varidveis que seguem as distribui¢des Box-Cox Cole-Green

para os célculos de tais coeficientes estdo explicitos no Apéndice A.6.

5.3.5 Peso da Cauda

Em teoria de valores extremos é muito comum a andlise de uma medida conhecida
como indice da cauda, a qual avalia a taxa de decaimento das caudas de distribuicées.
A seguir, algumas defini¢es que sdo utilizadas nessa drea sdo apresentadas e um breve
estudo sobre o decaimento da cauda direita de algumas distribui¢cées que compdem a
classe das Box-Cox simétricas é apresentado.

Usualmente para calcular o indice da cauda utiliza-se um limite, que é uma razdo
entre probabilidades da distribui¢do ser maior que valores localizados no extremo da
cauda direita da distribuigao.

Segundo Resnick (2007, p.20), uma fungdo é dita de variagdo regular se assinto-
ticamente ela se comporta como uma func¢do poténcia. Por definicdo, uma funcdo
M : R* — IR* é de variagdo regular no infinito com indice g, denota-se M € RV, se,
paray >0, )

My
i e -V
em que o é chamado de expoente de variacdo ou indice de variagdo regular. A fungdo
canodnica com indice de variacdo ¢ é y?. Se p = 0, a fungdo M é dita de variacgdo lenta.
Uma funcdo M : R* — R* é dita de variacdo rdpida ou de variagdo regular com
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indice —o0, e denota-se M € RV_, se para todo y > 0,

o, se O<y<l,
M(ty) e Y

lim 1, se y=1,

e M Y
0, se y>1.

Uma distribui¢do com funcdo de distribuigdo F é dita ter cauda direita pesada se
F := 1 - F é uma funcéo de variacio regular com indice de variagdo regular negativo,
0 <0,dado por p = -1/¢, isto ¢,
__ FE(ty) -1
lim - = ¢
t—o0 F(t)
(Rodrigues & Gomes, 2009). O parametro ¢ é denominado indice da cauda.
Utilizando a regra de L'Hopital, o limite que define o indice da cauda pode ser
reescrito em fun¢do da densidade de probabilidade f como
F(t 1—F(t t
) ty) _ o S

im —= =1lim = ylim .
PR FE e TED) RS )

Desse modo, se uma varidvel aleatéria W ~ S(y, 0%;1), este limite pode ser escrito

através de sua funcdo geradora de densidades 7(-) como

Ls(w;r) = w}gg r((tw—g_#)j)
(=)

Por de Haan (1970, Corolério 1.2.1(2 e 3)), tem-se ainda que o indice da cauda de uma

(5.12)

distribuigdo simétrica S(u, o; r) é invariante sob transformacao de locagdo-escala. Entdo

(5.12) pode ser obtido independente de i e o através da expressdo

Para uma variavel aleatoria que segue uma distribuicdo L ~ LS(n, 0%;7), o indice da

ey
Lis(r) = lim r(((T%)z))

Assim, para uma varidvel aleatéria Y ~ BCS(u, 0,v;r) o indice pode ser calculado

cauda é dado por

(5.13)
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através das relacdes dadas em (5.12) e (5.13) como

Ls(y’;r), se v>0,
Lpes(y;1) =3 v, se v<0, (5.14)
Lrs(y;r), se v=0,

detalhes podem ser vistos no Apéndice A.7.

A Tabela 5.2 apresenta o indice da cauda para algumas distribui¢des simétricas e
Box-Cox simétricas *. Os indices de cauda relatados foram calculados com o auxilio do
software Maple 13, detalhes em http:/fwww.maplesoft.com.

Tabela 5.2: Indice da cauda de algumas distribui¢oes simétricas e Box-Cox simétricas.

Distribuicoes \ Simétricas \ BCS (v > 0) \ BCS (v =0) \ BCS (v < 0)
Normal 0 0 0 1/v|
Exponencial dupla 0 0 a/ N2 1/
Exponencial Poténcia

T>1 0 0 0 1/v|

T=1 0 0 a/ V2 1/l

<1 0 0 1 1/v|
Cauchy 1 1/v 1 1/
t-Student 1/t 1/(v1) 1 1/v|
Logistica Tipo I 0 0 0 1/v|
Logistica Tipo II 0 0 o 1/l
Slash canonica 1 1/v 1 1/v|
Slash 1/q 1/(vq) 1 1/v|

Na Tabela 5.2 tem-se alguns exemplos da relacdo dada em (5.14). Para v > 0, as
distribui¢des Box-Cox normal (Cole-Green), exponenciais dupla e poténcia e logisticas
tipos I e II apresentam indice da cauda igual a zero, indicando uma variagdo répida,
as demais apresentam uma variagao regular, explicitando a presenca de cauda direita
pesada, destaque para as distribui¢des Box-Cox t e slash, nas quais um parametro extra
controla o peso nas caudas, para cada valor fixado de v. A coluna “BCS (v = 0)”
refere-se as distribui¢des log-simétricas e, assim, observa-se que as distribuic¢des log-
normal, log-logistica tipo I e exponencial poténcia quando 7 > 1 apresentam uma
variagdo rdpida, ja as distribui¢des log-t-Student, log-slash e seus casos particulares,
log-Cauchy e log-slash canodnica, e a distribuicdo log-exponencial poténcia quando
T < 1,sd0 de variagdo lenta; as demais tém indices de cauda positivos, indicando cauda
direita pesada. E importante destacar que, para as distribuicdes log-simétricas, o
parametro extra (por exemplo, o niimero de graus de liberdade no caso da distribuigao

log-t-Student) ndo tem efeito no controle do indice da cauda. Para v < 0, todas as

%O célculo do indice da cauda da distribuigdo log-exponencial poténcia com t > 1 foi feito apenas
para 7 € Q. Para a distribuicdo slash, apenas para 4 € IN".
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distribui¢des apresentam cauda direita pesada e o indice da cauda depende apenas do
parametro de transformagao v.

Uma abordagem alternativa para comparar o peso da cauda de distribuigdes é
considerada por Rigby et al. (2014, Capitulo 12). Aqui, o enfoque serd dado so-
mente sobre peso da cauda direita da distribuicdo. Se duas varidveis aleatérias Y;
e Y,, com fungdes densidade de probabilidade fy,(y) e fv,(y), respectivamente, e
lim, e fyv,(y) = lim, . fv,(y) = 0, entdo Y, tem cauda mais pesada do que Y; se
e somente se lim, . (log fv,(y) —log fy,(y)) = c. Os autores apresentam trés possibili-
dades para o comportamento assintético (y grande) do logaritmo da fungao densidade
de probabilidade: —k,(log y)*1, —ksy** ou —ks exp(ksy), com k’s positivos. As trés formas
sdo decrescentes de acordo com o peso da cauda, assim a primeira forma tem cauda
mais pesada que a segunda e a terceira apresenta a cauda mais leve do que as duas
anteriores. Para a primeira forma, o decrescimento de k; resulta em aumento do peso
da cauda, enquanto que o decrescimento de k, para um k; fixo resulta em aumento do
peso da cauda. Similarmente para as outras duas formas.

Segundo Rigby et al. (2014), o peso da cauda direita das distribui¢des pode ser
dividido em quatro formas: cauda ndo pesada: k3 > 1; cauda pesada, isto é, mais
pesada do que de qualquer distribui¢do exponencial, porém mais leve do que a cauda
de qualquer distribuicdo do “tipo Pareto”: k; > 1 ou 0 < k3 < 1; cauda do “tipo Pareto”:
ki =1 ek, > 1; cauda mais pesada do que qualquer distribuic¢do “tipo Pareto”: k; =1e
ky = 1.

A Tabela 5.3 mostra a forma assintética da cauda direita do logaritmo da fungao
de densidade para algumas distribuigdes simétricas e Box-Cox simétricas. Nota-se
que, quando v > 0, as distribui¢des Box-Cox t e slash tém cauda pesada como a de
uma distribui¢do do “tipo Pareto” com um pardmetro extra controlando o peso da
cauda para cada valor fixo de v; as distribui¢cdes Box-Cox Cole-Green, logisticas tipos
I e II e exponencial poténcia podem ter caudas direitas ndo pesadas ou caudas mais
pesadas, porém mais leves que a cauda da distribuicdo do “tipo Pareto”, a depender
do parametro de transformagdo; no caso da distribuigdo Box-Cox exponencial poténcia
para T # 1, o peso da cauda depende do produto deste pardmetro com um parametro
extra. Quando v = 0, as distribui¢des log-normal, log-logistica tipo I e log-exponencial
poténcia para t > 1tém caudas direita pesadas, mas mais leves do que uma distribuicao
do “tipo Pareto”, enquanto as distribuigdes log-t-Student, log-exponencial poténcia
para T < 1 e log-slash tém caudas mais pesadas que a cauda das distribui¢des do
“tipo Pareto”. As distribui¢des log-exponencial dupla (log-exponencial poténcia com
T = 1) e log-logistica tipo II apresentam um comportamento de cauda como o de uma
distribuigdo do “tipo Pareto”. Quando v < 0, todas as distribui¢des Box-Cox simétricas

apresentadas na Tabela 5.3 tém uma cauda direita do “tipo Pareto”.
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54 Comparacao entre classes de distribui¢cdes Box-Cox

simétricas e simétricas transformadas

Uma estratégia usual para lidar com dados continuos no qual tem-se uma assi-
metria positiva é empregar uma transformacdo de Box-Cox, e assumir que os dados
transformados seguem uma distribui¢do normal.> A distribui¢do normal pode ser
substituida por uma distribuicdo da classe das distribui¢des simétricas continuas apds a
transformacao de Box-Cox; detalhes em Cordeiro & Andrade (2011). Tais distribuicdes
sdo intituladas como simétricas transformadas. Formalmente, esta abordagem nao
corresponde a assumir uma distribui¢do coerente para os dados, pois o suporte da
varidvel transformada néo é toda reta real, a menos que o parametro de transformagdo
seja igual a zero. De fato, o suporte da varidvel transformada é de (—1/v,0) se v > 0
e (—oo,—1/v) se v < 0. Além disso, os parametros do modelo sdo interpretados como
caracteristicas dos dados transformados, e ndo dos dados originais. A abordagem da
classe de distribui¢des BCS ndo apresenta tais limitagdes: uma distribui¢do genuina é
assumida para os dados e os parametros sdo interpretdveis em termos de caracteristicas
dos dados originais, e ndo com os dados transformados.

Na préxima se¢do, uma comparagdo entre abordagens alternativas é feita por meio
de uma aplicagdo em dados reais. Na maioria dos casos, serd visto que a classe Box-
Cox simétrica de distribui¢des proporciona melhor ajuste do que a classe das simétricas

transformadas.

5.5 Aplicacdes e comparagoes entre enfoques alternativos

Esta secdo apresenta aplicagdes das distribuicdes Box-Cox simétricas na andlise do
consumo de micro e macronutrientes. Os dados utilizados sdo compostos por 368 re-
cordatérios 24 horas (R24h), referentes ao primeiro consumo relatado pelos 136 homens
e 232 mulheres que compde a amostra descrita com detalhes no Capitulo 3. A escolha
pelo primeiro R24h é usual na 4rea nutricional quando deseja-se estudar a distribuicao
de consumo de alguns nutrientes, em especial dos macronutrientes, que sdo nutrientes
necessdrios em grande quantidade para o bom funcionamento do organismo, como
por exemplo, os carboidratos e as proteinas. Nesta secdo, as distribui¢des foram ajus-
tadas para os consumos dos 22 micronutrientes, j& explorados com outra abordagem
no Capitulo 3, e de 11 macronutrientes.

Para cada nutriente, assume-se que os dados Yj,...,Y, sdo independentes. Os

>A transformagado Box-Cox é dada por (5.4) com p =0 = 1.
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seguintes modelos foram ajustados para os dados: Box-Cox t (BCT) com o parametro
referente ao ntimero de graus de liberdade fixado em 4 e sendo estimado a partir
dos dados; Box-Cox Cole-Green (BCCG), o qual corresponde ao modelo BCT quando
T — o0; modelos skew normal (SN) e t (ST) (Azzalini, 2005); e os modelos simétricos
transformados com erros normais (TN) e t (TT) (Cordeiro & Andrade, 2011). Para
os modelos ST e TT, foi considerado somente o caso no qual o ntmero de graus
de liberdade é fixo, e novamente considerou-se 7 = 4, porque ocorreram problemas
numéricos na estimacdo de 7 juntamente com os demais pardmetros dos modelos.
Em todos os casos, o método utilizado foi o de méxima verossimilhanca. Para tal
procedimento, a rotina presente no gamlss, na linguagem de programacéao R foi usada
para encontrar as estimativas dos parametros das distribui¢des BCCG, BCT, SN e ST.
Para as distribui¢des TN e TT, a fungdo optim do R e o PROC NLP do programa SAS
(SAS, 1990) foram utilizados.

As medidas utilizadas para medir a qualidade de ajuste dos modelos foram o
critério de Akaike e as medidas propostas por Anderson-Darling (AD, ADR e AD2R)
(Lucefio, 2005). AD é uma medida global de falta de ajuste, enquanto que ADR e AD2R
sdo medidas mais sensiveis para falta de ajuste na cauda direita de uma distribuigdo,
sendo que a AD2R dad um peso maior na cauda direita do que a ADR, detalhes no
Apéndice A.8.

As Tabelas de 5.4 a 5.8 apresentam os critérios de Akaike e Anderson-Darling para
todos os modelos ajustados para dados de consumo de 22 e 11 micro e macronutrientes,
respectivamente. As células em branco nas tabelas indicam que o algoritmo utilizado
na estimacdo por maxima verossimilhanca ndo convergiu ou produziu estimativas nao
realistas. As tabelas mostram informag¢des importantes. Primeiramente, os conjuntos
de dados abrangem uma ampla gama de distribui¢des, proporcionando distribui¢des
de caudas mais leves a mais pesadas. Isso pode ser visto através dos valores estimados
pelo parametro referente ao nimero de graus de liberdade no modelo Box-Cox t, o
qual variou de 2,2 a 187,4. Em segundo lugar, ndo houve problemas de convergéncia
no ajuste dos modelos Box-Cox t (com ntmero de graus de liberdade fixo ou esti-
mado), simétricos transformados normal e t com 7 = 4. A estimag¢do por méxima
verossimilhanga sob o modelo skew normal ndo alcancou convergéncia em 14 casos,
seguido pelo modelo Box-Cox Cole-Green (10 casos) e o skew t (9 casos). Em terceiro
lugar, o modelo de Box-Cox t com 7 estimado apresentou um desempenho melhor do
que com 71 fixado em quase todos os casos. Em quarto lugar, de acordo com o critério
de Akaike para os dados de micronutrientes, 0 modelo de Box-Cox t com 7 estimado
conseguiu o melhor ajuste em 12 casos, seguido pelo modelo Box-Cox t com 7 fixado (5
casos). O mesmo padrdo foi observado para os dados de macronutrientes. Em quinto
lugar, de acordo com os critérios de Anderson-Darling, em todos os casos, os modelos

Box-Cox Cole-Green, skew normal e normal transformado ndo apresentaram o melhor
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ajuste. Em contraste, o modelo de Box-Cox t com 7 estimado foi o melhor modelo na
maioria dos casos. No geral, 0 modelo de Box-Cox ¢t com 7 estimado apresentou um
desempenho melhor do que os demais.

Tabela 5.4: Critérios de Akaike para comparacdo entre o ajuste das distribui¢des Box-
Cox t (BCT) e Cole-Green (BCCG), skew normal (SN) e t (ST) e simétricas transformadas
normal (TN) e t (TT) para distribui¢do de micronutrientes.

Micronutriente (m) T?ftimado ‘ t=4 ‘ tT— ™

T| BCT| BCT| ST| TI|BCCG| SN][ 1IN
Vitamina A (mcg) 7,2 | 5807,4 | 5810,5 | 5825,6 | 5810,6 5822,7
Vitamina D (mcg) 6,8 | 1688,8 | 1688,7 | 1708,3 | 1693,7 1908,5 | 1698,9
Vitamina E (mg) 6,9 | 1812,8 | 18146 | 1816,5 | 1814,6 | 1824,3 1824,3
Vitamina K (mcg) 7,8 | 4354,3 | 4358,5 4358,6 43684
Vitamina C (mg) 2,2 | 4022,5 | 4030,9 4034,2 4120,9
Vitamina B1 (mg) 68| 7097 | 710,9| 7097 | 7109 | 7209 720,9
Vitamina B2 (mg) 65| 7016 | 7027 | 7002 | 7027 | 7161 716,1
Vitamina B3 (mg) 6,8 | 27224 | 27233 | 2724,6 | 2723,3 | 2730,8 | 2920,3 | 2730,8
Vitamina B6 (mg) 50,2 | 8532 | 8632 | 861,0| 8632 | 851,3| 9459 | 8513
Vitamina B12 (mcg) 2,5 | 1782,6 | 1787,1 17871 | 1887,3
Acido pantoténico (mg) | 8,4 | 1466,0 | 1470,0 | 1463,6 | 1470,0 | 1474,1 | 1622,7 | 1474,1
Folato (mcg) 49 | 47954 | 4794,1 | 4800,7 | 4794,1 | 48234 48234
Célcio (mg) 13,3 | 5311,3 | 5318,9 | 5311,2 | 5318,9 | 5312,5 | 5472,2 | 5312,5
Fésforo (mg) 14,7 | 5548,5 | 5557,4 | 5550,0 | 5557,4 | 5549,0 | 5642,2 | 5549,0
Magnésio (mg) 8,6 | 44749 | 4479,0 | 4475,1 | 4479,0 | 4481,5 | 4637,3 | 4481,5
Ferro (mg) 59 | 2409,7 | 2410,1 | 2408,4 | 2410,1 | 2431,9 2431,9
Zinco (mg) 14,5 | 21853 | 2192,5 2192,5 | 21854 | 2278,6 | 21854
Cobre (mg) 55| 566,1 | 566,0| 5764 | 566,0 593,6
Selénio (mcg) 52 | 3992,6 | 3991,9 3991,9 4020,8
Sédio (mg) 46 | 65254 | 65237 | 6542,3 | 6523,7 6572,3
Potassio (mg) 9,3 | 6144,5 | 6150,4 6150,4 | 6151,9 | 6300,2 | 6151,9
Manganés (mg) 2,5 | 1616,5 | 1618,9 1624,2 1656,2
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Tabela 5.5: Critérios de Akaike para comparacao entre os ajustes das distribui¢des Box-
Cox t (BCT) e Cole-Green(BCCG), skew normal (SN) e t (ST) e simétricas transformadas

normal (TN) e t (TT) para distribui¢do de macronutrientes.

Macronutrientes (m) T e/s\timado T=4 T/

| BCT| BCT| ST| TT[BCCG| SN[ TN
Proteina (g) 10,1 | 3659,5 | 3664,8 | 3660,9 | 3664,8 | 3662,5 | 3760,1 | 3662,5
Energia (kcal) 6,1 | 5861,9 | 5862,2 5862,3 | 5876,1 | 6003,7 | 5876,1
Fibra (g) 10,0 | 2652,2 | 2657,3 | 2654,4 | 2657,4 | 2655,6 | 2752,5 | 2655,6
Carboidrato (g) 10,5 | 4360,0 | 4367,0 4367,0 | 4366,5 | 4455,3 | 4366,5
Gordura total (g) 13,9 | 3587,0 | 3595,0 | 3591,9 | 3595,0 | 3587,5 | 3824,6 | 3587,5
Proteina animal (g) 4,9 | 3514,4 | 3512,8 | 3531,3 | 3515,3 | 3526,3 | 3645,2 | 3526,5
Proteina vegetal (g) 6,6 | 2963,3 | 2964,0 | 2963,1 | 2964,2 | 2972,6 | 3058,9 | 2972,6
Gordura saturada (g) 187,4 | 2819,6 | 2835,2 | 2823,3 | 2835,2 | 2817,7 | 2991,6 | 2817,7
Gordura monosaturada (g) | 12,6 | 2857,1 | 2864,1 | 2864,1 | 2864,1 | 2858,4 2858,4
Gordura polisaturada (g) 7,1 | 2596,9 | 2599,7 | 2597,2 | 2599,7 | 2612,4 | 3020,2 | 2612,4
Colesterol (mg) 5,8 | 4724,7 | 4724,0 | 4752,0 | 4725,6 4933,7 | 4728,5
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Tabela 5.6: Critérios de Anderson-Darling para comparacdo dos ajustes das
distribuicoes Box-Cox t (BCT) e Cole-Green (BCCG), skew normal (SN) e t (ST) e

simétricas transformadas normal (TN) e t (TT) para o consumo de micronutrientes.

. . . T T=4 T — 00

Micronutriente Medida BCT | BCT ‘ ST ‘ TT ‘ BCCC ‘ SN ‘ ™
AD | 1,12 | 1,50 1,93 | 1,51 1,47

Vitamina A ADR | 0,64 | 0,78 1,01 | 0,80 0,94
AD2R | 6,26 | 545 | >100 | 5,74 > 100

AD | 025| 034 | 093] 054 11,61 0,64

Vitamina D ADR| 011 | 0,13 | 047 | 027 504 | 0,38
AD2R | 340 | 2,24 4,78 | 5,61 > 100 | > 100

AD| 021| 036| 029 ]| 0,36 0,91 0,91

Vitamina E ADR | 0,13 | 020| 0,17 | 0,20 0,52 0,52
AD2R | 3,39 | 321 | 1159 | 321 | 61,61 61,43

AD | 060 | 0,86 0,86 1,28

Vitamina K ADR | 035 | 045 0,45 0,86
AD2R | 55,55 | 9,42 9,41 > 100

AD| 0,70 | 0,93 0,86 7,92

Vitamina C ADR | 035 | 042 0,40 4,23
AD2R | 6,27 | 42,83 26,54 > 100

AD | 020 0,21 0,20 | 0,21 1,02 1,02

Vitamina B1 ADR | 0,10| 013 | 0,11 | 0,13 0,47 0,47
AD2R | 283 | 483 | 6,26 | 484 | >100 > 100

AD | 024 | 034 0,24 | 0,34 1,02 1,02

Vitamina B2 ADR | 0,13 | 0,18 m 0,18 0,46 047
AD2R | 2,10 | 4,12 468 | 4,12 | > 100 > 100

AD | 022 | 0,21 0,34 | 021 1,07 | 15,21 1,07

Vitamina B3 ADR | 0,15| 014 | 022 | 0,14 056 | 728 | 056
AD2R | 346 | 498 | 6,6 | 499 | 17,27 | >100 | 17,25

AD | 037 | 031 029 | 0,31 045 | 749 | 045

Vitamina B6 ADR | 0,18 | 0,17 m 0,17 0,21 3,76 0,21
AD2R | 4,12 7,99 487 | 8,10 445 | > 100 4,45

AD | 036 | 0,74 0,74 8,69

Vitamina B12 ADR | 026 | 0,55 0,55 5,08
AD2R | 8,89 | 20,29 20,53 > 100

AD | 024 | 051 027 | 0,51 0,65 | 11,14 | 0,65

Acido Pantoténico ADR | 0,10 | 020 | 0,16 | 0,20 034 | 541 0,34
AD2R 2,@ 4,66 2,59 | 4,64 13,78 | > 100 | 13,77

AD| 0,19 | 020| 025]| 0,20 1,83 1,82

Folato ADR | 0,12 0,14 | 0,15| 0,14 0,94 0,95
AD2R | 462 | 3,13 | 7553 | 3,13 | >100 > 100

AD | 028| 053| 0,17 | 0,53 048 | 12,17 | 048

Calcio ADR | 0,11 | 030| 007 | 030 0,18 | 540 | 0,18
AD2R | 2,43 | 841 247 | 8,43 750 | >100 | 7,50
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Tabela 5.7:

Critérios de Anderson-Darling para comparagdo dos ajustes das

distribuicoes Box-Cox t (BCT) e Cole-Green (BCCG), skew normal (SN) e t (ST) e

simétricas transformadas normal (TN) e t (TT) para o consumo de micronutrientes.

—

. . ) T T=4 T—> 00

Micronutriente | Medida BCT | BCT ‘ ST ‘ TT TBCCG ‘ SN ‘ TN
AD| 025] 063 034] 063] 036] 68| 036

Fésforo ADR| 015| 038| 022| 038| 018| 3,13| 0,19
AD2R | 243 | 780 | 435| 782 | 559 |>100| 5,56

AD| 031| 059 | 035| 059| 0,66 1045 0,66

Magnésio ADR| 0,18 | 032| 022| 032| 036| 491| 036
AD2R | 2,77 | 463 | 3,30 | 463 | 2536 | >100| 2536

AD| 025 038 013] 038| 121 1,21

Ferro ADR| 0,10 | 0,18 | 007 | 0,18 | 045 0,45
AD2R | 2,35| 3,60 | 31,82 | 3,61 | > 100 > 100

AD | 0,16 | 0,30 030 | 038]| 653| 038

Zinco ADR | 0,09 | 0,18 018 | 019| 3,16 | 0,19
AD2R | 1,91 | 6,49 6,63 | 797|>100| 797

AD| 037 050 | 037] 050 1,74

Cobre ADR | 021| 026 025| 0,26 0,99
AD2R | 16,14 | 5,68 | >100 | 5,69 > 100

AD | 021 029 0,29 1,70

Selénio ADR | 0,12 | 0,17 0,17 0,83
AD2R | 725| 3,12 3,11 > 100

AD| 018 020| 0,42 0,20 2,28

Sédio ADR | 0,09 | 0,10 | 028| 0,10 1,24
AD2R | 826 | 546 | >100| 546 > 100

AD| 034 0,73 073 057| 798| 057

Potassio ADR | 0,22 | 043 044 | 034| 354| 034
AD2R | 10,70 | 6,27 6,31 | >100 | > 100 | > 100

AD | 129 1,74 1,22 4,64

Manganés ADR | 1,03| 1,32 0,91 2,85
AD2R | 52,72 | 66,35 37,23 56,04
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Tabela 5.8: Critérios de Anderson-Darling para comparacdo dos ajustes das
distribuicoes Box-Cox t (BCT) e Cole-Green (BCCG), skew normal (SN) e t (ST) e
simétricas transformadas normal (TN) e ¢ (TT) para o consumo de macronutrientes.

T T=4 ‘ T —> 00
BCT| BCT| ST| TT[BCCG| SN| TN
AD | 023 | 045| 030[045| 054| 735| 054

Macronutrientes Medida

Proteina ADR | 0,14 | 027 | 017|027 | 030| 357| 030
AD2R | 360 | 630 | 373|634 | 10,93 | >100 | 10,93

AD | 0,19 023 023 | 113 | 942 1,10

Energia ADR | 0,10 | 0,13 013 | 058 | 4,69| 054
AD2R | 1,77 | 3,14 3,15 | >100 | > 100 | > 100

AD| 021 | 047 | 033|047 | 051 702| 051

Fibra ADR | 0,11 | 023 | 0,19 024 | 026| 335| 026
AD2R | 2,03 | 585 | 366|628 | 11,27 | >100 | 11,26

AD | 026 | 0,66 066 | 039 545| 039

Carboidrato ADR | 0,13 | 0,38 038 | 017 | 232| 017
AD2R | 521 | 6,96 7,06 | >100 | > 100 | > 100

AD | 041 | 0,68 | 052|068 | 061 1495| 0,62

Gordura Total ADR | 024 | 040 | 027|040 | 036| 69 | 036

AD2R | 569 | 6,17 | 7,50 | 6,18 | 14,44 | >100 | 14,46
AD | 035| 033 | 034 0,31 1,46 9,09 1,43
Proteina Animal ADR | 0,16 | 0,16 | 0,12 | 0,15 0,70 444 0,68
AD2R | 3,19 | 3,79 | 281|479 | 23,33 | >100 | 22,34
AD | 025| 028 | 0,15 0,28 1,08 7,09 1,08
Proteina Vegetal ADR | 0,10 | 0,15 W 0,15 0,44 3,43 043
AD2R | 1,98 | 445 | 2,02 | 4,70 | 39,66 | >100 | 39,88
AD | 0,16 | 061 | 051 0,61 0,17 | 11,38 0,17

Gordura Saturada ADR | 0,08 | 030 | 0,22 0,30 0,08 | 497 | 0,08
AD2R | 306 | 843 | 351|847 328 | >100 | 3,27

AD | 033 | 050 | 054|050 0,62 0,62

Gordura Monosaturada ADR O,T 023 | 0,18 | 0,23 0,26 0,26
AD2R | 4,40 | 4,77 | 4,86 | 4,85 29,04 29,06

AD | 057 | 090 | 039|090 1,02 | 28,25 1,02

Gordura Polisaturada ADR | 026 | 041 | 0,24 | 041 051 | 12,97 0,51
AD2R | 352 | 4,00 | 61,74 | 399 | 8578 | >100 | 86,57

AD | 046 | 046 | 0,63 | 0,29 14,08 1,16

Colesterol ADR | 029 | 034 | 037 0,16 6,50 | 0,51
AD2R | 755 | 1047 | 6,50 | 6,39 > 100 | 11,01
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Uma anadlise sobre os dados referentes aos consumos de proteina animal e energia
utilizando as distribui¢des Box-Cox t, Cole-Green e exponencial poténcia é apresen-
tada. As Tabelas 5.9 e 5.10 mostram medidas descritivas, estimativas dos pardmetros
e medidas de qualidade de ajuste, box-plot ajustados (Hubert & Vandervieren, 2008)
sdo apresentados na Figura 5.3. As medidas descritivas e os box-plot ajustados indicam
alta dispersdo, assimetria a direita e observagdes discrepantes para ambos os conjuntos
de dados, ressaltando-se a presenca de pontos aberrantes extremos na distribuicdo de
consumo de energia.

Para os dois conjuntos de dados as estimativas de u e v sob os trés modelos sao
similares e as de u sdo préximas a mediana dos dados. Nota-se ainda que os critérios
de Akaike sdo semelhantes para os modelos BCT e BCPE e ambos menores que para o
modelo BCCG. As medidas de Anderson Darling indicam que o modelo BCT produz
melhor ajuste, especialmente na cauda. De fato, AD2R = 3,19 para o modelo BCT,
enquanto que AD2R = 23,33 e AD2R = 3,42 para os modelos BCCG e BCPE, respecti-
vamente, para os dados de consumo de proteina animal. Padrdo similar observou-se

para os dados de consumo de energia.
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Figura 5.3: Box — plot ajustados do consumo de proteina animal e energia.
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Tabela 5.9: Medidas descritivas, estimativas dos parametros dos modelos BCT, BCCG
e BCPE; e medidas de comparacdo AD, ADR e AD2R para distribui¢do de consumo de

proteina animal.

Descritivas (mg) Minimo | 1°Quartil Mediana | Média (DP) | 3°Quartil | Maximo

0,02 30,51 4426 52,27 67,59 207,10
(34,02)

Distribuicao BCT BCCG BCPE

Pardmetros Estimativa \ EP \ Estimativa \ EP \ Estimativa \ EP

u 45,74 1,46 46,37 1,50 44,73 1,36

o 0,55 0,03 0,67 0,02 0,70 0,03

v 042 0,07 0,44 0,06 0,42 0,07

T 4,90 0,92 1,24 0,12

AIC 3514,39 3526,30 3511,43

AD 0,35 1,46 0,51

ADR 0,16 0,70 0,26

AD2R 3,19 23,33 3,42

Tabela 5.10: Medidas descritivas, estimativas dos parametros dos modelos BCT, BCCG
e BCPE; e medidas de comparacdo AD, ADR e AD2R para distribui¢do de consumo de

energia.

Descritivas (kcal) Minimo | 1°Quartil Mediana | Média (DP) | 3°Quartil | Maximo

298,80 1356,00 1723,00 1868,00 2197,00 | 8370,00
(838,35)

Distribuicao BCT \ BCCG BCPE

Parametros Estimativa EP \ Estimativa \ EP \ Estimativa EP

i 1725,00 34,48 1726,00 36,86 1724,00 34,14

o 0,34 0,02 0,41 0,02 0,41 0,02

v 0,05 0,12 0,07 0,10 0,06 0,11

T 6,14 1,37 1,40 0,14

AIC 5861,85 5876,11 5863,99

AD 0,19 1,13 0,25

ADR 0,10 0,58 0,14

AD2R 1,77 112,25 4,18

Os residuos quantilicos propostos por Dunn & Smyth (1996) também foram cal-

culados. As Figuras 5.4 e 5.5 explicitam os resultados. Nota-se claramente uma fuga

da normalidade dos residuos no ajuste do modelo BCCG nos valores extremos. Na

Figura 5.4, os comportamentos dos residuos nos modelos BCT e BCPE se mostraram

bem semelhantes, indicando um bom ajuste dos modelos. Ja na Figura 5.5, os residuos

do modelo BCT tiveram um comportamento ligeiramente melhor em relagdo a norma-

lidade do que os encontrados por meio do ajuste da distribuicdo BCPE.
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(a) BCT; (b) BCCG; (c) BCPE.

Figura 5.4: Residuos quantilicos para o ajuste dos modelos Box-Cox ¢, normal e expo-
nencial poténcia para distribuicdo de consumo de proteina animal.
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Figura 5.5: Residuos quantilicos para o ajuste dos modelos Box-Cox t, normal e expo-
nencial poténcia para a distribuigdo de consumo de energia.

Para os dados de consumo de energia, as estimativas do parametro de assimetria (v)
sdo proximas de zero e os erros padrdo sdo relativamente grandes. Este fato sugere que
modelos log-simétricos podem ser adequados. A Tabela 5.11 apresenta as estimativas
dos parametros e as medidas de qualidade de ajuste para os modelos log-t, log-normal
e log-exponencial poténcia. Comparando com os resultados da Tabela 5.10, somente
a estimativa de u sofreu uma pequena alteracdo, os critérios de Akaike e Anderson
Darling foram similares, exceto para a medida AD2R nos modelos log-normal (AD2R =
48,17) e log-exponencial poténcia (AD2R = 2,70), indicando uma melhora no ajuste
da cauda direita para tais modelos. Os graficos de residuos quantilicos foram feitos
para os modelos log-simétricos e 0os comportamentos seguiram o mesmo padrdo da
Figura 5.5, sendo por este motivo omitidos. De modo geral, os modelos BCT e log-t
apresentaram os melhores ajustes para a distribuicdo de consumo de energia.
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Tabela 5.11: Estimativas dos pardmetros dos modelos log-t, log-normal e log-
exponencial poténcia; critério de Akaike e medidas de comparagdo AD, ADR e AD2R
para distribuigdo de consumo de energia.

Distribuigdo log-t \ log-normal log-EP
Parametros | Estimativa \ EP \ Estimativa \ EP | Estimativa \ EP
u 1722,00 | 34,44 1717,00 | 36,74 1721,00 | 34,09
o 0,34 | 0,02 041 | 0,02 041 | 0,02
T 6,09 | 1,34 1,40 | 0,14
AIC 5860,01 5874,72 5862,27

AD 0,19 1,16 0,26

ADR 0,10 0,55 0,15
AD2R 1,80 48,17 2,70

5.6 Conclusoes

Neste capitulo definiu-se a nova classe de distribui¢des Box-Cox simétricas para
varidveis continuas positivas, apresentaram-se algumas de suas propriedades e obti-
veram-se momentos e quantis. Mostrou-se que essa classe tem como casos particulares
as classes de distribuigdes log-simétricas, por exemplo, a distribui¢do log-normal, e
simétricas truncadas com suporte nos reais positivos, além das distribui¢des Box-Cox
t, Box-Cox Cole-Green e Box-Cox exponencial poténcia. A nova classe de distribuicées
permite interpretacdo dos parametros em termos de quantis (em particular da mediana),
dispersao relativa e assimetria, o que a torna atrativa para modelagem de regressao.
A classe de distribui¢des BCS é 1til ainda para modelar dados assimétricos positivos
com observacdes discrepantes, ja que inclui distribui¢des com cauda direita pesada.
De fato, este capitulo apresenta um estudo detalhado de peso da cauda direita das
distribuicdes da classe BCS e comprova que esta inclui distribui¢des com cauda direita
do “tipo-Pareto”, bem como mais leve ou mais pesada que esta. Verifica-se ainda que,
para algumas distribui¢des BCS, o método de mdaxima verossimilhanga é robusto a
observagdes discrepantes para a estimacdo de u e de o.

Aplicagdes de distribui¢des BCS e modelos alternativos a andlise de dados de con-
sumo de nutrientes foram apresentadas e comparag¢des entre os diferentes enfoques
foram discutidas. Constatou-se que modelos BCS proporcionaram melhores ajustes

que os modelos alternativos.



CAPITULO ©

Consideracoes finais e propostas futuras

Esta tese apresenta uma proposta alternativa para a estimagao da distribuigdo usual
de consumo e da prevaléncia de inadequagdo alimentar através de um modelo Box-
Cox t com efeitos aleatérios ou mistos, em especial para dados que apresentam alta
assimetria e/ou presenca de pontos discrepantes. A modelagem proposta ndo requer
transformagdo nos dados e permite a interpretacdo de efeitos de covaridveis sobre
quantis da distribui¢do de consumo. Um estudo com um banco de dados de consumo
de 22 micronutrientes é apresentado e, na maioria dos casos, os valores do critério de
Akaike foram menores do que para o modelo padrao (Tooze et al., 2010), e os valores
estimados de prevaléncia de inadequacdo foram mais plausiveis com o observado no
banco de dados. Por meio do estudo de simulacédo, constatou-se que o modelo Box-Cox
t estima de forma adequada a distribuigdo de consumo usual populacional, em especial
para casos de assimetria a direita e/ou na presenga de pontos discrepantes.

Este trabalho propde ainda uma nova classe de distribui¢des que envolve uma
transformacao do tipo Box-Cox e a classe de distribui¢des simétricas truncadas para
varidveis continuas e positivas, denominada classe das distribui¢des Box-Cox simétricas.
Esta classe inclui as distribui¢des log-simétricas e as simétricas truncadas com suporte
nos reais positivos. Algumas propriedades, os quantis e os momentos sdo obtidos e es-
tudos sobre o decaimento da cauda sdo apresentados. A classe possibilita interpretacao
dos parametros em termos de quantis, o que a torna interessante para modelagem de re-
gressdo. Para algumas distribui¢des da classe Box-Cox simétrica, o método de maxima
verossimilhanga é robusto a observagdes discrepantes para a estimagdo dos parametros
relacionados a mediana e a dispersdo relativa. Aplicacdo a um banco de dados de

consumo de 22 micronutrientes e 11 macronutrientes mostrou que os modelos Box-Cox
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simétricos apresentaram melhores ajustes do que modelos alternativos.

Para estudos futuros pretende-se

(i)

(ii)
(iii)

(iv)

implementar as distribui¢des da classe Box-Cox simétrica no programa R por
meio da rotina gamlss, assim como ja estdo disponiveis as distribuigdes Box-Cox

t, Box-Cox Cole-Green e Box-Cox exponencial poténcia;
estudar a modelagem de regressdo na classe de distribui¢ées Box-Cox simétricas;

desenvolver modelos de regressdao Box-Cox simétricos para andlise do excesso de
consumo de nutrientes que podem ser prejudiciais a satide (Morimoto et al., 2012);

desenvolver modelos Box-Cox simétricos inflacionados de zeros. Estes podem
ser tteis para modelagem de dados referentes a ingestdo de alimentos que sdo
consumidos episodicamente, os quais tipicamente apresentam uma quantidade

significativa de zeros (ndo consumo);

estudar métodos de diagndsticos para modelos de regressao Box-Cox simétricos
e Box-Cox simétricos inflacionados de zeros.



APENDICE A

Apéndice

A.1 Estimac¢do dos Modelos Aditivos Generalizados para

Locacao, Escala e Forma

Na linguagem de programacdo R, dois métodos de estimagdo para a classe dos
Modelos Aditivos Generalizados para Locagdo, Escala e Forma (Generalized Additive
Models for Location, Scale and Shape (GAMLSS)) estdo implementados.

O primeiro é o da maximizagdo da densidade a posteriori (Maximium a Posteriori
(MAP) Estimation), que é equivalente a maximizagdo de uma funcao de verossimilhanca
hierdrquica ou penalizada, a qual utiliza um algoritmo de retroajuste (backfitting) para
estimacdo dos pardmetros. A ideia central de um algoritmo de retroajuste é de um
processo iterativo que busca minimizar uma fun¢do de perda (normalmente o erro
quadratico) em relagdo a cada uma das fungdes (referente a uma variavel preditora) até
a convergéncia. Na auséncia de um termo de penalizacdo, o algoritmo resume-se ao
procedimento de Newton-Raphson. Este procedimento pode ser encontrado na rotina
gamlss (Rigby & Stasinopoulos, 2006a).

O segundo método de estimagdo é o da maximizagdo da verossimilhanga marginal
aproximada, presente na rotina gamlss.mx (Stasinopoulos et al., 2008) que faz o uso do
algoritmo EM (Expectation-Maximization) para o calculo das estimativas dos parametros.

Nesta tese, o primeiro método foi utilizado para estimativa dos valores iniciais da
Secdo 4, sem a penalizacdo; e o método da verossimilhanga marginal foi usada para
verificar a programacao feita.

Na préxima se¢do encontram-se os métodos da verossimilhanga marginal e per-
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tilada, os quais foram usados para o ajuste dos modelos descritos nos Capitulos 3 e
4.

A.1.1 Estimacdo por maxima verossimilhanca marginal aproximada

Seja y; o vetor de observagdes da varidvel resposta referente ao individuo i, com
distribuigdo f(y;, 0), em que 0 é o vetor de parametros associados a distribuicdo f e
y; o efeito aleatdrio, com distribuicdo h(y;, A), em que A é o pardmetro associado a
distribuigao h.

A funcdo densidade de probabilidade conjunta de (y;, ;) é da forma

flyi,yi) = Hﬁj(yijb/i)h()/i),
j=1
e a funcdo densidade de probabilidade marginal de y; é dada por

s = [ T fwtyamooay.

(o] ]:1

Assim, a fungdo densidade de probabilidade marginal de v = (v, y,,...,y5)" é dada
por

co M

N N
fly) = Hfz‘(?/i) = Hf Hﬁ(%;‘l%)h(%)d%/
i=1 i=1 V- G

e o logaritmo da fungdo de verossimilhanga pode ser escrito como

£(0)

N N
log £(0) = log | | fiv) = ), log fitv) =
i=1 i=1

N o 1
) log l f 11 ﬁ(]/ijWi)h(?/i)dVi} : (A1)
i=1 —

) j=1

A integral dada na equacéo (A.1) é aproximada pelo método de quadratura de Gauss-
Hermite (detalhes no Apéndice A.3).

Desse modo, para se obter a estimagdo por maxima verossimilhanga basta derivar a
equacgdo aproximada pela quadratura de Gauss-Hermite em relagdo aos parametros de
interesse, e assim obtém-se o vetor escore. A solucdo dos estimadores aproximados de
méxima verossimilhanca sdo encontrados resolvendo o sistema de equagdes formado

a partir de cada vetor escore igualado a zero (Casella & Berger, 2002, p.316). Quando
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um processo iterativo é requerido, uma linguagem de programacao é utilizada para

estimar os parametros.

A.1.2 Verossimilhanca perfilada

Existem situ¢des nas quais se deseja realizar inferéncia envolvendo apenas alguns
pardmetros do modelo. Em tais situagdes, os parametros de interesse sdo aqueles
para os quais se deseja fazer a inferéncia, os demais sdo chamados de pardmetros de
perturbagdo. Uma possivel solugdo é utilizar uma pseudo-verossimilhanca, que faz
com que a funcdo dos dados dependa somente dos pardmetros de interesse.

A ideia comumente utilizada é substituir o vetor de pardmetros de perturbacio
por uma estimativa consistente deste na verossimilhanga original. A fung¢do resultante
é conhecida como funcdo de verossimilhanga perfilada. A seguir, apresenta-se um
resumo do método baseado no trabalho de Aratjo Jtnior (2006).

Considere um modelo paramétrico em que 0 é um vetor de pardmetros desconhe-
cidos de dimensdo p. Adotando a decomposicdo (7,¢) do vetor 0, suponha que o
interesse seja fazer inferéncia somente sobre o parametro 7. Assim, os parametros 7 e
¢ sdo ditos de interesse e perturbacdo, respectivamente.

A funcdo de verossimilhanga perfilada pode ser obtida substituindo, na fungdo de
verossimilhanga original, o vetor de parametros de perturbacdo ¢ por sua estimativa
de méxima verossimilhanga para valores fixados do pardmetro de interesse.

Assim, pode-se escrever 0, = (1, Zﬁi), em que Zﬁi é a solugdo em ¢ de d¢(t, ¢)/dP = 0.
A funcdo de verossimilhanga perfilada é definida por

L,(7) = L(7, EBT).

Seja €(1, ; y) o logaritmo da fungdo de verossimilhanga, que é unicamente maxi-
mizada com relagdo aos parametros dado y. Supondo que a estimativa ¢, é tnica, o

logaritmo da funcdo de verossimilhanga 7 é definido como

(1) = l(T,ZﬁT;y) = supyl(T, P; ).

A expressdo acima sugere um procedimento de maximizagdo em duas etapas. A
primeira etapa consiste em achar o valor tnico ¢, que maximiza £(7, ¢) com respeito
a ¢ supondo 7 constante. A segunda etapa visa encontrar o valor de T que maximiza
ty(t) = log L,(7).

Assim, o estimador de méxima verossimilhanga perfilada 7 é obtido no caso conti-
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nuamente diferencidvel como solugdo da equagdo

dLy(7)
ot

=0.

Um procedimento semelhante a este foi realizado na constru¢do do grid para o
parametro referente ao nimero de graus de liberdade descrito no Capitulo 3. No caso,
valores diferentes para o parametro referente ao ntimero de graus de liberdade foram
fixados e os demais pardmetros foram estimados, construindo um perfil dos valores da

funcdo de maxima verossimilhanca.

A.2 Distribuic¢ao Box-Cox ¢t

A.21 O logaritmo da verossimilhanca (¢)

O logaritmo da funcdo de verossimilhan¢a de uma varidvel aleatéria Y que segue

uma distribui¢do BCT(u, 0, v, T) é dado por

1
£=@w-1)logy—vlog u—loga + log fr(z) — log Fr (m) (A2)
em que Z, fr(t) e Fr(t) sdo definidos conforme (1.6), (1.7) e (1.9), respectivamente.
O logaritmo da fung¢do de verossimilhanca de um conjunto de dados composto por
varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas é dado por ¢; = Yot
em que ¢; é o logaritmo da fung¢do de verossimilhanc¢a de uma observacado Y; que segue

uma distribuicdo Box-Cox t conforme definido em (A.2).

A.2.2 Derivadas de primeira ordem de ¢

As derivadas de primeira ordem do logaritmo da fun¢do de verossimilhanca (¢)

com respeito a 1, 0, v, T sdo dadas por

ot wz v
= —wP-1),
du  po p

em que w = (7 + 1)/(t + z%) e z = Z(y) conforme (1.6),
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1, h(o,v, T)
a _ ?(wz 1)+ T se v#0,
do —(wz*=1), se v=0,
o
2 h
ot _ Wz 108(1) (w22 4 Wz 1) + sinal(v) (O'VZ'T), se v#0,
v v v ov oV

se v = 0 a dltima parcela em d¢/dv deve ser substituida por seu limite quando v — 0,

o 1 22\ wz 1 ((t+1)\ 1 (ty 1 .
| Ge=grosie 2] T e ae () 2 () enn. e w0
ot | ¢ 1 22\ wz 1 ((t+1)\ 1 (t\y 1 B
= ‘zlog(“?) 3 51?( ) 20(3) 5 = v=0
em que
_ frl)
h(o,v,7) = TN
Fr ()
e

. d 1
jlo,v,7) = 3 [log Fr (m)] ,

em que Y(s) = %[log I'(s)] é a funcdo digamma.

A.2.3 Valor esperado das derivadas de segunda ordem e cruzadas de
4

Os valores esperados das derivadas de segunda ordem e cruzadas do logaritmo da
funcdo da verossimilhanca a respeito dos parametros i, o, v e T requerem a avaliagdo
de termos da forma E[w*Z’] para valores inteiros de s e 7, em que w = (7 + 1)/(t + Z?).

Se a probabilidade da regido de truncamento tiver probabilidade desprezivel, Z
segue aproximadamente uma distribuicdo f com 7t graus de liberdade. Se Z ~ t; entdo
E(w*Z") = 0seréimpare E(Z?) = t/(t-2), E(Z*) = (37%)/[(t—2)(t—4)], E(w) = 1e E(w?) =
[(t + 1)(t + 2)]/[t(t + 3)]. Das identidades (t + Z*)wZ" = (t + 1)w*'Z’, parar = 0,2, 4
es =1,2segue que: E[wZ?] =1, E[wZ*] = (37)/(t — 2), E[wZ°®] = (1572)/[(t — 2)(t — 4)],
E[w?Z?] = (t+1)/(t+3), E[w*Z*] = [3(t+1)]/(t+3), E[w*Z°] = [157(T+1)]/[(t—2)(T+3)].

Para os resultados a seguir, usa-se ainda a expansao em Taylor dada por log(Y/u) =
(1/v)log(14+0vZ) ~ 0Z—(0*vZ?)[2+(c>v*Z3) /3—(0*1*Z*) /4 e 0 valor esperado é calculado

retendo os termos de ordem menor em o’.
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Os valores esperados aproximados das derivadas de segunda ordem do logaritmo

da funcdo de verossimilhancga(¢) com respeito a u, o, v, 7, para T > 2, sdo dados por

~ - ,

Pl t+20% 1 +1
du? y202(t + 3)

~

902 |~ Co2(t+3)

]~

~

Pl (7T -9)
ov? 4(t - 2)(t + 3)’

lz]+ (T +D5)

ZW 2] " 2t(r + 1)t +3)’

0%t 1
L DU
El&ﬁ] 41’b

em que PN (s) = Ly)(s) é a funcdo trigamma.

(’c+1)]_1

Os valores esperados aproximados das derivadas cruzadas de ¢ com respeito a

(4,0,v,7) sdo dados por

B o’ 2t
duds |~ po(t +3)

Pl | 2v
Juot |~ u(t+1)(t+3)’

. 2 | 2
doot |~ o(t +1)(t +3)’

. A’ | 1-3
dudv |~ 2u(t +3)’

~

dodv

E[azflw_mn,
T+3
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oot ~

0’ o?v(2T + 1)
[ l T+ ) (t+3)(t-2)

A.3 Quadratura de Gauss-Hermite

O resumo descrito nesta se¢do baseou-se no trabalho de Carrasco (2012) e Peixoto
(2008).

O calculo diferencial e integral é constantemente utilizado como instrumento para
resolucdo de problemas em diversas dreas do conhecimento, sendo bastante comum
a existéncia de integrais de fun¢des que ndo possuem antiderivada explicita ou cuja
antiderivada ndo seja um processo simples de se obter. Assim, métodos de aproximagdo
surgem como uma alternativa na busca da aproximacdo dos valores de tais integrais.
Os métodos que aproximam integrais envolvem combinagdes lineares de avaliagdo do

integrando, isto é

b
f fo)dx = cif(x1) + cof (x2) + ... + ¢y f(xy) = cif(xj), —co<a<b<oo, (AJ)

q
i=1
em que os termos xi,X,...,%, sdo chamados de nds ou abscissas e cy,¢;,...,c; sdo
os coeficientes que pertencem ao conjunto dos ntimeros reais. Tem-se ainda que na
equacdo (A.3), para os casos nos quais @ = —co ou b = oo, assume-se, sem perda de
generalidade, que o intervalo é aberto neste(s) extremo(s). A equagdo (A.3) é uma
aproximagdo da integral pela soma de dreas de retangulos de base ¢; e altura f(x;), para

i=1,...,q9, conforme a Figura A.1 (Peixoto, 2008).

fix)

Figura A.1: Aproximacdo da integral por retdngulos de base c; e altura f(x;).
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A quadratura de Gauss ! considera as abscissas x; da equagdo (A.3) como sendo as
raizes de um polindmio ortogonal.
A A o
Uma sequéncia de polindmios {p,(x)}.7, pertencentes ao espaco de todos os po-
lindmios algébricos de um grau menor ou igual a g, é uma sequéncia de polindmios

ortogonais em relacdo a uma fungado peso w(x) definido no intervalo real [a, b]?, se
o p,(x) = Y. A, x' possui grau exatamente g, isto ¢, Ay, # 0;
b b
o <pp(),Pp() >= [ ppWPR@Af@) = [ py@)pn@wx)d(x) =0,

sendo f(x) uma funcdo continua. Os polindmios ortogonais mais comuns encontrados
na literatura sdo os polindmios de Jacobi, de Hermite e de Leguerre. Neste estudo
foram utilizados os polindmios ortogonais de Hermite.
Seja uma sequéncia de polinémios {p,(x)};2,, definida com w(x) = e~ sobre o inter-
valo (=00, 00). Entdo, o polindmio de Hermite de grau g é dado por
ar .
H,(x) = (=1)%" —{e™).
() = (1 e
O polinémio de Hermite H,(x) definido como w(x) = e est4 diretamente associado
ao método de quadratura de Gauss. Esta associa¢do é conhecida como quadratura de

. . . . . .2
Gauss-Hermite e permite aproximar integrais da forma f_ €7 dx, como

[ o= Y i),
- i=1

emques; i=1,2,...,qsd0 as raizes de H,(x) e v; sdo os pesos associados a cada raiz

do polindmio, dados por
2R
U PH AP
As raizes e pesos dos polindmios de Hermite podem ser calculados pelo programa
R (versdo 3.0.1), os quais encontram-se na rotina statmod na fun¢do gauss.quad, com

opg¢do hermite.

ICarl Friedrich Gauss (1777-1855) aprimorou as técnicas de Newton-Cotes (da obra Methodus nova
integralium valores per approxinationem inveniend: Commentationes Societatis Regiae Scientarium Gottingensis
Recentiores, 1814).
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A4 Programacdao em R do modelo Box-Cox t com efeito

aleatdorio normal

library(gamlss)
library(statmod)
library(bbmle)

BCT.Int<-function(b,beta.fixo,sigma,nu,tau,lambda,X,Z,Y,log=TRUE){
zeta<-exp(lambda)

l1l=sapply (b, function(bi) {
preditor<-as.matrix(X)%*%beta.fixo+as.matrix(Z)%*%bi

mu=exp (preditor)

sigma=exp(sigma)

tau=exp(tau)

sum(dBCT (Y ,mu=mu, sigma=sigma,nu=nu, tau=tau, 1log=TRUE))+
dnorm(bi,®,sd=1/zeta,log=TRUE)

iD)
if(1log==FALSE) {11<-exp(11)}
return(l1l)?}

gauss.hermite<-function(BCT.Int,n.pontos,beta.fixo,sigma,nu,tau,
lambda,X,Z,Y,10og=FALSE){
pontos<-gauss.quad(n.pontos,kind="hermite")
integral<-sum(pontos$weights*BCT.Int(pontos$nodes,beta. fixo,
sigma,nu,tau,lambda,X,Z,Y,log=FALSE)/

exp(-pontos$nodes”2))

return(integral)

}

veroM<-function(modelo, formu.X, formu.Z,beta.fixo,sigma,nu, tau,lambda,
integral,pontos,dados) {

dados.id<-split(dados,dados$dados.id)

11<-cQ

for(i in 1:length(dados.id)){

X<-model.matrix(as. formula(formu.X),data=dados.id[[i]])

Z<-model .matrix(as.formula(formu.Z),data=dados.id[[1i]])
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1l1[i]<-gauss.hermite(modelo,n.pontos=pontos,X=X,Z=2Z,
Y=dados.id[[i]]$dados.nutriente,
beta.fixo=beta.fixo,sigma=sigma,nu=nu,tau=tau, lambda=1ambda,
log=FALSE)

3

return(sum(log(11)))

}

mod .BCT<-function(b®, sigma®,nuld, taud,lambda®,integral,pontos,dados) {
11<-veroM(modelo=BCT.Int, formu.X=""1", formu.Z=""1",beta. fixo=b0,
sigma=sigma®,nu=nu®, tau=taul®, lambda=1ambda0,
integral=integral,pontos=pontos,

dados=dados)

return(-11)

}

P.GH=mle2(mod.BCT,start=1list(b0®=valoriniciall,sigma®=valorinicial2,
nul@=valorinicial3,tau®=valorinicial4,lambda®=valorinicial5),
data=list(integral="GH",pontos=100,dados=dados))

summary (P.GH)

A.5 Valor esperado e variancia da distribuicao Box-Cox

Cole-Green

De (5.10), considerando v # 0 e k = 1, tem-se que o valor esperado de uma variavel
aleatéria Y ~ BCS(u, 0, v;r) é dado por

E(Y) = uE((1 + 0v8) Iae(S)), (A.4)

em que Ix(,)(-) é a funcdo indicadora do conjunto A(g,v), com A(o,v) dado em (5.5).
Assim, para v > 0, (A.4) pode ser reescrita como

H (1 + 0vS)Hfs(s)ds,
DREE

E(Y) =



A.5 Valor esperado e variancia da distribui¢ao Box-Cox Cole-Green 89

em que Fs(-) e fs(-) sdo as fungdes de distribuicdo acumulada e de densidade de uma
varidvel aleatdria S que segue uma distribuigdo simétrica padrao.

Uma expansdo em Taylor (Sen et al., 2010, p.17-18) pode ser ttil para aproximar a
expressdo anterior. Desse modo, seja f : R — R, uma fung¢do continua diferenciavel

até ordem k, em um ponto x, de IR, entdo:

(x — x0)/

k
f@) = )+ ), f00) = + Rl o),
j=1 '

em que f\) é a j-ésima derivada e o erro da aproximagéo é definido como

(x — x)"

Ry(x, x0) = i

{fOhxo + (1 = h)x] = fO(xo)),

paraalgumO0 <h < 1.
Nesse trabalho, define-se f(s) = (1 + ovs)% e 0 ponto zero para realizar a expansao.

Assim, tem-se que a derivada de n-ésima ordem da fungdo f é dada por
f'(s) =0"(1-v)(1-2v)--- (1—(n—1)v)(1+avs)%_” = f"(0) = o"(1-v)(1-2v)--- (1-(n-1)v),

e aproximando a fung¢do por um polindmio de segunda ordem, tem-se

1-— 2
1+ avs)% ~1+o0s+ GZ(TV)S,
assim, pode-se reescrever (A.4) como
) 1— 2
E(Y) =~ H [1 + 05 + azﬂlfs(s)ds =
Fs %) % 2

Fs Eli) [Ij J)ds +o [i F(s)ds + @ Ii szfs(s)ds] .

O procedimento para v < 0 é andlogo. Portanto, o valor esperado pode ser aproxi-
mado por
o*(1-v)
2

EY)=u|l+

7

[E(Z) + E(ZZ)]

o
Fz ()

em que Z é uma varidvel aleatéria que segue uma distribui¢do simétrica padrao trun-
cada com suporte A(g,v), sendo A(o,v) dado em (5.5).
Seguindo novamente uma aproximagdo por um polindmio de segunda ordem é

feita em torno do ponto zero, através da fungdo g(s) = (1 + avs)g, o segundo momento
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é dado aproximadamente pela expressdo

E(Y?) ~ 12 {1 + [2E2) + 02 - VE2Y)]|,

o

1
Fs(dw)
e a varidncia pode ser aproximada por

1262 1

Fs () Fs ()

Particularizando para a distribuigdo Box-Cox Cole-Green, os valores aproximados

o(l—-v)

Y) ~
Var(Y) 5

E(Z%) -

2
[E(Z) + E(Zz)]

da esperangca e variancia sdo dados, respectivamente, por

13v — 1| exp {52
o o(l—-v)+ {2 } , se v#0,

‘2 VI (L)

E(Y) = L
o
yexp{j}, se v=0,

Bv = 2lexp {Zszz}H .

2
: V\/_(D
|3v —

\/2_7'(CD aIVI
wlexp(20®} —exp{d®)], se v =0

1+U{0(2—v)+

OIVI

se v#0,

Var(Y) =
- (U

1+%la(1—v)+

em que ®(-) é a fungdo de distribui¢do acumulada de uma varidvel aleatéria S que
segue uma distribui¢do normal padrdo. E importante ressaltar ainda que, para v = 0,

os resultados apresentados sdo exatos.

A.6 Terceiro e quarto momentos da distribuicao Box-Cox

Cole-Green

Para obtencdo dos valores aproximados de assimetria e curtose faz-se necessario
o uso dos terceiro e quarto momentos (5.10 e 5.11). Desse modo, aproximagdes por
Taylor utilizando-se polindmios de terceiro e quarto graus, respectivamente, seguindo
o mesmo procedimento descrito no Apéndice A.5 podem ser feitos. Assim, seus valores

aproximados, sdo dados respectivamente por
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30
Fs (k)

+a2(3 - vg(3 - 2V)E(Z3)H ,

oc(3-7)
2

E(Y’) ~ p’|1+

[E(Z) + E(Z*+

40 o4 -v)
E(YY) ~ u [1 + [E(Z) + E(Z*)+
Fs(3h) 2
2
+a 4 - vé(él — ZV)E(Z3)+

+0'3(4 —v)(4-2v)(4 - 31/)E(Z4)H ,

24

em que Z é uma varidvel aleatéria que segue uma distribuicdo simétrica padrao trun-

cada com suporte A(o,v), sendo A(o,v) dado em (5.5).

Para a distribui¢cdo Box-Cox Cole-Green, os valores aproximados dos momentos de

terceira e quarta ordem sdo dados por

3023 —v) N 30 exp{za_zle}
2 2v®($) 271

2.,2
E(Y) ~ |3|V_1| B =200 4 1)

2
y%xp{g%}, se v=0,

‘L131+

, se v#0,

-1
4 exp |5z,
y4 1+20%4-v)+ ¢ {222}

T
13v—4| 4-v|4-2v)2c**+1)
E(Y) ~ v 612 -
L0 = V)(d = 20)(d - 3V)EEZ)

, se v#0,

24
1t exp {802}, se v=0,

em que

E(Z*) = _oos Nor

Para v = 0 as expressoOes sdo exatas.

Ia@)(s)ds,
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A.7 Indice da cauda da classe de distribuicdes Box-Cox

simétrica

Este apéndice mostra detalhes das relagdes estabelecidas entre o indice da cauda
das classes de distribui¢des simétricas, log-simétricas e Box-Cox simétricas. Assim,
seja uma varidvel aleatéria Y ~ BCS(u, 0,v; 1), o indice pode ser calculado através das
relacdes

Ls(y';r), se v>0,
Lpes(y;r) =3 v, se v<O0,
Lis(y;r), se v=0.

Prova. Se Y ~ BCS(u, 0,v; r), com fun¢do densidade dada em (5.8) e v # 0, tem-se
(! 1
el

Lpes(y; 1) = yth_{rc}o—

o Y

(A.5)

Quando v > 0, t — oo implica em x = (t/u)" — o0, e entdo de (A.5) tem-se,
r(f2)
(=)
Quando v <0, t — oo implica em x = (t/u)” — 0 e novamente de (A.5) obtém-se

()

Lpes(y;1) =y xh_r){}o = Ls(y';7)-

Cacs(yir) = ¥ lim

Quando v = 0, tem-se

t
Lpes(y;r) = ylim —— =y lim

, ( { log(yfl—log# }2)
t—00 » ({ log t;log U }2)

I

<
=
!

= Lrs(y; 7).
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A.8 Critérios de Anderson-Darling

Sejam y1, v, . .., Y, uma amostra aleatéria de uma varidvel aleatéria com fungdo de
distribuicdo acumulada F(y) e seja k, o nimero de observagdes y; < y. A fungado de
distribuigdo acumulada empirica é a fungdo escada f(y) = k,/n. Uma medida utilizada
para estudar a bondade do ajuste é proposta por Labeyrie (1991), o qual propde a
seguinte distancia ponderada:

I E(y) - E)IWEW)dy,

em que W(y) é uma func¢do de ponderacdo. Adotando W(y) = 1/(1 — y), a distancia

média ponderada é estimada por

1 Z F(y) — Fl

L=
née1-Fyi)

Uma medida de discrepancia ou “distancia” entre duas distribui¢des é proposta por
Anderson & Darling (1952), baseada na no¢do usual de uma medida em um espago de

func¢oes, dada por

. f (F(y) - F)PYIFO)IAE) = W2,

em que f(y) é a funcdo de distribuigdo acumulada empirica e P[F(y)](= 0) é alguma
funcdo previamente definida. Considerando ¢(t) = 1/[t(1 — )], Y(t) = 1/(1 —t) e
Y(t) = 1/(1 - t)?, W2 resulta em

* [F(y) - F(y)]2

AD=1 ) Epi—Fp Y
(O [Fy) - Fy)P
R N ) B
© Ea) 2
AD2R = n wdﬂy),

w [=FyP
respectivamente. A medida AD propde a ponderacdo para medir a qualidade de ajuste.
A medida ADR é uma variante da medida AD, a qual ressalta a falta de ajuste na cauda
direita. A medida AD2R acentua ainda mais a falta de ajuste da cauda direita.

Como f(y) é uma funcao escada com saltos iguais a 1/7 nas estatisticas de ordem, as

estatisticas de Anderson-Darling podem ser escritas em formas alternativas mais tteis
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para prop0sitos computacionais, como

1y,
AD=-n- ;(21 — D[log z; +log(1 = zps1-1)],

nooe IR
ADR = 5 - 2; zi— ;(21 —1)log(1 - Zus1-4),

B n 1 I (21—1)
AD2R = 2;1055(1 —z)+ ; (1= zps1—s)’

em que z; = F(yi.,) € X;.y € a i-ésima estatistica de ordem (Lucefio, 2005, p.906, Apéndice
B).
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