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CAP ÍTULO l

INTRODUÇÃO

PRELO MINARES

Em Análise de Regressão, algumas vezes as características

intrínsecas do problema ou outras considerações indicam que o

modelo apropriado para a situação é um modelo não li.near

Um modelo de Regressão é dito "Não Linear'', se ele é não

linear como função dos seus parâmetros. Nesse estudo estamos in

teressados no ajuste de modelos que não são possíveis de serem

linearizados através do uso de transformações de variáveis. Es-

ses modelos são denominados por Draper & Smith (81) de "intrin-

secamente não li.neares". Para ilustrar tais modelos considere-

mos os dois exemplos a segui r

0 3 e 4Xt + etYt

Yt : ' et

Segundo Draper & Smíth (81), quando informações teóricas

com relação ao modelo nos levam a um modelo intrinsecamente nâo

[[near, nÓs devemos gera].mente pr'aferir ajustar ta] modelo, sempre

que possível,. do-que ajustar um modelo linear, talvez .menos rea

IÍ s tj.c o .

Nas aplicaçõe.s muitas vozes não se.tem u.m conhecimento' di

Feto da forma da relação envolv,i.de entre as variável.s, mãs se;-

mente det.ermínadas informações ou suposições sobre Q modelo



que podem ser representadas por um sistema de equações díferen

cíaís ou equações de diferença, e o modelo então surge como so-

lução deus e sistema

Este é o caso por exemplo do modelo logístico. Ele surge

a partir da suposição de que a taxa média de crescimento da po-

pulação no instante t é â direi'onça entre a taxa média de natalidade

e a taxa média de mortalidade,e que a primeira não depende do tempo

t, e nemdo tamanho da população (Y(t)), e a segunda é direta-

mente proporcional ao tamanho da população Co que é uma suposi'

ção razoável se considerarmos que com o aumento da população há

consequentemente um aumento da competição). Nesse caso a equa-

ção de c rescíment o é:

dy (t) /y (t ) 'K 2 y ( t )

l nte gra ndo essa' eq uaç ã o, obtemos

y(t). = ;.:;...-..:R-t' onde a= t,
K-K2y0 e

K2y0 y o:y C o ]

Cque é uma das formas da função logística)

Além do modelo logístico, existem vários outros '..modelos

de crescimento comumente utilizados, tais como: o de Gompertz,

Von Bertalanffy, Michaellis-Mentén, Multa-Target, Mitscherlich,
etc. Esses modelos são uti].izados em muitas áreas diferentes

tais como por exemplo: Biologia, Agricultura, Química, ..Econo-
mia, et c

Além desses modelos existem muitos outros na literatura

que são comumente utilizados nas aplicações



Nos modelos de Regressão iwao uzneares o ci zuul

;n mnlq r'nmtimente utilizado é o critério dos mínimos quadra-

e stií o de

maça

dos

Nesse trabalho nÓs tratamos basicamente do problema da ob

tenção das estimativas de mínimos quadrados e da avaliação das

propriedades estatísticas desses esticadores nas aplíceçoes

Se o modelo de Regress ao e

Yt f CXt '0 ) + et ' t: l
, n c l . l )

e
n

"'9 : : t2: c"t C X+.. , 0 ) ) 2f

a soma de quadrados dos resíduos. o estimados de mínimos quadra

dos Q, por definição é o valor que minimiza a função hCO), isto

é, 9 é o ponto de mínimo de h(9)

Quando o modelo (1:1) é linear, o estimados de mínimos

quadrados 8 tem uma.fÓrmu].a explícita. entretanto no caso nao

linear, isso geralmente não ocorre e para obter as estimativas

desses parâmetros devemos recorrer a procedimentos iterativos

(que requerem muito mais cálculos). Para ilustl'ar consideremos

o s eguinte mode].o:

o ] xt=3:''*Yt

Nesse cas o

"'.' : '; .,. ..!LIL',:
' tB l ' Xt+02



e o sistema de "equações normais

n XZ
ah CO ) :O<=>lO, E '
'ãF'; ' ; in t:i (x,.o.)'

- l b é t = ]. Cxt + 0 2]

(Xt +02) 3

n

E

t : l

Xt Yt

c x.b' o : ) '

Como podemos observa.r, esse sistema é não linear em 0, e

0 não é obtido explicitamente. Isso quer dizer que nós transfor

mamas o problema original de Otimízação, num problema de resol

ver um sistema não linear' que apresenta o mesmo grau de dificul

dado. Portanto, como a solução desse sistema envolve um algorit

mo iterativo, então parece igualmente factível minimizar h(0)

diretamente, através de algum procedimento iterativo de Otimí-

z açao.

RES UMO H ISTO RI CO

Em Regressão Não Linear, o problema de estimação depende

essencialmente da utilização de métodos de Otimização não li.
near

us a..tgorxtmos CJ.asszcos para minimização de funções nao

],íneareé para várias variáveis foram introduzidos por. Newton,

Cauchy e Gauss. Os algoz.ítmos de Newton e Cauchy podem ser usa-

dos papá minimizar funções gerais, enquanto que o de Gauss é a-

plicável somente para problemas de mírÍimos cluadrados



Nas últimas décadas com o"advento do computator" houve

um grande progresso no desenvolvimento dessas técnicas. Conse-

quentemente existe atualmente uma vasta literatura sobre os

mais variados métodos para os mais variados tipos de proble-

mas, incluindo o problema de ajuste de dados

Na década de 60, foram introduzidos vários métodos de Oti

mização gerais, como os mé'Lodos de Quase-Neuton, os métodos de

Díreções Conjugadas e os métodos do tipo "Simplex". (Box, Davies

& Swann C69) apresentam de uma maneira bastante clara os princi

pais métodos que surgiram nesse períodos

Na década de 70, as pesquisas se concentraram mai

no dos métodos de Quase-Newton para minimização gera].

Os problemas de mínimos quadrados constituem um ramo bas-

tante importante da teoria de Oti.mização, e anualmente tem havi

do um grande interesse nesses algoritmos e em reformular proble

mas que aparentemente não são de mini.mos quadrados, como por

exemplo. os problemas de máxima verossimilhança, de tal modo

que eles possam ser revolvidas por algoritmos para mínimos qúa
doados

Por outr'o lado, segundo Ratkowsky [83), apesar da grande

variedade de métodos existentes para a obtenção das estimativas

de mínimos quadrados, o estudo das propriedades desses estima-

dores "ainda está na sua infância", e somente nas duas últimas

décadas é que alguns resultados mais importantes tem surgid
embora em número muito limitado

torS em

0 ,
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1 . 3 - AP RESENTAÇÃO Dos CAP rTULOS

No capítulo 2, nós consideramos alguns dos métodos ibera

ti.vos mais conhecidos em Otímiza.ção Não Linear sem restrições

e que utilizam derivadas. Nessa classe nós dividimos os procedi.

mentes em: métodos para funções gerais e métodos especiais para

mini.mos q uadrad os

No capítulo 3, nÓs apresentamos algumas técnicas para au

xiliar na escolha de "valores iniciais", principal-mente em made

los de Regressão Não Lin ear

No capítulo 4, nós estudamos o problema do ajuste de made

los probabilÍsticos por máxima verossimilhança "em termos de ml'

nimos quadrados". Esse procedimento consiste em transformar o

problema de máxima verossimilhança num problema de mínimos qua-

drados, de tal.modo que as CsLuiHâtiVÕS dos parâmetros Í)ousam ser

obtidas através d.e uM programa padrão de Regressão Não Linear

No capítulo 5.estudamos algumas das "medidas de não linda

rídade" mais recentes; as medidas de curvatura de Bates & Watts

[80) e a medida do viés de Box [71)

No capítulo 6, nÓs avaliamos através de Simulação as pro'

priedades assintoticas dos está.madores de mínimos quadrados nas

ap licaçÓes
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2 . 1

CAP [TUL0 2

PROCEDIMENTOS DE OTIMIZAÇÃO NÃO LINEAR

INTRODUÇÃO

Nos modelos nào lineares os está.madores dos parâmetros

nao tem em geral fórmulas explícitas e as estimativas são obti

das através de técnicas numéricas denominadas técnicas de Otimi

zação Não Linear ou Programação Não Linear

Em Otímização, a função a ser minimizada (ou maximiza-

da), é denominada "função objetivo", assim no caso de míni-

mos quadrados por exemplo, â função objetivo é hCO)= }1 efCO) ,

e no caso de máxima verossimilhança a função objetivo hCO) =

T fCx+.,0). Em Otimizaçao os problemas podem ser tratados sem

pre como problemas de minimização já que maxlh(0)}=minÍ-h(0)}

n

i l

n

t l

00

Para obter a solução dos problemas de Programação Não Li

near existe uma grande variedade de algoritmos na literatura ,

e qual é o melhor vai depender da aplicação específica.

EmProgi'amaçao Não Linear não existe um pro-

cedimento que seja superior a todos os outros para todos os

problemas, o que existe são certas classes de algorítmos que

são de maneira geral -mais eficientes para determinados tipos

de problemas (ou equivalentemente. existem certas cla'ases de

problemas para os qual.s determinados algoritmos sào de modo ge

ra.l mais eficíenteê). Os problemas costumam ser classificados,

por oxemplo>quanto a tlíferenéí'abílldade de hCO), (isto é. se
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a função objetivo é ou não di.ferencíável), quanto à estrutura

de h(0) Chão) é uma soma de quadrados ou nào), quanto a pre-

sença de vínculos ou restrições, quanto ao tipo de restriçE)es

(linear ou não li.near), etc., e para cada tipo de problema

existe uma teoria espe ci al

Uma classe bastante importante e que merecerá maior de.!

toque nesse trabalho é a dos problemas de mz'nimos quadrados

(sem restrições), envolvendo funções diferenciáveis, que é o

caso maíssímples em Regressão Não Linear. Segundo Fletcher(80),

os algoritmos que uti.lizam essa estrutura sào em geral basta.2

te eficientes existindo vantagens em utilizar tais métodos em

várias circunstâncias, ao invés de um método geral (isto é, um

método para funções gerais). Entretanto apesar do fato desses

algorítmos serem específicos para ml-nimos quadrados não quer

di.zer que eles sejam superiores a qualquer outro algoritmo p.g

ra resolver todos os problemas; um exemplo tz'pico onde isso ocos

re é no caso dos "resíduos grandes" como veremos na seçao

Antes, porém de apresentarmos alguns dos métodos espec3.

ricos para mínimos quadrados (seçÕes 2.4 e 2.5)j é importan-

te conhecermos alguns conceitos básicos em Programação Não

Linear tais como, o de um método descendente, a taxa de con-

vergência de um algorítmo, o critério de parada das iterações,

etc., que serão apresentados na seçào 2.2. Além disso, na se-

ção 2.3 nós apresentamos alguns dos principais métodos gerais

de Oti.mização Não Linear, que utilizam derivadas Esses méto-

2 S



dos constituem um ramo bastante importante na teoria de Otími-

zação Não Linear, (já que segundo Gíll, Murray and Wríght (81),

os métodos .que utili.zam derivadas sao em geral mais eficientes

do que aqueles que não utilizam derivadas)

Em Otimização Não Linear, uma questão importante também

é a da localização de pontos otimos globais ou absolutos; po-

rém nenhum dos algorítmos existentes pode garantir convergên-

cia para um Ótimo global. Entretanto uma maneira de tentar pre

venir possíveis so].uçÕes locais ã através da escolha de bons

valores iniciais já que o ponto para o qual um procedimentocon

verga depende também da escolha do valor inicial. Para ilus-

trar esse fato consideremos o exemplo da figura abaixo

7510050
.R

100

FIG DIFERENTES PONTOS INICIAIS DOS PARÂMETROS
poDEM RESULTAR EM DIFERENTES poNTOS mINi-
Mnq
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Nessa figura temos as curvas de nível de uma função h(0)

com dois mínimos locais Ot e 02e um mz'nimo global 0a Conde

hCOi) = 5. .h(0z)= 10, h(03) = 0). Tomando Pi como ponto de pal

tida, o processo convergiu para 0i , do mesmo modo partindo-

se do ponto P2, o processo convergiu para um mínimo local 0z

Entretanto partindo-se de P3 ocorreu convergência para o mini

mo global da função.

Assim, na prática não devemos nos contentar, pelo menos

de imediato, com o valor obtido através do processo, mas sim

realizar vários testes partindo-se de vários valores iniciais

diferentes, e comparar os resultados; esse procedimento ajuda

a prevenir possíveis soluções locais do problema.

Como estamos vendo, a solução de um pr'oblema de Otimiza

ção Não Li.near-na prática, é tarefa que exige esforço e uma

cer.ta habili.dada; pob esse motivo damos a segui.r algumas su-

gestões de como proceder nas aplicaçoes

0 primeiro passo obviamente, é escolher, segundo algum

cfi.sério. o algoritmo a ser utilizado, e também uma estimati

vainicial, para o processo, que pode ser obtido

por exemplo) através de experiências anteriores, ou então de

algum procedimento como por exemplo a utilização de uma rede

de pontos no espaço considerado CNo capítulo 3 descrevemos al

gumes técnicas mais usuais para a obtenção de valores ini-

ciais em made los de Regress ão )

Se porventura o algorítmo escolhido não convergir satis

fatoríamente podemos tentar reprocessá-lo usando melhores va-

lores iniciais, ou então utili.zar uma modificação desse algo-
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ritmo; outra possibilidade é abandonar esse método e utilizar

outro diferente; nesse caso é recomendável ter à disposição .g

ma biblioteca de algoritmos que possam resolver o problema.l.2

felizmente nem sempre existem progi'amas di.sponl-veia para to-

dos os métodos (embora em alguns casos bons programas possam

ser obtidos diretamente do autor do método)

Segundo Chambers (73), antigamente muitos métodos de O-

timização eram suficientemente simples para que um usuário p.g

.desse esci'ever seu próprio programa, porem hoje em dia esse

procedimento nao é mais recomendado porque mesmo melados con-

fiãveis podem ter um mal desempenho devido a erros de arre-
dondamento, etc., se não forem tomados os devidos cuidados

Anualmente uma boa opção é utilizar "pacotes", embora

também tenham suas limitações. Os pacotes mai.s conhecidos pa-

ra Regressão Nào Linear são o BMDP, o SAS e o IMSL

ASPECTOS GE RAIA DE UM ALGO RITMO

Um algorítmo iterativo é um procedimento que partindo cb

um ponto i.nicial especificado 0C0) : (0i0) 0C0)), gera u-

ma sequência de pontos 0Ci), 0(Z),..., onde cada elemento re-

presenta uma estimativa do ponto ótimo 0+da função objetivo,e

o que se espera de um bom algoritmo, é que ao ser aplicado ao

problema de interesse conviria rapidamente para 9+

Uma grande parte das técnicas de Otímização incluem uma

sequência de "pesquisas unidímensíonais" no espaço p'dimensão
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nal G) Aídéíaé a seguinte: partirde umponto inicial e

determinar através de uma determinada regra, uma díreção de

pesquisa e em seguida mover-se nessa direçao a um mínimo da

função objetivo. A estrutura da k-ésima iteração é a segure.
te

.c k )
(í) Determinar a direção de pesquisa d

Cii) Achar aCk) que mi.nímiza h(0Ck)+J d(k)) e

a aj

(iii) Estabelecer 0Ck+l).0Ck)+a(k)dCk)

No passo (ií), a é a distância movida ao longo da díre-

ção de pesquisa dtKJ, e e denominada "tamanho do passo"

Esses métodos sao chamados "algorítmos de pesquisa uni-

dímensional" e diferentes métodos correspondem a diferentes ma

nei.ras de obte r d

Uma vez que a direçào dtKJ tenha sido escolhida o pro-

blema agora envolve a solução de um problema univariado. No

caso de h ser diferenciável, a equação .d hCOCk)+ad(k))ê:0 deve

ser resolvida com a fi-nulidade de obter o ponto de mínimo (is

to é, obter um a tal que a derivada direcional de h no ponto

0Ck) e na direção d(k) seja nula). Entretanto segundo Fletcher

C80), esse procedimento tem apenas um valor conceptual já que

não é muito efici.ente determinar esse mínimo com alta preci-

são. e o que se faz na pratica é obter um "mz'nimo" aproxima-

do nessa direçào, por exemplo através de uma interpolaçào po'

linomíal dalém do uso de uma ínterpolaçào- polinomial, existem

varias outras a].ternativas que podem ser usadas com essa fina

( k)
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lídadei Gill. Murray and Wright (81), apresenta uma série de

la s J

Associado com estas idéias está o conceito de "método

descendente". Um método descendente satisfaz, em cada itera-

ção, a s egui nt e cond i ção :

h(0 (k) + a(k)d(k)) < hCO(K) )

para algum a( > 0. (Essa é uma das condições necessárias pg.

ra se demonstrar matematicamente a convergência de um algorit

mo)

Outro aspecto importante de um algoritmo é a sua taxa

de convergência. Segundo Gíll, Murray and Wright (81), mesmo

que seja possível provar teoricamente que uma sequência con-

verge para um ponto ótimo, esse método será eficiente somente

se a convergência ocorrer com certa rapidez, isto é, se a ta-

xa de convergência for relata.valente alta.

Essas medidas são teóricas e para vários métodos elas

nao são possíveis de serem obtidas (esse fato, segundo Gill,

Murray and Wright Cõi), não implica necessariamente que o mé-

todo não seja eficiente, mas pode simplesmente indicar uma di

faculdade algébrica na demonstração)

Segundo Fletcher (80) estudos empíricos baseados em

testes computacionais bem selecíonados frequentemente dão uma

melhor indicação sobre o desempenho de um método na prática,
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do que resultados teóricos sobre convergência e taxas de con-

vergência (entretanto, obviamente é sempre recomendável, se

possa've], a].iar a teoria à pratica)

Outro aspecto também importante .de qualquer algoritmo é

o teste de convergência, ou, "critério dpparada" das ibera

ções Um teste natural seria interromper o processo quando

constantes fixadas arbítr.friamente, entretanto esses testes

não são aplicáveis porque requerem o conhecimento da solução

hCO (k)) - h(O+) < E: ou lO(K)- 0+l < ei' onde e,ci,cz,''''eP

Um teste bastante uxuilizâdo nas aplicações é admitir con

vergência na k-ésima iteração se

h CO c k' l )) h CO ( k ) ) ( ( 2 . 2 . 1)

ou

o : k) 1 < cj. i : 1 , . . . , P ( 2 . 2 . 2 )

Uma alternativa para (2.2.2) é ll0(K'J ) . 0CK)ll < c' ( segundo

Flethcer (80) esses critérios (2.2.1 e 2.2.2) geralmente fun-

cionam bem somente em algoritmos eficientes, isto é, para os

melhores disp onÍveis)

Outro critério de parada, bastante utilizado nas

sub-rotinas existentes, interrompe o processo quando um certo

número fixado de iteraçÕes é alcançado

Uma outra alternativa para testar a convergência de uma

sequência é interromper o processo na k-ésima itefação .se

11 Vh C 9 ( k ) ) ll <c.
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Além dessas, existem várias outras alternativas práti

cas com essa finalidade, todas elas tendo vantagens e limita

çoes

MÉTODOS DO GRADIENTE PARA MINIMIZAÇÃO SEM RESTRIÇÕES

Nessa seçao nosso objetivo é apresentar a].gum dos méto-

dos básicos gerais de Otimização sem Restrições e que utili -

zam derivadas: o método do "Steepest Descent", o método de

Newton e os métodosde "Quase-Newton", que são também conhecidos

como "métod os d o gradiente!'

2.3.j O MÉTODO DO ''STEEPEST DESCENT''

Um dos métodos. mais anel.gos e conhecidos de Otimização

de funções de várias variáveis é o mt3todo do "Steepest Des

cent" ou "método do gradiente". Ele foi pi'oposto inicialmen-

te por Cauchy em 1847, e desde então tem sofrido várias modi-

ficações. Embora não seja muito eficiente na prática, ele é

muito importante do ponto de vista teórico, pois serve como

base de comparação para outras técnicas

0 algorítmo do "Steepest Oescent" é o seguinte

o ( k + l )' 0Ck) + aCk) (.g(0CK) ))

o.nde gCO(k)) é o xietor gradiente, isto é., g(9CK))

.;ã:(0(K))) e h(9) é :a. Função objetivo.

c.Êg.( o C k ) ),
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A direção d(k) : .g(Ot ) do "Steeptest Descent" é uma

díreção descendente (já que a derivada direcional

d h(9Ck).ag(0(k)))
da

.g (9 ( k ] )i. g C9 ( k ) l g ( g ( k ) )ll <o )

Além disso essa direção é a de maior decréscimo em hC9(k)) já

que o valor gradiente g(0(k)) aponta na direção de maior cres-

cimento da função em 0(k) (Kaplan, W. C71))

Pelo fato desse método ser descendente, a função objeti-

vo hC9} pode ser sempre reduzida a cada iteração escolhendo -

se a convenientemente, através de uma pesquisa unidimensío-
n a l

Existem varias alternativas que podem ser combinadas com

esse algoritmo para obter alKJ, e qualquer que seja ela, tere-

mos um método com convergência garantida(isto é, ume convir
gência demonstrada teoricamente)

Na prática entretanto o método do "Steepest Descent" ge

ralmente exibe um comportamento oscilatÓrio CBox, Dava.es,

Swann, 69), requerendo centenas de iterações para muito pou-

co progresso em direção à solução. Segundo Dahlquist & Bjórck

(74), o algoritmo de "Steepest Descent" funciona bem somente

'longe da solução", isto é, converge rapidamente somente no i-

nício do p Face s s o.

Fletcher (80), comenta que esse método geralmente termi-
na b.em longe da solução em virtude também de erros de arredon-

damento e que na prática ele nao é nem confiável, nem eficíen
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te, em geral
Esses fatos concordam de certa forma com os resultados

sobre a velocidade de convergência do método. Fritsche C75)

demonstra que se a função objetivo é quadrático, isto é,

h ( O )
l
-- 0 - GO + c ' 0
2

(onde G é a matriz Hessiana de h, e positiva definidajentão o mé-

todo do "Steepest Descent" que utiliza uma pesquisa unídimen-

sional excita converge linearmente com taxa C.l;TT)z, onde k é
o Número de Condição de G. . Basicamente o que es-

se resultado informa é que a convergência vai se tornando

mais lenta quanto maior for o núme].'o de condição, e mais rápi-

da quanto mais próximo o número de condição estiver de 1. Po-

demos entender esse resultado geometricamente se considerar-

mos que se o número de condição é exatamente igual a 1, os

contornos ou "curvas de nível" de hCO) são circulares ou está

ricos, e nesse caso a direção do "Steeptest Descent" aponta

para o centro, istoé, para o mÍnímode h(9) (já que a dire-

ção do "Steepest Oescent" é ortogonal a esses contornos (Ka-

plan, W- (71)) e portanto o método converge para a solução

num sÓ passo. Por outro lado se onÚmero de condição vai aumen

tendo, os contornos vão se tornando e].ípses mais alongadas e

a díreção do "Steepés+- Descent" não aponta mais em geral para

o centro, necessitando de muitas íteraçÕes para alcançar a se

lução.
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Estes resultados, embora deduzidos para funções quadrá-

ticas, valem aproximadamente para funções 'suaves", já que

numa "pequena vizinhança" do ponto de mínimo a função hCO) p.g

de ser muito bem aproximada por umafunção quadi'ética e convexa.

Segundo Box, Davies & Swann (69), as dificuldades com o

método do "Steepest Descent" estão essencialmente relaciona-

dos com o problema da escala. O método do "Steepest Descent "

não é invariante por escala, isso quer dizer que a direçâo de

pesquisa varia com uma mudança de escala e consequentemente a

taxa de convergência também muda

Para ilustrar esse fato consideremos a função

l
- o{.. 20ê
2

A direção de pesquisa nesse caso é -COi, 40Z), entretanto se

considerarmos a transformação (5i: 0z e (Sz= 202 então

h ( 6 )
1 1
- .S{ -. - 6í
2 2

e a dii'eçao dflr"'pesquisa será -(6i,6Z). que ao contrário da si

tuaçao acimjl, aponta para o ponto de mínimo de hCQ) qualquer
que sela óq e (5Z. CO problema do método do "Steepest Descent"

á que nem sempre é possível obter trens formações adequadas)
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2.3.2 MÉTODO DE NEWTON

O método de Newton se baseia na suposição de que na vizi

nhança do ponto l?'K', a função objetivo h(9) pode ser aproxima

da por' sua expansão em séri.e de Taylor até 2a ordem, isto é,

hCO) ; hCO(k))..g(0(k)).d(k).. 'l dCK)c(0CK))dCK)C2.3.2.1)
2

ond e:

g[0[k)) é o vetar gradiente de h em 0(k)
GCO(K)) é a matriz Hessiana de h em 0(k)
d(k) : 0.0 (k) : AO Ck)

A direção de pesquisa d(k) que minimiza fi(0), onde h( 0)

é o 29 membro da expressão C.2.3.2.1), é a direção do método de
Newton, e deve'bati.afazer o sistema

a 6 c o )
0' <-> G(0 ( k) ) dCK) .g (o (k) )

Se a matriz G(OtKJ é positiva definida então

d C k) :- ( G CO ( k ) ) - lg ( 0 C k))::o0 ( k+ l)

9 CK) . (. (o C k) ) -ig CQ ( k) ) [ 2 . 3 . 2 . 2)

A expressão (2..3.2.2) é a k+l-ésima iteração do método

de Newton na sua forma mais.simples. Entretanto frequentemen

te.incorpora'se uma pesquisa uni.dímensíonal, obtendo em cada

!teração uma constante positiva a ) tal que
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h(9(K) + a(k)d(k)) < hCO(k))

No caso particular em que h(9) é quadrátíca e convexa,

o método de Newton converge para 9+ numa única iteração partin

do-se de qualquer ponto inicial Cjá que GC9r''') não depende

de 9), porém para uma função geral isso não ocorre normalmen

te. Entretanto se 9(K) estiver suficientemente próximo de 9+

sabe-se que h(Q) pode muito bem ser aproximada por uma função

quadrático onde G(9LKJ) é definida positiva, e pol.'tanto o mé-

todo funciona muito bem, (aliás com taxa de convergência qua-

drático quando pack)} -> 1, segundo Fletcher (80))

Se por outro lado 9tKJ não estiver nas vizinhanças de

0'k, podem ocorrer di.faculdades, porque nesse caso, o modelo

quadrático não é em geral uma boa aproximação para h(9) e

GCOUÇJ) pode nao ser definida positiva. Assim na prática o al

goritmo de Newton deve ser modificado para suportar a possib.L

lidado da matriz Hessi.ana G não ser definida positiva.

Uma possível modificação é considerar a direção dtKJ on

de

con

F(cCK) )'l g(k)
<
l c.k )
I'g , c a s o
\

e G(k). CCQ(K)) e gCK) : g[0(k))

Outra possibilidade é construir uma matriz E(K) defini-

da positiva, com base em G(k), isto é, considerar a díreção

d C k ) G(k) é definida positiva

trãri.o

d ( k ) )'l g(.k), se G(k) é de.rinida positiva

- 1 ( k ) . . .
g '''' , c a s o c ont Pari ó
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Existem vári.os métodos que utilizam essa estrutur'a. Um dos mé

todos mais conhecidos é o que considera G(k):CGkk)+ÀI), onde
l é a matriz Identidade e À é uma constante escolhida de tal

modo que GtKJ seja positiva definida CModificaçÕes desse tipo

foram introduzidas por Levenberg C44) e Marquardt (63))

Além das moda ficaçÕes apresentadas (Fletcher (80), Gill,

Murray and Wrigth (81)), sugerem várias outras alternativas

Segundo Gill, Murray and Wrigth Cõl) as propriedades de

convergência do método de Newton, fazem dele um algorítmo ex-

tremamente atraente, sendo frequentemente tomado como padrão

de comparação Entretanto o método de Neuton Ctanto na sua

forma mais simples corno qualquer uma de suas modificações), r.g

quer o conhecimento das derivadas segundas de h(9), o que se-

gundo Jenrich C7S], constituí a sua maior inconveniência ou

dificuldade. Assim apesar do método de Newton ser altamente e

ficiente quando se incorpora uma modificação adequada, Em

muitos casos ele é impraticável por esse motivo

Z.3.3 MÉTODOS DE QUASl-NEWTON

Na seção anterior vimos que a principal desvantagem do

método de Newton. (ou Newton Modificado) é a necessidade de ob

tenção de fórmulas para o calculo das derivadas segundas para

a matei.z Hessiana.

Exístêm ent.rqtanto uma classe de métodos denominada: mé

todos de "Quase,-NeMton", ou .."varíable metric", onde esse pro'
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b].ema nào ocorre. Esses métodos sao atua].mente considerados

os mais sofisticados para a solução de problemas gerais sem

restrí çÕes.

Os método.s de "Quase.-NeMton" são semelhantes ao método de

Newton exceto pelo fato de que CG(k))'l, Ca inversa da matriz

Hessíana de h(Q) em 9(K)), é aproximada por uma matriz simé-

trica definida positiva H(k), que é corrigida a cada itera-

ção. Essas matrizes HCk) éão construidas com base somente nos

valores de h(9) e suas derivadas primeiras durante o proces-

so, e de tal modo que a sequência {HCk)} converge para G]'

G' ' CO +)

Os métodos de "Quase-Newton" quando comparados com os de

NeMton têm portanto a vantagem de não utilizar as derivadas
l k l

segundasi alérndisso têm a vantagem adicional de que H'''' é

sempre positiva definida o que implica que o método é descen-

dente. Além desses fatos o número de multiplicaçÕes envolvi

das num método de "Quase.-Newton" é bem menor do que no métod.o

de Newt on (F let cher (80))

Os algorítmos de "Quase-Newton" tem a seguinte estrutu-
ra básica

0CK) . aCk) c k )

UllLJa

g( ) é o vetar gradiente em 0(k)

H(k) é. uma matriz definida positiva que aproxima G

aCk) é o.tamanho do passo obtido através de uma pe:
unídimensíonal

k

isa
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Nos métodos de "Quase.-Newton". o que se faz geralmente

é uti.].azar fórmulas que permitam calcular H(k+l) a partir de

H(k)i e uma das maneiras de fazer isso é impor a "condição de

Quase-Newton" descrita em Davidon CS9), isto é, fazer com

H (k+]] satisfaça a equaç ão

H ( k ''' 1 ).: ( k * l ) - :CK))

Se f.ICk+l):H(k)+E(lk), então existem várias maneiras possíveis

de escolher E(k] de tal modo que esta conde.ção seja sat:isfei

ta, e para cada escolha teremos um .método de "Quase-Newton"

dí gerente.

A matriz inicial H(O), pode ser qualquer matriz defina

da-positiva. A escolha HCO): 1, é normalmente feita, na au-

sência de uma melhor' estimativa, e nesse caso o processo co-
meça como. "Steepest Descent" e termina como Newton.

Nessa seção apresentamos alguns dos -métodos mais con.he

cídos de "Quase-Newton": os métodos de DFP, BFGS e "BT'oyden

Famíly" (Além desses entretanto, existem vários outros méto-

dos importantes como também centenas de modificações desses
algoritmos)

2.3.3 .1 0 METO DO D FP

0 método de Davídon-Fletcher-Powell, também conhecido

como DFP, foi formIJ.lado inicialmente por Davidon (59), email

tarde aperfeiçoado. por Fletcher and Powe11 (63). Embora o

DFP foi o primeiro método de "Quase-Newton" a surgi.r, ele teó si
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do ainda muito utilizado nas aplicações

0 algorítmo de [)FP é o seguinte

0(k+l) : 0Ck) . a(k)H(kJgCk)

onde

HárK) : tl(k-i) . ECk-i]

rOCk) AO(k)' H(k)Ag(k)Ag(k)'HCk)'.Ck) '= '= k:O,1.2,
'Ag'Ck) Ag(k) ' HCk) AgCK}

e

onde

AO C k) : 0 C k+ l ) . 0Ck)

A CK) : gCO(K+i)) - gCoCK))

e aCk) é obti.do através de um procedi.mento de pesquisa unida

menu tonal

Esse método apresenta uma série de propriedades teóri-

cas importantes. Assim, por exemplo se a função h(0) é quadra

tida e se for utilizada uma pesquisa unidimensional exala, de

monstro-se que o processo termina em no máximo p iterações bn

de p é a dimensão de(!D); além disso para funções gerais, o

método é descendente, tem uma taxa de convergência superlinear.

requer apenas um número de multiplicaçÕes da ordem de 3nz+n,

e convergência é demonstrada para o caso .onde h é estritamen-

te convexa (A demonstração desses resultados pode ser encon-

trada em F].etcher C 80 ) )
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2.3 .3.2 0 MÉTODO BFGS

Segundo Fletcher (80), o método BFGS tem funcionado mui

to bem na prática, "talvez até melhor do que o DFP", e atual

mente a opinião geral é de que ele seja o melhor método de

"Quase-Newton" disponível

Nesse método, a matriz H!!?.= H(k'l) + ECk-l), ondeBFGS

E(k):(1. ) AÊ(k AQ(KJ

''

onde

' 0(k+l) . 0CK) e Ag(k) : gCk+l) ( k )

Esse método, -ao contrário do DFP, não necessita de pes

quinas unidimensionais tão acusadas, para que funcione bem..

Além disso, do ponto de vi.sta teórico ele tem as mesmas pro'

priedades do DFP Ccom a vantagem adicional de não requerer u-

ma pe.squisa unidimensíonal exala para demonstrar convergência)

2.3.3.3 0 MÉTODO DE "BROYDEN FAMILY"

Uma família uniparamétrica (com parâmetro $) pode ser

gerada tomando-se

a ':-., «âEê . . «LE'ài
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Essa "família" é denominada "Broyden Family' e incluí tanto o

DFP (quando $=0), como o BFGS aquando $:1), e muitas das pro-

priedades desses métodos são comuns a toda a família

Uma aboi'darem bastante completa sobre as propriedades

desse método, e a obtenção do valor de (> na prática é apõe'

sentada por F [etóhei' C 80]

MÉTODOS PARA MTNIMOS QUADRADOS NAO LINEARES

2.4.1 INTRODUÇÃO

Num problema de mínimos quadrados o objetivo é determi-

nar o ponto de mínimo de h(9), onde hCQ) é uma soma de quadra

dos de funções-não lineares ei(9). isto é,

h ( O )
n
E .? C 0 )'1 '

( 2 . 4 . 1 )

(Os problemas de mínimos quadrados ponderados podem ser trata-

dos como de mz'nimos quadrados ordinários simplesmente observan

do que

n

,:: «: .Í c )

n .

i:l (/wí ': Q))2

Nessa se.ção nós vamos considerar somente o caso onde os

BECO)'s são diferenciáveis Ce as derivadas primeiras são fácil

mente obtid as)
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Para minimizar C2.4.1), embora qualquer um dos métodos

gerais de Otímização descritos na seção 2.3 podem ser utili.-

zados, os métodos que utilizam essa estrutura especial api'!

sentam certas vantagens sobre esses métodos gerais, segun-

d o Gíll, Murray and Wright (8 1)

Band (70), através de estudos-numéricos compara o deseD

ponho de vários métodos do gradiente com alguns métodos espg

dais para mínimos quadrados Concluindo modificações do méto-

do de Gauss Newton, como por exemplo a de Marquardt ) e con-

clui que os algoritmos que fazem uso dessa estrutura espe'

cial são de modo geral muito mais rápidos

Num problema de mínimos quadrados o vetar gradiente tem

a seguinte estrutura

aet C9 )
'*=

P

2J (O ) ' E ( O )

onde

E( O ) c o )'
a e 1 ( e ) a e 1 ( o )

P

a e ( 0 )
n - n -

P
Além disso a matrlã Hessíana

azh(Q) r n , "I

;= . ::11'm'''o';t:'t'9' 't'9'J

  a h ( O )  
  : ( ,  
a9   aop

':*;:
a't c9 )

et  
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onde Gt(0) é a matriz Hesslana de etCO) i s t o é

âz et CO )

ao {
a ' '.tc 9 )

Gt(9 )

a' 't c9 )

P

az .t cg )

P

No caso de ajuste de funções de regressão por mínimos quadra

dos (que é o nosso interesse), et(9):yt-fC3t'0), t:1,2,

n, e o vetar gradiente gCO ) é

a hc9 )
ao

g (9 ) 2F (O ) ' E C 9 )

onde FCQ) é a matriz Jacobiana de fC3,0), isto é

af ( 3 1 , 9 ) a f Cx i, 0 )
F Ce )

afC3n ' ) af (x ,0)n -

e a matriz Hessiana ê

a 2 h CO )
[F (9 ) ' F (9 ) 'B (9 i] ( 2 . 4 . 2)

onde

B C O ) et C 9 ) Gt CO )

e G.(0) é a matriz Hessiana de f+(0) 'p( :t '9 )
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Podemos notar através dessas fórmulas que se os et(0)'s

forem nulos, ou se os et(Q)'s (ou ft(0)'s) forem lineares então
OCO) é uma matriz nula e portanto a matriz Hessíana G(9) é

G [ 6 ) : 2 F ( O )'F(8)

Os métodos para mínimos quadrados se baseiam tipicamen

te na suposição de que B(1?) ; 9, isto é, de que a matriz Hes

siana CC9) pode ser bem aproximada por 2FC0)'F(0). Um dos mé-

todos que utilizam essa estrutura é o método de Gauss Newton

que apresentamos a segu ir

2.h .2 0 MÉTODO DE GAUSS NEWTON

0 algoritmo de Gauss Newton é um dos métodos mais conho

lidos para resolver problemas de mínimos quadrados

A ideia básica do método é considerar aproximações li-

neares para os BECO)'s em cada iteração (num pr'oblema de aju.!
te de dados isso é equivalente a linearizar em cada iteração.

a fu nção de regue suão f(3,0 ) )

Assim, o problema de minimizar

h C O )
n

= Cvt
t : l '

passa a ser o de minimizar na (k+l)-ésima i.geração, a função

h (k) tO ) , an de

h ( k ) c o ) : tz l c y t ' 'p( k) cl t 'o))2
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e fCk)Cxt'0) é a aproximação de Tay]or até].g ordem defC3t'0)

em torno do pont o 9 (k). isto é

.r(K)(3t'9) ; 'r(:t'9 ) ''' .x.
l = l "L

.--. ..!'' : .: - .!«'
Na forma mau'icial

h(k)(o) : lly--p(3,g(K)).rcg(K))AgcnllÍ

onde FCO(K))é a matriz Jacobiana de f(8,9) no ponto 0(k), e

Tomando-se Y - f(x,0(k)): E(k) temos que

hcK)CQ) : llEcK)-r(gcK)) AgcK)ll'

(onde E(k) «faz o papel" da variável dependente y, e FCOCK))

faz o papel da matriz X dos modelos lineares)

Portanto se FCOCK)) tiver posto completo, o "veloz'" AO

e minimiza hCk) (0) équ

(FCk) 'FCk) )-l FCk) 'ECk) ( 2 . 4 . 2 . 1 )

onde FCk) : F(0( )) e o valor de g obtido na (k+l)-ésima ite

ração seta:

0Ck+l). é 0(k) + AOrk)
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onde

(No c

nd e0

rOCk) : CFCk)'F(k)]-i F(k)'E(k), k:0,1,2,

de mínimos quadrados ponderadosAO(k):CF(k)'WF(k))'IF(kJWECk)

A direção de pesquisa do método de Gauss Newton

as o

dCK) : AO(k) : (FCk)'F(k))-IFCk)'E(k), pode ser escrita como

d(k) : -(G(k))-lgCk) onde gCK):-2FCK)'E(K) é o vedor gradiente

de hC9), e GCk) : 2FÉk)'FCk) é amatrizHessiana de hCQ) quan
do o 2Ç termo B(0) de (2.4.2) é nulo. Portanto no caso particu

lar da matei.z B(0) ser O,o método de Gauss Newton coincide

com o método de Newton (e por esse motivo ele pode ser visto

como uma modificação do método de Newton.(Fletcher 80))

Nas aplicações, portanto, o algoritmo de Gauss Newton se

rá mais eficiente quanto me]hor fora aproximação:G(0];2FCOyF(0)

Essa suposição é razoável quando os resíduos et(0) forem sua
cíentemente pequenos ou então quando o grau de não ].inearidade

do modelo é baixo, isto é, quando o modelo é "próximo" do li

near, j ã que ne s ses ca s os B(9 ) : Ç].

aquando o modelo é linear, isto é quando tC9) é linear, então

o algoritmo de Gauss Newton converge para o ponto de mínimo Ot

numa úni.ca iteraçao partindo-se de qualquer ponto inicial 9tuJ

Entretanto, à medida .que o grau de não ].ínearidade de um made

].o aumen.ta. então o algoritmo de.Gauss Newton pode não convir

gírj a função objetivo (soma de quadrados.dos resíduos) pode

ter mais de um ponto de mín.imo e a probabilidade de convergên



32

pC][a LJ I[[J.I]J.]}]LJ t+E]] bLJ VC].L LJJ.]IIJ.I]LIJ.I]L]UB

A taxa de convergência do algoritmo básico de Gauss New

ton (sem nenhuma modifi.cação) pode ser avaliada através da se

guinte desigualdade apresentada por l"lc Keown cao))

cia

b:=':a'iK.*, *i:
l lma*CB+) ( 2 . 4 . 2 . 2)

onde F+=F(0+), B+=C0+), À (B+)=maior auto valor de B+ emax

Xmin(F+'F'e)=menor auto valor de F+'F+

Essa relação mostra que a taxa de convergência, (se o-

correr convergência) não é pior do que a linear, e que se a

matriz B+ é nula então a taxa de convergência e quadrático.

Nog problemas de ajuste de dados entretanto, a matriz B'e ge-

ralmente nào é'nula e portanto a taxa de convergência não é

malho r d o q ue a linfa ar

Dessa relação também podemos ver que se B't é "suficien-

temente grande" (no sentido de que p é grande) então ocorrem

rao provave].mente dificuldades de convergência ao utilizarmos

o algori.tmo básico de Gauss Newton, e esses problemas Cem que

o valor de p é grande) são denominados "problemas de resíduos

grandes") CMc Keown Cõ0)). Entretanto, um resultado importan-

te demonstrado p.or Jenrich (69) é que se o tamanho da amostra

-for suficientement-e grande, o algoritmo básico de Gauss New-

ton convergirá, mesmo em presença de resíduos grandes, se de-

terminadas eondiç.ÕQS forem satisfeitas.
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Outra dificuldade que pode ocorrer com o algorítmo de

Gauss Newton é quando exíslte mal condicionamento. Mal condiciona

mento é um problema que ocorre em Regressão Linear' quando a ma-

triz X é quase singular (isto é, quando as colunas de X são

qual e co li neares )

Em Regressão Não Linear esse problema também ocorre ("tal

vez até com maior frequência" segundo Jenrich C79))aquando F(0'í''')

é q uase s angular

0 problema de mal condicionamento pode ocorrer simultânea

mente com o problema de resíduos gi'andes. Embora esses dois pro

blemas sejam independentes, Cno sentido de que um não afeta o

outro), se ocorrerem juntos pode agravar ainda mais a situação,

isto é, pode piorar ainda mais o desempenho do algoritmo de

Gauss Newton básico, como se pode avaliar através da relação

C2.4.2.2) Cessa re].ação mostra que se F+'FI' é quase singular, o

auto valor mínimo de F+'Ft é próximo de zero)

Para enfrentar os problemas que ocorrem com o algoritmo

de Gauss Newton, temos as segui.ntes alternativas

a) utilizar o algoritmo de Gauss Newton com modificações;

b) utilizar outro procedimento numérico

c) ob.ter melhores va].ares iniciais

Na .se ção 2 . 4. 3 apresentamos algumas modificações do a l
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gorítmo de Gauss Newtonpara enfrentar problemas com alto grau

de não linearidade (ou problemas de "resíduos grandes") e

também problemas de mal condicionamento e na seção 2.4.4 a-

presentamos alguns procedimentos numéricos alternativos para

a solução de problemas de resíduos grandes

No capítulo 3 apresentamos algumas técnicas para a ob-

tenção de valores i ni dai s

2.4.3 MODIFICAÇÕES DO ALGORITMO DE GAUSS NEWTON

Segundo Jenrich (79), o a].goritmo de Gauss Newton na

sua forma original (isto é, sem modificações), raramente é .g

tilizado. Nessa seção nÓs apresentamos algumas de suas prin'

cipais modificações que tratam do pi'oblema de alta não linda

cidade Cou "resíduos grandes") e de mal condicionamento (ou

multicolinearidade)

2.h. 3. 1 NÃO L l NEARI DADE

Como já dissemos anteriormente, a suposição de que a

matriz B(QLKJ) ; Q nem sempre é válida na prática e nesse ca

se o problema é denominado: "problema de resíduos grandes"

Entretanto a suposição de que B(9);0 pode nao ser válida mes

mo para resíduos considerados pequenos, se por exemplo fCO)

for altamente não linear (já que B(9) não depende somente

dos e+..CO), mas também das derivadas segundas)
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Uma estratégia para enfrentar um problema altamente não

linear é incorporar uma pesquisa unídimensional ao algorit-

mo básico de Gauss Newton, de tal modo que em cada iteraçao

obtemos uma constante cl'r*' tal que

hCOCK) + a(k)AO(k)) < hCOCK)), k=0,1,

Existem vários procedimentos de pesquisa com esse obje

tlvo. Um procedimento clássico é o Hartley (61),que apresen'

ramos a seguir

MODIFICAÇÃO DE HARTLEY

A base da modificação de Hartley é simplesmente a u-

ti].ização de uma interpolação quadrático, isto é, aproximar

a função h(k)(.À) ; hCQCK)+XAO(K)) em cada iteração por uma pa'

rábula hCk)CX) ; aCk)À2+bCk)À+c(k) no intervalo {X:0$1X€1} e

tomar para À ) o ponto de mínimo dessa parábola (a ideia é

que se hCÀ) for aproximadamente parabólica nesse intervalo.en

tão XCk) é uma boa aproximação para o ponto de mínimo de hCÀ))

Um dos procedimentos de Hartley considera, em cada ite-

raçao a parábola que passa pelos pontos

CÀ.,' h(k) CÀt) ] CXz,h(k)(Ã.:)), CÀa,hCk) CÀ,))

ond e À 1 =. 0 , À2 = '1 e À 3 :l

0 ponto de mini.mo dessa,parábola é dado por

2
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b ( k )

onde aCk) e b(k) é obtido das equações

h(k) CO) : c(k)

hCK) CI) : aCk)+b(k)+cCk)

l.'''. } , : ::;e. . .'' . .'«'
isto é

x(k) : l . l [hck)CO)-hck)CI)]

Segundo Gallant (75) e Jenrich (79), no algoritmo de

Gauss Newton nao faz muita diferença como a pesquisa é feita

e que urna regi'a simples funciona tão bem como qualquer ou-

tra

Um dos esquemas mais simples que tem é o "stop halving"

(que é utilizado na sub-rotina BMDP3R. Esse procedimen-

to. consiste em escolher em cada passo, um número cl'"' tal que

(k) seja o pri.melro número da sequência {]., 1, 1, ..,} que

reduz a soma de quadrados dos resíduos, isto é, tal que

h tQ ( k'+ l ) ) hC9CK) + aCk)AÕCk).) < hC9CK})

Assim sé h(Q(K)+AOCK)) > h(0CK)). então calculámos
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h(9(K) . l AO(k)) h(0(K)
2

até que a soma de quadrados seja diminuída.

Para problemas de resíduos grandes, entretanto, existem

procedimentos alternativos mais efetivos e que serão discuti

d os na s e ção 2 . 4.4

Z.4.3.2 MAL CON DI CIONAMENTO

Uma possível solução para problemas de mal condiciona

mento é utilizar uma reparametrização conveniente CDraper and

Smith [81)). Entretanto segundo Jenrich & Sampson (68) mes-

mo em Regressão Linear onde reparametrizar é tarefa relativa -

mente mais simples, a maior parte dos pesquisadores prefer'em

manter os parâmetros que são naturais ao problema, e utilizar.

por exemplo>um procedimento "Stepwise"

Nessa seção apresentamos uma modificação do método de

Gauss Newton, devido a Jenrich & Sampson, que utiliza um pro'

sedimento "Stepwise" para enfrentar problemas de mal condi-

cionamento. Esse procedimento é usado pelo BMDP e é denomina

do "pivotação parcial" (uma técnica muito utilizada em Regra.!

sã o LÍ ne ar)

No cas.o não linear, a ideia é utilizar essa mesma técní

ca em cada iteração do algori.tmo de Gauss Newton (já .que. eu

cada passo dessea[go.ritmo temos essencía].mente um prob]em.a : .de

Regressão Linear ond.e. a matriz F(9KJ.) faz o papel da matriz X

de variáveis independentes, Eu''J o papel da variável dependent.e Y, e
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Em linhas gerais, na (k+l)-ésima íteração do algoritmo

de Gauss Newton, as "variáveis independentes" (as colunas de

FCO(k)), entram no modelo de forma "Stepwise", isto é, são

selecionadas uma após a outra e de tal modo que a "variável"

escolhida em cada passo [do procedimento de "Stepwíse") é a-

quela cuja correlação- parcial com a "variável dependente" E'r'''.

dado as "variáveis" já selecíonadas, é máxima..Essa "vara.ã

vel", entretanto só entrará efetivamente no modelo se satis-

fizer o teste de tolerância, isto é, se T=1-rz>L, onde r' é

o coeficiente de correlação púltipl-a dessa "variável" com as

outras "variáveis independentes" que já entraram no modelo,

e L é o limite de tolerância Cque no BMDP por exemplo é toma

do como 10'')
Se a "variável" escolhida não satisfizer o critério de

tolerância especificado então a componente correspondente de

rOCk) : (AOÍk) AO(k)) será admitida como nula nessa ite-

ração e o processo conta nua

Numericamente este procedimento é executado através de

um algoritmo para i-nversão de matrizes Cbaseado na pivota-

ção de Gauss Jordan), denominado "Sweepíng" C[)ixon C85))

P

O MÉTODO DE MARQUARDT

Uma alternativa c].ássica papá enfrentar problemas mal

condicionados é a modificação de Marquardt (63)

Essa 'técnica consiste .em substi.tule a hatrízCFCk)'F('k))

do sistema CFCk)'FCkj.)AQ:. F(k)'E (K). pela matriz CF(K))F(K)+X(K)i)
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onde lé a matriz Identidade e XtKJ é uma constante positiva,

obtida em cada íteração, através de algum procedimento, Cromo

por exemplo o proposto por Marquardt (63))

A Ck+l)-ésima iteração desse método é portanto:

9 Ck) .. AO(k)
onde

AO ( k ) CF(k)'FCk) + À(k)l)'l F(k)'ECk)

No método de Marquardt a adição de uma constante post

uva À(k) aos elementos da diagonal de F(K)'FCK) tem o efeito

de aumentar os autovalores de FCK)'FCK) por essa constante,di

minuindo portanto o Número de Condição. CDesse mo
(k) ' .(k}

do, pelo menos- teoricamente, podemos obter uma matriz (F' ' F' '+

XI) arbitrariamente bem condicionada escolhendo-se um À sua

cientemente grande, mesmo que F(k)'F(k) seja mal condicionada).

[] método de Marquardt pode ser visto como uma combina

ção entre os métodos de Gauss Newton e do "Steepest Descent".

já que se À;0, a direção de Marquardt coincide com a de Gauss

Newton, e para À'»') essa direção se aproxima da direção do

"Steepest Descent" Cromo é demonstrado em Marquardt (63))

Assim o algoritmo de Marquardt aponta aproximadamen

te na direçã.o do "Steepest Descent" nas iterações onde há mal

condicionamento, e na díreção. de Gauss Newton nàs outras.íte-

raçoes
método" v i é s '' do deconde clonados.ma ].Nos problemas 0
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Marquardt em dlreção ao "Steepest Descent" pode ter o efeito

de .índuzi.r uma convergência lenta, segundo Fletcher (80). Por

esse motivo, embora o algoritmo de Marquardt seja frequente-

mente considerado o melhor método para problemas de mínimos

quadrados, muitas vezes ele também pode não ser satisfatório

O procedimento de Marquardt corresponde a considerar ca

da íteraçao do método de Gauss Newton como um p.roblema de "Re

pressão sobre cristas" CSeber (80)), entretanto o propósito

difere, isto é, nesse caso o objetivo não é produzir estima-

tivas alternativas, mas simplesmente lidar com os aspectos com

putacionais envolvidos no processo de obtenção das estimati

vas de mínimos quadrados, quando existe mal condicionamento

0 algoritmo de Marquardt é uma das alternativas do SAS

CPROC NLIN) para a obtenção das estimativas de mínimos quadra

dos

No SAS os ÀLKJ,s são obtidos da seguinte maneira: Toma-se

como valor inicial À(0):lO-8, e na k-ésima iteração se hCO(k))<
l k - l l

h(9 ) ent ão admite

. ( k - l )

1 0

se entretanto h(0(k)) > h(Ok-l) então À(k):].0.À(k-l) Desse

modo se em cada ítera-ção a soma de quadrados h(Q(K)) é dimi

nuida então À-t0 e estaremos utilizando o método de Ga'uss New-

ton, se por outro lado. a soma. de quadrados não diminuir en

tã.o X é.aumentado até que o processo sé mova na direçãa do

D es cent ""Steepest
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"STAND-UP REGRESSION"

Uma outra alternativa considerada altamente eficaz pa

ra problemas de mal condicionamento Ce que é utilizada comumen

te em Regressão Linear (Saber (80)) é empregar alguma forma

de decomposição ortogonal da matriz FC9LKJ) em cada íteraçao

de Gauss Newton, (jã que cada íteração de 6auss Newton consis-

te essencialmente em resolver um problema de regressão linear

onde F(9(k)) faz o papel da matrix X, e ECk).o papel da va-

ra ável dependente Y)

A idéía dessas técnicas é evitar a resolução do si-ste

ma F(k)'FCk)AO(k) ; F(kJ'ECk) diretamente, (ou seja evitar a

formação da matriz FCk)'FCk], para calculo da solução AO(k)) u-

tilizando alguma forma de decomposição orLuogonal da matriz F'

Assim por exemplo, se a matriz F'r'' puder ser fatorada

no produto de uma matriz ortogonal Q(K), por uma matriz R(k) da
forma

-'n : FRc''l
LQ J

(onde RCK) é triangular superior) Co que pode ser feito aLFa

vés do uma transformação de Householder (Golub, 65)) então

FC k) 'FC k)AOC k)

o nd e C = Q Ck ) . ECk)

Porta nto :

AO C k) :Ê C k) 'l. ê C k )

m ent os d e CCK)el emelros

F C k) 'E C k) <->RC k) ' RC k) AO C k):RCk) 'c

ond e C( k) é formada pelos p prl
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Como pudemos ver, a utilização desse procedimento poupou

o trabalho de calcular a matei.z FCk) 'F(k] para resolver o sist.g

ma FCk)'FCk)rOCk) : FCk)'ECk). e isso é muito importante pois

como se sabe) o número de condição de (FCk)'F(k)) é o quadrado

do número de condição de FCk), e portanto se F(k) é mal condi-

cionada então CF(K)'FCK)) será ainda mais

A utilização dessas técnicas, portanto, evita a ocorrên-

cia de erros desnecessários na determinação da solução AOtKJ

Existem vários métodos de decomposição Ortogonal, tais

como por exemplo: ortogonalização de Gram-Schmidth, transformação

de Householder, transfol"mação de Givens, [)ecomposiçao em Valo-

res Singulares, etc., porém nesse trabalho nós não estudare-

mos esses procedimentos, mas uma abordagem bastante compõe

ta sobre esses pi'ocedimentos é feita por Lawson & Hanson (74)

DUPLA PRECISÃO

Em problemas mal condicionados, o uso de dupla preci-

são é sempre um procedimento bastante seguro.

Segundo Jenrich C7S), o uso de dupla precisão em compu

tadores tais como IBM 360 e 370; permite resolver de maneira

bastante satisfatória, prob]emas cuja "To].erância" mínima é da

ordem de lO

Em computadores como o CDC Ccula precisão simples ã a-

proximadamente equivalente à premi.sao dupla no IBM), o uso

de dupla precisão é util para problemas extremamente mal con-

6
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Para finalizar essa seção é importante salientar que

as modificações do algoritmo de Gauss Newton aqui descritas,

podem ser combinadas para tentar prevenir simultaneamente

eventuais problemas de mal condicionamento e alta não linea-

ridade

O BMDP, por exemplo, incorpol.'a simultaneamente centre

outras modificações), a "pivotação parcial" para evitar pro-

blemas de mal condicionamento e o "stop halving" para pro'

b[emas a].Lamente não ]ineares; a]ém disso os cálculos também

podem ser processados em dupla precisão em alguns computadores

dícíonados

Z;h.4 MÉTODOS ALTERNATIVOS PARA PROBLEMAS DE KEsíDUOS GRAN

DES

Quando temos um probl-ema de mínimos quadrados com resí-

duos grandes então uma opção é ignorar a forma especial do

problema Cinto é, olhar para hCO) como uma função geral) e

utilizar um dos métodos para minimização de funções da se-

çao 2.3 CNesse caso entretanto, a escolha Óbvia seria utilizar

um dos algoritmos de "Quase-Newton" da seção 2.3)

Mc Keown (80) observou através de testes cümp,utacio-

nais com alguns dos melhores algoritmos de' "Quaãi-Newton",que

em problemas de resíduos grand.es esses algorí.tmos, .ém geral
funcionam melhor do..que alg,uns d.os melhores algoritmos



44

para mínimos quadrados

Uma outra alternativa para problemas de resíduos gran-

des, é tentar explorar a forma especial da matriz Hessíana

a 2 h ( d'K ) )=CCO (k) )

sem ignorar a matriz ncg(K)) da relação (2.4.2). Na prática

isso significa estimar B(0(k)) sem calcular as matrizes das

derivadas segundas

c: c9 (k) )

3zf. CO (k) )
1 -

a o a o '

Uma maneira de Fazer isso é incluir uma aproximação por "Qu.g

si-Newton' do..termo B(0 )), isto é, estimar B[0 ) em cada

iteraçao por um método de "Quase-Newton"j sÓ que o procedi. -

mento nesse caso é bem mais complicado porque somente uma

parte da Hessíana em 0(k) é aproximada (a outra parte é co-

nhecida exatamente)

As aproximações de "Quase-Newton" devem satisfazer a

segui nte co ndi ção:

(F ( k + ]) ' F C k ']] ... BCKi'i)) AO(k)
onde

Ag [ k+].) ( k)
g

CCohdição de "Quase-Newton'), e B(K+i) depende de BCK) e

FCk+l). Segundo Gi]],, Murray and Wright (81), qualquer uma
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das fórmulas apresentadas na seção 2.3 podem ser utilizadas

para a construção de B(K+i) Uma fórmula bastante utilizada e

que se baseia na fórmula do BFGS, é a seguinte:

q(K'i) : ê(K)
l

C k ) ' ( F c K ) ' F [ lo ..6 ( k ))AO ( k)

(F(k)'F(k)+êCk))AO(k) AO(K)'(rcK)'rcK)+B(K))+

A: («)' (k)'
( k ) ( k )Ag

Existem vários métodos recentes que utilizam uma aproxi

mação de "Quase-Newton" para a matriz E3(QLKJ), como por exem-

plo o método de Brown & Dennís C71), o métodode Bartholomeu-

Bíggs (apresentado por Mc Keown [81)) e o método de Dennis &

Welch (77). Nesse trabalho entretanto não é nosso objeti.vo es

tudar tais métt)dos, porém Gill, Murray and Wright

C81) apresenta uma lista de referência bibliográficas bastan-

te completa sobre esse assunto.

Além dos métodos que utilizam aproximação por "Quasi-

Newton" existem também outras alternativas para enfrentar pro

blemas de resíduos grandes. O método de Gill & Murray (78) por

Exemplo, é um pr'ocedimento que contorna simultaneamente possa
vais di.faculdades com o mal condicionamento.

Outras estratégias possíveis para o problema de resÍ

duos grandes são os métodos híbridos Lavemberg-Marquard'u /BFGS,

ou então a utilização do método BFGS partindo da matriz ini-
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H(0) : 2Fk'Fk. Entretanto segundo Fletcher (80), os mé-
todos híbridos não estão suficientemente desenvolvidos para

recomenda-los para uso geral. e sobre a 2e alternativa, ainda

hã muito o que ser pesquisado.
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CAP ÍTUL0 3

ALGUMAS TÉCNICAS DE OBTENÇÃO DE VALORES

l N l C l A l S

INTRODUÇÃO

Qualquer procedimento iterativo de otímizaçao requer pa'

ra a sua execução a especificação de um valor inicial, isto é

de uma estimativa inicial do ponto Óti.mo

Em otimízação é sempre importante tentar obter bons valo-

res iniciais para o problema. Uma estimativa inicial pobre po-

de levar o processo a não convergir Cdependendo da forma da

função objetivo ou do algoritmo uti.lízado); no caso de exis-

tir outros pontos críticos tais como mínimos locais ou pontos

de cela, uma estimativa pobre pode levar o processo a convir

gir para um desses pontos e não para a solução global de inte-
resse

hall UA€3\.llllu.J .Jd't'uU\fuga ]]C]D ba]]]UD J.]]] LJA]]]E]LTLIUD U(= U».}Jt31.LUll

Dias anteri.ares ou análises semelhantes que podem ser' usadas

para o "chuto" inicial. Em outros casos precisamos utilizar al

goma técnica para nos auxiliar na obtenção dessas estimativas.

Existem várias técnicas com essa fi.nulidade e na seçào

3.2 apresentamos alguns dos procedimentos que podem ser usa-

dos em problemas db- análise de regressão

Nas ap]icaçÕés, se um determinado procedimento fa].har.ou
então produzir valores iniciais insatisfatórios, devemos Pecar
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rer a outras alternativas na tentativa de encontrar melhores

valores iniciais para o prob lema.

3 .2 TÉCNICAS DE OBTENÇÃO DE VALORES INICIAIS

Nossa seção apresentamos alguns procedimentos uti.lizados

nas aplicações e que funcionam satisfatoriamente em mui.tos pro

blemas

1) Uma técnica comumente utilizada para obter estimati

vas iniciais dos parâmetros de um modelo é "transfor-

mar um modelo aproximado". Assim por exemplo se o mo-

delo de regressão é

0 2x2 t
0 l e + e4..

ele não .pode ser linearízado aplicando-se a transfor-

mação logarítmica em ambos os membros de (3.2.1). En-

tretanto se supusermos que o modelo (3.2.1) tem um or

ro mu].tip].icativo, isto é, se supusermos que o moda

l n

C 3 . 2 . 1 )

0zx2 t
yt : 0 ie ct ( 3 . 2 . 2 )

é.uma aproximação do modelo original C3.2.1), então

uma estimati.va para 0i e 0Z pode ser obtida facilmen

te apli.banda a transformação logarítmica em (3.2.2)

2) Um procedimento geral pára a obtenção de valores ini-

ciais. é o método de Hartley & Booker C6S)
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Esse procedimento consiste em dividir o conjunto de

n observações {(yt'3t). t:l,...,n} em .E grupos (ou conjuntos)

Gi,-''. P com ni'...,np observações respectivamente Conde .B é
o número de parâmetros do modelo e Gi :{(yt.,:t.), j:l,...ni]]
e res olve r o sistema n ão li ne ar

í+: : 7-(9)

F. : ;.'9'

'y: : -t- .x: "t
' ''Í j : l 'j

J J

n
onde

e f. CO)
1 .

ni j :l

Um caso particular do método de Hartley & Booker é

considerar n.i=1, i=1,...,p. Esse pi'ocedimento é utilizado em

Gallant (75), e consiste simplesmente em selecionar.E pontos

(dentre os .g.), ao invés de .B grupos, e resolver o sistema nao

linfa ar:

Ê*: : '':*,,:'
Ir*. ' ' ':'p

Draper 8 Smíth COI) recomenda que as observações :ti nesse

caso, estejam bem separadas umas das outras, isto é, que as

observações saiam representativas do conjunto de dados

A solução desses sistemas pode ser obtida por exem-

plo através do método deGauss Newton para mínimos quadrados ,

Já que achar o ponto do mÍnImo de hCO)= g cyt-FÍ(9))Zé equí-

\falante a achar a solução do sistema
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Fi C9 )=yi

y =
P P

A solução desse sistema. entretanto, requer um valor

inicial. Assim, embora o método de Hartley & Booker tenha

por finalidade a obtenção de valores iniciais, ele requer

também para a sua execução um valor inicial!

Apesar disso, entretanto, esse método é muito impor-

tante, pois ele funciona como uma espécie de "filtro" para a

obtenção de melhores pontos iniciais.

O método de Hartley & Booker não funcionará, óbvia

mente, se ocorrer convergência para um ponto de cela, ou u

mz'ni.mo local, ou então quando não houver' convergência.

3) Uma técnica alternativa bastante uti.lízada nas apli

caçoes é considerar uma rede de pontos no espaço pa'

ramétrico <!D, tomando para valor inicial por exem-

plo, o ponto 9(0) da rede cujo valor da função obje-

tivo hCO) é mínimo Cume alternativa é considerar ao

invés de um Único ponto, os r pontos da rede que pro

duzem os menores valores de h(0), e processar o algo

ritmo de interesse partindo de alguns desses pon'

t o s)

Uma .estlmati.va inicial mais precisa po.de ser, obtida

uti].ízando uma rede "mais fina" na re grão'do espaço paramé'

trica onde h(O) as.fume os menores valores. . . ,

Sa o número d.e pal'âmetros do modelo é grande, esse

m
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procedimento pode ser bastante complicado. Entretanto se exis

tirem parâmetros que entram ]]nearmente no modelo, o traba].ho

fica bastante simplificado, Já que nesse caso não haverá ne-

cessidade de incluí-los na rede. Por exemplo, no modelo
0q xat

yt :0ixlt + 0ZxZt +0s e + etf os parameti'os Ot, 0z e 03

entram linearmente e assim para cada valor fixado: 04f.it de

Oit (i=1,...,k), as estimativas OiCI)' OzCj.)' 0 3CI)'de 01, 02
e 03 respectivamente, podem ser obtidas por mínimos quadra -

dos lineares, e nesse caso o ponto 0C0):(0(O)0zC0),81O),04C0)) esc.g

[hído para va]or inicia] é aque].e que minimiza a função obj.g

tivo hCO) (dentre os k pontos 9i, ..., Ok' onde 0i:COiCe),02(i)'

4) Uma outra possibilidade para a obtenção de valores i-

niciais é o procedimento desenvolvido por Ratkowsky

[83). Esse procedimento é recomendado principalmente

quando a suposição de erro multiplicativo for razoá-

vel para o modelo Centretanto também pode ser usado
em mode].os com estrutura aditivo de erros) e se baseia no

críteríode mínimos quadrados ponderados utilizado por

Mead (70). Esse critério se baseia em minimizar a ex

pressa o:

h (O ) =. E Cv . - E C V.))2
t=1 VarCy+) '- '

Notamos que se a Var(y+):a2. como nos "modelos aditi-
vos" (ou sela.,'- nos .modelos com estrutura aditivo de terras) é ho

mocedastícos, então hC.0) = ECyeE(yt))2 . Entretanto ãe Var(in yt)
a2, h(0) pod e ser aproxlmad or oor

[3 . 2 .3 )
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h CO ) Cyt- E (yt)) 2
( 3 . 2 . 4 )

(esse resultado vem do fato de que a Var(f(yt)) pode ser apto

ximada, segundo Kendall and Stuart CS3), por

VartfCyt))
af(y t )
ayt yt :E ( yt ) )z' Var ( yt )

e portanto se f(yt):ln yt então Var(yt);CE(yt))ZVarCln yt), que
substitui.ndo em (3.2.3) resulta (3.2.4))

O aspecto interessante dessa técnica é que essa apto

xíróação muitas vezes leva a um problema de mínimos quadrados

li.neares

Por exemplo, se yt : '01.t0O(, ' et e Var(Ên yt): az, en

tào hCO) = E (ytCOi+02 xt) - l)2 e assim 0i e 0z sao obtidas' . . b L'

mimos quadrados linearespor m

3. 3 - E XEMP LOS

Exemp lo 3. 3.1

Consideremos oõodelo: yt : 0i 1 0 + ot

0 < 03 <1 e Var(yt) = oz

Para obt-ermos. aproximações inicial.s para os par'ame.tios',

os considerar o s..eguinte. rDodelo

l
( 3 . 3 . 1 )
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= : ., .' ., *?; . = C 3 . 3 . 2 )

(com a suposição aproximada de que Vara--l---) = constantes

Esse modelo é linear se fixarmos um valor para 03. Por-

tanto um procedimento bastante razoável seria considerar uma

sequência de valores para e3; por exemplo: 0,05, 0,10, 0,15.

0,95, e pai'a cada um desses valores obter as estimativas de

mínimos quadrados lineares de 01 e 0z. Nesse caso hCO)=liC.--l---

0i - 02x4..3 )2 como função de 03, diminui monotonicamente e de

pois aumenta aquando OS varia de 0,05 a 0,95), atingindo um

ma'nimo pai'a um certo valor dessa sequencia, digamos 01 ).Por

tanto podemos tomar como valor inicial o ponto COLO),0CO) 0C0))

CSe desejarmos uma maior precisão podemos considerar interva

los menores pai"a 03, por exemplo: 0,025; 0,05; 0.075; 0,01

0, 9 75 )

As estimativas obtidas dessa manei.ra, isto é, baseando-se

em (3.3.2], podem servir tanto para o "modelo adiei.vo" C3.3.1)

como também para um modelo multipli.cativo:

"* : isto;'*
Entretanto para o "mode]o mu].tiplicativo", um procedimento

mais apurado segundo .Ratkwosky C83] é o critério dos mínimos

quadrados ponderados" da seção 3.2,.que considera a aproxima -

ç a.o :

t

y

f

l
onde Var Cln y+) = constante

; ..h
t : l ' "E Cy t )

: ! "*' ' - . .:'* ::, - :,, :t : l
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Assim, para cada 03fíxado, podemos obter estimativas de míni-

mos quadrados li.neares para 0i e 0z, repetindo o mesmo prece'

dímento anterior

Segundo Ratkwosky, esse procedimento (apesar de ser mais

adequado para "modelos multipli.cativos") também pode ser usa-

do tanto para o modelo C3.3.1) corno para o modelo (3.3.2)

Uma outra alternativa baseada em (Gallant (75.)) para a

nção de valor'es iniciais é resolver o sistema:opte

0 3 l ' l
Íyt: : C0:' 0, x;' )

4'', ; '':. ., *2; ,-:
1«*; : ' ': . ': *:: ,-'

onde xti ' xtz ' xts sao 3 pontos arbitrariamente escolhidos
dentre os n. A solução desse sistema pode ser obtida por

exemplo pelo método de Gauss Newton para a mini.mização de

h(9) = i (yt.'(0j.+0zx:3))z
i : l 'í ' 'i

Outra possíbi].i.dado é dividir os n dados em 3 grupos e

resolvem' o sistema:

onde

yí
l

n i

n

::: "* .; -; .ll ti-.'::*:;'
i:1,2,3
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Exemplo 3.3.2

Consideremos o modelo: y+.. = Oi-Qz 03u + e+..,

0 < 03 < 1,. onde Var(y+..) : constante

Podemos obter estimativas iniciais para os parâmetros 0i,

0z e 03, se utiliz armas o mo de lo

X

C 3 . 3 . 3)

Ên(Oi-yt) Zn 0 z+ (Zn 03 )x + + in e+.. ( 3 . 3 . 4 )

(que é resu].tanto da transformação logarz'tmica no modelo y+..

0 1 - 0 2 0 3 ' e+..)

O pr'ocedimento mais direto para obter uma estimativa de

0i é esboçar o gráfico de Y. versus X,, e tomar o valor da as

síntota desse gráfico Cjá que à medida que xt '» ", yt '>0i]
Cume outra oossíbilidade é tomar simplesmente o maior valor obter

vado de Yt' isto é, ymax., clu por exemplo 110% ymax.)
Obtida uma estimativa de 0i, o modelo (3.3.4) torna-se

linear em Zn 0z e Zn 03j portanto estimativas de 0Ze 03 podem

ser faci].men te obtidas

Nesse procedimento, ao invés de estimar 0i pelo gráfico

poderíamos também ter considerado uma sequência de valores

para 0i, obtendo pai'a cada valor dessa sequência as estimati-

vas de mínimos quadrados lineares de Oze 03, e no final. esmo

Ihor o ponta Q: (0i,0z , 0á), desse con.junto, que minimiza a

f.unção hC9)= ECyt-0i+0z03t)ZCno caso'do modelo :(3.3.3)) ou

h(.0) B E Cln y+-tnCOi+0ze33t))Z Cse o .modelo fosso "mu.l-tipli-
catívo'. isto é, y=.(0i"+0zOx.3t),o )

X
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Uma alternativa bastante simples para a obtenção de va-

],ares iniciais do mode].o 3.3.3, é simplesmente.fixar valores

para 03Conde 0<03<1), e para cada valor fixado obter as está

mativas de 01 e 02 por mínimos quadrados lineares. Assim o

ponto 0 : COi, 0a, 03) que minimizar hC9):ECyt-0l+0z03t)Z no

caso do modelo C3.3.3) Ce hC9):ECtn yt'l'n(0i+0z03'))' se o m2
dela fosse 'multíÊlicativd'), será tomado como valor. inicial

Uma outra a]ternativa que também pode ser uti].izada para

obter valores inicial.s é a técnica de Hartley & Booker

X

X

Exemplo 3.3.3 J,xOK
Consideremos o modelo:yt:0i-0Z ' + et

onde 01= e 3 .

( 3 . 3 . 5 )

Da mesma'forma que no exemplo anterior podemos obter a-

proximações iniciais dos parâmetros a parti-r do modelo "linfa.g

rezado"
C 0i - y.) .

log C-log -.------.E--)= log 0%+04 log x. + ex+

U2

- 03 + e q l og xt + et

( 3 . 3 . 6 )

(que é resultante da transformação logarítmica no modelo

-.} *E'' '*
y4.. = 0 1 - 0 2 e ]

Uma estimativa para 0i pode ser obtitla a partir.do gráfi

CQ esboçado .de yt'versus xt' obsorvahdo que à médica que x.l-»m.

y{..'»Qi (outra possibilidade é gimplesmante tomar o valor maxi'
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mo observado de y+.. como uma estimativa para Oi]

Além disso podemos também obter facilmente uma estima-

tiva de 0Z, observando que para x:0 temos que ylnt:01 2 as-

sim Oz= Ol- yínt' onde yínt e o valor' do intercepta Cque pode
ser obtido por exemplo também, a partir do gráfico)

Substituindo as estimativas de 0i e 0z no modelo (3.3.6)

este se torna linear e portanto as estimativas de q e 04 sao

facilmente obtidas.

Uma outra possibilidade para esse problema é considerar

uma sequência de valores para 0i, e para cada valor dessa se-

quência, obter' uma estimativa de OzCatraves da relação: 0z =

0i - yi.nt) e consequentemente as estimativas de Os e 0q por
mínimos quadrados lineares. O ponto 9=C01,02,03,0.t), Cdesse

A+' v q

conjunto de pintos), que minimizar h(9):llCyt'0i(jze 3Xt)2. no
caso do modelo C3.3.S) (ou de h(Q)=ECtn y4..-lnC0l+02e 03Xt4))z

no caso de um modelo"multiplicado"da forma yt=COi+0z e-03x:;

e+..) será a estimativa do ponto inicial

Uma alternativa para a determinaçaode 03 e 0q usem a utí

lização do modelo C3.3.6)) é considerar a relação entre o po.2

to de inflexão do gráfico (esboçado a partir dos dadosCx+,yt),

t=1,...,n) e os parâmetros 03 e 0K. Assim se derivarmos duas

vezes a função f(xt).: 0i'0, o-0txut', em relação a xt' e l-
gualarmos a -ze ro obtemos

=

Xín fl-. C 3'. 3 . 7)

Se substituirmos Xínfl na relação: yt:8i-0ze ', obte
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P.i.P)
yínfl : 0i ' 0z e C 3 . 3 . 8)

0i 'y i nfl +Da relação (3.3.8) obtemos Oq=Clog

ão (3.3.7) obtemos 0X= -log ( 0+-] )
0 4 ( x i n.f 1 ) 0 4

Uma outra a]ternatíva para o problema de opte.r va].ares

inici.ais pode ser por exemplo o método geral do Hartley &

Booker

da 'Ye
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CAPITULO 4

ESTIMAÇÃO POR MÁXIMA VEROSSIMILHANÇA ATRAVÉS

DE MÍNIMOS QUADRADOS NAO LINEARES

INTRODUÇÃO

Se tivermos n variáveis aleatórios YI'.-.,Yn com função
de verossimilhança LCO,y), então o estimados de máxima verossz

milhança de 0, por definição, é o valor de 9 que maximiz

função de v erossimilhança.

Essa função LCO,y) entretanto, muitas.vezes não é linear

em 0, e nesses casos o estimados de máxima verossimilhança não

tem uma fórmula explícita, tornando necessária a utilização de

procedimentos iterativos para a obtenção das estimativas

Existem vários procedimentos de Otimização Não Linear que

podem ser utili'zados para a obtenção dessas estimativas; entre

tanto os métodos clãssi.cos de Newton-Raphson e o "Scoring de

Fisher" para a solução de sistemas não lineares sã

nhecidos e comumente utiliza dos.

Nessa seção ente'etanto, nosso objetivo é descrever' três

maneiras Cou métodos) de 'uFânsfoFmâF um problema de estimação

por máxima verossimilhança num problema de ajuste por mínimos

quadrad os não lineares.

A primeira se rate

distribuição pertencente à família exponencial regular, e as ou

trás duas a problemas em que os dados tem uma distribuição qual

quer

co0 os mais

problemas dado s têmre a em que os uma
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Nessa exposição entretanto, daremos mais ênfase para o

primeiro caso, porque se a dístri.buíção .envolvida pertence à tg.

mília exponencial regular, o algoritmo de Gauss-Newton utiliza-

do comumente nos programas de regressão Não Linear, usado de ma

negra conveniente, coincide com o algoritmo "Scoring de Fisher"

para estimação poi' máxima verossimilhança e em alguns casos com

o algorltmo de Newton Raphson; os desvios padrões assíntÓticos

produza.dos diferem dos desvios padrões da teoria da Informação,

apenas por l múltiplo constante;e além disso qiiando o programa

inclui gráficos para análise de resíduos, eles são diretamente

aplicáveis para a análise por máxima verossimilhança

RESULTADOS GERAIS PARA A FAMÍLIA EXPONENCIAL REGULAR

Em Regressão Linear, é bastante conhecido que se as ob

servações são normalmente distribuídas, os estimadores de mini

mos quadrados coincidem com os estimadores de máxima verossimi

Ihança. No caso não linear Turner, Monroe and Lucas (61), de

monstraram a equivalência desses estimadores também supondo nor

malidade

Uma questão que surge então é se além da Normal, outras

distribuições também levam a mesma conclusão, e nessa linha mui

tos resultados tem sido publicados

Um resultado importante estabeleci.do por Bradley C73) Ce

demonstrado em seu artigo) para o caso de um modelo de Febre.g

são linear: ECyt/Xt): o'Xt é que se as observações Yt Forem in
dependentes, e tiverem uma distribuição pertencente à família

exponencía]. regular então as equações de verossimilhança coinci
dem cnm aq BauacÓcs nclrmais obra mínimos Quadrados (ponderados
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a cada it e ração), ís t o é

n

li. «t (9) [vt-9 ':t] x.jtt : l

l
w. l.Q J

V'-(Yt/bt)

=

j
0 , J = 1,...,n

onde

depende de 0 Ce portanto os pesos variam de íteração para ite

ração)
Na forma matricial esse sistema fica:

.ãpLcy,g) : {.áe .;'c'P) ('1-39)
onde

VarCYi /Xi )

Var(Y /X )
-n - n

é a.matriz de covariância das observações

Jenrich and Morre (75) extenderam o resultado de BI.'adley,

eliminando a suposição de independência entre as observações

Y+ e a suposição de linearidade da função de regressão:

E C Yt/Xt) ut (9)

0 resu atado é o segui nte

Se YI,...,Yn são variáveis aleatórias cuja função de v!

rossímilhança é um modelo exponencial regular da forma:
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C (O ]'v + d(9 ) ' g CV )
C 4 . 2 . 1 )

onde

e

Eo CY) : pcQ)

Y : ( Y i'

C (0 ) = C Ci
h

d(Q ) : E dt C9 )t '

P
=

( o )
n

então
a

R,n L ( Y , 0 )
ao ' '

aP'
E CY-U)

ao
C 4 . 2 . 2 )

onde

P(O) : EO(Y)
XC'0) é a matriz de covariâncias das observações

tal qúe ; }l'; ; E (isto é, uma inversa generaliza
da de E )

e

E

Além disso, se (4.2.2) se mantém para uma função de

verossimilhança arbitrária L(y,9), então L(y,0) é um modelo

e xpon en ci a l

DEMONSTRAÇÃO

SeJ a

S ( 0 ) = 1,n L ( 0 ,Y)

o vetar "Score" de Físhe r. Ente o

a
( 4 . 2 . 3 )
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onde

7T '
a Ci CO ) a ci ( o)

Ta' '
P

a c (o )
n -

a c (o
n -

T
P

e

a d (o ) a d (o )

a d CO )
ao

P

Como E (S (0 ) ) então

:l$'e' : . g'e'l
e portanto

a d co )
ST ' g(e' ' uc9)

Substituindo essa expressão em (4.2.3) temos que

s c o ) 'ão (o )' (Y . u c 9 )) C 4 . 2 . 4 )

Mas -por defí ni ção
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E(Yt) : Ut(o ) : l yt L(y ,O )dy

; ':: : J «* Ê-'*,:''*
) ) L (y ,O ) d y

a
2n L(y ,9yt(á

Eo CYt SJ (O )) ,

'j ': '

m at$ i. ci a l

a(9) ': :Q(

EQt)l S(O)') : Eo ql(Y-U(m). ãTc' )

ql(Y-uc9))l accg) : Eo(Y-uc9))c)l-Pc9)) .accg)

s(o) ')

a
-li;-P, n L Cy

e portanto

b.c9 )

ao on d e E = E C 0 ) , - ( 4.2.5)
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(Se E é~inversível então .g..gCO E-l .alto) e (4.2.4) se torna

sc9) : ;g'(9)';'i(Y-u(9)))

Se porém :l não é inversível e }l é urna inversa generali
zada de E , então

EE'(Y-p(O) : CY - U(O))

quase certamente, (jã que Y-pCO) es.tá quase certamente no

"range " de êl) e p ort ant o

s(9) : 'â'ã(9)'x;.'(Y-u(9))

Mas pe la exp ressâ o ( 4. 2. 5 )

ac(o) ' . au(o)
3© ' g ; }© '

e portanto

s(9) : 'âg'c9)'!'ot-uc9))

Suponhamos agora que o resultado C4.2.2) seja válido.

Então

SC9) : 'j%Ênl(y,9) : C9)'E-./.@.(9)';'uC9)
a , o ]fãZ n L ( y
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Isso significa que existem funçiies vetoríais a(0) e BICO)

B. (9 ) t ai.s q u e

a
= aCO) + yiBi (0)+ *ynBn (0 ]

Integrando em ambos os lados tei'amos funções: d(Q)

Ci (0 ), .. ., Cn CO ) e g (y) t ai s q ue

!n (y , 0 ) yi C l CO ) + +y nC n (0 ) + d (0 ) + g (y)

o que implica que L(0,y) deve ser um modelo exponencial

Se igualarmos C4.2.2) a zero, temos que

a
0')-;=:;: Ê n L ( y -;{ E'CY-!) : 0, onde E'BECO) ( 4 . 2 . 6 )

Isso quer dizer que se ; fosse mantida fixa, isto é, não de-

pendesse de 9, então as "equações de verossímilhança' coincida

riam com as "equações normais' de um ajuste dos t+..C9):U+(0) aos

dados Yt' s por mínimos quadrados genera].ízados, usando ;' coma

matriz de pesos! No caso particular em que }l' é uma matriz dia

gonal, âs equações (4.2.6) tomariam a forma das equações nor-

mais para mínimos quadrados ponderados

Entretanto E depende de 0 e portanto varia de iteração

para iteração, assim ao Invés de um pf'oblema de mx'nímos . qua-
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doados, temos um problmma de mínimos quadrados "pondera

dos íte rat:ivamente"

0 segundo resultado demonstrado por Jenrich and Moore

(75), é que a matriz de Informação de Fisher 'tC9) pode ser

expressa em termos de UCO) e E(0) da seguinte maneira

â'ç ' 1;: Q ,ü'e ' ( 4 . 2 . 7 )

Esse resultado é importante pol' duas razões:

[. a primeira é que a direção do a]goritmo c].ássico

"Scoring de Fisher" para a obtenção das estimativas

demáxima verossimilhança coincide com a

díreção do algoritmo de Gauss Newton para os mínimos

quadrados "ponderados iterativamente"

DEmnblSTR A rÃO

No método "Scoring', a direção de pesquisa é

d(k) :CEC-a21 L(g( ])))-l .2lnl(0( )) (Rao, 1965 pág.302)

Portanto

d(k) '. (.t (0 (k) ) ) is(0 Ck) ) :

( 4 . 2 . 2 ) e. ( 4 . 2.-7)

t .ãocg(kj' (k) auto(K)) .i au(g(K)) (K)'CY-uc9(n)

onde :l(k) é a. Inversa.generalizada de }l no ponto 0C](]
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Assim, se EtKJ é diagonal, essa expressão é exatamente igual a

expressão (2.4.2.1.a) aquando f(QCK)):uCQCK)), F(0(k))+2E.(0)'r'''
W=ll'r\', isto é, a direção de pesquisa do método "Scoring" coin-

cide com a direção de pesquisa do algoritmo de Gauss Newton pa-

ra o ajuste das médias U+(0) aos dados.Yt usando ;lKJ como a ma

triz de pe sos

2. A segunda razão pela qual o resultado C4.2.7) é impor'

tanto é que ele revela que as matrizes de covaríância

assintótíca dos estímadores de máxima verossimilhança

obtidas pelo método "Scoring de Fisher" diferem apenas

por um multiplo â2 das matrizes de covarianci.a assintó

teca dos está.madores de mínimos quadrados obtidos pelo

método de Gauss Newton "iterativamente ponderado"

Esse resultado é imediato se considerarmos que para o al-
goritmo de Gauss Newton "íterativamente ponderado", a estimati-
va usual para a matriz de covariância assintÓtica dos estimado
res e

. Â.. r êil
'' 'o ' :' õ' c=.= cã ) E ( Q )--= ( Q ) )

l
ao

(onde oZ é o quadrado médio do resíduo) e p ortanto po r 4. 2 .7)

'õ".(Q) ã 2 ( .t ( Õ ) ) ' l

(Em alguns programas de Gauss Newton, como por exemplo 0
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BmDp3R, r é

coí.n cedem)

0 terceiro resultado demonstrado por Jenrich and Moore

(75) é para o caso particular de um modelo exponencial regu-

lar linear (isto é, quando C(9) na expressão (4.2.1) é uma

função linear de 9). Nesse caso o algoritmo "Scoring de

Fisher" é exatamente igual ao algoritmo de Newt.on-Raphson (ou

Newton)

estimativasfixado l tal modo dua sde q ue ascomo

DEMONSTRAÇÃO

A direção do alg oritmo "Scoring" é

d c k ) ('t (0( k) ) ) -l . s (0 (k) C 4 . 2 . 8 )

onde

mas

8Z ! n L C 0 ),
a o ao ' '

ggf'e' : á:' , ; á'â''e
-l-- C(O ) . .,, ... --2--dCO)
ag ag - ' ; ag ag. -

d(O ) )) ' Y + ao

Mas como CCO) é lunar por hipótese,

c o ) 0=
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e portant o

D2 R,n L C 0 )
a o a o ' '

Portanto

T ( 0 ) = E ( d (O ) ) :;;;-. - ' 9 '

azt n L(0 )
ao ao ' C 4 . 2 . 9 )

Substituindo C4.2.9) em (4.2.8) temos que

d ( k]
329.n L (0
a o a o ' s(o (k) )

onde
a2 Ê n LCO ]
ao ao'

é amatriz Hessiana de Inl(0) e SCO) é o vetar gradiente de

ZnLCO), isto é, dtKJ é exatamente a direção do método de Newton

deduzida no capítulo 2

0 que esse resultado nos informa é que se a distribuição

envolvida no problema, pertencer à família exponencial regular

linear da forma (4.2.1), então os três algoritmos: Gauss Newton

"iteratívamente ponderado", "Scoring de Fi.sher" e Newton Raph-

son são idênticos. Esse fato é muito Importante jã que o algo
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ritmo "Scoríng de Fisher" é "robusto" quanto à escolha dos velo

res iniciais Casto é, não depende muito do ponto ín©i.al para

convergir para a solução) i enquanto que o algorítmo de Newton

como vimos no capítulo 2 apresenta uma convergência rápida per-

to da solução (converge com taxa quadrático próximo da solução),

a aplicação direta desse método, entretanto, exi.ge o calculadas

derivadas segundas, o que nem sempre é facz'l de se obter. O al-

goritmo de Gauss Newton "iterativamente ponderado" ente'etanto

não requer que se escreva, ou mesmo que se conheça explicitamen

te a função de verossímilhança, mas é suficiente saber apenas

que os dados são pr.ovenientes de uma distribuição pertencente à

família exponencial regular e conhecer as fórmulas das médias

das observações Y{.. (e suas derivadas primeiras), e das variân-

cias dos Y. ( como função de 0)

O quarto resultado e talvez o de maior importância segun-

do Jenrich C79) é.que se o espaço paramétrico (:) for um conjun-

to aberto e a distribuição envo]vida pertencer a uma famÍ].ia ex

ponencial regular linear da forma (4.2.1), então 0 é um estima

dor de máxima verossimilhança se e somente se ele é solução de

alnCO) : 0. Isso quer di.zel' que se o algoritmo converge, então

0 é um ponto de máximo global da função de verossimilhança

MÉTODOS GERAIS

Nessa seção apresentamos dois métodos para a atenção

das estimativas de máxima verossímilhança por meio de mini
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nos quadrados, para o caso em que a distribuição das observa

çoes não pertence necessariamente à família exponencial regu

lar. (Esses métodos, entretanto, requerem que as observações se

jam independentes)

O primeiro método é o de Mickey and Brítt (74). Nesse mé

todo a ideia é considerar o problema equivalente de minimizar

a função obj etí vo hCO ) = -Z n LCO ,y)
Como as observações são supo

ma e minimizar

i ndepen dent es, problestar 0

h C O )
n

E InLt Cy+ ,0 )
t : l ' ' '

( 4 . 3 . 1)

Entretanto (4.3.1) pode ser reescrita como

h c O )
n
E . ( 0

t : l
Zn Lt Cyt '0 )

Essa expressão, ente-etanto, pode ser vista como uma se

ma-de quadrados de resíduos do modelo

yt : ft (0) + e t

onde

Y t : .O , t : l,
+ (Y 0 )[ 0 ) = /'- 2 n Ln e t tt

Portanto as estimativas de maxi.ma verossimílhança podem ser

obtidas através da utilização de qualquer algoritmo para mini

mos quadrados

Esse método entretanto é li.matado porque. embora ele g!
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ralmente produza as estimativas dos parâmetros ele nao pro

duz os desvios padrões apropriados para os estimadores; além

disso a análi.se de resíduos fica sem sentido

O segundo método que apresentamos é o de Jenrich CDixon

(77) )

Jenrich observou que

,,;'--'9'* : "; *:l: '--*',*,e:
n .

t=1 aoj.]nLtCyt '0 ]

Sej a In Lt Cyt 'e) ent ã o a s eq ua ç13e s

a
.l n L (0 , v ) =

ao i «-' *;:
..ê. ( 4 . 3 . 2 )

i ; l, .. . ,P

Entretanto o sistema (4.3.2) é equivalente ao sistema

.2:'«*-'t':,, a9': .
CSistema de equações normais) no caso em que yt-fiCO):l,

t=1,...,n. Em outras palavras isso significa que se admitir

mos que a. "vara.ável dependente" Yt' assuma o va].or Yt:ft(0)+
1. t=1; ...,n, então o problema de máxima verossimilhança pa.!

sa a ser um problema de mz'nimos quadrados

Esse procedimento é melhor que o anterior porque, além

das estimativas de máxima verossimi].hança, nos podemos também
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obter uma estimativa para a matriz de covaríância assíntótíca

dos estimadores. Porém a sua limitação é que, nesse caso a a-

nálise de resíduos fica sem sentido já que yt-ft(0):1, Vt

h. 4 - E XEMP LOS

Nessa seção apresentamos alguns exemplos onde a distri-

buição das observaçoes é da família exponencial regularda for-
ma (4.2.1).

EXEMPLO 4.4.1 - POISSON

Sejam Yt,...,Yn são v.aOiindependentes onde Yt-P(ut(0))
e suponhamos que utCO) : nt e '

Nesse caso

0 1 +0 2 x t
eECYt). : pt(0) : VarCYt) : nt

A função de verossimilhança nesse caso é um modelo exponenci

al regular linear da forma

C(9)v+dC9)+g(v)
L C9 , y )

onde

C(0) = (CI (0) , . . . ,C.(0) ) onde

Ct (a) : tn -Ut (0) : Zn nt'0 i'0zxt

n

dCO) E.dtCO), onde dt(0) : -utC9)
t : l

n

g (y) = E g (yt ) . on de g (yt)
t : l

' '' t '
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EU) : Fu:(o) o

o ' U n (9 )

iz de pesos é

. r l
;co ) ' ' : l o

' lu:c9) '

l
D

n -

Amatriz ap o) : fn.eol 0Zxi nlxte01+02xl

'e 1 0 2 Xra n x eO 1 +02 x n
n n n

lgoritmo de Gauss Newton p

Yt : ut(0) ' et C<-:> Yt : nt e ' + et)

s quadrados pende!"idos iterativament

l ' l

't':' ut(9): nt eOi'e,*i.

matriz de covariancia dasA observações

portanto matae a

aj untecaso o a ara o

mod

mínimo ondepor g

s os sao

Nes se

elo
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coincide com o algoritmo "Scoríng de Físher" e com o algoritmo

de Newton Raphson para a estimação por máxima verossimílhança

Além disso podemos obter uma análise completa por máxima

verossímílhança: (estimati.vas dos parâmetros, desvios padré3es

assíntÓticos e análise de resíduos)

EXEMPLO 4.4 .2 BINOMIAL MODELOS DE RESPOSTA QUINTAL

S ej am yi' .-.,Yn

que Yt'' BCnt' vt CO ) )

Nesse caso a função de verossimilhança pertence à famz'

limo exponencial regular da forma C4.2.i) onde os

V S las i n l sP aríávei tór dependentes ta

11 t C9 )
t : 1 , . . . , n

A].ém disso

ECYt) : Ut(0) : ntlít(0)

VarCYt) : ntvt (0) (1-Tt CO)) e

cov(Yí'Yj ) : 0 , í /j

Nesse caso o algoritmo "Scoring de Fisher" para estima-

ção por máxima verossimílhança coincide com o algoritmo de

Gauss Newton íterativamente ponderado para o ajuste das médias

Pt(Q) ao.s dados yt tlsando como pesos

wtCQ]
l

Va r(Y t)
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(já que a Inversa da matriz de covariâncía das observações é

E ' } c9 ) ----l--- o
VarCY ) :

0 l
Var(Y )

n

Na tabela C4.4.2) a seguir os dados são obtidos de um

experimento em fundição CCox (70))

TAPE LA 4.4.2

xt
7

14

27

5 7

Yt nt
D 55
2 1 5 7

7 1 5 9

3 16

N:387

Os dados da lg coluna CX+) representam o tempo de fique

cimento; os da 2e co].una CY.p). o número de lingotes que ainda

não estão prontos para a ]aminação e os da 3g co].una Cnt)

número de lingotes tese idos

Cox (70) ajustou os dados CYt), por um modelo logístí-
da formaco

0 1 + 0 2 x+..
e

E(Yt) ' ntvtCO) : nt -- ÜiiB2x.
1 + e - '
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Nesse caso

linear em 0 e portanto a distribuição dos yt pertence à fa-

lta exponencial linear Ce o algoritmo de Gauss Neuton "ite-

atívamente ponderado", usando como pesos

0 1 + 0 2 x,
1 ( 1 + e ' ' " ' ' t)2.

wt(0): nt.nt(0)Cl-VtC9)) 'nt e )'

coincide com o algoritmo de Newtan Raphson

As fórmulas das derivadas (requeridas pelo algoritmo de

s NeMton) nesse caso sao

r

aUt(0) eOi+0zt nv(0)CllrCO));;' ' t ';''''a'i';T';'it)z ''t"t'Y' '''''t'Y'''

e

%'9 : -*** -=:''"' ,: -*"*'9'':-"*'9''*.

Díxon (83) apresenta uma análise completa desse exemplo

utilizando a sub-rotina BMDP3R. A seguir nós apresentamos al-

guns desses result idos

Para esse problema o programa BMDP3R convergiu em seis

iterações para oó resultados de Cox (70), apesar do uso de

um valor inicial arb.ítrárío: OtUJ:(0.0), e as estímatlvag ob-
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tidas foram Oi; -5.4152 e 02= 0.0807

As estimativas dos desvios padrões assintÓtícos (dos es

tlmadores de máxima verossimilhança) foram as seguintes:

0 , 7275 e /Vâr(õ2 ) 0 , 0224

A[ém desses resu].fados o programa forneceu também uma

estimativa para a matriz de correlações assintÓticas dos está

madores. A matriz obtida foi

0000

0 ,9 1 0 1

0 , 9 10 1

l , ooo o

Ds valores preditos (ou frequências esperadas)

0 1 +0 2 xte

yt : nt ' ' êi+ê2xt
].+ e

e os desvios padrões de 9+.. também foram calculados. Os resul
t idos es tão na seg ui nte t abe].a

     
VALORES CALORES PRE- DESV.PADRÕES
OBS .:Yt D ITOS : Yt OE ?t:/Vã;t?P

0 0 , 42 7 1 D ,24g 5

2 2 , 1322 0 , 9 702

7 6 , 0 1 32 1 , 7 76 6
3 3 , 42 75 1, 5220
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EXEMPLO MADE LOS MULTINOMIAIS GERAIS

Suponhamos que Yi,Y2,...,Y. têm uma distribuição multa

nomial com probabilidades: iC9),...,IÍn(9), onde E YÍ:N. Es-
sa distribuição aparece por exemplo na análise de tabe].as de

contingên cia

Verifica-se facilmente que a função de verossímilhança

n

l

L(y ,9 ) : P (Yi=yi , ,Y . : y .)

lr CO)y1 -
l

n - l

n - l N- }l y
(l - E lí.(0)) i=1 'z

1 -

é um modelo exponencial regular onde

CCO) : cc. co) )

e
n - ].

C.(0) = C(lí.(0)) = ZnCTr.CO)/(l- = 7r.(0)
l ' 1 - 1 - i : 1 1 '

,n-l

e além disso E(Yj.) : PICO) = NviC9) e a matriz de covariânci.a
d a e n h e nt''\f;ar'n8 e
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ECO) = [viCO)Cl-'FICO)) -vice)v2(o) ... -laiCO)lrnC9)

-Tr2Cg)'FICO) naCO)Cl-lrzCO)) -'naCO)lrn(0)

- nC9)laiCO) ' VnCO)Cl-lInCe)).

A matriz ECO) apesar de não ser diagonal CJá que as ob

servaçoes não são independentes), tem uma inversa generaliza

da diagonal da forma

H ,H

l

Nvi (0 )
0

l

N'Ü C O )n -

0

pomo pode ser facilmente verificado.

Assim podemos ajustar os PICO)=NüiCO) aos yÍ's utilizam

do como pesos variáveis: wÍCO)=lÍiÍ. [0 ' como fizemos no casa
da Poisson

Como um exemplo consideremos a tabela a seguir que con

tém as frequências observadas para os grupos sanguíneos A-E3-0

numa população humana Crio (73), pág. 370)

Seja p, q e r as frequências genotípicas para os genes

A, B e O Cromo a soma dessas frequências é l então r=1-p'q e

portanto somente p e q são parâmetros desconhecidos, ou seja

0 B CP ,q ) ; C 0 l ,02))
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FREQUÊNCIAS FENOTÍPICAS PARA
OS GRUPOS SANGUÍNEOS A-B-O

TAPE LA 4.4.4 N:255

Nesse caso: vICe): Cl-p-q)2=(1-01-02)2
lr2(9): Cp2+2pCi-p-q))=0i(2-01-202)
v3(9): Cq2+2qCl-P-q)):02(2-02-201)
x4 (0 )' = 2Pq : 2 e l 02

Assim Cj.CO) : in(vl(0)/(1-.i. lrít0))) não é linear, e por
tanto a famí]ia exponencia]. resultante também não é linear; Ce

nesse caso o algoritmo de Gauss Neuton é equivalente ao algorit

mo "Scoring de Físher" porém nao é equivalente a algoritmo de

Newton-Raphson)
Para a utilização do algoritrno de Gauss Newton preces.g

au, (o )
mos fornecer as fórmulas das derivadas ;;! Cnecessárias pa'

ra a formação da matriz Jacoblana gSCe)) .']
Nesse caso as fórmulas são as seguintes

aPi Ce ) aui (o )2Nf[--Q.-0o] : -::-- = -2N].].-Ui-U2J-ãB-- : -ziuLa'al 'u2 J j 'ãê;

aUz (e ) aUz C9 )
ã81 ' :2N(1-0i-0z) 3 '5-ã; : -2N012N C l- Oi- 0 2 )

INUI'lA r Ur u LALaU Flui lnlvn

TIPO .:ililÇT i. ., '':  l

0 rz 176
A P +2Pr 182

B qZ +2qr 60

AB 2pq -1 7
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?!.:(9) : -2N02

U'Q' : :~., aUq (0) ....
a o 2

l

2N C 1 -0 1 -0 2 )

Jenrich and Madre (75) utilizaram a sub-rotina BMDP3R

para analisar os dados da tabela 4.4.3. Eles observaram que o

processo convergíu em somente três iteraçóes partindo de um

valor arbitrário: Oito):0zC0):0,3. Os resultados enconti'idos

foi'am os seg ui nt e s

01 = 0, 26 44 rVãF CÕi j = 0 ,01622

0z : 0 , 0 9 16 9 'Vâr (Õz )' = 0 , 10 10

e a tabela de frequências esperadas CVÍ) e desvios padrões de

Yj.

TIPO DE
SANGUE

FREI .
ES P E R . C? . )l

Vàr(Y.)l

0 1 7 9 , 5 9 , 82

A 17 8,2 9 ,7 3

B 5 5 , 8 6 , 0 1

AB 2 1 , 4 2 , 47



84

CAP ÍTUL0 5

MEDI DAS DE NÃO LINEARIDADE

5.1 - INT RODUÇÃO

Segundo Guttman & Meeter C65),''medidas de não linearidade

são expressões que inda-cam se o grau de não linearidade num pr.g

blema de estimação não linear é pequeno o suficiente para justa

ficar a utilização dos resultados usuais da teoria dos modelos

lineares como. aproximação para os não lineares'!

Até recentemente não existia nenhum método facilmente a

plicável que quantificasse o comportamento não linear de um '!mo

dela" (ou melhor da combinação modelo/conjunto de dados). A

primeira tentativa relevante para medir a não linearidade foi

feita por Real-e (60), porém a sua medida, segundo Guttman and

r'leeter .(65), tende a subestimar a verdadeira não linearidade.

Mais recentemente, Box (71), desenvolveu uma fórmula pa-

ra estimar o vi.és dos estimadores de máxima verossímilhança, e

Bates & Watts (80) desenvolveram medidas de não linear'idade ba

soando-se no conceito geométrico de curvatura.

Nesse capítulo nÓs vamos apresentar as medidas de curva-

tut'a de Ba.tes & Watts .e a medida do viés de Box, porém antes

de apresenta-las nós Introduziremos na seção 5.2, o conceito

geométrico de (curvatura do espaço de estimação [ou "]ocus de

solução") através da representação geométrica dos modelos .de

Regressão Não Lineares no espaço amostrar, em contraste com a
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dos modelos lineares, o que será bastante útil para introduzir

as medidas de Bates & Watts na seção 5.3.

Ratkowsky (83) fornece um programa para o cálculo das me

dadas de Bates & Watts b do viés de Box. Este programa Já está

implantado nos computadores Burroughs e C.D.C. do CCE-USP

REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DOS MODELOS DE REGRESSÃO NÃO

LINEARES NO ESPAÇO AMOSTRAL

Consideremos o modelo f(0 ) + e onde

f C x l .0 )

f ( x .0 )
- n ' -

e

3t : cxt, t = 1 , . . . , n

onde ECe ) Var(e) = o21

Vamos considerar inicialmente o caso onde n:2 e p:l. Eâ

se caso apesar de extremamente simples do ponto de vista exp.e

rimental, serve muito bem para ilustrar o princípio 'concei-

t.ual envolvido. Porém antes d.e representarmos graficamente um

modelo não linear, é multo í.mportante entender'mos o que..'ocor-
re no caso linear
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(a ) Cas o ].í nea r

Sej a

yi

yz

f(o ) ; xo

r *: 'i ' ' ' '
0 espaço amostral nesse caso tem dimensão 2, e o es-

paço de estimação Cou "locus de solução") é um subespaço de

dimensão l do espaço amostrar, e é constituído pelos pontos

da forma

ou seja, é uma neta no R2 cuja direção é a do vetou 1l =1 xil
L x,J

Uma característica importante dos modelos lineares

é que tomando-se valores de 0 igualmente espaçados Cinto é,

a.0 = cto, onde A0=0i-0i-l' i:1,2,3,...) então os pontos corre.g

pendentes no ]ocus de so].ução: XOn' XOi, XOZ,... também são
igualmente espaçados

Na fi.aura 5.2.1 a seguir, consideramos os eixos l e

. = 1 , 0 1 : 2 . 0 2=3,

2 como base do espaço amostrar e tomamos Y = . 3 :2 2 J

l3

xo
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Loc us da solução

o. e. 8. ..

GD Espaço Pa ramétrico

COORDENADA l

F l G. 5 . 2 . 1 REPRESENTAÇÃO DOS DADOS NO ESPAÇO
AMOSTRAL

D locus de solução nesse caso é a neta cuja direção é dada pe

lo vetou X = 12 I' e os pontos correspondentes a oo' Oi'... no
" locus " sa o:

;'. ]{ ]' ;' :]; ]' ;'; :l:
e portanto são equidistantes (na figura os valores de On' 0i,

0z, .. saomarcados no lugar de XOn' X01,...)
A +llll F nrl

h (O )
2
E

t : l CY t - OXt) ' l Y - 3 o ll:

representa o quadr-a.do da distância do

rico XO do espaço de estimação; assim

ção a 0 corresponde geometricamente a

ponto Y a um .po nt o gene

minimizar h (0) em pela
     
enc ontrar um ponto nQ
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espaço de estimação cuja distância é a menor possível. Na fi-

gura. o ponto ê (que corresponde ao ponto P:X0 nas coorden.g

das le 2) é o ponto mais pi'óximo de Y, ou seja. é o estima-

dos de mínimos quadrados de 0

(b) Consideremos agora o caso não linear (onde n:2

P : l )

Nesse caso o locus de solução.não é mais uma Teta

como antes, mas uma curva gerada pelos pontos da forma

.e

f( Xi ,0 )l
f ( Xz ,0 )lJ

além disso os pontos do locus de solução correspondentes a

AO B constante, não são mais necessariamente igualmente espa-

çados

Para ilustrar consideremos a figura 5.2.2

P : 2.5

FIG. 5.2.2 - REPRESENTAÇÃO DOS
DADOS NO ESPAÇO AMOSTRAL
afigura extraída de Ratkowsky
C 83) )P:2.0537

0 : 2.0

0 :1.5

o :l.o

COORDENADO. l
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Nessa figura representamos no espaço amostral o modelo

f CO ) + e C 5 . 2 . 1)

onde

2 , 5

10

l:::: :: l
D locus de solução nesse caso consiste dos pontos da

forma

onde 0 ( R

Como podemos ver o locus de solução não é mais uma

neta mas sim uma curva em torno de 0; o valor ê;2,0S Ccorres

pendente ao ponto P: (22,05, 32,05) nas coordenadas le 2, cu

ja distância a Y é mínima) é a estimativa de mínimos quadra.
d os de 0

riJ.Eilii u.LDDiJ UD }JUiibLJa LJiJ c=D}JEi\ru u au.Liiit-i\ruu b--ruJ.&ba

pendentes a iguais incrementou AO Cno caso A0:0,5), não são

igualmente espaçados como no caso linear mas apresentam incre

mentes crescentes

t oí'nod o locus de c n l U'"; 0Como pontos emvemos, os



90

de 0 e o tipo de espaçamento existente entre os pontos de lo-

cus. correspondentes a AO = constante diferem entre os modelos

lineares e os não lineares, e portanto podem ser usados como

medidas de não linearidade de um modelo.

Assim, quanto maior a curvatura do locus de solução

nas vizinhanças de 0, ou seja, quanto mais o locus se afasta

da pela tangente em 6, maior será o que Bates &.Watts (80) de-

finem por "não linearidade inti'Ínsica" do modelo, além disso

quanto mais desiguais forem os espaçamentos entre os pontos.

maior será o que Bates & Watt.s definem por "não linearidade cau

fada pela parametrização do modelo"

Os termos "não linearidade devido a parametrização

e n-não linearidade intrínsi.ca", assim definidos por Bates 8 Watts

são bastante apropriados já que no primeiro caso o grau de não

linearidade depende da maneira como os parâmetros aparecem no

modelo podendo assim ser reduzido através de reparametrizaçÕes;

enquanto que no segundo caso o grau de não linearidade não é

alterado através de reparametrizaçÕes do modelo.

Para ilustrar esse fato consideremos a seguinte cepa

rametrização do modelo CS.2 .1]

Yt
Ê n'b

xt + et Conde $ =e0 ) ( 5 . 2 . 2 )

A representação desse modelo' reparameti.azado. no.empa

ço àmostral é.apres.enfada na figura 5. 2.3
Como podemos observar. a curvatura do locos de s o l u
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1 2 3 4 5 6 7 8
COORDENADA l

FIG. 5.2.3 - REPRESENTAÇÃO DOS DADOS NO ESPAÇO
AMOSTRAL

çao é a mesma da figura 5.2.2, porém o espaçamento entre os

pontos correspondentes a A0=1 agora são praticamente iguais in

ditando que o grau de não linearidade "causado pela parametri-

zação" foi bastante reduzido e portanto espera-se que o modelo

(5.2.2) exiba um comportamento "mais próximo do linear" nas

suas propriedades estatísticas do que o modelo C5.2.1), para o

mesmo cona unto de dados

Consideremos agora a situação onde n=3 e p:2. Se o

modelo é linear, o locus.de solução é um plano CDraper & Smith

(81)). e consequentemente a não linearidade Intrínseca é zero

qualquer que seja o conjunto de.dados; além disso-:se tomarmos

netas paralelas .e equidistantes no espaço paramétrico..então te-

remos também re'tas.paralelas e equidistantes no locus.-do solu-
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çao e portanto a não linearidade causada pela parametri.zação
também é zero

Num modelo não linear a si.tuação é diferente, o lo-

cus de solução é uma superfície curva em torno de 0, e netas

paralelas e equidistantes no espaço paramétrico geram curvas

nesse locus denominadas "linhas paramétricas", que não são

mais semelhantes ao do caso linear, isto é, não são mais netas

paralelas e equidistantes. A figura 5.2.4 ilustra o caso on

de p =2 e n = 3 .

CD

c)
<
LU

c)

/,-LOCUS OE SOLUÇÃO

COORDENADA .b

FIG REPRESENTAÇÃO NO ESPAÇO AMOSTRAL
DE UM MODELO NÃO LINEAR NO CASO
( n = 3 , p =2 )

Quando n>3 e p>z3 é impossível re presentar graficamen

te o problema completamente, porém o princípio conceptual per-
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manece válido

Baseando-se nesses princípios Bates & Watts definem me-

didas quantitativas de não linearidade. Essas medi.das são de-

finidas a partir da especificação do modelo e do conjunto de

dados e constituem uma ferramenta de grande valor' para a avÊ

11 ação da não li nearidade

5 . 3 MEDIDAS DE CURVATURA DE BATES & WATTS

Sela k: a cui'vatura normal do locus de solução correspo!

dando a uma particular direção h do espaço paramétrico.

Quando n=3 e p:2, a interpretação de kh é a do inverso
do-raio do círculo que melhor aproxima o locus de solução na

díreção do vedor "velocidade instantânea" no ponto 0 Casto é,

na direça o d e:

8

n
h

d
rl ( 0 + t h )

dt t: o

onde T1(9) representa o locus de solução)

Bates & Natas (80) denomínaram Kl: de "curvatura intrÍnsí

ca', jã .que esta é inerente ao locus de solução, e não depen-

de da particular parametrização do modelo. Além disso eles de-

finem uma medida de "não linearidade intrínseca" como'sendo a

curvatura normal máxima do locus de solução em 9': kN= maxÍk:}
Po.rtanto se essa medida é suficientemente baí5<a, o -planc)
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tangente nesse ponto será uma boa aproxímaç'ao para a superfície.

Bates & Wattsdefínem k.!, como a curvatura causada pela

parametrização do modelo correspondendo a uma parti.cular dure

ção h do espaço paramétrico

Essa curvatura depende da particular parametrização es

colhida e portanto pode ser !.'eduzida consideravelmente atra-

vés de uma reparametrização conveniente do modelo. Bates &

Watts definem também a não linearidade C"aparente"] causada pela

parametrização, como a curvatura máxima, isto é

KT max
h

Essa medida está associada com o fato de que as prole

çÕes das linhas paramétricas no olano tangente ao locus de so-

lução não são Tetas paralelas e equidistantes. Por

tanto se o valor dessa medida for suficientemente baixo, pode-

mos substituir como uma boa aproximação as linhas paramétri-

cas curvas no plano tangente por uma rede de linhas pai'delas

e equidi soantes

Bates & Watts definem medidas de curvatura r'elativa y: e

'Í: de tal modo que sejam invariantes por mudança de escala. i.g

se pode ser feito dividindo as observações Y e o modelo por u'

ma constante p o que implic a q ue

N
Yh
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Essas medidas relativas podem serusadas não somente pa-

ra comparar diferentes parametrizações de um determinado pro-

blema, mas .também diferentes conjuntos de dados para o mesmo

modelo ou para modelos diferentes

Um valor bastante sugestivo para p é at/P. Isso porque

no caso linear a região de confiança de (l-a)% para XQ , con-

tida no locus de solução é um círculo (quando p:2) de cen-

tro PUXO e raio

. P
hCO ) F (p ,n-p, l-a)

n -p

'F l ii : ii - iil i-à]

CDraper & Smith C81)), ou seja r: pi/F

Se o problema é "padronizado" (dividido por p), então o

raio de curvatura é simplesmente

}(p , n-p,l-a)

Ce portanto a curvatura da região de confiança de (l-a)a-a é

l
)

'F ( a , n - p , l -a)

Os autores utilizam esse raio de curvatura i/F:. como pa-

drão. para comparar os raios de curvatura relativos máximos .:=kÍ

é grande quando comparado com i/F. isto é,

o locus de solução é relativamente plano

l lAssim see
T N

Y YlN então<se y
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sobre a região de confiança, e portanto nós podemos supor com

razoável segurança que o locus de solução é relativamente pla

no (ou seja que a não linearidade i.ntrz'nsica é pequena)

Para ilustrar esse resultado consideremos a figura

l5 3

{.- qat'f7Q'.J

-H

F l G . 5 . 3 . 1 DESVIO ENTRE A APROXI
MAÇÃO CIRCULAR E O
PLANO TANGENTE

Bates & Watts (78) mostram que o maior desvio entre a a

proxímaçao circular (para o locus de solução) e o plano tan-

gente é água l a

c l
N

/Y h

Portanto à medida que o raio da região de.confiança v/F se a-

proxima do raio de curvatura --.--H , o desvio aumenta até um v.2
Yh
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lor máximo e a partir dax', a aproximação "se quebra"

Para a 2g componente da não linearidade, os autores tam

bém convidei'am como padrão de comparação a curvatura do enter

vala de c onfiança; assim s e

Y' <

então a curvatura máxima causada pela parametrização é consi-

derada pequena.

Uma consequência desses resultados é que se um determi-

nado modelo apr'ementa uma não linearidade intrínseca baixa e

uma não ].i.nearidade causada pela parametrização também bai.xa
Ci s to é,

l

*~ « .L . .« . .: ,,

então seu comportamento na estimação se aproxima muito do com-

por'tanto dos modellos lineares (assim, se considerarmos o modelo

(6.1) do capa-fulo 6, os estimadores de mínimos quadrados 0 se-

rão 'quase" não viesados, quase normalmente distribuídos e as

variâncias reais dos estímadores serão proximas daquelas obti-

das pela matriz de covaríãncias assintótica

a2

ond e

F (O ) ao
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Por outro lado se a componente intrínseca é baixa (y''<--J.- ),mas

yl > 1 , então podemos procurar por reparametrízações no mo-

dal o

fora

Ratkowsky (83), exi.ste pouco propósito em procurar por repara

metrizaçÕes para reduzir a 2e componente

Bates & Watts quantificam essas cu!'vaturas usando matei

zes de "aceleração" tridimensionais como apresentamos na se-

çã o 5 . 3.2 a s eg uír

5.3.Z FÓRMULAS DE CÁLCULO DAS MEDIDAS DE BATES & WATTS

Nessa seção nós apresentamos.os passos necessários para

o cá]cu]o das medidas de não ].inearidade de Bates & t-watts

IÇ Pa s s o :

Sej a

f tO ) =

(0 )n

onde RECO): fC3t'0), t:l,...,n, a função de regressão.

No 1Ç passo devemos obter as matrizes V. e V.. onde

que reduzam a comoonente devido aos parâmetros.

Além di.sso se a curvatui-a intrínseca máxima está muito

dos limites aceitáveis (isto é, yN > ll ) então, segunda
/F
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v. :
ag

e

vl l

e
V n

e

vi P
[ 5 . 3 . 2 . 1 )

+

V
np

nxp

onde

ao j

«.. : sal.:. r':: yi P ( 5 . 3 . 2 . 2 )

V
- PI

V
~ PP

pxpxn

onde

yíj
'a : ti (o )

i j lp:Ê

a 2 f (0 )

i nx].

2Ç Pas s o :

Decompor a matriz V. num produto de duas matrizes Q e

R Casto é, V.=Q.R), onde Q é uma matriz ortogonal e

R
pxP

0
[ n- p ) xp

onde Rnxn é triangular superior e ínversível Cromo.'Q é orla

gonal isso é. equivalente a .encontrar Q e R tais que Q.V=R)
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As matrizes Q e R podem ser obtidas a partir da cJecomp.g

síção QR (Businger & Golub, 65) cujo algorítmo é o seguinte

le í geração: Considerar VCI) : V

2g i.geração: Calcular V(2):HIV(1.) = HIV

3g iteração: Ca].curar V(3):H2VC2) H2HI)V

Cp+l)giter'açao: Calcular VCP+l):HnVCP)

= CHp 'Hp-l ' ' 'H2HI) V ':Q 'V -:R

As matrizes HK são matrizes pxp e são calculadas
vés do seguinte procedimento

Hk ; I' :-' BK wCK) wtk)'
onde

aLFa

'. -: [.« '.« . t [k'i,]':
e

Í ( Ct))2)1/2ak

wj k) : o, se 1.< k

wi : Csínal de ;:l})).caK+jvÍK)l),se i:k

«!'' : ;! E' , ;. :»«

3Ç Pas se

Obter a matriz U..=L'V..L onde L = R''pxP

Esse procedimento é definido considerando os velares

vl,., como elementos da matriz V.., e portanto U.. . é da forma
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U

onde yÍJ é um vedor nx].

4Ç Passo

Obter a matriz A. Q ' onde o produto é definido

por

CQ' UQ
=

[ Q ' U )
P ]

l P

[Q ' U )
PP

onde ca'y..) é um vedor de dimensão nxl

Essa matriz é.denominada por Bates & Watts de "matrizde

ace]. oração" e e lai.é da forma

A

:]
Ip ,

' ip,

pxpxn
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onde

a
1 1 , í

aa
2p, Í2 1 , 1

a
P 1 , í

a IP .l

a PP,z

é denominada"face i" da matriz A.., i=1,...,n

Seja AI. a matriz constituída das primeiras p faces de

A.. e AN., a matriz constituída das Últimas.n-p faces, ou se-

.i a :

AT
1 1

1 1 , P

apl

a PI

a
PP

nPP
U

a Ip,P+ l

Ip n

a PP, P+ l

a
PP

XPXP

AN
=

1]., P + l

1 ]., n

a
P l ,P + l

a pl p x px (n -p )
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5Ç Pas se

Obter: yN = maxd yN e yT = maxd yd

onde y: = lld'AN. dll e yT = lldPAT.' dl..l são respectivamente
a curvatura intrínseca, e a curvatura devido a parametrização

correspondentes a uma parti.culai' díreção d do espaço paramé-

tr i co , e o n d e ll d ll :l
Para efetuar esses cálculos em geral não existem fórmu-

las explícitas, e eles são obtidos numericamente. Bates &

Watts C00) propõemo seguinte algoritmo para o calculo da cur-

vat ura intrínseca

CÍ) escolher uma direção inicial d.Í

Ci i) calou lar

N)2gí d
i

4Cd; AN. di)' CAN. di) e

gj.

(íií) seÊ:l di < 1-c, entãotomardi+l: gÍ erepetir o

procedimento a partir de (ii), caso contrário ca].cu

la r YN : ll dj. AN .dj.ll

Para o cálculo da curvatura máxima causada pela param!
NI T

trízação, basta subst.ituir A':. por A' . no mesmo algorítmo

A ídéíâ desse algoritmo é se mover na direção do grada.-

ente, que é a direção de maior variação da função COs áuto-

re.s utilízaráh ao invés de VCyl=), o. gradiente.do qtladrado de

y,.t. isto é. V(yN)2.já-que esse's gradientes têm a mesma dire-
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çao

0 critério de convergência no passo (ííi.) verifica se

d.t e o gradiente estão aproximadamente na mesma díreção Ccoma

d{ e g.ç são vetores unitários, o produto i.nterno é 1, se e-
les tiverem exatamente a mesma direção)

Nas aplicações os autores consider'am C::0,0001 e tomam

como vetar inicial do processo iterativo, o vetar

( o , o , . . . , l )

Esse algoritmo. entretanto, segundo Bates & Watts (80),
tende a oscil.ar em torno do ponto Ótimo, e por esse motivo e-

les sugerem a seguinte modificação no passo (iii)

+ d
d =

i + l + d i

3É.

11 3Ê:

5 . 4 MEDI DA DO VIÉS DE BOX

Box (71) deduziu uma fórmula para medir o viés nos está

madores de maxi.ma verossimilhança dos parâmetros de um modelo

de Regressão Não Linear uni.variada com a suposição de VarCYt)

:a2. (No caso das observações serem normalmente distribuídas

esses resultados também valem para os estimadores de mínimos

q u adiado s)

A fórmula dó.viés de Box é a seguinte:

-a' ri .n- ri :.

vi.asco) = E(o-o) : --( EI el:et)'itzl. ttrC(tEI tEt)'iHt) [5:4.1).
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onde

ar (3*,9 )

g '1*,9'
P

e

a : i' ( x , , o )
ã© '''

0 ).a' fcx t
P

a2 f(x t
P

!.!.! c it ' Q )
P

Nas aplicações 0 e oZ são desconhecidas e as estimati

vas Q e o2 = L-!g..! são utilizadas Conde h(0) é a soma de qua

drad os dos resÍd uos)
P

Bates & Watts CÕO) demonstraram que o viés de Box está

relacionado com a sua medi.da de não linearidade causada pela

parametrização (e portanto o viés pode ser reduzido atravésde

reparametrizações no made lo)

Nas aplicações a importância de utilizar essa fórmula

de Box é que ela indica qual (ou quais) dos parâmetros são os

maiores responsáveis por um valor alto da náo linearidade(cau-

sada pela pa.rametrízação), de Bates &- Watts

Além da fórmula (5.4.1)., Box C7'1) desenvolveu uma . ex-

pressão para.avali.ar o viés dos estimadores de .uma .nova. par-õ'

metrízação em Funçã.o. .Fios vieres dos :estímadores da .parametrí-

)
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cação. a nt íga A fórmula é a seguinte

Viés C(b ) : E C4) -+ ) G'víésC6)+ ; tr CU covC6)
onde

ao
a ' g CO )
a o a o'

e

onde

cov(0 ) a2 CF (a ) . F ( 6 ) ) 'l

F (O ) af(x ,o
ao

Essa expressão é importante pois através dela podemos a-

valiar se a reparametrização sugerida tem ou não valor, sem

precisar refazer todos os cálculos

Box t71)'demonstrou também que a variância de 4) pode ser

obtida através da matriz de covariância assintótica

[FCO)'FCO)]'laz, através da seguinte fÓrmul a

Var($) tr C C GG ' ) c ov CO ))
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CAP ÍTU LO 6

AVALIAÇÃO DAS PROPRIEDADES ESTATÍSTICAS DOS

ESTICADORES DE MÍNIMOS QUADRADOS NÃO LINEARES

INTRODUÇÃO

Nesse capítullo nosso principal objetivo é avaliar as

propriedades dos estimadores de mínimos quadrados não linea-

re s nas aplicações

Na seção 6.2 nÓs discutimos as propriedades assintÓti

cas dos estima'dores de mínimos quadrados, e na seção 6.3 nós

examinámos o comportamento dos estimadores dos parâmetros de

um modelo através da utilização de si.mutação.

6.Z PROPRIEDADES DOS ESTICADORES

Consideremos o modelo de regressão

yt : rC Xt' 0) + et '

onde 0'=(0i,...,OP ' Xt : (IXti'..' .xt K) ' t=1...:.n, c.om a su-.

posição de quB et - NCOfaz) e sao índependent.es. . tO.'i)

Quando a função" de regressão é linear nos parâmetros, os
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estímadores de mz'nimos quadrados desses parâmetros são não

víesados. Normalmente distribuídos 8 têm variância mzPnima CÍ.E

dependentemente do 'amanho da amostra), enquanto que no .caso

nâo linear essas propriedades são vá].i.das somente assíntotic.g

mente

É bem conhecido que se as observações são Normalmente

distribuídas, os estimados'es de mínimos quadrados coincidem

com os estimadores de máxima verossimilhança. Portanto sob

certas condições de regularidade são assintoticamente não vi

dados, eficientes e Normalmente distribuídos, isto é,

NC9, VarCg) )

ando Vai'(9) =--CFCO)'FC9))'laZ e (F(Q.)'F(g))'l.aZ é a inversa de
matriz de Informação de Fisher. lojas apli-cações FCO) é aproximada

por

F (6 ) : 7Í '

onde 0 é a estimativa de m:mimos quadrados obtida do processo

iterativo e oZ é aproximado por

n-p

onde hCÕ) ã.a soma de quadrados dos. r esÍdtios em'9, e portanto

uma estimativa par.a a matriz do covari.anciã assintÓ.teca. é

Vâr(0) 6 2 ( F C ê )' ' F (ê))
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(Segundo Jenrich (6g), mesmo quando os resíduos não

são Noz'malmente distribuídos, mas n'+'', o estimados de mínimos

quadrados Q, ainda assim tem aproximadamente uma distribuição

NCQ, CFCg) 'FCO))'laz)

As condições de regularidade e as provas de consistência .e
normalidade assint8ticas nesse caso, são apresentadas em seu

artigo. Se os resíduos não forem nem normais nem homocedást.{

cos ainda asse.m esses resultados se mantém assintoticamente se

gundo Je nri ch C79) , e ne sse ca s o

0 N(Q, (F(g) 'w'] F(0))'laz) )

Esses resultados sobre os modelos não lineares são to-

dos asse.ntóticos. No caso de amostras pequenas as propried.g

des dos estimadores de mínimos quadrados são desconhecidas

Entretanto nós podemos afirmar que à medida que o tamanho da

amostra (n) aumenta, os resultados assintóticos vão se torna.E

do mais aplicáveis

Na prática qual deve ser o tamanho da amostra necessÊ

ria para que esses resultados sejam aproximados? Segundo

Ratkowsky (83), essa é uma questão compl.icada jã que a valid.g

do dessas aproximações depend.e também do modela: u.tilizado

Cekistindo mo.delas em que es'sás propriedades cansei.tuem u,ma

boa aproximação mos.mó para amost.ras ..consideradas multo pequ.g
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nas (por exemp]o quando o grau de não ].ínearidade é baixo),

enquanto que em outros essas aproximações não sao adequadas

nem para amostras que poderiam ser consideradas muito gran-

des na práti ca.

Quando 0, o estimados de mínimos quadrados de 9, tem

somente um pequeno viés, uma distribuição proxima da Normal,

e se as var.tareia's reais são próximas daquelas.dadas pela m.e

triz de covariancias assint6ticas, então dizemos que 9 exibe

um comportamento "próximo do linear" Cjá que o comportame.D

to desses estimadores se aproxima do comportamen'uo dos está

madores de um modelo linear) . Nesse caso quanto mais "proxima

do linear" for o comportamento de um estimados mais cálidos

serão os vários testes e intervalos de confiança que fazem

analogia com os modelos lí ne ares.

Este é um resultado extremamente i.mportante, e por e.g

se motivo nosso objetivo nesse capítulo é avali.ar se o mode-

lo de interesse tem um comportamento próximo do linear, isto

é, verificar se as propriedades assintÓticas são aplicáveis

para o modelo, mesmo em amostras pequenas

Segundo Ratkowsky (83), o primeiro passo na avaliação

dessas propriedades é observar a convem.'gência do elgori.tmo

de Gauss Newton na obtenção das estimativas dos parâmetros

Assim se esse algoritmo, partindo de .um ponto inicial arbi-

trário 9(0), convergir rapidamente par'a um'valor:0, B .Õ for

hein distante de Ot. J, então isso indica que o madel.o tem um

comportamento) "próximo do. linear.". Por outro lado se o alg.g
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rltrno apresenta uma convergência lenta mesmo partindo de pon-

tos iniciais proxímos da solução. então existem evidências de

que o modelo não tenha um comportamento "próximo do linear"

Tendo obtido as estimativas de mínimos quadrados (e a ma-

triz de covaríâncías assintóticas), é importante utilizarmosprlg

cedimentos sistemáticos para avaliar mais precisamente a não lí

linearidade do modelo, através de medidas de não linearidade co

mo as apresentadas no capítulo 5 Ca medida de Box (71), e as m.g

dadas de Bates & Watts (80 )); além disso podemos também reali-

zar estudos com base em simulação Cseção 6.3), Co que segundo

Ratkowsky é uma das melhores maneiras de avaliar as proprieda-

des dos estimadores)

Segundo Ratkowsky C83), entretanto, é muito importantecom

bi.ãar essas técni.cas, isto é, utiliza-las conjuntamente nas a-

plicações. Essas análises exigem a utilização de um computador

mesmo para amostras extremamente pequenas. Ratkowsky (83) incor

para esses três procedimentos na sub-rotina NONLIN já implanta-

da .na Centro de Computação Eleti'única da USP

\

AVALIAÇÃO DAS PROPRIEDADES DOS ESTICADORES ATRAVÉS DO

USO DE S l MULACÃO

Ne s sa s.eção e$ t udaremos o comportamento dos estimado
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res de mínimos quadr

tidos da simulação.

Nesse estudo vamos supor que o modelo de Regressão é

do tipo descrito na seção 6.2 Cisão é,

res ultados ctbdosda an ã li seidos através

Yt f(Xt'0 ) + e t

onde f tem uma forma conhecida e e+ ,az) c sao indepen

dentes). Além disso vamos supor que as estimativas de mÍmimos

quadrados dos parâmetros, e a matriz de covariânci.a asse.ntóti

ca tenham sido obtidas a partir de um conjunto de n dados ob-

serva do s .

. O interesse nesse estudo é verificar se de fato as pr.g

príedades assintÓticas dos estimadores de mz'nimos quadrados

constituem uma boa aproximação para o problema, isto é, se o

nosso particular modelo tem comportamento 'próximo do linear".

Num estudo típico de simulação, a distribuição dos re.-

sÍduos et ã especificada e valores el'...,en sào gerados pse.g
do-aleatoriamente através de uma sub-r'atina de computador; a-

lém disso um valor .para 9 é fixado,produzindo assim um conju.2

to do n observações YI, Y2'...,Yn, onde

Yt fC It'9) ' e t

No nosso caso e+ H N(lO.a2). B os valores de 0 e az usados para

gerar os Y's,. são 6 (a estimativa de mínimos quadl'idos) e õz
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(a variância residual) obtidos do conjunto original de dados

Simulamos N desses conjuntos Cde n observações) e de

cada conjunto ajustamos o modelo por mínimos quadrados da ma-

neira usual podendo utilizar como valor inicial do processo i

terativo, em cada conjunto, a estimati.va 0 obtida do conjun-

to original de dados

Se ocorrer convergência para cada um desses N c

de dados, teremos N vetores de estimativas do tipo

o n.] u n

tos

!. , N

A partir dessas estimativas devemos examinar a distri-

buição conjunta de 0. Entretanto a analise de uma distri.búi-

çao conjunta e tarefa mui.to complicada, mesmo para o caso mais

simples onde p:2, em que devemos examinar se 0 tem uma di.stri

bui.ção Normal bívariada.

Ratkowsky Cõ3) uti.liza goma umq gp:ox:imação, os result.g

dos das análises das distri.buiçÕes marginais de 9 na esperai

ça de que através desse procedimento se possa avaliar aproxi-

madamente, o comportamento conjunto.

A questão do número N de conjuntos que devemos utili-

zar é arbitrária, entretanto Ratkowsky sugere o valor N=1000,

Q que considera bastante bati.sfatÓrio para estudar as propri.!

dados dos estímadores nos modelos de Regressão Não. Li.neares

As dístríb.ui.çÕes marginais podem ser ana].iradas com ba-

se Ras N estimati.vas díspar.ametroscorrespondentes; tanto atra-
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vés de uma analise descritiva, Cromo por exemplo a construção

de histogramas, o cálculo dos momentos amostrais, etc.), como

também através de testes como veremos mais adiante

A tabela 6.3.1, a seguir, apresenta algumas medidas im-

portantes para uma análise das distribui.çÕes

MEDIDAS FÓRMULAS

( 1) viés (%)
100

C2) excesso de
variância C%)

sz - ã:1 1

«;ÍÁÊ(3) coeficiente de
Skewness

C4) coefi.ciente de
Kurtõsi.s «.{'mÍ.

TABELA 6.3.1 - ALGUMAS MEDIDAS ASSOCIADAS
À DISTRIBUIÇÃO DE Õi

Uma estimativa do viés de QiÕ dada pela diferença entre

a média amostrar

e o."verdadeiro' va].or do parâmetro (o valor de 0i usado para
gorar os dados). Na lg linha da tabela 6.3.1 apresentamos a
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viés relativo Ccomo percentagem do "verdadeiro" valor do para

metro)

Na 2g linha da tabela 6.3.1, a fórmula

(onde

/

N ( ê . . -
, .l:.y

'+ .

é a variância amostral e ãlz é a variância as.sintética de 0i ob
tida do i-ésimo elemento da diagonal da matriz

CF Cê)'F (ê »' lã2

onde ãZ é a var'lância residual obtida do conjunto original de

dados], representa a percentagem na qual- sz excede a variânci-a

as s intótica

Nas duas Ú].umas linhas da tabela 6.3.1 apresentamos res-

pectivamente, as fórmulas do coefícinete de Skewness e Kurtósis

glí
m3i

e

m4;

m$fg21
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to amostrar em torno da média)

Acém do cá]cu].o dessas medidas nÓs podemos também rea-

lizar testes de hipóteses para verificar se o viés é zero, a

variância é mínima, e além disso, se o Skeviness e Kurtósis

são respectivamente 0 e 3 C.os valores típicos da Normal)
Para verificar se o viés é zero podemos utilizar â es-

tatlsti ca+

considerando Z Normalmente di.stribuida com média zero e va-

riância l

Para verificar se a s.uposiçao de variância mínima é v.Í

lida, podemos comparar a variância sÍ com a variância assin-
tótica obtida, através-da estatística

[ N - ] ) s Í

onde XZ tem uma distribuição de Qui-Quadrado com N-l graus

de liberdade (como,nos estudos de simulação N é Brando, po-

demosusar a aproximação Normal padrão:

i
Xz

1/;=7x . v/' 2(mJ-l

onde m=nÚmero de graus de liberdade da distribuição de Xz
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Para testar se o Skewness é zero e a KurtÓsis é 3 utili-

zamos o fato de que g4 tem aproximadamente uma dista'ibuição

N([o. â] e g2 ' N(3, 24) (Snedecor & Cochran (00))
Se os testes forem todos significativos, então existem

evidências de que o estimados de mínimos quadrados não terá

um comportamento "próximo do linear". Entretanto em alguns c.g

sos podemos reduzir essas di.ferenças (ou seja diminuir essa

não linearidade) através de uma reparame'-rização; porem a di-

ficuldade que sui'ge é na escolha da reparametrizaç;o

As medidas de não linearidade apresentadas no capítulo

5, apesar de serem uteis para detectar o comportamento não li

near, nao fornecem nenhuma "pista" neste sentido. IXiesses .ca-

sos o uso de simulação, entretanto, poderá indicar ou sugerir

possíveis Popa.rametrizaçÕes para o modelo, em algumas situa-

ções. Por exemplo se a distribuição de ãi tem uma cauda mais

longa para a direita, então uma possível reparametrização'se-
ria

q)i : log C 0 i)

Por outro ].ado se a distribuição vivei' uma cauda mais longa

para a esquerda uma reparametrização seria

e
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