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Resumo

Nos últimos anos têm sido desenvolvidos modelos de regressão beta, que têmuma variedade de aplicações

práticas como, por exemplo, a modelagem de taxas, razões ou proporções. No entanto, é comum que dados

na forma de proporções apresentem zeros e/ou uns, o que não permite admitir que os dados provêm de uma

distribuição contínua.

Nesta tese, são propostas, distribuições de mistura entre uma distribuição beta e uma distribuição de

Bernoulli, degenerada em zero e degenerada em um para modelar dados observados nos intervalos[0, 1],

[0, 1) e (0, 1], respectivamente. As distribuições propostas são inflacionadas no sentido de que a massa de

probabilidade em zero e/ou um excede o que é permitido pela distribuição beta. Propriedades dessas dis-

tribuições são estudadas, métodos de estimação por máxima verossimilhança e momentos condicionais são

comparados. Aplicações a vários conjuntos de dados reais são examinadas.

Desenvolvemos também modelos de regressão beta inflacionados assumindo que a distribuição da variável

resposta é beta inflacionada. Estudamos estimação por máxima verossimilhança. Derivamos expressões em

forma fechada para o vetor escore, a matriz de informação de Fisher e sua inversa. Discutimos estimação

intervalar para diferentes quantidades populacionais (parâmetros de regressão, parâmetro de precisão) e testes

de hipóteses assintóticos. Derivamos expressões para o viés de segunda ordem dos estimadores de máxima

verossimilhança dos parâmetros, possibilitando a obtenção de estimadores corrigidos que são mais precisos

que os não corrigidos em amostras finitas.

Finalmente, desenvolvemos técnicas de diagnóstico para os modelos de regressão beta inflacionados,

sendo adotado o método de influência local baseado na curvatura normalconforme. Ilustramos a teoria de-

senvolvida em um conjuntos de dados reais.

Palavras-chave:Curvatura normal conforme, dados de frações, distribuição beta inflacionada, estimação por

máxima verossimilhança, modelo de regressão beta inflacionado, resíduos.
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Abstract

The last years have seen new developments in the theory of beta regression models, which are useful for

modelling random variables that assume values in the standard unit interval such as proportions, rates and

fractions. In many situations, the dependent variable contains zeros and/or ones. In such cases, continuous

distributions are not suitable for modeling this kind of data.

In this thesis we propose mixed continuous-discrete distributions to model dataobserved on the intervals

[0, 1],[0, 1) and(0, 1]. The proposed distributions are “inflated beta distributions” in the sense that the prob-

ability mass at 0 and/or 1 exceeds what is expected for the beta distribution. Properties of the inflated beta

distributions are given. Estimation based on maximum likelihood and conditional moments is discussed and

compared. Empirical applications using real data set are provided.

Further, we develop inflated beta regression models in which the underlyingassumption is that the re-

sponse follows an inflated beta law. Estimation is performed by maximum likelihood.We provide closed-form

expressions for the score function, Fisher’s information matrix and its inverse. Interval estimation for different

population quantities (such as regression parameters, precision parameter, mean response) is discussed and

tests of hypotheses on the regression parameters can be performed using asymptotic tests. We also derive the

second order biases of the maximum likelihood estimators and use them to definebias-adjusted estimators.

The numerical results show that bias reduction can be effective in finite samples.

We also develop a set of diagnostic techniques that can be employed to identify departures from the

postulated model and influential observations. To that end, we adopt the local influence approach based in the

conformal normal curvature. Finally, we consider empirical examples to illustrate the theory developed.

Keywords: Conformal normal curvature, inflated beta distribution, inflated beta regression model, fractional

data, maximum likelihood estimation, residuals.
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4.2.1 Corrigindo os vieses dêζ e η̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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Capítulo 1

Introdução

A distribuição beta é útil para modelar experimentos aleatórios que produzemresultados no intervalo
(0, 1) medidos de forma contínua. Neste aspecto, Paolino (2001), Kieschnick & McCullough (2003), Ferrari
& Cribari–Neto (2004) e Smithson & Verkuilen (2006) propuseram modelosparamétricos de regressão para
situações em que a distribuição da variável resposta é beta. Nestes modelos, assume-se que a resposta média
é relacionada com um preditor linear por meio de uma função de ligação. O preditor linear envolve covar-
iáveis e parâmetros de regressão desconhecidos. Estes modelos também são indexados por um parâmetro de
precisão, que em algumas situações pode variar ao longo das observações (Smithson & Verkuilen, 2006). Os
modelos propostos têm uma ampla aplicabilidade prática, principalmente, na modelagem de taxas, razões ou
proporções. No entanto, é comum que dados na forma de proporções apresentem zeros e/ou uns, o que não
permite admitir que os dados provêm de uma distribuição contínua.

A presente proposta de tese de doutorado objetiva desenvolver diferentes aspectos de inferência e diag-
nóstico em uma classe de modelos de regressão beta que admitem a presençade zeros e/ou uns. No que se
refere à modelagem estudamos modelos de regressão beta inflacionados como extensões naturais do modelo
de regressão beta proposto por Ferrari & Cribari–Neto (2004), dado que este se assemelha em muitos aspectos
aos modelos lineares generalizados.

1.1 Organização da tese

Esta tese se encontra dividida em sete capítulos. No segundo capítulo propomos distribuições de mis-
tura entre uma distribuição beta e uma distribuição de Bernoulli, degenerada em zero e degenerada em um
para modelar dados observados nos intervalos[0, 1], [0, 1) e (0, 1] respectivamente. Examinamos algumas
propriedades dessas distribuições e comparamos os métodos de estimação por máxima verossimilhança e
momentos condicionais. Adicionalmente, apresentamos aplicações a vários conjuntos de dados reais.

O terceiro capítulo consiste na modelagem de regressão beta inflacionada.Inicialmente consideramos um
modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um, em que a distribuiçãoda variável resposta é uma mis-
tura entre uma distribuição beta e uma distribuição degenerada no ponto zeroou um. Apesar desta abordagem
não ser totalmente inédita (Cook, Kieschnick & McCullough, 2006; Hoff, 2007), alguns aspectos inferenciais
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1.2. Suporte computacional

não haviam ainda sido explorados. Neste sentido, desenvolvemos inferência baseada em verossimilhança,
apresentando expressões para o vetor escore, a matriz de informaçãode Fisher, algoritmo de estimação, in-
tervalos de confiança, testes de hipótese e uma aplicação a dados simulados. Estudamos também um modelo
de regressão beta inflacionado em zero e um, em que a distribuição da variável resposta é uma mistura entre
uma distribuição beta e a distribuição de Bernoulli. Para este modelo discutimos a estimação por máxima
verossimilhança, e apresentamos expressões para o vetor escore, a matriz de informação de Fisher e algoritmo
de estimação entre outros.

No quarto capítulo, derivamos os vieses de segunda ordem dos estimadores de máxima verossimilhança
dos parâmetros dos modelos de regressão beta inflacionados, visto que,em geral, quanto menor é o tamanho
de amostra, mais viesados são os estimadores de máxima verossimilhança. Assim,a obtenção de expressões
que permitam calcular o viés possibilita determinar estimadores corrigidos que são mais precisos que os não
corrigidos. Nesse capítulo fornecemos a fórmula geral de Cox & Snell (1968) para os vieses de segunda ordem
dos estimadores de máxima verossimilhança dos modelos de regressão beta inflacionados. Adicionalmente,
avaliamos através de estudos de simulação as propriedades dos estimadores de máxima verossimilhança junto
a seus respectivos estimadores corrigidos.

No quinto capítulo tratamos do problema de diagnóstico para os modelos de regressão beta inflaciona-
dos. Neste sentido, para cada modelo investigado no quarto capítulo, derivamos resíduos tornando possível
a construção de bandas de confiança (envelopes simulados) para a detecção de possíveis afastamentos das
suposições de cada modelo. Em seguida, desenvolvemos a análise de influência local baseada na curvatura
normal conforme (Poon & Poon, 1999). Para o modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um consi-
deramos dois esquemas de perturbação, a saber: a ponderação de casos e a perturbação individual de cova-
riáveis. Adicionalmente, para o modelo de regressão beta inflacionado em zero e um optamos pelo esquema
de perturbação de casos. No sexto capítulo consideramos uma aplicação adados reais que envolvem a teoria
desenvolvida ao longo da tese. Finalmente, no sétimo capítulo apresentamos asconclusões do trabalho.

1.2 Suporte computacional

As avaliações numéricas ao longo desta tese foram realizadas num computador Athlon, AMD 64
Bits através da linguagem de programação matricialOx na sua versão 4.1 e da linguagem e ambiente de
computação estatísticaRem sua versão 2.5.0 sob os sistemas operacionaisLinux eWindows . Ox foi desen-
volvida com base na linguagem de programaçãoCe não apresenta os problemas de eficiência computacional
inerentes a outras linguagens de alto nível (e.g.,S-PLUS, SAS). Seu uso é aconselhável em tarefas computa-
cionalmente intensivas, como métodos de integração de Monte Carlo.Ox é distribuído gratuitamente para
uso acadêmico emhttp://www.doornik.com/download_oxcons.html . Para maiores detalhes,
ver Cribari–Neto & Zarkos (2003) e Doornik (2001).

Os gráficos apresentados ao longo desta tese, assim como os scripts desenvolvidos para estimação e diag-
nóstico dos modelos de regressão beta inflacionados foram produzidosno ambiente computacionalR, que se
encontra disponível gratuitamente emhttp://www.r-project.org/ . Para maiores detalhes sobreR,
ver Ihaka & Gentleman (1996) e Cribari–Neto & Zarkos (1999).
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1.2. Suporte computacional

Por fim, a tese foi digitada usando o sistema tipográfico LATEX desenvolvido por Leslie Lamport em 1985.
LATEX consta de uma série de macros ou rotinas do sistema TEX (Knuth, 1986) que facilitam o desenvolvimento
e edição de textos científicos.
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Capítulo 2

Agregando zero e/ou um a uma distribuição beta

2.1 Introdução

Uma classe importante de problemas envolve dados na forma de taxas e proporções como, por exemplo,
taxas de mortalidade, taxas de infecção de doenças, proporção de indivíduos que admitem ter intenção de
voto por um candidato em particular, etc. Se a variável resposta é uma proporção medida de forma contínua
no intervalo(0, 1) (como, por exemplo, a composição de rochas, a concentração de agentes químicos ou a
proporção de renda gasta em serviços de saúde), é comum o uso de umatransformação nos dados para que
estes assumam valores na reta real ou no conjunto dos números reais positivos. Entre as transformações mais
usuais para este tipo de dados se encontram: a transformação logito,g(x) = log{x/(1−x)}, a transformação
probito,g(x) = Φ−1(x), ondeΦ(·) representa a função de distribuição acumulada de uma variável aleatória
normal padrão, a transformação log-log complementar,g(x) = log{− log(1 − x)}, a transformação log-log,
g(x) = − log{− log(x)}, a transformação angularg(x) = sin−1(

√
x) e a transformação potência (Box &

Cox, 1964)

g(x) =

{
(xφ − 1)/φ, paraφ 6= 0,

loge(x), paraφ = 0,
,

entre outras. A utilização destas e outras transformações para dados deproporções encontra-se descrita em
Atkinson (1985, cap. 7) e sua escolha depende freqüentemente da interpretabilidade do modelo para os da-
dos. Freqüentemente, dados na forma de taxas ou proporções apresentam zeros e/ou uns. Com exceção da
transformação angular, as transformações mencionadas acima não estãodefinidas parax = 0 oux = 1, i.e.,
proporções observadas com o valor zero ou um. Piepho (2003) propõe uma transformação alternativa, que
permite modelar dados de proporções com presença de zeros ou uns. Esta transformação baseia-se numa ex-
tensão da transformação exponencial dada por Manly (1976). Contudo, as transformações a dados na forma
de frações ou proporções modificam a natureza real dos dados e nãopossibilitam a interpretação direta dos
parâmetros envolvidos no modelo.

O foco deste trabalho é a modelagem estatística de dados distribuídos de formacontínua no intervalo (0,1)
mas que incluem observações em um ou em ambos extremos. A idéia consiste em assumir que a distribuição
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2.1. Introdução

dos dados é uma mistura entre uma distribuição contínua definida no intervalo(0, 1) e a distribuição de
Bernoulli, a qual atribui probabilidades aos inteiros 0 e 1. Se os dados são observados no intervalo(0, 1] ou
[0, 1) assume-se que a distribuição de probabilidade dos dados é uma mistura entreuma variável distribuída de
forma contínua em(0, 1) e uma distribuição degenerada concentrada em 0 ou 1, dependendo do caso. Nesta
situação, o modelo proposto faz parte da classe dos modelos inflacionados. A palavrainflacionadosugere que
a massa de probabilidade de alguns pontos excede o que é permitido pelo modeloproposto. Por exemplo, em
dados de contagens, o modelo de Poisson é comumente utilizado e o conjunto de dados estará inflacionado
com zeros se a porcentagem de zeros for superior ao que a função de distribuição de Poisson pode associar.
Muitos pesquisadores têm analisado modelos inflacionados, em particular modelos para dados discretos com
excesso de zeros (Tu, 2002). Nesses modelos, a principal suposição é que a distribuição dos dados é gerada
por uma mistura entre uma distribuição padrão de contagem e uma distribuição degenerada concentrada no
ponto zero.

Na literatura, alguns destes modelos são conhecidos comozero-inflated binomial model(ZIB), zero-
inflated Poisson model(ZIP) e zero-inflated negative binomial model(ZINB). Ridout, Demétrio & Hinde
(1998) fornecem uma revisão da literatura sobre o modelo ZIP e de algunsmodelos inflacionados com zeros
para dados de contagens e, mais recentemente, Hall (2000) e Vieira, Hinde & Demétrio (2000) introduziram
modelos de regressão ZIB. Na maioria dos trabalhos sobre modelos ZIP e ZIB se assume uma estrutura de
regressão em que os parâmetros da regressão são desconhecidos ese atribui independência entre todas as
observações na série de dados. Recentemente, modelos para dados contínuos inflacionados com zeros têm
despertado o interesse de pesquisadores dadas as possibilidades de aplicações práticas. A idéia de misturar
uma distribuição degenerada no ponto zero com uma distribuição contínua surgiu com os trabalhos de Aitchi-
son (1955, 1969), que introduziu uma mistura de uma distribuição degenerada em zero com uma distribuição
lognormal a qual denominou distribuiçãodelta. Esta distribuição tem sido usada em estudos econômicos de
saúde, por exemplo, na investigação de custos médicos, onde uma grandeproporção da população não pode
cobrir os custos médicos enquanto relativamente poucos pacientes gravemente doentes dispendem valores al-
tos (Tu & Zhou, 1999). Feuerverger (1979) utilizou uma mistura de uma distribuição degenerada em zero
com uma distribuição gama. Este modelo é usado freqüentemente em estudos ambientais como, por exemplo,
a predição de chuva, em que os zeros representam os casos de não-precipitação (dias secos) e a distribuição
gama é usada para modelar os níveis de precipitação em dias com chuva.

Yoo (2004) considerou um modelo de mistura para modelar despesas com telefonia móvel (mobile commu-
nication expediture; MCE). Como alguns indivíduos não gastam em telefonia móvel, o autor considera que a
distribuição de probabilidades do MCE é uma mistura entre uma distribuição degenerada em zero e uma outra
com suporte nos reais positivos como, por exemplo, gama, exponencial ou Weibull. Heller, Stasinopoulos &
Rigby (2006) consideraram uma mistura entre a distribuição normal inversae uma distribuição degenerada em
zero para modelar dados de demanda em seguros. Aqui, a distribuição normal inversa acomoda a assimetria
à direita da distribuição da demanda e a ausência de demanda é acomodada pela distribuição degenerada em
zero. Cook, Kieschnick & McCullough (2006) propuseram um modelo deregressão para dados de financia-
mento em que uma suposição é que a variável resposta observada no intervalo [0,1) segue uma distribuição
de mistura entre uma distribuição degenerada no zero e uma distribuição beta.Para este modelo, a média
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2.2. A distribuição beta

da distribuição beta é modelada através de um preditor linear usando a ligação logito. Mais recentemente,
Hoff (2007) compara diferentes modelos para escores de eficiência DEA (análise envoltória de dados) em
função de variáveis exógenas. O autor compara a modelagem Tobit e doismodelos alternativos, entre eles
um modelo de regressão beta inflacionado no ponto um. Para este modelo se assume que a distribuição do
escore de eficiência observado no intervalo (0,1] segue uma distribuiçãode mistura entre uma distribuição
degenerada no ponto um e uma distribuição beta. Aqui, a probabilidade de que o escore de eficiência é igual a
um é modelada através de um preditor linear usando a ligação logito e a média dadistribuição beta é modelada
através de um outro preditor linear usando a ligação logito.

Finalmente, Lesaffre, Rizopoulos & Tsonaka (2007) sugerem uma metodologia para a modelagem de
dados observados no intervalo[0, 1]. Assume-se a existência de uma variável latente em(0, 1) dado que a
variável resposta é observada em[0, 1]. Aqui, a t-ésima observação é da formayt = rt/Nt, ondert ∼
Bin(Ut, Nt) eUt segue uma distribuição logito-normal. No entanto, se osNt’s não são conhecidos (como é
o caso de muitos exemplos aplicados), este modelo não pode ser utilizado. Os autores também consideram
a situação em que a variável resposta é uma versão “grosseira” de uma variável latente com distribuição
logito-normal em(0, 1). Em outras palavras, eles assumem que o logito da variável latente transformada tem
distribuição normal.

Este capítulo se encontra organizado da seguinte forma. Na Seção 2.2 apresentamos a distribuição beta sob
uma parametrização em termos da média da distribuição e um parâmetro de precisão. Na Seção 2.3 definimos
a distribuição beta inflacionada em zero ou um e discutimos algumas propriedades. Apresentamos expressões
para o vetor escore, a matriz de informação de Fisher e estimadores obtidospor momentos condicionais e
de máxima verossimilhança. Adicionalmente, discutimos um procedimento para encontrar os estimadores
de máxima verossimilhança dos parâmetros dessa distribuição. Na Seção 2.4 definimos a distribuição beta
inflacionada em zero e um. Mostramos algumas de suas propriedades, tais como o fato de pertencer à família
exponencial. Para este modelo obtemos o vetor escore e a matriz de informação de Fisher, intervalos de
confiança assintóticos e estimadores derivados por momentos condicionaise de máxima verossimilhança. Na
Seção 2.5, através de simulação de Monte Carlo, comparamos os estimadores de momentos e de máxima
verossimilhança dos parâmetros que indexam as distribuições beta inflacionadas segundo diferentes tamanhos
de amostra. Na Seção 2.6 ajustamos as distribuições propostas a vários conjuntos de dados reais. Finalmente,
as conclusões deste capítulo são apresentadas na Seção 2.7.

2.2 A distribuição beta

Kieschnick & McCullagh (2003) e Johnson, Kotz & Balakrishnan (1995,p. 235) destacam que a distribui-
ção beta é um modelo apropriado para descrever dados distribuídos de forma contínua no intervalo(0, 1)
dada a grande flexibilidade de formas dessa distribuição. Bury (1999) lista um conjunto de aplicações da
distribuição beta em engenharia. Janardan & Padmanabhan (1986) modelam variáveis hidrológicas usando a
distribuição beta. McNally (1990) utiliza a distribuição beta num estudo referente à capacidade de reprodução
em vacas. Graham & Hollands (1990) e Milyutin & Yaromenko (1991) usama distribuição beta para estudar
índices relacionados à transmissão de radiação solar. A potência de sinaisde radar é modelada por Maffet
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2.3. A distribuição beta inflacionada em zero ou um

& Wackerman (1991) através de uma distribuição beta modificada. Wiley, Herschokoru & Padiau (1989)
desenvolvem um modelo beta para estimar a probabilidade de transmissão de HIV durante o contato sexual
entre um indivíduo infectado e um indivíduo sadio.

Dizemos que a variável aleatóriay tem distribuição beta com parâmetros de formap, q > 0 se sua função
de densidade é dada por

π(y; p, q) =
Γ(p+ q)

Γ(p)Γ(q)
yp−1(1 − y)q−1, y ∈ (0, 1),

ondeΓ(·) é a função gama, i.e.,Γ(x) =
∫∞
0 tx−1e−tdt. Neste trabalho, utilizamos uma parametrização

alternativa da distribuição beta. Sejamµ = p/(p+ q) eφ = p+ q, i.e.,p = µφ e q = (1 − µ)φ. A função de
densidade dey pode ser escrita como

f(y;µ, φ) =
Γ(φ)

Γ(µφ)Γ((1 − µ)φ)
yµφ−1(1 − y)(1−µ)φ−1, y ∈ (0, 1), (2.2.1)

0 < µ < 1 eφ > 0.Dizemos quey tem distribuição beta com médiaµ e precisãoφ e escrevemosy ∼ B(µ, φ).
Evidentemente, através da escolha de(µ, φ), obtêm-se diferentes densidades. Assim, na realidade, (2.2.1)
forma uma classe de densidades beta.

A Figura 2.1 apresenta diferentes densidades beta correspondentes aalguns valores dos parâmetros(µ, φ).
Podemos observar que, sob as diferentes escolhas dos parâmetros, aforma da densidade muda. Em particular,
quandoµ = 1/2 as densidades se apresentam com forma simétrica; no entanto, quandoµ 6= 1/2 as formas são
assimétricas. Adicionalmente, notamos a presença de densidades com formade ‘J ’, ‘U ’ e de ‘J ’ invertido,
sendo que o formato ‘U ’ ocorre quando(1 − µ)φ < 1 e µφ < 1. Já as densidades com forma de ‘J ’ são
obtidas quando{(1− µ)φ− 1}(µφ− 1) < 0 e as densidades com forma de ‘J ’ invertido são obtidas quando
{(1 − µ)φ− 1}(µφ− 1) > 0.

Para a distribuição beta (2.2.1), deduz-se que o momento de ordemr ao redor de zero é

µr = E(yr) =
Γ(φ)Γ(µφ+ r)

Γ(φ+ r)Γ(µφ)
=

(µφ)(r)

φ(r)
, (2.2.2)

ondea(r) = a(a + 1)(a + 2) · · · (a + r − 1). Desta forma,E(y) = µ e Var(y) = V(µ)/(φ+ 1) onde
V(µ) = µ(1 − µ), denota a “função de variância". O parâmetroµ é a média dey e o parâmetroφ é de
precisão, no sentido de que, paraµ fixo, quanto maior for o valor deφ, menor será a variância dey.

2.3 A distribuição beta inflacionada em zero ou um

Em situações práticas, dados na forma de proporções podem incluir zeros ou uns. Empiricamente isto pode
estar relacionado a alguma intervenção, truncamento ou censura nos dados. Nesta situação, a distribuição beta
não é um modelo adequado para os dados. Se os dados contêm zeros ouuns (mas não ambos) um modelo
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2.3. A distribuição beta inflacionada em zero ou um
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Figura 2.1: Densidades beta para diferentes valores de(µ, φ).

natural consiste em adicionar à distribuição beta um ponto de massa em zeroou um. Desta forma, podemos
obter modelos para frações observadas nos intervalos[0, 1) ou (0, 1]. Neste contexto, vamos supor que o
componente contínuo dos dados é modelado pela distribuição beta (2.2.1) uma vez que esta é bastante flexível
para ajustar dados no intervalo(0, 1). Já o componente discreto, i.e., o ponto de massa, será modelado através
de uma distribuição degenerada no valor conhecidoc, ondec é igual a zero ou um dependendo do caso.

A função de distribuição acumulada da mistura é dada por

BIc(y;α, µ, φ) = α1l{c}(y) + (1 − α)F (y;µ, φ), (2.3.1)

sendo1lA(y) a função indicadora, com valor 1 sey ∈ A e 0 sey /∈ A. A funçãoF (·;µ, φ) é a função de
distribuição acumulada betaB(µ, φ) e0 < α < 1 é o parâmetro de mistura. A função de distribuiçãoBIc não
é absolutamente contínua pois tem um ponto de massa emy = c. Note que, com probabilidadeα, a variávely
é selecionada de uma distribuição degenerada no pontoc e com probabilidade1−α, a variávely é selecionada
de uma distribuição beta que é absolutamente contínua com respeito à medida de Lebesgue.
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2.3. A distribuição beta inflacionada em zero ou um

A função de densidade de probabilidade dey com respeito à medida gerada pela mistura∗ é da forma

bic(y;α, µ, φ) =

{
α, sey = c ,

(1 − α)f(y;µ, φ), sey ∈ (0, 1) ,
(2.3.2)

com0 < α, µ < 1 eφ > 0, sendof(y;µ, φ) a função densidade (2.2.1) e escrevemosy ∼ BIc(α, µ, φ). Note
queα = P (y = c) representa a probabilidade de se observar zero(c = 0) ou um(c = 1), conforme o caso.
Jáµ e φ são parâmetros da distribuição beta (2.2.1). Segundo a definição de distribuição inflacionada dada
em Tu (2002), a densidade (2.3.2) é uma distribuição beta inflacionada no pontoc, c = 0 ou c = 1, já que,
seα > 0, a massa de probabilidade da distribuição beta emy = c é excedida. A densidade (2.3.2) pode ser
escrita na forma

bic(y;α, µ, φ) =
{
α1l{c}(y)(1 − α)1−1l{c}(y)

}{
f(y;µ, φ)1−1l{c}(y)

}
.

Esta densidade, como função dos parâmetros, fatora em dois termos, sendo que o primeiro depende somente
deα e o segundo depende unicamente de(µ, φ).

Definicão 2.3.1.Sejay uma variável aleatória que segue a distribuição beta inflacionada(2.3.2).

1. Sec = 0, a distribuição(2.3.2)é chamada de distribuição beta inflacionada no ponto zero(BIZ) e
escrevemosy ∼ BIZ(α, µ, φ).

2. Sec = 1, a distribuição(2.3.2)é chamada de distribuição beta inflacionada no ponto um(BIU) e
escrevemosy ∼ BIU(α, µ, φ).

Sey ∼ BIZ(α, µ, φ), entãoα = P (y = 0) e sey ∼ BIU(α, µ, φ), então,α = P (y = 1). Assim, essas
distribuições permitem agregar o valor zero ou o valor um à distribuição beta(2.2.1).

Para obterE(yr) e Var(y) usamos as igualdades:E(yr) = E[E(yr|1l{c}(y))] e Var(y) =
E[Var(y|1l{c}(y))] + Var[E(y|1l{c}(y))], em que

E(yr|1l{c}(y)) =

{
c, com probabilidadeα,

µr, com probabilidade1 − α,

Var(y|1l{c}(y)) =

{
0, com probabilidadeα,
µ(1−µ)

φ+1 , com probabilidade1 − α.

(2.3.3)

∗A medida de probabilidadeP correspondente aBIc(y; ·) definida sobre o espaço mensurável((0, 1)∪{c}, B), sendoB a classe
de todos os subconjuntos de Borel de(0, 1) ∪ {c}, é tal queP << λ + δc, sendoλ a medida de Lebesgue eδc o ponto de massa em
c; i.e.,δc(A) = 1 sec ∈ A e δc(A) = 0 sec /∈ A, A ∈ B.
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2.3. A distribuição beta inflacionada em zero ou um

Assim,
E(yr) = αc+ (1 − α)µr,

Var(y) = (1 − α)
V(µ)

φ+ 1
+ α(1 − α)(c− µ)2,

(2.3.4)

ondeV(µ) = µ(1 − µ) eµr é or-ésimo momento ao redor de zero da distribuiçãoB(µ, φ) dada em (2.2.1).
Note queE(yr) é a média ponderada entre or-ésimo momento ao redor de zero da distribuição degenerada
emc e o correspondente momento da distribuiçãoB(µ, φ) com pesosα e1 − α, respectivamente.

Das equações (2.3.4) temos que a média e a variância da distribuição BIZ são

E(y) = (1 − α)µ,

Var(y) = (1 − α)
V (µ)

φ+ 1
+ α(1 − α)µ2.

Para a distribuição BIU temos que a média e a variância são

E(y) = α+ (1 − α)µ,

Var(y) = (1 − α)
V (µ)

φ+ 1
+ α(1 − α)(1 − µ)2.

Notamos que para ambas as distribuições, seα eµ estão fixos, quanto maiorφ menores as variâncias destas
distribuições. Então,φ pode ser interpretado como um parâmetro de precisão.

A Figura 2.2 apresenta gráficos da distribuição BIZ para diferentes escolhas deµ eφ deixando o parâmetro
α fixo. Note que para todosµ eφ a distribuição BIZ se apresenta com formas assimétricas devido à presença
de massa de probabilidade no ponto zero. Percebemos nestes gráficos que a densidade em(0, 1) se apresenta
com formas unimodais, ‘J ’, ‘U ’ e ‘J ’ invertida, entre outras. Nestes gráficos, a barra vertical com o ponto
acima representaα = P (y = 0).De forma análoga à distribuição BIZ, a distribuição BIU é assimétrica devido
à presença de massa de probabilidade no ponto um e, para idênticas escolhas dos parâmetros, as distribuições
BIZ e BIU se apresentam com a mesma forma funcional no intervalo (0,1). No entanto, elas se diferenciam
no ponto de massa associado, sendo em zero para a distribuição BIZ e emum para a distribuição BIU.

No contexto das famílias exponenciais, Seshadri (1991) estuda o comportamento da função de variância
na mistura finita de famílias exponenciais naturais, Lindsay (1995) analisa a geometria da mistura de famílias
exponenciais uniparamétricas, Landsman & Makov (2003) propoẽm uma família de dispersão contaminada
para modelos de perda através da mistura de modelos exponenciais de dispersão e Sum & Oommen (1994)
examinam o método de momentos para estimar os parâmetros da distribuição de mistura e seus componentes,
sendo que a distribuição resultante é obtida através da mistura de densidades da família exponencial com
parâmetro de forma conhecido. Nesta linha de idéias, podemos mostrar que adensidade (2.3.2) pertence à
família exponencial.
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Figura 2.2: Densidades BIZ para diferentes escolhas deµ eφ; α = 0.4.

Proposição 2.3.1.A distribuição beta inflacionada no pontoc = 0 ou c = 1 dada em(2.3.2)pertence à
família exponencial de dimensão 3 de posto completo.

Prova : Sejamη = (η1, η2, η3), comη1 = [log(α/(1 − α)) + b(η2, η3)], η2 = µφ e η3 = (1 − µ)φ, sendo
b(η2, η3) = log(Γ(η2)Γ(η3)/Γ(η2 +η3)). Considere o vetor de estatísticasT (y) = (t1(y), t2(y), t3(y)), onde

t1(y) =

{
1, sey = c,

0, sey ∈ (0, 1).

t2(y) =

{
log y, sey ∈ (0, 1),

0, sey = c,

t3(y) =

{
log(1 − y), sey ∈ (0, 1),

0, sey = c.
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2.3. A distribuição beta inflacionada em zero ou um

A distribuição (2.3.2) pode ser escrita como

exp{η⊤T (y) −B∗(η)}h(y), (2.3.5)

onde
B∗(η) = log{1 + exp[η1 − b(η2, η3)]} + b(η2, η3)

é uma função emη a valores reais e

h(y) =

{
1/{y(1 − y)}, sey ∈ (0, 1),

0, sey = c,

é uma função não-negativa definida no conjunto(0, 1) ∪ {c}. A parametrizaçãoη define uma transformação
bijetora que levaX = (0, 1) × (0, 1) × IR+ a D = IR+ × IR+ × IR, um subconjunto aberto deIR3. Adi-
cionalmente, é possível mostrar que ost’s e osη’s são linearmente independentes e o espaço paramétrico
contém retângulos tridimensionais. Logo, (2.3.5) é a representação canônica da distribuição beta inflacionada
no pontoc na família exponencial de dimensão 3 de posto completo. z

Consideremos agoray1, . . . , yn uma amostra aleatória, onde cadayt tem densidade (2.3.2). Como conse-
qüência da Proposição 2.3.1 o vetor de estatísticas

∑n
t=1 T (yt) = (T1, T2, T3), em que

T1 =

n∑

t=1

1l{c}(yt),

T2 =
∑

t:yt∈(0,1)

log yt,

T3 =
∑

t:yt∈(0,1)

log(1 − yt),

(2.3.6)

é uma estatística suficiente completa (Lehmann & Casella, 2002, Corolário 1.6.16e Teorema 1.6.22). Note
ainda queT1 ∼ Bin(α, n), uma vez queP (1l{c}(yt) = 1) = P (yt = c) = α, parat = 1, . . . , n.

A função de verossimilhança paraθ = (α, µ, φ) dada a amostra(y1, . . . , yn) é

L(θ) =

n∏

t=1

bic(yt;α, µ, φ) = L1(α)L2(µ, φ), (2.3.7)

12



2.3. A distribuição beta inflacionada em zero ou um

em que

L1(α) =
n∏

t=1

α1l{c}(yt)(1 − α)1−1l{c}(yt) = αT1(1 − α)n−T1 ,

L2(µ, φ) =

n∏

t=1

f(yt;µ, φ)1−1l{c}(yt).

Neste caso, a função de verossimilhançaL(θ) fatora em dois termos: um que depende apenas deα e outro que
depende apenas de(µ, φ). Assim, os parâmetros são separáveis (Pace & Salvan, 1997, p. 128) ea inferência
por máxima verossimilhança sobre(µ, φ) pode ser realizada de forma independente do parâmetroα como se
esse fosse conhecido, e vice-versa.

O logaritmo da função de verossimilhança assume a forma

ℓ(θ) = log(L(θ)) = ℓ1(α) + ℓ2(µ, φ),

onde
ℓ1(α) = T1 logα+ (n− T1) log(1 − α),

ℓ2(µ, φ) = (n− T1) log

{
Γ(φ)

Γ(µφ)Γ((1 − µ)φ)

}
+ T2(µφ− 1) + T3((1 − µ)φ− 1).

Derivandoℓ(θ) com respeito a cada parâmetro desconhecido, encontramos o vetor escore

U(α, µ, φ) = (Uα(α), Uµ(µ, φ), Uφ(µ, φ)),

em que

Uα(α) =
T1

α
− (n− T1)

1 − α
,

Uµ(µ, φ) = φ{(n− T1)[ψ((1 − µ)φ) − ψ(µφ)] + T2 − T3},
Uφ(µ, φ) = (n− T1)[ψ(φ) − µψ(µφ) − (1 − µ)ψ((1 − µ)φ)] + µT2 − (1 − µ)T3.

Pela separabilidade dada em (2.3.7), a solução do sistemaUα(α) = 0 fornece uma expressão em forma
fechada para o estimador de máxima verossimilhança deα dada por̂α = T1/n. Este estimador representa a
proporção de zeros(c = 0) ou de uns(c = 0) na amostra. Adicionalmente,̂α é função de uma estatística
suficiente completa e é um estimador não-viesado deα, isto é,E(α̂) = α. Logo, α̂ é um estimador não-vie-
sado de variância uniformemente mínima paraα (Lehmann & Casella, 2002, Teorema 2.1.11) com variância
dada porVar(α̂) = α(1 − α)/n. Por outro lado, os estimadores deµ e φ não podem ser obtidos em forma
fechada. Assim, eles devem ser obtidos numericamente pela maximização da função de log-verossimilhança
ℓ2(µ, φ) usando um algoritmo de otimização não-linear (Newton-Raphson, escore de Fisher, BHHH, etc.);
para maiores detalhes, ver Nocedal & Wright (1999).
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2.3. A distribuição beta inflacionada em zero ou um

Recentemente, as distribuições BIZ e BIU foram incorporadas no pacotegamlss do ambiente computa-
cionalR(Ospina, 2006), as estimativas por máxima verossimilhança dos parâmetros destas distribuições sendo
obtidas usando uma versão ajustada do algoritmo escore de Fisher (Cole & Green, 1992).

Alternativamente à estimação por máxima verossimilhança, podemos obter estimadores para(µ, φ) basea-
dos nos momentos condicionais dey dado quey ∈ (0, 1). Note queE(y|y ∈ (0, 1)) = µ e Var(y|y ∈
(0, 1)) = µ(1 − µ)/(φ + 1). ParaT1 < n,† a solução do sistema de equações(y, s2)⊤ = (µ,
µ(1 − µ)/(φ+ 1))⊤, com y =

∑
t:yt∈(0,1) yt/(n− T1) e s2 =

∑
t:yt∈(0,1)(yt − y)2/(n− T1), fornece os

seguintes estimadores de forma fechada para os parâmetros da distribuição beta inflacionada (2.3.2):̃µ = y e
φ̃ = {µ̃(1 − µ̃)/s2} − 1. Estimadores de forma fechada paraE(yr) eVar(y) podem ser obtidos ao substituir
α, µ eφ por α̂, µ̃ e φ̃ nas equações dadas em (2.3.4).

A matriz de informação de Fisher para a distribuição beta inflacionada no ponto c é

K(θ) =



καα 0 0
0 κµµ κµφ

0 κφµ κφφ


 , (2.3.8)

em que
καα = 1/{α(1 − α)},
κµµ = (1 − α)φ2{ψ′(µφ) + ψ′((1 − µ)φ)},
κµφ = κφµ = (1 − α)φ{ψ′(µφ)µ− ψ′((1 − µ)φ)(1 − µ)},
κφφ = (1 − α){µ2ψ′(µφ) + (1 − µ)2ψ′((1 − µ)φ) − ψ′(φ)}.

Observamos que esta matriz não depende do valor dec. Contudo, devemos lembrar que para a distribuição
BIZ o parâmetroα representaP (y = 0) enquanto que para a distribuição BIU o parâmetroα representa
P (y = 1). Note que na matriz de informação de Fisher temosκαµ = κµα = καφ = κφα = 0, indicando que
o parâmetroα é ortogonal ao vetor de parâmetros(µ, φ) (Cox & Reid, 1987). Esta ortogonalidade implica
que os respectivos componentes do vetor escore são não correlacionados eα̂ e (µ̂, φ̂) são assintoticamente
independentes.

Através do resultado da Proposição 2.3.1 pode ser obtida a normalidade assintótica do estimador de máx-
ima verossimilhança (Bickel & Doksum, 2001, Teorema 5.3.5, p. 322), i.e.,

√
n(θ̂ − θ)

D→ N3(0,K(θ)−1),

em que
D→ denota convergência em distribuição,θ̂ = (α̂, µ̂, φ̂) é o estimador de máxima verossimilhança

deθ = (α, µ, φ), N3 representa a distribuição normal trivariada eK(θ) é a matriz de informação de Fisher
dada em (2.3.8). Além disso, pela normalidade assintótica e dada a consistência do estimador de máxima

†SeT1 = n (todas as observações são iguais ac) não recomendamos o uso das distribuições BIZ e BIU como modelos para dados
de proporções.
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2.4. A distribuição beta inflacionada em zero e um

verossimilhançâθ, podemos construir intervalos de confiança de tipo assintótico para os parâmetros desta
distribuição. Por exemplo, temos que

µ̂± z1−a
2
(κ̂µµ)1/2

são os limites do intervalo de confiança assintótico (ICA) paraµ de coeficiente de confiança100(1 − a)%,
sendoz1−a/2 o quantil(1−a/2) da distribuiçãoN (0, 1) e κ̂µµ é a variância assintótica dêµ obtida do inverso
da matrizK(θ) dada em (2.3.8) sendo avaliada no estimador de máxima verossimilhança.

Se estamos interessados em estimarr(θ), uma função deθ, o método delta (Lehmann & Casella 1998,
§ 1.9) pode ser usado para obter a distribuição assintótica do estimador de máxima verossimilhançar(θ̂).

Se r(θ) é diferenciável, então
√
n(r(θ̂) − r(θ))

D→ N (0, λ(θ)), em queλ(θ) = ṙ(θ)⊤K(θ)−1ṙ(θ) com
ṙ(θ) = ∂r(θ)/∂θ. Em particular, o estimador de máxima verossimilhança deE(y) = αc + (1 − α)µ é

Ê(y) = α̂c+(1− α̂)µ̂ e a variância da distribuição limite é(c−µ)2καα +(1−α)2κµµ, em queκαα = 1/καα

eκµµ é o elemento(2, 2) deK(θ)−1. De forma análoga, podemos obter a distribuição assintótica do estimador
de máxima verossimilhança deVar(y).

2.4 A distribuição beta inflacionada em zero e um

Para proporções observadas no intervalo[0, 1] admitimos que as probabilidades de observar os valores
zero e um são positivas. Para este tipo de dados, utilizamos uma distribuição derivada da mistura entre uma
distribuição beta e uma distribuição de Bernoulli, a qual atribui probabilidades não-negativas aos inteiros 0 e
1. Aqui, a distribuição beta serve para modelar o componente contínuo dos dados e a distribuição de Bernoulli
ajusta o componente discreto, i.e., os pontos de massa em zero e um. Especificamente, admitimos que a função
de distribuição acumulada dos dados, i.e., dey seja uma combinação convexa de duas funções de distribuição
acumuladas na forma

BIZU(y;α, γ, µ, φ) = αBer(y; γ) + (1 − α)F (y;µ, φ), (2.4.1)

em queBer(·; γ) representa a função de distribuição acumulada de uma variável aleatória de Bernoulli de
parâmetroγ eF (·;µ, φ) é a função de distribuição acumulada deB(µ, φ). Os parâmetros são0 < µ, γ, α < 1
eφ > 0, onde o parâmetro de misturaα permite combinar de forma convexa as duas distribuições.

Segundo a definição de distribuição inflacionada dada em Tu (2002), a distribuição de mistura em (2.4.1)
é, na realidade, uma distribuição beta inflacionada por zero e um, uma vez que as massas de probabilidade
em zero e um excedem o que é permitido pela função de distribuição beta (2.2.1). Note que a função de
distribuição BIZU não é absolutamente contínua pois tem pontos de massa emy = 0 e y = 1. Percebemos
que, com probabilidadeα, a variávely é selecionada de uma distribuição de Bernoulli e, com probabilidade
1 − α, a variávely é selecionada de uma distribuição beta.

Definicão 2.4.1.Sejay uma variável aleatória que assume valores no intervalo fechado[0, 1]. Dizemos quey
tem distribuição beta inflacionada em zero e um(BIZU) de parâmetros(α, γ, µ, φ) se sua função de densidade
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2.4. A distribuição beta inflacionada em zero e um

com respeito à medida gerada pela mistura‡ é da forma

bizu(y;α, γ, µ, φ) =





αγ, sey = 1,

α(1 − γ), sey = 0,

(1 − α)f(y;µ, φ), sey ∈ (0, 1),

(2.4.2)

com0 < α, γ, µ < 1 e φ > 0, sendof(y;µ, φ) a função de densidade beta(2.2.1), e escrevemosy ∼
BIZU(α, γ, µ, φ).

Note queP (y = 1) = αγ, P (y = 0) = α(1 − γ) e, para0 < a < b < 1,

P (y ∈ (a, b)) = (1 − α)

∫ b

a
f(y;µ, φ)dy.

Podemos calcularE(yr) e Var(y) usando as igualdades:E(yr) = E[E(y|1l{0,1}(y))] e Var(y) =
E[Var(y|1l{0,1}(y))] + Var[E(y|1l{0,1}(y))], em que

E(yr|1l{0,1}(y)) =

{
γ, com probabilidadeα,

µr, com probabilidade1 − α,

Var(y|1l{0,1}(y)) =

{
γ(1 − γ), com probabilidadeα,
µ(1−µ)

φ+1 , com probabilidade1 − α.

Desta forma, podemos mostrar que

E(yr) = αγ + (1 − α)µr,

Var(y) = αV1 + (1 − α)V2 + α(1 − α)(γ − µ)2,
(2.4.3)

em queV1 = Var(y|1l{0,1}(y) = 1) = γ(1 − γ), V2 = Var(y|1l{0,1}(y) = 0) = µ(1 − µ)/(φ+ 1) e
µr é o r-ésimo momento ao redor de zero da distribuiçãoB(µ, φ) dada em (2.2.1). Note queE(yr) é a
média ponderada entre or-ésimo momento da distribuição de Bernoulli ao redor de zero e o correspondente
momento da distribuiçãoB(µ, φ) com pesosα e (1 − α), respectivamente.

Observamos queVar(y) → V2, quandoα → 0, e Var(y) → V1, quandoα → 1. No caso em que
as duas distribuições em (2.4.1) são misturadas na mesma proporção, i.e.,α = 1/2, temos queVar(y) →
(V1 + V2)/2 + (γ − µ)2/4. Quandoγ, µ se aproximam de1/2 eφ → 0 temos queVar(y) → 1/4. Seµ, γ
são iguais a 1/2 eφ = 2 temos queVar(y) = (2α + 1)/12, que corresponde à variância de uma mistura
entre a distribuição uniforme no intervalo(0, 1) e uma distribuição de Bernoulli de parâmetro 1/2. Neste caso,

‡A medida de probabilidadeP correspondente aBIZU(y; ·) é definida sobre o espaço mensurável([0, 1], B) em queB é a classe
de todos os subconjuntos de Borel de[0, 1], e tal queP << λ+m0 +m1, sendoλ a medida de Lebesgue emc é um ponto de massa
emc, i.e.,mc(A) = 1 sec ∈ A e 0 sec /∈ A, A ∈ B.
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2.4. A distribuição beta inflacionada em zero e um

podemos deduzir que seα → 0, Var(y) > 1/12 para todo0 < φ < 2 e Var(y) < 1/12 quandoφ > 2.
Paraα, µ e φ fixos,P (y = 0) → α quandoγ → 0 e P (y = 1) → α quandoγ → 1. Seγ = 1/2 temos
queP (y = 0) = P (y = 1) = α/2. Adicionalmente, à medida em queα → 1 a distribuição BIZU tende a
concentrar sua massa de probabilidade nos extremos do intervalo[0, 1], i.e., tende à distribuição de Bernoulli
de parâmetroγ. Na situação em queα→ 0 a distribuição BIZU tende à distribuiçãoB(µ, φ).

A Figura (2.3) apresenta gráficos da densidade BIZU (2.4.2) para diferentes valores dos parâmetrosα, γ, µ
e φ. Quandoµ = 0.5 e γ = 0.5 a distribuição é simétrica para qualquer escolha deα e φ > 1. Quando
µ 6= 1/2 ou γ 6= 1/2 a distribuição é assimétrica. Note que em(0, 1), seµ < 1/2 e φ ≤ 2, a distribuição
BIZU tem forma de ‘J ’ invertida; paraµ > 1/2 eφ ≤ 2 a distribuição BIZU tem forma de ‘J ’ com massa de
probabilidade nos extremos de[0, 1] sendo representada pelas barras com o ponto acima.
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Figura 2.3: Distribuições BIZU para diferentes valores deµ eφ; α = 0.3, γ = 0.5.

De forma análoga à densidade (2.3.2) é possível mostrar que a densidade(2.4.2) pertence à família expo-
nencial.

Proposição 2.4.1.A distribuiçãoBIZU dada em(2.4.2)pertence à família exponencial de dimensão 4 de
posto completo.
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2.4. A distribuição beta inflacionada em zero e um

Prova : Sejaη = (η1, η2, η3, η4) comη1 = [log(α/(1 − α)) −M(η2) + b(η3, η4)], η2 = log(γ/(1 − γ)),
η3 = µφ e η4 = (1 − µ)φ em queM(η2) = log(1 + eη2) e b(η3, η4) = log(Γ(η3)Γ(η4)/Γ(η3 + η4)) e seja
T (y) = (t1(y), t2(y), t3(y), t4(y)) com

t1(y) = 1l{0,1}(y),

t2(y) = y1l{0,1}(y) = 1l{1}(y),

t3(y) =

{
log(y), sey ∈ (0, 1),

0, sey ∈ {0, 1},

t4(y) =

{
log(1 − y), sey ∈ (0, 1),

0, sey ∈ {0, 1}.
A função de densidade BIZU (2.4.2) pode ser escrita na forma

exp{η⊤T (y) −B∗(η)}h(y), (2.4.4)

com
B∗(η) = log{1 + exp[η1 +M(η2) − b(η3, η4)]} + b(η3, η4),

uma função deη a valores reais eh(y) = 1/{y(1 − y)} sey ∈ (0, 1) e 1 sey ∈ {0, 1}. A parametrizaçãoη
define uma transformação bijetora que aplicaX = (0, 1)× (0, 1)× (0, 1)× IR+ aD = IR× IR× IR+ × IR+,
um subconjunto aberto deIR4. Adicionalmente, podemos mostrar que ost’s e osη’s são linearmente indepen-
dentes. Desta forma, o espaço paramétrico contém retângulos de dimensão4. Assim, (2.4.4) é a representação
canônica da função de distribuição BIZU na família exponencial de dimensão 4 de posto completo. z

Suponhamos quey1, . . . , yn é uma amostra aleatória da distribuição BIZU i.e.,yt parat = 1, . . . , n, são
independentes e identicamente distribuídos seguindo a distribuição BIZU. Como conseqüência da Proposição
2.4.1 o vetor de estatísticas

∑n
t=1 T (yt) = (T1, T2, T3, T4), em que

T1 =
n∑

t=1

1l{0,1}(yt),

T2 =
n∑

t=1

y1l{0,1}(yt) =
n∑

t=1

1l{1}(yt),

T3 =
∑

t:yt∈(0,1)

log(yt),

T4 =
∑

t:yt∈(0,1)

log(1 − yt),

(2.4.5)

é uma estatística suficiente completa (Lehmann & Casella, 2002, Corolário 1.6.16e Teorema 1.6.22).
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A função de verossimilhança paraθ = (α, γ, µ, φ) dada a amostra(y1, . . . , yn) é

L(θ) =
n∏

t=1

bizu(yt;α, γ, µ, φ) = L1(α)L2(γ)L3(µ, φ)

com

L1(α) =
n∏

t=1

α1l{0,1}(yt)(1 − α)1−1l{0,1}(yt) = αT1(1 − α)(n−T1),

L2(γ) =
∏

t:yt∈{0,1}

γyt(1 − γ)(1−yt) = γT2(1 − γ)(T1−T2),

L3(µ, φ) =
∏

t:yt∈(0,1)

f(yt;µ, φ).

A função de verossimilhançaL(θ) fatora em três termos, a saber,L1, L2 eL3; L1 depende unicamente deα,
L2 depende somente deγ eL3 depende unicamente de(µ, φ). Assim,α, γ e (µ, φ) são parâmetros separáveis
(Pace & Salvan, 1997, p. 128) e a inferência por máxima verossimilhança paraα, γ e(µ, φ) pode ser realizada
de forma independente.

O logaritmo da função de verossimilhança assume a forma

ℓ(θ) = log(L(θ)) = ℓ1(α) + ℓ2(γ) + ℓ3(µ, φ),

sendo
ℓ1(α) = T1 logα+ (n− T1) log(1 − α),

ℓ2(γ) = T2 log γ + (T1 − T2) log(1 − γ),

ℓ3(µ, φ) = (n− T1) log
{ Γ(φ)

Γ(µφ)Γ((1 − µ)φ)

}
+ T3(µφ− 1) + T4((1 − µ)φ− 1).

Pela diferenciação deℓ1(α) com respeito aα, ℓ2(γ) com respeito aγ e ℓ3(µ, φ) com respeito aµ eφ, nós
obtemos o vetor escore(Uα(α), Uγ(γ), Uµ(µ, φ), Uφ(µ, φ)), em que

Uα(α) = T1/α− (n− T1)/(1 − α),

Uγ(γ) = T2/γ − (T1 − T2)/(1 − γ),

Uµ(µ, φ) = φ{(n− T1)[ψ((1 − µ)φ) − ψ(µφ)] + T3 − T4},
Uφ(µ, φ) = (n− T1)[ψ(φ) − µψ(µφ) − (1 − µ)ψ((1 − µ)φ)] + µT3 − (1 − µ)T4.

Facilmente podemos mostrar queα̂ = T1/n e γ̂ = T2/T1 (0/0 definido como 0) são estimadores de
máxima verossimilhança deα eγ. Aqui, α̂ é proporção de zeros e uns na amostra,γ̂ é a proporção de uns na
sub-amostra de observações que são zeros ou uns. Adicionalmenteα̂ é função de uma estatística suficiente
completa e é um estimador não-viesado deα, isto é,E(α̂) = α. Logo, α̂ é um estimador não-viesado com
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variância uniformemente mínima paraα; sua variância é dada porVar(α̂) = α(1−α)/n. Note que o sistema
de equaçõesUµ(µ, φ) = 0 e Uφ(µ, φ) = 0 é não-linear e neste caso os estimadores deµ e φ não podem
ser obtidos de forma fechada. Eles devem ser obtidos numericamente pela maximização da função de log-
verossimilhançaℓ2(µ, φ) usando um algoritmo de otimização não-linear (Newton-Raphson, escore de Fisher,
BHHH, etc.). Pela invariância dos estimadores de máxima verossimilhança, temosque os estimadores de
máxima verossimilhança das probabilidades de ocorrência de zero e de um são dados por

̂P (y = 0) = α̂(1 − γ̂) =
T1 − T2

n
,

̂P (y = 1) = α̂γ̂ =
T2

n
,

sendo queT2/n representa a proporção de uns na amostra e(T1 − T2)/n é a proporção de zeros na amostra.
É fácil mostrar que esses estimadores são não viesados, i.e.,E((T1 − T2)/n) = P (y = 0) e E(T2/n) =

P (y = 1). Adicionalmente, cada um deles é função de estatísticas suficientes e completas. Logo, ̂P (y = 0)

e ̂P (y = 1) são estimadores não-viesados de variância uniformemente mínima deP (y = 0) e P (y = 1),
respectivamente. No caso em que0 < T1 < n,§ a solução do sistema de equações(y, s2)⊤ = (µ,
µ(1 − µ)/(φ+ 1))⊤, com y =

∑
t:yt∈(0,1) yt/(n − T1) e s2 =

∑
t:yt∈(0,1)(yt − y)2/(n − T1), fornece

os seguintes estimadores de forma fechada paraµ eφ : µ̃ = y, φ̃ = {µ̃(1 − µ̃)/s2} − 1. De forma análoga à
distribuição beta inflacionada em zero ou um,µ̃ e φ̃ são obtidos através dos momentos condicionais dey dado
quey ∈ (0, 1). Estimadores de forma fechada paraE(yr) e Var(y) podem ser obtidos substituindoα, γ, µ e
φ por α̂, γ̂, µ̃ e φ̃ na equação (2.4.3).

A matriz de informação de FisherK(θ) pode ser escrita como

K(θ) =




καα 0 0 0
0 κγγ 0 0
0 0 κµµ κµφ

0 0 κφµ κφφ


 , (2.4.6)

onde
καα = 1/{α(1 − α)},
κγγ = α/{γ(1 − γ)},
κµµ = (1 − α)φ2{ψ′(µφ) + ψ′((1 − µ)φ)},
κµφ = κφµ = (1 − α)φ{ψ′(µφ)µ− ψ′((1 − µ)φ)(1 − µ)}
κφφ = (1 − α){µ2ψ′(µφ) + (1 − µ)2ψ′((1 − µ)φ) − ψ′(φ)}.

Assim,α, γ e (µ, φ) são parâmetros ortogonais. Esta ortogonalidade implica que os respectivos componentes

§SeT1 = 0 (todas as observações estão em(0, 1)) ou T1 = n (todas as observações são 0 ou 1) a distribuição BIZU não é
recomendada.
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2.4. A distribuição beta inflacionada em zero e um

do vetor escore são não-correlacionados eα̂, γ̂, e(µ̂, φ̂) são assintoticamente independentes. Adicionalmente,
da Proposição 2.3.1 temos que (Bickel & Doksum, 2001, Teorema 5.3.5, p. 322)

√
n(θ̂ − θ)

D→ N4(0,K(θ)−1),

em queθ̂ = (α̂, γ̂, µ̂, φ̂) é o estimador de máxima verossimilhança deθ = (α, γ, µ, φ), N4 representa a
distribuição normal multivariada de dimensão 4 eK(θ) é a matriz (2.4.6). Pela normalidade assintótica do
estimador de máxima verossimilhançaθ̂, podemos construir intervalos de confiança de tipo assintótico para
os parâmetros da distribuição BIZU. Por exemplo, temos que

µ̂± z1−a
2
(κ̂µµ)1/2

são os limites do intervalo de confiança assintótico (ICA) paraµ com coeficiente de confiança100(1 − a)%,
sendoz1−a/2 o quantil(1−a/2) da distribuiçãoN (0, 1) e κ̂µµ é a variância assintótica dêµ obtida do inverso
da matriz de informaçãoK(θ) dada em (2.4.6) e sendo avaliada no estimador de máxima verossimilhança. O
método delta (ver Seção 2.3) é útil para obter a distribuição assintótica do estimador de máxima verossimi-
lhança de alguma funçãor(θ) diferenciável emθ. Por exemplo, ser(θ) = E(y) = αγ+(1−α)µ, a variância

assintótica da distribuição limite dêE(y) = r(θ̂) éα2κγγ +(1−α)2κµµ +(γ−µ)2καα. Aqui, καα = 1/καα,
κγγ = 1/κγγ eκµµ é o(3, 3)-elemento do inverso da matrizK(θ) dada em (2.4.6).

Para a distribuição BIZU podem ser consideradas outras parametrizações. Por exemplo, podemos for-
mular uma parametrização na qual o parâmetro da distribuição de Bernoulli satisfaz a relaçãoγ = δ1/α e o
parâmetro de misturaα = δ0 + δ1. Desta forma, a densidade BIZU pode ser escrita como

bizu(y; δ0, δ1, µ, φ) =





δ0, sey = 0,

δ1, sey = 1,

(1 − δ0 − δ1)f(y;µ, φ), sey ∈ (0, 1),

(2.4.7)

sendof(y;µ, φ) a densidade da distribuição beta (2.2.1). Nesta parametrização a interpretação dos parâmetros
é mais intuitiva, uma vez queδ0 = P (y = 0), δ1 = P (y = 1) eµ, φ são os parâmetros da distribuição beta
(2.2.1). Claramente, sob esta parametrização, a distribuição BIZU também temrepresentação canônica na
família exponencial de dimensão 4 de posto completo. Contudo, esta parametrização induz a restrição no
espaço paramétrico dada por0 < δ0 + δ1 < 1. A estimação dos parâmetros pode ser alcançada por máxima
verossimilhança penalizada.

A função de log-verossimilhança da distribuição BIZU pode ser maximizada iterativamente usando os
algoritmos RS ou CG (Rigby & Stasinopoulos, 2005). Estes algoritmos usam o procedimento de retroajuste
(backfitting) para melhorar o desempenho do procedimento de escore de Fisher. O algoritmo CG (Cole &
Green, 1992) usa a função de log-verossimilhança dos dados e as primeiras derivadas (opcionalmente podem
utilizar o valor esperado das derivadas de segunda ordem) com respeito aos parâmetros da distribuição.
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2.5. Resultados numéricos e discussão

Finalmente, se consideramos o vetor de parâmetros conjuntoθ = (δ0, δ1, µ, φ) podemos mostrar que a
matriz de informação de Fisher da distribuição BIZU assume a forma

K(θ) =




κδ0δ0 κδ0δ1 0 0
κδ1δ0 κδ1δ1 0 0

0 0 κµµ κµφ

0 0 κφµ κφφ


 ,

em que
κδ0δ0 = (1 − δ1)/δ0(1 − δ0 − δ1),

κδ0δ1 = κδ1δ0 = 1/(1 − δ0 − δ1),

κδ1δ1 = (1 − δ0)/δ1(1 − δ0 − δ1),

κµµ = (1 − α)φ2{ψ′(µφ) + ψ′((1 − µ)φ)},
κµφ = κφµ = (1 − α)φ{ψ′(µφ)µ− ψ′((1 − µ)φ)(1 − µ)},
κφφ = (1 − α){µ2ψ′(µφ) + (1 − µ)2ψ′((1 − µ)φ) − ψ′(φ)}.

Note queκδ0δ1 6= 0, o que implica que os parâmetrosδ0 eδ1 não são globalmente ortogonais e desta forma seus
respectivos componentes no vetor escore são correlacionados em contraste à parametrização da distribuição
BIZU dada em (2.4.2). Adicionalmente, percebemos que(δ0, δ1) é ortogonal a(µ, φ) e assintoticamente
temos que(δ̂0, δ̂1) é independente de(µ̂, φ̂).

2.5 Resultados numéricos e discussão

Através de simulações de Monte Carlo, avaliamos os desempenhos dos estimadores de máxima veros-
similhança (MV) e de momentos condicionais (MC) para os parâmetros das distribuições BIZ(α, µ, φ) e
BIZU(α, γ, µ, φ) em amostras de tamanho finito e sob diferentes critérios. Nosso estudo se concentra na
estimação deµ, φ, E(y) e Var(y). Para a distribuição BIZU também consideramos a estimação por MV de
γ. Como α̂ e α̃ coincidem e são estimadores não-viesados de variância uniformemente mínima paraα nas
distribuições BIZ e BIZU, não mostramos resultados de simulação referentes à estimação deste parâmetro.
Os parâmetros da distribuição BIZ foram fixados emα = 0.2, µ = 0.1 e φ = 2. No caso da distribuição
BIZU, tomamosα = 0.2, γ = 0.3, µ = 0.1 eφ = 2. Para o experimento de Monte Carlo foram consideradas
R = 5000 réplicas. Os tamanhos de amostra sãon = 10, 20, 50, 100, 500 e1000. As estimativas dos parâmet-
ros obtidas pelos momentos condicionais foram utilizadas como estimativas iniciaispara o processo de max-
imização da função de log-verossimilhança de cada uma das distribuições. Afunção de log-verossimilhança
de cada uma das distribuições é maximizada através do método BFGS com derivadas analíticas (Press et al.,
1992). Para a análise de resultados da estimação pontual, foram calculados para cada distribuição e para
cada tamanho de amostra: a médiaÊ(θ̂) = R−1

∑R
i=1 θ̂i, a estimativa do viéŝB(θ̂) = Ê(θ̂) − θ, a esti-

mativa do viés relativôBR(θ̂) = θ−1(Ê(θ̂) − θ) e a estimativa da raiz quadrada do erro quadrático médio
√

EQM =
√
R−1

∑R
i=1(θ̂i − θ)2 das 5000 estimativas, em queθ é o valor verdadeiro do parâmetro eθ̂ seu

respectivo estimador.
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2.6. Aplicações

Todo o procedimento de cálculo foi programado na linguagem de programação Ox (Cribari–Neto &
Zarkos, 2003; Doornik, 2001).

Na Tabela 2.1 apresentamos os resultados de simulação para a distribuição BIZ. Observamos que, em
módulo, as estimativas do viés e do viés relativo estimado deµ por MV e MC estão próximas de zero, sendo
que o viés diminui com o aumento do tamanho de amostra. As estimativas de

√
EQM dos estimadores obtidos

por MV e MC paraµ são similares. Para todos os tamanhos de amostra, os estimadores deφ por MV e MC
são consideravelmente viesados, sendo que o viés do estimador obtido porMC é mais pronunciado. Note
que as estimativas MC da média e

√
EQM deφ podem ser muito maiores que as de MV. Por exemplo, para

n = 10 e φ = 2, o viés e
√

EQM são respectivamente, 3.4 e 10.5 para o estimador MV e 6.5 e 21.2 para o
estimador de MC. Os estimadores de MV e MC paraφ se apresentam com viés positivo e assim a variância
da variável resposta é subestimada.

Na Tabela 2.2 se encontram os resultados obtidos da simulação para a distribuição BIZU. Podemos ob-
servar que, em módulo, os estimadores de MV e MC deγ eµ são ligeiramente viesados, sendo que este viés
diminui com o aumento do tamanho de amostra. Novamente, os estimadores de MV eMC deφ são bastante
viesados e o estimador de MV se apresenta mais eficiente que o estimador de MC. Por exemplo, paran = 20
eφ = 2, o viés e

√
EQM são, respectivamente, 1.0 e 2.4 para o estimador de MV e 1.7 e 3.9 para o estimador

de MC.

Em resumo, nas distribuições BIZ e BIZU o estimador de MV deφ é mais eficiente que o estimador de
MC. No entanto, ambos os estimadores se apresentam bastante viesados para tamanhos de amostra pequenos
(por exemplo,n = 10). Por outro lado, os estimadores de MV e de MC para os outros parâmetrostêm
desempenhos iguais ou similares e podem ser aproximadamente não-viesados se os tamanhos de amostra não
são muito pequenos. Os resultados de simulação para a distribuição BIU nãosão apresentados pois estes
podem ser obtidos da distribuição BIZ, lembrando que a única diferença entre as distribuições BIZ e BIU
é a alocação do ponto de massa, sendo em zero para a distribuição BIZ e em um para a distribuição BIU,
i.e., BIU(α, µ, φ) = 1 − BIZ(α, 1 − µ, φ). Finalmente, os estimadores de MV e MC deE(y) e Var(y)
têm desempenhos semelhantes em termos das medidas consideradas, sendoambos quase não viesados se a
amostra for suficientemente grande.

2.6 Aplicações

O objetivo desta seção é ilustrar o uso das distribuições beta inflacionadasBIZ e BIZU para dados restritos
aos intervalos[0, 1), e [0, 1]. Para nossa análise, apresentamos três conjuntos de dados com seus respectivos
modelos ajustados. Para efeito de comparação, também avaliamos um modelo Tobit para cada conjunto
de dados. Em cada caso apresentamos o histograma de freqüências e o gráfico da distribuição empírica
sobrepondo as respectivas distribuições acumuladas ajustadas, beta inflacionadas e do modelo Tobit. Os
parâmetros de cada distribuição beta inflacionada e do modelo Tobit são estimados pelo método de máxima
verossimilhança. Aqui, usamos as implementações na linguagem de programação R (Ihaka & Gentleman,
1996) das distribuições BIZ e BIU do pacotegamlss desenvolvidas por Ospina (2006), da distribuição BIZU
por Stasinopoulos, Rigby & Akantziliotou (2006) e do modelo Tobit do pacoteVGAM(Yee & Wild, 1996).
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2.6. Aplicações

Tabela 2.1: Resultados de simulação para a distribuição BIZ; α = 0.2, µ = 0.1, φ = 2.0, E(y) = 0.08 e Var(y) =
0.0256.

Média Viés
√

EQM

Par. n MC MV MC MV MC MV

10 0.1009 0.0945 0.0009 −0.0055 0.0637 0.0591

20 0.1005 0.0971 0.0005 −0.0029 0.0432 0.0406

µ 50 0.1004 0.0989 0.0004 −0.0011 0.0276 0.0262

100 0.0999 0.0992 −0.0001 −0.0008 0.0194 0.0186

500 0.0998 0.0996 −0.0002 −0.0004 0.0086 0.0083

1000 0.0997 0.0997 −0.0003 −0.0003 0.0061 0.0058

10 8.5145 5.3980 6.5145 3.3980 21.1880 10.4990

20 3.6960 2.9660 1.6960 0.9660 4.6428 2.8064

φ 50 2.4009 2.2750 0.4009 0.2750 1.1773 0.8370

100 2.1840 2.1371 0.1840 0.1371 0.6793 0.5036

500 2.0340 2.0292 0.0340 0.0292 0.2487 0.1959

1000 2.0150 2.0133 0.0150 0.0133 0.1700 0.1342

10 0.0785 0.0739 −0.0015 −0.0061 0.0503 0.0471

20 0.0802 0.0775 0.0002 −0.0025 0.0354 0.0334

E(y) 50 0.0804 0.0792 0.0004 −0.0008 0.0228 0.0218

100 0.0799 0.0794 −0.0001 −0.0006 0.0161 0.0155

500 0.0798 0.0797 −0.0002 −0.0003 0.0072 0.0069

1000 0.0800 0.0799 0.0000 −0.0001 0.0050 0.0048

10 0.0229 0.0228 −0.0027 −0.0028 0.0229 0.0203

20 0.0244 0.0242 −0.0012 −0.0014 0.0167 0.0153

Var(y) 50 0.0253 0.0252 −0.0003 −0.0004 0.0109 0.0104

100 0.0254 0.0253 −0.0002 −0.0003 0.0078 0.0075

500 0.0255 0.0255 −0.0001 −0.0001 0.0035 0.0034

1000 0.0256 0.0255 −0.0000 −0.0001 0.0024 0.0024

O primeiro conjunto de dados, com 645 observações, foi obtido atravésdos indicadores brasileiros de
atendimento qualificado para serviços prioritários no ano 2000. A variável de interesse(y) é a porcen-
tagem de enfermeiros com curso superior nos municípios brasileiros. Os dados foram extraídos do banco
de dados das Nações Unidas através doAtlas de Desenvolvimento Humano no Brasildisponível no sítio
http://www.pnud.org.br/atlas/ .
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2.6. Aplicações

Tabela 2.2: Resultados da simulação para a distribuição BIZU; α = 0.2, γ = 0.3, µ = 0.1, φ = 2.0, E(y) = 0.14 e
Var(y) = 0.0724.

Média Viés
√

EQM

Par. n MC MV MC MV MC MV

10 0.4462 0.1462 0.1348

20 0.3882 0.0882 0.1616

γ 50 0.3102 0.0102 0.1374

100 0.3015 0.0015 0.1047

500 0.2995 −0.0005 0.0466

1000 0.3011 0.0011 0.0323

10 0.1017 0.0955 0.0017 −0.0045 0.0661 0.0607

20 0.1003 0.0969 0.0003 −0.0031 0.0445 0.0418

µ 50 0.1006 0.0992 0.0006 −0.0008 0.0278 0.0265

100 0.0999 0.0993 −0.0001 −0.0007 0.0195 0.0186

500 0.1002 0.1000 0.0002 0.0000 0.0086 0.0083

1000 0.1001 0.0999 0.0001 −0.0001 0.0062 0.0060

10 10.9191 6.6869 8.9191 4.6869 33.3939 19.5225

20 3.7055 2.9909 1.7055 0.9909 3.8645 2.3889

φ 50 2.4123 2.2821 0.4123 0.2821 1.1997 0.8229

100 2.1824 2.1380 0.1824 0.1380 0.6407 0.4891

500 2.0321 2.0210 0.0321 0.0210 0.2424 0.1894

1000 2.0187 2.0115 0.0187 0.0115 0.1726 0.1363

10 0.2002 0.1956 0.0602 0.0556 0.0679 0.0655

20 0.1627 0.1601 0.0227 0.0201 0.0524 0.0512

E(y) 50 0.1423 0.1411 0.0023 0.0011 0.0363 0.0357

100 0.1401 0.1396 0.0001 −0.0004 0.0266 0.0263

500 0.1400 0.1398 0.0000 −0.0002 0.0121 0.0119

1000 0.1402 0.1401 0.0002 0.0001 0.0085 0.0084

10 0.1129 0.1139 0.0405 0.0415 0.0313 0.0306

20 0.0871 0.0873 0.0147 0.0149 0.0297 0.0293

Var(y) 50 0.0727 0.0727 0.0003 0.0003 0.0232 0.0229

100 0.0717 0.0717 −0.0007 −0.0006 0.0177 0.0176

500 0.0721 0.0721 −0.0003 −0.0003 0.0080 0.0080

1000 0.0724 0.0724 0.0000 0.0000 0.0057 0.0056
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2.6. Aplicações

Na Figura 2.4, o histograma de freqüências dos dados em(0, 1) apresenta forma de ‘J ’, uma caracterís-
tica que é modelada facilmente pela distribuição BIZ. Neste gráfico a barra com o ponto acima representa a
quantidade de zeros na amostra. Aqui, consideramos também um modelo Tobitcensurado à esquerda (TCE),
ao assumir queyt = y∗t sey∗t > 0, e yt = 0 sey∗t ≤ 0, onde osy∗t ∼ N (µ, σ2) são variáveis aleatórias
independentes. As estimativas de MV dos parâmetros (erros padrão entre parênteses) da distribuição BIZ são
α̂ = 0.0155 (0.0049), µ̂ = 0.1263 (0.0042) eφ̂ = 4.691 (0.220), e para o modelo Tobit,̂µ = 0.1177 (0.0060)
e σ̂ = 0.1433 (0.0040). O gráfico da distribuição acumulada empírica junto das distribuições acumuladas es-
timadas (ver Figura 2.4) indica que a distribuição BIZ é a que melhor se ajusta aos dados.
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Figura 2.4: Histograma de freqüências e distribuição acumulada para a porcentagem de enfermeiros com curso superior
em municípios brasileiros.

Em seguida, consideramos um conjunto de dados formado por 5561 observações da proporção de óbitos
em menores de 1 ano por causas mal definidas nos municípios brasileiros doano 2000. Os dados foram
obtidos do Banco de Dados do Sistema Único de Saúde DATASUS, disponívelde forma gratuita no sítio
http:\\www.datasus.gov.br . Este conjunto de dados contém 3364 zeros e 172 uns. A Figura 2.5
apresenta o histograma de freqüências da proporção de óbitos em menores de 1 ano. Neste gráfico as barras
com os pontos acima representam as quantidades de zeros e uns na amostra. Para este conjunto de dados
ajustamos uma distribuição BIZU sob a parametrização(δ0, δ1, µ, φ).
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2.6. Aplicações

Adicionalmente, ajustamos um modelo Tobit duplamente censurado (TDC), i.e., assumimos que osyt =
y∗t se0 < y∗t < 1, yt = 0 sey∗t ≤ 0 e yt = 1 sey∗t ≥ 1, em quey∗t ∼ N (µ, σ2) são variáveis aleatórias
independentes. As estimativas de MV dos parâmetros sãoδ̂0 = 0.6055 (0.0066), δ̂1 = 0.0313 (0.0023),
µ̂ = 0.2974 (0.0043) e φ̂ = 0.4562 (0.0050) para a distribuição BIZU êµ = −0.1555 (0.0088) e σ̂ =
0.5420 (0.0085) para o modelo Tobit. O gráfico das curvas da distribuição acumulada empíricae das distribui-
ções acumuladas ajustadas é apresentado na Figura 2.5. Uma simples inspeção visual mostra claramente que
apenas a distribuição BIZU é um modelo teórico adequado para o conjunto de dados
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Figura 2.5: Histograma de freqüências e distribuição acumulada para a proporção de óbitos em menores de 1 ano por
causas mal definidas em municípios brasileiros.

Finalmente, o terceiro conjunto de dados corresponde a 223 observações da proporção de habitantes que
moram até a 200 km do litoral em países litorâneos no ano 2002. Os dados são fornecidos peloCenter for
International Earth Science Information Networke estão disponíveis na internet no sítiohttp://sedac.
ciesin.columbia.edu/plue/nagd/place. Na Figura 2.6, percebe-se que o histograma de fre-
qüências dos dados apresenta forma de ‘U ’; esta propriedade é facilmente modelada por uma distribuição
BIZU. Para estes dados ajustamos uma distribuição BIZU sob a parametrização (δ0, δ1, µ, φ) e um mod-
elo Tobit duplamente censurado. As estimativas de MV dos parâmetros sãoδ̂0 = 0.1141 (0.0215), δ̂1 =
0.4064 (0.0332), µ̂ = 0.6189 (0.0279) e φ̂ = 0.6615 (0.0204). Para o modelo Tobit as estimativas são
µ̂ = 0.8766 (0.0518) e σ̂ = 0.6975 (0.0368). A Figura 2.6 mostra as curvas da distribuição acumulada em-
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2.7. Conclusões

pírica e das distribuições acumuladas ajustadas. Claramente, o modelo de Tobit não se ajusta bem aos dados.
Por outro lado, o gráfico das curvas da distribuição acumulada empírica e da distribuição acumulada estimada
da distribuição BIZU mostra que o modelo teórico BIZU se ajusta muito bem aos dados, uma vez que não
há grandes afastamentos entre as duas curvas. Desta forma, podemos concluir que a distribuição BIZU é um
modelo adequado para os dados.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
20

40
60

80

y

F
re

qü
ên

ci
a

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

y

D
is

tr
ib

ui
çã

o 
A

cu
m

ul
ad

a

Empírica
BIZU(0.1141, 0.4064, 0.6189, 0.6615)
TDC(0.8766, 0.6975)

Figura 2.6: Histograma de freqüências e distribuição acumulada para a proporção de habitantes que moram até a 200
km do litoral em países litorâneos.

2.7 Conclusões

A distribuição beta é usada para modelar dados que são medidos de forma contínua no intervalo aberto
(0,1). Porém, conjuntos de dados que contêm zeros e/ou uns não podemser modelados usando a distribui-
ção beta. Neste capítulo, propusemos distribuições de mistura entre uma distribuição absolutamente contínua
definida em (0,1) e distribuições discretas para modelar dados que são observados nos intervalos [0, 1), (0, 1]
ou [0, 1]. As distribuições propostas são distribuições beta inflacionadas no sentido que a massa de probabil-
idade em zero e/ou um excede o que é permitido pela distribuição beta. Propriedades das distribuições beta
inflacionadas são analisadas.

Também discutimos para estes modelos a estimação pelos métodos de máxima verossimilhança e momen-
tos condicionais e comparamos tais estimadores através de simulação de Monte Carlo.
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2.7. Conclusões

Três aplicações empíricas com conjuntos de dados reais mostram que as distribuições beta inflacionadas
são modelos bastante flexíveis para modelar dados de frações observados no intervalo unitário fechado ou
semi-aberto. Nós usamos conjuntos de dados com formas bem diferentes de histograma de freqüências (com
formas unimodal, ‘U ’ e ‘J ’ invertida no intervalo (0,1)) e mostramos que as distribuições beta inflacionadas
são modelos teóricos adequados para estes conjuntos de dados.

Sugerimos aos usuários interessados em modelar dados na forma de frações, proporções ou taxas medidas
de forma contínua, que utilizem a distribuição beta inflacionada sempre que zeros e/ou uns apareçam no
conjunto de dados.
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Capítulo 3

Modelos de regressão beta inflacionados

3.1 Introdução

Na modelagem estatística uma estratégia tipicamente adotada para situações em que uma variável depen-
dente (resposta) é medida de forma contínua no intervalo(0, 1) é o uso de transformações de tal forma que
a nova variável transformada assuma valores na reta. Isto permite modelara média da nova variável através
de um preditor linear baseado em um conjunto de variáveis explicativas conhecidas e parâmetros desconhe-
cidos (Atkinson, 1985, Cap. 7). No entanto, esta metodologia possui algumas limitações, uma das quais é
a perda de interpretabilidade dos parâmetros da regressão em termos da variável resposta original. Numa
outra linha, Paolino (2001), Kieschnick & McCullough (2003), Ferrari& Cribari–Neto (2004) e Smithson
& Verkulien (2006) introduziram modelos de regressão para variáveis aleatórias que são regidas por uma
distribuição de probabilidades beta, em que a média da variável resposta érelacionada a um preditor linear
(definido por regressores e parâmetros de regressão desconhecidos) por meio de uma função de ligação.

Há diversos artigos referentes à análise de dados que são observados de forma contínua no intervalo (0,1).
Dentre eles podemos citar Cox (1996) e Papke & Wooldridge (1996) em modelagem de quasi-verossimilhança,
Song & Tan (2000) e Song, Qiu & Tan (2004) em equações de estimação generalizadas e Paolino (2001),
Kieschnick & McCullough (2003), Ferrari & Cribari–Neto (2004), Vasconcellos & Cribari–Neto (2005) e
Smithson & Verkuilen (2006) em modelagem de regressão paramétrica com distribuição beta para a variável
resposta (modelos de regressão beta). Nestes trabalhos, assume-se que a média condicional da variável res-
posta (proporção, taxa ou fração), que é medida de forma contínua no intervalo (0,1), pode ser modelada
através de uma função não-linear envolvendo variáveis explicativas, i.e., a média da resposta é relacionada a
um preditor linear (definido por regressores e parâmetros de regressão desconhecidos) por meio de uma função
de ligação. Aqui, a média condicional é limitada ao intervalo (0,1) e se admite que avariância condicional é
uma função (em geral quadrática) da média condicional. Desta forma, a variância condicional muda à medida
em que a média condicional varia no intervalo (0,1).

Dentre as diferentes especificações dos modelos de regressão beta, aproposta de Ferrari & Cribari–
Neto (2004) é a que se apresenta mais estruturada, uma vez que a parametrização que eles utilizam per-
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3.1. Introdução

mite modelar de forma direta a média usando um preditor linear e uma função de ligação geral, sendo que
esta especificação é a mais similar à dos modelos lineares generalizados (McCullagh & Nelder, 1989). Fer-
rari & Cribari–Neto (2004) apresentam resultados de inferência estatística sob o enfoque da teoria de veros-
similhança, algumas técnicas de diagnóstico e aplicações e fornecem um programa desenvolvido na linguagem
de programação matricialOx (Doornik, 2001; Cribari–Neto & Zarkos, 2003) para o ajuste do modelo e a
construção de gráficos para fins de diagnóstico. Recentemente, sua proposta foi implementada no pacote es-
tatísticoR sob o nome debetareg disponível de forma gratuita emhttp://cran.r-project.org e
no pacote estatísticoSAS(SAS institute, 2005) sob os procedimentosproc nlmixed e proc glimmix
(ver http://www.ats.ucla.edu/STAT/sas/ ). Adicionalmente, Espinheira, Ferrari & Cribari–Neto
(2007, 2008) apresentaram novos resíduos e medidas de influência local para a análise de diagnóstico no
modelo de regressão beta.

Modelos que usam a distribuição beta ou outra distribuição contínua no intervalo (0, 1) são inadequados
em situações em que os valores observados da variável resposta apresentam zeros e/ou uns. Assim, parece
mais apropriado admitir que a distribuição da variável resposta atribui probabilidade positiva a esses valores,
o que não é contemplado por nenhuma distribuição contínua em(0, 1).

Recentemente, Cook, Kieschnick & McCullough (2006) propuseram um modelo de regressão para dados
de financiamento, em que uma suposição é que a distribuição da variável resposta observada no intervalo [0,1)
segue uma mistura entre uma distribuição degenerada no zero e uma distribuição beta. Para este modelo, a
média da distribuição beta é modelada através de um preditor linear usando a ligação logito. Mais adiante,
Hoff (2007) compara diferentes aproximações para modelar escores de eficiência DEA (análise envoltória
de dados) em função de variáveis exógenas. Nesse trabalho, o autorcompara a modelagem Tobit com dois
modelos alternativos, entre eles, um modelo de regressão beta inflacionado no ponto um. Para este modelo
se assume que a distribuição do escore de eficiência observado no intervalo (0,1] segue uma distribuição de
mistura entre uma distribuição degenerada no ponto um e uma distribuição beta.Aqui, a probabilidade de que
o escore de eficiência seja igual a um é modelada através de um preditor linear usando a ligação logito e a
média da distribuição beta é modelada através de um outro preditor linear usando a mesma ligação.

Mais recentemente, Lesaffre, Rizoupoulus & Tsonaka (2007) exploram o uso da transformação logística
para modelar a distribuição de escores limitados em (0,1). Para o caso em que os escores são definidos no
intervalo [0,1], os autores assumem que uma variável latente em (0,1) conduz a um escore observado em
[0,1], como é o caso da proporção de dias em que um paciente toma corretamente uma droga ou do índice
de Barthel∗. Nessa modelagem, se assume que o componente contínuo da distribuição de mistura segue uma
distribuição logística-normal em que a média da distribuição é modelada atravésde covariadas. Adicional-
mente, as probabilidades do escore ser igual a zero e um (componente discreto) podem ser modeladas usando
variáveis explicativas através de regressores lineares usando a ligação logito.

Neste capítulo abordamos aspectos inferenciais para modelos de regressão beta que apresentam valores
zeros e/ou uns na variável resposta. Neste sentido estenderemos o modelo de regressão beta inflacionado em

∗O índice de Barthel é uma média da capacidade de uma pessoa para realizar dez atividades básicas da vida cotidiana, obtendo-se
uma estimativa quantitativa do grau de dependência do indivíduo.
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3.2. Modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

zero (Cook, Kieschnick & McCullough, 2006) e o modelo de regressão beta inflacionado em um (Hoff, 2007)
ao sugerir uma parametrização que permita modelar de forma direta a média da distribuição beta e a massa
de probabilidade em zero ou um usando preditores lineares e funções de ligação adequadas. Apresentamos
resultados de inferência estatística sob o enfoque da teoria de verossimilhança, entre eles a estimação, a
construção de intervalos de confiança de tipo assintótico e testes de hipóteses. Adicionalmente, estudaremos
um modelo de regressão beta inflacionado em zero e um como uma extensão natural do modelo de regressão
beta inflacionado em zero ou um. Aqui, analisamos aspectos de inferência estatística, tais como a estimação e
testes de hipóteses. Também discutimos brevemente a seleção de modelos.

Este capítulo se encontra organizado da seguinte forma. Na Seção 3.2 definimos o modelo de regressão
beta inflacionado em zero ou um. Abordamos aspectos de estimação por máximaverossimilhança, onde
fornecemos expressões para o vetor escore, a matriz de informação deFisher e um algoritmo de estimação,
entre outros. Na Seção 3.3 definimos o modelo de regressão beta inflacionado em zero e um. Discutimos
aspectos de estimação por máxima verossimilhança e apresentamos expressões para o vetor escore, a matriz
de informação de Fisher e um algoritmo de estimação, entre outros. Na Seção3.4 discutimos brevemente a
seleção de modelos. Finalmente, as conclusões deste capítulo são apresentadas na Seção 3.5.

3.2 Modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

Há situações práticas em que dados de proporções ou frações apresentam zeros ou uns (mas não ambos) e
é esse o caso que trataremos nesta seção. Consideremos, por exemplo, asituação em que o interesse recai na
proporção da renda familiar gasta em telefonia celular. Há famílias que não possuem telefone celular e o gasto
com esse item é nulo. Por outro lado, dificilmente alguma família gasta a totalidade darenda mensal nesse
item. Neste caso, um modelo estatístico que permita adicionar a uma distribuição contínua para a variável
resposta no intervalo(0, 1) um ponto de massa em um dos extremos, i.e., massa de probabilidade positiva no
zero ou um, parece ser mais adequado.

3.2.1 Definição

Sejamy1, . . . , yn variáveis aleatórias independentes cada uma com função de densidade beta inflacionada
no pontoc (c = 0 ou c = 1) dada por (2.3.2), i.e.,yt ∼ BIc(αt, µt, φ). O modelo de regressão beta infla-
cionado no pontoc (c = 0 ou c = 1) denotado por RBIc é definido pelos componentes sistemáticos

h(αt) =
M∑

i=1

ztiγi = ζt,

g(µt) =
m∑

i=1

xtiβi = ηt,

(3.2.1)

em queγ = (γ1, . . . , γM )⊤ eβ = (β1, . . . , βm)⊤ são vetores de parâmetros de regressão desconhecidos tais
queγ ∈ IRM e β ∈ IRm, zt1, . . . , ztM e xt1, . . . , xtm são observações de variáveis exógenas conhecidas;
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3.2. Modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

m + M < n. Note que osz’s e osx’s podem coincidir total ou parcialmente. Assumimos que as funções
de ligaçãoh : (0, 1) → IR e g : (0, 1) → IR são estritamente monótonas e duas vezes diferenciáveis.
Para este modelo podemos escolher diferentes funções de ligaçãoh e g. Por exemplo, paraµ podemos usar
a especificação logito,g(µ) = log{µ/(1 − µ)}, a função probito,g(µ) = Φ−1(µ), ondeΦ(·) representa
a função de distribuição acumulada de uma variável aleatória normal padrão, a função de ligação log-log
complementar,g(µ) = log{− log(1−µ)} e a função de ligação log-log,g(µ) = log{− log(µ)}, entre outras.
Estas mesmas especificações podem ser usadas paraα. Uma discussão detalhada destas funções de ligação
pode ser encontrada em McCullagh & Nelder (1989, §4.3.1) e a utilização de outras transformações encontra-
se descrita em Atkinson (1985, Cap. 7). Note quec é fixo para todas as obervações eαt = P (yt = c). Já
µt é a média condicional deyt dado queyt ∈ (0, 1) e φ é um parâmetro de precisão que é constante para
todas as observações. Seguindo Cook, Kieschnick & McCullough (2006), denotaremos por RBIZ o modelo
de regressão beta inflacionado no ponto zero(c = 0) e por RBIU o modelo de regressão beta inflacionado no
ponto um(c = 1).

O modelo de regressão beta inflacionado no pontoc (c = 0 ou c = 1) pertence a uma família mais ampla
de modelos de regressão, conhecida como modelos aditivos generalizados para locação, escala e forma, em
inglês “generalized additive models for location, scale and shape", GAMLSS (Rigby & Stasinopoulos, 2005).
Nesta família os parâmetros das distribuições consideradas podem ser modelados através de preditores lineares
ou através de funções não paramétricas (tipicamente suavizadores lineares).

Se consideramos o vetor de parâmetrosθ = (γ⊤, β⊤, φ)⊤, a função de verossimilhança para o modelo
RBIc é da forma

L(θ) =
n∏

t=1

bic(yt;αt, µt, φ) = L1(γ)L2(β, φ), (3.2.2)

em que

L1(γ) =
n∏

t=1

α
1l{c}(yt)
t (1 − αt)

1−1l{c}(yt),

L2(β, φ) =
∏

t:yt∈(0,1)

f(yt;µt, φ),

sendo1lA(y) a função indicadora, com valor 1 sey ∈ A e 0 sey /∈ A, e os parâmetrosµt e αt definidos
como funções deγ eβ, respectivamente, através de (3.2.1), i.e.,αt = h−1(ζt) eµt = g−1(ηt). A função de
densidadebic(·; ·, ·, ·) está definida em (2.3.2). Note que a função de verossimilhançaL(θ) pode ser fatorada
em dois termos, um que depende apenas do vetor de parâmetrosγ e outro que depende somente do vetor de
parâmetrosβ e deφ. Assim, os vetores de parâmetrosγ e (β⊤, φ)⊤ são separáveis (Pace & Salvan, 1997,
p. 128) e a inferência por máxima verossimilhança sobre(β⊤, φ)⊤ pode ser realizada de forma independente
do vetor de parâmetrosγ como se esse fosse conhecido e vice-versa. Note ainda que o componente discreto
L1(γ) envolve apenas os parâmetros utilizados para modelar a probabilidade de ocorrência de zero ou de
um. Por outro lado, o componente contínuoL2(β, φ) envolve apenas os parâmetros usados para modelar a
distribuição condicional da variável resposta dado que esta pertence ao intervalo(0, 1).

33



3.2. Modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

A formulação deste modelo de regressão tem uma particular vantagem, que reside na interpretação dos
parâmetros. Por exemplo, em estudos de consumo, como é o caso da despesa em telefonia celular, o interesse
pode estar em analisar a proporção de renda familiar gasta nesse item. Neste caso, a distribuição da variável
resposta deve considerar o fato de que algumas famílias não apresentam despesa com esse item (presença
de zeros), i.e., a distribuição de probabilidades da variável resposta temuma bimodalidade e, desta forma,
um modelo de regressão beta inflacionado em zero permitiria avaliar os efeitos da heterogeneidade entre
consumidores e não-consumidores.

O logaritmo da função de verosimilhança paraθ = (γ⊤, β⊤, φ)⊤ é da forma

ℓ(θ) = ℓ1(γ) + ℓ2(β, φ), (3.2.3)

em que

ℓ1(γ) =
n∑

t=1

ℓt(αt),

ℓ2(β, φ) =
∑

t:yt∈(0,1)

ℓt(µt, φ),
(3.2.4)

sendo
ℓt(αt) = 1l{c}(yt) logαt + (1 − 1l{c}(yt)) log(1 − αt)

ℓt(µt, φ) = log Γ(φ) − log Γ(µtφ) − log Γ((1 − µt)φ) + (µtφ− 1) log yt

+ {(1 − µt)φ− 1} log(1 − yt),

(3.2.5)

comc = 0 ou c = 1 dependendo do caso. Parat = 1, . . . , n, a variável aleatória1l{c}(yt) é de tipo Bernoulli,
em queP (1l{c}(yt) = 1) = αt é associada a covariadas através de um preditor linearζt e uma função de
ligaçãoh da forma apresentada em (3.2.1). Assim,ℓ1(γ) é a função de log-verossimilhança de um modelo
linear generalizado com resposta binária. Para maiores detalhes, ver McCullagh & Nelder (1989, §4.4.1).
Adicionalmente, note queℓ2(β, φ) é a função de log-verossimilhança de um modelo de regressão beta em que
a variável resposta é restrita às observações em (0,1) (Ferrari & Cribari–Neto, 2004).

A função escore é obtida pela diferenciação da função de log-verossimilhança com respeito a cada um
dos parâmetros desconhecidos. Assim, pela separabilidade dos vetoresde parâmetrosγ e (β⊤, φ)⊤, podemos
obter de forma independente o escore paraγ e o escore para(β⊤, φ)⊤. Assim, paraR = 1, . . . ,M, temos

UR =
∂ℓ1(γ)

∂γR
=

n∑

t=1

∂ℓt(αt)

∂αt

dαt

dζt

∂ζt
∂γR

=

n∑

t=1

1l{c}(yt) − αt

αt(1 − αt)

dαt

dζt
ztR (3.2.6)

e, parar = 1, . . . ,m, temos

Ur =
∂ℓ2(β, φ)

∂βr
=

∑

t:yt∈(0,1)

∂ℓt(µt, φ)

∂µt

dµt

dηt

∂ηt

∂βr
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3.2. Modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

Ur =
∑

t:yt∈(0,1)

φ
[
log
( yt

1 − yt

)
−{ψ(µtφ) − ψ((1 − µt)φ)}

]dµt

dηt
xtr,

em que
dαt

dζt
=

dh−1(ζt)

dζt
=

1

h′(αt)
,

dµt

dηt
=

dg−1(ηt)

dηt
=

1

g′(µt)
.

Definindo

y∗t =

{
log
(

yt

1−yt

)
, se yt ∈ (0, 1),

0, caso contrário,
(3.2.7)

e
µ∗t = E(y∗t |1l{c}(yt) = 0) = ψ(µtφ) − ψ((1 − µt)φ), (3.2.8)

obtemos

Ur = φ
n∑

t=1

(1 − 1l{c}(yt))(y
∗
t − µ∗t )

dµt

dηt
xtr. (3.2.9)

Se definimos os vetoresy∗ = (y∗1, . . . , y
∗
n)⊤, yc = (1l{c}(y1), . . . , 1l{c}(yn))⊤, µ∗ = (µ∗1, . . . , µ

∗
n)⊤ eα∗ =

(α1, . . . , αn)⊤ de dimensão(n×1) e as matrizes diagonaisH = diag{1−1l{c}(y1), . . . , 1−1l{c}(yn)}, G =
diag{dα1/dζ1, . . . ,dαn/dζn}, P = diag{1/[α1(1 − α1)], . . . , 1/[αn(1 − αn)]}, T = diag{dµ1/dη1, . . . ,
dµn/dηn}, de dimensão(n× n), podemos escrever matricialmente os vetores escore paraγ eβ, respectiva-
mente, como

Uγ(γ) = Z⊤PG(yc − α∗),

Uβ(β, φ) = φX⊤TH(y∗ − µ∗),
(3.2.10)

em queZ é uma matriz de valores fixos conhecidos(n ×M) cujat-ésima linha éz⊤t = (zt1, . . . , ztM ) eX
é uma matriz de valores fixos conhecidos(n ×m) comt-ésima linhax⊤t = (xt1, . . . , xtm). Note queUγ(γ)
é obtido de forma independente deUβ(β, φ) dada a fatoração da verossimilhança em (3.2.2). Finalmente,
o escore para o parâmetro de precisão é obtido independentemente deγ através da derivada da função de
log-verossimilhança com respeito ao parâmetroφ. Assim,

Uφ =
∂ℓ2(β, φ)

∂φ
=

∑

t:yt∈(0,1)

∂ℓt(µt, φ)

∂φ

=
∑

t:yt∈(0,1)

{
µt

(
log
( yt

1 − yt

)
−[ψ(µtφ) − ψ((1 − µt)φ)]

)
+ log(1 − yt) + ψ(φ) − ψ((1 − µt)φ)

}
.
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3.2. Modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

Definimos

s(yt) =

{
log(1 − yt), se yt ∈ (0, 1),

0, se y = c.
(3.2.11)

Logo,

Uφ =
n∑

t=1

(1 − 1l{c}(yt)){µt(y
∗
t − µ∗t ) + s(yt) + ψ(φ) − ψ((1 − µt)φ)}. (3.2.12)

Se definimosD∗ = diag{d∗1, . . . , d∗n} sendod∗t = µt(y
∗
t − µ∗t ) + s(yt) + ψ(φ) − ψ((1 − µt)φ) temos que

Uφ = tr(HD∗), (3.2.13)

em quetr(·) é o traço de uma matriz quadrada.

Nas equações (A.1.6) - - (A.1.10) do Apêndice A.1 são fornecidos os valores esperados das derivadas
de segunda ordem da função de log-verossimilhançaℓ(θ). Definimos as matrizes diagonaisQ = GPG =
diag{q1, . . . , qn}, ∆ = diag{δ1, . . . , δn}, W = diag{w1, . . . , wn}, D = diag{d1, . . . , dn} e o vetorc =

(c1, . . . , cn)⊤, sendo que, parat = 1, . . . , n, pt = 1/[αt(1 − αt)], qt = pt

(
dαt/dζt

)2
, δt = 1 − αt, wt =

ψ′(µtφ)+ψ′(1−µt)φ), dt = (1−µt)
2ψ′((1−µt)φ)+µ2

tψ
′(µtφ)−ψ′(φ) ect = φ[µtψ

′(µtφ)−(1−µt)ψ
′((1−

µt)φ)] são funções dos parâmetrosγ, β e φ através deαt, µt e φ. Desta forma, a matriz de informação de
FisherK(θ) para o modelo RBIc tem a forma

K(θ) =

(
Kγ(γ) 0

0 Kϑ(ϑ)

)
, (3.2.14)

sendo a matrizKγ(γ) = Kγγ a matriz de informação de Fisher deγ e

Kϑ(ϑ) = Kϑ(β, φ) =

(
Kββ Kβφ

Kφβ Kφφ

)
(3.2.15)

a matriz de informação de Fisher deϑ = (β⊤, φ)⊤. Aqui, Kγγ = Z⊤QZ, Kββ = φ2X⊤∆TWTX, Kβφ =
K⊤

βφ = X⊤∆T c, Kφφ = tr(∆D). Observamos que a matriz em (3.2.14) não depende do ponto de inflaçãoc.
Note ainda queKγγ não depende de(β, φ) e queKββ , Kβφ, Kβφ eKφφ não dependem deγ. Adicionalmente,
o vetor de parâmetrosγ é ortogonal ao vetor de parâmetrosϑ = (β⊤, φ)⊤ o que implica que os respectivos
componentes do vetor escore são não correlacionados. Além disso, temos deste fato que, assintoticamente, o
estimador de máxima verossimilhança deγ é independente dos estimadores de máxima verossimilhança de
β eφ. SejamWββ = φ2∆TWT, Wβφ = ∆T c, Wφβ = W⊤

βφ eWφφ = tr(∆D). Definimos a matriz̃W de
dimensão(n+ 1) × (n+ 1) por

W̃ =

(
Wββ Wβφ

Wφβ Wφφ

)
, (3.2.16)
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e X̃, a matriz aumentada de dimensão(n+ 1) × (m+ 1), da forma

X̃ =

(
X 0
0 1

)
. (3.2.17)

Então, a matriz de informação de Fisher deϑ = (β⊤, φ)⊤ pode ser escrita como

Kϑ(ϑ) = X̃⊤W̃ X̃. (3.2.18)

Usando a expressão padrão para a inversa de matrizes particionadas (ver, por exemplo, Rao, 1973, p. 33),
deduz-se que a inversa da matriz de informação de Fisher é

K(θ)−1 =

(
Kγ(γ)−1 0

0 Kϑ(ϑ)−1

)
=



Kγγ 0 0

0 Kββ Kβφ

0 Kφβ Kφφ


 (3.2.19)

com
Kγγ = (Z⊤QZ)−1,

Kββ = (X⊤WββX)−1

{
Im +

X⊤T cc⊤T⊤X(X⊤WββX)−1

tr(D) − c⊤T⊤X(X⊤WββX)−1X⊤T c

}
,

Kβφ = (Kφβ)⊤ = −[tr(D) − c⊤T⊤X(X⊤WββX)−1X⊤T c]−1(X⊤WββX)−1X⊤T c,

Kφφ = [tr(D) − c⊤T⊤X(X⊤WββX)−1X⊤T c]−1,

sendoIm a matriz identidade de dimensãom × m. Pela separabilidade dos parâmetrosγ e (β⊤, φ)⊤, o
estimador de máxima verossimilhança deγ é obtido independentemente de(β⊤, φ)⊤ como a solução do
sistema não linearUγ(γ) = 0. Já o estimador de máxima verossimilhança de(β⊤, φ)⊤ é obtido como
solução do sistema não linear(Uβ(β, φ)⊤, Uφ(β, φ))⊤ = 0. Observamos que, em ambos os casos, tais es-
timadores não possuem forma fechada. Assim, eles devem que ser obtidosnumericamente pela maximização
da função de log-verossimilhança usando um algoritmo de otimização não-linear, tal como o algoritmo de
Newton (Newton-Raphson, escore de Fisher, BHHH, etc.) ou um algoritmoquasi-Newton (BFGS); ver Press
et al. (1992, Capítulos 9 e 10).

3.2.2 Processo de estimação

O objetivo desta seção é apresentar um procedimento para ajuste do modeloRBIc. Para estimar os
parâmetros usamos o método escore de Fisher, bastando para tal ter conhecimento da função escore e da
matriz de informação de Fisher. Inicialmente, para calcular a estimativa de máximaverossimilhança deγ, o
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3.2. Modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

algoritmo escore de Fisher é expresso por

γ(m+1) = γ(m) + (Z⊤Q(m)Z)−1Z⊤P (m)G(m)(yc − α∗(m))

= (Z⊤Q(m)Z)−1Z⊤Q(m)τ
(m)
1 ,

(3.2.20)

ondeτ (m)
1 = Zγ(m) + (Q(m))−1P (m)G(m)(yc − α∗(m)).

O algoritmo escore de Fisher para calcular a estimativa de máxima verossimilhança deϑ = (β⊤, φ)⊤ é
expresso por

ϑ(m+1) = (X̃⊤W̃ (m)X̃)−1X̃⊤W̃ (m)τ∗(m), (3.2.21)

sendo
τ∗(m) = X̃ϑ(m) + (W̃ (m))−1T̃ (m)z∗(m)

um vetor de dimensão(n+ 1)× 1, em queT̃ é a matriz aumentada de dimensão(n+ 1)× (n+ 1) da forma

T̃ =

(
φTH 0

0 tr(HD∗)

)

ez∗ = ((y∗ − µ∗)⊤, 1)⊤ é um vetor de dimensão(n+ 1) × 1.

Note que para cada iteração das expressões (A.9.1) e (A.9.2) o método escore de Fisher corresponde a
uma regressão ponderada de uma variável dependente modificada sobre sua respectiva matriz modelo. Para
encontrar o estimador deγ a variável modificada éτ1 com matriz modeloZ e para encontrar o estimador de
ϑ a variável modificada éτ∗ com matriz modelõX. Os processos anteriores são repetidos até que a distância
(por exemplo, euclidiana) entreγ(m+1) e γ(m) e a distância entreϑ(m+1) e ϑ(m) sejam menores que uma
tolerância especificada.

Em geral, os algoritmos de maximização precisam da especificação de valores iniciais. Assumiremos
como estimativa inicial paraγ a obtida pela regressão linear auxiliar no intercepto, i.e., consideramos como
vetor inicial γ1 = h−1(

∑n
t=1 1l{c}(yt)/n), γ2 = 0, . . . , γM = 0. Note que

∑n
t=1 1l{c}(yt)/n representa a

proporção de zeros ou de uns na amostra, dependendo do caso. Seguindo Ferrari & Cribari–Neto (2004), para
a estimação deβ podemos tomar como vetor inicial a estimativa do vetorβ obtida a partir de uma regressão
linear da variável resposta transformadag(y†1), . . . , g(y

†
m0) emX0, i.e., (X⊤

0 X0)
−1X⊤

0 z
†, onde o vetorz† é

da formaz† = g(y†)⊤ = (g(y†1), . . . , g(y
†
m0))

⊤ sendoy† = (y†1, . . . , y
†
m0)

⊤ o sub-vetor da variável resposta
formado pelas observações que estão no intervalo(0, 1), X0 é a sub-matriz de covariadas associadas ay† e
m0 representa o número de observações da variável resposta que se encontram no intervalo(0, 1).
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3.2. Modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

Adicionalmente, dado queVar(yt|yt ∈ (0, 1)) = µt(1−µt)/(1+φ), temos queφ = µt(1−µt)/Var(yt|yt ∈
(0, 1)) − 1 e o valor inicial sugerido paraφ é

1

m0

m0∑

t=1

µ̌t(1 − µ̌t)

σ̌2
t

− 1, (3.2.22)

em queµ̌t = g−1(x⊤0t(X
⊤
0 X0)

−1X⊤
0 z

†) e σ̌2
t = ě⊤ě/[(m0 − m){g′(µ̌t)}2]. Aqui, o vetor de resíduos de

mínimos quadrados ordinários,
ě = z† −X0(X

⊤
0 X0)

−1X⊤
0 z

†,

é obtido da regressão linear auxiliar dez† sobreX0. Note que a expressão (3.2.22) está baseada numa
aproximação linear deg(·). Assim,

Var(g(y†t )) ≈ Var{g(µt) + (y†t − µt)g
′(µt)} = Var(y†t ){g′(µt)}2,

ou seja,Var(y†t ) ≈ Var{g(y†t )}{g′(µt)}−2.

Ainda, os modelos de regressão RBIZ e RBIU podem ser incorporadosno pacotegamlss noR (Stasino-
poulos, Rigby & Akantziliotou, 2006). Para a estimação dos parâmetros é utilizada máxima verossimilhança.
A função de log-verossimilhança do modelo é maximizada iterativamente usandoos algoritmos RS ou CG
(Rigby & Stasinopoulos, 2005). Estes algoritmos usam o procedimento de retroajuste (backfitting) para
melhorar o desempenho do método de escore de Fisher. Os algoritmos RS e CGusam a função de log-
verossimilhança dos dados e as primeiras derivadas (opcionalmente podem utilizar o valor esperado das
derivadas de segunda ordem) com respeito aos parâmetros da distribuição, neste caso, os parâmetros da dis-
tribuição (2.3.2) na formaν = α, µ = µ e σ = φ. O algoritmo CG utilizado no pacotegamlss é uma
generalização do algoritmo de Cole & Green (1992), em que podem ser utilizados os valores esperados das
derivadas cruzadas de segunda ordem. A implementação noR dos modelos de regressão RBIZ e RBIU foi
desenvolvida recentemente por Ospina (2006) através dos uso das distribuições beta inflacionadas em zero
e/ou.

3.2.3 Intervalos de confiança e testes de hipóteses

Sob as condições de regularidade usuais (Cox & Hinkley, 1974, Cap. 9), temos quêθ eK(θ̂) são esti-
madores consistentes deθ eK(θ), respectivamente, em queK(θ̂) é a matriz de informação de Fisher (3.2.14)
avaliada em̂θ. Assumindo queJ(θ) = limn→∞K(θ)/n existe e é não-singular, temos que

√
n(θ̂ − θ)

D→ NM+m+1(0, J(θ)−1),

em queθ̂ = (γ̂⊤, β̂⊤, φ̂)⊤ é o estimador de máxima verossimilhança deθ = (γ⊤, β⊤, φ)⊤ e NM+m+1

é a distribuição normal(M + m + 1)-variada. Aqui,
D→ denota convergência em distribuição. Assim,

pela normalidade assintótica do estimador de máxima verossimilhançaθ̂, podemos construir intervalos de
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3.2. Modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

confiança de tipo assintótico para os parâmetros deste modelo de regressão. Portanto,
(
γ̂R − z1− ς

2
(K̂γγ

RR
)1/2, γ̂R + z1− ς

2
(K̂γγ

RR
)1/2

)
,

paraR = 1, . . . ,M, (
β̂r − z1− ς

2
(K̂ββ

rr
)1/2, β̂r + z1− ς

2
(K̂ββ

rr
)1/2

)
,

parar = 1, . . . ,m, e (
φ̂− z1− ς

2
(K̂φφ)1/2, φ̂+ z1− ς

2
(K̂φφ)1/2

)

são intervalos de confiança assintóticos (ICA) paraγR, βr e φ com coeficiente de confiança100(1 − ς)%,
respectivamente. As variâncias assintóticas deγ̂R, β̂r e φ̂ sãoK̂γγ

RR
, K̂ββ

rr
eK̂φφ, respectivamente, sendôKγγ

RR

o (R,R)-ésimo elemento da matrizKγγ avaliado em̂γ, K̂ββ
rr

o (r, r)-ésimo elemento da matrizKββ avaliado

em (β̂⊤, φ̂)⊤ e K̂φφ o elementoKφφ avaliado em(β̂⊤, φ̂)⊤. Ainda, para0 < ς < 1/2, z1− ς
2

representa o
quantil1 − ς/2 da distribuição normal padrãoN (0, 1).

Finalmente, através do método delta multivariado† pode ser obtido para a resposta médiaµ�

t = E(yt), t =
1, . . . , n, do modelo RBIc o seguinte intervalo de confiança assintótico com coeficiente de confiança100(1−
ς)%: (

µ̂�

t − z
1− ς

2
e.p.(µ̂�

t ), µ̂�

t + z
1− ς

2
e.p.(µ̂�

t )
)
,

em que

µ̂�

t = cα̂t + (1 − α̂t)µ̂t = ch−1(ζ̂t) + (1 − h−1(ζ̂t))g
−1(η̂t)

e

e.p.(µ̂�

t ) =

√{
(1 − µ̂t)/h(ζ̂t)

}2
z⊤t K̂

γγzt +
{
(1 − α̂t)/g(η̂t)

}2
x⊤t K̂

ββxt,

sendoK̂γγ e K̂ββ os blocosKγγ eKββ da inversa da matriz de informação de Fisher (3.2.19) avaliados nos
respectivos estimadores de máxima verossimilhança.

Ajustado o modelo RBIc, pode ser de interesse do pesquisador realizar testes de hipóteses sobre os
parâmetros do modelo, com o objetivo de verificar a significância das variáveis explicativas. Suponha que
estamos interessados em testar um subconjunto dos vetores de parâmetrosγ e β. Particionando os vetores
de parâmetrosγ = (γ⊤1 , γ

⊤
2 )⊤ e β = (β⊤1 , β

⊤
2 )⊤ em queγ1 = (γ1, . . . , γM1)

⊤, γ2 = (γM1+1, . . . , γM )⊤,
β1 = (β1, . . . , βm1)

⊤ eβ2 = (βm1+1, . . . , βm)⊤ podemos estar interessados em testar a hipóteseH1
0 : γ1 =

γ
(0)
1 ;β1 = β

(0)
1 contra a hipóteseH1

1 : violação de pelo menos uma igualdade, em queγ
(0)
1 e β(0)

1 são ve-
tores de parâmetros especificados de dimensõesM1 em1, respectivamente. Assumimos que0 ≤M1 ≤ M e

†O método delta multivariado afirma que seTn é uma seqüência de vetoresp-dimensionais tais que
√

n[Tn − θ]
D→ Np(0, Σ)

e considerandog(Tn) uma função a valores reais, i.e.,g : IRp → IR tal que ġ(θ) = ∂g(x)/∂x|x=θ não é identicamente nula

e contínua numa vizinhança deθ, então
√

n[g(Tn) − g(θ)]
D→ N (0, τ2) com τ2 = [ġ(θ)]⊤Σ[ġ(θ)]. Para maiores detalhes, ver

Lehmann & Casella (2002, § 1.9).
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0 ≤ m1 ≤ m (o caso trivialM1 = m1 = 0 é excluído). A estatística de teste da razão de log-verossimilhanças
é

Λ = 2{ℓ(γ̂, β̂, φ̂) − ℓ(γ̃, β̃, φ̃)},
ondeℓ(γ, β, φ) é a função de log-verossimilhança (3.2.3) e(γ̃⊤, β̃⊤, φ̃)⊤ é o estimador de máxima veros-
similhança restrito de(γ⊤, β⊤, φ)⊤ obtido ao impor-se a hipótese nula. Quando o modelo restrito não se situa

na fronteira do espaço paramétrico e, em condições usuais de regularidade, tem-se que, sobH0,Λ
D→ χ2

M1+m1
.

Dessa forma, o teste pode ser realizado usando valores críticos aproximados de uma distribuiçãoχ2 com
M1 +m1 graus de liberdade.

Alternativamente ao teste da razão de verossimilhanças pode ser utilizado o teste escore. Note que a
hipótese nulaH1

0 : γ1 = γ
(0)
1 ;β1 = β

(0)
1 induz partições sobre as matrizes de regressores. Neste caso, sejam

Z = [Z1, Z2] e X = [X1, X2] as respectivas matrizes particionadas de covariadas do modelo RBIc, em
queZ1, Z2, X1 eX2 são matrizes de posto completo de dimensõesn ×M1, n × (M −M1), n × m1, e
n × (m −m1) respectivamente. No caso em queM1 = M definimosZ1 = Z. Analogamente, sem1 = m
definimosX1 = X. SejaU1γ o vetor de dimensãoM1 que contém os primeirosM1 elementos do vetor escore
Uγ(γ) e sejaKγγ

11 a matriz de dimensãoM1 × M1 formada pelas primeirasM1 linhas e as primeirasM1

colunas da matrizKγγ definida em (3.2.19). De forma análoga, definimosU1β o vetor de dimensãom1 que
contém os primeirosm1 elementos do vetor escoreUβ(β, φ) e sejaKββ

11 a matriz de dimensãom1 × m1

formada pelas primeirasm1 linhas e as primeirasm1 colunas da matrizKββ definida em (3.2.19). Desta
forma, podemos mostrar que a partição induzida pela hipóteseH1

0 conduz aU1γ = Z⊤
1 PG(yc − α∗) e

U1β = φX⊤
1 TH(y∗−µ∗). Daí, a estatística escoreξ pode ser escrita como a soma de duas forma quadráticas,

a saber:
ξ = Ũ⊤

1γK̃
γγ
11 Ũ1γ + Ũ⊤

1βK̃
ββ
11 Ũ1β .

Aqui, o ‘til’ indica que as quantidades são avaliadas no estimador de máxima verossimilhança restrito (im-
pondo-se a hipótese nula). Sob a hipótese nula e em condições usuais deregularidade, a estatística escore tem
assintoticamente distribuiçãoχ2

M1+m1
.

Finalmente, podemos considerar o teste de Wald para testar a hipóteseH1
0. Neste caso, a estatística de

Wald é
̟ = (γ̂1 − γ

(0)
1 )⊤(K̂γγ

11 )−1(γ̂1 − γ
(0)
1 ) + (β̂1 − β

(0)
1 )⊤(K̂ββ

11 )−1(β̂1 − β
(0)
1 ).

Aqui, o ‘chapéu’ denota que as quantidades são avaliadas no estimador irrestrito. Novamente, sob a hipótese

nula e em condições gerais de regularidade, temos que̟
D→ χ2

M1+m1
. Desta forma, o teste pode ser avaliado

usando os valores críticos aproximados de uma distribuiçãoχ2
M1+m1

. Em particular, para testar a significância
do r-ésimo parâmetroβr, r = 1, . . . ,m, podemos utilizar a raiz quadrada sinalizada da estatística de Wald,
isto é β̂r/s.e.(β̂r) em ques.e.(β̂r) é o erro padrão assintótico do estimador de máxima verossimilhança de
β̂r, obtido do elemento(r, r) da matrizKββ avaliada no estimador de máxima verossimilhança. Neste caso a
distribuição limite da estatística de teste sob a hipótese nula é normal padrão. Analogamente, pode ser testada
a significância do parâmetroγR, R = 1, . . . ,M.
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3.2.4 Aplicação a dados simulados

Através de dados simulados, ilustramos o uso do pacotegamlss do R para estimar por máxima veros-
similhança os parâmetros do modelo de regressão beta inflacionado RBIZ utilizando a implementação pro-
posta por Ospina (2006). Consideramos um modelo de regressão beta inflacionado no zero (RBIZ) com
estrutura

g(µt) = β0 + β1xt,

h(αt) = γ0 + γ1zt,
(3.2.23)

t = 1, . . . , n, ondeg eh são funções de ligação logito. Desta forma, a variável resposta éyt ∼ BIZ(αt, µt, φ)
comt = 1, . . . , n. Os valores das covariáveisxt e zt são realizações independentes de uma variável aleatória
uniformeU(0, 1). O tamanho de amostra én = 500 e os valores verdadeiros dos parâmetros sãoγ0 = −1.0,
γ1 = 0.5, β0 = −1.5, β1 = 1.5 e φ = 50. Para ajustar este modelo de regressão no pacotegamlss do R
utilizamos

fit = gamlss(y~(-1+x), nu.formula=~(-1+z), family=BEZI)

em quey~(-1+x) corresponde à estrutura de regressão do componente contínuo,nu.formula=~(-1+z)
é a estrutura de regressão do componente discreto efamily=BEZI indica que a família a ser modelada
é a distribuição beta inflacionada em zero. Maiores detalhes sobre o uso do pacotegamlss podem ser
encontrados em Stasinopoulos, Rigby & Akantziliotou (2006).

Neste exemplo, 31.2% das observações da variável resposta são iguaisa zero. A Figura 3.1 apresenta os
diagramas de dispersão da variável respostayt, t = 1, . . . , n, contra as covariáveisxt e zt, respectivamente.
Na Tabela 3.1 encontram-se as estimativas de máxima verossimilhança com seusrespectivos erros padrão.
Segundo o exemplo, percebemos que todas as covariáveis são significativas. Para mais detalhes do resumo de
estatísticas do ajuste do modelo simulado ver o Apêndice A.2.

Tabela 3.1: Estimativas de máxima verossimilhança com erros padrão para os dados simulados;yt ∼ BIZ(αt, µt, φ).

Parâmetro γ0 γ1 β0 β1 φ

Estimativa −0.96280 0.37523 −1.53124 1.53170 56.87893
Erro-Padrão 0.01656 0.02678 0.00460 0.00696 4.30175

3.3 Modelo de regressão beta inflacionado em zero e um

Nesta seção, consideramos um modelo estatístico que é uma generalização natural do modelo de regressão
beta inflacionado em zero ou um. Para este modelo admitimos que a variável resposta(y) assume valores no
intervalo [0,1] com probabilidade positiva de ocorrer os valores zero eum. Como exemplo, consideramos os
dados referentes a um estudo em que 104 estudantes do primeiro ano de psicologia da Universidade Nacional
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Figura 3.1: Diagrama de dispersão da respostayt, t = 1, . . . , n, contra a covariávelxt ezt.

da Austrália simularam vereditos para uma suposta infração (Smithson & Verkuilen, 2006). Neste caso, a
variável de interesse(y) é uma taxa percentual [0, 100%] que mede o grau de confiança do juradoem seu
próprio veredito. Aqui,y = 0 representa desconfiança total no veredito do jurado ey = 100% representa
confiança total no veredito do jurado. Neste estudo, a resposta é associada a covariadas. Uma possível
covariada é o tipo de veredito disponível, que no caso pode ser de dois tipos. O primeiro é convencional (culpa
ou absolvição) e o outro é condicional (culpa, absolvição ou falta de provas). A outra possível covariável é
a evidência de testemunhos contraditórios. Assim, os dados refletem que a distribuição de probabilidades do
grau de confiança no veredito do jurado tem pontos de massa nos extremosy = 0 e y = 1. Uma distribuição
derivada da mistura entre uma distribuição contínua no intervalo(0, 1) (por exemplo a distribuição beta) e
uma distribuição de Bernoulli, que atribui probabilidades positivas aos valores 0 e 1, pode caracterizar a
heterogeneidade da probabilidade do grau de confiança do jurado em seu veredito.

3.3.1 Definição

Sejamy1, . . . , yn variáveis aleatórias independentes, cada uma com função de densidadedada por (2.4.7),
i.e., yt ∼ BIZU(δ0t, δ1t, µt, φ). O modelo de regressão beta inflacionado em zero e um (RBIZU) é definido
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por (2.4.7) e pelos componentes sistemáticos

g(µt) =
k∑

i=1

xtiβi = ηt,

H(δ0t, δ1t) = (h0(δ0t, δ1t), h1(δ0t, δ1t)) = (ζ0t, ζ1t),

(3.3.1)

em queµt = E(yt|yt ∈ (0, 1)), δ0t = P (yt = 0), δ1t = P (yt = 1) e 1 − δ0t − δ1t = P (yt ∈ (0, 1)). As
funçõesηt = x⊤t β, ζ0t = v⊤t ρ e ζ1t = z⊤t γ são preditores lineares;β = (β1, . . . , βk)

⊤, ρ = (ρ1, . . . , ρk0)
⊤

e γ = (γ1, . . . , γk1)
⊤ são vetores de parâmetros de regressão desconhecidos a serem estimados tais que

β ∈ IRk, ρ ∈ IRk0 e γ ∈ IRk1 . Aqui, xt = (xt1, . . . , xtk)
⊤, vt = (vt1, . . . , vtk0)

⊤ e zt = (zt1, . . . , ztk1)
⊤

representam os valores observados dek, k0 ek1 variáveis exógenas conhecidas respectivamente.

Admitimos que a função de ligaçãog : (0, 1) → IR é estritamente monótona e duas vezes diferenciável.
Já a funçãoH é uma transformação bijetora do conjuntoC = {(δ0t, δ1t) : 0 < δ0t < 1, 0 < δ1t < 1 − δ0t}
a IR2, duplamente diferenciável. Sob as condições impostas paraH, garante-se que as derivadas parciais de
δ0t = h∗0(ζ0t, ζ1t) e deδ1t = h∗1(ζ0t, ζ1t) são contínuas emIR2 e δ0t, δ1t podem ser escritos em termos deζ0t

e ζ1t de forma única (Rudin,1976. Teorema 9.28, p. 224). Note que a funçãoH pode ser escolhida de forma
geral para satisfazer as condições exigidas acima. Por exemplo, podemos considerarH tal que

H(δ0t, δ1t) = (h0(δ0t, δ1t), h1(δ0t, δ1t)) =

(
h
( δ0t

1 − δ0t − δ1t

)
, h
( δ1t

1 − δ0t − δ1t

))
, (3.3.2)

sendo a funçãoh : IR+ → IR estritamente monótona e duas vezes diferenciável. Note queh0 eh1 são funções
deIR2 emIR.

Suponhamos que no modelo RBIZU tomamos a função de ligaçãog(µt) = log(µt/1 − µt) e em (3.3.2)
escolhemosh como sendo a função logaritmo. Logo,h0(δ0t, δ1t) = log (δ0t/(1 − δ0t − δ1t)) = ζ0t e
h1(δ0t, δ1t) = log (δ1t/(1 − δ0t − δ1t)) = ζ1t. Desta forma,

P (yt = 0)

P (yt ∈ (0, 1))
=

δ0t

1 − δ0t − δ1t
= exp(ζ0t),

P (yt = 1)

P (yt ∈ (0, 1))
=

δ1t

1 − δ0t − δ1t
= exp(ζ1t).

Assim,

δ0t = P (yt = 0) =
eζ0t

1 + eζ0t + eζ0t
,

δ1t = P (yt = 1) =
eζ1t

1 + eζ0t + eζ0t
,

1 − δ0t − δ1t = P (yt ∈ (0, 1)) =
1

1 + eζ0t + eζ0t
.
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3.3. Modelo de regressão beta inflacionado em zero e um

Sob a especificação anterior, o modelo RBIZU será chamado de modelo de regressão logístico beta infla-
cionado em zero e um (RLBIZU).

Agora, consideremos o vetor de parâmetrosθ = (ρ⊤, γ⊤, β⊤, φ)⊤. A função de verossimilhança para o
modelo de regressão beta inflacionado em zero e um é da forma

L(θ) =
n∏

t=1

bizu(yt; δ0t, δ1t, µt, φ) = L1(ρ, γ)L2(β, φ) (3.3.3)

sendobizu(·; ·, ·, ·, ·) a distribuição beta inflacionada em zero e um definida em (2.4.7) e

L1(ρ, γ) =
n∏

t=1

δ
1l{0}(yt)

0t δ
1l{1}(yt)

1t (1 − δ0t − δ1t)
1−1l{0}(yt)−1l{1}(yt),

L2(β, φ) =
∏

t:yt∈(0,1)

f(yt;µt, φ),

em queµt, δ0t e δ1t são definidos através de (3.3.1) como funções dos parâmetrosβ, ρ eγ, 1lA(y) é a função
indicadora, com valor 1 sey ∈ A e 0 sey /∈ A, ef(yt; ·, ·) é a densidade beta definida em (2.2.1).

Note que a função de verossimilhançaL(θ) pode ser fatorada em dois termos, um que depende apenas
do vetor de parâmetros(ρ⊤, γ⊤)⊤ e outro que depende somente do vetor de parâmetrosβ e deφ. Assim, os
vetores de parâmetros(ρ⊤, γ⊤)⊤ e (β⊤, φ)⊤ são separáveis (Pace & Salvan, 1997, p. 128) e a inferência por
máxima verossimilhança sobre(β⊤, φ)⊤ pode ser realizada de forma independente do vetor de parâmetros
(ρ⊤, γ⊤)⊤ como se este fosse conhecido e vice-versa. Note ainda queL1(ρ, γ) envolve apenas os parâ-
metros utilizados para modelar as probabilidades de ocorrência de zero e de um (componente discreto). Por
outro lado,L2(β, φ) envolve apenas os parâmetros usados para modelar a distribuição condicional da variável
resposta dado que esta pertence ao intervalo(0, 1), i.e., do componente contínuo.

A função de log-verossimilhança do modelo RBIZU baseada numa amostra den observações indepen-
dentes é

ℓ(θ) =
n∑

t=1

log(bizu(yt; δ0t, δ1t, µt, φ)) = ℓ1(ρ, γ) + ℓ2(β, φ), (3.3.4)

em que

ℓ1(ρ, γ) =
n∑

t=1

ℓt(δ0t, δ1t),

ℓ2(β, φ) =
∑

t:yt∈(0,1)

ℓt(µt, φ),
(3.3.5)
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3.3. Modelo de regressão beta inflacionado em zero e um

onde
ℓt(δ0t, δ1t) = 1l{0}(yt) log δ0t + 1l{1}(yt) log δ1t

+ (1 − 1l{0}(yt) − 1l{1}(yt)) log(1 − δ0t − δ1t),

ℓt(µt, φ) = log Γ(φ) − log Γ(µtφ) − log Γ((1 − µt)φ) + (µtφ− 1) log yt

+ {(1 − µt)φ− 1} log(1 − yt).

(3.3.6)

Se definimos o vetor de parâmetrosπ = (π0t, π1t, π2t), em queπ0t = δ0t, π1t = δ1t, π2t = 1 − δ0t − δ1t, e a
variável auxiliarℑ = (ℑ0t,ℑ1t,ℑ2t), sendoℑ0t = 1l{0}(yt),ℑ1t = 1l{1}(yt) eℑ2t = 1−1l{0}(yt)−1l{1}(yt),
temos queπ0t +π1t +π2t = 1 eℑ0t +ℑ1t +ℑ2t = 1. Daí, a funçãoℓ1(ρ, γ) em (3.3.5) pode ser escrita como

ℓ1(ρ, γ) = ℓ(π) =
n∑

t=1

ℑ0t log π0t + ℑ1t log π1t + ℑ2t log π2t,

a qual corresponde à função de log-verossimilhança de um modelo trinomial na variável auxiliarℑ. A função
ℓ2(β, φ) em (3.3.5) é idêntica à obtida em (3.2.5) uma vez que o componente contínuo usado para modelar
a distribuição condicional da variável resposta dado que esta pertenceao intervalo(0, 1) é a mesma, i.e., o
componente contínuo é modelado através da distribuição beta (2.2.1). Adicionalmente,ℓ2(β, φ) corresponde
à função de log-verossimilhança de um modelo de regressão beta (Ferrari & Cribari-Neto, 2004).

A função escore é obtida pela diferenciação da função de log-verosimilhança com respeito a cada um dos
parâmetros desconhecidos (ver equações (A.3.3) - - (A.3.9) do Apêndice A.3). Definimos os vetores de dimen-
sãon × 1 : y{0} = (1l{0}(y1), . . . , 1l{0}(yn))⊤, y{1} = (1l{1}(y1), . . . , 1l{1}(yn))⊤, y(0,1) = (1l(0,1)(y1), . . . ,

1l(0,1)(yn))⊤, y∗ = (y∗1, . . . , y
∗
n)⊤ eµ∗ = (µ∗1, . . . , µ

∗
n)⊤, sendoy∗ eµ∗ definidos em (3.2.7) e (3.2.8) respec-

tivamente. Adicionalmente, definimos matrizes diagonais de dimensãon × n, sendo∆0 = diag{1/δ01, . . . ,
1/δ0n}, ∆1 = diag{1/δ11, . . . , 1/δ1n}, ∆(0,1) = diag{1/(1 − δ01 − δ11), . . . , 1/(1 − δ0n − δ1n)}, T =
diag{dµ1/dη1, . . . ,dµn/dηn}, T0 = diag{∂δ01/∂ζ01, . . . , ∂δ0n/∂ζ0n}, T1 = diag{∂δ11/∂ζ11, . . . ,
∂δ1n/∂ζ1n}, T01 = diag{∂δ01/∂ζ11, . . . , ∂δ0n/∂ζ1n} e T10 = diag{∂δ11/∂ζ01, . . . , ∂δ1n/∂ζ1n}. Temos
que o vetor escore paraΥ = (ρ⊤, γ⊤)⊤ é

U(Υ) = (Uρ(ρ, γ)
⊤, Uγ(ρ, γ)⊤)⊤,

em que
Uρ(ρ, γ) = V ⊤T0(∆0y{0} − ∆(0,1)y(0,1)) + V ⊤T10(∆1y{0} − ∆(0,1)y(0,1)),

Uγ(ρ, γ) = Z⊤T01(∆0y{0} − ∆(0,1)y(0,1)) + Z⊤T1(∆1y{1} − ∆(0,1)y(0,1)),
(3.3.7)

V é uma matrizn × k0 de covariadas cujat-ésima linha évt e Z é uma matrizn × k1 de covariadas cuja
t-ésima linha ézt. Se definimos, respectivamente, as matrizes aumentadasT̃ e Z̃ de dimensões(2n × 2n) e
(2n× (k0 + k1)) da forma

T̃ =

(
T0 T10

T01 T1

)
, Z̃ =

(
V 0
0 Z

)
, (3.3.8)
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3.3. Modelo de regressão beta inflacionado em zero e um

e o vetor auxiliary⊤△ = ((∆0y{0} − ∆(0,1)y(0,1))
⊤, (∆1y{1} − ∆(0,1)y(0,1))

⊤)⊤, temos que o escore paraΥ
pode ser escrito como

U(Υ) = Z̃⊤T̃ y△.

Particularmente, se consideramos o modelo RLBIZU temos, através de algumasmanipulações algébricas,
que os vetores escore dados em (3.3.7) se reduzem a

Uρ(ρ, γ) = V ⊤(y{0} − δ0),

Uγ(ρ, γ) = Z⊤(y{1} − δ1),
(3.3.9)

em queδ0 = (δ01, . . . , δ0n)⊤ e δ1 = (δ11, . . . , δ1n)⊤.

O vetor escore paraβ pode ser escrito matricialmente como

Uβ(β, φ) = φX⊤mdiag(y(0,1))T (y∗ − µ∗), (3.3.10)

em quemdiag(·) é o operador que transforma um vetor numa matriz diagonal.

Finalmente, da equação (A.3.9) do Apêndice A.3 temos que o escore do parâmetro de precisão é dado por

Uφ(β, φ) =
n∑

t=1

1l(0,1)(yt){µt(y
∗
t − µ∗t ) + s(yt) + ψ(φ) − ψ((1 − µt)φ)}, (3.3.11)

em ques(yt) foi definido em (3.2.11). Note que as expressões (3.3.10) e (3.3.11) são as mesmas expressões
obtidas em (3.2.10) e (3.2.13) respectivamente, uma vez que o componente contínuo da variável resposta é
modelado pela distribuição beta definida em (2.2.1).

A seguir obteremos a matriz de informação de Fisher paraθ = (ρ⊤, γ⊤, β⊤, φ)⊤. Para isso usaremos
as equações (A.3.13) - - (A.3.19) fornecidas no Apêndice A.3. SejamW = diag{w1, . . . , wn} e D =
diag{d1, . . . , dn}, em quewt = ψ′(µtφ)+ψ′((1−µt)φ) edt = (1−µt)

2ψ′((1−µt)φ)+µ2
tψ

′(µtφ)−ψ′(φ)
e sejac = (c1, . . . , cn)⊤, comct = φ[µtwt +ψ

′((1−µt)φ)]. Pode-se mostrar (ver Apêndice A.3) que a matriz
de informação de FisherK(θ) do modelo RBIZU é

K(θ) =

(
KΥ(Υ) 0

0 Kϑ(ϑ)

)
, (3.3.12)

em queΥ = (ρ⊤, γ⊤)⊤, ϑ = (β⊤, φ)⊤ e os blocos não-nulos são

KΥ(Υ) =

(
Kρρ Kργ

Kγρ Kγγ

)
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3.3. Modelo de regressão beta inflacionado em zero e um

e

Kϑ(ϑ) =

(
Kββ Kβφ

Kφβ Kφφ

)
,

onde os componentes de cada bloco estão dados por

Kρρ = V ⊤{T 2
0 ∆0 − ∆(0,1)(T0 + T10)

2 + ∆1T
2
10}V,

Kγγ = Z⊤{T 2
1 ∆1 − ∆(0,1)(T1 + T01)

2 + ∆0T
2
01}Z,

Kργ = K⊤
γρ = Z⊤{T0∆0T01 − (T0 + T10)∆(0,1)(T1 + T01) + T1∆1T10}V,

Kββ = φ2X⊤{∆−1
(0,1)TWT}X,

Kβφ = K⊤
φβ = X⊤∆−1

(0,1)T c,

Kφφ = tr(∆−1
(0,1)D),

sendotr(·) o traço de uma matriz. Note que as expressões paraW, D são idênticas às obtidas em (3.2.14)
uma vez que provêm do componente contínuo do modelo, i.e., da distribuição beta.

Notamos que o vetor de parâmetros(ρ⊤, γ⊤)⊤ é ortogonal ao vetor de parâmetros(β⊤, φ)⊤, o que facilita
a estimação dos parâmetros do modelo e o cálculo da matriz de covariância assintótica deθ̂ dada porK(θ)−1,
uma vez que os respectivos componentes do vetor escore são não-correlacionados.

Se definimos̃Q como sendo a matriz de dimensão2n× 2n dada por

Q̃ =

(
Q0 Q01

Q⊤
01 Q1

)
, (3.3.13)

com elementosQ0 = T 2
0 ∆0 −∆(0,1)(T0 +T10)

2 +∆1T
2
10, Q01 = Q⊤

01 = T0∆0T01 − (T0 +T10)∆(0,1)(T1 +
T01) + T1∆1T10 eQ1 = T 2

1 ∆1 − ∆(0,1)(T1 + T01)
2 + ∆0T

2
01, temos que

KΥ(Υ) = Z̃⊤Q̃Z̃.

De forma análoga ao modelo RBIc apresentado na seção anterior, a matrizKϑ(ϑ) pode ser escrita como

Kϑ(ϑ) = X̃⊤W̃ X̃,

em queX̃ eW̃ foram definidas na seção anterior por (3.2.2) e (3.2.16), respectivamente.

Novamente, se consideramos o modelo RLBIZU temos uma simplificação nos componentes da matriz de
informação de Fisher correspondentes a(γ, ρ) a saber:
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Kρρ = V ⊤diag{δ01(1 − δ01), . . . , δ0n(1 − δ0n)}V,
Kγγ = Z⊤diag{δ11(1 − δ11), . . . , δ1n(1 − δ1n)}Z,
Kγρ = K⊤

ργ = Z⊤diag{−δ01δ11, . . . ,−δ0nδ1n}V.

Usando uma expressão padrão para a inversa de matrizes particionadas, deduz-se que a inversa da matriz
de informação de Fisher do modelo RBIZU é

K(θ)−1 =

(
KΥ(Υ)−1 0

0 Kϑ(ϑ)−1

)
=




Kρρ Kργ 0 0
Kγρ Kγγ 0 0
0 0 Kββ Kβφ

0 0 Kφβ Kφφ


 , (3.3.14)

em que
Kρρ = K−1

ρρ (Ik0 +Kργ(Kγγ −KργK
−1
ρρ Kργ)−1KργK

−1
ρρ ),

Kργ = Kγρ⊤ = −K−1
ρρ Kργ(Kγγ −KργK

−1
ρρ Kργ)−1,

Kγγ = (Kγγ −KργK
−1
ρρ Kργ)−1,

e Ik0 sendo a matriz identidade de dimensãok0 × k0. Já os componentesKββ , Kβφ eKφφ são os mesmos
que foram obtidos em (3.2.19).

3.3.2 Processo de estimação

Para estimar os parâmetros do modelo de regressão beta inflacionado em zero e um pelo método de
máxima verosimilhança, devemos solucionar as equaçõesUρ(ρ, γ) = 0, Uγ(ρ, γ) = 0, Uβ(β, φ) = 0 e
Uφ(β, φ) = 0. No entanto, percebemos que tais soluções não podem ser expressas emforma fechada. Desta
forma, os estimadores de máxima verossimilhança devem ser obtidos numericamente pela maximização da
função de log-verossimilhança usando um algoritmo de otimização não-linear, tal como o algoritmo de New-
ton (Newton-Raphson, escore de Fisher, BHHH, etc.) ou um algoritmo quasi-Newton (BFGS). Aqui, decidi-
mos desenvolver o método escore de Fisher. Note que para encontrar a estimativa do vetor de parâmetros
Υ = (ρ⊤, γ⊤)⊤ o algoritmo escore de Fisher é expresso por

Υ(m+1) = Υ(m) + (Z̃⊤Q̃(m)Z̃)−1Z̃⊤T̃ (m)y
(m)
△

= (Z̃⊤Q̃(m)Z̃)−1Z⊤Q̃(m)ỹ(m),

em que a matriz̃Q foi definida em (3.3.13) e as matrizes̃Z, T̃ são as definidas em (3.3.8). Desta forma, o
vetor

ỹ(m) = Z̃Υ(m) + (Q̃(m))−1T̃ (m)y
(m)
△
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é uma variável dependente modificada. O processo de estimação escore de Fisher paraϑ = (β⊤, φ)⊤ é
idêntico ao processo de estimação (A.9.2). Cada iteração do método escorede Fisher corresponde a uma
regressão ponderada de uma variável dependente modificada localmentesobre sua respectiva matriz modelo
e os processos iterativos são repetidos até que a distância (por exemplo,euclidiana) entreΥ(m+1) e Υ(m) e a
distância entreϑ(m+1) eϑ(m) comm = 0, 1, . . . sejam menores que uma tolerância especificada.

O algoritmo de estimação descrito acima precisa da especificação de um valor inicial. Os valores iniciais
dos parâmetros que modelam o componente contínuo do modelo RBIZU podem ser os sugeridos por Ferrari
& Cribari–Neto (2004). Assim, o vetor inicial para o vetorβ é obtido a partir de uma regressão linear da
variável resposta transformadag(y1), . . . , g(yn0) sobreX0, i.e.,β(0) = (X⊤

0 X0)
−1X⊤

0 z
†, onde o vetorz é da

formaz† = g(y†)⊤ = (g(y1), . . . , g(yn0))
⊤, e y† = (y1, . . . , yn0) é o sub-vetor formado pelas observações

que estão em(0, 1), X0 a sub-matriz de covariadas associadas ay† e n0 o número de observações que se
encontram no intervalo(0, 1). Ainda, temos que a estimativa inicial paraφ pode ser dada por

φ(0) =
1

n0

n0∑

t=1

µ̌t(1 − µ̌t)

σ̌2
t

− 1,

ondeµ̌t é obtido aplicandog−1(·) ao t-ésimo valor ajustado da regressão linear dez† emX0, i.e., µ̌t =
g−1(x⊤0t(X

⊤
0 X0)

−1X⊤
0 z

†), e σ̌2
t = ě⊤ě/[(n0 − k){g′(µ̌t)}2], sendoě = z† − (X⊤

0 X0)
−1X⊤

0 z
† o vetor de

resíduos de mínimos quadrados da regressão linear sob a variável resposta transformada.

Assumiremos como estimativa inicial paraρ a obtida pela regressão linear auxiliar no intercepto i.e.,
consideramos como vetor inicialρ1 = h−1

0 (
∑n

t=1 1l{0}(yt)/n,
∑n

t=1 1l{1}(yt)/n), ρ2 = 0, . . . , ρk0 = 0.
Finalmente, consideramos como estimativa inicial paraγ a obtida pela regressão linear auxiliar no intercepto,
i.e., consideramos como vetor inicialγ1 = h−1

1 (
∑n

t=1 1l{0}(yt)/n,
∑n

t=1 1l{1}(yt)/n), γ2 = 0, . . . , γk1 = 0.
Aqui, as funçõesh0 eh1 satisfazem (3.3.1).

Recentemente o modelo RBIZU foi implementado no pacotegamlss no R (Stasinopoulos, Rigby &
Akantziliotou, 2006). A função de log-verossimilhança do modelo é maximizadaiterativamente usando os
algoritmos RS ou CG (Rigby & Stasinopoulos, 2005) e as primeiras derivadas (opcionalmente pode-se utilizar
o valor esperado das derivadas de segunda ordem) com respeito aosparâmetros da distribuição (2.4.7), que
sãoδ0 = ν/(1 + ν + τ), δ1 = τ/(1 + ν + τ), µ = µ eφ+ 1 = 1/σ2, comσ, ν, τ > 0 e0 < µ < 1.

3.3.3 Intervalos de confiança e testes de hipóteses

Sob adequadas condições de regularidade, temos que os estimadores demáxima verossimilhançâθ =
(θ̂1, . . . , θ̂k0+k1+k+1) = (ρ̂1, . . . , ρ̂k0 , γ̂1, . . . , γ̂k1 , β̂1, . . . , βk, φ) eK(θ̂) são estimadores consistentes deθ e
K(θ), respectivamente, em queK(θ̂) é a matriz de informação de Fisher (3.3.12) avaliada emθ̂. Assumindo
queJ(θ) = limn→∞K(θ)/n existe e é não-singular, temos que

√
n(θ̂ − θ)

D→ Nk+k0+k1+1(0, J(θ)−1),
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onde
D→ denota convergência em distribuição eNk0+k1+k+1 representa a distribuição normal(k0+k1+k+1)-

variada. Assim, pela normalidade assintótica do estimador de máxima verossimilhança θ̂, podemos construir
intervalos de confiança assintóticos para os parâmetros do modelo RBIZU.Desta forma, parar = 1, . . . , k0 +
k1 + k + 1, (

θ̂r − z1− ς
2
(K(θ̂)rr)1/2, θ̂r + z1− ς

2
(K(θ̂)rr)1/2

)

é o intervalo de confiança assintótico paraθr com coeficiente de confiança100(1 − ς)% ondeK(θ̂)rr é o
(r, r)-ésimo elemento da inversa da matriz de informação de FisherK(θ) avaliada em̂θ.

De forma análoga ao modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um,podemos estar interessados em
realizar testes de hipóteses sobre os parâmetros do modelo RBIZU com o intuito de verificar a significância das
variáveis independentes. Suponha que estamos interessados em testar um subconjunto dos vetores de parâmet-
ros ρ, γ e β. Particionando os vetores de parâmetrosρ = (ρ⊤1 , ρ

⊤
2 )⊤, γ = (γ⊤1 , γ

⊤
2 )⊤ e β = (β⊤1 , β

⊤
2 )⊤,

em queρ1 = (ρ1, . . . , ρk01
)⊤, ρ2 = (ρk01+1, . . . , ρk0)

⊤, γ1 = (γ1, . . . , γk′)⊤, γ2 = (γk′+1, . . . , γk1)
⊤,

β1 = (β1, . . . , βk′′)⊤ e β2 = (βk′′+1, . . . , βk)
⊤, podemos estar interessados em testar a hipóteseH1

0 : ρ1 =

ρ
(0)
1 ; γ1 = γ

(0)
1 ;β1 = β

(0)
1 contra a hipóteseH1

1 : violação de pelo menos uma igualdade, em queρ
(0)
1 , γ

(0)
1 e

β
(0)
1 são vetores de parâmetros especificados de dimensõesk01 , k11 ek1, respectivamente.

Assumimos que0 ≤ k01 ≤ k0, 0 ≤ k′ ≤ k1 e0 ≤ k′′ ≤ k (o caso trivial,k01 = k′ = k′′ = 0 é excluído).
A estatística de teste da razão de log-verossimilhanças é

Λ = 2{ℓ(ρ̂, γ̂, β̂, φ̂) − ℓ(ρ̃, γ̃, β̃, φ̃)},

ondeℓ(ρ, γ, β, φ) é a função de log-verossimilhança (3.3.4) e(ρ̃⊤, γ̃⊤, β̃⊤, φ̃)⊤ é o estimador de máxima
verossimilhança restrito de(ρ⊤, γ⊤, β⊤, φ)⊤ obtido ao se impor a hipótese nula. Se o modelo restrito não
se situa na fronteira do espaço paramétrico, então, assumindo condiçõesusuais de regularidade, tem-se que

sobH0, Λ
D→ χ2

k01+k′+k′′ . Dessa forma, o teste pode ser realizado usando valores críticos aproximados da

distribuiçãoχ2 comk01 + k′ + k′′ graus de liberdade.

Alternativamente ao teste da razão de verossimilhanças pode-se utilizar o teste escore. Para este caso,
restringiremos o modelo para o caso do modelo RLBIZU. O teste escore parao caso geral pode ser obtido
através de complicadas manipulações algébricas e por isso decidimos não apresentá-lo aqui. Note que a
hipótese nula induz partições sobre as respectivas matrizes de regressores do modelo RLBIZU. SejamV =
[V1, V2], Z = [Z1, Z2] eX = [X1, X2] as respectivas matrizes particionadas de covariadas do modelo de
regressão beta inflacionado em zero e um, em queV1, V2, Z1, Z2, X1 eX2 são matrizes de posto completo
de dimensõesn× k01 , n× (k0 − k01), n× k′, n× (k1 − k′), n× k1, en× (k − k′′), respectivamente. No
caso em quek01 = k0 definimosV1 = V, sek′ = k1 definimosZ1 = Z. Analogamente, sek1 = k definimos
X1 = X. SejaU1ρ um vetor de dimensãok01 que contém os primeirosk01 elementos do vetor escoreUρ(ρ, γ)
e sejaKρρ

11 uma matriz de dimensãok01 × k01 formada pelas primeirask01 linhas e as primeirask01 colunas
da matrizKρρ definida em (3.3.14). DefinimosU1γ o vetor de dimensãok′ que contém os primeirosk′
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3.3. Modelo de regressão beta inflacionado em zero e um

elementos do vetor escoreUγ(ρ, γ) e sejaKγγ
11 a matriz de dimensãok′×k′ formada pelas primeirask′ linhas

e pelas primeirask′ colunas da matrizKγγ definida em (3.3.14). De forma análoga, definimosU1β o vetor
de dimensãok′′ que contém os primeirosk′′ elementos do vetor escoreUβ(β, φ) e sejaKββ

11 uma matriz de
dimensãok′′ × k′′ formada pelas primeirask′′ linhas e pelas primeirask′′ colunas da matrizKββ definida em
(3.3.14).

Desta forma, podemos mostrar que a partição induzida pela hipóteseH1
0 conduz a

U1ρ = V ⊤
1 (y{0} − δ0),

U1γ = Z⊤
1 (y{1} − δ1),

U1β = φX⊤
1 mdiag(y(0,1))T (y∗ − µ∗).

Daí, a estatística escoreξ pode ser escrita como a soma de três formas quadráticas, a saber:

ξ = Ũ⊤
1ρK̃

ρρ
11 Ũ1ρ + Ũ⊤

1γK̃
γγ
11 Ũ1γ + Ũ⊤

1βK̃
ββ
11 Ũ1β .

Aqui, o ‘til’ indica que as quantidades são avaliadas no estimador de máxima verossimilhança restrito (impon-
do-se a hipótese nula). Sob a hipótese nula e em condições usuais de regularidade, a estatística escore tem
assintoticamente distribuiçãoχ2

k01+k′+k′′ .

Finalmente, a estatística de Wald para testar a hipóteseH1
0 é

̟ = (ρ̂1 − ρ
(0)
1 )⊤(K̂ρρ

11 )−1(ρ̂1 − ρ
(0)
1 ) + (γ̂1 − γ

(0)
1 )⊤(K̂γγ

11 )−1(γ̂1 − γ
(0)
1 )

+ (β̂1 − β
(0)
1 )⊤(K̂ββ

11 )−1(β̂1 − β
(0)
1 ),

em que o ‘chapéu’ denota que as quantidades estão sendo avaliadas noestimador irrestrito. Sob a hipótese nula

e em condições gerais de regularidade, temos que̟
D→ χ2

k01+k′+k′′ . Desta forma, o teste pode ser relizado us-

ando os valores críticos aproximados da distribuiçãoχ2
k01+k′+k′′ . Em particular, se queremos testar a hipótese

nulaH0 : βi = 0 podemos utilizar a raiz quadrada sinalizada da estatística de Wald, isto é,β̂i/s.e.(β̂i), em que
s.e.(β̂i) é o erro padrão assintótico do estimador de máxima verossimilhança deβ̂i obtido do elemento(i, i)-
ésimo da matrizKββ avaliada no estimador de máxima verossimilhança. A distribuição limite da estatística
de teste sob a hipótese nula é normal padrão.

3.3.4 Aplicação a dados simulados

Agora, ilustramos o uso do pacotegamlss doRpara estimar por máxima verossimilhança os parâmetros
do modelo de regressão beta inflacionado em zero e um, utilizando a implementação proposta por Stasinopou-
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3.3. Modelo de regressão beta inflacionado em zero e um

los, Rigby & Akantziliotou (2006). Consideramos um modelo RLBIZU com estrutura

log(µt/(1 − µt)) = β0 + β1xt,

log(δ0t/(1 − δ0t − δ1t)) = ρ0 + ρ1vt,

log(δ1t/(1 − δ0t − δ1t)) = γ0 + γ1zt,

(3.3.15)

t = 1, . . . , n. Desta forma, a variável respostayt ∼ BIZU(δ0t, δ1t, µt, φ), parat = 1, . . . , n. Os valores das
covariáveisxt, vt e zt são realizações independentes de uma variável aleatória uniformeU(0, 1). O tamanho
de amostra én = 500 e os valores verdadeiros dos parâmetros sãoρ0 = −1.0, ρ1 = 0.5, γ0 = −1.0,
γ1 = 0.7, β0 = −1.5, β1 = 1.5 e φ = 50. Para ajustar este modelo de regressão no pacotegamlss do R
utilizamos

fit=gamlss(ydata~(-1+x), nu.formula=~(-1+v), tau.form ula=~(-1+z), family=BEINF)

em quey~(-1+x) corresponde à estrutura de regressão do componente contínuo,nu.formula=~(-1+z)
e tau.formula=~(-1+z) são as estruturas de regressão do componente discreto associadas à presença
de zeros e uns. Finalmente,family=BEINF indica que a família a ser modelada é a distribuição beta
inflacionada em zero e um. Neste exemplo, 16.2% das observações são zeros e 15.4% das observações são
uns. A Figura 3.2 apresenta os diagramas de dispersão da variável respostayt, t = 1, . . . , n, contra as
covariáveisxt, vt ezt, respectivamente.
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Figura 3.2: Diagrama de dispersão da respostayt, t = 1, . . . , n, contra as covariáveisxt, vt ezt.
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3.4. Seleção de modelos

Na Tabela 6.3 encontram-se as estimativas de máxima verossimilhança com seusrespectivos erros padrão.
Para mais detalhes do resumo de estatísticas do ajuste deste modelo ver o Apêndice A.4.

Tabela 3.2: Estimativas de máxima verossimilhança com erros padrão para os dados simulados;yt ∼ BIZU(δ0t, δ1t,
µt, φ).

Parâmetro ρ0 ρ1 γ0 γ1 β0 β1 φ

Estimativa −1.72401 0.51977 −1.84539 0.61558 −1.49058 1.53234 49.23541
Erro-Padrão 0.02680 0.04307 0.02772 0.04251 0.00480 0.00727 3.70233

3.4 Seleção de modelos

Um problema simples na seleção de modelos ocorre quando comparamos dois modelos que são encai-
xados. Como exemplo, considere os dois modelos de regressão beta inflacionados em zero com estruturas
de regressão dadas na Tabela 3.3. Note que omodelo 1está encaixado nomodelo 2e a seleção do melhor
modelo pode ser obtida através de um teste de hipótese que confronteH0 : β2 = 0 contraH1 : β2 6= 0. Neste
caso podemos utilizar alguns dos testes discutidos anteriormente (razão de verosimilhanças, escore ou Wald).

Tabela 3.3: Duas estruturas de regressão para o modelo RBIZ.

modelo 1 modelo 2
logito(αt) = γ + γ1zt logito(αt) = γ + γ1zt
logito(µt) = β + β1x1t logito(µt) = β + β1x1t + β2x2t

Quando os modelos não são encaixados ou quando a hipótese de interesse se situa na fronteira do espaço
paramétrico, a comparação dos modelos não se reduz a um teste de hipótesepadrão. Há vários critérios de
seleção que podem ser usados para este propósito, inclusive critériosde informação (Hastie & Tibshirani,
1990, Cap. 3.9) tais como o o critério de informação de Akaike (AIC), o critério de informação bayesiano de
Schwarz (BIC) e o critério consistente de informação de Akaike (CAIC),que são definidos como

AIC = −2ℓ̂+ 2d,

BIC = −2ℓ̂+ d log(n),

CAIC = −2ℓ̂+ d(log(n) + 1),

em queℓ̂ representa o máximo da função de log-verossimilhança,d é o número de parâmetros do modelo
e n é o número de observações. Cada um destes critérios baseia-se numa penalização da verossimilhança
na medida em que o modelo se torna mais complexo, i.e., cresce o número de parâmetros. Desta forma, o
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modelo que apresentar o menor valor do critério de informação será o modeloselecionado (Akaike, 1974;
Schwarz, 1978; Akaike, 1983). Maiores detalhes sobre testes de hipóteses e critérios de seleção de modelos
podem ser encontrados em Buckland, Burnham, & Augustin (1997), Linhart & Zusshini (1986) e Burnham &
Anderson (2002).

3.5 Conclusões

Neste capítulo tratamos de modelos de regressão beta inflacionados. Consideramos modelos de regressão
em que a distribuição da variável resposta é uma mistura entre uma distribuiçãobeta e uma distribuição de
Bernoulli (modelo de regressão beta inflacionado em zero e um), degenerada em zero (modelo de regressão
beta inflacionado em zero) e degenerada em um (modelo de regressão beta inflacionado em um). Aqui os
parâmetros que modelam a probabilidade de ocorrer zero e/ou um são definidas através de estruturas de re-
gressão. Também foram abordados aspectos de estimação por máxima verossimilhança para cada modelo e
estudamos aspectos inferenciais, tais como a obtenção de expressões matriciais para o vetor escore e para a
matriz de informação de Fisher, a construção de intervalos de confiança assintóticos, a realização de testes de
hipóteses e seleção de modelos, entre outros. Apresentamos exemplos simulados para ilustrar o uso do pacote
gamlss como ferramenta computacional para ajustar tais modelos. Estudos de simulação não apresentados
aqui mostram que os estimadores de máxima verossimilhança para esta classe de modelos podem ser conside-
ravelmente viesados em pequenas amostras. A análise do viés dos estimadores de máxima verossimilhança
será o tema do próximo capítulo.

55



Capítulo 4

Análise de viés dos estimadores de máxima verosimilhança nos
modelos de regressão beta inflacionados

4.1 Introdução

Os métodos convencionais de estimação em modelos estatísticos podem não serviáveis ou apropriados em
amostras de tamanho pequeno. Neste contexto, uma importante área de pesquisa é o estudo do comportamento
de estimadores de máxima verossimilhança (EMV) em pequenas amostras, em particular a análise de viés.
Usualmente, o viés é ignorado na prática sob o argumento de que este é pequeno ao ser comparado com o erro
padrão do estimador do parâmetro. De fato, pode-se mostrar que o viés emgeral é de ordemO(n−1), onde
n é o tamanho da amostra, ao passo que o desvio padrão assintótico é de ordem O(n−1/2). Entretanto, para
alguns modelos o viés pode ser consideravelmente maior que o correspondente desvio padrão em amostras de
tamanho não “muito grande”. Portanto, é útil obtermos expressões para osvieses de segunda ordem, as quais
permitem determinar a qualidade das estimativas, sobretudo para amostras detamanho pequeno ou moderado.

Historicamente, o artigo pioneiro sobre o cálculo do viés surgiu com um trabalho de Bartlett (1953) sobre
intervalos de confiança aproximados baseados nos EMV no caso uniparamétrico. Haldane (1953) e Haldane &
Smith (1956) discutiram expansões assintóticas para os EMV em amostras aleatórias de um ou dois parâmetros
desconhecidos, encontrando expressões de ordemO(n−1) para os primeiros quatro cumulantes. Shenton
& Wallington (1962) desenvolveram uma metodologia para obter o viés de ordemO(n−1) dos EMV no
contexto biparamétrico. Mais tarde, Shenton & Bowman (1963) desenvolveram os quatro primeiros momentos
amostrais dos EMV até ordemO(n−4). Fórmulas para o viés dos EMV até ordemO(n−2) e covariâncias da
mesma ordem, ainda para o caso multiparamétrico, foram obtidas por Bowman & Shenton (1965) e Shenton
& Bowman (1977).

Posteriormente, Cox & Snell (1968) apresentaram uma expressão geral para o viés de ordemO(n−1)
dos EMV nos casos uniparamétrico e multiparamétrico. Os autores trabalham com o modeloY = Xβ + ǫ,
ondeX é uma matriz conhecida de dados,β um vetor de parâmetros desconhecidos eǫ é um vetorn × 1
de variáveis aleatórias não-observáveis independentes e distribuídas com média zero e variância constante.
DefinindoR tal queY = Xβ̂ + R, eles examinaram as propriedades dosR’s e encontraram expressões para
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suas esperanças e covariâncias, através de uma expansão em série de Taylor deRi−ǫi em termos dêβ−β. As
fórmulas encontradas, em particular a expressão do viés de segunda ordem deβ, são úteis, dado que a maioria
das propriedades dosR’s são similares às dosǫ’s quando o número de parâmetros é pequeno comparado
com o tamanho da amostra. Um inconveniente na aplicação da metodologia de Cox & Snell em modelos
multiparamétricos é o cálculo de inúmeros cumulantes de derivadas da funçãode log-verossimilhança. Assim,
sep é o número de parâmetros do modelo, torna-se necessário calcular2p− (p+1) cumulantes para encontrar
os vieses dos EMV desses parâmetros.

Um método geral para o cálculo de vieses de segunda ordem numa classe de problemas de mínimos
quadrados não-lineares foi apresentado por Box (1971), que considerou, entre outros aspectos, o cálculo de
viés por estimação bayesiana, embora os exemplos ilustrativos tenham sido para o caso de uma distribuição
a priori uniforme, na qual o estimador é de máxima verossimilhança; seu enfoque é aplicado para determinar
os vieses dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros da distribuição gama. Robertson &
Fryer (1970) desenvolveram um método geral para encontrar os vieses e covariâncias de ordemO(n−2) dos
estimadores de máxima verossimilhança. Sowden (1972) comparou os métodos de estimação por máxima
verossimilhança,χ2 mínimo eχ2 mínimo modificado, num modelo de resposta quantal “dose resposta”,
em termos dos seus vieses de segunda ordem, mostrando que o método de máxima verossimilhança é um
procedimento mais eficiente em relação aos outros métodos. Fryer & Robertson (1972) comparam os vieses
dos estimadores de momentos, de máxima verossimilhança, multinomial eχ2 mínimo até ordemO(n−1) e
erro quadrático médio de ordemO(n−2) para uma série de distribuições misturadas.

A partir da fórmula desenvolvida por Cox & Snell (1968), Anderson & Richardson (1979), McLanch-
lan (1980) e Copas (1988) encontraram os vieses dos EMV em problemas de discriminação logística. Uma
análise feita por Cook, Tsai & Wei (1986) mostra o cálculo dos vieses dosEMV em modelos de regressão
não-lineares com erro normal, ou seja, com função de respostayi = f(xi, β) + ǫi, i = 1, . . . , n, ondef é
uma função não-linear duas vezes diferenciável emβ. Eles mostram que o viés tende a zero à medida que a
diferença esperadaδ entre as aproximações linear e quadrática def(β) se aproxima de zero, de tal forma que
o modelo é essencialmente linear seδ é ortogonal ao espaço coluna deV, ondeV é a matriz de elementos
f r

i = ∂fi/∂βr, i = 1, . . . , n, r = 1, . . . , p, e o viésb é expresso na formab = (V ⊤V )−1V ⊤δ. Além disso,
eles mostram como o viés afeta os métodos de diagnóstico e se estabelece uma relação entre viés e curvatura.

Young & Bakir (1987) apresentam estimadores corrigidos em modelos de regressão log-gama. Cordeiro
& Klein (1994) desenvolvem fórmulas matriciais para corrigir os EMV em modelos ARMA. Paula (1992)
generaliza trabalhos sobre cálculo de viés até ordemO(n−1) e sua forma matricial encontrados na literatura
estatística. Cordeiro (1993) apresenta fórmulas gerais em notação matricial para o vício de ordemO(n−1) dos
EMV de dois modelos de regressão heteroscedásticos. Cordeiro & McCullagh (1991) e Cordeiro & Cribari–
Neto (1993) desenvolvem expressões simples para o cálculo do viés comaplicações em modelos econométri-
cos. Paula & Cordeiro (1995) derivam fórmulas para os vieses de ordemO(n−1) dos estimadores dos parâme-
tros em modelos não-lineares da família exponencial. Ferrari, Botter, Cordeiro & Cribari–Neto (1996) derivam
o viés de ordemO(n−1) em modelos uniparamétricos e comparam o estimador corrigido com o estimador
de máxima verossimilhança usual em termos do erro quadrático médio. Cribari–Neto, Botter, Cordeiro &

57



4.1. Introdução

Ferrari (1998) obtêm expressões em forma fechada para o viés de segunda ordem dos EMV para várias dis-
tribuições da família exponencial uniparamétrica, mostrando graficamente como cada vício e erro quadrático
do EMV e de sua versão corrigida variam de acordo com o parâmetro queindexa a distribuição. Vasconcellos
& Cordeiro (1997a) generalizam os trabalhos de Box (1971) e Cook, Tsai & Wei (1986) ao obterem fórmulas
gerais em notação matricial para a correção de viés em modelos multivariados não-lineares heteroscedásticos.
Aubin & Cordeiro (1997) e Cordeiro & Vasconcellos (1997) obtêm fórmulas matriciais para os vieses de or-
demO(n−1) dos parâmetros da matriz de covariância num modelo de regressão linear com erros normais e
matriz de covariância desconhecida.

Vasconcellos & Cordeiro (1997b) deduzem uma fórmula geral para os vieses de segunda ordem dos
EMV nos modelos SUR (“Seemingly Unrelated Regressions"), os quais apresentam correlação serial entre os
erros nas diferentes equações de um conjunto de equações de regressão. As fórmulas obtidas mostram como
o viés pode ser expresso como o vetor das estimativas de mínimos quadradosde uma regressão linear pon-
derada auxiliar. Cordeiro, Vasconcellos & Santos (1998) derivam fórmulas para os vieses de segunda ordem
dos EMV dos parâmetros de uma regressão não-linear com errost-Student e dos parâmetros de dispersão e
precisão. Cordeiro & Cribari–Neto (1998) estudam os vieses dos EMV em alguns modelos lineares generali-
zados e modelos não-lineares de regressão da família exponencial. Botter& Cordeiro (1998) obtêm fórmulas
para os vieses de segunda ordem dos EMV em modelos lineares generalizados com parâmetros de disper-
são; e tais fórmulas podem ser vistas como generalizações dos trabalhos de Cordeiro & McCullagh (1991)
e Cordeiro (1993). Posteriormente, Vasconcellos & Cordeiro (1999) obtêm expressões em forma matricial
para os vieses de ordemO(n−1) dos EMV dos parâmetros do vetor de locação em modelos de regressão
multivariada com errost-Student. Cordeiro & Vasconcellos (1999) discutem o melhoramento dos EMV em
modelos de regressão von Mises, obtendo expressões matriciais gerais para os vieses de segunda ordem dos
EMV dos parâmetros que determinam a locação da distribuição.

Além do método analítico para a correção de viés dos EMV, outros métodos são conhecidos; por exemplo,
Firth (1993) propõe um método “preventivo” de redução do viés dos EMV por meio de uma modificação da
função escore, mostrando que este método não depende da existência derestrições na maximização da função
de log-verossimilhança. Ferrari & Cribari–Neto (1998) exploram a relação entre o método analítico, baseado
em expansões de Edgeworth, e a técnica de reamostragem bootstrap, sendo estes dois métodos equivalentes
para a correção de viés dos EMV. Por outro lado, utilizam o método bootstrap para obter expressões gerais
para correção de viés de terceira ordem dos EMV em modelos multiparamétricos. Trabalhos sobre correção
de viés do EMV foram feitos por Cordeiro, Rocha, Rocha & Cribari–Neto(1997) e Cribari–Neto & Vascon-
cellos (2002) para os dois parâmetros que indexam a distribuição beta. Entretanto, estes resultados não são
aplicados a modelos com estrutura de regressão, daí a idéia de Vasconcellos & Cribari–Neto (2003) de obter
estimativas melhoradas dos EMV dos parâmetros da distribuição beta, onde tais parâmetros são modelados
através de uma estrutura de regressão. Além disso, eles encontram expressões de forma fechada para o viés
de segunda ordem.
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4.2. Correção analítica dos vieses dos estimadores de máxima verossimilhança para o modelo de
regressão beta inflacionado em zero ou um

Recentemente, Ospina, Cribari–Neto & Vasconcellos (2006) deduziram uma fórmula para o cálculo dos
vieses dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo de regressão beta proposto
por Ferrari & Cribari–Neto (2004) e forneceram estimativas corrigidas de tipo corretivo, preventivo e de
bootstrap, mostrando numericamente que as estimativas corrigidas de tipo corretivo e de bootstrap apresentam
desempenhos superiores em termos de viés e erro médio quadrático às suas respectivas estimativas de máxima
verossimilhança. Além disso, eles apresentam intervalos de confiança dotipo assintótico, bootstrap percentil
e bootstrap BCa para os parâmetros do modelo de regressão beta.

Este capítulo se encontra organizado da seguinte forma. Na Seção 4.2 serão obtidas expressões analíticas
do termo de ordemn−1 para o vieses dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo
de regressão beta inflacionado em zero ou um, os quais serão usadas para definir estimadores corrigidos que
têm viés de ordemn−2. Este tópico será estudado como uma extensão do trabalho de Ospina, Cribari–Neto &
Vasconcellos (2006). Na Seção 4.3 serão obtidas expressões para os vieses de segunda ordem dos estimadores
de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo de regressão logístico beta inflacionado em zero e um.
Na Seção 4.4 avaliamos numericamente os estimadores corrigidos através de simulação de Monte Carlo e,
finalmente, as conclusões deste capítulo são apresentadas na Seção 4.5.

4.2 Correção analítica dos vieses dos estimadores de máximaverossimilhança para o modelo
de regressão beta inflacionado em zero ou um

Um dos objetivos deste trabalho é obter uma expressão para calcular o viés de segunda ordem do vetor
dos estimadores de máxima verossimilhança do modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um usando
a fórmula de Cox & Snell (1968) apresentada no Apêndice A.5.

A notação a ser utilizada é introduzida a seguir. As derivadas da funçãode log-verossimilhança com
respeito aos parâmetros desconhecidos são indicadas por índices, onde as letrasR,S, . . . correspondem às
derivadas em relação aos componentesγ, as letrasr, s, . . . correspondem às derivadas em relação aos com-
ponentesβ e a letraφ corresponde às derivadas com respeito ao parâmetroφ. Logo, UR = ∂ℓ/∂γR,
Ur = ∂ℓ/∂βr, Uφ = ∂ℓ/∂φ, Uφs = ∂2ℓ/∂φ∂βs, Ursφ = ∂3ℓ/∂βr∂βs∂φ e assim por diante. A notação para
os momentos destas derivadas é dada por Lawley (1956):κRS = E(URS), κrs = E(Urs), κφφ = E(UφUφ),
κrs,φ = E(UrsUφ), κRSU = E(URSU ), κrst = E(Urst), etc., onde todos osκ’s são de ordemO(n). As

derivadas desses momentos são denotadas porκ
(U)
RS = ∂κRS/∂γU , κ

(t)
rs = ∂κrs/∂βt, κ

(φ)
rφ = ∂κrφ/∂φ, etc.

No modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um temos que da separabilidade entreγ e ϑ =
(β⊤, φ)⊤ o cálculo do viés de segunda ordem para o estimadorγ̂ pode ser feito de forma independente do
cálculo do viés de segunda ordem do estimador(β̂⊤, φ̂)⊤. Supondo que as funções de ligaçãoh e g dos
componentes sistemáticos em (3.2.1) sejam arbitrárias (por exemplo, logito, probito, etc.), temos que a fórmula
de Cox & Snell (1968) para calcular o viés de segunda ordem do estimador de máxima verossimilhança para
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o b-ésimo componente do vetorγ̂ = (γ̂1, . . . , γ̂M ) reduz-se a

B(γ̂b) =
∑

R,S,U

κbRκSU

{
κ

(U)
RS − 1

2
κRSU

}
. (4.2.1)

As parcelas da fórmula (4.2.1) são deduzidas através dos momentos e cumulantes obtidos no Apêndice A.6.
Usando notação matricial e a expressão (A.6.5) obtida no Apêndice A.6 obtemos o viés de segunda ordem do
vetor γ̂ na formaB(γ̂) = KγγZ⊤W0δγγ , isto é,

B(γ̂) = (Z⊤QZ)−1Z⊤QZ̃, (4.2.2)

em queZ é a matriz de covariadas utilizada para modelar o componente discreto,W0 é a matriz diagonal
(A.6.3) definida no Apêndice A.6,Q é a matriz definida em (3.2.14) ẽZ = Q−1W0δγγ é um vetor auxiliar de
dimensãon× 1 ondeδγγ é o vetor formado pela diagonal da matrizZ(Z⊤QZ)−1Z⊤. Note que a expressão
(4.2.2) corresponde a uma regressão de mínimos quadrados generalizados. Percebemos que a expressão an-
terior é a fórmula de correção de viés para os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros de um
modelo linear generalizado em que a resposta é binária (Cordeiro & McCullagh, 1991, eq. (6.3)).

Através de (4.2.2), podemos definir a estimativa de máxima verossimilhança corrigida γ̃ até segunda
ordem na forma

γ̃ = γ̂ − B̂(γ̂), (4.2.3)

ondeB̂(γ̂) denota o estimador de máxima verossimilhança deB(γ̂), i.e., o vetor de parâmetros desconhecidos
é substituído por sua respectiva estimativa de máxima verossimilhança.

Continuando com nossa análise, a fórmula de Cox & Snell (1968) para calcular o viés de segunda ordem
do estimador de máxima verossimilhança do oa-ésimo componente do vetor̂ϑ = (β̂1, . . . , β̂m, φ̂) reduz-se a

B(ϑ̂a) =
∑

r,s,u

κarκsu

{
κ(u)

rs − 1

2
κrsu

}
+ κaφ

∑

s,u

κsu

{
κ

(u)
φs − 1

2
κφsu

}

+
∑

r,u

κarκφu

{
κ

(u)
rφ − 1

2
κrφu

}
+
∑

r,s

κarκsφ

{
κ(φ)

rs − 1

2
κrsφ

}

+ κaφ
∑

u

κφu

{
κ

(u)
φφ − 1

2
κφφu

}
+ κaφ

∑

s

κsφ

{
κ

(φ)
φs − 1

2
κφsφ

}

+ κφφ
∑

r

κar

{
κ

(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

}
+ κaφκφφ

{
κ

(φ)
φφ − 1

2
κφφφ

}
.

(4.2.4)

Note que os componentesKβφ = Kφβ
⊤ da matriz de informação de Fisher (3.2.14) não são nulos, o que

leva ao cálculo de todas as parcelas deB(ϑ̂a). Para o cálculo das parcelas da fórmula (4.2.4), são obtidos
no Apêndice A.7 os momentos e cumulantes deℓ2(β, φ). A partir de algumas manipulações algébricas em
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(A.7.21) derivamos o viés de segunda ordem deβ̂, o qual é dado por

B(β̂) = KββX⊤(∆W1δββ + ∆(W3 +W2)XK
βφ + (diagonal(∆W4))

⊤Kφφ)

+Kβφ(tr(∆W3XK
ββX⊤) +Kφφtr(∆S) + diagonal(∆(W5 +W4))XK

βφ),
(4.2.5)

em quediagonal(·) é o vetor linha formado pela diagonal principal de uma matriz quadrada. Quando∆ =
diag(δ1, . . . , δn) = diag(1 − α1, . . . , 1 − αt) coincide comIn, sendoIn a matriz identidade de dimensão
n× n, temos queαt = 0, t = 1, . . . , n. Logo, a fórmula (4.2.5) corresponde exatamente à expressão do viés
de segunda ordemB(β̂) obtida em Ospina, Cribari–Neto & Vasconcellos (2006, eq. 3.1).

Agora, consideramos o vetor auxiliarδ̃ de dimensão(n+ 1) × 1 como

δ̃ =

(
∆W1δββ + ∆(W3 +W2)XK

βφ + (diagonal(∆W4))
⊤Kφφ

tr(∆W3XK
ββX⊤) +Kφφtr(∆S) + diagonal(∆(W5 +W4))XK

βφ

)
(4.2.6)

e definimos
Kβ∗ = (Kββ Kβφ),

a matriz de dimensãom × (m + 1), obtida pelos blocosKββ eKβφ da inversa da matriz de informação de
Fisher (3.2.14). Desta forma, o viés de segunda ordem deβ̂ pode ser escrito como

B(β̂) = Kβ∗X̃⊤δ̃, (4.2.7)

em queX̃ é matriz de dimensão(n+ 1 × n+ 1) definida em (3.2.2).

De forma análoga aos cálculos anteriores, e através de algumas manipulações algébricas na equação
(A.7.22) dada no Apêndice A.7, deduz-se que

B(φ̂) = KφβX⊤(∆W1δββ + ∆(W3 +W2)XK
βφ + (diagonal(∆W4))

⊤Kφφ)

+Kφφ(tr(∆W3XK
ββX⊤) +Kφφtr(∆S) + diagonal(∆(W5 +W4))XK

βφ).
(4.2.8)

Se definimos
Kφ∗ = (Kφβ Kφφ),

a matriz de dimensão1 × (m+ 1), o viés de segunda ordem deφ̂ pode ser escrito como

B(φ̂) = Kφ∗X̃⊤δ̃.

Agora, se consideramos o vetor conjuntoϑ = (β⊤, φ)⊤, podemos escrever uma expressão para o viés de
segunda ordem do estimador de máxima verossimilhança deϑ na forma

B(ϑ̂) = K(ϑ)−1X̃⊤δ̃ = (X̃⊤W̃ X̃)−1X̃⊤δ̃.
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Esta expressão pode ser escrita como

B(ϑ̂) = (X̃⊤W̃ X̃)−1X̃⊤W̃ ξ̃, (4.2.9)

ondeξ̃ = W̃−1δ̃.Desta forma, os coeficientes do vetorB(ϑ̂) podem ser estimados a partir de uma regressão de
mínimos quadrados generalizados na variável auxiliarξ̃. Novamente, se∆ = In, a fórmula anterior coincide
com a expressão do viés de segunda ordem obtida em Ospina, Cribari–Neto & Vasconcellos (2006, equação
3.4). Como uma observação, note que a expressão para correção do viés de segunda ordem do estimadorϑ̂
é mais interessante pois envolve os parâmetros associados aos componentes discreto e contínuo do modelo.
Em vez do que acontece com a expressão para correção do viés de segunda ordem do estimadorγ̂. Afinal, γ,
como é dito é um vetor de um modelo binário.

Finalmente, podemos definir o estimador de máxima verossimilhança corrigidoϑ̃ da forma

ϑ̃ = ϑ̂− B̂(ϑ̂), (4.2.10)

em queB̂(ϑ̂) denota o estimador de máxima verossimilhança deB(ϑ̂), i.e., os parâmetros desconhecidos são
substituídos por suas respectivas estimativas de máxima verossimilhança.

4.2.1 Corrigindo os vieses dêζ e η̂

Sejamζ = (ζ1, . . . , ζn)⊤ = Zγ e η = (η1, . . . , ηn)⊤ = Xβ preditores lineares. Os estimadores de
máxima verossimilhança deζ e η sãoζ̂ = Zγ̂ e η̂ = Xβ̂ respectivamente. Assim,̂ζ − ζ = Z(γ̂ − γ) e
η̂ − η = X(β̂ − β). Conseqüentemente, o viés de segunda ordem deζ̂ é

B(ζ̂) = ZB(γ̂) = Z(Z⊤QZ)−1Z⊤QZ̃, (4.2.11)

em queB(γ̂) é o viés de segunda ordem deγ̂ obtido em (4.2.2). Analogamente, o viés de segunda ordem de
η̂ é

B(η̂) = XB(β̂) = XKβ∗X̃⊤δ̃, (4.2.12)

em queKβ∗ é a matriz de dimensãom × (m + 1), obtida pelos blocosKββ eKβφ da inversa da matriz de
informação de Fisher (3.2.14) ẽX é a matriz de dimensão(n+ 1 × n+ 1) definida em (3.2.2).

De forma análoga aos estimadores definidos em (4.2.3) e (4.2.10), podemosconstruir estimadores de
máxima verossimilhanca corrigidos para os vetoresζ eη na forma

ζ̃ = ζ̂ − B̂(ζ̂),

η̃ = η̂ − B̂(η̂),
(4.2.13)

em queB̂(ζ̂) e B̂(η̂) denotam os estimadores de máxima verossimilhança deB(ζ̂) eB(η̂), i.e., os parâmetros
desconhecidos são substituídos por seus respectivos estimadores de máxima verossimilhança.
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4.2.2 Corrigindo os vieses dêµ e α̂

Consideremos os vetores de parâmetrosµ = (µ1, . . . , µn)⊤, α = (α1, . . . , αn)⊤, ondeαt = h−1(ζt) e
µt = g−1(ηt) parat = 1, . . . , n, sendog e h funções de ligação. Para obter o viés de segunda ordem deα̂t

expandimosh−1(ζ̂t) em série de Taylor, até segunda ordem, numa vizinhança deζt. Assim,

h−1(ζ̂t) = h−1(ζt) +
dh−1(ζt)

dζt
(ζ̂t − ζt) +

1

2

d2h−1(ζt)

dζt
(ζ̂t − ζt)

2 +Op(n
−3/2).

Arranjando os termos e tomando o valor esperado, temos que o viés de segunda ordem dêαt é dado por

B(α̂t) = B(h−1(ζ̂t)) = B(ζ̂t)
dαt

dζt
+

1

2
V(ζ̂t)

d2αt

dζ2
t

,

em queV(ζ̂t) é a variância assintótica dêζt, obtida do(t, t)-ésimo elemento da matrizZ(Z⊤QZ)−1Z⊤ e
B(ζ̂t) é o viés de ordemn−1 de ζ̂t. Desta forma, se definimos as matrizes diagonaisG1 = diag(dα1/dζ1,
. . . ,dαn/dζn) eG2 = diag(d2α1/dζ

2
1 , . . . ,d

2αn/dζ
2
n), podemos escrever matricialmente

B(α̂) = G1B(ζ̂) +
1

2
G2diagonal(ZKγγZ⊤)

=
1

2
(G2diagonal(Z(Z⊤QZ)−1Z⊤) + 2G1Z(Z⊤QZ)−1Z⊤QZ̃),

em quediagonal(A) é um vetor formado pela diagonal principal da matriz quadradaA, Kγγ é a variância
assintótica dêγ, obtida em (3.2.19), eB(ζ̂) é o viés de ordemn−1 de ζ̂, dado em (4.2.11). De forma análoga,
podemos obter o viés de segunda ordem deµ̂. Para isto, expandimosg−1(η̂t) em série de Taylor, até segunda
ordem, numa vizinhança deηt. Assim,

g−1(η̂t) = g−1(ηt) +
dg−1(ηt)

dηt
(η̂t − ηt) +

1

2

d2g−1(ηt)

d2ηt
(η̂t − ηt)

2 +Op(n
−3/2).

Ordenando os termos e tomando o valor esperado, temos que o viés de segunda ordem dêµt é dado por

B(µ̂t) = B(g−1(η̂t)) = B(η̂t)
dµt

dηt
+

1

2
V(η̂t)

d2µt

dη2
t

,

em queV(η̂t) é a variância assintótica dêηt obtida do(t, t)-ésimo elemento da matrizXKββX⊤, sendo
Kββ a variância assintótica dêβ obtida em (3.2.19) eB(η̂t) o viés de ordemn−1 de η̂t dado em (4.2.12).
Desta forma, se definimos as matrizes diagonaisT = diag(dµ1/dη1, . . . ,dµn/dηn) eT1 = diag(d2µ1/dη

2
1,
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. . . ,d2µn/dη
2
n), podemos escrever matricialmente

B(µ̂) = TB(η̂) +
1

2
T1diagonal(XKββX⊤)

=
1

2
(T1diagonal(XKββX⊤) + 2TXKβ∗X̃⊤δ̃),

em queKβ∗ = (Kββ,Kβφ) é o bloco superior da inversa da matriz de informação de Fisher definida em
(3.2.19).

De forma análoga aos estimadores definidos em (4.2.3) e (4.2.10) podemos construir estimadores de má-
xima verossimilhança corrigidos para os vetoresα eµ da forma

α̃ = α̂− B̂(α̂),

µ̃ = µ̂− B̂(µ̂),
(4.2.14)

em queB̂(α̂) eB̂(γ̂) denotam os estimadores de máxima verossimilhança deB(α̂) eB(γ̂), i.e., os parâmetros
desconhecidos são substituídos por seus respectivos estimadores de máxima verossimilhança.

4.2.3 Viés dêσ

Para o modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um podemos considerar uma reparametrização
do parâmetro de precisãoφ. Sejaσ = T (φ) ondeT (·) é uma função contínua duas vezes diferenciável. Pelo
princípio de invariância dos estimadores de máxima verossimilhança temos queσ̂ = T (φ̂). Se tomamos uma
expansão em série de Taylor da funçãoT até o terceiro termo numa vizinhança deφ, obtemos

T (φ̂) = T (φ) + T ′(φ)(φ̂− φ) +
1

2
T ′′(φ)(φ̂− φ)2 +Op(n

−3/2).

Tomando o valor esperado chega-se ao viés de segunda ordem deσ̂ dado por

B(σ̂) = T ′(φ)B(φ̂) +
1

2
T ′′(φ)V(φ̂), (4.2.15)

em queB(φ̂) é o viés de segunda ordem deφ̂, obtido em (4.2.8) eV(φ̂) = Kφφ é a variância assintótica dêφ
dada em (3.2.19). Na Tabela 4.1 apresentamos diferentes reparametrizações deφ, i.e.,σ com seus respectivos
vieses de segunda ordem para o estimador de máxima verossimilhançaσ̂.

De (4.2.15) podemos definir um estimador corrigido paraσ na forma

σ̃ = σ̂ − B̂(σ̂), (4.2.16)

sendoB̂(σ̂) o estimador de máxima verossimilhança deB(σ̂), i.e., o parâmetro desconhecido é substituído
por seu respectivo estimador de máxima verossimilhança.
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Tabela 4.1: Viés dêσ = T (φ̂)

σ = T (φ) B(σ̂)

1/(φ+ 1) − B(bφ)
(φ+1)2

+ V(bφ)
(φ+1)3

1/(φ+ 1)2 − 2B(bφ)
(φ+1)3

+ 3V(bφ)
(φ+1)4

log φ B(bφ)
φ − V(bφ)

2φ2

Através de dados simulados, ilustramos o comportamento do viés relativoB(σ̂)/σ como uma função de
φ. Consideramos um modelo regressão beta inflacionado no zero (RBIZ) com estrutura

g(µt) = β0 + β1xt,

h(αt) = γ0 + γ1zt,
(4.2.17)

t = 1, . . . , n, ondeg eh são funções de ligação logito. Desta forma, a variável respostayt ∼ BIZ(αt, µt, φ)
comt = 1, . . . , n. Os valores das covariáveisxt e zt são realizações independentes de uma variável aleatória
uniformeU(0, 1). O tamanho de amostra én = 100 e os valores verdadeiros dos parâmetros sãoγ0 = −0.5,
γ1 = 0.5, β0 = −0.5, β1 = 1.5. Aqui, φ assume os valores2, 5, 10, 20, 40, 60, 100, 150 e500.

A Figura 4.1 apresentamos o comportamento do viés relativo deB(σ̂)/σ como uma função deφ. Note
que o viés relativo para as reparametrizaçõesσ = φ e σ = 1/(φ + 1)2 tende a um valor constante distinto
de zero à medida em queφ aumenta. Neste mesmo gráfico vemos que na parametrizaçãoσ = 1/(φ + 1) o
viés relativo se comporta quase como a função constante zero e este resultado é válido mesmo para valores
moderados den (por exemplo,n = 80). Finalmente, na parametrizaçãoσ = log φ observa-se que o viés
relativo é uma função que decresce para zero e isto é consistente com o fato de que a informaçãoKφφ diminui
à medida em queφ aumenta, dado que o viés de segunda ordem deφ̂ está diretamente relacionado com a
informação deφ. Diante destes fatos, pode ser sugerida a utilização da parametrizaçãoσ = 1/(φ + 1), pois
mesmo com valores moderados den e valores pequenos deφ o viés relativo permanece estável e próximo de
zero.
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Figura 4.1: Viés relativo de segunda ordem paraσ̂ = T (φ̂).

4.3 Correção analítica dos vieses dos estimadores de máximaverossimilhança para o modelo
de regressão beta inflacionado em zero e um

Nesta seção vamos estudar as propriedades dos estimadores de máxima verossimilhança em pequenas
amostras para os parâmetros do modelo de regressão beta inflacionado emzero e um com a seguinte estrutura:

g(µt) = ηt,

log(δ0t/(1 − δ0t − δ1t)) = ζ0t,

log(δ1t/(1 − δ0t − δ1t)) = ζ1t,

t = 1, . . . , n, e o parâmetro de precisãoφ constante para todas as observações. Note que este modelo é um
caso particular do modelo (3.3.1).

No modelo de regressão beta inflacionado em zero e um temos que, da separabilidade dos vetoresΥ =
(ρ⊤, γ⊤)⊤ eϑ = (β⊤, φ)⊤, o viés de segunda ordem do estimadorΥ̂ pode ser obtido de forma independente
do viés de segunda ordem do estimadorϑ̂. Para o cálculo do viés, introduzimos a seguinte notação: As
derivadas da função de log-verossimilhança com respeito aos parâmetros desconhecidos são indicadas por
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índices: r′, s′, . . . correspondem às derivadas em relação aos componentesρ, r′′, s′′, . . . , correspondem às
derivadas em relação aos componentesγ; r, s, . . . correspondem às derivadas em relação aos componentes
β e φ corresponde às derivadas com respeito ao parâmetroφ. Assim,U ′

r = ∂ℓ/∂ρr′ , Ur′′ = ∂ℓ/∂γr′′ ,
Ur = ∂ℓ/∂βr, Uφ = ∂ℓ/∂φ, Uφs = ∂2ℓ/∂φ∂βs, Ursφ = ∂3ℓ/∂βr∂βs∂φ e assim por diante.

A notação para os momentos destas derivadas é dada por Lawley (1956): κr′s′ = E(Ur′s′), κr′′s′′ =
E(Ur′′s′′), κrs = E(Urs), κφφ = E(UφUφ), κrs,φ = E(UrsUφ), κr′s′u′ = E(Ur′s′u′), κr′′s′′u′′ = E(Ur′′s′′u′′),

κrst = E(Urst), etc., e, em geral, são de ordemO(n). As derivadas dosκ’s são denotadas porκ(u′)
r′s′ =

∂κr′s′/∂ρu′ , κ
(u′′)
r′′s′′ = ∂κr′′s′′/∂γu′′ , κ

(t)
rs = ∂κrs/∂βt, κ

(φ)
rφ = ∂κrφ/∂φ, etc.

A fórmula geral de Cox & Snell (1968) para o viés de segunda ordem doestimador de máxima verossimi-
lhança doa-ésimo componente do vetorρ̂ = (ρ̂1, . . . , ρ̂k0) é

B(ρ̂a) =
∑

r′,s′,u′

κar′κs′u′

{
κ

(u′)
r′s′ −

1

2
κr′s′u′

}
+
∑

r′′,s′,u′

κar′′κs′u′

{
κ

(u′)
r′′s′ −

1

2
κr′′s′u′

}

+
∑

r′,s′′,u′

κar′κs′′u′

{
κ

(u′)
r′s′′ −

1

2
κr′s′′u′

}
+
∑

r′,s′,u′′

κar′κs′u′′

{
κ

(u′′)
r′s′ − 1

2
κr′s′u′′

}

+
∑

r′′,s′′,u′

κar′′κs′′u′

{
κ

(u′)
r′′s′′ −

1

2
κr′′s′′u′

}
+

∑

r′′,s′,u′′

κar′′κs′u′′

{
κ

(u′′)
r′′s′ −

1

2
κr′′s′u′′

}

+
∑

r′,s′′,u′′

κar′κs′′u′′

{
κ

(u′′)
r′s′′ −

1

2
κr′s′′u′′

}
+

∑

r′′,s′′,u′′

κar′′κs′′u′′

{
κ

(u′′)
r′′s′′ −

1

2
κr′′s′′u′′

}
.

Como as entradas da matrizKργ em (3.3.14) não são nulas, todos os termos da expansão anterior devem
ser calculados (ver Apêndice A.8). Das quantidades (A.8.22) e (A.8.23)obtidas no Apêndice A.8 e usando
notação matricial, temos que o viés de segunda ordem do estimador de máxima verossimilhança deρ é dado
por

B(ρ̂) =
1

2
KρρV ⊤(P1δρρ + P2δργ + P3δργ + P3δγγ)

+
1

2
KργZ⊤(P2δρρ + P2δργ + P3δργ + P4δγγ),

em quePi, i = 1, . . . , 4, são as matrizes diagonais definidas em (A.8.21) no Apêndice A.8.

Se definimos
Kρ⋆

= (Kρρ Kργ),

o bloco superior de dimensãok0 × (k0 + k1) obtido da inversa da matriz de informação de Fisher (3.3.14),
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podemos escrever o viés deρ̂ como

B(ρ̂) =
1

2
Kρ⋆

Z̃⊤δ̃, (4.3.1)

em que

δ̃ =

(
P1δρρ + P2δργ + P3δργ + P3δγγ

P2δρρ + P2δργ + P3δργ + P4δγγ

)
.

Agora, definimos as matrizesℵ1 eℵ2 de dimensão2n× 2n como

ℵ1 =

(
P1 P1

P3 P3

)
⊙
(
V KρρV⊤ V KργZ⊤

ZKγρV⊤ ZKγγZ⊤

)

e

ℵ2 =

(
P2 P2

P3 P4

)
⊙
(
V KρρV⊤ V KργZ⊤

ZKγρV⊤ ZKγγZ⊤

)
,

em queA ⊙ B representa o produto de Hadamard, definido por[A ⊙ B]ij = [A]ij [B]ij . Definimos ainda a
matriz

ℵ =

(
ℵ1 02n

02n ℵ2

)
,

onde02n representa uma matriz de zeros de dimensão2n× 2n, e

J̃ = I2 ⊗ (1, 1)⊤ ⊗ In =




In 0n

In 0n

0n In
0n In


 ,

em queIn representa a matriz identidade de dimensãon × n, ⊗ representa o produto de Kronecker e0n

representa uma matriz de zeros de dimensãon × n. Podemos mostrar quẽδ é um vetor de dimensão2n × 1
que contém a diagonal principal da matrizJ̃⊤ℵJ̃ , isto é,

δ̃ = diagonal(J̃⊤ℵJ̃).

Agora, o viés de segunda ordem do estimador de máxima verossimilhança deγ é obtido de forma análoga
ao do estimador deρ, a saber:

B(γ̂) =
1

2
KγρV ⊤(P1δγγ + P2δργ + P3δργ + P3δγγ)

+
1

2
KργZ⊤(P2δρρ + P2δργ + P3δργ + P4δγγ).

=
1

2
Kγ⋆

Z̃⊤δ̃,

(4.3.2)
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em que
Kγ⋆

= (Kγρ Kγγ),

é o bloco inferior de dimensãok1 × (k0 + k1) da inversa da matriz de informação de Fisher (3.3.14). Assim,
considerando o vetor de parâmetrosΥ = (ρ⊤, γ⊤)⊤ obtemos uma expressão para o viés de segunda ordem
do estimador de máxima verossimilhança deΥ, a qual é dada por

B(Υ̂) =
1

2
K(Υ)−1Z̃⊤δ̃, (4.3.3)

em que

K(Υ)−1 =

(
Kρρ Kργ

Kγρ Kγγ

)
,

sendo que os elementos desta matriz são os apresentados em (3.3.14). Alternativamente, a expressão (4.3.3)
pode ser escrita como

B(Υ̂) =
1

2
(Z̃⊤Q̃Z̃)−1Z̃⊤δ̃,

sendoQ̃ a matriz de pesos definida em (3.2.16). Agora, se definimosϕ̃ = 1
2Q̃

−1δ̃ é possível escrever o viés

de segunda ordem dêΥ por
B(Υ̂) = (Z̃⊤Q̃Z̃)−1Z̃⊤Q̃ϕ̃. (4.3.4)

Desta forma, os coeficientes do vetorB(Υ̂) podem ser estimados a partir da regressão de mínimos quadrados
generalizados dada pela equação anterior. Com este resultado, definimos uma estimativa de máxima verossi-
milhança corrigidãΥ da forma

Υ̃ = Υ̂ − B̂(Υ̂), (4.3.5)

ondeB̂(Υ̂) denota o estimador de máxima verossimilhança deB(Υ̂), i.e., os parâmetros desconhecidos são
substituídos por seus respectivos estimadores de máxima verossimilhança. Na verdade, isto é a correção de
viés em um modelo trinomial.

Finalmente, a fórmula de Cox & Snell (1968) para o viés de segunda ordemdo estimador de máxima
verossimilhança deβ é

B(β̂) = KββX⊤(∆W1δββ + ∆(W3 +W2)XK
βφ + (diagonal(∆W4))

⊤Kφφ)

+Kβφ(tr(∆W3XK
ββX⊤) +Kφφtr(∆S) + diagonal(∆(W5 +W4))XK

βφ),
(4.3.6)

em que∆ = diag{1 − δ01 − δ11, . . . , 1 − δ0n − δ1n} e as matrizesW ’s são as mesmas obtidas no Apêndice
A.7.

Analogamente, temos que o viés de segunda ordem do estimador de máxima verossimilhança deφ é

B(φ̂) = KφβX⊤(∆W1δββ + ∆(W3 +W2)XK
βφ + (diagonal(∆W4))

⊤Kφφ)

+Kφφ(tr(∆W3XK
ββX⊤) +Kφφtr(∆S) + diagonal(∆(W5 +W4))XK

βφ).
(4.3.7)
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Dado que no modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um definido em (3.2.1) compartilha a mesma
distribuição beta para modelar o componente contínuo que no modelo de regressão beta inflacionado em zero
e um, era de se esperar que as expressões (4.3.6) e (4.3.7) fossem semelhantes às expressões (4.2.5) e (4.2.8)
respectivamente. Note que nas expressões a diferença está na forma da matriz∆.

Conseqüentemente, o viés de segunda ordem do estimador de máxima verossimilhança deϑ = (β⊤, φ)⊤

é
B(ϑ̂) = K(ϑ)−1X̃⊤δ̃ = (X̃⊤W̃ X̃)−1X̃⊤δ̃,

em queδ̃ é o vetor auxiliar definido em (4.2.6) ẽX, W̃ são as matrizes definidas em (3.2.16) e (3.2.2)
respectivamente.

Note que
B(ϑ̂) = (X̃⊤W̃ X̃)−1X̃⊤W̃ ξ̃, (4.3.8)

ondeξ̃ = W̃−1δ̃.Desta forma, os coeficientes do vetorB(ϑ̂) podem ser estimados a partir de uma regressão de
mínimos quadrados generalizados na variável auxiliarξ̃. Assim, podemos considerar o estimador de máxima
verossimilhança corrigidõϑ da forma

ϑ̃ = ϑ̂− B̂(ϑ̂), (4.3.9)

em queB̂(ϑ̂) denota o estimador de máxima verossimilhança deB(ϑ̂), i.e., os parâmetros desconhecidos são
substituídos por seus respectivos estimadores de máxima verossimilhança.

4.4 Avaliação numérica

Através de simulações de Monte Carlo avaliamos os desempenhos dos estimadores de máxima verossimi-
lhança dos parâmetros dos modelos de regressão beta inflacionados e suas versões corrigidas em amostras de
tamanho finito. Inicialmente consideramos um modelo de regressão beta inflacionado no ponto zero (RBIZ)
com estrutura

h(αt) = γ0 + γ1zt,

g(µt) = β0 + β1xt,
(4.4.1)

t = 1, . . . , n, i.e., yt ∼ BIZ(αt, µt, φ). Aqui h e g são funções de ligação logito e os valores das variáveis
explicativaszt e xt para cada observação são conhecidos. Definimos valores verdadeiros dos parâmetros
como γ0 = −0.5, γ1 = 1.5, β0 = 0.5, β1 = 1.8 e φ = 120; os valores das covariáveiszt e xt são
selecionados independentemente de uma variável aleatória uniformeU(0, 1). Para este experimento consi-
deramos tamanhos de amostran = 30, 60 e90, o número de réplicas de Monte Carlo é igual a5000. Para cada
réplica de Monte Carlo ajustamos o modelo de regressão (4.4.1), i.e., atravésde maximização da função de log-
verossimilhança são obtidas as estimativasγ̂ = (γ̂0, γ̂1), ϑ̂ = (β̂0, β̂1, φ̂) e σ̂ = 1/(φ̂ + 1). Adicionalmente,
através da fórmula de Cox & Snell (1968) calculamos os estimadores de máximaverossimilhança corrigidos
γ̃ = (γ̃0, γ̃1), ϑ̃ = (β̃0, β̃1, φ̃) e σ̃ definidos por (4.2.3), (4.2.10) e (4.2.16), respectivamente.

No experimento de Monte Carlo utilizamos como gerador de números pseudo-aleatórios o “multiply-with-
carry” (GM), cujo período é de260 (Marsaglia, 1997). A função de log-verossimilhança é maximizada através
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Tabela 4.2: Resultados de simulação,γ0 = −0.5, γ1 = 1.5

n Estimador Média Viés Viés Rel. Erro Padrão
√

EQM

30 γ̂0 −0.5617 −0.0617 0.1235 0.7470 0.7496

γ̃0 −0.5514 −0.0514 0.1028 0.7358 0.7376

60 γ̂0 −0.5340 −0.0340 0.0680 0.5597 0.5607

γ̃0 −0.5285 −0.0285 0.0571 0.5549 0.5556

90 γ̂0 −0.5113 −0.0113 0.0227 0.4002 0.4003

γ̃0 −0.5079 −0.0079 0.0158 0.3980 0.3980

30 γ̂1 1.6786 0.1786 0.1191 1.6391 1.6488

γ̃1 1.6472 0.1472 0.0981 1.6126 1.6193

60 γ̂1 1.5878 0.0878 0.0585 0.9723 0.9763

γ̃1 1.5732 0.0732 0.0488 0.9644 0.9671

90 γ̂1 1.5394 0.0394 0.0263 0.7432 0.7442

γ̃1 1.5295 0.0295 0.0197 0.7391 0.7397

do método BFGS (com derivadas analíticas), que, em geral, é o método queapresenta o melhor desempenho
(Mittelhammer, Judge & Miller, 2000, p.199). Todo o procedimento de cálculo foi programado na linguagem
de programação matricialOx (Cribari–Neto & Zarkos, 2003; Doornik, 2001). Para a análise de resultados de
estimação pontual calculamos para cada tamanho de amostra: a média, a estimativa do viés, o viés relativo, o
desvio padrão e a raiz do erro quadrático médio das 5000 estimativas.

Observamos nas Tabelas 4.2 e 4.3 que as estimativas do viés, viés relativo,desvio padrão e erro quadrático
diminuem com o aumento do tamanho de amostra, como era de se esperar. Na Tabela 4.2 notamos que os
vieses dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros de regressão que modelam o componente
discreto são ligeiramente acentuados para tamanhos de amostra pequeno. Por exemplo, paran = 30, o
viés relativo estimado dêγ0 é 0.1235. Observamos que a correção analítica melhora o desempenho dos esti-
madores de máxima verossimilhança quando o tamanho de amostra é pequeno, sendo que, em módulo, o viés
e viés relativo dos estimadores corrigidos diminuem ligeiramente ao serem comparados com seus respectivos
estimadores de máxima verossimilhança. Por exemplo, quandon = 30, o viés relativo dẽγ0 é0.1028.

Os estimadores de máxima verossimilhança e suas versões corrigidas analiticamente apresentam desem-
penhos similares em termos do erro padrão e da raiz do erro quadrático médio. Percebemos que, em geral,
os estimadores corrigidos apresentam um ganho de precisão pouco significativo em relação aos estimadores
de máxima verossimilhança dos parâmetros que modelam o componente discreto,mesmo em amostras de
tamanho pequeno.

Na Tabela 4.3 observamos os resultados referentes aos estimadores de máxima verossimilhança dos
parâmetros de regressão do componente contínuo e suas versões corrigidas. Podemos observar que o de-
sempenho destes estimadores é similar considerando os diferentes tamanhos de amostra. Por exemplo, a
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média estimada dêβ0 difere da média estimada dẽβ0 na terceira cifra decimal. Já, os erros padrão e a
√

EQM
são também muito similares; por exemplo, paran = 60 os erros padrão dêβ1 e β̃1 são 0.1756 e 0.1748,
respectivamente. Note ainda que os vieses e vieses relativos estão próximos de zero.

Em geral, a correção analítica dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros de regressão
do componente contínuo é efetiva. No entanto, o ganho de precisão pela correção não é grande em relação aos
estimadores de máxima verossimilhança. Isto nos indica que os estimadores de máxima verossimilhança dos
parâmetros de regressão do componente contínuo apresentam boas propriedades amostrais, i.e., os valores
estimados dos parâmetros de regressão se aproximam dos verdadeiros valores dos parâmetros de regressão
mesmo quando o tamanho de amostra é relativamente pequeno. Estes resultados são similares aos obtidos por
Ospina, Cribari-Neto & Vasconcellos (2006) no modelo de regressão beta.

Na Tabela 4.3 observamos que os estimadores de máxima verossimilhança deφ apresentam vieses muito
altos considerando os diferentes tamanhos de amostra. Por exemplo, paran = 30 o viés relativo estimado
de φ̂ é 0.3526 enquanto que o viés relativo estimado deφ̃ é−0.0720. Desta forma, a correção por viés neste
caso se torna muito importante, pois, se a estimativa do parâmetroφ é muito alta comparada com o verdadeiro
valor do parâmetro, a variância da variável resposta pode estar sendosub-estimada, o que em eventuais testes
de hipóteses poderia levar o investigador a rejeitar erroneamente a hipótese de que os parâmetros da regressão
são nulos, quando na realidade eles não são estatísticamente significativos. Notamos que a correção melhora
o desempenho do estimadorφ̂ considerando todos os tamanhos de amostra. Por exemplo, paran = 30 os
erros padrão dêφ e φ̃ são 75.5 e 67.7, respectivamente. Adicionalmente, o estimador corrigidoφ̃ apresenta
as menores estimativas do desvio padrão e da raiz do erro quadrático médioconsiderando todos os tamanhos
de amostra, o que leva a um estimador paraφ mais concentrado e praticamente não-viesado. Portanto, para o
parâmetro de precisãoφ recomendamos a correção analítica de viés do estimadorφ̂.

Finalmente, podemos observar que o estimador de máxima verossimilhança e sua versão corrigida do
parâmetroσ = 1/(φ + 1) têm vieses relativos bem menores do que os respectivos estimadores deφ. Por
exemplo, paran = 60, φ̂ e φ̃ têm vieses relativos iguais a 0.1395 e 0.0071 respectivamente, enquanto que
os vieses relativos dêσ e σ̃ são respectivamente iguais a−0.0683 e−0.0199. É, portanto, mais conveniente
para o modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um a modelagem do parâmetro de dispersãoσ em
vez de utilizar o parâmetro de precisãoφ pois o estimador de máxima verossimilhança deσ é praticamente
não-viesado mesmo em amostras de tamanho moderado.

Agora consideramos um modelo de regressão beta inflacionado em zero eum (RBIZU) com estrutura

log(δ0t/(1 − δ0t − δ1t)) = ρ0 + ρ1vt,

log(δ1t/(1 − δ0t − δ1t)) = γ0 + γ1zt,

g(µt) = β0 + β1xt,

(4.4.2)

t = 1, . . . , n, i.e., yt ∼ BIZU(δ0t, δ1t, µt, φ). Aqui, g é a função de ligação logito e os valores das variáveis
explicativasvt, zt e xt para cada observação são conhecidos. Usamos os seguintes valoresverdadeiros dos
parâmetros comoρ0 = −1.3, ρ1 = 1.5, γ0 = −1.3, γ1 = 1.5, β0 = 1.5, β1 = 1.8 eφ = 120.
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Tabela 4.3: Resultados de simulação,β0 = 0.5, β1 = 1.8 eφ = 120.

n Estimador Média Viés Viés Relativo Erro Padrão
√

EQM

30 β̂0 0.5004 0.0004 0.0009 0.1308 0.1308

β̃0 0.4999 −0.0001 −0.0001 0.1541 0.1541

60 β̂0 0.4984 −0.0016 −0.0030 0.0821 0.0821

β̃0 0.4976 −0.0024 −0.0046 0.0818 0.0818

90 β̂0 0.4996 −0.0004 −0.0007 0.0678 0.0678

β̃0 0.4992 −0.0008 −0.0015 0.0677 0.0677

30 β̂1 1.8043 0.0043 0.0024 0.2530 0.2531

β̃1 1.7787 −0.0213 −0.0118 1.0770 1.0772

60 β̂1 1.8060 0.0060 0.0033 0.1756 0.1757

β̃1 1.7995 −0.0005 −0.0002 0.1748 0.1748

90 β̂1 1.8024 0.0024 0.0013 0.1432 0.1433

β̃1 1.7984 −0.0016 −0.0008 0.1429 0.1429

30 φ̂ 162.3195 42.3195 0.3526 75.5299 86.5712

φ̃ 111.3515 −8.6485 −0.0720 67.7163 68.2596

60 φ̂ 136.7394 16.7394 0.1395 37.6991 41.2450

φ̃ 120.8568 0.8568 0.0071 33.6138 33.6214

90 φ̂ 128.9504 8.9504 0.0745 25.9963 27.4915

φ̃ 122.5856 2.5856 0.0215 24.6842 24.8168

30 σ̂ 0.0071 −0.0010 −0.1409 0.0027 0.0029

σ̃ 0.0085 0.0002 0.0285 0.0074 0.0074

60 σ̂ 0.0077 −0.0005 −0.0683 0.0019 0.0020

σ̃ 0.0081 −0.0001 −0.0199 0.0021 0.0021

90 σ̂ 0.0079 −0.0003 −0.0441 0.0015 0.0015

σ̃ 0.0081 −0.0001 −0.0199 0.0015 0.0015

Os valores das covariáveisvt, zt ext são selecionados independentemente de uma variável aleatória uni-
formeU(0, 1). Para este experimento consideramos tamanhos de amostran = 50, 70 e 100, e o número de
réplicas de Monte Carlo foi fixado em5000. Através de maximização da função de log-verossimilhança são
obtidas as estimativaŝΥ = (ρ̂0, ρ̂1, γ̂0, γ̂1) e ϑ̂ = (β̂0, β̂1, φ̂) dos parâmetros dos componentes discreto e
contínuo do modelo (4.4.2), respectivamente, assim como o estimadorσ̂ = 1/(φ̂ + 1). Calculamos as esti-
mativas de máxima verossimilhança corrigidasΥ̃ = (ρ̃0, ρ̃1, γ̃0, γ̃1), ϑ̃ = (β̃0, β̃1, φ̃) definidas pelas equações
(4.3.5) e (4.3.9), respectivamente, assim como a estimativa corrigidaσ̃. Novamente, utilizamos como gerador
de números pseudo-aleatórios o “multiply-with-carry” (GM) e a função delog-verossimilhança é maximizada
através do método BFGS (com derivadas analíticas). Todo o procedimentode cálculo foi programado na
linguagem de programação matricialOx.
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Para a análise de resultados de estimação pontual calculamos para cada tamanho de amostra: a média, a
estimativa do viés, o viés relativo, o desvio padrão e a raiz do erro quadrático médio das 5000 estimativas.

Na Tabela 4.4 observamos que as estimativas do viés, viés relativo, desviopadrão e raiz do erro quadrático
médio dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros de regressão do componente discreto e
de suas respectivas versões corrigidas diminuem com o aumento do tamanho de amostra. Notamos que os
vieses dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros de regressão que modelam o componente
discreto são pouco acentuados para tamanhos de amostra pequenos. Por exemplo, paran = 50, o viés relativo
estimado dêγ0, em módulo, é de0.1054. Observamos que, em praticamente todos os casos, a correção é
efetiva e melhora o desempenho dos estimadores de máxima verossimilhança para os diferentes tamanhos de
amostra. Neste sentido, vemos que as medidas do desvio padrão e da raiz doerro quadrático médio são muito
similares. Por exemplo, paran = 70 temos que a raiz do erro quadrático médio deγ̂0 é 0.5147 enquanto que
a deγ̃0 é 0.5132, diferindo apenas na terceira cifra decimal.

Em geral, temos que os estimadores corrigidos apresentam um ganho de precisão pouco significativo
em relação aos estimadores de máxima verossimilhança, no que se refere aos parâmetros que modelam o
componente discreto.

Na Tabela 4.5 observamos que os vieses dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros de
regressão do componente contínuo e de suas versões corrigidas estãopróximos de zero. De forma análoga
ao modelo de regressão beta inflacionado em zero, a correção dos estimadores de máxima verossimilhança
dos parâmetros de regressão do componente contínuo é efetiva, considerando todos os tamanhos de amostra.
No entanto, o ganho de precisão pela correção não é muito grande em relação aos estimadores de máxima
verossimilhança. Nesta mesma tabela temos que os estimadores de máxima verossimilhança deφ apresentam
vieses muito altos considerando os diferentes tamanhos de amostra. Por exemplo, paran = 50 o viés relativo
estimado dêφ é 19.8055. Notamos que a correção analítica melhora muito o desempenho do estimadorφ̂
considerando todos os tamanhos de amostra. De forma semelhante ao modelo de regressão beta inflacionado
em zero, podemos concluir que para o parâmetro de precisãoφ recomendamos a correção do estimador de
máxima verossimilhança. Em relação ao parâmetroσ, os resultados da simulação apresentados na Tabela 4.5
indicam que o estimador de máxima verossimilhançaσ̂ é praticamente não-viesado considerando os diferentes
tamanhos de amostra. Já o estimador corrigidoσ̃ apresenta desempenho semelhante ao estimadorσ̂. Por
exemplo, paran = 50 o erros padrão dêσ e σ̃ são 0.0021 e 0.0022, respectivamente.

4.5 Conclusões

Neste capítulo derivamos expressões que permitem corrigir o viés de segunda ordem dos estimadores de
máxima verossimilhança dos parâmetros dos modelos de regressão beta inflacionados. Mostramos que os
vieses de segunda ordem obtidos através da fórmula de Cox & Snell (1968) podem ser escritos em termos
de regressões de mínimos quadrados generalizados, o que facilita o cálculo. As expressões encontradas nos
permitem construir versões modificadas de maior precisão com respeito aosestimadores de máxima verossi-
milhança.
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Tabela 4.4: Resultados de simulação,ρ0 = −1.3, ρ1 = 1.5, γ0 = −1.3 eγ1 = 1.5.

n Estimador Média Viés Viés Relativo Erro Padrão
√

EQM

50 ρ̂0 −1.4676 −0.1676 0.1289 0.8334 0.8500

ρ̃0 −1.4614 −0.1614 0.1241 0.8361 0.8515

70 ρ̂0 −1.4099 −0.1099 0.0845 0.5403 0.5514

ρ̃0 −1.4055 −0.1055 0.0812 0.5379 0.5481

100 ρ̂0 −1.3680 −0.0680 0.0523 0.3939 0.3997

ρ̃0 −1.3671 −0.0671 0.0516 0.3936 0.3992

50 ρ̂1 1.7111 0.2111 0.1407 0.7994 0.8267

ρ̃1 1.7066 0.2066 0.1377 0.7949 0.8213

70 ρ̂1 1.6365 0.1365 0.0910 0.6051 0.6203

ρ̃1 1.6323 0.1323 0.0882 0.6024 0.6167

100 ρ̂1 1.5876 0.0876 0.0584 0.4210 0.4300

ρ̃1 1.5868 0.0868 0.0579 0.4206 0.4294

50 γ̂0 −1.4370 −0.1370 0.1054 0.5785 0.5944

γ̃0 −1.4320 −0.1320 0.1015 0.5757 0.5906

70 γ̂0 −1.4163 −0.1163 0.0894 0.5014 0.5147

γ̃0 −1.4134 −0.1134 0.0872 0.5003 0.5132

100 γ̂0 −1.3631 −0.0631 0.0485 0.3824 0.3875

γ̃0 −1.3626 −0.0626 0.0481 0.3822 0.3873

50 γ̂1 1.6663 0.1663 0.1108 0.6237 0.6454

γ̃1 1.6621 0.1621 0.1081 0.6213 0.6421

70 γ̂1 1.6503 0.1503 0.1002 0.5726 0.5920

γ̃1 1.6474 0.1474 0.0983 0.5712 0.5899

100 γ̂1 1.5791 0.0791 0.0527 0.3909 0.3988

γ̃1 1.5787 0.0787 0.0525 0.3907 0.3986

Os resultados de simulação mostram que as correções dos estimadores de máxima verossimilhança dos
parâmetros de regressão que modelam os componentes discretos e contínuos dos modelos de regressão beta
inflacionados são efetivas na redução do viés, mas não apresenta fortes melhorias em desempenho comparada
aos estimadores de máxima verossimilhança. No caso do parâmetro de precisão observamos que as estimativas
de máxima verossimilhança se apresentam muito viesadas, e desta forma, recomendamos a sua correção. A
correção de viés dos estimadores dos parâmetros que envolvem o componente contínuo do modelo estende
os resultados de correção de viés obtidos por Ospina, Cribari–Neto & Vasconcellos (2006) para a classe de
modelos de regressão beta inflacionados. No que se refere ao parâmetro σ observamos que o estimador de
máxima verossimilhança é praticamente não-viesado e, desta forma, recomendamos sua utilização.
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Tabela 4.5: Resultados de simulação,β0 = 1.5, β1 = 1.8 eφ = 120.

n Estimador Média Viés Viés Relativo Erro Padrão
√

EQM

50 β̂0 1.5038 0.0038 0.0025 0.0608 0.0609

β̃0 1.4774 −0.0226 −0.0150 0.9536 0.9537

70 β̂0 1.5019 0.0019 0.0012 0.0463 0.0464

β̃0 1.5003 0.0003 0.0002 0.0462 0.0462

100 β̂0 1.5015 0.0015 0.0010 0.0424 0.0424

β̃0 1.5003 0.0003 0.0002 0.0423 0.0423

50 β̂1 1.8032 0.0032 0.0018 0.0750 0.0750

β̃1 1.7696 −0.0304 −0.0168 1.1558 1.1561

70 β̂1 1.8033 0.0033 0.0018 0.0581 0.0582

β̃1 1.8010 0.0010 0.0005 0.0579 0.0580

100 β̂1 1.8016 0.0016 0.0000 0.0484 0.0484

β̃1 1.8002 0.0002 0.0001 0.0483 0.0483

50 φ̂ 139.8055 19.8055 0.1650 42.2420 46.6507

φ̃ 122.5055 2.5055 0.0208 37.5170 37.5969

70 φ̂ 134.3498 14.3498 0.1195 33.2971 36.2545

φ̃ 122.8278 2.8278 0.0235 30.4231 30.5512

100 φ̂ 130.0616 10.0616 0.0838 27.9305 29.6849

φ̃ 122.1699 2.1699 0.0180 26.2738 26.3607
50 σ̂ 0.0076 −0.0006 −0.0726 0.0021 0.0021

σ̃ 0.0080 −0.0002 −0.0242 0.0022 0.0022
70 σ̂ 0.0078 −0.0004 −0.0484 0.0018 0.0018

σ̃ 0.0080 −0.0002 −0.0242 0.0018 0.0018
100 σ̂ 0.0079 −0.0003 −0.0373 0.0016 0.0016

σ̃ 0.0081 −0.0001 −0.0121 0.0016 0.0016
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Capítulo 5

Diagnóstico em modelos de regressão beta inflacionados

5.1 Introdução

Uma etapa importante na análise de um modelo ajustado é a verificação de possíveis afastamentos das
suposições assumidas. Nesta direção é importante detectar a presença depontos extremos no conjunto de
dados e avaliar seu impacto nos resultados inferenciais. Para tanto, uma análise de resíduos e, principalmente,
os gráficos de resíduos podem ajudar na avaliação da estabilidade e robustez de resultados inferenciais, visto
que os resíduos medem a discrepância entre o modelo ajustado e o conjunto de dados. Assim, é conveniente
procurar uma definição para o resíduo que leve em consideração a contribuição que cada observação exerce
sobre a adequação do modelo. A análise de resíduos num modelo estatístico pode ser baseada nos resíduos
ordinários, em versões padronizadas, em resíduos construídos a partir dos componentes da função desvio
(McCullagh & Nelder, 1989) ou em resíduos generalizados (Cox & Snell,1968). Inúmeras pesquisas têm
sido publicadas abordando o estudo dos resíduos visando, na definição, comportamento distribucional e
correção. Nesta direção destacamos os trabalhos de Pregibon (1981), Copas (1988), McCullagh (1987, Cap.
6), Williams (1984, 1987), Davison & Gigli (1989), Pierce & Schafer (1986), Fahmeir & Tutz (1994, Cap.
4), Paula (1995), de Souza & Paula (2002), Dunn & Smyth (1996), Ferrari & Cribari-Neto (2004) e Espinhei-
ra, Ferrari & Cribari-Neto (2008a), entre outros. Técnicas gráficas usando os resíduos do modelo ajustado
são freqüentemente adotadas na validação do modelo estatístico; por exemplo, Atkinson (1981) sugere que
a construção de bandas de confiança (envelopes) simuladas pode ajudar a interpretar melhor o gráfico de
probabilidade normal dos resíduos, de tal forma que, se o modelo estiverbem ajustado, a maioria dos pontos
que representam os resíduos deve estar distribuída aleatoriamente dentrodessas bandas.

Outro aspecto importante na análise de diagnóstico é a detecção de observações influentes, i.e., pontos que
exercem um peso desproporcional nas estimativas dos parâmetros do modelo. Cook (1986) propõe avaliar
a influência de pontos através do estudo da curvatura do deslocamento pela verossimilhança (“likelihood
displacement”). No entanto, a medida proposta por Cook (1986) apresenta certa dificuldade de interpretação
pois pode assumir qualquer valor positivo. Poon & Poon (1999) propõem uma nova medida da curvatura
que é de fácil interpretação e possui boas propriedades geométricas.Essa medida de influência parece ser
apropriada para avaliar os modelos de regressão beta inflacionados.
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Este capítulo se encontra organizado da seguinte forma. Na Seção 5.2 definimos resíduos padronizados e
resíduos quantis aleatorizados para os modelos de regressão beta inflacionados em zero e/ou um. Na Seção
5.3 desenvolvemos a análise de influência local baseada na curvatura normal conforme (Poon & Poon, 1999)
para os modelos de regressão beta inflacionados. Para o modelo de regressão beta inflacionado em zero ou
um consideramos dois esquemas de perturbação, a saber: a ponderação de casos e a perturbação individual
de covariáveis. Dada a complexidade do modelo de regressão beta inflacionado em zero e um, consideramos
unicamente como esquema de perturbação a ponderação de casos.

5.2 Resíduos

Podemos definir como resíduo uma medida que objetiva identificar discrepâncias entre o modelo ajustado

e os dados. Assim, é compreensível que a maioria dos resíduos esteja baseada na diferençayt − Ê(yt). No
entanto, respeitado o formato da distribuição de probabilidade da variávelresposta, é mais interessante pensar

no resíduo como uma funçãor(yt, Ê(yt)), definição geral de resíduos proposta por Cox & Snell (1968). Sob
este ponto de vista propomos resíduos para os modelos de regressão betainflacionados.

5.2.1 Resíduos para o modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

Resíduos padronizados

Para os modelos de regressão beta, Espinheira, Ferrari & Cribari-Neto (2008a) sugerem utilizar resíduos
padronizados obtidos da convergência do processo iterativo escorede Fisher para estimação dos parâmetros
de regressão. Neste sentido, estendemos tal idéia para o modelo de regressão beta inflacionado em zero ou
um.

Paraφ conhecido, obtemos da convergência do processo iterativo escore deFisher paraγ eβ as expressões
(A.9.5) e (A.9.6) (Apêndice A.9). Desta forma, podemos definir os resíduos padronizados para o modelo
de regressão beta inflacionado em zero ou um com as quantidades avaliadas nos estimadores de máxima
verossimilhança por:

r(1)pt
=

1l{c}(yt) − α̂t√
α̂t(1 − α̂t)(1 − ĥ∗1tt

)
(5.2.1)

e

r(2)pt
=

y∗t − µ̂∗t√
ŵt(1 − α̂t)(1 − ĥ∗2tt

)
, (5.2.2)

parat = 1, . . . , n, em quey∗t e µ∗t foram definidos em (3.2.7) e (3.2.8), respectivamente. Os componentes
ĥ∗1tt

e ĥ∗2tt
são ost-ésimos elementos da diagonal principal das matrizes de projeção

Ĥ∗
1 = Q̂1/2Z(Z⊤Q̂Z)−1Z⊤Q̂1/2
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e
Ĥ∗

2 = Ŵ
1/2
ββ X(X⊤ŴββX)−1X⊤Ŵ

1/2
ββ ,

respectivamente. Aqui,Z é uma matriz de valores fixos conhecidos(n × M) cuja t-ésima linha éz⊤t =
(zt1, . . . , ztM ),X é uma matriz de valores fixos conhecidos(n×m) comt-ésima linhax⊤t = (xt1, . . . , xtm)
e as matrizesQ eWββ foram definidas em (3.2.14).

Por construção,r(1)pt e r(2)pt são, respectivamente, os resíduos padronizados do componente discreto e con-
tínuo do modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um. Em geral, osresíduos ponderados têm distri-
buição empírica assimétrica dificultando a utilização de medidas usuais de diagnóstico. Contudo, gráficos de
r
(1)
pt er(2)pt contra os valores ajustadosα̂t e µ̂t, respectivamente, podem revelar observações que são marginal-

mente aberrantes em cada sub-modelo (discreto ou contínuo).

Para o modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um, podemos definir através dos resíduos do
componente discreto e contínuo do modelo (equações (5.2.1) e (A.10.3)) dois tipos de resíduos que incorporam
a característica discreta e contínua da distribuição da variável resposta.Baseados nas idéias do resíduo de Cox
& Snell e do resíduo componente do desvio para dados censurados (Cox & Snell,1968; Klein & Moeschberger,
1997, Cap. 11), definimos um resíduo padronizado na forma

rpt =

{
r
(1)
pt , se yt = c,

r
(2)
pt , se yt ∈ (0, 1).

(5.2.3)

Podemos observar que a distribuição do resíduo padronizado é assimétrica devido à presença de massa de
probabilidade emy = c.

Adicionalmente, definimos o resíduo ponderado

r∗pt
= α̂tr

(1)
pt

+ (1 − α̂t)r
(2)
pt

(5.2.4)

em quec = 0 ouc = 1 dependendo do caso. Note quer∗pt
é a média ponderada entre o resíduor

(1)
pt e o resíduo

r
(2)
pt . Para estes resíduos, os gráficos derpt e r∗pt

contra os valores ajustadoŝE(yt) podem ser informativos
com respeito ao posicionamento de pontos aberrantes e influentes no conjunto de dados.

Resíduos quantis aleatorizados

No caso em que a resposta(y) é uma variável aleatória contínua, podemos construir um resíduo a partir de
uma transformação da distribuição de probabilidadeF (y, θ) dey. Inicialmente, definimos a variável aleatória
U = F (y, θ), uniformemente distribuída no intervalo unitário.∗ SeΦ(·) denota a função de distribuição

∗ Note que seU = F (y, θ), entãoP (U ≤ u) = P (F (y, θ) ≤ u) = P (y ≤ F−1(u)) = F (F−1(u)) = u para0 < u < 1.
Logo,U tem distribuiçãoU(0, 1).
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acumulada da normal padrão, temos que

V = Φ−1(F (y, θ)) = Φ−1(U)

tem distribuição normal padrão. Assumindoθ conhecido, temos o resíduo de Cox & Snell (Cox & Snell,
1968). No entanto, na práticaθ é desconhecido, devendo ser substituído por sua estimativa de máxima veros-

similhança. Comôθ é um estimador consistente deθ temos a normalidade assintótica deV, i.e.,V
D→ N (0, 1)

e, assim,E(V ) ≈ 0 eVar(V ) ≈ 1.

SeF não é contínua, como é o caso da distribuição beta inflacionada em zero ou um definida em (2.3.1),
é preciso dar uma definição mais geral do resíduoV . Neste caso, podemos optar por uma versão aleatorizada
do resíduo de Cox & Snell e definir o resíduo quantil aleatorizado (Dunn &Smyth, 1996) para o modelo de
regressão beta inflacionado em zero ou um como

rq
t = Φ−1(ut), t = 1, . . . , n, (5.2.5)

em queut é uma variável aleatória uniforme no intervalo(at, bt], sendoat = limy↑yt BIc(y; α̂, µ̂, φ̂) e bt =

BIc(yt; α̂, µ̂, φ̂), respectivamente. Por exemplo, para o modelo de regressão beta inflacionado em zero, temos
que parayt = 0 (ponto de massa em zero),at = limy↑0 BIZ(y; α̂, µ̂, φ̂) = (1 − α̂) limy↑0 F (y; µ̂, φ̂) = 0

e bt = BIZ(0; α̂, µ̂, φ̂) = α̂. Logo, ut é uma variável uniforme no intervalo(0, α̂]. Agora parayt ∈ (0, 1)
temos queut = BIZ(yt; α̂, µ̂, φ̂). Se consideramos o modelo de regressão beta inflacionado em um, temos
parayt = 1 (ponto de massa em um) queat = limy↑1 BIU(y; α̂, µ̂, φ̂) = (1− α̂) limy↑1 F (y; µ̂, φ̂) = (1− α̂)

e bt = BIU(1; α̂, µ̂, φ̂) = 1. Logo,ut é uma variável uniforme no intervalo(1 − α̂, 1]. Quandoyt ∈ (0, 1)
temos queut = BIU(yt; α̂, µ̂, φ̂).

O procedimento de aleatorização é introduzido com a finalidade de produzirresíduos normais contínuos.
Como o resíduo quantil aleatorizado pode variar de uma realização a outra,em situações práticas, é aconsel-
hável fazer pelo menos quatro realizações destes resíduos para detectar padrões no seu comportamento. O
resíduo quantil aleatorizado constitui uma opção de resíduo quando a resposta é discreta e assume poucos
valores distintos (Dunn & Smyth, 1996).

5.2.2 Resíduos para o modelo de regressão beta inflacionado em zero eum

Resíduos padronizados

Nesta subseção estendemos a idéia dos resíduos padronizados do modelode regressão beta inflacionado
em zero ou um. Por razões de simplicidade vamos construir resíduos padronizados para o modelo de regressão
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beta inflacionado em zero e um (RBIZU) com a estrutura

g(µt) = ηt,

log(δ0t/(1 − δ0t − δ1t)) = ζ0t,

log(δ1t/(1 − δ0t − δ1t)) = ζ1t,

t = 1, . . . , n, em que o parâmetro de precisãoφ é constante para todas as observações. De forma análoga
ao modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um consideramos que φ é conhecido. Do processo de
estimação por máxima verossimilhança temos da convergência do processo iterativo escore de Fisher paraρ,
γ eβ as expressões (A.10.2) e (A.9.6) (ver Apêndices A.10 e A.9, respectivamente). Desta forma, podemos
definir os resíduos padronizados para o componente discreto do modelo de regressão beta inflacionado em
zero e um como:

r{0}pt
=

1l{0}(yt) − δ0t√
q̂1tt

(
1 − ĥ

{0}
tt

) (5.2.6)

e

r{1}pt
=

1l{1}(yt) − δ1t√
q̂2tt

(
1 − ĥ

{1}
tt

) , (5.2.7)

em queq1tt e q2tt são, respectivamente, ost-ésimos elementos da diagonal principal das matrizesQ1 eQ2

definidas em (A.10) eh{0}tt, h
{1}

tt são ost-ésimos elementos da diagonal principal das matrizes de projeção
H{0} = Ψ⊤

0 H
∗
dΨ0 eH{1} = Ψ⊤

1 H
∗
dΨ1, respectivamente, em queΨ0 = (In, 0n)⊤ e Ψ1 = (0n, In)⊤ são

matrizes de dimensão(2n × n), In é a matriz identidade de ordemn eH∗
d = Q1/2Z̃(Z̃⊤QZ̃)−1Z̃⊤Q1/2 é

matriz de projeção. Aqui, as quantidades são avaliadas no estimador de máximaverossimilhança.

Note que o resíduor{0}pt corresponde ao resíduo padronizado do sub-modelo do componente discreto que

modela a probabilidade de ocorrência de zeros er
{1}
pt corresponde ao resíduo padronizado do sub-modelo do

componente discreto que modela a probabilidade de ocorrência de uns. Desta forma, parece razoável sugerir
dois conjuntos de gráficos de resíduos para o componente discreto destemodelo. O primeiro é der{0}pt contra

δ̂0t e o segundo der{1}pt contraδ̂1t parat = 1, . . . , n. Neste caso, é de se esperar que os gráficos revelem
pontos marginalmente aberrantes para cada sub-modelo.

Para o modelo RBIZU a distribuição beta (2.4.7) que modela o componente contínuo é a mesma distri-
buição que modela o componente contínuo do modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um. Desta
forma, podemos construir o mesmo resíduo padronizado para o componentecontínuo do modelo RBIZU.
Neste caso,

r(c)pt
=

y∗t − µ̂∗t√
ŵt(1 − α̂t)(1 − ĥ∗ctt

)
, (5.2.8)

81



5.3. Influência Local

t = 1, . . . , n, em quey∗t e µ∗t foram definidos em (3.2.7) e (3.2.8) respectivamente. Aqui,α̂t = δ̂0t + δ̂1t,
ŵt = ψ̂′(µ̂tφ̂) + ψ′((1 − µ̂t)φ̂), ĥ∗ctt

é o t-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de projeção

Ĥ∗
c = Ŵ

1/2
ββ X(X⊤ŴββX)−1X⊤Ŵ

1/2
ββ , em queX é uma matriz de valores fixos conhecidos(n ×m) com

t-ésima linhax⊤t = (xt1, . . . , xtm) eWββ foi definida em (3.2.14). De forma análoga ao modelo de regressão

beta inflacionado em zero ou um, gráficos der
(2)
pt contraµ̂t podem revelar observações que são marginalmente

aberrantes no sub-modelo constituído pelo componente contínuo do modelo RBIZU.

Para o modelo de regressão beta inflacionado em zero e um, podemos definir através de (5.2.6), (5.2.7) e
(5.2.8) o resíduo padronizado

rpt =





r
{0}
pt se yt = 0,

r
{1}
pt se yt = 1,

r
(c)
pt se yt ∈ (0, 1).

(5.2.9)

Para estes resíduos, o gráfico derpt contra os valores ajustadoŝE(yt) pode ajudar a detectar globalmente
pontos aberrantes e/ou influentes.

Adicionalmente, definimos o resíduo ponderado

r∗pt
= δ̂0tr

{0}
pt

+ δ̂1tr
{1}
pt

+ (1 − δ̂0t − δ̂1t)r
(c)
pt
. (5.2.10)

Note quer∗pt
é a média ponderada entre os resíduosr

{0}
pt , r

{1}
pt e r(2)pt . Para este resíduo o gráfico der∗pt

contra os valores ajustadoŝE(yt) pode ser informativo com respeito ao posicionamento de pontos aberrantes
e influentes no conjunto de dados.

Resíduos quantis aleatorizados

Para o modelo de regressão beta inflacionado em zero e um consideramoso resíduo quantil aleatorizado

rq
t = Φ−1(ut), t = 1, . . . , n, (5.2.11)

em queut é uma variável aleatória uniforme no intervalo(at, bt], sendoat = limy↑yt BIZU(y;αt, γt, µt, φ)
e bt = BIZU(yt;αt, γt, µt, φ), respectivamente. Aqui,BIZU(y;αt, γt, µt, φ) foi definida em (2.4.1) sendo
γt = δ1t/αt eαt = δ0t + δ1t. O gráfico derq

t contra o índice das observações ou contra os valores ajustados e
os valores de variáveis explicativas pode revelar observações com alta influência no seu próprio valor predito
ou alguma tendência sistemática, embora a sua interpretação não seja a mesma dada para os modelos de
regressão normal linear.

5.3 Influência Local

A influência local é uma metodologia de diagnóstico que permite avaliar mudançasnos resultados da
análise inferencial quando pequenas perturbações são incorporadas ao modelo e/ou aos dados de estudo.
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Se essas perturbações causarem efeitos desproporcionais, pode haver indício de que o modelo está mal
ajustado ou que pode existir algum tipo de afastamento nas suposições feitaspara o mesmo. Neste trabalho,
consideramos a técnica de diagnóstico de influência local desenvolvida por Poon & Poon (1999).

Naturalmente existem diversos trabalhos sobre influência local e suas extensões. Por exemplo, Galea,
Paula & Bolfarine (1997), Liu (2000) e Galea, Paula & Uribe-Opazo (2003) apresentam estudos de influência
local em modelos elípticos lineares, Liu (2002) apresenta um estudo da influência local em modelos elípticos
multivariados. Kwan & Fung (1998) aplicam a metodologia em análise fatorial,Paula (1996) em modelos
próprios de dispersão, Ortega, Bolfarine & Paula (2003) em modelos log-gama generalizados com dados cen-
surados, Jansen, et al. (2003) utilizam influência local em um estudo psiquiátrico com dados binários e Shi
& Wang (1999) em regressão “ridge”. Na classe de erros normais, Lawrence (1988) investiga a influência
local em modelos lineares com parâmetros na transformação da variável resposta. Tsai & Wu (1992) inves-
tigam influência local em modelos auto-regressivos de primeira ordem e modelos heteroscedásticos. Paula
(1993) aplica a influência local em modelos lineares com restrições nos parâmetros na forma de desigual-
dades lineares. Zhu & Lee (2001) estudam a influência local em modelos para dados incompletos e, mais
recentemente, Xiang et. al (2005) utilizam a análise de influência local em ummodelo de mistura de Poisson.

Especificamente, o conceito de influência local está baseado na curvatura da superfície da função de log-
verossimilhança. Sejaθ o vetor de parâmetros de interesse. Consideremos a influência de uma pequena per-
turbaçãoω sobre o parâmetro estimado. Desta forma, denotamos porℓ(θ|ω) a função de log-verossimilhança
do modelo perturbado. Segundo a proposta de Cook (1986), o efeito deω sobreθ pode ser avaliado através
do deslocamento pela verossimilhançaF (ω) = 2{ℓ(θ̂) − ℓ(θ̂ω)}, que compara o estimador de máxima ve-
rossimilhança restritôθω (estimador sob o modelo perturbado) com respeito aos contornos da função de log-
verossimilhança do modelo não perturbado. No caso em queω0 é o ponto de perturbação nula temos que
ℓ(θ|ω0) = ℓ(θ). Esta metodologia investiga a direção do maior afastamento na superfícieF (ω) no pontoω0,
que corresponde à perturbação de casos localmente influentes na estimativa θ̂.

A direção da maior mudança emF (ω0) pode ser obtida através do cálculo da curvatura normal na direção
d da superfície do deslocamento pela verossimilhança, i.e.,Cd(θ) = |d⊤F̈ d|, sendod um vetor unitário e
F̈ = ∂2F (ω)/∂ω∂ω⊤|ω=ω0 . No entanto, é possível mostrar que

Cd(θ) = 2|d⊤∆⊤ℓ̈−1∆d|, (5.3.1)

onde∆ = ∂2ℓ(θ|ω)/∂θ∂ω⊤|
θ=bθ,ω=ω0

e ℓ̈ = ∂2ℓ(θ)/∂θ∂θ⊤|
θ=bθ.Se denotamos pordmax a direção da máxima

curvatura normal,
Cmax = max

d
{Cd(θ)},

entãodmax indica a direção em que se produzem as maiores mudanças locais no deslocamento pela verossimi-
lhança emF (ω0), sendo que esta quantidade por ser obtida pelo autovetor correspondente ao maior autovalor
da matrizF̈ = −∆⊤ℓ̈−1∆.
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É possível também avaliar a influência local apenas para uma parte do vetorde parâmetros. Suponha que
possamos particionar o vetor de parâmetros comoθ = (θ⊤1 , θ

⊤
2 )⊤, tal que

ℓ̈ =

(
ℓ̈ θ1θ1 ℓ̈ θ1θ2

ℓ̈ θ2θ1 ℓ̈ θ2θ2

)
,

em quëℓ θ1θ1 = ∂2ℓ(θ)/∂θ1∂θ
⊤
1 , ℓ̈ θ1θ2 = ∂2ℓ(θ)/∂θ1∂θ

⊤
2 , ℓ̈ θ2θ1 = ∂2ℓ(θ)/∂θ2∂θ

⊤
1 e ℓ̈ θ2θ2 = ∂2ℓ(θ)/∂θ2∂θ

⊤
2 .

Então, a curvatura normal na direção do vetord é dada por

Cd(θ1) = |d⊤∆⊤(ℓ̈
−1 − ℓ̈ 22)∆d|,

em que

ℓ̈ 22 =

(
0 0

0 ℓ̈
−1
θ2θ2

)
.

Neste caso, o gráfico de índices do maior autovetor de−∆
⊤(ℓ̈

−1 − ℓ̈ 22)∆ pode revelar quais são as obser-
vações que estão influenciado aθ2.

Uma outra possibilidade consiste em avaliar a curvatura na direção dot-ésimo indivíduo. Neste caso, a
curvatura normal é dada por

Ct = 2|∆t
⊤ℓ̈

−1
∆t|,

em que∆t é at-ésima coluna da matriz∆. Uma vez queCt reflete a situação em que foi atribuído o maior
valor (o valor total) possível àt-ésima coordenada ded, tal que‖d‖ = 1 tal curvatura é donotada por nfluência
local total dot-ésimo indivíduo (Lesaffre & Verbeke, 1998)). Desta forma, é útil considerar em uma análise
de influência o estudo dos componentes dedmax e adicionalmente a medida de influência total referente ao
t-ésimo indivíduo,Ct. Assim, gráficos dos componentes dedmax contra os índices das observações podem
sugerir quais observações são conjuntamente influentes, enquanto os gráficos deCt contra os índices das
observações destacam casos individualmente influentes.

Embora o método de Cook, baseado na curvatura normal, seja de grande utilidade, ele apresenta alguns
inconvenientes. Por exemplo, a curvatura normal pode assumir valores nos reais positivos e não é invariante
sob reparametrizações de escala. Com o objetivo de contornar estas dificuldades e considerando a superfície
do deslocamento pela verossimilhançaF (ω), Poon & Poon (1999) definem a curvatura normal conforme no
pontoω0 na direçãod como

Bd(θ) =
|d⊤F̈ d|
||F̈ 2||F

=
2|d⊤∆⊤ℓ̈−1∆d|
||2∆⊤ℓ̈−1∆||F

, (5.3.2)

em que‖·‖F denota a norma de Fröbenius definida como‖A‖F =
√

tr(A⊤A), sendoA uma matrizm× n.
Note que o cálculo da expressão (5.3.2) não requer mais esforço que o deCd(θ). Pode-se mostrar que, para
qualquer direçãod, Bd(θ) satisfaz a condição0 ≤ Bd(θ) ≤ 1, e desta forma,Bd(θ) é uma medida normali-
zada, i.e.,Bd(θ) é uma medida geométrica da curvatura que assume valores no intervalo [0, 1], o que torna
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mais fácil a interpretação de seu valor. Adicionalmente, esta medida é invariante sob uma reparametrização
conforme, i.e., uma reparametrização cuja matriz jacobianaM é tal queM⊤M é um múltiplo positivo da ma-
triz identidade. Aqui, a reparametrização pode ser vista como uma “modificação do esquema de perturbação”
(Cook, 1986). Se a reparametrização é conforme emω0, então a curvatura normal conforme em qualquer
direção é invariante sob a reparametrização. Um exemplo de reparametrização conforme éφ(ω) = Mω + c,
tal queM é uma matriz conforme†.

Seλ1, . . . , λr são autovalores da matriz̈F com correspondentes autovetores normalizadose1, . . . , er,
temos que o valor da curvatura normal conformeBei

(θ) é igual ao autovalor normalizadôλi, em queλ̂i =

λi/
√∑r

i=1 λ
2
i . Logo,

∑r
i=1B

2
ei

(θ) = 1. Assim, se a curvatura normal conforme é a mesma para todos

os autovetores, então o valor comum é1/
√
r e este valor pode ser usado como referência para decidir se

um autovetor é influente ou não (Poon & Poon, 1999). Anteriormente, vimosque a curvatura normalCd

e a direçãod são usadas para avaliar a influência local, principalmente ao examinar o autovetor dmax com
a curvatura normalCmax. Quandod tem a direção do autovetordmax correspondente ao maior autovalor,
a curvatura normal conformeBdmax assume seu valor máximo. Assim, a curvatura normal e a curvatura
normal conforme são medidas de diagnóstico equivalentes, diferindo apenas por um fator positivo. Poon &
Poon (1999) sugerem a utilização de um valor de referência para comparar os efeitos deBei

eBdmax em vários
níveis. Para tanto, é necessária a seguinte definição.

Definicão 5.3.1.Um autovetorei seráq–influente se|Bei
(θ)| ≥ q/

√
r.

Ou seja, escolhendo o valor deq ∈ IR (por praticidade,q = 1, . . . , r) temos que uma direção é influente de
acordo com a magnitude de seu corresponde autovalor normalizado. Comoconseqüência direta da definição
5.3.1 temos que um autovetorq–influente é também(q − 1)–influente, (q − 2)–influente, . . . , 1–influente.

SejaEj o j-ésimo vetor da base canônicaΘ = {E1, . . . , Er} de IRr. Poon & Poon (1999) definemEj

como o vetor de perturbação básico do espaço de perturbações, cujoj-ésimo elemento é 1 e todos os restantes
são iguais a 0. Assim, podemos escrever cada um dos autovetores de perturbaçãoei como uma combinação
linear dos elementos da baseΘ, i.e., ei =

∑r
j=1 aijEj , e, como||ei|| = 1, temos que

∑r
j=1 a

2
ij = 1. Daí,

para cadai fixo, se a contribuição de todos osaij é a mesma, então|aij | = 1/
√
r e este valor pode ser usado

como um valor de referência para julgar a magnitude da curvatura de cadaautovetor da matriz (5.3.2).

De forma geral, a análise dos vetores de perturbação básicos pode serfeita para todos os autovetores
influentes. Se tomamos o módulo dos autovalores normalizados,λ∗i = |λ̂i|, de forma que

λmax = λ∗i ≥ · · · ≥ λ∗k ≥ q/
√
r > λ∗k+1 · · ·λ∗r ≥ 0,

e denotamos poraij a j-ésima coordenada do autovetor correspondente aλ∗i , podemos obter a contribuição

†Uma matrizM é conforme seM⊤M = τI, em queI é a matriz identidade eτ é um escalar que assume valores nos reais
positivos.
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agregada doj-ésimo vetor básico para todos os autovetoresq-influentes emIRr ao tomar

m[q]j =

√√√√
k∑

i=1

λ∗i a
2
ij . (5.3.3)

Desta forma, para interpretar a contribuição agregada, podemos construir um gráfico dos valores dem[q]j
contra os índicesj = 1, . . . , r e verificar se existem pontos que se distanciam dos demais.

Dado que
∑r

j=1m[q]2j =
∑k

i λ
∗
i , temos que a contribuição de todos os vetores de perturbação básicos

é a mesma, então cada uma é igual am[q] =
√

1/r
∑k

i=1 λ
∗
i . Desta forma, para determinar a significância

da contribuição individual dos vetores de perturbação básicos usamosm[q]. Neste ponto, devemos considerar
dois casos. O primeiro é permitir queq seja suficientemente grande para agregar somente o maior autovalor
λmax. Neste casom[q]j =

√
λmax|a1j | e este método é equivalente a comparar|a1j | com 1/

√
r. De outro

lado, se admitimos queq = 0, então todos os autovalores serão incluídos na análise. Aqui,m[0]j é dita ser a

contribuição total, e escrevemosmj =
√∑r

i=1 λ
∗
i a

2
ij . Se a contribuição de todas as perturbações básicas for

a mesma, então cada uma será igual a

m = m[0] =

√∑r
i=1 λ

∗
i

r
=

√∑r
i=1 |λi|

r
∑r

i=1 λ
2
i

.

A contribuição totalmj e a curvatura normal conformeBEj
(θ) do vetor de perturbações básicoEj es-

tão altamente relacionadas. Se todos os autovalores são não-negativos,BEj
(θ) é igual ao quadrado da con-

tribuição total doj-ésimo vetor de perturbação básico. Ou seja, dado que a matriz−F̈ é semi-definida positiva
e todos os autovalores são não negativos, temos que

BEj
(θ) = m2

j , (5.3.4)

para todoj. Agora, se a contribuição total de todos osBEj
(θ) é a mesma, então cada uma é igual a

b =
tr(F̈ )

r
√

tr(F̈ 2)
. (5.3.5)

Daí, para decidir se um determinado ponto é influente ou não, considerando a contribuição agregada dosk
autovalores (em módulo) que são maiores do queq/

√
r, é utilizada a contribuição médiam[q]j , e para decidir

se um caso é ou não influente, utilizamos o valorb dado em (5.3.5). Poon & Poon (1999) propõem utilizar√
2m[q] como ponto de corte para a contribuição agregada dosk autovalores e2b como ponto de corte da

contribuição agregada de todos os autovalores. Isto significa que se a contribuição agregada é maior que duas
vezes a média, então a observação correspondente é considerada influente.
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Dado que é possível perturbar o modelo proposto de diversas maneiras, é importante escolher perturbações
que sejam de fácil interpretação. Por exemplo, podemos perturbar a função de log-verossimilhança ou as
variáveis explicativas de maneira coletiva ou individualmente.

5.3.1 Influência local no modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

Para o modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um consideramos dois esquemas de perturbação,
a saber: ponderação de casos e perturbação individual de covariáveis.

Ponderação de casos

A ponderação de casos tem sido o esquema de perturbação mais amplamente difundido na análise de diag-
nóstico já que pode ser interpretada como a perturbação na variância dot-ésimo caso. Sejaω = (ω1, . . . , ωn)⊤

um vetorn × 1 de ponderações. O vetor de perturbação nulo éω0 = (1, . . . , 1)⊤. Neste caso, a função de
log-verossimilhança perturbada é da forma

ℓ(θ|ω) = ℓ1(γ|ω) + ℓ2(β, φ|ω), (5.3.6)

em que

ℓ1(γ|ω) =
n∑

t=1

ωtℓt(αt),

ℓ2(β, φ|ω) =
∑

t:yt∈(0,1)

ωtℓt(µt, φ),
(5.3.7)

sendoℓt(αt) e ℓt(µt, φ) as funções definidas em (3.2.5). Sendoωt = 0, temos que ot-ésimo ponto é elimi-
nado eω0 = (1, 1, . . . , 1)⊤ implica que todos os pontos são considerados. Assim,ℓ(θ|ω0) = ℓ(θ) =
ℓ1(γ) + ℓ2(β, φ). Para este esquema de perturbação temos que a curvatura normal conforme éBd(θ) =
2|d⊤∆⊤ℓ̈−1∆d|/||2∆⊤ℓ̈−1∆||F , em queℓ̈ é definido pela expressão (A.11.1) do Apêndice A.11 e∆ =
(∆⊤

γ ,∆
⊤
β ,∆φ)⊤ é da forma

∆ =




∆γ

∆β

∆φ


 =



Z⊤P̂ ĜÊ1

φ̂X⊤HT̂ Ê2

û


 ,

sendoP, G, H, T as matrizes definidas na Seção 3.2. JáÊ1, Ê1 eu foram definidas na expressão (A.11.3) da
Subseção A.11.

Suponhamos que apenas são perturbados os casos em que a respostaé contínua (y ∈ (0, 1)). Neste caso,
o vetor de ponderações para o modelo não perturbado é tal queωt = 1 parayt ∈ (0, 1) e 0 caso contrário.
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Então, a expressão (A.11.3) reduz-se à matriz de dimensão(m+ 1) × n, da forma

∆(β,φ) =

(
∆β

∆φ

)
=

(
φ̂X⊤HT̂ Ê2

û

)
.

De forma análoga, podemos considerar a perturbação dos casos em que a resposta assume unicamente o
valor c, i.e.,y = c. Aqui, o vetor de ponderações para o modelo não perturbado é tal queωt = 1 parayt = c,
e 0 caso contrário. Desta forma, a expressão (A.11.3) fica reduzida a

∆γ = ∂2ℓ(θ|ω)/∂γ∂ω⊤|
θ=bθ,ω=δ0

= ∂ℓ1(γ)/∂γ|
θ=bθ = Z⊤P̂ ĜÊ1.

Perturbação nas variáveis explanatórias

Perturbação individual das covariáveis do componente discreto

Consideremos agora uma perturbação aditiva de uma variável explanatória particular do componente dis-
creto, digamoszp, p = 1, . . . ,M, de forma que

ztp(ω) = ztp + ωtszp .

Neste caso, por exemplo, sep 6= 2 oup 6= M

ζt(ω) = γ1 + · · · + γp(ztp + ωtszp) + · · · + γMztM (5.3.8)

eαt(ω) é tal queh(αt(ω)) = ζt(ω). Avaliando a expressão (A.11.4) da Seção A.11 emω0 = (0, . . . , 0)⊤ e
θ = θ̂, temos paraR = 1, . . . ,M, que∆R = γ̂pszpŵ1t(ω)ztR. Assim, ao utilizar notação matricial obtemos

∆γ = γ̂pszpZ
⊤Ŵ1,

sendoŴ1(ω) = Ŵ1, em queŴ1 é a matrizW1 definida em A.11 avaliada nos estimadores de máxima
verossimilhança. Através deste esquema de perturbação é possível acessar a influência individual de cada co-
variável no processo de estimação do modelo. Contudo, este tipo de perturbação só faz sentido se a covariável
perturbada é medida de forma contínua.

Perturbação individual das covariáveis do componente contínuo

De forma análoga à perturbação individual de covariáveis do componente discreto, podemos sugerir
uma perturbação aditiva de uma variável explanatória particular do componente contínuo, digamosxp, p =
1, . . . ,m, de forma que

xtp(ω) = xtp + ωtsxp .
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Neste caso, por exemplo, sep 6= 2 oup 6= m, temos

ηt(ω) = β1 + · · · + βp(xtp + ωtsxp) + · · · + βmxtm (5.3.9)

eµt(ω) é tal queg(µt(ω)) = ηt(ω).

Avaliando a expressão (A.11.5) emω0 = (0, . . . , 0)⊤ eθ = θ̂, temos, parar = 1, . . . ,m que

∆r = β̂psxpŵ2t(ω)xtr = β̂psxpŵ2txtr,

em queŵ2t é ot-ésimo elemento da matrizw2 definida na subseção A.11 avaliada nos estimadores de máxima
verossimilhança. Utilizando notação matricial obtemos

∆β = β̂psxpX
⊤Ŵ2, (5.3.10)

em quêW2(ω) = Ŵ2, sendôW2 a matrizW2 definida em A.11 avaliada nos estimadores de máxima veros-
similhança.

Adicionalmente, utilizando a expressão (A.11.6) obtida na subseção A.11 doApêndice A.11 e avaliando-a
emω0 = (0, . . . , 0)⊤ eθ = θ̂, podemos escrever matricialmente

∆φ = β̂psxpŵ3T̂ . (5.3.11)

Assim, ao utlizar, (5.3.10) e (5.3.11) temos que∆ assume a forma

∆ =

(
β̂psxpX

⊤Ŵ2

β̂psxpŵ3T̂

)
. (5.3.12)

Novamente, este tipo de perturbação só faz sentido se a covariável perturbada é medida de forma contínua.

Perturbação individual das covariáveis do componente discreto econtínuo simultaneamente

Para o modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um suponhamosque as as matrizes das regressões
do componente discreto e contínuo sejam tais queZ 6= X. Consideremos uma perturbação aditiva de uma
variável explanatória particular do componente discreto e contínuo, digamos zp, p = 1, . . . ,M, e xq, q =
1, . . . ,m de forma que

ztp(ω) = ztp + ωtszp ,

xtp(ω) = xtq + ωtsxq .

Neste caso, por exemplo, sep, q 6= 2 oup, q 6= M temos

ζt(ω) = γ1 + · · · + γp(ztp + ωtszp) + · · · + γMztM ,

ηt(ω) = β1 + · · · + βq(xtp + ωtsxpq) + · · · + βmxtm.
(5.3.13)
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Para este caso, temos que a função de log-verossimilhança do modelo perturbado é da formaℓ(θ|ω) =
ℓ1(γ|ω) + ℓ2(β, φ|ω), em queℓ1(γ|ω) =

∑n
t=1 ℓt(αt(ω)) e ℓ2(β, φ|ω) =

∑n
t=1 ℓt(αt(ω), φ). Pela sepa-

rabilidade entreγ e (β⊤, φ)⊤, temos que

∆γ = ∂2ℓ1(γ|ω)/∂γ∂ω⊤|
γ=bγ,δ=ω0

,

∆β = ∂2ℓ2(β, φ|ω)/∂β∂ω⊤|
(β⊤,φ)⊤=(bβ⊤,bφ)⊤,δ=ω0

,

∆φ = ∂2ℓ2(β, φ|ω)/∂φ∂ω⊤|
(β⊤,φ)⊤=(bβ⊤,bφ)⊤,δ=ω0

.

(5.3.14)

Avaliando adequadamente as expressões (A.11.4), (A.11.5) e (A.11.6) da subseção A.11 emω0 = (0, . . . , 0)⊤

eθ = θ̂ temos que

∆ =



γ̂pszpZ

⊤Ŵ1

β̂qsxqX
⊤Ŵ2

β̂qsxqŵ3T̂


 , (5.3.15)

em quêW1 e Ŵ2 são as matrizesW1, W2 definidas em A.11 avaliadas nos estimadores de máxima verossi-
milhança. Note que no caso em que as matrizes de regressões do componente discreto e contínuo são tais que
Z = X, o cálculo da curvaturaBd(θ) vem da aplicação da expressão (5.3.15) substituindoZ porX.

5.3.2 Influência local no modelo de regressão beta inflacionado em zero e um

Para o modelo de regressão beta inflacionado em zero e um, consideramosunicamente o esquema de per-
turbação de ponderação de casos. Por simplicidade e interpretabilidade consideramos o modelo de regressão
beta inflacionado em zero e um com estrutura

g(µt) = ηt,

log(δ0t/(1 − δ0t − δ1t)) = ζ0t,

log(δ1t/(1 − δ0t − δ1t)) = ζ1t,

t = 1, . . . , n, em que o parâmetro de precisãoφ é constante para todas as observações.

Sejaω = (ω1, . . . , ωn)⊤ um vetorn×1 de ponderações. O vetor de perturbação nulo éω0 = (1, . . . , 1)⊤.
Neste caso, a função de log-verossimilhança perturbada é da forma

ℓ(θ|ω) = ℓ1(ρ, γ|ω) + ℓ2(β, φ|ω),

em que

ℓ1(ρ, γ|ω) =
n∑

t=1

ωtℓt(δ0t, δ1t),

ℓ2(β, φ|ω) =
∑

t:yt∈(0,1)

ωtℓt(µt, φ),
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5.3. Influência Local

sendo
ℓt(δ0t, δ1t) = 1l{0}(yt) log δ0t + 1l{1}(yt) log δ1t

+ (1 − 1l{0}(yt) − 1l{1}(yt)) log(1 − δ0t − δ1t)

ℓt(µt, φ) = log Γ(φ) − log Γ(µtφ) − log Γ((1 − µt)φ) + (µtφ− 1) log yt

+ {(1 − µt)φ− 1} log(1 − yt).

(5.3.16)

Desta forma,ℓ(θ|ω0) = ℓ(θ) = ℓ1(ρ, γ) + ℓ2(β, φ). Utilizando as expressões (A.12.3) obtidas na Subseção
A.12 do Apêndice A.12 podemos escrever matricialmente a matriz∆ como

∆ =




∆ρ

∆γ

∆β

∆φ


 =




V ⊤Ê0

Z⊤Ê1

φ̂X⊤mdiag(y(0,1))T̂ Ê2

û


 ,

sendoT a matrizes definida na Seção 3.2. JáÊ0, Ê1, Ê2 e u foram definidas pelas expressões da Subseção
A.12. Para o calculo da curvaturaBd(θ) devemos diagonalizar a matriz∆⊤ℓ̈−1∆, em queℓ̈ é dada em
(A.12.1). Suponhamos que apenas sejam perturbados os casos em quea resposta é contínua (y ∈ (0, 1)).
Neste caso, temos que assumir que o vetor de ponderações para o modelo não perturbado é tal queωt = 1,
parayt ∈ (0, 1), e 0 caso contrário. Então, a expressão (A.12.3) reduz-se à matriz de dimensão(k + 1) × n
da forma

∆ =

(
∆β

∆φ

)
=

(
φ̂X⊤mdiag(y(0,1))T̂ Ê2

û

)
.

Assim, a curvatura normal conforme do sub-modelo que compõe o componentecontínuo é

B
(0,1)
d (θ) = 2|d⊤∆⊤ℓ̈−1∆d|/||2∆⊤ℓ̈−1∆||F ,

De forma análoga, podemos considerar a perturbação dos casos em que a resposta assume unicamente o
valor0, i.e.,y = 0. Aqui, o vetor de ponderações para o modelo não perturbado é tal queωt = 1 parayt = 0
e 0 caso contrário. Desta forma, a expressão (A.12.3) fica reduzida a

∆ = ∆ρ = ∂2ℓ(θ|ω)/∂ρ∂ω⊤|
θ=bθ,ω=ω0

= ∂ℓ1(ρ, γ)/∂ρ|
θ=bθ = V ⊤Ê0.

Logo, a curvatura normal conforme do sub-modelo que compõe o componente discreto em zero é

B
{0}
d (θ) = 2|d⊤∆⊤ℓ̈−1∆d|/||2∆⊤ℓ̈−1∆||F .

Similarmente, podemos assumir a perturbação dos casos em que a resposta toma o valor1 unicamente,
i.e., y = 1. Aqui, o vetor de ponderações para o modelo não perturbado é tal queωt = 1, parayt = 1, e 0
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caso contrário. Desta forma, a expressão (A.12.3) fica reduzida a

∆ = ∆γ = ∂2ℓ(θ|ω)/∂γ∂ω⊤|
θ=bθ,ω=ω0

= ∂ℓ1(ρ, γ)/∂γ|
θ=bθ = Z⊤Ê1.

Portanto, a curvatura normal conforme do sub-modelo que compõe o componente discreto em um é

B
{1}
d (θ) = 2|d⊤∆⊤ℓ̈−1∆d|/||2∆⊤ℓ̈−1∆||F .

5.4 Conclusões

Neste capítulo propomos resíduos para os modelos de regressão beta inflacionados com base no processo
iterativo escore de Fisher propomos resíduos padronizados e ponderados. Adicionalmente, através de um
processo de aleatorização, definimos resíduos quantis aleatorizados. Além disso, desenvolvemos medidas de
influência utilizando um método de influência local que é baseado na curvatura normal conforme, sob difer-
entes esquemas de perturbação. Para o modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um, derivamos
expressões matriciais para a curvatura normal conforme sob dois esquemas de perturbação, a saber: a pon-
deração de casos e a perturbação individual de covariáveis. Finalmente, para o modelo de regressão beta
inflacionado em zero e um derivamos a medida de curvatura normal conforme sob o esquema de ponderação
de casos.
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Capítulo 6

Aplicação

Este capítulo tem como objetivo ilustrar a metodologia desenvolvida nesta tese acerca de inferência, cor-
reção de viés e análise de diagnóstico nos modelos de regressão beta inflacionados. Consideramos um con-
junto de dados referente à difusão de televisão a cabo nos EUA. As observações correspondem a 282 comu-
nidades, que são essencialmente áreas de franquia individual com assinantes de televisão a cabo. Os dados
foram coletados pela Comissão Federal de Comunicações (FCC) dos EUAem conjunção à implementação da
ata de competição e proteção ao consumidor de televisão a cabo de 1992. Osdados são descritos em detalhe
no Apêndice E de FCC 93-177 (Federal Communications Commission, 1993). Adefinição das variáveis da
amostra original com informação econômica e demográfica se encontra disponível em Federal Communica-
tions Commission (1994).

Para nosso estudo consideramos as seguintes variáveis: o logaritmo da renda média na franquia∗ (lin) dada
em milhares de dólares, a porcentagem de crianças na franquia (child), o número de canais com sinal local
(ltv) e a idade em anos do sistema de televisão a cabo (agehe). O interesse recai em modelary que representa
a proporção de assinantes de televisão a cabo que adquirem serviços adicionais. Inicialmente foi realizada uma
análise descritiva das variáveis envolvidas no problema. Na Tabela 6.1 estão apresentadas algumas medidas
resumo. Observando esta tabela notamos que a variável resposta varia de zero a 0.92. Notamos também que
a distribuição da variável resposta é nitidamente assimétrica. Em termos das covariáveis observamos que, em
média, a renda das comunidades é de aproximadamente 10 mil dólares, a proporção de crianças é cerca de
36%, o número de canais com sinal local é seis e a idade do sistema de televisão a cabo encontra-se ao redor
dos 12 anos.

Na Figura 6.1 apresentamos o histograma de freqüência da variável resposta. A barra com o ponto acima
representa a quantidade de zeros dey, correspondente a 22% das observações. Neste gráfico observamosque
a distribuição dos dados em (0,1) é assimétrica e com uma moda e há uma concentração de observações em
zero. Uma simples inspeção visual indica que uma distribuição beta inflacionada em zero pode ser um modelo
adequado para a variável resposta. Adicionalmente, o gráfico de box-plot dey na Figura 6.1 revela a presença
de três valores extremos, a saber: as observações 18, 28 e 64.

∗As fraquias correspondem a comunidades servidas por televisão a cabo.
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Tabela 6.1: Medidas resumo das variáveis

Medida y lin child ltv agehe

Mínimo 0.00 9.12 1.53 0.00 1.00
Q1 0.05 9.92 31.24 4.00 7.00

Mediana 0.22 10.14 35.92 6.00 11.00
Média 0.23 10.14 36.30 6.35 12.14
Q3 0.35 10.33 40.75 8.00 16.00

Máximo 0.92 11.56 88.49 16.00 41.00
Desvio padrão 0.20 0.36 9.58 3.21 7.58
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Figura 6.1: Histograma de freqüência e gráfico box-plot paraa proporção de assinantes de televisão a cabo que adquirem
serviços adicionais.

Para este conjunto de dados assumimos um modelo de regressão beta inflacionado em zero, em queyt ∼
BIZ(αt, µt, φ) são variáveis aleatórias independentes, tais que

logit(α) = γ0 + γ1lin+ γ2child+ γ3agehe+ γ4ltv,

logit(µ) = β0 + β1lin+ β2child+ β3agehe+ β4ltv;

aqui suprimimos o índicet e consideramosφ = exp(ν). Para a estimação dos parâmetros é utilizada má-
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xima verossimilhança. A função de log-verossimilhança do modelo é maximizada iterativamente usando
os algoritmos RS ou CG (Rigby & Stasinopoulos, 2005). Aqui, utilizamos a implementação deste modelo
proposta por Ospina (2006) no pacotegamlss doR. Na Tabela 6.2 apresentamos as estimativas por máxima
verossimilhança com seus respectivos erros padrão.

Tabela 6.2: Estimativas de máxima verossimilhança com erros padrão.

Estimador Estimativa Erro Padrão

γ̂0 -1.91332 4.66688
γ̂1 0.09228 0.47763
γ̂2 0.00001 0.01585
γ̂3 0.02119 0.01852
γ̂4 -0.09077 0.05269

β̂0 -7.83031 1.58294

β̂1 0.64117 0.16248

β̂2 0.00886 0.00536

β̂3 0.00538 0.00722

β̂4 0.01673 0.01879

φ̂ 6.05032 0.52647

Utilizando o procedimento automático de seleção de modelosstepGAIC no pacotegamlss do R se-
lecionamos o melhor modelo. O procedimento usa o critério de Akaike (AIC) para escolher o modelo que
melhor se ajusta aos dados. O modelo finalmente selecionado é

logit(α) = γ0 + γ4ltv,

logit(µ) = β0 + β1lin,

com valor do AIC igual a 121.9194. De fato, o teste da razão de verossimilhanças deH0 : β2 = β3 = β4 =
γ1 = γ2 = γ3 = 0 contraH1 : (pelo menos uma igualdade não é satisfeita) leva ao valor da estatística
Λ = 4.7870 ep-valor igual a 0.5714, ou seja,H0 não é rejeitada aos níveis de significância usuais.

Na Tabela 6.3 apresentamos para este modelo as estimativas de máxima verossimilhança e suas versões
corrigidas por viés de segunda ordem com seus respectivos erros-padrão†. Observamos que as estimativas
pontuais dos parâmetros de regressão do componente discreto e contínuosão muito próximas das respectivas
estimativas corrigidas, o que era de se esperar segundo os resultadosdiscutidos na Seção 4.4.

†A estimativa do erro padrão do estimador corrigido é calculada através do erro padrão assintótico do estimador de máxima

verossimilhança avaliado no estimador corrigido. Por exemplo, o erro padrão assintótico deeβr, r = 1, . . . , n, é
qeKββ

rr
, em queeKββ

rr
é o(r, r)-ésimo elemento da matrizKββ obtida em (3.2.19) e sendo avaliada em(eβ⊤, eφ)⊤.
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Ao analisar as estimativas do parâmetro de precisão, observamos apenasuma ligeira mudança entre a
estimativa de máxima verossimilhança e a estimativa corrigida, sendo que a correção pelo viés de segunda
ordem do estimador̂φ produz um erro padrão ligeiramente menor.

Os sinais das estimativas dos parâmetros indicam que, para comunidades emque há assinantes que
adquirem serviços extras de televisão a cabo, à medida que aumenta a renda da comunidade há uma tendência
de aumentar a proporção média desses assinantes. Adicionalmente, a probabilidade de não haver assinantes
que adquirem serviços extras de televisão a cabo é menor para comunidades com muitos canais com sinal
local.

Tabela 6.3: Estimativas de máxima verossimilhança e suas versões corrigidas com erros padrões

Estimador Estimativa Erro Padrão

γ̂0 −0.71435 0.31182
γ̃0 −0.71435 0.31182
γ̂4 −0.09054 0.04722
γ̃4 −0.09054 0.04722

β̂0 −8.29788 1.46403
β̃0 −8.29787 1.52687

β̂1 0.73626 0.14387
β̃1 0.73626 0.14996

φ̂ 5.94906 0.51718
φ̃ 5.89983 0.46565

Com o objetivo de verificar possíveis afastamentos das suposições feitaspara o modelo construímos os
gráficos dos resíduosrpt , r

∗
pt

e rq
t , definidos em (5.2.3), (5.2.4) e (5.2.11) respectivamente, contra os índices

das observações. Na Figura 6.2 apresentamos os gráficos dos resíduos padronizados (Figura 6.2(a)) e dos
resíduos ponderados (Figura 6.2(b)) e, dos resíduos quantis aleatorizados (Figura 6.2(c)). Em relação a estes
gráficos podemos destacar a presença da observação 108 como possível ponto aberrante. Já no gráfico do
resíduo quantil aleatorizado percebemos que o padrão aleatório dos resíduos é mais evidente do que aquele
mostrado pelos resíduos padronizados e ponderados, indicando a nãoexistência de uma tendência sistemática
nas observações, o que sugere uma boa adequação do ajuste do modeloproposto para os dados.

Na Figura 6.3 apresentamos os gráficos der
(1)
pt (componente discreto) er(2)pt (componente contínuo) contra

os valores ajustadoŝαt e µ̂t, respectivamente. Note que, para o componente discreto, as observações 21 e 54
se apresentam como marginalmente aberrantes, com destaque para a observação 21, cujo valor do resíduo é
igual a 2.88 (Figura 6.3(a)). Já para o componente contínuo, o ponto quese apresenta como marginalmente
aberrante é o 108 (Figura 6.3(b)), com valor de resíduo igual a−4.91.
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Figura 6.2: Gráficos de resíduos. Dados de difusão de televisão a cabo.

Percebemos que em ambos os gráficos não se destacam observações em comum, evidenciando ainda mais
a heterogeneidade entre as observações, i.e., o comportamento discreto econtínuo do modelo.

Com relação aos gráficos normais de probabilidades (Figura 6.4), notamos que não há fortes indícios de
afastamento da suposição de que o modelo de regressão beta inflacionadoem zero é adequado para os dados,
uma vez que, em geral, os resíduos permanecem dentro das bandas de confiança dos envelopes simulados.
Destacamos que a distribuição de cada um dos resíduos tem acentuada assimetria à esquerda, como era de se
esperar em virtude da presença de massa de probabilidade em zero.

Com o objetivo de verificar a existência de possíveis pontos influentes nosdados aplicamos a técnica de
influência local baseada na curvatura normal conforme, sob o esquemade perturbação de casos (ver Seção
5.3.1). Tomamos valores paraq = 1, 2, 3, 4 para determinar quais são os autovetores (direções) associados às
variações máximas da função do deslocamento pela verossimilhança. Na Figura 6.5(a) podemos observar o
gráfico dos autovalores normalizados em módulo e os valores deq. Lembrando quen = 282, note que para
q = 4 temos apenas um autovalor acima do limiarq/

√
n (linhas horizontais) e paraq = 3, temos apenas

dois autovalores acima desse limiar, i.e., temos um autovetor 4-influente e dois autovetores 3-influentes. Os
autovalores normalizados associados a estes dois autovetores são 0.9741 e 0.2263. Desta forma, a máxima
curvatura normal conformeBdmax é 0.9741 edmax, o autovetor correspondente, sintetiza as maiores variações
do deslocamento da verossimilhançaF (ω) quando o modelo está sendo perturbado.
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Figura 6.3: Gráficos de resíduos do componente discreto e contínuo. Dados de difusão de televisão a cabo.
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Figura 6.4: Gráficos normais de probabilidades com envelopes simulados. Dados de difusão de televisão a cabo.
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Note que, como este valor se encontra entre 0 e 1 podemos interpretá-lo comoa proporção do desloca-
mento da verossimilhança que é explicada por esse autovetor.

No gráfico da Figura 6.5(b) estão apresentados os valores da contribuição agregada de todos os autovetores
(q = 0). Como foi sugerido em Poon & Poon (1999), as observações acima do ponto de corte2b (ver (5.3.5))
são consideradas influentes. Neste caso,2b = 0.0802. No entanto, há muitas observações acima deste valor.
Desta forma, selecionamos para nossa análise aquelas que se encontrammais distantes. Especificamente, os
casos sãoj = 2, 6, 8, 10, 14, 17, 19, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 36 e 260.
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Figura 6.5: (a) Autovalores normalizados em módulo,λ∗i , com valores deq e (b) influência devida à contribuição
agregada de todos os autovetores,m[q]j ; esquema de ponderação de casos.

Na Tabela 6.4 estão apresentados o número de autovetoresN(e) que sãoq–influentes, os limiares críticos
paraBEj

(ver (5.3.4)) em[q]j (ver (5.3.3)), comq = 3, 4. Nesta mesma tabela se encontram os valores
da curvatura normal conforme do vetor de perturbação básicoBEj

e a contribuição agregadam[q]j para os
autovetores 3–influentes e 4–influentes. Se a diferença absoluta entre olimiar (valor crítico) e o valorm[q]j
está muito próxima de zero, dizemos que a observação é marginalmente influente. Paraq = 3 as obervações
14, 17, 19, 22, 25, 29 e 260 são detectadas como influentes (ver Figura6.6(a)) e 2, 6, 8, 10, 24, 26 27 28
36 são detectadas como marginalmente influentes. No caso deq = 4 as observações 10, 14, 17, 19, 22, 29
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e 260 são consideradas influentes (ver Figura 6.6(b)) e 2, 6, 8, 24, 25, 26, 27, 28 e 36 são detectadas como
marginalmente influentes. Assim, se selecionamos dentre as observações consideradas influentes paraq = 3
e q = 4 aquelas que apresentam as maiores diferenças absolutas entre o limiar (valor crítico) e o valorm[q]j
temos que as observações 14, 19 e 29 são detectadas como globalmente influentes.
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Figura 6.6: (a) Contribuição agregada do autovetor 4-influente correspondente ao maior autovalor(q = 4), e (b)
contribuição agregada dos autovetores 3-influentes correspondentes aos dois maiores autovalores(q = 3); esquema de
ponderação de casos.

As observações influentes detectadas pelo esquema da ponderação decasos (14, 19 e 29) e a aberrante
detectada pelos gráficos dos resíduos padronizados e ponderados (108) correspondem a comunidades que
possuem boa renda e adquirem uma proporção relativamente baixa de serviços adicionais de televisão a cabo.
Fizemos uma retirada de tais observações, uma a uma e conjuntamente, com a finalidade de verificar o impacto
causado no ajuste do modelo. Para avaliar a magnitude do impacto exercido pelas observações utilizamos as
seguintes medidas:
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6.1. Conclusões

• Desvio relativo percentual (DRP):

DRP =
θ̂∗ − θ̂

θ̂
× 100%,

sendoŷj o valor ajustado deyj e θ̂∗ o estimador do parâmetroθ encontrado ao retirar uma ou várias
(dependendo o caso) observações atípicas.

• Desvio quadrático médio relativo percentual (DQRP):

DQRP =
DQM∗ − DQM

DQM
× 100%,

em queDQM =
√

(1/n)
∑n

j=1(yj − ŷj)2 eDQM∗ é o valor deDQM obtido ao retirar uma ou várias

(dependendo o caso) observações atípicas.

• Erro absoluto médio relativo percentual( EAMRP):

EAMRP =
EAM∗ − EAM

EAM
× 100%,

em queEAM = (1/n)
∑n

j=1 |yj − ŷj | e EAM∗ é o valor deEAM obtido ao retirar uma ou várias
(dependendo o caso) observações atípicas.

A Tabela 6.5 apresenta as estimativas, o desvio padrão e o desvio relativopercentual DPR dos parâmetros
estimados ao retirar uma a uma e coletivamente as observações consideradas como influentes e aberrantes.
Note que as estimativas dos parâmetros não sofreram grande impacto. Comopodemos ver, as maiores varia-
ções percentuais ocorrem para as estimativas deβ0 e β1 quando as observações 19 e 108 são retiradas indi-
vidualmente e quando as observações 19 e 29 são retiradas coletivamente. No entanto, estas variações não
superam 10%. Realizamos testes de hipóteses para verificar as significâncias dos parâmetros do modelo e
verificamos que, para todos os casos considerados de exclusões os parâmetros são significativos ao nível de
confiança de 5%. Desta forma, podemos concluir que as observações detectadas como influentes e aberrantes
não afetam os resultados inferenciais do modelo.

Em relação ao impacto que as observações detectadas como influentes e aberrantes causam nos valores
ajustados, podemos observar na Tabela 6.6 que não existem mudanças consideráveis ao retirar individual ou
conjuntamente tais observações. Isto indica um certo grau de robustez domodelo ajustado a esses dados na
presença de observações influentes e aberrantes.

6.1 Conclusões

Em nosso exemplo, vimos que ao considerar a técnica de influência local proposta por Poon & Poon (1999)
utilizando o esquema de perturbação de casos as observações 14, 19 e29 foram destacadas como influentes.
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6.1. Conclusões

Tabela 6.4: Medidas de influência utilizando a curvatura normal conforme para o esquema de ponderação de casos.

BEj m[4]j m[3]j

N(e) 282 2 1

obs \ limiar 0.08019 0.17865 0.23820

2 0.15405 0.15405 0.13812

6 0.23179 0.23179 0.16861

8 0.17784 0.17784 0.17391

10 0.22405 0.22405 0.22226

14 0.33222 0.33222 0.29951

17 0.12226 0.12226 0.11518

19 0.28477 0.28477 0.27921

22 0.12211 0.12211 0.12045

24 0.14057 0.14057 0.13768

25 0.23278 0.23278 0.09489

26 0.19894 0.19894 0.18762

27 0.21617 0.21617 0.18354

28 0.20047 0.20047 0.20031

29 0.39364 0.39364 0.39356

36 0.12837 0.12837 0.12428

260 0.12622 0.12622 0.12555

Verificamos através de uma análise confirmatória que tais observações nãoexercem muito impacto na esti-
mação do modelo. Cabe ressaltar que o método de influência não detectou a observação aberrante 108, a qual
foi determinada pela análise dos resíduos. Contudo, a análise confirmatória verificou que esta observação não
exerce um impacto significativo nas estimativas no modelo. Desta forma, podemos atribuir um certo grau de
robustez no modelo ajustado na presença de observações influentes e/ou aberrantes. Em relação aos gráficos
normais de probabilidade com envelope simulado, observamos que em todoshá assimetria na distribuição do
resíduo considerado, atribuída em parte à presença de massa de probabilidade em zero. Notamos que o resí-
duo quantil aleatorizado parece ser mais adequado já que consegue adaptar-se melhor à característica discreta
e contínua do modelo. De forma geral, o modelo de regressão beta inflacionado em zero mostrou-se ade-
quado para descrever o comportamento da proporção de assinantes detelevisão a cabo que adquirem serviços
adicionais em função das covariadas consideradas.
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6.1. Conclusões

Tabela 6.5: Estimativas, desvio padrão e DRP dos parâmetrosdo modelo com a amostra completa e tirando as obser-
vações influentes

Estimativas, erro padrão e DRP dos parâmetros do modelo

quando são retiradas observações influentes.

Observações bγ∗
0 bγ∗

4
bβ∗
0

bβ∗
1

bφ∗

−0.70673 −0.09099 −8.31490 0.73794 5.92453

14 (0.02117) (0.00048) (0.00903) (0.00009) (0.51692)

−1.066% 0.497% 0.205% 0.228% −0.412%

−0.72148 −0.08877 −7.91028 0.69729 6.02219

19 (0.02115) (0.00048) (0.00901) (0.00009) (0.52599)

0.998% −1.954% −4.671% −5.292% 1.229%

−0.71795 −0.08929 −8.29446 0.73607 5.92458

29 (0.02116) (0.00048) (0.00903) (0.00009) (0.51692)

0.503% −1.380% −0.041% −0.025% −0.411%

−0.71795 −0.08929 −8.82054 0.78856 6.24830

108 (0.02116) (0.00048) (0.00890) (0.00009) (0.54730)

0.503% −1.380% 6.298% 7.103% 5.030%

−0.71385 −0.08922 −7.92558 0.69880 5.99707

14, 19 (0.02118) (0.00048) (0.00907) (0.00009) (0.52486)

−0.069% −1.457% −4.486% −5.087% 0.807%

−0.71032 −0.08974 −8.31129 0.73772 5.90004

14, 29 (0.02118) (0.00048) (0.00909) (0.00009) (0.51582)

−0.564% −0.883% 0.161% 0.198% −0.824%

−0.72513 −0.08750 −7.90735 0.69713 5.99714

19, 29 (0.02117) (0.00048) (0.00907) (0.00009) (0.52486)

1.509% −3.357% −4.706% −5.314% 0.808%

−0.71749 −0.08795 −7.92247 0.69863 5.97201

14, 19, 29 (0.02119) (0.00048) (0.00913) (0.00009) (0.52373)

0.439% −2.860% −4.524% −5.110% 0.385%

Tabela 6.6: Medida de impacto DQMRP e EAMRP para os valores ajustados (em porcentagem).

observações retiradas

Medida 14 19 29 108 14,19 14,29 19, 29 14, 19, 29

DQMRP 0.031% -0.128% 0.034% -0.063% -0.096% 0.066% -0.093% -0.061%

EAMRP 0.039% -0.103% 0.050% -0.048% -0.063% 0.089% -0.052% -0.012%
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Capítulo 7

Conclusões

7.1 Considerações finais

Ao longo deste trabalho desenvolvemos modelos de regressão beta inflacionados como extensões naturais
do modelo de regressão beta proposto por Ferrari e Cribari Neto (2004). Os modelos propostos têm aplica-
bilidade prática na modelagem de dados de proporções, taxas ou frações com presença de zeros e/ou uns.
Neste sentido, propomos modelos de regressão em que a distribuição da variável resposta é uma mistura
entre uma distribuição beta e uma distribuição de Bernoulli (modelo de regressão beta inflacionado em zero e
um), degenerada em zero (modelo de regressão beta inflacionado em zero) ou degenerada em um (modelo de
regressão beta inflacionado em um). Aqui os parâmetros que modelam a probabilidade de ocorrer zero e/ou
um são definidos através de estruturas de regressão.

Para cada modelo apresentado, propomos a modelagem dos parâmetros através de preditores lineares
usando funções de ligação adequadas. Desenvolvemos aspectos de estimação por máxima verossimilhança
tais como a obtenção de expressões matriciais para o vetor escore e a matriz de informação de Fisher, a
construção de intervalos de confiança assintóticos, a realização de testes de hipóteses e a seleção de modelos,
entre outros.

Com o fim de melhorar o desempenho em amostras finitas dos estimadores de máxima verossimilhança
para estes modelos, derivamos expressões que permitem corrigir o viés até segunda ordem dos estimadores
de máxima verossimilhança dos parâmetros dos modelos de regressão beta inflacionados. Através de estudos
de simulação detectamos que os estimadores dos parâmetros de regressão possuem boas propriedades no sen-
tido de serem pouco viesados. Já para o parâmetro de precisão, a correção se torna importante, pois melhora
consideravelmente o desempenho do estimador de máxima verossimilhança. Encontramos que uma parame-
trização da distribuição beta inflacionada em termos de um parâmetro de dispersão (em lugar de um parâmetro
de precisão) pode ser mais interessante na modelagem deste tipo de dados,permitindo que a estimação dos
parâmetros seja menos comprometida em termos do viés do estimador de máxima verossimilhança.

Para validar as suposições dos modelos de regressão beta inflacionados, desenvolvemos métodos de diag-
nóstico. Para isto, criamos resíduos padronizados, ponderados e resíduos quantil aleatorizados Adicional-

104



7.2. Trabalhos futuros

mente, desenvolvemos medidas de influência local baseadas na curvaturanormal conforme sob diferentes es-
quemas de perturbação. Para o modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um, derivamos expressões
matriciais para a curvatura normal conforme sob dois esquemas de perturbação, a saber: a ponderação de
casos e a perturbação individual de covariáveis. Já para o modelo de regressão beta inflacionado em zero e
um, derivamos a medida de curvatura normal conforme sob o esquema de ponderação de casos. Através de
um exemplo com dados reais comprovamos a potencialidade da metodologia de influência local no sentido
de identificar as observações que podem afetar desproporcionalmenteos resultados inferenciais obtidos para
o modelo ajustado aos dados.

Finalmente, sugerimos, aos usuários interessados em modelar dados na forma de frações, proporções ou
taxas medidas de forma contínua, que utilizem modelos de regressão beta inflacionados sempre que zeros e/ou
uns estejam presentes no conjunto de dados.

7.2 Trabalhos futuros

Dando continuidade a esta tese concluiremos e disponibilizaremos a implementação computacional da
metodologia desenvolvida no pacote estatísticoR.

Como foco de trabalhos futuros sugerimos os seguintes temas de pesquisa:

1. Desenvolver testes de hipóteses adaptativos para os parâmetros dosmodelos de regressão beta infla-
cionados.

2. Estudar métodos de estimação robusta e de máxima verossimilhança penalizada para os modelos de
regressão beta inflacionados.

3. Analisar e implementar a correção por viés utilizando métodos jacknife e bootstrap para os modelos de
regressão beta inflacionados.

4. Desenvolver testes de influência local para fornecer um diagnósticoglobal da qualidade de ajuste do
modelo usando uma modificação da proposta dada em Zhu & Zhang (2004).

5. Estender os resultados desta tese para os modelos de regressão betainflacionados com dispersão va-
riável.
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Apêndice A

Apêndices

A.1 Apêndice 1

Derivadas e cumulantes de segunda ordem do logaritmo da função de verossimilhança no modelo de regressão
beta inflacionado no pontoc = 0 ou c = 1

Para obter a matriz de informação de Fisher, calculamos os momentos das derivadas de segunda ordem da função de
log-verossimilhança. Utilizamos a notação dada por Lawley(1956), em que−κrs = κr,s representa o elemento(r, s)
da matriz de informação de FisherK(θ). Como já foi definido em (5.3.7) temos que

ℓ(θ) = ℓ1(γ) + ℓ2(β, φ).

ParaR = 1, . . . ,M, e r = 1, . . . ,m, os momentos de segunda ordem obtidos pela diferenciação da função de log-
verossimilhança são

URS =
∂2ℓ1(γ)

∂γRγS
=

n∑

t=1

∂

∂αt

(
∂ℓt(αt)

∂αt

dαt

dζt

∂ζt
∂γR

)
dαt

dζt

∂ζt
∂γS

=

n∑

t=1

{
∂2ℓt(αt)

∂α2
t

(dαt

dζt

)2

+
∂ℓt(αt)

∂αt

( ∂

∂αt

dαt

dζt

)dαt

dζt

}
ztSztR.

Logo,

URS =

n∑

t=1

{(
−1l(0,1)(yt)

(1 − αt)2
− 1l{c}(yt)

α2
t

)(dαt

dζt

)2

+

(
1l{c}(yt)

αt
− 1l(0,1)(yt)

(1 − αt)

)( ∂

∂αt

dαt

dζt

)dαt

dζt

}
ztSztR. (A.1.1)
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A.1. Apêndice 1

Agora,

Urs =
∂2ℓ2(β, φ)

∂βrβs
=

∑

t:yt∈(0,1)

∂

∂µt

(
∂ℓt(µt, φ)

∂µt

dµt

dηt

∂ηt

∂βr

)
dµt

dηt

∂ηt

∂βs

=
∑

t:yt∈(0,1)

{(
∂2ℓt(µt, φ)

∂µ2
t

(
dµt

dηt

)2)
+

(
∂ℓt(µt, φ)

∂µt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt

)}
xtsxtr,

onde
∂2ℓt(µt, φ)

∂µ2
t

=
∂

∂µt
{φ[y∗t − µ∗

t ]} = −φ∂µ
∗
t

∂µt

e

−φ∂µ
∗
t

∂µt
= −φ{φ[ψ′(µtφ) + ψ′((1 − µt)φ)]},

sendowt = [ψ′(µtφ) + ψ′((1 − µt)φ)], então∂µ∗
t /∂µt = φwt e ∂2ℓt(µt, φ)/∂µ2

t = −φ2wt. Assim,

Urs =
∑

t:yt∈(0,1)

{
− φ2wt

(dµt

dηt

)2

+φ[y∗t − µ∗
t ]
( ∂

∂µt

dµt

dηt

)dµt

dηt

}
xtsxtr. (A.1.2)

Temos ainda

Uφφ =
∂2ℓ2(β, φ)

∂φ2
=

∑

t:yt∈(0,1)

∂2ℓt(µt, φ)

∂φ2

=
∑

t:yt∈(0,1)

{
− µt

∂µt
∗

∂φ
+ ψ′(φ) − (1 − µt)ψ

′((1 − µt)φ)
}
,

onde
∂µt

∗

∂φ
= µtψ

′(µtφ) − (1 − µt)ψ
′((1 − µt)φ)

= µt{ψ′(µtφ) + ψ′((1 − µt)φ)} − ψ′((1 − µt)φ)

= µtwt − ψ′((1 − µt)φ).

Desta forma,

Uφφ =
∑

t:yt∈(0,1)

{
− µt[µtwt − ψ′((1 − µt)φ)] + ψ′(φ) − (1 − µt)ψ

′((1 − µt)φ)

=
∑

t:yt∈(0,1)

{
− µ2

tψ
′(µtφ) + µt(1 − µt)ψ

′((1 − µt)φ) + ψ′(φ) − (1 − µt)ψ
′((1 − µt)φ)

}

=
∑

t:yt∈(0,1)

−
{

(1 − µt)
2ψ′((1 − µt)φ) + µ2

tψ
′(µtφ) − ψ′(φ)

}
.

sendodt = (1 − µt)
2ψ′((1 − µt)φ) + µ2

tψ
′(µtφ) − ψ′(φ). Logo,

Uφφ = −
∑

t:yt∈(0,1)

dt. (A.1.3)
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A.1. Apêndice 1

Adicionalmente,

Urφ =
∂2ℓ2(β, φ)

∂βr∂φ
=

∑

t:yt∈(0,1)

∂2ℓt(µt, φ)

∂µt∂φ

dµt

dηt

∂ηt

∂βr
,

em que
∂2ℓt(µt, φ)

∂µt∂φ
=

∂

∂φ
[φ(y∗t − µ∗

t )] = (y∗t − µ∗
t ) − φ

∂µ∗
t

∂φ
.

Se definimos,ct = φ[µtwt − ψ′((1 − µt)φ)], temos∂2ℓt(µt,φ)
∂µt∂φ = (y∗t − µ∗

t ) − ct. Assim,

Urφ =
∑

t:yt∈(0,1)

−{ct − (y∗t − µ∗
t )}

dµt

dηt
xtr. (A.1.4)

Note que da separabilidade dos vetores de parâmetrosγ e (β⊤, φ)⊤ obtemos

URφ = UrR = 0.

Sob usuais condições de regularidade, temos queE(∂ℓt(αt)/∂αt) = 0. Assim, paraR = 1, . . . ,M,

κRS = E(URS) = E

(
n∑

t=1

{(
−(1 − 1l{c}(yt))

(1 − αt)2
− 1l{c}(yt)

α2
t

)(dαt

dζt

)2

+

(
1l{c}(yt)

αt
− 1 − 1l{c}(yt)

(1 − αt)

)
∂

∂αt

(dαt

dζt

) ∂ζt
∂γR

}
ztSztR

)
.

(A.1.5)

ComoE(1l{c}(yt)) = αt eE(1 − 1l{c}(yt)) = 1 − αt, a expressão anterior reduz-se a

κRS = −
n∑

t=1

pt

(dαt

dζt

)2

ztSztR, (A.1.6)

em quept = 1/[αt(1 − αt)].

Para o caso dos cumulantes envolvendo o vetor de parâmetrosβ e o parâmetroφ provaremos a seguinte proposição.

Proposição A.1.1.Seja(y1, . . . , yn)⊤ um vetor den variáveis aleatórias independentes comyt seguindo a distribuição
beta inflacionada(2.3.2), i.e.,yt ∼ BIc(αt, µt, φ), t = 1, . . . , n. SeT : (0, 1) → IR é uma função continua, então

E

( ∑

t:yt∈(0,1)

T(yt)

)
=

n∑

t=1

(1 − αt)E(T(yt)|1l{c}(yt) = 0).

Demonstração.Lembremos que o suporte da distribuiçãoBIc(αt, µt, φ) é o conjunto(0, 1) ∪ {c} com (c = 0) ou
(c = 1). Definimos

T
∗(yt) =

{
0, se yt = c,

T(yt), se yt ∈ (0, 1).
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Então,

E

( ∑

t:yt∈(0,1)

T(yt)

)
= E

(
n∑

t=1

T
∗(yt)

)
=

n∑

t=1

E(T∗(yt)).

Agora

E(T∗(yt)) = E(T∗(yt)|1l{c}(yt) = 0)P (1l{c}(yt) = 0) + E(T∗(yt)|1l{c}(yt) = 1)P (1l{c}(yt) = 1)

= E(T∗(yt)|1l{c}(yt) = 0)P (1l{c}(yt) = 0) = (1 − αt)E(T(yt)|1l{c}(yt) = 0).

Daí, segue o resultado. z

Note que, sob usuais condições de regularidade, obtemosE(∂ℓt(µt, φ)/∂µt) = 0 eE(∂ℓt(µt, φ)/∂φ) = 0. Assim,
parar = 1, . . . ,m, temos que

κrs = E(Urs) = E

( ∑

t:yt∈(0,1)

{
− φ2wt

(dµt

dηt

)2

+φ[y∗t − µ∗
t ]
( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}
xtsxtr

)
.

Note que da proposição A.1.1 e do fato deE((y∗t − µ∗
t )|1l{c}(yt) = 0) = 0, obtemos

κrs = −φ2
n∑

t=1

(1 − αt)wt

(dµt

dηt

)2

xtsxtr. (A.1.7)

Analogamente,

κrφ = E(Urφ) = E

( ∑

t:yt∈(0,1)

−{ct − [y∗t − µ∗
t ]}

dµt

dηt
xtr

)

= −
n∑

t=1

(1 − αt)ct
dµt

dηt
xtr

(A.1.8)

e

κφφ = E(Uφφ) = E

( ∑

t:yt∈(0,1)

−dt

)
= −

n∑

t=1

(1 − αt)dt. (A.1.9)

Finalmente, pela separabilidade dos vetores de parâmetrosγ e (β⊤, φ)⊤ temos

κRφ = κrR = 0. (A.1.10)

A.2 Apêndice 2

Estimação por máxima verossimilhança do modelo RBIZ com dados simulados

library(gamlss)
library(gamlss.dist)
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#Simulação do modelo RBIZ
tam=500 #tamanho de amostra

#Geração do preditor linear de mu
x0=rep(1,tam)
x1=runif(tam) #covariada x1 de mu uniforme
x.mu=cbind(x0,x1) # matriz de regressores de mu
par.mu=c(-1.5, 1.5) #parâmetros da regressão de mu
pred.mu=x.mu% * %par.mu #preditor linear de mu

#mu relacionado com preditor usando ligação logito
mu=exp(pred.mu)/(1+exp(pred.mu))

#Geração do preditor linear de alpha
z0=rep(1,tam)
z1=runif(tam) #covariada z1 de alpha uniforme
z.alpha=cbind(z0,z1) # matriz de regressores de alpha
par.alpha=c(-1.0, 0.5) #parâmetros da regressão de alpha
pred.alpha=z.alpha% * %par.alpha #preditor linear de alpha

#alpha relacionado com preditor usando ligação logito
alpha=exp(pred.alpha)/(1+exp(pred.alpha))

# parâmetro de precisão
phi = 50 # phi constante para todas as observações

set.seed(121) #semente

#----gerador da variável resposta do modelo RBIZ ---#
ydata = mapply(rBEZI,1, mu, phi, alpha)

###-------------- Ajuste do Modelo RBIZ usando GAMLSS ---- ----------###
# Ospina, R (2006). The zero-inflated beta distribution for fitting a
# GAMLSS. Available in the package {\tt gamlss.dist:} Extra
# distributions to be used for GAMLSS modelling.
###------------------------------------------------ -----------------###

zeros = length(which(ydata==0)) #numero de zeros
zeros/ tam #porcentagen de zeros
(tam - zeros)/ tam #nporcentagen de observacoes distintas d e zero

fit=gamlss(ydata~(-1+x.mu), nu.formula=~(-1+z.alpha) , family=BEZI)

meany = meanBEZI(fit)

summary(fit) #Resumo de estatísticas

*************************************************** ****************
Family: c("BEZI", "Zero Inflated Beta")
Call:
gamlss(formula = ydata ~ (-1 + x.mu), sigma.formula = ~1,
nu.formula = ~(-1 + z.alpha), family = BEZI)
Fitting method: RS()
--------------------------------------------------- ----------------
Mu link function: logit
Mu Coefficients:
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Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
x.mux0 -1.531 0.03157 -48.50 3.424e-190
x.mux1 1.532 0.05293 28.94 1.633e-108
--------------------------------------------------- ----------------
Sigma link function: log
Sigma Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
4.041e+00 7.586e-02 5.327e+01 4.223e-207

--------------------------------------------------- ----------------
Nu link function: logit
Nu Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
z.alphaz0 -0.9628 0.1973 -4.881 1.426e-06
z.alphaz1 0.3752 0.3352 1.120 2.634e-01
--------------------------------------------------- ----------------
No. of observations in the fit: 500
Degrees of Freedom for the fit: 5

Residual Deg. of Freedom: 495
at cycle: 5

Global Deviance: -342.6152
AIC: -332.6152
SBC: -311.5421

*************************************************** ****************

fit$sigma.fv[1] # estimativa de phi
56.87893

A.3 Apêndice 3

Derivadas e cumulantes do logaritmo da função de verossimilhança no modelo de regressão beta inflacionado em
zero e um

Para o modelo de regressão RBIZU temos que a função de ligaçãog(·) para o parâmetroµ pode ser da forma
g(µ) = log(µ/1 − µ) ou g(µ) = Φ−1(µ), Φ(·) sendo a função de distribuição acumulada da variável normalpadrão,
entre outras. Desta forma,

dµt

dηt
=

dg−1(ηt)

dηt
=

1

g′(µt)
.

Adicionalmente, se de (3.3.1) o sistema de equações(ζ0t, ζ1t) = (f0(δ0t, δ1t), f1(δ0t, δ1t)) define uma transfor-
mação 1-1, podemos solucionar de forma única as equaçõesζ0t = f0(δ0t, δ1t) e ζ1t = f1(δ0t, δ1t) em termos deδ0t e
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δ1t. Denotamos esta transformação inversa porδ0t = f⋆
0 (ζ0t, ζ1t), δ1t = f⋆

1 (ζ0t, ζ1t) e desta forma podemos definir

∂δ0t

∂ζ0t
=
∂f⋆

0 (ζ0t, ζ1t)

∂ζ0t
,

∂δ0t

∂ζ1t
=
∂f⋆

0 (ζ0t, ζ1t)

∂ζ1t
,

∂δ1t

∂ζ0t
=
∂f⋆

1 (ζ0t, ζ1t)

∂ζ0t
,

∂δ1t

∂ζ1t
=
∂f⋆

1 (ζ0t, ζ1t)

∂ζ1t
.

Particularmente, se consideramos o modelo RLBIZU temos que

δ0t = f⋆
0 (ζ0t, ζ1t) =

eζ0t

1 + eζ0t + eζ0t
,

δ1t = f⋆
1 (ζ0t, ζ1t) =

eζ1t

1 + eζ0t + eζ0t

(A.3.1)

e

1 − δ0t − δ1t =
1

1 + eζ0t + eζ0t
.

Daí,
∂δ0t

∂ζ0t
=
( eζ0t

1 + eζ0t + eζ0t

)( 1 + eζ0t

1 + eζ0t + eζ0t

)
= δ0t(1 − δ0t),

∂δ1t

∂ζ1t
=
( eζ1t

1 + eζ0t + eζ0t

)( 1 + eζ1t

1 + eζ0t + eζ0t

)
= δ1t(1 − δ1t),

∂δ1t

∂ζ0t
= −

( eζ0t

1 + eζ0t + eζ0t

)( eζ1t

1 + eζ0t + eζ0t

)
= −δ0tδ1t.

(A.3.2)

Consideremos o vetor de parâmetros(ρ⊤, γ⊤)⊤ e definamosαt = δ0t + δ1t. As derivadas de primeira ordem da
funçãoℓ1(ρ, γ) definida em (3.3.5) com respeito aos parâmetros de interessesão

Ur′ =
∂ℓ1(ρ, γ)

∂ρr′

=

n∑

t=1

∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ0t

∂ζ0t

∂ρr′

+
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ0t

∂ζ0t

∂ρr′

=

n∑

t=1

{1l{0}(yt)

δ0t
− 1l(0,1)(yt)

(1 − αt)

}∂δ0t

∂ζ0t
vtr′ +

n∑

t=1

{1l{1}(yt)

δ1t
− 1l(0,1)(yt)

(1 − αt)

}∂δ1t

∂ζ0t
vtr′

(A.3.3)

e

Ur′′ =
∂ℓ1(ρ, γ)

∂γr′′

=

n∑

t=1

∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ1t

∂ζ1t

∂γr′′

+
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ1t

∂ζ1t

∂γr′′

=
n∑

t=1

{1l{0}(yt)

δ0t
− 1l(0,1)(yt)

(1 − αt)

}∂δ0t

∂ζ1t
ztr′′ +

n∑

t=1

{1l{1}(yt)

δ1t
− 1l(0,1)(yt)

(1 − αt)

}∂δ1t

∂ζ1t
ztr′′ ,

(A.3.4)
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em quer′ = 1, . . . , k0 e r′′ = 1, . . . , k1.

As derivadas de segunda ordem da função deℓ1(ρ, γ) são

Ur′s′ =
∂2ℓ1(ρ, γ)

∂ρr′∂ρs′

=

n∑

t=1

{(
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ20t

∂δ0t

∂ζ0t

∂ζ0t

∂ρs′

+
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ0t∂δ1t

∂δ1t

∂ζ0t

∂ζ0t

∂ρs′

)
∂δ0t

∂ζ0t

∂ζ0t

∂ρr′

+
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ0t

∂2δ0t

∂ζ2
0t

∂ζ0t

∂ρr′

∂ζ0t

∂ρs′

+
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ0t

∂2ζ0t

∂ρs′∂ρr′

+

(
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ1t∂δ0t

∂δ0t

∂ζ0t

∂ζ0t

∂ρs′

+
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ21t

∂δ1t

∂ζ0t

∂ζ0t

∂ρs′

)
∂δ1t

∂ζ0t

∂ζ0t

∂ρr′

+
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ1t

∂2δ1t

∂ζ2
0t

∂ζ0t

∂ρr′

∂ζ0t

∂ρs′

+
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ0t

∂2ζ0t

∂ρs′ρr′

}
,

(A.3.5)

Ur′′s′′ =
∂2ℓ1(ρ, γ)

∂γr′′∂γs′′

=

n∑

t=1

{(
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ20t

∂δ0t

∂ζ1t

∂ζ1t

∂γs′′

+
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ0t∂δ1t

∂δ1t

∂ζ1t

∂ζ1t

∂γs′′

)
∂δ0t

∂ζ1t

∂ζ1t

∂γr′′

+
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ0t

∂2δ0t

∂ζ2
1t

∂ζ1t

∂γr′′

∂ζ1t

∂γs′′

+
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ1t

∂2ζ1t

∂γs′′∂γr′′

+

(
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ1t∂δ0t

∂δ0t

∂ζ1t

∂ζ1t

∂γs′′

+
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ21t

∂δ1t

∂ζ1t

∂ζ1t

∂γs′′

)
∂δ1t

∂ζ1t

∂ζ1t

∂γr′′

+
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ1t

∂2δ1t

∂ζ2
1t

∂ζ1t

∂γr′′

∂ζ1t

∂ρs′′

+
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ1t

∂2ζ1t

∂γs′′∂γr′′

}
,

(A.3.6)

Ur′r′′ =
∂2ℓ1(ρ, γ)

∂ρr′∂γr′′

=
n∑

t=1

{(
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ20t

∂δ0t

∂ζ1t

∂ζ1t

∂γr′′

+
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ0t∂δ1t

∂δ1t

∂ζ1t

∂ζ1t

∂γr′′

)
∂δ0t

∂ζ0t

∂ζ0t

∂ρr′

+
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ0t

∂2δ0t

∂ζ1t∂ζ0t

∂ζ1t

∂γr′′

∂ζ0t

∂ρr′

+
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ1t

∂2δ1t

∂ζ0t∂ζ1t

∂ζ1t

∂γr′′

∂ζ0t

∂ρr′

+

(
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ1t∂δ0t

∂δ0t

∂ζ1t

∂ζ1t

∂γr′′

+
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ21t

∂δ1t

∂ζ1t

∂ζ1t

∂γr′′

)
∂δ1t

∂ζ0t

∂ζ0t

∂ρr′

}
.

(A.3.7)

Agora, parar = 1, . . . , k, as derivadas de primeira ordem da função deℓ2(β, φ) definida em (3.3.5) são:

Ur =
∂ℓ2(β, φ)

∂βr
=

∑

t:yt∈(0,1)

∂ℓt(µt, φ)

∂µt

dµt

dηt

∂ηt

∂βr

=
∑

t:yt∈(0,1)

φ
[
log
( yt

1 − yt

)
−{ψ(µtφ) − ψ((1 − µt)φ)}

]dµt

dηt
xtr.
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Definindo

y∗t =

{
log
(

yt

1−yt

)
, se yt ∈ (0, 1),

0, caso contrário,

e
µ∗

t = E(y∗t |1l(0,1)(yt) = 1) = ψ(µtφ) − ψ((1 − µt)φ),

obtemos

Ur = φ
n∑

t=1

1l(0,1)(yt)(y
∗
t − µ∗

t )
dµt

dηt
xtr. (A.3.8)

Adicionalmente,

Uφ =
∂ℓ2(β, φ)

∂φ
=

∑

t:yt∈(0,1)

∂ℓt(µt, φ)

∂φ

=
∑

t:yt∈(0,1)

{
µt

(
log
( yt

1 − yt

)
−[ψ(µtφ) − ψ((1 − µt)φ)]

)
+ log(1 − yt) + ψ(φ) − ψ((1 − µt)φ)

}
.

Definindo

s(yt) =

{
log(1 − yt), se yt ∈ (0, 1),

0, caso contrário,

temos

Uφ =

n∑

t=1

(1l(0,1)(yt)){µt(y
∗
t − µ∗

t ) + s(yt) + ψ(φ) − ψ((1 − µt)φ)}. (A.3.9)

Finalmente, as derivadas de segunda ordem da função deℓ2(β, φ), i.e.,Urs, Uφφ eUrφ, são as mesmas quantidades
obtidas em A.1.2 até A.1.4 de A.1, uma vez que,ℓ2(β, φ) modela a componente continua, i.e., a variável resposta
condicionada ao intervalo(0, 1), eαt = δ0t + δ1t representa o parâmetro de mistura.

Pela separabilidade dos parâmetros(ρ⊤, γ⊤)⊤ e (β⊤, φ)⊤ temos que

Urr′ =
∂2ℓ1(ρ, γ)

∂βr∂ρr′

= 0,

Urr′′ =
∂2ℓ1(ρ, γ)

∂βr∂γr′′

= 0,

Uφr′ =
∂2ℓ1(ρ, γ)

∂φ∂ρr′

= 0,

Uφr′′ =
∂2ℓ1(ρ, γ)

∂φ∂γr′′

= 0.
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Agora, podemos ver que
∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ20t

= −1l{0}(yt)

δ20t

+
1l(0,1)(yt)

(1 − αt)2
,

∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ21t

= −1l{1}(yt)

δ20t

+
1l(0,1)(yt)

(1 − αt)2
,

∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ1t∂δ0t
=

1l(0,1)(yt)

(1 − αt)2
.

Logo, sob adequadas condições de regularidade dadas em Lehmann & Casella (2002, § 6.5), temos que

E
(∂ℓt(µt, φ)

∂δ0t

)
= 0,

E
(∂ℓt(µt, φ)

∂δ1t

)
= 0,

E
(∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ20t

)
= − 1

δ0t
+

1

(1 − αt)
,

E
(∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ21t

)
= − 1

δ1t
+

1

(1 − αt)
,

E
(∂2ℓt(δ0t, δ1t)

∂δ1t∂δ0t

)
=

1

(1 − αt)
.

Para o cálculo dos cumulantes envolvendo o o vetor de parâmetros(β⊤, φ)⊤ consideramos a proposição abaixo.

Proposição A.3.1.Seja(y1, . . . , yn)⊤ um vetor den variáveis aleatórias independentes comyt seguindo a distribuição
beta inflacionada em zero e um(2.4.7), i.e., yt ∼ BIZU(δ0t, δ1t, µt, φ), t = 1, . . . , n em queαt = δ0t + δ1t. Se
T : (0, 1) → IR é uma função continua. Então,

E

( ∑

t:yt∈(0,1)

T(yt)

)
=

n∑

t=1

(1 − αt)E(T(yt)|1l(0,1)(yt) = 1)

Demonstração.Definimos

T
∗(yt) =

{
0, se yt ∈ {0, 1},
T(yt), se yt ∈ (0, 1).

Então,

E

( ∑

t:yt∈(0,1)

T(yt)

)
= E

(
n∑

t=1

T
∗(yt)

)
=

n∑

t=1

E(T∗(yt)).

Agora

E(T∗(yt)) = E(T∗(yt)|1l(0,1)(yt) = 0)P (1l(0,1)(yt) = 0) + E(T∗(yt)|1l(0,1)(yt) = 1)P (1l(0,1)(yt) = 1)

= E(T∗(yt)|1l(0,1)(yt) = 1)P (1l(0,1)(yt) = 1) = (1 − αt)E(T(yt)|1l(0,1)(yt) = 1).

Daí segue o resultado. z
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Agora vamos calcular o valor esperado das derivadas de segunda ordem da função de log-verossimilhança. Note
que

κr′s′ = E(Ur′s′)

=

n∑

t=1

{([
− 1

δ0t
+

1

(1 − αt)

]∂δ0t

∂ζ0t
vts′ +

[ 1

(1 − αt)

]∂δ1t

∂ζ0t
vts′

)
∂δ0t

∂ζ0t
vtr′

+

([ 1

(1 − αt)

]∂δ0t

∂ζ0t
vts′ +

[
− 1

δ1t
+

1

(1 − αt)

]∂δ1t

∂ζ0t
vts′

)
∂δ1t

∂ζ0t
vtr′

}

=

n∑

t=1

[
− 1

δ0t
+

1

(1 − αt)

](∂δ0t

∂ζ0t

)2

vtr′vts′ + 2

n∑

t=1

[ 1

(1 − αt)

]∂δ1t

∂ζ0t

∂δ0t

∂ζ0t
vtr′vts′

+

n∑

t=1

[
− 1

δ1t
+

1

(1 − αt)

](∂δ1t

∂ζ0t

)2

vtr′vts′ ,

(A.3.10)

κr′′s′′ = E(Ur′s′) =

=
n∑

t=1

{([
− 1

δ0t
+

1

(1 − αt)

]∂δ0t

∂ζ1t
zts′′ +

[ 1

(1 − αt)

]∂δ1t

∂ζ1t
zts′

)
∂δ0t

∂ζ1t
ztr′′

+

([ 1

(1 − αt)

]∂δ0t

∂ζ1t
zts′′ +

[
− 1

δ1t
+

1

(1 − αt)

]∂δ1t

∂ζ1t
zts′′

)
∂δ1t

∂ζ1t
ztr′′

}

=
n∑

t=1

[
− 1

δ0t
+

1

(1 − αt)

](∂δ0t

∂ζ1t

)2

ztr′′zts′′ + 2
n∑

t=1

[ 1

(1 − αt)

]∂δ0t

∂ζ1t

∂δ1t

∂ζ1t
ztr′′zts′′

+
n∑

t=1

[
− 1

δ1t
+

1

(1 − αt)

](∂δ1t

∂ζ1t

)2

ztr′′zts′′

(A.3.11)

e
κr′r′′ = E(Ur′r′′)

=

n∑

t=1

[
− 1

δ0t
+

1

(1 − αt)

]∂δ0t

∂ζ1t

∂δ0t

∂ζ0t
ztr′′vr′ +

n∑

t=1

[ 1

(1 − αt)

]∂δ1t

∂ζ1t

∂δ0t

∂ζ0t
ztr′′vr′

+
n∑

t=1

[ 1

(1 − αt)

]∂δ0t

∂ζ1t

∂δ1t

∂ζ0t
zr′′vr′ +

n∑

t=1

[
− 1

δ1t
+

1

(1 − αt)

]∂δ1t

∂ζ1t

∂δ1t

∂ζ0t
zr′′vr′ .

(A.3.12)

Usando a Proposição A.3.1 podemos calcular o valor esperadodas derivadas de segunda ordem da funçãoℓ2(β, φ).
Assim,

κrs = E(Urs) =

n∑

t=1

E(1l(0,1)(yt))
{
− φ2wt

(dµt

dηt

)2}
xtsxtr = −

n∑

t=1

(1 − αt)
{
φ2wt

(dµt

dηt

)2}
xtsxtr, (A.3.13)

κφφ = E(Uφφ) =

n∑

t=1

−E(1l(0,1)(yt))dt = −
n∑

t=1

(1 − αt)dt, (A.3.14)
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κrφ = E(Urφ) =

n∑

t=1

−E(1l(0,1)(yt))ct
dµt

dηt
xtr = −

n∑

t=1

(1 − αt)ct
dµt

dηt
xtr, (A.3.15)

sendo quewt = ψ′(µtφ) + ψ′(1 − µt)φ), dt = (1 − µt)
2ψ′((1 − µt)φ) + µ2

tψ
′(µtφ) − ψ′(φ) e ct = φ[µtψ

′(µtφ) −
(1 − µt)ψ

′((1 − µt)φ)] são as mesmas quantidades obtidas no Apêndice A.1.

Novamente, pela separabilidade dos parâmetros(ρ⊤, γ⊤)⊤ e (β⊤, φ)⊤, temos que

κrr′ = E(Urr′) = 0, (A.3.16)

κrr′′ = E(Urr′′) = 0, (A.3.17)

κφr′ = E(Uφr′) = 0, (A.3.18)

κφr′′ = E(Uφr′′) = 0. (A.3.19)

A.4 Apêndice 4

Estimação por máxima verossimilhança do modelo RBIZU com dados simulados

library(gamlss)
library(gamlss.dist)

# Simulação do modelo RBIZU
tam=500 #tamanho de amostra

# Geração do preditor linear de mu
x0=rep(1,tam)

x1=runif(tam) # covariada x1 de mu uniforme
x.mu=cbind(x0,x1) # matriz de regressores de mu
par.mu=c(-1.5, 1.5) # parâmetros da regressão de mu
pred.mu=x.mu% * %par.mu # preditor linear de mu

# mu relacionado com preditor usando ligação logito
mu=exp(pred.mu)/(1+exp(pred.mu))
# Geração do preditor linear de rho
z0=rep(1,tam)
z1=runif(tam) # covariada z1 uniforme
v1=runif(tam) # covariada v1 uniforme
z.rho=cbind(z0,v1) # matriz de regressores de rho
z.gama=cbind(z0,z1) # matriz de regressores de gamma

par.rho=c(-1.0, 0.5) # parâmetros da regressão de rho
par.gama=c(-1.0, 0.7) # parâmetros da regressão de gamma
pred.rho=z.rho% * %par.rho # preditor linear de rho
pred.gama=z.gama% * %par.gama # preditor linear de gamma

# delta.zero relacionado com preditor
delta.zero=exp(pred.rho)/(1+exp(pred.rho)+exp(pred. gama))

# delta.um relacionado com preditor
delta.um=exp(pred.gama)/(1+exp(pred.rho)+exp(pred.g ama))

# parâmetro de precisão
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phi = 50 # phi constante para todas as observações
sigma.m= 1/sqrt(phi+1)

set.seed(121) #semente

#----gerador da variável resposta do modelo RBIZU ---#
ydata = mapply(rBEINF, 1, mu, sigma.m, delta.zero, delta.u m)

###-------------- Ajuste do Modelo RBIZU usando GAMLSS --- ----------###
# Stasinopoulos D. M., Rigby R.A. and Akantziliotou C. (2006 )
# Instructions on how to use the GAMLSS package in R. Accompan ying
# documentation in the current GAMLSS help files, (see also < URL:
# http://www.londonmet.ac.uk/gamlss/>).
###------------------------------------------------ -----------------###

fit=gamlss(ydata~(-1+x.mu),sigma.formula=~1, nu.form ula=~(-1+z.rho),
tau.formula=~(-1+z.gama), family=BEINF)

muhat = fit$mu.fv
nuhat = fit$nu.fv
tauhat = fit$tau.fv

delta.zerohat = nuhat/(1+nuhat+tauhat)
delta.umhat = tauhat/(1+nuhat+tauhat)
meany = meanBEINF(fit)

summary(fit) #Resumo de estatísticas

*************************************************** ****************
Family: c("BEINF", "Beta Inflated")

Call: gamlss(formula = ydata ~ (-1 + x.mu), sigma.formula = ~ 1,
nu.formula = ~(-1 + z.rho), tau.formula = ~(-1 + z.gama), fam ily = BEINF)

Fitting method: RS()

--------------------------------------------------- ----------------
Mu link function: logit
Mu Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
x.mux0 -1.491 0.03620 -41.17 1.152e-161
x.mux1 1.532 0.05832 26.27 8.645e-96

--------------------------------------------------- ----------------
Sigma link function: logit
Sigma Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
-1.806e+00 4.309e-02 -4.192e+01 1.190e-164

--------------------------------------------------- ----------------
Nu link function: log
Nu Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
z.rhoz0 -1.7240 0.2577 -6.691 6.046e-11
z.rhov1 0.5198 0.4350 1.195 2.327e-01
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--------------------------------------------------- ----------------
Tau link function: log
Tau Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
z.gamaz0 -1.8454 0.2668 -6.918 1.429e-11
z.gamaz1 0.6156 0.4366 1.410 1.592e-01

--------------------------------------------------- ----------------
No. of observations in the fit: 500
Degrees of Freedom for the fit: 7

Residual Deg. of Freedom: 493
at cycle: 4

Global Deviance: -80.37269
AIC: -66.37269
SBC: -36.87043

*************************************************** ****************

(1/fit$sigma.fv[1]^2) -1 # estimativa de sigma
> 49.23541

A.5 Apêndice 5

Fórmula geral de Cox & Snell (1968)

Como é descrito por Cordeiro (1999), os vieses de ordemn−1 dos estimadores de máxima verossimilhança (EMV)
supondo observações independentes mas não necessariamente identicamente distribuídas, foram deduzidos por Cox &
Snell (1968). Eles desenvolveram a técnica descrita a seguir para corrigir EMV. Consideremos o modelo estatístico
f(t, θ), comθ = (θ1, . . . , θk) ∈ IRk, e sejaθ̂ o estimador de máxima verossimilhança deθ obtido como solução da
equaçãoU(θ) = 0, com Ûr = 0, parar = 1, . . . , k, sendoÛr obtido avaliando-seUr em θ̂. Supondo válidas usuais
condições de regularidade, expandimos em série de Taylor a componentêUr = 0 até primeira ordem em torno deθ,
assim,Ûr = Ur +

∑
Urs(θ̂s − θs) +Op(1), que equivale aUr +

∑
Urs(θ̂s − θs) +Op(1) = 0. Em notação matricial,

U = J(θ̂ − θ) +Op(1). Observamos queJ = K +Op(n
1/2). Desta formaU = K(θ̂ − θ) +Op(1). Daí,

θ̂ − θ = K−1U +Op(n
−1). (A.5.1)

A fórmula anterior é importante para calcular os momentos e cumulantes de ordens superiores dos EMV. Novamente, se
expandimoŝUr até segunda ordem, obtemos

Ûr = Ur +
∑

s

Urs(θ̂s − θs) +
1

2

∑

s,t

Urst(θ̂s − θs)(θ̂t − θt) + op(1).

Tomado o valor esperado,

∑

s

E{Urs(θ̂s − θs)} +
1

2

∑

s,t

E{Urst(θ̂s − θs)(θ̂t − θt)} ≈ 0,
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o que equivale a ∑

s

κrsE(θ̂s − θs) +
∑

s

Cov(Urs, θ̂s − θs) +
1

2

∑

s,t

κrst(−κst) ≈ 0, (A.5.2)

com−κrs = κr,s representando o elemento(r, s) da inversaK−1 da matriz de informação de Fisher. Usando (A.5.1)
segue-se que, até ordemo(1),

Cov(Urs, θ̂s − θs) = Cov

(
Urs,−

∑

t

κstUt

)
= −

∑

t

Cov(Urs, Ut)κ
st = −

∑

t

κrs,tκ
st.

Definindo o viés de ordemO(n−1) de θ̂r porB(θ̂r) e substituindoCov(Urs, θ̂s − θs) em (A.5.2) vem

∑

s

κrsB(θ̂s) =
∑

s,t

κst

(
κrs,t +

1

2
κrst

)
+o(1),

cuja inversão produz até ordemO(n−1), parar = 1, . . . , k,

B(θ̂r) =
∑

s,t,u

κrsκtu

(
κst,u +

1

2
κstu

)
, (A.5.3)

que é uma fórmula geral para determinar o viés de ordemO(n−1) em EMV em modelos multiparamétricos. Em muitas
situações torna-se conveniente substituirκst,u + 1

2κstu por κ(u)
st − 1

2κstu, o que facilita expressar o viés em notação
matricial. A grande utilidade de (A.5.3) é definir um estimador de máxima verossimilhança corrigido até ordemO(n−1)

dado por̃θr = θ̂ − B̂(θ̂r), ondeB̂(·) é o viésB(·) avaliado em̂θ. Este novo estimador̃θr tem viés de ordemO(n−2),

poisE(θ̃r) = θr + O(n−2), e pode ser preferido em relação aθ̂r, cujo viés é de ordemO(n−1). Diremos queθ̃
é um estimador de máxima verossimilhança corrigido “corretivamente". O cálculo de momentos e cumulantes dos
estimadores de máxima verossimilhança de ordem superior, como, por exemplo,E(θ̂) e Var(θ̂), até ordemO(n−2), é
bastante complexo, já que precisamos incluir outros termosde ordem superior na expansão (A.5.2).

Observa-se queB(θ̂) pode ser expresso na forma

B(θ̂) = K(θ)−1A vec

(
K(θ)−1

)
+O(n−2),

ondeA =

[
A(1)| · · · |A(k)

]
é uma matrizk × k2 particionada, comA(l) = (a

(l)
jm) tendo elemento típico

a
(l)
jm = κ

(l)
jm − 1

2
κjml, j,m, l = 1, . . . , k,

evec(·) é o operador que transforma uma matriz em vetor coluna sobrepondo as colunas desta matriz.

A.6 Apêndice 6

Viés do estimador de máxima verossimilhança deγ
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ParaR = 1, . . . ,M, os momentos de terceira ordem com respeito aγ são obtidos pela diferenciação da função
ℓ1(γ) com respeito aos parâmetros de interesse. Assim,

URSU =
∂3ℓ1(γ)

∂γRγSγU

=

n∑

t=1

∂

∂αt

({
∂2ℓt(αt)

∂α2
t

(dαt

dζt

)2

+
∂ℓt(αt)

∂αt

∂

∂αt

(dαt

dζt

) ∂ζt
∂γR

}
ztSztR

)
dαt

dζt

∂ζt
∂γU

=

n∑

t=1

{
∂3ℓt(αt)

∂α3
t

(
dαt

dζt

)2

+2
( ∂

∂ζt

dαt

dζt

)∂2ℓt(αt)

∂α2
t

dαt

dζt
+

(
∂2

∂α2
t

dαt

dζt

)
∂ℓt(αt)

∂αt

dαt

dζt

+
∂2ℓt(αt)

∂α2
t

(
∂

∂αt

dαt

dζt

)
dαt

dζt
+

(
∂

∂αt

dαt

dζt

)2
∂ℓt(αt)

∂αt

}
dαt

dζt
ztSztRztU .

=

n∑

t=1

{(
−2(1 − 1l{c}(yt))

(1 − αt)3
+

21l{c}(yt)

α3
t

)(
dαt

dζt

)2

+3

(
−(1 − 1l{c}(yt))

(1 − αt)2
− 1l{c}(yt)

α2
t

)( ∂

∂ζt

dαt

dζt

)dαt

dζt

+

(
1l{c}(yt)

αt
− (1 − 1l{c}(yt))

(1 − αt)

)[(
∂2

∂α2
t

dαt

dζt

)
dαt

dζt
+

(
∂

dαt

dαt

dζt

)2]}
dαt

dζt
ztSztRztU .

Os cumulantes de terceira ordem com respeito aγ são obtidos pelo cálculo do valor esperado dos momentos acima.
ParaR = 1, . . . ,M, temos

κRSU = E(URSU ) = E

(
n∑

t=1

{(
−2(1 − 1l{c}(yt))

(1 − αt)3
+

21l{c}(yt)

α3
t

)(
dαt

dζt

)2

+ 3

(
−(1 − 1l{c}(yt))

(1 − αt)2
− 1l{c}(yt)

α2
t

)( ∂

∂ζt

dαt

dζt

)dαt

dζt

+

(
1l{c}(yt)

αt

(1 − 1l{c}(yt))

(1 − αt)

)[(
∂2

∂α2
t

dαt

dζt

)
dαt

dζt
+

(
∂

dαt

dαt

dζt

)2]}
dαt

dζt
ztSztRztU

)

=
n∑

t=1

{
2p∗t

(dαt

dζt

)2

−3pt

( ∂

∂ζt

dαt

dζt

)dαt

dζt

}
dαt

dζt
ztSztRztU ,

(A.6.1)

em quep∗t = {−1/(1 − αt)
2} + {1/α2

t }. Agora, derivamos o cumulante de segunda ordem (A.1.6) com respeito aos
parâmetros de interesse, i.e., paraU = 1, . . . ,M,

κ
(U)
RS =

∂κRS

∂γU
=

∂

∂αt

(
n∑

t=1

−pt

(dαt

dζt

)2

ztSztR

)
dαt

dζt

∂ζt
∂γU

=

n∑

t=1

{
p∗t

(dαt

dζt

)2

− 2pt

(
∂

dαt

dαt

dζt

)
dαt

dζt

}
dαt

dζt
ztSztRztU .

(A.6.2)
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Novamente, pela ortogonalidade global entreγ e (β⊤, φ)⊤ obtemos

κ
(φ)
RS = κ

(u)
RS = 0.

Utilizando os cumulantes (A.6.1) e (A.6.2) calculamos a quantidade

κ
(U)
RS − 1

2
κRSU =

n∑

t=1

{
p∗t

(dαt

dζt

)2

− 2pt

(
∂

dαt

dαt

dζt

)
dαt

dζt

}
dαt

dζt
ztSztRztU

− 1

2

n∑

t=1

{
2p∗t

(dαt

dζt

)2

−3pt

( ∂

∂ζt

dαt

dζt

)dαt

dζt

}
dαt

dζt
ztSztRztU

= −1

2

n∑

t=1

{
pt

( ∂

∂ζt

dαt

dζt

)dαt

dζt

}
dαt

dζt
ztSztRztU .

SejaW0 = diag{w01, . . . , w0n} a matriz diagonal de dimensãon× n com

w0t =
1

2
pt

( ∂

∂ζt

dαt

dζt

)(dαt

dζt

)2

. (A.6.3)

Então,

κ
(U)
RS − 1

2
κRSU =

n∑

t=1

w0tztRztSztU . (A.6.4)

Conseqüentemente, a fórmula de Cox & Snell (1968) para calcular o viés de segunda ordem do estimador de máxima
verossimilhança para ab-ésima componente do vetorγ é

B(γ̂b) =
∑

R,S,U

κbRκSU

{
κ

(U)
RS − 1

2
κRSU

}
=
∑

R,S,U

κbRκSU
n∑

t=1

w0tztRztSztU

=
n∑

t=1

w0t

∑

R

κbRztR

∑

S,U

ztSκ
SUztU .

Se definimose∼b
como sendo ob-ésimo vetor coluna da matriz identidade de dimensãoM ×M, temos que

n∑

t=1

w0t

∑

R

κbRztR

∑

S,U

ztSκ
SUztU =

n∑

t=1

w0t

∑

R

κbrztR(z⊤t K
γγzt)

=
n∑

t=1

w0t e∼
⊤

b
Kγγzt(z

⊤
t K

γγzt)

= e∼
⊤

b
Kγγ

n∑

t=1

w0tzt(z
⊤
t K

γγzt),

em quezt é o vetor linha obtido dat-ésima linha da matrizZ. Se definimosδγγ o vetor de dimensãon × 1 obtido da
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diagonal principal da matrizZKγγZ⊤, temos que

B(γ̂b) =
∑

R,S,U

κbRκSU

{
κ

(U)
RS − 1

2
κRSU

}
= e∼

⊤

b
KγγZ⊤W0δγγ . (A.6.5)

A.7 Apêndice 7

Viés do estimador de máxima verossimilhança deβ eφ

Os momentos de terceira ordem com respeito aβ eφ são obtidos pela diferenciação da funçãoℓ2(β, φ) com respeito
aos parâmetros de interesse. Assim, parar, s, u = 1, . . . ,m, temos

Ursu =
∂3ℓ2(β, φ)

∂βr∂βs∂βu

=
∑

t:yt∈(0,1)

∂

∂µt

(
∂2ℓt(µt, φ)

∂µ2
t

(
dµt

dηt

)2

+
∂ℓt(µt, φ)

∂µt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt

)
dµt

dηt

∂ηt

∂βr

∂ηt

∂βs

∂ηt

∂βu
,

Ursu =
∑

t:yt∈(0,1)

{
∂3ℓt(µt, φ)

∂µ3
t

(
dµt

dηt

)2

+2

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
∂2ℓt(µt, φ)

∂µ2
t

dµt

dηt

+

(
∂2

∂µ2
t

dµt

dηt

)
∂ℓt(µt, φ)

∂µt

dµt

dηt
+
∂2ℓt(µt, φ)

∂µ2
t

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt

+

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)2
∂ℓt(µt, φ)

∂µt

}
dµt

dηt
xtsxtrxtu.

Note que
∂3ℓt(µt, φ)

∂µ3
t

=
∂(−φ2wt)

∂µt
= −φ2 ∂wt

∂µt
,

com
∂wt

∂µt
= φ[ψ′′(µtφ) − ψ′′((1 − µt)φ)].

Se definimosmt = [ψ′′(µtφ) − ψ′′((1 − µt)φ)], obtemos∂3ℓt(µt, φ)/∂µ3
t = −φ3mt. Desta forma,

Ursu =
∑

t:yt∈(0,1)

{
− φ3mt

(
dµt

dηt

)2

−2φ2wt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt
+

(
∂2

∂µ2
t

dµt

dηt

)
φ[y∗t − µ∗

t ]
dµt

dηt

− φ2wt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt
+

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)2

φ[y∗t − µ∗
t ]

}
dµt

dηt
xtsxtrxtu,
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Ursu =
∑

t:yt∈(0,1)

{
− φ3mt

(
dµt

dηt

)3

−3φ2wt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)(
dµt

dηt

)2

+ φ[y∗t − µ∗
t ]

dµt

dηt

[(
∂2

∂µ2
t

dµt

dηt

)
dµt

dηt
+

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)2]}
xtsxtrxtu,

Ursu = −φ
∑

t:yt∈(0,1)

{
φ2mt

(
dµt

dηt

)3

+3φwt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)(
dµt

dηt

)2

− [y∗t − µ∗
t ]

dµt

dηt

[(
∂2

∂µ2
t

dµt

dηt

)
dµt

dηt
+

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)2]}
xtsxtrxtu.

Sejam

at = 3

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)(
dµt

dηt

)2

,

bt =
dµt

dηt

[(
∂2

∂µ2
t

dµt

dηt

)
dµt

dηt
+

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)2]
.

(A.7.1)

Portanto

Ursu = −φ
∑

t:yt∈(0,1)

{
φ2mt

(
dµt

dηt

)3

+φwtat − [y∗t − µ∗
t ]bt

}
xtsxtrxtu.

Também,

Ursφ =
∂3ℓ2(β, φ)

∂βr∂βs∂φ
=

∑

t:yt∈(0,1)

∂

∂φ

(
∂2ℓt(µt, φ)

∂µ2
t

(
dµt

dηt

)2

+
∂ℓt(µt, φ)

∂µt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt

)
∂ηt

∂βr

∂ηt

∂βs

=
∑

t:yt∈(0,1)

{
∂3ℓt(µt, φ)

∂µ2
t∂φ

(
dµt

dηt

)2

+
∂2ℓt(µt, φ)

∂µt∂φ

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt

}
xtrxts,

∂3ℓt(µt, φ)

∂µ2
t∂φ

=
∂

∂φ
{−φ2wt} = −2φwt − φ2 ∂wt

∂φ

= −2φwt − φ2[µtmt + ψ′′((1 − µt)φ)]

= −φ{2wt + φ[µtmt + ψ′′((1 − µt)φ)]}.
Definimos

ut = −φ{2wt + φ[µtmt + ψ′′((1 − µt)φ)]}. (A.7.2)

Logo,

Ursφ =
∑

t:yt∈(0,1)

{
(ut

(
dµt

dηt

)
+[y∗t − µ∗

t ]

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
−ct

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)}
dµt

dηt
xtrxts.
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Agora,

Urφφ =
∂3ℓ2(β, φ)

∂βr∂φ2
=

∑

t:yt∈(0,1)

∂3ℓt(µt, φ)

∂µt∂φ2

dµt

dηt

∂ηt

∂βr
,

sendo
∂3ℓt(µt, φ)

∂µt∂φ2
=

∂

∂φ

{
[y∗t − µ∗

t ] − φ
∂µ∗

t

∂φ

}
= −2

∂µ∗
t

∂φ
− φ

∂2µ∗
t

∂φ2

= −2
∂µ∗

t

∂φ
− φ[µ2

tψ
′′(µtφ) − (1 − µt)

2ψ′′((1 − µt)φ)]

= −2[µtwt − ψ′((1 − µt)φ)] − φ[µ2
tψ

′′(µtφ) − (1 − µt)
2ψ′′((1 − µt)φ)].

Definimos

rt = 2[µtwt − ψ′((1 − µt)φ)] + φ[µ2
tψ

′′(µtφ) − (1 − µt)
2ψ′′((1 − µt)φ)]

dµt

dηt
. (A.7.3)

Daí,
Urφφ = −

∑

t:yt∈(0,1)

rtxtr.

Finalmente,

Uφφφ =
∂3ℓ2(β, φ)

∂φ3
=

∑

t:yt∈(0,1)

∂3ℓt(µt, φ)

∂φ3
= −

∑

t:yt∈(0,1)

{(1 − µt)
3ψ′′((1 − µt)φ) + µ3

tψ
′′(µtφ) − ψ′′(φ)}.

Seja
st = (1 − µt)

3ψ′′((1 − µt)φ) + µ3
tψ

′′(µtφ) − ψ′′(φ). (A.7.4)

Logo,st = ∂dt

∂φ . Assim,

Uφφφ = −
∑

t:yt∈(0,1)

st.

Os cumulantes de terceira ordem com respeito aβ e φ são obtidos pelo cálculo do valor esperado dos momentos
acima. ConsideramosUrsu, Urφφ,, Ursφ, Uφφφ etc. funções contínuas da variável aletóriay. Assim, ao utilizarmos a
Proposição A.1.1, temos

κrsu = E(Ursu) = E

(
− φ

∑

t:yt∈(0,1)

{
φ2mt

(dµt

dηt

)3

+φwtat − [y∗t − µ∗
t ]bt

}
xtsxtrxtu

)

= −φ2
n∑

t=1

(1 − αt)

{
φmt

(
dµt

dηt

)3

+wtat

}
xtsxtrxtu,

κφφφ = E(Uφφφ) = E
( ∑

t:yt∈(0,1)

−st

)
= −

n∑

t=1

(1 − αt)st.
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Finalmente,

κrsφ = E(Ursφ) = E

( ∑

t:yt∈(0,1)

{
ut

(dµt

dηt

)
+[y∗t − µ∗

t ]
( ∂

∂µt

dµt

dηt

)
−ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxts

)

=
n∑

t=1

(1 − αt)

{
ut

(dµt

dηt

)
−ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxts

e

κrφφ = E(Urφφ) = E
( ∑

t:yt∈(0,1)

−rtxtr

)
= −

n∑

t=1

(1 − αt)rtxtr.

Derivando os cumulantes de segunda ordem deℓ2(β, φ) com respeito aos parâmetros de interesse, temos

κ(u)
rs =

∂κrs

∂βu
=

∂

∂µt

(
− φ2

n∑

t=1

(1 − αt)wt

(dµt

dηt

)2

xtsxtr

)
dµt

dηt

∂ηt

∂βu

= −φ2
n∑

t=1

(1 − αt)

(
∂wt

∂µt

(dµt

dηt

)2

+2wt

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)dµt

dηt

)
dµt

dηt
xtrxtsxtu

= −φ2
n∑

t=1

(1 − αt)

(
φmt

(dµt

dηt

)3

+
2

3
wtat

)
xtrxtsxtu,

κ(φ)
rs =

∂κrs

∂φ
=

∂

∂φ

(
− φ2

n∑

t=1

(1 − αt)wt

(dµt

dηt

)2

xtsxtr

)

= −2φ

n∑

t=1

(1 − αt)wt

(dµt

dηt

)2

xtsxtr − φ2
n∑

t=1

(1 − αt)[µtmt + ψ′′((1 − µt)φ)]
(dµt

dηt

)2

xtsxtr

= −φ
n∑

t=1

(1 − αt){2wt + φ[µtmt + ψ′′((1 − µt)φ)]}
(dµt

dηt

)2

xtsxtr.

Logo,

κ(φ)
rs =

n∑

t=1

(1 − αt)
{
ut

(dµt

dηt

)2}
xtsxtr,

κ
(u)
rφ =

∂κrφ

∂βu
=

∂

∂µt

(
−

n∑

t=1

(1 − αt)ct
dµt

dηt
xtr

)
dµt

dηt

∂ηt

∂βu

= −
n∑

t=1

(1 − αt)
{ ∂ct

∂µt

dµt

dηt
+ ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxtu.
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Como
∂ct

∂µt
=

∂

∂µt
φ[µtwt − ψ′((1 − µt)φ)]

= φ
(
wt + µt

∂wt

∂µt
+ φψ′′((1 − µt)φ)

)

= φ(wt + µtφmt + φψ′′((1 − µt)φ)),

temos

κ
(u)
rφ = −

n∑

t=1

(1 − αt)
{

[φ(wt + µtφmt + φψ′′((1 − µt)φ))]
dµt

dηt
+ ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxtu.

Temos ainda

κ
(φ)
rφ =

∂κrφ

∂φ
=

∂

∂φ

(
−

n∑

t=1

(1 − αt)ct
dµt

dηt
xtr

)
= −

n∑

t=1

(1 − αt)
∂ct

∂φ

dµt

dηt
xtr.

Seja
∂ct

∂φ
=

∂

∂φ
{φ[µtwt − ψ′((1 − µt)φ)]}

= [µtwt − ψ′((1 − µt)φ)] + φ
{
µt
∂wt

∂φ
− (1 − µt)ψ

′′((1 − µt)φ)
}

= [µtwt − ψ′((1 − µt)φ)] + φ
{
µt[µtmt + ψ′′((1 − µt)φ)] − (1 − µt)ψ

′′((1 − µt)φ)
}
.

= [µtwt − ψ′((1 − µt)φ)] + φ[µ2
tψ

′′(µtφ) − (1 − µt)
2ψ′′((1 − µt)φ)].

Definimos
zt = [µtwt − ψ′((1 − µt)φ)] + φ[µ2

tψ
′′(µtφ) − (1 − µt)

2ψ′′((1 − µt)φ)]. (A.7.5)

Então,

κ
(φ)
rφ = −

n∑

t=1

(1 − αt)zt
dµt

dηt
xtr,

κ
(u)
φφ =

∂κφφ

∂βu
=

∂

∂µt

(
−

n∑

t=1

(1 − αt)dt

)
dµt

dηt

∂ηt

∂βu
= −

n∑

t=1

(1 − αt)
∂dt

∂µt

dµt

dηt
xtu,

∂dt

∂µt
=

∂

∂µt
{(1 − µt)

2ψ′((1 − µt)φ) + µ2
tψ

′(µtφ) − ψ′(φ)}

= −2(1 − µt)ψ
′((1 − µt)φ) − φ(1 − µt)

2ψ′′((1 − µt)φ)

+ 2µtψ
′(µtφ) + φµ2

tψ
′′(µtφ).

= 2[µtwt − ψ′((1 − µt)φ)] + φ[µ2
tψ

′′(µtφ)

− (1 − µt)
2ψ′′((1 − µt)φ)] = rt.

Desta forma,

κ
(u)
φφ =

n∑

t=1

−(1 − αt)rt
dµt

dηt
xtu.
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Finalmente,

κ
(φ)
φφ =

∂κφφ

∂φ
=

∂

∂φ

(
−

n∑

t=1

(1 − αt)dt

)
= −

n∑

t=1

(1 − αt)
∂dt

∂φ
= −

n∑

t=1

(1 − αt)st.

Utilizando os cumulantes de terceira ordem deℓ2(β, φ) e as derivadas dos cumulantes de segunda ordem deℓ2(β, φ),
calculamos as seguintes quantidades

κ(u)
rs − 1

2
κrsu = − φ2

n∑

t=1

(1 − αt)

{
φmt

(dµt

dηt

)3

+
2

3
wtat

}
xtrxtsxtu

+
1

2
φ2

n∑

t=1

(1 − αt)

{
φmt

(dµt

dηt

)3

+wtat

}
xtsxtrxtu

=
n∑

t=1

(1 − αt)
−φ2

2

{
φmt

(
dµt

dηt

)3

+
1

3
wtat

}
xtsxtrxtu.

SejaW1 = diag{w11, . . . , w1n} uma matriz diagonal de dimensãon× n com elemento típico

w1t = −φ
2

2
[φmt

(dµt

dηt

)3

+
1

3
wtat],

e seja uma matriz diagonal∆ = diag{δ1, . . . , δn}, denominada de ponderações, em queδt = 1 − αt é a probabilidade
deyt ser observada no intervalo (0,1). Então

κ(u)
rs − 1

2
κrsu =

n∑

t=1

δtw1txtrxtsxtu. (A.7.6)

Agora, calculamos

κ(φ)
rs − 1

2
κrsφ =

n∑

t=1

(1 − αt)

{
ut

(dµt

dηt

)2
}
xtsxtr

− 1

2

n∑

t=1

(1 − αt)

{
ut

(dµt

dηt

)
−ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxts

=

n∑

t=1

1

2
(1 − αt)

{
ut

(dµt

dηt

)
+ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxts.

Se definimosW2 = diag{w21, . . . , w2n} com

w2t =
1

2

{
ut

(
dµt

dηt

)
+ct

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)}
dµt

dηt
,

temos

κ(φ)
rs − 1

2
κrsφ =

n∑

t=1

δtw2txtrxts. (A.7.7)
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Adicionalmente,

κ
(u)
rφ − 1

2
κrφu =

n∑

t=1

(1 − αt)
{
− φ{wt + φ[µtmt + ψ′′((1 − µ)φ)]}dµt

dηt
− ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxtu

− 1

2

n∑

t=1

(1 − αt)

{
− φ{2wt + φ[µtmt + ψ′′((1 − µ)φ)]}dµt

dηt
− ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxtu

=

n∑

t=1

(1 − αt)

{
− 1

2
φ2[µtmt + ψ′′((1 − µ)φ)]

dµt

dηt
− 1

2
ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxtu.

DefinimosW3 = diag{w31, . . . , w3n} a matriz diagonal de dimensãon× n com

w3t = −1

2

{
φ2[µtmt + ψ′′((1 − µ)φ)]

dµt

dηt
+ ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
,

podemos escrever

κ
(u)
rφ − 1

2
κrφu =

n∑

t=1

δtw3txtrxtu. (A.7.8)

De forma análoga,

κ
(u)
φr − 1

2
κφru = κ

(u)
rφ − 1

2
κrφu =

n∑

t=1

δtw3txtrxtu. (A.7.9)

Agora,

κ
(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

=

n∑

t=1

−(1 − αt)

{
[µtwt − ψ′((1 − µt)φ)] + φ[µ2

tψ
′′(µtφ) − (1 − µt)

2ψ′′((1 − µt)φ)]

}
dµt

dηt
xtr

− 1

2

n∑

t=1

−(1 − αt)

{
2[µtwt − ψ′((1 − µt)φ)] + φ[µ2

tψ
′′(µtφ) − (1 − µt)

2ψ′′((1 − µt)φ)]

}
dµt

dηt
xtr

=

n∑

t=1

−1

2
(1 − αt)φ[µ2

tψ
′′(µtφ) − (1 − µt)

2ψ′′((1 − µt)φ)]
dµt

dηt
xtr.

DefinimosW4 = diag{w41, . . . , w4n} a matriz diagonal de dimensãon× n com

w4t =
−1

2
φ[µ2

tψ
′′(µtφ) − (1 − µt)

2ψ′′((1 − µt)φ)]
dµt

dηt
.
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Logo,

κ
(φ)
rφ − 1

2
κrφφ =

n∑

t=1

δtw4txtr. (A.7.10)

Finalmente,

κ
(u)
φφ − 1

2
κφφu =

n∑

t=1

−(1 − αt)rt
dµt

dηt
xtu. −

1

2

n∑

t=1

−(1 − αt)rt
dµt

dηt
xtu.

=

n∑

t=1

−1

2
(1 − αt)rt

dµt

dηt
xtu,

Se definimosW5 = diag{w51, . . . , w5n} a matriz diagonal de dimensãon× n com

w5t = −1

2
rt

dµt

dηt
,

temos que

κ
(u)
φφ − 1

2
κφφu =

n∑

t=1

δtw5txtu, (A.7.11)

κ
(φ)
φφ − 1

2
κφφφ =

n∑

t=1

−(1 − αt)st −
1

2

n∑

t=1

−(1 − αt)st =

n∑

t=1

−1

2
δtst. (A.7.12)

Com as quantidades calculadas acima podemos obter a fórmulade Cox & Snell (1968) para o cálculo do viés de
segunda ordem do estimador de máxima verossimilhança doa-ésimo componente do vetor̂β, a saber:

B(β̂a) =
∑

r,s,u

κarκsu

{
κ(t)

rs − 1

2
κrsu

}
+ κaφ

∑

s,u

κsu

{
κ

(u)
φs − 1

2
κφsu

}

+
∑

r,u

κarκφu

{
κ

(u)
rφ − 1

2
κrφu

}
+
∑

r,s

κarκsφ

{
κ(φ)

rs − 1

2
κrsφ

}

+ κaφ
∑

u

κφu

{
κ

(u)
φφ − 1

2
κφφu

}
+ κaφ

∑

s

κsφ

{
κ

(φ)
φs − 1

2
κφsφ

}

+ κφφ
∑

r

κar

{
κ

(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

}
+ κaφκφφ

{
κ

(φ)
φφ − 1

2
κφφφ

}
.

Pode-se observar de 3.2.19 que as entradas da matrizKβφ não são nulas, o que leva a uma complicação do cálculo,
indicando que todos os termos da expansão anterior devem sercalculados.
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Assim, parar = 1, . . . ,m temos

∑

r,s,u

κarκsu

{
κ(u)

rs − 1

2
κrsu

}
=
∑

r,s,u

κarκsu
n∑

t=1

δtw1txtrxtsxtu

=
n∑

t=1

δtw1t

∑

r

κarxtr

∑

s,u

xtsκ
suxtu.

Se definimose∼a
como sendo oa-ésimo vetor coluna da matriz identidade de dimensãom×m, temos que

n∑

t=1

δtw1t

∑

r

κarxtr

∑

s,u

xtsκ
suxtu =

n∑

t=1

δtw1t

∑

r

κarxtr(x
⊤
t K

ββxt)

=

n∑

t=1

δtw1t e∼
⊤

a
Kββxt(x

⊤
t K

ββxt)

= e∼
⊤

a
Kββ

n∑

t=1

δtw1txt(x
⊤
t K

ββxt),

em quext é o vetor linha obtido dat-ésima linha da matrizX, Kββ é a inversa da informação de Fisher deβ obtida de
3.2.19 eδββ é o vetor de dimensãon× 1 obtido da diagonal principal da matrizXKββX⊤. Assim,

∑

r,s,u

κarκsu

{
κ(u)

rs − 1

2
κrsu

}
= e∼

⊤

a
KββX⊤∆W1δββ . (A.7.13)

Agora,
∑

φ,s,u

κaφκsu

{
κ

(u)
φs − 1

2
κφsu

}
= κaφ

∑

s,u

κsu

{
κ

(u)
φs − 1

2
κφsu

}

= κaφ
∑

s,u

κsu
n∑

t=1

δtw3txtsxtu = κaφ
n∑

t=1

δtw3t

∑

s,u

xtsκ
suxtu

= κaφ
n∑

t=1

δtw3t(x
⊤
t K

ββxt) = κaφ tr(∆W3XK
ββX⊤),

ondetr(·) é o operador traço de uma matriz quadrada. Logo,

∑

φ,s,u

κaφκsu

{
κ

(u)
φs − 1

2
κφsu

}
= e∼

⊤

a
Kβφ tr(∆W3XK

ββX⊤). (A.7.14)
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Tomemos ∑

r,φ,u

κarκφu

{
κ

(u)
rφ − 1

2
κrφu

}
=
∑

r,u

κarκφu

{
κ

(u)
rφ − 1

2
κrφu

}

=
∑

r,u

κarκφu
n∑

t=1

δtw3txtrxtu =
n∑

t=1

δtw3t

∑

r

κarxtr

∑

u

κφuxtu

=
n∑

t=1

δtw3t( e∼
⊤

a
Kββxt)(x

⊤
t K

βφ) = e∼
⊤

a
Kββ

n∑

t=1

(xtδtw3tx
⊤
t )Kβφ.

Porém, ∑

r,φ,u

κarκφu

{
κ

(u)
rφ − 1

2
κrφu

}
= e∼

⊤

a
Kββ(X⊤∆W3X)Kβφ. (A.7.15)

De forma similar, ∑

r,s,φ

κarκsφ

{
κ(φ)

rs − 1

2
κrsφ

}
=
∑

r,s

κarκsφ

{
κ(φ)

rs − 1

2
κrsφ

}

=
∑

r,s

κarκsφ
n∑

t=1

δtw2txtrxts =

n∑

t=1

δtw2t

∑

r

κarxtr

∑

s

κsφxts

=

n∑

t=1

δtw2t( e∼
⊤

a
Kββxt)(x

⊤
t K

βφ) = e∼
⊤

a
Kββ(X⊤∆W2X)Kβφ.

Portanto, ∑

r,s,φ

κarκsφ

{
κ(φ)

rs − 1

2
κrsφ

}
= e∼

⊤

a
Kββ(X⊤∆W2X)Kβφ. (A.7.16)

Agora, calculamos
∑

φ,φ,u

κaφκφu

{
κ

(u)
φφ − 1

2
κφφu

}
= κaφ

∑

u

κφu

{
κ

(u)
φφ − 1

2
κφφu

}

= κaφ
∑

u

κφu
n∑

t=1

δtw5txtu = κaφ
n∑

t=1

δtw5t

∑

u

κφuxtu

= κaφ
n∑

t=1

δtw5t(ρ
⊤
t XK

βφ) = κaφ

(
n∑

t=1

δtw5tρ
⊤
t

)
XKβφ

= e∼
⊤

a
Kβφdiagonal(∆W5)XK

βφ,

ondediagonal(·) é o vetor linha formado pela diagonal principal de uma matrizquadrada eρt é ot-ésimo vetor coluna
da matriz identidade de dimensãon× n. Conseqüentemente,

∑

φ,φ,u

κaφκφu

{
κ

(u)
φφ − 1

2
κφφu

}
= e∼

⊤

a
Kβφdiagonal(∆W5)XK

βφ. (A.7.17)
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Analogamente,
∑

φ,s,φ

κaφκsφ

{
κ

(φ)
φs − 1

2
κφsφ

}
= κaφ

∑

s

κsφ

{
κ

(φ)
φs − 1

2
κφsφ

}

= κaφ
∑

s

κsφ
n∑

t=1

δtw4txts = κaφ
n∑

t=1

δtw4t

∑

s

κsφxts

= κaφ
n∑

t=1

δtw4t(ρ
⊤
t XK

βφ) = κaφ

(
n∑

t=1

δtw4tρ
⊤
t

)
XKβφ

= e∼
⊤

a
Kβφdiagonal(∆W4)XK

βφ.

Logo,
∑

φ,s,φ

κaφκsφ

{
κ

(φ)
φs − 1

2
κφsφ

}
= e∼

⊤

a
Kβφdiagonal(W4)XK

βφ. (A.7.18)

Da mesma forma, ∑

r,φ,φ

κarκφφ

{
κ

(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

}
= κφφ

∑

r

κar

{
κ

(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

}

= κφφ
∑

r

κar
n∑

t=1

δtw4txtr = κφφ
n∑

t=1

δtw4t

∑

r

κarxtr

= κφφ
n∑

t=1

δtw4t(ρ
⊤
t XK

ββ) e∼a
= κφφ

(
n∑

t=1

δtw4tρ
⊤
t

)
XKββ e∼a

= e∼
⊤

a
KββX⊤diagonal(∆W4)

⊤Kφφ.

Portanto, ∑

r,φ,φ

κarκφφ

{
κ

(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

}
= e∼

⊤

a
KββX⊤diagonal(W4)

⊤Kφφ. (A.7.19)

Finalmente, temos ∑

φ,φ,φ

κaφκφφ

{
κ

(φ)
φφ − 1

2
κφφφ

}
= κaφκφφ

{
κ

(φ)
φφ − 1

2
κφφφ

}

= κaφκφφ
n∑

t=1

−1

2
δtst = κaφκφφtr(∆S)

= e∼
⊤

a
KβφKφφtr(∆S),

ondeS = diag{−s1/2, . . . ,−sn/2} é uma matriz diagonal de dimensãon× n. Daí,

∑

φ,φ,φ

κaφκφφ

{
κ

(φ)
φφ − 1

2
κφφφ

}
= e∼

⊤

a
KβφKφφtr(∆S). (A.7.20)
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Usando notação matricial derivamos o viés de segunda ordem como

B(β̂a) = e∼
⊤

a
KββX⊤∆W1δββ+ e∼

⊤

a
Kβφ tr(∆W3XK

ββX⊤)

+ e∼
⊤

a
Kββ(X⊤∆W3X)Kβφ+ e∼

⊤

a
Kββ(X⊤∆W2X)Kβφ

+ e∼
⊤

a
Kβφdiagonal(∆W5)XK

βφ+ e∼
⊤

a
Kβφdiagonal(∆W4)XK

βφ

+ e∼
⊤

a
KββX⊤diagonal(∆W4)

⊤Kφφ+ e∼
⊤

a
KβφKφφtr(∆S).

(A.7.21)

Fatorando adequadamente,B(β̂a) se simplifica na forma

B(β̂a) = e∼
⊤

a
KββX⊤(∆W1δββ + ∆(W3 +W2)XK

βφ + diagonal(∆W4)
⊤)

+ e∼
⊤

a
Kβφ(tr(∆W3XK

ββX⊤) +Kφφtr(∆S) + diagonal(∆{W5 +W4})XKβφ).

De forma análoga aos cálculos anteriores, deduz-se que

B(φ̂) = KφβX⊤∆W1δββ +Kφφ tr(∆W3XK
ββX⊤)

+Kφβ(X⊤∆W3X)Kβφ +Kφβ(X⊤∆W2X)Kβφ

+Kφφdiagonal(∆W5)XK
βφ +Kφφdiagonal(∆W4)XK

βφ

+KφβX⊤diagonal(∆W4)
⊤Kφφ +KφφKφφtr(∆S),

(A.7.22)

eB(φ̂) se simplifica na forma

B(φ̂) =Kφβ(X⊤∆W1δββ + (X⊤∆W3X)Kβφ + (X⊤∆W2X)Kβφ +X⊤diagonal(∆W4)
⊤Kφφ)

+Kφφ(tr(∆W3XK
ββX⊤) + diagonal(∆W5)XK

βφ + diagonal(∆W4)XK
βφ +Kφφtr(∆S)).

A.8 Apêndice 8

Viés do estimador de máxima verossimilhança deΥ = (ρ⊤, γ⊤)⊤.

Para o cálculo do viés de segunda ordem dos estimadores de máxima verosimilhança dos parâmetros do modelo de
regressão beta inflacionado em zero e um consideramos a seguinte estrutura

g(µt) = ηt,

log(δ0t/(1 − δ0t − δ1t)) = ζ0t,

log(δ1t/(1 − δ0t − δ1t)) = ζ1t,

t = 1, . . . , n, com parâmetro de precisãoφ constante para todas as observações.
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Note que

δ0t =
eζ0t

1 + eζ0t + eζ0t
,

δ1t =
eζ1t

1 + eζ0t + eζ0t
,

1 − δ0t − δ1t =
1

1 + eζ0t + eζ0t
.

Daí,
∂δ0t

∂ζ0t
=
( eζ0t

1 + eζ0t + eζ0t

)( 1 + eζ0t

1 + eζ0t + eζ0t

)
= δ0t(1 − δ0t),

∂δ1t

∂ζ1t
=
( eζ1t

1 + eζ0t + eζ0t

)( 1 + eζ1t

1 + eζ0t + eζ0t

)
= δ1t(1 − δ1t),

∂δ1t

∂ζ0t
= −

( eζ0t

1 + eζ0t + eζ0t

)( eζ1t

1 + eζ0t + eζ0t

)
= −δ0tδ1t.

(A.8.1)

Desta forma, as expressões (A.3.3) e (A.3.4) se reduzem a

Ur′ =

n∑

t=1

{1l{0}(yt)

δ0t
− 1l(0,1)(yt)

(1 − αt)

}
δ0t(1 − δ0t)vtr′ −

n∑

t=1

{1l{1}(yt)

δ1t
− 1l(0,1)(yt)

(1 − αt)

}
δ0tδ1tvtr′

=

n∑

t=1

(1l{0}(yt) − δ0t)vtr′

(A.8.2)

e

Ur′′ =
n∑

t=1

−
{1l{0}(yt)

δ0t
− 1l(0,1)(yt)

(1 − αt)

}
δ0tδ1tztr′′ +

n∑

t=1

{1l{1}(yt)

δ1t
+

1l(0,1)(yt)

(1 − αt)

}
δ1t(1 − δ1t)ztr′′

=

n∑

t=1

(1l{1}(yt) − δ1t)ztr′′ ,

(A.8.3)

respectivamente. Seguidamente, as expressões (A.3.5), (A.3.6) e (A.3.7) se reduzem a

Ur′s′ =

n∑

t=1

{∂[(1l{0}(yt) − δ0t)vtr′ ]

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ0t
vts′

}
+
{∂[(1l{0}(yt) − δ0t)vtr′ ]

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ0t
vts′

}

= −
n∑

t=1

δ0t(1 − δ0t)vtr′vts′ ,

(A.8.4)

Ur′′s′′ =

n∑

t=1

{∂[(1l{1}(yt) − δ1t)ztr′′ ]

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ1t
zts′′

}
+
{∂[(1l{1}(yt) − δ1t)ztr′′ ]

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ1t
zts′′

}

= −
n∑

t=1

δ1t(1 − δ1t)ztr′′zts′′ ,

(A.8.5)
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Ur′s′′ =

n∑

t=1

{∂[(1l{0}(yt) − δ0t)vtr′ ]

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ1t
zts′′

}
+
{∂[(1l{0}(yt) − δ0t)vtr′ ]

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ1t
zts′′

}

=

n∑

t=1

δ0tδ1tvtr′zts′′ .

(A.8.6)

Agora, os momentos de terceira ordem com respeito aρ e γ são obtidos pela diferenciação da função de log-
verossimilhançaℓ1(ρ, γ) com respeito aos parâmetros de interesse. Assim, parar′, s′, u′ = 1, . . . , k0, e r′′, s′′, u′′ =
1, . . . , k1, temos

Ur′s′u′ =

n∑

t=1

{∂[δ0t(1 − δ0t)vtr′vts′ ]

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ0t
vtu′

}
+
{∂[δ0t(1 − δ0t)vtr′vts′ ]

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ0t
vtu′

}

= −
n∑

t=1

δ0t(1 − δ0t)(1 − 2δ0t)vtr′vts′vtu′ ,

(A.8.7)

Ur′s′′u′ =

n∑

t=1

{∂[δ0tδ1tvtr′zts′′ ]

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ0t
vtu′

}
+
{∂[δ0tδ1tvtr′zts′′ ]

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ0t
vtu′

}

=

n∑

t=1

δ0tδ1t(1 − 2δ0t)vtr′zts′′vtu′ ,

(A.8.8)

Ur′′s′′u′ =
n∑

t=1

{∂[δ1t(1 − δ1t)ztr′′zts′′ ]

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ0t
vtu′

}
+
{∂[δ1t(1 − δ1t)ztr′′zts′′ ]

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ0t
vtu′

}

=

n∑

t=1

δ0tδ1t(1 − 2δ0t)ztr′′zts′′vtu′ ,

(A.8.9)

Ur′s′u′′ =

n∑

t=1

{∂[δ0t(1 − δ0t)vtr′vts′ ]

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ1t
ztu′′

}
+
{∂[δ0t(1 − δ0t)vtr′vts′ ]

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ1t
ztu′′

}

=

n∑

t=1

δ0tδ1t(1 − 2δ1t)vtr′vts′ztu′′ ,

(A.8.10)

Ur′s′′u′′ =

n∑

t=1

{∂[δ0tδ1tvtr′zts′′ ]

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ1t
ztu′′

}
+
{∂[δ0tδ1tvtr′zts′′ ]

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ1t
ztu′′

}

=
n∑

t=1

δ0tδ1t(1 − 2δ1t)vtr′vts′ztu′′ ,

(A.8.11)
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Ur′′s′′u′′ =

n∑

t=1

{∂[δ1t(1 − δ1t)ztr′′zts′′ ]

∂δ0t

∂δ0t

∂ζ1t
ztu′′

}
+
{∂[δ1t(1 − δ1t)ztr′′zts′′ ]

∂δ1t

∂δ1t

∂ζ1t
ztu′′

}

= −
n∑

t=1

δ1t(1 − δ1t)(1 − 2δ1t)ztr′′zts′′ztu′′ .

(A.8.12)

Tomando o valor esperado dos momentos acima, temos

κr′s′ = E(Ur′s′) = Ur′s′ ,

κr′′s′′ = E(Ur′′s′′) = Ur′′s′′ ,

κr′s′′ = E(Ur′s′′) = Ur′s′′ ,

κr′s′u′ = E(Ur′s′u′) = Ur′s′u′ ,

κr′′s′′u′′ = E(Ur′′s′′) = Ur′′s′′u′′ ,

κr′s′u′′ = E(Ur′s′u′′) = Ur′s′u′′ ,

κr′s′′u′′ = E(Ur′s′′u′′) = Ur′s′′u′′ .

Derivando os cumulantes de segunda ordem com respeito aos parâmetros de interesse, temos que

κ
(u′)
r′s′ =

∂κr′s′

∂ρu′

= Ur′s′u′ ,

κ
(u′′)
r′s′ =

∂κr′s′

∂γu′′

= Ur′s′u′′ ,

κ
(u′)
r′s′′ =

∂κr′s′

∂ρu′

= Ur′s′′u′ ,

κ
(u′′)
r′s′′ =

∂κr′s′′

∂γu′′

= Ur′s′′u′′ ,
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κ
(u′)
r′′s′′ =

∂κr′s′′

∂ρu′′

= Ur′′s′′u′ ,

κ
(u′′)
r′′s′′ =

∂κr′s′′

∂γu′′

= Ur′′s′′u′′ .

Usando os resultados acima obtemos as seguintes quantidades:

κ
(u′)
r′s′ − 1

2
κr′s′u′ = −1

2

n∑

t=1

δ0t(1 − δ0t)(1 − 2δ0t)vtr′vts′vtu′ , (A.8.13)

κ
(u′)
r′′s′ − 1

2
κr′′s′u′ = −1

2

n∑

t=1

δ0tδ1t(1 − 2δ0t)vts′vtu′ztr′′ , (A.8.14)

κ
(u′)
r′s′′ − 1

2
κr′s′′u′ = −1

2

n∑

t=1

δ0tδ1t(1 − 2δ0t)vtr′vtu′zts′′ , (A.8.15)

κ
(u′′)
r′s′ − 1

2
κr′s′u′′ = −1

2

n∑

t=1

δ0tδ1t(1 − 2δ1t)vtr′vts′ztu′′ , (A.8.16)

κ
(u′)
r′′s′′ − 1

2
κr′′s′′u′ = −1

2

n∑

t=1

δ0tδ1t(1 − 2δ0t)zts′′vtu′ztr′′ , (A.8.17)

κ
(u′′)
r′′s′ − 1

2
κr′′s′u′′ = −1

2

n∑

t=1

δ0tδ1t(1 − 2δ1t)ztr′′vts′ztu′′ , (A.8.18)

κ
(u′′)
r′s′′ − 1

2
κr′s′′u′′ = −1

2

n∑

t=1

δ0tδ1t(1 − 2δ1t)vtr′zts′′ztu′′ , (A.8.19)

κ
(u′′)
r′′s′′ − 1

2
κr′′s′′u′′ = −1

2

n∑

t=1

δ1t(1 − δ1t)(1 − 2δ1t)ztr′′zts′′ztu′′ . (A.8.20)

Se definimos as matrizes diagonais

P1 = diag{−δ01(1 − δ01)(1 − 2δ01), . . . ,−δ0n(1 − δ0n)(1 − 2δ0n)},
P2 = diag{δ01δ11(1 − 2δ01), . . . , δ0nδ1n(1 − 2δ0n)},
P3 = diag{−δ01δ11(1 − 2δ11), . . . ,−δ0nδ1n(1 − 2δ1n)},
P4 = diag{−δ11(1 − δ11)(1 − 2δ11), . . . ,−δ1n(1 − δ1n)(1 − 2δ1n)},

(A.8.21)
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de dimensão(n× n), temos parar′ = 1, . . . , k0

∑

r′,s′,u′

κar′

κs′u′

{
κ

(u′)
r′s′ − 1

2
κr′s′u′

}
=

1

2

∑

r′,s′,u′

κar′

κs′u′

n∑

t=1

p1tvtr′vts′vtu′ ,

em quep1t é ot-ésimo elemento da matriz diagonalP1. Note que

∑

r′,s′,u′

κar′

κs′u′

{
κ

(u′)
r′s′ − 1

2
κr′s′u′

}
=

1

2

n∑

t=1

p1t

∑

r′

κar′

vtr′

∑

s′,u′

vts′κs′u′

vtu′

= −1

2

n∑

t=1

p1t

∑

r′

κar′

vtr′vtK
ρρv⊤t

=
1

2

n∑

t=1

p1t(vtK
ρρv⊤t ) e∼

⊤

a
Kρρv⊤t ,

sendovt o vetor linha obtido dat-ésima linha da matrizV, Kρρ a matriz de dimensãok0×k0 obtida da inversa da matriz
de informação de Fisher (3.3.14) ee∼a

representando oa-ésimo vetor coluna da matriz identidade de dimensãok0 × k0.

Se definimosδρρ como o vetor de dimensãon× 1 obtido da diagonal principal de matrizV KρρV ⊤, temos que

∑

r′,s′,u′

κar′

κs′u′

{
κ

(u′)
r′s′ − 1

2
κr′s′u′

}
=

1

2
e∼
⊤

a
KρρV ⊤P1δρρ. (A.8.22)

Agora,
∑

r′′,s′,u′

κar′′

κs′u′

{
κ

(u′)
r′′s′ − 1

2
κr′′s′u′

}
=

1

2

n∑

t=1

p2t

∑

r′′

κar′′

ztr′′

∑

s′,u′

vts′κs′u′

vtu′

= −1

2

n∑

t=1

p2t

∑

r′′

κar′′

ztr′′vtK
ρρv⊤t

=
1

2

n∑

t=1

p2t(vtK
ρρv⊤t ) e∼

⊤

a
Kργz⊤t

=
1

2
e∼
⊤

a
KργZ⊤P2δρρ,

(A.8.23)

sendozt o vetor linha obtido dat-ésima linha da matrizZ eKργ a matriz de dimensãok0 × (k1 − k0) obtida da inversa
da matriz de informação de Fisher (3.3.14).
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Analogamente,

∑

r′,s′′,u′

κar′

κs′′u′

{
κ

(u′)
r′s′′ − 1

2
κr′s′′u′

}
=

1

2

n∑

t=1

p2t

∑

r′

κar′

vtr′

∑

s′′,u′

zts′′κs′′u′

vtu′

= −1

2

n∑

t=1

p2t

∑

r′

κar′

vtr′vtK
ργz⊤t

=
1

2

n∑

t=1

p2t(vtK
ργz⊤t ) e∼

⊤

a
Kρρv⊤t

=
1

2
e∼
⊤

a
KρρV ⊤P2δργ ,

(A.8.24)

em queδργ é o vetor de dimensãon× 1 obtido da diagonal principal de matrizV KρρZ⊤.

Temos agora que

∑

r′,s′,u′′

κar′

κs′u′′

{
κ

(u′′)
r′s′ − 1

2
κr′s′u′′

}
=

1

2

n∑

t=1

p3t

∑

r′

κar′

vtr′

∑

s′,u′′

vts′κs′u′′

ztu′′

= −1

2

n∑

t=1

p3t

∑

r′

κar′

vtr′vtK
ργz⊤t

=
1

2

n∑

t=1

p3t(vtK
ργz⊤t ) e∼

⊤

a
Kρρv⊤t

=
1

2
e∼
⊤

a
KρρV ⊤P3δργ .

(A.8.25)

De forma análoga,

∑

r′′,s′′,u′

κar′′

κs′′u′

{
κ

(u′)
r′′s′′ − 1

2
κr′′s′′u′

}
=

1

2

n∑

t=1

p2t

∑

r′′

κar′′

ztr′′

∑

s′′,u′

zts′′κs′′u′

vtu′

= −1

2

n∑

t=1

p2t

∑

r′′

κar′′

ztr′′vtK
ργz⊤t

=
1

2

n∑

t=1

p2t(vtK
ργz⊤t ) e∼

⊤

a
Kργv⊤t

=
1

2
e∼
⊤

a
KργV ⊤P2δργ .

(A.8.26)
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Similarmente,

∑

r′′,s′,u′′

κar′′

κs′u′′

{
κ

(u′′)
r′′s′ − 1

2
κr′′s′u′′

}
=

1

2

n∑

t=1

p3t

∑

r′′

κar′′

ztr′′

∑

s′,u′′

vts′κs′u′′

ztu′′

= −1

2

n∑

t=1

p3t

∑

r′′

κar′′

ztr′′vtK
ργz⊤t

=
1

2

n∑

t=1

p3t(vtK
ργz⊤t ) e∼

⊤

a
Kργz⊤t

=
1

2
e∼
⊤

a
KργZ⊤P3δργ .

(A.8.27)

Agora, temos que

∑

r′,s′′,u′′

κar′

κs′′u′′

{
κ

(u′′)
r′s′′ − 1

2
κr′s′′u′′

}
=

1

2

n∑

t=1

p3t

∑

r′

κar′

vtr′

∑

s′′,u′′

zts′′κs′′u′′

ztu′′

= −1

2

n∑

t=1

p3t

∑

r′

κar′

vtr′ztK
γγz⊤t

=
1

2

n∑

t=1

p3t(ztK
γγz⊤t ) e∼

⊤

a
Kρρv⊤t

=
1

2
e∼
⊤

a
KρρV ⊤P3δγγ ,

(A.8.28)

sendoKγγ a matriz de dimensãok1 × k1 obtida da inversa da matriz de informação de Fisher (3.3.14)e δγγ o vetor de
dimensãon× 1 obtido da diagonal principal de matrizZKγγZ⊤. Finalmente

∑

r′′,s′′,u′′

κar′′

κs′′u′′

{
κ

(u′′)
r′′s′′ − 1

2
κr′′s′′u′′

}
=

1

2

n∑

t=1

p4t

∑

r′′

κar′′

ztr′′

∑

s′′,u′′

zts′′κs′′u′′

ztu′′

= −1

2

n∑

t=1

p4t

∑

r′′

κar′′

ztr′′ztK
γγz⊤t

=
1

2

n∑

t=1

p4t(ztK
γγz⊤t ) e∼

⊤

a
Kργz⊤t

=
1

2
e∼
⊤

a
KργZ⊤P4δγγ .

(A.8.29)

A.9 Apêndice 9

Resíduos padronizados do modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

Respeitando o formato da distribuição de probabilidades davariável resposta e usando a definição geral de resíduos
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dada por Cox & Snell (1968), podemos definir resíduos padronizados para o modelo de regressão beta inflacionado em
zero ou um. Neste sentido, se consideramosφ conhecido, temos que o algoritmo escore de Fisher é expressopor

γ(m+1) = γ(m) + (Z⊤Q(m)Z)−1Z⊤P (m)G(m)(yc − α∗(m))

= (Z⊤Q(m)Z)−1Z⊤Q(m)z(m),
(A.9.1)

ondez(m) = Zγ(m) + (Q(m))−1P (m)G(m)(yc − α∗(m)). Já o algoritmo escore de Fisher para calcular a estimativa de
máxima verossimilhança deβ é expresso por

β(m+1) = (X⊤W
(m)
ββ X)−1X⊤W

(m)
ββ z

∗(m)
1 (A.9.2)

sendo
z
∗(m)
1 = Xβ(m) + (W

(m)
ββ )−1T (m)H(m)(y∗ − µ∗(m))

um vetor de dimensãon× 1. Da convergência do processo iterativo escore de Fisher paraγ eβ temos

γ̂ = (Z⊤Q̂Z)−1Z⊤Q̂τ̂1,

β̂ = (X⊤ŴββX)−1X⊤Ŵββ τ̂2,

sendôτ1 = ζ̂+G−1(yc−α̂∗) e τ̂2 = η̂+φŴ−1
ββ T̂H(y∗−µ̂∗) em quêζ = (ζ̂1, . . . , ζ̂n) = Zγ̂ e η̂ = (η̂1, . . . , η̂n) = Xβ̂.

Se definimosτ∗1 = Q̂1/2τ̂1, τ
∗
2 = Ŵ

1/2
ββ τ̂2, Z

∗ = Q̂1/2Z eX∗ = Ŵ
1/2
ββ X, temos que

γ̂ = (Z∗⊤Z∗)−1Z∗⊤τ∗1 ,

β̂ = (X∗⊤X∗)−1X∗⊤τ∗2 ,
(A.9.3)

ou seja,̂γ é a solução de mínimos quadrados de uma regressão linear deτ∗1 contra as colunas deZ∗ e β̂ é a solução de
mínimos quadrados de uma regressão linear deτ∗2 contra as colunas deX∗. Da equação (A.9.3) temos que

τ̂∗1 = Z∗γ̂ = Q̂1/2Z(Z⊤Q̂Z)−1Z⊤Q̂1/2Q̂1/2τ̂1

= Ĥ∗
1 τ

∗
1 ,

τ̂∗2 = X∗β̂ = Ŵ
1/2
ββ X(X⊤ŴββX)−1X⊤Ŵ

1/2
ββ Ŵ

1/2
ββ τ̂2

= Ĥ∗
2 τ

∗
2 ,

em queĤ∗
1 = Q̂1/2Z(Z⊤Q̂Z)−1Z⊤Q̂1/2 e Ĥ∗

2 = Ŵ
1/2
ββ X(X⊤ŴββX)−1X⊤Ŵ

1/2
ββ são matrizes de projeção. Assim,

de (A.9.3) os resíduos ordinários podem ser expressos por

e∗1 = τ∗1 − τ̂∗1 = (In − Ĥ∗
1 )τ∗1 ,

e∗2 = τ∗2 − τ̂∗2 = (In − Ĥ∗
2 )τ∗2 ,

(A.9.4)
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em queIn é a matriz identidade de dimensãon× n. Alternativamente, podemos escrever

e∗1 = (In − Ĥ∗
1 )τ∗1 = Q̂1/2τ̂1 − Q̂1/2Z(Z⊤Q̂Z)−1Z⊤Q̂1/2Q̂1/2τ̂1,

= Q̂1/2G−1(yc − α̂∗)

= P 1/2(yc − α̂∗)

(A.9.5)

e
e∗2 = (In − Ĥ∗

2 )τ∗2 = Ŵ
1/2
ββ τ̂2 − Ŵ

1/2
ββ X(X⊤ŴββX)−1X⊤Ŵ

1/2
ββ Ŵ

1/2
ββ τ̂2,

= φŴ
1/2
ββ Ŵ−1

ββ T̂ (y∗ − µ̂∗)

= ∆−1/2W−1/2(y∗ − µ̂∗).

(A.9.6)

As matrizes de variâncias-covariâncias assintóticas dos resíduose∗1 ee∗2, com as quantidades avaliadas nos parâmet-
ros verdadeiros são

Var(e∗1) = (In −H∗
1 )Var(τ∗1 ),

= (In −H∗
1 )Var(Q̂1/2τ1)(In −H∗

1 )

= (In −H∗
1 )Q̂1/2Var(τ1)Q̂

1/2(In −H∗
1 )

= (In −H∗
1 )Q̂1/2Q̂−1Q̂1/2(In −H∗

1 )

= (In −H∗
1 )

(A.9.7)

e

Var(e∗2) = (In −H∗
2 )Var(τ∗2 ),

= (In −H∗
2 )Var(Ŵ

1/2
ββ τ2)(In −H∗

2 )

= (In −H∗
2 )Ŵ

1/2
ββ Var(τ2)Ŵ

1/2
ββ (In −H∗

2 )

= (In −H∗
2 )Ŵ

1/2
ββ Ŵ−1

ββ Ŵ
1/2
ββ (In −H∗

2 )

= (In −H∗
2 ).

(A.9.8)

Adicionalmente, é fácil ver queE(e∗1) = 0 eE(e∗2) = 0.

A.10 Apêndice 10

Resíduos padronizados do modelo de regressão beta inflacionado em zero e um

De forma análoga ao modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um consideramos queφ é conhecido. Da
convergência do processo iterativo escore de Fisher deΥ = (ρ⊤, γ⊤)⊤ temos que

Υ̂ = (Z̃⊤Q̂Z̃)−1Z⊤Q̂τ̂d,

sendôτd = Z̃Υ̂ + Q̂−1(y
d
− ∆̂

d
), em quey

d
= (y⊤{0}, y

⊤
{1})

⊤,∆
d

= (δ⊤0 , δ
⊤
1 )⊤ são vetores de dimensão2n× 1. Aqui
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δ0 = (δ01, . . . , δ0n)⊤, δ1 = (δ11, . . . , δ1n)⊤, y{0} = (1l{0}(y1), . . . , 1l{0}(yn))⊤ e y{1} = (1l{1}(y1), . . . , 1l{1}(yn))⊤

são vetores de dimensãon× 1. Adicionalmente,

Z̃ =

(
V 0
0 Z

)
, Q =

(
Q1 Q3

Q3 Q2

)
,

são matrizes de dimensão(2n×(k0+k1)) e(2n×2n), respectivamente.V é uma matrizn×k0 de covariadas cujat-ésima
linha évt eZ é uma matrizn × k1 de covariadas cujat-ésima linha ézt. Os blocos deQ são:Q1 = V ⊤diag{δ01(1 −
δ01), . . . , δ0n(1−δ0n)}V, Q2 = Z⊤diag{δ11(1−δ11), . . . , δ1n(1−δ1n)}Z eQ3 = Z⊤diag{−δ01δ11, . . . ,−δ0nδ1n}V.

Tomandoτ∗d = Q1/2τ̂d eZ∗ = Q1/2Z̃ temos que

Υ̂ = (Z∗⊤Z∗)−1Z∗⊤τ∗d . (A.10.1)

Portanto,̂Υ é a solução de mínimos quadrados da regressão auxiliar deτ∗d contra as colunas deZ∗. Da equação anterior
deduz-se que

τ̂∗d = Z∗Υ̂ = Q̂1/2Z̃(Z̃⊤Q̂Z̃)−1Z̃⊤Q̂1/2Q̂1/2τ̂d

= Ĥ∗
dτ

∗
d .

O resíduo ordinário da regressão (A.10.1) pode ser expressopor

e∗d = τ∗d − τ̂∗d = τ∗d − Ĥ∗
dτ

∗
d = (I2n − Ĥ∗

d)τ∗d ,

em queI2n é a matriz identidade de dimensão(2n × 2n) e Ĥ∗
d = Q̂1/2Z̃(Z̃⊤Q̂Z̃)−1Z̃⊤Q̂1/2 é a matriz de projeção.

Note quee∗d também pode ser escrito como

e∗d = (I2n − Ĥ∗
d)τ∗d = Q̂1/2τ̂d − Q̂1/2Z̃(Z̃⊤Q̂Z̃)−1Z̃⊤Q̂1/2Q̂1/2τ̂d,

= Q̂1/2Q̂−1(y
d
− ∆̂

d
)

= Q̂−1/2(y
d
− ∆̂

d
).

(A.10.2)

Note que se as quantidades são avaliadas nos parâmetros verdadeiros, obtemos queE(e∗d) = 0 e

Var(e∗d) = Q̂−1/2Var(y
d
)Q̂−1/2.

Por outro lado,
Var(e∗d) = (I2n − Ĥ∗

d)Var(τ∗d )(I2n − Ĥ∗
d)

= (I2n − Ĥ∗
d)Q̂−1/2Var(τ̂d)Q̂−1/2(I2n − Ĥ∗

d).

Assintoticamente, temosVar(Υ̂) = (Z̃⊤Q̂Z̃)−1, que implicaVar(τ̂d) = Q̂−1. Desta forma,

Var(e∗d) = (I2n − Ĥ∗
d)Q̂−1/2Q̂−1Q̂−1/2(I2n − Ĥ∗

d)

= (I2n − Ĥ∗
d)
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e
Var(y

d
) = Q̂−1/2(I2n − Ĥ∗

d)Q̂−1/2.

Desta forma, podemos construir o resíduo padronizado para ocomponente discreto do modelo de regressão beta
inflacionado em zero e um na forma:

rd

pi
=

(ydi
− ∆̂di

)√
q̂ii(1 − ĥdii

)
, i = 1, . . . , 2n, (A.10.3)

em quey
d

= (y⊤{0}, y
⊤
{1})

⊤, ∆
d

= (δ⊤0 , δ
⊤
1 )⊤ são vetores de dimensão2n × 1. Aqui, δ0 = (δ01, . . . , δ0n)⊤, δ1 =

(δ11, . . . , δ1n)⊤, y{0} = (1l{0}(y1), . . . , 1l{0}(yn))⊤ e y{1} = (1l{1}(y1), . . . , 1l{1}(yn))⊤ são vetores de dimensão

n×1. Adicionalmente,̂qii é oi-ésimo elemento da diagonal principal da matrizQ̂ definida em (A.10) êhdii
é oi-ésimo

elemento da diagonal principal da matriz de projeção.

Note que, parai = 1, . . . , n, o resíduord

pi
corresponde ao resíduo padronizado do sub-modelo do componente

discreto que modela a probabilidade de ocorrência de zeros eparai = n + 1, . . . , 2n, rd

pi
corresponde ao resíduo

padronizado do sub-modelo do componente discreto que modela a probabilidade de ocorrência de uns. Desta forma,
parece razoável sugerir dois conjuntos de gráficos de resíduos para o componente discreto deste modelo. O primeiro é
derd

pi
contra∆̂di

parai = 1, . . . , n e o segundo derd

pi
contra∆̂di

parai = n + 1, . . . , 2n. Neste caso, é de se esperar
que os gráficos revelem marginalmente pontos aberrantes para cada sub-modelo.

Definimos as matrizes de dimensão(2n× n), Ψ0 = (In, 0n)⊤ eΨ1 = (0n, In)⊤, em queIn é a matriz identidade
de dimensãon×n e0n é uma matriz de zeros de dimensãon×n. Desta forma, podemos definir as matrizes de projeção

H{0} = Ψ⊤
0 H

∗
dΨ0,

H{1} = Ψ⊤
1 H

∗
dΨ1,

(A.10.4)

correspondentes aos sub-modelos do componente discreto que modelam a probabilidade de ocorrência de zeros e uns
respectivamente.

A.11 Apêndice 11

Cálculo de curvaturas para o modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um

Matriz Hessiana

Para obter a matriz hessiana utilizamos as quantidades (A.1.1) –(A.1.4) obtidas no Apêndice A.1. Definimos as
matrizes diagonaisW1 = diag{w11, . . . ,w1n}, W2 = diag{w21, . . . ,w2n}, W3 = diag{w31, . . . ,w3n}, W4 =
diag{w41, . . . ,w4n} de dimensãon× n. Parat = 1, . . . , n, temos

w1t =

(
−1l(0,1)(yt)

(1 − αt)2
− 1l{c}(yt)

α2
t

)(dαt

dζt

)2

+

(
1l{c}(yt)

αt
− 1l(0,1)(yt)

(1 − αt)

)( ∂

∂αt

dαt

dζt

)dαt

dζt
,
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w2t =




−φ2wt

(
dµt

dηt

)2

+φ[y∗t − µ∗
t ]
(

∂
∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt
, se yt ∈ (0, 1),

0, se yt = c,

w3t =

{
−{ct − (y∗t − µ∗

t )}, se yt ∈ (0, 1),

0, se yt = c,

e

w4t =

{
−dt, se yt ∈ (0, 1),

0, se yt = c.

Em notação matricial temos que as segundas derivadas da função de log-verossimilhançaℓ(θ) são:Uγγ = Z⊤W1Z,
Uββ = X⊤W2X, Uβφ = U⊤

φβ = X⊤W3 eUφφ = tr(W4). Desta forma, a matriz hessiana do modelo de regressão
beta inflacionado em zero ou um é

ℓ̈ =



Uγγ 0 0
0 Uββ Uβφ

0 Uφβ Uφφ


 . (A.11.1)

No modelo de regressão beta inflacionado em zero ou um temos que θ = (γ⊤, β⊤, φ)⊤, então∆ é uma matriz de
dimensão(M +m+ 1) × n dada por

∆ =




∂2ℓ(θ|ω)
∂ω1∂γ1

. . . ∂2ℓ(θ|ω)
∂ωn∂γ1

...
. . .

...
∂2ℓ(θ|ω)
∂ω1∂γM

. . . ∂2ℓ(θ|ω)
∂ωn∂γM

∂2ℓ(θ|ω)
∂ω1∂β1

. . . ∂2ℓ(θ|ω)
∂ωn∂β1

...
. . .

...
∂2ℓ(θ|ω)
∂ω1∂βm

. . . ∂2ℓ(θ|ω)
∂ωn∂βm

∂2ℓ(θ|ω)
∂ω1∂φ . . . ∂2ℓ(θ|ω)

∂ωn∂φ




,

avaliada em̂θ = (γ̂⊤,β̂
⊤
, φ̂)⊤ e δ0. Note que é possível particionar∆ na forma∆ = (∆⊤

γ ,∆
⊤
β ,∆φ)⊤, em que

∆γ = ∂2ℓ(θ|ω)/∂γ∂ω⊤|
θ=bθ,δ=ω0

,

∆β = ∂2ℓ(θ|ω)/∂β∂ω⊤|
θ=bθ,ω=δ0

,

∆φ = ∂2ℓ(θ|ω)/∂φ∂ω⊤|
θ=bθ,ω=δ0

,

(A.11.2)

sendôθ o estimador de máxima verossimilhança deθ eω um vetor de perturbações.

146



A.11. Apêndice 11

Ponderação de casos

No esquema de ponderação de casos temos queℓ(θ|ω) = ℓ1(γ|ω) + ℓ2(β, φ|ω). Desta forma, at-ésima linha de∆,
t = 1, . . . , n, é da forma

∆t =
(∂ℓt(αt)

∂γ1
, · · · , ∂ℓt(αt)

∂γM
,
∂ℓt(µt, φ)

∂β1
, · · · , ∂ℓt(µt, φ)

∂βm
,
∂ℓt(µt, φ)

∂φ

)⊤∣∣∣
θ=bθ.

Com base em (3.2.6), (3.2.9) e (3.2.13) temos paraR = 1, . . . ,M e r = 1, . . . ,m,

∂ℓt(αt)

∂γR
=

1l{c}(yt) − αt

αt(1 − αt)

dαt

dζt
ztR,

∂ℓt(µt, φ)

∂βr
= φ(1 − 1l{c}(yt))(y

∗
t − µ∗

t )
dµt

dηt
xtr

e
∂ℓt(µt, φ)

∂φ
= (1 − 1l{c}(yt))ut,

em queut = {µt(y
∗
t −µ∗

t )+s(yt)+ψ(φ)−ψ((1−µt)φ)}. Se definimos as matrizes diagonaisE1 = diag{(1l{c}(y1)−
α1), . . . , (1l{c}(yn) − αn)} e E2 = diag{(y∗t − µ∗

t ), . . . , (y
∗
t − µ∗

t )} e o vetoru = (u1, . . . , un)⊤, podemos escrever
matricialmente

∆γ = ∂ℓ1(γ)/∂γ|
θ=bθ = Z⊤P̂ ĜÊ1,

∆β = ∂ℓ2(β, φ)/∂β|
θ=bθ = φ̂X⊤HT̂ Ê2,

∆φ = ∂ℓ2(β, φ)/∂φ|
θ=bθ = û.

(A.11.3)

O chapéu ‘̂ ’ indica que as quantidades estão sendo avaliadas nos respectivos estimadores de máxima verossimilhança.

Perturbação nas variáveis explanatórias

SejamZ eX matrizes de covariáveis do componente discreto e contínuo do modelo de regressão beta inflacionado
em zero ou um respectivamente. Assumindo queZ 6= X e a p-ésima covariável,zp, p = 1, . . . ,M é perturbada
aditivamente, i.e., da forma definida em (5.3.8), temos que afunção de log-verossimilhança do modelo perturbado é da
formaℓ(θ|ω) = ℓ1(γ|ω) + ℓ2(β, φ), em queℓ1(γ|ω) =

∑n
t=1 ℓt(αt(ω)). Assim,

∂2ℓ(θ)

∂γR∂ωt
=
∂2ℓ1(γ|ω)

∂γR∂ωt
=

∂

∂αt(ω)

(
∂ℓt(αt(ω))

∂αt(ω)

∂αt(ω)

∂ζt(ω)

∂ζt(ω)

∂ωt

)
∂αt(ω)

∂ζt(ω)

∂ζt(ω)

∂γR

=

{
∂2ℓt(αt(ω))

∂αt(ω)2

(∂αt(ω)

∂ζt(ω)

)2

+
∂ℓt(αt(ω))

∂αt(ω)

( ∂

∂αt(ω)

∂αt(ω)

∂ζt(ω)

)∂αt(ω)

∂ζt

}
∂ζt(ω)

∂γR
γpszp

.

Definindo a matriz diagonalW1(ω) = diag{w11(ω), . . . ,w1n(ω)}, em que

w1t(ω) =

(
−1l(0,1)(yt)

(1 − αt(ω))2
− 1l{c}(yt)

αt(ω)2

)(
∂αt(ω)

∂ζt(ω)

)2

+

(
1l{c}(yt)

αt(ω)
− 1l(0,1)(yt)

(1 − αt(ω))

)(
∂

∂αt(ω)

∂αt(ω)

∂ζt(ω)

)
∂αt(ω)

∂ζt(ω)
,
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temos que
∂2ℓ(θ)

∂γR∂ωt
=

{
w1t(ω)γpszp

ztR, se R 6= p,

w1t(ω)γpszp
ztp + ωtszp

, se R = p.
(A.11.4)

Agora, assumindo queZ 6= X e ap-ésima covariável,xp, p = 1, . . . ,m do componente contínuo é perturbada
aditivamente, i.e., da forma definida em (5.3.9), temos que afunção de log-verossimilhança do modelo perturbado é da
formaℓ(θ|ω) = ℓ1(γ) + ℓ2(β, φ|ω), em queℓ2(β, φ|ω) =

∑n
t=1 ℓt(µt(ω), φ). Assim,

∂2ℓ(θ)

∂βr∂ωt
=
∂2ℓ2(β, φ|ω)

∂βr∂ωt
=

∂

∂µt(ω)

(
∂ℓt(µt(ω))

∂µt(ω)

∂µt(ω)

∂ηt(ω)

∂ηt(ω)

∂ωt

)
∂µt(ω)

∂ηt(ω)

∂ηt(ω)

∂βr

=

{
∂2ℓt(µt(ω))

∂µt(ω)2

(∂µt(ω)

∂ηt(ω)

)2

+
∂ℓt(µt(ω))

∂µt(ω)

( ∂

∂µt(ω)

∂µt(ω)

∂ηt(ω)

)∂µt(ω)

∂ηt(ω)

}
∂ηt(ω)

∂βr
βpsxp

.

Definindo a matriz diagonalW2(ω) = diag{w21(ω), . . . ,w2n(ω)}, sendo

w2t(ω) =




−φ2wt(ω)

(
∂µt(ω)
∂ηt(ω)

)2

+ φ[y∗t − µ∗
t (ω)]

(
∂

∂µt(ω)
∂µt(ω)
∂ηt(ω)

)
∂µt(ω)
∂ηt(ω) , se yt ∈ (0, 1),

0, se yt = c,

em quewt(ω) = ψ′(µt(ω)φ) + ψ′(1 − µt(ω))φ) e

µ∗
t (ω) =

{
ψ(µt(ω)φ) − ψ((1 − µt(ω))φ), se yt ∈ (0, 1),

0, caso contrário,

temos que
∂2ℓ(θ)

∂βr∂ωt
=

{
w2t(ω)βpsxp

xtr, se r 6= p,

w2t(ω)βpsxp
xtp + ωtsxp

, se r = p.
(A.11.5)

Agora,
∂2ℓ(θ)

∂φ∂ωt
=
∂2ℓ2(β, φ|ω)

∂φ∂ωt
=

∂

∂φ

(
∂ℓt(µt(ω))

∂µt(ω)

∂µt(ω)

∂ηt(ω)

∂ηt(ω)

∂ωt

)

=
∂2ℓt(µt(ω))

∂φ∂µt(ω)

∂µt(ω)

∂ηt(ω)
βpsxp

.

Definindo o vetorW3(ω) = (w31(ω), . . . ,w3n(ω))⊤, sendo

w3t(ω) =

{
−{ct(ω) − (y∗t − µ∗

t (ω))}, se yt ∈ (0, 1),

0, se yt = c,

em quect(ω) = φ[µt(ω)ψ′(µt(ω)φ) − (1 − µt(ω))ψ′((1 − µt(ω))φ)], temos que

∂2ℓ(θ)

∂φ∂ωt
= w3t(ω)

∂µt(ω)

∂ηt(ω)
βpsxp

. (A.11.6)
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A.12 Apêndice 12

Cálculo de curvaturas para o modelo de regressão beta inflacionado em zero e um

Matriz Hessiana

Para o cálculo da matriz hessiana utilizamos as quantidades(A.1.2) –(A.1.4) obtidas no Apêndice A.1 e as quanti-
dades (A.8.4) – (A.8.6) do Apêndice A.8. Desta forma, a matriz hessiana do modelo de regressão beta inflacionado em
zero e um é

ℓ̈ =




Uρρ Uργ 0 0
Uγρ Uγγ 0 0
0 0 Uββ Uβφ

0 0 Uφβ Uφφ


 , (A.12.1)

em que

Uρρ = V ⊤diag{−δ01(1 − δ01), . . . ,−δ0n(1 − δ0n)}V,
Uργ = Uγρ

⊤ = Z⊤diag{δ01δ11, . . . , δ0nδ1n}V,
Uγγ = Z⊤diag{−δ11(1 − δ11), . . . ,−δ1n(1 − δ1n)}Z,
Uββ = X⊤W2X,

Uβφ = Uφβ
⊤ = X⊤W3,

Uφφ = tr(W4),

ondeV, Z eX são matrizes de regressores conhecidos eW2, W3 eW4 são as matrizes definidas na subseção A.11.

Para o modelo RBIZU temos queθ = (ρ⊤, γ⊤, β⊤, φ)⊤, então∆ é uma matriz de dimensão(k0 + k1 + k) × n da
forma∆ = (∆⊤

ρ ,∆
⊤
γ ,∆

⊤
β ,∆φ)⊤ em que

∆ρ = ∂2ℓ(θ|ω)/∂ρ∂ω⊤|
θ=bθ,δ=ω0

,

∆γ = ∂2ℓ(θ|ω)/∂γ∂ω⊤|
θ=bθ,δ=ω0

,

∆β = ∂2ℓ(θ|ω)/∂β∂ω⊤|
θ=bθ,ω=δ0

,

∆φ = ∂2ℓ(θ|ω)/∂φ∂ω⊤|
θ=bθ,ω=δ0

,

(A.12.2)

sendôθ o estimador de máxima verossimilhança deθ eω um vetor de perturbações.

Ponderação de casos

No esquema de ponderação de casos temos queℓ(θ|ω) = ℓ1(ρ, γ|ω) + ℓ2(β, φ|ω). Neste caso,∆t, a t-ésima linha
da matriz∆, t = 1, . . . , n, é da forma

(∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂ρ1
, · · · , ∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂ρk0

,
∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂γ1
, · · · , ∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂γk1

,
∂ℓt(µt, φ)

∂β1
, · · · , ∂ℓt(µt, φ)

∂βk
,
∂ℓt(µt, φ)

∂φ

)⊤∣∣∣
θ=bθ.
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Com base em (A.8.2), (A.8.3), (3.2.6), (3.2.9) e (3.2.13), respectivamente, temos parar′ = 1, . . . , k0, r
′′ = 1, . . . , k1 e

r = 1, . . . , k que

∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂ρr′

= (1l{0}(yt) − δ0t)vtr′ ,

∂ℓt(δ0t, δ1t)

∂γr′′

= (1l{1}(yt) − δ1t)ztr′′ ,

∂ℓt(µt, φ)

∂βr
= φ1l(0,1)(yt)(y

∗
t − µ∗

t )
dµt

dηt
xtr,

∂ℓt(µt, φ)

∂φ
= 1l(0,1)(yt)ut,

em queut = {µt(y
∗
t −µ∗

t )+s(yt)+ψ(φ)−ψ((1−µt)φ)}. Se definimos as matrizes diagonaisE0 = diag{(1l{0}(y1)−
δ01), . . . , (1l{0}(yn)−δ0n)}, E1 = diag{(1l{1}(y1)−δ11), . . . , (1l{1}(yn)−δ1n)}, E2 = diag{(y∗t −µ∗

t ), . . . , (y
∗
t −µ∗

t )}
e o vetoru = (u1, . . . , un)⊤, podemos escrever matricialmente

∆ρ = V ⊤Ê0,

∆γ = Z⊤Ê1,

∆β = φ̂X⊤mdiag(y(0,1))T̂ Ê2,

∆φ = û,

(A.12.3)

lembrando quey∗, µ∗ foram definidos em (3.2.7), (3.2.8) respectivamente. Aqui,y(0,1) = (1l(0,1)(y1), . . . , 1l(0,1)(yn))⊤

e mdiag(·) é o operador que transforma um vetor numa matriz diagonal. Novamente, o chapéu ‘̂ ’ indica que as
quantidades estão sendo avaliadas nos respectivos estimadores de máxima verossimilhança.
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