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Resumo

Nos ultimos anos tém sido desenvolvidos modelos de regressao beta, queaémariedade de aplicacdes
praticas como, por exemplo, a modelagem de taxas, raz6es ou prapadigbentanto, € comum que dados
na forma de proporcdes apresentem zeros e/ou uns, o que nao peimitie gue os dados provém de uma
distribuicao continua.

Nesta tese, sdo propostas, distribuicGes de mistura entre uma distribuigé® l@a distribuicdo de
Bernoulli, degenerada em zero e degenerada em um para modelaratzdwvados nos intervalf® 1],
[0,1) e (0,1], respectivamente. As distribuicbes propostas séo inflacionadas nooséatiglie a massa de
probabilidade em zero e/ou um excede o que € permitido pela distribuicdoPrefariedades dessas dis-
tribuicbes sao estudadas, métodos de estimagdo por maxima verossimilhangemasccondicionais sdo
comparados. Aplicagdes a varios conjuntos de dados reais sao exasninad

Desenvolvemos também modelos de regresséo beta inflacionados assumiadtisgribuicao da variavel
resposta € beta inflacionada. Estudamos estimacao por maxima verossimilbarigamos expressées em
forma fechada para o vetor escore, a matriz de informacéo de Fisharieveusa. Discutimos estimacao
intervalar para diferentes quantidades populacionais (parametragrdes@o, pardmetro de precisdo) e testes
de hipéteses assintéticos. Derivamos expressfes para o viés ddasegdem dos estimadores de maxima
verossimilhanca dos parametros, possibilitando a obtencéo de estimanlvigis@s que sédo mais precisos
gue os nao corrigidos em amostras finitas.

Finalmente, desenvolvemos técnicas de diagndstico para os modelos elsdegbeta inflacionados,
sendo adotado o método de influéncia local baseado na curvatura momf@ime. llustramos a teoria de-
senvolvida em um conjuntos de dados reais.

Palavras-chave:Curvatura normal conforme, dados de fracdes, distribuicdo betaianféata, estimacgéo por
maxima verossimilhanca, modelo de regressao beta inflacionado, residuos.



Abstract

The last years have seen new developments in the theory of beta i@gmssiels, which are useful for
modelling random variables that assume values in the standard unit inteckahs proportions, rates and
fractions. In many situations, the dependent variable contains zerdsr am@s. In such cases, continuous
distributions are not suitable for modeling this kind of data.

In this thesis we propose mixed continuous-discrete distributions to modebliseaved on the intervals
[0, 1],][0,1) and(0, 1]. The proposed distributions are “inflated beta distributions” in the senséhéarob-
ability mass at 0 and/or 1 exceeds what is expected for the beta distributioperfes of the inflated beta
distributions are given. Estimation based on maximum likelihood and conditionalemis is discussed and
compared. Empirical applications using real data set are provided.

Further, we develop inflated beta regression models in which the undedgsgnption is that the re-
sponse follows an inflated beta law. Estimation is performed by maximum likelidegbrovide closed-form
expressions for the score function, Fisher’s information matrix and itsgavénterval estimation for different
population quantities (such as regression parameters, precision parameda response) is discussed and
tests of hypotheses on the regression parameters can be perforngedaysiptotic tests. We also derive the
second order biases of the maximum likelihood estimators and use them to llaBredjusted estimators.
The numerical results show that bias reduction can be effective in finmiplea.

We also develop a set of diagnostic techniques that can be employed toyidigydirtures from the
postulated model and influential observations. To that end, we adopiclariiluence approach based in the
conformal normal curvature. Finally, we consider empirical examples tar#éliesthe theory developed.

Keywords: Conformal normal curvature, inflated beta distribution, inflated beta $sgne model, fractional
data, maximum likelihood estimation, residuals.

Vi



Conteudo

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

1

Introducéo
1.1 Organizagdodatese . . . . . . . . . e e

1.2 Suporte computacional . . . . . . ... e e e

Agregando zero e/ou um a uma distribuicéo beta

21 IntroduGo . . . . .. L e e
2.2 AdistribuicBobeta . . . ...
2.3 Adistribuicdo beta inflacionadaem zeroouum . . . ... ... . Lo
2.4 Adistribuigdo beta inflacionadaem zeroeum . . . . .. ..o oL
2.5 Resultados NUMEricos e diSCUSSA0 . . . . . . . . o v i e e
26 AplicacBes . . . . . .. e

2.7 ConclusOes . . . . . .

Modelos de regresséo beta inflacionados

3.1 IntroduG8o . . . . . . e e e e e

3.2 Modelo de regressao beta inflacionado em zeroouum . . . . . . . ... L.

Vii

Xi

Xiii

15
22
23
28

30
30
32



CONTEUDO

3.21 Definicdo . . . . . . . e e 32
3.2.2 Processode estimaGao . . . . . . . . . . e 37
3.2.3 Intervalos de confianca e testesde hipéteses . . . . . . ... ... . ...... 39
3.24 Aplicagcdoadadossimulados . . . . . . . .. ... 42
3.3 Modelo de regressao beta inflacionado em zeroeum . . ... ... .............. 42
3.31 Definicdo . . . . . .. e e e 43
3.3.2 Processodeestimacdo . . . . . . . . ... e 49
3.3.3 Intervalos de confianca e testes de hipoteses . . . . . . ... ... ... ... 50
3.3.4 Aplicagdoadadossimulados . . . . .. ... ... ... ... e 52
3.4 Selecdodemodelos . . . . . . .. e 54
3.5 ConclusbBes . . . . . . . 55
Andlise de viés dos estimadores de maxima verosimilhanca nos modedesregressao beta infla-
cionados 56
4.1 INrodUGAO . . . . . . e e e 56
4.2 Correcdo analitica dos vieses dos estimadores de maxima verossimilaemoanpodelo de
regressdo beta inflacionado em zeroouum . . . . . ... ... ... ... ........ B9
4.2.1 Corrigindo os vieses afeeﬁ ............................... 62
4.2.2 Corrigindoosviesesd@eea . . . . . . ... e 63
423 MESder . . . . . 64
4.3 Correcdo analitica dos vieses dos estimadores de maxima verossimilaemoanpodelo de
regressdo beta inflacionado em zeroeum . . . ... ... ... ... ... ....... 66
4.4 AvaliaCao NUMENICA . . . . . . . o v e e e 70
4.5 ConclusBeS . . . . . . . 74
5 Diagnéstico em modelos de regressao beta inflacionados 77

viii



CONTEUDO

5.1 IntroduGlo . . . . . . . . e e 77
5.2 ReSIdUOS . . . . . . e e 78
5.2.1 Residuos para o modelo de regressao beta inflacionado em zeno.ou.u. . . . . . 78

5.2.2 Residuos para o modelo de regressao beta inflacionado em zeraeum . . . . . 80

5.3 InfluéncialLocal . . . . . . . . . .. 82
5.3.1 Influéncia local no modelo de regressao beta inflacionado emuzerno. . . . . . . 87

5.3.2 Influéncia local no modelo de regresséo beta inflacionado em mero.e. . . . . . . 90

5.4 ConclusBes . . . . . . . . 92

6 Aplicacao 93
6.1 ConclusBes . . . . . . . . 101

7 Conclustes 104
7.1 ConsideragBesfinais . . . . . . . . . 104
7.2 Trabalhosfuturos . . . . . . . . . . e 105

A Apéndices 106
Al Apéndicel . . . . .. 106
A2 ApEndiCe 2 . . . . 109
A3 Apéndice 3 . . . . e 111
Ad ApéndiCed . . . . . 117
A5 Apéndice 5 . .. e 119
A6 Apéndice 6 . . . . .. e 120
A7 APENdICE 7 . . . e 123
A8 Apéndice 8 . . . .. e 134
A9 ApéndiCe 9 . . . . . 141



CONTEUDO

A0 Apéndice 10 . . . . . . . e 143
ALl Apéndice 11 . . . . . . . e e 145
Al2 Apéndice 12 . . . . . . e 149
Referéncias Bibliograficas 151



Lista de Figuras

2.1 Densidades beta para diferentes valoregude). . . . . . . . . .. ..o 8
2.2 Densidades BIZ para diferentes escolhag de; o =0.4. . . . . . . . .. ... ... ... 11
2.3 Distribuicdes BIZU para diferentes valoresigde p; « = 0.3,y =0.5.. . . . . . ... . ... 17

2.4 Histograma de frequiéncias e distribuicdo acumulada para a porcardagsmfermeiros com
curso superior em municipios brasileiros. . . . . .. ... L e 26

2.5 Histograma de freqUéncias e distribuicdo acumulada para a propler¢ditos em menores
de 1 ano por causas mal definidas em municipios brasileiros. . . . . .. ......... ... 27

2.6 Histograma de frequiéncias e distribuicdo acumulada para a propgergabitantes que moram

até a 200 km do litoral em paises litordneos. . . . . . . . . . .. ... ... 28
3.1 Diagrama de disperséo darespggta = 1,...,n, contra a covariavet;ez,. . . . . .. .. 43
3.2 Diagrama de disperséo da respaggta = 1,...,n, contra as covariaveis;,, v: €z¢. . . . . . 53
4.1 Viés relativo de segunda ordem para T(@ .......................... 66

6.1 Histograma de freqUéncia e grafico box-plot para a propor¢cagdgileaates de televisdo a
cabo que adquirem servicos adicionais. . . . . . . . . ... e e 94

6.2 Graficos de residuos. Dados de difusdo de televisdoacabo. . . . .. .. .. ... ... 97
6.3 Graficos de residuos do componente discreto e continuo. Dadosskodife televisdo a cabo. 98

6.4 Graficos normais de probabilidades com envelopes simulados. Daddssio de televisédo

Xi



LISTA DE FIGURAS

6.5 (a) Autovalores normalizados em modulg, com valores de; e (b) influéncia devida a

contribuicdo agregada de todos os autovetorgsg);; esquema de ponderagéo de casos. . . . . 99
6.6 (a) Contribuicdo agregada do autovetor 4-influente corresptndermaior autovalofg =
4), e (b) contribuicdo agregada dos autovetores 3-influentes correspiesdos dois maiores
100

autovaloregq = 3); esquema de ponderagdo de casos. . . . . . . ...

Xii



Lista de Tabelas

2.1

2.2

3.1

3.2

3.3

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

6.1
6.2
6.3

Resultados de simulacéo para a distribuigdo BIZ; 0.2, u = 0.1, ¢ = 2.0, E(y) = 0.08 e
Var(y) = 0.0256. . . . . . . o 24
Resultados da simulagéo para a distribuicdo BlZzU: 0.2,y = 0.3, = 0.1, ¢ = 2.0,
E(y) =0.14eVar(y) = 0.0724. . . . . . . . . e 25
Estimativas de maxima verossimilhanca com erros padrdo para os dadéslss;y; ~
BIZ(at, Mt ¢) .......................................... 42
Estimativas de maxima verossimilhangca com erros padrdo para os dadtles;y; ~

BIZU(bot, 014,

Lty @)e o o e e e e e 54
Duas estruturas de regressdo paraomodeloRBIZ. . . . . . ... ................ b4
VIES A =T () .+« o o o v e e e e 65
Resultados de simulagé@,= —0.5,y1 = 1.5 . . . . . . .. .. 71
Resultados de simulagég, = 0.5, =1.8e¢p=120. . . . . . . . ... ... ... .... 73
Resultados de simulagge,= —1.3,p1 = 1.5, =—-1.3ey =15. ... ... .. .... 75
Resultados de simulacé®, = 15,31 =1.8e¢=120. . . . . .. .. .. ... ... .... 76
Medidas resumo dasvaridveis . . . . . . . . . . . e e 94
Estimativas de maxima verossimilhanca comerrospadréo. . . . . ... ... . ... 95
Estimativas de maxima verossimilhanca e suas versdes corrigidas ogmpaairdes . . . . . 96

Xiii



LISTA DE TABELAS

6.4 Medidas de influéncia utilizando a curvatura normal conforme pargueps® de ponderacao
deCcasos. . . . . . . e 102

6.5 Estimativas, desvio padrdo e DRP dos parametros do modelo com a aocwospigta e
tirando as observacbes influentes . . . . . . . ... L L 103

6.6 Medida de impacto DQMRP e EAMRP para os valores ajustados (emmgegeen). . . . . . 103

Xiv



Capitulo 1

Introducao

A distribuicdo beta é util para modelar experimentos aleatérios que prodezeitados no intervalo
(0,1) medidos de forma continua. Neste aspecto, Paolino (2001), Kieschnick@ulugh (2003), Ferrari
& Cribari—-Neto (2004) e Smithson & Verkuilen (2006) propuseram modedsamétricos de regressao para
situacBes em que a distribuicdo da variavel resposta € beta. Nestessnadsilone-se que a resposta média
é relacionada com um preditor linear por meio de uma funcéo de ligacdoedaprlinear envolve covar-
iaveis e parametros de regressdo desconhecidos. Estes modelos td&nldmexxados por um parametro de
preciséo, qgue em algumas situacfes pode variar ao longo das obssri@qithson & Verkuilen, 2006). Os
modelos propostos tém uma ampla aplicabilidade pratica, principalmente, na gerdela taxas, razées ou
proporg6es. No entanto, € comum que dados na forma de propopy@ss@em zeros e/ou uns, o que nao
permite admitir que os dados provém de uma distribuicdo continua.

A presente proposta de tese de doutorado objetiva desenvolventifesspectos de inferéncia e diag-
nostico em uma classe de modelos de regressao beta que admitem a ptesmsTos e/ou uns. No que se
refere a modelagem estudamos modelos de regressao beta inflaciooadosxtensdes naturais do modelo
de regressao beta proposto por Ferrari & Cribari—-Neto (2004}, glael este se assemelha em muitos aspectos
aos modelos lineares generalizados.

1.1 Organizacao da tese

Esta tese se encontra dividida em sete capitulos. No segundo capitubonpsogistribuicdes de mis-
tura entre uma distribuicdo beta e uma distribuicdo de Bernoulli, degenaradere e degenerada em um
para modelar dados observados nos intervilps, [0,1) e (0, 1] respectivamente. Examinamos algumas
propriedades dessas distribuicbes e comparamos os métodos de estioragi&xima verossimilhanca e
momentos condicionais. Adicionalmente, apresentamos aplicacdes a vaijiosae de dados reais.

O terceiro capitulo consiste na modelagem de regressao beta inflacibricidémente consideramos um
modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um, em que a distritbaigadoavel resposta € uma mis-
tura entre uma distribuicdo beta e uma distribuicdo degenerada no pontmzero Apesar desta abordagem
nao ser totalmente inédita (Cook, Kieschnick & McCullough, 2006; Hof,720alguns aspectos inferenciais



1.2. Suporte computacional

ndo haviam ainda sido explorados. Neste sentido, desenvolvemosaidebdseada em verossimilhanca,
apresentando expressdes para o vetor escore, a matriz de inforteaE&ter, algoritmo de estimacéo, in-
tervalos de confianca, testes de hipotese e uma aplicacdo a dados simibtiddamos também um modelo
de regresséo beta inflacionado em zero e um, em que a distribuicddaleMasposta é uma mistura entre
uma distribuic@o beta e a distribuicdo de Bernoulli. Para este modelo discutinstimagéio por maxima
verossimilhanca, e apresentamos expressodes para o vetor escdri, denaformacao de Fisher e algoritmo
de estimagé&o entre outros.

No quarto capitulo, derivamos os vieses de segunda ordem dos estimdelanéxima verossimilhanca
dos parametros dos modelos de regressao beta inflacionados, vistonoqger,al, quanto menor é o tamanho
de amostra, mais viesados séo os estimadores de maxima verossimilhancaafdsiangado de expressdes
gue permitam calcular o viés possibilita determinar estimadores corrigidogigqumeass precisos que 0s nao
corrigidos. Nesse capitulo fornecemos a formula geral de Cox & Si®éi8]Iara os vieses de segunda ordem
dos estimadores de maxima verossimilhanca dos modelos de regressao datmadbs. Adicionalmente,
avaliamos através de estudos de simulacao as propriedades dos esrdadnéima verossimilhanc¢a junto
a seus respectivos estimadores corrigidos.

No quinto capitulo tratamos do problema de diagndstico para os modelos dsségbeta inflaciona-
dos. Neste sentido, para cada modelo investigado no quarto capitul@naesiresiduos tornando possivel
a construcdo de bandas de confianca (envelopes simulados) paexgideale possiveis afastamentos das
suposicdes de cada modelo. Em seguida, desenvolvemos a andlise&weiaflacal baseada na curvatura
normal conforme (Poon & Poon, 1999). Para o modelo de regrest@mbacionado em zero ou um consi-
deramos dois esquemas de perturbacao, a saber: a ponderac8oge agerturbacéo individual de cova-
riaveis. Adicionalmente, para o modelo de regressao beta inflacionaderera am optamos pelo esquema
de perturbacéo de casos. No sexto capitulo consideramos uma aplictegmsaeais que envolvem a teoria
desenvolvida ao longo da tese. Finalmente, no sétimo capitulo apresentasonslasfes do trabalho.

1.2 Suporte computacional

As avaliagbes numéricas ao longo desta tese foram realizadas num cdonpttdon, AMD 64
Bits através da linguagem de programacao matridiaha sua verséo 4.1 e da linguagem e ambiente de
computacgdo estatisti€em sua versao 2.5.0 sob os sistemas operacibmig e Windows . Ox foi desen-
volvida com base na linguagem de programac&onao apresenta os problemas de eficiéncia computacional
inerentes a outras linguagens de alto nivel (&4R2LUS, SAS). Seu uso é aconselhavel em tarefas computa-
cionalmente intensivas, como métodos de integracdo de Monte Gaxlé. distribuido gratuitamente para
uso académico emttp://www.doornik.com/download_oxcons.html . Para maiores detalhes,
ver Cribari—-Neto & Zarkos (2003) e Doornik (2001).

Os gréficos apresentados ao longo desta tese, assim como 0s scapi®hiedos para estimacao e diag-
nostico dos modelos de regresséo beta inflacionados foram prodozidmsbiente computacionB| que se
encontra disponivel gratuitamente éitp://www.r-project.org/ . Para maiores detalhes solite
ver Ihaka & Gentleman (1996) e Cribari—-Neto & Zarkos (1999).

2



1.2. Suporte computacional

Por fim, a tese foi digitada usando o sistema tipogréafigXLldesenvolvido por Leslie Lamport em 1985.
IATEX consta de uma série de macros ou rotinas do sistgié@nuth, 1986) que facilitam o desenvolvimento
e edicao de textos cientificos.



Capitulo 2

Agregando zero e/ou um a uma distribuicao beta

2.1 Introducao

Uma classe importante de problemas envolve dados na forma de taxas E@espmmo, por exemplo,
taxas de mortalidade, taxas de infeccao de doencas, proporcao\ddundique admitem ter intencao de
voto por um candidato em particular, etc. Se a variavel resposta é upargfio medida de forma continua
no intervalo(0, 1) (como, por exemplo, a composicdo de rochas, a concentracdo desageimécos ou a
proporcao de renda gasta em servicos de salde), € comum o uso tlansf@rmacédo nos dados para que
estes assumam valores na reta real ou no conjunto dos nimeros réaigdantre as transformacdes mais
usuais para este tipo de dados se encontram: a transformacaodogjte; log{x/(1 — x)}, a transformacéo
probito, g(x) = ®~1(x), onded(-) representa a funcdo de distribuicdo acumulada de uma variavel aleatéria
normal padréo, a transformacao log-log complemeptar, = log{— log(1 — x)}, a transformag&o log-log,
g(z) = —log{—log(x)}, a transformagdo angulgfz) = sin~!(y/z) e a transformacdo poténcia (Box &
Cox, 1964)

( ) _ (xd) - 1)/¢7 paraqS 7é 07
g = log, (z), parag =0,

entre outras. A utilizacdo destas e outras transformacgfes para dapagpdedes encontra-se descrita em
Atkinson (1985, cap. 7) e sua escolha depende frequentemente geadtebilidade do modelo para os da-
dos. Frequentemente, dados na forma de taxas ou propor¢cdengmrezeros e/ou uns. Com excecao da
transformacéo angular, as transformagdes mencionadas acima nadedisi@las para = 0 oux = 1, i.e.,
proporcdes observadas com o valor zero ou um. Piepho (2003)eropa transformacgéo alternativa, que
permite modelar dados de propor¢des com presenca de zeros owstmBaksformacdo baseia-se numa ex-
tensdo da transformacao exponencial dada por Manly (1976). Gorasdransformacdes a dados na forma
de fragBes ou propor¢des modificam a natureza real dos dadospessibilitam a interpretagéo direta dos
parametros envolvidos no modelo.

O foco deste trabalho é a modelagem estatistica de dados distribuidos dedatimaa no intervalo (0,1)
mas que incluem observacées em um ou em ambos extremos. A idéia camsistsuenir que a distribuicao



2.1. Introducao

dos dados é uma mistura entre uma distribuicdo continua definida no intébyvajoe a distribuicdo de
Bernoulli, a qual atribui probabilidades aos inteiros 0 e 1. Se os dadasbs&rvados no interval®, 1] ou

[0, 1) assume-se que a distribui¢céo de probabilidade dos dados é uma mistuterenuaiavel distribuida de
forma continua enf0, 1) e uma distribuicdo degenerada concentrada em 0 ou 1, dependerakodidNesta
situagéo, o modelo proposto faz parte da classe dos modelos inflacioAguidavrainflacionadosugere que

a massa de probabilidade de alguns pontos excede o que € permitido pelo pnopestio. Por exemplo, em
dados de contagens, o modelo de Poisson é comumente utilizado e o conjuattbdesstara inflacionado
com zeros se a porcentagem de zeros for superior ao que a funclstribuicdo de Poisson pode associar.
Muitos pesquisadores tém analisado modelos inflacionados, em particulelospdra dados discretos com
excesso de zeros (Tu, 2002). Nesses modelos, a principal supégigée a distribuicdo dos dados € gerada
por uma mistura entre uma distribuicdo padrdo de contagem e uma distribuggiieetida concentrada no
ponto zero.

Na literatura, alguns destes modelos s&o conhecidos eemwinflated binomial mod€lZIB), zero-
inflated Poisson modd€EZIP) e zero-inflated negative binomial mod@INB). Ridout, Demétrio & Hinde
(1998) fornecem uma revisdo da literatura sobre o modelo ZIP e de attpdedos inflacionados com zeros
para dados de contagens e, mais recentemente, Hall (2000) e Vieira, &lDemétrio (2000) introduziram
modelos de regresséo ZIB. Na maioria dos trabalhos sobre modelos ZB°se Assume uma estrutura de
regressao em que 0s parametros da regresséo sao desconhesgdasiteui independéncia entre todas as
observacbes na série de dados. Recentemente, modelos para daffagsanflacionados com zeros tém
despertado o interesse de pesquisadores dadas as possibilidagksagdées praticas. A idéia de misturar
uma distribuicdo degenerada no ponto zero com uma distribuicdo contimgiiacam os trabalhos de Aitchi-
son (1955, 1969), que introduziu uma mistura de uma distribuicido degarmrazero com uma distribuicéo
lognormal a qual denominou distribuigéelta Esta distribuicdo tem sido usada em estudos econémicos de
saude, por exemplo, na investigacdo de custos médicos, onde uma gmapoledo da populacdo ndo pode
cobrir os custos médicos enquanto relativamente poucos pacientemgndealoentes dispendem valores al-
tos (Tu & Zhou, 1999). Feuerverger (1979) utilizou uma mistura de umahligtfio degenerada em zero
com uma distribuicdo gama. Este modelo € usado frequientemente em estuwgasntomo, por exemplo,

a predicdo de chuva, em que 0s zeros representam os casos fecipitacdo (dias secos) e a distribuicdo
gama é usada para modelar os niveis de precipitagdo em dias com chuva.

Yoo (2004) considerou um modelo de mistura para modelar despesadefamitendvel (nobile commu-
nication expeditureMCE). Como alguns individuos n&do gastam em telefonia mével, o autoidevagjue a
distribuicdo de probabilidades do MCE é uma mistura entre uma distribuicoetaga em zero e uma outra
com suporte nos reais positivos como, por exemplo, gama, exponendhibull. Heller, Stasinopoulos &
Rigby (2006) consideraram uma mistura entre a distribuicdo normal inversa distribuicdo degenerada em
zero para modelar dados de demanda em seguros. Aqui, a distriburgdal imversa acomoda a assimetria
a direita da distribuicdo da demanda e a auséncia de demanda é acomdaaiktimiicado degenerada em
zero. Cook, Kieschnick & McCullough (2006) propuseram um modeleedeesséo para dados de financia-
mento em gue uma suposicdo é que a variavel resposta observada valaritefl) segue uma distribuicdo
de mistura entre uma distribuicdo degenerada no zero e uma distribuicddPbetaeste modelo, a média
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2.2. A distribuicdo beta

da distribuicdo beta € modelada através de um preditor linear usando @ liggitd. Mais recentemente,

Hoff (2007) compara diferentes modelos para escores de eficiénda(@tlise envoltéria de dados) em
funcdo de variaveis exdégenas. O autor compara a modelagem Tobit maelde$os alternativos, entre eles
um modelo de regresséo beta inflacionado no ponto um. Para este modssoise gue a distribuicdo do
escore de eficiéncia observado no intervalo (0,1] segue uma distriliecAostura entre uma distribuigéo
degenerada no ponto um e uma distribuicao beta. Aqui, a probabilidade desgcore de eficiéncia é igual a
um é modelada através de um preditor linear usando a ligagéo logito e a méiimidaicao beta é modelada
através de um outro preditor linear usando a ligagdo logito.

Finalmente, Lesaffre, Rizopoulos & Tsonaka (2007) sugerem uma metpalglara a modelagem de
dados observados no intervdlp 1]. Assume-se a existéncia de uma variavel latentg @r) dado que a
variavel resposta é observada éml|. Aqui, at-ésima observagéo é da formga = r./N;, onder; ~
Bin(U, Ny) e U; segue uma distribuicdo logito-normal. No entanto, s&/gs ndo sao conhecidos (como é
0 caso de muitos exemplos aplicados), este modelo ndo pode ser utilizadotof@s sgambém consideram
a situacdo em que a variavel resposta € uma versao “grosseira” deanideellatente com distribuigdo
logito-normal em(0, 1). Em outras palavras, eles assumem que o logito da variavel latente traadéorem
distribuicdo normal.

Este capitulo se encontra organizado da seguinte forma. Na Secacea@damos a distribuicdo beta sob
uma parametrizacao em termos da média da distribuicdo e um parametro diopridaiSecédo 2.3 definimos
a distribuicdo beta inflacionada em zero ou um e discutimos algumas praf@sedgresentamos expressoes
para o vetor escore, a matriz de informacéo de Fisher e estimadores glatido®mentos condicionais e
de méxima verossimilhanca. Adicionalmente, discutimos um procedimento pamatr@n®s estimadores
de maxima verossimilhanca dos parametros dessa distribuicdo. Na Sec&dfirirdas a distribuicdo beta
inflacionada em zero e um. Mostramos algumas de suas propriedadesirtais €ato de pertencer a familia
exponencial. Para este modelo obtemos o vetor escore e a matriz de infordeaE#&her, intervalos de
confianca assintoticos e estimadores derivados por momentos condieigigaisaxima verossimilhanca. Na
Secdo 2.5, através de simulacdo de Monte Carlo, comparamos os estimadoresentos e de maxima
verossimilhanca dos parametros que indexam as distribuicdes beta irdtiasmegundo diferentes tamanhos
de amostra. Na Secéo 2.6 ajustamos as distribuicdes propostas a vjuososote dados reais. Finalmente,
as conclusdes deste capitulo sdo apresentadas na Sec¢édo 2.7.

2.2 Adistribuicdo beta

Kieschnick & McCullagh (2003) e Johnson, Kotz & Balakrishnan (199235) destacam que a distribui-
cao beta € um modelo apropriado para descrever dados distribuidosmde dontinua no interval@, 1)
dada a grande flexibilidade de formas dessa distribuicdo. Bury (19€®ulis conjunto de aplicacdes da
distribuicao beta em engenharia. Janardan & Padmanabhan (1988ama@eiaveis hidrolégicas usando a
distribuicdo beta. McNally (1990) utiliza a distribuigdo beta num estudoaefela capacidade de reproducéo
em vacas. Graham & Hollands (1990) e Milyutin & Yaromenko (1991) usatistribuicdo beta para estudar
indices relacionados a transmisséo de radiacdo solar. A poténcia dedsimadar € modelada por Maffet
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& Wackerman (1991) através de uma distribuicdo beta modificada. Wilegchigkoru & Padiau (1989)
desenvolvem um modelo beta para estimar a probabilidade de transmisséo digr&hte o contato sexual
entre um individuo infectado e um individuo sadio.

Dizemos que a variavel aleatorjgem distribuicdo beta com pardmetros de fopma > 0 se sua fungéo
de densidade é dada por

'(p+q)
IN(IINC)

ondeI'(-) é a fungdo gama, i.el;(z) = [;~¢" e 'dt. Neste trabalho, utilizamos uma parametrizacéo
alternativa da distribuicéo beta. Sejam=-p/(p+q)ep=p+q,i.e.,p=pd eq= (1 — pu)¢. Afuncdo de
densidade dg pode ser escrita como

m(y;p,q) = Yyl 1—y)* Tl ye(0,1),

I'(¢)
(o)L((1 = p)9)
0 < p < leg > 0.Dizemos que tem distribuicdo beta com médiee precisa@ e escrevemog ~ B(u, ¢).

Evidentemente, através da escolha(dey), obtém-se diferentes densidades. Assim, na realidade, (2.2.1)
forma uma classe de densidades beta.

Yol (1 —y) Iy € (0,1), (2.2.1)

fyip, @) = T

A Figura 2.1 apresenta diferentes densidades beta correspondalgessavalores dos parameti@s ¢).
Podemos observar que, sob as diferentes escolhas dos paramfetnos, da densidade muda. Em particular,
quandaqu = 1/2 as densidades se apresentam com forma simétrica; no entanto, gugng@ as formas sdo
assimeétricas. Adicionalmente, notamos a presenca de densidades conddora U’ e de ‘J’ invertido,
sendo que o formatd/’ ocorre quanddl — p)¢ < 1 e u¢p < 1. Ja as densidades com forma deé sdo
obtidas quand(1 — )¢ — 1} (u¢ — 1) < 0 e as densidades com forma dé invertido s&o obtidas quando

{1 =)o —1}(up — 1) > 0.

Para a distribuicdo beta (2.2.1), deduz-se que o momento de erdemedor de zero é

_ ry _ F(¢)F(M¢+r) _ (:U'(rb)(r)
tr =B = R T e) by

ondeaqy = a(a+ 1)(a +2)---(a+7r — 1)_. De_sta formaE(y) = p e Va_r(y) = V(n)/(¢+ 1) onde
V() = p(1l —p), denota a “funcéo de variancia". O parametré@ a média de/ e o parametr@ é de
preciséo, no sentido de que, paréixo, quanto maior for o valor de, menor sera a variancia ge

(2.2.2)

2.3 Adistribuicdo beta inflacionada em zero ou um

Em situacdes praticas, dados na forma de propor¢ées podem inohsiozenns. Empiricamente isto pode
estar relacionado a alguma intervencgdao, truncamento ou censura pgs Masta situacao, a distribuicéo beta
nao é um modelo adequado para os dados. Se os dados contém zenss(mas ndo ambos) um modelo
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Figura 2.1: Densidades beta para diferentes valorés.dg.

natural consiste em adicionar a distribuicao beta um ponto de massa eouzaro Desta forma, podemos
obter modelos para fragBes observadas nos intery@lag ou (0, 1]. Neste contexto, vamos supor que 0
componente continuo dos dados € modelado pela distribuicdo beta (2.2.18zimee\esta € bastante flexivel
para ajustar dados no intervdla 1). J& o componente discreto, i.e., 0 ponto de massa, sera modelado através
de uma distribuicdo degenerada no valor conhecjdmdec € igual a zero ou um dependendo do caso.

A funcéo de distribuicdo acumulada da mistura é dada por

Ble(y; o, p1, ¢) = allgey (y) + (1 — ) F(y; p, 6), (2.3.1)

sendoll4(y) a fungdo indicadora, com valor 1 gec Ae Osey ¢ A. AfuncdoF'(-;u,¢) é a funcéo de
distribuicdo acumulada bet¥ 11, ¢) €0 < o < 1 € o parametro de mistura. A funcao de distribuiBdpnao
€ absolutamente continua pois tem um ponto de masga-em Note que, com probabilidade a variavely
€ selecionada de uma distribuicao degenerada no pentom probabilidadé — «, a variavely € selecionada
de uma distribuicao beta que é absolutamente continua com respeito a medéatesgue.
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A funcéo de densidade de probabilidade,dmm respeito & medida gerada pela mistdrda forma

. a, sey =c,
bie(y; a, 1, ¢) = { (2.3.2)

(1—a)f(y;pm,0), seye(0,1),

com0 < a, u < 1 e¢ > 0, sendof (y; i, ¢) a funcdo densidade (2.2.1) e escrevemesBI.(«, u, ¢). Note
quea = P(y = c) representa a probabilidade de se observar et 0) ou um(c = 1), conforme o caso.
Jau e ¢ sdo parametros da distribuicdo beta (2.2.1). Segundo a definicdo deudjaiinflacionada dada
em Tu (2002), a densidade (2.3.2) € uma distribuicdo beta inflacionadantmspc = 0 ouc = 1, ja que,
sea > 0, a massa de probabilidade da distribuicao betajemc é excedida. A densidade (2.3.2) pode ser
escrita na forma

bic(y; a, 1, ¢) = {aﬂ{c}(y)(l - a)lfﬂ{c}(w}{f(y; i, ¢)1fﬂ{c}<y)},

Esta densidade, como funcdo dos parametros, fatora em dois terntisgseno primeiro depende somente
dea e 0 segundo depende unicamenté dey).

Definicdo 2.3.1.Sejay uma variavel aleatoria que segue a distribuicdo beta inflacion@dia.2)

1. Sec = 0, a distribui¢cdo(2.3.2) é chamada de distribuicdo beta inflacionada no ponto ZBi@) e
escrevemos ~ BIZ(a, i, ¢).

2. Sec = 1, a distribuicao(2.3.2) é chamada de distribuicdo beta inflacionada no ponto (&) e
escrevemos ~ BIU(«, p, ¢).

Sey ~ BlZ(a, u, ¢), entdoa = P(y = 0) e sey ~ BIU(«, p, ¢), entdo,c = P(y = 1). Assim, essas
distribuicdes permitem agregar o valor zero ou o valor um a distribuicaqéta).

Para obterE(y”) e Var(y) usamos as igualdadesE(y”) = E[E(y"[l,(y))] e Var(y) =
E[Var(y|llie (y))] + Var[E(y[1; (y))], em que

¢, com probabilidade,
1, com probabilidadé — «,

E(y" e (v) = {
(2.3.3)

0, com probabilidade,

Var(y| Ly (y) =< I
(vl (v)) {“gﬂ’”, com probabilidade — a.

*A medida de probabilidadB correspondente BI.(y; -) definida sobre o espaco mensurgyel 1) U{c}, B), sendoB a classe
de todos os subconjuntos de Borel(del) U {c}, é tal queP << \ + 4., sendo\ a medida de Lebesguejeo ponto de massa em
c;i.e.,0c(A) =1sece Aed.(A) =0sec¢ A, Ac B.
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Assim,
B(y') = ac+ (1 — o),
2.3.4
Var(y) = (1 - )3 0 + a1 - a)(e — 234

ondeV(u) = u(l — u) e u, € or-ésimo momento ao redor de zero da distribuidp, ¢) dada em (2.2.1).
Note queE(y") € a média ponderada entre-@simo momento ao redor de zero da distribuicdo degenerada
emc e o correspondente momento da distribuidp, ¢) com pesos e 1 — «, respectivamente.

Das equag0es (2.3.4) temos que a média e a variancia da distribui¢cdo BIZ séo

B(y) = (1— a)p
Var(y) = (1 — a)m + ol — a)p?.

Para a distribuicdo BIU temos que a média e a variancia sao
E(y) = a+ (1 -,

V(p) 2
Var(y) = (1 —a)—— + a(l — a)(1 — .
(y)=(1-a) = (1—a)(1—p)
Notamos que para ambas as distribuicdesy sq: estdo fixos, quanto maigr menores as variancias destas
distribuicdes. Entdap pode ser interpretado como um parametro de preciséo.

A Figura 2.2 apresenta gréaficos da distribuicdo BIZ para diferentethesale. e ¢ deixando o parametro
a fixo. Note que para todgs e ¢ a distribuicdo BIZ se apresenta com formas assimétricas devido a pgesencg
de massa de probabilidade no ponto zero. Percebemos nestes grédieodensidade e, 1) se apresenta
com formas unimodais,J*, ‘U’ e ‘.J' invertida, entre outras. Nestes graficos, a barra vertical com o ponto
acimarepresenta= P(y = 0). De forma anéloga a distribuicao BIZ, a distribui¢cdo BIU é assimétrica devido
a presenca de massa de probabilidade no ponto um e, para idéntidhasdos parametros, as distribuicbes
BIZ e BIU se apresentam com a mesma forma funcional no intervalo (Od gnkanto, elas se diferenciam
no ponto de massa associado, sendo em zero para a distribuicao Bldne pana a distribuicao BIU.

No contexto das familias exponenciais, Seshadri (1991) estuda o dampato da fungdo de variancia
na mistura finita de familias exponenciais naturais, Lindsay (1995) analesanaetria da mistura de familias
exponenciais uniparamétricas, Landsman & Makov (2003) @nopoma familia de dispersdo contaminada
para modelos de perda através da mistura de modelos exponenciais dgddigp&um & Oommen (1994)
examinam o método de momentos para estimar os parametros da distribuicdo deergstus componentes,
sendo que a distribuicdo resultante é obtida através da mistura de dessidai@denilia exponencial com
parametro de forma conhecido. Nesta linha de idéias, podemos mostradgasidade (2.3.2) pertence a
familia exponencial.
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Figura 2.2: Densidades BIZ para diferentes escolhasele; o = 0.4.

Proposicao 2.3.1.A distribuicdo beta inflacionada no ponto= 0 ouc = 1 dada em(2.3.2) pertence a
familia exponencial de dimensao 3 de posto completo.

Prova: Sejamn = (n1,n2,n3), comny = [log(a/(1 — @)) + b(n2,m3)], n2 = pd enz = (1 — p)é, sendo
b(n2,n3) = log(I'(n2)'(ns)/T'(n2 +n3)). Considere o vetor de estatistiédg)) = (t1(y), t2(y), t3(y)), onde

1, sey=c,
t =
1(y) {0, sey € (0,1).
logy, seye (0,1),
ta(y) = { ©.1)
0, sey = c,
log(1 —y), seye (0,1),
ag) = { (1-y) (0,1)
0, sey = c.

11
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A distribuicdo (2.3.2) pode ser escrita como

exp{n' T(y) — B*(n)}h(y), (2.3.5)
onde
B*(n) = log{1 + exp[m — b(n2,n3)]} + b(n2,m3)
€ uma funcéo em a valores reais e

h(y) = {1/{y(1 —y)}, seye(0,1),

0, sey = c,

é uma funcé@o néo-negativa definida no conjuiitd) U {c}. A parametrizacéqg define uma transformacgéo
bijetora que levax = (0,1) x (0,1) x R* a® = IR x IR x IR, um subconjunto aberto d&?. Adi-
cionalmente, é possivel mostrar quetise osn’s sdo linearmente independentes e 0 espaco paramétrico
contém retangulos tridimensionais. Logo, (2.3.5) é a representacau@ada distribuicao beta inflacionada
no pontoc na familia exponencial de dimenséo 3 de posto completo. BY

Consideremos agorg, . . ., y, uma amostra aleatéria, onde cagaem densidade (2.3.2). Como conse-
qliéncia da Proposigéo 2.3.1 o vetor de estatishcas T'(y;) = (11, 1>, T3), em que

T = Z Uiey (ve),
-1

t

I = Z log yt, (2.3.6)
t:yp€(0,1)

T3 = Z log(1 — y¢),
t:yp€(0,1)

€ uma estatistica suficiente completa (Lehmann & Casella, 2002, Corolario &.Beldema 1.6.22). Note
ainda quer ~ Bin(a,n), umavez queP (Ll (y:) = 1) = P(y: = ¢) = o, parat = 1,...,n.

A funcéo de verossimilhanca pata= («, 11, ¢) dada a amostrey, . .., y,) é

L(H) = Hblc(ytv Qs [y ¢) = Ll(a)LQ(M7 ¢)7 (237)

t=1

12
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em que

aﬂ{c}(yt)(l _ a)l—ﬂ{c}(yt) =1 —a)" 7,

=

L1 (O[) =

~~
Il
—

Lo(p, &) = [ | £(we p, )"~ er @0,

=

~~
Il
i

Neste caso, a fungdo de verossimilhah¢@) fatora em dois termos: um que depende apenasaieutro que
depende apenas dg, ¢). Assim, os parametros sdo separaveis (Pace & Salvan, 1997, p. 42&gpeéncia
por maxima verossimilhanca solie, ¢) pode ser realizada de forma independente do parametomo se
esse fosse conhecido, e vice-versa.

O logaritmo da fung&o de verossimilhanca assume a forma

£(0) = log(L(0)) = tr(e) + L2, 9),

onde
0 (a) =Tiloga + (n—Th)log(1l — ),

L'(¢)
(ne)L (1 — p)o)

Derivando/(#) com respeito a cada parametro desconhecido, encontramos o veter esco

U(O‘) 122 ¢) = (Ua(a)7 Uu(lua ¢)7 Uab(/% ¢))a

fa(1,9) = (n = Ti) log {F } + Tl = 1) + T3((1 = ) = ).

em que
- T1 (’I’L—Tl)
Uala) = a l—a’

Un(p, @) = ¢{(n — 1) [0 ((1 — p)o) — Y(ued)] + To — T3},
Us(p, ) = (n — T1)[¥(¢) — pp(pg) — (1 — (1 — w)@)] + pTz — (1 — p)Ts.

Pela separabilidade dada em (2.3.7), a solucéo do sidtgiflag = 0 fornece uma expressdo em forma
fechada para o estimador de méxima verossimilhangadida poix = T3 /n. Este estimador representa a
proporcéo de zero§ = 0) ou de ungc = 0) na amostra. Adicionalmenté, € fungdo de uma estatistica
suficiente completa e é um estimador ndo-viesade,dsto é,E(a) = a. Logo, a € um estimador n&o-vie-
sado de variancia uniformemente minima parfgehmann & Casella, 2002, Teorema 2.1.11) com variancia
dada potVar(a) = a1 — «)/n. Por outro lado, os estimadores de ¢ ndo podem ser obtidos em forma
fechada. Assim, eles devem ser obtidos numericamente pela maximizac&g@a die log-verossimilhanca
l5(i, ») usando um algoritmo de otimizacdo néo-linear (Newton-Raphson, esedfistter, BHHH, etc.);
para maiores detalhes, ver Nocedal & Wright (1999).

13
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Recentemente, as distribuicdes BIZ e BIU foram incorporadas no pgaotiss do ambiente computa-
cionalR (Ospina, 2006), as estimativas por maxima verossimilhanca dos paranestras distribuicées sendo
obtidas usando uma verséo ajustada do algoritmo escore de Fisher (Coted, 992).

Alternativamente a estimag&o por maxima verossimilhanga, podemos obter estisraaie ., ¢) basea-
dos nos momentos condicionais glelado quey € (0,1). Note queE(yly € (0,1)) = p e Var(yly €
0,1)) = p(l — w)/(¢ +1). ParaTy < n,’ a solugdo do sistema de equacdgss®)' = (u,
p(l— /(G + 1), comy = X conu/(n—Ti) e st = X o1y — 5)%/(n —T1), formece os
seguintes estimadores de forma fechada para os parametros da distril@igéflacionada (2.3.2)i =y e
¢ = {1 - 11)/s*} — 1. Estimadores de forma fechada pélg/") e Var(y) podem ser obtidos ao substituir
a, 1L € ¢ pora, i € ¢ nas equacdes dadas em (2.3.4).

A matriz de informacéao de Fisher para a distribuicdo beta inflacionada o ¢pén

Koo O 0
KO@)=| 0 kuu Kup |- (2.3.8)
0 FKou Ko

em que
Eaa = 1/{a(l —a)},
b = (1 — ) {¢ (ug) + ' (1 — w))},
Foup = kg = (1 — a)p{¢' (ud)p — ' (1 =)o) (1 — )},
Koo = (1 — a) (¢ (po) + (1 — p)*¢' (1 — p)¢) — ¢'(¢)}-

Observamos que esta matriz ndo depende do valar@entudo, devemos lembrar que para a distribuicdo
BIZ o par@metron representaP(y = 0) enquanto que para a distribuicdo BIU o pardmetreepresenta
P(y = 1). Note que na matriz de informac&o de Fisher temQs= k.o = Kkagp = kga = 0, indicando que
0 parametrax € ortogonal ao vetor de parametr@s ¢) (Cox & Reid, 1987). Esta ortogonalidade implica
que os respectivos componentes do vetor escore sdo ndo corretis@ e (i, <$) sdo assintoticamente
independentes.

Através do resultado da Proposi¢éo 2.3.1 pode ser obtida a normalidautétasa do estimador de max-
ima verossimilhanca (Bickel & Doksum, 2001, Teorema 5.3.5, p. 322), i.e.,

Vi —0) 2 N0, K(0)7h),

D N L N 2 . L -
em que— denota convergéncia em distribuicd# = (@, 11, ¢) € 0 estimador de maxima verossimilhanca
def = (a, p, ), N3 representa a distribuicdo normal trivariad&’€¢9) € a matriz de informagéao de Fisher
dada em (2.3.8). Além disso, pela normalidade assintética e dada a canaisk&restimador de maxima

fSeTy = n (todas as observacées séo iguaiy @éo recomendamos o uso das distribuicdes BIZ e BIU como modelasipdos
de proporc¢oes.
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verossimilhang@, podemos construir intervalos de confianga de tipo assintotico para ongiesé desta
distribuicdo. Por exemplo, temos que
ity ()

séo os limites do intervalo de confianca assintético (ICA) pade coeficiente de confiang@0(1 — a)%,
sendoz, _, /, 0 quantil(1 —a/2) da distribuicdoV (0, 1) e x** € a variancia assintética @eobtida do inverso
da matrizK () dada em (2.3.8) sendo avaliada no estimador de maxima verossimilhanca.

Se estamos interessados em estingéy, uma funcéo dé, o método delta (Lehmann & Casella 1998,
§ 1.9) pode ser usado para obter a distribuicdo assintotica do estimadouhieamérossimilhanga(@\).
Ser() é diferenciavel, entaq/n(r(9) — r(0)) 2 N(0,X(0)), em queX(9) = #(0)" K(0)~'7() com
7(0) = 0r(0)/06. Em particular, o estimador de maxima verossimilhan¢c&@e = ac+ (1 — a)u é
E(y) = @c+ (1 —a)fi e avariancia da distribuicdo limite(é— 1025 + (1 — a) 2k, em ques®® = 1/kaq
exM é 0 elementd2, 2) de K (6)~!. De forma analoga, podemos obter a distribuicdo assintética do estimador
de méaxima verossimilhanca d&r(y).

2.4 Adistribuicdo beta inflacionada em zero e um

Para proporcdes observadas no interyald] admitimos que as probabilidades de observar os valores
zero e um sé&o positivas. Para este tipo de dados, utilizamos uma distribeigé@ad da mistura entre uma
distribuicdo beta e uma distribuicdo de Bernoulli, a qual atribui probabilgdlade-negativas aos inteiros 0 e
1. Aqui, a distribuicao beta serve para modelar o componente continuadios € a distribuicdo de Bernoulli
ajusta o componente discreto, i.e., 0S pontos de massa em zero e um. Espeaiie; admitimos que a fungéo
de distribuicdo acumulada dos dados, i.e y deja uma combinacdo convexa de duas funcdes de distribuicdo
acumuladas na forma

BIZU(y; o, v, 1, ¢) = aBer(y; ) + (1 — ) F(y; i, ¢), (2.4.1)

em queBer(-; ) representa a funcéo de distribuicAo acumulada de uma variavel alea®@rmbulli de
parametroy e F'(-; 1, ¢) € a fungéo de distribuicdo acumuladaiig:, ¢). Os parametros sdb< pu,vy,a < 1
e ¢ > 0, onde o parametro de mistusigpermite combinar de forma convexa as duas distribui¢des.

Segundo a definicao de distribuic&o inflacionada dada em Tu (200}riaulcdo de mistura em (2.4.1)
€, na realidade, uma distribuicéo beta inflacionada por zero e um, umaees gquassas de probabilidade
em zero e um excedem o que é permitido pela funcdo de distribuicdo bety.(2\bte que a funcdo de
distribuicao BIZU néo é absolutamente continua pois tem pontos de magga=ere y = 1. Percebemos
que, com probabilidade, a variavely é selecionada de uma distribuicdo de Bernoulli e, com probabilidade
1 — «, a variavely é selecionada de uma distribuicéo beta.

Definicdo 2.4.1.Sejay uma variavel aleatoria que assume valores no intervalo fecti@gdg. Dizemos que
tem distribui¢éo beta inflacionada em zero e (BtZU) de parametro$c, v, i, ¢) se sua funcdo de densidade
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2.4. A distribuicdo beta inflacionada em zero e um

com respeito & medida gerada pela mistuéada forma

v, sey =1,
bizu(y; o, v, p, @) = (1 =), sey =0, (2.4.2)
(1 - Oé)f(y7 My ¢)7 Sey € (07 1)7

com0 < a,v,u < 1e¢ > 0, sendof(y; i, ) a funcdo de densidade befd.2.1) e escrevemog ~
BIZU(c, v, 11, ¢).

Note queP(y =1) =av, Ply=0)=a(l —v)e,pardd < a < b < 1,
b
P(y€ (@b) = (1-a) [ flun o).

Podemos calculaE(y") e Var(y) usando as igualdadesi(y”) = E[E(y|lyo1,(y))] e Var(y) =
E[Var(y|1o,1;(v))] + Var[E(y| 10,13 (v))], em que

. ~, com probabilidade,
E(y |ll{071}(y)) = .
1, com probabilidadé — «,

~v(1 —~), com probabilidader,

V. 1 =
ar(yltlo. (v)) {“((;;1”), com probabilidadé — o.

Desta forma, podemos mostrar que

E(y") =ay+ (1 —a)ur, (2.4.3)

Var(y) = aVi + (1 — a)Va + a(l — a)(y — p)?,
em queVy = Var(y|l13(y) = 1) = v(1 —7), V2 = Var(y[lloy(y) = 0) = p(l—p)/(¢+1) e
iy € 07r-ésimo momento ao redor de zero da distribui¢dp, ¢) dada em (2.2.1). Note que(y") € a
média ponderada entrereésimo momento da distribuicdo de Bernoulli ao redor de zero e 0 coriespien
momento da distribui¢aB(u, ¢) com pesos: e (1 — «), respectivamente.

Observamos qu&ar(y) — Vs, quandoa — 0, e Var(y) — Vi, quandoa — 1. No caso em que
as duas distribuicdes em (2.4.1) sdo misturadas na mesma proporcéo,=.€./2, temos quéVar(y) —
(Vi + V2)/2 + (v — u)?/4. Quandoy, i se aproximam dé/2 e ¢ — 0 temos quéVar(y) — 1/4. Sepu,y
sdo iguais a 1/2 @ = 2 temos quéVar(y) = (2« + 1)/12, que corresponde & variancia de uma mistura
entre a distribuico uniforme no interval®, 1) e uma distribuicéo de Bernoulli de pardmetro 1/2. Neste caso,

‘A medida de probabilidad® correspondente BIZU (y; -) € definida sobre o espaco mensurdj@l1], ) em qued é a classe
de todos os subconjuntos de Borel[dgl], e tal queP << A+ mq +m1, sendo\ a medida de Lebesgue:e. € um ponto de massa
emc,i.e.,m.(A) =1sece AeOsec¢ A, A€ B.
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2.4. A distribuicdo beta inflacionada em zero e um

podemos deduzir que se — 0, Var(y) > 1/12 para todo) < ¢ < 2 e Var(y) < 1/12 quandogp > 2.
Paraa, i e ¢ fixos, P(y = 0) — a quandoy — 0 e P(y = 1) — a quandoy — 1. Sey = 1/2 temos
queP(y = 0) = P(y = 1) = «/2. Adicionalmente, a medida em que— 1 a distribui¢cdo BIZU tende a
concentrar sua massa de probabilidade nos extremos do intfryvald.e., tende a distribuicdo de Bernoulli
de parametre. Na situagdo em que — 0 a distribuicdo BIZU tende & distribuica®y 11, ¢).

A Figura (2.3) apresenta graficos da densidade BIZU (2.4.2) parauiiés valores dos parametrasy,
e ¢. Quandoy = 0.5 e~y = 0.5 a distribuicdo € simétrica para qualquer escolhardep > 1. Quando
w # 1/2 ouy # 1/2 a distribuicdo é assimétrica. Note que éiml), sep < 1/2 e ¢ < 2, a distribuigdo
BIZU tem forma de J’ invertida; paragu > 1/2 e ¢ < 2 a distribuicdo BIZU tem forma de/" com massa de
probabilidade nos extremos {le 1] sendo representada pelas barras com o ponto acima.

(1=0.6,9=5) (n=05,9=5) (n=0.4,¢=5)
N 3 N
- -
o |
| o |
@ ® ©
s ° ] s o s ° ]
> 2 o )
2 . & S | .
Qo o Qo
< | o < ]
S c S
o~
| S |
o | o | o |
°© T T T T T T © T T T T T T © T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
y y y
(u=0.25,9=2) (u=05,¢=1) (n=0.75,9=2)
< N <
™ 3 — ™
3 3 3
o o o
- - g — — -
e o |7 ? i ¢
o q o
T T T T T T ° T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
y y y

Figura 2.3: Distribui¢cdes BIZU para diferentes valoregidep; o = 0.3,y = 0.5.

De forma analoga a densidade (2.3.2) é possivel mostrar que a der(@da@lepertence a familia expo-
nencial.

Proposicéo 2.4.1.A distribuicdoBIZU dada em(2.4.2) pertence a familia exponencial de dimenséo 4 de
posto completo.
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2.4. A distribuicdo beta inflacionada em zero e um

Prova: Sejan = (n1,72,13,m4) comn; = [log(a/(1 — a)) — M(n2) + b(n3,na)], n2 = log(v/(1 — 7)),
ng = upens = (1 — u)p emqueM () = log(1 + e™) eb(nz,ns) = log(I'(n3)T'(n4)/T(ns + n4)) € seja
T(y) = (t1(y), 12(y), t3(y), ta(y)) com

t1(y) = Uyo,13(y),

ta(y) = ylyo,13(y) = Ly (y),
lo , sey e (0,1),

a(y) = g(y), seye(0,1)
0, sey € {0,1},
log(1 —1vy), seye (0,1),

ha(y) = g(1-y), seye(0,1)
0, sey € {0,1}.

A funcdo de densidade BIZU (2.4.2) pode ser escrita ha forma
exp{n' T(y) — B*(n)}h(y), (2.4.4)

com
B*(n) = log{1 + exp[m + M (n2) — b(n3,n4)]} + b(n3,m4),

uma funcéo dey a valores reais &(y) = 1/{y(1 — y)} sey € (0,1) e 1 sey € {0,1}. A parametrizacéqg
define uma transformacao bijetora que aplica: (0,1) x (0,1) x (0,1) x RT a® = Rx R x IRt x IRT,
um subconjunto aberto d&*. Adicionalmente, podemos mostrar quet's® osn’s sdo linearmente indepen-
dentes. Desta forma, o espaco paramétrico contém retangulos de difheAsamn, (2.4.4) é a representacao
canbnica da funcéo de distribuicdo BIZU na familia exponencial de dirnehdé posto completo. BY

Suponhamos qug, . . ., y, € uma amostra aleatoria da distribuicao BIZU g parat = 1,...,n, sdo
independentes e identicamente distribuidos seguindo a distribuicdo Blauh G@mseqiiéncia da Proposicéo
2.4.1 o vetor de estatisticas;” | T'(y;) = (11, T», T3,T4), em que

Ty = Z Tgo,13 (yt)s
Ty = Zyﬂ{o 13 (ve) Z U1y (ye),

(2.4.5)
T3 = Z log (),
t:y;€(0,1)
Ty = Z log(1 — wt),
t:ye €(0,1)

€ uma estatistica suficiente completa (Lehmann & Casella, 2002, Corolario 4 Bebéema 1.6.22).
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2.4. A distribuicdo beta inflacionada em zero e um

A funcgao de verossimilhanca pafta= («, v, i1, ¢) dada a amostr@yy, ..., y,) €

n

L(Q) = H bizu(yt; QL5 ¢) = Ll(a)LQ (7)L3(.ua qb)
t=1

com N
Ly (a) — H aﬂ{0,1}(yt)(1 _ a>1*11{0,1}(yt) _ aTl(l _ a)(n*Tl)’
t=1

Ly(v) = H A (1 — ) (70) = 4 T2(1 — ) (T1=T2)
t:y.€{0,1}

Ly, ¢) = [ flusm o).
t:yr€(0,1)

A funcéo de verossimilhanga(é) fatora em trés termos, a sabéx, Lo e Ls; L; depende unicamente de

L, depende somente dee L3 depende unicamente de, ¢). Assim,a, v e (i, ¢) S0 pardmetros separaveis
(Pace & Salvan, 1997, p. 128) e a inferéncia por maxima verossimilhanga,py e (1, ¢) pode ser realizada
de forma independente.

O logaritmo da funcéo de verossimilhanca assume a forma

€(0) =log(L(0)) = tr() + La(y) + L3, 8),

sendo
l(a) =T loga+ (n —T1)log(l — ),
ly(y) = Trlogy + (11 — T) log(1 — ),

L'()
l3(p, @) = (n—1T1) log {r(ws)l“((l — 1))

Pela diferenciacéo dg («) com respeito a, />(y) com respeito & e ¢3(u, ¢) com respeito & e ¢, NGs
obtemos o vetor escot&/, («), U, (), U.(1, ¢), Us(1, ¢)), €M que

} o+ Ta(ug = 1) + T((1 =)o - 1).

Uaa) =T1 /oo — (n —T1)/(1 — ),
Uy(v) = Ta/y — (T1 = T2) /(1 — ),
Uu(ps ¢) = ¢{(n = T1) [ (1 — p)d) — ¥ (ug)] + 15 — T4},
Up(p, ¢) = (n — T1)[tp(¢) — pip(pe) — (1 — ) ((1 — p)o)] + pls — (1 — p)Ty.

Facilmente podemos mostrar qae= 71 /n ey = T»/T) (0/0 definido como 0) s&o estimadores de
maxima verossimilhanca dee . Aqui, a é proporcao de zeros e uns na amostraa propor¢ao de uns na
sub-amostra de observacfes que séo zeros ou uns. Adicionainéritscdo de uma estatistica suficiente
completa e € um estimador nao-viesadadésto é,E(a) = «. Logo, & € um estimador ndo-viesado com
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2.4. A distribuicdo beta inflacionada em zero e um

variancia uniformemente minima parasua variancia é dada pvar(a) = a(1 — «)/n. Note que o sistema
de equactes/, (i, ¢) = 0 e Ug(i,¢) = 0 € ndo-linear e neste caso os estimadores @ep ndo podem
ser obtidos de forma fechada. Eles devem ser obtidos humericamente petdzagéo da funcéo de log-
verossimilhancds (1, ¢) usando um algoritmo de otimiza¢éo néo-linear (Newton-Raphson, eseéistter,
BHHH, etc.). Pela invariancia dos estimadores de maxima verossimilhanca, gemas estimadores de
maxima verossimilhanca das probabilidades de ocorréncia de zero e é® uad®s por

— . . -1
Py=0)=a(-7)=""1
— Ty
P(y:l):a7:77

n

sendo qué’/n representa a propor¢do de uns na amosti e- 7,) /n é a propor¢éo de zeros na amostra.
E facil mostrar que esses estimadores séo ndo viesado®;(( &, — T»)/n) = P(y = 0) e E(Ty/n) =

—

P(y = 1). Adicionalmente, cada um deles é funcao de estatisticas suficientes e compgas’(y = 0)

_——

e P(y = 1) sdo estimadores ndo-viesados de variancia uniformemente minifigyde 0) e P(y = 1),
respectivamente. No caso em que< 77 < n.,% a solugdo do sistema de equacdgs s*)' = (u,

p(l=pw)/(o+1))T, comy = 3, conye/(n—Ti)es* =3, conlv —9)?/(n — Th), fornece
os seguintes estimadores de forma fechadapara : ;i = 7, ¢ = {j(1 — fi)/s?} — 1. De forma analoga a
distribuicao beta inflacionada em zero ou une ¢ sdo obtidos através dos momentos condicionajsahelo
quey € (0,1). Estimadores de forma fechada pali@") e Var(y) podem ser obtidos substituindo v, 1 e

¢ pora, v, i € ¢ na equacao (2.4.3).

A matriz de informacé&o de Fishéf(¢) pode ser escrita como

oo 0 0 0
o ks 0 0

KO)=| o ¢ — (2.4.6)
0 0 Kou kg

onde
Kaa = 1/{a(l —a)},
Ky = a/{v(1 =)},
b = (1= )™ {¢ (ug) + ' (1 =)o)},
Foup = kg = (1 — a)p{¢' (ud)p — ' (1 — p)o) (1 — p)}
Koo = (1= ) {p®¢ (uo) + (1 — p)*¢'((1 = p)9) — ' (9)}.

Assim,a, v e (u, ¢) séo pardmetros ortogonais. Esta ortogonalidade implica que os respectiwponentes

§SeTy = 0 (todas as observacBes estdo @rl)) ou Ty = n (todas as observacdes sdo 0 ou 1) a distribuicdo BIZU nao é
recomendada.
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2.4. A distribuicdo beta inflacionada em zero e um

~

do vetor escore sdo ndo-correlacionadas®, e (11, ¢) sdo assintoticamente independentes. Adicionalmente,
da Proposicéo 2.3.1 temos que (Bickel & Doksum, 2001, Teorema 5.322)p. 3

V@ —6) 2 N0, K(6)7Y),

em que@ = (a,7, 1, $) € o estimador de maxima verossimilhancadde- («,~, u, ), Ny representa a
distribuicdo normal multivariada de dimenséo &éJ) é a matriz (2.4.6). Pela normalidade assintotica do
estimador de maxima verossimilharf;gpodemos construir intervalos de confianca de tipo assintético para
0s parametros da distribuicdo BIZU. Por exemplo, temos que

ik s (R)2

sao os limites do intervalo de confianca assintotico (ICA) pacam coeficiente de confian¢@0(1 — a)%,
sendoz;_,/, 0 quantil(1 —a/2) da distribuicdoV (0, 1) ex## € a variancia assintética g@eobtida do inverso

da matriz de informacaé (#) dada em (2.4.6) e sendo avaliada no estimador de maxima verossimilhanca. O
método delta (ver Secédo 2.3) é util para obter a distribuicdo assintotica dodmstideamaxima verossimi-
lhanca de alguma funcadgd) diferenciavel end. Por exemplo, se(f) = E(y) = ay+ (1 — a)u, a variancia
assintética da distribuico limite d&(y) = r(0) € a2k + (1 — )2 + (v — )2k . Aqui, K2 = 1/kaa,

kY =1/k,y ek € 0(3,3)-elemento do inverso da matiiZ(#) dada em (2.4.6).

Para a distribuicdo BIZU podem ser consideradas outras paramedszaor exemplo, podemos for-
mular uma parametriza¢@o na qual o pardmetro da distribuicdo de Berntsthza relacdoy = §;/a e 0
parametro de mistura = §y + ;. Desta forma, a densidade BIZU pode ser escrita como

00, sey =0,
bizu(y; do, 01, i1, ¢) = < 41, sey = 1, (2.4.7)
(1 - 50 - 51)f(y7/~l/7¢)7 Sey € (07 1)7

sendof (y; i, ¢) a densidade da distribuicdo beta (2.2.1). Nesta parametrizac¢éo a ingg&pidoa parametros

€ mais intuitiva, uma vez qug = P(y = 0), 01 = P(y = 1) e u, ¢ séo os parametros da distribuicdo beta
(2.2.1). Claramente, sob esta parametrizacdo, a distribuicao BIZU tambérepessentacdo candnica na
familia exponencial de dimensé&o 4 de posto completo. Contudo, esta paragdetrinduz a restricdo no
espaco paramétrico dada bk &g + 01 < 1. A estimacao dos pardmetros pode ser alcancada por maxima
verossimilhancga penalizada.

A funcao de log-verossimilhanga da distribuicdo BIZU pode ser maximizadsiviemente usando os
algoritmos RS ou CG (Rigby & Stasinopoulos, 2005). Estes algoritmos usantedimento de retroajuste
(backfitting) para melhorar o desempenho do procedimento de escoishge. FO algoritmo CG (Cole &
Green, 1992) usa a funcéo de log-verossimilhanca dos dados e asawiderivadas (opcionalmente podem
utilizar o valor esperado das derivadas de segunda ordem) contoespeparametros da distribui¢éo.
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Finalmente, se consideramos o vetor de parametros corfustddy, 01, 1, ¢) podemos mostrar que a
matriz de informacao de Fisher da distribuicdo BIZU assume a forma

Ksoso Kogs, 0O 0

Ksi150 K816, 0 0
0 0 Kuu Fpug
0 0 Kou Keg

K(0) =

em que
Kooso = (1 —01)/00(1 — 8o — 61),
Koos, = Keyo, = 1/(1 — 09 — 01),
k15, = (1= 00)/61(1 = do — b1),
K = (1= )¢ {' (ug) +4'((1 =)o)},
Fug = Ko = (1 — a)p{¢" (u)p — ¢'((1 = 1)9) (1 — w)},
Rgo = (1= a){pd' (ug) + (1 — 1)*y' (1 — p)¢) —¢'(9)}.
Note quexs,s, # 0,0 que implica que os parametr@se §; nao séo globalmente ortogonais e desta forma seus
respectivos componentes no vetor escore sao correlacionadogastma parametrizacdo da distribuicdo

BIZU dada em (2.4.2). Adicionalmente, percebemos @aed;) € ortogonal au, ¢) e assintoticamente
temos quddy, 01) € independente dgi, ¢).

2.5 Resultados numéricos e discussao

Através de simulacdes de Monte Carlo, avaliamos os desempenhos dos essrdel maxima veros-
similhanca (MV) e de momentos condicionais (MC) para os parametros dabuiggies BlZ«, p, ¢) €
BIZU(a, v, 1, ) em amostras de tamanho finito e sob diferentes critérios. Nosso estudnceatca na
estimagédo de, ¢, E(y) e Var(y). Para a distribuicdo BIZU também consideramos a estimagéo por MV de
~v. Comoa e a coincidem e séo estimadores ndo-viesados de variancia uniformemente ménananas
distribuicdes BIZ e BIZU, ndo mostramos resultados de simulacao refer&amstimacdo deste parametro.
Os parametros da distribuicdo BIZ foram fixados @m= 0.2, = 0.1 e ¢ = 2. No caso da distribuicdo
BIZU, tomamosn = 0.2,y = 0.3, 4 = 0.1 e ¢ = 2. Para o experimento de Monte Carlo foram consideradas
R = 5000 réplicas. Os tamanhos de amostrasae 10, 20, 50, 100, 500 e 1000. As estimativas dos paramet-
ros obtidas pelos momentos condicionais foram utilizadas como estimativas ipaiaie processo de max-
imizacdo da funcao de log-verossimilhanca de cada uma das distribuici@scd de log-verossimilhanca
de cada uma das distribuicbes € maximizada através do método BFGS camdakeawaliticas (Press et al.,
1992). Para a andlise de resultados da estimacdo pontual, foram cadcpéad cada distribuicdo e para
cada tamanho de amostra: a mébi@) = R~! Zfil 0;, a estimativa do viés@(é\) = E() — 0, a esti-
mativa do viés relativoé;{(g) = 0‘1(]73(5) — 0) e a estimativa da raiz quadrada do erro quadratico médio

vEQM = \/R—1 Zfil(@ — 6)? das 5000 estimativas, em gée o valor verdadeiro do parametrd seu
respectivo estimador.
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2.6. Aplicagbes

Todo o procedimento de calculo foi programado na linguagem de progéanx (Cribari-Neto &
Zarkos, 2003; Doornik, 2001).

Na Tabela 2.1 apresentamos os resultados de simulag&o para a distribiZic&b8ervamos que, em
maodulo, as estimativas do viés e do viés relativo estimado e MV e MC estdo préximas de zero, sendo
gue o viés diminui com 0 aumento do tamanho de amostra. As estimatiyAs@&I dos estimadores obtidos
por MV e MC parau sao similares. Para todos os tamanhos de amostra, os estimadgrpsrddV e MC
sdo consideravelmente viesados, sendo que o viés do estimador obtll€C gomais pronunciado. Note
que as estimativas MC da média/&QM de ¢ podem ser muito maiores que as de MV. Por exemplo, para
n = 10e¢ = 2, o viés e,/EQM sdo respectivamente, 3.4 e 10.5 para o estimador MV e 6.5 e 21.2 para o
estimador de MC. Os estimadores de MV e MC parse apresentam com Viés positivo e assim a variancia
da variavel resposta é subestimada.

Na Tabela 2.2 se encontram os resultados obtidos da simulagéo para aigé&iriBlZU. Podemos ob-
servar que, em maodulo, os estimadores de MV e M@ de: sdo ligeiramente viesados, sendo que este viés
diminui com o aumento do tamanho de amostra. Novamente, os estimadores d&@Idex) sdo bastante
viesados e o estimador de MV se apresenta mais eficiente que o estimador Ber&emplo, para = 20
e ¢ = 2, oviés e,/EQM sdo, respectivamente, 1.0 e 2.4 para o estimador de MV e 1.7 e 3.9 para a@lestima
de MC.

Em resumo, nas distribuic6es BIZ e BIZU o estimador de M\ de mais eficiente que o estimador de
MC. No entanto, ambos os estimadores se apresentam bastante viesadasmpahos de amostra pequenos
(por exemplo,n = 10). Por outro lado, os estimadores de MV e de MC para 0s outros paranginos
desempenhos iguais ou similares e podem ser aproximadamente ndos/g@saddamanhos de amostra ndo
sdo muito pequenos. Os resultados de simulacdo para a distribuicdo BkAm@presentados pois estes
podem ser obtidos da distribuicdo BlZ, lembrando que a Unica difereriga&s distribuicdes BIZ e BIU
€ a alocacado do ponto de massa, sendo em zero para a distribuicdo BlZzira para a distribuicdo BIU,
i.e., BIU(a,pu,¢) = 1 — BlZ(a,1 — i, ¢). Finalmente, os estimadores de MV e MCHHgy) e Var(y)
tém desempenhos semelhantes em termos das medidas consideradaamdersiquase nao viesados se a
amostra for suficientemente grande.

2.6 Aplicagbes

O objetivo desta sec¢éo € ilustrar o uso das distribui¢cdes beta inflaciddi@da8|ZU para dados restritos
aos intervalog0, 1), e [0, 1]. Para nossa analise, apresentamos trés conjuntos de dados coespeatvos
modelos ajustados. Para efeito de comparagdo, também avaliamos um modejmailzada conjunto
de dados. Em cada caso apresentamos o histograma de frequénciagfiecodg distribuicdo empirica
sobrepondo as respectivas distribuicbes acumuladas ajustadas,flaeiariadas e do modelo Tobit. Os
parametros de cada distribuicdo beta inflacionada e do modelo Tobit sdodestipgo método de maxima
verossimilhanca. Aqui, usamos as implementa¢fes na linguagem de progodn@digaka & Gentleman,
1996) das distribuicdes BIZ e BIU do pacgimmiss desenvolvidas por Ospina (2006), da distribuicdo BIZU
por Stasinopoulos, Righy & Akantziliotou (2006) e do modelo Tobit do pa¢@AaMYee & Wild, 1996).
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Tabela 2.1: Resultados de simulagdo para a distribuicapBE2 0.2, = 0.1, ¢ = 2.0, E(y) = 0.08 e Var(y) =
0.0256.

Média Viés EQM
Par. n| MC MV MC MV MC MV
10 | 0.1009 0.0945 0.0009 —0.0055 0.0637 0.0591
20 | 0.1005 0.0971 0.0005 —0.0029 0.0432 0.0406
W 50 | 0.1004 0.0989 0.0004 —0.0011 0.0276 0.0262
100 | 0.0999  0.0992 | —0.0001 —0.0008 | 0.0194  0.0186
500 | 0.0998 0.0996 | —0.0002 —0.0004 | 0.0086  0.0083
1000 | 0.0997 0.0997 | —0.0003 —0.0003 | 0.0061  0.0058
10 | 85145 5.3980 | 6.5145  3.3980 | 21.1880 10.4990
20 | 3.6960 2.9660 | 1.6960  0.9660 | 4.6428  2.8064
& 50 | 2.4009 2.2750 | 0.4009  0.2750 | 11773  0.8370
100 | 2.1840 2.1371 0.1840 0.1371 0.6793 0.5036
500 | 2.0340 2.0292 0.0340 0.0292 0.2487 0.1959
1000 | 2.0150 2.0133 0.0150 0.0133 0.1700 0.1342
10 | 0.0785 0.0739 | —0.0015 —0.0061 0.0503 0.0471
20 | 0.0802 0.0775 0.0002 —0.0025 0.0354 0.0334
E(y) 50 | 0.0804 0.0792 0.0004 —0.0008 0.0228 0.0218
100 | 0.0799 0.0794 | —0.0001 —0.0006 0.0161 0.0155
500 | 0.0798 0.0797 | —0.0002 —0.0003 0.0072 0.0069
1000 | 0.0800 0.0799 0.0000 —0.0001 0.0050 0.0048
10 | 0.0229 0.0228 | —0.0027 —0.0028 0.0229 0.0203
20 | 0.0244 0.0242 | —0.0012 —0.0014 0.0167 0.0153
Var(y) 50 | 0.0253 0.0252 | —0.0003 —0.0004 0.0109 0.0104
100 | 0.0254 0.0253 | —0.0002 —0.0003 0.0078 0.0075
500 | 0.0255 0.0255 | —0.0001 —0.0001 0.0035 0.0034
1000 | 0.0256  0.0255 | —0.0000 —0.0001 | 0.0024  0.0024

O primeiro conjunto de dados, com 645 observaces, foi obtido atdmsesdicadores brasileiros de
atendimento qualificado para servicos prioritarios no ano 2000. A varifeventeresse€y) € a porcen-
tagem de enfermeiros com curso superior nos municipios brasileirosadas ¢bram extraidos do banco
de dados das NagGes Unidas atravésAtas de Desenvolvimento Humano no Bradigponivel no sitio
http://www.pnud.org.br/atlas/
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Tabela 2.2: Resultados da simulacéo para a distribuicdBdZz= 0.2, = 0.3,u = 0.1, ¢ = 2.0, E(y) = 0.14 e

Var(y) = 0.0724.

Média Viés EQM
Par. n MC MV MC MV MC MV
10 0.4462 0.1462 0.1348
20 0.3882 0.0882 0.1616
5 50 0.3102 0.0102 0.1374
100 0.3015 0.0015 0.1047
500 0.2995 —0.0005 0.0466
1000 0.3011 0.0011 0.0323
10 | 0.1017 0.0955 0.0017 —0.0045 | 0.0661  0.0607
20 | 0.1003 0.0969 0.0003 —0.0031 0.0445  0.0418
I 50 | 0.1006 0.0992 0.0006 —0.0008 | 0.0278  0.0265
100 | 0.0999 0.0993 | —0.0001 —0.0007 | 0.0195 0.0186
500 | 0.1002 0.1000 0.0002 0.0000 | 0.0086  0.0083
1000 | 0.1001 0.0999 0.0001 —0.0001 | 0.0062  0.0060
10 | 10.9191 6.6869 8.9191 4.6869 | 33.3939 19.5225
20 | 3.7055 2.9909 1.7055 0.9909 | 3.8645  2.3889
¢ 50 2.4123 2.2821 0.4123 0.2821 1.1997 0.8229
100 2.1824 2.1380 0.1824 0.1380 0.6407 0.4891
500 2.0321 2.0210 0.0321 0.0210 0.2424 0.1894
1000 | 2.0187 2.0115 0.0187 0.0115 | 0.1726  0.1363
10 | 0.2002 0.1956 0.0602 0.0556 | 0.0679  0.0655
20 | 0.1627 0.1601 0.0227 0.0201 | 0.0524  0.0512
E(y) 50 | 0.1423 0.1411 0.0023 0.0011 | 0.0363  0.0357
100 | 0.1401 0.1396 0.0001 —0.0004 | 0.0266  0.0263
500 | 0.1400 0.1398 0.0000 —0.0002 | 0.0121  0.0119
1000 | 0.1402 0.1401 0.0002 0.0001 | 0.0085  0.0084
10 | 0.1129 0.1139 0.0405 0.0415 | 0.0313  0.0306
20 | 0.0871 0.0873 0.0147 0.0149 | 0.0297  0.0293
Var(y) 50 | 0.0727 0.0727 0.0003 0.0003 | 0.0232  0.0229
100 | 0.0717 0.0717 | —0.0007 —0.0006 | 0.0177  0.0176
500 | 0.0721 0.0721 | —0.0003 —0.0003 | 0.0080  0.0080
1000 | 0.0724 0.0724 0.0000 0.0000 | 0.0057  0.0056
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2.6. Aplicagbes

Na Figura 2.4, o histograma de freqiiéncias dos dadofem apresenta forma de/*, uma caracteris-
tica que é modelada facilmente pela distribuicdo BIZ. Neste grafico a barra gmnto acima representa a
qguantidade de zeros na amostra. Aqui, consideramos também um modelcenshitado a esquerda (TCE),
ao assumir que; = y; sey; > 0, ey, = 0 sey; < 0, onde osy; ~ N (u,o?) sdo variaveis aleatérias
independentes. As estimativas de MV dos parametros (erros padréparénteses) da distribuicdo BIZ séo
& = 0.0155 (0.0049), 7i = 0.1263 (0.0042) e $ = 4.691 (0.220), e para 0 modelo Tobif; = 0.1177 (0.0060)
eo = 0.1433 (0.0040). O grafico da distribuicAo acumulada empirica junto das distribuicdes acumelada
timadas (ver Figura 2.4) indica que a distribuicdo BIZ é a que melhor se apsstidos.
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Figura 2.4: Histograma de frequiéncias e distribuicdo atamtaupara a porcentagem de enfermeiros com curso superior
em municipios brasileiros.

Em seguida, consideramos um conjunto de dados formado por 556Vaises da propor¢éo de 6bitos
em menores de 1 ano por causas mal definidas nos municipios brasileiao® @900. Os dados foram
obtidos do Banco de Dados do Sistema Unico de Satde DATASUS, dispdeifetma gratuita no sitio
http:\\www.datasus.gov.br . Este conjunto de dados contém 3364 zeros e 172 uns. A Figura 2.5
apresenta o histograma de freqliéncias da proporcao de 6bitos enesdadr ano. Neste grafico as barras
com 0s pontos acima representam as quantidades de zeros e uns na.aPastreste conjunto de dados
ajustamos uma distribuicdo BIZU sob a parametrizaggod,, i, ¢).
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2.6. Aplicagbes

Adicionalmente, ajustamos um modelo Tobit duplamente censurado (TDC)ssemanos que og =
yi se0 < yf <1, y = 0sey; <O0ey, = 1sey; > 1, em quey; ~ N(u, o?) séo variaveis aleatorias
independentes. As estimativas de MV dos parametrogisée 0.6055 (0.0066), 51 = 0.0313 (0.0023),
= 0.2974 (0.0043) e ¢ = 0.4562 (0.0050) para a distribui¢éo BIZU @ = —0.1555 (0.0088) ec =
0.5420 (0.0085) para o modelo Tobit. O grafico das curvas da distribuicdo acumulada engpdidsadistribui-
¢bBes acumuladas ajustadas é apresentado na Figura 2.5. Uma simplegingne mostra claramente que
apenas a distribuicdo BIZU é um modelo tedrico adequado para o conpidtmds
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Figura 2.5: Histograma de freqiiéncias e distribuicdo atamiaupara a propor¢édo de obitos em menores de 1 ano por
causas mal definidas em municipios brasileiros.

Finalmente, o terceiro conjunto de dados corresponde a 223 obses\d@groporcdo de habitantes que
moram até a 200 km do litoral em paises litoraneos no ano 2002. Os dadfsreEcidos peldCenter for
International Earth Science Information Netwaglestdo disponiveis na internet no sfittp://sedac.
ciesin.columbia.edu/plue/nagd/place. Na Figura 2.6, percebe-se que o histograma de fre-
guéncias dos dados apresenta formalde ésta propriedade € facilmente modelada por uma distribuicdo
BIZU. Para estes dados ajustamos uma distribuicéo BIZU sob a paramétrizags:, i, ¢) € um mod-
elo Tobit duplamente censurado. As estimativas de MV dos parametrag sad.1141 (0.0215), 6; =
0.4064 (0.0332), i = 0.6189 (0.0279) € ¢ = 0.6615 (0.0204). Para o modelo Tobit as estimativas s&o
= 0.8766 (0.0518) ed = 0.6975 (0.0368). A Figura 2.6 mostra as curvas da distribuicdo acumulada em-

27



2.7. Conclusoes

pirica e das distribuices acumuladas ajustadas. Claramente, 0 modeldtd€dae ajusta bem aos dados.
Por outro lado, o grafico das curvas da distribuicdo acumulada empirgcdistdbuicao acumulada estimada
da distribuicdo BIZU mostra que o modelo tedrico BIZU se ajusta muito bem alws dama vez que nao
ha grandes afastamentos entre as duas curvas. Desta forma, podantois que a distribuicdo BIZU é um
modelo adequado para os dados.
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Figura 2.6: Histograma de freqiiéncias e distribuicdo atamtaupara a proporcao de habitantes que moram até a 200
km do litoral em paises litoraneos.

2.7 Conclusdes

A distribuicdo beta é usada para modelar dados que sdo medidos de fontinazmo intervalo aberto
(0,2). Porém, conjuntos de dados que contém zeros e/ou uns ndo pederndelados usando a distribui-
¢cdo beta. Neste capitulo, propusemos distribuicBes de mistura entre umaigériddsolutamente continua
definida em (0,1) e distribuicdes discretas para modelar dados quessigamns nos intervalos [0, 1), (0, 1]
ou [0, 1]. As distribuicBes propostas séo distribuicdes beta inflacismamaentido que a massa de probabil-
idade em zero e/ou um excede o que é permitido pela distribuicdo betaieBeanj@s das distribuicdes beta
inflacionadas sé&o analisadas.

Também discutimos para estes modelos a estimacéo pelos métodos de maxinmailleEgossa e momen-
tos condicionais e comparamos tais estimadores através de simulagéo de Ettmte C
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2.7. Conclusoes

Trés aplicagbes empiricas com conjuntos de dados reais mostram queeilsiciies beta inflacionadas
sdo modelos bastante flexiveis para modelar dados de fracdes obsemazaithtervalo unitario fechado ou
semi-aberto. N6s usamos conjuntos de dados com formas bem diferemistodrama de frequéncias (com
formas unimodal,l/’ e *.J" invertida no intervalo (0,1)) e mostramos que as distribui¢cdes beta inflatasna
sdo modelos tedricos adequados para estes conjuntos de dados.

Sugerimos aos usuarios interessados em modelar dados na formads,fagporcdes ou taxas medidas
de forma continua, que utilizem a distribuicdo beta inflacionada sempre e eeu uns aparecam no
conjunto de dados.
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Capitulo 3

Modelos de regressao beta inflacionados

3.1 Introducao

Na modelagem estatistica uma estratégia tipicamente adotada para situacdesiema gariavel depen-
dente (resposta) é medida de forma continua no intef@alg € o uso de transformacdes de tal forma que
a nova variavel transformada assuma valores na reta. Isto permite madedéatia da nova variavel através
de um preditor linear baseado em um conjunto de variaveis explicatimvaecidas e parametros desconhe-
cidos (Atkinson, 1985, Cap. 7). No entanto, esta metodologia possunafglimitacées, uma das quais é
a perda de interpretabilidade dos parametros da regressdo em ternmengadal vesposta original. Numa
outra linha, Paolino (2001), Kieschnick & McCullough (2003), FergaiCribari—-Neto (2004) e Smithson
& Verkulien (2006) introduziram modelos de regressdo para varialeggGaias que séo regidas por uma
distribuicao de probabilidades beta, em que a média da variavel respest@iénada a um preditor linear
(definido por regressores e parametros de regressao descoshecdmeio de uma fungéo de ligacao.

Ha diversos artigos referentes a analise de dados que séo olosatedfdrma continua no intervalo (0,1).
Dentre eles podemos citar Cox (1996) e Papke & Wooldridge (1996) eralag®in de quasi-verossimilhanca,
Song & Tan (2000) e Song, Qiu & Tan (2004) em equactes de estimac@radjzadas e Paolino (2001),
Kieschnick & McCullough (2003), Ferrari & Cribari—-Neto (2004), Wasacellos & Cribari-Neto (2005) e
Smithson & Verkuilen (2006) em modelagem de regressédo paramétricaiswibuicdo beta para a variavel
resposta (modelos de regressao beta). Nestes trabalhos, assumeasaégia condicional da variavel res-
posta (propor¢éo, taxa ou fracdo), que é medida de forma continugenealo (0,1), pode ser modelada
através de uma funcao nao-linear envolvendo variaveis explicativas im&dia da resposta é relacionada a
um preditor linear (definido por regressores e parametros de régmssconhecidos) por meio de uma fungao
de ligacdo. Aqui, a média condicional é limitada ao intervalo (0,1) e se admitegu&acia condicional é
uma fungéo (em geral quadrética) da média condicional. Desta formaaacia condicional muda a medida
em gue a média condicional varia no intervalo (0,1).

Dentre as diferentes especificacbfes dos modelos de regressao petppsta de Ferrari & Cribari—
Neto (2004) é a que se apresenta mais estruturada, uma vez que a pzagéwiue eles utilizam per-
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mite modelar de forma direta a média usando um preditor linear e uma funcédo gioligeral, sendo que
esta especificacédo é a mais similar a dos modelos lineares generalizadas|@igtc®@ Nelder, 1989). Fer-
rari & Cribari-Neto (2004) apresentam resultados de inferéncia esi@t$ob o enfoque da teoria de veros-
similhanca, algumas técnicas de diagnostico e aplicacbes e fornecemgranpaalesenvolvido na linguagem
de programag&o matrici@x (Doornik, 2001; Cribari-Neto & Zarkos, 2003) para o ajuste do modelo e a
construcao de gréficos para fins de diagnéstico. Recentementepgpoatprfoi implementada no pacote es-
tatisticoR sob o nome déetareg disponivel de forma gratuita ehttp://cran.r-project.org e

no pacote estatisticBAS (SAS institute, 2005) sob os procedimenpssec nimixed eproc glimmix

(ver http://www.ats.ucla.edu/STAT/sas/ ). Adicionalmente, Espinheira, Ferrari & Cribari-Neto
(2007, 2008) apresentaram novos residuos e medidas de influéraligpdoa a analise de diagnostico no
modelo de regresséo beta.

Modelos que usam a distribui¢cdo beta ou outra distribuicao continua nceilotédy1) sao inadequados
em situacBes em que os valores observados da variavel respastarapm zeros e/ou uns. Assim, parece
mais apropriado admitir que a distribuicao da variavel resposta atribualpitiiade positiva a esses valores,
0 que ndo é contemplado por nenhuma distribuicdo continu@gm

Recentemente, Cook, Kieschnick & McCullough (2006) propuseram udelnale regresséo para dados
de financiamento, em que uma suposicdo é que a distribuicdo da vargpadteeobservada no intervalo [0,1)
segue uma mistura entre uma distribuicdo degenerada no zero e uma distriimted Para este modelo, a
média da distribuicdo beta € modelada através de um preditor linear usandoaa liggito. Mais adiante,
Hoff (2007) compara diferentes aproximacdes para modelar escerefciEncia DEA (analise envoltéria
de dados) em funcdo de variaveis exdgenas. Nesse trabalho, c@uioara a modelagem Tobit com dois
modelos alternativos, entre eles, um modelo de regressao beta inflaciomadnto um. Para este modelo
se assume que a distribuicdo do escore de eficiéncia observado nalin@r¥] segue uma distribuicdo de
mistura entre uma distribuicdo degenerada no ponto um e uma distribuicaédaitea probabilidade de que
o escore de eficiéncia seja igual a um € modelada através de um preditousaado a ligagdo logito e a
média da distribuig&o beta é modelada através de um outro preditor linedowsaresma ligagéo.

Mais recentemente, Lesaffre, Rizoupoulus & Tsonaka (2007) exploraso da transformacéo logistica
para modelar a distribuicdo de escores limitados em (0,1). Para o casceams gacores sao definidos no
intervalo [0,1], os autores assumem que uma variavel latente em (0,10zcangm escore observado em
[0,1], como é o caso da proporcao de dias em que um paciente toma memetauma droga ou do indice
de Barthel. Nessa modelagem, se assume que o componente continuo da distribuicdiudeseigie uma
distribuicdo logistica-normal em que a média da distribuicdo é modelada ateeésariadas. Adicional-
mente, as probabilidades do escore ser igual a zero e um (componengejlisodem ser modeladas usando
variaveis explicativas através de regressores lineares usandoliggio.

Neste capitulo abordamos aspectos inferenciais para modelos de&edrets que apresentam valores
zeros e/ou uns na variavel resposta. Neste sentido estenderemoslo deodgressao beta inflacionado em

*O indice de Barthel € uma média da capacidade de uma pessoa paea tealiatividades basicas da vida cotidiana, obtendo-se
uma estimativa quantitativa do grau de dependéncia do individuo.
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zero (Cook, Kieschnick & McCullough, 2006) e o modelo de regreseémibflacionado em um (Hoff, 2007)
ao sugerir uma parametrizacao que permita modelar de forma direta a médi&ribaick® beta e a massa
de probabilidade em zero ou um usando preditores lineares e fungdigagho adequadas. Apresentamos
resultados de inferéncia estatistica sob o enfoque da teoria de verossim,lleatre eles a estimacéo, a
construcdo de intervalos de confianga de tipo assintético e testes de ésp@dgionalmente, estudaremos
um modelo de regresséao beta inflacionado em zero e um como uma extangabdo modelo de regressao
beta inflacionado em zero ou um. Aqui, analisamos aspectos de inferétatiateea, tais como a estimacao e
testes de hipoteses. Também discutimos brevemente a selecdo de modelos.

Este capitulo se encontra organizado da seguinte forma. Na Secao Bidaefd modelo de regressdo
beta inflacionado em zero ou um. Abordamos aspectos de estimagéo por maxassimilhanga, onde
fornecemos expressdes para o vetor escore, a matriz de informaE&hdee um algoritmo de estimacéo,
entre outros. Na Sec¢do 3.3 definimos o modelo de regresséo beta infllacemazero e um. Discutimos
aspectos de estimacao por maxima verossimilhanca e apresentamos esgrasa® vetor escore, a matriz
de informacéo de Fisher e um algoritmo de estimagao, entre outros. Na®Béghiscutimos brevemente a
selecdo de modelos. Finalmente, as conclusdes deste capitulo saotagessea Secdo 3.5.

3.2 Modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um

Ha situacdes praticas em que dados de propor¢des ou fragcbemndpmegeros ou uns (mas ndao ambos) e
€ esse 0 caso que trataremos nesta se¢do. Consideremos, por exaityagaa em que o interesse recai na
proporc¢édo da renda familiar gasta em telefonia celular. Ha familias queos&ogim telefone celular e o gasto
com esse item € nulo. Por outro lado, dificilmente alguma familia gasta a totalidadeddamensal nesse
item. Neste caso, um modelo estatistico que permita adicionar a uma distribui¢tBmuaqurara a variavel
resposta no interval@, 1) um ponto de massa em um dos extremos, i.e., massa de probabilidade positiva n
Zero ou um, parece ser mais adequado.

3.2.1 Definicédo

Sejamyy, ..., y, variaveis aleatérias independentes cada uma com funcao de denstahdlacionada
no pontoc (¢ = 0 ouc = 1) dada por (2.3.2), i.ey; ~ Bl.(ay, pt, ¢). O modelo de regressédo beta infla-
cionado no ponte (¢ = 0 ouc = 1) denotado por RBIé definido pelos componentes sistematicos

M
h(ow) = Z 2% = Gt
=1 (3.2.1)

m
g() = Ziﬁtiﬁz‘ =,
i=1

emquey = (1,...,7u)' €8 = (B1,...,58n)" séo vetores de parametros de regresséo desconhecidos tais
quey € RM e € R™, z1,..., % €241, - .., 2T, SA0 Observagdes de variaveis exdgenas conhecidas;
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3.2. Modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um

m + M < n. Note que 0s’s e 0osz’s podem coincidir total ou parcialmente. Assumimos que as funcdes
de ligagéoh : (0,1) — Reg : (0,1) — IR sdo estritamente monotonas e duas vezes diferenciaveis.
Para este modelo podemos escolher diferentes fungbes de ligagaoPor exemplo, para podemos usar

a especificagéo logitay(u) = log{u/(1 — u)}, a fungéo probitog(y) = ®~*(u), onded(-) representa

a funcéo de distribuicdo acumulada de uma variavel aleatoria normalopadféincao de ligacéo log-log
complementarg(u) = log{—log(1 — 1)} e a funcdo de ligacao log-log(u) = log{—log(u)}, entre outras.
Estas mesmas especificagbes podem ser usadas.pdma discussdo detalhada destas fungdes de ligacéo
pode ser encontrada em McCullagh & Nelder (1989, §4.3.1) e a utilizagéotdas transformacdes encontra-
se descrita em Atkinson (1985, Cap. 7). Note guefixo para todas as obervacbesae= P(y, = c). J&

i € a média condicional dg dado quey; € (0,1) e ¢ € um pardmetro de precisdo que é constante para
todas as observacdes. Seguindo Cook, Kieschnick & McCullougtéj2€@6enotaremos por RBIZ o modelo
de regressao beta inflacionado no ponto Zere 0) e por RBIU o modelo de regressao beta inflacionado no
ponto um(c = 1).

O modelo de regressao beta inflacionado no perito= 0 ouc = 1) pertence a uma familia mais ampla
de modelos de regresséo, conhecida como modelos aditivos genealizmddocacado, escala e forma, em
inglés “generalized additive models for location, scale and shape”, GB®Rigby & Stasinopoulos, 2005).
Nesta familia os parametros das distribuicdes consideradas podem skxdusddravés de preditores lineares
ou através de fungbes ndo paramétricas (tipicamente suavizadoresd)near

Se consideramos o vetor de paramettos (v",3",¢)", a funcdo de verossimilhanca para o modelo
RBI, é da forma

L(Q) = Hbic(yt;auﬂt,(ﬁ) = Ll(fY)L2(/87 (b)? (322)
t=1
em que

Ll(’y) _ Hazl{(}(yt)(l o Oét)li]l{c}(yt),

t=1
Lo(B,0) = [[  flusm ),

t:y:€(0,1)

sendoll4(y) a funcéo indicadora, com valor 1 gec A e 0 sey ¢ A, e os parAmetrog; e «; definidos
como fungdes de e 3, respectivamente, através de (3.2.1), be.= h~1({;) e ue = g~ (). A fungdo de
densidadéi.(-; -, -, -) esta definida em (2.3.2). Note que a fungéo de verossimilhbftggpode ser fatorada

em dois termos, um que depende apenas do vetor de parametimstro que depende somente do vetor de
parametros? e de¢. Assim, os vetores de parametrp® (3", ¢)' sdo separaveis (Pace & Salvan, 1997,
p. 128) e a inferéncia por maxima verossimilhancga sgbfe ¢) " pode ser realizada de forma independente
do vetor de parametroscomo se esse fosse conhecido e vice-versa. Note ainda que o coteptdisereto
L1(~) envolve apenas os parametros utilizados para modelar a probabilidadertEnoi@ de zero ou de
um. Por outro lado, o componente continlig 3, ¢) envolve apenas os parametros usados para modelar a
distribuicdo condicional da variavel resposta dado que esta pertemue®rvalo(0, 1).
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3.2. Modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um

A formulacdo deste modelo de regresséo tem uma particular vantagem sifleen@ interpretacdo dos
parametros. Por exemplo, em estudos de consumo, como € o caso daaaselefonia celular, o interesse
pode estar em analisar a propor¢ao de renda familiar gasta nesse itaencades a distribuicdo da variavel
resposta deve considerar o fato de que algumas familias ndo apresesfa@sadcom esse item (presenca
de zeros), i.e., a distribuicdo de probabilidades da variavel respostantenbimodalidade e, desta forma,
um modelo de regressao beta inflacionado em zero permitiria avaliar osseleaitbeterogeneidade entre
consumidores e ndo-consumidores.

O logaritmo da func&o de verosimilhanca péra (v', 37, ¢)" é da forma

6(0) = l1(v) + £2(B8, 9), (3.2.3)
em que .
b(y) = (o),
=1 (3.2.4)
b(B3,0) = Z (e, ),
t:y:€(0,1)
sendo
Ci(a) = ey (ye) log g + (1 — Wy (ye)) log(1 — o)
Ce(, ¢) = log T(¢) — log T (u) — log T((1 — p11)¢) + (e — 1) log yy (3.2.5)
+{(1 = )¢ — 1}1og(1 — yt),
comc = 0 ouc = 1 dependendo do caso. Para 1,...,n, a variavel aleatoridl;., (y;) € de tipo Bernoulli,

em queP (1l () = 1) = o € associada a covariadas através de um preditor lfpemauma fungéo de
ligacdoh da forma apresentada em (3.2.1). Assiit;y) é a funcdo de log-verossimilhanga de um modelo
linear generalizado com resposta binaria. Para maiores detalhes, @edlddh & Nelder (1989, §4.4.1).
Adicionalmente, note qu& (3, ¢) é a funcao de log-verossimilhanca de um modelo de regresséo beta em que
a variavel resposta é restrita as observagdes em (0,1) (Ferraib&ricNeto, 2004).

A fung@o escore é obtida pela diferenciacao da funcdo de log-wmiltesica com respeito a cada um
dos parametros desconhecidos. Assim, pela separabilidade dos detpagametros e (3", ¢) ", podemos

obter de forma independente o escore pagso escore par@3 ', ¢) . Assim, parak = 1, ..., M, temos
861 c%t at dOét 8<t H{c}(yt) at dat
Ur = = —_ 3.2.6
avR Z B AG O1r -3 ol —ar) dg, " (3.:2.6)
e, parar=1,...,m, temos
U = 0B, 9) _ 3 Oly(pe, @) dpue Oy

9B, Ot dne 9B,

t:y:€(0,1)
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3.2. Modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um

_ Ut dut
U= 30 oton(2 )~ wtmd) = w101 = o)
¢ €(0,1)
em que
doy _dh™H(G) 1
d¢;, —  d& h(w)’
due _dg~'(m) _ 1
dy dn g ()
Definindo
THES {lOg(lgtyJ’ S€ yi < (071)3 (32.7)
0, caso contrarip
e
pi = Ey7 ey (ye) = 0) = () — V(1 = 1)), (3.2.8)
obtemos
- d
Ur =63 (1= g (s)) (v = pi) g e (3.2.9)
t=1

Se definimos os vetores = (yi,...,u5) ", ¥° = (Mo (1), Ly (W) T, 1" = (i, .. ;) T ea* =
(a1,...,an)" de dimensagn x 1) e as matrizes diagonats = diag{1— 1 (y1),...,1— Ly (yn)}, G =
diag{da; /d¢i, ..., day, /d¢,}, P = diag{1/[a1(1 — a1)],...,1/[an(1l — ay)]}, T = diag{dp/dn, ...,
dpy, /dn, }, de dimensédn x n), podemos escrever matricialmente os vetores escoreyfa respectiva-
mente, como

Uy(y) = 2T PG(y° — o),

- . (3.2.10)
em queZ & uma matriz de valores fixos conhecidesx M) cujat-ésima linha &, = (z1,..., zs) € X
é uma matriz de valores fixos conhecidesx m) comt-ésima linhar, = (241, ..., 2t ). Note quel, ()

€ obtido de forma independente tg(f3, ¢) dada a fatoragéo da verossimilhanga em (3.2.2). Finalmente,
0 escore para o parametro de precisédo € obtido independentemeni&trdges da derivada da funcao de
log-verossimilhanca com respeito ao parametréssim,

862 (67 ¢) aet (Mt7 (b)
U, = 2202 e
o9 t:y&;)vl) 9
Yt

= 3 {m(toa(1 ) 100m0) — v(( = k)9)])+ 1081 — yi) +(6) — (1~ )6 |

t:y:€(0,1)
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3.2. Modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um

Definimos
Logo, )
Up=> (1= e () {pe(yf — 1) + s(ye) + 0(8) — (1 — ) $)}- (3.2.12)

=1
Se definimoD* = diag{dy, ..., d}} sendod; = p:(y; — p1f) + s(w) + () — ((1 — 1)) temos que

Uy = tr(HD*), (3.2.13)

em quetr(-) é o tragco de uma matriz quadrada.

Nas equacbes (A.1.6) - - (A.1.10) do Apéndice A.1 sao fornecidos losegaesperados das derivadas
de segunda ordem da funcéo de log-verossimilh@(®a Definimos as matrizes diagonais = GPG =
diag{qi,...,qn}, A = diag{dy,...,0,}, W = diag{wy,...,w,}, D = diag{dy,...,d,} e o0 vetorc =
(Cl, e Cn)T, sendo que, para=1,...,n, py = 1/[0@(1 — Oét>], qr = pt(dat/d@)2, op =1 — o, Wy =
W (1) (L=pe) @), de = (1—pe)* ¢ (1= p12) )+ (p1ed) =’ () € ¢ = dlpaetd’ () — (1 —pae) ' (1~
wue)¢)] séo fungdes dos parametrpss e ¢ através dey, u; e ¢. Desta forma, a matriz de informacéo de
FisherK (#) para o modelo RBItem a forma

_ (E() 0
K(9) = ( 0 Ky0) (3.2.14)
sendo a matriZ{, (y) = K, a matriz de informacéo de Fisher gle
Ky(9) = Ko(8,0) = (500 Koo (3.2.15)
Kop Koo

a matriz de informagéo de Fisherde= (3",¢)". Aqui, K., = Z'QZ, Kz = ¢*X T ATWTX, Kgy =

K, = X TATc, Kgg = tr(AD). Observamos que a matriz em (3.2.14) néo depende do ponto de inflagéo
Note ainda qués’,, ndo depende dgs, ¢) e quek gg, K34, K, € K4y NG0 dependem de Adicionalmente,

o vetor de parametros é ortogonal ao vetor de parametids= (37, $)" o que implica que os respectivos
componentes do vetor escore sdo ndo correlacionados. Além disse,deste fato que, assintoticamente, o
estimador de maxima verossimilhanca-dé independente dos estimadores de maxima verossimilhanca de
Beq¢. SejamWsg = ¢*ATWT, Wy = ATc, Wyg = WﬁT¢ e Wye = tr(AD). Definimos a matrizV de
dimenséqn + 1) x (n + 1) por

= (Wpss Wﬁ¢>
W= , (3.2.16)
<W¢B W
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3.2. Modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um

e X, a matriz aumentada de dimeng@o+ 1) x (m + 1), da forma
> X 0
X = (0 1) . (3.2.17)

Entdo, a matriz de informac&o de Fishendde (37, ¢) " pode ser escrita como
Ky(9) = X WX. (3.2.18)

Usando a expressdo padrao para a inversa de matrizes particionaiclge exemplo, Rao, 1973, p. 33),
deduz-se que a inversa da matriz de informacao de Fisher é

K70 0

-1

K(0) = (Km) 0 _1> — o K#8 Koo (3.2.19)
0 Ky(9) 0 K8 o

com
K = (27Qz)"",

T T T T -1
10 (XTWMX)_l{Ier XTTec"TTX(X T WspX) }
tr ’

(D) — CTTTX<XTWgﬁX)_1XTTC

KB = (K%)T = —[tr(D) — ¢ ' TT X (X "WssX) ' X TTe] 71 (X "TWssX) ' X T,
K% =[tr(D) — ¢ 'TT X (X "WpsX) ' X TT¢] 71,

sendol,, a matriz identidade de dimens&o x m. Pela separabilidade dos parametros (37,¢)", o
estimador de maxima verossimilhancad& obtido independentemente @@",#)" como a solugdo do
sistema ndo lineat/,(y) = 0. Ja o estimador de maxima verossimilhanga(dé, ¢)" é obtido como
solucéo do sistema néo lined/s (s, )7, Uy (B, $))T = 0. Observamos que, em ambos 0s casos, tais es-
timadores ndo possuem forma fechada. Assim, eles devem que ser obtigericamente pela maximizacao
da funcao de log-verossimilhanca usando um algoritmo de otimizacdo nag-lkialecomo o algoritmo de
Newton (Newton-Raphson, escore de Fisher, BHHH, etc.) ou um algogtmmasi-Newton (BFGS); ver Press

et al. (1992, Capitulos 9 e 10).

3.2.2 Processo de estimacao

O objetivo desta se¢do € apresentar um procedimento para ajuste do R&deldara estimar os
parametros usamos o0 método escore de Fisher, bastando para tal egimentto da funcdo escore e da
matriz de informacgé&o de Fisher. Inicialmente, para calcular a estimativa de méiossimilhanca de, o

37



3.2. Modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um

algoritmo escore de Fisher é expresso por

,y(m+1) _ ,y(m) + (ZTQ(m)Z)flzTP(m)G(m) <yc . a*(m))

o Com (3.2.20)
=(Z27Q™ ) T Q"™

onder{™ = Zy(™ + (QU™) "L PIMGm (3 — a*(m)),

O algoritmo escore de Fisher para calcular a estimativa de maxima verossimitteahc= (57, ¢) " é
expresso por o
Pt — (X T X)) ~LX T (m) px(m), (3.2.21)

sendo
Hm) — X9m) 4 (’W(m))flf(m)z*(m)

um vetor de dimens&@ + 1) x 1, em quel é a matriz aumentada de dimengéot 1) x (n + 1) da forma

T = <¢€H tr(h?D*))

ez = ((y*—p*)",1)T é um vetor de dimens&a + 1) x 1.

Note que para cada iteracdo das expressdes (A.9.1) e (A.9.2) o métnde és Fisher corresponde a
uma regresséao ponderada de uma variavel dependente modificaglasalespectiva matriz modelo. Para
encontrar o estimador dea variavel modificada ¢ com matriz modeld” e para encontrar o estimador de
¥ a variavel modificada é* com matriz modeloX. Os processos anteriores sao repetidos até que a distancia
(por exemplo, euclidiana) entré™ 1) e (™) e a distancia entré(™*+1 e ¥(™) sejam menores que uma
tolerancia especificada.

Em geral, os algoritmos de maximizacéo precisam da especificacdo desvialoras. Assumiremos
como estimativa inicial para a obtida pela regressao linear auxiliar no intercepto, i.e., consideramos como
vetor inicialy; = h™ (37 W () /n), 72 = 0,...,7ar = 0. Note qued_;" | 1.y (y;)/n representa a
proporcao de zeros ou de uns na amostra, dependendo do casiodSétgrrari & Cribari—-Neto (2004), para
a estimacao dg¢ podemaos tomar como vetor inicial a estimativa do vétabtida a partir de uma regressao
linear da variavel resposta transformada! ), . . . , g(yh, ) em Xo, i.e., (XJ Xo)~* X 2!, onde o vetor' &
da formazt = g(yN)7 = (9(y]),...,9(yhy))T sendoyt = (yI,...,yh,)T 0 sub-vetor da variavel resposta
formado pelas observagdes que estdo no intevalb), X, é a sub-matriz de covariadas associadas @
mg representa o numero de observagdes da varidvel resposta questan no intervalgo, 1).
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3.2. Modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um

Adicionalmente, dado quéar(y:|y: € (0,1)) = p(1—p¢)/(1+¢), temos que = p;(1—pz) /Var(y: |y €
(0,1)) — 1 e o valor inicial sugerido para e

1 mo . 1 o
= § LQ/“) _1, (3.2.22)
mo 0y

em quefi; = g (28, (Xg Xo) Xy 27) €52 = é"¢/[(mo — m){g'(ji)}?]- Aqui, o vetor de residuos de
minimos quadrados ordinarios,
¢ =21 — Xo(X, Xo) 1 X, 2T,

é obtido da regressao linear auxiliar de sobre X;. Note que a expressdo (3.2.22) esta baseada numa
aproximagao linear dg(-). Assim,

Var(g(y])) ~ Var{g(ue) + (y] — me)g' ()} = Var(y)){g' () }?,

ou sejaVar(y]) ~ Var{g(y)) Hg (1)} 2.

Ainda, os modelos de regressao RBIZ e RBIU podem ser incorporedoscotegamlss no R (Stasino-
poulos, Rigby & Akantziliotou, 2006). Para a estimacao dos parametros @délimaxima verossimilhanca.
A funcéo de log-verossimilhanga do modelo é maximizada iterativamente usaralgoritmos RS ou CG
(Righy & Stasinopoulos, 2005). Estes algoritmos usam o procedimentotrdajuste (backfitting) para
melhorar o desempenho do método de escore de Fisher. Os algoritmos R$Isa@@& funcéo de log-
verossimilhanca dos dados e as primeiras derivadas (opcionalmenta jptiiear o valor esperado das
derivadas de segunda ordem) com respeito aos parametros da dtrjiméste caso, os parametros da dis-
tribuicdo (2.3.2) na forma = o, p = p eo = ¢. O algoritmo CG utilizado no pacogamlss é uma
generalizacdo do algoritmo de Cole & Green (1992), em que podem seaduiins valores esperados das
derivadas cruzadas de segunda ordem. A implementac&dons modelos de regressdo RBIZ e RBIU foi
desenvolvida recentemente por Ospina (2006) através dos uso démigidés beta inflacionadas em zero
e/ou.

3.2.3 Intervalos de confianca e testes de hip6teses

Sob as condi¢des de regularidade usuais (Cox & Hinkley, 1974, Gaterfos que§e K(@) sao esti-
madores consistentes de K (¢), respectivamente, em qué(f) € a matriz de informacéo de Fisher (3.2.14)
avaliada en#. Assumindo que/(6) = lim,,_.., K (#)/n existe e é ndo-singular, temos que

Vi@ —0) 2 Narmia(0,.7(0)7Y),

emqued = (37,587,9)7 é o estimador de maxima verossimilhancadde= (v7,87,¢)T e NMarimi1

é a distribuicdo normalM + m + 1)-variada. Aqui, 2. denota convergéncia em distribuicdo. Assim,
pela normalidade assintdtica do estimador de méaxima verossimillfampglemos construir intervalos de
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3.2. Modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um

confianca de tipo assintotico para os parametros deste modelo de regRzs$anto,
(Fr— 21§ (RIDY2 A+ 215 (R)'?),

paraR =1,..., M,

(B\T - 21—§(f?£ﬂ)l/2, B\r + Zl—%(kﬁﬂ)l/2>a
parar =1,...,m,e
(Cg— Zl—g(f{w)lﬂa 6+ 21—;(R¢¢)1/2)

sdo intervalos de confianca assintéticos (ICA) patas. e ‘¢ com coeficiente de confiang@0(1 — g)%,
respectivamente. As variancias assintéticages, e ¢ saoK)) , K ff e K%?, respectivamente, sendo]
o (R, R)-ésimo elemento da matriz?” avaliado ey, K7 o (r, r)-ésimo elemento da matriz”’ avaliado
em(37,4)T e K% 0 elementak *¢ avaliado em3",$)". Ainda, parad < ¢ < 1/2, z1_s representa o
quantill — ¢/2 da distribuigdo normal padrag (0, 1).

Finalmente, através do método delta multivarigoode ser obtido para a resposta media= E(y;), t =

1,...,n,do modelo RBJ o seguinte intervalo de confianca assintotico com coeficiente de configigda—
<)%:
(8 =25 ep(ub). it +2,_ ep(ut)).
em que
i = cap + (1— @) = ch () + (1 —h ' (&))g ' (@)
e

e0.(8) = V(L= ) W@ Y T K721+ {(1— @) f9(@) ] R,

sendoK " e K58 os blocosk ™ e K#8 da inversa da matriz de informacao de Fisher (3.2.19) avaliados nos
respectivos estimadores de maxima verossimilhanca.

Ajustado o modelo RBI pode ser de interesse do pesquisador realizar testes de hipoteseosob
parametros do modelo, com o objetivo de verificar a significancia das/eeriéxplicativas. Suponha que
estamos interessados em testar um subconjunto dos vetores de pargneetroBarticionando os vetores
de parametros = (7,7, )" €8 = (8],5; )" emqueys = (y1,..., )" 2 = (s m) T
Bi=(B1, - Bmy) " €B2= (Bmy+1,---,8m) podemos estar interessados em testar a hipdtgsey; =
%O); b1 = BP) contra a hipétesé{] : violagdo de pelo menos uma igualdade, em qﬁée ﬁf)) séo ve-
tores de parametros especificados de dimenkfiesm, respectivamente. Assumimos quel My < M e

fO método delta multivariado afirma que Bg € uma seqiiéncia de vetoreslimensionais tais que/n[T, — 6] A Np(0,%)
e considerandg(7;,) uma funcdo a valores reais, i.@.,: IR®? — IR tal queg(d) = dg(x)/dx|,—¢ na0 é identicamente nula

e continua numa vizinhanga de entdo+/n[g(7,.) — g(8)] Z N(0,7%) com 2 = [3(8)] " 2[g(8)]. Para maiores detalhes, ver
Lehmann & Casella (2002, § 1.9).
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0 < m1 < m (o caso trivialM; = m; = 0 é excluido). A estatistica de teste da raz&o de log-verossimilhancas
é

A= 2{£(§1 Ba (g) - K(’A}j’ga 5)}7

onde{(v, 3, ¢) é a funcdo de log-verossimilhanca (3.2.3()’7“6,BT, g)T € o0 estimador de maxima veros-
similhanca restrito déy ", 37, ¢) " obtido ao impor-se a hipotese nula. Quando o modelo restrito ndo se situa

na fronteira do espaco paramétrico e, em condi¢des usuais de regudatieim-se que, séiy, A A X3, Ly
Dessa forma, o teste pode ser realizado usando valores criticos aptogioe uma distribuigégi com
My + mq graus de liberdade.

Alternativamente ao teste da razéo de verossimilhancas pode ser utilizaste @seore. Note que a
hipdtese nuld{} : v, = %o); b1 = ﬂ%o) induz particbes sobre as matrizes de regressores. Neste caso, sejam
Z = [Z1,Z3] e X = [X1, X;] as respectivas matrizes particionadas de covariadas do modelo €RiBI
que 7y, Zs, X; e Xo sdo matrizes de posto completo de dimensbesM;, n x (M — M), n x my, €
n x (m — my) respectivamente. No caso em qug = M definimosZ; = Z. Analogamente, sg1; = m
definimosX; = X. Sejal/;, o vetor de dimenséd/; que contém os primeirds/; elementos do vetor escore
U,(v) e sejaK]| a matriz de dimensaa/; x M; formada pelas primeiras/; linhas e as primeirad/;
colunas da matriZz{?” definida em (3.2.19). De forma analoga, defininhqg o vetor de dimenséoy; que
contém os primeirosn; elementos do vetor escotés; (3, ¢) e sejaKlﬁl/B a matriz de dimensaoy; x my
formada pelas primeiras:; linhas e as primeiras:; colunas da matriZ?? definida em (3.2.19). Desta
forma, podemos mostrar que a particdo induzida pela hipdtgseonduz al;, = Z| PG(y¢ — o*) e
Uis = ¢ X, TH(y* — p*). Dai, a estatistica escof@ode ser escrita como a soma de duas forma quadraticas,
a saber: o o

€ = UK} Uy + UK Usg.
Aqui, o ‘til' indica que as quantidades sédo avaliadas no estimador de maxiwssirailhanca restrito (im-
pondo-se a hipétese nula). Sob a hipétese nula e em condi¢cdes usmjsldedade, a estatistica escore tem
assintoticamente distribui¢ad

1+my”
Finalmente, podemos considerar o teste de Wald para testar a hipitesieste caso, a estatistica de
Wald é
~ 0 Sry—1 0 2 0 S6868\—1/73 0
@ = G =W ED) T O =)+ B - 8 TED) B - AD).
Aqui, o ‘chapéu’ denota que as quantidades sédo avaliadas no estintadtito. Novamente, sob a hip6tese

nula e em condicdes gerais de regularidade, temom@exﬁﬁml. Desta forma, o teste pode ser avaliado
usando os valores criticos aproximados de uma distribu@%ﬁgml. Em particular, para testar a significancia
do r-ésimo parametr@,, » = 1,...,m, podemos utilizar a raiz quadrada sinalizada da estatistica de Wald,
isto é@a/s.e.(@.) em ques.e.(@.) € 0 erro padrao assintético do estimador de maxima verossimilhanca de
Br, obtido do element¢r, ) da matrizik #? avaliada no estimador de maxima verossimilhanca. Neste caso a
distribuicao limite da estatistica de teste sob a hipétese nula € normal padrimgaknante, pode ser testada

a significancia do parametrg;, R=1,..., M.
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3.3. Modelo de regressao beta inflacionado em zero e um

3.2.4 Aplicagéo a dados simulados

Através de dados simulados, ilustramos o uso do pagantdss do R para estimar por maxima veros-
similhanca os parametros do modelo de regressédo beta inflacionado RBIZndiilia implementacéo pro-
posta por Ospina (2006). Consideramos um modelo de regresséo bat@iEto no zero (RBIZ) com
estrutura

g(pe) = Bo + Brmy,

(3.2.23)
h(at) = Y0 + 712t
t=1,...,n,0ondeg e h sdo func¢des de ligacéo logito. Desta forma, a variavel respagte 817 (o, i, ¢)
comt = 1,...,n. Os valores das covariaveis e z; séo realizacdes independentes de uma variavel aleatéria

uniforme?{/(0, 1). O tamanho de amostraré= 500 e os valores verdadeiros dos parametros,gée —1.0,
v = 0.5, By = —1.5, 51 = 1.5 e ¢ = 50. Para ajustar este modelo de regressado no pgemdss do R
utilizamos

fit = gamlss(y~(-1+x), nu.formula=~(-1+z), family=BEZI)

em quey~(-1+x)  corresponde a estrutura de regressao do componente comtirfoomula=~(-1+z)

€ a estrutura de regressao do componente discrimigy=BEZI  indica que a familia a ser modelada
€ a distribuicdo beta inflacionada em zero. Maiores detalhes sobre mysacdtegamlss podem ser
encontrados em Stasinopoulos, Rigby & Akantziliotou (2006).

Neste exemplo, 31.2% das observacfes da variavel resposta sd@igaeis A Figura 3.1 apresenta 0s
diagramas de dispersédo da variavel respgsta = 1,...,n, contra as covariaveis; e z;, respectivamente.
Na Tabela 3.1 encontram-se as estimativas de maxima verossimilhanca coraspaasivos erros padrao.
Segundo o exemplo, percebemos que todas as covariaveis sao sigaffidasira mais detalhes do resumo de
estatisticas do ajuste do modelo simulado ver o Apéndice A.2.

Tabela 3.1: Estimativas de méaxima verossimilhanga cons gadrao para os dados simuladgsy BIZ(aq, ut, ).

Parametro Y0 7 Bo B o
Estimativa —0.96280 0.37523 —1.53124 1.53170 56.87893
Erro-Padrao 0.01656 0.02678 0.00460 0.00696 4.30175

3.3 Modelo de regresséo beta inflacionado em zero e um

Nesta sec¢do, consideramos um modelo estatistico que é uma generalitagicaoanodelo de regresséo
beta inflacionado em zero ou um. Para este modelo admitimos que a varigostacg) assume valores no
intervalo [0,1] com probabilidade positiva de ocorrer os valores zeira.eComo exemplo, consideramos 0s
dados referentes a um estudo em que 104 estudantes do primeiro acottega da Universidade Nacional
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Figura 3.1: Diagrama de disperséo da respgsta = 1, ...,n, contra a covariavet, e z;.

da Austrélia simularam vereditos para uma suposta infracdo (Smithson &iMerk2006). Neste caso, a
variavel de interessg@y) é uma taxa percentual [0, 100%] que mede o grau de confianca do pmadeu
proprio veredito. Aquiy = 0 representa desconfianca total no veredito do juraglo-e 100% representa
confianca total no veredito do jurado. Neste estudo, a resposta édadssaccovariadas. Uma possivel
covariada € o tipo de veredito disponivel, que no caso pode ser de dsis@ipoimeiro é convencional (culpa
ou absolvicao) e o outro é condicional (culpa, absolvigdo ou falta degyoA outra possivel covariavel é
a evidéncia de testemunhos contraditérios. Assim, os dados refletem pigbaligao de probabilidades do
grau de confianca no veredito do jurado tem pontos de massa nos exjreaioe y = 1. Uma distribuicéo
derivada da mistura entre uma distribuicdo continua no intefalb (por exemplo a distribuicdo beta) e
uma distribuicdo de Bernoulli, que atribui probabilidades positivas aose&wld e 1, pode caracterizar a
heterogeneidade da probabilidade do grau de confianca do juradeueraredito.

3.3.1 Definicado

Sejamyy, . .., y, variaveis aleatérias independentes, cada uma com funcdo de demadagmr (2.4.7),
i.e.,y; ~ BIZU(dot, 014, pit, ¢). O modelo de regressao beta inflacionado em zero e um (RBIZU) é definido
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por (2.4.7) e pelos componentes sistematicos

k
glpe) =D wuifli =,
=1

H (00¢,61¢) = (ho(ot, 61¢), h1(dot, 01¢)) = (Cots Cit)s

em queu; = E(yt’yt € (0,1)), 50t = P(yt = 0), 611& = P(yt = 1) el — 501& — (5115 = P(yt € (0, 1)) As

(3.3.1)

fungdesy, = x/ 3, (ot = v/ p €1y = 2/ vy sfo preditores lineareg; = (B1,...,6:) ", p = (p1,. -, Pro) "
ey = (v,...,7 )" s@o vetores de parametros de regressdo desconhecidos a seremosstaisaque
B e R pc R ey e RM. Aqui, 2y = (z41,...,2m) , ve = (vg1, .. .,Utko)—r ez = (zu,.. .,ztkl)T

representam os valores observadog de) e k1 variaveis exdgenas conhecidas respectivamente.

Admitimos que a funcgédo de ligacdo: (0,1) — IR € estritamente monodtona e duas vezes diferenciavel.
Ja a funcadi é uma transformagéo bijetora do conjufite= {(do;, 61¢) : 0 < doy < 1,0 < 613 < 1 — o}
aIR?, duplamente diferenciavel. Sob as condi¢des impostasipagarante-se que as derivadas parciais de
dot = h§(Cot, Cit) € dedyy = hi(Cor, Ci¢) SAO continuas edi? e dy., 91, podem ser escritos em termosd@e
e (y¢ de forma Unica (Rudin,1976. Teorema 9.28, p. 224). Note que a futigémde ser escolhida de forma
geral para satisfazer as condi¢des exigidas acima. Por exemplo, modensideradd tal que

dot o1
H =(h h =|h h 3.3.2
(dot, 1) = (ho(dot, 61¢), h1 (dot, 61¢)) ( <1 - 5“), (1 — _5”)), (3.3.2)

sendo afungéh : IR" — IR estritamente mono6tona e duas vezes diferenciavel. NotegiR, sdo funcdes
de R?> emIR.

Suponhamos que no modelo RBIZU tomamos a fungéo de ligagéd = log(u¢/1 — ue) € em (3.3.2)
escolhemos: como sendo a funcdo logaritmo. Loghy(dor, 01:) = log (dor/(1 — dor — 011)) = Cor €
hl ((50t, 5115) = log (61t/(1 — (s()t — (51,5)) = <1t- Desta forma,

Assim,
eCOt

- 1 + eSot + eCot’
et

- 1+ eCOt —+ eCOt ’

1
1 —dor = b1t = Plye € (0.1)) = s

dot = P(y = 0)

o1 =Py =1)
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3.3. Modelo de regressao beta inflacionado em zero e um

Sob a especificagdo anterior, 0 modelo RBIZU sera chamado de modedgrdsséo logistico beta infla-
cionado em zero e um (RLBIZU).

Agora, consideremos o vetor de paramettes (p',7",3",¢)". A funcéo de verossimilhanga para o
modelo de regresséao beta inflacionado em zero e um é da forma

= H blﬁu(yta 6015’ 61157 ot d)) = Ll(pv ’Y)LQ(/Ba ¢) (333)
t=1

H(;H{O} yt) ﬂ{l}(yt)(l — o — 5”)1—]1{0}(%)—]1{1}(%)’

Ly(B3,¢) = H f (e e, @),

t:yr€(0,1)

em quewu, do: € 014 sao definidos através de (3.3.1) como fun¢des dos paranietpesy, 114(y) € a funcdo
indicadora, com valor 1 sec AeOsey ¢ A, e f(y:;-,-) € adensidade beta definida em (2.2.1).

Note que a funcéo de verossimilhang@) pode ser fatorada em dois termos, um que depende apenas
do vetor de parametrc(;awT T) e outro que depende somente do vetor de paramgteodeq. Assim, 0s
vetores de parametrgp ', v ") e (537, $)" sdo separaveis (Pace & Salvan, 1997, p. 128) e a inferéncia por
maxima verossimilhanga sob(éT, #)" pode ser realizada de forma independente do vetor de parametros
(pT,7")T como se este fosse conhecido e vice-versa. Note aindd gwey) envolve apenas os para-
metros utilizados para modelar as probabilidades de ocorréncia de zenane @omponente discreto). Por
outro lado,Ls (3, ¢) envolve apenas os parametros usados para modelar a distribuicaoaraaidia variavel
resposta dado que esta pertence ao inter\alb), i.e., do componente continuo.

A funcéo de log-verossimilhanca do modelo RBIZU baseada numa amostraliservacdes indepen-
dentes é

= > log(bigu(ys; Sor, 61, e, 8)) = €1(p, ) + (3, 9), (3.3.4)
=1

em que

Zﬁt Sot, 81¢),
Z gt :ut7

t:y:€(0,1)

(3.3.5)
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onde
Ci(0ot, 01¢) = W0y (ye) log dor + g1y (ye) log o1

+ (1 — g0y (ve) — g1y (we)) log(1 — dor — d1e),
(e, @) = logI'(¢) — log I'(puep) — log I'((1 — 1) @) + (ped — 1) log ye
+{(1 = pe)p — 1} log(1 — yt).
Se definimos o vetor de parametros= (mo, m1¢, 72¢), €M QUETe: = dot, T1r = O1¢, T2t = 1 — dor — 011, € @

variavel auxiliars = (Sot, S1t, Jat), senddSo; = Loy (y1), S1e = Wppy(ye) €2 = 1oy (ye) — Ugay (1),
temos querg; + m¢ + mor = 1 e o + 81t + Sor = 1. Dail, a funcad; (p, v) em (3.3.5) pode ser escrita como

(3.3.6)

n
((p,y) = 6(m) = Sorlog mor + Sy log w1y + Sy log o,
t=1

a qual corresponde a funcdo de log-verossimilhanca de um modelo trimamiariavel auxiliais. A funcéo
l5(B, ¢) em (3.3.5) é idéntica a obtida em (3.2.5) uma vez que o componente contimicopasa modelar
a distribuicdo condicional da variavel resposta dado que esta pederiotervalo(0,1) é a mesma, i.e., 0
componente continuo é modelado através da distribui¢céo beta (2.2.1). Attre@oe /- (3, ¢) corresponde
a funcao de log-verossimilhanga de um modelo de regressao betai(&eZrébari-Neto, 2004).

A funcéo escore é obtida pela diferenciacéo da funcao de log-veroaimpdltom respeito a cada um dos
parametros desconhecidos (ver equacdes (A.3.3) - - (A.3.9) do Aedh@). Definimos os vetores de dimen-
séon x 1 :ygoy = (goy (1), - Moy (wn)) T wy = (Mg (wa), -+ Dy () T w0y = (Lo, (1) - -
Nony(yn)y* =Wt oyp) T ep* = (ui,..., 1) ", sendoy* e u* definidos em (3.2.7) e (3.2.8) respec-
tivamente. Adicionalmente, definimos matrizes diagonais de dimenséo, sendoA, = diag{1/do1, ...,
1/bon}, Ar = diag{1/d11,...,1/61n}, A1) = diag{1/(1 — do1 — é11),...,1/(1 = don — d1n)}, T =
diag{dua/dn, ..., dpn/dn.}, To = diag{dd01/0Co1, - -,000n/0Con}, T1 = diag{dd11/0Cy, ...,
851n/8§1n}, Tor = diag{c‘)éol/(‘)(ll, ey 850n/8cln} eTl)y = diag{8511/8§o1, cee ,851n/aC1n} Temos
que o vetor escore pata= (p',v")T &

U(Y) = (Uplp.7) " Uy(ps) )T,

em que
Up(p:7) =V To(Doygoy — Aoyyon) + V' Tio(A1ygoy — Ao¥0,1));
Uy(p.y) = Z Ton (Doygoy — Aoyyon) + 2 Ti(Arypy — Apyyo,)):

V' € uma matrizn x kg de covariadas cujaésima linha &, e Z é uma matrizn x k; de covariadas cuja
t-ésima linha &;. Se definimos, respectivamente, as matrizes aumeniadds de dimensdef2n x 2n) e

(2n x (ko + k1)) da forma
~ (T, T = (V0
T = <T01 T1> . 7= <0 Z> , (3.3.8)
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3.3. Modelo de regressao beta inflacionado em zero e um

e o vetor auxiliary, = ((Aoygor — Ao.n)¥0,1)) » (A1ygy — Ao1)¥o,1)) ') ', temos que o escore pala
pode ser escrito como o
U(Y) = Z Ty,.

Particularmente, se consideramos o modelo RLBIZU temos, através de algiamigsilacdes algébricas,
gue os vetores escore dados em (3.3.7) se reduzem a

Up(p:7) =V (yg0y — 60),
Uy(p.7) = Z " (ypy — 61),

em que(So = ((501, .. .,50n)T 6(51 = (511, . ,(Sln)T.

O vetor escore pard pode ser escrito matricialmente como

Us(B,¢) = ¢X "'mdiag(y(0.1))T(y* — 1*), (3.3.10)

em quemdiag(-) é o operador que transforma um vetor numa matriz diagonal.

(3.3.9)

Finalmente, da equacdo (A.3.9) do Apéndice A.3 temos que o0 escore dugbaréle precisdo € dado por

Us(8,6) = S Wouny () {aae(yi — 1) + () + 9(6) — (1 — ) )}, (3.3.11)
t=1

em ques(y;) foi definido em (3.2.11)Note que as expressdes (3.3.10) e (3.3.11) sdo as mesmas expressoes
obtidas em (3.2.10) e (3.2.13) respectivamente, uma vez que o compooetiteic da variavel resposta €
modelado pela distribuicdo beta definida em (2.2.1).

A seguir obteremos a matriz de informagdo de Fisher para (p',7",3",¢)". Para isso usaremos
as equacoes (A.3.13) - - (A.3.19) fornecidas no Apéndice A.3. Sé&jam= diag{w;,...,w,} e D =

diag{dy,...,dn}, em quew, = ' (1d) + ' (1 — m)@) edy = (1— 1)y (1= ) §) + i’ (ud) — ' (9)

eseja = (c1,...,¢,) ", come; = ¢[psws +1' ((1— pt)¢)]. Pode-se mostrar (ver Apéndice A.3) que a matriz
de informagéo de Fishét (§) do modelo RBIZU é
_(Ex(Y) 0
K(0) = < 0 KW?)) , (3.3.12)

emqueY = (p',7")",9=(8",¢)" e os blocos ndo-nulos séo

_ (Ko Kpy
KT(T)—<KW Koy
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Ky(9) = (B0 Koo
Kop Kog)'

onde os componentes de cada bloco estdo dados por
Kpp =V H{T5 A — Ao 1) (Th + Tho)* + A TR}V,
Koy = ZT{TIAL — Aoy (Ty + Ton)? + Ao } 2,
Koy =K, = Z"{ToAoTo1 — (To + T10) Ao,y (Th + Tor) + T1 A1 T1o}V,
Kgs = ¢*X {A g TWT}X,
Kpy = Kj5= XA, T,
Ky = tr(A 1) D),

sendotr(-) o trago de uma matriz. Note que as expressdes parR sdo idénticas as obtidas em (3.2.14)
uma vez que provém do componente continuo do modelo, i.e., da distributgéio be

Notamos que o vetor de paramettps, )" é ortogonal ao vetor de parametfas , ¢) ", o que facilita
a estimacdo dos parametros do modelo e o calculo da matriz de covariandiétiassiied dada pork ()1,
uma vez que os respectivos componentes do vetor escore sao rélaebmnados.

Se definimos) como sendo a matriz de dimens&ox 2n dada por

~ ([ Qo Qo
Q_<Q0Tl Q1>’ (3.3.13)

com eIementoé}O = T02A0 — A(O,l) (TO =+ T10)2 + A1T120, QOI = Q(—)rl = T()A()T()l — (T() -+ TIO)A(OJ) (Tl +
T()l) +TiA{Tpe@ = T12A1 — A(OJ)(Tl + T01)2 + A()T021, temos que

Ky(Y)=2"QZ.
De forma analoga ao modelo RBipresentado na secédo anterior, a matijzy) pode ser escrita como
Ky(9) = X WX,

em que)N( e I foram definidas na secao anterior por (3.2.2) e (3.2.16), respectitame

Novamente, se consideramos o modelo RLBIZU temos uma simplificagdo nosmemg®da matriz de
informacao de Fisher correspondentés g) a saber:
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Kpp = VTdiag{501(1 — (501), Ce 750n(1 — (Son)}V,
Ko = Z " diag{011(1 — 611), ..., 01n(1 — 610)} Z,
Kfyp = K; = ZTdiag{—éol(;H, ey _50n51n}‘/-

Usando uma expresséo padrado para a inversa de matrizes particjateatlesse que a inversa da matriz
de informacgé&o de Fisher do modelo RBIZU é

KPP KPY 0 0

K(0)! = Kr(T)! 0 | K K70 0
- 0 Ko=) | 0 0 KO KB|°

0 0 K3 o

(3.3.14)

em que
K = K, (Tng + Kpy (Ko = Koy K, K ) 7 Ky K,
KM =K"= —K, 'Ky (Kyy — KK, Kp) 7t
K7 = (Kw - Kpr_lem)_l,

e I, sendo a matriz identidade de dimenggox kq. J& os componentds?’, K¢ e K¢ sdo os mesmos
gue foram obtidos em (3.2.19).

3.3.2 Processo de estimacgao

Para estimar os parametros do modelo de regressao beta inflacionadooeenure pelo método de
maxima verosimilhanca, devemos solucionar as equagpgs~y) = 0, U,(p,v) = 0, Ug(3,¢) = 0 e
Us(8,¢) = 0. No entanto, percebemos que tais solu¢des ndo podem ser expreseasariechada. Desta
forma, os estimadores de maxima verossimilhanca devem ser obtidos numateaela maximizacédo da
funcéo de log-verossimilhanca usando um algoritmo de otimiza¢do nao-talezmo o algoritmo de New-
ton (Newton-Raphson, escore de Fisher, BHHH, etc.) ou um algoritmsi-tleavton (BFGS). Aqui, decidi-
mos desenvolver o método escore de Fisher. Note que para enconstanatiea do vetor de parametros
T =(p",~v")T oalgoritmo escore de Fisher & expresso por

Ym+1) — y(m) 4 (Zré(m)g)_1ZTf(m)y(Am)
= (Z7Q™2) TG,

em que a matriziQN foi definida em (3.3.13) e as matrizés T’ sdo as definidas em (3.3.8). Desta forma, o
vetor N N N
g™ = zxm 4 (Q(m))—lT(m)y(Am)
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é uma variavel dependente modificada. O processo de estimacéo esdéshel para) = (8',¢)" €
idéntico ao processo de estimacdo (A.9.2). Cada iteracdo do método dedeisher corresponde a uma
regressao ponderada de uma variavel dependente modificada locadolen@tesua respectiva matriz modelo
e 0s processos iterativos s&o repetidos até que a distancia (por exencfitiana) entr& (1) e T(m) e g
distancia entre@(™+1) e 9(™) comm = 0,1, ... sejam menores que uma tolerancia especificada.

O algoritmo de estimacé&o descrito acima precisa da especificacdo de um iciddr @s valores iniciais
dos parametros que modelam o componente continuo do modelo RBIZU pedemssigeridos por Ferrari
& Cribari—-Neto (2004). Assim, o vetor inicial para o vetéré obtido a partir de uma regressao linear da
variavel resposta transformag@y, ), . . . , g(yn, ) SObreXy, i.e., 80 = (X Xo)~' X, 2f, onde o vetor é da
formazt = g(y")T = (9(n1),..., 9w )", €%" = (y1,...,yn,) € 0 sub-vetor formado pelas observagdes
que estdo enf0, 1), Xy a sub-matriz de covariadas associadas a ny 0 niumero de observagbes que se
encontram no interval@, 1). Ainda, temos que a estimativa inicial par@pode ser dada por

no . -~
O _ Lol —f)
¢ no ; 6152 L
ondeji; € obtido aplicandg—!(-) ao t-ésimo valor ajustado da regresséo lineartlem Xo, i.e., iy =
g Hwd (Xg Xo) 1 X 21), 62 = éTé/[(no — k){g'(ju)}?], sendoé = 2T — (X Xo)"1 X, 2T o vetor de
residuos de minimos quadrados da regressao linear sob a varidestagspnsformada.

Assumiremos como estimativa inicial pasaa obtida pela regresséo linear auxiliar no intercepto i.e.,
consideramos como vetor inicigh = hg (327, Noy(ve)/m, >y Uiy (we)/n)p2 = 0,....pk, = 0.
Finalmente, consideramos como estimativa inicial paaaobtida pela regresséo linear auxiliar no intercepto,
i.e., consideramos como vetor inicial = A 13", Wgoy (ye)/m, 0y Wy (ye) /n), 2 = 0,0y, = 0.
Aqui, as funcdes e h; satisfazem (3.3.1).

Recentemente o modelo RBIZU foi implementado no pagatelss no R (Stasinopoulos, Rigby &
Akantziliotou, 2006). A funcdo de log-verossimilhanga do modelo é maximizaddivamente usando os
algoritmos RS ou CG (Rigby & Stasinopoulos, 2005) e as primeiras desadaionalmente pode-se utilizar
o valor esperado das derivadas de segunda ordem) com respejtaraoeetros da distribuicdo (2.4.7), que
séodg =v/(1+v+71), 0 =7/1+v+71),u=ped+1=1/c? como,v,7>0e0 < pu<1.

3.3.3 Intervalos de confianca e testes de hipGteses

Sob adequadas condi¢fes de regularidade, temos que os estimador@sirda verossimilhang§ =
01, - Orgrkytr1) = (PLs s Phos AL - -+ Fk1s B1s - - -+ By @) € K (A) s&o estimadores consistentesioe
K (), respectivamente, em qué(6) é a matriz de informagéo de Fisher (3.3.12) avaliad# eAssumindo
queJ(#) = lim,,_.~, K(6)/n existe e € ndo-singular, temos que

V(0 = 0) B Niorgr+1(0, J(0)71),
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3.3. Modelo de regressao beta inflacionado em zero e um

onde 2 denota convergéncia em distribuica&/g,  «, 111 representa a distribuicdo norntah+k; +k+1)-
variada. Assim, pela normalidade assintética do estimador de maxima verossga#thpodemos construir
intervalos de confianca assintéticos para os parametros do modelo RBé&ta forma, para=1,..., ko +
ki+k+1,

(@ — 2 s (K@)™Y, 0, + zl_g(K(g)”fﬂ)
€ o intervalo de confianca assintético péracom coeficiente de confiand@0(1 — <)% ondeK(A)”” €o
(r,r)-ésimo elemento da inversa da matriz de informacéo de Fisl@ravaliada end.

De forma anéloga ao modelo de regressao beta inflacionado em zeropademos estar interessados em
realizar testes de hipoteses sobre os parametros do modelo RBIZU cotitoodateerificar a significancia das
variaveis independentes. Suponha que estamos interessados enmteastiaconjunto dos vetores de paramet-
ros p, v e 3. Particionando os vetores de parametos: (p],ps)", v = (v, )" €8 = (8 ,6;)",
em quept = (p1,- 5Pk, ) s P2 = (Phoyt1s-5Pko) s 11 = (Vo) T 92 = (Tt s W) |
B =By, Bu)" €B2 = (Brrins---,0k) ", podemos estar interessados em testar a hipdtgsep; =
pgo);yl = 7&0); = ﬁ§0) contra a hipétesg(} : violagdo de pelo menos uma igualdade, em ,Qflﬁé 7§0) e
ﬁ%o) sdo vetores de parametros especificados de dimehgdéds, e k;, respectivamente.

)

Assumimos qué < ko, < ko, 0 < k¥ < k; e0 < k” <k (ocaso trivialky, = k' = k" = 0 é excluido).
A estatistica de teste da raz&o de log-verossimilhancas é

A =2{6(5,7,B.8) — £(7,7,5, )}

onde/(p, v, 3, ) é a funcdo de log-verossimilhanca (3.3.4)%,5",37,¢)" é o estimador de maxima
verossimilhanca restrito d@ ' ,v", 37, #) " obtido ao se impor a hipétese nula. Se o modelo restrito ndo
se situa na fronteira do espago paramétrico, entdo, assumindo congigdés de regularidade, tem-se que

sobHy, A A Xz,01+k,+k,,. Dessa forma, o teste pode ser realizado usando valores criticos apioginea
distribuigdox? comko, + &k’ + k” graus de liberdade.

Alternativamente ao teste da razdo de verossimilhancas pode-se utilizée edesre. Para este caso,
restringiremos o modelo para o caso do modelo RLBIZU. O teste escore paso geral pode ser obtido
através de complicadas manipulagcfes algébricas e por isso decidimosresentgplo aqui. Note que a
hipétese nula induz particbes sobre as respectivas matrizes de oeggseds modelo RLBIZU. Sejavi =
Vi,Wal, Z = [Z1,75] e X = [X1, X,] as respectivas matrizes particionadas de covariadas do modelo de
regressao beta inflacionado em zero e um, em\iqués, 71, Z5, X e X5 sdo matrizes de posto completo
de dimensGes x ko,, n x (ko — ko, ), n X k', n x (k1 — k'), n x k1, en x (k — k"), respectivamente. No
caso em qué,, = ko definimosV; = V, sek’ = k; definimosZ; = Z. Analogamente, sk; = k definimos
X1 = X. SejalU;, um vetor de dimensé&, que contém os primeirds, elementos do vetor escatg(p, v)

e sejak}¥ uma matriz de dimensda, x ko, formada pelas primeirds, linhas e as primeirak,, colunas
da matrizK*? definida em (3.3.14). Definimo8;, o vetor de dimensaa’ que contém os primeiros’
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3.3. Modelo de regressao beta inflacionado em zero e um

elementos do vetor escolg (p, v) e sejak;; a matriz de dimensaid x k' formada pelas primeirds linhas
e pelas primeirag’ colunas da matriZ{?” definida em (3.3.14). De forma anéaloga, defininigg o vetor

de dimenséd” que contém os primeirds’ elementos do vetor escotg; ([, ¢) e sejaKff uma matriz de
dimensad:” x k" formada pelas primeirdg’ linhas e pelas primeirds’ colunas da matriz#° definida em
(3.3.14).

Desta forma, podemos mostrar que a parti¢do induzida pela hipdfesenduz a

Ui, = Vi (ygop — 60);
Uiy = Z1T(y{1} — 1),
Ui = ¢X{ mdiag(y(o,1))T(y* — u*).

Dai, a estatistica escofepode ser escrita como a soma de trés formas quadraticas, a saber:
€ = UL KU, + UL K Upy + UK Usg.

Aqui, o ‘til" indica que as quantidades séo avaliadas no estimador de maxiossiailhanca restrito (impon-
do-se a hip6tese nula). Sob a hipétese nula e em condi¢cdes usuaisildedade, a estatistica escore tem

assintoticamente distribuicag,_ ., .-
1

Finalmente, a estatistica de Wald para testar a hipdtgse

w—(ﬁl p(o))T(K{’f)‘l(ﬁl—p(o))+(%—v( TR G =)
0) 0)
B &) B - ),

em que o ‘chapéu’ denota que as quantidades estdo sendo avaliadémaalor irrestrito. Sob a hipotese nula
e em condi¢Bes gerais de regularidade, temo&zq&)e X% R R Desta forma, o teste pode ser relizado us-

ando os valores criticos aproximados da dlstrlbup@§o w4 - EM particular, se queremos testar a hipotese

nula™, : 8; = 0 podemos utilizar a raiz quadrada sinalizada da estatistica de Wald ﬁi@}!e é, (ﬁz) em que

s.e. (61) é 0 erro padréo assintético do estimador de maxima verossimilhargabédo do elementai, i)-

ésimo da matriZ<”? avaliada no estimador de méaxima verossimilhanca. A distribuico limite da estatistica
de teste sob a hipétese nula é normal padréo.

3.3.4 Aplicacdo a dados simulados

Agora, ilustramos o uso do pacaiamiss doRpara estimar por maxima verossimilhanca os parametros
do modelo de regresséao beta inflacionado em zero e um, utilizando a implefogot@gosta por Stasinopou-
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3.3. Modelo de regressao beta inflacionado em zero e um

los, Rigby & Akantziliotou (2006). Consideramos um modelo RLBIZU comutsta

log(pe/(1 — pt)) = Bo + Prxi,
log(dot /(1 — dor — 61¢)) = po + p1ve, (3.3.15)
log(d1¢/(1 — 0ot — d1¢)) = Yo + Y12,

t =1,...,n. Desta forma, a variavel resposta~ BIZU(do;, d1¢, pit, @), parat = 1,...,n. Os valores das
covariaveisr, v; e z; s@o realizagbes independentes de uma variavel aleatéria uniiime). O tamanho
de amostra é = 500 e os valores verdadeiros dos parametrosgde- —1.0, p; = 0.5, 79 = —1.0,

v = 0.7, By = —1.5, 51 = 1.5 e ¢ = 50. Para ajustar este modelo de regressédo no pagemidss do R
utilizamos

fit=gamlss(ydata~(-1+x), nu.formula=~(-1+v), tau.form ula=~(-1+z), family=BEINF)

em quey~(-1+x)  corresponde a estrutura de regressao do componente comtifioomula=~(-1+z)

e tau.formula=~(-1+z) sdo as estruturas de regressédo do componente discreto associeszeEnaa
de zeros e uns. Finalmentiamily=BEINF indica que a familia a ser modelada é a distribuicdo beta
inflacionada em zero e um. Neste exemplo, 16.2% das observacdesasie 46.4% das observacdes sdo
uns. A Figura 3.2 apresenta os diagramas de disperséo da varipyadteeg, ¢ = 1,...,n, contra as
covariaveisry, vs € 23, respectivamente.
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Figura 3.2: Diagrama de disperséo da respgsta = 1, ..., n, contra as covariaveis;, v; € z;.
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3.4. Selecdo de modelos

Na Tabela 6.3 encontram-se as estimativas de maxima verossimilhancga cogspeatvos erros padrao.
Para mais detalhes do resumo de estatisticas do ajuste deste modelo verioe®&hd

Tabela 3.2: Estimativas de maxima verossimilhanga consgradréo para os dados simuladgs~ BIZU(do;, d1¢,

Mtvd))'

Parametro o p1 Yo Q! Bo b1 ¢
Estimativa | —1.72401 | 0.51977| —1.84539 | 0.61558| —1.49058 | 1.53234| 49.23541

Erro-Padrag 0.02680 | 0.04307| 0.02772 | 0.04251| 0.00480 | 0.00727| 3.70233

3.4 Selecdo de modelos

Um problema simples na selecdo de modelos ocorre quando comparamos deissntpie séo encai-
xados. Como exemplo, considere os dois modelos de regressao beiariaflas em zero com estruturas
de regressao dadas na Tabela 3.3. Note gmedelo lesta encaixado nmodelo 2e a selecdo do melhor
modelo pode ser obtida através de um teste de hipdtese que comtitpnitz = 0 contraH; : G2 # 0. Neste
caso podemos utilizar alguns dos testes discutidos anteriormente (razrosienithancas, escore ou Wald).

Tabela 3.3: Duas estruturas de regressédo para o modelo RBIZ.

modelo 1 modelo 2
logito(ay) = v + y12¢ logito(ay) = v + v12¢
logito(p:) = B+ Bixys | logito(us) = B+ Brais + foxat

Quando os modelos ndo sdo encaixados ou quando a hipotese deérgersidésa na fronteira do espaco
paramétrico, a comparagdo dos modelos nédo se reduz a um teste de tppdtése H& vérios critérios de
selecdo que podem ser usados para este propésito, inclusive ciitérioformacédo (Hastie & Tibshirani,
1990, Cap. 3.9) tais como o o critério de informacao de Akaike (AIC), orritie informacgéo bayesiano de
Schwarz (BIC) e o critério consistente de informacéo de Akaike (CAJ@3,s&o definidos como

AIC = —27 + 2d,
BIC = —20 + dlog(n),
CAIC = —20 + d(log(n) 4 1),
em quef representa 0 maximo da funcao de log-verossimilhasigao nimero de parametros do modelo

en é 0 numero de observacdes. Cada um destes critérios baseia-se matieap@&o da verossimilhanca
na medida em que o modelo se torna mais complexo, i.e., cresce o numerordetpasa Desta forma, o
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modelo que apresentar o menor valor do critério de informacéo serd o nsadietionado (Akaike, 1974;
Schwarz, 1978; Akaike, 1983). Maiores detalhes sobre testes des$agce critérios de selecdo de modelos
podem ser encontrados em Buckland, Burnham, & Augustin (199Matii& Zusshini (1986) e Burnham &
Anderson (2002).

3.5 Conclusbes

Neste capitulo tratamos de modelos de regresséo beta inflacionados.e@amsigimodelos de regressao
em que a distribuicdo da variavel resposta € uma mistura entre uma distribeigde uma distribuicéo de
Bernoulli (modelo de regressao beta inflacionado em zero e um), dedernam zero (modelo de regressao
beta inflacionado em zero) e degenerada em um (modelo de regresadnflacionado em um). Aqui os
parametros que modelam a probabilidade de ocorrer zero e/ou um siidateéitravés de estruturas de re-
gressdo. Também foram abordados aspectos de estimacdo por maxassawiitanca para cada modelo e
estudamos aspectos inferenciais, tais como a obtencdo de expressasaisnadira 0 vetor escore e para a
matriz de informacéo de Fisher, a construcéo de intervalos de confissingticos, a realizacdo de testes de
hip6teses e selecdo de modelos, entre outros. Apresentamos exemplodasmala ilustrar o uso do pacote
gamiss como ferramenta computacional para ajustar tais modelos. Estudos de soméacdpresentados
agui mostram que os estimadores de maxima verossimilhanca para estaclasskebbs podem ser conside-
ravelmente viesados em pequenas amostras. A andlise do viés dos egtintidoraxima verossimilhanca
sera o tema do proximo capitulo.
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Capitulo 4

Andlise de viés dos estimadores de maxima verosimilhanca nos
modelos de regresséao beta inflacionados

4.1 Introducéo

Os métodos convencionais de estimagdo em modelos estatisticos podenvid@@iseou apropriados em
amostras de tamanho pequeno. Neste contexto, uma importante area dsages@studo do comportamento
de estimadores de maxima verossimilhanca (EMV) em pequenas amostraaitienigr a analise de viés.
Usualmente, o viés é ignorado na pratica sob o argumento de que esteB@aqiser comparado com o erro
padréo do estimador do parametro. De fato, pode-se mostrar que o vgsra&né de orden®(n '), onde
n é o tamanho da amostra, ao passo que o desvio padrdo assintético énd@d¢rde’/?). Entretanto, para
alguns modelos o viés pode ser consideravelmente maior que o corresfgdésvio padrdo em amostras de
tamanho nao “muito grande”. Portanto, é Util obtermos expressfes paeses de segunda ordem, as quais
permitem determinar a qualidade das estimativas, sobretudo para amosarasileo pequeno ou moderado.

Historicamente, o artigo pioneiro sobre o célculo do viés surgiu com umti@abte Bartlett (1953) sobre
intervalos de confianca aproximados baseados nos EMV no casoamétdaco. Haldane (1953) e Haldane &
Smith (1956) discutiram expansdes assintoticas para os EMV em amosatasiatede um ou dois parametros
desconhecidos, encontrando expressdes de ofdlem!) para os primeiros quatro cumulantes. Shenton
& Wallington (1962) desenvolveram uma metodologia para obter o viés deno@{n~') dos EMV no
contexto biparamétrico. Mais tarde, Shenton & Bowman (1963) desemnaoiv@s quatro primeiros momentos
amostrais dos EMV até orde@(n~*). Férmulas para o viés dos EMV até ordé€nin—2) e covariancias da
mesma ordem, ainda para o caso multiparamétrico, foram obtidas por Bowmaengo8 (1965) e Shenton
& Bowman (1977).

Posteriormente, Cox & Snell (1968) apresentaram uma expressiggeaeo viés de orderd(n—!)
dos EMV nos casos uniparamétrico e multiparamétrico. Os autores trabatham modeloY = X5 + e,
onde X é uma matriz conhecida de dadgsum vetor de pardmetros desconhecidaséeum vetorn x 1
de variaveis aleatorias ndo-observaveis independentes e distribofdasédia zero e variancia constante.
Definindo R tal queY = X + R, eles examinaram as propriedades &&se encontraram expressdes para
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suas esperancas e covariancias, através de uma expansao e EgylerddeR; — ¢; em termos d@—ﬁ. As
férmulas encontradas, em particular a expresséo do viés de segdedades, sdo Uteis, dado que a maioria
das propriedades dadg?’s sdo similares as dass quando o nimero de parametros é pequeno comparado
com o tamanho da amostra. Um inconveniente na aplicacdo da metodologix &e $w®ll em modelos
multiparamétricos € o calculo de inUmeros cumulantes de derivadas da fenig@ipverossimilhanca. Assim,
sep € o numero de parametros do modelo, torna-se necessario cafculgs+ 1) cumulantes para encontrar

0s vieses dos EMV desses parametros.

Um método geral para o calculo de vieses de segunda ordem numa aagssbtmas de minimos
guadrados nao-lineares foi apresentado por Box (1971), quedenau, entre outros aspectos, o calculo de
viés por estimagdo bayesiana, embora os exemplos ilustrativos tenhanasido gaso de uma distribui¢céo
a priori uniforme, na qual o estimador é de maxima verossimilhanca; seguenéoaplicado para determinar
os vieses dos estimadores de maxima verossimilnanca dos paradmetros daigiistgama. Robertson &
Fryer (1970) desenvolveram um método geral para encontrar es\éesovariancias de orde(n2) dos
estimadores de maxima verossimilhanca. Sowden (1972) comparou 0s métoektimhcdo por maxima
verossimilhancay? minimo ex? minimo modificado, num modelo de resposta quantal “dose resposta”,
em termos dos seus vieses de segunda ordem, mostrando que o métodanaie veéassimilhanca € um
procedimento mais eficiente em relagcao aos outros métodos. Fryer & Robg®y2) comparam 0s vieses
dos estimadores de momentos, de maxima verossimilhanga, multinogiahéimo até orden©(n~!) e
erro quadratico médio de orded{n~2) para uma série de distribuicbes misturadas.

A partir da formula desenvolvida por Cox & Snell (1968), Anderson &Hardson (1979), McLanch-
lan (1980) e Copas (1988) encontraram os vieses dos EMV em prabbrdiscriminagéo logistica. Uma
analise feita por Cook, Tsai & Wei (1986) mostra o calculo dos vieseE£Wbé em modelos de regresséo
ndo-lineares com erro normal, ou seja, com funcéo de resppstaf (z;,3) + €, i = 1,...,n,ondef é
uma funcao nao-linear duas vezes diferenciaveJefales mostram que o viés tende a zero a medida que a
diferenca esperadaentre as aproximacgdes linear e quadraticg @® se aproxima de zero, de tal forma que
0 modelo é essencialmente lineardsé ortogonal ao espac¢o coluna deondel” é a matriz de elementos
fl=0f/0Br, i=1,...,n, r=1,...,p, €0 viésh é expresso na forma= (V' V)~V 4. Além disso,
eles mostram como o viés afeta os métodos de diagnéstico e se estabeledaganardre viés e curvatura.

Young & Bakir (1987) apresentam estimadores corrigidos em modelagdesséo log-gama. Cordeiro
& Klein (1994) desenvolvem férmulas matriciais para corrigir os EMV em rfesdARMA. Paula (1992)
generaliza trabalhos sobre célculo de viés até or@én1 ') e sua forma matricial encontrados na literatura
estatistica. Cordeiro (1993) apresenta formulas gerais em notacao rhaéniaia vicio de order®(n ') dos
EMV de dois modelos de regresséo heteroscedasticos. Cordeiro &IMg(1991) e Cordeiro & Cribari—
Neto (1993) desenvolvem expressdes simples para o calculo do viégptioatdes em modelos econométri-
cos. Paula & Cordeiro (1995) derivam férmulas para os vieses éetddn ') dos estimadores dos parame-
tros em modelos ndo-lineares da familia exponencial. Ferrari, Botterei@m&Cribari—-Neto (1996) derivam
0 viés de orden®(n~!) em modelos uniparamétricos e comparam o estimador corrigido com o estimador
de maxima verossimilhanca usual em termos do erro quadratico médio. Q¥ierj-Botter, Cordeiro &
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Ferrari (1998) obtém expresstes em forma fechada para o viégdeda ordem dos EMV para varias dis-
tribuicdes da familia exponencial uniparamétrica, mostrando graficamentecawla vicio e erro quadratico
do EMV e de sua versao corrigida variam de acordo com o parametiodpia a distribuicdo. Vasconcellos
& Cordeiro (1997a) generalizam os trabalhos de Box (1971) e Caali, &' Wei (1986) ao obterem férmulas
gerais em notagao matricial para a corregéo de viés em modelos multigamiaidineares heteroscedasticos.
Aubin & Cordeiro (1997) e Cordeiro & Vasconcellos (1997) obtém fdemunatriciais para os vieses de or-
demO(n~!) dos parametros da matriz de covariancia num modelo de regressao limearros normais e
matriz de covariancia desconhecida.

Vasconcellos & Cordeiro (1997b) deduzem uma férmula geral pardesgs/de segunda ordem dos
EMV nos modelos SUR (“Seemingly Unrelated Regressions"), os quasemam correlacdo serial entre os
erros nas diferentes equacdes de um conjunto de equactes dsdegrks formulas obtidas mostram como
0 Viés pode ser expresso como o vetor das estimativas de minimos quadkaduosa regressao linear pon-
derada auxiliar. Cordeiro, Vasconcellos & Santos (1998) derivamulas para os vieses de segunda ordem
dos EMV dos parametros de uma regresséo ndo-linear comtestosient e dos parametros de disperséo e
precisédo. Cordeiro & Cribari-Neto (1998) estudam os vieses dos EiWl&lguns modelos lineares generali-
zados e modelos ndo-lineares de regressao da familia exponencial &BOtiegeiro (1998) obtém férmulas
para os vieses de segunda ordem dos EMV em modelos lineares ga@wslimm parametros de disper-
séo; e tais formulas podem ser vistas como generaliza¢des dos trabalBosdeiro & McCullagh (1991)

e Cordeiro (1993). Posteriormente, Vasconcellos & Cordeiro (199@no expressdes em forma matricial
para os vieses de ordet(n~!) dos EMV dos parametros do vetor de locagdo em modelos de regresséo
multivariada com erros-Student. Cordeiro & Vasconcellos (1999) discutem o melhoramento dds éfivl
modelos de regressao von Mises, obtendo expressdes matriciais gesais vieses de segunda ordem dos
EMV dos parametros que determinam a locacgdo da distribuicéo.

Além do método analitico para a correcéo de viés dos EMV, outros métaalosrddecidos; por exemplo,
Firth (1993) propde um método “preventivo” de reducao do viés do¥ bt meio de uma modificacao da
funcdo escore, mostrando que este método ndo depende da exist&asiaclies na maximizagéo da fungéo
de log-verossimilhanca. Ferrari & Cribari—-Neto (1998) exploram a&&elantre o método analitico, baseado
em expansfes de Edgeworth, e a técnica de reamostragem bootstdapestes dois métodos equivalentes
para a correcdo de viés dos EMV. Por outro lado, utilizam o método bgotsira obter expressdes gerais
para correcao de viés de terceira ordem dos EMV em modelos multiparamséffiabalhos sobre correcéo
de viés do EMV foram feitos por Cordeiro, Rocha, Rocha & Cribari-N&8®7) e Cribari-Neto & Vascon-
cellos (2002) para os dois parametros que indexam a distribuicdo betatalato, estes resultados ndo sdo
aplicados a modelos com estrutura de regressao, dai a idéia de \é@kxso&Cribari—Neto (2003) de obter
estimativas melhoradas dos EMV dos parametros da distribuicdo beta, andaréanetros sdo modelados
através de uma estrutura de regressao. Além disso, eles encontrassérs de forma fechada para o viés
de segunda ordem.
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4.2. Corregao analitica dos vieses dos estimadores de naas@nossimilhanca para o modelo de
regressao beta inflacionado em zero ou um

Recentemente, Ospina, Cribari-Neto & Vasconcellos (2006) deduzimrzarfarmula para o célculo dos
vieses dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do modjoedsdo beta proposto
por Ferrari & Cribari-Neto (2004) e forneceram estimativas corrgyide tipo corretivo, preventivo e de
bootstrap, mostrando numericamente que as estimativas corrigidas de tgivo@ de bootstrap apresentam
desempenhos superiores em termos de viés e erro médio quadratice Eespeativas estimativas de maxima
verossimilhanca. Além disso, eles apresentam intervalos de confiatipa @ssintético, bootstrap percentil
e bootstrap BCa para os parametros do modelo de regresséo beta.

Este capitulo se encontra organizado da seguinte forma. Na Secacaé.lsédas expressdes analiticas
do termo de ordem~! para o vieses dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametrobiio mod
de regresséo beta inflacionado em zero ou um, 0s quais seréo uaeddsfnir estimadores corrigidos que
tém viés de ordem—2. Este topico sera estudado como uma extens&o do trabalho de Ospina-Netm&
Vasconcellos (2006). Na Secéo 4.3 serdo obtidas expressdes péaas de segunda ordem dos estimadores
de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de regresséo logisticdldeionado em zero e um.
Na Secéo 4.4 avaliamos numericamente os estimadores corrigidos atrawbsilded de Monte Carlo e,
finalmente, as conclusbes deste capitulo sdo apresentadas na Secao 4.5.

4.2 Corregao analitica dos vieses dos estimadores de maxinexossimilhanca para o modelo
de regressao beta inflacionado em zero ou um

Um dos objetivos deste trabalho é obter uma expresséo para calculardevségunda ordem do vetor
dos estimadores de maxima verossimilhanca do modelo de regresséo batmadlaem zero ou um usando
a férmula de Cox & Snell (1968) apresentada no Apéndice A.5.

A notacao a ser utilizada é introduzida a seguir. As derivadas da fuledmy-verossimilhanga com
respeito aos parametros desconhecidos séo indicadas por indicegsoletrask, S, ... correspondem as
derivadas em relagdo aos componenteas letras, s, ... correspondem as derivadas em relacdo aos com-
ponentess e a letrag corresponde as derivadas com respeito ao parametrbogo, Ur = 9¢/0vrg,

U, = 00)0B,, Uy = 0L)0p, Ups = 0*0/0¢0s, Uysy = 0°€/03,03:0¢ e assim por diante. A notacdo para
os momentos destas derivadas é dada por Lawley (1858)= E(Urs), tirs = E(Uys), kpp = E(UsUy),
krs,g = BE(UrsUy), krsu = E(Ugrsv), krst = E(Urs), €tc., onde todos os's séo de orden®(n). As

derivadas desses momentos sao denotadas%bn: OkRrs /o, mﬁ? = OKys/0B4, nfff;) = OKye/09, €tc.

No modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um temos que dzbdelzale entrey e ¥ =
(B7,$)" o célculo do viés de segunda ordem para o estimadorde ser feito de forma independente do
calculo do viés de segunda ordem do estima(gﬁr, $)T. Supondo que as funcbes de ligagée g dos
componentes sistematicos em (3.2.1) sejam arbitrarias (por exemplo, loglitiopetc.), temos que a férmula
de Cox & Snell (1968) para calcular o viés de segunda ordem do estidadoaxima verossimilhanca para
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0 b-ésimo componente do vetor= (71, ..., 7)) reduz-se a

1
Z KPR S {KJRS) 2/$RSU}. (4.2.2)

R,S,U

As parcelas da férmula (4.2.1) sdo deduzidas através dos momentos ertemalztidos no Apéndice A.6.
Usando notacdo matricial e a expressao (A.6.5) obtida no Apéndice Adabteviés de segunda ordem do
vetory na formaB(7) = K7 ZTWyé.., isto &,

B(A)=(2'Qz)'Z"7Q3, (4.2.2)

em queZ é a matriz de covariadas utilizada para modelar o componente disidrgté,a matriz diagonal
(A.6.3) definida no Apéndice A.6) é a matriz definida em (3.2.14)§e: Q™ 1Wyé.,, € um vetor auxiliar de
dimensam x 1 onded.,, € o vetor formado pela diagonal da matdzZ ' QZ)~'Z . Note que a expressio
(4.2.2) corresponde a uma regressao de minimos quadrados genesalRatcebemos que a expresséo an-
terior é a formula de correcao de viés para os estimadores de maximaméhasga dos parametros de um
modelo linear generalizado em que a resposta é binaria (Cordeiro & MgBull®91, eq. (6.3)).

Através de (4.2.2), podemos definir a estimativa de maxima verossimilhampgidaof até segunda
ordem na forma

3 =%-B@), (4.2.3)

ondeB(7) denota 0 estimador de maxima verossimilhanc&(f), i.e., o vetor de parametros desconhecidos
€ substituido por sua respectiva estimativa de maxima verossimilhanca.

Continuando com nossa analise, a formula de Cox & Snell (1968) pltearao viés de segunda ordem
do estimador de méxima verossimilhanga de@simo componente do vetlr= (ﬂl, o ,ﬁm, qb) reduz-se a

g:u%ar su{ ;Rrsu} n KW;KW{ ((;;) _ ;%w}
S - S - )

+I{a¢zm¢u{ —ff¢¢u}+/<a¢zﬁs¢{ és)—;%sqﬁ}
+ k% Z K { /<cr¢¢} + K RP? {/igi;) — ;’%@b} :

Note que os componentdss, = KWT da matriz de informacéo de Fisher (3.2.14) ndo s&o nulos, o que

leva ao célculo de todas as parcelasRl@,). Para o calculo das parcelas da férmula (4.2.4), sdo obtidos
no Apéndice A.7 os momentos e cumulanted4&, ¢). A partir de algumas manipulagdes algébricas em

(4.2.4)
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(A.7.21) derivamos o viés de segunda ordenﬁde qual é dado por

B(B) = KX T (AW1835 + A(Ws3 + Wo) X KP? + (diagonal(AW,)) T K#%)

(4.2.5)
+ KP(tr(AWs X KPP X 1) + K®%tr(AS) + diagonal(A(Ws + W) X KP?),

em quediagonal(-) € o vetor linha formado pela diagonal principal de uma matriz quadradandQua =
diag(d1,...,0,) = diag(l — a1,...,1 — o) coincide coml,,, sendol,, a matriz identidade de dimensé&o
n x n,temos quey = 0,t = 1,...,n. Logo, a formula (4.2.5) corresponde exatamente a expressao do viés

-~

de segunda order3(3) obtida em Ospina, Cribari—-Neto & Vasconcellos (2006, eq. 3.1).

Agora, consideramos o vetor auxiliade dimensadn + 1) x 1 como

5 ( AW1dg5 + A(W3 + Wo) XK + (diagonal(AWy)) T K7 > (4.2.6)
o\ tr( -

AW3XKPBXT) + K%tr(AS) + diagonal (A (W5 + W) X KA?

e definimos
KP* — (Kﬂﬁ [(ﬁ<¢>)7

a matriz de dimensém x (m + 1), obtida pelos bIocoéA(ﬁﬁ e K¢ da inversa da matriz de informacao de
Fisher (3.2.14). Desta forma, o viés de segunda ordefhmale ser escrito como

B(B) = KX, (4.2.7)

em queX é matriz de dimensdo: + 1 x n + 1) definida em (3.2.2).

De forma analoga aos calculos anteriores, e através de algumas manipudlygiicas na equacao
(A.7.22) dada no Apéndice A.7, deduz-se que

B(¢) = KX T (AW,835 + A(W3 + W) X K + (diagonal(AWy)) T K%9)

4.2.8
+ K (tr(AW3 X KPP X T) + K?tr(AS) + diagonal(A(Ws + Wy)) X K79). (4.2.8)

Se definimos
Ko — (Ktbﬁ K¢¢),

a matriz de dimensébx (m + 1), o viés de segunda ordem deode ser escrito como
B(¢) = K#*X 5.

Agora, se consideramos o vetor conjumite= (3", ¢)", podemos escrever uma expressdo para o viés de
segunda ordem do estimador de maxima verossimilhangandgorma

BW)=K®W) 'X'6=(X"WX)'XTs.
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Esta expresséo pode ser escrita como
BM@) = (X WX)'X W¢, (4.2.9)

onde§~ — W~15. Desta forma, os coeficientes do ve@(r@) podem ser estimados a partir de uma regressao de
minimos quadrados generalizados na variavel auxjlidflovamente, sé\ = I,,, a formula anterior coincide
com a expressao do viés de segunda ordem obtida em Ospina, Crdtar&Nasconcellos (2006, equacao
3.4). Como uma observacao, note que a expressédo para correciés de vegunda ordem do estimador

€ mais interessante pois envolve os parametros associados aos congpdisend¢o e continuo do modelo.
Em vez do que acontece com a expressao para corre¢do do viggaiddaerdem do estimaddr Afinal, -,
como é dito € um vetor de um modelo binario.

Finalmente, podemos definir o estimador de méxima verossimilhanca conﬁgﬁdcﬁorma

~ A~ o~

J =1 — B(9), (4.2.10)

em queB(v) denota o estimador de méxima verossimilhanc&¢#), i.e., os para@metros desconhecidos sé&o
substituidos por suas respectivas estimativas de maxima verossimilhanca.

4.2.1 Corrigindo os vieses déeﬁ

Sejam¢ = ((1,...,G) " = Zy en = (m,...,nn)I = X3 preditores lineares. Os estimadores de
maxima verossimilhanca dge n sdo¢ = Z5 e ) = X3 respectivamente. Assing,— (¢ = Z(y — ) €
n—n= X(B — ). Conseqlientemente, o viés de segunda ordegréde

B()=ZB®A)=2(2'Q2)"'Z2"Q3, (4.2.11)
em queB(7) é o viés de segunda ordem gl@btido em (4.2.2). Analogamente, o viés de segunda ordem de
ne - s
B(f) = XB(B) = XK* X5, (4.2.12)

em queK”* é a matriz de dimensae x (m + 1), obtida pelos blocog”’ e K¢ da inversa da matriz de
informacao de Fisher (3.2.14)) é a matriz de dimensga + 1 x n + 1) definida em (3.2.2).

De forma analoga aos estimadores definidos em (4.2.3) e (4.2.10), podenstrlir estimadores de
maxima verossimilhanca corrigidos para os vetgres na forma

(4.2.13)

em queﬁ(f) eE(ﬁ) denotam os estimadores de maxima verossimilhan@(a}ae B(n), i.e., os parametros
desconhecidos séo substituidos por seus respectivos estimadoredrda wekossimilhanca.
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4.2.2 Corrigindo os vieses d@ e &

Consideremos os vetores de parametres (1, ..., un) ", @ = (a1,...,a,)", ondeay = h=1(¢) e
e = g~ () parat = 1,...,n, sendog e h funcGes de ligacdo. Para obter o viés de segunda ordem de
expandimos:—!({;) em série de Taylor, até segunda ordem, numa vizinhan¢a Assim,
~ 1 d2
@) =@+ PG gy LD G 2 g0y

dg 27 dG

Arranjando os termos e tomando o valor esperado, temos que o viés ddaegdem dé:; é dado por

~ 1, dOét 1 -~ d2Oét

B(a;) = B(h™! = —

em queV(gt) € a variancia assintdtica de, obtida do(t, t)-ésimo elemento da matriz(Z'QZ)~'Z" e
(Q) é 0 viés de ordem ™! de Q Desta forma, se definimos as matrizes diagoagis= diag(day /d(q,
yday, /d¢,) € Gy = diag(d?ay /d¢3, . .., d%a,,/d¢?), podemos escrever matricialmente

B(@) = G1B(() + %sziagonal(ZKWZT)
= %(ngiagonal(Z(ZTQZ)*lzT) +2G12(Z27Q2) 127 Q3),

em quediagonal(A4) € um vetor formado pela diagonal principal da matriz quadrad&™” € a variancia
assintética dé, obtida em (3.2.19), B(C) é o viés de ordem—! de(, dado em (4.2.11). De forma analoga,
podemos obter o viés de segunda orderji.deara isto, expandimas ! (7;) em série de Taylor, até segunda
ordem, numa vizinhanca dg. Assim,

2
g (@) =g (m) + W(n —m) + ;ddg(nt)(ﬁt — )2 4 0,(n~%/?).

Ordenando os termos e tomando o valor esperado, temos que o viés nideseglem déi; € dado por

~ 1~ du d?u
B(fi) = B(g™" () = B(i)=— + V( D
dme dny
em queV(7;) € a variancia assintotica dg obtida do(t,¢)-ésimo elemento da matriX kP X T, sendo
KPP a variancia assintotica d@obtlda em (3.2.19) &(7;) o viés de ordenm~! de7; dado em (4 2.12).
Desta forma, se definimos as matrizes diagofais diag(du /dny, . . ., duy, /dn,) € Ty = diag(d?uy /dn?,
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..., d%u, /dn?), podemos escrever matricialmente
1
B(p) =TB(1n) + §T1diagonal(XKﬁﬂXT)

1 SO
= 5(Tldiagmal()(KﬁﬁXT) + 2T XK XT6),

em queK”* = (KPP K5%) é o bloco superior da inversa da matriz de informac&o de Fisher definida em
(3.2.19).

De forma analoga aos estimadores definidos em (4.2.3) e (4.2.10) podemstsic@stimadores de ma-
xima verossimilhanca corrigidos para os vetares;, da forma

(4.2.14)

em queB(@) e B(7) denotam os estimadores de maxima verossimilhangx@ge B(7), i.e., 0s parametros
desconhecidos séo substituidos por seus respectivos estimadoresrda wekossimilhanca.

4.2.3 Viesder

Para o modelo de regresséo beta inflacionado em zero ou um podersmEemMUMa reparametrizacao
do parametro de precis@o Sejac = 7 (¢) onde7 (-) € uma fungéo continua duas vezes diferenciavel. Pelo

~

principio de invariancia dos estimadores de maxima verossimilhanca temés-dg ¢). Se tomamos uma
expansdo em série de Taylor da fun@aaté o terceiro termo numa vizinhancagleobtemos

~

(@) =T(0) + T(6)3 - ) + 5T @G~ 9 + Opn~2)

Tomando o valor esperado chega-se ao viés de segunda ordedade por
~ ~ 1 ~
B(3) = T'(#)B() + 5T"($)V(9), (4.2.15)

em queB(gZ) € 0 viés de segunda ordem ﬁ;eobtido em (4.2.8) é/(g/if) = K% é a variancia assintotica dAﬁe
dada em (3.2.19). Na Tabela 4.1 apresentamos diferentes repararbesideag, i.e.,c com seus respectivos
vieses de segunda ordem para o estimador de maxima verossimithanca

De (4.2.15) podemos definir um estimador corrigido parea forma
& =06—B(5), (4.2.16)

sendoB(c) o estimador de méaxima verossimilhangaler ), i.e., o parametro desconhecido € substituido
por seu respectivo estimador de maxima verossimilhanca.
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-~

Tabela 4.1: Viés d& = 7 (¢)

o =T(9) B(&)

Yo+l A+

1/(6+ 17 G + o
log ¢ Bo 1y

Através de dados simulados, ilustramos o comportamento do viés rel@g o como uma funcéo de
¢. Consideramos um modelo regressao beta inflacionado no zero (RBhZ@stoutura

g(ue) = Bo + Bry,

(4.2.17)
h(ow) = v0 + 12t
t=1,...,n,0ndeg e h sdo funcdes de ligacdo logito. Desta forma, a variavel resgpstaBIZ (v, i, ¢)
comt =1,...,n. Os valores das covariaveis e z; sdo realizacdes independentes de uma variavel aleatéria

uniforme/(0, 1). O tamanho de amostras€= 100 e os valores verdadeiros dos parametrosygae —0.5,
v1 = 0.5, By = —0.5, f1 = 1.5. Aqui, ¢ assume os valores 5, 10, 20, 40, 60, 100, 150 e 500.

A Figura 4.1 apresentamos o comportamento do viés relative(dg/oc como uma funcéo de. Note
que o viés relativo para as reparametrizagbes ¢ e o = 1/(¢ + 1)? tende a um valor constante distinto
de zero & medida em queaumenta. Neste mesmo gréfico vemos que na parametrizagdd/(¢ + 1) 0
viés relativo se comporta quase como a fungéo constante zero e eftdeséwalido mesmo para valores
moderados de (por exemplo,n = 80). Finalmente, na parametrizacéao= log ¢ observa-se que 0 Vviés
relativo € uma fungédo que decresce para zero e isto € consistente atmule fue a informacag 4 diminui
a medida em que aumenta, dado que o viés de segunda orderza dsta diretamente relacionado com a
informagao dep. Diante destes fatos, pode ser sugerida a utilizagdo da parametrizacdg (¢ + 1), pois
mesmo com valores moderadosrde valores pequenos deo viés relativo permanece estavel e proximo de
zero.

65



4.3. Corregao analitica dos vieses dos estimadores de naas@nossimilhanca para o modelo de
regressao beta inflacionado em zero e um

0.04
|

0.02
|

B(0)/o
0.00

o | T e
o
S -
| — o0=¢
--- 0=1/(p+1)
S o=1/(e+1)?
S --- o=log(e)
I I I I I [
0 200 400 600 800 1000

Figura 4.1: Viés relativo de segunda ordem para T($).

4.3 Correcgao analitica dos vieses dos estimadores de maxinexossimilhanga para o modelo
de regressao beta inflacionado em zero e um

Nesta secdo vamos estudar as propriedades dos estimadores de maagssinilbanca em pequenas
amostras para 0s parametros do modelo de regressao beta inflacionseto eram com a seguinte estrutura:

g(pe) = e,
log(do¢/(1 — do¢ — 01¢)) = Cot,
log(51t/(1 — 0ot — 61¢)) = Cuts

t=1,...,n, e 0 pardmetro de precis@oconstante para todas as observagdes. Note que este modelo é um
caso particular do modelo (3.3.1).

No modelo de regressao beta inflacionado em zero e um temos que, tebdiglaale dos vetore¥ =
(") ed =(37,¢)", oviés de segunda ordem do estimatigoode ser obtido de forma independente
do viés de segunda ordem do estimadoiPara o calculo do viés, introduzimos a seguinte notagédo: As
derivadas da fungdo de log-verossimilhanca com respeito aos pavrdeiconhecidos séo indicadas por
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indices: 7/, s',... correspondem as derivadas em relacdo aos componentéss”, ..., correspondem as
derivadas em relacdo aos componentes, s, ... correspondem as derivadas em relacdo aos componentes
3 e ¢ corresponde as derivadas com respeito ao parametrassim, U/ = 0¢/0p,, Upn = 0L/,
U, =00/0p,, Uy = 0l/0¢p, Ugs = 0%0/0¢0Bs, Uysy = 0°0/03,03;0¢ € assim por diante.

A notacdo para os momentos destas derivadas é dada por Lawley: (k986)= E(U, s ), kg =
E(Ur”s”)1 Krs = E(Urs): Koy = E(U¢U¢>)1 Krs,p = E(UrsUd)): Kyt gyt = E(Ur’s’u’)y Ryt gty = E(UT”S”U/’)7
rrst = E(Uyst), €tc., e, em geral, sdo de ordenin). As derivadas dos’s sdo denotadas pmf?;,) =
8/‘67-’5’/8Pu', 57(«%/‘;/)/ = aﬁr”s”/a'yu”; 55‘? = 8’§Ts/aﬁt7 "QE‘(Z) = 8f@r¢/8q§, etc.

A formula geral de Cox & Snell (1968) para o viés de segunda ordeestiimador de maxima verossimi-
lhanga daz-ésimo componente do vetpr= (p1, ..., pko) €

~ ar’  §'u (u’) 1 ar’” 'y’ u 1
B(Pa) = E K K {HT/S/ - §Hr’s’u’ + E R K Ky gr — 5"'@7"’5%’

r s/ r s !
/ 1,1 ! 1 ! 1,01 ' 1
+ § : KRS {’if"/s’)’ - 2’£T’s”u’} + E KR {R£/s’) - iﬂr’s’u”
rl s ! rl s
" 1", u’ 1 " 1o 1! u’ 1
+ 3 e ) Db e ) -
7‘”,8”,”, "'//75,,114”
! 1,11 ! 1 " 1,11 ' 1
+ E ﬁar /is U {KJEJSH) _ iﬁr’s”u” + E /iar HS u an”s’)’ — iﬁr”s”u” .
r s ul! sl

Como as entradas da matéiz’” em (3.3.14) ndo séo nulas, todos os termos da expansao anterior devem
ser calculados (ver Apéndice A.8). Das quantidades (A.8.22) e (A.8l&R)as no Apéndice A.8 e usando
notacao matricial, temos que o viés de segunda ordem do estimador de maxssnvihanca de € dado
por

~ 1
B(p) = §KppVT(P15pp + P20py + P30y + P304y)
1
+ iKppyZT(PQ(Spp + Pg(spw + P3(5p7 + P4(577),
emqueP;,i =1,...,4, sdo as matrizes diagonais definidas em (A.8.21) no Apéndice A.8.
Se definimos

KPP = (KPP KPY),

0 bloco superior de dimens&g x (ko + k1) obtido da inversa da matriz de informacao de Fisher (3.3.14),
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podemos escrever o viés geomo
1 o~~~
B(p) = 5 K* Z's, (4.3.1)

em que
5 = P10pp + Padpy + P30py + P3yy )
P56, + Podpy + P30py + Pidy,

Agora, definimos as matrizéy e Ny de dimensé@n x 2n como

w _ (P P - VKPPVT VKA ZT
=A\p P ZKWVT ZKNZT

v _ (P P VKPPVT VEKPZT
27\p B ZKWVT ZK"Z' )’

em queA © B representa o produto de Hadamard, definido[dop B];; = [A];;[Bli;. Definimos ainda a

matriz
Ny 02n>
N = ,
<02n No

onde0s,, representa uma matriz de zeros de dimer2ség 2n, e

I, 0,
~ I, 0O
J:IQ®(171)T®IH = On In )
n n
On I

em quel, representa a matriz identidade de dimensao n, @ representa o produto de Kronecke,g
representa uma matriz de zeros de dimenséon. Podemos mostrar queé um vetor de dimensa x 1
que contém a diagonal principal da matiizN.J, isto &,

6 = diagonal(J ' RJ).
Agora, o viés de segunda ordem do estimador de maxima verossimilhamgaatido de forma analoga

ao do estimador de, a saber:

- 1
B(A) = §KWPVT(P15W + Pabpy + P3dpy + P30yy)

1
+ §K’”ZT(P25W + P38,y + P38, + Pidsry). (4.3.2)

1 vt~
=_-K"Z"s
2 )
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em que
K7 = (K K,

€ o bloco inferior de dimensdg x (ko + k1) da inversa da matriz de informacgé&o de Fisher (3.3.14). Assim,
considerando o vetor de parametfbs= (p",7")" obtemos uma expressao para o viés de segunda ordem
do estimador de maxima verossimilhancaltlea qual € dada por

B(T) = %K(T)*ZT& (4.3.3)
em que
. KPP KPY
K(T) :<K%0 K)o

sendo que os elementos desta matriz sédo 0s apresentados em (3.3.1dxtivdieente, a expresséao (4.3.3)
pode ser escrita como

B(T) = %(ETQ”Z)—%TS,
sendo@ a matriz de pesos definida em (3.2.16). Agora, se defin(ﬁn@s%@*lgé possivel escrever o viés

de segunda ordem d%por R o

B(M)=(Z"Q2)'Z"Qp. (4.3.4)
Desta forma, os coeficientes do veE)(r’Y’) podem ser estimados a partir da regressao de minimos quadrados
generalizados dada pela equagéo anterior. Com este resultado, definmra@stimativa de maxima verossi-

milhanca corrigidd" da forma L
T=T7T-B(Y), (4.3.5)

ondeB(Y) denota o estimador de maxima verossimilhanc®d¥), i.e., os parametros desconhecidos s&o
substituidos por seus respectivos estimadores de maxima verossimilhangardislde, isto é a correcdo de
viés em um modelo trinomial.

Finalmente, a formula de Cox & Snell (1968) para o viés de segunda aildesstimador de maxima
verossimilhanca dg é
B(B) = KPPXT(AW1045 + A(Ws + W) X K% + (diagonal(AW,)) T K#9)

4.3.6
+ KP(tr(AW3 X KPP X 1) + K®%tr(AS) + diagonal(A(Ws + Wy)) X KP?), (4.3.6)

em queA = diag{1 — dp1 — d11,...,1 — don, — 01} € @S MatrizedV’s séo as mesmas obtidas no Apéndice
A7.

Analogamente, temos que o viés de segunda ordem do estimador de maxissanvidianca de é

B(¢) = KX T (AW1035 + A(W3 + W) X K% 4 (diagonal(AW,)) T K9)

(4.3.7)
+ K (tr(AWs X KPP X T) + K9tr(AS) + diagonal(A(Ws 4+ Wy)) X KP9).
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Dado que no modelo de regressao beta inflacionado em zero ou umalefimi8.2.1) compartilha a mesma
distribuicao beta para modelar o componente continuo que no modelo deséegbeta inflacionado em zero
e um, era de se esperar que as expressoes (4.3.6) e (4.3.7) fosmdhaates as expressodes (4.2.5) e (4.2.8)
respectivamente. Note que nas expressdes a diferenca esta nadamatridA.

Consegqiientemente, o viés de segunda ordem do estimador de maximanitrarssa ded = (57, $) "

BW) =KW 'X"6=(X"WX)1XTs,

em queg € o vetor auxiliar definido em (4.2.6)§, W sdo as matrizes definidas em (3.2.16) e (3.2.2)
respectivamente.

Note que R L
BW) = (X"WX) ' XTWg, (4.3.8)

ondegN: W—15. Desta forma, os coeficientes do ve@(n?) podem ser estimados a partir de uma regressao de
minimos quadrados generalizados na variavel auxjli&ssim, podemos considerar o estimador de maxima
verossimilhanga corrigidd da forma L

Y =19 — B(v), (4.3.9)

em queB(¥) denota o estimador de maxima verossimilhanc&¢), i.e., os parametros desconhecidos sao
substituidos por seus respectivos estimadores de maxima verossimilhanca.

4.4  Avaliacdo numérica

Através de simulagfes de Monte Carlo avaliamos os desempenhos dos egiintkedmaxima verossimi-
Ihanca dos pardmetros dos modelos de regresséo beta inflacionadesersées corrigidas em amostras de
tamanho finito. Inicialmente consideramos um modelo de regresséao beta irdtiaioo ponto zero (RBIZ)
com estrutura

h(ay) = v0 + 72,

(4.4.1)
9(ue) = Bo + Prae,
t=1,...,n,i.e,y ~ BlZ(o, pt, ). AQui h e g séo fungbes de ligacdo logito e os valores das variaveis
explicativasz; e x; para cada observagéo s&o conhecidos. Definimos valores veosades parametros
como~yy = —0.5,v1 = 1.5, By = 0.5, /1 = 1.8 e ¢ = 120; os valores das covariaveis e x; Sao

selecionados independentemente de uma varidvel aleatéria uniftiline). Para este experimento consi-
deramos tamanhos de amostra: 30, 60 e 90, o nUmero de réplicas de Monte Carlo é iguaba0. Para cada
réplica de Monte Carlo ajustamos o0 modelo de regressao (4.4.1), i.e., aeanésimizacao da funcao de log-
verossimilhanca sao obtidas as estimatias (30, 71), ¥ = (80, 31,9) €5 = 1/(¢ + 1). Adicionalmente,
através da formula de Cox & Snell (1968) calculamos os estimadores de mtiosaimilhanca corrigidos
¥ = (30,7), ¥ = (Bo, B1, ¢) eo definidos por (4.2.3), (4.2.10) e (4.2.16), respectivamente.

No experimento de Monte Carlo utilizamos como gerador de nimeros pskadori@s o “multiply-with-
carry” (GM), cujo periodo é d&%° (Marsaglia, 1997). A funcéo de log-verossimilhanca é maximizada através
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Tabela 4.2: Resultados de simulagio= —0.5,7; = 1.5

n Estimador Média Viés Viés Rel. Erro Padrédo \ vEQM
30 Yo —0.5617 —0.0617 0.1235 0.7470 0.7496
Yo —0.5514 —0.0514 0.1028 0.7358 0.7376
60 Yo —0.5340 —0.0340 0.0680 0.5597 0.5607
Yo —0.5285 —0.0285 0.0571 0.5549 0.5556
90 Yo —0.5113 —0.0113 0.0227 0.4002 0.4003
Yo —0.5079 —0.0079 0.0158 0.3980 0.3980
30 M1 1.6786 0.1786 0.1191 1.6391 1.6488
Y1 1.6472 0.1472 0.0981 1.6126 1.6193
60 Bt 1.5878 0.0878 0.0585 0.9723 0.9763
Y1 1.5732 0.0732 0.0488 0.9644 0.9671
90 1 1.5394 0.0394 0.0263 0.7432 0.7442
T 1.5295 0.0295 0.0197 0.7391 0.7397

do método BFGS (com derivadas analiticas), que, em geral, € o métodprgsenta o melhor desempenho
(Mittelhammer, Judge & Miller, 2000, p.199). Todo o procedimento de calailprbgramado na linguagem
de programacao matrici@x (Cribari—-Neto & Zarkos, 2003; Doornik, 2001). Para a andlise ddtestos de
estimacao pontual calculamos para cada tamanho de amostra: a média, a eslionétg, o viés relativo, o
desvio padrdo e a raiz do erro quadratico médio das 5000 estimativas.

Observamos nas Tabelas 4.2 e 4.3 que as estimativas do viés, viés ra&stiio,padréo e erro quadratico
diminuem com o aumento do tamanho de amostra, como era de se esperabeNadTa notamos que os
vieses dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros deiegresmodelam o componente
discreto sdo ligeiramente acentuados para tamanhos de amostra peqoerxerplo, paraz = 30, 0
viés relativo estimado d&, € 0.1235. Observamos que a correcao analitica melhora o desempenho dos esti-
madores de maxima verossimilhanca quando o tamanho de amostra é peegneéoaue, em modulo, o viés
e viés relativo dos estimadores corrigidos diminuem ligeiramente ao serenai@op com seus respectivos
estimadores de méxima verossimilhanga. Por exemplo, quardd0, o viés relativo dey, €0.1028.

Os estimadores de maxima verossimilhanca e suas versdes corrigidas amatitecapresentam desem-
penhos similares em termos do erro padrdo e da raiz do erro quadratien rRéccebemos que, em geral,
os estimadores corrigidos apresentam um ganho de preciséo poutioatigo em relacdo aos estimadores
de méxima verossimilhanca dos parametros que modelam o componente dise®t em amostras de
tamanho pequeno.

Na Tabela 4.3 observamos os resultados referentes aos estimadoregima wverossimilhanca dos
parametros de regressdo do componente continuo e suas versé@gdasorrPodemos observar que o de-
sempenho destes estimadores é similar considerando os diferentes taneanosstta. Por exemplo, a
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média estimada d@) difere da média estimada d@ na terceira cifra decimal. Ja, os erros padrag/&4a)M
sdo também muito similares; por exemplo, para= 60 0s erros padréo d,§1 e 61 séo 0.1756 e 0.1748,
respectivamente. Note ainda que os vieses e vieses relativos estéogsrde zero.

Em geral, a correcdo analitica dos estimadores de maxima verossimilhang@logpos de regressao
do componente continuo é efetiva. No entanto, o ganho de precisd@pelgdo ndo é grande em relagdo aos
estimadores de maxima verossimilhanca. Isto nos indica que os estimadoredrda pgossimilhanca dos
parametros de regressao do componente continuo apresentam hmadpdes amostrais, i.e., 0s valores
estimados dos par@metros de regressao se aproximam dos verdaaleires dos parametros de regressao
mesmo quando o tamanho de amostra é relativamente pequeno. Estes reséliadmilares aos obtidos por
Ospina, Cribari-Neto & Vasconcellos (2006) no modelo de regresdéo be

Na Tabela 4.3 observamos que os estimadores de maxima verossimilhangprdsentam vieses muito
altos considerando os diferentes tamanhos de amostra. Por exemplo, $a38 o viés relativo estimado
de$ € 0.3526 enquanto que o Vviés relativo estimadogdé —0.0720. Desta forma, a correcéo por viés neste
caso se torna muito importante, pois, se a estimativa do paragétnawuito alta comparada com o verdadeiro
valor do parametro, a variancia da variavel resposta pode estarsdn@stimada, o que em eventuais testes
de hipéteses poderia levar o investigador a rejeitar erroneamente a digétgse os parametros da regressao
sdo nulos, quando na realidade eles ndo sao estatisticamente signifi¢éditzoaos que a correcao melhora
o desempenho do estlmad@rconsmerando todos os tamanhos de amostra. Por exemplop para0 os
erros padrao de e ¢ sdo 75.5 e 67.7, respectivamente. Adicionalmente, o estimador cormgmoesenta
as menores estimativas do desvio padréo e da raiz do erro quadraticoamésiaerando todos os tamanhos
de amostra, o que leva a um estimador pamaais concentrado e praticamente nao-viesado. Portanto, para o
parametro de precisdprecomendamos a correcdo analitica de viés do estingador

Finalmente, podemos observar que o estimador de maxima verossimilhancaersdiaoorrigida do
parametrar = 1/(¢ + 1) tém vieses relativos bem menores do que os respectivos estimadase$ ole
exemplo, parar = 60, 5 e $tém vieses relativos iguais a 0.1395 e 0.0071 respectivamente, enquanto g
0s vieses relativos de e & s&o respectivamente iguais-#.0683 e —0.0199. E, portanto, mais conveniente
para o modelo de regresséo beta inflacionado em zero ou um a modelageméohetro de dispers@oem
vez de utilizar o par&dmetro de precisd@ois o estimador de maxima verossimilhangasde praticamente
nao-viesado mesmo em amostras de tamanho moderado.

Agora consideramos um modelo de regresséo beta inflacionado emurar(RBIZU) com estrutura

log(dot/(1 — 0ot — d1¢)) = po + p1vy,
log(01¢/(1 — dot — d1t)) = Y0 + M1 21, (4.4.2)
g(ue) = Po + Bry,

t=1,...,n,ie.,y ~ BIZU(dy, 14, e, ). AQui, g € a funcdo de ligacéo logito e os valores das variaveis
explicativasvy, z; e x; para cada observacdo sdo conhecidos. Usamos 0s seguintes valdegieiros dos
parédmetros compy = —1.3, p1 = 1.5,y = —1.3,v1 = 1.5, Gp = 1.5, 51 = 1.8 e p = 120.

72



4.4, Avaliagdo numérica

Tabela 4.3: Resultados de simulagép~= 0.5, 51 = 1.8 ep = 120.

n | Estimador | Média | Viés | Viés Relativo | Erro Padrdo [ EQM
30 Bo 0.5004 0.0004 0.0009 0.1308 0.1308
,(;0 0.4999 —0.0001 —0.0001 0.1541 0.1541
60 Bo 0.4984 —0.0016 —0.0030 0.0821 0.0821
50 0.4976 —0.0024 —0.0046 0.0818 0.0818
20 Bo 0.4996 —0.0004 —0.0007 0.0678 0.0678
50 0.4992 —0.0008 —0.0015 0.0677 0.0677
30 61 1.8043 0.0043 0.0024 0.2530 0.2531
El 1.7787 —0.0213 —0.0118 1.0770 1.0772
60 51 1.8060 0.0060 0.0033 0.1756 0.1757
Bl 1.7995 —0.0005 —0.0002 0.1748 0.1748
0 051 1.8024 0.0024 0.0013 0.1432 0.1433
51 1.7984 —0.0016 —0.0008 0.1429 0.1429
30 10} 162.3195 42.3195 0.3526 75.5299 86.5712
gg 111.3515 —8.6485 —0.0720 67.7163 68.2596
60 10} 136.7394 16.7394 0.1395 37.6991 41.2450
5 120.8568 0.8568 0.0071 33.6138 33.6214
90 10} 128.9504 8.9504 0.0745 25.9963 27.4915
5 122.5856 2.5856 0.0215 24.6842 24.8168
30 el 0.0071 —0.0010 —0.1409 0.0027 0.0029
o 0.0085 0.0002 0.0285 0.0074 0.0074
60 o 0.0077 —0.0005 —0.0683 0.0019 0.0020
o 0.0081 —0.0001 —0.0199 0.0021 0.0021
90 o 0.0079 —0.0003 —0.0441 0.0015 0.0015
o 0.0081 —0.0001 —0.0199 0.0015 0.0015

Os valores das covariaveis, z; e r; sdo selecionados independentemente de uma variavel aleatéria uni-
forme/(0,1). Para este experimento consideramos tamanhos de amostra0, 70 e 100, e 0 nimero de
réplicas de Monte Carlo foi fixado ef®00. Através de maximizagdo da fungéo de log-verossimilhanca sao
obtidas as estimativa® = (Po, P1,70,71) € 9 = (30, B, q@) dos parametros dos componentes discreto e
continuo do modelo (4.4.2), respectivamente, assim como o e§tirﬁa§otN/(g$~+ 1). Calculamos as esti-
mativas de maxima verossimilhanca corrigi&és (po, P1,70,71), ¥ = (Bo, b1, ¢) definidas pelas equacdes
(4.3.5) e (4.3.9), respectivamente, assim como a estimativa corsighdavamente, utilizamos como gerador
de nimeros pseudo-aleatdrios o “multiply-with-carry” (GM) e a funcélogererossimilhanca € maximizada
através do método BFGS (com derivadas analiticas). Todo o procedigemt@lculo foi programado na
linguagem de programacao matrioix.
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Para a analise de resultados de estimagao pontual calculamos para caden tdenamostra: a média, a
estimativa do viés, o viés relativo, o desvio padrdo e a raiz do errod@tiammédio das 5000 estimativas.

Na Tabela 4.4 observamos que as estimativas do viés, viés relativo, dadw@m e raiz do erro quadratico
médio dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros de edressponente discreto e
de suas respectivas versoes corrigidas diminuem com o aumento do tadeaamostra. Notamos que 0s
vieses dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros deieegresmodelam o componente
discreto sdo pouco acentuados para tamanhos de amostra pequeeasnifio, para = 50, 0 viés relativo
estimado dey,, em mddulo, é d&.1054. Observamos que, em praticamente todos 0s casos, a corre¢do €
efetiva e melhora o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhangsa giéerentes tamanhos de
amostra. Neste sentido, vemos que as medidas do desvio padrdo e deeraizqlmdratico médio sdo muito
similares. Por exemplo, para= 70 temos que a raiz do erro quadratico médioyge 0.5147 enquanto que
a de, € 0.5132, diferindo apenas na terceira cifra decimal.

Em geral, temos que 0s estimadores corrigidos apresentam um ganhecigpouco significativo
em relacdo aos estimadores de méaxima verossimilhanga, no que se ref@@duetros que modelam o
componente discreto.

Na Tabela 4.5 observamos que os vieses dos estimadores de maxima verassardls parametros de
regressado do componente continuo e de suas versdes corrigidaprégidms de zero. De forma analoga
ao modelo de regressao beta inflacionado em zero, a correcdo dodestisnde maxima verossimilhanca
dos parametros de regressdo do componente continuo é efetivagcandatodos os tamanhos de amostra.
No entanto, o ganho de precisdo pela corre¢cdo nao é muito grande e&orats estimadores de maxima
verossimilhanca. Nesta mesma tabela temos que os estimadores de méaxima veavgzsirdéh apresentam
vieses muito altos considerando os diferentes tamanhos de amostra. mplogx@ran = 50 o viés relativo
estimado dep € 19.8055. Notamos que a corre¢do analitica melhora muito o desempenho do estignador
considerando todos os tamanhos de amostra. De forma semelhante ao reagglesiséo beta inflacionado
em zero, podemos concluir que para o parametro de pregisdcomendamos a correcdo do estimador de
maxima verossimilhanca. Em relacao ao parametias resultados da simulacdo apresentados na Tabela 4.5
indicam que o estimador de maxima verossimilhanéaraticamente ndo-viesado considerando os diferentes
tamanhos de amostra. Ja o estimador corrigidpresenta desempenho semelhante ao estinzadéor
exemplo, para = 50 o erros padréo de e o sdo 0.0021 e 0.0022, respectivamente.

45 Conclusoes

Neste capitulo derivamos expressdes que permitem corrigir o viés dedsegudem dos estimadores de
maxima verossimilhanca dos parametros dos modelos de regressao bei@nedles. Mostramos que os
vieses de segunda ordem obtidos através da férmula de Cox & Sndll) (A86em ser escritos em termos
de regressdes de minimos quadrados generalizados, o que facilitalo.cAk@xpressdes encontradas nos
permitem construir versdes modificadas de maior precisdo com resped#etanadores de maxima verossi-
milhanca.
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Tabela 4.4: Resultados de simulacadp= —1.3,p1 = 1.5, = —1.3 e~y = 1.5.

n Estimador Média Viés | Viés Relativo | Erro Padrdo \ vVEQM
50 90 —1.4676 —0.1676 0.1289 0.8334 0.8500
0 —1.4614 —0.1614 0.1241 0.8361 0.8515
70 0 —1.4099 —0.1099 0.0845 0.5403 0.5514
0 —1.4055 —0.1055 0.0812 0.5379 0.5481
100 90 —1.3680 —0.0680 0.0523 0.3939 0.3997
00 —1.3671 —0.0671 0.0516 0.3936 0.3992
50 D1 1.7111 0.2111 0.1407 0.7994 0.8267
Pl 1.7066 0.2066 0.1377 0.7949 0.8213
70 D1 1.6365 0.1365 0.0910 0.6051 0.6203
Pl 1.6323 0.1323 0.0882 0.6024 0.6167
100 D1 1.5876 0.0876 0.0584 0.4210 0.4300
o1 1.5868 0.0868 0.0579 0.4206 0.4294
50 Yo —1.4370 —0.1370 0.1054 0.5785 0.5944
Yo —1.4320 —0.1320 0.1015 0.5757 0.5906
70 Yo —1.4163 —0.1163 0.0894 0.5014 0.5147
Yo —1.4134 —0.1134 0.0872 0.5003 0.5132
100 Yo —1.3631 —0.0631 0.0485 0.3824 0.3875
Yo —1.3626 —0.0626 0.0481 0.3822 0.3873
50 1 1.6663 0.1663 0.1108 0.6237 0.6454
T 1.6621 0.1621 0.1081 0.6213 0.6421
70 1 1.6503 0.1503 0.1002 0.5726 0.5920
1 1.6474 0.1474 0.0983 0.5712 0.5899
100 T 1.5791 0.0791 0.0527 0.3909 0.3988
Y1 1.5787 0.0787 0.0525 0.3907 0.3986

Os resultados de simulacdo mostram que as correcfes dos estimadoresnaa vaéossimilhanca dos
parametros de regressdo que modelam os componentes discretos eosaliBimodelos de regressao beta
inflacionados sao efetivas na reduc¢éo do viés, mas nao apreseéesariethorias em desempenho comparada
aos estimadores de maxima verossimilhanca. No caso do parametro deogrbse@amos que as estimativas
de maxima verossimilhanca se apresentam muito viesadas, e desta formen@amos a sua corre¢do. A
correcdo de viés dos estimadores dos parametros que envolvem o eoepcontinuo do modelo estende
os resultados de correcdo de viés obtidos por Ospina, Cribari-NetsdéoNeellos (2006) para a classe de
modelos de regressdo beta inflacionados. No que se refere ao parérobservamos que o estimador de
maxima verossimilhanga é praticamente n&o-viesado e, desta forma, reeomosrsiia utilizacao.
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Tabela 4.5: Resultados de simulag8gp—= 1.5, 5, = 1.8 e p = 120.

n | Estimador | Média | Viés | Viés Relativo [ Erro Padrdao | EQM
50 0o 1.5038 0.0038 0.0025 0.0608 0.0609
Eg 1.4774 —0.0226 —0.0150 0.9536 0.9537
70 Bo 1.5019 0.0019 0.0012 0.0463 0.0464
50 1.5003 0.0003 0.0002 0.0462 0.0462
100 Bo 1.5015 0.0015 0.0010 0.0424 0.0424
EO 1.5003 0.0003 0.0002 0.0423 0.0423
50 51 1.8032 0.0032 0.0018 0.0750 0.0750
ﬁl 1.7696 —0.0304 —0.0168 1.1558 1.1561
70 51 1.8033 0.0033 0.0018 0.0581 0.0582
51 1.8010 0.0010 0.0005 0.0579 0.0580
100 01 1.8016 0.0016 0.0000 0.0484 0.0484
Bl 1.8002 0.0002 0.0001 0.0483 0.0483
50 10} 139.8055 19.8055 0.1650 42.2420 46.6507
(Z 122.5055 2.5055 0.0208 37.5170 37.5969
70 10} 134.3498 14.3498 0.1195 33.2971 36.2545
5 122.8278 2.8278 0.0235 30.4231 30.5512
100 10} 130.0616 10.0616 0.0838 27.9305 29.6849
% 122.1699 2.1699 0.0180 26.2738 26.3607
50 o 0.0076 —0.0006 —0.0726 0.0021 0.0021
o 0.0080 —0.0002 —0.0242 0.0022 0.0022
70 o 0.0078 —0.0004 —0.0484 0.0018 0.0018
o 0.0080 —0.0002 —0.0242 0.0018 0.0018
100 o 0.0079 —0.0003 —0.0373 0.0016 0.0016
o 0.0081 —0.0001 —0.0121 0.0016 0.0016
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Capitulo 5

Diagnostico em modelos de regresséo beta inflacionados

5.1 Introducao

Uma etapa importante na analise de um modelo ajustado é a verificagdo deipafsistamentos das
suposi¢cBes assumidas. Nesta direcao é importante detectar a pres@ogaodeextremos no conjunto de
dados e avaliar seu impacto nos resultados inferenciais. Para tanto, dliea de residuos e, principalmente,
os gréficos de residuos podem ajudar na avaliacao da estabilidadesgeratte resultados inferenciais, visto
gue os residuos medem a discrepancia entre o modelo ajustado e o coajdatipd. Assim, é conveniente
procurar uma definicdo para o residuo que leve em consideracatridwigho que cada observacao exerce
sobre a adequac¢do do modelo. A analise de residuos num modelo estabidticsepbaseada nos residuos
ordinarios, em versdes padronizadas, em residuos construidesralpa componentes da funcédo desvio
(McCullagh & Nelder, 1989) ou em residuos generalizados (Cox & St@ei8). Inimeras pesquisas tém
sido publicadas abordando o estudo dos residuos visando, na dgficdgaportamento distribucional e
correcdo. Nesta direcdo destacamos os trabalhos de Pregibon (@8ga3% (1988), McCullagh (1987, Cap.
6), Williams (1984, 1987), Davison & Gigli (1989), Pierce & Schafer&&p Fahmeir & Tutz (1994, Cap.
4), Paula (1995), de Souza & Paula (2002), Dunn & Smyth (1996)af& Cribari-Neto (2004) e Espinhei-
ra, Ferrari & Cribari-Neto (2008a), entre outros. Técnicas grafismndo os residuos do modelo ajustado
sdo frequentemente adotadas na validacdo do modelo estatistico; por exstkipkon (1981) sugere que
a construgcdo de bandas de confianca (envelopes) simuladas podeajaterpretar melhor o gréfico de
probabilidade normal dos residuos, de tal forma que, se 0 modelo dsivesjustado, a maioria dos pontos
gue representam os residuos deve estar distribuida aleatoriamenteddsatr® bandas.

Outro aspecto importante na andlise de diagndstico é a deteccdo de piseinduentes, i.e., pontos que
exercem um peso desproporcional nas estimativas dos parametrogldlm mGook (1986) propde avaliar
a influéncia de pontos através do estudo da curvatura do deslocamentemessimilhanca (“likelihood
displacement”). No entanto, a medida proposta por Cook (1986) apmesnta dificuldade de interpretacdo
pois pode assumir qualquer valor positivo. Poon & Poon (1999) pmop@ea nova medida da curvatura
gue é de facil interpretacdo e possui boas propriedades geométtgss.medida de influéncia parece ser
apropriada para avaliar os modelos de regressao beta inflacionados.
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Este capitulo se encontra organizado da seguinte forma. Na Sec¢éo Bi2aefiesiduos padronizados e
residuos quantis aleatorizados para os modelos de regresséo beianaflas em zero e/ou um. Na Secédo
5.3 desenvolvemos a andlise de influéncia local baseada na curvatumia nonforme (Poon & Poon, 1999)
para os modelos de regresséo beta inflacionados. Para o modeloedséiegoeta inflacionado em zero ou
um consideramos dois esquemas de perturbagéo, a saber: a paodkrag@sos e a perturbagéo individual
de covariaveis. Dada a complexidade do modelo de regresséo beta in#ticiem zero e um, consideramos
unicamente como esquema de perturbacdo a ponderacao de casos.

5.2 Residuos

Podemos definir como residuo uma medida que objetiva identificar disci@p@&ntre o modelo ajustado

—

e os dados. Assim, € compreensivel que a maioria dos residuos este@abeseliferencg; — E(y;). No
entanto, respeitado o formato da distribuicdo de probabilidade da vagépelsta, € mais interessante pensar

no residuo como uma funcagy,, E/(y\t)), definicdo geral de residuos proposta por Cox & Snell (1968). Sob
este ponto de vista propomos residuos para os modelos de regresséafiamidaados.

5.2.1 Residuos para o modelo de regresséo beta inflacionado em zemaum
Residuos padronizados

Para os modelos de regresséo beta, Espinheira, Ferrari & Cribaric2898a) sugerem utilizar residuos
padronizados obtidos da convergéncia do processo iterativo etediisher para estimacdo dos parametros
de regressado. Neste sentido, estendemos tal idéia para o0 modelo ds&edreta inflacionado em zero ou
um.

Parap conhecido, obtemos da convergéncia do processo iterativo esdeishdeparay e J as expressoes
(A.9.5) e (A.9.6) (Apéndice A.9). Desta forma, podemos definir os resigadronizados para o modelo
de regresséo beta inflacionado em zero ou um com as quantidadesas/alis estimadores de méaxima
verossimilhanga por:

~

]l{c} (yt) -y

(D) = — (5.2.1)
Va0 —hi,)
e —_
r® = I B (5.2.2)
V@l —a)(1 - hs,)
parat = 1,...,n, em quey; e u; foram definidos em (3.2.7) e (3.2.8), respectivamente. Os componentes
hi,, ehs,, sdo og-ésimos elementos da diagonal principal das matrizes de projecéo

I/_-\[f _ @1/2Z(ZT©Z)—1ZT@1/2
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5.2. Residuos

e

e Trrl/2 TTi7 —1 v T171/2

Hy = Walm X (X TWsX) "' X TWgl7,
respectivamente. AquiZ é uma matriz de valores fixos conhecidesx M) cujat-ésima linha &, =
(21, - .., zm), X € uma matriz de valores fixos conhecidas< m) comt-ésima linhar, = (241, ..., Zum)

e as matrizes) e W foram definidas em (3.2.14).

Por construgéo:,(,i) er,(,f) sdo, respectivamente, os residuos padronizados do componereockiscon-
tinuo do modelo de regresséo beta inflacionado em zero ou um. Em geesjcisos ponderados tém distri-
buicdo empirica assimétrica dificultando a utilizacdo de medidas usuais dedfiagn@ontudo, graficos de
7“1(,1) e r](gf) contra os valores ajustadas e 1i;, respectivamente, podem revelar observagdes que sao marginal-

mente aberrantes em cada sub-modelo (discreto ou continuo).

Para o modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um, podemasadiefiés dos residuos do
componente discreto e continuo do modelo (equacgdes (5.2.1) e (A.10s3)pds de residuos que incorporam
a caracteristica discreta e continua da distribuicdo da variavel respastados nas idéias do residuo de Cox
& Snell e do residuo componente do desvio para dados censurado% 8bell,1968; Klein & Moeschberger,
1997, Cap. 11), definimos um residuo padronizado na forma

(1)

se =

rp =9 ) e (5.2.3)
rp ., Se yp€(0,1).

Podemos observar que a distribuicdo do residuo padronizado é assirdétrido a presenca de massa de
probabilidade ey = c.

Adicionalmente, definimos o residuo ponderado

rp = @) + (1= a@)rfy) (5.2.4)

em quec = 0 ouc = 1 dependendo do caso. Note queé a média ponderada entre o residﬁbe o residuo

p, - Para estes residuos, os graficosglee r;, contra os valores ajustadéiy;) podem ser informativos
com respeito ao posicionamento de pontos aberrantes e influentes nucagwados.

Residuos quantis aleatorizados

No caso em que a resposta é uma variavel aleatéria continua, podemos construir um residuo a partir de
uma transformacéo da distribui¢céo de probabilidade, #) dey. Inicialmente, definimos a variavel aleatéria
U = F(y,0), uniformemente distribuida no intervalo unitatioSe ®(-) denota a funcdo de distribuicdo

* Note que sé/ = F(y,0), entaioP(U < u) = P(F(y,0) < u) = Py < F~'(u)) = F(F ' (u)) = uparad < u < 1.
Logo, U tem distribuicad/(0, 1).
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acumulada da normal padréo, temos que
V=901 (F(y,0) = '(U)

tem distribuicdo normal padrdo. Assumin@él@onhecido, temos o residuo de Cox & Snell (Cox & Snell,
1968). No entanto, na pratidee desconhecido, devendo ser substituido por sua estimativa de méaximsa vero

similhanca. Comd é um estimador consistente @léemos a normalidade assintéticalde.e., = N(0,1)
e,assimE(V) ~ 0eVar(V) ~ 1.

SeF' nao é continua, como é o caso da distribuicdo beta inflacionada em zemodefinida em (2.3.1),
€ preciso dar uma definicdo mais geral do residudleste caso, podemos optar por uma versao aleatorizada
do residuo de Cox & Snell e definir o residuo quantil aleatorizado (DuSm&th, 1996) para o modelo de
regresséo beta inflacionado em zero ou um como

rd = o (y, t=1,...,n (5.2.5)
t 9 9 s 1Yy

~

em queu; € uma variavel aleatoria uniforme no intervalg, b;|, sendoa; = lim,,, Bl.(y; o, i, ¢) € by =

~

Bl.(y; @, 11, ¢), respectivamente. Por exemplo, para o modelo de regressao beta iafticem zero, temos

que paray; = 0 (ponto de massa em zeray, = lim,o BIZ(y; @, i1, ¢) = (1 — @) limyq0 F(y; 6, ¢) = 0

e b, = BIZ(0; a, i, 5) = a. Logo, u; € uma variavel uniforme no interval®, a|. Agora paray; € (0,1)

temos quew; = BIZ(y; @, i, $). Se consideramos 0 modelo de regressao beta inflacionado em um, temos
paray; = 1 (ponto de massa em um) que= lim,+; BIU(y; a, &1, $) = (1—a)limy F(y; 2, 5) =(1-a)

eb, = BIU(L; @, i1, gg) = 1. Logo, u; € uma variavel uniforme no intervald — @, 1]. Quandoy; € (0,1)

temos quew, = BIU(y;; Q, 11, ¢).

O procedimento de aleatorizacdo é introduzido com a finalidade de proésizitos normais continuos.
Como o residuo quantil aleatorizado pode variar de uma realizacao aetsituacdes praticas, € aconsel-
havel fazer pelo menos quatro realizacdes destes residuos patardedeicdes no seu comportamento. O
residuo quantil aleatorizado constitui uma op¢éo de residuo quandpasteg discreta e assume poucos
valores distintos (Dunn & Smyth, 1996).

5.2.2 Residuos para o modelo de regressao beta inflacionado em zerore
Residuos padronizados

Nesta subsecdo estendemos a idéia dos residuos padronizados dodaodgl@ssao beta inflacionado
em zero ou um. Por razdes de simplicidade vamos construir residuosigadas para o modelo de regressao
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beta inflacionado em zero e um (RBIZU) com a estrutura

g(pe) = e,
log(do¢/(1 — dot — 01¢)) = Cot,
10g(<51t/(1 — dot — 51t)) = (1t

t =1,...,n, em que o parametro de precisd@ constante para todas as observacfes. De forma analoga
ao modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um consideragnp® qonhecido. Do processo de
estimacao por maxima verossimilhanca temos da convergéncia do procestsmitscore de Fisher papa

~v e 3 as expressoes (A.10.2) e (A.9.6) (ver Apéndices A.10 e A.9, resprwivte). Desta forma, podemos
definir os residuos padronizados para o componente discreto do mededgrdssao beta inflacionado em
Zero e um como:

Tgoy(ye) — do
i = SO (5.2.6)

qltt(l - h{O})

e ﬂ{l}(yt) — 01t
pt
q2tt(1 - h{l})

em queqi;; € g2 Sao, respectivamente, 6#simos elementos da diagonal principal das matiizes Q-
definidas em (A.10) (%, h{!},, sdo og-ésimos elementos da diagonal principal das matrizes de projecao
H% = v miv, e HY = U] H10,, respectivamente, em quey = (7,,,0,)" e U3 = (0,,1,)" s&o
matrizes de dimens&@n x n), I, é a matriz identidade de ordeme H; = Q'/2Z(ZTQZ)"'ZTQ'/? ¢
matriz de projecdo. Aqui, as quantidades sdo avaliadas no estimador de mésasgmilhanca.

(5.2.7)

Note que o residuqﬂ?} corresponde ao residuo padronizado do sub-modelo do componeméetalgue

modela a probabilidade de ocorréncia de zeroS%corresponde ao residuo padronizado do sub-modelo do
componente discreto que modela a probabilidade de ocorréncia de wsta.f@ena, parece razoavel sugerir

dois conjuntos de graficos de residuos para o componente discretondelsi®. O primeiro é de}?} contra

60t e 0 segundo de{ } contraélt parat = 1,...,n. Neste caso, é de se esperar que 0s graficos revelem
pontos marginalmente aberrantes para cada sub-modelo.

Para 0 modelo RBIZU a distribuicdo beta (2.4.7) que modela o componenteummatinmesma distri-
buicdo que modela o componente continuo do modelo de regresséo betariaflacem zero ou um. Desta
forma, podemos construir 0 mesmo residuo padronizado para o compgenatiteio do modelo RBIZU.
Neste caso,

—

*

re) = — (5.2.8)
\/wt ].—Oét 1_hztt>

81



5.3. Influéncia Local

t =1,...,n, em quey; e u; foram definidos em (3.2.7) e (3.2.8) respectivamente. Agui= Sot + o1t
wy = P (fep) + (1 — fig)9), h,, € ot-€simo elemento da diagonal principal da matriz de proje¢éo
Hf = WﬁléQX(XTWwX)—lXT/W%Q, em queX é uma matriz de valores fixos conhecidasx m) com
t-ésimalinhar, = (z1, ..., ) e W foi definida em (3.2.14). De forma analoga ao modelo de regresséo

beta inflacionado em zero ou um, gréficosﬂﬁfé contraj;; podem revelar observacdes que sao marginalmente
aberrantes no sub-modelo constituido pelo componente continuo do mod£ld.RB

Para o modelo de regressao beta inflacionado em zero e um, podemusattefiés de (5.2.6), (5.2.7) e

(5.2.8) o residuo padronizado
{o}

T'pt s€ Yy = 07
=T sy =1, (5.2.9)

r,()f) se y € (0,1).

—

Para estes residuos, o graficorge contra os valores ajustad@¥y;) pode ajudar a detectar globalmente
pontos aberrantes e/ou influentes.

Adicionalmente, definimos o residuo ponderado
ra, = Sorrih + Surf 4+ (1= 0o — dro)rle). (5.2.10)

Note quer,, € a média ponderada entre os residtf;%, r,i}} e r}j). Para este residuo o grafico dg¢

—

contra os valores ajustadBs$y;) pode ser informativo com respeito ao posicionamento de pontos absrrante
e influentes no conjunto de dados.

Residuos quantis aleatorizados
Para o0 modelo de regresséo beta inflacionado em zero e um considereesimiio quantil aleatorizado
rd =& Yuy), t=1,...,n, (5.2.11)

em queu; € uma variavel aleatoria uniforme no intervélg, b;], sendoa; = lim,,, BIZU(y; ay, ve, pie, @)

e by, = BIZU(y; an, vty e, @), respectivamente. AquBIZU (y; o, ¢, e, ¢) foi definida em (2.4.1) sendo

v = 811/ € = o + 61¢. O gréfico de-] contra o indice das observagdes ou contra os valores ajustados e
os valores de variaveis explicativas pode revelar observacoesl@oimfia@éncia no seu préprio valor predito

ou alguma tendéncia sistematica, embora a sua interpretacdo néo seja a nusmparadas modelos de
regressao normal linear.

5.3 Influéncia Local

A influéncia local é uma metodologia de diagnéstico que permite avaliar mudaogsagsultados da
analise inferencial quando pequenas perturbacdes sédo incapa@amadiodelo e/ou aos dados de estudo.

82



5.3. Influéncia Local

Se essas perturbacdes causarem efeitos desproporcionais,apedéticio de que o modelo estd mal
ajustado ou que pode existir algum tipo de afastamento nas suposi¢céepdeitasmesmo. Neste trabalho,
consideramos a técnica de diagnostico de influéncia local desenvolvidapo & Poon (1999).

Naturalmente existem diversos trabalhos sobre influéncia local e steas@ss. Por exemplo, Galea,
Paula & Bolfarine (1997), Liu (2000) e Galea, Paula & Uribe-Opaz@® @presentam estudos de influéncia
local em modelos elipticos lineares, Liu (2002) apresenta um estudo denitildocal em modelos elipticos
multivariados. Kwan & Fung (1998) aplicam a metodologia em analise fat®aalla (1996) em modelos
préprios de dispersao, Ortega, Bolfarine & Paula (2003) em modelasdiog generalizados com dados cen-
surados, Jansen, et al. (2003) utilizam influéncia local em um estigiagisco com dados binarios e Shi
& Wang (1999) em regressao “ridge”. Na classe de erros normaigielhae (1988) investiga a influéncia
local em modelos lineares com parametros na transformacédo da vaegpesta. Tsai & Wu (1992) inves-
tigam influéncia local em modelos auto-regressivos de primeira ordem dondugeroscedasticos. Paula
(1993) aplica a influéncia local em modelos lineares com restricbes ndsi@aos na forma de desigual-
dades lineares. Zhu & Lee (2001) estudam a influéncia local em mod®lasdpdos incompletos e, mais
recentemente, Xiang et. al (2005) utilizam a andlise de influéncia local emadtelo de mistura de Poisson.

Especificamente, o conceito de influéncia local esta baseado na camatsuperficie da funcao de log-
verossimilhanca. Sejao vetor de parametros de interesse. Consideremos a influéncia de ureagpegu
turbacéav sobre o pardmetro estimado. Desta forma, denotamo& fjar) a funcéo de log-verossimilhanca
do modelo perturbado. Segundo a proposta de Cook (1986), o efeit@aolered pode ser avaliado através
do deslocamento pela verossimilhari¢aw) = 2{6(5) - E(@,)}, que compara o estimador de maxima ve-
rossimilhanca restrité,, (estimador sob o modelo perturbado) com respeito aos contornos @ fdad¢og-
verossimilhanca do modelo ndo perturbado. No caso emugueo ponto de perturbacdo nula temos que
¢(f|lwp) = £(0). Esta metodologia investiga a dire¢do do maior afastamento na supéificjeno pontowy,
gue corresponde a perturbacéo de casos localmente influentes naestimati

A direcdo da maior mudanca efi{wy) pode ser obtida através do calculo da curvatura normal na direcao
d da superficie do deslocamento pela verossimilhanga,(i.g6) = |d" F'd|, sendod um vetor unitario e
F = 0?F(w)/0wiw! |,=.,. No entanto, & possivel mostrar que

Ca(0) = 2|d"ATIAd, (5.3.1)

ondeA = 9%(0|w) /000w
curvatura normal,

. el = 9%0(0)/0000" 5- Se denotamos pak,.x a dire¢cdo da maxima

T
|9:§,w:w ’0:
Cmax = mCEZ%X{Cd(G) }7

entaod,, ., indica a direcdo em que se produzem as maiores mudancas locais namhesiticpela verossimi-
Ihanca em#(wo), sendo que esta quantidade por ser obtida pelo autovetor corresfgoadenaior autovalor
da matrizF' = —AT/71A.
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E possivel também avaliar a influéncia local apenas para uma parte dde@arametros. Suponha que
possamos particionar o vetor de parametros cormo(d] ,65)", tal que

V- <€9191 3:0192)
Coro, Con9,) "
emquel g,9, = 020(0)/00,90] , L 9,9, = 02L(0)/D6100 € 9,9, = D*L(0)/00200] €l g,9, = O*(0) /0200 .

Entdo, a curvatura normal na dire¢éo do vetérdada por

Cy(61) = |dTAT(F " — P 99)Ad],

J 0 0
22 = g .
0 69292

Neste caso, o grafico de indices do maior autovetmu:léf(@'_1 - Ezz)A pode revelar quais sédo as obser-
vacgOes que estdo influenciadé.a

em que

Uma outra possibilidade consiste em avaliar a curvatura na direc&@simo individuo. Neste caso, a
curvatura normal é dada por

Cr=2|AT 0T A,

em queA,; € at-ésima coluna da matria. Uma vez que’; reflete a situagdo em que foi atribuido o maior
valor (o valor total) possivel@ésima coordenada detal que||d|| = 1 tal curvatura é donotada por nfluéncia
local total dot-ésimo individuo (Lesaffre & Verbeke, 1998)). Desta forma, € Utilstderar em uma analise
de influéncia o estudo dos componentesiglg, e adicionalmente a medida de influéncia total referente ao
t-ésimo individuoC;. Assim, graficos dos componentesdig,. contra os indices das observacdes podem
sugerir quais observagdes sédo conjuntamente influentes, enquantifiossgdeC; contra os indices das
observacdes destacam casos individualmente influentes.

Embora o método de Cook, baseado na curvatura normal, seja de gtifidddey ele apresenta alguns
inconvenientes. Por exemplo, a curvatura normal pode assumir valtgeedis positivos e ndo € invariante
sob reparametrizacBes de escala. Com o objetivo de contornar estalslaifes e considerando a superficie
do deslocamento pela verossimilhari¢a,), Poon & Poon (1999) definem a curvatura normal conforme no
pontowy na direcaal como
_|dTFd]  2|dTATIAd|

1E2]|2 [[2ATE 1AL

B4(0) (5.3.2)
em que||-|| - denota a norma de Frébenius definida cdd » = \/tr(AT A), sendoA uma matrizm x n.
Note que o calculo da expresséo (5.3.2) ndo requer mais esforco @€ 04). Pode-se mostrar que, para
qualquer direcad, By(0) satisfaz a condi¢éo < B,(#) < 1, e desta formaB3,(#) € uma medida normali-
zada, i.e.,.B;(0) é uma medida geométrica da curvatura que assume valores no intervalod@ut torna
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mais facil a interpretacdo de seu valor. Adicionalmente, esta medida é ingss@numa reparametrizacao
conforme, i.e., uma reparametrizac&o cuja matriz jacobldrétal quel/ " M é um multiplo positivo da ma-
triz identidade. Aqui, a reparametrizacdo pode ser vista como uma “moddidagigquema de perturbacao”
(Cook, 1986). Se a reparametrizacdo é conformevgnentdo a curvatura normal conforme em qualquer
direcéo é invariante sob a reparametrizacdo. Um exemplo de reparagéetrizzaforme é(w) = Mw + ¢,

tal queM é uma matriz conformie

Se\i,..., )\ sdo autovalores da matrZ com correspondentes autovetores normalizados. . , e,,
temos que o valor da curvatura normal conforBig(#) é igual ao autovalor normalizadg, em que)\;, =

Ai/y/> i1 A2, Logo, Y7 BZ () = 1. Assim, se a curvatura normal conforme é a mesma para todos

0s autovetores, entdo o valor comum &/r e este valor pode ser usado como referéncia para decidir se
um autovetor € influente ou ndo (Poon & Poon, 1999). Anteriormente, vimesa curvatura normal;

e a direcdal sdo usadas para avaliar a influéncia local, principalmente ao examinarvetaut,,, com

a curvatura normal’ ;.. Quandod tem a direcdo do autovetak, ., correspondente ao maior autovalor,

a curvatura normal conformB,;__ assume seu valor maximo. Assim, a curvatura normal e a curvatura
normal conforme sao medidas de diagndstico equivalentes, diferindasper um fator positivo. Poon &
Poon (1999) sugerem a utilizac&o de um valor de referéncia para camopafeitos d&., e B, . em varios
niveis. Para tanto, é necessaria a seguinte definicao.

Definicdo 5.3.1.Um autovetor; serdg—influente se|B.,(0)| > q//T.

Ou seja, escolhendo o valor glec IR (por praticidadeg = 1, ..., r) temos que uma direcdo é influente de
acordo com a magnitude de seu corresponde autovalor normalizado. d0osexgliéncia direta da definicdo
5.3.1 temos que um autoveigfinfluente é também(q — 1)—influente, (¢ — 2)-influente, . .., 1-nfluente.

SejaFE; o j-ésimo vetor da base candni€a= {E1,..., E,} deIR". Poon & Poon (1999) definerh);
como o vetor de perturbacdo basico do espaco de perturbacdes,ésioo elemento € 1 e todos os restantes
sdo iguais a 0. Assim, podemos escrever cada um dos autovetoresutlegggioc; como uma combinacao
linear dos elementos da baSei.e.,e; = >°'_, a;; E;, €, como|[e;|| = 1, temos qued " _, a%j = 1. Dai,
para cada fixo, se a contribui¢céo de todos @5 € a mesma, entda,;| = 1//r e este valor pode ser usado
como um valor de referéncia para julgar a magnitude da curvatura dewgtm@tor da matriz (5.3.2).

De forma geral, a andlise dos vetores de perturbacéo basicos poaies@ara todos os autovetores
influentes. Se tomamos o modulo dos autovalores normalizagies,|\;|, de forma que

AmaX:AjZEAZZQ/\/;>)‘Z+1)‘:207

e denotamos pat;; a j-ésima coordenada do autovetor correspondente podemos obter a contribuicéo

TUma matrizM é conforme se\/ "M = 7I, em quel é a matriz identidade e € um escalar que assume valores nos reais
positivos.
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agregada dg-ésimo vetor basico para todos os autovetgragluentes emiR"™ ao tomar

(5.3.3)

Desta forma, para interpretar a contribuicdo agregada, podemosudonsirgrafico dos valores de|q];
contra os indiceg = 1, ..., r e verificar se existem pontos que se distanciam dos demais.

Dado queZ;:1 m[q]? = Zf A7, temos que a contribuicéo de todos os vetores de perturbacéo basicos

€ a mesma, entdo cada uma € iguatfg| = \/1/r Zle Ar. Desta forma, para determinar a significancia
da contribui¢éo individual dos vetores de perturbagéo basicos usapbdNeste ponto, devemos considerar
dois casos. O primeiro € permitir qgeseja suficientemente grande para agregar somente o maior autovalor
Amax. Neste casonq]; = v Amax|aij| € este método é equivalente a compédigy| com1/,/r. De outro

lado, se admitimos que = 0, entéo todos os autovalores seréo incluidos na analise. Adfi; € dita ser a
contribuicdo total, e escrevemos; = /> i, Afaj;.
a mesma, entdo cada uma sera igual a

S iz A i1 Al
me i = H = Ry

A contribuicdo totabm; e a curvatura normal conform@g, (¢) do vetor de perturbagGes basitp es-
tdo altamente relacionadas. Se todos os autovalores sdo nao-negdativ@, € igual ao quadrado da con-
tribuic&o total doj-ésimo vetor de perturbacéo basico. Ou seja, dado que a matr&zsemi-definida positiva
e todos os autovalores sdo ndo negativos, temos que

Se a contribuicdo de todas as perturbacdes basicas for

Bg,(0) =m? (5.3.4)

770

para todgj. Agora, se a contribuigéo total de todosi®s, (¢) € a mesma, entdo cada uma € igual a

tr(F) .
ry/ tr(E2)

Dai, para decidir se um determinado ponto é influente ou ndo, considemazahtribuicdo agregada dbs
autovalores (em modulo) que sdo maiores doguér, € utilizada a contribuicdo médialq|;, e para decidir
se um caso é ou nédo influente, utilizamos o valdado em (5.3.5). Poon & Poon (1999) propéem utilizar
v/2im[q] como ponto de corte para a contribuicdo agregadakdmstovalores €b como ponto de corte da
contribuicdo agregada de todos os autovalores. Isto significa queatibuicdo agregada é maior que duas
vezes a média, entdo a observacao correspondente é consideraddenf]

b= (5.3.5)
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5.3. Influéncia Local

Dado que é possivel perturbar o modelo proposto de diversas magéimgmrtante escolher perturbactes
gue sejam de facil interpretacdo. Por exemplo, podemos perturbac@ofdie log-verossimilhanca ou as
variaveis explicativas de maneira coletiva ou individualmente.

5.3.1 Influéncia local no modelo de regresséo beta inflacionado em aeyu um

Para o modelo de regresséo beta inflacionado em zero ou um consigdel@mesquemas de perturbacéo,
a saber: ponderacéo de casos e perturbacao individual de veisria

Ponderacéo de casos

A ponderacgédo de casos tem sido 0 esquema de perturbacdo mais amplarmediéalifa andlise de diag-
néstico ja que pode ser interpretada como a perturbagéo na varianesidm caso. Seja = (wi,...,wy,) "
um vetorn x 1 de ponderagdes. O vetor de perturbac&o nulg & (1,...,1)". Neste caso, a fungéo de
log-verossimilhanca perturbada é da forma

£(Olw) = b1 (v]w) + £2(8; ¢lw), (5.3.6)

em que

b(ylw) =D wits(ay),
=1 (5.3.7)
l2(B, plw) = Z wily(pie, @),

tye E(O,l)

sendol;(ay) e £, @) as fungdes definidas em (3.2.5). Sengo= 0, temos que @-ésimo ponto é elimi-
nado ewy = (1,1,...,1)T implica que todos os pontos sdo considerados. Aséfftiwy) = £(0) =
() + £2(0, ¢). Para este esquema de perturbagdo temos que a curvatura normatneoéfBy(6) =
2|[dTATETAd|/||2AT ¢ Al| -, em quel é definido pela expressdo (A.11.1) do Apéndice A.1A e=
(A},A},A4)" € daforma

A, 27 PGE,
A=(ag) =|dxTHTE |,
Ay u

sendoP, GG, H, T as matrizes definidas na Secéo 3.2§}1é§1 e foram definidas na expresséo (A.11.3) da
Subsecéo A.11.

Suponhamos que apenas sao perturbados os casos em que a Eespoditauay € (0,1)). Neste caso,
o vetor de ponderacgdes para o modelo ndo perturbado é tal.quel paray; € (0,1) e O caso contrario.
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5.3. Influéncia Local

Entdo, a expressao (A.11.3) reduz-se a matriz de dimgmsde1) x n, da forma
_(As\ _ [(¢XTHTE,
san=(37) = (7275,

De forma anéloga, podemos considerar a perturbacdo dos casog emeagposta assume unicamente o
valore, i.e.,y = c¢. Aqui, o vetor de ponderacdes para 0 modelo nao perturbado é talgué paray; = c,
e 0 caso contrario. Desta forma, a expressao (A.11.3) fica reduzida a

Ay = PUOlw) /00w, =00/, ; = Z"PGE,.

Perturbacao nas variaveis explanatorias
Perturbacao individual das covariaveis do componente discreto

Consideremos agora uma perturbacéo aditiva de uma variavel explampaidicular do componente dis-
creto, digamos,, p = 1,..., M, de forma que

Zip(W) = 24p + wisz,-
Neste caso, por exemplo, ge£ 2 oup = M
Gw) =+ F+v(zp +wsz,) + -+ vz (5.3.8)

e at(w) é tal queh(at(w)) = (¢(w). Avaliando a expressao (A.11.4) da Secdo A.1Lem= (0,..., 0)"e
0 =0, temospardR =1,..., M, queAgr = %szpr?rlt(w)zm. Assim, ao utilizar notagdo matricial obtemos

Ay =8, Z 2y,

sendo@l(w) = @1, em que@l € a matriz20; definida em A.11 avaliada nos estimadores de maxima
verossimilhanca. Através deste esquema de perturbacéo é posségaracmfluéncia individual de cada co-
variavel no processo de estimacédo do modelo. Contudo, este tipo ddpeéniso faz sentido se a covariavel
perturbada é medida de forma continua.

Perturbacao individual das covariaveis do componente continuo

De forma anéloga a perturbacao individual de covaridveis do comfmidétreto, podemos sugerir
uma perturbacéo aditiva de uma variavel explanatéria particular do cemigoontinuo, digamas,, p =
1,...,m, de forma que

Typ(w) = Typ + WiSe,, -
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5.3. Influéncia Local

Neste caso, por exemplo, ge£ 2 ou p # m, temaos
ne(w) = B1+ -+ Bp(xtp + wisz,) + - + BmTim (5.3.9)
e (w) € tal quey(p(w)) = ne(w).
Avaliando a express&o (A.11.5) em = (0,...,0)" ef = §, temos, para = 1,...,m que
A, = Bpsmpr/ﬁZt(w)ftr = Bpsxpt/ﬁthtm
em queny; € ot-ésimo elemento da matniz, definida na subsecéo A.11 avaliada nos estimadores de maxima
verossimilhanca. Utilizando notacao matricial obtemos
Ap = Bpse, X | Ws, (5.3.10)
em quez/ﬁg(w) = @2, sendo‘l/ﬁg a matriz20, definida em A.11 avaliada nos estimadores de maxima veros-
similhanca.
Adicionalmente, utilizando a expressao (A.11.6) obtida na subsecado AAf&halice A.11 e avaliando-a
emwy = (0,...,0)T e = 6, podemos escrever matricialmente

Ay = Bysy, 3T (5.3.11)

Assim, ao utlizar, (5.3.10) e (5.3.11) temos g@assume a forma

A= (B, X Wa) (5.3.12)
ﬂpsxpmST

Novamente, este tipo de perturbacao so faz sentido se a covariavebpdaé medida de forma continua.
Perturbacéo individual das covaridveis do componente discreto @ntinuo simultaneamente

Para o modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um suporjuEnassas matrizes das regressoes
do componente discreto e continuo sejam tais Zjug X. Consideremos uma perturbacédo aditiva de uma
variavel explanatoria particular do componente discreto e continuo, diggmp = 1,..., M, ex,, ¢ =
1,...,m de forma que

zip(w) = 21p + wiss,,
Tip(w) = Tiq + WiSe, -

Neste caso, por exemplo, gey # 2 oup, g # M temos

G(w) =71+ + w2ty +wisy,) + - + Ym2em,

(5.3.13)
Ut(w) =G+ + ﬁq(xtp + wtsqu) + o+ BmZim.-

89



5.3. Influéncia Local

Para este caso, temos que a fungdo de log-verossimilhanca do modetbguerté da formd(f|lw) =
bL(y|w) + £2(8, dlw), em quely (y|w) = 377, b(aw(w)) e (B, plw) = >°1, li(au(w), ¢). Pela sepa-

rabilidade entrey e (37, ¢) ", temos que
Ay = Pl(|w) /070w | s 5
Ag = 0*ls(B, ¢lw) /080w |
Ay = (B, plw) /00w |

(5.3.14)

BT.0)T=BT.6)T 6=w’

BT, T=BT.»)T 6=wg
Avaliando adequadamente as expressoes (A.11.4), (A.11.5) e (A.als@pdecdo A.11 eay = (0, ..., 0)"
ef = ¢ temos que
s, 21,
A= gqsquTmyz , (5.3.15)
ﬁqsxqﬁ\’3T
em queﬁ/ﬁl e@z sdo as matrize®, 2, definidas em A.11 avaliadas nos estimadores de maxima verossi-

milhanca. Note que no caso em que as matrizes de regressdes do camp@oeato e continuo sao tais que
Z = X, o célculo da curvatur®,(0) vem da aplicacdo da expressao (5.3.15) substituihgor X.

5.3.2 Influéncia local no modelo de regressao beta inflacionado em aer um

Para o modelo de regresséo beta inflacionado em zero e um, consideracamsente o esquema de per-
turbacao de ponderacado de casos. Por simplicidade e interpretabilateigecamos o modelo de regressao
beta inflacionado em zero e um com estrutura

9(pe) = ne,
log(do¢ /(1 — dot — 01¢)) = Cot,
log(d1¢/(1 — dot — 01¢)) = Cut,
t=1,...,n, emque o parametro de precisié constante para todas as observacoes.
Sejaw = (w1, ...,wy,) ! umvetorn x 1 de ponderagdes. O vetor de perturbagéo nulg€ (1,...,1)".
Neste caso, a funcéo de log-verossimilhanca perturbada é da forma

L(0|w) = L1(p, y|w) + L2(B, Plw),
em que

gl(pafﬂw) = Zwtgt((s[]ty 5115)7
t=1

£2(ﬁ7¢’w) = Z tht(utv(b)v

t:y:€(0,1)
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5.3. Influéncia Local

sendo
i(0ot, 01¢) = W0y (ye) log dor + g1y (ye) log o1

+ (1 — Lyoy (ve) — Lyay(ve)) log(L — dor — d1e)
bi(pe, @) = logI'(¢) — log I'(pgp) — log I'((1 — i) @) + (e — 1) log ys
+{(1 — )¢ — 1}1og(1l — yr).

Desta forma/(0|wo) = £(0) = £1(p,7y) + £2(8, ¢). Utilizando as expressdes (A.12.3) obtidas na Subsecéo
A.12 do Apéndice A.12 podemos escrever matricialmente a matdamo

(5.3.16)

A, VT(‘EO
Ao AR |
A,@ ¢Xdeiag(y(071))T52

A¢ u

sendol” a matrizes definida na Secéo 3.2.5(1;2151, 52 e u foram definidas pelas expressfes da Subsecédo
A.12. Para o calculo da curvatuid,(6) devemos diagonalizar a matrix"/~'A, em quel é dada em
(A.12.1). Suponhamos que apenas sejam perturbados os casos emegpesta é continug € (0, 1)).
Neste caso, temos que assumir que o vetor de ponderacdes para o ndadedstarbado é tal que; = 1,
paray, € (0,1), e 0 caso contrario. Entéo, a expressao (A.12.3) reduz-se & matriz desédimle + 1) x n

da forma R R
A Ag\ _ (bXdeiag(y(O,l))TSg '
AW u
Assim, a curvatura normal conforme do sub-modelo que comp&e o compaoetiteuo é

BOD(9) = 2/dT ATI 1A/ ||2AT A,

De forma analoga, podemos considerar a perturbacao dos caso® enmmagposta assume unicamente o
valor0, i.e.,y = 0. Aqui, o vetor de ponderacdes para 0 modelo ndo perturbado é ta}gud paray; = 0
e 0 caso contrario. Desta forma, a expressao (A.12.3) fica reduzida a
A= AP = 826(9]w)/8p8wT|9:§’w:w0 = 0l (pf}/)/aph):g = VT(E:\O-

Logo, a curvatura normal conforme do sub-modelo que compde o comigaiscreto em zero é

Bi%(9) = 2ldTATI T Ad| /28T E A .

Similarmente, podemos assumir a perturbacdo dos casos em que a respastavilorl unicamente,
i.e.,y = 1. Aqui, o vetor de ponderacdes para o modelo ndo perturbado é tal;gael, paray; = 1,e 0
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5.4. Conclusbes

caso contrario. Desta forma, a expressao (A.12.3) fica reduzida a

A=A, =Ub)w)/0v0w| =00, )/ 0, = ZTén

8=§,w:u

Portanto, a curvatura normal conforme do sub-modelo que compde o nenipaliscreto em um €

B (9) = 2ldTATI Ad| /28T A 5.

5.4 Conclusodes

Neste capitulo propomos residuos para os modelos de regressao beitaniaflas com base no processo
iterativo escore de Fisher propomos residuos padronizados e pdosgerAdicionalmente, através de um
processo de aleatorizagdo, definimos residuos quantis aleatorizaélmsdi8so, desenvolvemos medidas de
influéncia utilizando um método de influéncia local que é baseado na aarvettmal conforme, sob difer-
entes esquemas de perturbacdo. Para o modelo de regressao betmaaftaem zero ou um, derivamos
expressdes matriciais para a curvatura normal conforme sob doisvess|de perturbacdo, a saber: a pon-
deracdo de casos e a perturbacao individual de covariaveis. Firnalnpana o modelo de regresséo beta
inflacionado em zero e um derivamos a medida de curvatura normakoenfob 0 esquema de ponderacao
de casos.
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Capitulo 6

Aplicacao

Este capitulo tem como objetivo ilustrar a metodologia desenvolvida nesta ¢ézsa de inferéncia, cor-
recao de viés e analise de diagnéstico nos modelos de regressao beianadflas. Consideramos um con-
junto de dados referente a difuséo de televisdo a cabo nos EUA. Avab®es correspondem a 282 comu-
nidades, que séo essencialmente areas de franquia individual doranéss de televisdo a cabo. Os dados
foram coletados pela Comisséo Federal de Comunicacdes (FCC) dosrlddnjuncao & implementagao da
ata de competicéo e protecdo ao consumidor de televisdo a cabo de 1282I09sa0 descritos em detalhe
no Apéndice E de FCC 93-177 (Federal Communications Commission, 1998fiicdo das variaveis da
amostra original com informacdo econémica e demografica se encontaidisipem Federal Communica-
tions Commission (1994).

Para nosso estudo consideramos as seguintes variaveis: o logaritmdalmésdia na franquidiin) dada
em milhares de dodlares, a porcentagem de criancas na frargjilid)( 0 nUmero de canais com sinal local
(Itv) e aidade em anos do sistema de televisdo a egfed€). O interesse recai em modelaque representa
a proporcédo de assinantes de televisdo a cabo que adquirem sediégmsags. Inicialmente foi realizada uma
analise descritiva das variaveis envolvidas no problema. Na Tabelat@dlasesentadas algumas medidas
resumo. Observando esta tabela notamos que a variavel respostaevagia @ 0.92. Notamos também que
a distribui¢cdo da variavel resposta é nitidamente assimétrica. Em termosvdea\ais observamos que, em
média, a renda das comunidades é de aproximadamente 10 mil délaresprgdwage criancas € cerca de
36%, o numero de canais com sinal local é seis e a idade do sistema de tedewédip encontra-se ao redor
dos 12 anos.

Na Figura 6.1 apresentamos o histograma de freqiiéncia da variawasteesfy barra com o ponto acima
representa a quantidade de zerog deorrespondente a 22% das observagdes. Neste grafico obseryanos
a distribuicdo dos dados em (0,1) é assimétrica e com uma moda e ha umaregdicede observacbes em
zero. Uma simples inspecéo visual indica que uma distribui¢éo beta inflagienmagero pode ser um modelo
adequado para a variavel resposta. Adicionalmente, o grafico del@cey na Figura 6.1 revela a presenca
de trés valores extremos, a saber: as observacoes 18, 28 e 64.

*As fraquias correspondem a comunidades servidas por televis@o.a ca
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Tabela 6.1: Medidas resumo das variaveis

Medida | y [ lin | chid [ Itv | agehe
Minimo 0.00 9.12 1.53 0.00 1.00
Q1 0.05 9.92 31.24 4.00 7.00
Mediana 0.22 10.14 35.92 6.00 11.00
Média 0.23 10.14 36.30 6.35 12.14

Q3 0.35 10.33 40.75 8.00 16.00
Maximo 0.92 11.56 88.49 16.00 41.00
Desvio padrédo| 0.20 0.36 9.58 3.21 7.58
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Figura 6.1: Histograma de frequiéncia e gréafico box-plot pgmaporcao de assinantes de televiséo a cabo que adquirem
servicos adicionais.

Para este conjunto de dados assumimos um modelo de regressao betaadtaeim zero, em qug ~
BIZ (o, pt, ¢) S@0 variaveis aleatorias independentes, tais que

logit(a) = vo + y1lin + ~vyachild + vy3agehe + y4ltv,
logit(p) = Bo + Pilin + Pachild + Bsagehe + Lyltv;

aqui suprimimos o indiceé e consideramo® = exp(v). Para a estimag¢édo dos parametros € utilizada ma-
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xima verossimilhanga. A funcédo de log-verossimilhanca do modelo & maximizadtvéeente usando

os algoritmos RS ou CG (Rigby & Stasinopoulos, 2005). Aqui, utilizamos a impleg&@n deste modelo
proposta por Ospina (2006) no pacginlss doR. Na Tabela 6.2 apresentamos as estimativas por maxima
verossimilhangca com seus respectivos erros padréo.

Tabela 6.2: Estimativas de méxima verossimilhanga cons @adrao.

Estimador \ Estimativa \ Erro Padrdo

% -1.91332 4.66688
A 0.09228 0.47763
A 0.00001 0.01585
A 0.02119 0.01852
A1 -0.09077 0.05269
Bo -7.83031 1.58294
B 0.64117 0.16248
Bo 0.00886 0.00536
B35 0.00538 0.00722
B4 0.01673 0.01879
b 6.05032 0.52647

Utilizando o procedimento automatico de sele¢cdo de modégeGAIC no pacotegamlss do R se-
lecionamos o melhor modelo. O procedimento usa o critério de Akaike (Al@)gmuolher o modelo que
melhor se ajusta aos dados. O modelo finalmente selecionado é

logit(a) = vo + Yaltv,
logit(p) = Bo + Balin,

com valor do AIC igual a 121.9194. De fato, o teste da razéo de verosamdk dd{ : §o = 03 = (64 =
71 = v = 73 = 0 contraH; : (pelo menos uma igualdade néo é satisfeita) leva ao valor da estatistica
A = 4.7870 e p-valor igual a 0.5714, ou sejél, ndo é rejeitada aos niveis de significAncia usuais.

Na Tabela 6.3 apresentamos para este modelo as estimativas de maxima vemssnglbuas versdes
corrigidas por viés de segunda ordem com seus respectivospaie®d. Observamos que as estimativas
pontuais dos parametros de regressao do componente discreto e ceatimmoito proximas das respectivas
estimativas corrigidas, o que era de se esperar segundo os resdismdibislos na Secao 4.4.

TA estimativa do erro padrdo do estimador corrigido é calculada atravésrd padréo assintdtico do estimador de méaxima
verossimilhanca avaliado no estimador corrigido. Por exemplo, o eddip assintotico dgr, r=1,...,n,¢é \/f(ﬁrﬂ, em que
KPP é o(r,r)-ésimo elemento da matrix** obtida em (3.2.19) e sendo avaliada €M , ¢) .
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Ao analisar as estimativas do parametro de precisdo, observamos apemndigeira mudanca entre a
estimativa de maxima verossimilhanca e a estimativa corrigida, sendo queegdcopelo viés de segunda
ordem do estimadap produz um erro padréo ligeiramente menor.

Os sinais das estimativas dos parametros indicam que, para comunidadpe érd assinantes que
adquirem servigos extras de televisdo a cabo, a medida que aumenta da@adnunidade ha uma tendéncia
de aumentar a proporcdo média desses assinantes. Adicionalmentealdliolade de ndo haver assinantes
que adquirem servicos extras de televisdo a cabo € menor para conesnéten muitos canais com sinal
local.

Tabela 6.3: Estimativas de maxima verossimilhanca e sua8e®corrigidas com erros padrdes

Estimador \ Estimativa \ Erro Padrdo

% —0.71435 0.31182
Yo —0.71435 0.31182
Y4 —0.09054 0.04722
o —0.09054 0.04722
Bo —8.29788 1.46403
Fo _8.29787 1.52687
B 0.73626 0.14387
5 0.73626 0.14996
b 5.94906 0.51718
¢ 5.89983 0.46565

Com o objetivo de verificar possiveis afastamentos das suposicbespfitas modelo construimos os
graficos dos residuos,, r, er{, definidos em (5.2.3), (5.2.4) e (5.2.11) respectivamente, contra ogs$ndic
das observacbes. Na Figura 6.2 apresentamos os graficos doesgsaduonizados (Figura 6.2(a)) e dos
residuos ponderados (Figura 6.2(b)) e, dos residuos quantis aledtsr(Figura 6.2(c)). Em relacdo a estes
graficos podemos destacar a presenca da observacdo 108 corivelgumsto aberrante. Ja no gréafico do
residuo quantil aleatorizado percebemos que o padrdo aleatério thgoeeé mais evidente do que aquele
mostrado pelos residuos padronizados e ponderados, indicandexisiéncia de uma tendéncia sistematica
nas observacoes, o que sugere uma boa adequacédo do ajuste doprapteto para os dados.

Na Figura 6.3 apresentamos 0s gréficos&i)e(componente discreto):éf) (componente continuo) contra
os valores ajustadas e ji;, respectivamente. Note que, para o componente discreto, as obssr24od 54
se apresentam como marginalmente aberrantes, com destaque panaacabs2l, cujo valor do residuo é
igual a 2.88 (Figura 6.3(a)). Ja para o componente continuo, o pongecqa@resenta como marginalmente
aberrante é 0 108 (Figura 6.3(b)), com valor de residuo igual.al.
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Figura 6.2: Gréficos de residuos. Dados de difusédo de tategisabo.

Percebemos que em ambos os gréaficos ndo se destacam obsemacoesien, evidenciando ainda mais
a heterogeneidade entre as observacgdes, i.e., 0 comportamento disomio@ do modelo.

Com relacao aos graficos normais de probabilidades (Figura 6.4), mtaracmao ha fortes indicios de
afastamento da suposi¢céo de que o modelo de regressao beta inflagionaelm € adequado para os dados,
uma vez que, em geral, os residuos permanecem dentro das bandadialeca dos envelopes simulados.
Destacamos que a distribuicdo de cada um dos residuos tem acentimé&iass esquerda, como era de se
esperar em virtude da presenca de massa de probabilidade em zero.

Com o objetivo de verificar a existéncia de possiveis pontos influentegados aplicamos a técnica de
influéncia local baseada na curvatura normal conforme, sob o esgleperturbacédo de casos (ver Se¢ao
5.3.1). Tomamos valores paja= 1,2, 3,4 para determinar quais séo os autovetores (dire¢cdes) associados as
variacdes maximas da funcédo do deslocamento pela verossimilhanca. Ka&:Efa) podemos observar o
grafico dos autovalores normalizados em maodulo e os valorgsldembrando que: = 282, note que para
g = 4 temos apenas um autovalor acima do limjat/n (linhas horizontais) e para = 3, temos apenas
dois autovalores acima desse limiar, i.e., temos um autovetor 4-influente e tinistares 3-influentes. Os
autovalores normalizados associados a estes dois autovetores sdoe0MZ263. Desta forma, a maxima
curvatura normal conformB,_. € 0.9741 el,,,.«, 0 autovetor correspondente, sintetiza as maiores variagdes
do deslocamento da verossimilharf¢aw) quando o modelo esta sendo perturbado.
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Residuos
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Figura 6.3: Graficos de residuos do componente discretotgnoon Dados de difuséo de televiséo a cabo.
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Figura 6.4: Graficos normais de probabilidades com envslsipeulados. Dados de difusé@o de televisdo a cabo.
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Note que, como este valor se encontra entre 0 e 1 podemos interpreta-laqromorcao do desloca-
mento da verossimilhanca que é explicada por esse autovetor.

No gréfico da Figura 6.5(b) estao apresentados os valores da cipdinilagregada de todos os autovetores
(¢ = 0). Como foi sugerido em Poon & Poon (1999), as observacgdes acimantto g corte2b (ver (5.3.5))
séo consideradas influentes. Neste cakaes 0.0802. No entanto, hd muitas observagfes acima deste valor.
Desta forma, selecionamos para nossa analise aquelas que se enamgisatistantes. Especificamente, os
casos sdg = 2,6,8,10,14,17,19, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 36 e 260.

=R I
(o] 14
o ] ™
o | 19
© _|
e ~ 61025.57
< = g _| 2628
< g |}
© 22;36 260
q:4 — | 17 .
N _IF q=3 © .
o 9=2
g=1
o o °
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\ \ \ \ \ \ \
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indice da observagao indice da observacao
(@) (b)

Figura 6.5: (a) Autovalores normalizados em modwlp, com valores dey e (b) influéncia devida a contribuicio
agregada de todos os autovetoref;|;; esquema de ponderagéo de casos.

Na Tabela 6.4 estdo apresentados o nimero de autovéi¢egsiue sda—influentes, os limiares criticos
paraBg, (ver (5.3.4)) em[q]; (ver (5.3.3)), comy = 3,4. Nesta mesma tabela se encontram os valores
da curvatura normal conforme do vetor de perturbacédo bdsicoe a contribuicdo agregadalq|; para os
autovetores 3—influentes e 4—-influentes. Se a diferenca absoluta éintrardvalor critico) e o valom|[q|;
estd muito proxima de zero, dizemos que a observacéo é marginalmente infRemate= 3 as obervacdes
14, 17, 19, 22, 25, 29 e 260 séo detectadas como influentes (ver Bi§(ad) e 2, 6, 8, 10, 24, 26 27 28
36 sdo detectadas como marginalmente influentes. No cage=d¢ as observacbes 10, 14, 17, 19, 22, 29
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e 260 sao consideradas influentes (ver Figura 6.6(b)) e 2, 6, 85226227, 28 e 36 sdo detectadas como
marginalmente influentes. Assim, se selecionamos dentre as observaggiderealas influentes paga= 3

e ¢ = 4 aquelas que apresentam as maiores diferengas absolutas entre o litoiar(ireo) e o valormn/[q|;
temos que as observacoes 14, 19 e 29 sdo detectadas como globalmemitemflu

g — 29 g ] 2
1
o RE T
=} 1 o o
§ 2
ORI I Ol
c o c o .
< |7 o
o . o
o |.° N . o |. N -
o o
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
indice da observacéo indice da observacao
(@) (b)

Figura 6.6: (a) Contribuicdo agregada do autovetor 4-infRieorrespondente ao maior autovalgr= 4), e (b)
contribuicdo agregada dos autovetores 3-influentes gamelentes aos dois maiores autovaldres- 3); esquema de
ponderacao de casos.

As observaces influentes detectadas pelo esquema da ponderag@osi€l4, 19 e 29) e a aberrante
detectada pelos graficos dos residuos padronizados e pondet@8psdgrrespondem a comunidades que
possuem boa renda e adquirem uma proporc¢éao relativamente baixaidessadicionais de televisdo a cabo.
Fizemos uma retirada de tais observacdes, uma a uma e conjuntamente, @bichealérde verificar o impacto
causado no ajuste do modelo. Para avaliar a magnitude do impacto exeteglolggervacdes utilizamos as
seguintes medidas:
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6.1. Conclusbes

e Desvio relativo percentual (DRP):

~ ~

*

DRP:92§9x1m%,

sendoy; o valor ajustado dg; e #* o estimador do parametrbencontrado ao retirar uma ou varias
(dependendo o caso) observaces atipicas.

e Desvio quadratico médio relativo percentual (DQRP):

DQM* — DQM

DQRP = SOM

x 100%,

em queDQM = \/(1/n) > i_1(y; — 9;)* eDQM" € o valor deDQM obtido ao retirar uma ou varias
(dependendo o caso) observaces atipicas.

e Erro absoluto médio relativo percentual( EAMRP):

EAM*® — EAM
EAMRP = —EAM x 100%,
em queEAM = (1/n)> 7, |y; — y;| e EAM* é o valor deEAM obtido ao retirar uma ou varias

(dependendo o caso) observaces atipicas.

A Tabela 6.5 apresenta as estimativas, o desvio padréo e o desvio neéatieatual DPR dos parametros
estimados ao retirar uma a uma e coletivamente as observa¢cfes considgeradanfluentes e aberrantes.
Note que as estimativas dos parametros nao sofreram grande impactop@Gaencos ver, as maiores varia-
¢Oes percentuais ocorrem para as estimativas aes, quando as observacdes 19 e 108 séo retiradas indi-
vidualmente e quando as observacfes 19 e 29 séo retiradas coletivaMer@stanto, estas variagdes nao
superam 10%. Realizamos testes de hipoteses para verificar as sigiaficdms parametros do modelo e
verificamos que, para todos os casos considerados de exclus@@simeos sao significativos ao nivel de
confianca de 5%. Desta forma, podemos concluir que as observatéetadas como influentes e aberrantes
ndo afetam os resultados inferenciais do modelo.

Em relacdo ao impacto que as observagdes detectadas como influentesaetab causam nos valores
ajustados, podemos observar na Tabela 6.6 que ndo existem mudargjderéweis ao retirar individual ou
conjuntamente tais observacodes. Isto indica um certo grau de robustezdédo ajustado a esses dados na
presenca de observacdes influentes e aberrantes.

6.1 Conclusodes

Em nosso exemplo, vimos que ao considerar a técnica de influéncia lopabpa por Poon & Poon (1999)
utilizando o esquema de perturbacdo de casos as observacdes 29 fiam destacadas como influentes.
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6.1. Conclusbes

Tabela 6.4: Medidas de influéncia utilizando a curvaturamaiconforme para o esquema de ponderacéo de casos.

| Bs, | mM), | mf3

Ne) | 282 | 2 | 1
obs \limiar | 0.08019 | 0.17865 | 0.23820
2 0.15405 | 0.15405 | 0.13812
6 0.23179 | 0.23179 | 0.16861
8 0.17784 | 0.17784 | 0.17391
10 0.22405 | 0.22405 | 0.22226
14 0.33222 | 0.33222 | 0.29951
17 0.12226 | 0.12226 | 0.11518
19 0.28477 | 0.28477 | 0.27921
22 0.12211 | 0.12211 | 0.12045
24 0.14057 | 0.14057 | 0.13768
25 0.23278 | 0.23278 | 0.09489
26 0.19894 | 0.19894 | 0.18762
27 0.21617 | 0.21617 | 0.18354
28 0.20047 | 0.20047 | 0.20031
29 0.39364 | 0.39364 | 0.39356
36 0.12837 | 0.12837 | 0.12428
260 0.12622 | 0.12622 | 0.12555

Verificamos através de uma andlise confirmatoria que tais observacdegaréem muito impacto na esti-
macao do modelo. Cabe ressaltar que o0 método de influéncia ndo detectemacgio aberrante 108, a qual
foi determinada pela analise dos residuos. Contudo, a andlise confiawatdficou que esta observacdo nao
exerce um impacto significativo nas estimativas no modelo. Desta formanpedsribuir um certo grau de
robustez no modelo ajustado na presenca de observagfes influentabexfantes. Em relacdo aos gréaficos
normais de probabilidade com envelope simulado, observamos que enthéodssimetria na distribuicdo do
residuo considerado, atribuida em parte a presenca de massa d#lidied®mem zero. Notamos que o resi-
duo quantil aleatorizado parece ser mais adequado ja que conseptag-adanelhor a caracteristica discreta
e continua do modelo. De forma geral, o0 modelo de regresséo beta infthziemazero mostrou-se ade-
guado para descrever o comportamento da propor¢éo de assinatgiesidéo a cabo que adquirem servigos
adicionais em funcéo das covariadas consideradas.
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6.1. Conclusbes

Tabela 6.5: Estimativas, desvio padréo e DRP dos parandtrasodelo com a amostra completa e tirando as obser-
vacoes influentes

Estimativas, erro padrao e DRP dos parametros do modelo
guando séo retiradas observagdes influentes.

Observacdes e A% 3 B "
~0.70673 | —0.00099 | —8.31490 | 0.73794 | 5.92453
14 (0.02117) | (0.00048) | (0.00903) | (0.00009) | (0.51692)

—1.066% 0.497% 0.205% 0.228% | —0.412%
—0.72148 | —0.08877 | —7.91028 | 0.69729 | 6.02219
19 (0.02115) | (0.00048) | (0.00901) | (0.00009) | (0.52599)

0.998% | —1.954% | —4.671% | —5.292% 1.229%
—0.71795 | —0.08929 | —8.29446 | 0.73607 | 5.92458
29 (0.02116) | (0.00048) | (0.00903) | (0.00009) | (0.51692)

0.503% | —1.380% | —0.041% | —0.025% | —0.411%
—0.71795 | —0.08929 | —8.82054 | 0.78856 | 6.24830
108 (0.02116) | (0.00048) | (0.00890) | (0.00009) | (0.54730)

0.503% | —1.380% 6.298% 7.103% 5.030%
—0.71385 | —0.08922 | —7.92558 | 0.69880 | 5.99707
14, 19 (0.02118) | (0.00048) | (0.00907) | (0.00009) | (0.52486)
—0.069% | —1.457% | —4.486% | —5.087% 0.807%
—0.71032 | —0.08974 | —8.31129 | 0.73772 | 5.90004
14, 29 (0.02118) | (0.00048) | (0.00909) | (0.00009) | (0.51582)
—0.564% | —0.883% 0.161% 0.198% | —0.824%
—0.72513 | —0.08750 | —7.90735 | 0.69713 | 5.99714
19, 29 (0.02117) | (0.00048) | (0.00907) | (0.00009) | (0.52486)

1.509% | —3.357% | —4.706% | —5.314% 0.808%
—0.71749 | —0.08795 | —7.92247 | 0.69863 | 5.97201
14,19,29 | (0.02119) | (0.00048) | (0.00913) | (0.00009) | (0.52373)
0.439% | —2.860% | —4.524% | —5.110% 0.385%

Tabela 6.6: Medida de impacto DQMRP e EAMRP para os valoresajos (em porcentagem).

observag@es retiradas

Medida 14 19 29 108 14,19 14,29 19,29 | 14,19, 29
DQMRP | 0.031%| -0.128%| 0.034%| -0.063% | -0.096%| 0.066%| -0.093% -0.061%
EAMRP | 0.039%| -0.103%| 0.050%| -0.048%| -0.063%| 0.089%| -0.052%| -0.012%
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Capitulo 7

Conclusoes

7.1 Consideracdes finais

Ao longo deste trabalho desenvolvemos modelos de regresséo betanmafttosa@omo extensdes naturais
do modelo de regressao beta proposto por Ferrari e Cribari Netd)(208 modelos propostos tém aplica-
bilidade pratica na modelagem de dados de proporcdes, taxas ousfaptiepresenca de zeros e/ou uns.
Neste sentido, propomos modelos de regressdo em que a distribuicanadelve@sposta € uma mistura
entre uma distribuicdo beta e uma distribuicdo de Bernoulli (modelo de régrest inflacionado em zero e
um), degenerada em zero (modelo de regressao beta inflacionadoodmwzdegenerada em um (modelo de
regressao beta inflacionado em um). Aqui os parametros que modelarnaditidade de ocorrer zero e/ou
um séo definidos através de estruturas de regressao.

Para cada modelo apresentado, propomos a modelagem dos paramatés @er preditores lineares
usando fung¢bes de ligacdo adequadas. Desenvolvemos aspecstisnded® por maxima verossimilhanca
tais como a obtencdo de expressdes matriciais para o vetor escore e a matfirmacdo de Fisher, a
construcdo de intervalos de confianca assintéticos, a realizagéo dadesipoteses e a sele¢do de modelos,
entre outros.

Com o fim de melhorar o desempenho em amostras finitas dos estimadoresinia veénossimilhanca
para estes modelos, derivamos expressdes que permitem corrigir déviegganda ordem dos estimadores
de maxima verossimilhanca dos parametros dos modelos de regressao datmendos. Através de estudos
de simulacéo detectamos que os estimadores dos parametros de regressémioas propriedades no sen-
tido de serem pouco viesados. Ja para o parametro de precisae@iome torna importante, pois melhora
consideravelmente o desempenho do estimador de méaxima verossimilhangatr&nos que uma parame-
trizacdo da distribuicdo beta inflacionada em termos de um parametro des@as(Em lugar de um parametro
de precisdo) pode ser mais interessante na modelagem deste tipo depdandf)do que a estimacéo dos
parametros seja menos comprometida em termos do viés do estimador de maxssanikranca.

Para validar as suposicdes dos modelos de regressao beta inflasjaestmvolvemos métodos de diag-
nostico. Para isto, criamos residuos padronizados, ponderaddsl@seguantil aleatorizados Adicional-
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7.2. Trabalhos futuros

mente, desenvolvemos medidas de influéncia local baseadas na cuneaitnehconforme sob diferentes es-
guemas de perturbacdo. Para o modelo de regresséo beta inflacionadmeou um, derivamos expressoes
matriciais para a curvatura normal conforme sob dois esquemas de pe#inyta saber: a ponderagcédo de
casos e a perturbacao individual de covariaveis. Ja para o0 modedgréssao beta inflacionado em zero e
um, derivamos a medida de curvatura normal conforme sob 0 esquemadkrggio de casos. Através de
um exemplo com dados reais comprovamos a potencialidade da metodologiuéiecia local no sentido
de identificar as observacdes que podem afetar desproporcionalmsaetultados inferenciais obtidos para
0 modelo ajustado aos dados.

Finalmente, sugerimos, aos usuarios interessados em modelar dadonaaddracdes, proporcdes ou
taxas medidas de forma continua, que utilizem modelos de regresséao betariatlas sempre que zeros e/ou
uns estejam presentes no conjunto de dados.

7.2 Trabalhos futuros

Dando continuidade a esta tese concluiremos e disponibilizaremos a implermertagéutacional da
metodologia desenvolvida no pacote estatidico

Como foco de trabalhos futuros sugerimos os seguintes temas de pesquisa:
1. Desenvolver testes de hipdteses adaptativos para os parametrosdiiss de regressao beta infla-
cionados.

2. Estudar métodos de estimacao robusta e de maxima verossimilhanca panadizads modelos de
regressao beta inflacionados.

3. Analisar e implementar a correcao por viés utilizando métodos jacknifetstiagopara os modelos de
regressao beta inflacionados.

4. Desenvolver testes de influéncia local para fornecer um diagn@stibal da qualidade de ajuste do
modelo usando uma modificagcdo da proposta dada em Zhu & Zhang (2004).

5. Estender os resultados desta tese para os modelos de regressafiaseiaados com dispersao va-
riavel.
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Apéndice A

Apéndices

A.1 Apéndice 1

Derivadas e cumulantes de segunda ordem do logaritmo da fuéig de verossimilhan¢ca no modelo de regressao
beta inflacionado no pontoc = 0ouc =1

Para obter a matriz de informacgé&o de Fisher, calculamos osemos das derivadas de segunda ordem da funcéo de
log-verossimilhanca. Utilizamos a notagdo dada por Lal&p6), em que-x,; = &, s representa o elemento, s)
da matriz de informacéo de Fish&i(§). Como ja foi definido em (5.3.7) temos que

((0) = 61(7) + £2(B, 9)-

ParakR = 1,...,M,er = 1,...,m, 0S momentos de segunda ordem obtidos pela diferenciacdmdacdf de log-
verossimilhanca séo

U 82£1 i: 6&5 dOét 6@3 dOét 8@
v 371273 Doy aat A¢; Ovr ) A Ds

- - 82€t(at) d()ét 2 8615(&,5) 0 dOét dOét
-3 { ol (o) 2l (2 o) o s

Logo,

RS —Loy(ye) Wy (ye) | rdag? Ugey(ye) o1y (ye) 0 day\ doy
Urs = Z {( (1 — at)z - oz% > (TQ}) + ( o — (1 — Oét) ) (M%)%}Ztszﬂg. (A.1.2)

t=1
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A.1. Apéndice 1

Agora,
b PLB.9) K (aet(ut,as) dp Oy ) dpss O,
) 060 be(0.1) Opg Opy  dny 9B, | dny 00s
- 20(pue, @) (e )\ L [00lus ) (0 dpe\ dua
- 2 A () e ) o
t:y: €(0,1)
onde Pl(p, ) 0 oy
T%’ = 87“{¢[y2* — ]} = _%ﬂi
e *
~O3L — {6 ) + ¥/ (1 = m)O))

sendow; = [¢'(ue¢) + ' (1 — pu)9)], entéodu; /Oy = pwy € 9*Uy(pe, ) /Opi = —¢*w,. Assim,

_ 2 (N s a0 duedae
s t:yt;),n { ’ wt<d77t) ol Mt](aﬂt dm) dn }x“x”' (A12)
Temos ainda 82455, 9) 20, (10, &)
Uss =453 = > —op
t:yte(O,l)
a *
= X {0 - (=) (- e}
t:y.€(0,1)
onde D
b = 1 md) = (1= ) (1= u)o)
= pedY () + " (1 — pe) )} — ' (1 — pe)®)
= ptwy — 1//((1 - Ht)¢)-
Desta forma,

Upo = 30 { = mlimwe = 0/((1 = p)O)] +0/(6) — (1 — p /(1 =)o)

t:y.€(0,1)

= 30 { - ue) + (L= ) (1= )+ (8) = (1= o) (L =)o) |

t:y:€(0,1)
= Y {0 ) (O i)9) + 13 (1a6) — ¥ (9) ]
t:y: €(0,1)
sendod; = (1 — pe)*0' (1 = pe) @) + pie () — ' (¢). Logo,
Upp=— Y di. (A.1.3)
t:y.€(0,1)
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A.1. Apéndice 1

Adicionalmente,

Uw:wz 3 Oty (e, &) dpty Iy

05,06~ =t Oudo  dn 9p,

em que

aQEt(/’Lt7¢) _ 0 * *\1 __ (% * aﬂz

T omos %W(yt = ui)] = (g _Mt)_¢a¢ :
Se definimosg, = ¢urwy — ' (1 — pe)9)], temos% = (y; — puy) — ¢t Assim,

* * d
Uo= 3. —{eo— (i — D)}t (A14)
t:y.€(0,1) e

Note que da separabilidade dos vetores de parame&ds ', ) ' obtemos

UR¢ =U,gr =0.

Sob usuais condigdes de regularidade, temodjaé; (o) /0a) = 0. Assim, paraR = 1,..., M,

wns = B(Uns) = E<Z { (‘(1(1—_1122})(2%)) - ﬂ{cg}éé.%)) (%)2

t=1

(A.1.5)
(M) 1= ey (ve) i(@)% s
Qg (1 — O[t) 5'ozt dCt a'}/R 1SR )
ComoE(1l{¢y(y:)) = ay € E(1 — gy (y¢)) = 1 — oy, @ expressao anterior reduz-se a
! dOét 2
KRS = — ;pt(dg) ZtSZtR; (A.1.6)

em quep; = 1/[ax(1 — ay)].
Para o caso dos cumulantes envolvendo o vetor de parargetrogparametrg provaremos a seguinte proposicao.

Proposicdo A.1.1.Seja(yi, . .., y,) ' um vetor de: varidveis aleatorias independentes cgnseguindo a distribuigdo
beta inflacionadd2.3.2) i.e.,y; ~ Bl.(ay, s, ¢), t =1,...,n.SeT : (0,1) — IR é uma fungdo continua, entao

E( > T(@/t)) =D (1= a)E(T(ye) [ Ugey (32) = 0).

t:y,€(0,1) t=1

Demonstracdo.Lembremos que o suporte da distribuid@h. (o, i+, ¢) € 0 conjunto(0,1) U {¢} com (¢ = 0) ou

(¢ =1). Definimos
0, se y; =c,
T (y) =
(w) {‘I(yt)7 se y; € (0,1).
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A.2. Apéndice 2

Entéo,
E( Z T(?Jt)) = E(Z Tk(.%)) = ZE(‘I*(%))
t:y:€(0,1) t=1 t=1
Agora
E(T*(y:)) = E(T* (y¢) ey (ye) = 0)P(Ugey (ye) = 0) + E(T*(ye) Mgy (y) = 1) P(Uyey (ye) = 1)
E(T*(yt)lﬂ{c}(yt) = O)P(H{c}(yf) =0)=(1- at)E(‘I(yt)Ul{c}(yt) =0).
Dai, segue o resultado. Y

Note que, sob usuais condi¢des de regularidade, obtB&dS( 111, ¢)/Ou:) = 0 € E(9l: (s, )/ 0¢p) = 0. Assim,
parar = 1,...,m, temos que

e = E(Uys) = E< S { - orun() olur - uil (5, dut)}xtsx”).

t:y,€(0,1) Oy dmy

Note que da proposic¢ao A.1.1 e do fatolilgy; — 7 )|1lc1 (y:) = 0) = 0, obtemos

n

dpg\?
HTS:—Q 1 —ap)wi| — ) TesTip- Al.7
3 () T (AL7)
Analogamente,
* * d,U/t
trg = E(Urg) = E( Z —{ee — [y - Mt]}dnxtr>
tye€(0,1) t (A.1.8)
- d
= — Z(l — at)Ctmetr
P ul
e

kg = B(Ups) = E( > —dt> == (1—a)d. (A.1.9)

iy €(0,1) t=1

Finalmente, pela separabilidade dos vetores de parame&r¢s’™, ¢) ' temos

RR¢p = KrR = 0. (AllO)

A.2 Apéndice 2

Estimac&o por maxima verossimilhanca do modelo RBIZ com daak simulados

library(gamlss)
library(gamlss.dist)
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A.2. Apéndice 2

#Simulacdo do modelo RBIZ
tam=500 #tamanho de amostra

#Geragcdo do preditor linear de mu

x0=rep(1,tam)

x1=runif(tam) #covariada x1 de mu uniforme
x.mu=cbind(x0,x1) # matriz de regressores de mu
par.mu=c(-1.5, 1.5) #parametros da regressdo de mu
pred.mu=x.mu% = %par.mu #preditor linear de mu

#mu relacionado com preditor usando ligagao logito
mu=exp(pred.mu)/(1+exp(pred.mu))

#Geragcdo do preditor linear de alpha

z0=rep(1,tam)

z1=runif(tam) #covariada z1 de alpha uniforme
z.alpha=cbind(z0,z1) # matriz de regressores de alpha
par.alpha=c(-1.0, 0.5) #parametros da regressdo de alpha
pred.alpha=z.alpha% *Oppar.alpha #preditor linear de alpha

#alpha relacionado com preditor usando ligacdo logito
alpha=exp(pred.alpha)/(1+exp(pred.alpha))

# paré@metro de precisao
phi = 50 # phi constante para todas as observacbes

set.seed(121) #semente

#----gerador da variavel resposta do modelo RBIZ ---#
ydata = mapply(rBEZI,1, mu, phi, alpha)

Lz Ajuste do Modelo RBIZ usando GAMLSS ----
# Ospina, R (2006). The zero-inflated beta distribution for
# GAMLSS. Available in the package {\tt gamlss.dist:} Extra
# distributions to be used for GAMLSS modelling.

-+

HHH

zeros = length(which(ydata==0)) #numero de zeros

zeros/ tam #porcentagen de zeros

(tam - zeros)/ tam #nporcentagen de observacoes distintas d
fit=gamlss(ydata~(-1+x.mu), nu.formula=~(-1+z.alpha)

meany = meanBEZI(fit)

summary(fit) #Resumo de estatisticas

Family: c("BEZI", "Zero Inflated Beta")

Call:

gamlss(formula = ydata ~ (-1 + x.mu), sigma.formula = ~1,
nuformula = ~(-1 + z.alpha), family = BEZI)

Fitting method: RS()

Mu link function: logit
Mu Coefficients:
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Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
X.mux0 -1.531 0.03157 -48.50 3.424e-190
X.mux1 1.532 0.05293 28.94 1.633e-108

Sigma link function: log
Sigma Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t))
4.041e+00  7.586e-02  5.327e+01 4.223e-207

Nu link function: logit
Nu Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
z.alphazO0  -0.9628 0.1973  -4.881 1.426e-06
z.alphazl 0.3752 0.3352 1.120 2.634e-01

No. of observations in the fit: 500
Degrees of Freedom for the fit: 5
Residual Deg. of Freedom: 495

at cycle: 5
Global Deviance: -342.6152
AIC: -332.6152
SBC: -311.5421

*kkkkkkkkkkkkkkk

fitysigma.fv[1] # estimativa de phi
56.87893

A.3 Apéndice 3

Derivadas e cumulantes do logaritmo da funcéo de verossirhiinca no modelo de regressao beta inflacionado em
zero e um

Para o modelo de regressao RBIZU temos que a fungdo de ligdgapara o parametrg pode ser da forma
g(p) = log(p/1 — p) oug(u) = ®~1(u), ®(-) sendo a fungdo de distribuigdo acumulada da variavel nguadiko,
entre outras. Desta forma,

dpe dg~'(n) 1

dn, dny g'(pe)

Adicionalmente, se de (3.3.1) o sistema de equa¢dgsCi:) = (fo(dot, 1¢), f1(dot, 01¢)) define uma transfor-
macao 1-1, podemos solucionar de forma Unica as equagdes fo(dot, 91¢) € (1t = f1(dot, 01¢) €m termos deéy; e
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d1:. Denotamos esta transformagéo inversadfpe i (Cot, Cit), 016 = f7(Cot, C1¢) € desta forma podemos definir

9ot 95 (ot Cit)

Aot ot
D00 _ .13 (Gots ur)
/en /ST
6(511& _ 8ff(<0t7€1t)
aC()t aCOt ’
001 _ OfF(Gor: ie)
01 /en .
Particularmente, se consideramos o modelo RLBIZU temos que
bor = 13 Gous ) = ——
0t — Jo \K0t, G1t ﬁ?
1+e<4 +e¢ (A.3.1)
e 1t

01t = f1 (Cots C1t) = T obor T oGt

© 1
1= dor — 01 = 1 + eSot 4 ot
Dai,
901 eSot 1+ eSot
0ot B (1 + eCot L eCot ) (1 + ebot + eCOt) = 0o (1 = dor),
0614 oSt 1 + bt
It B (1 + eSot 4 gSot ) (1 + eSot 4 gSot ) = 01¢(1 — ), (A3.2)

0614 eSot el
) ) b
Aot 1 + eCot 4 eCot 1 + eCot 4 eCot

Consideremos o vetor de paramet(ps,~ ') " e definamosy; = do; + 01;. As derivadas de primeira ordem da
fungéol; (p, ) definida em (3.3.5) com respeito aos parametros de intesésse

oty (p,) _ i 0l (Sot, 01¢) Ddor OCor O (Oot, 01¢) D01t OCot

U, =
dpy — ddor 9ot Opyr 9b1e 9ot Opyr (A3.3)
_ i{ﬂm}(yt) RLICRY (yt)}aéotv ,+z":{ﬂ{1}(yt) - 11(()71>(yt)}661tvt -
p dot (1—an) J0Go —~ O (1—a) J O ™
e
U — _ 0li(p,y zn: 04(dot, 01¢) Odor OC1e Oy (dot, d1¢) D1t OCue
" Oyt — bor  IC1y Dy 061¢  OCit Oy (A24)

_ Z { ﬂ{o}(yt) _ ﬂ(o,l)(yt)}550t o+ i { Wiy (ye) H(O,l)(yt)}551t

dot (1 - Oét) ale, 01t - (1 - Oét) 3411‘, s

t=1
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emquer’ =1,....kger”" =1,... k.

As derivadas de segunda ordem da funcéé,de v) sao

U — 8261 (pa 7) _ i azft(éot,(slt) 0do: ot n 82&(50:57511:) 001; ot % OCot
" 3Pr’8ps' -1 8(S(Q)t aCOt aps’ 060¢0014 8<0t aps/ aCOt 807»/
0y (Sot, 61¢) 02801 OCor ot Oy (Sor, 01¢) Ddor  O*Cor
ddor  OCG; Dpr Dps ddor ot DpsrIpy A35)
n 00y (Sot, 61¢) D80t OCor — O*Li(Sot, 61¢) OS1¢ Dot \ D11 OCor o
001:000;  0Cor Opsr 0%, 0Cot Ops | 0ot Opy
00y (Sot, 61¢) 02614 OCor ot n Ol (Sot, 61¢) 061 0% Cor
o1 GG Opr Ipy d61e 9ot Opsrpr [
U = 20(07) _ Z 0 4x(Sor, G1r) D60r ar, 0*y(Bor,61e) Db Dur | Dor s
e 8’77“”8’75” =1 353,5 8Cli& 873” 850t851t aClt 8"}/5” 8Cli& 677“”
Ol (Sot, 61¢) 0%00r OCie OC1e  Oli(Sor, 01t) Dbt O*Cuy
Ddor  OCFy Oy e Door  OC1 DYy (A.3.6)
n 020y (80t, 61¢) Ob0r OCie . 020y (Sor, 61¢) OS1¢ OCay \ 0611 OCay o
061060t aClt 3’75” 35% 5C1t 5%” aClt 3%”
Ol (bos, 01¢) 0201 D1y OC1y n Ol (8o, 01¢) 001y O%Cuy
a51t a<12t 677”” aps” 8(Slt aClt 875”877’” ’

U — %01 (p,7) _ zn: 00y (Sot, 61¢) Ddor OC1y . 00y (8ot, 61¢) 0814 OCir | Odor OCor
nr 858t 6(1,5 EMTN 850,5&5“ 8C1t 87,w 8C0t apw

Oy (ot, 01¢)  0%60r  OCir OCor — Oly(Sor, 61¢) 0%01  OCi Dot
86075 8C1taCOt 3%” apr’ 85125 8<0taC1t 3%” 8’07,/

. (a%(éot, 51¢) D0y 0Crs  O*Ly(Sor, 614) D1y Ay ) 961, Dot }

(A.3.7)

001.000;  OC1y Oy 85%,5 OCi1¢ Oyprr ) OCor Oprr

Agora, para- = 1,. .., k, as derivadas de primeira ordem da funcaddé, ¢) definida em (3.3.5) séo:

_06(8,¢) _ Oy (e, @) dpy Oy
e TR DI T TN A

t:y,€(0,1)

= % ofloe(TE )~ (wlno) — (1~ )] P

t:y.€(0,1) Ye
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Definindo
v = {10g<1y;t)7 se y € (0, 1)7
0, caso contrario
e
pi = E(yfIﬂ(O,l)(yt) =1) = Y(ped) — (1 — pe) ),
obtemos

- o dp
Ur =6 To) (o) y; — i )J““’ (A.3.8)
t=1

Adicionalmente,

0l2(B, ¢) by (e, @)
U, = 2229 b\, @)
’ ¢ t:yg(:&l) 99
= > {012, ) ~00u6) — w((1 — u))]) + log(1l — ) +4(9) — ¥((1 ~ p)9) .
t:y.€(0,1)
Definindo
(1) = log(1 —y), se wy: € (0,1),
W0, caso contrarip
temos .
Up =Y (Mo () e (i = 17) + s(ye) + () = (1 — 1)) }- (A.3.9)

Finalmente, as derivadas de segunda ordem da funcég@les), i.e.,U,s, Uy € U4, S80 as mesmas quantidades
obtidas em A.1.2 até A.1.4 de A.1, uma vez quig,3, ) modela a componente continua, i.e., a variavel resposta
condicionada ao interval@®, 1), e oy = dq; + d1; representa o parametro de mistura.

Pela separabilidade dos parametie5,v")" e (87, ¢) " temos que

-
e Si2
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Agora, podemos ver que

P(dor,01¢) _ Wgoy(me) n Uo,1)(ye)

903, B 0 (1—a)?
020y(8ot, 01¢) _ Uy (ye) | Ty (e)
aé%t (%t (1- O‘t)w

020y (801, 61¢) _ Weo,1)(ye)

851t850t (1 — Oét)Q '
Logo, sob adequadas condi¢cBes de regularidade dadas enahel@nCasella (2002, § 6.5), temos que

0 ;
B(*5e)
2
(i) 1
2
E((‘Mtg?géu)) 1 N 1
00y (bot, 01¢)
( 001,000; )

Para o célculo dos cumulantes envolvendo o o vetor de pai@siigt , ¢) " consideramos a proposigéo abaixo.

Proposigdo A.3.1.Seja(y1, ..., y,) ' um vetor dex varidveis aleatorias independentes conseguindo a distribuicao
beta inflacionada em zero e uf@.4.7) i.e., y; ~ BIZU(0qs, 014, i1, @), t = 1,...,n €m queay = dpr + d1¢. Se
T :(0,1) — IR é uma funcéo continua. Entéo,

E( Z T(%)) = (1 - at)E(‘I(yt)lllm,l)(yt) = 1)
t=1

t:y:€(0,1)

Demonstragéo.Definimos

N o, se y; €{0,1},
=) = {‘Z(yt), se y €(0,1).
Entéo,
E( > ‘:<yt>> :E<Zz*(yt>> =Y E(T*(n).
t:y:€(0,1) t=1 t=1
Agora

Dai segue o resultado. ed
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Agora vamos calcular o valor esperado das derivadas de dagudem da funcéo de log-verossimilhanca. Note

que

()
S el [l e
R I
3l ) () e 23
+ Z [ ot s (22 o

- 1 1 Odo; 1 0614 060t
= - — + — Ztg =+ s/ r!
> { ([ Sor | (1— at)} 9 ! [(1 - at)} 9 ! ) 9,

t=1
1 0do¢ 1 1 0014 0914
+ —Zs + | — — + s r!
({(1 - at):| 01t “ { o (1— Qt)} /e “ ) 91y o } (A.3.11)
- 1 1 D0\ 2 " 1 b0 0614
= - — + _ ! 2!+ 2 P
tz:; |: 50t (1 — Oét):| (8<1t) urt z ; [(1 — Oét)] 8<1t 8C1t A E
2 1 1 0614\ 2
+; |:_ 57”“1‘4(170%)} (@) Zr!t Zts!!
’ (V)
K}r/,r.// = E U,,,/T//
- 1 1 060 Doy - 1 061 oy
= —_——_— —|— Z. T//'U,,J + Z. ,,‘//'UT/
; [ dor (11— Oét)} O Aor ! ; [(1 - Oét)] 0w Oor ! (A.3.12)
- 1 0do¢ D1 - 1 1 0014 001
+ 1 U+ - — 4+ /! Up’.
Z [(1 - at)} 0Ci¢ aCOtZ ! ; [ o (1— O‘t)} 0Ci¢ aCOtZ !

Usando a Proposicao A.3.1 podemos calcular o valor espeesiderivadas de segunda ordem da furfgé®, ¢).
Assim,
tirs = E(Ups) = Xn:E(ﬂ(o 1)(%)){ - (Z)th(%)Q}xtsxtr = - Zn:(l - @t){¢2wt(%)2}$ts$m (A.3.13)
t=1 } dme dme

t=1

Koo = E(Uss) = > —E(lo,1)(ye))de = = > (1 — av)dy, (A.3.14)



A.4. Apéndice 4

n

d S d
Rr¢p = E(U7¢) = Z 7E(]1(0,1) (yt>)ctd7,:;zl’tr = — Z(l - at)ctd—z:xtr, (A315)

t=1 t=1

sendo quev, = o' (k@) + ¥ (1 — pe)9), de = (1 — 11)*0' (1 — 1) @) + {0 () — V'(9) € ¢ = dlpuet)’ (11:9) —
(1 — )Y’ ((1 — pt))] s@o as mesmas quantidades obtidas no Apéndice A.1.

Novamente, pela separabilidade dos paraméposy ™)™ e(37,¢) ", temos que

foprr = B(Upp) = 0, (A.3.16)
tpprr = E(Uppr) = 0, (A.3.17)
Fgr = B(Ugp) =0, (A.3.18)
Kgrr = B(Ugyp) = 0. (A.3.19)

A.4  Apéndice 4

Estimacao por méaxima verossimilhanca do modelo RBIZU com ddos simulados

library(gamlss)
library(gamlss.dist)

# Simulacdo do modelo RBIZU
tam=500 #tamanho de amostra

# Geragdo do preditor linear de mu

x0=rep(1,tam)

x1=runif(tam) # covariada x1 de mu uniforme
x.mu=cbind(x0,x1) # matriz de regressores de mu
par.mu=c(-1.5, 1.5) # parametros da regressdo de mu
pred.mu=x.mu% x%par.mu # preditor linear de mu

# mu relacionado com preditor usando ligacéo logito
mu=exp(pred.mu)/(1+exp(pred.mu))

# Geragdo do preditor linear de rho

z0=rep(1,tam)

z1=runif(tam) # covariada z1 uniforme

vl=runif(tam)  # covariada v1 uniforme
z.rho=cbind(zO,v1) # matriz de regressores de rho
z.gama=cbhind(z0,z1) # matriz de regressores de gamma

par.rho=c(-1.0, 0.5) # parametros da regressdo de rho
par.gama=c(-1.0, 0.7) # parametros da regressdo de gamma
pred.rho=z.rho%  *%par.rho # preditor linear de rho
pred.gama=z.gama% *%par.gama # preditor linear de gamma

# delta.zero relacionado com preditor

delta.zero=exp(pred.rho)/(1+exp(pred.rho)+exp(pred. gama))
# delta.um relacionado com preditor
delta.um=exp(pred.gama)/(1+exp(pred.rho)+exp(pred.g ama))

# parametro de precisao
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phi = 50 # phi constante para todas as observagfes
sigma.m=1/sqrt(phi+1)

set.seed(121) #semente

#----gerador da variavel resposta do modelo RBIZU ---#
ydata = mapply(rBEINF, 1, mu, sigma.m, delta.zero, delta.u m)

oo Ajuste do Modelo RBIZU usando GAMLSS ---  ---meeees H#ith
# Stasinopoulos D. M., Rigby R.A. and Akantziliotou C. (2006 )

# Instructions on how to use the GAMLSS package in R. Accompan ying
# documentation in the current GAMLSS help files, (see also < URL:
# http://www.londonmet.ac.uk/gamiss/>).

HH

fit=gamlss(ydata~(-1+x.mu),sigma.formula=~1, nu.form ula=~(-1+z.rho),
tau.formula=~(-1+z.gama), family=BEINF)

muhat = fit$mu.fv
nuhat = fitsnu.fv
tauhat = fit$tau.fv

delta.zerohat = nuhat/(1+nuhat+tauhat)
delta.umhat = tauhat/(1+nubat+tauhat)
meany = meanBEINF(fit)

summary(fit) #Resumo de estatisticas

*kkkkkkkkkkkkkkk

Family: c("BEINF", "Beta Inflated")

Call: gamiss(formula = ydata ~ (-1 + x.mu), sigma.formula = ~ 1,

nu.formula = ~(-1 + z.rho), tau.formula = ~(-1 + z.gama), fam ily = BEINF)

Fitting method: RS()

Mu link function: logit
Mu Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t[)
X.mux0 -1.491 0.03620 -41.17 1.152e-161
X.mux1 1.532 0.05832 26.27  8.645e-96

Sigma link function: logit
Sigma Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
-1.806e+00 4.309e-02  -4.192e+01  1.190e-164

Nu link function: log
Nu Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
z.rhozO0  -1.7240 0.2577  -6.691 6.046e-11
z.rhovl 0.5198 0.4350 1.195 2.327e-01
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Tau link function: log
Tau Coefficients:

Estimate Std. Error t value  Pr(>|t])
z.gamaz0 -1.8454 0.2668 -6.918 1.429%e-11
z.gamazl 0.6156 0.4366 1.410 1.592e-01

No. of observations in the fit: 500
Degrees of Freedom for the fit: 7
Residual Deg. of Freedom: 493

at cycle: 4
Global Deviance: -80.37269
AIC: -66.37269
SBC: -36.87043

*kkkkkkkkkkkkkkk

(1/fitpsigma.fv[1]72) -1 # estimativa de sigma
> 49.23541

A.5 Apéndice 5
Férmula geral de Cox & Snell (1968)

Como é descrito por Cordeiro (1999), os vieses de ordefndos estimadores de maxima verossimilhanga (EMV)
supondo observagdes independentes mas ndo necessagiaratitamente distribuidas, foram deduzidos por Cox &
Snell (1968). Eles desenvolveram a técnica descrita arspgra corrigir EMV. Consideremos o modelo estatistico
f(t,0), comb = (04, .. Gk) € RF e se]atQ o estimador de maxima ver055|mllhan<;a6debt|do como solucéo da
equacad/(f) = 0, comU =0, parar = 1,...,k, sendol, obtido avaliando-sé/, em. Supondo validas usuais
condi¢des de regularidade, expandimos em série de TaylmmacmenteUT = 0 até primeira ordem em torno dg

assim,ﬁr =U,+Y, Um@ —05) + O,(1), que equivale &/, + 5 Urs(@ —05s) + O,(1) = 0. Em notagé@o matricial,
U =J(0—0)+ O,(1). Observamos qué = K + O,(n'/?). Desta formaJ = K (6 — 0) + O,(1). Dai,

f—60=K'U+0,n"). (A5.1)

A férmula anterior é importante para calcular os momentagweutantes de ordens superiores dos EMV. Novamente, se
expandimod/,. até segunda ordem, obtemos

fjr = UT+ZUTS(§S — ZUrst (9t 9t)+0p(1)
Tomado o valor esperado,

EE{UTS@ —0,)} + % ;E{Um@ —0.)(6: — 0,)} = 0,
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0 que equivale a

~ ~ 1
Z K7'5E(es - 95) + Z COV(U7'.S7 95 - 95) + 5 Z K:'r'st(_"qfﬁt) ~ Oa (A52)
s s s,t

com—x"* = k™* representando o elementa s) da inversak —* da matriz de informag&o de Fisher. Usando (A.5.1)
segue-se que, até ordeifl),

Cov(Um,as —0) = Cov( . Zn“U) ZCOV Urs, Up)r™ = —Zm,st/@

Definindo o viés de order®(n 1) ded, porB(é\ ) e substituinddov(U,., 0, — 0s) em (A.5.2) vem

Zﬁlrs ZK (Krst + 1“7&%) +O(1)7

cuja inverséo produz até ordei{n~1!), parar = 1,. .., k,
TS tu 1
Z R Hst,u + §Hstu ) (A53)
s,t,u

que é uma férmula geral para determinar o viés de or@¢n1 ') em EMV em modelos multiparamétricos. Em muitas

situaces torna-se conveniente substityir,, + /sstu por n(“) %nstu, 0 que facilita expressar o viés em notac;éo

matricial. A grande utilidade de (A.5.3) é def|n|r um estmmade méaxima verossimilhanga corrigido até ordetm 1)
dado porg, = § — E(@n), ondeB(-) é o viésB(-) avaliado end. Este novo estimaddr, tem viés de orden®(n— ),

pois E(,) = 6, + O(n~2), e pode ser preferido em relagdda cujo viés é de orden®(n~!). Diremos qued

€ um estimador de maxima verossimilhanca corrigido “civaetente”. O célculo de momentos e cumulantes dos
estimadores de maxima verossimilhanca de ordem supesimg,coor exemploE () e Var(f), até ordemO(n=2), é
bastante complexo, ja que precisamos incluir outros tede@sdem superior na expansao (A.5.2).

Observa-se quB (¢ ) pode ser expresso na forma
B(f) = K(6) ' A vec (K(H)_l) +0(n™?),

@

]m

ondeA = {A(1>| e |A(’“>] é uma matriz x k2 particionada, comt”) = (4 ) tendo elemento tipico

1 :
§l721_ glﬁr)n_ﬁﬁjmla 3m,l=1 ...k,

evec(-) é o operador que transforma uma matriz em vetor coluna sohdepas colunas desta matriz.

A.6 Apéndice 6

Viés do estimador de maxima verossimilhanca de
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ParaR = 1,..., M, os momentos de terceira ordem com respeitosiio obtidos pela diferenciagédo da fungéo
¢1() com respeito aos parametros de interesse. Assim,

_ 2”: 0 (] () (dat)Q N ol (ay) O (dat) ¢y s doy 9¢
oy dai  \d¢ dar Oy \d(, ) Ovg d¢ oy
_ zn: 33@(040 dO{f +2(i%) 82£t(at) @4— 82 dOét (%t(ozt) %
- 86@ dCt BQ dCt aaf d(t 8at d(t aat dCt
L P00 (9 doy\day (0 day) ot \doy
a2 \9a; d¢; ) d¢ "\ Doy dG | Oay [ dg AU
" 2
_ Z —2(1 — Wy (me)) N 2y () \ [ das 43 —(L=Wy () ey () ( 5, dozt>doat
— (1 — Oét)3 OZ? dCt (1 — at)2 Oét2 3@ d(t d(t
2
(L) (0= Ty () 0 day \day (0 day doy @
oy (1—ay) 804? dCt d¢y day d¢; dd¢y

Os cumulantes de terceira ordem com respeitgao obtidos pelo calculo do valor esperado dos momentogacim
ParakR =1,..., M, temos

v =t = 5 (24 ) i) (0m

t=1

_(1_]l{c}(yt)) H{c}(yt) 0 day\ day
+3< T-a)?  of >(8cf )i

2
H{C} (yt) (1 - H{c} (yt)) 02 dozt dat 0 dOét da
- ( Qi (1—ay) aat dQ d¢é, a0 T T%T@ e T ZtSZtRZtU
dOét 8 dOét dOét dOét
= Z { ( ) —3pe (?Q TQ) dCt} dc, ZtSZtRZLU,

em quep; = {—1/(1 — ay)?} + {1/a?}. Agora, derivamos o cumulante de segunda ordem (A.1.6) cepeit® aos
parametros de interesse, i.e., péra= 1, ..., M,

w) _ Okrs _ 0 = ~rdagy? doy O¢;
Krs = pn _3at<§ pt(dg) ZLSZR dC a’YU

Z (dat) _op,s 0 dat % doztz I
day ¢, | d¢ [ dg ~oHET

(A.6.1)

(A.6.2)
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Novamente, pela ortogonalidade global ente(5 7, ¢) " obtemos

Rigs = g = 0.

Utilizando os cumulantes (A.6.1) e (A.6.2) calculamos antidade

n
U) 1 * dat 2 0 dOZt dOZt dOét
Krs — 5k = — ) —2p — %92 R%
RS T 5NRSU ; {pt <dCt) (dat ac dCt G, tSZtRAU

1 dOét o dat dOét dat
2 Z { (d(t ) —3p (aictdigj dCt} G, 2tSZtRZU

1
. 1 n 8 dO[t dO[t dOét
22{ (act dct)dct} dg, TR

~

SejalWWy = diag{wp1, . .., wo, } @ Mmatriz diagonal de dimens&ox n com
1 0 dOét dOét 2
= — ) . A.6.3
wor = (ag ac, ) (d{t ) (A-8.3)
Entéao,
1 n
’4%{9) ~ gfRSU = Wot 2t RZtS #tU - (A.6.4)

t=1

Conseguentemente, a formula de Cox & Snell (1968) paralealowiés de segunda ordem do estimador de maxima
verossimilhanca parataésima componente do vetgre

~ bR, .SU }  (U) bR, SU
B(@) = Z KR { KRrs —HRSU} Z Kk Z’LUOthRZtSZfU

R,S,U R,S,U
n
bR SU
= E Wot § R™ZtR E ZtSK™ " ZtU-
t=1 R S,.U

Se definimo.sjc;b como sendo 6-ésimo vetor coluna da matriz identidade de dimeng@e M, temos que
n n
bR SU br T
Z Wor Z K 2R Z 29k iy = Zwm Z K" zr (2 K 2p)
t=1 R S,U t=1 R
n
= Zth 2; szt(thKWzt)
t=1

n
T T
=e, K" g worze(z, K77 zyp),
t=1

em quez, € o vetor linha obtido da-€ésima linha da matriz. Se definimos),, o vetor de dimenséa x 1 obtido da
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diagonal principal da matriz K77 Z ", temos que

~ 1
B(W) = Z KPERSY {n%@ - 2HRSU} Zng K" Z Wb, (A.6.5)
R,S,U

A.7 Apéndice 7

Viés do estimador de maxima verossimilhanga dég e ¢

Os momentos de terceira ordem com respejtea sé&o obtidos pela diferencia¢é@o da funégg?, ¢) com respeito

aos parametros de interesse. Assim, pasau = 1, ..., m, temos
U _ 8362(67(;5)
06,0808,
2
_ Z O [ 0P, ) [ dpe +3ft(ﬂt,¢) 0 dpg |\ dpe |\ dpe One O O
. O 3#? dmy Opu Ope dne ) dny ) dny 0B, 0B OB’
1y €(0,1)
2
Py (e, 0) [ dpse 9 dpy | 0%e(pe, @) dpse
Umu — WAL o 42| — 2| = P P
t:ytg(%)l) { 8#? dne Opg dny 3#? dme
L O dp \ i (p, &) dpe n Uy (pes @) [0 dpy \ dpe
g dny Ope  dny o Opy drpy ) dne
2
9 dus | Oli(pe, @) | diue
H | —F— T TtsTtr T
(5/% d77t> Opt dn,
Note que
agft(/«tt,éb) _ 8(_¢2wt) _ 7@52%
o Opu e’
com
8wt

T = O (i) =¥ (L =)o)

Se definimosn; = [¢" (u:p) — " ((1 — ut)p)], obtemosd®ly (s, ¢)/Ou3 = —¢>m,. Desta forma,

2
dp 0 dpg | dpe 9% dpy dp

Ursu = — @y == | —20%w, | — -2 | =4[ == ) s
Z { ¢ t<d7lt> ¢ t<3ut d77t>d"7t 3#? dmy Qs[yt ut}dm

ty €(0,1)

2
0 dpy \ dpy 0 dpyy dp
— 2w, | — 2| 2| 2 L= Hy] P = s Tr T
o wy Byiy ) o Dptr dns Aly; — 1yl dn, tsTirdy
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Sejam

Portanto

Também,

Urs¢ =

Definimos

Logo,

3 2
= 5 () - (2 0) (22)
tyre(0,1) Tt e ATt Tt
2
dpe | [ 0% dpy \ dp 9 dut
+¢[yt ] [(aﬂg dnt d77t+ aﬂlt d77t TtsTtrLtu,
3
d 0 d
oo o () () (8]
ty:€(0,1) dne Nt

— v — M}d'uf 672% duf 0 d'ut TsTirT
t d77t alu% d77t dnt aﬂt d77t tsbtrdity-

2
oo 20 (3
Oy dry )\ dme )

(A7.1)
b= Qe Kanut)du%@dutﬂ
YT A [\Op2 dn, ) Ay \Ope dn, ) |
3
Ursu = _¢Z { (Mt> +owrar — [y; — #f]bt}xtsxtr:ﬂm.
t:y.€(0,1) 77t
3 2 2
ChB0) g O (0l 0) (i) 06 0) (O dpu ) due ) Oy O
aﬂ78ﬂba¢ t:y.€(0,1) a¢ 8“% d77t a,ut 8/th d'f]t d?’]t 6ﬂ7 865
2
-y (Pbld) (du) s 9) (0 dudue |
t:y,€(0,1) Oz 0 dr OO Oy dmy ) dny e
Pl(p,¢) 0, 5 L 0w,
Tou206 875{7(’25 wi} = —2¢w; — ¢ 0
= —2¢w; — ¢ [peme + 0" (1~ 1e)9))
= —¢{2w; + dlpusme + " (1 — pe)d)]}-
up = —¢{2wy + Gy + 9" (1 — pe)d)]}- (A.7.2)
dpu * 0 du 0 duy dpe
UTS - + N 5 Ltrdts-
' ty%(:o 1 {(u <dnt> S ]<8“t dm) <8“t d ) [y,
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Agora,
U *6(8.9) _ ) 0y (pe, @) dpuy Oy
0T 0p00r T e 0uddR dy 05,
sendo
a3€t(ﬂtv¢) _ g{[ x *] ap‘t } _ 72% o 82/1‘:
o0 09 ! (0l0] 99 0¢?
3 '
=25 ol (0) — (1= (1~ )
= —2[wwy — ¥ ((1 = pe) )] — dluie” (ed) — (1 — )" (1 — pe)9)].
Definimos d
U= Q[Mtwt - 1//((1 - Mt)¢)] + ¢[M%1/’N(Mt¢) - (1 - ,Ut) w ((1 - Mt)¢)] dl;: (A.7.3)
Dai,
UT¢¢ = — Z Tt Ty
t:y,€(0,1)
Finalmente,
836 s 8 E y "
Unso = 280 = 5 TR S (- u)8) 0 ) — 4 (6],
t:y:€(0,1) t:y:€(0,1)
Seja
se= (1= )* 9" (1 = ) ) + w0 (a) — 0" (9). (A7.4)
Logo, sy = ad’ . Assim,
Uspo ==Y s
t:y.€(0,1)

Os cumulantes de terceira ordem com respejtoeay séo obtidos pelo céalculo do valor esperado dos momentos
acima. Consideramds, s, U,¢¢, Urse, Upgs €LC. fungdes continuas da variavel aletgrigAssim, ao utilizarmos a
Proposicdo A.1.1, temos

HrsuZE( rsu = ( o Z { (L;t) +¢wtat_[y:_uﬂbt}xtsxtrxtu>

t:y:€(0,1)

3
" d
=—¢° Z(l - Oét){¢mt <d§;t Fwiay P TisTirTiu,
t

t=1

Ross = E(Uspps) = ( > *St) ==Y (1—a)s

tiy:€(0,1) t=1
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Finalmente,

krsg = BE(Upsg) = E( | ) {ut<%)+[yf — 1] (%%) c <3it j/;z)}jl;z xtra:ts>

o) o ) e

n
Ergp = E(Urpe) = E( Z —ttxt,.) =— Z(l — )ty
t=1

t:y;€(0,1)

I

M=
—
2

Derivando os cumulantes de segunda ordert, (&, ¢) com respeito aos parametros de interesse, temos
Ok 2 dpg 0
() — Fhrs 2 (1- ( t) | QK 9T
irs aﬁu a,ut ( ¢ Z aJwr dne et dny 0Bu

— *¢2 Z(l —ay) (awt (%) +2wy ( 4 d'ut) d/~Lt> %Itrmtsztu

= Ope \dny Oy dne / diy

- d 2
= —¢? Z(l — ) <¢mt(dl;5> +3wtat> TirTtsTtu,

t=1

&‘im 8 d,LLt 2
() — = — =
/irf - a¢ 6¢ ( ¢2 Z(l at)wt<d7]t> xtsxtr>
dpg\ 2 2 A 2
=—2¢ Z(l - at)wt<d7l;:) Tisir — O Z(l — ag)[pemy + " (1 — 1) 9)] (dfl;:) LtsTtr
t=1 t=1 L

= =6 (1 —a){2w; + dluemy + 3" ((1 - Mt)(b)]}(%)zxtsxtw
t=1

Logo,

W Ok, ) - d dpg 0
/@$¢)_¢_<—Z(1—at)ctdﬂtx > Hit 77t

9B Opua t=1 dny 0Bu
n Oy dﬂt 0 d/th dﬂt
- l-a + ¢ Baa JS
f:zl( ){ 8:“75 dnt (8ut d?’]t ) } dnt trt
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8ct - 0 /
67& - Tutqs[utwt — (1 = pe)9))

= ot Gt + 60 (1 1))
= p(ws + pedme + " (1 — pe)9)),

n

" du 9 dpr\ dp
= 21 —an [+ mom+ 00" (1 = oD ot + (5 o) gy e

t=1

RONECLTS N B < RN 73N VIR o VORI 1
"ro = g 8¢>< 2 (1 adag, o |= =3 (- @)z,

%{ﬂutwt V(1= pe)p)]}

= e = /(1= )] + 0 = (1= ) (1= )6 }

= [pwe — ' (1= p)@)] + d{pe[peme + " (1 — pe) @) — (1 = )" (1 — pe)$) }-
= [urwe = ' (1 = pe)9)] + ol 0" (o) — (1 = pe) 0" (1 = 1) 9)]-

Como
temos
W =
rd) -
Temos ainda
Seja
et _
99
Definimos
Entao,
Desta forma,

3t = [Mtwt - 7//((1 - Mt)¢)] + ¢[Mt2¢ﬂ(llt¢) - (1 - Mt)2¢//((1 - ut)¢)]- (A-7-5)
i d
Ii(i;) = — ;(1 — at)atdil;l/twt’r‘?
W _ Okgs _ 0 [ dpe e _ ody Ay
= 95,  om ( 2.0 at)dt) an o5~ 2,
od
67‘; a—ﬂf{(l — 1)*W (1 = 1) @) + p0" (meop) — ¥’ ()}

= —=2(1 — p)¥' (1 = pua) @) — (1 — Mt)Ql/JN((l )
+ 20 (111 ®) + " (ned).

= 2urwe — (1 = pe)d)] + Sluid” ()

= (1= )¢ (1 = p)9)] = e.
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Finalmente,
(¢) _ Okgp _ O - _ - % - _ - _
Koy = 36 8(]5( ;:1(1 ozt)dt>— g (1—ay) 96 ;:1(1 o) 8¢

Utilizando os cumulantes de terceira ordem?dlgs, ¢) e as derivadas dos cumulantes de segunda ordeix deyp),
calculamos as seguintes quantidades

1 - dp\3 2
"»5?? - §l€rsu = - ¢2 ,::21(1 - at){‘lsmt((;;z) +3wtat}$trmtsmm

1 o dua 3
+ 5(2522(1 —at){ﬁﬁmt(dl;z) +wtat}xtsmtrxtu

t=1

3
- —¢? d 1
:Z(l—at)j{ﬁbmt((ﬁ) +3wtat}$ts$tr1‘tu-
t=1 t

SejalWW; = diag{wn1, ..., w1, } uma matriz diagonal de dimens&o< n com elemento tipico
2 dug\3 1
Wi = —%[¢mt(£) +§wtat]7
e seja uma matriz diagon& = diag{ds, ..., J,}, denominada de ponderagdes, em gue 1 — o, é a probabilidade

dey; ser observada no intervalo (0,1). Entédo

n

1
’151;) — glrsu = ;5tw1t$trxtsxtu- (A.7.6)

Agora, calculamos

~1 dp O dpg\ | dp
= (1= e a3 - Ltrdts
; 3! at){ut(dm> t(aut dnt) dp, "
Se definimodV, = diag{ws1, . .., wa,} COM
war = Ly () g, (2o e ) L de
2 2 ! dmy ! Oy dmy d77t’
temos
1 n
RS — Shirsg = Z 0L W2 L er Ts- (A.7.7)

t=1

128



A.7. Apéndice 7

Adicionalmente,

y 1
¢ iﬁrqbu =

<~
S

R

dpu ( 0 dut)}dut

(1= a){ = otwet dlpome + 4" (L= o)y gt — (5 -3 t) p g trwa

NE

t=1

3ut d’l]t d’l]t

d 1 0 d d
(- ag{ — 5Pl + 0 (1= o) = S (55 }“x

N)\»—A

320 { B2+ Slem, 4 ((1~ AN} L — e, (- d’“)}d‘” e

M:

t

1

DefinimosWs = diag{ws, . .., ws, } a matriz diagonal de dimens&ox n com

S e 701 — oy M 4, (O dey L dpne
e 2{¢ pame 0l M)gb)}dnt—’_%(aﬂtdnt) dm,’

podemos escrever

’imzm - § 5twdtxtrxtu

De forma anéloga,

K — S are = K = Shrgn = 3 B

Agora, -

fﬁ) %Férw

- _ (- a»{[utwt (1= )]+ Sl () — (L~ ) (1~ utw)]}j’;jxﬁ

iz (1~ { pety — (L= )6 + Ol () — (1 — )" (1~ ut>¢>]}j§7‘:xtr

- Z 50— gl () = (1= )" (1 = o)) P

DefinimosW, = diag{wa1, ..., ws,} a matriz diagonal de dimensaox n com
war = ol () — (1= )" (1= )] P
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Logo,
Ry — *’Ww = Z Spwapr. (A.7.10)
Finalmente,
w 1 - - dpu
g — oou= Y —(1— )tt tu. Z 2y,
t=1 =1 dny
n
1 dpu
= Z S(1—ap)ee—x4u,
t=1 2 dn,
Se definimodV; = diag{ws1, . .., ws, } a matriz diagonal de dimens&ox n com
1t d/,Lt
Wy — —
5t — 2 fdnt
temos que
’ﬂ(w ’%aﬁu Z 01 W5t Tt (A.7.11)
k) H¢¢¢ = i (1 —a)sy — ! i —(1—ay)sy = i —létst. (A.7.12)
¢p 9 B

t=1 t=1 t=1

Com as quantidades calculadas acima podemos obter a fode@ax & Snell (1968) para o calculo do viés de
segunda ordem do estimador de maxima verossimilhangaédomo componente do vet6r a saber:

Z Z “ 1
,8,U K:ar b { (t) - 2K‘lrsu} + Kja¢ S, u K: {H;S) - 2l€¢éu}
ar qbu ar s8¢ (d)) -

+ E K { mrdm} E KR { 2I€rs¢}

\ 1 1
+ K¢ Eu KO {FL;:; - 2H¢¢u} + K gs K5 {/igi) - 2H¢s¢}
+ x?? K - lli oo ¢ + PR (0 _ 1,‘%@ .
Z r¢> v 66 ~ 5

Pode-se observar de 3.2.19 que as entradas da m&tfimdo sdo nulas, o que leva a uma complicagéo do célculo,
indicando que todos os termos da expansao anterior devezalselados.
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Assim, parar = 1,...,m temos

ar ,.su u CLT‘ su
> Kk {() msu} > "k E SHWH Ty L5 Tty

,8,U 7,8,U t=1
n
ar su
= Swie Y KT Y Tk T
t=1 T s,u

Se definimose como sendo @a-ésimo vetor coluna da matriz identidade de dimena&o m, temos que
~a

n
ZétwuZFo T Y Tk T = Y Spwy Y K (v KPPy
t=1 T

S,u

n
= Z(Stwlt rgT Kﬂﬁl‘t(x;rKBBl't)
t=1 ¢
n

:eT K’Bﬁ E 5tw1tzt(9:;Kﬁ'B:rt),
~a
t=1

em quex; é o vetor linha obtido da-ésima linha da matrix’, K#° é a inversa da informac&o de Fisheralebtida de
3.2.19 &35 € o vetor de dimens&o x 1 obtido da diagonal principal da matiz KA X 7. Assim,

1
> Kk "{ 2””%} =, T KPPXT AW, 655 (A.7.13)

r,8,Uu

Agora,

1 w 1
5 et {0 T {2 o}

85U

n
J— a sSu I a su
=KD R S tysti, = K E Swse Y wyok™ Ty
s, t=1 t=1 s,u

= g Zétwgt(le(ﬂﬁxt) = g tr(AVV;gXKﬂBXT)7
t=1

ondetr(-) é o operador trago de uma matriz quadrada. Logo,

1
D R {f%s 2Kv¢su} =¢| K77 tr(AW; XKPPXT). (A.7.14)

¢:8,u
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Tomemos 1
ar U ar U (u)
S S
¢,
D ILLICD S TIRIES U SE B
U t=1 t=1 T u
= Y bl K a] K%)= ] KO3 (o]
t=1
Porém,
“ 1
Y Rk ¢u{ g - inmu} =¢| KPP(XTAW; X)K"?. (A.7.15)
T,0,u
De forma similar,
1
Z HaTKJS¢{ (¢) _ 7/{ ¢} ZKJGT 5¢ { - 2“7’5@5}
8,0

n
ar .S ar S
= E KO RO E OLWotTiyp s = E drway g R Ty E R ¢$ts
= t=1 T s

—Zatw% TEPa)(a KP?) =¢ | KPP(XTAW,X)KP?.

Portanto,
1
2R { - ww} =g, KPP (XTAW,X)KP?, (A7.16)
,8,¢
Agora, calculamos
a U 1 a U | 1
> KR? {ﬂf;;) - 2%@} ="y K {“% - 2”¢¢"}
[oRCRT w

n n
=KD RN Spwsiwe, = K4 Swsy Y K,
U t=1 t=1 u

= K%Y Siwsi(p] XE?) = k% ( > 5tw5tPtT> XKP?

t=1 t=1
=¢ | KP?diagonal(AW35) X KP?,

~Na

ondediagonal(-) € o vetor linha formado pela diagonal principal de uma majuadrada @, é ot-ésimo vetor coluna
da matriz identidade de dimensao< n. Consequentemente,

1
D wedptn {/{((;f; - 2“¢¢“} =¢ | Kdiagonal(AW5) X K72, (A.7.17)
¢1¢au
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Analogamente,
1 1
a S ¢ a S d)
Z K ¢:‘$ ¢ {K'Ebs) - 2I€¢5¢} = K ¢ZK/ ¢ {I‘i;s) - 2:‘$¢3¢}
?,8,9 s
= g Z K50 Z 8wy es = K¢ Z OpWay Z KTy
= n“¢26tw4t De XKW5 =g (Z tw4tp:>XKﬂ¢
t=1 t=1
=e, T KP?diagonal (AW,) X K79
Logo,
1
Z KRS {Ii((;z) - 2/%5(7)} T KP?diagonal(W,) X K°?.
®,5,¢
Da mesma forma,
T 1 T
D L T B WIg S o]
Q.0

= g% Z AT Z St WAt Ty = et Z S, Z KO
T t=1 =1 -

n n
= H¢¢Z§tw4t(p:XKﬁﬂ) .= m¢¢<z5tw4tp:>XK’% e

~a
t=1 t=1

=¢ | KPPXTdiagonal(AW,) " K?.

Portanto,
1
3 ket { k) — 2/%4)} T K79 X T diagonal(Wy) T K%?.
0,6
Finalmente, temos
a 1 “ o 1
> ¢¢{ 5 - 2/‘%45«5} = KR {”“fw) - 2’%@}
b6,

10,06\ s a0 b0 (Ag
14314322,55,5 K*?k??tr(AS)

=¢ " KP?K%tr(AS),

ondeS = diag{—s1/2,...,—s,/2} € uma matriz diagonal de dimenséo n. Dal,
ag 00 [ (0) _ 1 T KB ROb (A
Z KK Koy — 3hoes [ =L, tr(AS).
b.6,6
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Usando notac¢ao matricial derivamos o viés de segunda ordeta ¢

B(Ba) =¢ KPXTAW1Ggp+ ¢ K7 tr(AW; XK XT)
+e KPP (XTAWX)KP+ ¢ T KPP (XT AW, X) K7

~

+ ¢ K7diagonal(AWs) XK+ ¢ T K"?diagonal(AW,) X K7°

~

+ ¢ KPP X T diagonal(AW,) K9+ ¢ T KPP Ktr(AS).

~a

(A.7.21)

Fatorando adequadamenfé(ﬁa) se simplifica na forma

B(Ba) =e! KPP XT(AW1655 + AWy + W) XK + diagonal(AW;) T)
+ e KP(tr(AW3 XKPPXT) + K9tr(AS) + diagonal(A{W5 + Wy }) X K7%).
De forma analoga aos célculos anteriores, deduz-se que
B(¢) = K XT AW, 835 + K tr(AWs XKPPXT)
+ KP(XTAW X)KP? + KP(X T AW, X)KP?
+ K%?diagonal(AW;5) X KP¢ + K¢?diagonal(AW,) X K¢
+ K9P X Tdiagonal(AW,) T K¢ + K®? K%%tr(AS),

(A.7.22)

~

e B(¢) se simplifica na forma
B(¢) =K*%(XTAW1835 + (X T AW X) K¢ + (X TAW,X)KP? + X T diagonal(AW,) T K%9)
+ K9 (tr(AWs X KPP X T) + diagonal(AW35) X K#¢ + diagonal(AW,) X K¢ + K??tr(AS)).

A.8 Apéndice 8

Viés do estimador de maxima verossimilhanca d& = (p",7")T.

Para o célculo do viés de segunda ordem dos estimadores dtmangcosimilhanca dos pardmetros do modelo de
regressao beta inflacionado em zero e um consideramos atsegsirutura

g(pe) = N,
log(do¢ /(1 — dot — 61¢)) = Cot,
log(01¢/(1 — dor — 61¢)) = Cue,

t=1,...,n,com parametro de precisé&aconstante para todas as observacoes.
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Note que
oot
00t = T oo 4 ofor
it
01 = T oo 4 oo
1 - 6Ot - 51t - 1

1 _|_ eCOt + eCOt :
Dai,

901 - ( eSot )( 1 4 eSot
ot T\ 1 4 eCot ot ) \ 1 4 eCot 1 eCot

0614 o ( el )( 1 4+ bt
e \1+ efor 4 eSor / \1 + efor + eSor

0914 eSot el
) )
0ot 1 + eCot 4 eCot 1 + eCot 4 eCot

Desta forma, as expressoes (A.3.3) e (A.3.4) se reduzem a

) = 6ot(1 — dot),

) = dull - ow),

Ty (ye) o1y (we) Uy (ye) oy (we)
{0} Yt (0,1) {1} y 0,0y
U, = - Sor(1 = So) g — _
tZ:; { (SOt (]. — at) } Ot Ot ¢ tz; { 5115 (]. — Qi
= (o3 (y1) — dor)ver
=1
e
= Wy (ye) oy (ye) Uiy (ye) | Loy ()
U = Z { Sor (=) }50t51t2tr~ + Z{ 5y + 10— ar) }51t(1 — O1¢) 2ty

~
Il

1 t=1

M:

(W13 (ye) — 616) 2807,

-
I

1
respectivamente. Seguidamente, as expressoes (A.3.3)6 (& (A.3.7) se reduzem a

Ups = Z { Ol(Wgoy (1) — Sor)vir] o ,} n {8[(]1{0}(%) — dot)ver] 851t

0do; aCo:s 0014

t=1

n
== Sot(1 — S0t )ver s,

t=1

- Ol(Mg1y (ye) — 01¢) zerr] Dor Ol(My1y (ye) — 01¢) zerrr] D614
U’I‘”S” = Z { Zts”} + {

2 Db i D61,
= - Z O1¢(1 — O1¢) 2errr 22507,
=1
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" o[(1 ¢) — 00t ) Ve ] OO ol(1 — 801 ) V] OO
U :Z{ [( {0}(%) Ot) t ] OtZtSH}+{ [( {0}(%) Of) t ] 1tZtS”}

— 0do; (1t 0014 9C1

N (A.8.6)
= Z 001014 Vit 2t -

t=1

Agora, os momentos de terceira ordem com respeijtoeay sdo obtidos pela diferenciacdo da funcao de log-
verossimilhancd; (p,y) com respeito aos parametros de interesse. Assim,pafau’ = 1,... ko, er”, s" v =
1,..., k1, temos

D = 37 {200 G O,y Do D] OB,

Vi’ Ut/
pt Doy Dor ' o1 Dot
o (A.8.7)
=— Z S0t (1 — 001) (1 — 2001) Uiy Visr Vg s
t=1

{ 8[(50,55“1;”/,2153”] 8(507: Dt } { 8[60t61tvtr’zts”] 8(Slt }

- o o 9o 0o
(A.8.8)

S0t01¢(1 — 2004 ) Uty 2451 Ve 5

M=

Urlsllu/ =

~
Il

M=

o~
Il

1

Ui gy = znz {3[51t(1 - 51t)ztr“zts”} 0doy } i {a[élt(l - 51t)Ztr”Zts”] 0414 }

— Odot 0ot v 0614 ot v
; (A.8.9)
= Z d0t01¢ (1 — 200¢) Zer1 251 Vtur s
t=1
- - 8[50t(1 — 50t)vtr'vts/] Ddot 8[50t(1 — 50t)vtr’vts’} 0014
Urlslu// = tz::l { 8§0t 8<1t Ztu”} { 861t 8C1t Ztu”}
n (A.8.10)
= Z 50t(51t(1 - 261t)vtr’vts’ztu”7
t=1
_ g 0000114 Zps17] Doy 0001011Vt 2ts11] DO14
Ur’s”u” = t_zl { 860t 8<1t Ztu”} =+ { 65” 8C1t Ztu”}
N (A.8.11)

= Z 50t51t(1 - 251t)vtr’Uts'Ztu”7

t=1
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"~ (O1014(1 — 814) 2t 205] Doy

U,,,//S//u// =
{ ddot It

t=1
n

t=1

Tomando o valor esperado dos momentos acima, temos

Ztu”} + {

- Z O1¢(1 — 1) (1 — 201¢) 29 2251 Zturr -

8[6175(1 - 6lt)ztr”zts”] 351t

0d1y A1t

/{T/s/ = E(UT"S’) = UT/S/’

K/T”S” = E(UT’”S”) = Uv,r‘//s//7

K"I"S" = E(Urrs//> = UT’S”7

Rplsty! = E(Ur/s/u’) = Ur’s/u/a

K‘T”S”u” = E(U’I‘”S”) = Ur”s"u”7

K'r"s’u” = E(Urlslu//) = [],,‘/S/u//7

Ryt gttt = E(U'r/s”u”) = UT"S”M”'

Derivando os cumulantes de segunda ordem com respeito Eweqieos de interesse, temos que

(W) _

8,‘{745/
0Py

Oy gr

8pu’

a’Yu’ /
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= UT’S’u’a

= UT’S”U.” s

= UT/SN»U/,

r's !l

Ztu!! }

(A.8.12)
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(u’) a’ir’s”
Koo = — = [],,.Ilsllul7

r''s apu”

(u'") Ok
Ko g =
s a,yu”

= UT‘”S”U” .

Usando os resultados acima obtemos as seguintes quastidade

o 1 1 n
K’E-/s/) - 5Klr,s,w = —5 tz:; (SOt(l — 601&)(1 — 260t)vtr’vts’vtu’, (A813)
w) _ 1 1N
Hr//sl - éﬁr”s’u’ = _5 Z 50155115(1 - 260t)vts’vtu’ztr”> (A814)
t=1
) _ 1 1¢
HT’S” — iﬁ’r’s”u’ = 75 Z&Otélt(l — 250t)vtr’vtu/zts”, (A815)
t=1
(u//) 1 1 n
Roprgr” — 5537"/5"11” = —5 Z 60t61t(1 — 261t)vt7"vts’ 2t s (A816)
t=1
w) 1 I8N
Roprrgrm — §Hr”s”u’ = _5 Z 60156115(1 - 260t>zts”vtu’ztr”a (A817)
t=1
(u//) 1 1 n
Hr”s’ - il‘{r”s/u” = _5 Z 50t51t(]- - 251t)ztr”vts’ztu”a (A818)
t=1
(u//) 1 1 n
Rprgn = s = =5 Z5Ot51t(1 — 2014) Vi 2451 2t s (A.8.19)
t=1
K/(’l;t,”,), o ll'ir”s”u” = _1 zn: 51t(1 — 61t)(1 — 2(Slt)ztr”zts”ztu”- (A820)
s 2 2 e
Se definimos as matrizes diagonais
Py = diag{—001(1 — 601)(1 — 2d01), ..., —0on(1 — d0n) (1 — 200n)},
PQ = diag{501511(1 — 2501), e 75077,6171(1 — 26()“)}, (A 8 21)
P3 = diag{—501611(1 — 2(511), ceey —60n61n(1 - 251”)}7 o
Py = diag{—011(1 — 611)(1 — 2611),..., —01n(1 — 010)(1 — 201,) },
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de dimensédn x n), temos para’ = 1,..., ko
1 1 -
Z a { R~ 2“1”'5%/} D) Do RTRETY Pt v Ve
s u! s ul t=1

em quep, é ot-ésimo elemento da matriz diagorfal. Note que

§ ar’ s’ (u") 1 E E E
K R Rprgr — §Hr’s’u' 5 D1t K® vtr 'Uts"‘£

r’,s"u! s’ u!
1 /
ar T
=3 E D1t g K v v KPP,
t=1 T/

1 n
3 E plt(vthpv:) 2; K”pvt—r,
t=1

sendov; 0 vetor linha obtido da-ésima linha da matri¥, K*? a matriz de dimenséiy, x ky obtida da inversa da matriz
de informagdo de Fisher (3.3.14e representando @-ésimo vetor coluna da matriz identidade de dimerigae k.

Se definimos,, como o vetor de dimens&ox 1 obtido da diagonal principal de matfizK**V' ", temos que

Wy 1 1
3 ke {ﬁ,,s?—fr,s,u,} 5 &l K"V Pis,,. (A.8.22)

r’ s !

Agora,

ar’  s'u’ u’) 1
§ R R Ryrngr — iﬁr”s’u’ =35 E P2t E K Zt'r” E vts"k@ Utu’

r s’/

1 ar’’ T
-5 E Y21 E R Ztr“UthpUt
2 t=1 r

1
5 Zpgt(vthpvtT) reVaT KPPzl
t=1

(A.8.23)

L T T
= 5 ga KP’YZ P26[)[)7

sendoz; 0 vetor linha obtido da-ésima linha da matriZ e K*¥ a matriz de dimenséky x (k1 — ko) obtida da inversa
da matriz de informacao de Fisher (3.3.14).
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Analogamente,

n
’ i ! 1 1 ’ ", 1
ar’ .s'u (u') _ ar s'u
K™ R {KT,SH - 2'%7"8”14’} - § § P2t § R Uty § Zts'' K V!
t=1 r/

s’/

1 n
,
3 E D2t E KO Vg0 K 20
t=1 r!

r!,s" u’

(A.8.24)
1 n
T T T
=3 ;p%(vtKMZt ) e! Koy,
_ L TRy
= 5 £a 20p~,
em qued,, € o vetor de dimensae x 1 obtido da diagonal principal de matizK?*Z .
Temos agora que
" 1 1<
D RTRT {KE-Z/) - 2H7-/s/u~} =5 D ps > K v Y v BTz
r’.s" u'’ t=1 r s’ u'!
1 n
= =5 D pe K vrn K72
t=1 ! (A825)
1 n
T T T
= 5;]?&(%-7(’”% ) e! KPPy,
_ L T kv TR
— 9%, 30py-
De forma analoga,
noo1 1 &
5w Ll B b = 1S o S e 3 s v
T,/}S’/,u, t:1 T// S,/,’U/
1 n
DI Y
t=1 ! (A.8.26)

1 n
= §Zp2t(vtKMZtT) QZ K]
t=1

== ¢ KMV P

Py

| =
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Similarmente,

n
" 7 " 1 1 " ‘u!
ar’’ s'u (u") _ § E ar E su
K K {Hrus/ - QKT‘”S/U”} — 5 P3t R Ztp!t Vs’ K Ztu!!

T‘”,SI,UN t:l T// s/’u//
n
1 17
ar T
=3 E D3t E K 2y K7 2,
=T (A.8.27)

Agora, temos que

n
’ 1,0 ' 1 1 ’ "1
E K(LT’ K}S “ {K/’E"S”) - 2/@7"8”1/'} = 5 E P3¢ E K_/(J,T' (o E ZtS//K/S u Ziw!
t=1 r

T,,S/,,u” 8//’,“//
n
1 !
ar T
=-3 E D3t E K v 2 K77 24
t=1 r!

1 n
= §Zp3t(thWZ:) QZ KPPy,
t=1

1
=5 ¢! KV P3o,,,

(A.8.28)

sendoK " a matriz de dimensél, x k; obtida da inversa da matriz de informacéo de Fisher (3.244) o vetor de
dimens&a: x 1 obtido da diagonal principal de matrizK " Z " . Finalmente

n
2 o1 U” ]_ ]_ 1 o1
2 R {”5/fs9l = e 0= 5 Y KT e 3 ekt
" t=1

r”,s”,u P s”,u”

> oY w2 K2
P (A.8.29)

DN | =

n
T T T
par(ze K772, ) e, K"z,

e KM ZTPy6,,.

A.9 Apéndice 9

Residuos padronizados do modelo de regresséo beta inflacéato em zero ou um

Respeitando o formato da distribuicao de probabilidadesdavel resposta e usando a definicdo geral de residuos
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dada por Cox & Snell (1968), podemos definir residuos padaolois para o modelo de regressao beta inflacionado em
zero ou um. Neste sentido, se consideramosnhecido, temos que o algoritmo escore de Fisher é exgresso

A o m) (7T Qm) 7)1 7T plm) Glm) (e _ o<(m))

= (ZTQ(m)Z)—lzTQ(m)Z( ) (A.9.1)

ondez(™) = Z~(m) 4 (Qm) =1 pm)G(m) (ye — o*(™)). J& o algoritmo escore de Fisher para calcular a estimativa de
méaxima verossimilhanca deé expresso por

AU = (X TW i X)X Tw ) 2 (A.9.2)
sendo
ZI(m) _ Xﬁ(m) + (W[SZL))_IT("L)H("L) (y* _ M*(’m))

um vetor de dimensao x 1. Da convergéncia do processo iterativo escore de Fisherpatatemos

7=(2"Qz)' 2T Qm,

B=(X"Wps X)X Wy,
sendor; = (+G 1 (y°—a*) e —n+¢>WgﬁTH<y — i) emquel = (G-, Cn) = Z7 €7 = (71, ,7a) = XB.
Se definimos = Q/27, 5 = WW?Q, =QYV2ZeX* = Wé[/fX, temos que

;? (Z*TZ*)flz*TTik’

(A.9.3)
ﬁ (X*TX ) 1)(>;<T7_§7

ou sejajy é a solugdo de minimos quadrados de uma regresséo linearcdatra as colunas dé* e g € a solugéo de
minimos quadrados de uma regressao lineat;d®ntra as colunas d& *. Da equacao (A.9.3) temos que

_ Z*A _ @1/2Z(ZT@Z)_1ZTQ\1/2Q\1/2?1

Hl U
= X*B =W X (X T W X)L X TWIEW, %
273

em quel; = QY/?Z(27QZ) ' ZTQ"? e Hy = W/’ X (X WssX) ' X W}/’ séio matrizes de projegao. Assim,
de (A.9.3) os residuos ordinarios podem ser expressos por

T (A.9.4)
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em quel,, é a matriz identidade de dimenséo n. Alternativamente, podemos escrever
e = (I, — H)7i = QY7 - Q'°2(27Q2) 27 Q'* Q"7
=QV2G (Yt — aF) (A.9.5)
= P2y —a¥)

= (In — H3)m5 = W[5 — W[ X (X TWssX) X TWIEWLR,
— nggéQWﬁﬁlT(y — ) (A.9.6)
_ A—l/QW—l/Q(y* _ /];)

As matrizes de variancias-covariancias assintoticasetiduos:; e e’, com as quantidades avaliadas nos paramet-
ros verdadeiros séo

=
=
—
)

( 1)
= (In — HY)
= (I, — Hf)@l/QVar(rl)QW( — HY) (A.9.7)
= (I, — H})Q'*Q™'Q"*(I,, — HY)
= (In — HY)

)
= (I, — H)Var(Wy'72) (I, — H)
= (I, — H3) )W, Var(r) W[ (I, — Hj) (A.9.8)
= (In — Hy)W AW WA (T, — H3)
= (I, — H3)

Adicionalmente, é facil ver quB(ej) = 0 e E(e}) = 0.
A.10 Apéndice 10

Residuos padronizados do modelo de regressao beta inflacamio em zero e um

De forma analoga ao modelo de regresséo beta inflacionaderenoz um consideramos qgeé conhecido. Da
convergéncia do processo iterativo escore de Fish&t ge(p’,v")T temos que

Y- (27022 Gn.

sendory = ZY +Q'(y, — A,), em quey, = (y{TO}, y{Tl})T, A, = (3,6 )T s8o vetores de dimensda x 1. Aqui
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0 = (8o15---+00n) ", 61 = (6115, 010) ", g0y = g0y (wa)s-- > Wgoy(wn)) " €91y = (Mpay(wa)s- -5 Wpay () ©
sdo vetores de dimensaox 1. Adicionalmente,

7 Vo Q1 QS)
Z = ; = ;
<0 Z) © <Q3 Q:
sdo matrizes de dimenséitn x (ko+k1)) e (2nx2n), respectivamentd/ € uma matriz: x ko de covariadas cujaésima

linha év, e Z é uma matriz» x k; de covariadas cujaésima linha &;. Os blocos d&) sd0:Q; = V "diag{do: (1 —
601)s -« - »00n(1=60n) }V, Q2 = Z T diag{611(1=611), ..., 01n(1—61,)} Z €Q3 = Z T diag{—501011, . . ., —60n01n } V-

Tomandor; = Q'/?7; e Z* = Q'/2Z temos que
Y =(z""Tz)"'z Tk (A.10.1)

Portanto,Y € a solugé@o de minimos quadrados da regresséo auxiligratntra as colunas dé*. Da equagéo anterior
deduz-se que

7@; _ Z*'/f _ @1/22('ZVT@Z)—1ZT@1/2@1/27¢d
= Hi7}.
O residuo ordinério da regresséo (A.10.1) pode ser exppesso

* * ~x * TT® % T\ __*
eq =174 —7q =74 — Hi7g = (Ian — H3)74,

em quel,, é a matriz identidade de dimens@tn x 2n) e H: = QY/2Z(Z7QZ)~*ZTQ'/? é a matriz de projecao.
Note quee; também pode ser escrito como

o = (Ion — H3)rt = QY%7 — QV2Z(ZT Q7)1 2T Q2" %7y,
= Q07 (y, - A) (A.10.2)

Note que se as quantidades s&o avaliadas nos parametradeievd, obtemos qug(e;) =0 e
Var(e}) = Q~/?Var(y,)Q /2.

Por outro lado, N R
Var(e}) = (Ian, — H)Var(ry)(I2n, — HJ)

= (Inp — H)QV/?*Var(74)Q /2 (I, — HY).

Assintoticamente, temdéar(?) = (ZT@Z)*, que implicaVar(7q) = Q~'. Desta forma,

Var(e:E) = (IQH - A(T)Q\il/QQ\il@il/Q(IZn - ﬁj{)
= (Lo — Hj)
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Var(y,) = Q"/?(I, — H})Q /2.

Desta forma, podemos construir o residuo padronizado pacmponente discreto do modelo de regresséo beta
inflacionado em zero e um na forma:

— Ag,
Tgi:M, i=1,...,2n, (A.10.3)
a”(l _hdn‘)

em quey, = (y{TO},y{Tl})T, A, = (64,6])" séo vetores de dimens@a x 1. Aqui, 5o = (Jo1,---,00n) , 01 =
(611,---,010) T wgoy = (gop(wa)s-- - Loy (wn)) T € yp1y = (Mg (wa),- -, Uiy (yn)) T SEO vetores de dimensio
n x 1. Adicionalmenteg;; € oi-ésimo elemento da diagonal principal da mafpidefinida em (A.10) é,, € 0i-ésimo
elemento da diagonal principal da matriz de projecao.

Note que, pard = 1,...,n, 0 residuorg, corresponde ao residuo padronizado do sub-modelo do cemfgon
discreto que modela a probabilidade de ocorréncia de zepasa@ = n + 1,...,2n, 73 corresponde ao residuo
padronizado do sub-modelo do componente discreto que madalobabilidade de ocorréncia de uns. Desta forma,
parece razoavel sugerir dois conjuntos de graficos de @sfghra o componente discreto deste modelo. O primeiro e
derd contraAq, parai = 1,...,n e o segundo dei contraAq, parai = n +1,...,2n. Neste caso, € de se esperar

gue os gréficos revelem marginalmente pontos aberrantesada sub-modelo.

Definimos as matrizes de dimens®@a x n), ¥y = (I,,,0,)" eV, = (0,,,1,,) ", em quel,, é a matriz identidade
de dimenséa x n e0,, € uma matriz de zeros de dimensag n. Desta forma, podemos definir as matrizes de projecéo

HO = v Hw,,

(A.10.4)
HY =9 HIw,

correspondentes aos sub-modelos do componente disceetoaplelam a probabilidade de ocorréncia de zeros e uns
respectivamente.

A.11 Apéndice 11
Célculo de curvaturas para 0 modelo de regresséo beta inflammado em zero ou um
Matriz Hessiana

Para obter a matriz hessiana utilizamos as quantidadesljA-(A.1.4) obtidas no Apéndice A.1. Definimos as
matrizes diagonaigy; = diag{toi1,...,w1,}, We = diag{tos,...,wa,}, Wi = diag{tosy,...,w3,}, Wy =

diag{to4y, ..., 4, } de dimensda x n. Parat = 1,...,n, temos
—_— o) ey () (@)2 N Uiey(ye)  Wio,1y(3e) (i@)@
(1 —ay)? of d¢y oy (1—a) J\Oay d¢ / d¢”
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2
d d d
—o%wn () olyr — i) (e ) dee, se y€ (0,1,
O’ se Yy = ¢,

oy =

0, — —{a—(y; —pi)}, se € (0,1),
07 S€ Yyt = ¢,

{_dta Se y € (07 ]-)7
oy =
0, se y,=c.

Em notag&o matricial temos que as segundas derivadas dafdadog-verossimilhangad) séo:U.,, = Z 25, Z,
Uss = X " WaX, Uy = Ujy = X W3 €Uy, = tr(W4). Desta forma, a matriz hessiana do modelo de regresséo
beta inflacionado em zero ou um é

o (Uy 00
(=1 0 U Uss|. (A.11.1)
0 Uss Usgp

No modelo de regressado beta inflacionado em zero ou um teneog gu(y',3",4) ", entdoA é uma matriz de
dimensad M + m + 1) x n dada por

9%0(0]w) 9%0(0|w)
Ow1071 e Owy, 01
920(0|w) 920(0|w)
OwiOym "7 OwnOvm

A = 8%0(0|w) 8%0(0|w)
Ow101 T Own 0B ’
9%0(0|w) 9%0(0|w)
Ow10Bp, 777 OwnOBn,
9%0(0|w) 9%0(0|w)
Ow10¢ e Ow,, 0

avaliada ent = (fVTﬁT, #)T edy. Note que é possivel particionarna formaA = (A],A5,A4)T, em que

A, = 0*(0|lw)/Oyow |

6=0,6=wg’
Ag = 0%0(0|w) /aﬁawm:m:%, (A.11.2)
Ny = *(Olw) /000w |,_; _, .

senddd o estimador de maxima verossimilhancaidew um vetor de perturbacdes.

146



A.11. Apéndice 11

Ponderacéo de casos

No esquema de ponderacgéo de casos temog(lue) = (1 (y|w) + £2(5, ¢|w). Desta forma, @a-ésima linha de\,
t=1,...,n, édaforma

A = (35:&(0%) o O(ay) Ol(p,9)  Ol(pe, @) (%t(ut,@)T‘
! on 7 o 9B T 0B | 99 o=

Com base em (3.2.6), (3.2.9) e (3.2.13) temos paral,.... M er=1,...,m,

0

oy (ay)  Ugey(ye) — a dey

% R,
OR a (1 —ap) dg e

Ol (pt, @) " o A
Tﬁr =o¢(1 - H{C}(yt))(yt - Mt)dinzxtr
) Oty(1.9)
o = (- g )
em quew; = {p(y; —pi) +5(ye) +10(0) —¥((1— ) p) . Se definimos as matrizes diagongis= diag{ (1l (y1) —
ar),.... (e (yn) — )} €& = diag{(y; — )., (y — )} € 0 vetoru = (us, ..., u,)T, podemos escrever
matr|C|aImente A
Ay =00(7)/0n,_, = 2" PGE,
Ap = 0lx(8,9)/08],_ axTHf%, (A11.3)

Ay = 0l3(B, ¢)/6¢\9 ;=
O chapéu "’ indica que as quantidades estéo sendo avaliadas nostiesp@stimadores de méaxima verossimilhanca.

Perturbacao nas variaveis explanatorias

SejamZ e X matrizes de covariaveis do componente discreto e contiomeadielo de regressao beta inflacionado
em zero ou um respectivamente. Assumindo guet X e ap-ésima covariavelz,, p = 1,..., M é perturbada
aditivamente, i.e., da forma definida em (5.3.8), temos duagéo de log-verossimilhanca do modelo perturbado é da
formal(8lw) = £1(v|w) + f2(5. 6). em quels (1]w) = 31, fe(a(w)). Assim,

OvrOwr  OyrOw;  Ooy(w) \ Oop(w) 0G(w) 0wy ) 0G(w) Ovm

_ [Pt(anw)) (dan(w)\? | dhlan(w) 0 dau(w)yden(w) | 9Gi(w)
_{ o (86(0)) * Boue) (aue) ) 5 }073 Lt

02(0) 021 (y|w) ) <8€t(at(w)) davs (w) 8Ct(w)>8at(w) 3G (w)

Definindo a matriz diagon&0; (w) = diag{r;(w), ..., w1, (w)}, em que
o) — o) @0 (o0uw) ", () - Don@) (9 oaw) ) sauw)
(1-aw)?  aw)? )\ 9G(w) ar(w) (1= W) )\ Oou(w) 0G(w) | 9¢(w)’
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temos que
0%0(0 to 2 ZLR, se R#p,
0) _ 1(w)yps pAtR #p (A.11.4)
OYrOwy 1014 (W)YpSz, 2tp +wWisz,, S€ R =p.
Agora, assumindo qug # X e ap-ésima covariavelz,, p = 1,...,m do componente continuo € perturbada

aditivamente, i.e., da forma definida em (5.3.9), temos duagéo de log-verossimilhanca do modelo perturbado é da
formal(0lw) = £1(7) + L2(3, ¢|lw), em quela(B, plw) = D71, i (pu(w), ¢). Assim,

P20(0)  Pl(Bolw) 0 <aét<ut<w>>aut<w> 3%(W>>3ut(w) O (w)

060w, 983,0w, - Ope(w) Opr(w)  One(w)  Owy on(w) 0B,

_ {a2et<m<w>>(am<w>)2+a@(uxw»( 0 3ut(w))5ut(w)}3m(w)

ol \one)) T o) \Gul) onw)) omie) [ om0

Definindo a matriz diagon&Us;(w) = diag{ta; (w), ..., w2, (w)}, sendo

2
Ope(w) * * 0 Ope(w) | Ope(w)
o) = 4 @) (G55 )+ ol — i @) (538 5} ) Bae) se wee (1),
07 se yr =¢,

em quew;(w) = ¥’ (ue(w)e) + ¢ (1 — m(w))d) e

i (w) = {w(“t(”)¢)¢((1ut(w))¢), se y; € (0,1),

0, caso contrarip
temos que
826(0) o m2t(w)/8psa:pxtm se r #pv
03, 0wy {mgt(w)ﬁpsxpxtp +WiSy,, S€ T =p. (A-11.5)
Agora,
0%(0) _ (B, ¢lw) _ O [ 0l(pu(w)) Opr(w) Orpe(w)
OpOwy OpOwy oo\ Ou(w) IOn(w) Owy
_ () 5'Ht(w)ﬁ S
99O (w) Ine(w) "
Definindo o vetoRUs(w) = (31 (w), ..., w3, (w)) ", sendo
as() = {—{q(w) — (W —mi@)}, se yi e (0,1),
Oa S€ yr =g,
em quex: (@) = ¢l (@) (1 ()6) — (1 — (@) (1 = uu(w)))], temos que
9%(0) O (w)
D00, 103 (w) () Bpsa, - (A.11.6)
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A.12 Apéndice 12

Célculo de curvaturas para 0 modelo de regresséo beta inflammado em zero e um

Matriz Hessiana

Para o calculo da matriz hessiana utilizamos as quantiqade®) —(A.1.4) obtidas no Apéndice A.1 e as quanti-
dades (A.8.4) — (A.8.6) do Apéndice A.8. Desta forma, a mdteissiana do modelo de regresséo beta inflacionado em
zeroeum é
Upp Upy 0 0
Upp Uyy 0 0

=17 7 Uss Uss (A12.1)
0 0 U U
em que
U,p =V Tdiag{—601(1 — d01), -, —0n(1 — S0n) }V,
Uy =U,, = Z"diag{0p1011,-- ., 000010}V,
U,, = Z"diag{—611(1 = 011), ..., —01n(1 — 61,)} Z,
Ups = X WX
Uss =Upp' = X' 203,
Upep = tr(Wa),

ondeV, Z e X s&o matrizes de regressores conhecidti$;e0; e 20, sdo as matrizes definidas na subsecéo A.11.
Para o0 modelo RBIZU temos qée= (p',7",3",¢) T, entdoA é uma matriz de dimensdé, + k; + k) x n da
formaA = (A], A7, A}, Ay)" emque

A, = 0*(0|w)/0pdw |

= 0*(O)w) /070w
2 __ -0 (A.12.2)

AB = 074(0|w)/0p0w |9:§’w:507

O*(0)w) /060w, _; .,

0=0,6=wg’

senddd o estimador de maxima verossimilhangaddew um vetor de perturbacdes.

Ponderacéo de casos

No esquema de ponderacéo de casos temos(qse) = ¢ (p, v|w) + (2(5, ¢|lw). Neste casol,, at-ésima linha
damatrizA, ¢t =1,...,n, édaforma

(3&(5015, 51t) o ({%t((son 51t) 3&(5015, 51t) o 3&(5% 51t) 3&(#1&» ¢) o 8&(#1&7 ¢) 3£t(ut7 ?b))T'
apl b) b 8pko ) af}/l b) b a’)/kl ) 861 b) b a/@k b a¢ 6:

0
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Com base em (A.8.2), (A.8.3), (3.2.6), (3.2.9) e (3.2.1&3pectivamente, temos pata=1,..., ko, 7" =1,... k1 €
r=1,...,kque

Ol (0ot 61¢)
apr/
Ol (0ot 01¢)
Oy
Oy (pe, @)
96,

Ol (ag,
t(éi;ﬁb) = 11(0,1)(%)%:,

= (H{o}(yt) — b0t )Vtr/,

= (H{l}(yt) - 51t)Ztr”,

* * d
= ¢lo,1)(ye) (yf — Mt)ﬁ%n

em queu; = {p(yf — pf) +5(ye) +9(d) = ((1— ) ) }. Se definimos as matrizes diagongis= diag{ (15} (y1) —
601)s - -+ (Mgoy (Yn) —don) }, E1 = diag{ (Ng1y (Y1) —611), - -, (Ug1y (Yn) —01a)}, E2 = diag{(y; —pi), -+ -5 (i —pi)}

e ovetoru = (uy,...,u,)', podemos escrever matricialmente
A, =VTE,
Ta
By = Z &, - (A.12.3)
Ay = ¢X "mdiag(yo,1))TEs,
Ay =1,

lembrando que*, ;* foram definidos em (3.2.7), (3.2.8) respectivamente. Agui) = (10,1 (1), - - - Uo,1)(yn)) "
e mdiag(-) € o operador que transforma um vetor numa matriz diagonakvafdente, o chapéu™ indica que as
guantidades estéo sendo avaliadas nos respectivos esteénald maxima verossimilhanca.
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